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INTRODUCTTION

Cette these ¢tudie la ggnéralisation de 1'algébre de Boole 3

une algebre a p valeurs.

Plus précisément au lieu d'étudier les fonctions de (L?)k dans
L2 nous etudierons les fonctions de Ln x Ln X ...X Ln dans Lp.
1 2 k
Rappelons que les créateurs de.la théorie sont Post et Luka-

siewicz vers 1920.

On trouvera une bibliographie détaillde sur le sujet dans |15]
et [»1].

De telles fonctions ont de nombreuses applications par exemple

- Diverses logiques non classiques [15]

- Le fonctionnement d'organes &lectroniques A trois valeurs.

Pour un organe 3 k entrées on a une application de (L ) dans
LB' D'ailleurs en algdbre de Boole les fonctions incomplétes avec l'or<re
total

0, # (valeur non spécifiée), 1

sont déja des applications de (L2)k dans LB' De plus si 1'on admet que les va-
riables peuvent elles aussi &tre des valeurs non spécifiées on obtient des ap-
plications de (LB)k dans LB'
Dans le méme ordre d'idfes le tableau de Karnaugh pour ‘une fonc-
tion booléenne de quatre variables rev1ent a remplacer cette application de

(L ) dans L2 par une application de <LM) dans L

- les sondages d'opinion dans le cas ol 1'on a plus de deux choix possibles pour
chique question el dans le cas ol 1l'on affecte 3 chaque patron une valeur re-

prosentant le nombnc do personnes ayant. domn® ce patron conme réponse.



Soit par exemple la question :"ailmez~vous les produits A,B,C"
avec pour chacun les réponses possibles : beaucoup, modérément, indifférent,
hostile. Et supposons que 1l'on ait partagé 1'effectif total des personnes en
dix tranches. Ceci correépondent 34 une application de (LB)Z4 dans LlO' Méme
dans le cas ot 1l'on propose seulement les deux réponses Oul et Non, il est
commode de prévoir la possibilité de non réponse, qu'il est normal d'interpré-

ter comme une réponse i trois valeurs avec 1l'ordre total :

Oui, Non réponse, Non.

I1 existe un certain nombre d'études sur 1l'algébre 3 trois va-
leurs. Mais il semble que 1'étude de cette algébre 2 trois valeurs considérée
comme un analogue un peu plus général de 1'algébre de Boole ne méne 3 rien 3
cause du trop grand nombre de fonctions d un petit nombre de variables. Par
exemple, alors qu'il y a en algebre de Boole deux fonctions dépendant nulle-.
ment d'une variable, x et X' 1l y en a 24 en algébre 3 3 valeurs (33 moins les

3 constantes).

La méthode habituellement suivie pour 1'étude 1'algdbre 3 p va-
leurs est l'utilisation de mondmes & deux valeurs [7], [12], [272].

On propose 1cl une nouvelle méthode d'étude basée sur une utili-
sation de mondmes 3 p valeurs. Ces mondmes sont comme en algébre de Boole des
fonctions de k variables produits de k fonctions d'une variable. Une é&criture

de ce genre a &€té utilise dans l'article [6] sans &tude théorique.

Aprés avolr rappelé au chapitre I les principaux résultats de
1'algebre 3 deux valeurs et au chapitre II les principaux résultats de 1'étude
de l'algebre d p valeurs au moyen de mondmes 3 deux valeurs, le chapitre III
donne la définition proposée pour ces mondmes 3 p valeurs et . étudie les pre-

miéres propriétés.

Les chapitres IV et V explorent deux voies possibles pour 1'ex-

tension de la notion de mondmes premiers de 1'algdbre de Boole :



- mondmes premiers ou maximaux,
- mondmes réguliers ou mondmes obtenus par empilement de mondmes maximaux
des sections de niveau 1i.
Des algorithmes sont proposés pour la détermination de ces mo-
ndmes et les programmes correspondants ont &té écrits et utilisés pour traiter

des fonctions.

La question de choix pratique entre ces deux théories est dis-
cutée 3 plusieurs points de wvue.

Les quatre chapitres suivants sont consacrés a des questions
particuliéres.

- Décompositions de fonctions 3 p valeurs en somme ou produit
- Représentation d'une hiérarchie en couches par une fonction 3 p valeurs

- Fonctions croissantes 3 p valeurs

Fonctions réguliéres et déconnectées 3 p valeurs.



PRESENTATION GENERALE DES NOTATIONS

Dans toute cette thése on ne maniera que des ensembles non-vides.

Lorsque 1'on utilise un ensemble de p &léments, on le désigne par Lp et on

note ses €léments 0,1,2,...,p-1.

Un tel ensemble pourra étre muni des structures suivantes :

- structure de treillis distributifs défini par les opérations d'addition

notées + et de multiplication notée . ou sans signe.
On notera alors 1'ensemble (LD 5+, o).
= structure d'ordre total défini par la restriction i 0,1,...,0-1 de la struc-
ture d'ordre total de N et par les 2 opérations induites :

Max(a,b) noté a+b
Min(a,b) noté a.b ou ab

On notera alors 1'encemble (Lp s 3 ou (L5 3, 4+, ).

On utilisera trés souvent le produit direct d'ensembles finis :

L x 1 x ...x L
nl n2 nk

Ce prodult direct pourra &tre muni des structures d'ordre et d'opérations in-
duites par les structures correspondantes sur les Ln . On notera ce produit

) , . i
direct muni de telles structures :



I1 convient de noter que la présence des structures d'ordre total
et d'opBrations dans l'ensemble d'arrivée joue un rdle fondamental dans toute la
théorie alors que la présence de telles structures au niveau des variables n'est

utilisée que dans quelques cas particuliers.

Ordre et opération sur les fonctions

Soient f et g deux fonctions de

L xL x ,..xL dans (L. 5 >4 +, .)
ngon, y P’ ’
on définit :

- ordre entre deux fonctions :

freev Xel xL x .. .xL £(X) » g(X)
1

- somme de deux fonetions.
f = g+h est définie par

£(X) = Max((g(X),h(X)) v X

- produit de deux fonctions
f = g.h est définie par

£(X) = Min (g(X),h(X)) VX

L'ordre, la somme et le produit vérifient les propriétés habi-
tuelles de commutativité, d'associativité, d'idempotence et d'isotonie.






CHAPITRE I = FONCTIONS A Z VALEURS SUR
DES VARIABLES FFINIES

Une premiére théorie développée par E. PICHAT et Y. MALGRANGE s'inté-
resse aux applications de Lnlx anx ceeX Lnk dans (L2; +, .). On suopose les
ensembles de valeurs pris par les variables non, non structurés. Il s'agit en
somme de 1'€tude des fonctions caractéristiques de parties d'un produit direct

d'ensembles finis quelconques.

On va essayer d'étendre les propriétés de 1l'algébre de Boole 3 ces
fonctions.

I - ETUDE DE CES FONCTIONS

Complément d'une fonction

Le complément d'une fonction f est la fonction F définie par
F(X) =1 - £(X) pour tout X

ou le signe - désigne la soustraction arithmétique classique.

Propriéteés
f=r
ftg =T . g
f.g=Ff+¢g

- La premiére propriété est vraie puisque}pour tout X on a :
T(X) = 1 - (1-£(X)) = £(X)

- La deuxiéme propriété est vraie si pour tout X on a :
1= (£(0) + (X)) = (1-1(X) . (1-g(X))

Les deux “membres de 1'8galité sont égaux 3 1 si et seulement si f(X) et
g(X) sont nuls, sinon ils sont nuls.



- La troisiéme propriété est vraie si pour tout X on a :
1- 20 . g0 = (1 - £(X) + (1 - gX)

Les deux membres de 1'égalité sont nuls si et seulement si f(X) et g(X) sont

égaux 3 1, sinon ils sont égaux 3 1.

- La deuxiéme et la troisiéme propriétés se généralisent 3 un nombre quelconque

de fonctions. En effet, elles sont vraies pour n = 2 et supvosons que l'on ait :

n-1 n=1
I fi= T ?i
i=1 i=1
alors :
n n-1 n-1 n
0y f.= 1 f. +f = 3§ f..fT = 1 .
i=1 4= 7 S S SR R O P B
De méme supposons que 1l'on ait
n-1 _ n-1
1 fi =z T;
i=1 i=1
alors
n n-1 n-1 n
n f. = n f. f = n f.+f = f.
j=1 1 =1 1 S P S PR

Comme en algébre de Boole le complément &change les opérations d'addition et de
multiplication, donc raméne 1'étude des sommes 3 celle des produits et inverse-

ment.
Mondme

Considérons d'abord le cas d'une variable.

Un mondme 3 une variable est une fonction quelconque de Ln dans
(Lo 5+, 2)



Soit maintenant le cas général de (L x L x ...xL_ ) dans
n n
1 > R
(L2 HEE S I Un mondme m est une fonction définie 3 partir de fonctions 3

une variable

f. définie de 1. dans (L, ; +, .)
i n,
i
par m (Xl, Xos ey xk) = E fi(xi)

Les fonctions fi sont appelées composantes du monome m
Remarque

Cette propriété passe un peu inapercue en algsbre de Boole du
falt que les seules fonctions d'une variable x sont : 0, 1, x, x'.
=~ On peut considérer fi conme une fonction de Xqs XpseensXy définie par :
A— .
f. (Xl’X2""’Xk’ f. (xl)
fi est d'ailleurs un mondme défini par :
fi(xl’XZ""’Xk> =(n fj(xj)) . Ii(Xi)
J#i
avec fj(x) = 1 pour tout X.

Notation d'un mondme m = 1 f
1

On a besoin pour cela d'un ordre total sur les L“'.On prendra
1'ordre induit par 1l'ordre total de N. Les fonctions fi sont rep%ésentées par
la suite, mise entre parenthdses, de leurs valeurs pour les valeurs croissantes
des variables.

£5 = (£500), £5(1),...,1; (n;-1))

Le mondme m est représenté par la suite des représentations des fonctions s,

~ pour i croissant.



Exemple :

Soit m un mondme d&fini de (L3 x L,) dans (Ly 5+, .) et
dont les composantes fl et f2 sont définies par :

X, fl(xl) X, f2(x2)
0 0
2

on écrira m = (101)(10)

Produit de mondmes

Le produit de deux monlmes est le monlme ayant comme composantes,

le produit des composanted des mondmes de départ :

m=1 f.
i

5 n = g g mn =1 f..g

En effet :

m(xl,x2,...,xk).n(xl,x2,...,xk) =1 fi(xi). I gi(xi)

I £(x). g;(x) =
1 1 1

r (£;.85)(x;)

Exemple : m = (101)(11) n = (011)(01) m.n = (001)(01)

Complément d'un mondme

Le complément d'un mondme m = II fi est la fonction f = g M.
i i

ol Mi est un mondme ayant toutes ses composantes constantes et égales i 1 sauf
la iéme qui est égale 3 ?;.

Suivant la convention adoptée précédemment on peut donc écrire

m= 73 f.
i 1
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Le complément d'un mondme est donc la somme de mondmes ne dépendant que d'une
variable.

Démonstration

Soit m = I fi
i
Par définition on a m(X) = 1 - m(X).

I1 faut montrer que pour tout (xl’XZ""’Xk) on a :

1 - g fi(xi) = § (1—fi(xi))

Les deux membres de 1'égalité sont nuls si et seulement si tous les fi(xi) sont
€gaux 3 un, sinon ils sont &gaux 3 un.

Expression d'une fonction comme somme de mondmes - Forme de Lagrange

Toute fonction peut se représenter par une somme de mondmes nuls
sauf en un point.

Démonstration

A tout point (al,a ,...,ak), a; appartenant 3 I s pour lequel
la fonction n'est pas nulle, on associe le mondme :

1

1

m =1 fi avec pour tout i fi(ai)

i
fi(xi)

0OV X5 £ a;

_ On couvre ainsi la fonction point par point. On appelle ces mond-
mes des monlmes de Lagrange ou mondme canoniques.

Représentation géométrique d'une fonction

Soit H le k-pavé représentant L, x L_ x...x I, . Une fonction
o ik |

est représentée dans H en mettant une boule aux points ot la fonction vaut 1.
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Exemple :

Expression de f sous la forme de Lagrange :

f = (0100)(100) + (0010)(010) + (1000)(001)

,
&

*1

Mondmes premiers

Un mondme m est un mondme premier de f si et seulement si :

mg<f et Am’ tel que m' ¢« f et m' >m

Base premiére compléte

On appelie base premi€re compléte d'une fonction, la somme de

tous les mondmes premiers de la fonction. En tant que fonction la base premiére
compleéte d'une fonction est égale 3 la fonction.

Théoréme de la base compldte d'un produit de fonctions

La base compléte du produit de deux fonctions est &gale au pro-
duit des bases complétes des deux fonctions de départ dont on a enlevé les mo-
ndmes plus petits qu'un autre.

Démonstration

Soit f = mpotm, 4oL+ m la base compléte de f

Soit g =n, +ny, + ... +n

1 5 la base compléte de g.

t
Soit m un mondme premier de f.g

Doncmg f.gdoncmg £ et mg g.



m ¢ f donc il existe ms mondme premier de f tel que m; > m
ms g done 11 existe nj mondme premier de g tel que nj >m
Donc m < mi.n‘j et puisque m est premier :
i)
Ce théoréme s'étend par récurrence au produit d'un nombre quelcon-

que de fonctions.

Recherche des mondmes premiers d'une fonction f par la méthode des consensus

Cette méthode est dfveloppde par E. PICHAT [18] et MALGRANGE [13].

Neus ne rappellerons que quelques définitions et résultats.

Consensus de deux mondmes suivant la variable Xi

Soit m = I f. et n =1 g,
FN ;i d
(.] ¥
Le consensus de m et de n sulvant la variable X5 est le monfme ¢ = 1 hj défini
. o
par :
by = 03 *+ gy
hj = fj . gj pour tout j # i

- Etant donnée cette définition, on obtient les mondmes premiers d'une fonction

f en applicant 1'un ou l'autre des algorithmes de consensus répété.

Recherche des mondmes premiers d'une fonction f par double complémentation

Théoneme :
Une gonction donnée sous La forme d'une somme de mondmes ne dé-
pendant que d'une variable, avec un seul mondéme par variable,
est donnée pan sa base compléte.

- En effet, en employant la méthode des consensus 3 une telle fonction, on voit

que 1'on ne formera aucun nouveau mondme.
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Théoneme :
On obtient fa base complite d'une gonction 4 par double compld-
mentation.

- Ceci découle directement du théordme précédent et du théoréme de la base com-
pléte d'un produit de fonctions.

Exemple :
f = (120)(10)(10) + (111)(10)(11) + (110)(11)(11)
= [(001)x + (01)y + (01)z][(1667% + (01)y + (00)7]
[(001)x + (0O)y ™+ (0&)7]
£ = (001)x (01)y
T = (110)x + (10)y = (110)(11)(11) + (111)(10)(11)

II -~ ETUDE DES FONCTIONS CROISSANTES

On travaille maintenant dans (L x L x...x L, 5%)
n, n, n

Fonction croissante

Une fonction f est croissante si et seulement si :

X>Y = £(X) » £(Y) vX et vY
Propriétés

- La somme x + y et le produit x . y en tant que fonction de x et de y sont
des fonctions croissantes.

- Une fonction de fonctions croissantes est croissante.

- La somme et le produit de fonctions croissantes sont des fonctions croissantes.

Ces trois propriétés sont évidentes.
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Fonction décroissante

Une fonction décroissante est le complément d'une fonction

croissante.
Théonéme :

S4 un produdt de fonctions de variables distinctes non identigue-

ment nul est crodissant chaque 4onction est croissante.
Démonstration

[
Soit £ = 1 f4(xi) une fonction croissante.
i=1 -

- Supposons que 1l'une des fonctions fi ne soit pas croissante.

3(x;5y5) x5 < ¥y tel que fx;) = 1 et f(y;) =0

I étant non identiquement nulle :

3 1 . tel £.(a.) =
v j£ti BaJ el que LJ(a]) 1

Done f(al,ag,...,xi,...az) > f(al,az,...,yi,...,ag)

Donc f n'est pas croissante.

Mondme croissant

C'est un mondme qui en tant que fonction est croissant.
Donc X > ¥ = m(X) 3 m(Y) vX et ¥

Propriété

Les composantes d'un mondme croissant sont des fonctions crois-

santes.

Ceci est &vident d'aprés le théordme précédent.
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Point caractéristique d'un mondme croissant

Définition :
C'est un point X, tel que : m(XO) =1let m(X) =0 VX < XO
Existence
k .
Soit m = .g fi(xi).
1=1

Les fonctions fi étant croissantes et non nulles :

Vi Bai unique tel que fi<ai) =1 et fi(xi) = 0 pour X; < a;

ILe point caractéristique est le point XO = (al,a2,...,ak)

Unicite

Par construction ce point est unique.

MonOme croissant associé a un point X0

Etant donné un point XO on lui associe le mondme croissant m
dé ‘

)

init par :
m(X)

1 pour X > XO

m(X) 0 sinon

Propriété

Le point caractéristigue d'un mondme m associé 3 un point XO

est ce point XO.

En effet, pour ce mondme on a m(XO) =1 et mX) =0 VX<X

0
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londmes premiers d'une fonction croissante - Unicité de la base premiére

Points caractéristiques d'une fonction croissante f

Ce sont des points Xj tels que :

f(Xj) =1 et f(X) =20 VX < Xj

Existence

Soit f une fonction croissante non identiquement &gale 3 un ou
a zéro.

Supposons que f n'ait pas de points caractéristiaues.
Donc : VX tel que f(X) =1 Y < X  tel que f(Y) =1

Les ensembles L étant finis, on va donc avoir aprés un nombre
i
fini de pas £(0,0,...,0)= 1. Or ceci est impossible puisque f est croissante

et non identiquement égale 3 1.

Propriété

Les points caractéristiques d'une fonction sont deux i deux in-
comparables.

Ceci est évident par définition des points caractéristiques.
Théoneme

La base premiene complete d'une fonction croissante § est formée
des N monomes associés aux N points caracténistiques de La fonc-
tion.

- Soit Mj le mondme associé au point caractéristique Xj
* WS < f sinon f ne serait pas croissante,

* AM' tel que IN1' > Mj et M'g f



Car M' couvrirait nécessairement un point inférieur i Xj'
Done NS est premier.

- Supposons qu'il existe un mondme M premier qui ne soit pas associé i un point

caractéristique de f. Ce mondme doit nécessairement 8tre croissant sinon il
ne serait pas premier. Soit X son point caractéristique. Deux cas peuvent se
présenter :

- soit il existe un point caractéristique Xj de f tel que :
X > X.
J
Dans ce cas M n'est pas premier.
- soit il n'existe aucun point caractéristique de f tel que
X > X.

J
Dans ce cas M n'est pas inférieur 3 f.

Unicité de la base

Cette base compléte premiére est irredondante, donc une fonction
crolssante a une base premiére unique.

En effet, les points caractéristiques d'une fonction étant incom-
parables, si on supprime un des mondmes premicrs le point caractéristique de ce

monlme ne sera pas couvert.

Mondmes premiers d'une somme de fonctions croissantes

Soient f et g deux fonctions croissantes et A:{Xi/i = 1,u} et
B = {Yj/j = 1,v} leurs points caractéristiques.

Les points caractéristiques de f+g sont les &léments minimaux de
A U B.

La base premiére de f+g est donc formée des mondmes associds 3
ces points caractéristiques, c'est-3-dire des mondmes premiers de f et g qui ne

sont pas inférieurs i un autre mondme premier.
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CHAPITRE I - LA THEORIE CLASSIQUE DES FONCTIONS A
P VALEURS ET VARIABLES FINIES.

Cette théorie utilise des mondmes 3 deux valeurs pour étudier
des fonctions pouvant prendre p valeurs. Plus exactement, les mondmes prennent
les valeurs extrémes 0 et p-1. On les multiplie par une valeur intermédiaire j,
pour leur faire prendre les valeurs 0 et j.

Remarque préliminaire

-~

Une fonction { de H dans (Lp;}) est équivalente 3 une fonction F
de {H x Lp_l;a)} dans L.,.

F étant définie de la maniére suivante :

F(X,q) = 1 si et seulement si £(X) > g+1
= 0 sinon
Exemple
)
2 3 0
f= F:
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I - ETUDE DES FONCTIONS DANS LE CAS OU LES ENSEMBLES DE VALEURS PRIS PAR LES

VARIABLES SONT NON STRUCTURES

Ce cas présente 1'6tude des fonctions de (I, x L x...xL_ )
S RS "k

dans Gb;>,+,.)

Représentation d'une fonction

Soit H le k-pavé représentant Ln x Ln x,.xL ., Une fonction
1 2

est représentée dans H en indiquant en chaque point sa valeur. Si elle est nulle

on peut ne pas la marquer.

Exemgle

Complément d'une fonction

Le complément d'une fonction f, est la fonction f définie par :
T(X) = (p-1) - £(X) VX

Cette soustraction étant faite au sens de N

Propriétés

*q =)
-+ t
Rl Fy
1i

|

03|

|
|
'”.‘.
ol
+
(18]
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La deuxieme et la troisiéme propriété se généralisent i un nombre
quelcongue de fonctions.

Ces propriétés se démontrent de la méme manidre qu'au chapitre I.
+londme

Un mondme est le produit de fonctions d'une variable fi définies

deLy, dans ({0,p-1}; >, +, .) par un facteur de pondération j avec 0 s J ¢ p-1 .
i .

On note un tel mondme jim ou j.m = J- g fj
VX J.mX)=Mn (j, mX)

I1 est clair que : (p-1)m = m.

Produit de deux mondmes

Le produit de deux mondmes u.m = u . 1 f. et von = v . 1 £
i

est le mondme défini par (um)(vn) = u . v I . g
i

Relation d'ordre entre mondmes

La relation d'ordre entre deux mondmes :

J -mg g . m se d&finit par J< e et mg m'.

Complément d'un monodme

En tant que fonction le complément d'un mondme est défini nar la
fonction j . m(X) = (p-1) - j . m(X)

,Progriété

Jom =1 (p-1) i + (p~1-j) M = (p-1)m + (p-1-j)M
1

M étant le mondme constant &gal 3 p-1 partout.
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En effet le mondme j.m prenant les valeurs 0 et j, le mondme
Jm sera au minimum égal d (p-1-j) en tout point. I1 prendra la valeur p-1

aux points oli le mondme j.m prenait la valeur. zéro.

Exemple
2 2 3 1 1
3 3 3
J.m = 2(033)(03) STE.= 3(300)(33) + 3(333)(30) + 1(333)(33)

Expression d'une fonction comme somme de mondmes. Forme de Lagrange

Toute fonction peut se représenter par une somme de mondmes nuls

sauf’ en un point.

On associe 3 tout point (al,ag,...,ak) ot la fonction prend une

valeur j non nulle.

Le mondme pondéré

j.m = j 1 fi avec pour tout i fi(ai) p-1
i

fi(xi) =0 129 £ a;

Or: couvre ainsi la fonction point par point. On appelle ces mondmes, mondmes de

Lagrange ou mondmes canoniques.

Mondme premier

Un mondme j.m est un mondme premier d'une fonction f, s'il est

plus petit que la fonction et s'il n'existe pas de mondme plus grand ayant la

méme propriété.

Section de niveau i d'une fonction f

Nous noterons f* la section de niveau i d'une fonction f, la

fonction définie par :
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£ (%)
£ (%)

1]
Pe

pour £(X) > i

"
(@]

sinon

Mondmes premiers d'une section de niveau i

! est une fonction de Ll,11 x Ln2 X...x L dans {0,1}; >, +, .)
on peut donc appliquer les méthodes vues au chapitre précédent pour chercher ses
mondmes premiers, il suffit de remplacer 1 par i. On obtient une forme é&quiva-

lente en remplagant 1 par (p-1) et en mettant 1 comme facteur de pondération.

Théoname ,
Les monomes premiens d'une gonction § sont Les mondmes maximaux
B - . . A .
de 2'union des mondmes premiens des fonctions § pour £ = 1,..5k

- soit i.m un mondme premigr de ! ainsi calculé -
i.m ¢ £f donc img f
Et par construction il n'existe pas de mondme jm' tel que
Jm' s £ et j.m' > im
Donc i.m est premier.

Théoréme de la base compléte d'un produit de fonctions

L'énoncé et la démonstration de ce théordme sont les mémes qu'au

chapitre I.

Mondmes premiers du complément d'un mondme

Théoneme :
Les monomes premiers du complément du mondme f.m = §. 1 §
sont Les élements maximaux de L'ensemble :

{{p-1-4IM, (p-1) Zz'/ 4 = 1,R}
M etant Le monome égal & p-1 partout.
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Démeonstration

En effet, les mondmes premiers d'une fonction sont les mondmes

maximaux de 1'union des mondmes premiers des fonctions .

Tci, ily a P71 et 7179

1

-~ . - o= -~
Les mondmes premiers de f* sont les mondmes de la forme

(p—l).?i qui sont non nuls.

-1-j ~ . o S .
P77 g gu'un mondme qui est le mondme égal 3 p-1-J partout.

Exemple

j.m = 2(633)(30)(33) = 2.f,f,f, I

Les mondmes premiers de J.m sont

(p=1-3)M = 1(333)(33)(33)
(p-1)F; T 300 33)(5)
(p-1)f, = 3(333)(03)(33)

Le mondme (p-1) ?g’ est nul.
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Théoneme
On obtient La base premiére compléte d'une fonction par double
complémentation.

- Ceci découle directement du théoréme précédent et de celui de la base compldte
d'un produit de fonctions.

I1 - ETUDE DES FONCTIONS CROISSANTES

On travaille maintenant dans (Ln x L, % «..x L
1

5 2
2 %
Définition
f est une fonction croissante si et seulement si

X>Y=7X » £(Y).

Les propriétés suivantes vues au chapitre I sont toujours vraies.

- La somme et le produit en tant que fonction de x et de y sont des fonctions

croissantes.

Une fonction de fonctions croissantes est croissante
- La somme et le produit de fonctions croissantes sont des fonctions croissantes.

- Une fonction décroissante est le complément d'une fonction croissante.

Théoneme
S4 un produdit de fonctions de variables distinctes, prenant La
meme valeur maxdimale M non nulle, est croissant chaque fonction
est crhoissante.
L
- Soit f = igl £;(x;) une fonction croissante.

Supposons que fi ne soit pas croissante alors :

3 (xi,yi) X: ¢ Vs

5 5 tel que fi(xi) > fi(yi)
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Soit a; un des points ol la fonction fj prend la valeur M.
Alors '

f(al,az,...,xi,...,az) > f(al,az,...,yi,...,al)

Donc f n'est pas croissante.

londme croissant

C'est un mondme qui en tant que fonction est croissant.
Propriété
Les composantes d'un mondme croissant non nul sont des fonctions

croissantes.

Ceci est évident d'aprés le théoréme précédent.

Point caractéristiqde d'un mondme croissant j.m

C'est un point XO tel que :

jm(XO) = J et Jjm(X) =0 VX< XO

On montrerait de la méme maniére que précédemment que ce point existe et est

unique.

Mondme croissant associé a un point X0 et & un nombre j

Etant donné un point X, et un nombre j on lui associe le mondme
croissant jm défini par :

j.m(X) = j pour X 3 XO

Jm(X) = 0 sinon
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Propriété

Le point caractéristique d'un mondme j.m associé 3 X, ¢t j ot ce

0

point XO.

En effet, pour ce mondme on a jm(XO) =jet gm(X) = ¢ VX < Xy

lilonOmes premiers d'une fonction croissante

Points caractéristiques d'une fonction croissante

On appelle points caractéristiques de f les points Xi . Lein que s

b 25

£FX, .) =1 et f(X) < i VX <X .
1,]

Existence

Soit f une fonction croissante non constante.
Supposons que f n'ait pas de points caractéristiques.

Donc pour tout point Xi ; tel que :
3

fXe 2) =1 3IX< Xi ; tel que f(X) > 1
bl

Solt Y un point ou la fonction prend sa valeur maximale M. Il existe X Y vel
que £(X) = M.
Aprés un nombre fini de pas on va trouver :
£(0,0,...,0) = M

Or cecl est impossible car soit X est le point (n IPERERRS _1) dans ce cas la

1 k
fonction serait constante.
Soit X est un centre point dans ce cas la fonction serait non

croissante.
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Théonéme

La base premiene complete d'une fonction crodlssante § est formée
des N monomes associés aux N points caracténistiques de La fonctior

Soit i.m le mondme associé au point Xi i
]

img £ et ZAg.mtel que m'>im et g f

Sinon le point Xi j ne serait pasbun point caractéristique de f. Donc i.m est pre-
>

mier.

Supposons qu'il existe un mondme i.m oremier qui ne soit pas associé 3 un point
caractéristique de f. Ce mondme doit nécessairement &tre croissant sinon il ne se-

rait pas premier. Soit X son point caractéristique. Deux cas peuvent se présenter.

- Soit il existe un point caractéristique Xi ; de f tel que Xi 3 < X. Dans ce cas
>

>

im n'est pas premier.

- Soit il n'existe aucun point caractéristique de f tel que Xi 5 < X dans ce cas
>

im n'est pas inférieur a f.

Unicité de la base

Cette base premiére est irredondante, donc une fonction croissante
a une base unique.

La démonstration est identique 3 celle du chapitre I.

Monbmes premiers d'une somme de fonctions croissantes h = f+g

Les mondmes premiers de h sont les mondmes premiers de f et de g
qui ne sont pas inférieurs 3 un autre mondme.



CHAPITRE 111 - MONOMES

Dans ce chapitre, on travaille dans Lnlx Ln2x R Lnk ~>(Lp; S s ¥
On va présenter une théorie ol les mondmes prerment effectivement plusieurs valeurs.

Critique des théories précédentes (mondmes & cdeux valeurs)

1. Relativement petit nombre de mondémes existants

In.
. ) - 1 I, . .- .
Le nombre de monfmes est de p.2 et 1'écriture utilise 1 + In.

.
~ - - - . - . 1 . .
symboles & p valeurs. En réalité on powrrait écrire p.p comblnalsons.

2. Néecessité d'un grand nombre de mondmes nour représenter une fonction
-~ _ }

1 2 3 4 5

5 1 2 3 4

1 . 1 5 3 Pour repfe?e?ter la fonction ci-
contre définie de L6 X L6 - L6

3 4 5 1 2 il faut 30 mondmes i 2 valeurs.

2 3 4 5 1

1 2 3 4 4

D'ol 1'idée d'enrichir la notion de mondme. La fonction ci-dessus
‘peut s'écrire avec six mondmes dans la théorie proposée.
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Mondme
Un mondme m est une fonction définie par la domnée de k fonctions

d'une variable fl(xl)""’fk(xk) allant respectivement, de Lnl,...,Lrlk dans‘Lp.

Les fonctions fi sont appelées composantes du mondme. On note m = II fi'
i

Valeur d'un mondme en un point

Au point P de coordonnées (ai,ag,...ak) lemondme m = 1 fi a la
valeur : -
m(al,ag,...,ak) = g fi(ai)

Tout mondme au sens du chapitre II est un mondme au sens actuel.

Représentation d'un mondme

Un mondme m est représenté comme précédemment par la suite des re-
présentations des fi pour i croissant. Les fi étant représentées par la suite des

valeurs de la fonction, pour les valeurs croissantes de la variable.

Exemple

Dans L3 X L2 soit m un mondme tel que :
m(0,0) = 3 m(1,0) = 2 m(2,0) =
m(0,1) = 0 m(1,1) = 0 m(2,1) = O

m est défini par my et m, avec :

ml(O) =3 ml(l) =2 m1(2) =2

N
~
O
~

1

Alors on notera :

m = (322)(30).
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Intérét de cette définition

Iin,
Le nombre de monfme est de p 1 et 1'écriture utilisé In; symboles.

C'est-a-dire qu'on utilise avec pleine efficacité 1'écriture
employée.

Monome de Lagranoe ou mondme canonique

C'est un mondme nul partout sauf en un point (al,ag,...,ak) ot il
prend la valeur V.

Ce mondme est alors défini par les fonctions fi avec

t

fi(ai) Vv

£5(x3)

i

0 in;fai

Mondmes égaux

Deux mondmes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes compo-

santes fi.

iondmes équivalents

Deux mondmes sont équivalents si et seulement si ils prennent les

mémes valeurs en tous points.
Les mondmes (022)(31) et (033)(21) sont équivalents sans &tre égaux.

Maximum d'un mondme

Etant dorné un mondme m = I fi son maximum est :
i

Max m = Min [Max fi]
1

Monbme réduit

Un mondme m est réduit si et seulement si toutes ses composantes

ont le méme maximum.
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Théoneme
Tout mondme est équivalent & un.mondme rdduit.
Soit m un mondme non réduit.

En écrétant 3 Max m toute valeur mi(xi) qui est supérieure 3 Max m
on obtient un mondme réduit équivalent 3 m.

Exemple
Pour p = 7 m= (325)(61)(24) est un mondme non réduit
m' = (324)(41)(24) est le mondme réduit équivalent 3 m.
Propriété
Soit un mondme m = 2 fi réduit.
vi B(al’a2""’ai-1’ ai+1,...,ak) tel que

in m(al,a2,...,ai_1, X ai+1,...,ak) = fi(xi).

m est un mondme réduit donc les fonctions ont le méme maximum, Max m,

atteint pour au moins une valeur a; de la variable x.. Donc :

i.
Vi mi(ai) = Max m

et in m(al,a2,...,ai_1, X3 » ai+1,...,ak) = fi(xi).
Theoneme :

Deux monomes réduits non égaux ne sont pas equivalents.

Soient m = I fi et m' = I fi deux mondmes réduits non égaux.
i i
Donc 3j et a. tel que m.(a. '(a;) par exemple m.(a.) > m!(a.).
J 3 q J( J) # Hb( J) D Xenmp J( J) mJ( J)
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Le mondme m est réduit done d'aprés le théoréme précédent, on peut
L ] P p

trouver des valeurs, bl’ b2, bj—l’ bj+1”"’bk telles que :

m(bl,b2,...,bj_1, as, bj+1)"7bk) = mﬁ(aj)

et m'(bl;b2,...,bj_1, a5, bj+1""’bk) < nﬁ(aj) < mj(aj)
Donc en ce point X, m(X) # m'(X).

Les deux mondmes ne sont donc pas équivalents.
Corollaire

Tout mondme est &quivalent i un mondme réduit unique.

Relations d'ordre entre mondme

On en distinguera plusieurs.

Relation R1

C'est 1l'application aux mondmes de la relation d'ordre entre

fonetions.

ms m' siet seulement si en chaque point du k-pavé la valeur
R
1

prise par m est inférieure ou égale 3 celle prise par m'.

Relation d'ordre R2 entre deux mondmes

Soient les mondmes m = II fi et m' =1 f

!
1 it

m< m' <=> Y1 f. ¢ f{

1

I\_f);c}//\

Propriéteé

Pour deux mondmes quelconques on a :
R2 = R1 mais Ry 7> R,



.53,

Démonstration

m m = vi f.¢ fi donc V(Xl,Xg,---,XK)

<
R, :
11
fi(xi) < fi(xi) et Y fi(xi) <& g fi(xi).

doncms< m'
Rl

Le contre exemple suivant montre que Ry #>R2

Soient m = (240)(03) et m' = (431)(03)

m &m' et met m' sont incomparables pour R

R 2

=

Propriété

Pour deux mondmes réduits les relations R1 et R2 sont équivalentes.

On sait que R2 = R1 puisque cette propriété est vraie pour deux mondmes quelcon-

ques.
Soient m = I fi et m' =1 fi deux mondmes réduits tels que :
i i
mg¢ m' donc VYX m(X) < m'(X)
R

j’ .
Ie mondme m est réduit donc les fonctions fi ont le méme maximum qu'elles prennent

pour au moins une valeur soit a; .

Donc Vi fi(ai) = Max m

De méme m' est réduit, donc les fonctions ! ont le méme maximum u'elles prennent
> ! q p

pour au moins une valeur soit ai
Donc Vi fi(ai) = Max m'
Donc ¥j et Vxj

(m(al,a2,...,a,j_1 Xj’aj+1”“’ak) = fj(xj> < m'(al,a2,...,aj_l,xj,aj+1,...,ak):fj(x.

Donc m
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Langage géométrique

On peut avoir intérét 3 prendre un langage un peu différent.

Espace et section de niveau g d'un riondme
Soit m un mondme et q un élément de Lp.

On appellera espace de niveau q la partie de L, x L x...x L
, n n

1 2 k

pour laquelle m > q . On la notera Eq(m). C'est un produit direct de varties des

L, -

1

n

Il est clair que E;(m) 2 E,(m) ... 2E _,(m).
(1'inclusion peut ne pas &tre stricte) -
On ne parlera jamais de EO qui est L. x L x ...x L  lui-méme.
g M

On appellera section de niveau q d'un mondme m, le mondme qui est

égak d q sur Eq(m) et nul.  ailleurs. On le notera m3.
I1 est clair que c'est un mondme au sens du chapitre II(
On dira que 1'intersection de deux mondmes m et m' est vide si

Ce qui revient encore 3 E1 N Ei =0

Propriétée

Si deux mondmes ont une intersection vide, il existe une variable
pour laquelle l'intersection est vide.

Soit m = 1 fi et m' = I fi deux mondmes tels que m.m' = 0 . Les
i i .
composantes du mondme mm' sont les fonctions fi'fi' Ce mondme étant nul, au moins

une de ces composantes est nulle.
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Remarque sur 1'intersection

En Algébre de Boole si des mondmes ont deux 3 deux une intersec-
tion non vide, 1l'intersection de tous les monlmes est non vide, car aucune lettre

figurant dans 1l'expression des divers mondmes n'est utilisée sous ses deux formes.
Xp

Cette propriété reste vraie pour les mondmes définis de (L?)k dans

(Lp; %) .
En effet, les monOmes ayant deux & deux une intersection non vide,
on ne peut avoir pour m = 1 fi et m' =1 fi
i i
f; = (0,q) et f!=(r,0)
Mais cette propriété est fausse dés que l'un des n. est supérieur
a deux.
Exemple
Les mondmes suivants sont définis de L3 > L2
my = (110) m, = (101) my = (011)

Ces mondmes ont deux 3 deux une intersection non vide, et 1'intersection des trois
mondmes est vide.

Passage a des sous-ensembles des Ln
i

Pour tout i on remplace Ln = {0,1,..., } par un sous-ensemble
i
LA non vide (qui peut-étre Ln lui-méme) .
i i

N

Un mondme m = 1 fi donne encore une mondme dont les composantes
i
sont les restrictions i Lﬂ des fi‘ Par contre ce mondme peut ne pas étre réduit.
1
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Exemple

Soit m un mondme défini de Lll x L, ~ L3

m = (2122)(012) et LL'l = {1,3} L! = {0,1}

N =

Alors m' = (12)(01).

Transformation d'un mondme par une fonction P croissante de Lp dans Lq

Soit m = 1 f’i et soit Y(m) la fonction dérinie par
i

(P(m))(X) = ¥m(X)) VX
Propriété

Sif est une fonction croissante P (m) est un mondme dont les

composantes sont I :?(ﬁ).

En effet, la fonction ‘P étant croissante on a

“?(Iil m; (%)) = IiI\P(mi(Xi))
Propriété

Un mondme réduit donne un mondme réduit.
- Soit m un mondme réduit. Ses composantes ont donc le méme maximum max m. La
fonction ¥ étant croissante les composantes du mondme m' =\¥(m) auront le méme
maximum ‘P(max m).

- Dans cette théorie on peut rencontrer plusieurs cas.

a) \P(Lp):Lq et p=gq
est alors une bijection et les deux mondmes sont isomorphes.

b) ‘?(Lp) =L, et p>q
I1 y aura des valeurs consécutives de Lp qui auront la méme image dans Lq.

On appellera cette opération fusion de niveaux.
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En particulier, 1l'application ‘Y définie par

(i)
Y(1)

donne un mondme identique & la section de niveau ag-1.

0 pour i¢ag-1

g-1 pour iq-1

c) (Lp) # Lq

Dans ce cas il pourra arriver que certaines valeurs ne soient pas
prises par le mondme ‘Y(m).

Remarque

Les sections correspondantes n'en existent pas moins.

Si ¥(p-1) = h. Les espaces de niveau k > h sont vides.

Si¥E) = h, et ‘(’(i+1?=h et h,< h<h

1 2 1 2

L'espace de niveau h est identique 3 celui de niveau h1 et 3 celul
de niveau i de 1'ancien mondme.

Premiére condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit un mondme

Appelons Hn n le k-pavé représentant Ln x Ln x...xL
1

AR LR ELLY, 2 My

= Pour qu'une fonction f soit un mondme il faut et il suffit que par tout point
P de valeur V il passe au moins un k-1 pavé de valeur maximale V.

Exemple
z
y X
Cette fonction est un mondme Cette fonction n'est pas un mondme.
m = (312)(30)(32) Les points entourés ne sont maximaux

dans aucun 2-pavé.
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Condition nécessaire

Soit un mondme m = I fj . Au point P(al,aé,...,ak) le mondme prend
;01 2

la valeur :
V = Min [fi(ai)]

iz1,k
Supposons que ce minimum soit atteint pour i = io
Alors :
v Xl’x2""’xi —1> Xi IEETERFS
0 C
on a :
M(X, 5Xn e eeyXe o5 8. L4, yeeesX ) Fo (i )
1272 15 1 i 1O+1 k 15 g
.=V
Donc par P il passe au moins un (k-1)pavé, (xi = as ) ayant la propriété désirée.
0 0

Condition suffisante

On suppose que 1l'on a une fonction telle que par tout point
P(al,az,...,ak) de valeur v il passe au moins un (k-1)pavé de valeur maximale v.

Alors on peut trouver un mondme qui représente cet enscmble de points.

Prenons un (k-1) pavé par exemple (xi = ai). Soit M sa valeur maxi-
male alors on pose fi(ai) = M. On @éfinit ainsi les k fonctions. Le mondme ainsi
obtenu définit-il 1l'ensemble de départ. In un point P(al,a,,...,ak) de valeur v,

le mondme -définit ci-dessus a la valeur :
k
m(al,az,...,ak) = i21 vy

v = (Max du (k-1) pavé Xy = ai) done Vi »V

Par hypothése 31 tel que v, = v donc M(al, ap,...,ak) = V.
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Deuxiéme condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit un monéme

Quadrillage dans un k-pavé

Soit une partition de l'ensemble [1,k] en trois ensembles A,B,C.

Soient r points a,,a,,...,a_ appartenant 3 0 L. et s points
1°72 r jep T

81,82,...,68 appartenant 3 I Lﬁ et un point y appartenant & I L

jeB 2eC .

A condition de remettre les composantes dans 1'ordre, apeqy définit un point du

k-pavé, et les points apsqy forment ce que nous appellerons un quadrillage.
Remarque

On pourrait ne pas distinguer la partie C en reclassant ses &léments
avec A ou B.

Parallélogramme

C'est un quadrillage pour lequel r = s = 2. C'est-d-dire un ensem-
ble de 4 points :

aBy =X
af'y = Y
a'By = Z
a'B'y = T
Théoneme
S4 La fonction 4 est un mondme on a sur tout paralléfogramme
X,Y,2,T :
Z T m(X}.m(T) = m(Y).m(Z)
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- En effet m(X)

mA(a) -ms(8) . my(y)

m(T) = mA(a') . mB(B') . mC(Y)
et

m(Y) = my(a) . mg(B') . mC(Y) .

m(z) = my(a’) . mg(8) . mely)

En appelant my la restriction du mondme § 1 Li
ieA

Corollaire 1

3i la fonction f est un mondme sur tout parallélogramme, la plus

petite valeur se présente plusieurs fols et en des points qul sont consécutifs.

Corollaire 2

Si la fonction f est un mondme, les deux parties du bi-déterminant

m(X) m(Y)

[3] m(z) m(T) sont égaux.

On notera le bi-déterminant (Al’A2)

Ay étant la somme des termes 3 permutation paire du déterminant

A2 étant la somme des termes 3 permutation impaire du déterminant.
I1 est clairvque les deux corollaires sont équivalents au théoréme.

Etude de la réciproque

On montrera d'abord la réciproque pour deux variables x et y.

I1 s'agit de monter que si pour tout parallélogramme

| 2 = (), b= (¥ €= Gyl d= G 9)
on a :
f(a) . £(d) = f(b),f(c)

alors la fonction f est un mondme.
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En effet, si X, et Yo étant fixés on peut trouver Xy tel que

f(b) > f(a) et yé tel que f(c) > f(a), 1'égalité n'aura pas lieu.

Donc on a soit Vb  f(b) < f(a)
soit Ve  f(c) ¢ f(a)

C'est justement la premiére condition suffisante pour que f soit un mondme.

On va maintenant travailler par récurrence sur le nombre de varia-
bles.

On suppose la propriété vraie pour k-1 variables.

Soit x la oremiére variable, et Y l'ensemble des k-1 autres varia-
bles.
En traitant Y comme une seule variable et en prenant comme parti-

tion x,Y pour les ensembles A et B (1'ensemble C n'existant nas dans ce cas) on a :
I(x,Y) = m(x) . M(Y)

Soit g la valeur maximale de la fonction f(x,Y) en prenant m(x) et M(Y) réduits

on a :
pour m(xo) = q f(xO,Y) = M(Y)
La fonction M(Y) étant &gale 3 f(xO,Y) elle posséde aussi la pro-
priété du parallélogramme, et comme elle ne dépend que de k-1 variables on peut

lui appliquer 1'hypothése de récurrence.

Généralisation

Soit f une somme de q mondmes. Le bidéterminant des valeurs aux

sommets d'un quadrillage avec r = s > g a ses deux termes égaux.

Démonstration

On peut toujours regrouper entre elles les variables de A, celles

de B et ipnorer celles de C. Il faut alors montrer que le bidéterminant i r lignes

et r colonnes :

q
I m.(a.) m.(b )
121 173 17k

vérifie A, = A

1 2
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On peut décomposer ce bidéterminant en une somme de qr bidétermi-
nants correspondant & un terme des sommes. Comme r est strictement plus grand
que g on a obligatoirement dans chaque matrice ainsi obtenue deux colornes cor-
respondant 3 la méme valeur de i. Ces deux colonnes sont proportionnelles ce qui

entraine pour chacun des bidéterminant 1'égalité :

Remarque
La conditicx1%_= A2 dans un bidéterminant &'ordre trois n'est pas

suffisante pour caractériser les sommes de deux mondmes, comme le montre 1'exemple:

Y
[0 2 3
Pour cette fonction il n'existe qu'un quadri-
1 1 1 latére d'ordre 3 qui donne le bidéterminant :
0273
0 4 5 X 111 - pour lequel by = b, = 1
— ous |

Soit fl(x) fg(y) + fi(x)(fé(y) la somme cherchée, et soit 0,1,2 les valeurs des

variables.

On doit donc avoir :

fl(O)f2(O)

fl(O)f2(2)

0 fi(O)fé(O)

"
(@]

1
(@)

0 fi(O)fé(2)
fi(O) et fi(O) ne sont pas nuls tous les deux sinon fl(O) f2(1) + fi(O) fé(l)
serait nul.

fl(O) et fi(O) ne sont pas tous les deux différents de zéro sinon

0,0y = £3(0) = £,(2) = £4(2) = 0
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Par symétrie, on prendra :

fl(O) =0 fi(O) 0
Alors :

fé(O) =0 fé(2) =0
I1 reste :

fi(O)fé(l) =1

£,(1F,(0) = 4

£,(2)£,(0) = 5

fl(l)f‘2(2) =2

£,(2)1,2) = 3
D'ol fl(l) > U et f1(2) >5

Puis fé(z) =2 et f,(2) =3 ce qui est impossible.

Ordre lexicographique dans(L_ x L x ... x L ,3)
™ "k

L'ordre induit dans Ln x Ln Xooux I par les ordres totaux sur
1 2

les Lrl n'est évidemment pas un ordre total. On peut cependant 3 partir de cet
i .
ordre partiel et de 1'ordre total naturel sur les indices 1,2,...,k définir un

ordre total (ordre lexicographique noté p» de la maniére suivante :

Soient X = (xl,xz,...,xk) et Y = (yl,y2,...,yk)

XPY s1X=Y

ou s1 q tel que Xq Yy e X -1

On a évidemment X > Y= X v Y

Remarque

C'est ce que 1'on fait en Algébre de Boole en définissant une fone-
tion par sa table de vérité.
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Exemple

ya
b d f
a C e > X

L'ordre lexicographique est :
e pd e b sa

Grdre Texicographique sur les fonctions c'une variable

On peut définir un ordre total sur les fonctions d'une variable x

(ordre lexicographique noté & ) de la maniére suivante :

Nx) P x) sl f(x) = £'(x)
ou si dq tel que £(C) = £'(0)... 1(g-1) = f'(g-1)
fla) > £'(aq)

—-

On a évidemment :

Fyfl = f D1

Ordre lexicographique sur les fonctions de plusieurs variables

A partir de l'ordre lexicographique défini dans Ln x Lrl Xooux I

1 2

on peut définir un ordre total sur les fonctions de k variables XpsXgseeesXy
(ordre lexicographique noté B>) de la maniére suivante :

Soit XO’Xl’XZ""’Xr la suite totalement ordonnée croissante des

points de L. x L_ x ...x [
. L "k

tDr si =g

ou si 3q tel que f(XO) = f'(XO)... (X )

= (X
q-1 %g-

1

et f(Xq) > f'(Xq)

Cela revient donc i considérer k variables comme une seule rangée par ordre
lexicographique.
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Ordre lexicographique sur les mondmes

On peut définir 3 partir de 1'ordre lexicographique sur les fonec-
tions d'une variable et de 1'ordre naturel sur les indices 1,2,...,k , un ordre
total sur les mondmes (ordre lexicographique noté{§>) de la maniére suivante :

Soient m fi(xi)

1 1
m fi(xi)
mBm sim=mn

( (

ousi g tel que £(x) = £l(x) ... )

- |
fam1%g-1) = T4 (g4

et f (x 1 (x |

q( q) B> q(q)
Cet ordre est le méme que 1'ordre lexicographique constitué 3 partir de 1l'ordre
lexicographique sur les fonctions d'une variable et de la file des composantes

d'un mondme.

On ne confondra pas 1l'ordre lexicographique sur les fonctions cha-

cune écrite au moyen de I n; symboles avec l'ordre lexicographique sur les mondmes

i
chacun écrit au moyen de L ny symboles.
i

Exemple )
-

1 3 2 3

1 7 % 0
my = (13)(23) my = (23)(03)

m, E}>m1 en tant que mondmes - HH_E> m, en tant que fonctions
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Ordre lexicographique sur les sommes de mondmes

On peut définir un ordre total sur les sommes de mondmes (ordre

lexicographique noté ) de la maniére suivante :

r
Soient 8= 2 m,
i=1
la'
St= I m
i=1 *
s B>s sis=s
. - (] - 1
ousi 3g tel quem =mi ... Mg T My
et m m'
qE> q

Cet ordre est le méme que l'ordre lexicographique constitué 3 par-

tir de l'ordre lexicographique sur les mondmes et de la file des mondmes.
Application

Ceci permet de définir entre plusieurs écritures comme sommes de
mondmes d'un certain type 1l'une d'entre elles, par exemple la premiére par ordre

lexicographique. Ceci peut &tre utile pour faire des catalogue de fonctions.

Par exemple, on pourra l'utiliser lors de 1'étude des mondmes pre-

miers ou réguliers (chapitres IV et V) pour définir une base canoniaque.
Exemple

En Algébre de Boole 1'ordre vour les fonctions d'une variable est :

(0,0) =0 (0,1) = x (1,0) =x (1,1) = 1
S1 1l'ordre des variables est x,y,z la fonction :
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a pour premieére base premiére irredondante par ordre lexicographique

xXy' + x2' + x'y + x'z
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CHAPITRE 1V - MONOMES PREMIERS

[ - DEFINITIONS ET PROPRIETES PRELIMINAIRES

Représentation d'une fonction f par la forme de Lagrange
Toute fonction f peut se représenter par la somme des monlmes
de Lagrange de ses divers points. Ceci est &vident puisque 1'on couvre la

fonction point par point.

Exemple : Soit la fonction T :

0 1 0

y 2 o 3
[—————fa

X | 0 )

Représentation de f par la forme de Lagrange :
f = (100)(100) + (002)(200) + (200)(020) + (003)(030) + (010)(001)

On va essayer d'écrire une fonction avec un nombre minimal de

mondmes. Il y a n, mondmes de Lagrange. En fait toute fonction peut s'écrire

i
Ing
avec ———=—_ mondmes au plus.
[max n.]

1

En effet, toute fonction nulle partout sauf sur un 1-pavé est

un mondme. Et la fagon de décomposer H en un nombre minimal de i-pavé donne
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Les deux chapitres qui suivent vont étre consacrés i 1'étude
des mondmes "maximaux". C'est parmi les sommes de tels mondmes que 1'on peut

espérer trouver celles qui auront le moins de termes.

Ce chapitre va &tre cornisacré aux mondmes premiers, c'est-d-dire

aux mondmes maximaux au sens de la relation d'ordre R1 entre mondmes.

Le chapitre suivant ser: consacré aux mondmes réguliers qui

possédent une autre propriété de maximum.

Définition des mondmes premiers ou implicants premiers

On appelle implicant de £ tout mondme m inférieur 3 f pour Rl'
Les €léments maximaux pour Rl de l'ensemble des implicants de f, sont les im-
plicants premiers ou mondmes premiers de f. (Si les implicants de f sont réduits,
les mondmes premiers de f* sont les €1Zments maximaux pour R2 de 1l'ensemble des

implicants de f).

Passage a des sous-ensembles des Ln
.i

n n.

On remplace les Ln par L' < L_ . On notera f* la réduction
i i 1

d'une fonction f.
Propriété

Tout mondme premier m' de f* est obtenu par réduction d'un mondme

premier m de f.

En effet, le mondme premier m' est inférieur 3 f. Il est donc in-
férieur ou égal 3 un mondme m de f. La réduction de m soit f est supérieure ou

€gale 3 m', donc égale puisque m' est premier pour f*.
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Remarque
Un mondme premier ne reste pas toujours un mondme premier.
Exemple
1 1 0 f = (112)(10) + (1210)(11)
Prenons Li = {0,1} alors f est réduite 3
1 1 1

f*= (11)(11).

Le mondme m = (111)(10) qui est un mondme premier de f est réduit & m* = (11)(10)
qQui n'est pas un mondme premier de f*.

Application croissante de Lp dans Lq

Propriété

La fonction ¢ transforme un mondme inférieur 3 une fonction en un

monlme inférieur 3 une fonction.

- Soit mg f done X mX) < £f1(X)
donc puisque ¢ est croissante on aura :

¢(m(X)) ¢ ¢(£(X) vX

Propriéte
Tout mondme premier de ¢(f) est le transformé d'un mondme premier
de f.

= En effet, soit m = g f; un mondme premier de ¢(f), et soit

m' = g f! un mondme défini par

f{(Xi) = {Min ai/ ¢(ai) = fi(xi)}
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on a :
¢(m') = m et m g f

I1 existe un mondme premier de f soit m" tel que :
m" >m' donc ¢(m") » ¢(m') = m

m est un mondme premier de ¢(f) on a donc (m") = m,

Remarques

a) plusieurs mondmes premiers de f peuvent donner le méme mondme premier
de ¢(f).

1 2 C 1 avec¢: 00
f= ¢(f) = o
2 > 1

0o 1 0 0

Les mondmes premiers de f sont (12)(02) et (02)(12) tous deux donnent
(01)(01) ’

b) certains mondmes premiers de f peuvent ne pas donner de mondme premier
de ¢(f).

Exemple
2 2 $(0) = = (02)(12) est un mondme premier de f
f = $(1) = 0 ¢(m) = (02)(02) n'est pas un mondme premic
¢(2) = de d)(f).
0 1
2 2
$(f) =




I1 - OBTENTION DES MONOMES PREMIERS D'UNE FONCTION F PAR LA METHODE DES CONCENSUS

GENERALISES
= mpo+m, 4oL+ mq. Les monémes'mi étant &ventuellement non réduits.

On note S = {ml, Myyenns mﬂ}
Définition

On appelle tranche d'un mondme m = g f; pour la valeur a; de la

iéme variable le mondme :

T(i,a;) = £ o T o een o £y ) - 0s TR
avec

¢i(xi) = 0 X; 3 a;

¢i(ai) = fi (ai) = a 0¢ o g p-1
Lemme 1

On n'augmente aucune des valeurs prises par la tranche T(i,aj)
en remplagant o par a' ¢ o et en remplacant les fj(xj) >a', pour j > i, par
la valeur maximale p-1.

Lemme 2
On ne change aucune des valeurs prises par la tranche T(i,ai)
en 1'écrivant :
'.(- = . P . L e e ee o !
T (l’ql) fl f2 r1—1 ¢5 i+1 fk-l . fk

avec ¢i(ai) = p~1. La fonction f& étant la fonction fk écrétée 3 la valeur a.

Définition de ¥T)

A une tranche T(i,ai), on assoclie un ensemble de tranches infé-
rieures ou égales i3 T que 1'on note &(T) et qui est construit de la facon sui-
vante :



- On applique sur T, at+l fois le lemme 1 en prenant pour g successivement les

valeurs o, a-1, ..., 1, O.
- On applique sur T une fois le lemme 2.

- Des (a+2) tranches ainsi obtenues on ne garde que celles qui sont maximales

pour R2.

Méthode

Travail sur la premiére variable Xq

Pour chaque mondme de S,, on prend la tranche T pour x, = O.

0’ 1
On célcule €(T) et 1'on range les mondmes ainsi obtenus dans une 1&re colonne.
On recommence pour X, = 1,254, n1—1 et 1'on range les tranches obtenues res-
pectivement dans une 2éme, 3éme, ...nléme colonne. Dans chaque colonne on ne
garde que les tranches maximales pour RE'
On fait les consensus tels qu'ils sont définis en [18]1 suivant
la premiére variable, en prenant de toutes les manicres possibles une tranche
. dans chaque colonne (c'est-3d-dire que 1l'on fait la somme des composantes en x

1
et le produit des autres composantes).

On ne garde de ces consensus que ceux qui sont maximaux pour R2.
Soit S1 1'ensemble des mondmes ainsi obtenus.

Travail sur la iéme variable i = 2,3,...,k-1

On refait le méme travail 3 partir des mondmes de Si—l et en
prenant les tranches suivant la iéme variable. lLe travail sur la iéme variable

donne un ensemble de mondmes Si'

Travail sur la derniére variable

On fait simplement les consensus sur la dernidre variable. Soit
Sk 1'ensemble obtenu.

Les mondmes premiers de f sont les &léments maximaux pour R.,, de

2’

Sk'
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Démonstration

Montrons que 1'on obtient ainsi n'importe quel mondme premier
de f :m= g fi réduit. Pour cela on fait une démonstration par récurrence sur

le nombre de variables.

Travail sur la lére variable

Soit (O, sy wees ak), (1, a2,...,ak), cees (nl—l, ag,...,ak)

n, Jjeux de valeurs des variables ol la premidre composante varie seule.

Pour tout j € [0, nl—l] il existe un monlme y € SO qui dépend de

Js 855-++53 que 1l'on note y[j, Bpseeend] T ug -y - .ee .oy tel que :

u(d, B5y vy ak) > m(j, YRR ak) (1)

Pour le mondme yu on prend seulement la tranche correspondant 3 Xy = J, que 1'on

note toujours p pour simplifier. Deux cas peuvent se présenter :

- fl(j) est le plus petit terme du 2éme membre de 1'inégalité (1). Alors
On diminue ul(j) Jusqu'a fl(j) et on augmente U2(a2),..., pk(ak) qgi sont
tous supérieurs 3 fl(j)’ Jusqu'a (p-1) (lemme 1).

On a donc
k k
I

mouglag) »

£ (a).
£=2 g=p T

- Le plus petit terme du 2éme membre de 1'inégalité (1) n'est pas fl(j)

mais fu(au). Il peut se produire 2 cas :

* ul(j) > fl(j) on a alors
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k k
g ut(at) » I

£ (a).
t=2 t=2 et

. iy < £0).

Alors on remplace u,(j) par (p-1) et on &créte p, 3 p,(j) (lemme 2). On a
1 k 1

donc encore dans ce cas :
uy(3) % £,(3)

k
I u.(a) 3
g2 ¢ O Ty

IR=

£ (a).
5 £t

En formant le consensus en X, des n, tranches obtenues (j = 0,..., nl—l) on

obtient un mondme, que 1l'on appelle encore yp pour simplifier, qui est fonction

de 8y, a3,...,ak que 1l'on note yu [a2, a3,...,ak] tel que :

Wy 2 0
et
Kk K
I w(a)sz n f.(a)
t=2 U ¢ Tgzp BE

Travail sur la iéme variable i < k

Supposons que 1'on ait obtenu au pas précédent pour tout
j € [0, n;-1] un mondme ulj, ai+1,...,ak] tel que :

Mg 2 Toeeesmuy g 2 05

et " N
wa(J) moow(a) = f.(j) =« f (a,) (2)
1 £=141 £t 7t 1 £=i41 t\t

Pour le mondme u on prend seulement la tranche correspondant 3 X; = J, que

1'on note toujours u pour simplifier.



On démontrerait de méme que précédemment, en renmplacant 1 par i,

que l'on obtient un mondme que 1'on note encore u qui est fonction de CTFCPRRRPLIN
L

tel que :
My 2T gty
et
k K
T uw(a.) > 1 T (a.)
T=1+1 v L r=1+1 e

Conclusion de la récurrence

b

Pour tout &, € [0, nk—l] il existe un mondme u dépendant de &,
que 1l'on note u[ak] tel que :

f

> Lo ey > Ty

Hq

“k(ak) > Fk(ak)

Travail sur la derniére variable

En faisant les consensus suivant X, des u[ak] pour tout

a, € [0, nk-l], on obtient un mondme que 1'on note encore u tel que :

uizﬁi vi € [1,k].

Exemple

£ = (310) (30) (30) + (212) (20) (22) + (220) (12) (22)
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Travail sur la premiére variable

Les tranches T encadrées sont telles qu'on les prend dans les

mondmes, les suivantes sont €(T)

[ (300) (30) (30) ]
(300) (30) (30)
—B00H33 22—
[ (200)(20) (227 ]
(200)(30)(33)
—086H33 33—
(300)(20)(22)
[ (200) (72)(22) ]
(200) (13)(33)
(100)(33)(33)
(300) (12)(22)

| (010)(30)(30) ]

—(OHHBOH30—

—(B0HEZIHZ—
(030)(30)(10)

[(010)(20) (22) ]

—OHH3BHZ—

—~B0HBZIHL
(030)(20)(11)

[ (020)(T2)(22) ]
(020) (13)(33)
(010)(33)(33)
(030)(12)(22)

Consensus suivant la lére variable

{ (000) (30)(30) |
(000)(33)(33)
(003)(30)(00)

[(002)(20)(22) ]
(002)(30)(33)

—B0HBZ3H33—

(003)(20)(22)
[ (000) (12)(22) ]
—B0H33H33—

(003)(12)(00)

Sy = (322)(10)(30), (220)(13)(33), (110)(33)(33), (330)(12)(22), (333)(30) (00),
(332)(30)(10), (312)(30)(30), (212)(30)(33), (222)(10)(33), (333)(20)(11),

(313)(20)(22), (333)(10)(22), (333)(12)(00).

Travail sur la 2&me variable

(333)(10)(33)
(312)(30)(30)
(212)(30) (33)
(333)(30)(11)
(313)(20)(33)
(313)(30)(22)

(220)(03) (33)
(33%0)(02) (33)
(330)(03)(22)
(333)(00)(33)
(333)(03)(00)
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S, = (210)(33)(33), (220)(13)(33), (330)(12)(33), (310)(32)(30), (310)(22)(33),
(330)(13)(22), (330)(33)(11), (310)(33)(22), (333)(10)(33), (312)(30)(30),
(212)(30)(33), (333)(30)(11), (313)(20)(33), (313)(30)(22), (333)(33)(00).

Travail sur la 3@me variable

On fait simplement le consensus sur 82 :

Sy = (220)(12)(22), (310)(32)(32), (312)(30)(32).

111 - OBTENTION DES MONOMES PREMIERS D'UNE FONCTION F PAR LA METHODE DE LA PYRAMIDE

Soit f =

mi une fonction £ donnée sous la forme d'une somme
i

1

1 ~,Q

de mondmes quelcongues.

Espace et section de niveau q d'une fonction f

On généralise cette notion vue pour les mondmes.

On appelle espace de niveau g d'une fonction f la partie de

Lnl x Ln2 X, . .x Lnk pour laquelle f » q. On la notera Eq(f).

On appellera section de niveau g de f la fonction qui est égale

a q sur Eq est nulle ailleurs, on la notera f9.
Définition

Soit m = g fj un mondme dont les composantes ne prennent que des
valeurs inférieures ou égales a i-1, et n = g gj un mondme dont les composantes
ne prernent que les valeurs 0 et i. On appelle mondme obtenu par empilement de
m et de n le mondme 2 = g hj défini par :



hj(xj) i si fﬁ(xj) i-1 et gj(xj) = i

hj(xj> fj(xj) sinon

L'empilement peut amener 3 couper le mondme n.

Exemple
1 2 2 3 1 2 3
m = 1 fi 2 n = 3 ¢ = 1 2 3

3

on dira qu'il y a empilement simple lorsqu'il n'y a aucun découpage

Algorithme

On cherche les mondmes premiers de chaque section de niveau i
“de f. Ces fonctions sont des fonctions 3 deux valeurs, on peut employer les mé-
thodes du chapitre I, il suffit de remplacer 1 par i .

On notera ces mondmes premicrs mondmes de niveau i. On empile
de toutes les maniléres possibles les mondmo: premiers trouvés en commengant
par les niveaux inférieurs et en prenant un et un seul mondme dans chaque niveau.

Lorsque 1'empilement d'un mondme de niveau i et d'un mondme de
niveau i-1 domme un mondme ne prenant Jamais la valeur i on peut s'arréter 3

ce niveau puisque les empilements suivants ne donneront rien.

Les mondmes réduits maximaux pour R,, ainsi trouvés sont les
mondmes premiers de f.



Démonstration

Montrons que 1'on obtient ainsi tout mondme premier m de f.

Pour tout i € [1,p-1] on fait correspondre 3 m sa section de niveau i soint m-.

. 1 2 -1 A - oz
L'empilement de m~, m~, ..., m®™ " redonne le monome m et cela sans découpages.

Et tout mondme conservé est premier. En effet, un mondme non

premier serait inférieur i un mondme premier, donc non conserveé.

A chaque niveau i on a trouvé un mondme mi tel que :

m! > ml
1

L'empilement des mondmes mi donne un mondme compatible avec f et supérieur ou

€gal 3 m, donc égal & m, puisque m est maximal.

Exemple

=
i

(310)(30)(30) + (212)(20)(22) + (220)(12)(22)

]
i

(110)(10)(10) + (111)(10)(11) + (210)(11)(11)

"o

(200) (20)(20) + (202)(20)(22) + (220)(02)(22)

=
N
"

(300)(30)(30)
Les mondmes premiers de f‘1 sont :

I : (1121)(10)(11) IT @ (120)(11)(21)
Les mondmes premiers de f2 sont
IIT : (202)(20)(22) v : (220)(02)(22) Vv :»(200)(22)(22)
- Le mondme premier de f3 est :

VI @ (300)(30)(30).
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L'empilement des mondmes I III VI donne le mondme (912)(30) (3%)

L'empilement des mondmes I IV ne donne rien et I n'est pas prenmier puisqu'on
peut l'empiler avec d'autres mondmes.

L'empilement des mondmes I V VI conduit & un découpage et donne un mondme noi
maximal (311)(30)(32)

L'empilement des mondmes II III VI donne un mondme non maximal (510)(31) (52)

L'empilement des mondmes II IV VI ne donne rien au niveau b, mads
IT IV = (220)(12)(22) est premicr

L'empilement des mondmes II V VI donne le mondume (310)(32) (42).

Les mondmes premiers de f sont donc :

(312)(30)(32)
(220)(12) (22)
(310)(32)(32)
f = £l o £ - £ -
2 0
]
L
I AT T 111
2 // T //2
2 4 I /2
I v nl
3 2 1 4
v
----- -
L -

Les mondmes entourés sont les mondmes proemiors des sections.
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Les monlmes premiers de f sont :

2 1 2 2 2
(312)(30)(32) (220)(12)(22) (310)(32)(32)

IV — OBTENTION DES MONOMES PREMIERS D'UNE FONCTION F PAR DOUBLE COMPLEMENTATION

On rappelle que le complément d'une fonction f est :

£(X) = (p-1) - £(X) v X

Le complément &changeant la somme et le produit, le complément d'une fonction

écrite sous forme d'une somme de mondmes :

m:.L est

1 i

!

1
[T=o]

=1

Theoneme de £a base premitre compléte d'un produit
La base premiere complite d'une fonction égale au produit de plu-
sdeuns fonctions, s'obtient en formant Le produit des bases pre~
mi2res complites des fonctions, puis en enlevant Les mondmes plus
petits qu'un autre.

La démonstration de ce théoréme vu au chapitre I reste la méme.
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Complément d'un mondme m = g fi

le complément de m est une fonction
- L
f= H Mi

Mi est un mondme ayant toutes ses composantes constantes et égales a p-1,
sauf la iéme qui est égale 3 ?i. On peut donc noter :

— 5
m 3 fl

Le complément d'un mondme est donc la somme de mondmes ne dépendant que d'une
variable.

Exemple

- m = (320)(30)(13) M= (013), + (03), + (20),

Base premiére compléte du complément d'un mondme

Lorsque 1'on compléte un mondme m = g fi sa base premiére compléte

n'est pas % ?; comme au chapitre I.

Exemple
m = (013)(13)(33) m = (320)X + (20)y
La base premiére compléte de m est (320)X + (322)x(30)y

Décomposition d'une fonction d'une variable en produit de fonctions ne prenant

que deux valeurs

Soit f une fonction d'une variable définie de Ln dans LD.
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n-1
On écrit f = n f avec f(x) =p-1 six# a
a=0 Qa a
fa(a) = f(a)
Exemple
p=5 ns=4 f = (3401)

Alors f = (3444)(L4uL)(LboL) (4ah1)
Remarque

Quand une des fonctions fa est partout égale 3 p-1 on peut la
supprimer. ‘
Soit f la fonction complémentaire d'un mondme

_ _ T
f = i Mi avec Mi = fi

Les Mi sont des fonctions d'une seule variable X; . En les décomposant on obtient :

n.-1

.-
I s
i=1 j=1 J

Appliquons alors 3 f la 2éme distributivité.

20,

£ = 1M + M + ...+ M ) a. € [1,n.-1]
1a1 5 ]kak 1 >

Il faut donc trouver les mondmes premiers de fonctions de la forme :

g = MM1 + M2a2 ot Mkak a; € [1,ni—1]

C'est-3-dire des fonctions égales 3 la somme de mondmes ne dépendant que d'une
- variable et ne prenant que deux valeurs, la valeur maximale (p-1) et une autre
valeur.

On note M = Max [Min M )]
i i
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La fonction g ne prend donc pas de valeurs inférieures 3 M. On associe donc 3

chaque mondme Mia le mondme Mia' défini par :
i i
1 = - 7 . . = -
Miai(xi) p-1 si Mlai(xl) p-1

, _ .
Miai(xi) = M sinon

g s'écrit alors comme une somme de mondmes ne dépendant que d'une variable et
ne prenant que deux valeurs. On a donc obtenu ainsi la base premiére compldte
de g.

I1 reste 3 appliquer le théoréme du produit pour avoir la base

compléte de f = ng.

D'oli £e théoneme

On obtient La base premizne complfete d'une fonction § par double
complementation. Mais 48 4 a ici une étape de plus que dans La
méthode classique. Quand § est Gernit comme prodwit de compléments
de mondmes, on doit chercher La base premidre complite de ces
complements avant de developpen §.

Exemple :
f = (310)(30)(30) + (212)20)(22) + (220)(12) (")
T= [(023), + (03), + (03),] [(121) + (13)y + (1,1 [(113), + (21) + (11),]
T2 (013)(13)(33) + (113)(03)(33) + (113)(13)(0%) + (021)(21)(22) + (121)(21)(02)
f =

T 1(320), + (20)) [(220), + (30),] [(220), * (200 + (30),] [(312), + (12)]

[(212), + (12), + (31),]
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Décomposition de h1 = (320)X + (20)y

iy
n

1 = (323),(330), + (23) (30,

oy
1"

1 = 1(323), 4 (23)1 [0323), + (30) 11 (330), + (23),1 [(330), + (30),]

g = [(323), + (23)y] [(323)  + (32)y] [(332) + (23)y] [(330), + (BO)y]

jag
n

Décomposition de h2 = (220)X + (30)y

H

hy = (233),(323),(330), + (30),

hy, = [(233), +,(32)y] [(323), + (32)y] [(330), + (BO)y]

Décomposition de h3 = (220), + (20)y + (30),

hs = (233),(523)(330), + (23),(30),, + (30),

hy = [(233), + (23)y + (32),] [(233), + (32)y + (32),] [(323), + (23), + (32),]

[(323), + (32)y + (32),1 [(332), + (23), + (32),1 [(330), + (30), + (30),]

Décomposition de hu = (312)X + (12)y

)
=
!

= (313),(332), + (13) (32),,

=2
=
"

[(313), + (13)y] [(323), + (32)y] [(332), + (23)y] [(332), + (32)y]
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Décomposition de h5 = (212)X + (12)y + (31)Z

oy
1"

(233), (313), (332), + (13)y (32), + (31),

o
n

[(233), + (23), + (32),] [(233), + (32), + (32),1 [(313), + (13), + (31),]

[(323), + (32), + (32),] [(332), + (23), + (32),] [(332), + (32), + (32),]

La base premiére compléte de f s'obtient en développant le produit

h, x h, x h3 x hh x h

1 > et en simplifiant

5

£ = (310)(32)(32) + (220)(12)(22) + (312)(30)(32)

V - BASE PREMIERE IRREDONDANTE

C'est une somme de mondmes premiers qui est égale 3 la fonction
et qui est minimale en ce sens que la suppression d'un des mondmes rend la somme

strictement inférieur 3 la fonection.

Rappel de la méthode de couverture

Soit f L'expression de f sous la forme de Lagrange

1
T L
=

s
et f= @ M. La base premiére compléte de f.

On cherche donc une base telle que tout ms soit couvert, et telle que tout
mondme soit nécessaire. On construit un tableau T ol 1l'on marque en lignes

les mondmes my et en colonne les mondmes NB.
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Avec :

]

J

=0 sinon

Soit alors l'expression formelle :

r
I (3 ‘M) avec Si = {j/ T(i,3) = 1}
i=1 jes; Y

ot N% est une variable bool€enne représentant le mondme.
En développant ce produit de sommes on obtient une somme de

mondmes dont les éléments maximaux représentent des couvertures irredondantes
de f.

Exemple
M
2 3 0 - - Les courbes représentent les mondmes
M. A0 3 Aldy - Les mondmes sont égaux 3 la fonction aux
f= )4 Q_f 2 . ~ . P
points se trouvant 3 1l'intérieur des courbes.

Expression de f sous la forme de Lagrange :
f = (300)(300) + (002)(200) + (030)(030) + (001)(010) + (200)(002) + (030)(003)
Expression de f par sa base premiére compléte :

£ = (302)(300) + (031)(030) + (230)(003) + (300)(302) + (030)(033) + (002)(210)
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I‘41 M2 IVI3 M i M5 M6
T (302)(300) | (051)(030) | (230) (003) { (300)(502) | (0%0) (033%) | (002) (210)

(300) (300) 1 1 |
(002) (200) 1 1
(030)(030) 1 1
(001) (010) 1 1
(200)(002) 1 1
(030)(003) 1 1

(M) + M) My + M) (M, + M) (M, + M) (Mg + M) (M, + 1)

MlM2N13+M1MBMBM6+M2M3MMM6+M1MQMMM5+MUM5M6

Les bases premiéres irredondantes de f sont donc :

o T e T B e T !

(302)(300)
(302)(300)
(031)(030)
(302)(300)
(300)(302)

+

<+

+

+

-+

(031)(030)
(230)(003)
(230)(003)
(031)(030)
(030)(033)

VI = PROGRAMMATION

+

+ + 4+ o+

(230)(003)
(030)(033) + (002)(210)
(300)(302) + (002)(210)
(300)(302) + (030)(033)
- (002)(210)

La méthode de la pyramide a donné le programme EMPILP &crit en

FORTRAN IV langage disponible sur le T 160C de 1'Université de Tours.

Ce programme est réalisé sous forme d'un programme principal et

de sous-programmes dont certains sont réutilisés dans les programmes DUAL et
EMPILR dont on parlera plus tard.
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Exemples d'utilisation

Exemple 1

MCNCMES DE DEPART
(013) (124)
(011) {044)
(312) (04D)
(033) (103)

MCNCMES REDUITS
(013) (123)
(011) {011)
(312) (031)
(033) (103)

MAXF = 3

FCNCTICN SIMPLIFIEE
(013) (123)
(312) (031)
(033) (103)

MCNCNMES FREMIERS CE F1l
{011} (111)
(111 {011)

MONCMES PREMIERS CE F2
{002) {022)
{202) (020)
(022) (002)

MCNCMES FREMIERS CE F3
- {300) {030)
(033) {003)

- MONOMES APRES EMPILEMENTY ET SIMPLIFICATICN= MCNOMES PREMIERS CF F
(013) (123)
{033) {113
(113)(023)
{312) (031)
{133)4013)
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Exemple 2

MCMNCMES CE CEFLFT
{050) {54) {52)
(220) (22)(02)
{151) {(50)(53)

MCMNCMES FECUITS
(050) (54) (52)
(220)(22)(02)
(151) (50) (53)

MAXF = 5

FONCTICN SIMFLIFIEE
{C50) (54)152)
(220){22)402)
(1511 (50)(53)

MCNCMES FREMIERS LE F1)
{c1oY111) {11
(110)€113(01)
(111){10)¢(11)

MONCMES FFEMIEFS CE F2
(02031 ¢22)122)
(2201422)(02)

FPCNCMES FPREMIEFRS [E F2
{C30) (33) {30}
(0301 1301433)

MONCMES FFEMIERS CE F4
1040) {44) 140)

MCMOMES FREMIEFRS L[E f5
{050) (50) 150

MONOMES APRES EMPILEMENT ET SIMFLIFICATICMN= MCNCMES FREMIERS (€ F
(0501 (54) (52)
(€501 1452)153)
1230)132)(03)
{151) (501 153)
- {231)(30){13)
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La méthode de la double complémentation a donné le programme
DUAL é&crit également en FORTRAN IV , est réalisé sous forme d'un programme
principal et de sous-programmes.
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Exemples d'utilisation

Exemple 1

MONOMES DE ODOEPARY
(C13) {124)
{C11) (044)
(312) (041)
(033){(103)

MCNCMES REDUITS
(01311123
(011) (01 1)
(312) 103 1)
1033) {103)

MAXF = 3

FCANCTICN SIMPLIFIEE
{o13)(123)
(312) (231)
(033) {103)

FCNCTYICN CCMPLEMENT 2IRE CE F
(3003 {(302)
(020) (220)
(021) {210)
(222) (209)

MONONES PREMIERS TE F
(013) {(123)
(113)1023)

(312) (031)
(033)1{113)
{133){013)
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Exemp]e 2

NCANCMES DE CEFART
{050) (54) (52)
(220) (22) (02)
{1511 (50) {(53)

MCNCMES REDUITS
(N80 (54) (52)
(220) {22y (v2)
(151) (50) (53)

MAXF = 5

FCNCTICN SIMFLIFIEE
(050) (S4) (52
(220) (22) 192)
{(151) (50) (53)

FCNCTICN CGMFLEMENTAIRE CE F
(304) (44) 144)
(6474) (44) (43)
(305) (05) (55)
(11 (o1 (11
(333) (03) (03)
{595) (05) (53)
(222)122) (92)

MCNCMES FRENMIFERS CE F
(230) (321 10)
{?31)(30)(13)

(050) (52) (53)
(15113 (50) (53)
{C50) (54) (52)



-75.

Comparaison des deux méthodes

Sur les exemples programmés la méthode de la pyramide est en
moyenne deux fois plus rapide que la méthode de double complémentation.



CHAPITRE V - MONOMES REGULIERS

On va étudier dans ce chapitre une deuxiéme famille de mondmes

"maximaux".

On a @€ja vu que toute section de niveau g d'un mondme premier
de f n'est pas obligatoirement mondme premier de la section de niveau q de f

puisque dans les empilements il y a des mondmes qui sont découpés.

Exemple :

m = (022)(122) est un monlme premier de f.

La section de niveau 2 de ce mondme n'est pas un mondme premier de la section

de niveau 2 de la fonction.

En effet, le mondme (022)(022) n'est pas un mondme premier de la

fonction :
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Mondme régulier d'une fonction f

C'est un mondme m dont chaque section m’ est un mondme premier
de la section f pour 1 & 1 g Maxm, et qui est maximal pour cette prooriété.

Egemple

1 3 3 Le mondme m = (012)(122) est régulier,
En effet m® = (002)(022) est un mondme
1 1 2 premier de i et
mt = (011)(111) est un mondme
0 1 1 premier de fl.
De méme le mondme m = (133)(013) est
régulier. '

Un mondme régulier n'est pas forcément premier, par contre il est
le soubassement d'un mondme premier. Dans l'exemple ci-dessus le mondme (012)(122)
est inférieur au mondme premier (013)(123).

Propriété

Un mondme m régulier est premier s'il prend la valeur maximale de
la fonction. '

En effet, supposons qu'il existe m' tel que :

m' >m et m' ¢«
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Alors 3i tel que mi . mt lgigMax

Ce qui est impossible puisque chaque section du mondme m est un mondme premier
de la section de la fonction.

Propriéteé

Pour toute fonction il existe des mondmes qui sont 3 la fois régu~
liers et premiers.

Soit f une fonction et r = Max f son maximum.
Soit m, un mondme premier de -,

I1 existe nécessairement des mondmes M_qs Mpa_5se,My  qui sont

respectivement des mondmes premiers de fr_l, fr—z,...,fl tels que :
Epma) ¢ Bp g (m, )< -oog By (my)

L'empilement des mondmes Mys Moye..,my, qui se fait sans découpage donne un mondme
m qui est 3 la fois premier et régulier.

Exemple

, Dans 1'exemple précédent les mondmes (033)(113) et (133)(013) sont
réguliers et premiers. '

Monomes reguliers et restriction des Ln a des Lﬁ
i i

La restriction de L, a Lﬂ peut transformer un mondme régulier
i i

en un mondme qui ne 1l'est pas.
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Exemple :

Le mondme (122)(02) est régulier (et
premier).

1 2 Si 1'on supprime la valeur intermédiaire

de la premiére variable on obtient 1le
mondme (12)(02) qui n'est plus régulier

0 o (mais reste premier).

En sens inverse, une restriction peut avoir des mondmes réguliers

qui ne sont pas restrictions de mondmes réguliers.

1 2 2 2

£ = 1 1 0 restriction 1
de f =

1 2 2 2

En ne gardant que la valeur intermédiaire de la premiére variable, la restriction
de f est une fonction d'une variable, donc un mondme, qui est automatiquement
régulier.

Les seuls mondmes réguliers de la fonction de départ sont :

et

aucun n'a pour restriction le mondme ci-dessus.
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MonOmes réguliers et application croissante de Lp dans Lq

Une application croissante ¢ de Lp dans Lq ne transforme pas

toujours un mondme régulier en un mondme régulier.

Les sections de la fonction ¢(f) de niveau j ol j n'est pas une
image de Lp par ¢ sont identiques aux sections de niveau J, j étant la premiére
valeur inférieure 3 j qui soit image d'un élément de Lp.

I1 n'y a donc qu'a s'occuper des sections dont le niveau est

une image de Lp par ¢.

Or les empilements de sections possibles avec f restent tous pos-
sibles avec ¢(f).

Cependant ceci ne donne pas obligatoirement un mondme régulier.

Exemple
2 3 1 2 ¢ 0->0
1-+1
f = ¢<f)_
2 > 1
1 3 1 2 3»2

Le mondme (22)(12) était régulier. Il donne (11) (11) qui n'est plus régulier.
Remarques

- Le mondme obtenu est régulier si il prend la valeur maximale
ou si il est un mondme premier de ¢(f). ‘

- Plusieurs mondmes réguliers peuvent donner la méme image.
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1 2 ¢ 1 avec ¢ : 0->0
f= ¢(f) = 10
21

0 1 0 0

Les mondmes réguliers (12)(02) et (02)(12) ont la méme image (01)(01).

- Un monlme régulier de 1'image peut ne pas provenir d'un mondme
régulier de la fonction.

avec ¢ 00
f: ¢(f)= 1—)1
2+1
1 1 0 1 0 0 32
Le mondme :
1 2 0
1 1 0
est un mondme régulier de ¢(f) il provient d'un des deux mondmes
1 2 0 1 3 0
1 1 0 1 1 0

qui ne sont ni 1'un ni 1l'autre des mondmes réguliems de f.

Mondmes réguliers d'un produit

11 peut arriver qu'un mondme régulier d'un produit de deux fonc-
tions ne soit pas le produit de deux mondmes réguliers des facteurs.
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Exemple

127

(522) (300) est régulier pour f1f2 et n'est contenu dans aucun mondme régulier

de fl.

Recherche de tous les mondmes réguliers d'une fonction

On emploie la méthode de la pyramide, mais ici 1'empilement de
deux mondmes ne sera défini que s'il se fait sans dcoupage c¢'est-a-dire qu'un
mondme m prenant des valeurs inférieures ou égales 1 i-1 et un mondme n prenant

les valeurs 0 et 1 sont empilables si et seulement si

hi(n) C Ei_l(m)

Algorithme
Pour trouver les mondmes réguliers dc I" on empile de toutes les
. . " . . A
manicres possibles les mondmes premiers des sections I, en commencant par les

niveaux inférieurs, sans sauter de niveaux et en continuant tant que cela est

possible.

Les mondmes ainsi trouvés sont réduits, incomparables entre eux,
ce sont les mondmes réguliers de f. Par construction méme, on a tous les mondmes

réguliers de f.
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Graphe associé & la recherche des mondmes réquliers

La structure d'ordre définie entre les mondmes premiers des f-
peut se représenter par un graphe. On reliera un mondme premier de f' et un mond-
me premier de fl+1 par un arc si et seulement si ils sont empilables.

Un mondme régulier correspond dans ce graphe 3 un chemin montant

maximal (c'est-3-dire prolongeable ni vers le haut ni vers le bas).

Exemple 1
) ) ) (003)(030)
‘- 1 1 3
(222)(002) (002)(022)
o 0o 1 (111)(011) (001)(111)
Remarque
Dans cet exemple les mondmes premiers coincident avec les mondmes
réguliers.
Exemple 2 (033)(003) (300) (030)
1 3 3 //// y | \\\\\
(022)(002) 1 (002)(022) | | (202)(020)
f= |3 1 2

0 1 1 (011)(111) { | (111)(011)




.84,

Les mondmes réguliers de f sont :

I (03%)(113)
T (133)(013)
IIT  (012)(122)
v (112)(022)
\Y (312)(0%31)

Remarque

Cette fonction posséde deux mondmes réguliers non nremiers

- IIT  mondme premier associé& (013)(123)

- IV mondme premier associé (113%)(023)
Sur les empilements, ils correspondent aux deux petites fléches.

Base réguliére compléte de f

On appelle base réguliére compléte 1'ensemble de tous les mondmes
réguliers de f.

Propriétés de la base réguliére compléte

Tout mondme premier m o, d'une section de niveau i est utilisé au

b
moins une fois pour construire un mondme régulier.

Démonstration

Il existe nécessairement des mondmes m, m. vee, M
= i-1,s8* "i-r,0°" "2 M1y

qui sont respectivement des mondmes premiers de -1 fi‘2,...,f1 tels que :

Ej(mi,r)g Ei-l(mi—l §) S S Eymy )

1,s 1,u
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L'empilement des mondmes m .,m qul se fait sans dfcoupage

1,u" " r
~9 b
donre un soubassement de mondme régulier. On reprend ensuite 1'empilement 3 par-

tir du niveau 1.

I1 en résulte que :

- Toute section de niveau g de la base réguliére compléte est la base premiére

compléte de la section de niveau q.

- La fonction est égale 3 la somme des mondmes de la base réguliére compléte.

Comparaison des bases premiéres complétes et réguliéres complétes

-~

Les constatations de 1l'exemple 2 ci-dessus correspondent 4 un ré-
sultat général, c'est-i-dire qu'une fonction f a au moins autant de mondmes pre-

miers que de mondmes réguliers.
En effet, considérons la correspondance entre mondmes premiers et
mondmes réguliers définie par suppression du sommet de 1'empilement ou au contrai-

re prolongation de 1'empilement.

A un mondme premicr correspond soit un, soit aucun mondme régulier

(le mondme tronqué peut-&tre prolongeable autrement qu'en mondme répulier).

A un mondme régulier correspond au moins un mondme premier :

Exemple ' .
3 3 2 (330) (063) (003) (032)
f = 1 2 3 \\\\\
(222)(002) (022) (022)
1 1 1 \\\\ 1//////
(111)(111)

Les mondmes (332)(113) et (123)(132) sont réguliers et premiers.
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Le mondme (132)(123) est obtenu par un empilement avec découpage
(représenté par la fléche en pointillé) il est premier mais non régulier. le
mondme (122)(122) obtenu par suppression gu dernier niveau du mondme (132)(123)
n'est pas régulier car il est plus petit que le mondme régulier (123%)(132). Donc
il ne correspond aucun mondme régulier au mondme premier (13%2)(123).

Base réguliére irredondante de f

C'est un ensemble de monfmes réguliers de f dont la somme est
égale 3 f, et qui est minimal en ce sens que la suppression d'un mondme rend la

somme strictement inférieure 3 la fonction.

L'algorithme pour trouver toutes les bases réguliéres irredondan-

tes de f est le méme que celui wvu pour les bases premiéres irredondantes.

Sections d'une base réguliére irredondante

On pourrait penser travailler au niveau des mondmes premiers des
sections. Mais cela serait assez difficile dans le cas général car la condition
consisterait a exprimer que les mondmes utilisés dans chaque section ont une

somme égale i la fonction section.

Comme le montre 1'exemple ci-dessous on ne peut méme pas affirmer
que la section d'une base réguliére irredondante est une base premiére irredon-

dante de la section.

Exemple (003)(033)
1 2 3 |
(022)(002) (002)(022) (202)(020)
foolz |1 s
(011)(111) (111)(011)
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£ = (022)(112) + (013)(133) + (212)(021)
est une des bases réguliéres irredondante de f

2 = (022)(002) + (002)(022) + (202)(020)
n'est pas une base premiére irredondante de f2, c'est la base premiére compléte

de f2.

Passage d'une base réguliére irredondante a une base premiére irredondante

A partir d'une base réguliére irredondante on peut obtenir une
base premiére en complétant chaque mondme pour le rendre premier. Ceci est possi-
ble.&ventuellement de plusieurs manidres et peut fournir une base redondante,
donc éventuellement plusieurs bases irredondantes.

- Le nombre de mondmes des bases premiéres obtenues est au plus
€gal au nombre de mondmes de la base réguliére de départ.

- Ensens inverse, une base premiére irredondante dornnera par écré-

tage soit une base réguliére irredondante, soit rien.

- Sans pouvoir démontrer de résultats rigoureux, on peut donc pen-
Ser que pour une fonction il y aura plus de bases premidres irredondantes que de
bases réguliéres irredondante, et que les bases premiéres irredondantes auront

plutdt moins de mondmes que les bases réguliéres irredondantes.
Exemple

Revenons 3 1'exemple 2 de la page 83. 1 3 3




I (033)(113)

IT (133)(013)

IIT (013)(123)

IV (113)(023)

vV (312)(031)
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Ses mondmes premiers sont :
3 3

1 1.

11

Ses bases premiéres irredondantes sont :

I (033)(113)

IT (133)(013)

III'(012)(122)

V' (112)(022)

Vo (312)(031)

IV et IT IIT IV

Ses mondmes réguliers sont :

1 11 1 3 3
1 1
Lt 1o 2

Ses bases réguliéres irredondantes sont :

I V et II III*' V
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Exemple
Reprenons l'exemple de la page 86

Ses mondmes premiers sont

1 1 1
I (213)(031) k!
1 2 3
T (123)(013) 1 h
1 1 3
III  (113)(033) FRIRE
|
v (023)(113) 1 |1
| 1 |1 1 3
Vo (013)(133) |t B
1
Ses mondmes réguliers.sont :
1 1 1
It (212)(021) 2 1 P
) o2 2
II' (122)(012) 1 1
113
IIT (113)(033) . 11 13
| 2 2
V' (022)(112) ' 10t
: 1 I 1 3
-
v (013)(133) [::é__l
Lo n

Ses bases premiéres irredondantes sont :

I Iv,I II V

Ses bases réguliéres irredondantes sont :

I' II'v, I' III IvV', I' V' V
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Exemple

Reprenons 1'exemple de la fin du chapitre 1V.

(98]
(A%

Ses mondmes premiers sont :

1 (302)(300)

II  (0%1)(03%0)

‘ : 1
i
Nl

IIT (230)(003) 1o

IV (300)(302) t_ B
Vo (030)(053) [_J:i}
VI (002)(210)

Ses mondmes réguliers sont :

R

I (302)(300)

II'  (011)(010) th}l
et 2

TIT' (220)(002)

v (300)(302)

Vo (030)(033) [&fﬁ:}
11
VI' (001)(110) [__};Jl
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Ses bases premiéres irredondantes sont :

I IT IIr, I IIr v Vi, IT IIT Iv VI, I II IV V,
Iv. v VI

Ses bases réguliéres irredondantes sont :

r Irr mIrrv, 1 I11'mv v, I III'VvV VI', I IV V VI'

Programmation

Le programme EMPILR donne les mondmes réguliers d'une fonction f.

Le temps d'obtention des mondmes réguliers par programme EMPILR,

et des mondmes premiers par le programme EMPILP sont du méme ordre.
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Exemples d'utilisation

Exemple 1

MCNCMES DE DEPART
(013) (124)
{011) (044)
{312) {041)
(033) {103)

MCNCVMES REDUITS
{013) {123)
{011} (011)
(312) (031)
{033) (103)

MAXF = 3

FCNCTICN SIMPLIFIEE
{013)(123)
{312) {031)
(033) (103)

MCNCNMES PREMIERS CE F1
(ot (11
{111) {011)

MCNCMES PRENIERS CE F2
{002) (022)
(202) {020) .
(022) {002)

MCNCMES PRENIERS CE F3
- (300) (030}
(033) {(003)

YONOMES APRFS EMPILEMENT SIMPLE ET SIMPLIFICATICAN = MONCMES REGULIERS CE F
' {012) {122)
{033) (113)°
(112) (022)
{312) (031)
{133) (013)
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Exemple 2

APRE ¢

EMPILENMENM

MONCMES CE CEFLRT
{C50) (541 (52)
(220)(27)102)
(151) (50) (53)

MONCMES FECUITS
{C50) (541 (52)
(220)(22)(02)
{1511 1{50) (53)

MAXF = 5

FOMCTICON STINFLIFTEE
{CSD) {54) (52)
(220¥ (2201 (0 2)
(151) (50) (23)

MONCMES FREMIERS LE FI
(Cianan
{110)(11Y (1)
(11112 (1 1)

MONCMES EHENMIFES CF F2
(2201220 (22)
220y (22 (0 2)

MCNCMES FREMIERS [E F2
{C30) 33 (4C)
(C30) (30)(33)

MONCMES FHENMTERS CE F4
(040) (44) (40)

MONCMES FEFMIERS [E FS
(0501 (59) (59)

SIMFLE ET SIMFLIFICATICMN = MCNCMNES RECUL JFRS CE F
(0501 (541 (52)
{03031(32) (2
(2201 (22)102)
(111X €1Cc)H(11)



Exemple 3 :
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MCNCMES OF DZFARY
{(CO4)(380)(526)1(251)
(GSS)I(5CCILT13)(1€4)
(721)(CC2)(470)(217)
(118){073)Y(5C0)(726)
(3S€)(142)(CCT7Y(E20)
(145)(272)1C55)(€CC)

MCNCMES RECUBTTS
(CC4Y(34C)(424)1(341)

(C55)1(5C0)(513)(154)
(221)3(0C3)(23C){2113)
(1153(C53)1(8C0)(529)
(3441(142)(CI4)(420)
(145)(352)(C55){5C0)

VAXF = 5

FCANCTICN SIMPLIFIEE
(CC4Y(3407(424)(241)
(C55)(5CCY(512)(154)
(221)1(CC3){232)(213)
(115)(053)(5C0)(525)
(344Y(142Y(CC4)(4720)
(145){(352)(C55)(5CC)

MONCMES PREMIERS CE F1
(cocy{ricytrty(ity)
(criycrceyiiiiycity)
(111)(021Y(11¢)(111)
(I11)(C11yL1CCHI(1Ll)
(111)(111)(CC1N(11C)
(111)(111)(C11)(1CQT)
{(Cory(riiyericHeiin)
(C11)(L21Y(116)(111)
(CL1Y(111)(120){111)
(I11)(CCLY(1L11)Y(110)
(F11)(C11Y(1C1)¢€11C)
(111)(C11)X(111)(1C0)
(CoI{L11Y (11 (110)
(Cl1Y(1C1Y6111)(€110)
(CI1)(1113(131)(110Q)
(Z113(111)¢111)(1CC)

MONCMES PREMIERS CE F2
{Cc2yr(22c0ytz22¥(z2¢
(022)(220)1202)(C22)
t228y(0c2yr22cy(zc2y
(z2zytczziyico2ay(zze)
(C22)(222Y(322)(2CC)
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{Ccayacery(atzy(zz2y
(C22)(2203(CT2)(z222)
(222y(C0L2Ntz2CC)H)zC2)
{(Cc2y(zzayiaceytzz2)
(cz2)(2z22)i0021(0220)
(Ccczy(2z2y(z22y(z22Ci
{Cczryazzylz2czylzzqC)
{(c22)(222)L22C)1(CL2)
(222Y{Cc2)Y(222)(2CG6)

MCNCMES PREMIFRS CE F3
(Co3){2203(30313(z220)
(C33)3(3CCy(2C2y(L23)
{(33CY(CC37(3301(2C3)
(233)(030)(CC3)(238)
(0331022000 0322)(2CC)

(CO3Y{30CY(23C3)(323)
(CC3)(320)(223)(2C0)
(¢32)(370)(C231(233)

)

(302)(0C3Y(32CCI(3C3)
(C23)Y(323Y(3CCH(3C3)
(C333032C)(CC31(23CY
(CC3Y(330)(30C)(323)

MONCHMES FREMIERS [ F4
(244} {60CY{4C0){C44)
(44} (CaC){C44)(4CC)
(L4 (C40)(40C )Y (444)
{C04){440) (470)(C44)
(CT&Y(NLCY(444)(4C0)
{C04)Y(C4C)4Ca) (44C)

S PREMIERS CE F5
YISCCY(EDCOVN(LEC)
)(“5&)(50
J(CBCY(ES

INONMTS APRES SR pTLEN=AT SIVMPLS ST SIMPLIFICATICN = M(NCM&S REGULIBRS T F
(CC4)Y (340 Y(424)(441) '
(C05)(350)(555)(521)

(C22)(31¢)(313)¢(
(C55)(5CCY1{513)
(C13)(372¢5(312)
(233)(3CCY(113)
{321)(003)(330)
{223)(0C3Y{31C)
(223)(013Y(3C0)
(333)(122)(C13)
(133)(332Y(CC3) (3
(144)(“42r(044)(4c31

3
132w U W
W
—

— o~ . g~

ulu(uluu(uu)v—'(

! ad pd jed ped
- et At et e e e vt

OO W W WD

(C23)(3323)5(21C)(223)
(CC5) (322308100 (E545)
(CL4) (6 42)(410)(?44)
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(Cz2)(2C21tz1cC
(C13)(3235(2CC
(\13)(352)L53

214)Y 14427 (400
(’/2)(212)(20
(zz2zz2yeecantizz
(2333)(¢32yY(10
(722)(012)(72

04)(3417Y(424
(””5)(351“(‘
335)(357)(r§5)
(C0a)(342) (414)
(221X (1C1)Li11)¢
(C33)(332I(163)(EEC)
{(014)Y(342)(404)(440)
{(244)(342)(144)(4CD)
(215)(352)(555)(=CC
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vg

MG

VA

Ff‘

MC

MO
Lnvh

NOMES ©x= DEPART

(25C4)(4C5586223)1835246)(235)
(5C012)(5632CC255)(235€6)(852)
(8688)(C300585C3)1(55368)(139¢)
(8350)(309628121)(51112)(322¢)
(86651 (£183COC12)L77715)(247)
(76C5)(€78GC513)(5701G)(927)
(5680)(C00008341)(056C09)(242)

NOMES RECUITS

(35C4)(405955323)(25245)(235)
(5C12)(5532CC325)(23555) (553 )
(86E8)((3CCE85C3){(553¢68)(247)
(535C)(505525131)(51112)(32%)
(7677)(€173CCC12){(T77715)(2417)
(7T6CEY(5€2TT7C313)(57C17)(707)
(4440)(CC00C4341)(44CC4)(247)

XF = 8

NCTICN SIMBLIFIEE
(35C4)(405555323)(35245) (23%)
(5012)(5532C0355)(23855) (557
(9098)(C3C”:8705)(5536?)(?8C)
(835C)(5C5525131)(51112)(323)
(7677)(6173CCAL2)0T7T715)(2417)
(76C5)(5€777C512)(57017)(7C7)
(4440) (CCECC4341)1{44CC4)(240)

NCMES PREMIERS CE Fl1
(I111)(11EI21211)0012311)(111)

MeS PREMLERS CE F2
(z2lr)(202222222)(22222) (
(222)(C200222C2)22222)(
{z2ecz)yl290z220C8C021L222¢C2)1(:
(20C2)(222222222)122222)1(;
(27“2)L?72227222)(22222)(
(¢
(z
(2
{2

) f\) SIS

ot N il i o S

222)(2 ?22204?)(7CFCZ)
22)(&422:2?22)(22CC?)
G211222222222)122CC2)

MONOMES PREMIERS CE F3

{33C )(3u33’33L’)(’3073)(C3’)

(’33%)(“C3?CCC?C)(737C’)(°2’)
(3332)(CC003233C3)(23023)(231)
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(33.3)(2033CCCCC)E23223)((C3
(2233)(233222303)({233C02)(323

2]
,,,,,, Cl
(23C3)(323223303)(22233)(C3C)
(3320)(3233333333)(333C3)(03C)
(2233){32033C3CC0)(2LCCC)Y232)
(3303)(32233223C02)(33CC3){232)
(223C)(3C33C3C3C)H(3CCCC)I(232)
(30¢C) (23332333 3)(?3333)(0 3C)
(2330)

y (333
(33CC (333333,33)(33,03)l33C)
(3CC0OI(233(¢33323)(23233)(323C)
(3300)(223322323)(3CCCQ)(333)
(3C€CC)(223333333)(23C03)(3332)
(3000)(3233€7222)(233C2)(223)
(3CC0)(3233332223)(33023)((33)
{3000)(333033323)(33033){233)
(3C00)(22330C222)(23223)({(22)
{30C0)(333CC2323){23323)(2213)

NCNCMES PREMIEZRS LCE F4

(C404)(4C44440CC 1 {CLC44Y(C04)
(40CC) (4400820441 3G444) (440)
(4444 ) (CCCC4440CC)(44C44)(C4C)
(4C4C) {4044 04C5CE)Y(40CCLYIICQ4)
(466444 )(4C4CCCCCEI(444C4)(C44)
(4404) (4444424051 (446004)(404)
(Oépﬁ)("CHpQ'POf}(O4C4w}(n44)
(Ca0&)(4CallinCoIt44444) (004
(C&4C4) (4444444CL)(04CC4)(:C.)
(C4C4 1 {40H4400CCTIL44044) (L4
(4CC0N114460044444)({CCRG4)Y(CHT)
{4CC0) (444000044 (C0LCHY(CAT0)
{(4CCCI (444440644 )(CCCC4){400)
(QCQC)(QbﬂjC:CT~)(44444)(40C)
(4444) (404044400 )(44C08Y(04C)
(C45 4)(gCCP443C{)(44‘44)(C44)
{(40CL) (44640444446 Y (Q0C04Y(040)
(4444)(404QCPGC73(4GCCC)(C04)
{600y (446864400 Y 4CCLEY(CCH)
{(4540)(404CC4CCIIL40CCCY{C44)

’éCt3)(4CCCCCTCS)(44404)(441)

(4002) (4040030404464 0C4)Y(C4 )
(4440) (40460446442 )(44004)(C47)
(0404) (4C4C444C0){04CC4)(CA4)
(44045 (4C40404CCYI440CCH) (444
(4CC0) (44405404003 (0GCGCC4) (444)
(4CC0)(4C00CCC4LC)L4a444) (C4C)
(4CCCI{40CR4444C0)144044)(Ca1)
(4CCC)(44404C444)(CCTCH) L4417
{(6CCOY4C0NCTC0CI144444) (447)
(4CC0)I{4C4C444CC)IL4CCCCYC4L)

Fs
(00‘35)(535)
{55C55){LH7)
{50CC2Y(Ce)
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£55C5) (LG
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MONOMES APRES EMPILEVENT SINELE
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=T

(5505)(5559505C00)(550C5)(5C3)
(05CC)I(5555555CC)I(05CCE)(0CE)
(5GC0) (55720555551 (C0055) (C50)
(5CC0)(5C3CCLCT0)(0CSC) (E55)
{(5CCC)(E55550555)(CCCCB)(5BCE)
(5CCC) (5560C00CC)(55555)(5Q¢)
(5050){0C0005C00)(50CC0)Y(C55)
(5505)(CCCO5N05CLYI55CCH)(E55)
(35C00)(CCO0E55CC)II05€CCH)(C5E])
(5555) {5C55C30C00)(5CCCC)I(CEE)
(5CG0)(555555522)(5CCC0O)(CO5)
(5CC0)(5CH0CCCCL)I55505)(505)
(5032)(55CC535C5)(CGCCB)(555)
(5CCC)(55C005C355)(0CCC5)(850)
(5CCO)CCO055500)(53CC0)1(055)

MONGOMES PREMIERS [E F6

(E666){TC00CA2TCI(CR0EL)(CED)
(666) (€C60CICCCI(ECOCD)I05E)
(66C0C)(C666ENCTLIICHLCE)(60E)
(6ACO)(ABARBEITTI)IIC6CCT)(0GE)
{66CC)(COBCCTCCCI{ECRESEY(CDE)

MCNCMES PREMIZRS CE F7

(75471 0CCO0CTCCT)(0GCCTI(RT)
(7277)1CCICLCCOCI(T77CCHILCOT)
(72.00020777CCC0)IL0T7CCTY(T0T)
(7220 2CRCCCCTLY(T7CTY(00T)

MCNCMES PREMIERS CFE F8

(R2e ) {TCC0CREOT)(0CCCR)Y(CAC)

IVPLIFICATHON = MCACMES REGULIERS

(B86€8)(1311I58513)(55368)(281)
(7677)(617311112)(77715)(347)
(7655)(51%311112)(77717)(347)
(3585)(515511112)(52313)(323¢)
(5323)(513311112)(44515)({c5¢%)
(5333) (513311112)(55515)(545)
(511210553355555)(33455)(252)
(4112)(04443323344)(23434) (2427
(4112)(4464344444)(323234)(247)
(4112)(434333343)(44434)(242)
(4112)(433333343)(44444)(242)
(4112)0433344443)(44344)(247)
(4112)(444333244)(33424)(343)
(5112)(555553555)(33325) (532)
(4112)(444344444)(33324)(342)
(4112)(434333343)(44424)(242)
{5112)(554383555)(23325)(552)
(5112)(553233355)(33555)(552)
{5112)(553255555)(33355)(252)
(4112)(444232344)0334234)(247)

CE

F
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(5112)(553223323)(55555)(532)
(4112)(4442446444)033334)(342)
(4112)(434223343)(44434)(242)
(4112)(433223343)(44444)(3242)
(64112)(423244443)(44344)(242)
(5112)(554253555)(33235)(552)
(4112)0433233323)144444)(442)
{5112)(E555535€5)(33225)(532)
(4112)(444344444)133224)1(242)
(5112)(555555533)(53223)(335)
15112)(554353522)(33225)(25%)
{5112)(554352555)(33225)(553)
(5112)(4343¢€5523)(53223)(25%)
(4112)(444322344)(33424)(343)
(5112)(5233222232)(44525)(55¢%)
(5112)(533322223)(55525)(54¢%)
(4112)(434322343)(44424)(3242)
(5112)(553355555)(33255)({253)
(4112)(444244444)(33224)(242)
{5112)(555555532)(532233)(23¢)
V4112)0423344443)(44244)(243)
(5112)(0434355533)(53223)(255)
(5112)(553255555)(33255) (252)
(4112)1444244444)(33234)(3413)
(5112)(554253533)(33225)(55¢%)
(4112)(423244443)(44244)(343)
(5112)(554253555) (332351} (5852)
(5112)(434255522)¢53223)(35¢)
(4112)(4644322344)(33424)(243)
(4112)(434322343)144434)(242)
14112)(433322343)(44444)(242)
(5112)(553222355)(33555)(552)
(4112)0444222344)(33434)(243)
(5112)15532223331)(55555) (533)
(5112)1533222322)(44525)(555)
(5112)(533222222)(55525)(54%)
(41123(434222342)(44434)(241)
(4112)(433222343)(444464)(343)
(4112)(4332223732)(444446)(442)
(3313)(333322323)(23333)(231)
£5212)(5533£55555)(33355)(251)
(4212)(4443323344)(33434)(241)
(4212)(444344444)(33324)(241)
(4212)(4343323343)(44434)(241)
(4212)(423323343)(44444)(241)
(4212)(433344442)(44344)(241)
(4212)(44642323344)(33424)(341)
(5212)(555553555)1(33325)(531)
(4212)(4644344444)(33324)(341)
(4212)(434333343)1(44424) (341)
€£5212)(554353555)833325)(551)
(5212)1553222355)(33555){551)
(5212)1553255555)133355)(251)
(4212)1444223344)(33434)(341)
(5212)(553222322)(55%55)({%531)
(4212)(444244444)(33334)(241])
(4212)(434223343)(44434)(341)
(4212)04332323343)(44444)(341)
(4212)0433244443)144344)(341)
15212)(554253555)133335)(551)
(4212)(4332322323)(44444)(441)
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(4444)(434344413)(44314)(341)
(5353)(515525122)(51112)(323¢8)
(5555)(515523122){(51112){33¢)
{(5353)(414325122)(51112)(355%)
(5352)(51552“172)(61112)(’35)
(5352){414325132)(51112)(35¢

(4332)(444344444)(331141(241)
(4442)(434344443)(44114)(241)
{3332)(233323333)(32112){(331)
(7T615)(2€TTT13522)(571171)(737)
(6615)1€€66€3522)(56115)(E82¢)
{3514)(5555£5523)(35115){(33¢%)
{5313)(555555523){(53113)(23%)
{3514)(434355523)(35115)(35¢%)
{(5515)(4343535231){55115){(£E5¢%)
(5313){554353523)(33115)(£5¢%)
(5313)(434355523}1(53113)(355)
{2212){5558555523)(52112)(323¢})
{53121(424255523)(852112)(35¢%)
(5212)1(555553555)(33115)(532)

4212V {444344644){323114)(243)

(-;L?)(“55555’3)(51113)(’35)
5Z12) (5543535233 )(32115)(¢¢
(5212)(554353555)(33115)(

ce
£5
(5212)(434355533)({53113)(35
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CHAPITRE VI - DECOMPOSITION DES FONCTIONS A P VALEURS

Les décompositions de fonctions sont traitées dans

Nous apporterons ici des méthodes relatives d quelques cas particuliers souvent
li¢s 3 la notion de mondme. Nous &tudierons seulement les décompositions dis-

Jointes.

I - DECOMPOSITION DISJOINTE SIMPLE

Soilent A et B deux sous-ensembles qui partitionnent 1'ensemble

des variables Xy sXose e Xy

les ensembles de valeurs prises par les variables appartenant a

A, respectivement 3 B, sont les produits direct g Ln , respectivement
f xieA *
Il L
i N

i€

On appellera Y un &lément du premier produit direct et Z un 18-
ment du 2éme produit direct.

On dira que f(X) posséde une décomposition disjointe simple, si :

£(X) = gh(Y),2)

La fonection h(Y) prenant ses valeurs dans Lq
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En algébre 3 p valeurs on peut toujours trouver g,h et q quelle
que soit la partition A,B de l'ensemble des variables.

Considérons les fonctions de 7 obtenues en donnant 3 Y de toutes

les maniéres possibles une valeur fixée YO. On obtient ainsi une nombre fini g

de fonctions distinctes de la forme :

K(Z) = £(Yy,2) = g(h(Yy),2)
on a
il
Q< 30N
x. €A
1

Définissons une bijection quelconque qui associe 3 chacune des fonctions distinc-
tes un élément de Lq. On peut poser :

il

h(Y) = q' q' €L

q
et £F(X) = glq',2)

Le probléme intéressant est en fait de trouver une partition A,B
- telles que le nombre g soit aussi petit gue possible.

Pour une partition dornée, on peut trouver une borne inférieure
de q.

On dorne a Y un-certain nombre de valeurs par exemple Yl’Y2”"’Yu;

on donne de méme i Z un certain nombre de valeurs Zl’Z2""’Zv'

En les combinant on trouve des valeurs de X. On note Xi 5 la va-

3
leur de X donnée par Y. et Z. et f.. = £(X. .).
ee par ¥; et 7y et fijy = £ 5)

On forme les u colonnes :
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H
)
H

1,1 2,1 Tt u,1
f1’2 f2’2 .o fu,2
f1,v f‘2,V T fu,v

. nps s \Y
Le nombre de colonnes différentes est une borne inféieure de q. Il y a p’ colon-
nes possibles.

On choisira v de maniére 3 avoir un nombre raisomnable de colonnes

possibles (par exemple Vv = 3 et p = 10 donne 1000 colonnes possibles).
On choisira q en fonctions des valeurs acceptables pour q.

Par exemple si 1'on veut aller jusqu'i q = 3 on pourra prendre

u = 10, et voir si en 10 essais on trouve au plus tiois résultats différents.

11 - DECOMPOSITION EN PRODUIT

Ce paragraphe comprend deux parties.

La premiére partie permet de vérifier si une partition des varia-

bles donne bien une décomposition.

La deuxiéme partie permet de choisir rapidement les partitions

des variables qui ont des chances de conduire 3 une décomposition.
Définition

Une fonction f(X) est décomposable en produit, si elle peut s'é-

crire avec les notations précédentes :
£(X) = h(Y) . k(2)

Ceci est un cas particulier des décompositions disjointes simples.
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Possibilité de deux décompositions en produit simultanées suivant des groupes de

variables différents

Peut-on avoir :

£ = g(¥,2) . h(T,U) = k(¥,T) (Z,U)

on prend TO et UO tels que h(TO,UO) soit égal 2 p valeur maximale de f.

On a alors :
g(Y:Z) = k(Y>To) . (Zon)
On a donc une décomposition de g(Y,Z) en produit. De méme pour les autres fonc-
tions. '

Donc f est décomposable en produit suivant X,Y,Z,T.

a 1 - Méthode des variables composées

Solt A un sous-ensemble ordonné de X1 XpsenesXp - On remplace les
r variables de A par une seule variable Y prenant ses valeurs dans LN ou
N= T n;. La correspondance entre les r-uplets de variables de A et les valeurs
i€A ’
de X associe l'ordre total dans LN a 1l'ordre lexicographique [voir chapitre III]

sur les valeurs des r variables.

On note ¢ 1l'application définie de L x I x ...x L dans L
! 2 Ty n
et v l'application inverse.
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Exemple

X2

_ %&‘5\‘

3 0
'\I/"‘l

—» X

Etant dorné une fonction f(xl,x2,...,xk) et A, A2,...,A2 une

partition en sous-ensembles ordonnés de 1'ensemble des variables Xg5X55e e 5%

on définit une fonction :
F(Xl,Xé,...,XE) = f(xl,xz,...,xk)

avec X, = ¢({xj/j e'Ai})

Théoneme
Pourn qu'une gonction 5(x,,x2,...,xh) s04t deécomposable en produit
suivant La parntition A,, AZ""’Az A faut et i€ suffit que La
gfonction F(X,,Xz,...,XQ) 204t un monome.

La démonstration est &évidente puisque l'on a alors :

2
= I (X,
F(X),Xp5ee0Xp) = 50 Fy(X))

Exemple :

f = (32),(31)(23),(31) + (03),(23),(03),(32) ¢ + (02),(22) (22),,(20),

+ (22), (zi)y(lz)z(zz)t
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Soit A

(x,y) B = (z,t)

F(X,Y)

(3121)a(2131)b + (OOBB)a(OOB2)b + (OO22)a(2020)b + (2121)a(1122)b

(3123),(2132),,

Cette fonction est donc décomposable en (x,y) et (z,t).

£ 0(32), (B1) + (15),(23) 1 [(23),(31), + (12),(22), ]

Propriété

Corme pour un mondme la décomposition est unique 3 condition que
les valeurs maximales des facteurs soient égales 3 la valeur maximale de leur

préduit.

a 2 - Methode de la base premiére compléte

Theoneme
Pour qu'une fonction §(X) soit décomposable en produit swivant La
partition A,B AL faut et {L suffit que Le produit des gonctions
h(Y) et k(Z) obtenues en coupant chaque mondme de sa base premiene
complete sudvant La partition A,B en supprimant ceux qui sont Ln-
fenieuwns a un autre et en faisant La somme, redonne apnes Aimpli-
fication La base premi2rne complite de 4.
Démonstration
La condition est évidemment suffisante.
Montrons qu'elle est nécessaire.
Soit £(X) = g(Y) . h(Z)
et g(¥) = § mj(Y) la base premiére compléte de g
h(Z) = £ ny(Z) la base premiére compléte de h.

L
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On suppose que les deux fonctions g et h ont la méme valeur
maximale p que la fonction f. Dans ces conditions on sait que la base compldte
de f(X) s'obtient en ne gardant des mj(Y) nl(Z) que ceux qui ne sont pas infé-

rieurs i un autre.

Montrons que la base compléte de f(X) contient au moins un multi-
ple de chaque mondme nﬁ(Y). Montrons le pour ml(Y).

Soit g la valeur maximale de ml(Y)

Prenons nl(Z) de valeur maximale au moins égale 3 q.

ml(Y) . nl(Z) mis sous forme réduite contiendra bien le mondme m1(Y).
Regardons si ce produit peut-8tre absorbé par un autre :

my(Y) . ny(2) »>my(Y) . ny(2)

Prenons Zy tel que nl(ZO) >q , alors :

m2(Y) n2(ZO) > ml(Y)

s
d'ol m,(Y) » m, (Y)
donc m2(Y) = ml(Y) puisque ml(Y) est premier.

Donc le mondme ml(Y) . nl(Z) ne peut tre absorbé que par un
mondme ml(Y) . ni(z).

Donc la base compléte de f(X) contient au moins un multiple de
ml(Y).

Exemple

f(x,y,z,t) = (001)(10)(001)(10) + (001)(10)(110)(01) + (110)(01)(001)(10)
+ (220)(02)(220)(02)

On essaye la décomposition Y = (x,y) 2 = (z,t)
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g(¥) = (001)(10) + (001)(10) + (110)(01) + (220)(02)
g(Y) = (001)(10) + (220)(02)

h(z) = (001)(10) + (110)(01) + (001)(10) + (220)(02)
h(z) = (001)(10) + (220)(02)

En formant g(Y) k(Z) on retrouve bien les quatre mondmes de départ.

La fonction f est donc décomposable en produit suivant Y et Z.

b - Choix des partitions Y,Z

Nous allons exposer une méthode qui permet de choisir rapidement
les partitions des variables qui sont susceptibles de dorner une décomposition.

b.1. Theorzme
Pour qu'une fonction s04it décomposable en produit suivant La par-
ttion ¥,7 AL faut et L suf4it qu'en tout point de H AL existe
un pave Y ou 7 oa Le point s0it maximal.

En effet, pour que f(X) soit décomposable en Y et Z, il faut et il
suffit qu'en passant aux variables composée%IF(Y,Z) soit un mondme. On applique
alors sur F(Y,Z) la premiére condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-

tion soit un mondme.

Pour qu'un point soit maximal suivant Y il faut qu'il soit maximal
pour toute variable Yy telle que Y; €Y.

Cette condition est necessaire mais non suffisante.
Algorithme

On fait un tableau ou 1l'on marque en lignes les points de H et
en colomnes les variables X; .

On met une croix 3 1l'intersection d'une ligne et d'une colonne
si le point est maximal suivant cette variable.
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La fonction f n'est pas décomposable en Y,7 s'il existe un point
de H ou 1'on n'a pas une croix soit pour toute variable y; appartenant iy, soit

pour toute variable zs appartenant 3 7.

On s'arréte donc dés que 1'on trouve un point qui ne satisfait pas

la condition et on essaye pour une autre partition.

Si la condition est satisfaite pour tous les points essayéds, il

est possible que cette partition conduise 3 une décomposition.

Pour conclure on emploiera soit la méthode des variables conposées,

soit la méthode de la base premidre compléte.

Exemple

f = (32)(31)(23)(31) + (03)(23)(03)(32) + (02)(22)(22)(20) + (22)(21)(12)(22)

Xy zt
1 0000 x x| Ix La fonction est-elle décomposable
2 0001 x| % suivant :
3 0010 x| x {x {x
4 0011 x| x| x X,yzt : non 3 cause entre autres du point 5§
5 0100 x | x V,Xzt - - - - 5
6 0101 x| x|x]|x Z,Xyt - - - - >
7 0110 x| x t,xyz : - - - - o
8 0111 x | x
9 1000 x| x| x| x xy,zt : peut-&tre
10 1001 x| x
11 1010 ol Xz,yt : non 3 cause entre autres du point 2
12 1011 x| x| x| x xt,yz : - - - - >
13 1100 «| x| |
14 1101 x| x
15 1110 x| x| x| x
16 1111 x| x| x
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Exemple : Fonction de trois variables
Soit A un point de H. Trois cas peuvent se produire :
A est un maximal suivant une variable, x par exemple. Alors la fonction peut-
étre décomposable en x et y z mais ne peut pas &tre décomposable en y et xz

nien z et xy.

A est maximal suivant deux variables x et y par exemple. Alors la fonction peut
étre décomposable suivant les trois partitions x,yz ou y,xz ou 2z,Xy

A est maximal suivant trois variables. Alors la fonction peut étre décomposa-

ble suivant les trois partitions.
On &tudie ainsi successivement plusieurs points de 1'hyperpavé.
Pour arriver 3 une conclusion rapide, il vaut mieux commencer 3

examiner lespoints de H ou f est minimale.

b 3 - Utilisation de la propriété du parallélogramme

Considérons un parallélogramme portant sur deux variables y et z
1'une appartenant & Y, l'autre appartenant i Z. Si la fonction est décomposable
en X et Y alors la propriété du parallélogramme doit &tre vérifiée, c'est-a-dire

que 1'on doit avoir :

f(yl’zi’AO) . f(yg,zg,AO) = f(yi,zz,AO) . f(y29213A0>
AO étant un point du k-2 pavé défini par les variables {Xl’ Xos wens xk} - {y,z}
On en déduit le résultat suivant :

Si pour un parallélogramme portant sur deux variables la propriété
n'est pas vraie les deux variables appartiennent 1'une et 1l'autre 3 Y ou 3 Z.
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Remarque :

Si la propriété est vraie on ne peut pas conclure.

Exemple
Reprenons 1l'exemple de la page 110
Pour<{%1 =0 {?1 =0 et Ay = (z =0, t=0)
X2:O y2:1

On a : % Donc x et y appartiennent 3 la méme
1 2 classe.
2 2 X

Pour 2, =0 t, =0 et Ay = (x =0, y =0)

Zn = t2 =

On retrouve la méme figure, donc z et t appartiemment 3 la méme classe.

Donc s'il y a une décomposition elle est (x,y), (z,t)

II1 — DECOMPOSITION EN SOMME

On peut traiter la décomposition en somme de plusieurs manidres :
- par passage au complément et emploi des méthodes du produit,

- par emplol de la base régulidre compléte.

a) - Passage au complément

Soit une fonction £(X).
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Théoneme

§(X) eszt decomposable en somme suivant V,7 si et seulement 54
§1X] est décomposable en produit suivant Y,Z.

Cela est évident d'aprés les propriétés du complément.

On peut donc passer 3 £(X) et lui appliquer les méthodes vues
pour le produit.

Dans certains cas les méthodes peuvent étre modifiées et directe-

ment appliqués sans passer 3 f(X).

Par exemple pour le choix des partitions, le théoréme du paragra-
phe bl donne le théoréme suivant :

Théoneme
Pouwr qu'une fonction soit décomposable en somme suivant La parti-

tion V,7, & faut et L sufbit qu'en tout point de H, L existe un
pavlé Y ou Z o Le point s04t minimal.

b) - Méthode de la base réguliere compléte

Théoneme _
§(X) est décomposable en somme suivant Y et I A4 et seulement 34
chaque monome de La base néguliere complite de 4(X) ne dépendent
que de Y ou de Z.

- La condition suffisante est évidente,
- Condition nécessaire :
Soit une fonction f décomposable en somme
£((X) = g(Y) + h(Z)

Les monlmes premiers des différentes sections de niveau i de f sont des mondmes

ne dépendant que de Y ou de Z. Et les empilements ne sont possibles qu'entre mo-
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ndmes de méme type. Donc tous les mondmes de la base réguliére compléte sont
des mondmes ne dépendant que de Y ou de Z.

Remarque

Ce théoréme est faux pour la base premiére compldte, car les em-
pilements sont possibles entre mondmes de type différent.

Exemple
22 (222)(002)
N
;. 11 1 1//////, \\\\\\
(111)(011) (001)(111)
o o0 1

La base réguliére compléte de f est £ = (222)(012) + (001)(111)
car seule la liaison pleine est possible.

La base premiére compléte de f est £ = (222)(012) + (002)(112)

car on peut empiler les mondmes reliés entre eux par le pointillé. Donc sur cet-—

te base premiére compléte on ne voit pas que f est décomposable en somme en X,y

c) - Impossibilité d'une décomposition simultanée en somme et en produit

Soit :

F(X) = F(Y,2) = £(Y) + g(2) = h(Y) k(2)

Une telle fonction possé&de la particularité que sur un parallélogramme en Y,Z ou
bien la fonction ne prend qu'une valeur ou bien elle prend deux valeurs chacune
deux'fbis, les valeurs égales étant consécutives. Supposons F(Y,Z) non constant
on peut trouver :
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F(YO,ZO) = a F(YO’Zl) = b b #a
y = = Y
alors F(Y)5Z2q9) = a et F(Y;,Z)) =D v i
Soit Z2 une autre valeur si elle existe telle que :
F(YO,Z2) =c avec ¢t a ou c¢#b

I1 en résulte que F(Y,Z,) = ¢ vY

Autrement dit la fonction est indépendante de Y et la décomposition est triviale.

F(X) = 0+ F(X) = (p-1) F(X)

- S1 les deux décompositions ne portent pas sur les mémes ensembles de variables,

le résultat peut-étre faux, comme le montre 1l'exemple suivant :

A F(x,y,z) = £f(x) + g(y,z)
5 0 = h(x,y) . k(z)
2 avec f(0) =0 g(0,0) = 1
£(1) =1 g(0,1) = 2
L 0 — vy g(1,0) = 0
h(0,0) = 2 g(1,1) = 0
1 1 h(0,1) = 0
X h(1,0) = 2 k(0) = 1
h(1,1) = 1 k(1) = 2

IV - DECOMPOSITION EN SOMME DE PRODUITS

La méthode de passage aux mondmes s'étend 3 des décompositions de
la forme :
f(A) . h(B) + k(A) . 2(B)

Une condition nécessaire pour qu'une telle décomposition soit possible est que
pour tout quadrillage carré avec r = 3 relatif 3 la partition A,B le bidétermi-

nant vérifie A, = A

1 2°
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Ceci permet d'éliminer certaines combinaisons de variables.
Reprenons l'exemple déji utilisé.

Comme chaque variable ne prend que deux valeurs et que nous vou-

lons un quadrillage carré avec r = 3 nous devons grouper les variables par deux.

Essayons :
- Xz et yt

Pour le quadrillage construit avec les points Al(x:O,z=O), A2(X:O,z=1),A3(x:1,z:O

appartenant 3 A et les points Bl(yzo,t=0), B2(y:0,t=1), BB(yzl,t:O) appartenant

a B, on trouve le bidéterminant :

B3 1 1 2 pour lequel A1 = 1
B2 1 2 1 8, = 2
B1 2 3 2

A1 A2 A3

Cette partition est donc exclue.

-xt et yz
Pour le quadrillage construit avec les points Al(xzo,t:O), AE(X:O,tzl), A3<X:1’t:

appartenant i A et les points Bl(y:O, z=0), Bz(y:O, z=1), BB(yzl, z=0) apparte-

nant 4 B on trouve le bidéterminant.

11
[IRN

B, 1 1 1 1 pour lequel A
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On ne peut donc exclure cette partition 3 la suite de cet essai.

Faisons un deuxiéme essai.

Pour le quadrillage construit avec les points A1<X:O’ t=0)
A?(X:O,t:1), AB(XZI,t:O) appartenant 4 A et les points Bl(y=0,z:0), Bg(y=0,z=1),

BB(y:1,z:O) appartenant & B on trouve le bidéterminant :

BB 1 1 2 pour lequel A1 =2
By |3 2 2 8y, =1
31 2 1 2

Al Ag A3

On peut donc exclure cette partition.
11 reste donec xy et zt.

Pour le quadrillage construit avec les points Al(x:O,y:O),

-~

Ag(xzo,yzl), Az(x:1,y:1) appartenant 4 A et les points Bl(z:O,t:O), BQ(Z:O,tzl),

: Bz(z:l,tzl) appartenant a B on trouve le bidéterminant :

B3 2 1 2 pour lequcl A1 = A2 =1
B2 11 1
B1 2 1 2

A1 A? A5

I1 est hnutile de continuer puisque nous savons que la fonction est un mondme en
Xy et zt.

(on vérifie d'ailleurs que tous les mondmes d'ordre 2 du bidéter-

minant satisfont 3 Ay = A2).
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CHAPITRE VII - HIERARCHIE EN COUCHES

Dans ce chapitre, on se propose de montrer :

- que toute hiérarchie en couches dont tout &lément minimal appartient 3 la cou-
che inférieure, est la hiérarchie des monfmes réguliers d'une fonction conve-

nable.

- accessoirement, que les mondmes réguliers permettent un codage des hidrarchies

en couches.

Etant donnée une hiérarchie en couches on va lui associer une
fonction f dont le graphe représentant les empilements pour la recherche des mo-

nomes réguliers est justement cette hiérarchie en couches.

On appelle longueur d'une hiérarchie son nombre de couches,

soit p.

On appelle largeur d'une couche i le nombre de points de cette

couche soit n .

Theoneme :

Une hiZranchie en couches dont tout éLément minimal appartient

N C .em
a La couche (nfirnieure, de Longueur p et dont La 4 ¢ couche a

une Longueur n; sera neprésentée par une fonction de

N R
> Lp+7 ot N = % n.

{L L

)
2 i1

Construction de cette fonction

On suppose la hiérarchie représentée par son diagramme de Hasse

lespoints d'une méme couche étant sur une horizontale. On numérote les couches
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-~

par ordre croissant 2 partir du niveau inférieur, et dans une couche on numéro-

te les points par ordre croissant & partir de la droite.

Chaque point de la hiérarchie est représenté par un mondme de

N X .
(L2) dans Lp+1, donc par N fonctions de L2 dans Lp+1.

Les N fonctions sont classées en p groupes différents.
Le premier groupe comporte les n, premiéres fonctions,

.&me . .
le 1 groupe comporte les n; fonctions suivantes,
éme

le p groupe comporte les n, derniéres fonctions.

Dans ces fonctions seule la valeur en 1 a une signification, la

me

valeur en 0 est toujours égale 3 j pour la je couche et permet seulement que

le mondme ne soit pas nul si la valeur en 1 est nulle.

e

Représentation du kM€ point de la jem couche

On notera mjkz > & variant de 1 a N, les N fonctions qui sont
les composantes du mondme cherché.

- Les (j-1) premiers oupes de fonections n'ont aucune signification et serviront
J P

pour les niveaux inférieurs. On écrira :

J-1
pour £ & I n.
. 1
1=1
Miyy (0 =]
mjkz (1) = 0
- Le jeme groupe de n‘j fonctions caractérise le numéro du point dans la couche.
J-1
pour & = &' + % n. &' variant de 1 3 nj
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on a

mjkz(o) J

m.kl(l) = jsie =Kk

J
0 sinon

- Les (p-j) derniers groupes de fonctions caractérisent les liaisons du point

Cctudié avec les couches supérieures.

o .

On écrira donc pour & > n.

1

1=
1=

ke T Y 'i, Mitq kre

. - . . .. me .
k' étant le numéro des points de la couche j+1, reliés au k point de la cou-

che j.

Si le point n'est relil i aucun pcint de la couche supérieure on

aura simplement

mjk2(1> =0

- On a donc associé un mondme 3 chaque point de la hiérarchie.

La fonction associée 3 la hiérarchie en couches est &gale 3 la
somme de ces mondmes.

On peut évidemment obtenir une écriture plus réduite en empilant
ces mondmes, on est ramené alors au probléme e la recherche des bases régulisd-

res irredondantes.
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Exemple :

(30)(30)(30)(30) (30) (33)(30) (30)(30)(30)(30)(30)(30)(33)

(20)(20)(22)(20)(20) (22) (20) (20)(20) (20) (22) (20) (20) (20) l (20)(20)(20) (20) (22) (20) (22)

(11)(10)(11)(11) (10)(11) (20) (10)(11)(11)(11)(11)(11)(11)

La fonction associée 3 la hiérarchie en couche est :

£ = (31)(30)(32)(31)(30)(32)(30) + (20)(21)(21)(22)(21)(21)(21)
+ (30)(31)(31)(31)(32) (31) (32)

Démonstration

Dans la hiérarchie que 1'on vient de construire en mettant un
mondme & chaque point de la hiérarchie de départ :

- on a bien exactement les mémes liaisons que dans la hiérarchie de départ puis-

que dans la construction on a fait tout ce qu'il fallait pour cela.

- on n'a aucun consensus possible entre les mondmes d'une méme couche puisque

ce sont des monlmes booléens décroissants.

Donc la hiérarchie des mondmes réguliers, de la fonction ainsi
construite est bien la hiérarchie de départ.
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CHAPITRE VIII - FONCTIONS CROISSANTES

Nous &tudierons dans les chapitres qui suivent quelques types de
fonctions particuliéres :

- les fonctions croissantes,
- les fonctions déconnectées,

- les fonctions réguliéres.
Nous laisserons de cdté d'autres notions telles que celles de fonction paire et
impaire que 1'on pourrait définir en munissant les Ln de L'application involuti-

ve 1 -+ n-1-i

Fonctions croissantes

Nous étudions donc les fonctions définies de

(L, xL x...x1 5 ) > (Lp 5 2, t, .)

Jnk§ -2
L'ordre défini sur le produit direct est 1'ordre induit par les ordres totaux

sur les L .
s

Remarque

On pourrait munir les Lrl d'autres structures d'ordre que des

ordres totaux, par exemple des structures de treillis distributif. Mais cette
étude traitée en [17] ne fait pas 1'objet de cette these.
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Premiéres propriétés

* Considérons la transformation qui 3 L, associe
i

L' ¢
n. = Lh.
1 1

Cette transformation associe & f une fonction f' qui est la restriction de f
au produit direct :

Propriété
3i f est croissante alors f' est croissante.

_ Ceci est évident car si f' n'était pas croissante f ne le serait
pas non plus.

* Considérons une application croissante ¢ de Lp

dans Lq, ce qui
est équivalent & une fusion de niveaux lorsque ¢ n'est pas injective.

Cette transformation associe 3 une fonction f une fonction f!
définie par £'(X) = ¢[£(X)].

Propriété

Si f est croissante alors f' est croissante.

En effet : X > X' = f(X) » £(X")
= ¢[f(X)] 2 o[£ (X")]

Mondme croissant

Un mondme croissant est un mondme qui en tant que fonction est
croissant.
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Toute section de niveau i d'un mondme croissant est un mondme
croissant prenant les valeurs {0,i}. Cette section est donc définie par son
point caractéristique. Ce point est le premier, dans 1'ordre lexicographique,
des points ou la valeur de la section du mondme est différente de zéro.

La suite des points caractéristiques X5 X, associés

s Xy

aux sections de niveaux 1,2,...,p-1 d'un mondme m croissant définit ce mondme.

Notation d'un monéme croissant

On peut noter un mondme croissant par la suite des coordonnées

des points caractéristiques des sections de niveaux 1,2,...,p-1.

Cette notation utilise donc k(p-1) symboles.
Ce qui n'est pas forcément plus condensé que la notation des mo-
ndmes ordinaires qui exige § n; symboles.

Exemple

Pour une application de (L2)6 dans L 1'écriture ordinaire de-

10° ‘
mande 12 symboles. L'écriture d'un mondme croissant demande 54 symboles.

Ordre bilexicographique sur les mondmes croissants

On peut définir deux ordres totaux sur les mondmes croissants
(ordres bilexicographiques) de la manidre suivante :

Soient m et m' deux mondmes croissants définis par la suite de
leurs points caractéristiques.

Le mondme m a comme points caractéristiques :

Xl(xl’yl"“’zl)’ X2(x2,y2,...,z2), ey Xb—l (Xp—l’ yp-l""’zp—l)
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Le mondme m' a comme points caractéristiques :

Xi(xi, yi >0 es2] ), X5 (xé, yé,..., zé), cey X§—1 (Xé—l’yé-l ”"’Zé-l)

Le premier ordre est obtenu en travaillant sur les points caracté-
ristiques point par point.

On définit alors les mondmes par les coordonnées du premier point
caractéristique, les coordonnées du 2&me point caractéristique, jusqu'au
dernier point caractéristique.

On a donc :

Y1 Zg XYneeeZye e Xp—lyp—l"' zp_1

1 = | | 1 | 1 ! 1 | 1
m X} ¥q eeeZ] XS Y5 ... 25 ...xp_1 yp_1 ...zp_1
L'ordre lexicographique sur les mondmes est 1'ordre lexicographi-
que sur les files ainsi définies. On le notera

Le deuxiéme ordre est obtenu en travaillant sur les coordonnées
prises les unes aprés les autres, des points caractéristiques.

On définit les mondmes par la suite des abscisses des points ca-
ractéristiques pour la premiére variable, la deuxiéme variable, jusqu'a la der-
niére variable.

Ce qui donne :

m = x1x2,...,xp_1, Yi> Yose-es 512t Pos z(,?,...,zp_1

1> xé,...,xé_l, yi,yé ,...,yé_l,..., zi, z'_,...,zp_1

1'ordre lexicographique sur les mondmes est 1'ordre lexicographique sur les files
ainsi définies. On le notera



Exemple

(&)

m ‘ m'

ml

Par points leg files associées 3 m et m' sont respectivement 012233 et 012142
on a donc m ‘

Par coordornnées les files associfes 3 m et m' sont respectivement 023123 et 024112

on a donc m!' m'

Les deux écritures ont naturellement le méme encombrement k(r-1)

Propriété

Le deuxieme ordre bilexicographique ainsi défini cst dual de
1'ordre lexicographique défini sur les mondmes au chapitre III.

Démonstration
Soient m et m' deux monlmes croissants tels que :
m @ m' c'est-3-dire que :
| m=m'
ou g tel que fl = fi""’fd—l = fé—l

t f £
et f, P 1}



127,

= = ! = '
fl = fi donc Xq = Xjseees xp_1 xp_1

f2 = fé donc ¥q G yi,..., yp_1 = yé_l

Et ainsi de suite jusqu'a la (g-1)&me variable.

£ f!' donc il existe r tel que :
q £;> a 4

= £ ceey £ (r-1) = £'(r-1
fq(O) f‘q(O), s q(r ) q(r )
t f ! =8
e q(r) > q(r)
On a donc
- L - - ]
By F 8 B = sy By = B0 o<ty

Soient m et m' deux mondmes croissants tels que m EZ;En', si
1l'on aanﬁmﬂ on en déduit d'aprés ce que 1l'on vient de démontrer que m' m
ce qui est impossible. L'ordre lexicographique étant un ordre total on a donc

m' Eigyn.

Mondme croissant attaché d& un mondme quelconque dans (Ln x Ln X .. .x Ln 3 >)
' 1 2 k

On peut attacher 3 tout mondme un plus petit mondme croissant
qui lui est supérieur. Son point caractéristique de la section de niveau iest
le premier, dans 1l'ordre lexicographique, des points oil le mondme prend une va-
leur supérieure ou égale 3 i.

Mondmes premiers d'une fonction croissante

Soit f une fonction croissante, m un mondme inférieur 3 f, m*

le mondme croissant attaché a m. Il est clair que m* est compatible avec f.
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Done tout mondme premier d'une fonction croissante est un mondme

croissant.

Non unicité de la base premiére et de la base réguliére

Exemple :

Cette fonction croissante & deux bases premiéres :

f = (124)(004) + (024)(014) + (004)(134)

£ = (124)(004) + (O14)(034) + (00H)(13%)
Cette fonction a deuk bases réguliéres :

£ = (122)(002) + (022)(012) + (004)(13%4)

£ = (122)(002) + (014)(034) + (0OW)(134)

Donc la propriété d'unicité de la base premidre d'une fonction croissante vala-
ble en algébre de Boole et retrouvée au chapitre I pour 1l'algebre a deux valeurs

ne s'étend pas 3 1l'algdbre a p valeurs par suite de la multiplicité des empile-

ments possibles.

Mondmes premiers obligatoires, facultatifs, inutiles

On avait trouvé en algébre de Boole trois catégories de mondmes

premiers :
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- les mondmes premiers obligatoires qui figurent dans toute base premiére irre-

dondante.

- les mondmes premiers facultatifs qui figurent dans au moins une base premiére

irredondante mais pas dans toutes.

- les mondmes premiers inutiles qui ne figurent dans aucune base premiére irre-

dondante.

En algébre de Boole il n'y avait pour une fonction croissante que
des mondmes obligatoires. Pour les fonctions croissantes en algébre 3 p valeurs
on trouve ces trois sortes de mondmes 3 la fois pour les bases premiéres et pour

les bases réguliéres.

a) Pour une fonction réduite 3 un mondme croissant celui-ci est 3 la fois premier

et régulier. Il est obligatoire dans les deux cas.

b) Voici 1'exemple d'un mondme premier et régulier inutile

1 2 2 Le mondme ayant pour suite caractéris-
tique b,d est premier et régulier, il
1 2 2 est inutile.
a d
C 1 2
b c

¢) Voici un exemple de mondmes premiers et réguliers facultatifs

1 2 2 Les mondmes premiers et réguliers ont
pour suite caractéristique
1 2 )
a C d,d a,C
b,d b,c
1
0 b 1

Les bases premiéres et réguliéres irredondantes sont (a,d), (b,c) et (a,c),
(b,d).
Tous les mondmes sont donc facultatifs.
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Décomposition disjointe en somme ou en produit de fonctions croissantes

On peut trouver pour une fonction croissante une decomp051t10n

en somme comportant des fonctions non croissantes.

Exemple

4
x

Cette fonction peut s'écrire :

= (103)(333) + (333)(123)

On peut cependant énoncer le résultat suivant : toute décomposition d'une fonc-
tion croissante en somme de fonctions i variables distinctes peut-&tre transfor-

mée en une décomposition ol tous les termes de la somme sont croissants.

En effet, soit :

£(X,Y) = g(X) + h(Y)

On pose : gx(X) = Max (g(X'))
X1<X

h*(Y) = Max (h(Y"))
Yrey

on a :
f(X,Y) 5 g*(X) + h*(Y) > g(X) + h(Y)

Donce g*(X) + h*(Y) = £(X,Y)
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D'autre part g*(X) et h*(Y) sont des fonctions croissantes.

La méme propriété est évidemment exacte pour les décompositions

en produit.

Décompositions de fonctions croissantes

Soit £(X) = g(h(Y),Z) une décomposition disjointe simple d'une
fonction croissante.
I1 n'est pas toujours possible de s'arranger pour que g(h,Z)

soit croissante en h.

4 5

Exemple :

1
X = X,y,2
Y = x,y c &*____m
zZ =z

T b
X

a
f(a,z) = 0,1 g(h(a),z) = 0,1
f(b,2) = 2,% gh(b),z2) = 2,3
f(c,Z2) = 1,4 g(h(e),zZ) = 1,4
£(d,z2) = 3,5 g£(h(d),z) = 3,5

h(Y) prend ses valeurs dans Lu. Si g &tait croissante en h, on pourrait classer
dans le méme ordre total les g(h,0) et les g(h,1) on voit que cela est impossible
pour les points b et ¢ puisque 1 <2 et 4 > 3%
Remarque

La propriété est vraie en algbre de Boole et plus généralement
pour les fonctions i 2 valeurs.
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En effet soit :

£(¥,2) = g(h(Y),2)

f étant une fonction croissante non indépendante de Y on peut trouver une valeur

Zo de Z telle que f(Y,ZO) prenne les valeurs 0 et 1

n
(@]

On posera h(Y) = © si f(Y,ZO)
si f(Y,ZO)

=
<
e
1]
=

La fonction h ainsi définie est croissante. D'autre part, la seule autre ‘onction
h possible est la fonction complémentaire h'(Y), et on pourra toujours écrire g
en fonction de h. g(h(Y,Z)) est croissant en Z, mais il est aussi croissant en h

puisque augmenter h revient i augmenter Y et cela ne peut diminuer f.






CHAPITRE IX - FONCTIONS REGULIERES ET FONCTIONS DECONNECTEEES

I - PROPRIETES PRELIMINAIRES

1) Considérons les fonctions ayant les propriétés suivantes :
f<“1) >a, f(a2) >a, ... f(ar) > 2
£(8;) < by £(85) € by ... T(BY) < by
Les as, Bj’ a;» bj étant quelconques mais donnés.

La famille des fonctions satisfaisant & ces conditions est fer-

mée pour les opérations de somme et produit.
2) Considérons maintenant une partition des indices 1,2,...,k
des variables en trois sous-ensembles A,B,C comme au chapitre VI.

Considérons la famille des fonctions satisfaisant pour tout paral-

1élogramme a,b,c,d relatif & la partition A,B,C 3 la condition :

f(a) 3 a'
(1) et  f£(b) » b’ = f(d) > 4"
et f(c) > ¢!

ou a',b',c',d'" sont des valeurs données.
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Cette famille est fermée pour le produit.
En effet soient g et h deux fonctions satisfaisant 3 ces conditions

Fad

fla) »a' = gla) » a' et h(a) » a’

De méme en b et ¢. Donc g(d) >d' et h(d) >d' et f(d) 4.

I1 - FONCTIONS REGULIERES

Définition

Une fonction est dite régulilre si tout mondme premier de r est
régulier.

Propriété
Pour une fonction réguliére tout mondme régulier m est premier.

Donc pour une fonction réguliére les notions de mondmes premiers

et de mondmes réguliers cofncident.

Démonstration

Supposons qu'il existe un mondme m régulier non premier. Il exis-

te donc un monlme m' premier tel que
m' >m

Mais par hypothése ce mondme m' est régulier donc il y a une contradiction car
5 y

on ne peut pas avoir deux mondmes réguliers comparables.

Exemples de fonctions réguliéres

a) Un mondme en tant que fonction est toujours une fonction répulidre.



b) Soit 1la fonction :

(2000) (200) (0002) (002)

/ \ \\\

(1100)(100)  (1000)(110)  (1001)(C10)  (0001)(011)  (0011)(001)

I1 y a donc cing mondmes réguliers et premiers :
(2100)(200), (2000)(210), (1001)(010), (0002)(012), (00121 0C2}

Propriéte

Pour qu'une fonction f soit réguliére, il faut et 1l suffit que,

. - . i+1 .

sl 1l'espace Ei+1(m) d'un mondme premier m de fl a un point commun avec l'espace
<y . “ . , fi . . - . " fi+1 o
hi(m ) d'un mondme premier m' de , 11 existe un mondme premier m" de tel

S (m") sod ; (m' conti . (m) N E. (m'
que L1+1(m ) soit contenu dans El(m ) et contienne El+1(w) El(m Y.

Condition nécessaire

Soit f une fonction.

. . - . i+1 ~
Supposons qu'il existe n mondme premier de ! et m' mondme pre-

mier de £ tels que :

E;,,(m) E (m') #0

. . - . . i+1
et qu'il n'existe pas m" mondme premier de £t

Eipgm NE ) g E;,(m") ¢ Ej(m")
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En empilant les mondmes m' et m on obtient un mondme qui est
le trongon d'un mondme premier M non-régulier. En effet M est non régulier puis-
que l'empilement au niveau i+1 a été fait avec un découpage et M est premier
puisque pour l'ensemble des deux niveaux i et i+1 il n'existe pas de mondmes plus
grands que lui.

Donc la fonction f n'est pas réguliére.

Condition suffisante

Soit f une fonction vérifiant les hypothéses. Les empilements
avec coupure donnent des mondmes non premiers puisque 1'on peut faire des empi-
lements sans coupures donnant des mondmes plus grands.

La fonction f est donc régulidre.

Exemple 1

1~ 2 2 0 0 2 1 1 1 0 2 2
7
0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 n o o

- . - . . 2 1
Les mondmes m et m' sont des mondmes premiers respectivement de £~ et de T

Ez(m) n Ei(m’) 0
Mais il existe m", mondme premier de £ tel que :

E;(m) N E, (m") gE2(m") c E (m")



Exemple 2

m m'

2 et de f1

Les monmes m et m' sont des mondmes premiers respectivement de f
> N '
Eg(m) El(m ) 0

Mais 11 n'existe pas m", mondme premier de f2 tel que :

E,(m) ME (m") E,(m") ¢ E (m")

La fonction f n'est donc pas régulidre.

Propriéte

La propriété d'étre réguliére n'est pas conservée par le rerpla-

cement de certains Ln par Lﬁ c Ln
i i i

Exemple

Cette fonction est régulilre.




.138.

Remplacons L, = {0,1,2}) par L' = (0,2}

1 1
1 2
Cette fonction n'est pas régulidre car le mondme
premier (12)(02) n'est pas régulier.
0 2
Propriété

La propriété d'étre réguliére est conservée par une application

croissante ¢ de Lp dans Lq.

Démonstration

Soit f une fonection réguliére, et soit M un mondme premier de
$(f). On sait que M est 1'image d'un mondme premier m de f. La fonction f &tant
réguliére m est aussi régulier. L'application ¢ transforme le mondme m en un mond-
me régulier, aucun nouvel empilement n'étant possible dans ce cas puisque ¢(m)

est un mondme premier de ¢(f) , M = ¢(m) est donc régulier.

La fonction ¢(f) est donc régulidre.

I11 - FONCTIONS REGULIERES FORTES

On peut formuler une condition plus forte en exipgeant que si

a . \ 14 .
1'espace Ei+1(m) d'un mondme premier m de £ Taun point commun avec 1'espace

Ei(m’) d'un mondme premier m' de £ alors Ei+1(n0 g_Ei(m').

~

Si une fonction satisfait 3 cette condition elle est réguliére,

et sera dite réguliére forte.

On peut exprimer ceci de la facon suivante :
m . m'
ne peut prendre que les deux valeurs 0 et m.
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Exemple de fonction régulidre mais non régulidre forte :

La mondme (01)(11) a une intersection non vide avec (22)(02) sans gue le second
soit inclus dans le premier. La fonction n'est donc pas réguliére forte. par
contre elle est réguliére puisque l'intersection est contenue dans le mondme

(02)(22) qui est lui-méme contenu dans le mondme (01)(11).

Propriété de parallélogramme pour Tes fonctions réquliéres fortes

&ﬁteiz(xoﬁo),b :(xlﬂo),c :(xoﬁl),d :(xlﬂi)

un parallélogramme correspondant 3 une partition x,Y et tel que a et c appartien-
nent a un mondme premier m' de fl, alors la condition :

f(a) » it1 et £(b) 3 i+l -» £(a) » i

est une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f soit réguliére
forte.

Condition nécessaire

Soit f une fonction réguliére forte.
. 5 ~ . . 1+1
Supposons que a et b appartierment i m, mondme premier de f'-,
a étant dans m', b doit y étre aussi et par suite également d qui est le quatrié-

me sommet du parallélogranme.

Condition suffisante

. ~ . i+1 .
Soit m un mondme premier de rt ayant un point commun a avec m'

mondme premier de £*. Soit b un point de m. On peut passer de a 3 b par une



.140.

succession de changements portant sur une seule variable. On obtient les points
a = by, by, Dysennsb, = Do

Supposons qu'il existe deux points bj = (xO,YO) et bj+1 = (Xi’YO)
tels que :

et

Pour tout point c = (xO, Yl) appartenant 4 m' on a par hypothése f(d) » i pour

d = (Xl’ yl). Done bj+1 appartient 3 m', donc b aussi. f est donc réguliére

forte.

Exemple

~ |
y b b1
c d
! . 1
N SR
X

Conséquence de la définition

Considérons les mondmes premiers de la section de niveau i d'une
fonction réguliére forte. Ils définissent dans 1l'ensemble des'valeurs des varia-
‘bles une partition définie par la relation appartenir aux mémes mondmes premiers
de la section de niveau i. Tout mondme premier de la section de niveau i+1 est

tout entiler dans une de ces classes.
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Exemple
f est une fonction régulidre forte.
2 1 1
£ = d ¥ f Les mondmes premiers de la section de niveau
1 sont les mondmes
0 0 2
a b c

m = (111)(01) et m' = (001)(11)

La partition définie par m et m' est formée des ensembles

- {a,b} ~a et b n'appartiement ni 3 m ni i m'
]
- {c} ¢ appartient & m' mais pas 3 m
- {d,e} d et e agppartiennent 3 m mais pas m'
- {f} f appartient 4 m e3 3 n'
PP

Fonctions croissantes réguliéres fortes

Tous les monlmes premiers de toutes les sections d'une fonetion
roissante ont un point commun, c'est le point dont chague coordonnée 3 1z valeur

la plus grande possible.

I1 en résulte qu'une condition nécessaire et suffisante nour gu'
une fonction croissante soit réguliére forte est que toute section de niveau i+l
soit toute entiére comprise dans 1'intersection des mondmes premiers de la sec—

tion de niveau 1i.
Donc pour chaque coordonnée les abscisses des points caractéris-
. -~ . 1 2 -1 . . .
tiques des mondmes premiers de f, f ,...,Fp forment des suites non imbriquées.

(La réciproque est évidente).

Mondmes premiers d'une fonction croissante réquliére forte

I1 résulte des propriétés précédentes que ics mondmes oremiers
d'une fonction croissante réguliére forte s'obtierment on empilant de manidre ar-

bitraire un mondme premier de chague section.
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i _ : - . i ~ .
I1 en résulte que le nombre de mondmes premlorf;esti(nombre de mondmes premiers
de la section de niveau i).

Le nombre de mondmes premiers d'une base irredondante est

Max (nombre de mondmes premiers de la section de niveau i)
i .

La hiérarchie définie pour la construction des mondmes réguliers est compldte.

Fonctions déconnectées

On dira qu'une fonction est déconnectée si elle satisfait i 1a
condition (I) du début du chapitre en prenant de toutes les maniéres possibles A

et B de dimension 1 et a' = b' = ¢' = d' ces valeurs &tant quelconques.

Exempie

Tci on ne peut donc prendre que :
1 , . 0
A= {x} B = {y}
VR, 1
0 i 1

Propriétés des fonctions déconnectées

Une fonction déconnectée est régulidre forte.

En effet, revenons aux notations employées dans 1'étude de la

propriété du parall€logramme pour les fonctions répulidres fortes.

Supposons que f(a) » i+l et f(b) » i+1, une seule coordonnée ayant
variée pour passer de a 4 b. a et ¢ appartiemnent i m' qui est un mondme premier
de f'. On peut passer de a d ¢ par une succession de changements portant sur une

seule variable autre que x. On obtient ainsi les points a = ¢ e

02C12C0s--+5C =
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qul appartiemnent aussi 3 m'.

On construit & chaque fcis le quatriéme sommet du parallélograrme
et on trouve :

b = dO’dl’dZ""’dn =d

Puisque la fonction est déconnectée on a pour :

@=0,1,...,n f(c) i par suite 7(d) » i

f(b) > i+1

f(a) > i+1

MonOmes premiers d'une fonction déconnectée

Soit m" la section de niveau i d'un mondme premier m d'une forction
déconnectée.

Soit a = (XO,YO) appartenant 3 mr. Supposons qu'il existe
b = (Xl, YO) n'appartenant pas 3 ml, obtenu & partir de a en changeant une scule

coordornnée x, et tel que f(b) » i.

En refaisant le raisonnement qui a &té fait pour les fonctions

réguliéres fortes on peut montrer que la fonction f est supérieure ou égale 3

F2e bta

en tous les points de coordonnées (xl,Y) pour Y tel que (XO,Y) appartienne 3 m .

On obtient ainsi un mondme de la section de niveau i qui est plus

i

grand que m .
Done pour passer d'un mondme de la section de niveau i 3 un autre

monlme de la section de niveau i on doit changer au moins deux variables.
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Propriétés des mondmes premiers des fonctions déconnectées

Considérons les sections de niveau i de deux mondmes premiers m

et m' d'une fonction déconnectée. Ces deux mondmes ont une intersection vide.

En effet, s'ils ont un point commun en partant de ce point et en
cheminant jusqu'a un point du premier mondme extérieur au deuxiéme, on retrouve-

ra la situation ci-dessus.
Remarque

I1 en résulte cu'une fonction déconnectfe croissante est réduite
a2 un seul mondme, puisque tous les mondmes premiers d'une fonction croissante ont
un point commun.

Deux mondmes premiers de la section de niveau i n'ont jamais non
plus de consensus car le consensus est un mondme qui a une intersection non vide

avec les mondmes de départ et il est aussi de niveau i.

Base compléte d'une fonction déconnectée

Dans une fonction déconnectée tout point d'une section est couvert

par un seul mondme premier de cette section.

D'autre part un monlme premier de la section i+1 est contenu dans

un seul mondme premier de la section de niveau i.

Le graphe de la hiérarchie des empilements complété par un sommet
au niveau 0 est donc une arborescence. Et la seule base irredondante est la base
compléte.
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