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INTRODUCTION

En analysé hiérarchiqué on considére un ensemble
E =‘{q1, ceey qh} de n quéstions qué 1'on soumet 3 une population.
Le n-uplét formé des n réponsés aux n questions données par un

individu est appélé patron. L'ensemble des patrons donnés par la

On cherche 3 représenter le protocole obtenu au moyen

d'un moddle ordonné. Le modéle le plus simplé est la chaline ou

échelle de Guttman qui s'intérprété par une relation de préordre

total sur E ou sur la population elle-méme. Ayant ajusté un protocole
a une échellé, on associe chaqué patron de 1'échelle un "score"

et a chaqué patron hors de 1'échelle le score du patron de 1'échelle
qui lui est le plus proché, ce point étant déterminé différemment
(Guttman, Tergérson) suivant la distance qué 1'on définit entre

‘deux patrons. L'échelle définit aiﬁsi une mesure ordinale et on

parle en sociologie d' "échelles d'attitude".

On connait les limites d'une telle analysé (voir en
particulier : Michel TORT "Le quotiént intellectuel™); de plus
on peut citer C. FLAMENT qui affirme dans (10) '"n'avoir jamais
rencontré une échelle de Guttman qui semble &€tre une approximation

satisfaisante d'un protocole d'énquéte".

En combinant plusieurs échelles on obtient la notion de

tresse de Guttman souvent trés proché du protocole et qui

s'interpréte par une relation de préordre sur E plus souple et

plus voisine de la réalité qu'uné relation de préordre total.



De plus on définit sur une tresse la méme mesure que sur une
échelle, et cette mesure sera d'autant plus justifiée que la

tresse se rapprochera d'une échelle ((7) Pages 57-60).

Cés modéles ont fait 1'objet de nombreuses étu?és en
supposant qué chaque quéstion n'admet qué deux réponsés possibles.
,Nous_préséntons ici une &tude algébriqué des modéles ordonnés
dans un produit direct d'ordres totaux, c'est-a-dire en supposant
qué chacune des n questions admet p modalités de réponses possibles,
totalement ordonnéés, ce qui est le cas dans la plupart des
questionnairés. I1 nous faudra supposer de plus que les modalités

a2 quéstions sont comparables entre elles.

Les problémés d'ajustémént seront rapidemént évoqués
vers la fin de ce travail : ces problémés sont basés sur 1'élabora-
tion d'un coefficient mesurant 1'ajustémént d'un protocole et de
son modéle. La littérature américaine est riche a ce sujet.
D'une facon plus généralé, on étudie les modéles ordonnés a 1'aide

-~

de méthodes algébriques 8 1l'exclusion de méthodes statistiques.

Au premiér chapitre, apres divéfs rappéls, on construit
une corréspondance de Galois entre 1'ensemble des parties d'un |
ensemble ef un treillis, qui généralise la corrésﬁondance de Galois
introduite par M. BARBUT et celle introduite par B. MONJARDET ([21,
[201). Dans une deuxiéme partie on étulie 1esAtres$és en élgébre
de Boole, en répport avec diverses notions : préordres, treillis,
fonctions et chaines. On retrouve des résultats claﬁsiques, en
particulier ceux de 1'analyse booleenne des questionnaires &tablis

par C. FLAMENT dans (9) et (10).

Daus les chapitres suivants, on se place dans un produit

direct d'ordres totaux, noté H.



Le chapitre II est consacré a 1'étude des tresses et des
préordres. tes tresses sont construites . 1'aide de la corréspondance
de Galois introduite au chapitré I. Les problémés d'effectifs et de
conservation sont ensuite abordés ainsi qué les problémes de
caractérisation géoméfriqué des tresses aprés des résultats généraux
sur les sous-treillis de H qui pérméttént de généraliser certains

résultats de 1'analyse booléenne des questionnaires.

Au chapitré III on introduit la notion de fonctions a
arguments rangés qui caractérisent le ccmplémentaire d'une tresse.
On €tudie quelques unes de leurs propriétés -en particulier étude

de leursmondmes premiers- et de leurs applications.

Le chapitré IV est consacré & 1'étude des chafnes : chaines
respectant un préordre, chafnes complétés et incomplétes, sous.treillis
de H union de chafnes complétés, et enfin degrés d'imbrication et
type d'une chaine qui pérméttént une classification des chaines

respectant un méme ordre total.

ensuite abordés au chapitre V au point de vue algorithmique

recherche d'une ou plusiéurs chaines, probléme de codage, de seuil,
€limination de questions, mesure d'une préférence, voisinage. La
plupart de ces problémés, et d'autrés, sont programmés au chapitre VI

ot 1l'on donne quelqués éxemplés d'utilisation.

- Enfin, quelques perspéctives de travail sont é&voquées
bri&vement apré&s le chapitre VI : probléme d'ajustement d'un protocole

d une tresse, modéles approchés, cas de 1'algébre 2 p valeurs.






CHAPITRE 1

PRELIMINATRES

MODELES ORDONNES EN ALGEBRE DE BOOLE

1. PRELIMINAIRES

—_ = e ) e
. . . . .
(&2 TR~ O R \S

Treillis

PLAN DU CHAPITRE

: Treillis des préordres
Fermeture ’

Correspondance de Galois

Fonctions booleennes de variables booleennes,

monomes premiers .

2. MODELES ORDONNES EN ALGEBRE DE BOOLE

2.1 : Tresses
: Tresses
Tresses

2.4 : Tresses

et préordres
et treillis
et fonctions

et chailnes

Les subdivisions du paragraphe 2 seront reprises dans la suite
comme téte des chapitres II, III et IV.



~1-1

1. PRELIMINAIRES

1.1 : Treillis
l???-ééfiﬂi?i?@ : Un treillis est un ensemble T muni de 2 lois

notées A et v qui sont respectivement associatives, commutatives,

idempotentes et absorbantes.

2eme _définition : Un treillis est un ensemble T muni d'une

relation d'ordre, notée g, telle que quels que soient a, b € T, sup(a,b)

et inf(a, b) exi-tent et sont, par nature,uniques.

Les deux définitions sont équivalentes
- si T est donné par la premieére dé€finition, la relation d'ordre

est définie par

a.$b <=—=>3a3 ANb=a<—=——>a3aVDb-=0>D

- si T est donné par la deuxiéme définition, les 2 lois sont

définies par

aV b = sup(a,b)
a A b = inf(a,b)

1.2 : Treillis des préordres

Soit E un ensemble fini, E ='{x1, Xgy vees xn} que 1l'on
écrira plus simplement {1, 2, ..., n}, et Pp l1'ensemble de tous les
préordres sur E. i et j désignent dans la suite, deux €léments

queleonques de E.
PE est un treillis, on définit en effet sur PF une relation
d'ordre et 2 lois qui ont les propriétés vues plus haut.

relation d'ordre

On dit qu'un préordre P, est plus fin qu'un préordre P, si et

seulement si i ¢ j ==———=> 1 < j aue 1l'on note par P1§,P;. Si on not
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Notations danleE :

Sur {i, j} inclus dans E, on peut définir quatre préordres

Pij = [i < j]
‘Pji =[j < il
‘Pi=j= [i= 5]
Piuj=[]:L )

P{ii} désigne 1'un quelconqué des quatré préordres précédents,

ou la restriction d'un préordre P quelconque a 1'ensemble (i, j}.

s
Propriété

PE est un treillis atomique ([2]); on peut denc écrire

P= U P..
(i,jyer Y
P = U

= P...
{i,jreexg (13D



G le graphe représentatif d'une relation d'ordre comme le sous-

P

ensemble correspondant de ExE, on a

Section finissante : On appelle section finissante d'un préordre

P sur E, 1'ensemble noté F(P) de tous les préordres moins fins que P.

F(P) = {P' € P, : P CP'}
Intersection
P =P AP, est défini par i g j < > 1< ] etisg]
L 2 p P P,
on a P = P] A P2 <= > GP = GP] N GPZ

Union

L'union "ensembliste'" de 2 préordres P, et P, définie par

j == 1< j ou 1

i < <
\/P2 P] P

j

P 2

1

n'est pas nécessairement un préordre.

On définit donc 1l'union de 2 préordres dans P par la fermeture

transitive de Py v P, ce que 1l'on note Py v P,

On a : P =P, VP G, = G U G

1 p
ExE

2

Pp, 1'ensemble des préordres sur E, est un treillis coatomique,

l1'ensemble de ses coatomes (il y en a 2n~2) étant 1'ensemble des pvé-
ordres totaux a 2 classes que 1'on appelle préordres maximaux. Le
“treillis des préordres Pgp est &tudié plus en détail dans [2] (chapitre VI

On représente, page suivante, avec E = {1, 2, 3}.

2
E

1.3 Férmeture

Définition : On appelle fermeture dans un ensemble ordonné

(K, <€) une application g : K —> K ayant les 3 propriétés



Treillis des préordres sur {1, 2, 3}

§
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a) ¥x, ¥y €K x <y > g(x) < g(y)
b) ¥ x €K x € g(x)
c) ¥x €K glg(x)) = g(x)

Un fermé est un é€lément x de K tel que g(x) = x.

Propriété : Dans un treillis, l'intersection de 2 fermés

est un fermé.

1.4 : Correspondance de Galois

Définition : On a une correspondance de Galois entre deux

ensembles ordonnés G et F s'il existe 2 applications ¢ de G dans F

et ¥ de F dans G vérifiant

1) ¥x, ¥x' €¢ alors X £ x' =>¢((x') € ¢(x)
¥y, ¥y' €F alors  y < y' => y(y") < v(y)
2) on pose f = ¢ 0 Y et g =9 oy
alors ¥x € F ox g f(x)
¥y €6 y € g(y)

Propriété 1 : g et f sont deux fermetures dans G et F.

Propriété 2 : Si on a une correspondance de Galois entre

deux treillis G et F alors 1l'ensemble des fermés de G et de F sont
deux treillis duaux. Dans 1l'ensemble des fermés de G (de F) on
conserve l'intersection de G (de F) et pour union on prend la Yerme-

ture de 1l'union dans G (dans F).

Définitions

Soit H un ensemble quelconque et T un treillis. Soit ¢ une
application de H dans T. Cette application ¢ induit une application
de P(H), ensemble des parties de H, dans T.

L > p(H) —&—> T
¢ (x) X e(X) = A o(¥)
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Soit ¢ l'application de T dans P(H) définie par

T —Y > p(H)
t P(t) = {x €EH : t € ¢(x)}
Propriétés : .

Proposition 1 (¢, ¢) est une correspondance de Galois entre

P(H) et T.

On pose £f =9 o v et g =1y op
a) Pour tout Xy et X, de p(H) alors Xy € Xy implique
w(X) < (X)) ’
Soit ty = w(x1)
ty = o(Xy - Xy)
On a par définition de ¢ : ¢(X;) = ty Aty

donc ¢ (X,) < v (Xq)

b) Pour tout t, et t, appartenant a T, ty < t, implique
W(tz) c w(t1) : soit x € w(tz); alors ty, s v (x) et t, < ¢ (x) donc
x € W(t1) et Kb(tz) G d’(t‘])-

c) Pour tout X € P(H), X C ¢y o ¢(X)

Soit x € X; alors ¢(X) € ¢(x) et x €Yo ¢(X)

d) Quel que soit t € T, t € ¢ o Y(t)
Y(t) = {(x€H : t o)} : .
donc ¢ (y(t)) = A ¢(x) avec t < ¢(x) |

et t € ¢(x), quel que soit x, implique t <hp(x) = ¢ o0 Y(t).

On dit qu'un treillis T est inf-expressible si tout élément de
T est infimum d'éléments inf-irréductibles. Dans le cas particulier ol
tout €lément de T est infimum de coatomes, T est dit coatomique. Notons

I 1'ensemble des élements inf-irréductibles du treillis T.
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Proposition 2

Dans la correspondance de Galois (¢, ¥) entre P(H) et un

treillis inf-expressible T, la fermeture sur T, f = ¢ o ¥, est 1'appli-

cation identique si et seulement si ¢(H) contient 1l'ensemble I des

inf-irréductibles de T.

Démonstration

Supposons que ¢(H) 2 I. Soit t € T; t = A ti, t, € I; pour

1

tout ti, il existe X5 € H avec t, = @(xi) fermé de T. Donc t = A ¢(xi)

~est un fermé et ¢ = f(t).

Supposons que pour tout t de T, t = f(t). En particulier

sit €I, t=9¢ o0 yY(t). Posons X = P(t) = {x €H : t <e(x)}. On a

t

t

= Q ¢(x). Mais t étant ihf—expressible, il existe x € X avec

v (x).

Soit t un élément du treillis T; on pose

F(t) = {t'" €T : t ¢ t'}
Fl() = F(t) No() = o) @ t <o} = o) : x € p(t))
Fz(t) = {€éléments minimaux de F1(t)K2F(t) N £€1léments minimaux

de ¢ (H)}

Proposition 3

Dans la correspondance de Galois (¢ , ¥) entre P(H) et T, on a

p(t) = U y(t.) = U oyt = U wtt~)
F(t) 1 pleey ¢ p2(t) 1
Démonstration

Pour tout t, € F(t) on a t g ts, donc w(ti) C ¢y (t); donc

Uu(e) €U () € U gty € u(e)
r2 (1) Fl(t) F(t)
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I1 suffit donc de montrer Y(t) € 2U w(ti). Or x € Y(t)
F7(t
implique t < ¢(x), donc ¢(x) € F1(t). Dans F‘(t) il existe un

€1lément minimal t, = v(y), tel que t < ti:1¢(x); donc x € w(ti),

t; € FA(t) et x € U y(t,).

i Fz(t)

Cas particuliers

1) Soit E un ensemble fini; posons H = P(E), T = P(Ez). Si X
est une partie de E posons ¢(X) = {(x, y). x €X, y € E }. La corres-
pondance de Galois (¢,y) de la proposition T n'est autre que la classique
correspondance de Galois induisant la dualité entre préordres et topo-

logies définies sur E ([20]).

2) Soient E et E' deux ensembles finis; posons H = E et
T = p(E') et considérons une application ¢ de H dans T, c'est-a-dire
une correspondance entre E et E'. La correspondance de Galois (¢,y) de
la proposition 1 n'est autre que la classique correspondance de Galois

associée a une correspondance v entre deux ensembles ([20],[2] chapitreV).

1.5 : Fonctions hooleennes de variables booleennes, monomes

premiers

Définition

Soit y = f(x1, ...,.xn). On dit que f est une fonction
booleenne si y ne prend que deux valeurs O ou 1 en fonction des

_variables booleennes Xqs +ee xﬁ.

Définition

Un monSme m < f est un momome premier de f s'il n'existe nas

de monome m, tel que m < my € f.

(voir Algébre de Boole, J. KUNTZMANN, DUMNOD, Paris, 1968).



2. MODELES ORDONNES EN ALGEBRE DE BOOLE

2.1 : Tresses et préordres

n
Soit E = {1, 2, ..., n} et L; = {0, 1} . On pose H = = L.,
: i=1 ¢
et on note x = (x1, e xn) ou M = (m1, ey mn) les €léments de H.

Soit PE le treillis des préordres sur E. On définit une application
¢ de H dans PE qui, a un point x de H fait correspondre un préordre

total sur les composantes

H . - 4 > PE

X = (Xq, eeey Xp) o(x)={(i,j) € E x E /'ii < x5

¢(x) a au plus deux classes. On dit que ¢(x) est le préordre attaché

i x.

L}

Exemples : (n 4)

si x (0, 0, 0, 0) alors ¢(x) =[1=2=3

six = (0,1, 1,0) alors o(x) = (25 )

4]

-~

On &tend la définition de ¢ : i une partie X de H on fait

correspondre le préordre ¢ (X) défini par

P(H) L4 -> P

X : e(X) = N o(x) :
| €

¢(X) a k classes, 1 < k ¢ n; on dit que ¢(X) est le préordre

attaché a X.
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Inversement on définit une application y de PE dans P(H), par

Py v > P(H)

p W) = {x €EH : PC ¢(x)}

Ax 1ML, §) €P, x5 < xj}
On dit que les points x de y(P) respectent le préordre P.

Propriété 1

(v,¥) est une correspondance de Galois

- évident d'aprés le paragraphe précédent.

Propriété 2

f =¢ oy est 1l'application identique
I1 faut montrer que pour tout PEPponaP =9 o0y (P)

oy (P) = N v (x)
X €y (P)

Or on sait ([9],[20]) qu'un préordre P est égal 3 1'intersection
de tous les préordres moins fins que lui

donc f(P) =P

On sait que f = ¢ o ¥ dans Pp et g=19vo0y dans P(H) sont des

opérations de fermeture et que les deux ensembles de fermés de P, et

E
P(H) forment deux treillis duaux (voir rappels). L'ensemble des fermés

de Pp est Pp lui-méme d'apré&s la proposition 2.

Les fermés de P(H) sont les images par ¥ des préordres. C:

sont donc les ensembles de la forme X = ¥ (P).

Définitions

1) On dit que x € H respecte le préordre P si x € y(P) c'est-i-

dire si P C ¢(x).

2) On appelle tresse un fermé de P(H) pour g, donc un ensemble

de la forme X = g(X) = ¥(P), c'est-a-dire 1'ensemble de tous les points



-I1-9

3) Si X € H, on appelle g(X) la tresse associée a X,

c'est-a-dire la plus petite tresse qui contient X.

Soit T 12 treillis des tresses; 1l est dual du treillis des
préordres sur E. On définit 1'union (V) et 1l'intersection (A),6 de deux

tresses par

=
—3
]

T, N T

1 2

<
—3
]

2 = &(Ty UTy)

De plus on notant P, et P, les préordres associés 2 T, et T,

et P1 U P2 la fermeture transitive de P1 U P2

T1 A Tz W(P1) A W(Pz) = ¢(11 O TZ)

Ty VT, = g(b(Py) U ¥(Py)) = ¥(Py N Py)

Rappelons enfin que du fait de la correspondance de Galois
entre Pp et P(H) on a la relation suivante quels que soient P1, P2 de

Pg

N
g

= w(Pz) c W(P1)

"~y

Définitions

Définition préliminaire

On appelle fonction attachée 3 un ensemble X de H, la ,fonction

caractéristique du complémentaire de X dans H. Si X est une tresse,
c'est-a-dire s'il existe un préordre P tel que X = Y(P), on parlera de

~

fonction attachée 4 X ou au préordre P. Cette fonction est booleenne.

Notation : On note f(X) cette fonction ou encore f(X) ou f(P)

si X = y(P).
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Définitions équivalentes

Les trois définitions suivantes d'une tresse sont équiva-
lentes. Dans les paragraphes suivants nous démontrons 1 => 2 => 3 => 1,
(prorpiétés 3, 4 et 5). . .

Définition 1 : Tresse et préordre

Une tresse est un ensemble X de la forme X = ¢y(P), c'est-a-di-

1'ensemble de tous les points de H respectant le méme préordre P.
/

Définition 2 : Tresse et treillis

Une tresse est un sous-treillis de H contenant ses deux pdles

Définition 3 : Tresse et fonction

Une tresse est un ensemble X tel que les monomes premiers de
la fonction f(X) qui lui est attachée soient tous de la forme ij',
produit d'une variable sous forme primée et d'une variable sous forme

non primée (i, j € E).

2.2 : Tresses et treillis

Cas particuliers : Dans PE on note A 1'é€lément supremum,

c'est-a-dire 1lc préordre le moins fin, celui qui n'a qu'une seule

classe.

¥(A) est constitué des deux pdles de H, le point (00, ... 0)
et le point (11, ... 1). y(A) est la diagonale de H., On note D = y(a).

De méme si U est 1'élément infimum de Py, alors ¢ (V) = H. .

Remargue

Soit T = y(P) la tresse associée 3 un préordre P; alors
T = y(P) 2 D.
En effet P C A impliqueAw(P) 2 D.

Propriété 3 : Une tresse est un sous-treillis de H contenant

Démonstration ¢y On sait que toute tresse contient D. Montrons

qu'une tresse est un sous-treillis de H
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SoitM= (m-], e o oy mi’ e 0y mn) et M' = (m'1,...,m‘i,..-,m'n)

deux points de H appartenant 3 une tresse c'est-d-dire dont les

coordonnées m; et m'i respectent un méme préordre P; On a M et M' qui

appartiennent 3 y(P) et donc P C ¢(M) et P C 9o(M").

Supposons que i < j
p
m. max(mi, m'i) g max(mj, m'j)

i j implique implique

<
P |
1
1 2 1 3 1
m'. Lmln(mi, m i) ; mln(mj, m j)
On a donc P CoMUM') et PCoMNM') d'ot M NM' et
M U M' appartiennent 3 y(P).

-

Propriété 4

Si T est un sous-treillis de H contenant ses deux pOles et
f la fonction attachée a3 T, alors tous les mondmes premiers de f sont
de la forme ij', produit d'une variable sous forme primée et d'une

variable sous forme non primée.

Supposons qu'un mondme premier m, de f, contienne deux

variables x et y non primées

m=P xy Q P et Q sont des ensembles de variables sous

forme quelconque.

alors il existe R1 tel que Px'yQR1 appartient a T -sinon Px'yQ
appartient a f et PyQ appartient a f- et il existe R2 tel que

Pxy'QR, appartienne & T. Posons R = sup(Ry, R,). On a alors PxyQR qui
appartient 3 T ce qui contredit le fait que PxyQ soit mondme premier

de f.
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2.3 : Tresses et fonctions

Propriété 5 : Soit T un sous-ensemble de H dont la fonction

attachée s'écrit £ = ¢ ij'. Alors il existe un préordre P tel que

T = y(P). |

On a ij' = 1 < > i > j
et donc ij' = 0 => i < j
Soit Pij = [i1i € j] ce préordre élémentaire. Tout point

M(my, ..., m ) de T respecte le préordre P quel que soit {i,j} C E,

ij
ce qui veut dire que le préordre sur {i,j} associé & M par ¢, est
”~

moins fin que Pij' Donc M respecte le préordre P = }{ Pij
1)
Réciproquement soit M un point de y(P). M respecte tout préordre
€lémentaire Pij sur les composantes et on a donc pour M, ij' = 0, quel
que soit {i,j} C E, donc =Zij' = O.

On vient donc de démontrer aux paragraphes 2.2 et 2.4

tresse = Y(P) =——> sous treillis de H —=> f = Zij' ==> tresse = y(P)

Applications

1) On sait que le complémentaire d'une tresse se met sous
forme d'une somme de mondmes premiers : f = Zij'. Ainsi les mondmes
premiers de f, par leur simple &criture, permettent de retrouver le

préordre P associé i la tresse.

2) Probléme du codage : Soit X un protocole. Le probléme est

de recoder les questions de telle fagon que X se structure en sous-

treillis dans le nouvel hypercube ainsi défini.
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Exemple :

111

En recodant z 010 ¢

011¢ » 110 > 111

on obtient

100 101

000 001
Fig. 1 | Fig. 2

Le compidémentaire de X sur la figure 1 s'écrit

f= y'z' + xy' + xz

X sera structurable en sous-treillis si et seulement si tout monlme
premier se met sous la forme ij'. Ici une solution est évidemment de

poser z = z'. f s'é€crit alors (fig. 2) f = y'z + xy' + xz'.

Remarque : Partant d'une somme de mondmes premiers 3
2 variables ce probléme peut avoir O solution, 1 solution (et sa duale)

ou plusieurs solutions.

S'il y a plusieurs solutions, on a un partage de la fonction
en plusieurs sous fonctions disjointes ou, ce qui est équivalent,

partage du questionnaire en plusieurs sous-questionnaire disjoints ([9]).

Exemple : f = (xy' + x'y) + (zt' + z't)
LXxXemple y
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On a deux codages X —> x' z —> z!

ou/et
y —>y' t—>t!

Mondmes obligatoires, facultatifs, inutiles de la fonction attachée a

une tresse

Soit P le préordre associé & la tresse : P = v %ij}.
A chaque %ij}sont associés 1 ou 2 mondmes de la forme ij' que 1'on

essaie de classer en mondmes obligatoires, facultatifs ou inutiles.

Ce probléme est le méme que celui consistant 3 recouvrir le
préordre P par une famille minimale de préordres é&lémentaires %ﬁj}de
telle fagon que P = U Pij (relation de couverture).

ij
On distingue 5 cas. On s'occupe d'abord des liaisons 3

1'intérieur d'une méme classe de P (§ a et b), puis des liaisons

entre classes (§ c, d et e).
a) Soit une classe de P formée de deux éléments x et y.

Les mon®mes xy' et x'y sont obligatoires car ils ne peuvent

€tre obtenus par consensus.

b) Soit une classe de P ayant plus de deux éléments.

Aucun monfme n'est obligatoire et aucun n'est inutile car

xy' + yz' + zx' = x'y + y'z + z'x
Tous ces mondmes sont donc facultatifs.

Remarque : On peut noter que les mondmes xy' peuvent évidemment

8tre considérés comme des liaisons entre les &léments x et y, et

constituent ainsi un réseau isovalent minimal ([16]).
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Propriété : Soit k le nombre d'éléments dans une méme classe.

Alors il y a 2(k-1) mondmes au plus et k au moins.

En effet, il faut au moins une liaison partant de chaque
€l€ment. Le minimum est obtenu lorsque les k &léments sont organisés

en cycle unique.

Montrons la valeur maximale par recurrence. On part d'un
élément quelconque et on suit les fl&ches d'une manidre arbitraire.
On trouve obligatoirement un cycle de p éléments, 2 < p < n. On
remplace le cycle par un é€lément. On a toujours isovalence et minimalité.
On a k-p connexions, k-p+1 éléments. Le maximum devient 2(k-p+1)-2

et 2(k-p+1)-2+p = 2k-p < 2n-2 car p > 2.

Le maximum est atteint si p = 2 pour tout cycle, c'est-a-dire

pour une organisation des éléments en rosace ([23]).

Exemple : n = 6;

10 connexions ou mondmes \
obligatoires ¢ 3

4
c) Soit deux classes consécutives chacune formée d'un élément

(x pour 1'une, y pour 1l'autre). Alors le mondme xy' est obligatoire car

il ne peut &tre obtenu par consensus.

s

d) Soit deux classes consécutives, 1'une au moins comprenant

plusieurs éléments.

Egpmgle :
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Les monOmes de la forme xz', ol x est d'une classe et z d'une
autre classe, sont tous facultatifs : un seul, n'importe lequel, doit
figurer dans toute base et permet de retrouver tous les autres (xz'

implique xt', yz' et yt').

e) Classes non consécutives

Les mondmes sont tous inutiles car ils s'obtiennent par

consensus a partir des mondmes obligatoires.

Exemple : . (@X }’/_)
. xt' est inutile car :
cons(xy', yz') = xz'
(E’/' U‘:) et cons(xz', zt') = xt!'

Conséquence :

Pour un ordre, les mondmes sont obligatoires (éléments

consécutifs) ou inutiles (éléments non consécutifs, donc mondmes

obtenus par consensus).

2.4 : Tresses et préordres totaux

Relation d'ordre dans H

On dit-que M(m1, ceny mn) < M'(m'1, ceey m'n).si et seulement

si m, < m'i pour tout i =1, ..., n.

Définition

Une chaine de H est un ensemble totalement ordonné pour la

relation d'ordre précédente.

Une chaine est dite complé&te ou maximale si elle est formée

de (n+1) points, incompléte sinon.

Propriétés

1) Si C est une chaine compléte, ?(C) est un ordre total

sur E.
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L'ordre associé est 1'ordre dans lequel varient les questions sur la

chaine, ou son dual.

A une chaine incomplé&te on associe un précrdre total sur E.

-

2) Soit P un ordre. Il s'exprime ([2]) comme intersection
d'une famille {0.} d'ordres totaux. A chacun est associé une chaine
. i _

compléte de la tresse T = y(P) et réciproquement.

Définition 4 : Tresse et préordres totaux

Une tresse est un ensemble de chaines donc de préordres totaux
tels que si deux préordres totaux sont présents dans la tresse, alors

tous les "intermédiaires'" le sont aussi.

L'équivslence de cette quatriéme définition avec les trois
précédentes est montrée dans (rol, [201). Ceci revient 3 définir une
tresse comme un fuseau de préordre ([20}). L'un des intéréts de cette
quatriéme équivalence réside dans le fait que si un préordre total O,
est moins fin qu'un préordre P, alors la chaine y(0) est contenue dans
la tresse y(P), la réciproque étant vraie. Ce résultat est évident ici
d'aprés les propriétés de la correspondancé de Galois (¢, V) entreﬂh)

et f%. (paragraphe 2 ci-dessus).

Les notions d'intermédiaire, de fuseaux d'ordres, parties

convexes et diverses dualités sont dévélorvées dans ([20]). Nous n'y

revenons pas ici.
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CHAPITRE II

TRESSES ET PREORDRES, TRESSES ET TREILLIS

DANS UN PRODUIT DIRECT D'ORDRES TOTAUX

Introduction

De nombreux questionnaires sont composés de questions ayant
plus de 2 modalités de réponses et pour conserver les modéles intro-
duits en algébre de Boole, on est obligé de bipartitionner 1l'ensemble
des modalités de réponses de chaque question, ou bien de poser un

nombre €levé de questions a4 2 réponses.

La premiére méthode conduit i une perte d'information trés

discutable : .

- des protocoles différents se réduisent au méme protocole

dans un hypercube booleen.

- Comment bipartitionner 1l'ensemble des modalités ?
Si on a par exemple les quatre réponses possibles suivantes
- trés satisfait

- satisfait
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- mécontent

- trés mécontent

On iegroupera les deux premiéres réponses ensemble et les
deux derniéres ensemble. Mais si on prévoit une cinquiéme réponse
possible pour les indifférents, faut-il les regrouper plutdt avec

les satisfaits ou plutdt avec les mécontents ?

Un exemple de ce type de difficulté est donné par le
questionnaire de Suchman repris dans [6] o1 1'on demande 3 des soldats
américains s'ils ont eu certaines réactions durant la derniére guerre

mondiale, en prévoyant qu'ils ont pu avoir ces réactions :

a) souvent

b) quelquefois
c) une fois

d) jamais

e) pas de réponse

Sur les dix réactions possibles, pour 8 d'entre elles on
regroupe a et b d'une part, c, d et e d'autre part et pour les deux

‘autres c est regroupé avec a et b.

Remarquons encore que dans [8] on passe de questions ouvertes
a des questions binaires en analysant les réponses de chaque individu
a chacune des questions; ceci laisse entiére liberté au questionné yui

n'a pas 4 s'insérer dans un cadre de réponse pré-établi.

La deuxiéme méthode alourdit considérablement le questionnaire,
puisque @ chaque question ayant p modalités de réponses, on doit associer

k(tel que Zk

> p) questions & 2 réponses. Dans 1l'exemple précédent
(avec 5 modalités), trois questions binaires sont nécessaires. Ceci

justifie une étude avec modalités multiples.
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2.1 : Tresses et préordres

2.1.1 : Construction, définition

| Soit E = {1, 2, ..., nt et L. = {0, 1, ..., p-1} . On pnse
H = .2 \Li’ H, treillis distributif produit direct de n chaines Lss
est ;;lore appelé algébre a& p modalités ou algébre de Post ou hyperpavé.
Nqus utiliserons ici le terme d'hyperpavé. On note H(n, p) ou H

1'hyperpavé, et x = (x1, cee xn) un é€lément de H.
Soit PE le treillis des préordres sur E.

On définit une application ¢ de H dans Py qui, d un point x

de H fait correspondre un préordre total sur les composantes

H 4 > Pg
X = (Xq, «ev, X)) e(x) = {(1, j)EExE/xisxj}
Exemple : n =8 , p =3

p(x) =

¢(x) a au plus ¢ classes, avec q = min(p, n)

On étend la définition de ¢ : & une partie X de H on

Fig. 1
fait correspondre le préordre ¢ (X) défini par
P (H) 2 > Py | .
X P(X) = N 9(x)
x€X
et on définit : P Y o P (H)
= {x€H:PCop(x)}

P RT1¢)

{x €H :V(i,j)GP,xis xj}
On peut alors utiliser les résultats du chapitre I.

Pronvocsition 1 * (v 1) ect 11me correcnondance de CGaloic .
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Proposition 2 : £ = ¢ o ¥ est 1'application identique. Il

suffit de montrer que ¢(H) contient l'ensemble des coatomes de Pg.
En effet soit PO un coatome de Py,.

I1 s'écrit (Fig. 2) : (L_X1’ RS | :)

Le point x, obtenu en affectant 1 aux A

composantes xi(i =1, ..., 1) et O aux composantes (:x' <
1, Q.', nl)

x'j(j =1, ..., m) vérifie bien P0 = ¢(xo).

Donc ¢ (H) 2 {coatomes de PE} et rour tout
Fig. 2
P, ¢ o ¥(P) = P.

On sait que £ = ¢ o ¢ dans Pp et g = Yy o ¢ dans P(H) sont des
opérations de fermeture et que les deux ensembles de fermés de PE et
P(H) forment deux treillis duaux (voir rappals). L'ensemble des fermés

de Pp est Pp lui-méme d'aprés la proposition 2.

Les fermés de P(H) sont les images par ¥ des préordres. Ce

sont donc les ensembles de la forme X = Y (P)

Définitions

1) On dit que x € H respecte le préordre P si x € Y (P)
c'est-a-dire si P ¢ ¢(x).
2) On appelle tresse un fermé de P(H) pour g, donc un ensemble

s

g(X) = v(P), c'est-a-dire 1l'ensemble de tous les poiuts

de la forme X

de H respectant le méme préordre P.

3) Si X € H, on appelle g(X) la tresse associée a X, c'est-a-

dire la plus petite tresse qui contient X. (exemple Fig. 3).
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Fig. 3

On a sur la figure 3 :

X

{A, B, C, D, E, F, G} et g(X) = Xu{I, J, X}

¢ (X)

[x €y < z]

Soit T le treillis des tresses; il est dual du treillis des
préordres sur E. On définit 1'union (V) et 1'intersection (A) de deux

tresses par :

T1 A TZ = T1 N T2

T, VT, =g (T;VUT,)

1

De plus en notant P, et P, les préordres associés a T, et

T2 et P1 U Pz la fermeture transitive de P1 U P2 :

Ty an Ty = (P a w(Py) = y(PTUP,)

Ty VT, = g(y(Py) U y(Py)) = y(Pq 0 Py)
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Notations : On note c(P) le nombre de classes du préordre P
et g = min (c(P), p).
Soit ¢(H) = {¢(M), M € H}

F(P) = {P' € Py P CP') )
Fl'(P) = F(P) N o)

FZ(P) = {préordres minimaux de F1(P), pour la relation

d'ordre (C) dans P }.

Lemme 1
¢ (H) = {préordres totaux P € P avec c(P) ¢ q1} ol

qq = min(n, p).

I1 est clair que si P € ¢(H) alors P est un préordre total qui

ne peut avoir plus de n classes et plus de p classes.

Réciproquement a4 un préordre total P € PE ayant q' (q' < q1)

classes, on peut toujours associer un point x de H tel que ¢(x) = P.

Soit P un préordre total ayant q' classes notées c1,...,cq,_1,

C . Alors, puisque q' < qq < P, on peut affecter aux composantes de

\]
q
Ci(1 €1 <q') la valeur i et ainsi faire correspondre & P un point x de

- H tel que ¢(x) = P.

Lemme 1°

F1(P) = F(P) N p(H)

{préordres totaux P, €Pp avec P C P, et

c(P;) € q = min(c(P), p)}

~ Lemme 2

FZ(P) {prébrdres totaux P,, & q classes, P C Pi}
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Soit PZ’ préordre total ayant q classes et P & PZ' Supposons
_que P2 ne soit pas un élément minimal de F1(P). Alors il existe

P, € F'(P) tel que P, C P, et c(P;) < q.

On a Py C P, et donc P, est un préordre total auquel on a

2
rajouté au moins un couple pour obtenir P,. P, a donc au moins une
classe de moins que Py et c(Pq) > c(Py,) = q, ce qui est impossible

donc P, est minimal dans Fz(P).

Réciproquement : soit Py € FZ(P). P, est un préordre total

minimal dans P1(P). On sait que c(P1) < q. Montrons que C(P1) = q.

Supposons que C(P1) =k <q € c(P). Montrons qu'il existe
alors un préordre total P, tel queﬁP§;P2C1P1et.c(P2)<q_ce qui contredira

la minimalité de P1.

En effet, si P C P1 alors les classes de P1 sont union de
classes de P. Il existe au moins une classe cy de P1, union d'au moins

deux classes de P : Cc. = C., + C., * 4.,
1 Ci1 Ci2

On pose c'; = c;q et c"i=Cy = Cyqo Soit P, le préordre total
obtenu en remplacant c; par c¢'; et c"; 1 c(P,) = k+1 ¢ q et P, C Py,

cqfd.

On a donc d'aprés la proposition 3 du paragraphe 2.4

v(P) = U w(Pi) = U-] ‘P(Pi) = U 2 w(Pi)
PiGF(P) PieF (P) PiEF (P)

Cas particuliers

-p =2 Sip =2 alors FZ(P) est 1l'ensemble des préordres
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totaux 38 2 classes moins fins que P et 1'on a

P= n. P, y(P) = U Y (P.)
p.eri(p) 1 p.er’(p) !

- Ordres partiels : soit O un ordre partiel; alors
c(0) = n et q = min(p, n).
Supposons n<p; on a q = n et FZ(P) n'est autre que l'ensemble

des ordres totaux 0O, moins fins que O et yY{0) = g w(Oi)

2.1.2 : Ordres, préordres totaux sur E et effectifs des tresses

associées
Soit 0 =[1 <2 ... &nl
v(0)= {x = (Xq, «evy x ) €H : X1 ¢ X3 & ven € xn}

Effectif d'une tresse associée 3 un ordre total en algébre 3

p modalités

On ne restreint pas le probléme en supposant que 1'ordre
total sur E est 1 € 2 € ... ¢ n. Soit N(n, p) le nombre de points de H
respectant cet ordre total sur les n composantes.
p-1

N(n, p) = I N;(n, p)
i=0

L 3

ol Ni(n, p) désigne le nombre de points respectant 1'ordre et situés

dans le (n-1) hyperpavé d'équation x, = i.
On a Np—T(n’ p) = N(n-1, p)
et &'une facon généraie Ni(n,p) = N(n-1, i+1)

On en déduit : N(n, p) = N(n-1, p) + N(n-1,p-1)+...+N(n-1,1),

——
N(n, p-1)
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et N(n, P) = N(n-1, p) + N(n, p"1)

N(n, p) se calcule facilement a partir de N(n, 1) = 1 et
N(T, p) = p

n

et N(n, p) = (: (combinaisons avec répétitions)
p+n-1 '
n

Sip=2, on a (? = n+1 et on retrouve 1l'effectif d'une
2+n-1

chalne compleéte.

Effectif d'une tresse associée 3 un préordre total

Soit P un préordre total sur E ayant m classes d'équivalence;

alors [v(P)| = N(m, p).

En effet a un point de Y (P) on peut faire correspondre un
point delp(P‘),LVU”) <€ H(m, p), oG P' est 1'ordre total obtenu en
prenant une composante quelconque dans chaque classe, et réciproquement.

m
el =nm, ) =
v m+p-1
En particulier, les coatomes sont caractérisés par 2 sous-
ensembles A et A de E et Y(PAK) = {x€H: Vie A, V j €K, x; = k
2
et x. = k' avec k ¢ k' et |y(P,¢)]| = (: - P+
j AR p+1 2

Les atomes sont définis par Pﬁj}= [i € j] (les autres compo-

santes €tant incomparables) et w(Pﬁjp = {x €H : X; § xj} et
2 n-1
= ph-2 - _P (p*1)
lveegp | =9o"2 (0 -
. p+1

2

2.1.3 : Plus grande tresse contenue dans un ensemble

Soit F un sous-ensemble de H contenant les points diagonaux

(i, i ... 1), 0 §1 ¢ p-1, et Py = MQF Py 1e’préordre associé. Soit
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T1 = w(P1). On peut se demander quelle est la plus grande tresse T0
(ou les plus grandes tresses car 3 priori il n'y a pas nécessairement
unicité) contenue dans F, c'est-d-dire pour laquelle il n'existe pas
de tresse T telle que TO CTC T1. Une telle tresse existe puisque F

contient la tresse associée au préordre 3 une seule classe.
On pose A ='{PM/M € F}

Considérons 1l'ensemble S de tous les préordres P, de F(P1)

vérifiant $(P;) C F. On a A C F(Py) et S C F(P,).

Remarque : Si F est une tresse alors A € S (réciproque fausse

contre exemple fig. 5).

Soit Py € A; Py = N Py C Py donc Y(Py) Sy(Pq) = F et

Propriété : S est un sup-demi-treillis; en effet
w(Pi) et w(Pj) ¢ F implique w(Pi U Pj) = w(Pi)/\w(Pj) c F
donc P., Pj € S implique P, U Pj €S

On recherche des tresses T0 telles qu'il n'existe pas de
tresse T vérifiant T, ¢ T c Ty ce qui revient & rechercher des préordres

P, € S tels qu'il n'existe pas de préordre P € S vérifiant

P1 CPC Po

P0 est un préordre minimal de S auquel correspond une tresse

maximale incluse dans F. (exemple fig. 5).



AC111)

G (000)

On a 2 préordres minimaux :
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» B(110)

S ¢

Fig. 5§

y X y z
X et e———== s auxquels

correspondent deux tresses maximales : '~ {A, B, D, G} et {A, B, C, G}

2.1.4 : Conservation des tresses

Conservation des tresses par réduction de p .

Définition :

Sur 1l'ensemble {0, 1, ..., p-1} on définit une

réduction notée R [11, i2’ cen 11] avec 2 &1 < p et

iy, «.., i;} € {0, 1,

valeurs de {0, 1,

On note H'

., p-1} comme étant la suppression de certaines

., p-1} dont on ne garde que les valeurs i1, PR il.

1l

H(i1, RN il) la réduction de H(n, p) a H(n, 1).
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Pour H on a défini plus haut les deux applications
o P(H) ——————> P
/I Pg ——————> T (ensemble des tresses de H)

On définit de méme pour H'

VAN —_— T
avec quel que soit A C H! alors ¢'(A) = ¢(A).
et quel que soit P € Pg alors ¢'(P) = v(P) N H'

Propriété
Soit T une tresse de H et P le préordre associé; alors quelle
que soit la réduction R[i1, ey 11] », T N H'" est une tresse dans H' dont

le préordre associé est P.
En effet, on a ¢(P) =T
donc ¢'(P)= y(P) NH' = T N H'

Application : Recherche du préordre associé 3 une tresse

Soit T une tresse de H et P le préordre associé. On prendra,
d'aprés ce qui précéde,la réduction la plus forte possible, soit R[i, jl,

pour i et j quelconques. L'hyperpavé restant, H', n'est autre que

~

1'hypercube booleen 3 n dimensions.

On a : P= n p

= = N P
MET

M mentor

M

Ainsi, on réduit de beaucoup le nombre de préordres dont on
doit faire le produit pour calculer P. Par exemple, si P est un ordre

n
total, |T| =(: et |T NH'| = n+1 (exemple fig. 6).
‘ n+p-1 :



Fig. 6

Soit la tresse L = {A, B, C, D, E, F, G, K, I, J}

P

¢(L) = Py NPy NP P, NP

B C I J
grdce a la propriété précédente on peut écrire plus simplement

¢(L) = PA N Py N PC N PK

P, NP, NP NP

ou ¢ (L) kK " Pg NP 0Py

i

ou ¢(L) = Py NPy NP, NPy

L est la tresse de H associée 3 P. L'ensemble {A, B, C, K} est 1la
tresse de H(O, 1) associée 3 P; {K, G, I, J} est la tresse de H(1, 2)

et {A, D, F, J} est la tresse de H(O, 2) associée a P.

Remargue

Soit L un sous-ensemble de H, P = ¢ (L), tel que pour toute
réduction R(i1, iZ’ ceey il) alors L N H(i1, RN il) soit la tresse
de H(i1, ceey il) associée 4 P. Alors L n'est pas forcément la tresse

de H associée 3 P.

Exemple : Soit L = {A, B, C, D, F, G, I, J, K} (mémes points

que dans 1'exemple précédent, avec E en moins). On considére R(O, 1)
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et 1'ensemble {A, B, C, K} puis R(0, 2) et 1'ensemble {A, D, F, J} et
enfin R(1, 2) et {K, G, I, J} . Ces trois ensembles sont les trois
tresses de H(O, 1), H(O, 2) et H(1, 2) associées au préordre [x < y < z]

et L n'est pas une tresse puisque L # g(L) = L U{E}.

Remargue :

Les réductions recouvrent tous les points de H seulement si
n <p et dans ce cas seul la réciproque de la remarque précédente est

vraie.

Sin = p, le nombre de points de H non recouverts par
H(i1, N il) est n! : en effet chaque point non recouvert correspond

d un ordre total sur les n composantes.

Exemple (n = 3, p = 3)

Les 6 = 3! points non recouverts sont : (x désigne la premiére

composante, y la seconde et z la troisicéme).

(021) : x gz gy (201) @ y €z €x
(012) : x gy 5 z (210) : z €y € x
(102) : y £ x €z '(120) Pz <X <€y

Conservation des tresses par restriction 3 un (k-1) pavé

Soit P un préordre et T = Y(P). Soit xk(1 £ k € n) une compo-
sante quelconque et 1(0 < 1 < p-1) une valeur quelconque de cette

composante.

Alors la restriction de T
au (n-1) hyperpavé d'équation X =1
n'est pas forcément une tresse pour
ce (n-1) hyperpavé. Dans 1'exemple
de la figure 7, 1'intersection de T

avec le (n-1) hyperpavé z = 1 n'est

pas une tresse.
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Par contre soit x une composante telle qu'il n'existe pas

d'autres composantes x' vérifiant x § x'; alors 1l'intersection de T

%
avec le (n-1) hyperpavé d'équation x = p est une tresse pour ce (n-1)

hyperpavé.

De méme soit y une composante telle qu'il n'existe pas y'

vérifiant y' < y; alors 1'intersection de T avec le (n-1) hyperpavé

o

d'équation y = O est une tresse pour ce (n-1) hyperpavé. Dans ces
2 cas le préordre P' associé est la restriction de P aux (n-1) compo-

santes restantes.

Conservation des tresses par projection

Les tresses se conservent par projection sur un k-hyperpavé
(2

composantes restantes.

A

k € n), le préordre P' associé étant la restriction de P aux k

2.2 : Tresses et treillis

Notations

Dans Pg on note A 1'€lément supremum, c'est-a-dire le préordre

le moins fin, celui qui n'a qu'une seule classe.
p(a) = {x= (x4, «o., x)) €H : x; =k,¥i €E, et 05 k g p-1}
p(A) est la diagonale de H. On note D = y(A)

De méme si U est 1'élément infimum de Pg» alors y(U) = H.

Remargue

Soit T = y(P) la tresse associée 2 un préordre P; alors

T = y(P) 2 D.
En effet PC A implique y(P) 2 D.

Propriété

Une tresse est un sous-treillis de H contenant D.
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On ne reprend pas la démonstration qui est la méme que celle
du cas booleen (ch. I, § 2.2). Par contre, si la réciproque est vraie

a 2 valeurs, il n'en est pas de méme ici comme le montre 1'exemple de
b

la figure 4 : ] .
j
A D = {A, B, G}
F(1,2)
9G(2,2) K={A, B, C, F, G} et D C K
PC= (J N i)
& +C(2,1) . . . oy
B(1,1) Pp= (1« J), ou 1 et j désignent
deux éléments différents, quelcona
AT 1 de E.
Fig. 4

Donc ¢ (K) est le préordre "vide" c'est-3-dire pour lequel

i et j sont incomparables; alors V(¢ (K)) est formé des 9 points.

K est donc un sous-treillis qui contient D sans &tre une

tresse car g(K) # K.

2.2.1 : Propriétés_des_sous-treillis de H

e e e o e - - - - - - e o - e . - — - —

Lemme 1 : Soit deux triplets (x1, Xy, x3), (a1, ay, a3)

d'éléments de [0, p-1]; il existe i et j €{1, 2, 3} tels que:soit

X: £ a. et x. £ a. soi L . - ..
i § 8y IIE it X3 > ay et xJ > aJ

Définition : Soit x = (x1, e, X - xn) € H, et A CE.

i,

On pose proj,x = {x;

;» 1 € A}, On dit que deux éléments x et y € H

sont associés sur A si et seulement si proij = projAy.
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Si X C H, on pose proj,X = {proj,x, x € X}. On dit que y

~

est associé 3 X si et seulement si y est associé a un &lément de X,

clest-a-dire si projAy € proj,X. (On note yx).

Lemme 2 :

-

Soit T un sous-treillis de H et y € H., S'il existe k > 2,

tel que, quel que soit A C E, avec |A| = k, il existe <A appartenant

3 T associé & y sur A, alors quel que soit B C E, |B] = k+1, il existe
xB appartenant a T, associé a y sur B.
. Vrei pour n = 2; supposons n > 2

Soit y = (Yqs «vvs Y5 +o0s ¥y) €t B = {1, ..., k+1}

1, ..., k)

Posons A1

Ay = {1, ..o, k-1, ke1)

Ag = {1, ..., k-2, k, k+1}
A ) Az

I1 existe x ', X et x © vérifiant
A A
X €ET et x = (y1, cees Yio 39 ces)
Ay Ay
x T &Tetx = (y1, cees Yie1r 35 Yiaqe cee)
Az As

X €T et x (}’1’ LR Yk—Z’ a3: yk’ YR+‘]’ "0)

Considérons les deux triplets (a1, a,, a3) et (yk_1, yk, yk+1j

D'aprés le lemme 1 on a par exemple y, < a, et y, < a
A, A, kA 2 k+1 ~ 91
d'ol x N x = (y1, cees Yo Yier? c.) €T
donc il existe xB associé a y sur B.

Théoréme 1

Soit T un sous.treillis de H et y € H. S'il existe k, k » 2,
tel que quel que soit A C E, avec |A| = k, il existe x € T associé

ay sur A, alors y appartient 3 T.
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En effet d'aprés le lemme 2 on déduit que la propriété est
vraie pour tout k' > k et donc pour k' = n, ce qui signifie qu'il

existe x' € T, ascocié 3 y sur E et donc y = x' € T.

Corollaire 1 . .

 Soit T un sous-treillis de H et y € T; alors il existe A C E,
|A] 2 2, et proj, (y) § proj,(T), c'est-a-dire que y n'est associé 2

aucun élément de T sur A.

Corollaire 2

Soit T un sous-treillis de H et y € H; si quel que soit i,

J €E il existe x € T, associé a y sur {i, j} , alors y € T.

Corollaire 2°'

Soit T un sous-treillis de H et y € T; alors il existe i et

j €E tel que projij(y) € projij(T). (On note projij la projection sur

Li X Lj).

Corollaire 3

Si deux sous-treillis de H, T1 et T2 vérifient

pour tout {i, j} € E, projij(T1) = projij(Tz)

alors T1 =T, (évident)

Cons€quence

Soit A un sous-treillis de H et Aij = projij(A) .

v o ‘
alors A= N PTOJ 5 (Aij) (n
1]
= 3 -1
et CA il; (:pro;]ij (Aij)
H H

Soit fii la fonction caractéristique du complémentaire de

projij-1 (Aij) et £ celle du complémentaire de A
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Alors f T f.

Ceci généralise le résultat obtenu en algébre de Boole ([91)
ot le complémentaire d'un sous-treillis &tait caractérisé par uyne
fonction f de la forme f = & ij'. Mais si en algebre de Boole la
réciproque était vraie, dans un hyperpavé un ensemble vérifiant la
propriété (1) n'est pas obligatoirement un sous-treillis (contre-

exemple Fig. 8).

A={B, C, D, E, F, G, H, I}

On a bien
y
X A= N Projij—1 (Aij)
1]

et A n'est pas un sous-treillis

Autres conséquences équivalentes

1) Soit T un sous-treillis de H et X = (x1, ceey xn) € T.

Alors on peut faire varier (n-2) variables X5 de x convena-

blement choisies sans arriver a4 un point de T.

2) Le complémentaire d'un sous-treillis est union de (n-2)

pavés.

Théoréme 2

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
A CH respecte un préordre P, est que quels que soient i et j € E,

proj;;(A) € proj;, (¥(P))
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nécessaire : A C y(P) implique que pour tout (i, j) € E
proj ij (A) C PTOjij (v(P))
suffisant : découle immédiatement du théoréme 1

projij(A) c projij(w(P)), quels que soient 1 et j € E, implique
A C y(P) car Y(P) est un sous-treillis de H. c.q.f.d.

2.2.2 : Caractérisation_(géométrique_des_tresses)

- e w L w WE e = e ka e A - e B = I =i putgiiar gt v

Lemme

Soit P un préordre, i et j deux eomposantés quelconques de E

et P{ij} la restriction de P a {i,j}.

alors proj;; (v(P)) = proj;; (#(P(5:y))

1) Soit ‘P(P) et P = U 2 P{l}’ donc P est moins fin
o {i,jleE J
que P{ij} et P{ij}(:P implique y¢(P) C W(P{ij})'

donc prOjij(W(P)) = projij (W (P 5p)

2) Soit M = (xi, xj) un point de L; x Lj respectant le

préordre PﬁjP Alors 11 existe un point A = (11... 1xi1... 1Xj1.u. 11)
appartenant 3 (P) tel que projij(A) = M; il est clair que A € Y (P)
. . C .. (
donc  proj;; (¥(Pg)) € proj; (V(P))

Ce résultat nous sera utile pour la démonstration du théordme

suivant.

Définition : Dans Li X Lj on appelle diagonale principale

l'ensemble des points M(x., x.) tels que x. = x.; d'autre part tous

les points situés du méme cGté de la diagonale principale sont caracté-

risés par x; X5 ou X; > X

c e

J
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Théoréme 3

Soit F un sous-treillis de H.

Une condition nécessaire et suffisante pour que F soit une
tresse est que quels que soient i et j appartenant a8 E, les projections
de F dans tous les 2-pavés L; x Lj’ contiennent la diagonale principale,
et que si elles contiennent un point situé hors de cette diagonale
principale, alors elles contiennent tous les points situés du méme

cOté de la diagonale principale que ce point.

nécessaire

Soit F une tresse : i1l existe un préordre P tel que F = y(P) et
Fest un sous-treillis de H. Soit i et j deux composantes de E. P{i j3 ne
b

peut €tre que

a) i = j si i et j sont équivalents et-projij(w(aﬁj? occupe

la diagonale principale de Li X Lj‘

b) i et j incomparables et projij(w(%;jp) occupe tout L, x Lj'

c) i ¢ j et projij(w(%iﬂ)) devient
Y,

=

Fig. 9
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D'autre part on sait que
Projij(d}(P)) = projij(tp(Pﬁj]))

La condition nécessaire est donc démontrée.

suffisante

Soit F un sous-treillis vérifiant la condition de 1'énoncé.
Montrons que F est une tresse, c'est-a-dire que tout point de F
respecte un certain préordre P et que tout point qui respecte P ou umn
préordre moins fin appartient a F.

De la projection de F dans les 2-pavés L. x Lj on déduit

—E%E:ll préordres sur i et j notés %ij}’ que respectént

i C S cC N . . = U . .

tous les points ge F, car F w(Pth Donc F iy w(%lﬂ) w(ij %1ﬁ)
Soit P = U P{lj}
fijleexe

Soit M € y(P). Alors M € w(%iﬁ) quels que soient i et j,
donc projij(M) € projij(F) et ce, quel que soit i et j. Donc d'apreés
le théoréme 1, M € F.

Donc F est une tresse, et F = y(P) = N w(%iﬂ) = w(U-%ij).
ij .
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CHAPITRE III
TRESSES ET FONCTIONS

DANS UN PRODUIT DIRECT D'ORDRES TOTAUX

Introduction

On a vu au chapitre précédent que les fonctions attachées
aux tresses en tant que sous-treillis de H, s'écrivent f = Zfij
et que cette €criture généralise la forme £ = $ij' obtenue en

algebre de Boole.

I1 reste a définir et construire de telles fonctions capables
de représenter les tresses dans un produit direct d'ordres totaux,

comme les fonctions booleennes de la formz Iij' représentent les

tresses en algebre de Boole.

C'est 1'objet de ce chapitre.
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1. DEFINITIONS, NOTATIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

n
On se place dans H=r L, , o0 L, =1{0, 1, ..., p-1}. On
i=1

note x = (x1, ceey xn) un point de H; X3 désigne un point guelconque

de Li‘

Définition

On appelle fonction monotone, croissante ou décroissante,

toute application monotone f de L; dans {0, 1} . On se donne £

i’

par la suite de ses p valeurs.

Exemple, pour p = 6 : fi = (001111)

On dit que f, est égale 3 1 si fi(xi) = 1, pour tout x; de L.

Définition

f , £, de Ly, o.v, Lo dans {0, 1}, dont (n-2) sont égales a 1, les

1’ LI

deux autres €tant l'une croissante et 1l'autre décroissante.

La valeur d'un mon0me & arguments rangés en un point
v n
X =(x1, ceey xn) de H est donnée par le produit booléen fi(xi)‘
i=1

Définition

l'ensemble des points de H pour lesquels la valeur du monbme est &gale
s
a 1. Un mondme a arguments rangés prend donc les mémes valeurs que la

fonption caractéristique de 1'ensemble qui lui est associé.

Notations

On ne conserve dans la notation 4'un mondme 3 arguments rangés
que les deux indices i et j des deux fonctions qui ne sont pas égales 3

1; on écrit mij = [fi fj]
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L'ensemble associé a m g est noté {mij}‘ D'une fagon générale,

€tant donnée f une fonction de H dans {0, 1}, on note

{f} ={x€H/ f(x) = 1}

Exemple n = 3
My, = [(HOOO)1 (0111)2]

L'ensemble {m12} est représenté

par dés gros points sur la figure 1 : 0 >
4
On a deux types de mondmes, que
Fig. 1
1'on présente ci-dessous dans Li X Lj
type a : fi croissante,
'fj décroissante
- . - . AR
Exemple : m; 5 [(001111)1(111OOO,J]
type b : fi décroissante,
fj croissante
Exemple : mij=[(111000)(000111)]
Lorsqu'on écrit ms; =[(111000)i(ooo111)j], on a
'{mij} = {xEH/xigz et sz3}. Ainsi a chaque monOme 3 arguments rangés
on associe un point, ici le point (xi = 2, Xj = 3). Ce point et le type

du mondme caractérisent 1'ensemble associé.

Définition

Un mondme & arguments rangés est croissant s'il s'exprime
comme un produit de deux fonctions croissantes.

Remarques :

1) Si on note < la relation d'ordre sur H définie“par : soit

X = (x1, oo, X cey xn) et x' = (X'T,,.., x'i,..., x'n) deux points

1’

de H, alors x g x'<==> x, < x';, pour tout i de E, on peut alors dire

qu'un monOme mij est croissant si quel que soit x de {mij} , X € x'
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D'une facon générale, une fonction f de H dans {O, 1} est

croissante si x < x' implique f(x) <« f(x").

2) On a défini les mondmes A arguments rangés comme un produit

de fonctions dont deux ne sont pas égales 8 1 : en effet dans la suite

on ne s'occupe que de sous-treillis et de tresses c'est-a-dire de
préordres sur E et on sait que le treillis des préordres est atomique
et pour tout P préordre P de F; ona P = U P{ij}’ pour tout {i,j} de

E x E. Pour les treillis on énonce le lemme suivant

Lemme 1
Soit S un sous-treillis de H contenant les deux pdles de H et

f la fonction attachée a S. Si f s'exprime comme une somme de mondmes

d arguments rangés, les monlmes premiers de f sont 4 arguments rangés.

a) Les monOmes de f ne peuvent &tre des produits de fonctions
monotones, toutes décroissantes ou toutes croissantes sinon le point

(0, ..., 0) ou le point (n1, N,, «.., n ) n'appartiendrait pas a S.

b) Soit My My oo mp My Mg ees Mg un mondme premier de f, les
fonctions m. €tani de la forme (111...000) et les fonctions uy de la
forme (000...111). Soit ﬁ1 obtenu en rajoutant un 1 en premiére position
possible a my . On peut trouver un point appartenant a
{m1 my ... mp My e uq} et.S ; de méme pour {m1 My eon mp Hy ..._uq}
et S . On en déduit par intersection un point de S qui appartient 3

{m1 my, ... mp Hq e uq} , d'ol contradiction.

Définition

On appelle fonction & arguments rangés (f. a. r. en abrégé)

une somme de mondmes a4 arguments rangés.
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Remarques

- Le nombre de variables d'une f. a. r. est quelconque.

- La somme de 2 f. a. 1. est une f. a. T.

- Les‘f. a. r. dont les mondmes sont tous du méme type a
ou b, se raménent 3 des fonctions croissantes en définissant dans
Li X Lj , ol on note M(xi, xj) un point de M de coordonnées x; et Xj

1) Une relation d'ordre g

pour le type a) : M(xi, xj) £ M'(x'i, x'j)<x==> x'i > Xy

pour le type b) : M(xi, X:) oS M'(x'i, X'.)<==> X'i < X,

j i

2) Et en définissant une fonction croissante par

pour tout X, Y tels que X g Y alors f£(X) g £(X)

Ainsi, certains résultats établis dans ([ 15]) sur les fonctions

croissantes, sont vrais ici et réciproquerent.

Définition

On appelle mondme complet un mondme M 5 a arguments rangés tel

que pour tout a, O < a < p-1, fi(a) # fj(a).
Remarque

Pour chaque couple de variables (i, j) de E x E, on peut avoir

(p-1) mondmes de chaque type.

Exemple : Si p = 4

[ (0001) (1110)1, [ (0O11) (1100)]1, [ (0111)(1000)] : 3 mondmes du
type a ' '

[ C1110Y (00011 T (1i100Y (001131 T (1000Y(0111Y1 ¢« 2 monBmec di
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Définition et notation

" On note F 1l'ensemble des f, a. r. pour lesquelles, pour tout
couple (i, j) de E x E et chaque typé a ou b, on a soit 0 soit (p-1)

mondmes complets.

On appelle fonctions complétes les &€léments de .

3

Exemples : n

p =23

f1=[(O11)i(100)j]+[(11O)j(OC‘)k]
£, ¢ F

(les éléments de {f,} sont repré-
sentés par des gros points dans

Li X Lj X Lk).

f2=[(001)i(110)j]+[(011);(100)j]
+[ (100); (011) 1+[ (110); (001) ]

£, € F
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P

Propriété 1

Soit f une fonction complété et D la diagonale de H. Alors

DN {f}=¢.

En effet pour qu'une f. a. r. couvre un point de la-diagonale,
il est nécessaire qu'elle comporte dans son &€criture au moins un mondme
d arguments rangés m = [fi fj] vérifiant pour au moins une valeur

a fi(a) = fj(a)

-
ay

Proprié+*é 2

La somme de deux fonctions complétes est une fonction compléte

(évident d'aprés la définition).

Exemple
J oA
2 (¢ g} f1=[(011)i(100)j]+[(001)1(110)j];
102 £, € F
1 e (;\ | |
- £,=0 (100) ; (011) ;1+[ (110); (001) ;13
f, J ]
4
f, € F
© e > 2
© 1 2 et £, + £, € F

2. BIJECTION ENTRE TRESSES ET FONCTIONS COMPLETES.,

Propriété 3

Le complémentaire de w(P{ij}) est caractérisé par l'ensemble
des points x(xi, cees xn) de H vérifiant

c1 P = P alAre p (D Y e N o~ 1T . ~ ~ 1
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si P{ij}.= P].sz alors CH ‘P(P{ij}) = {xeH/ X; < X5 ou X; > X}

1
=

si P{ij}= Pi“j alors CH w(P{ij})

La fonction attachée & w(P{ij}) est une fonction compléte.

Notons f(w(P{ij})) cette fonction. On a

p-1
f(¢(Pij)) = a21 mij avec mij = (lli;lp"‘o)i (Q;;;gj...T)j
. a a
-1 :
£ .. = .. 1, . = . . e . e e .
‘(¢(P31)) a§1 m1J avec wlj (Q\\ng 1)1 (1\“/19 O)J
o ¢4
EW(Py))= £330+ E(W(Py;)) car Py s = PioU Py,

£ Py ))= O

et quel que soit P{ij}’ f(y(P })) est une fonction compléte.

{ij

Exemple : p = 3

J/\ j/\ JA\
4 (] o
L/

£ 5 { T > 3 >
— C b z ¢

[1 € 7] [i = 3j] i et j non

fij = [(OO])i(1TO)j] fij = [(100)1(011)j] comparables

+[ (011)1(100)3.] +[(110)i(oo1)j] fij =0

+ (O11Y r100) .1
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Ibéoréme

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble

T de H soit une tresse est que la fonction f(T) soit compléte.

Démonstration

Soit T = ¢ (P) une tresse et £(T) la fonction attachée a T.

_ s . o0y - .
P=U P{ij} car f% est un treillis atomique et ¥ (P) N w(P{lJ})

1]

alors sur

ij

] o 1]

{£(T)} =C y(P) = U C V(P;:) = U {fi.} et £(T) =1 £,
H ij VH J 1j ij

et f.. € F =

i > f(T) € F (Propriétés 2 et 3)

On peut donner une autre démonstration

Notons proj.

s (T)

la projection sur Li X Lj et Tij = pro;ij

Puisque T est un sous-treillis Jde H, on peut &crire (chapitre I

_ .= .o=1 3
T = ﬂ prOJij (Tij) et proj’ij (Tij) = “’(P{ij})°

1]
doncC T = UC v(P,..,) === f = 3§ f..
H ij om0 (33D ij M

Réciproquement, soit f un élément de F

On peut écrire f =2 fi. et donc

J

£} =U(f,.} = U . =[n . =[ )=
(£} = Uig;) ijCH“P{lJ}) g 0Py b v gy gw(
e t p= U . )

n posant Y P{IJ}
P est bien sfir un préordre car si on a Pij = [igjl, ij=[j<k]
les 3 variables i, j, k on a

soit [i= j = k] si P{ik} = [k g 1]

soit [i ¢ j ¢ K] sinon
donc f = £(y(P))
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Montrons le sur l'exemple suivant ol on représente en gros

points les sommets de H vérifiant la relation i > j ou j >k.

Pour fik on peut avoir

£ix = (001),(110),+(011); (100)
ou £,,=(110); (001),+(100); (011)

ou fik= somme des deux expressions

précédentes b

KR\\\///ﬂg
ou fik = 0 .

La premie€re expression implique que i < j < k . La deuxidme

et la troisiéme implique que i = j = k . La quatridme implique que i,
j et k ne sont pas comparables. Dans chaque cas P est bien un préordre

sur {i, j, k}

Remarque

Si p = 2 (algébre de Boole) et si on a par exemple P{ij}=[i >

alors fij (01)i (TO)j ce que l'on écrit : fij = ij!

et £ = 3§ ij!
ij

On retrouve les résultats de Flament qui montre dans ([9
que le complémentaire d'une tresse -en algébre de Boole- est une fonction
qui se met sous la forme f = 1 ij!',
ij

Conséquence

Soit f1 et £, deux E€l¢ments de . Cn a{f1}= C‘ T, et
H

{f §=C, T,, T, et T, étant deux tresses.
2 o2 1 2
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Alors{f, + £,}= CH T, U(H T, = CH T, AT, .

-

La somme des foncticons attachées 3 chacune des tresses est la

fonction attachée a 1l'intersection des deux tresses.
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3. MONOMES PREMIERS DE LA FONCTION ATTACHEE A UNE TRESSE.

-

Propriété 4

Soit T une tresse, P le préordre associé et f la fonction

compléte attachée a T. On a £ = I f. f. Z m... Les mondmes m;

i’ Tij 1] j’

a arguments rangés, complets, sont premiers.

Soit m; un mondme de la forme [(0...01...1); (1...10...0)]

avec 1 g a ¢p-1. Si m.. n'est pas premier, il existe un mondme M

1]

tel que mij < M g f. Pour que M soit supérieur a mij’

posséde en i et en j un "1" 34 la méme place. Donc M recouvre un point

il faut que M

diagonal ce qui est impossible (propriété 1). f = % mij est donc une

base premiére de f.

Cas particulier : Sip =2, £ = 2 ij' et les mondmes ij'
, . iy |
sont des mondmes premiers de f. Qn retrouve ici le résultat démontré

au chapitre I, c'est-a-dire que les CVM de Flament, les classes vides

de rang minimal, correspondant a4 des mondmes premiers de f.
Notons cependant que si, en algébre de Boole, tous les mondmes
‘premiers sont 3 arguments rangés, il n'en est pas de méme ici ol 1'on

a, par exemple, dans le cas n =3, p =3 et P =[x 3y

A\

z] , le
mondme [(1]0)X (101)y (O]])Z] qui est premier. Nous verrons d'autres

exemples au paragraphe 4. Ici, et dans la suite on a {x, y, z} C E.

Propriété 5

Les mon8mes complets obtenus par consensus a partir de mondmes
complets, représentent les préordres €lémentaires obtenus par

transitivité.

(: [x ¢ vyl est représenté par des mondmes complets de la forme
H :

- (0...01... 1...10... < p-

[( \ngl Dy (\\\/lo O)y] s 1 §asp 1

a o
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(: [y < z1  est représenté par
H

[(O'é'm"'”y (1.5.3.10...0)2]‘ , 1 ¢ B <p-1
Les consensus en y donnent des monOmes de la forme
\ (1;,;10...0)21
a N - B

On sait que 1l'on peut ne conserver que les mondmes complets,
c'est-a-dire ceux obtenus pour a = B . En effet, si o > B les mondmes
a arguments rangés, obtenus par consensus, ne sont pas premiers, et
si a < B, les monOmes ne sont pas a arguments rangés. Pour o = B

b

on obtient par consensus des mondmes de la forme

~—~—————
o=fB a=B

les obtient tous.

[(O...Oi...])X (]...]O...O)Z] qui caractérisent C\ [x s z] , et on
H

4. MONOMES PREMIERS INUTILFS, FACULTATTFS, OBLIGATOTRES DE LA FONCTICON

ATTACHEE A UNE TRESSE.

Définitions

Un mondme premier de f est inutile s'il n'apparait jamais

dans une base premiére de f.:
s

Un mondme premier est dit facultatif s'il existe au moine

deux bases premiéres irredondantes telles que le mondme premier

appartienne a 1'une et pas a l'autre,

Un mondme premier est obligatoire s'il apparait dans toute

base premi&re irredondante de f.
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Lemme

Soit T une tresse et f la fonction attachée 3 T.

Les mondmes premiers obligatcires de f sont des mondmes
complets.’

(évident d'aprés la propriété 4),
P P

A) Dans une premire partie pour se rapprocher de l'algébre de Boole,
on n'admettra comme mondmés premiers que ceux qui sont a arguments
rangés. On se limitera de plus a ceux qui sont complets cér si un
mondme 2 arguments rangés, m, n'est pas complet, quelle que soit f il

existe un mondme complet M tel que m < M < f.

Cas d'un ordre

1) Soit deux €léments x et y de E tels que x couvre directe-
ment y. Montrons que les monOmes complets correspondants sont tous

obligatoires.

1.a - Ordre total

Considérons 1 < 2 ¢ ... ¢ n-1 ¢ n .

Soit le point (k, k, ..., k, k+1, k, k+1, ..., k+1) donné
1 2 ...1i-1 i i+1 cos n

par ses n coordonnées. Il respecte tous les préordres &lémentaires
sauf [1 ¢ i+1 1. 71 n'est donc recouvert que par des mondmes 2
arguments rangés produit d'une fonction fi de Li dans {0, 1} et

f

41 de Li+1 dans {0, 13, et de plus il n'est recouvert que par un

1.

seul mondme de cette forme, le mondme [(OO‘.‘QJ...T)i (1...19...0){+1

k+1 k+1
Ce monbme complet est donc cohligatoire., On obtient pour k=0,...p-2,

les p-1 mondmes complets représentant la foncticn attachée a P{i,i+1}’
qui sont donc tous obligatoires. Ce raisonnement est évidemment valable

pour tout i = 1, ..., n-1.
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1.b - Ordre quelconque

On suppose 13 aussi que y < x. On donne la valeur k a la

composante x et k+1 3 la composante y. On donne la valeur k 3 toute

~

variable inférieure 3 x et k+1 aux autres. Le point obtenu respecte

tout préordre élémentaire, sauf %XW’

z telle que y ¢ z < X <ce qui est impossible. Comme précédemment les

sinon il existe une composante

mondmes complets représentant la fonction attachée 2 %Xw'sont tous

obligatoires.

2) Soit deux composantes x et y telles que X ne couvre pas

directement y, c'est-a-dire il existe au moins un z tel que y < z < X.

Alors d'aprés la propri€été 5 les monOmes complets associés
a %Xy}sont obtenus par consensus a partir de mondmes qui eux sont
obligatoires (d'aprés 1.a). Ils sont donc tous inutiles. On ne gardera
donc que les mondmes compléts associés a la relation de couverture
(c'est-a-dire P = 0 %ij}et pour tout {i, j} C E% il n'existe pas de
k

k € E tel que i g < 3).

Conclusion

Les résultats de 1'algébre de Boole sur les mondmes de la

forme xy' se généralisent dans le cas d'un ordre, aux mondmes complets.

Cas d'un préordre .

On montrerait d'une fagon analogue d celle d'un ordre que
sion a 2 €léments dans une classe, tous les mondmes complets sont
obligatoires, si on a q (q > 2) éléments dans une classe ou si on a
2 classes consécutives dont une a au moins 2 éléments, alors tous les
mondmes complets correspondants sont facultatifs et enfin si on a

2 classes non consécutives, les mondmes complets correspondants sont

tous inutiles.
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Le probléme est le méme qu'en algébre de Boole, et c'est un
probléme de couverture : certaines liaisons (i, j) du préordre sont
obligatoires, d'autres sont facultatives, d'autres enfin sont inutiles,
et les monrdmes correspondants qui sont a 2 valeurs les mondmes ij',
et a p valeurs, les mondmes complets, sont tous obligatoires, facultatifs

ou inutiles.

B) Dans une deuxiéme partie, nous ne nous restreignons pas aux

mondmes 3 arguments rangés.

B.1 - Deux éléments dans la méme classe

I1 est facile de lister tous les

mondmes premiers de la fonction attachée

a Pﬁj}= [i=j] .- On prend ici p = 4. J 4

3 &
my = [ (0001) (1110)] mg = [ (1000) (0111)]
m, = [ (0010) (1101)] mg = [ (1007) (0110)]

/ 2 &

m, = [ (0011)(1100)] myo= [ (1010) (0101)]
@4 = [ (0100) (1011)] myq= [(1011) (0100)] 4 &
mg = [ (0101) (1010)] my,= [ (1100) (0011)]
mg = [ (0110) (1001)] myz= [ (1101) (0010)] e g Y , 2

m, = [ (0111)(1000)] my,= [ (1110) (0001)]

C'est-a-dire d'une facon générale m = [ (@) (B)] ol o meprésente
l1'écriture en binaire de k et g, le complément, en binaire, de a par

rapport a 2P-1.

I1 est €vident que tous ces mondmes sont premiers (si on leur
rajoute un 1 le mondme obtenu couvre un point diagonal) et que tous
les mondmes premiers sont obtenus (un mondme premier est de la forme

m=1[(a)(B)] avec o+p

i

Zp—i) I1 y a 2P-2 mondmes premiers dont

2(p-1) a arguments rangés.
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Cherchons les bases premiéres irredondantes :

I1 existe quatre bases premiéres irredondantes ne contenant
que des mondmes non & arguments rangés
= + + +
by = mg *mg + mg * My,

b2 = mg + me + m + my g + m

10
b3 = m, + m, + m5 + mg + m

13
10
by By Mgy t W omgg by gy
et une ne contenant que des mondmes a arguments rangés, complets
bg = my * Mg My tomg * Mgy FoMgy
Tous les mondmes sont donc facultatifs.

B.2 - A fortiori si on a q(q > 2) éléments dans la méme classe,

ou 2 classes consécutives dont une au moins a q €éléments, les mondmes

premiers associés sont tous facultatifs.

B.3 - Cas d'un ordre

Nous avons traité trois exemples

a) n=3,p=4 et P=1[xg5vy s zl
b) n=4,p =3 et P=[xsvy <z < t]
c) n=4, p =

3 et P = X X
V4

Dans les trois cas nous avons cherché les bases premiéres
irredondantes de la fonction attachée a P. Pour chaque cas cette base
est unique et s'exprime comme la somme des mondmes complets associés
aux préordres élémentaires de la forme PﬁjP ol i couvre directement j.

Ce résultat devrait raisonnablement s'étendre quel que soit P.
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Nous reprenons ici les exemples a) et b); pour chacun d'eux
les sommets pleins désignent les éléments de y(P), les sommets
soulignés désignent les points du complémentaire de ¥ (P) recouverts

par un seul mondme, complet, qui est donc obligatoire.

[
(&3]

a) n
323p
p =4 P=1[x<vy < z]

[ (0001), (1110),]

[(0011), (1100}

[ (0111), (1000),]

[(OOO])y (]110)2]

[(OO]T)y (1100)2]

[(0111), (1000),]

P. est recouvert seulement par Mo, i=1a6

Seule idre irre ante : ' b
eule base premiére irredondante : M1 + M2 + M3 + M4 + MS +'”6
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Liste des mondmes premiers non obligatoires

=
1t

[(0001)x(1110)zl M10 =[(0011)X(11O1)y(1110)2]
; [(OO11)X(1100)Z] M11 =[(O111)X(1001)y(1110)z]

[(0111)X(1OOO)Z] M12 =[(O111)x(1011)y(1100)zl

= 4

= 3 P=1[x=<y<zcsgt]

[ (001),(110),]
[ (011),(100) ]
[ (001),,(110) ]
[(011),(100) ]
[ (001),(110) ]
[(011),(100) ]

Pi est recouvert seulement par Mi’ i=12a6.

Une seule base premiére irredondante : M1+M2+M3+M4+M5+M

6

Liste des monOmes premiers non obligatoires

7
Mg

M1
M

14

M15=

Mye=

v (P)

[ (001), (110),] Mg = [(011),(100) ]
[ (001),(110),] M= [(011),(100) ]
[(001)y(110)t], Mq,= [(011)y(100)t1

[ (C11),(101),,(110) ]
[ (011),(101),(110) ]
[ (011),(101),(110) ]
[(011),,(101), (110) ]

est représenté sur la figure de la page suivante.



IIIIIII

PN
ST
N

<

/)3\\\
PN
N

AVAN

2\
LR
SR
Y




-II1-21

5. REPRESENTATION BINAIRE DES MONOMES.

Définition

On appelle représentation binaire d'une fonction €lémentaire

°

f; de L, dans {0, 1}, le nombre : n = fi(xk).z(p"1)'xk
Xy € L; '

Li = {0, 1, 2, 3, 4}
fi = (0, 1, 1, 0, 1)
v o+ ¥+
et n = 0+8+4+0+1 =13
Définition

La représentation binaire d'un mondme est la suite des
représentations binaires asscciées aux fonctions élémentaires qui

constituent ce monodme.

Propriété
Soit P un ordre total et f la fonction attachée a v(P).
Soit m = [(fx)(fw)(fz)] un mondme obtenu par consensus 2 partir de
P . .

deux mondmes complets et (nx)(ny)(nz) sa représentation binaire.

L'ordre total sur n., n,, n, redonne la restriction de P a

y
Ax, y, 2}

Pour x > y » z on a obtenu par consensus le mondme

[(110)X (101)y (011)2] qui correspond 3 (6)X (5) (S)Z et redonne

y

directement 1l'ordre [x > y » z ] car n > Dy > m,.

Montrons le dans le cas général,
X ¢y est représenté par [ﬂ).&.01...1)x (1’&'10"'0)y] et
y € z est représenté par [(Q...O1...1)y (1,..10...0),]1 avec 1§a, Bsp-1.

Par caoiisensus on obtient des mondmes de la forme

~
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Si o 3 B on ne garde que les termes en x et z. Sinon, la

représentation binaire de ces mondmes devient :

| p-o P-8 . p-1 . p-1 .
(z 29,z 28+ 5 2 (1 2h),
i=0 i=0 i=p-a+1 Y i=p-p+1
Notons ces nombres : (n1) (n2 + n3) (n4)
- Puisque o < B il est évident que 1l'on a
N, <n, +mng; <mn,
Exemple : p = 4
X gy est représénté par : La représéntation binaire
s'écrit :
[ (0001) (1110)] (1) (14)
[ (0011) (1100)] (3) (12)la somme fait
| _ évidemment 15.
[ (0111) (1000)] (7) (8)

Yy £ Z est représenté par les mémes mondmes. Par consensus
on obtient

[ (00113, (1101), (1110) ]  qui donne 3 < 13 < 14

[(0111)x (1011)y (11OO)Z] qui donne 7 < 11 < 12

[(0111)X (1001)y (1110)21 qui donne 7 < 9 < 14

Remarque
Posons g = min(n, p). Quelle qu: soit £, il existe uh mondme
premier de f qui s'écrit m = [(fx1)(fx2) voe (fxq)] . Sin g p 1l'ordre

“es Dyg est identique a P,

total sur Nyqs

Exemple n =4, p=4 P=[xgyszcgtl

Le monbme premiér (0011)x (1011), (1101)Z (1110)t admet comme

N

représentation binaire (3)x (11)y (13), (15)t qui redonne directement

Xgsygzgt.
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6. APPLICATIONS.

6.1 : Préordre associé 3 une fonction compléte - Réciproque

Soit f une f. a. r. de F et T = C f. On sait trouver ([21])
tous les ﬁonﬁmes premiers de f parmi lesquelg on peut ne conserver

que les mondmes complets d'aprés le paragraphe 3. Chacun de ces mondmes
détermine un préordre é€lémentaire P{ij} et le préordre P associé a f
s'écrit P =U P{ij} . On peut aussi chercher une base premiére

irredondante et le préordre P s'écrit comme fermeture transitive dcs

préordres élémentaires Prijy (d'aprés la propriété 5).

La réciproque est évidente. On écrit P = U P{ij} par une
relation de couverture; on associe les mondmes complets a chaque
préordre P{ij}' La somme est la fonction compléte attachée a P. (vciir

les exemples de la fin du paragraphe 4).

Remarque

Si pour fij’ fonction attachée 3 P{ij}’ les fonctions fi
sont croissantes et les fonctions fj décroissantes, il est clair que

P{ij} = [i ¢ j] et réciproquement,

Si les fonctions fi sont les unes croissantes, les autres

L. P i _ _rij
décroissantes, alors P{ij} [i=3j] . Si fij 0, alors Pyj4,y [~ 21,

s
Ainsi 1'écriture des monfmes complets de f redonne le préordre
associé 3 la tresse dont f est le complément, tout comme en algebre de

Boole 1'écriture des variables sous forme primée ou non primée donnait

le schéma des implications sur les variabhles ([9]), ([10]) .
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6.2 :

Représentation des mondmes & arguments rangés

Pour chaque variable on fait apparalitre 2p-1 valeurs; par

exemple pour p =

§ = (100), e = (110),

On pose § = a', ¢ =
On pose a' <

8'

<y < B < a

3, on a 5 valeurs qui sont

B' et on omet y .

y = (111), 8 = (001),

@ = (011)

Ainsi, le monﬁme (011)X (100)y_s'écrit X, Vs le mondme

(111)X (110)y s'écrit Ygr etc...

Le diagramme suivant permet de retrouver tous les mondmes

a arguments rangés, dépendant

des deux variables x et y

A
y
Xot Vo Xg 1Yy Yo Xg Yy Xo Yo
ot Vg |Xsr Vs |7 ¥ Y8 Mo Vs
Les mondmes complets :
X Xy 1 X X
sont soulignés @ 8 8 ¢
ot Ygr |Xp' Vpr | Ve ¥p Yo' Fa Va!
L..__? X
Xyt Yo XB' Yol Yo XB Yol Xo Yo
- Cas particulier : p = 2 => 2p-1 =3
On pose x = (01), x' = (10), 1 = (11)
Yo '
On a x' < (11) < x X'y Xy
Le diagramme devient
x' 1 X
x'y' y' xy'

Remarque :

Cette représentation se généralise 3 un nombre quelconque de

variables prenant un nombre quelconque de valeurs.
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CHAPITRE IV

ETUDE DES CHAINES DANS UN PRODUIT

DIRECT D'ORDRES TOTAUX

Ce chapitre comprend quatre paragraphes

Les deux premiers paragraphes sur les chaines respectant
un préordre et les chalnes complétes et incomplétes servent d'intro-
duction et permettent d'énoncer quelques propriétés utiles pour

la suite.

Le troisiéme paragraphe étudie les sous-treillis qui °*
s'expriment comme une union de chalnes complétes en liaison, en

particulier, avec la notion de fonction & arguments rangés.

Le dernier paragraphe introduit les notions de degrés
d'imbrication et de type d'une chaine qui permettent une classifi-

cation des chaines respectant un méme ordre total.
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1. CHAINES RESPECTANT UN PREORDRE

On se place dans H = Ly x L, x ... x L ol L; ='{0,1,2,...,ni},
et soit E = {1,2,...,n} 1l'ensemble des composantes. Chacune des compo-
santes variant naturellement dé 0 a n, ou de n, 5_0, les extrémités d'une
chaine sont des points de 1la forme (a1 Ay eee By en an) avec
a; € {0, hi}. En resuspendant 1'hyperpavé H on se raménera facilement
4 des chaines allant de (00 ... 0) a (n1 n, ... nn); c'est de ces chaines
que nous nous occupoks ici. D&s que 1'on parlera de préordre sur les

composantes, on se restreindra a Li = {0,1,2,...,p-1}, pour tout i=1,...,:

Notation

On note M (m1, ceny mn).un point de H.

Définitions

1) Une chaine de H est un ensemble de points totalement

ordonné par la relation d'ordre

M(m1,...,mi,...,mn) < M'(m'1,...,m'i,...,m'n)<=>mism'i,Vi=1,u,n

2) On dit qu'une chaine C ='{Mi} respecte le préordre P si

chaque point M, respecte P (Chap. I p.8).

3) Une chaine de H est dite compléte ou maximale si elle est

formée de 1 + I n; points; elle est dite incompléte sinon.
i ' .

Propriétés équivalentes

1) Une chaine C respecte un préordre P si et seulement si

Ccy(P).

2) Une chaine C respecte un préordre P si et seulement si
pour tout M (m1, ceey mn) appartenant a C, PM, préordre total associé
d M, est moins fin que P, c'est-a-dire pour tout {i, j} CE, i g j

- P

implique m; < mj.



~-IV-3

Pour vérifier si une chaine C respecte un préordre P sur les

composantes, on se servira du théoréme 2 chapitre II

C € y(P) <= ¥(i,j)proj;;(C) € projz; (W(P)) = projz; (W(Py;5y))

j
On peut aussi remarquer qu'une chaine compléte déte}mine (p-1)

ordres totaux Pl’ ou P1 est 1'ordre total sur E, dﬁal de celui suivant

lequel les composantes prennent la valeur 1(1 < 1 < p-1). On note P%ij}

1'ordre €lémentaire dual de celui suivant lequel les composantes i et j

prennent la valeur 1.

On a (i,j) € P%ij} <=> {M € C/proji(M)zl}C{MEC/projj(M)al}
c'est-a-dire que la jéme composante prend la valeur 1 avant la i°™®,
1
= U ..
On a donc P1 ¥ P{1J}'

Notation : On note i < j pour indiquer (i,j) € Pl.

Exemple : (n=3, p=3)

1] 2 |3

ol o |o

o| 1 |o P =3¢ 1c¢ 2

11 1 |o P, =02¢<3¢1]

21 1 |o

2| 1 |1

2 1 2 ’
2| 2 |2

Théoréme 1

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une chaine

compléte C respecte un ordre total P est que les (p-1) ordres P, soient

identiques et égaux a-P.
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Soit C € y(P) et supposons que 1 < j . Alors quel que soit
P
M(m;y ..., m_ ) de C on am; ¢ m; et donc i ¢ j, pour tout 1. Donc P C P,.
1 * n i j p , 1
Inversement si i g j pour tout 1, on a évid%mment is<ij.
P P
1

La réciproque est immédiate : supposons P1 = P, pour tout 1,

et soit M(m1, cee mn) un point quelconque de C. Si on a 1 ¢ j et
P

m; > mj alors i » j et Pm.% P contredit 1'hypothése. Donc pour tout
i

Pm

i, i} m; < M it M e y(P) et donc C C y(P).

Cas parciculier : p = 3

Propriété 1

Soit C une chaine complété et A, 1'ensemble des points de C

pour lesquels la 3 &me

composante est €gale a8 1. Une condition nécessaire
et suffisante pour que C respecte un ordre total est qu'il n'existe pas

de couple {i, j} € E vérifiant As c Aj

Théoréme 2

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une chaine

compléte C respecte un ordre P est que les (p-1) ordres totaux P1 soient

plus fins que P.

- Soit C € y(P) et supposons i ¢ j. Alors il est évident que
p :

i< j, pour tout 1, et (i ¢ j = i ¢ j)<

> P g:Pl. : .
Py P 1 :

- Réciproquement si P C P, pour tout 1, alors soit P, = Py.
1
On sait que P C P, = P C P,. On aCC w(P1) donc C C ¢ (P).
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2. CHAINES COMPLETES - CHAINES INCOMPLETES

Lemme 1
Pour tout {i, j} € E, une chaine compléte de H se projette

dans L; x Lj en une chaine compléte.

Soit C une chaine compléte de H. Alors poﬁr aller, sur C, de

tout point de la forme (..., X , X:, «..) au point (..., xi+1, ceey

i, LI J

xj+1, ...) on passe par au moins un point de la forme (..., x.+1, ...,

i
X5 e..) ou (..., X35 ...,'xj+1, ...). Par projection cette propriété
s'énonce : '"pour aller sur C, de tout point (Xi’ xj) a (xi+1, xj+1), on
passe soit par (xi, xj+1), soit par (xi+1, xj)", et caractérise les

chaines complétes de L, x Lj'

Lemme 2
Si, dans H,C est une chaine incompléte, il existe au moins un couple
{i, j} € E tel que la projection de C dans L; x Lj soit une chaine

incompleéte.

Soit C une chaline incompléte. Alors il existe au moins deux
points I et J de C tels que I < J et pour lesquels, pour tout point K
de H vérifiant I < K < J, alors K n'appartient pas a8 C. Puisqueée C est
un sous-treillis de H, pour tout K il existe au moins un couple (i, j)€ E
tel que projij(K) & projij(C) -d'aprés le corollaire 2', Ch.II- et

projij(C) est une chalne incompléte. *

Conséquence des lemmes 1 et 2

Une chaine C de H est compléte si et seulement si pour tout

{i, j} CE, projij(C) est une chalne compléte.

Corollaire

Le préordre associé a une chaine compléte de H est un ordre.
Evident si p = 2 (dans le cas booleen, il y a bijection entre

les n! chaines complétes du cube et les n! ordres totaux sur les
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Si p > 2 : Soit P le préordre associé a une chaine compléte C.

P P

= mc M
~Si P n'est pas ﬁn ordre, soit i et j deux composantes appartenant

a une méme classe de P. Pour tout point M (m1, ceny mn) de C, on a

m, = mj. C inclus dans!F(P) implique que la projection de C dans L; X Lj

est incluse dans la projection de y(P) dans L; X Lj’ laquelle occupe

les points diagonaux de Li X Lj; projij(C) étant une chaine incompléte,

d'aprés le lemme 1, C est aussi une chaine incompléte ce qui contredit

1'hypothése et le préordre P est donc un ordre.

Cet ordre peut, bien slir, ne pas &étre total:

i j
ordre associé : [. .l

A

En algébre 2 p valeurs une chaine compléete ne respecte pas
nécessairement un ordre total sur les composantes comme en algebre de
boole. Cependant aux n! chaines du n-cube booleen correspondent n! chaines

complétes situées sur les arétes de H et pour lesquelles les composantes

varient 1'une aprés l'autre de O & (p-1). On dit que ces chaines ont

des composantes non imbriquées. Elles seront utiles pour la suite.
s

Lemme 3

Si une chaine incompléte, C, respecte un ordre P, on peut la

compléter dans la tresse associée a P.

Soit A et B deux points de C tels que A < B et tels qu'il
n'existe pas de point K de C vérifiant A < K < B. Considérons A et R

comme les pdles d'un hyperpavé Hy 4 q dimensions (q < n) et appelons
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v 1'ensemble de ces q composantes qui sont celles qui varient en
passant de A a B. Soit P' la restriction de P aux q composantes de v.
Soit enfin, C1 une chaine compléte de y(P') dans H1. Cette chaine

compléte C; Montrons qu'ellé appartient a v (P).

Supposons i ¢ j dans P et soit M(m1, ceos mn) un point de Cy.

Si i et j appartiennent a v on a : i

§j=>1¢j= m gm;. Sii
P " p! . J
appartient 3 v et j n'appartient pas a v
on a a;, =m; =Db; et a5 € My $ bj
et a; g a5 b; < bj implique m; < my
Si i et j n'appartiennent pas a v alors a; = b, = m; et

a; = bj = my et a; g a; implique m; < my .

Ce lemme n'est vrai que dans le ~as d'un ordre, puisque d'aprés
la démonstration du corollaire précédent, si P n'est pas un ordre, toute

chaine incluse dans la tresse associée a8 ' est incompléte.
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3. SOUS-TREILLIS UNION DE CHAINES COMPLETES

On énonce tout d'abord quelques propriétés dans L; x Lj ol

1'on note X(xi, Xj) un point de L; x Lj’ puis on se place dans H ol
on étudie les rapports entre les sous-treillis union de chaines complétes

et les fonctions & arguments rangés.

Proposition

Dans Li X Lj’ une chaine est équivalente 4 la donnée d'une

relation R de Li dans Lj vérifiant

1 ]
x. R xj et X i R x'.

i > si x. < x'. alors x; < x'. (M

J 1 1 J J

On a une propriété analogue pour j et la propriété (1) devient

x. R x. et x'. R x'j i

> si x. < x'. alors x. € X'.
i J i S1 XJ J i s

Remargue :

4 une chaine C on associe, comme précédemment, une relation R

et réciproquement d'aprés : X(x;, Xj) €C < x; R X5

On note R(xi) 1'ensemble des valeurs Xj telles que X5

d Rk_:o
3
Une chaine est compléte si et seulement si R(x;) # @ pour tout x; tel

: . .. et pour tout i de E.
que : O < X; € Dy, p

Lemme 1
s
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-ensemble
F de L; x Lj union de chaines complétes soit un sous-treillis, est qu'il

existe 2 chalnes complétes C; et C, de F vérifiant

(on note R1 et R2 les deux relations associées 3 C1 et Cz)

Pour tout X(xi, xj) tel qu'il existe'yk et y, de Lj avec

Y Ry x5 et Y1 R, xi et vérifiant y, < x;

3 <Y alors X appartient a F.

Intuitivement, il existe deux chaines complétes C1 et C2 qui

Tamatmntdty I A4 11t avmtond mrrmevars v vt~ N At O At e ~nmdE S5 D
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nécessaire : Soit Fun sous-treillis qui s'exprime comme une

union de chaines complétes.

| a) On construit deux relations Ry et R, définies par

[}

. . . . ' N €
min R1(x1) min {xJ/X(xl, xJ) F} | } o

max Rq(x;) = min Ry(x; + 1) et RI(ni) = ny
max R, (x. - 1) et R,(0) =0

max'{xj/X(xi, xj) € F}

min Rz(Xi)

max RZ(Xi)

1 t 3 1 , ’
On a x; R, X; et x'; Ry x 3 > si x; < x'; alors X3 £ x j

et R1(xi) # @, pour tout x;. De méme pour R,. Les deux sous-ensembles

C1 et C2 associés . a R1 et R2 sont donc deux chaines, complétes, de F.

b) Soit X(xi, xj) un point de Li X Lj tel qu'il existe Y et

y, de Lj avec yj R1 x; et y; Ry x5, et yy < Xj

appartient a F.

NBAE Montrons que X

Si X appartient 2 C; ou C, clest démontré. On considére donc

Yk < X5 < ¥q- Soit A(a1, az) un point de C2 tel que a; = x; et

J 1
B(b1, b,) un point de C, tel que b, = X A et B existent par définition
de R1 et RZ‘ On a a, > xj puisque X n'appartient pas 32 C2 et b1 > X5

puisque X n'appartient pas 3 C,. Donc A N B = (a,, b,) = (x., x:) = X
1 1 2 i j

A€C,, BEC; ——> ANB=XEF,

suffisant : Soit A(ay, a,) et d € Ry(aq), e € Ry(aq) dvec

(e N
A

az < e.

Soit B(b1, bz) et f € R1(b1), g € Rz(b1) avec f g b2 <g.
On suppose par exemple a; < by, a, > b, donc A UB = (b1, a).
On a £ ¢ b, or a, > b, donc £ < a,

De méme a, § € g g car a; < b1_donc f <a, ¢getAuBag F,

on montrerait de méme que A N B e F et Fest un sous-treillis.
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Propriété 2

Dans L; x Lj, si A (a, b) est recouvert par une fonction f 2

arguments rangés, alors tout point X(x;, xj) vérifiant x; > a et x5 < b
ou x; < a et X; > b, appartient 3 {f}.

Suivant le type de 1a fonction f, le point A caractérise deux |

-~

mondmes 3 arguments rangés

m, =[(Q0...01...1); (_1...10...0)J.1
a . _b+1

m, =[(1L;;10...0)i (O...01...1)j]
a+1 b :

Chacun de ces deux mondmes est le plus petit des mondmes de

méme type couvrant le point A. On a donc {m1} C {f};{mz} C {f}.

Or m, caractérise les points M(xi, xj) de Li X Lj vérifiant

X; 2 aet Xj g b et m, caractérise les points vérifiant x; ¢ aet xj 2 b.

Propriété 3

Soit f une fonction & arguments rangés de Li X Lj. Alors ({f}
. . ¥

est un sous-treiliis de Li x L..

J
A e e U . . P .
T -TA B Soit A et B deux points du complémentaire
!
|
] ! de f.
| ! .
AﬂBL—"'“—*""‘“J B Si A U B n'appartient pas au complémentaire,

alors d'aprés la pnropriété 2, A ou B n'appartient pas au complémentaire.
De méme pour A N B. Donc le complémentaire de{flest un sous-treillis.

La réciproque est fausse

T ]

Lemme 3
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On appelle changement de direction sur la chaine, le fait
qu'aprés la variable i(resp. j) c'est 1la variable j(resp. i) qui varie.
Chaque changement de direction détermine
un point qui caractérise un mondme 3

arguments rangés du complémentaire de 1la

chaine. La somme de tous ces mondmes 3

1 varie arguments rangés, caractérise le complé-

mentaire de la chaine.

N
Exemple : -
f£Xemple J
an
P
N
.
[
UV
— . T4

Soit f la fonction caractéristique de la chaine. On a :

£ = [(001111), (10000)j]+[(oo111) (111ooﬂ
+ [(000001)  (11110) T+ [(100000) (01111)]

+[(110000)  (00111)] + k111100)(oooo1)}

Lemme 4

o - . . - s .
Dans Li X Lj la fonction caractéristique du complémentair:
d'un sous-treillis union de chaines complétes est une fonction 2

arguments rangés.
Soit F un sous-treillis de Li X Lj’ union de chaines complétes.

On sait d'aprés le lemme 1 qu'il existe deux chaines C1 et C,

et donc deux relations R1 et R2 vérifiant : pour tout X(xi, xj) tel

qu'il existe Y et ¥ de Lj avec y, Ry x; et Y1 Ry x; et vérifiant
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Y ¢ xj < yl_alor§vhppartient 4 F. D'aprés le lemme 3 les fonctions

caractéristiques des complémentaires de C; et C,, s'écrivent :

f1 =Im +trmy et f2 = 3 m'k + I m'1
~d'ou {f1} = CC1 = (U{mk}) V) (U{ml})
{fz} = (:CZ = (U{m'k}) U (U{m'l})

avec my et m'k de la forme [(O...O1...1)i (1...10...0).1

et m; et m'; de la forme [(1...10...0); (O...O1...1)j]

Alors,f = I m +Im';. (Cetté écriture est une base premiére
de f.) On vérifie aisément que tout point de F n'est pas recouvert par
f et inversement que tout point du complémentaire de F est recouvert

par f, par définition de £, et f,.
X

3 1

Exemple

———
¢—& —o
80

9 \ 4 ¢ 4

}.
- A

£ = [(011111) (10000)] + [(000011) (11100)]

+[(100000) (oo111)]-+[(110000) (00011)]

| +{(111100) (00001)]

On se place dans H oli on énonce le théor&me suivant
Théoréme
Dans H, la fonction caractéristique du complémentaire d'un

sous-treillis union de chafnes complétes, est une fonction 3 arguments

rangés.
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Soit F un sous-treillis union de chaines complé&tes. On sait

d'aﬁrés le paragraphe 2.2.1 du chapitre II, que si fij est la fonction

caractéristique du complémentaire de la projection de F sur L; x L; alors

-

f, fonction caractéristique du complémentaire de F dans H, s'écrit

~

i fij est une fonction a3 arguments rangés et donc d'aprés la

propriété 2 du chapitre III, f est une fonction & arguments rangés.

f=If,

Application

Soit F un protocole de H. Recouvrons F par k chaines complétes

En ne retenant qué des chalnes dont 1l'union soit un sous-treilli
de H, on sait que le complémentaire de cette union s'exprime, sous forme
de base premiére, comme une somme de mondmes 3 arguments rangéé. Chacun
précise, par soh écriture, 1l'allure dans L; x L; du protocole, c'est-a-

J
dire la nature de la relation liant les deux composantes i et j -

Deux chaines particuliéres

Soit P un ordre; on peut lui associer deux chaines complétes

particuliéres : on appelle chaine 3 composantes non imbriquées la

chaine de y(P) pour laquelle les composantes varient 1'une aprd&s 1'autre

de O a p-1; on appelle chaine 3 composantes fortement imbriquées la

chaine, C, de y(I) qui vérifie

M(my, my, .ov, m ) €C > max [m; - m;] =1

|
i,j o+

Ces notions nous seront aussi utiles pour le chapitre V.

Exemple
Soit P =[1 ¢ 2 < 3]
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Ces deux chaines s'écrivent ici

(
(000 000
001 001
Composantes 002 Composantes 011
non ﬁ 012 fortement <1
imbriquées 022 imbriquée; 112
122 122
222 222

\ \

Théoréme

Soit Cy et C, les chalines 3 composantes non imbriquées et
fortement imbriquées respectant un ordre total P; alors ¢¢(P) est le

plus petit sous-treillis de H contenant C1 et CZ'

Soit F un sous treillis de H, ccntenant C; et CZ’ et supposons

F C y(P). On a : J T

proj;; (F) S proj;.(Cq)
ij ijiei

proj;.(F) 3 proj,.(C,) ////
j ijtr2 ///

La projection dans L; x Lj de E Cé <;2;>/;;5; G
est un sous-treillis. Elle contient donc ;;/ ,;;///;//

Soit M appartenant 4 y(P) et M n'appartenant pas a F. Il

(1lemme 1) tous les points de la partie

- . - ‘:6
hachurée (les points "entre" C1 et CZ).

existe (i,j) tel que proj;; (M) € proj,;;(y(P)) et proji; M n'appartient
pas a Projij(F)- Or pI'Ojij (F) > Projij (w(%lj})) = Projij (v(P)). Donc
M n'appartient pas & y(P) et on arrive 4 une contradiction. Donc

F 2 y(P).
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4. TYPOLOGIE DES CHAINES RESPECTANT UN ORDRE TOTAL SUR LES COMPOSANTES

Soit E = {1, 2, ..., n} 1l'ensemble des composantes, chacune

variant de 0 3 p-1.

Soit P = [1 ¢ 2 < ... ¢ n] un ordre total. Pour une chaine
donnée et pour chaque couplé de composantés (1, 2), (1, 3), «.., (1,0,
(2, 3), «..,((n=-1), n) on associe la valeur absolue maximale de leur
différence sur la chaine. C'est ce que 1l'on appelle degré d'imbrication
de i et j et que 1'on note [i, j] , i < j. A chaque chaine on associe
EL%:l) degrés d'imbrication. Pour tout {i, j} on a 1 ¢ [i, jl « p-1;

n(n-1)
———

On appelle type d'une chaine le -uplet formé des —BL%:ll degrés

d'imbrication pris par ordre lexicographique : si on a 4 composantes
X, ¥y, z et t, les degrés d'imbrication sont pris dans 1l'ordre :

[x, yl, [x, z], [x, t], [y, 21, [y, tI, [z, t] .

Une chaine détermine donc un point dans un hyperpavé, noté Hy,
ayant —EL%:ll composantes, chacune prenant p-1 valeurs. Le pble
supérieur de H1 s'écrit ((p-1) (p-1)...(p-1)) et correspond 3 la chaine
"de y(P) dont les composantes sont non imbriquées, le pbdle inférieur
(1, 1, ..., 1) correspondant 3 la chaine dont 1les composantes sont

fortement imbriquées.

Pour une chaine associée 3 1'ordre total P = [1 £2¢ ... ¢nl,
on a les inégalités suivantes
V. i<j : [i, §j1 < [p, ql avec p s 1 et q 3 j
i=1’ooc,n—1

-~

Ce qui est équivalent a:

Voij

_ [i, §1 ¢ [i-1, j]
i=1,...,n-1

[i, 31 € [i, 3 + 1]

et qui définit un ordre P, dans Hy, sur l2s degrés d'imbrication.
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- ’ - . . . 4.X3
A une chalne respectant P on associe le

-uplet suivant :

([1, 2]’ [1’ 3]’ [1’ 4]’ [2’ 3]’ [2, 4]’[3, 4])
Avec comme inégalités
(1, 21 ¢[1, 3]

[2, 31 ¢« [1, 3] ‘et [2, 315 (2, 4]

[3, 4] s [2, 4]
[1, 31 s[1, 4]
(2, 41 < [1, 4] ce qui représente un ordre Py

[1, 4]

[2, 4]

[3, 4]

Ainsi, soit P un ordre total sur les composantes de H et C
1'ensemble des chaines complétes de ¢ (P). A chaque chalne de g on
associe son type, =t 3 chaque type on associe un point de 1'hyperpavé Hy.
(Si b > 3, la réciproque n'est plus vraie et d un type on peut associer

plusieurs chaines). Alors, il existe un préordre P, sur les composantes

de H; tel que 1l'ensemble des types des chaines de v(P) n'est autre que

la tresse w(P1).
Théoréme -
L'ensemble des types des chalnes associées & un ordre total P

est une tresse de H, associée 3 un ordre P,, déduit de P.
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 BxemE1e
n=3,p=3 et P=[1¢2c3
P1 s'écrit : [1, 3]
’
[1, 2] [2, 3]
. 3x2

H1 est donc 1'hyperpavé a composantes, chacune variant

de 1 a p-1.

A chaque sommet de H, correspond
le type d'une chaine respectant P.

Un sommet est donc un triplet :

(1, 21, 11, 31, (2, 31)

Les 5 chaines associées aux 5 types de @(P1) sont :

Type (111 (121) (122) (221) (222)

000 000 000 000 000
Chatne 001 001 001 001 001
associée | 011 011 . 002 011 002

\ 11 Loz 012 012 012 ]
112 112 112 022 022
122 122 122 122 122

222 222 222 222 222







CHAPITRE V

ETUDE DE DIVERS PROBLEMES RENCONTRES EN ANALYGE HTERARCHIQUE

Dans ce chapitre on reprend quelques problémes classiques
pour lesquels on propose des méthodes de résolution qui pour la
plupart ont €té programmées. Les programmes correspondants et les

exemples seront présentés dans le chapitve VI.

1. ANALYSE HIERARCHIQUE UNIDIMENSICNNELLE, PROBLEME DU CODACE ET

PROBI.EME DU SEUIL.

n
Soit Ly = {0, 1, ..., n;-1} et H= 1 L

Soit X un protocole, c'est-d-dire un ensemble de points
M de H , affectés d'un poids p(M), leur effectif. On note
X = {M; p(M)}. Le probléme est de déterminer, puis de construire,
la chaine qui "s'ajuste le mieux au protocole'. On utilisera *la
terminologie de chaine qui '"représente au mieux le protocole', qui

correspond plus 3 la méthode introduite ici.
la) Méthode
Habituellement, ([1], [18]) on définit une distance sur H

et on détermine la chaine qui minimise la somme des distances de

chaque point de X & la chaine, pondérées par 1'effectif du point.



Ici, aussi, il nous faut choisir une distance. Les 3 distances les
plus utilisées sont les suivantes (voir aussi dans [18]) que 1l'on

présente dans Li X Lj

a) d est la distance de Hamming définie par

soit M(m1,...,mi,...,mn) et M'(m'1,...,m' ...,m'n) deux

i’

points de H.
Cn pose

d(M,M") =

IS s

| m, - m’i[

i=1

b) d1 est une distance définie par

d1(M,M') =1 siM#M', O sinon.

c) dZ(M,M') est le nombre minimum d'arcs séparant M et M!

dans Liij complété en reliant tout couple de sommets (M, M') tels que

d(o, M) = d(0, M') L. A

et [d(M, M')= 2

Exemple (Fig. 1) \\\\ \\\\\pv
NINNL

d(P, P') = 4

dy(P,P') = 1 0 . L.
Fig 1

d,(P,P") = 2

On choisit pour toute la suite la distance de Hamming, car
c'est elle qui nous parait la plus justifiée au point de vue de
l'interprétation sociologique, en particulier la distance d, utilisée
dans ([ 18]) nous semble délicate & interpréter et la distance d1 cst

trop grossiére.



-V-3

Aprés le choix d'une distance, la deuxiéme &tape consiste

~

a affecter 3 tout point M de X, une pondé€ration t,

.
i

On a choisi t,, = I p(N).oy,
M NEX NM

ayy €St un coefficient qui est décroissant en fonction de d(M,N),

par exemple oM = —t . Nous nous servirons de cette valeur
d(M,N)+1
dans toute la suite. Si, pour la valeur N ! , le voisi-

d(M,N)+1
nage de M a un poids trop fort ou, au contraire, pas assez fort, il

conviendra de modifier oy €D conséquence. Ce choix dépendra de 1la

nature du questionnaire.

-

Intuitivement, le coefficient ty attaché a M, mesure
l1'intégration de M au protocole. On notera X' ={M; t(M)} et on
appellera pseudo-protocole ce nouveau protocole obtenu a partir de X.
Sur X', on définit un seuil en dessous duquel un point M sera considéré

comme ayant un poids ty négligeable.

L'intérét de définir un seuil sur X' et non sur X est de
permettre 1'élimination d'un point M isolé mais d'effectif non
négligeable, qui de toutes facons nuira 4 toute analyse hiérarchique
puisque aucune chalne compléte ne pourre passer par M, et inversement
le seuil sur X' n'élimineré pas un point M d'effectif faible mais

bien intégré au protocole, donc de poids t,, non négligeable.
P M gL1g

La pondération ty, peut s'écrire différemment en faisant
intervenir la notion de voisinage. Si on note Vﬁ 1'ensemble des

points de X & distance d de M et si on pose Card{Vg}= L4 p(N),
(AN

Vi
alors on a




Dans la pratique on se limitera a des valeurs de B faibles
par rapport a Z(ni—1). Le cas ol B = O revient 3 ne pas considérer
le voisinage et alors ty = Py- On est alors ramené au cas de la

distance dq, citée précédemment.

Exemple
I 13
: si B =0 pM=tM=3 et py = ty = 3
5 2 8 : = = o =
: si B 1 ty 6 et ty 3
.. '
4 3 4 si B =2 et le seuil choisi pour t est
! N_ . de 4, seul le point N sera d'effectif
2 2 3
negligeable.

Ayant défini une distance sur H et une pondération sur le
protocole, il ne reste qu'a définir le critére retenu : La chaine C
que 1'on choisit pour représenter X est celle qui maximise la

quantité z t

MEC M

1b) Algorithme

On ne retient pas ici 1'algorithme classique de recherche
d'un chemin de poids maximal pour des raisons de rapidité, de simplicit
et de méthode que 1'on développera dans le paragraphe suivant et au
chapitre VI. De méme on ne définit pas une chaine comme un eqsemﬁle
totalement ordonné par une relation d'ordre (voir chap. I) mais comme
v

un ensemble de points V \Y

93 +++» Vo vérifiant pour tout i<j<k

0’ " 1° 1

d(Vi, Vj) + d(Vj, Vk) = d(Vi, Vk).

On choisit parmi les i patrons du pseudo-protccole
X' = {M; t(M)} , les deux de poids les plus forts. On impose i la
chaine de passer par ces deux points qui forment les extrémités

provisoires de la chaine. Parmi les (k-2) patrons restants, on regarde

C1 - T atrmmr dAa s T T v Tarem Loond L o ot e P T S LR T
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Si oui, on le rajoute a la chaine qui comprend donc 3 points
et dont une des extrémités peut &tre le nouveau point; sinon on le
rejette et on recommence avec, parmi les (k-3) patrons restants celui
qui est de poids maximum. On s'arréte lorsqu'on a (n+1) patrons dans
la chaine ou lorsqu'on a épuisé tous les patrons du protocole. La

chaine peut donc ne pas étre compléte.

La chaine trouvée n'est pas nécessairement celle de poids
le plus fort construite 3 partir du protocole. Aussi on recherchera
plutdt par le méme algorithme, les =~ chaines passant par 2 des
x points de poids les plus forts. x, choisi de fagon @ ce que
raisonnablement, la meilleure chaine passe par au moins 2 des x points

retenus, a pris des valeurs comprises entre 5 et 10 dans nos exemples.

1c) Avantages et inconvénients de la méthode

Dans 1'algorithme classique de recherche d'une chaine de
poids optimal, on part de 1l'une des extrémités, VO’ de la chaine et
on construit pas 3 pas la chaine en choisissant & 1'étape 1 le point
a distance 1 de Vo qui optimise la somme de la quantité optimale de

1'étape 1-1 et de la quantité rajoutée par le point de 1'étape 1.

Ici c'est 1'algorithme lui méme qui, en construisant la
chaine, détermine ses extrémités et donc permet de résoudre le probléme
du codage, c'est-d-dire qui, en recodant certaines questions ‘perrot
a la chalne trouvée d'€tre un sous-treillis de H. Dans ces conditions
on est obligé de vérifier que sur la chalne toute question i, i = 1,...

varie de O a ni-1 ou de ni—1 a 0. Pour cela il suffit de vérifier que

~

. eme PR -
la 1 composante des extrémités de la chaine est 0 ou ni—1, et ce,

pour tout i = 1, 2, ..., n.

On recode ensuite toutes les questions qui varient de ni—1

a 0 en posant pour 0 < m ¢ ni~1 :m' o= (ni—1) - m. Toute chalne retenue
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se raméne ainsi a4 une chalne variant du point (0, O, ..., O) au point
(n1-1, n2—1,...,nn-1). En algébre de Boole toute chaine respecte 1la
condition sur les composantes des extrémités et il suffit de complé-

menter (0 <—> 1) les questions variant de 1 & O (voir chapitre VI).

L'algorithme propos¢ permet de plus la construction de
plusieurs chaines d'extrémités diverses qui donnent une idée précise
sur la forme du protocole. Il accepte, enfin, des chalnes incomplétes
c'est-3-dire qu'une chaine peut €tre constituée de 1 points, avec

2 <1<z (ni—T) + 1

2. ANALYSE HIERARCHIQUE MULTIDIMENSIONNELLE.

Soit ¥ = {M; p(M)} un protocole et X' = {M; t(M)}, le pseudo-
protocole associé. Le probléme est de recouvrir X' par un certain
nombre de chaines Ci’ En pratique la famille de chaines que 1'on

cherchera a construire ici, vérifiera les deux conditions suivantes

(1) Pour tout M de X' tel que ty » to (seuil a fixer), il

existe au moins une chalne passant par M.

(2) Soit S la somme des effectifs des points recouverts par

les diverses chaines. Alors on doit avoir

S>p.( ¢ tM) , 0 < B <1 a fixer.
Mex!
2a) Méthode
Dans une premiére étape on détermine les extrémités A et B
des chaines qui recouvriront le protocole. Cette détermination est
effecpuée en observant les extrémités des chaines de poids maximal

construites par l'algorithme du paragraphe 1b. Ensuite nous construison:



d 1'aide du méme algorithme la chaine de poids maximum passant par

A, B et M1, point de poids maximum dans X" qui est le pseudo-protocole
X' privé de A et B. Puis nous construisons la chaine passant par

A, B et MZ’ point de poids maximum dans {X"—M1} et ainsi de suite
jusqu'a la chalne passant par M;. 1 est déterminé en fonction des
effectifs des points de X de facon 2 cé que les conditions (1) et (2)

soient vérifiées.

Remargues

En cas de points de poids égaux, on pourra faire intervenir
un voisinage plus vaste permettant d'attribuer 3 ces points un poids
différent. Si malgré cela le poids reste le méme pour plusieurs points,
on pourra construire les chaines reliant les deux plles et passant par
chacun des points de poids &gaux pris dans un ordre arbitraire et

s'arréter quand la condition (2) sera satisfaite.

On pourra évidemment trouver plusieurs chaines identiques.

2b) Méthode classique

Cette méthode est présentée dans [ (18)].

Soit A = (0,...,0) et B = (n1, Nyy een, nn) les extrémités
choisies arbitrairement pour les chafnes. Sur H on définit la relation

d'ordre : .

M(m1,..., mn) < P(p1,...,pn)<==> Vi, m. < Py
Soit'{F1, F,, ..., F,} une partie libre maximale pour cette
relation d'ordre, formée d'éléments de X. Pour tout F, de la partie

libre on recherche une chaine Ci passant par A, B et F;.



2c) Conclusion

La recherche d'une partie libr< maximale nuit au rendement
de la deuxieéme méthode. La premiére méthode implique la recherche d'un
nombre élevé de chaines. Nous verrons au chapitre VI des temps de
recherche de chaines en algébre de Boole sur IBM 370/168 ol 5 3 6
secondes suffisent pour trouver une cinquantaine de chaines avec

10 questions dans un protocole de 120 patrons.

3. ELIMINATION DE QUESTIONS.

Un probléme que 1l'on rencontre assez souvent en analyse
hierarchique, est 1'élimination de questions. Par exemple ce probléme
se pose si le nombre de patrons d'un protocole est faible par rapport:
au nombre de points de H. Alors, sauf si le protocole est fortement
hierarchisé, il sera difficile de représenter ce protocole par des
modéles ordonnés. On cherchera, dans ces conditions, & éliminer des
questions suivant divers critéres et on projettera le protocole dans
le sous-ensemble de H formé par les questions restantes. Dans nos
~exemples (chapitre VI) on utilise certains critéres classiques
introduits par Matalon ([ 19] p.47-49), comme par exemple 1'élimina-

tion des questions non discriminantes.

En outre, on définit deux indices, 3 partir des tris croisés
des questions 2 4 2 pour déterminer les questions qui nuisent le plus

a la hi€rarchisation du protocole.

1 : Premiére méthode

Les tris croisés se présentent sous la forme suivante



N\ 0 1
J

O ni'j.| nij| -
1 ni'j nij

Pour chaque question q) nous calculons la valeur

n
K(qk) = 121 min(nlk! ’ nl'k)

1#k

K(qk)‘indique le nombre minimum de désaccords qu'il y aura
pour n'importe quel ordre, si on conserve la question qy - Les questions
d enlever sont donc celles pour lesquelles la valeur K(qk) est la

plus élevée.

2 : Pour la deuxiémevméthode, on calcule 1'indice L(qk) de

la méthode "Estimation d'une position relative" ([12], p.48).

L (qk) =

oS

1=1. 1

1#k 1#k ‘ e

Les questions dont la valeur L(qk) est positive et élevée
sont les questions qui impliquent nettement les autres. Les questions
dont la valeur L(q) est négative et €levée sont celles qui sont
nettement impliquées par les autres. Les questions pour lesquelles
- 1'indice L(qk) est voisin de O, sont les questions qui n'ont pas une
place forte dans la hiérarchie. C'est elles que nous enléverons en

premier.
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Exemple : de M. Maurice repris par Degenne (71, p.68)

sur le syndicalisme des cadres.

On obtient pour K et L

K | 150 | 192 | 207 | 278|239 | 194

L |-435 [-231 |-189 | -105 | 351 609

K est maximum pour la question d, et L est minimum en
valeur absolue pour d. C'est d qu'on enlévera en premier. Degenne

arrive au méme résultat.

Remarque

Les questions enlevées par ces deux méthodes différent,
en théorie. Celles qui sont sélectionnées par la premicére méthode
sont les questions qui perturbent le plus; les questions €liminées

par la deuxiéme méthode sont celles qui n'apportent rien de net.

On peut remarquer tout de méme que si une question k a une
place nette daﬁs la hiérarchie, alors on a forcément'nlk, ou ng
qui est voisin de zéro, quel que soit 1, et donc K(qk) ~ 0. La
réciproque n'est pas vraie. On peut trés bien avoir Ktqk) N0 et
L(qk) v 0 : cecl est vérifié pour les questions qui sont nettement
impliquées par un certain nombre de questions et qui impliquent

nettement un méme nombre d'autres questicns.

Ces deux méthodes d'élimination de questionsont été

programmées. Ncus y reviendrons au chapitre VI.
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4. MESURE D'UNE PREFERENCE. THEORIE DES FACETTES.

Soit deux produits A et B, chacun noté de O 3 p-1 par une
population. Un patron de réponse est donc un couple (a,B8), a note
pour A, B note pour B. Si on veut avoir une bonne idée de 1la
structure des comportements de la population, on projettera dané
{0, 1, «.., p-1} x {0, 1, ..., p-1} oli 1'interprétation sera
immédiate. En particulier si on ajuste le protocole par une chafne,

1'étude du type de la chaine aidera 3 1'interprétation.

Si |A-B]| n 0 les deux produits sont considérés comme
€quivalents (voir plus en détail aux chapitres III, IV). Si A 3 B
et A-B ~ 0 , le produit A sera faiblement préféré au produit B(Fig.1),
alors que si A > B et A-B grand, alors la préférence sera grande

pour le produit A (fig.2).

AN A 4
p-1 p-To—e
00 —>3 00 B
p‘1 p-T s
Fig. 1 Fig. 2

La production de ces '"tris croisés" permettra d'éliminer
certaines questions dans la théorie des facettes.([19], p.59;62);
par exemple pour le protocole de la figure 2 on éliminera des
questions complémentaires du type "Resteriez-vous fid&le au produit A

s'il augmentait de x francs ou si B baissait de x francs m,



-V-12

dans lesquelles x est petit, alors que dans le cas de la figure 1

au contraire on choisira x petit.

5. VOISINAGE D'UNE CHAINE COMPLETE.

Définition :

Soit C = {V V. V_} wune chalne compléte.

O’ ¢ o 0 g 1’ LY p

On appelle voisinage de C et on note V(C), le sous-ensemble

de H défini par : V(C) = {MEH/] vV, €C et d(M, Vi) = 1}.

5a) Effectif du voisinage en algébre de Boole

Propriété : En algébre de Boole on a card(V(C)) = n(n-1)+2,

ol n est la dimension de 1'hypercube booléen H.

Démonstration : La propriété est vraie pour n = 2.

Supposons la propriété vraie pour n-1.

On a alors card(V(C)) = (n-1)(n-2) + 2. On considére

que les n points de la chalne sont dans une moitié d'un n-cube,

5 i éme P ~ P .
celle ou, par exemple, la n' composante est égale a z€éro. Soit

Xy Xy ... X, 4 un point de la chaine. On 1'écrira donc X1 Xy eee X4

A ce point on peut associer son voisin Xq X5 ... x4 1. On a donc

n voisins dont 1 est le (n+1)'°M€ point de la chaine. Ce point a-

n voisins dont 2 ont déja été comptés (le nteme point de la chairs

et un voisin du (n—1)leme point). On a donc

card(V(C))

(n-1) (n-2) + 2 + n + (n-2)

(n-1) (n-2) + 2 (n-1) + 2

n

n (n-1) + 2
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Construisons le tableau donnant les valeurs

card(V(C)) ot r, = n + 1

21 Y

représentant le rapport entre le cardinal du voisinage d'une chaine
et le cardinal de H d'une part, et le rapport entre le cardinal d'une

chaine et le cardinal de H d'autre part.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ?
n+1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2" 4 8 16 32 64 |128 56 [512 (1024 |
Card(V(C)) 8 | 14 22 | 32 | 44 |58 |74 92
r, 1 {0,875|0,69 | 0,5 0,34 9,236 0,145 0,0915
T, 0,75| 0,5 0,31 |0,189| 0,11[0,06250,035 0,02 p,011

On a r,(10) = 0,0915 et r,(6) = 0,11,

I1 nous parait donc aussi justifié de parler d'une chaine
et de ses voisins avec 10 questions, que de parler d'une chaine
seule avec moins de 6 questions. En fait, on parlera de voisinage
a partir de 7 ou 8 questions et cette notion de voisinage sefa
d'autant plus justifiée qu'on se rapprochera d'un espace isotrope
dans lequel un point et ses voisins ne différeront que dans une faible

mesure, et seront assimilables & une attitude commune.
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5b) Effectif du voisinage dans un produit direct d'ordres

totaux quelconques.

Définition : On dit qu'une chalne change de direction si, sur

la chalne, aprés qu'une composante i ait varié, c'est une composante
j, j#i, qui varie.

Alors qu'en algébre de Boole le cardinal du voisinage d'une
chaine ne dépendait pas de la chaine, il n'en est plus de méme ici.
Rapidement, et d'une maniére intuitive, une chaine d'effectif mirimum
se trouvera sur les arétes de 1'hyperpavé ou aura des degrés
d'imbrication (chapitre IV) minimum, c'est-a-dire que la chalne change
de direction un nombre maximum de fois. Inversement une chaine de
voisinage maximum s'éloignera au plus vite des faces de 1'hyperpavé,
puls dans 1l'hyperpavé, elle aura des degrés dfimbrication maximum

pour tout couple de composantes. On ne peut donc donner que des bornes.

1]
(g8

Pour n 2p - 3 g card (V(C)) < 4p - 9

1]
(O]

Pour n 6p - 8 £ card (V(C)) £ 2(6p-11) etc...

Ces,résultats partiels sont néanmoins nécessaires pour
card (V(C))

card(H)
d'une enquéte.

calculer et justifier 1'utilisation du voisinage lors




CHAPITRE VI

APPLICATIONS : PROGRAMMES ET EXEMPLES D'UTILISATION

1. Programmes

2. Exemples

1. PROGRAMMES.

Nous avons été améné,vlors de 1'étude de nos exemples,
d rédiger de nombreux programmes représentant un millier d'ins-
tructions environ. Le matériel disponible nous a imposé& 1'usage
du FORTRAN. Certains de ces programmes sont classiques : produc-
tion de tris croisés des‘questions 2 a 2, calcul et impression
de divers coefficients d'ajustement du protocole au modéle ([22])

etc...; Nous n'y reviendrons pas ici.

Nous présentons briévement les autres programmes : tous
~sont rédigés sous forme de sous-programmes et sont disponibles.
Nous donnons au cours de ce chapitre des extraits de listings
utilisés dans 1'étude des exemples et illustrant le travail

effectué par les programmes.
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1.1 : PPNDER : sous-programme de pondératibn~

Le sous-programme P@PNDER (ALPHA, BETA) calcule pour

o 8 card'{V&}
chaque point, ou patron, M : TM = %
< 1=

et ne retient
0 1+1

que les points pour lesquels TM est supérieur ou égal a ALPHA.
Ce programme, comme tous les suivants, utilise la fonction D(I, J)

qui calcule la distance de Hamming séparant les deux points I et J.

1.2 : V¢ISIN.: effectif du voisinage

Le sous-programme VPISIN dresse pour chacun des points
du protocole la liste de ses voisins (distance de Hamming égale
a8 1) avec les divers effectifs. Ce sous-programme peut &tre soit

appliqué sur’' X, soit sur X' (notations chapitre V).

1.3 : ELIMIN : Elimination de questions

Les deux coefficients utilisés pour déterminer quelles
questions enlever en priorité, ont été présentés au chapitre V.

Le programme correspondant ne présente aucune difficulté.

1.4 : DIK@TQP : dichotomisation des données

Le probléme de la dichotomisation des données s'est

rencontré lors des &tudes de cas biologiques. Lorsqué nous avions
.

une variable & dichotomiser, un poids par exemple, nous avons
tracé 1'histogramme des poids pour toute la population, ce qui
permet par exemple de voir 1'existence de deux sous-populations
et donc de '"couper" entre ces deux sous-populations. Lorsqu'il
n'existe pas deux sous-populations nettes, nous avons dichotomisé,

a 1'aide du sous-programme DIKOTO, suivant la moyenne de la médiane.-
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Dans nos exemples les résultats €tant sensiblement les mémes, nous

nous en sommes tenus a4 la moyenne.

Remarque :
On peut noter que si la moyenne est proche du mode, ce
qui est souvent le cas dans les exémples biologiques pour la plupart
de type gaussien, la présence de quelques poids aberrants va modifie
la moyenne et entrainer un codagé qui peut €tre assez différent de
celui obtenu sans ces poids aberrants. Il semble prudent avant
d'analyser un protocole, de vérifier que celui-ci est stable,
c'est-3-dire qu'il n'est pas profondément modifié par une variation
minime du paramétre (moyenne ou médiane) servant 3 la dichotomisa-
tion des variébles.

1.5 : Contrdle des variables (non programmé)

En vue d'éliminer un maximum d'erreurs de mesure lorsqu'on
est en présence d'une variable continue pour laquelle on a ramené
le domaine de variation de O 3 100,il nous a paru intéressant de
couper ce domaine en trois classes : [0,25], 125, 751, 175, 100] ,
ou {0, 33, 66, 100] , et de ne retenir dans un premier temps
comme points du protocole, que ceux dont tout®s les coordonndes
ont un caractére fortemént marqué appartenant 3 une des deux classes

extrémes. En d'autres termes; cela revient 3 déterminer autour de

la moyenne ou de la médiane, une zone considérée comme floue (r131).

Dans un deuxiéme temps on essaie de structurer ces points
forts. Si cela ne donne rien on s'arr&te; sinon on essaiera d'étoffe:
le protocole obtenu en rajoutant # ces points forts des points

"voisins'" ayant une ou plusieurs composantes floues.
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Chaque composante se trouve scindée en trois classes

notées 0,1 et 2, les regroupements possibles &€tant

0 1 2
oui oui NON
oui oui oui
NON oui oui

Par exemple, le point 2012 peut €tre regroupé avec 2002
ou 2022. On essaiera d'é€liminer ces ambiguités en commencgant

par rajouter des voisins aux points d'effectifs les plus élevés.

1.6 : GROUPE : regroupement des données

Si le nombre de patrons différents d'un protocole est
€levé,on peut douter 3 priori de la précision qu'il y a 3 représenter
ce protocole par une chaine. Si toutefois on essaie, il semble
opportun dans un premier temps de regrouper le protocole et de
structurer le nouveau ﬁrotocole obtenu. Ce probléme s'est poéé

lors de 1'é€tude des cas biologiques (paragraphe 2.2).

Soit N le nombre de questions ou composantes et KA le
nombre de points au départ. Les données initiales, des poids d'organes
ici, sont stockées dans le tableau VINIT; chaque composante est
dichotomisée suivant la moyenne; soit V le tableau obtenu par

“dichotomisation 2 partir de VINIT. Dans V et VINIT, chaque ligne
représente un point. Au départ tous les points ont un effectif

égal a 1. Apreés le regroupement on note NN(K) 1'effectif du point

d'indice K.



Considérons le point d'indice L défini par V(L, I),
I =13N et NN(L). Essayons de lui rattacher le point défini
par V(J, 1), I = 1 a N, d'effectif égal a 1. Si pour chaque
composante I pour laquelle V(L, I) est différent de V(J, I) on
a au moins VINIT(L, I) ou ViNIT(J, I) qui est proche (a définir)
de la moyenne de 1la Iéme composante notée AM@PY(I), on regroupera
ces déux points en un troisiéme, noté VO(I), I = 1 a N, d'effectif

NN(L)+1, défini par :

si NN(L).|VINIT(L,I)-AM@Y(I)|>|VINIT(J,I )-AM@Y(I) |

alors VO(I) V(L, I)

sinon VO(I) Vg, I)

(on choisit comme résultante la composante ayant la valeur,

pondérée par l'effectif, la plus éloignée de la moyenne).
VINIT(L, I) prend alors la valeur

VINIT(L,I) = (NN(L)*VINIT(L,I) + VINIT(J,I))/(NN(L)+1)

ou 1 représente NN(J).

La composante VINIT(L, I) sera considérée comme '"proche"

& .
de la moyenne de la I me composante si

I[VINIT(L, 1) - AM@Y ()| ¢ —LS-AMPY(I)
100

s

ol IS est une constante que 1l'on a fait varier dans nos exemples

entre 1 et 10. Ceci revient 3 considérer une z6ne floue d'ampli-
2.1S.AMBY (1)
100

tude

autour de la moyenne AM@Y(I).

Organigramme succinct du programme : page suivante

Notation : IMAX est le nombre de patrons différents

aprés regroupement.
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non

est-il proche de

oui [VINIT(L,T)ou VINIﬂJ,?)

MAY (1) 2

I=1+1

oui

On regroupe les points
d'indices L et J.On
reinitialise V(L,I)et
VINIT(L,I),I=1 & N

et NN(L) = NN(L) + 1

Nnon

L=L+1
I

L > IMAX )_Ion

oui

On rajoute le point
d'indice J aux
IMAX points déja
conservés
IMAX=IMAX+1
NN(IMAX) = 1

J >

KA

J = J+1 ‘

oui

impressions

|
[ IS=IS+1
l

(1s > 10)-ou
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1.7 : PRPJET : projection du protocole dans les 3-cubes

Soit Q = {q1,...,qn} un ensemble de questions dichotomiques
et P un protocole; Les tris.croisés de questions 2 & 2 sont & la
base de nombreuses méthodes pour mettre en évidence les implications
entre.questions. Si la recherche de 1'effectif d'une chalne associée
da n'importe quel ordre total est vite impossible ([12]). on peut,

[

par contre, jusqu'a des valeurs assez €levées de n, projetter le

protocole dans tout 3-cube q; X qj X qp, et en déduire la meilleure
chaine et son effectif. Ces projections complétent les projections
dans les 2-cubes que sont les tris croisés 2 a4 2 et donnent des

précisions sur les implications qui formeront le modéle ordonné

représentatif du protocole.

1.8 : FACE : Recherche de faces

Définition

(conyi+t, o, j+1,..

On appelle face

D(eeyiyunny

accolée a4 un protocole P, (voo,i*l, ..., B
j j+1,...)

J,l'.)
1'ensemble formé par quatre
points, A, B, C, D, de la R B R
forme suivante

ol A, B et C appartiennent & P. On a dfA, B) = d(B, C) = 1

On rajoute a8 P le point D tel que d(A, D) = d(C, D) = 1.

Le sous-programme FACE recherche toutes les faces que
1'on peut accoller 3 un mod&le, chaine ou tresse, et recommence
cette recherche sur la figure obtenue. Ceci permet d'étudier le
voisinage d'un modéle et d'en déduire comment ce modéle s'intégre
au protocole. Notbns qu'a partir d'un sous-treillis, la figure

obtenue n'es* pas forcément un sous-treillis.
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1.9 : CHAINE : recherche de chalnes dans un protocole.

Probléme du codage

Ce programme recherche, en premier lieu, les meilleures
chalnes du protocole au point de vue de 1l'effectif. Ces chalnes
sont formées de p points, 2 ¢ p < n+1, le programme admettant
l'existence de chalnes incomplétes. Aprés avoir effectué un codage
dichotomique & priori des réponses, par diverses méthodes spécifi-
qués de chaque utilisateur, le programme recode les questions de
telle facon que les chaines trouvées soient des sous—tréillis de H,
ce qui revient 3 resuspendre H par une des extrémités de la chaine.
‘L'ordre et le codage sont alors imprimés, ainsi que le

""'scalogramme parfait'" qui en résulte.

- Nous avons présenté la méthode au chapitre V. Nous ne
donnons ici que 1l'algorithme du traitement d'un point, déterminant

~

si ce point peut &tre rajouté 3d la chaine incompl&te déja construite.

Notations : IQRI désigne 1l'origine actuelle de la chalne,
IEXT son extrémité. KVPRIM désigne le nouveau point examiné, N est
le nombre de questions. ACHEVE est le sous-programme qui resuspend
la chaine par une de ses extrémités, imprime le scalogramme et
1'ordre -ou préordre- obtenu. Si une question Q(I) a &té recodée,

elle apparait dans 1l'ordre imprimé sous la forme N@N Q(I). *
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Choix d'un nouveau point

IDOK = D(IORI,KVPRIM)

IDKE = D(KVPRIM, TEXT)

IDPE = D(TORI,TEXT)

oul {: IDOK + IDKE = IDOE non
. . oui non
Soit A et B les 2 voij . - - ;}.
sins de KVPRIM dans | TDOK + IDOE =IDKS
la chaine
ouil o
lonf D(IORT,A)+D (A, KVPRIMIORT,KVPRIM) oui IDKE +IDOE = IDOK
D(IORT, KVPRIM+D (KVPRIM, B=D (IORI,B)
Extrémités inchan- TEXT inchangé JORI inchangé
bées oninsére KVPRIM IORT = KVPRIM TEXT = KVPRIM
| >
KVPRIM = KVPRIM+1

non  (yyprom > N o+ 1 ) Oul
. J

CALL ACHEVE

Ce sous-programme CHAINE est formé de 6 sous-programmes.
I1 comporte 300 instructions, a une durée d'occupation CPU d'une
douzaine de secondes sur un IBM 370/168. Il occupe en moyenne

38 K octets en ex€cution dans nos exemples. On trouvera la liste

Aderc Tnc+FriicettAane Aa CITATNDG A4 AdSvrmance ~rAamimd v mnmd e darme F 448353
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Exemple : "Le syndicalisme des cadres" ([ 7], p.68)

Le questionnaire comporte 6 questions : a, b, c, d, e, f.
A. Degenne écrit dans ([ 7]) & propos de cette enquéte : "On constate
sur le graphe une assez grénde dispersion conduisant a me%tre en
doute d'emblée le bien-fondé d'une €chelle de Guttman a partir de

tels résultats. Si toutefois nous tentons 1'expérience, a titre

d'exemple, nous sommes conduits 3 retenir l'ordre a > b>c>d>e > ",

La chaine correspondant a cet ordre est trouvée par notre
programme. Elle regroupe 133 personnes sur 355. Le programme donne
en outre de nombreuses chaines d'effectif plus fort, le maximum
étant de 156 obtenu par 2 chaines. (On reproduit page suivante
un extrait du listing donnant une de ces chalnes et montrant le

travail de ACHEVE sur les chafines.)

L'ordre imprimé est 6 -—> NON 4 —> §5 — 3 — 2 — 1 ,

ce qui signifie que la question 4 a été recodée (1, 2, 3, 4, 5 et 6

désignent les questions a, b, c, d, e et f).

Cet exemple montre que le fait de recoder certaines
questions peut améliorer une analyse hiérarchique. On passe, ici,

d'une chaine regroupant 133 personnes, 4 une chaine qui en regroupe

156.
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2. EXEMPLES.

2.1 : Exemple sociologique

Cet exemple nous a &€té proposé par R. ESTABLET, sociologue.
Nous ne présentons ici que 1'analyse quantitative des résultats. Les
problémes posés par 1'élaboration des questions, le codage des
réponses et l'interprétation sociologique des résultats se trouvent

dans ([8}]).

Le théme de 1'enquéte est 1l'cnseignement du frangais 2
1'école €lémentaire. En ce domaine, les enseignants se trouvent
placés dans une situation-charniére dans la mesure ol beaucoup
ont pratiqué leur enseignement sous le régime des Instructions
Officielles (désormais I.0.) de 1938 ec se voient maintenant
confrontés aux I.0. préparées dans le Plan Rouchette mis en

vigueur en 1973-1974.

Le but de 1'enquéte est de déterminer si, dans leurs
pratiques et leurs opinions, les instituteurs de Tours sont plus

preés du texte de 1938 ou de celui de 1972.

Sur les 190 instituteurs de l'agglomération tourangelle
interrogés, 146 ont répondu trés soigneusement. On peut noter que
ces 146 instituteurs sont représentatifs de 1'ensemble des , |
instituteurs par leur age, leur sexe et leur catégorie socio-

professionnelle d'origine.

A tous ces instituteurs nous avons remis un questionnaire
rigoureusement anonyme, que nous avons construit en fonction de la
problématique exposée plus haut, mais sans faire mention de la

dualité entre I.0. de 1938 et de 1972.
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De ce document nous avons extrait 10 questions particu-
liérement pertinentes dont nous résumons 1'énoncé dans le tableau
de 1la figﬁre 1, page suivante. Pour chacune des dix questions
ouvertes nous avons appliqué des consignes de codage strictes

et explicites que nous ne pouvons rappeler ici.

Le tableau de la figure 1 permet de préordonner totalement

les questions : 4 —~>©—-—> 1 —> 6 —> 8 ——>-——>©..

C. Flament dans ([ 10]) considére aussi le préordre obtenu
de cette facon. Le fait que les pourcentages de novateurs varient
beaucoup (de 18 a 63 %) est une condition nécessaire au bon

rendement d'une analyse hiérarchique.

Recherche des chaines

La meilleure chaine possible regrouperait les 11 patrons
d'effectifs les plus élevés; soit 27 instituteurs (27/146 = 0,175)
ainsi, 1l est impossible d'avoir une chaine représentative avec
un tel type de protocole ol les instituteurs ne se regroupent pas
et restent dispersés sur 116 patrons. La meilleure chaine obtenue

est constituée des 10 points suivants avec leurs effectifs entrec

parenthéées .
0001000000 (M
0001100000 (M
0101100000 (2)
1101100000 (4)
1101110000 (2) Codage :
1101110010 (2) ‘ O : novateur

1101110110 (1) 1 : conservateur
19A1110111 93 '
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AUX 10 QUESTIONS PRISES UNE A UNE

Fig. 1
Pourcentége d'instituteurs
ayant une pratique ou ayant une pratique ou
une opinion tradition- fune opinion.novatrice
nelle (1938) (proche de 1'esprit
- Rouchette)
1.-Importance de 1la
correction comme
(opinion) objectif de 1'en- 60 40
seignement du
francgais
- ' 2.-Utilisation des
documents fournis
(pratique) par les éléves 79 21
dans la prépara-
tion des cours
3.-Importance dJe
l'orthographe dans
(opinion) 1la hiérarchie des 37 63
' disciplines du - '
francgais
4.-Utilisation de
. 1'autodictée dans
(pratique) l'enseignement de 82 18
1'orthographe
5.-Explication de
.. 1'échec actuel
(opinion) de 1'enseignement 78 22
du francgais
6.-Travail en commun
(pratique) a plusieurs insti-
58 42
tuteurs
7.-Seuhait du travail
(opinion) en équipe 37 63
8.-Connaissance du
(pratique) plan Rouchette 45 55
9.-Utilisation de 1la pu-
(pratique) nition comme sanction 39 61

du travail




qui représentent 20 instituteurs soit 13,7 %
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)

de la population, ce

qui est négligeable. L'ordre associé est

4 —> 5 —> 2 —> 1 —> 6 —~

On remarque de suite que cette chaine ne
10 patrons au lieu de 11, car toutes les questions
(O et 1) sauf une, la question 4 qui vaut toujours 1

question, seuls

146-119
146

= 17,5 %

ay n'est pas discriminante.

des instituteurs

9 —> 8 —> 10 —> 7 —> 3

comprend que
prennent 2 valeurs
sur cette

sont novateurs

L'effectif de chaque patron étant trés faible, on lui

ajoute 1l'effectif des 10 patrons voisins, c'est-a-dire, ceux qui

ne différent du premier que par une seule composante, les 9 autres

€tant identiques. Ceci n'est possible que parce que le nombre de

questions est élevé et que le fait de ne diverger que sur une
question par rapport 3 un patron de référence, représente une
certaine attitude commune.

La chaine et son voisinage représente A7 . 32 % de

146

la

population. A cOté de cette chaine principale, on trouve quatre

autres chaines, proches de la premiére, l'ensemble de ces cing

chalne conduisant au modéle suivant

0001000000 (1)
(1m

(2)

0001100000 0001010000 (1)

0101100000 0001110000 (2)

\
\ //

0101100100 (3) 1101100000 (4) 1001110000 (1)
1101100100 (1)’/////1101110000 (2)
1101100101  (2) 1101110010 (2)
1101100111 (1) 1101110110 @D
\\\\\\1101110111 (2)

1101111111 ()
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Ce modéle représente 31 instituteurs et son voisinage 39,

soit 70 en tout, correspondant 3 un pourcentage de 48 $%.

Les implications communes 2 ces 5 chalnes donnent le

préordre
4 —> 5§ ——>()—~» 7 —>3 (D

En conclusion, de par 1l'effectif trés faible de chaque
patron, on ne peut retenir valablement un modéle formé 3 partir de

chalnes.

Nous allons essayer d'é€liminer des questions 3 1l'aide

des deux indices K(qk) et L(qk) définis au chapitre V. On obtient

K(qk) 1841 116( 176| 125| 118 189| 163| 189| 187| 189

L(qk) -62|-342| 268|-382|-332| -32| 268| 148| 238| 228

Le préordre déterminé par L(qk) est .

8 —> 9_>@

Nous sommes conduits & éliminer les questions 6,1, 10,8

4 —> 2 ——> 5 —> 1 —>6 —> 10 —

v

et 9.

Nous allons €tudier diverses projections sur les questions

restantes
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a) Projection sur les questions (2, 3, 4, 5 et 7)

4 chaines ont un effectif élevé, qui conduisent 3 retenir

le modele de la figure 2

00000 (2)
00100(7) 0000(9)
10100(8) 00710(8) - 1000(11) 0010(9)
_10110(29) , 1010(34)
11110(19) 10111(15) 1110(20) 1011(22)
11111(18) 1111(21)
Fig. 2 ' Fig. 3

Ce modeéle représenfe 106 instituteurs sur 146-15 (on peut
enlever 15 patrons isolés) soit 81 %. Il est clair qﬁe la question 4
n'apporte rien et que le patron 00000 est d'effectif tré&s faible df
au fait que seuls 17,5 % de la population sont novateurs en 4. On

projette donc e modéle sur 2, 3, 5, 7 (figure 3).

Le préordre associé est :




-VI-18

Le modéle obtenu représente 126 patrons sur 146-10 soit
93 4. Calculons le coefficient C, ou coefficient d'implication du

modéle

C = 273 - 31 _ 90 3

273

pour une largeur 1 = 0,33 ([7]). Outre ces résultats il convient
de signaler que la chaine d'effectif maximal obtenu avec 10 questions

se projette sur ces modéles.

b) Projection sur (1, 2, 3, 5, 7)

200000 (6)

'00010(7) 01000 (6)
01010 (14)
4 1100(20)
11011(16) » 11110(14)
" 11111(14)
Le préordre associé est (Z:E} :CZD —{7,3

Le mod&le représente 97 instituteurs sur 146-18 s?it'76 5.
I1 faut remarcuer,comme pour tous les pourcentages, que leurs
faiblesses relatives est dfie au fait qu'il y a peu de novateurs
et donc les effectifs des modéles sont faibles au voisinage du

patron 000 ... 00.

Etude de 2 groupes de questions : (2, 4, 5) et (3, 7, 10).

- Nous confondons chaque groupe de questions avec une nouvelle

question qui prend la valeur prise par la majorité des questions du
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instituteurs, un seul (1000111001) n'é€tant pas en accord avec le

groupe. Le modéle représente 131/132
modeéle -donc implication trés forte au niveau de ces 2 groupes de

questions-~.

—— e —-o-

On peut noter que le modéle sur{Z, 3, 5, Z}s'écrit, en

notant x une réponse positive a Ays Y a Az, Z a qc et t a 44
f=y"t" + xz

Chaque mondme s'interpréte alors comme une opinion commune
(pour les questions qui ne varient pas sur le mondme), le reste étant
laissé au choix de chacun. f' = x'y+x't+z'y+z't donne les implications
Pour le modéle sur {1, 2, 3, 5, 7}, on peut écrire f en notant

chaque question comme précédemment et u pour q1

f=u'y't' + xy' zt' + uxz

Un des intér@ts d'une analyse hiérarchique avec ce type
de questionnaires, est 1l'interprétation du mod&le ordonné, chaine
ou tresse, sous forme de 'courant social'" allant, dans notre exemple,

de la tradition vers la novation.

Cette analyse permet de plus de définir les €tapes
importantes dans ce courant : par exemple on réfléchira utilement
d la place qu'occupe la mise en cause de l'orthographe comme
discipline primordiale puisqu'aucune démarche pédagogique novatrice

ne peut &tre entreprise qui n'implique pas celle-13.

Notons encore que dans ([8]) nous avons étudié, en fonctior

du sexe, de 1'dge et de la catégorie socio-professionnelle d'origine,
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quels sont les instituteurs qui se retrouvent sur les 3 modéles

étudiés ici.

2.2 : Exemples biologigues

Cette étude comporte 3 générations de 139, 141 et 111
cailles, dont on a pour chacune, le poids total et le poids de
6 organes. La deuxidme génération est obtenue par croisements &
partir de la 1ere génération et la troisieme par croisements a
pértir de la deuxiéme. Nous ‘présentons rapidement 1'étude de 1o
premidre génération; notons que si les résultats de la deuxiéme
génération sont différents de ceux de la génération parente, par
contre les rééultats de la troisiéme génération sont identiques

d ceux de la premiére.

Etude _de_la_premiére_génération : les poids sont
dichotomisés suivant leur moyennev(O pour les poids légers,

1 pour les lourds). En étudiant combien de cailles ont 7 ou 6
ou ... ou z&ro poids lourds, on s'apercoit que 1l'on a en fait
deux sous-populations de cailles "réguliéres'" : une formée de
cailles lourdes (6 ou 7 organes au-dessus de la moyenne) et

une formée de cailles 1égéres (6 ou 7 organes en-dessous de la
moyenne), ces deux sous-populations étant reliées par quelques
patrons d'effectifs non négligeables. Ceci est confirmé par 1e$
résultats du programme CHAINE qui construit, entre autres, les

deux chaines suivantes qui sont celles d'effectif le plus

élevé
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1110111
1110011
1100011
1000011
0000011
0000010
0000000

0001000

(7)
()
(5
(5)
(5)
(3)
(9)
(5)

2

1100011
1000011
0000011
0000010
0000000
0001000
0001100
0011100

(5)
(5)
(5)
(3),
(9)
(5)
(5)

(3)

Alors que la chaine C1 relie les poids forts aux

poids faiblés, la chaine C2 est, elle, située dans les poids

légers; en étudiant les voisinages des patrons du 7-cube, on

s'apergoit que le patron ayant k zéros dans son écriture

(0O < k £7), Jont le voisinage est le plus élevé, est quel

que soit k > O, un point de C1 (fig. 1). On s'intéressera

donc a C1 qui, bien qué d'effectif faiblé, semble bien intégrée

au protocole.

Nombre de zéros Patron de voisinage 1le Effectif du
- plus élevé . voisinage
7 0000000 27 A
6 0001000 et 0000010 S 29 ets 21
5 0000011 | 21
4 1000011 18
3 1100011 13
2 1110011 16
1 1110111 20
0 1111111 16

Fipg. 1
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L'effectif faible de C1 (40 cailles soit seulemént 28,8 %
de la population) conduit 3 envisager d'épaissir la chaine C1 : ceci
se révele rapidemént impossible; on peut alors, en reprenant les
chatnes données par le programme CHAINE, essayer de 1‘a1¥pnger.

On obtient le modéle suivant

11101117
R (7)

1110011(1) ¢ v 1111111(5)
f
o
{!
1100011(5) |4 L 1111110(1)
i
o
i
1000011(5) 14| L 1111100(2)
f
!
|
0000011(5) 14! s 1011100(1)
Al
i
0000010(3) 4 L 0011100(3)
{
IRR!
i
0000000(9) |\ ,50001100(5)

’
N/

0001000 (5)

On a donc deux chaines, dont une d'effectif faible,
reliant les cailles réguliéres. Ce mocd3le regroupe‘57 cailfes et
56 dans son voisinage soit 113 cailles (81,5 %). Il semble
préférable d'opter pour le modéle entouré de pointillé qui laisse
de cOté les patrons d'effectifs faibles. Ce modé&le est bien
approché par C1 et son voisinage (notons qu'une chaine et son

voisinage dans un espace 4 7 dimensions recouvrent 34 % des points
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du 7-cube, soit autant qu'une chaine seule dans un 4-cube). Si on
€limine les patrons d'effectif inférieur 3 1 %, C1 représente

39 cailles et ses voisins immédiats 41 soit 76 %. Si on fixe le
seuil 4 2 %, on obtient encore 39 cailles sur la chaine et 35
voisins soit plus de 90 %. La chaine C1 semble donc assez repré-

sentative du protocole ainsi que 1l'ordre associé :

S—-—> 3 —> 2 —> 1 -—> 7 —> 6 —> NON 4.

Le r8le particulier de 4(poids de 1l'estomac) est a

remarquer.

2.3 : Notes d'étudiants

Nous ne reprenons ici que deux exemples.

2.3.1T : PC2 Grenoble

Les 74 étudiants composent dans quatré matiéres :
mathématiques, mécaniqué, physique, chimie. Les notes sont dicho-
tomisées suivant leur moyenne. La chimie se révdle vite comme
ayant aucune liaison avec les autres matiéres. La chaine suivante

regroupe 72 €tudiants

Maths Meca Physique Effectifs
0 0 0 13 '
1 0 0 25
1 1 0 23
1 1 1 11

Ainsi le niveau en mécanique d'un étudiant, garantit
son niveau en mathématiques, et le niveau en physique garantit

un niveau en mathématiques et mécanique.
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CP1 Tours

Les 83 é&tudiants composent en mathématicues, physique-~
1 b &

chimie, anglais et dessin technique. La chaine suivante regroupe

79 étudiants

Physique-chimie Mathématiqués Dessin Anglais Effectifs
0 0 0 0 4
0 0 0] 1 14
0 0 1 1 45
0 1 1 1 13
1 1. 1 1 3

La encore, du fait des variations importantes entre les

moyennes des différentes disciplines, une chaine est trés repré-

sentative de la population.




REMARQUES

1. PROBLEMES D'AJUSTEMENT D'UN PROTOCOLE A UNE TRESSE

Nous n'avons pas parlé de ces problémes d'ajustement mais
il sera nécessaire avant de représenter un protocole par une tresse,
de vérifier si la tresse n'est pas trop éloignée du protocole. Soit

S un ensemble de H et T = ¢(¢(S)); On poséra

a(s,T) = £ n(X).d(S.X) ot d(S,X) = min d(M,X)
XET MES

d est la distance de Hamming, n(X) est 1'effectif du point X. Ces

problémés sont abordés en particuliér dans (7) p. 58-76.

2. MODELES APPROCHES
Soit deux quéstions i et j et supposons que le protocole

obtenu conduise au schéma de la figuré 1. On a alors P{i 57 Pij
9

. .

J 1 N
A
1?
>. > v
¢ t

Fig. 1 Fig. 2
Si on rajouté a ce protocole le point A, on doit alors
associer au protocole de la figuré 2, le préordre P = [% j], ou i
et j sont incomparablés. I1 est évidemment regrettable de devoir
rejettér un modéle correspondant 3 un certain préordre P, sur
1l'ensemble des variablés, pour un seul patron situé hors du modéle.

~

Si ce patron est d'effectif faible, on péut songer a 1'éliminer



(c'est ce que fait Flament en posant R = R°URﬁ; (Voir (10), ch. V)
Si le patron est d'effectif élevé on est conduit a &largir le

modéle; Par éxemple, on péut ajoutér les points 2 distance inférieure
ou égalé éla du modéle (o 3 détérminér). On peut aussi ngéncer le
moddle et définir une fonction d'apparténance, f, pour un point M,

a distancé k du modélé, de 1la facon suivante : (k € n(p-1), ol n est
le nombre de quéstions, P le nombre de modalités).

d(M, moddle) = k ¢ > £M) = 1 - ———
n(p-1)

On rejoint en cela, les idées développées par ZADEH, et ceci symbolis
les embarras que peut procurer une question & laquelle on n'est pas
forcément "pour" ou "contre'", mais pour laquelle on peut avoir un

avis nuancé.

On peut aussi songér 4 considérer le modéle suivant
Soit T = ¢y (P) une tresse et notons R 1'ensemble des points
M(m1,..., mn) de H pour lésquels pour tout {i,j}CE on a
|mi-mj| < e, (e 2 déterminér). Ces points sont dits '"réguliers'.
L'ensemble TUR représenté 1'union de l'ensemble des points
respectant un préordré P, et des points réguliers. Ce modéle se
révéle inintéressant : TUR n'est pas un sous-treillis de H, et de
plus les points de R péuvént 8tre assez €loignés de T. Par contre,
il nous parait intéressant lorsqu'un protocole peut stre r'eprésenté
par un modéle ordonné, de nuancer le préordre lui-méme et d'étudier

le modéle qui en résulte.

On a défini sur {i,j} Pij par : (i,j) € Pij<

On définit Pij par (i,j) € P§j< >i g +e .



Cette définition s'étend 3 un préordre P quelconque, les
ensembles associés présentent des propriétés intéressantes et 1l'on
peut envisager une &tude voisine de celle des tresses en liaison

avec les notions de fonctions, sous-treillis, etc...

3. ALGEBRE A p-VALEURS

L'information attachée aux fonctions introduites ici
(ch. III) est binaire : un point appartient ou n'appartiént pas
d un modéle. I1 parait plus intéressant de considérer les fonctions
introduites dans (15) qui tiennent compté, en plus, des éffectifs,

ces fonctions pouvant dtre définies de Ly xL,x ...x L, dans N.

Les questions de séuil, de voisinagé deviennent inutiles.
De plus on peut diréctement, 4 1'aide des modéles algébriques,
étudier des algorithmés de recherche d'une chaine a distance
minimum d'un protocolé (1) par éxémplé ou d'autrés problémes de

nature statistique comme les questions d'ajustement.
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