N

N

Quelques questions d’analyse numérique traitées du
point de vue de la calculabilité

Marcel Bouhier

» To cite this version:

Marcel Bouhier. Quelques questions d’analyse numérique traitées du point de vue de la calculabilité.
Modélisation et simulation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG; Université Joseph-
Fourier - Grenoble I, 1974. Frangais. NNT: . tel-00284745

HAL Id: tel-00284745
https://theses.hal.science/tel-00284745
Submitted on 3 Jun 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00284745
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre

THESE

présentée a
L'UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE

pour obtenir

LE GRADE DE DOCTEUR DE TROISIEME CYCLE

« analyse numérique »

par

Marcel BOUHIER

—— O e

QUELQUES QUESTIONS D'ANALYSE NUMERIQUE

TRAITEES DU POINT DE VUE DE LA CALCULABILITE

Thése soutenue le 28 février 1974 devant la commission d’examen :

Président : N. GASTINEL
Examinateurs : B. VAUQUOIS
PJ. LAURENT

F. ROBERT






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE
ET MEDICALE DE GRENOBLE

PROFESSEURS TITULAIRES

ANGLES D'AURIAC Paul
ARNAUD Georges
ARNAUD Paul

AUBERT Guy

AYANT Yves

BARBIER Marie-Jeanne
BARBIER Jean-Claude
BARBIER Reynold
BARJON Robert
BARNOUD Fernand
BARRA Jean-René
BARRTE Joseph
BENOIT Jean
BERNARD Alain
BESSON Jean

BEZES Henri
BLAMBERT Maurice
BOLLIET Louis
BONNET Georges
BONNET Jean-Louis
BONNET-EYMARD Joseph
BONNIER Etienne
BOUCHERLE André
BOUCHEZ Robert
BOUSSARD Jean-Claude
BRAVARD Yves
BRISSONNEAU Pierre
BUYLE-BODIN Maurice
CABANAC Jean
CABANEL Jean

CALAS Frangois
CARRAZ Gilbert

CAU Gabriel

CAUQUIS Georges
CHABAUTY Claude
CHARACHON Robert
CHATEAU Rcobert
CHENE Marcel

COEUR André
CONTAMIN Robert
COUDERC Pierre
CRAYA Antoine

LISTE DES PROFESSEURS

: Monsieur Michel SOUTIF

Vice-Président : Monsieur Gabriel CAU

Président

Mécanique des fluides

Clinique des maladies infectieuses
Chimie

Physique

Phnysique approfondie
Electrochimie

Physique expérimentale
Géologie appliquée

Physique nucléaire
Biosynthése de la cellulose
Statistiques

Clinigue chirurgicale
Radicélectricité

Mathématiques Pures
Electrochimie

Chirurgie générale
Mathématiques Pures
Informatique (IUT B)
Electrotechnique

Clinique ophtalmologique
Pathologie médicale
Electrochimie Electrométallurgie
Chimie et Toxicologie

Physique nucléaire
Mathématiques Appliquées
Géographie

Physique du solide
Electronique

Pathologie chirurgicale
Clinique rhumatologique et hydeelogie
Anatomie

Biologie animale et pharmacodynamie
Médecine 1égale et Toxicologie
Chimie organique
Mathématiques Pures
Oto-Rhino-Laryngologie
Thérapeutique

Chimie papetiére

Pharmacie chimique

Clinique gynécologique
Anatomie Pathologique
Mécanique



DEBELMAS Anne-Marie
DERELMAS Jacques
DEGRANGE Charles
DESRE Pierre
DESSAUX Georges
DODU Jacques
DOLIQUE Jean-Michel
DREYFUS Bernard
DUCROS Pierre
DUGOIS Pierre

FAU René

FELICI Noél
GAGNAIRE Didier
GALLISSOT Frangois
GALVANI Octave
GASTINEL No&l
GEINDRE Michel
GERBER Robert

-2 -

Matiére médicale
Géologie générale
Zoologie
Méetallurgie
Physiologie animale
Mécanique appliquée
Physique des plasmas
Thermodynamique
Cristallographie

Clinique de Dermatologie et Syphiligraphie
Clinique neuro-psychiatrique

Electrostatique
Chimie physique
Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Analyse numérique
Flectroradiologie
Mathématiques Pures

GIRAUD Pierre Géologie

KLEIN Joseph Mathématiques Pures
Mme KOFLER Lucie Botanique et Physilogie végétale
MM. KOSZUL Jean-Louis Mathématiques Pures

KRAVTCHENKO Julien Mécanique
KUNTZMANN Jean Mathématiques appliquées
LACAZE Albert Thermodynamique

LACHARME Jean Biologie végétale
LAJZEROWICZ Joseph Physique

LATREILIE René Chirurgie générale
LATURAZE Jean Biochimie pharmaceutique
LAURENT Pierre-Jean Mathématiques appliquées

LEDRU Jean Clinique médicale B
LLIBOUTRY Louis Géophysique
LOUP Jean Géographie

Mle LUTZ Elisabeth

MM. MALGRANGE Bernard
MALINAS Yves
MARTIN-NOEL Pierre
MASSEPORT Jean
MAZARE Yves
MICHEL Robert
MOURIQUAND Claude
MOUSSA André

Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Clinique obstétricale
Seméiologie médicale
Géographie

Clinique médicale A
Minéralogie et Pétrographie
Histologie

Chimie nucléaire

NEEL Louis Physique du solide
OZENDA Paul Botanique
PAUTHENET René Electrotechnique

PAYAN Jean-Jacques Mathématiques Pures

PEBAY-PEYROULA Jean-Claude Physique

PERRET René Servomécanismes

PILILET Emile Physique industrielle

RASSAT André Chimie systématique

RENARD Michel Thermodynamique

REULOS René Physique industrielle

RINALDI Renaud Physique

ROGET Jean Clinique de pédiatrie et de puériculture

SANTON Lucien MEcanique

SEIGNEURIN Raymond Microbiologie et Hygiéne
SENGEL Philippe Zoologie

SILBERT Robert Mécanique des fluides
SOUTTIEF Michel Physique générale



MM. TANCHE Maurice
TRAYNARD Philippe
VAILLAND Francois
VAILENTIN Jacques
VAUQUOIS Bernard

Mme VERAIN Alice

M. VERAIN André

Mme VEYRET Germaine

MM. VEYRET Paul
VIGNAIS Pierre
YOCCOZ Jean

PROFESSEURS_ASSOCIES
MM. BULLEMER Bernhard
HANO JUN-ICHT

STEPHENS Michaé&l

PROFESSEURS SANS CHAIRE

VM. BEAUDOING André

Mne BERTRANDIAS Francoise
MM. BERTRANDIAS Jean-Paul
BIAREZ Jean-Pierre

BONNETAIN Lucien

Mme BONNIER Jane

MM. CARLIER Georges
COHEN Joseph
COUMES André
DEPASSEL, Roger
DEPORTES Charles
GAUTHIER Yves
GAVEND Michel

GERMAIN Jean-Pierre

GIDON Paul
GLENAT René
HACQUES Gérard
JANIN Bernard
Mme KAHANE Josette

MM. MULLER Jean-Michel
PERRTAUX Jean-Jacques
POULOUJADOFEF Michel

REBECQ Jacques
REVOL Michel

REYMOND Jean-Charles

ROBERT André

DE ROUGEMONT Jacques

SARRAZIN Roger

SARROT-REYNAULD Jean

SIBILLE Robert
SIROT Louis
Mme SOUTIF Jeanne

..3_

Physiologie

Chimie générale
Zoologie

Physique nucléaire
Calcul électronique
Pharmacie galénique
Physique
Géographie
Géographie
Biochimie médicale
Physique nucléaire théorique

Physique
Mathématiques Pures
Mathématiques appliquées

Pédiatrie
Mathématiques Pures
Mathématiques appliquées
Mécanique

Chimie minérale

Chimie générale
Biologie végétale
Electrotechnique
Radioélectricité
Mécanique des fluides
Chimie minérale
Sciences biologiques
Pharmacologie
Mécanique

Géologie et Minéralogie
Chimie organique
Calcul numérique
Géographie

Physique

Thérapeutique

Géologie et Minéralogie
Electrotechnique
Biologie (CUS)
Urologie

Chirurgie générale
Chimie papetidre
Neurochirurgie
Anatomie et chirurgie
Géologie

Construction mécanique
Chirurgie générale
Physique générale



T

MAITRES DE CONFERENCES ET MAITRES DE CONFERENCES AGREGES

AGNTUS-DELORD Claudine
ATARY Josette
AMBLARD Pierre
AMBROISE-THOMAS Pierre
ARMAND Yves
BEGUIN Claude
BELORIZKY Elie
BENZAKEN Claude
BILIET Jean
BLIMAN Samuel
BLOCH Daniel
BOUCHE Liane
BOUCHET Yves
BOUVARD Maurice
BRODEAU Frangois
BRUGEL Lucien
BULSSON Reger
BRUTEL Jean
CHAMBAZ Edmond
CHAMPETTER Jean
CHIAVERINA Jean
CHIRON Pierre

COHEN-ADDAD Jean-Pierre.

COLOMB Maurice

CONTE René

COULOMB Max

CROUZET Guy

DURAND Francis
DUSSAUD René
ETERRADOSSI Jacqueline
FAURE, Jacques

GENSAC Pierre

GIDON Maurice
GRIFFITHS Michaél
GROULADE Joseph
HOLLARD Daniel
HUGONOT Robert
IDELMAN Simon
IVANES Marcel
JALBERT Pierre

JOLY Jean-René
JOUBERT Jean-Claude
JULLIEN Pierre
KAHANE André

KUEN Gérard

LACOUME Jean-Louis
LAJZEROWICZ Jeannine
LANCIA Roland

LE JUNTER Noél
LEROY Philippe
LOISEAUX Jean-Marie
LONGEQUEUE Jean-Pierre
LUU DUC Cuong

MACHE Régis

MAGNIN Robert
MARECHAL Jean
MARTIN-BOUYER Michel

Physique pharmaceutique
Chimie analytique
Dermatologie
Parasitologie

Chimie

Chimie organique
Physique

Mathématiques appliquées
Géographie

Electronique (EIE)
Electrotechnique
Mathématiques (CUS)
Anatomie

Mécanique des fluides
Mathématiques (IUT B)
Energétique

Physique

Orthopédie

Biochimie médicale
Anatomie et organogénése
Biologie appliquée (EFP)
Biologie animale
Spectrométrie physique
Biochimie médicale
Physique

Radiologie

Radiologie

Métallurgie
Mathématiques (CUS)
Physiologie

Médecine 1légale
Botanique

Géologie

Mathématiques appliquées
Biochimie médicale
Hématologie

Hygiéne et Médecine préventive

Physiologie animale
Electricité
Histologie
Mathématiques Pures
Physique du.solide
Mathématiques Pures
Physique générale
Physique

Physique

Physique
Physique atomique
Electronique
Mathématiques
Physique nucléaire
Physique nucléaire
Chimie organique
Physiologie végétale

Hygiéne et Médecine préventive

MEcanique
Chimie (CUS)



Mle

MAITRES DE CONFERENCES ASSOCIES

MAYNARD Roger
MICHOULIER Jean
MICOUD Max

MOREAU René

NEGRE Robert
PARAMELLE Bernard
PECCOUD Francois
PEFFEN René
PELMONT Jean
PERRET Jean
PERRIN ILouis
PFISTER Jean-Claude
PHELIP Xavier
RIERY Yvette
RACHAIL Michel
RACINET Claude
RENAUD Maurice
RICHARD Lucien
RINAUDO Marquerite
ROMIER Guy

SHOM Jean-Claude
STIEGLITZ Paul
STOEBNER Pierre
VAN CUTSEM Bernard
VEILLON Gérard
VIALON Pierre
VOOG Robert
VROUSSOS Constantin
ZADWORNY Francois

BOUDCURIS Georges
CHEEKE John
GOLDSCHMIDT Hubert
SIDNEY STUARD
YACOUD Mahmoud

_5...

Physique du solide
Physique (IUT A)
Maladies infectieuses
Hydraulique (INP)
MEcanique

Pneumologie

Analyse (IUT B)
Métallurgie

Physiologie animale
Neurologie

Pathologie expérimentale
Physique du solide
Rhumatologie

Biologie animale
Médecine interne
Gynécologie et obstétrique
Chimie

Botanique

Chimie macromoléculaire
Mathématiques (IUT B)
Chimie générale
Anesthésiologie

Anatomie pathologique
Mathématiques appliquées
Mathématiques appliquées (INP)
Géologie

Médecine interne
Radiologie

Electronique

Radioélectricité
Thermodynamique
Mathématiques
Mathématiques Pures
Médecine 1égale

CHARGES DE FONCTIONS DE MAITRES DE CONFERENCES

Mrie
Mme

BERIEL Héléne
RENAUDET Jacqueline

Physilogie
Microbiologie

Fait le 30 mai 1972.






Je remercie trés sincérement Monsieur N. GASTINEL, Professeur
a4 1'Université Scientifique et Médicale de Grenoble de m'avoir orienté
vers l'analyse calculable puis de m'avoir guidé et encouragé dans ce

travail.
Je tiens 3 1lui exprimer ma reconnaissance et mon admiration

pour son talent d'animateur.

Je remercie trés vivement Messieurs B. VAUQUOIS, P.J. LAURENT
et F. ROBERT pour leur participation au Jury.

J'assure mes Collégues Enseignants de Mathématiques 3 1'I.U.T.

d e ma sympathie.

Enfin, je remercie tous ceux qui ont participé a la réalisation

matérielle de ce travail et en particulier Mademoiselle Cl. PAYERNE.






Ce travail développe la théorie de l'analyse calculable. Cette
branche des mathématiques, ancienne par sa logique, récente dans ses dévelop-

pements d'analyse est particuliérement méconnue.

L'objet de 1'analyse calculable est de donner un support théorique

"réaliste" au calcul numérique sur ordinateur.

L'analyse mathématique classique, dont le mérite est la simpli-

cité ,est trés mal adaptée au calcul automatique. Les &tres mathématiques
nombres réels, suites, fonctions,..., ne sont pas construits dans 1'optique

de la programmation. La définition classique d'une suite de nombres ration-
nels : "une application de N dans Q" n'apporte aucun renseignement sur la
construction d'une telle application. Le fait de savoir qu'une suite de nombres
rationnels est une suite de Cauchy ne permet pas, en géndral, d'avoir la
moindre idée de la valeur numérique de la limite de cette suite. L'information:

"telle fonction f est continue sur un intervalle fermé [a,b]" apporte des

théorémes d'existence de Sup f(x) , de x* € [a,b] tel que
x€[ a,b]
f(x*) = Sup f(x) , etc, ..., mais ne donne aucune construction numérique
x€[ a,b]

de tels nombres. Enfin, nous verrons au paragraphe IV, un exemple de méthode
numérique, construite selon les principes de l'analyse mathématique, qui, en

général, ne se programme pas.

Ici, la machine, et la programmation vont jouer un rdle essentiel.
Malheureusement, la topologie d'un ensemble fini est particuliérement pauvre.
Par suite, la machine ne sera pas l'ordinateur tel que nous le connaissons,
ol seule une partie finie de Q peut étre entrée en mémoire. Nous supposerons
que la machine est capable de mémoriser @ tout entier. Si l'on préfére,
1'unité centrale de notre machine serait a capacité variable. J'entends par
13 que cette capacité, fixée au début du calcul, serait susceptible d'évoluer
selon le gré de l'utilisateur, dans des bornes dépendant de la difficulté

(pombres rationnels traités) et de la précision des calculs effectuds.



On distinguera les parties suivantes

I - Présentation de la machine
Applications programmables
Les possibilités de la machine

(théordmes de TURING et de DAVIS)

II - Présentation du corps des nombres calculables : seule une partie dénombrable
de R nous est accessible
La topologie calculable de ce corps
(théoréme de CEITIN)
Utilisation 3 des fins calculables de certains résultats de
l'analyse classique concernant les suites

(théorémes de MAZUR)

III - Fonctions calculables : définitions et exemples
Suites calculables de fonctions calculables : exemples plus élaborés de

fonctions calculables.

IV - Méthodes effectives de calcul numérique

- de 1'impossibilité de résoudre numériquement certains problémes.
(théoréme de la proposition vraie 3 la limite et
exemples)

- une méthode "usuelle"de calcul numérique qui n'est pas, en général,

une méthode effective,

(critique et reméde)

- méthodes de points fixes pour des fonctions contractantes.

-

V — Propriété des fonctions calculables définies sur des intervalles

% continuité classique (théordme de MAZUR) et continuité calculable
(définitions de ABERTH).
% utilisation des définitions de ABERTH pour savoir

~"dans quels cas Sup f(x) est-il un nombre calculable ?
0 <x <1



-~ dans quels cas x* tel que £(x*) = Sup f(x) est-il
0<x<1
un nombre calculable ?

1
- quand peut-on espérer calculer f f(x)dx ?
’ 0

(Quelques résultats et méthodes effectives originales).

VI . - Etude de deux espaces fonctionnels : la notion d'espace vectoriel normé

complet en analyse calculable.

VII - Références.






En raison de 1l'originalité du sujet, j'ai dii rappeler une

partie des résultéts des travaux de ABERTH. Ces rappels concernent : la
définition de la machine, 1'introduction du corps gﬁes nombres calculables
le théoréme de la proposition vraie & la limite et la définition de la con-
tinuité pour des fonctions calculables. Le lecteur, s'il désire des préci-
sions concernant le calcul des entiers descriptifs de programme et quelques
démonstrations devra s'y reporter (références 3 la fin). J'ai jugé indispen-
sable d'y apporter certains résultats de S. MAZUR, exposés par lui selon la
tradition des fonctions récursives de N dans N : comparaison de la conver-
gence dans R et dans Yf » continuité au sens usuel des fonctions calculables.
Cet apport a nécessité la refonte des démonstrations de S. MAZUR, en parti-
culier, la démonstration de a > L => f(an) +>  f(&) est inddite (3 ma

. R
connaissance).

Le reste du travail est personnel avec 1'introduction et 1'utili-
sation des suites calculables de fonctions calculables , ainsi que les
exemples de méthodes effectives. Enfin, je pense qQue les deux derniéres

parties sont originales dans leur quasi-totalité.

En ce qui concerne la terminologie, j'utilise le symbole d avec
sa signification habituelle. Je dirai : " Ix € E?, P(x) vrai " si on a pu
démontrer qu'il est impossible que " ¥x € %? » P(x) faux " . Le renseignement
apporté par " Ex € T? » P(x) vrai " est illusoire si 1l'on a besoin de la
construction d'un tel x. Aussi, j'emploie également les termes "on connait"
(ou "on peut construire") x € & » P(x) vrai avec la signification : je
connais (ou je peux fabriquer) un programme calculant des approximations

rationnelles a(e) de x .






I - CONCEPTS DE BASE

(cf. [1] N. GASTINEL)
(cf. [2] 0. ABERTH )

La machine est définie par 1'ensemble de ses programmes .,

Un programme P est une liste comportant
* un nombre fini (dépendant de P) de noms de mémoires.

Toute mémoire est susceptible de contenir n'importe quel nombre

rationnel.
(Un nombre rationnel est représenté en mémoire par son signe et par un couple

de deux nombres entiers).
* un nombre fini (dépendant de P) de noms d'instructions.

Il y a sept types d'instructions

Sq : V3 := V2 + V6 5 t1

S,+ est le nom de 1l'instruction (quatriéme instruction d'un programme).

V3 HE= V2 + V6 signifie que les contenus des mémoires de noms V2 et V6 vont

&tre ajoutés et que le résultat de 1'addition va &tre placé dans la mémoire

de nom V3
(Les contenus de V2 et V6 ne sont pas altérés par cette instruction
mais le contenu initial de V3 est perdu).
t1 est un indicateur (qui sera toujours un entier relatif non nul)

il faut maintenant exécuter 1l'instruction de nom SLHl soit 85 .
\



- Test du signe du contenu d'une mémoire

ExemEle :

88 : VL+ sy =3 , t2

88 est le nom de cette instruction (huitiéme instruction d'un programme).

Vq ; -3 , +2 signifie que nous testons le signe du contenu de la mémoire Vu
si ce nombre est strictement positif il faudra exécuter 1'instruc-
tion de numéro 8-3 soit S¢

si ce nombre est négatif ou nul il faudra exécuter 1l'instruction

de numéro 8+2 soit SlO'

Le contenu de vy n'est pas altéré par cette instruction.

- Affectation dans une mémoire d'un rationnel quelcongue :

Exemple :
- 5 » -
86 : Vl := 3 5 2
86 est le nom de cette instruction
- 5 - . . . z . 5
.Vl R 5-81gn1f1e que le contenu de V1 sera désormais - 3

(le contenu initial de V. est perdu)

1
-2 est un indicateur (entier relatif non nul) : il faut maintenant exécuter
S 1 .

6-2 soit Su

~ Arrét de 1la machine

Si au cours du déroulement d'un programme on vient sur une telle instruction
alors aucune autre instruction n'est exécutée (et les contenus des mémoires

ne sont donc plus modifiés).



Exemples de programme

S1 : V1 y ¥3 , +1
82 : V2 = -l», +1
P
L 83 V1 := V2 X V1 s +1
Sq : Arret.

Pour toutes valeurs initiales des contenus des mémoires Vl et V2

ce programme s'arréte et si q € @ est le contenu initial de V., le contenu

1’
de vy d 1'arrdt est |q| .

On peut écrire des programmes qui ne s'arrétent jamais, ou bien
qui s'arr@tent seulement pour certaines valeurs initiales des contenus des

mémoires utilisées

Dans le programme P, remplagons 1'instruction S? par l'instruction
Sé : V2 := -1 3 -1 Nous obtenons un programme Q qui s'arréte si le contenu
initial de Vl est positif strictement, qui tourne sans fin sinon.

APPLICATIONS PROGRAMMABLES.

Reprenons les exemples précédents.

Les programmes P et Q utilisent deux noms de mémoires Vl,et V2.
La mémoire V2 est une mémoire de calcul et 1l'examen des valeurs initiale
et finale de cette mémoire n'offre aucun intérdt. Pour mettre cela en &vi-

dence on aurait pu dire

contenu initial de Vl = q€Q
contenu initial de V2 =0
P réalise alors l'application : @ + @

q+{P(q) = |qf |
contenu de’vl 3 l'arrét



Q réalise : @ » Q

q>0~> ,Q(q) = ¢q

contenu de.Vl d l'arret

Si le contenu initial de V1 est négatif ou nul, la machine ne
s'arréte pas et nous ne pouvons pas parler de contenu de Vl d 1'arrét. Nous

dirons que Q(q) n'est pas défini.
D'ol les définitions suivantes

Soit P un programme utilisant k mémoires de noms Vl,V .,V

22777k

P
et soit n £k

Appelons a, = C(Vl) 3 a, = c(VQ);...;an = C(Vn) les contenus des mémoires
Vl’VQ""’Vn d 1'état initial
et fixons
- - - _ ~ 12 . . .
C(Vn+l) =0z ... = c(Vk) = 0 3 1l'état initial

On désignera par P(al,a .,an) le contenu final de la mémoire V. si

22" 1
la machine s'arréte (c'est-a-dire, si, aprés avoir exécuté un nombre

fini d'instructions du programme P, on vient sur une instruction d'arrét).

P(al,az,...,an) n'est pas défini dans le cas contraire.

Soit f une application
£f: Qc @ >0

Nous dirons que f est une application programmable dans £ si on sait

construire un programme P tel que

V(al,a .,an) €Q, P(al,a ..,an) est défini et -

2"' 2,.

P(al,aQ,...,an) = f(al,aQ,...,an) .

ExemEles :

x > |x| est programmable dans @ : il suffit d'utiliser le programme

donné en exemple.

(x,y) > (x+y) est programmable dans @* . C'est immédiat.

X > %-est programmable dans @ - {0}



Nous pouvons générer une multitude d'autres exemples 3 1l'aide du :

THEOREME DE COMPOSITION :

Soient g; (1 < i< p) p applications

g; * Qi(: Qn + Q programmable dans Qi

Soit f une application :

f:Q C Qp - @ programmable dans Q .

“Alors l'application composée :
n
x€Q - f(gl(x),gQ(x),...,gp(x))
est programmable dans l'ensemble :

- n
Q={x€Q|x€ 1<?<p Q; et (gl(x),gQ(x),.-.,gp(x)) € Q.

(Ce théordme est énoncé et démontré dans [ 1] et dans [2]).

En conséquence :

Si f et g sont deux applications de @ dans Q programmables
dans < Q :

* f+gsf-g; fxg
x |f] —
x  Min (f,g) = 3 (frg-|f-g|)

Max (f,g) = % (f+g+|£-g|)

sont programmables dans

® §~ est programmable dans {x € Q |g(x) # 0}
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3 - POSSIBILITES DE LA MACHINE

(Les résultats rappelés ici sont dans [1] et [2]).

a) Tout programme P est caractérisé par un nombre entier noté Np

que nous appellerons entier descriptif du programme P.

Cela prouve que l'ensemble des programmes est dénombrable.

b) THEOREME DE TURING

On peut construire un programme universel U tel que pour tout

programme P d'entier descriptif N_ et pour tout nombre rationnel a

P

U(NP,a) = P(a) si P(a) est défini

(c'est-d-dire si, partant de 1l'état initial
c(Vl) = a ; c(V2) =0 =

Le déroulement du programme P nous améne, apres exécution d'un nombre

fini d'instructions sur une instruction d'arret).

c) En modifiant légérement le programme universel on peut construire
un programme U tel que pour tous nombres entiers m et n (m >1,n Z_l)

et pour tout rationnel a

U(n,m,a) =1 si n est l'entier descriptif d'un certain

programme P

et si, partant de 1'état initial c(Vl) = a c(V2) =0 = ... le
déroulement du programme P nous ameéne, aprés exécution de au plus m

instructions, sur une instruction d'arrét.

U(n,m,a) = 0 si n n'est pas un entier descriptif de programme

ou bien
si n = NQ et si, partant de 1l'état initial
C(Vl) = a c(V2) =0 = ..., le déraulement du programme Q, aprés exé-

cution de m instructions ne permet pas encore de rencontrer une instruc-

tion d'arrét.
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d) La donnée du nombre maximum m d'instructions au bout duquel on
désire un arrét nous a permis de conclure.

Par contre, en l'absence de cette précision on notera

THEOREME DE DAVIS :

Il est impossible de construire une application

F: N -+ {0,1} programmable dans IN

telle que
F(n) = 1 sin est 1l'entier descriptif d'un certain programme P
et si P(NP) est défini.
F(n) = 0 si n n'est pas un entier descriptif de programme
ou bien f
sin-= NQ et si Q(NQ) n'est pas défini,

(c'est-a-dire, si, partant de 1'état initial : c(Vl) = NQ .
c(V2) =0 = ..., le déroulement du programme Q ne permet pas de ren-
contrer une instruction d'arrét aprés exécution d'un nombre fini

d'instructions de Q).

Ce théoréme joue un rdle important en analyse calculable.
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II - CORPS € DES NOMBRES CALCULABLES

(c£. [1) N. GASTINEL, [2] 0. ABERTH, (3] s. MAZUR)

Intuitivement, la valeur numérique d'un nombre est "bien
définie" si 1'on est capable d'en fournir des approximations ratlonnelles

pour des précisions rationnelles aussi fines que l'on veut

Soit x la valeur numérique du nombre cherché et a(e) un appro-
ximant de x pour la précision € .

On obtient
ve €0 (>0 , |ale)-x] <€
et par suite :
Ve €’Q+ Ve, € Q+ |a(e )-o(¢e )I < £ _4€
1 > T2 ? 1 2/ 2 %175y
Si B(e) est un autre approximant de x pour la précision € :

lale)-B(e)| < 2¢ ve €@

d'ol les définitions suivantes :
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ENSEMBLE I' DES PROCESSUS CALCULABLES :

a) DEFINITIONS :

On dira que o : Q+ -+ Q

g€ >0 - ale)

est un processus calculable (en abrégé : p.c.)

si
+
® O est programmable dans @

x Ve, €qQ', e, € Q' Ia(el)—u(€2)| 2 e te,

On dira que o et B sont deux processus calculables équivalents

(en abrégé : anR)

si: ve€qQ |ale)-B(e)| < 2¢ .

n est une relation d'équivalence dans T
Appelons T'/~ ensemble des nombres calculables.

Un nombre calculable est une classe de processus calculables.

En fait, nous nous autoriserons 3 parler d'unetelle classe que si 1l'on en

connait au moins un représentant.

L'application : i :{Fﬁv + R est une injection.
{fa} -+ 1lim a(e)
e+0
Nous pouvons donc assimiler I'/a & une partie & de R.

*® fi est dénombrable car l'ensemble des programmes est dénombrable.

* %3 D Q@ car l'application : ‘Q+ + Q est un processus calculable.

l e~ q
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b) THEOREME :

a € R est un nombre calculable, si et seulement si on connait

un processus calculable & tel que
+
ve € @ : Ja-a(e)| < ¢

(c'est ce qu'on avait pensé intuitivement).

Tous les nombres algébriques sont calculables

(cf. [ 1] N. GASTINEL).

Voici un nombre réel qui n'est pas un nombre calculable
Soit & = lim a
me 1
30(i,n,i)

1 10t

(U désigne le programme de I-3,c))

Le n'®™ chiffre décimal de % est

3 si n = NP et si P(NP) est défini

0 dans le cas contraire.
Si on sait construire un p.c. 0 tel que

la(e)-2] <e vee€q

Alors on sait écrire un programme qui détermine le n**™ chiffre décimal
de £

o . . : iéme . P 1 .
Pour cela il suffit de regarder le n chiffre décimal de af n+l)“qul

10
ne peut €tre que 2,3,0 ou 9 puisque : |a( L ) - 2]< L
n+l — ,An+1
10 10
(C'est réalisable puisque o est programmable et a( i+l) € Q)
10
- si le n "™ chiffre décimal de a( i+l) est 2 ou 3, c'est que le
10

n*®™® chiffre décimal de £ est 3.
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~
em

i+l) est 0 ou 9, c'est que
10

- si le n'®™® chiffre décimal de a(

le n*°™ chiffre décimal de 2 est O.

On saurait donc écrire le programme du théoréme de DAVIS, ce qui

est impossible.

OPERATIONS SUR LES NOMBRES CALCULABLES

Dans [1] et [2] on définit dans T les opérations suivantes :

(les démonstrations, assez longues, n'ont pas leur place ici).

a) (a1 B)(e) = a(%) + e<§>

ces opérations sont compatibles avec ~/ et se conservent par l'injection

de T'/mn dans R.

") . - . . 1 ” ”
& ainsi muni, admet une structure de groupe additif dont 1'é1é&-

ment neutre est 0 € 0
(Dans T/as : 0 = {classe des p.c. o tels que : Iu(e)l < 2 ¥e € Q+}) .

B) x  (a.B)e) = alyrey) - By

ou l'application € + N(g) (programmable dans Q+) est définie par :

" N(e) est le plus petit entier tel que

2 2
Ty ey * leGrep] + BGrep D <
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€
N o‘(M(t-:))

* é(e) -
B(atey)

définie, si B € O de I'/~v (=>de € Q' : la(e)| > 2¢) par :

" M(g) est le plus petit entier tel que

2¢
M(g)

1) |8Girey| >

2€ € 3 € 2¢€ € "
2 ey UGy |+ 18Gre ) < eUBGrey| - w18y

Ces opérations sont compatibles avec n~ et se conservent par l'injection

de '/ ~ dans R

% - {0} ainsi muni admet une structure de groupe multiplicatif dont

1'é1ément neutre est 1 € Q ..

c) Outre l'avantage de munir %g d'une structure de corps, ces
formules présentent un intérét certain pour le calcul numérique.

Connaissant des approximants o(e) et B(e) de a et b, elles
a

b b .

Elles permettent également de faire un calcul d'erreurs

permettent de calculer des approximants de a+b, a-b, a.b

si |ae)-a] < e et |Be)-b] <e V¥e€Q,
Alors :

| (a(e) £ B(e)) - (a * b)Y < 2¢

la(e) . B(e) - ab] < N(e) . €
et sib#0:

ole)

lETET - %1-§_M(€) . €

oll M(g) et N(e) sont calculés comme il est dit plus haut.
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d) I1 reste 3 munie g; d'une structure d'ordre .

Si o & 0.de I'/v, Alors

+ N
e €Q tel que : |ale )| > 2e,
Donc d n_# 0 , entier tel que Ia(l~)| > 2.
o i n n
o o
. + 1 1 3
sinon : ¥n, ¥e € @ : |a(e)| f-la(EJI + Ei+ ele+ -
+
=> ¥ €Q : Ja(e)] <e<2 => a €0

ce qui est contraire a 1'hypothése.

% si ]a(}—ol > 2
n n
o

nous dirons que a = {a} est un nombre calculable strictement positif (a € .

% si [a(}~0| < - 2
n n
O (o]

nous dirons que a = {a} est un nombre calculable strictement négatif.
(On laisse au lecteur le soin de vérifier'que cela est compatible

avec A/ et se transporte par l'injection de T'/ ~ dans R).

e) Enfin, si x = {a} € €
| |x| définie par : [x| = {e » |a(e)|}
x si x>0
est telle que : |x| = {
-x si x § 0
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3 -~ SUITE CALCULABLE DE NOMBRES CALCULABLES

a) DEFINITIONS :
Soit o une application

a: N x " +q

(n,e) + aln,e)

* programmable dans IN x Q+
® telle que ¥n : € ~on,e) est un p.c.

Alors : a = {an} = {e > a(n,e)} est une suite calculable (de nombres

calculables).

Soit 4 € {f , nous dirons que (an), suite calculable converge
vers £ (au sens calculable).

Si 1'on connait une application programmable :

h {%,pz_l,pe N} > @
1 —- ad) s o
P D

telle que :

¥p, n 3_h(%0 = |a 2| < %

Un tel & est unique (c'est évident ).

b) THEOREME : (CEITIN)

La condition de CAUCHY (calculable)

" On connait h : %-+ h(%& programmable telle que :
i

n 1, . - Ll
¥p, . z_h(P) => |an a S-p

est une condition nécessaire et suffisante de convergence calculable.
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La condition suffisante de ce théoréme est particuliérement

intéressante.

Elle se démontre ([1] et [2]) 3 1'aide des constructions suivantes

Soit a(n,e) définissant la suite calculable (an)
. . 1 +
n(e) le plus petit entier Z_E-(E € Q)

. . 1
k(e) le plus petit entier i-h(HTET)

Par lé théoréme de composition des applications programmables

€ + k(e) est programmable dans Q+
Soit o : € »a(e) = o;(k(%), % )
o est un processus calculable ([1] ou [2])
Soit £ le nombre calculable défini par o

la -2| < |a -a

|+ la | -a&@E,D)] + |ak b -g
1 1 PP PP
k(=)
Par le théordme de caractérisation d'un nombre calculable :

1 2
-9] < - -+ £

Donc, par la condition de CAUCHY :

n>h(l)=>|a—z|<-l—+i+3
=p n'=p p p

ce qui entraine :

n ih(%) => |an—2,| f_%

1 1 P
- > h(EBJ est programmable.Nous venons de démontrer la convergence (calcu-

P
lable) de (an) vers L .



- 20 -

c) On déduit de ce théordme que :
Si x € R posséde la propriété :

" On connait une suite calculable (an) et une application h : %-+ ﬁ(%&

programmable; telles que :

¥p, n> h(%)_ = |a -x| <

o |-

Alors x €6 (c'est-a-dire que l'on sait construire un p.c.

o tel que : |x-a(e)| < e ve € Q') .
En effet :

lan—am| 5_|an—x| + ]x—am[

m
Donc : Vp , 3-h(%5°':> [an-a

<L
n —D

ol

Une limite é&tant unique on a :

x-= {0} ol a est le p.c. construit au théoréme de CEITIN.

4 - COMPARAISON DE LA CONVERGENCE CALCULABLE ET DE LA CONVERGENCE DANS IR.

Les résultats suivants sont formulés par S. MAZUR dans [ 3].
Ils nous serons trés utiles par la suite.

On notera désormais :
a > £ 1la convergence calculable
et a = £ la convergence au sens de l'analyse classique.
R

Les suites (an) et (bn) seront toujours des suites calculables.
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a) Si a > 0
R

Si (a_) est décroissante au sens large.
n

Alors a > 0
n

,
Preuve

Soit a(n,e) définissant la suite calculable décroissante (an)
( +
¥n ', ¥e € Q |a_-aln,e)| < e

Soitp€ N ,p>1

1 2
® q n tel gue ]a(no, 3p)] <%
. 1 2
sinon ¥n Ia(n,§§J| > 3
1 1 2 1
et alors : ¥n |an| > 'a(n’iﬁn 35 > 3p 3%
_ 1
=> ¥n, [a I > _3—1)—
ce qui est impossible puisque a, - 0
R
* Soit nP le plus petit entier tel que
1 2
{a(,np,g)l <3

1'application p » np est programmable (p > 1, entier).

En effet, d'aprés le théoréme de composition des applications

programmables

(n,p) > (log(n,é—P-)l - %) est programmable pour n € N et p € W,

v —

Soit P un programme réalisant ce calcul, utilisant Vl’ goeeeaVy

pour noms de mémoires.

Si les contenus initiaux de V1 et V2 sont

c(Vl) = n R c(V2) = p

le contenu de la mémoire Vl’ quand on arrive sur une instruction d'arrét

y

au cours du déroulement de P, est
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_ 1 2

C(Vl) = (Ia(n,ga)l 3p)

Introduisons les mémoires supplémentaires : Vk+l’vk+2’vk+3 et Vk+u
Partons de 1'état initial :

\ = : = = ... = : =

c( l) P c(V2) 0 C(Vk+4) 0
et écrivons le programme suivant

Sl : Vk+l =0 3 1

Sp 0t Vi 51 5 1

83 : Vk+3 =0 53 1

SL# Vk+’4 iz Vl + Vk+3 3 1 (C(Vk+‘+):p)

Sg ¢ Vy 1=V, F Vieg 5 1 (C(V2)=p)

86 : V1 = Vk+l + Vk+3 ;1 (Appelons n le

contenu de Vl)
'87 : Premiédre instruction de P
58 : Deuxiéme instruction de P

sauf si Arrét

On rencontre en Sj la premiére instruction Arrét du programme P.

Nous n'écrirons pas cette instruction mais le sous programme

2

Sj P V33,1 (teste si (|a(n,%50l - 550 < 0)

Sj+1 : V1:=Vk+1+vk+3;l (si oui on rentre la valeur n dans Vl)
Sj+2 : Arrét (et on s'arrete)

Sj+3 : Vk+l:=Vk+l+Vk+2;5-j-3 (si non on augmente n d'une unité

et on repart en SS)
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On continue

Sj+u ¢ instruction suivante du programme P sauf si c'est encore

un arrét

Si en Sj+3+2 on rencontre une instruction Arrét de P on remplace cette

instraction par

S 3-8

54348 ka3 TV kestVkesd "
qui renvoile au sous programme

etc...

L'écriture du programme est terminée quand on a épuisé les
instructions de P.

Partant de n = 0 , ce programme teste successivement
1 2
—_ - £ <
(la(n,sp)| 3p) 0

et s'arréte dés que la condition est réalisée ce qui arrive forcément aprés

1l'exécution d'un nombre fini d'instructions puisque

I n_ tel que (IOL(no l—)I

2
35 ) <0 .

- 55 <

Ce programme réalise p + n

Par suite : %—+ n_ = h(%& est programmable et, puisque (an) est décroissante,

P
il vient

1 2 1 .
<2 .1 i
* 3p — 3p * 3p

Donc
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b) Si a_ <a,<a <... <a

< ... <
1=%= ... 20

< ...<b <b <b

n n

et sib -a =+ 0
n noR

Alors x € R., limite au sens usuel de la suite calculable (a ), est

un nombre calculable tel que a > x (et b + x).

(b_-a_) est une suite calculable décroissante et b -a -+ 0
n n D e

Donc, d'apres la proposition précédente, on peut construire

h : l-+ h( ) programmable telile que

p

l - -—
¥p, n > h(E) => bn an <

=

par suite, comme.x-a < b -a
n—"n n

n > h(l) => g-a < L
- P n—rp

D'aprés II, 3, c) on a bien x € € et a * x.

c) Si (an) suite calculable converge vers O au sens de l'analyse classique
alors, on peut construire k : N » N
n + k(n)

programmable, strictement croissante, telle que :

ak(n) >

(ak(n) est uﬁe suite calculable extraite de la suite calculable (an)).

Preuve

Soit a(n,e) définissant (an)

et soit p € IN
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1 2
. : - < —
% ¥me€ N , 4 n_ > m tel que Ia(no,sp)l 25
Sinon, & m tel que : ¥n > m , |a(n E—JI > 2
b M 3 ’3p 3p
1 1 2 1
: =) - = > = - >
et alors : lan| 2_]a(n,3p)| 3 > 3 3p ¥n > m
= ¥n>m, [a | > i ce qui est impossible puisque la ] + 0.
. n 3p n R
% Soit k l'application strictement croissante de N - N définie

par :

k(0) = 1

k(n) plus petit entier strictement supérieur 3 k(n-1) tel que :
2 - I

1
]a(k(n),gﬁ)l i ‘3?

z

k est programmable dans N, le programme & écrire s'inspire du programme
écrit au a). Nous allons le détailler.

1

Soit P un programme calculant la(l,gadl - %-et supposons que P

utilise Vl,V2,...,Vk pour noms de mémoires. On introduit les mémoires supplé-

. . (4 3 . '3 .
mentaires : Vk+1’Vk+2’Vk+3’Vk+4’Vk+5 et on part de 1'état initial :

c(Vl) =n c(V2) =c(Vvy) = ... = C(Vk+5) =0

3

écrivons le programme :

S1 : Vk+1:=2;1

82 : Vk+2:=1;1

83 : Vk+3:=O;l

Su : Vk+4:=l;l

S5 : Vk+5::v1+vk+3;l (C(Vk+5):n) —
86 : V2:=Vk+4+vk+3;l (c(V2)=m) -
S, : vV

7 5 V1 Va1 Vst (e(V)=2)
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comme au a) si on rencontre en Sj un Arrét de P :
S; V151,2 (teste si Ia(ﬁ,——dl - ——-5_0)

Sj+1 : Vk+1:=Vk+l+Vk+2;6-j—1 (si non augmenter £ d'une unité

et partir en 86)

Sj+2 PV Ve Vsl (si ou; mettre n-mdans V,)
. . ’ in-m <
Sj+3 : V2,1,3 (teste sin-m < 0)
S, -V 31 (si non augmenter m d'une unité)

J+4 k+4:=vk+u+vk+2’

. .= S ' 244
Sj+5 PV Vk+l+vk+2’6 j-5 (augmenter £ d'une unité et

partir en 86)

Sj+6 PV RV Y el (si oui rentrer % dans Vl)
Sj+7 : Arrét (et s'arréter).

Puis on continue comme au a).

Partant de £ = 2 (> k(0) = 1) et m = 1 ce programme teste si :

2

Ia(z 70, poﬁr des valeurs de £ strictement supérieures 3 k(m-1).

=) -

>3m
I1 s'arréte dés que l'on a trouvé & > k(n-1) tel que :

2

IG(Q §E'§

=) -

35 0 , ce qui arrive forcément aprés 1l'exécution d'un nombre

fini d'instructions puisque :

. . .1 2'
¥p et ¥m , d n, > m tel que : Ia(no,sp)l £-3p .
® On obtient alors :
2 .1 _1
ooyl < etk gD v 55 e do v 52 = 2
Donc :

1 1
> = =D -
Vp, k(n) Iak( )I

ce qui prouve que ak(n) +> 0 , puisque p » %-est programmable (p entier supé-

rieur ou égal 3 1).
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d) Soient (an) et (bn) suites calculables et x € R, tels que

a < x ¥n

n—-
b > x - ¥n

n—-

a + X

.
b > x

S
Alors x € %f car on peut construire k(n) programmable stricte-
ment croissante telle que ak(n) *> x (et bk(n) +> x).

e e,

Ce résultat présente 1'intérat pratique suivant : des considé-
rations relativement simples, d'analyse classique, permettent de trouver
le processus calculable définissant X.

La démonstration est évidente

b - a + 0,
" R
donc d'aprés c) on peut construire k(n) programmable strictement croissante
telle que
1 1
> = = - < =
k) 2 2= by ) < >
Or * 7 %m) L %) T )
Donc : k(n) > 1 =5 X - a <1
-p k(n) = p

Donc d'aprés II, 3, ¢) on peut déterminer un P.c. a tel que x = {a} .
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IIT - FONCTIONS CALCULABLES
SUITES CALCULABLES DE FONCTIONS CALCULABLES

Intuitivement,la valeur numérique d'une fonction est "bien
définie", si pour tout X, on peut calculer des approximants rationnels

F(x,e) de £f(x) tels que :

¥e€ o' (> 0), |P(x.e) - f(x)] < e .

. L'ennui, est que, sauf si on travaille dans Q, x n'est connu que
par des approximants : |a(e) - x| <e ¥Veeg et.
On ne peut pas rentrer x en données, il faut donc rentrer globalement o .
La fagon la plus générale de caractériser o est de le caractériser par
l'entier descriptif Nau d'un programme réalisant le p.c: O .

D'ol les définitions suivantes données dans [1] et [2].

FONCTION CALCULABLE :

Soient I = (a,b) un intervalle de &
F une application programmable : F : NN x Q+ + Q

' (n,e) + F(n,e)
Soit x = {a} € I et Nal'entier descriptif d'un programme

réalisant o .
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On suppose

% ¥Ix €I ¢ ~ F(Nu’E) est un p.c.

x- o N B = (e~ F(Na,e)) o (e > F(NB,E))
Posons f : I 6
x = {a} » f(x) = {e » F(N,€)}

f est une fonctinn calculable définie dans I

Cette définition s'étend aux fonctions calculables de plusieurs

variables en posant

E(x1s%gseeesx ) = {e2F(N Ny seeesN ) sE)]

1 2 n

Dans [1] et [2] on &tablit facilement les propriétés suivantes
% Si f et g sont deux fonctions calculables définies dans I )

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f.g)(x) = £(x) x g(x)

sont des fonctions calculables définies dans I.

g-(x) = est une fonction calculable définie dans I
si g(x) # 0 ¥x € I.
* Si f et g sont deux fonctions calculables
g: I-> Il

f : I1 -+ f;

Alors : (f , g)(x) = f(g(x)) est une fonction calculable définie dans I .
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Voici quelques exemples de fonctions calculables

x + x est définie dans & par U(Na;e) ou U désigne le programme

universel de TURING.
x+a€ 6 est définie dans ‘> par U(Ny,e) avec a = {y}

Un polyndme & coefficients calculables est donc une fonction

calculable définie dans ¥.

Connaissant un programme P réalisant o , il est facile de construire

un programme réalisant |a| : €+ |a(e)] , il suffit pour cela

. d'introduire dans le déroulement de P, et 3 la place des instruc-

tions d'Arrét, le programme décrit au début réalisant q - |q| .

Les auteurs de [1] et E?] décrivent un procédé automatique pour

coder P, on a donc un programme Q tel que

(i1l suffit

QN,) = N|a|

de remplacer les codes des instructions Arrét de P par le code

du prdgramme réalisant q - |q[) .

X > ]x| est donc définie dans %3/par U(Q(Na),e) = U(Nlal,e) .

Attention :

-X si X <0

mais il serait faux de penser que la donnée de

{

définit 1la

X * X si x>0

X > =X si x <0

fonction calculable x + |x| car il est impossible de savoir si

un nombre calculable quelconque est nul ou non ! (voir pourquoi au para-

graphe 1IV).
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® Par suite :

(x,y) > Max (x,y) %-(x+y+|x-y|)

. 1
(x,y) > Min (x,y) = 5-(x+y—]x-y|)
-sont des fonctions éalculables définies dans %? x %ﬁl.

* et si f est définie dans I par F(Na,e) alors |f| est définie

dans I par IF(Na,e)I .

THEOREME
Si f est une fonction calculable définie dans I.
Si (an) est une suite calculable telle que a_ €I ¥n
Alors (f(an)) est une suite calculable.
Soit a(n,e) définissant (an) et P un programme réalisant
€ + a(n,e)

Soient Vl,V2,...,Vk les noms des mémoires utilisées par P.

Partons de 1'état initial :
c(Vl) =€ , c(V2) = ..o=c(¥) =0

et appelons Pn le programme suivant :

Sl : V2:=V1;1 (V2 contient €)
82 : V1:=n;1 (Vl contient n)
S3 : premiére instruction de P
Su : deuxiéme instruction de P

etc...

Pn réalise : € + a(n,e) (qui est un p.c.).
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L'entier descriptif'NP ‘s'obtient automatiquement a partir
n

de N (11 suffit d'insérer dans le code de P, les codes de S et 82)

(v01r [1] oul2] ) .
On a donc un programme G tel gue :

G(n) = NP
n v

Soit F(Nd,e) définissant f.

L'application : (n,e) + F(G(n),e) = F(NP »€) est donc program-

mable et pour tout n fixé, €-*F(NP ,E) est un processus calculable.
n

Donc F(NP »€) réalise une suite calculable.
n

Et, puisque N est l'entier descriptif d'un programme calculant

Pn
€ + al(n,e)

f(an) = {e » F(an,e)}

c.q.f.d.

2 - SUITE CALCULABLE DE FONCTIONS CALCULABLES :

‘Par analogie avec les suites calculables de nombres calculables
je définis une suite calculable de fonctions calculables deflnles dans un
intervalle I par :

; +
F: NxINxQ -+ @

(n,m,e) —3 F(n,m,g)

* programmable dans IN xIN XQ+

% x = {a} €I~ fn(x) = {e » P(nsNaae)}

est une fonction calculable définie dans I pour tout n € INi.

* (n,e) » F(n,Na,E) définit une suite calculable de nombres calcu-

lables pour tout x = {a)} fixé dans I .
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Nous dirons que la suite (fn) est une suite calculable de

fonctions définies dans I.

Soit f.une fonction calculable définie dans I.

Nous dirons que (fn) converge simplement sur I vers f si

l'on connait h :
+
h : (i,x)'* h(i,x) € t?
p P
(ensemble des nombres calculables strictement positifs)

(définie pour p entier > 1 par H(%yNa,E) programmable telle que pour
tout p fixé : x € I~ h(%ax) est une fonction calculable dans I),

telle que

¥x € I, ¥p entier > 1, n Z.h(%3x) = |fn(x)¥f(x)| 5_%-v

THEOREME :

La condition de CAUCHY dans I

" On connait h : (%3x) > h(%3x) € ff * (définie comme précédemment)

telle que

. m 1 1
¥x € I, ¥p entier > 1, n 2_h(53x) = |fn(x)-fm(x)| 5_5- "

est une condition nécessaire et suffisante de convergence simple sur I.
Plus précisément : - a

Si (fn) est de CAUCHY dans I, alors, on peut construire F(Na,e) program-
mable définissant f(x) fonction calculable dans I telle que

. 1 _ 1
¥x € I, ¥p entier > 1, n z_h(ngyx)'-> |fn(x)-f(x)| 23
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La condition est nécessaire : c'est évident.

La condition est suffisante.

Soient F(n,m,e) définissant (fn) et H(%3m,€) définissant h
x = {a} € I, N, l'entier descriptif‘d'un programme calculant % .

% Soient € € Q+ (e > 0) et n(e) le plus petit:entier supérieur

ou égal 3 é- .

k(e,a) le plus petit entier supérieur ou égal & € + IH(E%E73NQ’€)I
€ » k(e,o) est programmable

donc, G définie par :
G(Na,€) = F(k(%3a),Na,gJ est programmable.

Nous allons montrer que G définit une fonction calculable

% € > G(Na,e) est un p.c. car

|G(N, 526 )-6(N_,2¢,)] < |FGeCe @) N e ) - £ (x)]

k(el,a)

ot Ifk(el,oc)(x) - fk(é;j,a)(”"l’ * |fk(€2,ot)(x) - Flik(e,,0),N e,)

puisque fn(x) = {e ~» F(n,Na,E)}

|6(N,2e) - 6N ,2¢ )| < e, + | y ()| + e,

1 fk(sl,a)(x) . fk(€23a

k(es0) 2 € + [HGE N .e)] > h(s oy %)

»

Donc, avec 1 = 1 ou 2 :
k(e,,0) > Min (h(=—,x) 3 h(=rie,x))
i>s = n(el)’ > n(€25’
et d'aprés la condition de CAUCHY :

1
)

l .
lfk(el,oc)(X) - fk(EQ,OL)(X)I < Max (n(eTY > n( )) < Max (e).e,)

Donc : IG(Na,Qel) - G(Na’2€2)| S_el + Max (€1,82) + €, §_2(€1+€2) ce qui

5rouve que € - G(Nd,e) est un p.c.
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* Soit B un p.c. équivalent 3 o montrons que les p.c :

€ > G(Na,e) et € » G(NB,E) sont équivalents :

IG(NB,QE) - G(N,,2e)| < IF(k(e,B),NB,a) - f (x)|

k(e,B)

+ Ifk(E,B)(X) - fk(e,a)(x)l + Ifk‘(E,a)(X) - F(k(EQQ)sNa)€)|

a v B = x = {a} = {B} = {¢ 4'H(%SN&33)} oo {e > H(%TNéatﬁj

Donc :
k(e,a) > € + lNe)|>h(l x)
9 paliy 8)’ a’ pally n( )9
k(,8) > € + [H(—c,N €)] > h(—t—,x)
= n(e)’> B> - n(e)’
et alors par la condition de CAUCHY :
: o
IG(NB,Q(-:) - G(NOL’2€)| <ett m t+ € < 3¢ < ke
® Donc £ : x ={a} € I+ f(x) = {e¢ > G(Na,s)}

est une fonction calculable dans I.
Montrons la convergence calculable de (fn) vers f sur I :
Soit p entier >1:

1

|f (x) - f(x)l |f (x) - f ,2p)|

k(=

(x)]| + |f 1 (x) - G(N

1

4p
1
+ |Gy 03p) ~ £

1

G(N ) = F(k(u ,U«) N Eﬁ .

a

D'ol, d'aprds les propriétés des p.C.

Ifn(x)—f(x>|g|fn(x)-f ()] + 42+ L

k(%—,a) “p - 2p

Puisque k(%53a) z_h(%53x), il vient en utilisant la condition de CAUCHY :

¥x € I, ¥p entier >1, n z_h(%§3x) = lfn(x)_f(x)l 5.%5.+ %5.+ %5.: %.,
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Je définis de méme la convergence uniforme sur I de la suite

calculable de fonctions (fn) définies dans I, vers f fonction calcu-

lable définie dans I par :

1

" On connait h : > h(%& € Q+ programmable telle que

¥x € I, ¥p entier > 1, n > h(%) => |£_(x)-£(x)| 3% "
et comme précédemment

si on connait : h : %—* h(é) € Q+ programmable telle que
. m
¥x € I, ¥p entier > 1, n

1 1
> h(=) => - < =
__h(p) |fn(x) fm(x)l <5
Alors on peut construire une fonction calculable f(x) telle que

. 1 1
¥x € I, ¥p entier > 1, n Z_h(EEJ => Ifn(X)—f(X)l 5.5

Plus généralement

Une suite calculable de fonctions calculables de p variables

(Xl’x2""’xp) définies sur IP est définie par F(n,Nu ’Na ,...,Na ,E)
1 2 p

programmable dans BqP+%<Q+ .

Les résultats précédents s'étendent de la méme fagon.
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3 - APPLICATION : FONCTIONS CALCULABLES ANALYTIQUES

THEOREME :

Soit (an) une suite calculable de nombres calculables.

Si 1'on connait M€ G 7 (M > 0) et X e &7 (xo > 0) tels que :

Lanxgl < M ¥n

n
Alors, la suite calculable de polyndmes ¥ a_x
p=1

P est unifor-

mément convergente sur l'intervalle [—kxo,kxo], k € %i +, 0 <k < 1.

P

[e o]
Et par conséquent, la fonction f(x) = % apx est une fonction calcu -
1

lable définie dans cet intervalle.

Preuve :

Soient x € Ekao,+kxo] , m > n entiers

m m m M

l L a xpl < X Ia xp||§—4p <M I K< ———-k?
_ - _ po''x - _ — 1-k

p=n p=n o p=n

n .
k est un nombre calculable donc : (E¥§ k ) est une suite calculable,
0 < k < 1 => cette suite converge vers 0 au sens de l'analyse classique,
en décroissant.

Par conséquent, on peut construire h : %-+ h(%& programmable telle que :

n

1 M ‘
n Z h(B—) => ﬁ k _<_ (II,4,a)) -

v |

Donc

Vx € [1kx0;+kxo] et ¥p entier > 1 :

m

1 m
n z_h(BJ => |.Z a.x

- 1
1=n

c.q.f.d.



Utilisons ce résultat pour montrer que

2 n

X X
l!+E-+ eee +E!—+ e

_ est une fonction calculable dans %S

Soit k € I
n < 1 si n+l < k
ko (n+1)! _ n+l
n! kn+1 Tk _
> 1 si ntl > k
kk
Prenons X, = k , M= T

‘s X
Nous sommes dans les conditions du théoréme précédent donc e

est une fonction calculable dans [ -k+1;k-1].

Un raisonnement analogue montre que les fonctions classiques
sin x, cos x, Log x ... sont des fonctions calculables sur des intervalles

de 7? correctement choisis.
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IV - METHODES EFFECTIVES
DE CALCUL NUMERIQUE

a» 70
Soit v/ une proposition : le(x) avec x € R

Je suppose que l'on désire une valeur numérique d'un x € R

P . .
tel que V] (x) soit vraie.

Nous dirons qu'une méthode numérique pour trouver un x € R

tel que :7D(x) soit vraie est une méthode effective de calcul numérique

si elle permet de construire un processus calculable a tel que
lqP] .
x={a} = J (x) vraie.

Par suite, si une méthode numérique n'est pas programmable (avec
la machine & capacité variable définie au début), elle n'a aucune chance

d'€tre une méthode effective (un exemple est donné en IV,2).

Je suppose maintenant que 1'on désire la valeur logique de ff)

pour tous les x € EC G

Nous dirons qu'une méthode numérique pour savoir ¥x € E, si
(-D - ” L3 3
L[(x) est vrale ou fausse est une méthode effective si elle permet de

construire F(Na,e) définissant dans E une fonction calculable f :

f: E=> {0,1}

0 <=> kgo(x) fausse

1 <=> jb(x) vraie

telle que : f(x)
f(x)
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Ces notions introduites dans [l], [2] et (4] me semblent bien
adaptées a la réalité du calcul numérique sur ordinateur. Il faudra prendre

garde d ne pas faire jouer un rdle particulier & Q dans la derniére définition

1 - THEOREME DE LA PROPOSITION VRAIE A LA LIMITE :

ENONCE :

Soient (an) suite calculable et £ = {a} nombre calculable tels
que a_ > 2 (sens calculable).

Soit T une proposition telle que

:T?an) fausse ¥n

D
Py vraie
Soit E = {al,a2,...,an,...,2}

I1 n'y a pas de méthode effective paur savoir ¥x € E si iTD(x)

est vrale ou fausse.

La démonstration, donnée dans [1] et [ 2] utilise le théordme

de DAVIS (I, 3, d) et la propriété des fonctions calculables

anv B => {e > F(NOL,E)}’U {e » F(N_,e)}

B

Applications : (Cf. [1] ou [2]) .

a) On ne peut savoir, ¥x € G » 81 x <0 ,x<0,x=0,

x>0 ,x>0.

=1
(prendre a == )



_]_'_l_

Par contre, ¥x # 0 , x € Tj s On peut savoir si x > 0 ou
i si x< 0 ;
En effet : soit x = {a} , x £ 0
’ 1 2
=
4 n(a) tel que |u(n(a))| e

Appelons n(a) le plus petit entier possédant cette propriété.
Connaissant un programme calculant a(e), il est aisé de construire un pro-
gramme calculant n(a).

Par suite, on construit facilement un programme déterminant le

-

signe de o(—— ( )) (0 si a(n%a)) < 0 3 +1 si a(n%u)) >0 )
, , 1
| 0 S1 OL(B—(&—)) < 0

Soit £ : x #0, x = {o} - <
L : 1
1 si a(n(a)) >0

f est une fonction calculable définie dans (- - {0} car :
~ les opérations décrites sont programmables.

- si x = {a} = {B} alors a(ﬁ%&ja'et'B(E%ET) ont le méme signe.

Sinon :
1 1 2 2

loL(n(oc)) - B(n(B))I >‘n(oc) * n(B)
et alors pour tout ¢ € @ s € 5-%'(n%a) + H%B))
on aurait
Ia( )-B(= )I > ]a( (a)) B(—==~ (B) ) o- Ia( )-o(—=— ( ) )| - IB( )R (== (B)
D'ol :
2(5)-8(5)] > R Sy

—-n(u) n(B) 2 nla) 2 n(R)
=> a8 > 7 (=~ (a) %6))325

ce qui est impossible puisque q et B sont des p.c. équivalents.
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La fonction x + signe de x est donc une fonction calculable
définie dans G - {o} .

c.q.f.d.

b) Nous utiliserons ce méme théoréme pour établir une propriété
importante et inattendue des fonctions calculables. Cette propriété est

énoncée par S. MAZUR dans [ 3], la démonstration donnée ici est originale.

Si f est une fonction calculable définie sur [a,b]
si (an) est une.suite calculable de points de [a,b]
sia + %€[a,b]

Alors f(a ) = () .
R

Preuve :

(f(an)-f(l)) est une suite calculable (III,1)
% Posons X = f(an)—f(l) et a(n,e) définissant la suite (xn)
Soit r € Q+ (r > 0) tel que :
VN € N., d n >N tel que |f(an)—f(l)| > 2r .

Soit h : N + N 1'application programmable strictement croissante
n - h(n)

définie par : -

h(1) le plus petit entier tel que : [a(h(l),;)l > %2

h(n+l) le plus petit entier strictement supérieur 3 h(n) tel que

3
lath(nt1) 2] > 52 .
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De tels entiers existent : supposons que h(1) n'existe pas.

3
Alors : Ia(n,ng 5_52- ¥n
3
= Ixnl f_la(n,EOI + % 5_§£-+ §-= 2pr ¥n
c'est impossible car & n > 1 tel que lxnl = lf(an)-f(ﬂ)l > 2p

X (n) * f(ah(n)) - £(2) est une suite calculable possédant la propéiété

lxh(n)l >r ¥n

(car : |a(h(n),2)| >—g£.:> lxh(n)l z_la(h(n),ng - g

>lxymyl > 5 - 5=

h(n) 2

b

* Posons ah(n) = I

(bn) est une suite calculable qui posséde la propriété

b + 2

n

|f<bn)-f(z)| > p ¥n
Soit E ={bi,b2,...,bn,...,£}

et R la proposition :
R(x) vraie si |£(x)-£(&)| - §-< 0

R(bn) est fausse ¥n

R(L) est vraie.

Donc, d'aprés le théordme de la proposition vraie 3 la limite,
il n'y a pas de méthode effective pour savoir ¥x € E:si R(x) est vraie

ou fausse.
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Mais : ¥x € E, |f(x)-f(2)]| - g—# 0 donc, d'aprés le a) on
connait une méthode effective pour savoir ¥x € E si R(x) est vraie ou fausse.
C'est contradictoire donc (bn) ne peut exister, donc un tel r

r € Q+ ne peut exister donc :

¥r € Q+ » 4 N tel que n > N => If(an)-f(ﬁ)l <r
c.q.f.d.

c) Si f est une fonctinn calculable définie sur [a,b] telle que
f(a) >0 ; f(b) <0

Alors & ¢ € [a,b], nombre calculable, tel que f(c) = 0 .

Preuve

Si f(x) # 0 ¥x € [a,b] , x € €

Alors, d'aprés le a) on connait une méthode effective pour savoir

¥x € (a,b] si f(x) > 0 ou bien f(x) <0

Done les suites

aO = a bO = b
an+bn an+b an+bn
i < i <
a si f( 5 ) 0 (T3 si f( 3 ) 0
i
fn+1 T b1 :I -
a +bn an+bn an+bn
5 si f( 5 ) >0 bn si f(——) >0

sont deux suites calculables

(a_) est croissante
n } b-a > 0 et d'aprés II,4,b), on peut
(b_) est décroissante R )
1 .
construire £ € t? tel que a - L

b + 2
n

f(2) # 0O puisque % € [a,b] .
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Mais f(a ) >0 : :

n } = £(L) > 0
a - 2
n

=> f(2) = 0

f(b ) <0 /

n } => £(8) <0 ’
b > ¢
n

c'est contradictoire

donc la proposition : "¥x € [a,b], f(x) # 0" est fausse.

c.q.f.d.
d) Mais, en général, il n?y a pas de méthode effective pour déter-
miner ¢ tel que f(c) = 0.
(c € La,b] , £(a) > 0, £(b) < 0)"
(ef. [1] ou[2] )
+ . PP
e) Par contre, ¥ e € %f (e > 0) et ¥f fonction calculable définie

sur [a,b] tel que f(a) > 0, f(b) < O on connait une méthode effective

pour trouver Xy € [a,b] , nombre calculable, tel que :

|f(xe)| <e

Preuve :

Soit e = {a} e & 7
Déterminons le plus petit entier n, tel que a(%~) > %—
o ¢ )
. - 1 1
et soit € = a(E—J - (>0 3 e<e)
o a

Posons a_ =a ;b =b.
o 0
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ao+bo ‘
Soit a_ un p.c. tel que f£( 3 ) = {ao}
X € £
Soit T  le test : |u0(2)| <3
* Si To est vrail : alors
a +b
o O € € € €
—_ _< = —_—
8= < le ] +5<5+5<e
ao+bO
et xe = 5
® Si To est faux : alors
a0+b0 € [
2 - =>
| £( 5 )'3|°‘o(2)l 5> 0
ao+bo
Donc f£( 5 ) # 0 et on connait d'aprés a) une méthode effective pour déter-
ao+bO
miner le signe de f( 3 ).
Posons
ao+bo
i <
a, si f( 3 ) 0
a, =
ao+bo ao+bo
>
5 si £( 5 ) >0
a +bo ao+bo
‘ si £( ) <0
N 2
1
ao+bo
. S -
bo si  f( 3 ) >0
a1+bl
Soit o, un p.c. tel que f( ) = {a.}
1 2 1
. £ €
. = < =
et soit T, le test : |a1(2)] <3
* Si T1 est vrai alors
. - al+b1
e 2
] Si T1 est faux on déterminera a, et b2 comme il est indiqué précé-

demment et 1l'on fera le test T

2
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Il est impossible que T, soit faux ¥n , sinon on serait dans

les conditions de c¢) et c'est impossible.
a_ +b
n_ n
o o

On prendra Xg T 5 ol n est le plus petit entier tel que Tn soit
o

vrai.

UNE METHODE 'USUELLE' DE CALCUL NUMERIQUE QUI N'EST PAS, EN GENERAL,

====scm=mas=

UNE METHODE EFFECTIVE :

Soit f une fonction réelle d'une variable réelle définie,conti-

nue (au sens usuel) et strictement convexe dans [0,1] de R .

On se propose de déterminer x* tel que

£(x*) = Min £(x)
Oﬁxﬁ;

Des ouvrages décrivent la méthode suivante :

(J. CEA "Optimisation. Théorie et algorithmes". Dunod 1971).

o o
3 Prendre a_ et b tels que x_ < a < b < y
o o o o o o
%® comparer f(a ) et f(b ) —
o o

- 1 > = . =
si f(ao) 7 f(bo) prendre x a 5 ¥y, %y

: 1 ) o
- si f(ao) = f(bo) prendre x, = aj 3 ¥y = b,
- si f(ao) < f(bo) prendre x, = x_ = ; y; = b,

% Poursuivre de la méme fagon en prenant a, et b1 tels que :

X S 3 <by <y,
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On construit ainsi deux suites 2 et Yy et 11 est certain que

x® *
X et que y d X

X ->
R R

n
Mais les tests indiqués sont irréalisables puisqu'il est impos-
sible, en général, de savoir si f(an) > f(bn) 5 f(an) = f(bn) ;

f(a ) < £(b )
n n

Exemple :

f(x) = x2 -1,5 /0,1x est une fonction définie pour x > O , continue
au sens usuel et strictement convexe. Elle atteint son minimum dans
Y —

1 % _ 225
[0,53 en x° = 0,1 v e

Soit r un rationnel de [O,EJ

Pour calculer v0,lr je suppose que l'on utilise la méthode de NEWTON

c

O,1r

2u
n

: n
u = = ¢
2

1 . e e e s . p; .
¥r € [O,§J , la suite ainsi définie est strictement décroissante et converge

- 1
vers /b,lr avec une erreur : un - v0,1r < o

2
(En effet : posons £ = v¥0,1r ; il vient : u, - 2 <1 et
u_ -2 2 u  .-%
u - g =B 1 (1 - ) < n-1 ) -
n 2 u - 2

f(r) est donc défini par les approximants rationnels

3

2n+1

Dans ces conditions, je dis que la méthode exposée précédemment

vn(r) = r2—1,5un(r) et par le majorant de l'erreur : f(r)—vn(r) <

n'est pas programmable, si 1'on part des points : a = 0,1 et bo = 0,4,
En effet

£(0,1) = £(0,4) = -0,14
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* Par conséquent, la suite calculable vn(O,u)*vn(o,l) converge

du sens calculable vers O.

% Mais, V¥n, vn(O,u)—vn(O,l) >0

ceci est moins évident

vn+l(0,4)—vn+l(0,l) O,16—l,5un+1(0,4)—0,01+l,5un+1(0,1)

1a5[(un+l(o,1)-0,1)—(un+l(o,u)-o,2j]
(u (0,1)-0,1)* tu (0,4)-0,2)?

1,5 )
u_(0,1) u_(0,4)

2

)

(

Le dernier membre devient

1,5
2un(O,l)un(O,4

) (un(o,u))Eun(o,1)—0,1)2—(un(o,4)—o,2)2]+

(4,(0,4)-0,2)% (u_(0,4)-u_(0,1))

Or : un(O,u) Z.un(O,l) ¥n car uO(O,u) = uo(O,l) et car V0,01 < /0,04
(géométriquement, c'est évident 1).

De plus
(un(O,l)—:o,1)2—(un(o,l+)—o,2)2 = [Zun(o,1)—0,1)—(un(o,u)—o,2)]4Ln(o,1)+

‘un(o,u)-o,1-0,2]

Or :
un(O,l) > 0,1 ¥n et un(O,Q) > 0,2 ¥n

Donec

u (0,1) +u (0,4) - 0,1 -0,2>0 ¥n

et par suite ; si :
(un(O,l) - 0,1) - (un(O,u) - 0,2)
est strictement positif, alors
(u ,,(0,1) - 0,1) - Cu  ,(0,4) - 0,2)

est strictement positif.
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Comme (uO(O,l)—O,l) - (uo(o,u)—o,z) = 1-0,1-1+0,2 = 0,1 > 0
on déduit pas récurrence que (un(O,l)—O,l) - (un(0,4)~0,2) est strictement

positif et par suite que vn+l(0,4) - vn+1(0,1) >0 V¥n

% Nous sommes alors dans les conditions du théordme de la propo-

sition vraie 3 la limite : il est impossible i,quoi que l'on fasse, de

savoir si £(0,1) > £(0O,4) ou pien £(0,F¥) < £(0,4) ou bien £(0,1) = £(O,u).

Nous allons nous inspirer de cette méthode pour en construire

une qui soit effective.

A}
N
Une fonction calculable définie dans [0,1] est strictement

convexe si : ~
) AN

¥x et ¥y nombres calculables de [0,1]

¥A nombre calculable, 0< A < 1

fFOx + (1-M)y) < Af(x) + (1-2)£(y)

THEOREME :
f est une fonction calculable définie sur 0,1]
f est strictement convexe
. * %’
Alors on peut construire x" € tel que :
®» .
f(x") = Min £(x) -
0<x<1
Méthode : Prendre trois points au lieu de deux :
Soit X, = 0 3 Vo 1 ‘
Soienta , b ,c : x <a <b <c < y
o o o
3x_+y X _+y X _+3y
Avec a = —2"0 b = =2-° c = =2_0°
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Posons f(ao) = {ao} : f(bo) = {Bo} : f(co) = {Yo}

. Soit 82 (flz 1) 1le test

S

n . s 1 1
8. vrai si Iao(EHO—BO(ia)I >

. Soit Tg (n > 1) le test :

o T

n P 1 1
T, vrai si IBO(§H) Yo(55)| >

)

Puisque f est strictement convexe f(a,) # f(bo) ou bien

f(bo) # f(co) , donc & n tel que Sz vrai ou bien Tg vrai.

Soit ng le plus petit entier tel que :

n n

o) . e} .
S vrail T vrai
o o
ou bien
n

n n
n<n =>T faux <n =>28§8 faux
o o -0 e

. o .
Si SO est vral on posera :

xxl=ao,yl=y

. 1 1
_—)= _) >
o st 0"o(2n ) Bo(2n ) 0
o) o

(£(a ) > £(b))

) _ : 1, . .1
* %) G X0 2 Y1 7 bo si ao(2no) Bo(2no) <0

(f(a)) < £(b_))

. m O .
Si T~ est vrai on posera :

_ . . 1.4 1
* X TDb,, Y1 59, 83 Bo(2no) Yo(QnO) >0

(f(bo) > £(e )
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. 1 1
= = oY <
* ox ® > Yy o si BO(QnO) Yo(2no) 0

(f(bo) < f(co))

X, et y, étant déterminés, on poursuit de la méme fagon avec :

17 Ty ’ 17 2 > 17 Ty

Nous avons alors construit deux suites calculables (xn) et (yn)

0 =Zx <=x

< ... <x < ,..K<
o - - =y

— n

1

X <

telles que Vo~ %, * O (car Vo1 Fne1 <

R

Donc on peut construire x* € [0,1], nombre calculable tel que :

(IT,4,b)

D'aprés la convexité de f et le choix de x, et de Yy
=> <
x € [y ,1] £y ) < £(x)

x € [0,x ] => £(x ) < £(x)

y, x> £y ) > £(x®) (1v,1,b)
R
Donc f(x*) < f(x) ¥x € [xx,l]
x _ * B
x x> f(xn) ;& £(x™)
Donc f(xx) < f(x) ¥x € [O,xx]

ce qui prouve que £(x*) < f(x)  vwxe€[o0,1] .

Ici 0, 1 sont rationnels => a s bn’ c. s X sont rationnels. Le détail

n® Jn
de l'algorithme est le suivant



- 53 =~

Arrét

E
|
A
&
SN

r:=a ; puis b; puis ¢

Programme G qui calcule

1l'entier descriptif Nr

du p.c. € > r € Q@

Y

o

N :=Na 3 puis Nb 5 puis Nc ‘

’ |

Y

 J

Programme F
définissant f, calcule

F(Na,e) _ o

(IF(Na’E)—F(Nb,g)I > 2 }-@_,_( »F(Na,e)-F(Nb,e) > OE, ::; -

X=X
n n
y:=b
A

Q IF(Nb,E)-F(NC,g)I > 2¢ mp(Nb’E)_F(NC’E) > OE, ;(:: ]

._(:{)_____ X=X
l n:= nt+l ’ > yi=c L_J

|

A
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3 - METHODES DE POINTS FIXES

Les méthodes de point fixe pour des fonctions calculables

contractantes sur [a,b] sont des méthodes effectives.

HYPOTHESE :

f est une fonction calculable définie sur (a,b]

On connait K € %f, 0 <K< 1 tel que
If(x)-f(y)l < K|x-y| ¥x et ¥y de La,b]

fa) -a>0 , f£b)-b<o

f(x) -~ x est une fonction calculable, donc les conditions

) f(a) -a>0 et f(b) -b< o0

assurent l'existence d'un nombre calculable § € [a,b] tel que £(L) = & (1,c).

REDUCTION DE L'INTERVALLE [a,b] :

On peut construire wet r tels que
Lw-r,wt+r] < [a,b]

Avec |w-f(w)] < (1-K)r

Nous allons commencer par ‘trouver xo, a < X < b tel que
f(x -x >0
( o) o

f(xo) - x = (f(xo) - f(a)) + (f(a) - a) + (a - xo)
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Puisque f(a) ~a>0:

£(x )-x_ > (f(a)-a) - If(xo)~f(a)| - (% -a) > (f(a)-a) - (1+K) (x -a)

N . f(a)-a
Nous aurons f(xo)—xO > 0 deés que : TiK

> x,-a
I1 faut encore s'assurer que X, <b
Soit 2 le point fixe (il existe)
f(a)-a = f(a)-f(L)+k-a
et puisque £ > a : f(a)-a < (2-a)+(%-a)K < (b-a)(1+K)

f(a)-a
1+K

Donc < (b-a)

. - 1 f(a)-a
Nous pouvons prendre, par exemple : X, T at 5 17K
De méme :
. - 1 b-£f(b)
51 *15b -5
” . . . < . - <
Xy vérifie : X, < xg <b et : f(xl) X, <0

Soit e = (1-K)Min((xo—a) : (b-xl))

D'aprés 1,e) nous pouvons construire w € [xo,x1]

tel que [f(w)-w| < e
Prenons r = Mln(x8~a 3 b-xl)
puisque w € [xo,x1] s [w-r,w+r] < [a,b]

.etona: |f(w-wl < (1-K)r
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CONVERGENCE :
Soit X € [w-r,w+r]

La suite calculable ®y = f(xo);...;xn+l = f(xn);...

.

converge au sens calculable dans [w~r,w+r] et sa limite

vérifie : L= £() .

(xn) est une suite calculable car elle est définie par récurrence et f est

une fonction calculable.

x_ € [w-r,w+r] => x € [w-r,w+tr] ¥n en effet

[xl-wl 5_|f(xo)—f(w)| + | f(w)-w] < rK+(1-K)r = r .
Montrons que (xn) est une suite de CAUCHY au sens calculable :

Ixm—xn! 5-|xm_ m--ll * !Xm—l_xm—Ql T Xn+1—xnf

I e

-1
* X

fjlxlfxol (Km
puisque K € € eto<K< 1

La suite calculable décroissante E%% e converge au sens calculable vers O.

Soit h : %-+ h(%) programmable
. ly o5 22y 1 B
telle que : n Z_h(p) => e K i’p
Alors :
s nd) > |x-x | <:
n=— 'p m n' —p

c'est la condition de CAUCHY calculable :
Soit 2 la limite de (xn).

Alors : |2-£(2)] < ll—xn+1| + |f(xn)—f(£)| < |£—xn+l| + K|xn-2|

=> 2 = £(R) .
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V- PROPRIETES DES FONCTIONS
CALCULABLES DEFINIES SUR UN INTERVALLE
APPLICATIONS

1 - CONTINUITE DES FONCTIONS CALCULABLES.

(cf. [3] s. MAZUR).

THEOREME :
f est une fonction calculable définie en tout point de o0,1].
on€[0,1] v € C*t,ine Bt ta que :
vx € [0,1] N [xo-n : xo+n] ' lf(X)-f(xo)l <e

Preuve :

Nous allons démontrer ce théordme par 1l'absurde :

Supposons que X, € [0,1] et e € 8 * sont tels que :

‘C +
¥n € Z x€[o0,1] : |x-xo| <n et If(x)—f(xo)l > e

- + _ 1 .
Prenons e = 2r € Q' et n = % (p entier > 1)
LEMME 1 :
. %? 1
Sil x € nLo,1] : lx—xol ﬁ'ES et If(x)-f(xo)l > 2r

Alors I y € @ N[0,1] : [y—xo[ 5_%- et lf(y)-f(xo)l > r

R ——



Preuve

1
b 3 |X—}fol < ‘QE
= |a(=)-x | < |a(=)-x| + |x-x_| 5_%-+ %5
- 1, 1
n > 2p => Iu(HJ xol 5
* If(x)-f(xo)l > 2r
> [E@EN-£x )] > £ )-£(0] = [£(x)-F(a(D))]
Mais (a(%&) est une suite calculable \

et a(l) » x done £(a(d)) + £(x) (IV,1,b)
n n ]R

Donc & n_ tel que : n >n_ => 'f(a(%ﬁ)-f(x)| <r

o
etn>n = |f(a(£0)-f(x )| > 2r-r = v

- o n o
* Six=0 ousi x=1 alors x€ QN [0,1] et y = x

Si0<x<1 alofs g nl tel que n > nl = 0 < a(%) < 1

Prenons y = a(%—) avec n

- Max (nl,no,Qp)

2

LEMME 2 :
On peut construire une application‘ppogrammable dané N
u: N »>@qN[Lo,1]
ko> u
telle que :

- v € Qnlo,1] , 4k : y = u

- ¥k € N , A k>k :u =u
o o
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Preuve :

Soient g et h les applications programmables dans N définies

par les relations de récurrence :

g(0) =0 3 h(0) =1

{1+g(k) si  g(k) < h(k)

g(k+1) 1

0 sinon

1+h(k) si  g(k) > h(k)
h(k+1) = {

h(k) sinon

u = %%%%— numérote tous les rationnels de [0,1] de la fagon

suivante :

Njo

o 1, 12 .0 1 2 3 .
1913 92923397333333 s e

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME :

D'aprés les lemmes X, et r sont donc tels que :

1
¥p > 1, ¥k s gk > kg ¢ |uk-x 5_5- et If(uk)—f(xo)| >r

ol
Soit 0 un p.c. définissant X

F(Na’e) définissant f
G un programme de codage : G(k) = Nu entier descriptif de € » u

K k

‘ 1 1 1 1.1
* Iuk—xo| i’E => Iuk—ao(f)l < Iuk—xol + lxo-ao(idl 5_5-+ "

x ]f(uk)-f(xo)l >p
=> |F(6(),H-FON, D) > [£x )-£u)| - |£x)-F(n, )]
? ao’k o k (o) ao’

1 2
- |f(uk)—F(G(k),F)| >r - =



_60....

Donc
1 2
> . - el < =
¥p 21, ¥k, & k> kor fu o ()] <3
1 1 r
—) - flanl S -
et |F»(G(k),k) F(Nao,k)l 5
Soit h l'application programmable strictement croissante suivante :

h(1) est le plus petit entier k > 1 tel Jue :

1 1 1 r
lu -0 (] <2 et |F(G(k).,-l-<-)—F(Nao,E)| > =

h(p) est le plus petit entier k strictement supérieur % h(p-1) tel que :

e, Ol <2 et |F<G(k),i)-E<Nao,%)| >
(uh(p)) est une suite calculable telle que : ™
* l9h 03 2o Gty | <% ¥
= '“h( y %ol < luy ey (h(p) |+ oGy )) x| < ‘;2? h:(Lp) i%,
Donc U (p) > x_ donc f(uh(p)) ;R f(xo) (1v, 1.b)
x IF(G(h(p),h( y) - F(N, ,h%p))| > L
= | £luy ) Ex)| > § - h‘?ﬁ ¥p

et il est impossible que (f(uh( )) converge au sens réel vers f(x ).
I1 y a contradiction

=> X, et e ne peuvent exister. -

c.q.f.d.
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CONTINUITE ET UNIFORME CONTINUITE CALCULABLE :

f est une fonction calculable définie sur [0,1]

DEFINITIONS :
a) f est continue au sens calculable sur [0,1] si on connait une

b)

"fonction distance" d : (%3x) > d(%wx) € t? *

(définie par D(%3Na,€) programmable telle que ¥n > 1 fixé
x = {a} » d(%3x) = {e¢ » D(%3Na’€)} est une fonction calcu-

lable sur [0,1]. )
Telle que :
1
Ix—xol E_d(g3xo)

vx_€[o0,1] => lf(x)—f(xo)l <
x € [0,1]

BE-N

f est uniformément continue au sens calculable sur [0,1] si on

connait une application programmable d : %-+ d(%& € Q+ telle que :
|%-y] < a(3)
x € [0,1] = | £(x)-£(y)] f_%

y € [0,1]

Nous dirons que f, fonction continue (ou uniformément continue) a pour

"fonction distance" 4.

c)

REMARQUE :

Dans [ 1] ou [2] on trouvera un exemple de fonction calculable

continue sur [0,1] mais non bornée sur [0,1] (donc non uniformément continue
sur [0,1]).
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Exemples :

a) x> x
[V ]
x> a€ b

sont uniformément Continues sur t‘;
1 1
d(=) = =
( (n) 1’1)

b) Si f et g sont continues sur [0,1] et ont pour fonctions distances

1 1
dl(53x) et d2(H3x) . Alors :

2 [ @0=(F £ ] < [£00-0x)] + |gl-glx )] < 2
dés que Ix—xol < Min (dl(%g,xo) 5 dz(%ﬁ’xo))
1 1
x || £(x)| -If(xo)ll < lf(x)-f(xo)| < = pour lx—xol S-dl(ﬁaxo?

* vae 6 s a = {a}

1
;K’XO)

Laf(x)—af(xo)l < [a||f(x)—f(xo)| _<_;]1~ pour ]X‘Xol < 4y (

1

ol A désigne le plus petit entier supérieur ou égal 3 1 + |a(1)]

Par conséquent : Max (f,g) et Min (f,g) sont continues sur o,1].

c) Si f et g sont continues sur [0,1] et ont pour fonctions distances

1 1

dl(H3x) et d2(;3x)
. . t’ +

Si on connait M € tel que |f(x)] <M ¥x€[0,1]

Alors :

If(x).g(x)—f(xo).g(xo)l §_|f(x)||g(x)-g(x3r +|g(xoﬂ|f(x)~f(xo)|

soit M = {a} et g(xo) = {B}

jeird

A le plus petit entier supérieur ou égal 3 1 + la(l)l > M

B le plus petit entier supérieur ou égal 3 1 + |B(1)| Z_Ig(xo)l
. 1 1
ol < Min (@, Gmx) s 4 (g,

=> If(x).g(x)-f(xo)-g(xo)l E.%"
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d) Les exemples b) et c) sont encore valables pour des fonctions
uniférmément continues sur [0,1]
=> tout polyndme a coefficients calculables est uniformément continu
sur [0,1]

et plus généralemenf
#  si l'on connait K€ & 7 tel que
vx, ¥y de [0,1] | £(x)-£(y)] < K]x-y|
Alors f est uniformément continue sur [0,1] .

* si 1'on connait X € Yi ) X >0 et ME fﬁ s M> 0

tels que : Ia an <M ¥n
no! —
o0
Alors f(x) = Z anxn qui est une fonction calculable sur
1
[-kx0;+kxo] S (0<k<1, k€ &) (I1I11,3 ) est uniformément

continue sur cet intervalle.

Preuve :
F(y)-£(x) = L (a_y"-a x") = I a x((I)"-(Z9h)
1 0 n 1 Mo, X,
By)-£00) = L awo - Il )nly g yn=2 (x ), 01
1 o} o) xo Xo xo
=> | £(y)-£(x)]| < 1 ly-x| & n.x""1
) (o} ; 1
|f(y)-f(x)| < -AL—--——ALﬁr | y-x| Vy,¥x de [ -kx _,+kx ]
= X (1-k) ’ o’ o

c.q.f.d.
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3 - EXISTENCE ET CALCUL DE Sup f(x) et de Inf f(x) :

Soit f une fonction calculable et bornée sur [O,l]

iMER , M= Sup f(x)
0<x<1
dme€ R , m = Inf f(x)

0 <x<1

Le probléme est le suivant :

Sous quelles conditions a-t-on des méthodes effectives pour

trouver M et m (il est alors indispensable que M € g etm€ ).

a) Si f est uniformément continue sur [0,1] et a pour fonction

distance d alors :

w(y,z) = Sup f(x) et Y (y,z) = Inf f(x)
Min(y,z)<x<Max(y,z) Min(y,z)<x<Max(y,z)

sont des fonctions calculables dans [0,1] x [0,1]

Preuve :

Soit K, le plus petit entier supérieur ou égal 3 1
, d(=)

, - n

n =+ Kn est une application programmable.

Soient y et z de [0,1]

+ Max f(Min(y,z) + llX__l.

-2
v )
0<j<K n
—'—=n

la R T

an(YsZ) =

- (én(y,z)) est une suite calculable de fonctions calculables définies dans
C0,1] x [0,1].
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* Soit x € [y,z]

d j tel que : |x-(Min(y,z) + ll%:EL)l f_i—.f_d(%J
n n
= [£(x)-f(Min(y,z) + llKL‘—Zbl <3
n

= £(x) <a(y,z2) ¥n, ¥x € [y,z]

® 9(y,z) € R est tel que :

¥n (par définition du sup)

S

o (y.2)-a_(y,2)] <
1,1
= |am(y,z)-an(y,z)| §_5-+ =

Donc :

: z_%g = Iam(y,z)-an(y,z)l f_% » ¥y, ¥z € [0,1]
d'aprés III, 2
o(y,z) € %3
et (y,z) > 9(y,z) est une fonctinn calculable dans [O,lj x [0,1].

Pour ¥ on procéde de méme avec la suite calculable

b (y,z) =1y Min  f(Min(y,z) + ;ll:EL )
n n . K
0<3<K n

b) Si f, fonction calculable définie dans [0,1] posséde la propriété

de "semi-continuité supérieure uniforme" :

On connait 4 : %-+ d(%& € q’ programmable telle que :
1
- < Pl
%=y < d¢z)
x € [0,1] =¥z € [xy] ,  £(2) < Max(£(x) + 25 £(y) + D)

y € [0,1]
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Alors

P(y,z) = Sup F(x)
Min(y,z)<x<Max(y,z)

est une fonction calculable définie dans [O,l] x [0,1] .

c) Sous la condition de "semi-continuité inférieure uniforme" :

On connait 4 : %-+ d(%& €q programmable telle que

|x-y| < ).
= vz € [x,y] , £(z) > Min(£(x) - L5 £(p) - b
x,y € [0,1]
Alors
¥(y,z) = Inf £f(x)
Min(y,z)<x<Max(y,z)

est une fonction calculable définie dans [0,1] x [0,1].

(b) et c¢) se démontrent comme le a))

d) Si f est continue sur [0,1] de fonction distance d(%3x) telle que :
¥n > 1, d Kn > 0, Kn € @ indépendant de x tel que
at,x) > x vx € [0,1]
n’ Z %0 s
Alors : -

®(z) = Sup f(x) et ¥(z) = Inf f(x)
0<x<z 0<x<z

sont des fonctions calculables définies sur [r,1] , r >0, r € @ .
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Preuve :
Soit z : 0<r<z<i1 et n , entier > 1
Posons
x (z) =0
n s . 0 in
xp+l(z) = Min(z ; xp(z) + d(n,Xp(Z)))
n -
yo(z) =z
n _ ..n _ 4l n
yp+1(z) = Max(0 ; yp(z) d(n’yp(Z)))

pour n fixé, (xg(z)) et (yn(z)) sont deux suites calculables de fonctions

calculables définies pour z € [r,1].
Or : vx € [0,1] d(%,x) > Kn > 0 .
(x;(z)) suite croissante, converge au sens réel vers z pour p +> ®

n . .
(yp(z)) suite décroissante, converge au sens réel vers O pour p + ®

Donc : yn(z)-xn(z) + -z (pour p * @),
PP R

Soit o un p.c. tel que z = {a}
Appelons H(n,p,ﬁ&,e) l'application programmable calculant y;(z)—xn(z). .

Soit p(n,a) le plus petit entier p tel que

r
H(I’l sP sNa 9E) +

==

< - T
ST
* un tel entier existe nécessairement sinon :

¥p : H(n,p,Na,E) +

£

> - L
T

r\ r 3r
—)—_—_ > -
’4) L L

=> y;(z)-xg(z)-z H(n,p,N,

ce qui est impossible puisque y;(z)-xn(z) > -z,
R



- B8 -

I1 est donc  possible d'écrire un programme qui calcule un

tel entier :

Alors :  H(n,p(n,a),N 3:5 t E‘i - E
. n (z) <-Z<o
7 yp(n,a)(Z)_xg(n,a) -
n, n

Donc : yp(n,a)(Z) < Xp(n,a)(z?

Posons pour r z<1

Mn,0,2) = 34 Max  (E(x(2))38(:7(2)))
" o<p<p(n,a) P P
m(n,u,z) = - EA Min (f(xn(z));f(yn(z))
0<p<p(n,n) P P

o étant fixé, M(n,o »2) et m(n,x,z) sont deux suites calculables de fonctions
calculables définies dans [r,1] .

Soit x € [0,z]
dp: 1 <p < p(n,n) tel que :
n n . n n
X € [xp_l(z),xp(z?] ou bien x € [yp(z),yp_l(z)]
car :

0 =x2(z) < x];(z) < ...
< y?(z) < yg(z) =
et

n n
yp(n,a)(Z) < xp(n,u)(z)

si n n,
i x € [xp_l(z),xp(z)]
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Alors :
]x-x;_l(z)lli d(%,x;_l(z))
> £(x) <2+ EG0_ 1 (2))
et de méne, si x € [y(2),y0_ ()]
F(x) < =+ £(yy_1(2))
Donc : ¥n, ¥x €[0,z]
M(n,a,z) > £(x) > m(n,a,z)

De plus, et par définition de Sup et de Inf :

¥z € [r,1] et ¥n :

|M(n,0,2)(z)] f_%‘ |M(n,0,2)-M(m,0,2) | 5_%-+ %
n(n,a,2)¥(2)] <2 m(n,a,2)-M(m,a,2)| < =+ 3

Supposons maintenant que l'on ait choisi un autre représentant
B de z. On déterminerait comme il est dit plus haut p(n,B) puis M(n,B,z)

et m(n,B,z) et on aurait :

IM(D,B,Z)‘CP(Z)I <

% et |m(n,B,z)-¥(z)| <

1
n

®(z) et ¥(z) ne dépendent pas du représentant o, de z et en utilisant III,2,

@ et ¥ sont bien deux fonctions calculables définies dans [r,1] avec r > 0.

e) Nous allons encore généraliser en supposant qu'il existe des suites

(dans son sens usuel) de nombres calculables xp telles que :

p > o => d(l3x ) =+ 0 (n fixé).
n’’pt
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Plus précisément, nous supposnns qu'il existe des nombres réels y
(y € T ) et des suites (au sens usuel) de nombres calculables (xp) tels

que :

x> y=>dEx) » 0 (n £ixé).
P R n° p R

Par abus de langage nous dirons que de tels y sont les "zéros"

de la fonction calculable x -+ d(%3x) (n fixé).
Nous allons établir la proposition suivante :

Si f est continue sur [0,1] de fonction distance d(%,x).
Si on sait que pour tout n fixé, la fonction calculahe d(%,x)

admet au plus un nombre fini de "zéros" dans 1'intervalle réel

[0,1].

Alors f admet une borne supérieure M et une borne inférieure m
sur tout intervalle [a,b] < [0,1] , a#b . Et, M et m, peuvent &tre

effectivement déterminés.

LEMME :

Soit n fixé dans IN.
Si la fonction calculable d i d (x) = d(%,X)admet au plus un
"z&ro" unique dans [a,b], a < pba€l ,beE .

Alors, en prenant comme au d)

»
'

. n ..,1 n
= Min(bsyx_+d (=,
( ) D (n XP)

- R S R o
= Max(a,yp d(n,yp)

q . n < D
p(n) entier tel que yp(n) xp(n)
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Preuve :

n étant fixé,
(xg) est une suite calculable croissante majorée par b.
(y;) est une suite calculable décroissant: minorée par a.

Donc elles admettent une limite au sens usuel dans Rfﬁ\[a,b].

% si b

xn+
P
R quand p + o«
ou bien si yn > a
PR

Alors la conclusion du lemme est vraie.

% Supposons
n
X * 4 , L€R , "L < b
PR
quand p +
yoo> ' L, L'ER ; &' > a
P Rr

Alors, ¥p , xg <b et y; > a

Donc :
X" = xn+d(i xn) i %' = a
p+1l P n’'p ? fo)
n n 1 n n
y Fy ~d(=y) 3 y_=b

ptl ~ P n’vp o

définissent les suites calculables (x;) et (y;)

TR d(l3xn) + 0 pour p > + » ,
Pl "p np’ g

Donc £ est un "zéro" de dn(x) = d(%ux)-

De méme, L' est un "zéro" de dn(x).
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Ce '"'zéro" étant unique, on aurait : 2 = &'

. n
Mais alors : X

+ £ en croissant
R quand p =+
yo + £  en décroissant
D'aprés II,b), 2% €t

On aurait donc : d(%32) =0

ce qui est impossible puisque ¥n, ¥x € (. d(%,x) > 0.

% Nécessairement, on aura toujours £ = b ou bien &' = a .
c.q.f.d.

DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous allons construire une suite calculable (Mn) telle que

{ f(x) f_Mn ¥n,yx € [a,b] N €

dx € [a,b]f]ig : Mn—f(x) 5_%
ce qui donnera le calcul de M = Sup f(x)
XEE a ,b]
car alors : |Mn—M|5_%- ¥n (I1,3,c).

Pour ne pas alourdir les notations, nous allons fixer n et-donner

la construction de Mn .

dn admet un nombre fini de "zéros" dans [a,b] réel. Il existe donc une parti-
tion de [a,b] du type a ﬁglg%;il
2

(o f;jmf_Qk) qui isole chacun de ces

"zéros" et 3 partir de laquelle, les suites construites comme il est indiqué

dans le lemme vont se recouvrir.
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Nous allons chercher ce recouvrement :

Posons :
a s =at ](b];a) (0<3< 2k)
Q] ) 2
o _ P+l _ . P 1l.p
xkj = akj,...,xkj Mln(b’xkj+d(n’xkj))
o _ ptl _ P _acl P
ykj = akj,---aykj = Max(asykj d(n’ykj))

Soit a:j un p.c. définissant y°,

(0<q<k ;3 1<3<2%

et soit r un rationnel (constructible puisque b # a) tel que
0 <r < (b-a)

Soit qu le test suivant (0 < q < k) : qu vrail si

k ( rk)+ rki 'Pk vj,1<j5<29
Y y.o 4.2 Ty

o

% d k et q <k tel que qu soit vrai

sinon : ¥k, ¥q < k

d j tel que : uk.( r k) + = > - = ”
Doy 4.2 4 2
=> ¥k, ¥q <k
k .k
d j tel que : y2.-x2 . > -3¢




_7L|__

Mais il existe q fini tel que la partition a + lﬁé:%l
(0<j< 29) isole les "zéros" de dn ; 2
et il existerait alors j, 1< j 5_2q tel que
' 2k 2k -3r
¥k Yqi %q . 4-1 > T
k _k
> in (y2-%2 . 1) >0
R q,J]-1
k>0
ce qui est impossible d'aprés le lemme.
% Si T . est vrai, alors
gk
k k
: . q 2 2
¥ : 0« < 2% X <0
] =3z Y4,17%q,3-1
=> on a trouvé le recouvrement cherché.
Nous effectuons les tests dans 1l'ordre suivant
' k:zk+1




=75 =

Si qu est ‘le premier test vrai nous prendrons :

1. D P

M ==+ Max (f(xf . ., 3 f(y® .))

n n O<p<ak q4,3-1) q,]
1<i<28

Mn est tel que :

% 4 x € [a,b] , x nombre calculable, tel que‘Mn—f(x) <

S

c'est évident .

® Soit x € [a,b], x nombre calculable,

Ej,1<j<2%tel que: a ., . <x<a .
M d 2,3-1 = = 9,3

et, puisque qu est vral :

dp: 1<p < 2k tel que :

-1 p . P p-1
€ [«P77 _; .1 ou bien e .
% EXQa]‘l’*q,J] ublen x €Ly ssvg 3]
Or :
-xP1 < qt,xP71 )
|xoxg 5ol < 4Gxg 5

Donc, f(x) E_Mn'. ¥x € BN La,b]

* ‘(Mnj est une suite'éalculable, en effet
1 1
d(;;x) est définie par l'application programmable D(E3Na,€) et la recherche
dean ne fait intervenir Que des bpérations programmablesv(les tests d'arrét

indiqués sont effectifs puisque : pour tout n fiké, d(%3x) admet au plus

un nombre fini de "zéros").
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(Mn) remplit toutes les conditions' cherchées et la suite calcu-

lable M converge au sens calculable vers M = Sup f(x).
€[ a,b]
M est caractérisé par : an—MI f_%-” ¥n .
De méme, pour trouver m = Inf f(x)
XE[a;'b]
T =-1 ; P f(yP
On prendrait : mo=- =+ Min . (f(xq,j—l)’f(yq,j))
0<p<2
1<<24
EXISTENCE ET CALCUL DE x* TEL QUE f(xx) = Sup f(x)
0<x<1

Soit f une fonction calculable définie dans £6,1]

Supposons que 1'on sache que M = Sup f(x) est un nombre
0<x<1

calculable (les propositions précédentes donnent de tels cas).

I1 se peut que ¥x € [Q,1], £f(x) < M.

Je vais donner 1'idée de la construction d'un tel exemple.

Soit f une fonction calculahble définie sur [0,1], continue sur
[O,l]\pour la fonction distance d(%yx) et non bornée.
De telles fonctions peuvent &tre effectivement construites (voir [1] et [2]
fonction de ZASLAVSKI).

Je dis que x + d(1,x), fonction calculable définie sur [0,1] admet

pour borne inférieure O et n'atteint jamais O.

Puisque d est une fonction distance : d(1,x) > O pour tout x

nombre calculable de [0,1] .
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Supposons Inf d(1,x) # O
0<x<1

Alors 4 i-e Q+ tel que ¥x , d(1,x) Z.%-> 0 (p entier)

Soit x nombre calculable de [0,1]

i3 ,0 <] < p tel que lx - %4'5

=

-3«
-3 <

g

<aad = |fe-rdy) <1

et par conséquent : ¥x € [0,1] on aurait

I£G0)| < 1+ Max |£(3)]
0<j<p

ce qui est impossible puisque f n'est pas bornée.

Donc :
d(1,x) >0 ¥x € [0,1] et Inf d(1,x) = O
0<x<1
* On se propose maintenant d'essayer de construire, si c'est possible,
x* tel que : f(xx) = Sup f(x).

0<x<1

Nous aurons besoin de la proposition suivante :

THEOREME :

Si f est une fonction calculable définie et croissante dans [0,1]

(x <y => f(x) < £(y))

Alors f est uniformément continue (au sens calculable) sur [0,1] .
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LEMME 1 :

Une fonction' calculable définie et croissante dans [0,1] de
se prolonge par continuité (au sens usuel) dans l'intervalle réel [0,1] ,

et, par conséquent posséde la propriété
¥x et ¥y nombres calculables de [0,1] et ¥e € Q+

In € 0 tel que : |x-y| <n = lf(x)-f(y)] <€

Preuve :
Soit x un nombre réel quelconque de 1l'intervalle réel [0,1]
Posons
M(x) = Sup f(y)
O<y<x
v€€
et :
m(x) = Inf f(y)
' x<y<1
JE %

M(x) et m(x) définissent parfaitement, au sens de l'analyse
classique, des fonctions réelles d'une variable réelle. Et, d'aprés la

monotonie de f :

v €T, £(x) = m(x) = M(x)
M et m possédent les propriétés :

¥x €R ,0<x <1 , ¥¢ €R' , En€ R’
tel que :

-N< x < => -
X 1< x <X M(xo) M(x)

| A
[y]

A
™

% < x
o_.

| A

x tn => m(x)-m(x ) <
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Pour établir la continuité au sens classique de M et m il suffit

donc de montrer que ¥x € R , 0 < x < 1 , M(x) = m(x).
S M(x ) # m(x ) x 6
upposons que M(x_ m(x_ Xy .
Par définition de M et de m :
M(xo)—m(xo)

< x_ tel que : M(xo) Z_f(xl) Z_M(xo) - l———————————ﬂ

4 x, € ff s X
1 4

1

' v M(xo)—m(xo)
qd X, €t s 32 > x_ tel que : m(xo) 5_f(x2) f_m(xo) + I———~—;——*——

Sim(x ) < M(x )
o o
Alors f(x2) < f(xl) » ce qul est impossible puisque f est croissante.

Si m(x ) > M(x )
o o
Alors : £f(1) > m(xo) > M(xo) > £(0)

et d'aprés IV, 1,c)
¥y € ¢ » yEL[E0),f(1)] , 4 xe G » 0 < x <1 tel que f(x) = y
ce qui serait impossible puisque :

Xx € x = f(x) f_M(xo) < m(xo)

)
et X z_xo = f(x) z_m(xo)
Donc m(x) = M(x) ¥x€ R , 0O <x<1

=> M est une fonction continue au sens usuel sur le compact [O,l] elle est

donc uniformément continue au sens usuel :
¥e € Q+, ine€ Q+ tel que : ¥x et ¥y € R, x et y € [0,1]
| %-y| <n = | M(x)-M(y)| <€

et en particulier :
VEGQ+,HnEQ+telque:x€€ , yE€EE s

IX"Y|_§ n=> lf(X)-f(y)I.S € .
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LEMME 2 :
Si f est une fonction calculable définie sur [0,1] telle que :
w(z,y) = Sup f(x)
. Min(y,z) < x < Max(y,z)
et
Y(y,z) = Inf £(x)

Min(y,z) < x < Max(y,z)
sont des fonctions calculables définies pour (y,z) € [Q,1] x [0,1]

sive€Q ,In€Q telquex€l ,yeG , xetyelo0,]
|x-y| <n = |£)-£(y)] < e

Alors f est uniformément continue au sens calculable sur [0,1] .

Preuve :

Considérons les subdivisions de [0,1] du type lﬁ' (0 <3 S_Qn)
2

et posons

u o= Max «p(l%l , L - W(l:%-, 1)
1<3<2 2 2 R

* (un) est une suite calculable car p et ¥ sont des fonctions calculables

* (un) est une suite décroissante
(intervalles emboltés)
* (un) > 0
‘ R
sinon de € Q+ tel que u > €  ¥n

B . j i -1 3
D vn,q 5 o=,y -yl iy
2 o 2" o
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Mais par définition de @ et ¥ (sup et inf),

5 . . . .
q X € € n [Q—%-; lﬁﬂ tel que f(xn) z_@(l—% H l;) --ﬁ
2 2 2 2

iy € tn [;:%-; lﬁﬂ tel que f(y ) 5_W(1:%-; JEQ +
2 2 2 2

+|m

Donc :

¥n d x_ et q y, calculables tels que :

lxn—ynl f.i; ot If(Xn)_f(yn”}%

ce qui est impossible.

Donc u > 0 II,.4, a)

On peut construire d : %~+ d(%& programmable telle que :

n> d(lo = g < 1
= P n—p
® Solent maintenant x et y de o,1]
Supposons | x-y]| < =
2.,
d 3 tel que : x € [l—-, ligﬂ et y € [2—-, 2
2t Q" ot Q"

[ £(y)-£(x)| < lf(y)-f<i‘%—>l * lf(x)‘f<‘j+—r11)l
2 2

v€ [, I o eeo-sdth) cods, 3 Ly, 11,
2 2 2 2 2 2 2"

X € E%i%-, ji%ﬂ => lf(x)—f(ji%JI 5_@(ii%., jigq - w(iil iig)
2

b
2 2 2 " ot T o8
Donc :
| £(y)-£(x)] < 2u
d'ol :
1
| %=y < =
2 1
=> If(x)-f(y)l ﬁ_E
n > d()

c.q.f.d.
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FIN DE DEMONSTRATION DU THEOREME

Puisque f est croissante, nous sommes dans les conditions du

lemme 2 avec

o(z,y) = F(Max(y,z))

f(Min(y,z))

Y(y,z)

x - . ”
a) Existence et calcul de x* dans le cas de 1'unicité.

PROPOSITION :

Soit f une fonction calculable définie sur o0,1]

Si mo(z) = Sup f(x) et ml(z) = Sup f(x)
Oigiz z2<x<1

sont deux fonctions calculables définies pour z € [0,1] de %

Si f£(0) < ®O(l) = wl(O) M

M

Si f£(1) < P (1) = P, (0)

ouvert réel contenant x*, I< [0,1] réel : Sup f(x) = M .
x€ 6 NI
* ’: * - . rd
Alors x* € & tel que f(x") = M peut &tre effectivement déter-
miné.
Preuve : .

* ®o est une suite calculable croissante définie sur [0,1]. Elle
est donc uniformément continue au sens calculable et 1l'on sait construire
une fonction distance d : ENN d (EJ pour ® .

o P op o

On sait que £(0) < M.

Soit a, le p.c. définissant M - £(0).

S'il y a unicité de x* € R, O E_x* < 1 tel que : ¥I, intervalle
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On peut écrire un programme qui calcule le plus petit entier n

tel que : a (l—) > 2 (car M - £(0) > 0)
o'n n
o o
Soit x = 0
o
_ 1
X1 =% ¢ do(n )
Il vient
M-£(0) > o () - > L
=~ "0 n n n
o o o
Je dis que X <1
. . 1
sinon : kpo(l) —\pO(O)I f_;—
1 o
: : =M< = +3
Donc mo(l) M <a +~PO(0)
=> M < M-f(0) + £(0)

De plus : ®O(xl) <M

(mémes arguments).

Si 1'on a construit %5 tel que mo(xp) < M, en posant

{ap} = M --wo(xp) on peut écrire un programme qui calcule le plus petit

entier n_ tel que : a (E_J N
P pn n
P P
On prendra x =x_ +d (l—).

pt+l P on

Comme précédemment

. xp+l <1

= q (&) =s - 1 -
) Xp+1_Xp - do(np) = Qo(xp+1) $o(xp) A M @o(xp)

p

soit wo(xp+l) <M.

On vient de construire une suite calculable (x ) strictement

croissante, majorée par 1 et telle que : $O(xp) <M ¥
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Donc I 4L € R, 0<% < 1 tel que xP > %
R

A ..z .
Soit P le prolongement par continuité au sens usuel -de P, dans R

N N
X > 2P (x)=p (x) > ® (L)y<M.
P R } o p °'P R o -

Supposons EL\)O(,Q) < M

N\
Alors, 4 n € N, tel que : M - mo(z) >-%

~ 3

Donc : ¥p, M - mo(xp) > M- (8) > =
1 1 3

. = = - il

Donc : ¥p, up(n) t=2>M ~PO(XP) > 5

1
= ¥ H =) >
> ¥p a ( )

=N

Donc n_ < n ¥p .
p —
~N l . 1
D'ol : ¥p : d (=) > Min do(;J >0
o np " 1<i<n !
et (xp) ne serait pas convergente au sens usuel, ce qui est impossible.

Donc :'$O(Q)_= M.

Soit x € R, , 0 < x < %

P + 2 =3 x_ tel que x < X
R P B

-

N\ . A\
<7 < .
% est croissante, donc mo(x) __po(xp) M

Donc : ¥I intervalle ouvert réel inclus dans [0,1] réel et contenant % 5

Sup f(x) = M.
€ CNI
* De méme : P, est une fonction calculable décroissante

Soit dl(%J une fonction distance pour @, et soit (yp) la suite calculable

strictement décroissante, minorée par O
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si {Bp} =M - $1(yp) . mp est le plus petit entier tel que
1 2

B (=) > =—
m m

P P p

Comme précédemment

puisque £(1) = qﬁ(l) <M il vient

et y ) > Q/'
(

¥p
tel que :

Moet 20 <x<1=2>F (x) <M
. . , ;
Donc, ¥I intervalle ouvert réel contenant i :

Sup f(x) =M.

x€ € NI
® D'aprés la condition d'unicité g = o' = XX,
Nous avons construit deux suites calculables (x_) et (y_)
3 .
X > ¥ en croissant
P R
* P
y + X en décroissant
P r

D'aprés II, 4, b) on peut déterminer un p.c. ¥ tel que x* = {a} et l'on a
£(x*) = M. (D'aprés V,1

continuité des fonctions calculables).

c:q.f.d.
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Exemple : Construction de la suite (x_) pour une fonction calculahble f

uniformément continue sur [0,1] au sens calculable, pour la

fonction distance d.

On sait, dans ce cas que P _ (et<$l) sont des fonctions calculables.
On va simplifier notablement la description de l'algorithme en
remarquant que si f est uniformément continue relativement & la fonction
distance d, mo et wl sont a fortiori uniformément continues relativement

au méme d (celui de f).

1 et a(n,e) définis-
d(;)

Soit Kn le plus petit entier supérieur a

sant la suite calculable

Mn =1y Max f(%—)
SR n

On sait

M<M <M+ 1 ¥n entier > 1.
25 2 n Z

Supposons que 1l'on a déterminé Xp @po(xp) < M)

X
Soit Hg le plus petit entier supérieur 3 —&— et B (n,e) définissant la
a)
n
suite calculable

i x
+ Max £ (—2L)
o<j<Hp HP
-~ 1N n

MP =

n

= T=

. P 1'

: ) < —

On sait mo(xp) M f}bo(xp) + =

Il vient

1 1
|0L(2n,§H) - MI _<_;

. 1y _ 1

et : | IBP(Zn,Qn) @O(xp)l f_n
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Donc -:
1 1 1
I(M —:Po(iip)) - (O(.(L%n,m]f) - Bp(un,ﬁ))l iH

et on est ramené au cas général.

nP est donc le plus petit entier tel que :

1 1 2
*npot )~ Bplimyoge) > o
- 1
xp+l = Xp + d(np)

et $o(xp+l) sera défini par 1la suite calculable :

J X
WPt o Ly ay " f(—E——-}l— )
n n O<3<HP HP

X
N +
ou Hi ! désigne le plus petit entier supérieur 3 —R——

d(z L)

REMARQUE :

Si' f est définie 3 1'aide de fonctions usuelles, il est en général
assez simple de trouver une fonction distance d pour f (il faut pour cela

appliquer les régles de V 2)

ExemEle :

f(x) = x + e ]sin y 1x'- %l[

® + X a pour fonction distance d (10 =2
1'n n
X . . 1, _ 1
X > e a pour fonction.distance dQ(HJ = 35 sur Lo0,1]
(car [ex-eyl < (sup &%) | %-y| )
O<x<1
. . . 1, _ 1
..X = sin 4x a pour fonction distance d3(50 Sl ey

Donc x + |sin 4x| a la méme

DC
»
!
el Ll
o}
J
o}
c
s
th
e}
=}
0
+
[un
o]
3
(a8
=
0
ot
1}
=}
@]
]
D.‘
A
Bl
~
H

car ]V/;”tit:| //QM:W:JI l;:;]
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Donc x + |sin 4 /Tx - %1] a pour fonction distance d3(du(%J) =

e® est majoré par 3
R } sur [0,1]
. 1 o
sin 4 /Tx - 51' est majoré par 1
Donc : x = eX|sin 4¢/|xl~ %{] a pour fonction distance
1, _ .. ,1 1 . _ 1
d5 () = Min (Grogunz ) = Sz

On peut prendre pour fonction distance de f(x) sur [0,1]

Iy _ e 1 1 _ 1
A = Min (ggr 50 7 wEnr

De plus
£(0) < 1
£(0,5) = 0,5 + Ve |sin 5§§| => f(o,si > 2
£(1) = 1 + elsin &éﬁ => f(1) < 1,6
Donc
£(0) < M
£(1) < M

et il y a nécessairement unicité.

Nous pouvons appliquer la méthode précédente.

L
4n?
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b) Cas d'une fonction calculable convexe sur [O,l] .

Soit f une fonction calculable définie sur [0,1] et convexe sur

0,1].

fOx+uy) < Af(x)+uf(y) , ¥x et ¥y de [0,1] ; ¥A et wu

e ® ;ue® ;15250 ;A+p=1)

Si ¥(z) = Inf f(x) est une fonction calculable définie pour
0<x<z

z € [0,1] .
Si F(O) > m = ¥(1)

Alors, ¥p € N, p > 1, fixé on peut trouver un nombre calculable
1 .

X tel que : 0 < f(x )--m< =.

p 4 p - P

Méthode :

£(O) ~-m>0

Si {a} = £(0) - m , on peut donc trouver n, le plus petit entier tel que :

aty > 2.
n n
o o
>t <o) - < £0) - m
n n n_ —
o ® o
Soit {B} un p.c. calculant m = Inf f(x) et p un-entier fixé.

0<x<1

Posons z = 8(1—0 2 Avec m_ = Max (3n_,6 ).
m m o o’ p

o o
3
% m< z<m+ —
- m

i >
puisque m __320
z<m+<m+ < £0)
- m_ - n
puisque m > 6p

z<m+§—-<m+
—_ m -
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On a donc construit z tel que :
m< z < £(0)

1
< < ——
m<z<m+ 27

f est convexe et f(0) > m donc ¥ est strictement décroissante sur
{x|¥(x) > m} .

¥0) = £(0) et ¥(1) =m =>4 x € ¥ tel que ¥(x) = z

et cet x est unique.

Posons X, = 0 Y, T 1
. - 2xo+yO . . xo+2yO
o 3 > o 3

X tel que ¥(x) = z étant unique : W(ao) # 2 ou bien W(bo) £ z.

Il est donc possible de déterminer lequel des deux est différent

de z et, par suite de savoir si
W(ao) >z ou bien W(bo) >z

ou bien W(ao) < z ou bien W(bo) < z

Nous prendrons alors :

% : %
}n si ¥(a ) > z —
o \

o |
|
|

X1 = xo
j si W(ao) < z

o] : ; _ 2x1+yl - xl+2yl
puis a, 3 ] 3
x1 = b
°} si ¥(b ) > z
yl - yo
xl:x .
05 si¥(b )<z
yl o}

et l'algorithme se poursuit de la méme fagon.
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Nous avons donc construit deux suites calculables (tous les tests

indiqués sont effectifs) telles que :
(Xn) croissante gz < W(xn), ¥n
(yn) décroissante z > W(yn), ¥n

2 -
5'(yn-xn) = Yn"*n ;é 0

- <
Yn+1 %1 2

Par suite, X, > X (et Y, * X) ol x est ce nombre calculable tel que :

Y(x) = 2
et on peut construire h : §-+ h(%) programmable telle que :
n>h(d) > ¥(x)-z<L
- P n - P
(¥ est uniformément continue).
Prenons n, le plus petit entier supérieur ou égal 3 h(%s)
I1 vient
Y(x_ ) >z>m=> f(x )= ¥(x )
n n n
p D P
(convexité de ¥)
flx ) -m=f(x )-2z2+2z-m
n n
P p
1 1 1
=> - < — —_— T -
f(xnp) m_2p+2p 5

c.q.f.d,
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c) Cas général :

Si f est une fonction calculable définie sur‘[O,l] .

Si®(z) = Sup f(x) est une fonction calculable définie sur [o0,1]
0<x<z '

Si £(0) <(1l) = M

Alors ¥p > 1 entier fixé on peut construire un intervalle [a,bl]

tel que :

M -

LoR T

<p(a) <p(b) < M
Et, par suite, 4 x nombre calculable de [a,b] tel que

M -

i.f(x) <M

Lo R ien

(sans précision supplémentaire je ne sais pas déterminer effecti-

vement un tel x).

Preuve :

Considérons comme au a) la suite calculable :

_ 1
xp+l = X+ d(n )
b
ol d désigne la fonction distance que 1'on a construit pour ®.

On a dé&ja vu que :

x> 2 ol £ est un nombre réel possédant la propriété
R

P(L) = M
VKER , 0<x<8& , DX <M.

$(xn) est une suite calculable croissante (au sens large) et, par continuité

(dans R) deﬂﬁ o p(x ) - M.
R
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Donccp(xn) - M (d'aprés II, 4, a) et parce que M - m(xn) est une suite
calculable).

p étant fixé, il est donc possible de trouver n tel que

M- :p(xn )
o

1
P

Nous prendrons a = X,
o

Déterminons maintenant b tel que M > p(b) > p(a).

On ne peut pas prendre b = x car P n'est pas nécessairement strictement

n +1
o]
croissante.
Soit {o_}=M-0p(x )
n n
o o
. . 1 2
et p_ le plus petit entier tel que a (=) > —
© % Po Ps

Alors : par construction (voir a)

X =x + d(E;Q
n_+1 n p
o o o

Supposons-m(xno+l) =z m(xno)

Alors : M - Cp(xn ) = M - Cp(xn )

+1
o o
=> = -7 = -
o Y =M-2(x ) et {o . }=M-0k )
) o o o
sont deux p.c. équivalents. B
1 1 1 1
Donc : lo. (=) - o ()] < ==+ =—
no+1 3po n, Py —-3po Py
D'ou :
TP e R S T R B
o ) o Po Po Po Po Do Ps
Soit : o (=) 2,

_) > =
no+1 3po 3p
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Donc, dans ce cas, pl, plus petit entier tel que

a +l(-l—-) > 2

Nt Py Py
est inférieur ou égal 3 3p,
et, de méme,si :

:p(xn +k) =-§0(xn )
(o] (o]

Alors, pk iSpO

K 1., 1
=> X oakel DXt I d(=) >x  + (k+1) Min d(2)
o o i=o Py o 1<3<3p_
Soit n, le plus petit entier tel que
i“i Min  d()
<<
1 l_J_ﬂpo
Sip(x ) était encore égal 3 p(x ) i1 viendrait
n_+n n
1 o
X tn >x o+ n, . Min d(gé >x  +1>1
RN % 1§j5§po J %
ce qui est impossible puisque X <1 ¥n.
Donc, nécessairement ':p(xn +n ) > cp(xn )
1 o
Prenons b=x e
n +n
o 1
1.,
On a : M-E<¢(a)<tp(b)<M

et nécessairement 1'intervalle [ a,b] contient au moins un nombre calculable

x tel que p(a) < f£(x) < p(b).
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1
EXISTENCE ET CALCUL DE I = f(x)dx
0

a) f, fonction calculable définie sur [0,1] se prolonge par conti-
nuité au sens usuel en une fonction réelle d'une variable réelle f si et
seulement si f posséde la propriété

¥e € Q+ ,d ne€ Q+ tel que : ¥x, ¥y nombres calculables de [0,1],

|x-y| < n = [f(x)-f(y)] < ¢

En particulier, c'est le cas
- pour f uniformément continue au sens calculable
- pour f continue au sens calculable et dont la fonction distance

d(%,x) poss@de la propriété :

¥p, & Kp >0, KP € 0t , Kp indépendant de x tel que :

vx € [0,1], d(% ) > K
1.
Alors on peut parler de I = f f(x)dx que nous identifierons a
0
1
[ £(x)ax.
0

Je vais donner, dans ce cas particulier un théoréme et un exemple

de calcul effectif de I.

THEOREME

Si f, fonction calculable définie sur [0,1] se prolonge par conti-

nuité en une fonction réelle d'une variable réelle f.

Si ¥n fixé, et pour tout-intervalle [a,b] de [0,1] on peut déter-

- miner effectivement M oetm € [ tels que

x f(x) <M ¥x € [a,b]
—- &  Hx €[a;b] tel que Mﬁ-f(x) 5'%
b3 f(x) z_mn vx € [a,b]

dy € [a,b] tel que £(y)-m_ 5_%

Alors I = fé f(x)dx = fé f(x)dx est un nombre calculable qui peut etre

effectivement déterminé.
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Preuve :
i- 1,1
On considére des subd1v131ons de [0, l] du type C ]
(1 < j < n) et soient MJ et mg comme il est dit dans l'enonce du théoréme

avec [a,b]'= [!:lsﬁj

3

M) n
1 j

=

"

= TS
H™~Mz

]
sont deux suites calculables.
* u >I et v <1I ¥n
n—" n —

* u

n I car, f fonction calculable et bornée est telle que

>
R
ve ,dn : |x-yl <n = |f(x)—f(y)|§_%
. + .. 1
Soit € € @ fixé, prenons <N
13y, i_1_¢
Alors, ¥x € [ ,n] PE(x) > M- = -
. j-1 3 j 1
H J = B - < =
(car d j € [ﬁﬁ—wn] tel que Mn f(y) —-n)
Donc :

1 1 € 1 € 1
- < => -I < — -) . =) . = = —
n n un I —-((n * 2) n) n 2 * n

1 . €y _
n‘i Min (n, 50 = u I<e

*® De méme v, o> I
R —
* Par suite : on sait construire h : n »> h(n) programmable

strictement croissante telle que :

u + I .
h(n) (II,4,d)

vh(n) >

c.q.f.d.



- 97 -

Application : Méthode effective de calcul d'intégrales pour des fonctions

calculables uniformément continues.sur o0,1]

(au sens calculable).

Appelons d une fonction distance pour f

Prenons des subdivisions de pas 6h = d(%) € Q+

Soient
0 = xn < %" = %"+ § < ... < xn =1
o} 1 o} n k
n

j_1 n . n

M) = =+ Max (f(xj~1) 5 f(xj)
R R Dy L gD

mo= - =+ Min (f(xj_l) ; f(xj))

. < . Lo n n
D'aprés le choix de Gn : 81 x € [xj_l,xj]

£(x7) - 1< f(x) < £(x%) + L
j n — — 3 n
n 1 n 1
. - =< < N =
f(x]_l) = < f(x) _.f(x]_l) t 2
D'ol :
M - 2 < £(x) < M
n - n
md < f(x) < md + 2
n — —n n
Donc, si u = X M3 (x?—x?_l)
1<j<k 33 -
-n
et si v, S ) mi (x?—x?_l)
1<3<k
——"n
Alors ¥n :
5 1
u - =< f f(x) dx < u
n n n
0
1 2
< < st
vn f f(x) dx vn + =
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En particulier :

La fonction £(x) = x + e”|sin 4v/|x - %1] citée au V, 3, a)

a pour fonction distance d(%& = E%EE- sur [0,1] . Elle s'intégre donc

par cette méthode.

b) Soit f une fonction calculable définie et bornée sur [0,1].

1
Je vais définir [ f(x) dx 3 1'aide de fonctions en escalier.
0

J'appelle fonctinn en escalier une fonction réelle d'une variable

réelle : ¢ ayant un nombre fini de points de discontinuité :

< < < ... < < G
0 X < %, X 1 (xi € & ) et telle que

*x€ RN [xpoxg [ 20 =0(x) € 6 (1< i <x-1)
x€ BNLox[ =>o0x =90 €€

x € RN [x,1] >e(x) =9(x) €0

1

f ®(x)dx est donc un nombre calculable.
0

Si on est capable de trouver deux suites (au sens usuel) de

fonctions en escalier wn et Wn telles que :

x $n(x) > fi(x) s ¥n y WX E€E Z? . 0<x<1
* Y G <Ex , v, wel ,  o<x<1 i
1 1
% f ¢n(x)dx et f Wn(x)dx sont deux suites calculables de nombres
0 0
calculables.

1 1
(f wn(xfdk - Wn(x)dx) + O (au sens calculable).
0] 0 :

n
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Alors :
1

1) f mn(x)dx est convergente au sens calculable.
0

car

1 1
Vn et ¥p : | @n(x)dx > f V”p(x)dx (c'est évident).
0 o

1 1 1 1 1
|f0 mn(x)dx - fo $m(x)dx] §'|f0=$n(x)dx - Max(fO Wn(x)dx ) fO Wm(x)dx)l

1 1 1
+ IMax(fo Wn(x)dx 5 fo Wm(x)dx)— fo mm(x)dxl

Spit h programmable telle que :
1 ! 1 1
n > h(=) => (x)dx - Y (x)dx < =
20 > [ @, A
1 i
1,y . - ¢ L
mon > h(z5) => ”o P_(x)dx fo P (x)dx| < 25 * 5

c.q.f.d.

Appelons I cette limite (au sens calculable).

(fl Wn(x)dx) + I (c'est évident).
o -
2) Soit g(x) une fonction en escalier telle que :
g(x) > £(x) wxe & | 0<x<1.
Alors :
gx) > ¥ (x) ¥n,¥%x€ R , 0<x<1
Donc :

1

| g(x)dx >1I.
0
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3) De méme si 2(x) est une fonction en escalier telle que
2(x) < f(x) e 0<x<1

Alors

L(x) <o (x) Yn, ¥x € R, 0<x<1

Donc
1
f 2(x)dx < I
0
) Supposons que l'on a trouvé deux autres suites (au sens usuel)

de fonctions en escalier gn(x) et Rn(x) possédant respectivement les pro-

priétés de mn(x) et de Y%(x).

1 1
Alors en utilisant 1) : | g (x)dx > I' et [ 2 (x)dx > I
0 0
en utilisant 2) : It > 1
en utilisant 3) : I <I

Done

Ce nombre calculable I ne dépend pas des fonctions en escalier utilisées.

1
Nous poserons I = [ f£(x)dx et nous dirons que f est intégrable.
0

Nous allons établir deux théordémes d'intégration des fonctidns
calculables définies sur L0,1], continues sur [O,l] relativement 3 la

fonction distance d(%3x) et bornées sur [0,1] .

Comme au V, 3, e, j'appelle "zéro" de la fonction calculable

X > d(%yx) (n fixé) un nombre réel v, (y €T ) tel que
q (xp) suite au sens usuel telle que

X >y = d(é3x ) > 0.
PR PR



PROPOSITION 1 :

sur [0,1] pour la

Si, ¥n fixé,

dans l'intervalle

Alors f (qui

1
(et [ £(x)dx peut
0]
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Soit f une fonction calculable définie suﬂ [O,l], continue

fonction distance d(%3x).

X d(%3x) admet au plus un nombre fini de "zéros"
réel [0,1]. “

est nécessairement bornée, V, 3, e) est intégrable

8tre effectivement détermind). .

Comme au V, 3, e) avec @ = 0 , b = 1 et n fixé déterminons le

premier test qu(n) vrai.

qa(n) et k(n) étant ainsi déterminés

Calculons

O
il

Min

I o<p<oiag

1.Dp 1 .p
d(=, . 3 d(=, .
( (n an]'l) (n stJ))

pour j variant de 1 3 29.

S. +
;€@

soit nj le plus petit

13 P . P4 ~ l
entier superieur ou egal a -6_ .
3

Appelons
- J-1 - .0 1 - i
Z. . = 3 25 . Tz ot 3 oeee 320 . Tz, 0t 5 .
S S et S b S R .
] ]
n. .
20 =Ll = ,0 |
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L'ensemble des points 23_1 » 021 <y <jx<

une partition de [0,1] et, de par le choix de n,

.

1

- _ 3 .
,ye[z] 1°%3- _d 2 ) £y <= (151_<_nj)
Donc
i . C . q
x € [z 1’23 1] 1<1i § nj » 1< 5_2Q
3 i-1 i-1 i
= - =+ Max(f(zJ l) H f( 1)) L) < —-+ Max(f(z l) ; f(zj—l))
Posons
_ 3 i-1 i
M]~l ~ Max (f(z _1) 3 f(zj_l)
Alors :
i-1 1 q
R < .
x€[z 1% 1] 1< f_n] 1<5 <2
6 i
=> - =<
M]_1 = < f(x) 5-Mj-l
Prenons pour fonctions en escalier :
i i
@n(x) = Mj-l pour x € [z l,zj 1[
- i i
Wn(x) = Mj—l pour x € [z l,zj 1[
1 23(n) 2y
1 i
f P (x)dx = u = I (——— = M. .) est une
o " R 51 n, Ay, il
suite calculable. |
fl fl 6
P_(x)dx - VY (x)dx = —
o D o ™ n

Donc f est intégrable et 1l'on a :

u -2« f f(x)dx < u
n n-— — n
0
(On pourrait établir un résultat analogue en utilisant

_ 3, .. i-1y oo i
LI Mln(f(zj_ ) 3 f(zj_ )) ).

0<i<n,;1<3«< 29 forme
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PROPOSITION 2

* f est une fonction calculable continue sur [0,1], de fonction

distance d(%,x).

* On connait B et b nombres calculables tels que
b < f(x) <B vx € [0,1]
* ¥n fixé, l'ensemble des "zéros" de x + d(%3x) admet au plus un

nombre fini de points d'accumulation dans [0351] réel.
Alors : f est intégrable sur [0,1] (et fé f(x)dx peut-étre effecti-

vement déterminé).

Soit n fixé.

Comme au V, 3, e) posons a, . = L (o< j < 2k)
k3 2k -7 -
o _ . LGPl . P i.p .
ij akj Seess xkj Min (1; xkj + d(n,xkj)) See
o _ A -5 oP gL P .
ykj akj Seens ykj Max (0; ykj d(n’ykj)),""
k k
Soit ak. un,.p.c. définissant y2 .- x2 .
qJ : d,] q,3-1
avec (0<q<k ;3 1<7 f_Qq)
et soit T:j le test suivant
Tk. vrai si ak.( lk) + 1k < - ——i%;
] By 0 4.2 4.2

Soit £ , 0 <& < qet TZQ l'ensemble des indices i tels que :

Toi
2

; soit faux et & j : 3:% <=L et d—< 31- tel que Tk. soit encore faux.
- - 9 q]
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Si on préfére

k
q

(1<ix< 22) signifie que

i€1I
- ou bien l'intervalle [ Q’ 2 est "recouvert!" par les points

(x b

2 1-1} YQ (0<p <2 )) (T vrai)

~ ou bien a réussi 3 trouver un "recouvrement" de ce méme intervalle 3

1l'aide de points intermédiaires.
S . oi-1 g1 i i
0 t > tel IR S g ) — <
(On a trouvé q > 2 tel que j S et ey

Tk. est vrai).

q]
Soit alors SZR le test suivant : (0 <% <4q)
Skl est vrai si % (&E-- i:%-)f.-l

d i€k 2 n

al

Je dis que 822 ne peut &tre faux Vk, Vq <ket ¥ <aq.

En effet, supposons que l'ensemble des "zéros" de x - d(%3x)

admet N (dépendant de n) points d'accumulation.

N1

N i"l i
Dés que g <= [

la partition de [0,1] : ——E3—IJ range ces points
2

d'accumulation dans au pPlus N intervalles dont la longueur totale est infé-

rieure § = .
n

Dans les intervalles ne contenant pas de points d'accumulation,
il ne reste, forcémentyqu'un nombre fini de "zéros" de x » d(—-x)

En coupant chacun de ces intervalles comme en V, 3, e), on trouve forcément

un g > £ et un k 2> q tel que ng soient tous vrais (pour [3:23;—J en ‘dehors
2° 2
des intervalles [ 2,——J contenant les N points d'accumulation).

- k .
= qu vrai .
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Tous ces test seront effectués selon le schéma suivant

—

k:=0
, N i 3
gq:=0
A
2:=0
y ' :=k+1

P
( ¢>gq ,-‘“{ (Z)—»—l q:=g+l m------( Q> k )@ e

A

Soit SZQ le premier test vrai

. k rd [ P4 P
% pour i @ qu nous déterminons comme précédemment :

- . 1. p 1. p
§., = M d(= . y d(= .))
J O<p<;E-l ( (n,xqu—l) ’ (H’YQJ
. . 1 . t
puis n, entier > Z— puis z. (0 < t<n.)
puis Mt

j-1°
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et les fonctions en escalierfyn et Wn sont définies sur ces intervalles

(i¢ IZQ) comme précédemment.
. k
% pour i € qu nous prendrons
®_(x) = B(> £(x))
et ¥ (x) = b(<£(x)))
I1 vient alors :
! i i-1 1 nj t
u =_fm (x)dx = B I (= - ="2) 4 X ( (T M. )}
nopr k 2% 2 q-2 q-% n.2% =1 71
iquz 1+2* 7(i-1)<j<i2 Y3
Cemk
1€qu
1 1
6 B-
/ P (x)dx - ) Wn(x)dx <ot -
0 0
Donc f est intégrable et 1'on a :
6 B-b 1
u - —-— < f f(x)dx < u
n n noo= — n

c.q.f.d.
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VI - ESPACES VECTORIELS NORMES COMPLETS
~ DE FONCTIONS CALCULABLES

Cette notion a quelque difficulté 3 passer en analyse calculable,

nous allons le voir sur deux exemples.

ESPACE VECTORIEL SUR € DES FONCTIONS CALCULABLES UNIFORMEMENT CONTINUES

P R T S T D T T S N I S T e o o I o T I I T o o o I o o o 1oy o o v o e e o o vm s e e e ot S e o e

x Je rappelle qu'une fonction calculable f est uniformément
continue au sens calculable sur [0,1] si 1l'on est capable de trcuver

une fonction distance d : %--—. d(%& programmable telle que :

xy] < a6 = [g0-£] < 2

On a déja vu, alors que :

f+g ; AF(A €€) ; |£| sont des fonctions calculables unifor-

mément continues au sens calculable sur [0,1].

Soit X l'espace vectoriel sur € de ces fonctions.
* Les données de f et de sa fonction distance d suffisent 3 écrire un
programme calculant :

lEll = swp  |£(x)]
x€[0,1]
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a) THEOREME :

Soit (f ) une suite calculable de fonctions calculables

deflnles sur {0,1].
.l ) 1, . 1 + ,
Soit d : (n, E) —» d(n, E) € ¢ programmable.
Si fn et d sont telles que :

2 l 1
¥X, ¥y de [0,1] € U, |xy]| < d(n,;) => lfn(x)-fn(y)l =3

Alors (”fn“) est une suite calculable de nombres calculables.

PREUVE
Soit (n,p) — K(n,p) le Plus petit entier supérieur ou égal 3 L T
(n,p)—» K(n,p) est une application programmable. d(n’BJ
Donc a = E Max lfn (K(n ))l

PP 0<j<K(n,p) P

€St une suite double calculable (c'est-3-dire que l'on peut trouver
a(n,p,e) programme tel que : ¥p et ¥n fixés : ¢ - a(n,p,£) est un D.c.

et anp = {e > a(n,p,e)}).

Or :

1. - <1
25 = ,anp a ql > (comme en V,3,a)).

Ce qui est la condition de CAUCHY de 1la convergence uniforme de III,2 .
pour la suite calculable : {n —» a, (n) = } de "fonctions" calculables
' définies dans IN. On peut donc construlre une "fonctlon" calculable

définie dans W (ici une suite calculable)
{n - a_(n)}

Or, n étant fixé ap(n) *> “fn“
p")m

=> a (n) = “fn”

Donec (“fn“) est une suite calculable.
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b) THEOREME :

Si (fn) et d(n,%) sont définies comme au a).

Si on connalt une application programmable h telle que :

o |
n 20 = e g <

|

une fonction calculable f définie
dans [0,1]

Alors on peut construire

- une application programmable

a: s aldy
D P

telles que :

% f est uniformément continue sur [0,1] relativement 3 d

%10 > h(=) => |£ -f”_<_'i
- up n P

D'aprés III,2, on sait construire f fonction calculable définie sur {0,1]

telle que :

B2 (D) B £ (x)-£(0| 5 ¥x €10,1]

* Soient x et y de [0,1]

[£G0-£) | < [£(0-£ (20| + £ ()-£ (5)] + |£,()-£(y) |

P —» n(p) plus petit entier supérieur ou égal 3 h(I%E) est une applica-

tion programmable.

Done : p — d(n(p) ; l—) est programmable.
p 3p

;) = . i ,1 .1 1
lx-yl_fd(n(p),é-ﬁ-) => | f(x) f(y)li3P+3p+3p-p

=> d définie par %-—a-d(n(p) H 3%) est une fonction distance pour f.

Par suite “fu €

et n > h(i—p-) => ”fn-f” :%

cqfd
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c) THEOREME :

Si (fn) est une suite calculable de fonctions uniformément

continues sur [0,1] ((dn) suite calculable)

Alors In = fé fn(x) dx est une suite calculable.

1

Soit K(n,p) le plus petit entier supérieur ou égal a —
d(n ,E)

i -1 B 0 PR
et an = P + Max (fn(K(n,p)) s fn K(n,p)))

comme en V, a)

1 K(n,p)

. N S M
5L Y p T K(n,p) jil np

2 1
Alors unp <5-5 IO f(x)dx :-unp

Comme au a) unp est une suite double calculable

P, 1 _ - 1
et q 2% 7 lunp unq =%

et la démonstration se termine comme au a).
d) THEOREME :

Soit (fn) une suite calculable de fonctions uniformément. .

continues sur [0,1]

f une fonction uniformément continue sur [0,1]

h programmable telle que :

1, _ 1
n > h(g) => |l£ -£]l < >
Alors : n 3_h(%0‘=> lfé fn(x)dx - févf(x)dxl :.%

C'est évident, mais on obtient ainsi des méthodes affectives de

calcul d'intégrales si fé fn(x)dx sont connus (polyndmes par exemple).
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e) THEOREME DE WEIERSTRASS :

1) Si f est une fonction calculable uniformément continue sur
[0,1] pour la fonction distance d. On peut trouver une suite calcu-

lable de polyndmes qui converge uniformément vers f sur [0,1].

Elle est donnée par les polyndmes de BERNSTEIN :

n
2 f(-}:;) c]; £ (1-x)"7K
k=0

_Pn(x)

Soient p > 1, x € [0,1] et n fixés.

k 1 K 1
E, = {k| IH -x| < d(EE)} 3 B, = (K| 1T -x| > d(55)}
n
k k _k -k
IPn(x)-f(x)l = kio If(H)'f(X)l C, X (1-x)"
k k _k n-k 1 Yk K n-k _ 1

I EE)-£(x)] ¢ xS (1-x) <>= I C x(1-x) T =
kEEl n | n — 2p k=0 2

. k 2| kK .2
si k €E, : [£(2)-£(x)] < 2fjgf = Y (< -x)

n
k €E, = |-£0| < —2EL L (k-nx)?

1 2
(a)? n
Donc :
n .
I EE-£x0] c]; K (1-0)"7K < 2L Lo cK(k-nx)? (139K
kEE, (a(zN* n® k=0
(k-nx)? = K(k=1)+k(1-20x)+n2x>

n

Tk CE R C TN S
k=1

n

I k(k-1) cﬁ K2 (1-3)0 7K - n(n-1)
k=2
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D'ou :

Cﬁ (k—nx)2 xk(l--x)n“k = n2x2+nx(l—2nx) + n(n—l)x2 = nx(1l-x)

0

it ™3

x €[0,1] => x(1-x) :_%

Donc :

f

¥n, ¥x € [0,1]
NM%MQ

1 1
IPn(x)-f(x)! :_55 t s

Soit K(1) le plus petit entier supérieur a TED)

et M =1+  Max |f(=~
0<j<K(1)

mn”

soit {a} = M et r = a(1)+1

re€g et >u> g

n > ———%?3175 = [P (x)-£(x)| <% wx €[0,1]
— n —
(d(§5))

ko)

cqfd

2) En utilisant d, il vient :

n > ———ll-——- => Ifl f(x)dx - fé P_(x)dx] <L
(d(——)) n =P

) 1 o1 k
Or : "’0 Pn(X)dX = m f(n)

1 Mg

k=0

1 12k 1
nif—r:ir—?v ”0 f(x)dx—m .E f(;}-)lf_-};
(d(EE)) k=0
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FONCTIONS CALCULABLES ADMETTANT UNE BORNE SUPERIEURE SUR [0,1]

SESxSzomscs :============================_=__-._-=_==============

Soit X l'espace vectoriel sur ¥t des fonctions calculables définies

sur [0,1] telles que :
*x f €X => Sup f(x) €€
x€[0,1]
2 f €X, g €X D ftg €X

% Af €X VA €6

% On connait une méthode effective (dépendant de f) pour

trouver Sup f(x)

x€0,1]
Posons
l&”= Sup [fbdl=bhx( Sup £f(x) ; Sup -£f(x))
x€(0,1] x€[0,1] x€d0,1]
THEOREME :
Si (fh) est une suite calculable de fonctions de X
si (“fn“) est une suite calculable
Si on connait une application programmable h : %n—* h(%) E’Q+
telle que :
m 1, _ _ b1
Alors on peut construire une fonction calculable f € X telle
que :
1., _ 1
n > h(E) => ”fn—f“ < >

———————————
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D'aprés III,2, on sait construire f fonction calculable définie

dans [0,1] telle que :

=

n > h(;%) = £ (-] <= ¥x €[0,1]

% Posons Mn = ”fn“

M-l <l -5
on peut donc construire M tel que :

n Zh(i—P-) => ]Mn—Ml <

e

* Soit n 3_h(é5) et x € [0,1]

[£(x) | 5%+ |£ (x)] _<_-:L+Mn_<_%+M+

o]
s

> [f(x)| <M vx € T .
% Soit A € € tel que :
[£(x)] <& ¥x €[0,1]
R zhGp = a2 0] 2 g G0 - L
Done : |£_(x)] < A +% vx € [0,1]
A+ %-est un majorant de {lfn(x)ll x €[0,11} donc :

M <A+ L
-%7p

Done : (|£(x) | <M ¥x €0,1]
|£(x)| <A ¥x €[0,1] => A>M
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D'od M = Sup |f(x)|
x€[0,1]
% M est constructible puisque Mn -+ M.

% Sig €X
Alors : ™ > n(d) = ICE_+g)-(f +g)]| < L
"n—-""p n m -~ p
donc, d'aprés ce qui précéde :
(f+g) admet une borne supérieure dans €
x sire€, A=)
Soit & le plus petit entier supérieur ou égal & la(1)]+1 CPND

Alors :

m 1
n

> h(p.zo) => “Afn—xfmhf_

o

Donc, de méme, Af admet une borne supérieure dans ‘€
ce qui prouve que f € X

et 1l'on a :

1 1 1
n 2GR > -6 ] <5 vx €10,1] = |l ~f| < 5

CONCLUSIONS

SRE=sE=====

Soit X un espace vectoriel sur Yg de feonctions calculables.

Pour normer X, on a le choix entre les deux solutions suivantes :

1 ~ Supposer que l'on connalt une applicaticn

N : Nx Q+ > Q programmable

(n,e) —> N(n,e)
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telle que
+ € > N(n,e) est un p.c. ¥n € N
et si fi(x) = {e » F(Na,c)} est une fonction de X.
» N(F) = {e » N(NF,E)} posséde les propriétés de la norme.

\

(NF est l'entier descriptif d'un programme calculant

(p,e) —> F(p,e)).

Mais alors, quelles sont les normes que l'on peut mettre Sur un espace

fonctionnel donné °?

Et réciproquement, une norme usuelle étant donnée (par exemple

Sup If(x),), sur quels espaces vectoriels de fonctions calculables
0<x<1

s'adapte-t-elle ?

On notera d ce sujet que 1l'on peut écrire un programme uni-

versel calculant Sup IP(x)l, si P est un polyndme 3 coefficients
O<x<1

calculables de degré quelconque. En effet, la donnée de P suffit 3 trouver

une fonction distance d pour P.

_ 2 - Admettre que pour chaque f € X on est capable de
trouver |f|l, mais que la méthode effective utilisée dépend de f et (ou)
éventuellement d'autres facteurs connus, liés 3 f (fonction distance par

exemple). -

Mais alors, (fn) suite calculable de fonctions calculables
appartenant a X, ne pourra &tre considérée comme suite calculable dans X

que si (”fn“) est une suite calculable de nombres calculables.
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