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INTRODUCTION

Ce travail est consacré & 1'étude de la consolidation des sols, c'est-a-
dire de l'évolution que subit au cours du temps un milieu biphasique (squelette re-
présentant le sol lui-méme et liquide interstitiel) soumis a des sollicitations don-

nées,

A notre connaissance, les travaux théoriques antérieurs relatifs 3 notre
sujet exploitent surtout le modéle d'un squelette élastique ou _visco-élastique li-
néaire (par exemple BIOT : [1 s [2] s [3] , DERSKI : [4] 151, L6 ), MANDEL
[7] , 8] , 19| , TERzAGHI : 13] et ZARETSKY : (15] , [16]). Les équations du
probléme sont alors assez simples pour se préter, dans les cas simples, A une étude
analytique poussée des solutions et & leurs calculs numériques (YOKOO [14] ). Mais
les hypothéses de départ semblent trop restrictives. Les forces d'inertie sont né-
gligées ; les déformations sont supposées petites et la loi de comportement du sque-
lette est linéaire ; cette derniére restriction, si commode dans les calculs, semble
trop s'écarter de la réalité physique. Enfin les conditions aux limites utilisées

sont trop simples pour &tre réalistes.

C'est pourquoi il nous a paru utile de présenter une méthode adaptée aux
corps doués de lois de comportement plus complexes et soumis aux conditions fron-

tiéres aussi générales que possible,

A ce sujet, quelques remarques préliminaires nous permettrons de mieux
situer notre contribution a la théorie de la consolidation et méme & la rhéologie
générale. Les innombrables travaux consacrés i la rhéologie des solides réels -
qui constituent les squelettes des milieux polyphasiques - sont encore loin d'avoir
abouti & une formulation définitive des lois de comportement de ces corps. La seule

conclusion qu'on peut tirer actuellement de résultats disponibles dans la littérature



est que ces lois sont complexes et font intervenir, en toute rigueur, des facteurs
difficiles & prendre analytiquement en compte comme, par exemple, les phénoménes
héréditaires. Pour essayer de décrire le comportement de tels corps, les théori-
ciens font souvent appel & des modéles d'une grande généralité, qui ne semblent

pas encore susceptibles d'exploitation numérique en raison de leur complication
méme. Il n'est d'ailleurs pas certain a priori que quelques-uns de ces schémas rhéo-
logiques puissent un jour se révéler pratiquement utiles. En revanche, des modéles
simples - comme celui des matériaux coulombiens - et, d&s lors, si commodes & ma-
nier tant analytiquement que numériquement, n'ont qu'une portée pratique limitée,

en raison de leur caractére seulement approché et du peu d'étendue de leur domaine

de validité physique.

Une premiére voie pour faire avancer théoriquement la question est axio-
matique. Exploitant les principes généraux de la thermodynamique et de la mécani-
que des milieux continus, on peut se proposer de définir un formalisme universel,
permettant d'écrire, en quelque sorte analytiquement, les équations d'évolution
d'un milieu donné. Les équations de Lagrange en mécanique des systémes matériels
34 un nombre fini de degrés de liberté sont un modéle accompli en la matiére. Les
tentatives d'extension 3 la mécanique des milieux continus ont donné lieu, récem-
ment, a un grand nombre de travaux. Ceux de M. PERZYNA ( [10] , Ll] s LZ] ), par
exemple, fondés sur la thermodynamique de processus irréversibles ont abouti a la
formulation d'une doctrine cohérente. La méthode de cet auteur permet, en particu-
lier, de mettre les lois de comportement du milieu étudié sous une forme canonique
(c'est-a-dire de réduire au minimum le nombre d'arguments dont dépendent les fonc-
tions caractérisant le matériau, qu'il reste ensuite & déterminer expérimentalement)
et d'imposer a priori A celles-ci des propriétés analytiques d'homogénéité, d'inva-
riance (pour respecter le critére d'objectivité par exemple), etc... Ces restric-
tions sont fort utiles : elles guident l'expérimentateur lors de la détermination
explicite des lois de comportement. Mais elles laissent encore & l'expérience un
vaste domaine & explorer ; car les fonctions - ou les fonctionnelles - traduisant
les lois de comportement dépendent, dans les cas les plus usuels, d'un nombre élevé
de paramétres et leur détermination précise exigera de longs et minutieux travaux

de laboratoire.

Une autre voie, plus pragmatique - et c'est celle que nous avons choisie -
consiste a partir de la donnée a priori des lois de comportement, en s'inspirant
autant que possible, des données expérimentales disponibles., Mais il importe alors
de pousser jusqu'aux nombres la théorie d'une expérience susceptible d'étre réali-

sée au laboratoire et disposer ainsi d'un moyen de contrdle des prévisions de calcul.



C'est pourquoi, nous avons cherché, & définir pour la rhéologie un cadre
analytique assez général pour englober un ensemble étendu de matériaux et des clas-
ses assez vastes de formes possibles des lois de comportement et assez particulier,
en méme temps, pour se préter aux traitements numériques de problémes aux limites
réalistes dont 1'énoncé est inspiré soit par une expérience de laboratoire soit par

une étude de Génie Civil.

A cet effet, nous avons postulé la validité du principe de la superposi-
tion des contraintes pendant chaque petit intervalle Bt du temps. Deés lors,
ltécriture incrémentale des lois de comportement, introduite par BIOT, s'impose
presque naturellement : au point de vue mathématique, cela revient & utiliser 1tap-
pareil des formes de PFAFF. Leur emploi systématique dans l'analyse théorique et

numérique des lois constitutives nous semble un des points nouveaux de ce travail.

L'inconvénient de ce procédé est évident. Les formes différentiglles mises
en jeu ne sont pas, en général, intégrables, en sorte qu'il est difficile de saisir
d'emblée les traits essentiels de 1'évolution d'un matériau d'aprés sa loi de com-
portement formulée au moyen de l'écriture incrémentale. En revanche, on verra que
cette méthode offre 1'avantage d'une grande souplesse dans le maniement des cal-
culs numériques et permet, éventuellement, de prendre en compte les effets dits de
seuil, enfin la forme incrémentale s'adapte aisément & la formulation de beaucoup

de types usuels de lois de comportement, y compris du type héréditaire,

Le souci d'illustrer chaque cas par des applications numériques concrétes
nous a conduit a limiter a priori le nombre de variables et de paramétres mis en
jeu au cours de 1'évolution du milieu ; en fait, nous nous bornons a prendre en
compte seulement les effets dits purement mécaniques : contraintes, densités, dé-
formations, etc ... C'est pourquoi notre travail intéresse surtout le probléme de
la consolidation des sols auquel se référe le titre méme de notre mémoire, Mais
nous avons tout lieu de penser qu'au prix de l'accroissement du temps machine, les
méthodes d'analyse numérique que nous avons mises au point s'appliquent & des cas
beaucoup plus généraux que ceux abordés dans le cadre de nos &tudes sur la conso-

lidation.

Ceci étant, soient ¢ le tenseur des contraintes, D celui des défor-
mations, Enx’ m=1 ..., p les paramétres dont la variation suffisent, par hypothése,

avec D et le temps t & décrire 1'évolution du systéme matériel considéré. La loi de

comportement se note, sous forme incrémentale au moyen de 6 + p formes de PFAFF qui



s'écrivent : d o}j = C?? dDFy + Mijdt et les p derniéres : (i{nl=: adt

Les coefficients Cf; et Mij’ @ de ces formes sont dans le cas général

des fonctionnelles définies 3 partir des valeurs actuelles et antérieurs de Cij,

Duv € , des coordonnées spatiales et du temps, soit & déterminer expérimen-
m

talement soit & choisir a priori & partir de considérations plus ou moins théori-

ques.

Lorsque ces formes ne sont pas complétement intégrables, 1'état actuel -
du matériau dépend du chemin décrit dans l'espace des paramétres a partir de 1l'ins-
tant initial, en sorte que les effets héréditaires sont susceptibles d'@tre décrits
au moyen de notre formulation., Si par exemple, il s'agit de l'hystensis représentée
par les opérateurs de VOLTERRA, usuels en mécanique des sols, la loi de comporte-
ment compléte s'écrit :

: t
o = o +f Kf’jv(t , T) Duy dT
o

et donne la relation incrémentale
t

v : K, (t, )
d oy =c*i‘;’ D, | +Kf'j (t, t) Duy (t) dt +(f f__al%___f_ Duv dr) df

[¢)

En définitive, nous nous donnons a priori les formes de PFAFF ci-dessus,
ce qui revient & supposer connues les lois de comportement du squelette - qui sera
souvent la loi élastique linéaire - et de la phase liquide - qui conduira, en gros,
a la loi de DARCY. Les types de lois retenues respectent les principes de la ther-
modynamique et le principe d'action locale ; c'est pourquoi le modeéle mathématique
auquel on aboutit se ramdéne toujours, au point de vue analytique et pour chaque
pas temporel &8t , i des systémes d'équations aux dérivées partielles du second

degré.

En second lieu, pour respecter le principe d'objectivité, il convient, en
toute rigueur, d'écrire les équations en axes rhéologiques du squelette ; il est
inutile de procédder ainsi pour la phase liquide en raison du fait que le tenseur des
contraintes de celle-ci sera supposé sphérique. Toutefois, dans le cas ou les dé-
formations sont supposées petites, ainsi que les contraintes initiales, on peut opé-
rer en axes fixes, En raison de l'importance pratique de la question, nous avons

discuté la validité de ces deux hypothases,



Pour simplifier notre analyse, nous avons systématiquement négligé les
forces d'inertie ; cette maniére de faire semble raisonnable dans les applications

pratiques importantes ~ aux problémes de consolidation notamment.

Ce n'est que pour donner & notre exposé une forme plus concréte, que nous
le présentons exclusivement comme un chapitre de la théorie de la consolidation.
Mais, encore une fois, les méthodes utilisées sont susceptibles d'application a

des modéles analytiques de matériaux variés,

%
w

® v

Voici maintenant un plan sommaire de notre travail et une bréve analyse

des résultats obtenus.

Le premier chapitre est consacré a l'examen de la comptabilité entre les
approximations tirées couramment de l'hypothése des petites déformations avec celle
de l'existence de 1'état précontraint, Nous montrons que la prise en compte d'un
état précontraint d'un corps quelconque soumis ensuite & de petites déformations
souléve en général des difficultés analytiques analogues i celles rencontrées en
théorie des grandes déformations. Nous indiquons & la fin de cette étude le cas ou
la compatibilité en cause peut exister, Il ne semble pas que ce dernier point ait

été clairement aperqu jusqu'ici dans la théorie de la consolidation des sols,

Nous abordons au chapitre 11 la rhéologie du milieu biphasique constitué
par un squelette et l'eau interstitielle. Les lois constitutives de chaque phase
étant supposées connues, le probléme revient A étudier les interactions entre les
deux phases en présence. Les phénoménes de couplage sont, comme nous le montrons,
de deux types. Ceux du premier type, d'origine purement phénoménclogique, peuvent
étre négligés en premiére approximation ; c'est ce qui résulte de l'analyse générale
de PRIGOGINE et MAZUR dont nous faisons ici une application et de quelques résultats
expérimentaux connus qui semblent concluants. Il reste le couplage que nous quali-
fions "de volume'" parce qu'il apparait comme la conséquence de 1'équation de conti-

nuité, A cet égard, notre théorie permet de retrouver les équations données anté-

.

rieurement par BIOT et DERSKI a titre de cas particulier.



Aprés ce travail préliminaire et le choix des arbitraires des formes de
PFAFF, on peut écrire les équations complétes du probléme de consolidation dont il

convient ensuite d'étudier la nature analytique. C'est l'objet du chapitre III,

Dans beaucoup de cas, qui semblent réalistes, le systéme d'équations aux
dérivées partielles linéaires que l'on obtient pour décrire 1'évolution pendant un
petit intervalle de temps est parabolique-elliptique. Cette circonstance n'est pas

de nature a faciliter la résolution des problémes aux limites concrets.

A ce sujet, nous observons que le probléme se scinde en deux. La mise en
charge instantannée du milieu a pour effet de provoquer une btrusque modification de
1'état du corps, qui est loin d'@tre négligeable - quoique souvent négligée jusqu'
ici. C'est la détermination de cette discontinuité des données initiales qui fait
l'objet de ce que nous appelons '"probléme des conditions initiales'" et dont la for-
mulation précise nous semble &tre un apport utile & la théorie de la consolidation,
En particulier, le cas d'un squelette & grains incompressibles ainsi que le liquide
interstitiel - hypothése souvént admise par 1'ingénieur - présente des difficultés

spéciales ; nous donnons un algorithme qui permet le calcul numérique.

La deuxiéme partie du probléme concerne 1'étude de 1'existence et de 1!
unicité des solutions pour un petit intervalle de temps. Nous montrons que celles-
ci sont acquises pour une vaste classe de conditions aux frontiéres réalistes et
pour des lois de comportement du squelette qui présentent une certaine analogie avec

une loi élastique.

I1 reste ensuite a résoudre le probléme d'évolution dans le temps du mi-
lieu, compte tenu des conditions aux limites et des conditions initiales qu'on
vient de déterminer. G'est l'objet du chapitre IV. Les méthodes mises en oeuvre ici
ne peuvent &tre, dans les cas généraux, que numériques, Nous croyons avoir apporté
a cet égard quelques compléments efficaces aux procédés usuels de l'analyse numé-
rique que nous ne pouvons songer & décrire en détail ici. Nous avons toujours -
quand nous l'avons pu - justifié la stabilitéd et la convergence de nos procédés de
calcul ; il y a 13 quelques résultats qui paraissent originaux, notamment dans 1°
inversion des matrices - obtenues par discrétisation des équations et des conditions

initiales et aux limites ~ par la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL.

Enfin, dans le chapitre V sont présentées les solutions numériques de plu-~

sieurs problémes de consolidation et ce pour plusieurs types de lois de comportement -



y compris des lois non-linéaires, Nous nous sommes bornés aux cas de corps unis et
bidimensionnels, Mais l'extension au cas de l'espace ne ferait pas apparaitre de
difficultés de principe nouvelles. On notera, en particulier, le calcul d'un essai
oedométrique, L'imprécision quant ‘aux lois de comportement des sols réels nous a
permis de choisir les constantes de la loi constitutive admise a priori, de maniére
4 retrouver avec une bonne précision les résultats de 1'essai étudié, Il est évi-
demment impossible de tirer de cette expérience isolée des conclusions générales
relatives & la rhéologie du sol en question ; mais il est bon de noter qu'on disw

pose désormais de méthodes de calcul pour tester la réalité physique des lois pro-

posées pour décrire une expérience.

En résumé, notre travail n'apporte et ne peut apporter directement aucune
information nouvelle quant & la rhéologie des sols, Mais il décrit une méthode géné-
rale de résolution numérique des problémes aux limites posés pour les équations de
la rhéologie des matériaux biphasiques - et ce, pour des types variés de lois in-
crémentales de comportement., A ce titre, nos résultats peuvent contribuer au pro-
grés de la rhéologie fondamentale, en fournissant 3 1'expérimentateur le calcul
d'un essai de laboratoire susceptible de servir de contrdle & la loi rhéologique.
Ils permettent en tout cas & l'ingénieur de résoudre nombre de problémes de con-

solidation.
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CHAPITRE 1

MECANIQUE DES DEFORMATIONS INCREMENTALES
EN CONSOLIDATION

L'ignorance ol nous sommes de l‘'histoire des sols et la non-linéarité de
leurs lois de comportement, incitent a exprimer celles-ci sous forme incrémentale
p s
. e s oz . - L PN
par des lois linéaires a déterminer expérimentalement. Nous serons ainsi amenés a
décrire la consolidation par un ensemble de systémes d!'équations aux dérivées par-
tielles linéaires tangents au systéme non-linéaire global que nous ne savons pas

écrire.

Dans la grande majorité des problémes de consolidation des sols, l'hypo-
thése des petites transformations (déformations pures et rotation) constitue une
bonne approximation. Nous adoptons ici cette hypothése. Mais les simplifications
qu'elle entraine dans la théorie et dans les calculs pratiques, pour les milieux
sans contraintes initiales, peuvent n'étre pas réalistes dans le cas des sols ini-
tialement contraints., Les complications introduites alors sont du méme type que
celles rencontrées dans les grandes déformations. Nous nous proposons ici de mettre
en évidence 1'influence des contraintes initiales sur l'écriture des équations dé-
crivant la consolidation afin de déterminer dans quelles conditions les simplifi-

cations sont possibles. La linéarité des formes incrémentales facilite cette étude.

Nous supposons que le tenseur des contraintes du liquide filtrant est
sphérique. Cette approximation, communément admise permet de définir les axes rhéo-

logiques du milieu biphasique comme étant ceux du squelette.

Dans un premier temps nous écrivons les accroissements de contraintes
dans les axes rhéologiques du milieu. Les équations de 1l'équilibre et les conditions

aux frontiéres pour les accroissements en découlent. Enfin, nous étudions les
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approximations qui négligent les contraintes initiales. Aucune hypothése n'est faite
sur la loi de comportement du squelette si ce n'est qu'il est possible de 1'écrire

sous forme incrémentale,

A - LES ACCROLSSEMENTS DE CONTRAINTES

Un corps monophasique est rapporté, a 1'état initial, & des axes ortho-
normés OX1x2X3‘ Les contraintes initiales sont notées Sij' Une petite transforma-
tion est alors imposée, définie par un champ de déplacement, de composantes u,

(i =1, 2, 3), auquel il correspond une déformation pure D de composantes

1 Y Yy
eijﬁ—f (bxj+ bxi)

et une rotation R de composantes :

bui bu‘
= = + = R §
RlJ 81_] +wij 81_] 2 (bxj X )
eij et o ] sont petits., § 13 =1 si i=] et sij =0 si i#]j
La contrainte est alors : cij = Sij + Sij et nous supposons Sij petit par rapport

a Sij' Dans les axes rhéologiques, déduits en chaque point du milieu des axes X X, Xq

par la rotation R, la contrainte a pour composantes Sij -}—bsij et

- T LT : .

Sij + Sij = Rkj (Slk + Slk) Ry ol R~ est la transposée de R
PN _ : .
d'ou Sij Sij + Skj W, + Sik “’jk_ | (1)

Ainsi l'accroissement Sij est la somme de deux termes : le premier terme Sij est

fl P 2 . S ' 2 2 .
d'origine rhéologique et le second kj Wt Sik wjk » purement géométrique,

k
provient de la rotation du milieu. Si la contrainte initiale est nulle : Sij = Sij'

C'est aussi le cas pour une contrainte initiale sphérique =8 sij’ condition

S, .
1]
qui est vérifiéde par le liquide interstitiel. Cela permet d'utiliser comme axes rhéo-

logiques du milieu squelette + liquide filtrant ceux du squelette,

La loi de comportement incrémentale s'exprime alors, pour le squelette et

le liquide filtrant, par une relation linéaire entre les sij et eij correspondants,
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Les contraintes sont ici rapportées & 1l'état déformé. Pour certains com-
portements comme l'élasticité incrémentale (cf. BIOT [1] ), il convient d'explici-
ter le ﬁenseur de BOUSSINESQ tij des accroissements de contrainte ol les forces
actuelles sont rapportées aux aires avant déformation. S + t et le tenseur Eulerien
S+ s sont liés par S+t =J (8 + s) DT-1 ou J est le Jacobien de la petite trans-

formation considérée privée de la rotation, Au deuxiéme ordre prés :

- - T,-1 _
J=1+4+e avec e = eij $ s et (D:)ij = Sij - eij
L'équation devient :

t =s,, +85,, e -

ij 1] ij Sik %k (2)

t et s sont ici rapportés aux axes rhéologiques, Remarquons que t mn'est en général

pas symétrique et que si S =0, tij = sij'

B - ELASTICITE INCREMENTALE

La loi de comportement la plus utilisée jusqu'ici (en raison de sa sim-
plicité) en mécanique des sols est l'élasticité infinitésimale. Dans le cas de sols
précontraints, l'iﬁexistence d'une forme neutre ne nous permet plus de l'utiliser.
On peut définir avec BIOT [1] 1télasticité incrémentale par la propriété de réver-
sibilité de la petite transformation, ce qui revient a admettre l'existence d'un

potentiel interne pour celle-ci.

Le travail de déformation d'un élément s'écrit, classiquement, au 3éme

ordre prés :
av=(S,, +t..)d ..

ou €5 mesure la déformation pure au 3éme ordre prés :

_ BUy . M 8%
5xi bxi bxj

( +

N =

)

dU;
€1ij ) X,
] ]

Alors avec la méme approximation :

dv=95,,d €, ,+¢t, 6 de, ..
ij ij ij ij
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Du fait de la symétrie de eij, cette expression prend la forme

dv=8,.d ¢ . +t! de,.
1] 1] 1] 1]

avec

1 1
1] = = — - —
t! = 2 (t +t..) s,., + S, .e (Sik e

‘s - + 8 e
ij ij ji ij ij 2

jk jk ik) (3)

t' est symétrique, L'hypothése du potentiel interne revient a dire que dV est une

différentielle exacte

bty bty

b bey, @)
Les relations, linéaires entre tij et eij’ peuvent s'écrire
tij = C/;LJV e py avec (5)
Cf: = C;i en vertu de (4) et

CH? = C?F’ =ct  du fait de la symétrie de t!, et e, ..
1] 1] Jj1i 1] 1]

C -~ LES EQUATIONS DE L'EQUILIBRE INDEFINI -~ LES GCONDITIONS AUX FRONTIERES EN
CONTRAINTE

Un milieu poreux contenant un liquide filtrant est rapporté aux axes
Ox1x2x3 orthonormés. Il est dans un état contraint et la contrainte totale est

S, ..
1]
Les équations de 1'équilibre indéfini, ol nous négligeons l'accélération,

s'écrivent

S.; ., -PF. =0 (6

13, 1 )

ot P est la densité du milieu et Fi les composantes de la force de volume. Comme

au A) une petite transformation de rotation R et de déformation pure D est appliquée,
Les contraintes deviennent Sij + Sij rapportées au milieu déformé. Un volume initial

V du squelette limité par la surface S se transforme en V' limité par un point S',
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Un point de coordonnées X de S se déplace en un point de coordonnées Ei de S' et

£:5%

+ u,. La force totale agissant sur S' admet pour composantes

ff (S,, +8,..) n' ds'
ij ij”
SI

est la normale unitaire de S prise vers l'extérieur de S'.

X! =
i
ol n

Transformons l'intégrale sur S' en une intégrale sur S :

_ gttt

t | -
n} ds d¢j+1 d ej_l et ko1 9% dx

k-1 "Tk+1

ol nous posons

o= &y &, =

formation de J s'écrivent en deuxiéme ordre prés

(7

El et ol les Jacobiens partiels de la trans-

3¢ ofi - 3Yy s L
y bxk bxl ik bxk il bxl
T =
; u
3 651 S bu] d75
x, bx ik T ox 851 ox
Kk °%1 k J 1
5., -85 8 +8 24 2% o Bh g b
= 8, 8 - Oy %+ %, 5%, il %, ik B, T ilgx
Alors
j+1,3-1 _ )
Tt ko1 ~O g L+ @) —ey + w,
En tenant compte de
Sij + Sij = Sij + Sij + Skj “’ik + Sik wjk ,
nous écrivons au deuxiéme ordre prés, en utilisant g ik = -‘ukj
< i+, -1 —
i3+ 557 Tatke1 T % TSt S ¥t S Yia
+8,, e+ SlJ ( wjk - eJk)
=S P S wir TS e - Sy ek
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Transformons (7) en-intégrale de volume. Il vient

X = ffﬂsik TS TS Y TSt Sy W (8)
v

D'autre part, les forces de volume ont pour résultante sur V' le vecteur de

composantes

pr| = fff pE, v
.

ot p’ est la densité du milieu déformé. Nous supposons ici les forces de volume

indépendantes de l'espace. Réalisant la méme transformation que sur X{, il vient:
L
F! = PFr Jav
1 i
\

~ . . s ~ Id »
ou J est le Jacobien de la transformation, P J est la masse aprés déformation d'un

volume unité initial.

Donc PlJ =p+8p ou8p représente la masse de liquide filtrant

entré dans un volume unité initial.
L'équilibre des forces sur V' s'écrit
./f (S 85 T S Wiy F 850 e - S5 eg) - (P +8p)F ) av=o0
V f
1=1, 2,3
V étant arbitraire, et en tenant compte de (6)
(s, + 8y Wy + 58, e~ 55 ejk)’k - FiSP= 0 (9)

Ce sont les équations incrémentales de 1l'équilibre pour un milieu consolidant od

nous avons négligé les forces d'inertie.
Avec les contraintes incrémentales de Boussinesq tij (9) devient
(r!

1
et @1 St 2 Gig et Sk ekt F,8p =0 (10)

Les conditions aux limites en contrainte

AR e AT SO A e e TR TS N AT e e s e e T




17

(7) peut s'écrire :

— g j+,5-1
Xy = ff (sij + 83 ikt Mk 98
s

ol n est la normale unitaire extérieure & S. Un élément de surface unité initial,
soumis a une force de composantes Ti = Sik oo est transformé en un élément de

surface soumis a la force de composantes Ti.
D'aprés les calculs précédents

+s,, + S + S., e - S

ik ik lk @ik ik ) n

L
Ti (s

ij %3k’ "k

L'accroissement de la force sur S admet pour composantes

T, = (sik + 5, wy t S, e- sij ejk) n (11)

(11) permet d'exprimer les accroissements de contrainte imposées & une frontiére.

D - LES APPROXIMATIONS EN MECANIQUE DES SOLS

Les équaﬁions (1), (2), (9), (10) et (11) sont exactes au deuxiéme ordre
prés, avec Sij fini et Sij’eij’“ﬁj petits. Cette précision est justifiée pour des
termes en S ou Se du méme ordre de grandeur que s, Dans la plupart des problémes
de fondation, le sol est effectivement précontraint avant consolidation mais les
contraintes initiales sont plus fortes en profondeur qu'a la surface du sol, Pour
les déformations pures et rotations, c'est l'inverse qui se produit, quand les
charges sont appliquées & la surface. Dans ces problémes les termes en S et Se sont
négligeables devant les accroissements de contrainte en axes rhéologiques. Il en
est de méme du terme en SpFi. Les équations de l'équilibre (9) prennent alors la
forme classique (12) Sik,k =0

Dans le cas des charges enterrées ou dans les problémes de tectonique,
ces approximations ne sont plus valables. La prise en compte des termes en Se et
SpFi entraine alors de grosses difficultés dans la résolution pratique des pro-
blémes aux limites. Toutefois la plus grande précision obtenue est souvent illu-
soire, particuliérement dans les problémes de charges enterrées, par le fait que
les lois de comportement des sols sont entachées d'erreurs dues principalement 3

leur hétérogénéité.
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CHAPITRE 11

LOI DE COMPORTEMENT DU MILIEU BIPHASIQUE ;
INTERACTION SQUELETTE - LIQUIDE INTERSTITIEL

Le probléme fondamental de 1'étude rhéologique d'un milieu poreux a tra-
vers lequel circule un fluide filtrant est de déterminer la loi de comportement du
milieu biphasique connaissant les lois de comportement de chaque phase et celle de
leur interaction. Par comportement du squelette nous entendons comportement du sque-
lette empli de liquide interstitiel & pression nulle. Nous n'étudions pas l'influ-
ence du liquide adsorbé par les grains du squelette sur le comportement de celui-ci
et nous éliminons 1'éventualité de réactions chimiques a 1tintérieur des phases et

entre celles-ci.

La loi de comportement du milieu biphasique fait apparaitre des couplages
entre les lois de comportement de chaque phase. Ceux-ci peuvent étre de deux types:
couplages phénoménologiques entre les termes irréversibles des lois de comportement
et couplage de volume, résultant du bilan massique. Nous n'étudions pas dans ce
chapitre les couplages qui proviennent d'autres bilans ou de conditions aux limites.
Ils apparaissent au niveau des équations décrivant 1'évolution du milieu et sont

indépendants de la loi de comportement du systéme biphasique.

La thermodynamique des processus irréversibles permet de préciser la nature

des interactions et des couplages phénoménologiques entre les phases du milieu.

Prenant pour point de départ la théorie des mélanges polyphasiques de
P, MAZUR et I. PRIGOGINE [1] , que nous supposons connue du lecteur, nous commengons

par écrire les équations fondamentales et classiques de la thermodynamique des pro-
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cessus irréversibles.

Remarquons que cette théorie est basée sur la formule de GIBBS supposée
valable en dehors de l'équilibre thermodynamique. Ce postulat peut étre considéré -
comme l'a méntré B.D. COLEMAN |8 ] - comme un cas particulier - dans le cas ici
retenu de processus lents et de successions d'états proches de 1'équilibre - d'une
théorie plus générale de la thermodynamique des processus irréversibles. Dans cette
optique, il suffit d'admettre seulement l'existence de l'entropie et de la tempé-
rature hors de 1'équilibre ainsi que l'inégalité de CLAUSIUS-DUHEM ; ces hypothéses
sont d'ailleurs admises dans la théorie classique utilisée ici. Celle-ci apparait
aussi comme un cas particulier d'une autre approche plus générale des processus
thermodynamiques ne postulant cette fois-ci que l'existence de la température hors
de 1'équilibre ; la relation de CLAUSIUS-DUHEM est remplacée alors par une inéga-
lité ne faisant pas intérvenir la notion d'entropie hors-équilibre (cf. S. MEIXNER

o] ».

Puis nous faisons un usage systématique de quelques remarques de P. GUELIN
[?] ; celles-ci permettent, au prix d'hypothéses physiquement plausibles, de com-
parer l'effet des couplages phénoménologiques - dont la contribution apparait comme
faible - aux phénoménes mécaniques essentiels dont le milieu biphasique est le sidge.
On retrouve alors théoriquement la loi généralisée de DARCY que tous les chercheurs
s'accordent & reconnaltre comme assez bien vérifide par l'expérience pour &tre prise
comme point de départ de tous les travaux consacrés i la théorie de la consolidation.
Pour cette raison, nous avons cru raisonnabie de négliger les effets de couplage

phénoménologiques.

Les seuls effets de couplage & retenir pour formuler la loi de comporte-
ment ne résulte dés lors, que du bilan volumique.kC'est cet effet que nous étudions
dans la deuxidme partie de ce chapitre. Le couplage est en général dissymétrigue.
Comme cas particulier, nous retrouvons les équations écrites par M. BIOT ( 31

41 ), utilisées aussi par W. DERSKI ( BS] et [7 ).

et
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NOTATIONS DU CHAPITRE 11

Les indices latins i, j, l, m, désignent des variances tensorielles, et
1'indice grec @ , désigne les fluides au sens de MAZUR et PRIGOGINE ( @ = 1 repré-

sente le squelette , @ = 2 le liquide filtrant).

Alphabet latin

: Concentration massique
D : Tenseur des déformations pures
e : Emergie totale par unité de masse du milieu biphasique
eq : Energie totale par unité de masse du fluide @

: Force extérieure par unité de masse

Kl : Module de déformation volumique intergranulaire

K : Coefficient de déformation volumique des grains

Ki, : Coefficient de déformation volumique du liquide interstitiel
n : Porosité

P : Pression totale

P : Pression interstitielle

Py Pression partielle du fluide @

s : Entropie par unité de masse

sq : Entropie par unité de masse du fluide Q

t : Temps

Tq Température du fluide @

u : Energie interne par unité de masse

Ug ¢ Energie interne par unité de masse du fluide @
u : Source d'énergie par unité de masse

v : Vitesse barycentrique globale

vg ¢ Vitesse barycentrique relative au fluide d

W : Flux calorifique

Wq @ Flux calorifique relatif au fluide d
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Alphabet grec .

B : Potentiel de GIBBS
Y : Vecteur accélération
Sij : Symbole de KRONECKER
@ : variation de volume
7 : Source de quantité de mouvement
)\/.L: Coefficients de LAME
"I Potentiel de F
P : Masse présente dans 1'élément de volume unité
T

Contrainte intergranulaire

Aa: Vecteurs de diffusion
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A - THERMODYNAMIQUE DE LA CONSOLIDATION

La théorie classique de la thermodynamique des processus irréversibles
est basée sur le postulat ci-aprés : la formule de GIBBS, établie pour un état
d'équilibre, est toujours vraie au voisinage de celui-ci. Autrement dit, la varia-
tion d'entropie & l'équilibre et dans son voisinage dépend toujours des mémes va-
riables indépendantes. Nous admettrons dans tout ce qui suit la validité de ce

postulat au cours des transformations thermodynamiques que nous aurons a4 étudier,

En 1'absence de source de liquide filtrant dans la masse, le systéme
biphasique évolue vers son équilibre thermodynamique ; le postulat adopté est alors
justifié, si les perturbations initiales n'écartent pas trop le milieu de 1'état
d'équilibre, Si des sources existent dans le milieu, le systéme évolue d'un état
stationnaire de non équilibre & un autre et nous admettons que ces états sont, eux
aussi, suffisamment voisins de 1'état d'équilibre pour que la théorie ci-dessus

s'applique.

Nous supposons de plus - ce qui sera vérifié a posteriori - que le trans-
fert de quantité de mouvement entre la phase solide et la phase liquide est faible
en comparaison du transfert qui se produit pour chaque phase. Le systéme est alors
composé de deux fluides au sens de P, MAZUR et I. PRIGOGINE [1] : le fluide 1i-

quide filtrant au sein du fluide squelette.

Il en résulte que l'équation de GIBBS s'applique au mouvement barycen-
trique de chaque fluide qui posséde une température Tg et un vecteur vitesse
propre Vg , les fluides @=1 et @ = 2 étant respectivement le squelette et

le fluide filtrant.

Le mouvement de chaque fluide peut étre considéré comme un phénoméne
irréversible, Nous supposons que les sources éventuelles sont distribuées unique-
ment le long des frontidres du domaine envisagé occupé par le milieu biphasique,
si bien qu'elles n'interviennent pas dans les équations d'évolution de la masse

étudiée.

Les différents bilans s'établissent alors comme suit :
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Le bilan de masse

Pour chaque fluide, il vient

P
gta= - div (Pg Vg) (1)

ou 'Dd est la masse du fluide @ par unité de volume total ;

et pour l'ensemble des deux fluides

%’%=-div(PV) @)

avec Pv = ,?V|+ P2V2

Les équations du mouvement

La conservation des quantités de mouvement pour le mouvement barycentrique

de chaque fluide, s'écrit vectoriellement
Payd:Pa Fa-div Pa- ﬂa (3)

ol 7d= S—Za— admet pour composantes

dvai dval
t

at 3 + (grad va i)‘Vai i=1, 2,3

Fg est la force de volume
Mg est la source de quantité de mouvement due aux échanges avec l'autre fluide
grad Vg est le tenseur des vitesses de déformation pure

Pa est le tenseur des contraintes partielles du fluide g
Rappelons que le tenseur Pij des contraintes totales se décompose suivant:

_ iA
Pym L Rl A ) (4)

ol Ad: vVag-V est le vecteur de diffusion.

Pour l'ensemble, le bilan s'écrit
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p%=pF-divP (5)
Moyennant (1), (3), (4) et (5), il vient

% ﬂa= 0 : (6)

Les bilans énergétiques

Multipliant (3) par vg et utilisant 1'équation de bilan de masse, on a

le bilan d'énergie cinétique sous la forme :

2 .1 2 | T2
a—E(-é- Pdva)+dIV(5(Pava)vd):
- Vg YVPaE Py F oV - MV, (7)

Si nous supposons que les forces de volumes sont constantes dans le temps

et dérivent d'un potentiel l#l indépendant du temps

9 ¥
Fa=-,grad4la ﬂq-=0

Posant p\l’: PI \‘[| + pz‘#la , et supposant les forces de volu-
me réduites au champ gravitationnel uniforme, il vient pour le bilan d'énergie

potentielle :

: |
BV aiv (pyv) - F Fapg Vg (8)

Le bilan de 1'énergie totale e résulte de l'application du premier

principes; il s'écrit sous la forme d'un flux :

+wa+P v, )) (9

ot a a

e e .
ﬁ_a_— 31— ( Plel + P2e2)=- div ( §(Paea Vg

Le deuxiéme membre se compose d'un flux de convection Z% e a Vg

d'un flux calorique Zwa et du flux 1lié au travail mécanique.

De (7), (8) et (9) on déduit le bilan d'énergie interne u définie par
e = -é— v2 + \" + u

_6 — N dug
(10) 3t Pgug = - div (Paua va T ¥y ) - Pagrad Va +"]ava +Pa o
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ol Pa il(;—tg est l'apport d'énergie interne au fluide @ par l'autre fluide.

Le bilan entropique

En raison de la forte inhibition des transferts de quantité de mouvement ,

nous écrivons l'équation de GIBBS pour chaque fluide

1
Pe 1 pB deg
- -3+ Bat (11)

dsg_ 1 degpeql
dt

Sq est l'entropie, ﬁa le potentiel thermodynamique du constituant @ et
c_ = sa concentration massique,

a p

La définition du tenseur des contraintes a l'équilibre, noté P(e!q dans
(11) souléve des difficultés. A 1'état actuel, le milieu n'est pas en équilibre ;
mais on suppose qu'il existe un état d'équilibre correspondant aux sollicitations
qui lui sont appliquées & l'instant considéré. On désigne alors par P;q le tenseur
des contraintes partielles dans cet état dont la définition univoque & partir des

caractéristiques actuelles reste 3 trouver.,

Rappelons que la théorie classique de la thermodynamique des processus
irréversibles suppose que (11) est encore vrai au voisinage de 1'équilibre, c'est-
a-dire que Sa demeure une fonction des variables indépendantes egy %— et Cq’

a

qui peuvent donc prendre leurs valeurs hors de 1'équilibre.

ped _

Dans le cas de 1'élasticité, on a a =Pa

En utilisant le bilan énergétique, (11) s'écrit

9Prg . _ g Vo _ , Ba, _va 1 p dug
3¢ iv (Pa Sa Va * o Pa Ta) Taz grad Ty + Ty @3t
+—1— (P°3 - By ) grad vg + P Aq grad éﬁ +1—77 v (12)
T P d a tlra Tq TTg @ V@

d'ol le bilan entropique global

5‘% %Pasa=-diV¢+a'

Wy
avec = %(pasa Vg T Ta "fa %)
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et la source entropique O

1 du
C= - Z‘—J—ggrad Ta + Z—P ta 21— (qu- P’a) grad vy

1 Ba
+ Da, . Z——puA rad =— 20 (13
aTy @ dTqd a8 1y = )

Nous disposons ainsi du systéme ci-aprés de relations : deux équations
aux dérivées partielles de bilan massique, deux équations vectorielles de bilan de
quantité de mouvement, deux équations de bilan énergétique et deux équations de

bilan entropique,

Jointes aux équations d'état qui peuvent &tre formulées sous la forme :

eq eqd 1
Pa Pa (P—C-I’ Ca: SQ)

a*
1

1

_"La ('P-a, Ca,Sa)
1

Ta —Ta(?’a, Ca ’Sa)

nous possédons 23 équations scalaires pour les 40 inconnues scalaires représentées
eq _eq —

par Pl, P29 P13 PZ’ Pl ) P2 ) Tl’ TZ’ Vs VZ’B]_’BZ’ ul’ uz’ 51, 52, ul’ wl’ w2’ "'1

ol Pl’ P2’_ P2 (tenseur isotrope) Tl’ T2, ﬁ,BZA, Ups Uyy 845 Sy, El’ sont des gran-

deurs scalaires ; P1 est un tenseur symétrique d'ordre deux (six composantes sca-

laires) ; \ZERZY W1 et W2 sont des vecteurs.

Le systéme est alors fermé par les 17 relations phénoménologiques sca-

laires exprimant les flux qu-Pa , '7)1, Wget Pl %% en fonction de va , T a’ Ba

et obtenues par la théorie des couplages thermodynamiques.

Relations phénoménologiques

Les relations ci-dessus sont, répétons-le, plus ou moins classiques. Nous
allons les utiliser pour discuter de l'importance des éventuels effets de couplage

phénoménologiques que des hypothéses physiquement plausibles nous permettrons de

négliger.

La source entropique se présente sous la forme d'une somme de produits

entre flux et forces généralisées de caractéres tensoriels différents. Si nous
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supposons les deux fluides isotropes et admettons le principe de Curie impose qu'il

ne peut y avoir de couplage qu'entre processus de méme caractére tensoriel.

La source o peut alors étre divisée en plusieurs sources non négatives
groupant les grandeurs présentant le méme caractére tensoriel. Dans le cas contraire
tous les processus sont susceptibles de couplage. Toutefois le frottement mutuel
entre les deux constituants a pour effet d'entrainer le fluide le plus lent par le

fluide le plus rapide

si bien que, avec : Z: "]a= 0 et T, >0 , il vient

27a 20 (14)

adlg  a

et ceci quelques soient les autres processus thermodynamiques dont le milieu peut

étre le siége. Le terme de filtration Z Tﬂ"aVE ne peut pas étre couplé avec les
a

autres processus. Pour une raison identique, il en est de méme du terme

E&Lpd_a
Ty '@ dt

D'apreés (14), il existe une relation fonctionnelle entre les 7 _ et

les Vg
Ta
v v,
1 2
PR e (15)
| Tl T2
N tilisé Z -0
ou nous avons utilisé 5 'f]a

v v
Les quantités M et (T - T—) s'annulent simultanément & l'équilibre.
D'autre part,Z  est une fonctionnélle Impaire de son argument et (15) peut s'écrire

v v L .
en admettant que =t - =& soit zéro simple

T1 T2
v v v v
1 2 1 2
n=toB a2
I T1 T2 T1 T2
veov
ot f mne dépend que du module de (T— -5 ). Supposons que f soit développable en
s . 1 2
série de Taylor, on a alors
’ 2
v v . v v
1 .72y (¢ £ 1 2
M= (="=2) G+ Vg -2V + 0 ) (16)
T, 1 T
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ou fo f1 etc ... sont des tenseurs du deuxiéme ordre constant. Dans le cas liné-

aire, et en utilisant le bilan des quantités de mouvement (3) appliqué au fluide

filtrant, (16) devient

B i V2
5 = fo( T T ) an

+ pz()g - F2) + Div P
1 2

Nous retrouvons ainsi la loi du type de Darcy qui résulte donc d'une relation phé-
noménologique et des équations de mouvement. Dtaprés (14), la matrice des coordon-

nées de f est définie positive. Dans la pratique la partie déviatoire de P, est
)

2
négligeable, d'ol : PZij" P, 3 it En négligeant l'accélération et les différen-
ces de température (17) s'écrit

Pe(y _v)y= -
K (v2 Vl) P2 F2 grad P2 (18)

oli K est le tenseur de perméabilité , 11 résulte alors des relations de ONSAGER
qu'en l'absence de champ magnétique, le tenseur K est symétrique : K,, =K, ..
Ainsi l'hypothése faite au départ d'une forte inhibition des transferts
de quantité de mouvement se trouve justifiée par le fait qu'elle conduit & la loi
de filtration de DARCY, bien vérifide expérimentalement. Ce n'est pas une démons-
tration rigoureuse, mais une présomption ; notre hypothése aboutit & des faits
généralement admis. Le fait de considérer le systéme comme un seul fluide au sens
de MAZUR et PRIGOGINE aurait abouti a des lois phénoménologiques totalement dif-
férentes et la distinction éntre vitesse du squelette et vitesse du fluide filtrant

n'aurait pas été possible,

Supposons maintenant la température uniforme et négligeons la diffusion-
ce qui est courant en théorie de la consolidation. La source entropique (13), avec

(14) vérifie 1'inégalité.
eq
§(Pa -k )erad vy > O (19)

qui conduit & la loi rhéologique partielle "hors équilibre' du systéme, sous forme

de relations fonctionnelles
eq _
P1 - P1 = Z1 (grad Vi grad v2)

(20)
P, - P, = Z2 (grad v,, grad vl)
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Du fait de la forte inhibition des transferts de quantité de mouvement, Z|
et Z2 sont au deuxiéme ordre prés indépendants respectivement de grad v, et
grad vy I1 n'y a donc pas de couplage sur les parties irréversibles des lois rhéo-

logiques des deux fluides.

Conclusion : Ainsi, le deuxiéme principe de la thermodynamique (13), et
1'hypothése de validité des relations de GIBBS en dehors de l'équilibre (11) per-
mettent de retrouver des lois de filtration connues (16). Celles-ci impliquent la
décomposition du systéme en deux fluides au sens de MAZUR et PRIGOGINE - le sque-
lette et le liquide filtrant - décomposition incompatible avec de forts transferts
de quantité de'mouvement entre les deux phases. On vient d'établir que les proprié-

tés précédentes entrainent ce corollaire : les effets de couplage phénoménologique

entre les lois de comportement de chaque phase sont pratiquement négligeables,

B - GCOUPLAGE DE VOLUME DES LOIS DE COMPORTEMENT

Nous attachant plus particuliérement ici & la consolidation des sols,
nous introduisons quelques hypothéses complémentaires qui entrainent une conséquen-
ce fondamentale pour notre objet : le squelette est décrit par deux lois indépen-
dantes. Il en résulte qu'en combinant celles-ci avec la loi de comportement du li-
quide, et la loi de filtration, on obtient un systéme fermé de quatre équations qui

1

font intervenir trois tenseurs de déformation.

Utilisons donc le bilan de volume qui lie les parties isotropes des ten-
seurs de déformations ; les trois premiéres sont réduites a deux relations entre des
paramétres indépendants et observables qui décrivent 1l'évolution du milieu biphasi-

que et mettent en évidence l'effet de couplage.

Nous supposons que l'évolution du systéme est assez lente pour négliger

la diffusion ( Aaz Vg~ vV~ 0) si bien que (4) s'écrit

ij 1ij 2714 (21)

ol la contrainte partielle P2 du liquide est toujours supposée isotrope. Pij dési-

gne ici la contrainte totale alors que P1 et P2 sont les contraintes partielles

de chaque phase,
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Nous admettons que le liquide filtrant d'une part, les grains consti-
tuant le squelette d'autre part, forment séparément un milieu isotrope. Le fluide
interstitiel est constitué, en effet, d'eau et de gaz dissous ou en bulles et on

sait qu'une- telle approximation est valable,

Ainsi notre étude se limite & des milieux granulaires constitués par des
grains d'une méme substance se comportant comme un corps isotrope. Il n'en résulte
pas, comme on sait, que l'assemblage considéré se comporte nécessairement comme un
corps doué des mémes caractéristiques et du méme type de loi de comportement que
ses constituants élémentaires. Si on considére par exemple un empilement régulier
de billes sphériques constituées d'un méme matériau élastique linéaire isotrope,

le milieu granulaire créé obéit & une loi élastique non linéaire.
Nous étudions d'abord, pour simplifier, le cas ou le liquide, les grains
et le squelette sont élastiques linéaires isotropes. L'extension au cas non élasti-

que et au squelette non isotrope sera présentée ensuite.

1- Squelette isotrope et élastique

a - Description du squelette et du liquide filtrant

Un sable, un silt ou une argile sont représentés schématiquement comme
un assemblage de grains d'une méme substance, obéissant & la loi usuelle de LAME,
en contact les uns avec les autres. Ainsi les déformations du squelette résultent
d'une part des mouvements relatifs des grains et d'autre part dessléformations des
grains eux-mémes, Cette vue schématique s'adapte moins bien au cas d'une roche po-
reuse. Toutefois, ce matériau peut encore &tre assimilé 4 un assemblage de grains

reliés entre eux par des éléments matériels de plus faible résistance.

Pour les matériaux & structure granulaire qu'on vient de décrire, il
convient d'appeler l'attention sur deux mécanismes différents de déformation du

squelette suivant la facon dont sont engendrées les champs de contraintes.

Chaque grain est d'abord le siége d'un champ de contraintes provoquées
par les contacts avec les particules voisines., Ces contraintes provoquent une dé-
formation des grains eux-mémes et les forces apparaissant aux points de contact

de deux éléments voisins entralnent un déplacement relatif des petits corps.
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Au contraire, l'action du fluide interstitiel sur chaque grain se mani-
feste, avec les hypothéses faites relativement au liquide filtrant, par l'applica-
tion a chaque grain d'une pression normale & chaque élément de surface. Les dia-
métres des grains étant petits, on peut admettre, avec une bonne approximation,
que chaque particule subit & sa surface une pression uniforme si nous négligeons
les surfaces de cbntact. On sait que ces forces de pression forment un tenseur
équivalent & zéro en sorte que ces efforts ne tendent pas & provoquer le déplace-
ment des grains, mais contribuent 3 modifier le champ des tensions internes., GC'est
par l'intermédiaire de celles-ci que l'eau interstitielle peut provoquer un dépla-

cement des éléments du squelette.

Pour décrire aisément ces deux aspects du champ de contraintes du sque-
lette, nous employons au lieu de (21) la décomposition suivante pour la pression

totale :

P..= T
i

ij +pd ij (22)

j

ol p est la pression effective du liquide filtrant - ou pression interstitielle -
et ot T,, est le tenseur des contraintes intergrsnulaires et représente la contrainte
1]

moyenne exercée par les grains les uns sur les autres.
Ces contraintes sont reliées aux contraintes partielles de (21) par :
= T - )
Plyj= Tyt @ -moe 8, (23)
P, =np (24)

ot n est la porosité (volume non occupé par les grains du squelette dans 1'unité

de volume du squelette),

Le squelette supposé isotrope élastique lindaire, dont les pores sont
remplis de liquide filtrant sous une pression interstitielle nulle, a une loi de

comportement qui s'écrit classiquement :
= - 6. 3. . - D
T, . A T R ; (25)

ou D1 est le tenseur des deformatlons pures, 91 = Dlij aij et Xl et Fﬁ les cons-

tantes de LAME. Observons que dans cette écriture le tenseur des déformations D1ij

P T I N Nn T Tty e ar s e aaemen mree e
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englobe a4 la fois les effets de déplacement entre grains et les déformations pro-

pres de ceux-ci,

L'application d'une pression interstitielle p provoque une déformation

isotrope des grains 92 donnée par :

p=- Kg 92 (26)

ol Kg est le module de déformation volumique des grains .
D1 et 92 sont des paramétres cachés ; nous entendons par la qu'ils

sont indiscernables dans une évolution. La déformation totale observée est définie

par le tenseur D =D, 6 + 92 (1-n), si bien que (25) peut &tre remplacé par :

1
T =-\N 88 -2p 00+ +2E8 5 1w
ij 1 ij 1 71j 1 3 2 ij
. K1

ou Tk )\19 Sij - 2p Dy, - K—g (1 - n) p8ij (27)
. S =\ 2 . . , ,
ou = Dij 45 et K1 =N + 3 est. le module de déformation volumique inter-
granulaire,

Enfin, le comportement du fluide interstitiel étant élastique,
p=-K, e (28)

ol K¢ est le module de déformation volumique et e, déformation isotrope, est

s .
un paramétre caché.

Les équations (26), (27) et (28) ne sont pas indépendantes. L'espace est
supposé complétement empli par les deux fluides. Considérons un volume initial unité

de squelette., Le liquide entrant dans ce volume est donné d'une part, par :

n(a-e) avec e=ui’i

P . , N
v=8 - eg + K_n qui traduit le bilan de volume de 1'évolution en cours et ol v

v » u vecteur déplacement du liquide, et par :

est égal & la variation de volume du milieu diminuée de celle des grains et aug-

mentée de celle du liquide.
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rd . . r]" j .
La contrainte isotrope appliquée aux grains est _E_l +p , dtou :

=._Ll-n [r;'i-i-p] =.1l-n [-K19 +p(1--I-(Kl-v(1-n) )]

K K
g 8 g g
Egalant les deux valeurs de v , il vient
n(-o= -2 ky+p @&+t a Kaon))
w g .
g g
. _n 1 -n K1 ‘
Soit, en posant : A =+ % (1 - X (1 - n))
w
g g
__ 8 Ky ne
P=-x (1 -n) (1 - K ) - i (29)

g

(27) et (29) sont les équations qui décrivent le comportement du systéme total avec

la loi de filtration (15).

Revenant aux pressions partielles , (27) et (29) s'écrivent & l'aide de
(23) et (24)

plij=->\68ij-zp.nij-ae (30)
p,=-be -28 (31)
R (1-15? A
n K _ n2
a=K(1-n) (1--Kl) 5 b——A—-

g

Ces équations ont été données par BIOT E] et DERSKI E] dans le cas
particulier qui nous occupe du squelette et du liquide filtrant élastique ; mais

nous les retrouvons par une voie plus directe.

Le coefficient de couplage, dans ce cas, est le méme dans (30) et (31),
I1 peut étre mesuré, par exemple, au moyen des expériences décrites par BIOT et
WILLIS 5] . Dans la pratique, nous utiliserons (27) et (29) qui donnent la contrain-
te intergranulaire et la pression effective du fluide filtrant. Ces paramétres sont
d'un emploi plus commode car ils interviennent directement dans les conditions aux

limites.
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K1 est le coefficient de déformation volumique du squelette qui prend
en compte les déplacements entre grains et les déformations des grains; Kg est le
coefficient de déformation volumique du matériau composant les grains, Des hypotheé-

1

ses physiques plausibles permettent d'affirmer que K, et Kg sont astreints & véri-
fier 1'inégalité : 0% Kls Kg. Il s'en suit que le coefficient de pSij dans (27)

est tel que :

5
-(1—n)$-r(1-n)50
' 8

ce qui donne les limites de l'influence de p sur T .

Dans de nombreux problémes les relations (27) et (29) peuvent &tre sim-

plifiées. Pour les sols non fortement compactés K, << K.g (27) et (29) se rédui-

1
sent a :
Ty =-N88 om0y
(32)
P = - Ky (91;n+€)
Enfin, pour un sol saturé (Kw grand), (32) se réduit i
T < - )\198ij+2;L1Dij
(33)
6 (1-n) +ne =0
Ainsi (27) et (29) ou (30) et (31) et dans certains cas (32) ou (33)
décrivent - avec la loi de filtration (17) - le comportement du milieu. Supposant

la température uniforme et le diffusion négligeable, nous disposons donc, avec
1'équation de bilan de quantité de mouvement du milieu, de 13 équations scalaires
avec 13 inconnues scalaires qui sont représentées par les déplacements du squelette,

ceux du liquide, le tenseur T, et la pression interstitielle p.

2~ Squelette non isotrope et non élastique

Nous utilisons ici les notions de mécanique incrémentales décrites au

chapitre I, et nous étudions le comportement du milieu biphasique pendant un
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intervalle de temps petit pour que les relations qui relient les accroissements des
grandeurs T, p, D, € p1 et p2 - notées respectivement T, p , D, €, p1 et p2 -
puissent étre considérées comme linéaires ; ce sont ces quantitds qui sont les
nouvelles inconnues du probléme & l'instant t considéré. Nous supposons ces re-
lations écrites dans les axes rhéologiques, Les coefficients incrémentaux, eux

. . . . P s -
aussi surmontés d'untiret, sont fonction de l'état actuel, des états antérieurs,
et de certains paramétres qui varient avec le temps et qui caractérisent, avec

les paramétres déja introduits 1'évolution du milieu biphasique.

Les raisonnements faits plus haut pour le squelette élastique s'appli-

quent alors point par point.

Les accroissements de contrainte du squelette, avec une pression inter-

stitielle nulle, peut s'écrire maintenant, toujours d'aprés le premier chapitre :

T UK vt

= - D - M .. dt
ij C1ij 1K 1ij

ot ﬁl" représente un effet de mémoire et ol le tenseur El’ du fait des symétries

Pl = UK _ =K _ =KL
de T . et D, vérifie C/,, =C, .. =C,..

ij 1 1ij 1ji 1ij

La loi ‘incrémentale pour le matériau constituant les grains est :

p= K 6, .

g 2

La déformation observée pour un squelette soumis & une pression inter-

stitielle non nulle admet pour composantes :

Dyy =Dy +(-08, Sij

La relation (27) est alors remplacée par :

= - —tk p8 -
T =.C% Due - (1-n)c | P2 _§{ . at (34)
ij 1ij 1ij K 1ij

8

La variation de volume des grains, soumis a 3 + p, devient :

§ -.4-m o 1 g 5§ d_ g ygwel
g - 3 1ii "kl 1ii 1ii =
Ky e

et (29) s'écrit maintenant :
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M dt
111 = 1 ~-n 1ii -
= (1 - n)( Skl) Dy, + == - -ne (35)
g K
g
. s_n _(-m ik _Suwx
avec : A = ot = (1 - (1 -n) Clii TR )
g
Les équations (30) et (31) s'écrivent
— — d
Piij = - Cl P -2 (1= (35 - T4 Euc)_ My — o) _§§ “ 35
J J A ] J g J Kg 3 A
2 C M
5 _ _n g n S 1ii, = n(1l - n) 1ii
P=-—€ -—(1-n) (0, -5)D, + — T 4t
A A g g
- K
’ —uK c.x u¢ 1 -n C1ii S
avec : S + (C -(1-n) 8, ) === ¢ - 0K
ij 11j ij 3K
g A
ou sous une forme plus compacte :
= . - € -
Piij ij Due. Qij Niij (36)
. - .
92—_54 =R Dy - N, 7)

Ces équations, avec (19), traduisent la loi de comportement mise sous
forme incrémentale du systéme. L'effet de couplage entre les deux phases se tra-

duit par la présence des termes Qij’ Rkl et NZij : en général, on a Qij #+ Rij'

L'égalité n'est valable que si

- vt =

C1i5 = C1kk (38)

ce qui est yrai en particulier dans le cas de 1'élasticité incrémentale, a condition
que les contraintes soient rapportées aux aires initiales (avant accroissement de

déformation). Nous retrouvons a nouveau ici un résultat de BIOT | 3}.

Remarquons que la symétrie du couplage apparalt pour d'autres types de

loi.

Ainsi, nous disposons, pour un accroissement dt donné du temps, des

relations (36), (37) et (17) qui représentent avec 1'équation de bilan de quantité
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de mouvement, 13 équations scalaires pour déterminer les 13 inconnues scalaires
représentées par les accroissements de déplacement du squelette, ceux du liquide

filtrant, le tenseur Py et la pression interstitielle p.

C- LES APPROXIMATIONS EN MECANIQUE DES SOLS

En ce qui concerne les sols, les grains sont trés peu déformables en

comparaison du squelette : %(_ ~ 0 . (36) et (37) s'écrivent alors

g

— . — LK n - -

Plij =-C5 - - (1 -n)e Sij Mlij dt

P,==-— € -—(1-n) D

2 3 i kl "kl
- n =tk _ = , (1 —n)23 S

avec : A = — et C,,=C", + —— 9, K
K ij 1ij N ij

Les coefficients de couplage sont égaux, quelle que soit la loi de com-

portement. En contrainte intergranulaire et pression interstitielle ces équations

deviennent
p- — _¢obtkp -M
Tij Clij D"K M1ij dt
pA=-(1-n)D 8 -ne

Et si enfin le sol est saturé, nous avons :

LK = -
D“‘ - Mlij dt

(1 -0)8 +ne 0 avec 8 =D

[
I
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CHAPITRE III

LE PROBLEME AUX LIMITES DE LA CONSOLIDATION

Les équations qui décrivent le processus de consolidation ont été ob-
tenues, comme on l'a vu, a partir des lois de comportement du systéme squelette-
liquide interstitiel, de la loi de filtration qui traduit l'interaction entre les
phases en présence et des équations de I'équilibre indéfini. La nature analytique
des équations aux dérivées partielles ainsi formées, dépend de la forme des lois
de comportement et aussi de l'importaﬁce des déformations et des contraintes ini-

tiales, dont nous avons mis le rdle en évidence au chapitre I du présent travail,

Nous supposons, ici encore, 1'évolution du systéme assez lente pour né-
gliger la diffusion (Z§d=:va -V ~ 0) et la température des deux phases est iden-
tique et uniforme. Ainsi les lois de comportement du systéme squelette-liquide
interstitiel sont purement mécaniques et sont données au paragraphe B du chapitre

précédent,

Pour étudier la consolidation des sols, nous adoptons l'hypotheése de la
stabilité mécanique du squelette. Cela revient & éliminer a priori le flambement
dont l'apparition entrainerait une dislocation du squelette et, par voie de consé-
quence, la destruction des ouvrages ; dans de telles conditions, l1'étude de la con-

solidation serait dépourvue de sens.

Mises & part les conditions aux frontidres étudiées dans la suite de ce

chapitre, l'instabilité peut avoir plusieurs causes

1/ Dans le cas des grandes déformations ou de contraintes initiales im-
portantes, l'écriture des équations de 1'équilibre indéfini fait intervenir des
termes qui modifient la nature du systéme d'équations aux dérivées partielles, ou,

sans changer sa nature, font que l'unicité de la solution du probléme aux limites
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posé n'est plus garantie. De plus, dans ce cas, les conditions aux frontiéres peu-

vent ne pas étre conservatives,

2/ La forme quadratique associde au tenseur ~-Cq{ peut cesser d'étre dé-

finie positive.

3/ Les contraintes sont des fonctionnelles de 1'histoire de la défor-

mation.,

Dans un cas aussi général, il est impossible, dans 1'état actuel de
l'analyse, d'énoncer un résultat concernant la régularité de la solution du pro-

bléme posé.

En revanche, moyennant les hypothéses que nous adoptons : celles de la
déformation petite - se réduisant & une déformation pure comparée avec une rota-
tion - et des contraintes initiales négligeables, la stabilité découle de la forme
du terme M1 et de la nature de la forme quadratique -E;?5 eij ex * Nous suppose-
rons celle-ci définie positive pour tous les points du milieu étudié. Nous mon-

trons alors que le systéme aux dérivées partielles, valable pour un petit accrois-

sement du temps, est parabolique-elliptique.

Nous étudions ensuite les conditions aux frontiéres et initiales. Nous
montrons que la détermination de ces derniéres se raméne & la résolution de systé-
mes de LAME., Le cas des sols saturés, courant dans la pratique, présente des dif-
ficultés particuliéres. Nous présentons un algorithme de calcul qui raméne - dans
ce cas particulier - la détermination des conditions initiales & la résolution d!
une suite de systémes de LAME, et qui permet d'utiliser des méthodes iteratives
pour le calcul numérique de la solution de chaque systéme présenté au chapitre sui-

vant.

Enfin, si le tenseur 61 présente les symétries d'un tenseur élastique,
nous montrons, l'existence et l'unicité de la solution du systéme d'équations aux
dérivées partielles tangent pour une classe importante de problémes aux limites,
et pour des conditions aux frontiéres varides et réalistes. Rappelons, pour finir
que les résultats d'existence et d'unicité ne valent que pour des domaines liné-
aires, plans ou spatiaux, simplement connexe, limités par des frontiéres assez
réguliéres ; par exemple, dans le cas tridiménsionnel, nous admettons que la

surface-frontiére se compose d'un nombre fini de morceaux pour chacun desquels le

D R T e e N T TR
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plan tangent varie continuement avec le point de contact. Dans le cas des données
frontiéres - mixtes en particulier - plusieurs résultats d'existence et d'unicité
pour le probléme de LAME sur lesquels nous nous appuyons n'ont pas été justifiés
en toute rigueur et en toute généralité - & notre connaissance tout au moins -
sauf pour le probléme classique de la théorie linéaire de 1'élasticité isotrope

a coefficients constants. Nous nous sommes alors contentés de vérifier que les

applications numériques conduisent & des solutions stables,

L'existence, l'unicité ou la stabilité de solutions réguliéres pour le
probléme d'évolution non-linéaire de la consolidation n'est pas établie ici. Il
est clair que la stabilité et la convergence des solutions numériques obtenues
dans les chapitres suivants ne sauraient, tels quels, tenir lieu d'une démonstra-

tion rigoureuse de ces propriétés admises a priori pour faire le calcul,

Pour les types d'équations non-linéaires "voisines' de celles que nous
étudions, on sait seulement affirmer l'existence des solutions dites '"faibles"
dont la définition précise varie d'un auteur & l'autre mais qui possédent toutes
ce trait commun : la continuité des dérivées d'ordre égal a celui des équations
n'est pas garantie. Nous renvoyons pour ce point aux monographies de J.L. LIONS

(par exemple 1] ).

Par exemple, on utilise couramment 1'appareil des dérivées généralisées,
bien adapté & certaines techniques de démonstration des théorémes d'existence.
Toutefois, on sait que les dérivées généralisédes d'une fonction définie sur un do-
maine ne coincident pas avec les dérivées ordinaires pour les fonctions dérivables
presque partout dans le domaine considéré ce qui pose quelques problémes dans la

pratique.

Par ailleurs, l'existence de solutions régulidres pour les problémes
non-linéaires - au sens ol nous 1l'entendons - n'a été établie que pour des types-
trés particuliers d'équations et sous réserve d'imposer des conditions trés strictes

aux conditions aux frontiéres - 3 notre connaissance du moins.

C'est pourquoi, nous nous sommes placés 3 un point de vue & la fois
utilitaire et élémentaire : préoccupés uniquement de trouver les solutions numé-
riques de problémes aux limites non linéaires, nous admettons dans les chapitres
suivants l'existence d'unicité et la stabilité (par rapport aux conditions aux

limites) de solutions réguliéres.
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A - LES EQUATIONS D'EVOLUTION DE LA CONSOLIDATION

1- Les équations

Nous allons a présent former le systéme canonique d'équations aux dé-
P

rivées partielles décrivant le processus de consolidation.

Les lois de comportement du milieu biphasique ont été écrites au cha-

pitre précédent., Nous les prenons sous la forme II 34, II 35 et II 19

T =-C%% 5D -(1-n)6""ﬁ&-ﬁ t (1)
13 1ij “uk 1ij ¢ 11
g
T kl =
pA=(-n)f _1_11—8k1] b, +igt 5= -ne (2)
3K g
g
K, .
74 25 T V21 T Vi i=1,2,3. (3)
w

La relation (3) décrit les interactions entre les deux phases.

Les relations (1) et (2), valables sur un accroissement petit du temps,
relient les accroissements de contrainte intergranulaire 7T et de pression inter-
stitielle E aux accroissements de déformation D du squelette, & la déformation

volumique € du liquide filtrant et & l'accroissement t du temps. Les coefficients
61, Eg’ A, ﬁl’ n sont des fonctions de paramétres é; , de la déformation totale,
de son histoire, des contraintes totales, etc... & l'exclusion des accroissements
de ces grandeurs, Les paramétres §L évoluent dans le temps et leurs accroissements
sont décrits par les formes de PFAFF mentionnées dans l'introduction de ce travail;

ces formes étant inutiles pour notre propos, nous ne les reproduisons pas ici,

Les équations de 1'équilibre indéfini du milieu biphasique sont données

par (cf I 12)

O}k?k =0 i=1, 2,3 , (4)

ou aﬁk est la contrainte totale, et pour le liquide filtrant seul
i
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My = P Fy - Psi i=1,2,3 (5)

Rappelons que l'accélération est négligée.

s 5 - T
En utilisant O}k = ik

et (4) donnent, en supposant D et p dérivables par rapport au temps

+ P Sik et en faisant tendre t vers zéro, (1)

DK = S _ 1.z S = g ] -0
[ 8055 B, (Buy - o B 2 R My ©

K
& i=1, 2,3

D'autre part, on tire de (3), aprés dérivation et sommation et eu égard

a (5)
gt
Yo CPFy - p,j)],i = Vai,i T Vii,1 , (7
:-—ng—a—é :o_B=a_ i 1
Comme V2i,i ot 3t et vli,i dt 3t ° il vient
ks ; ] 3 98
[__Ll P F. - ]‘:J____
7 (2 3 P’J)." dt Jt
En éliminant € entre cette relation et (2), on trouve
kl =
k — - D
i3 Lo 1 [_— = C. .. kl
[y (py Fy - p,j)]’i - G +ix oK e+ e)Citi -8 ) ,t] (8)
w 3 Kg'

Le systéme (6) et (8) forme les quatre équations aux dérivées partielles
incrémentales de la consolidation & quatre inconnues : p et les trois composantes
du déplacement du squelette u. , au travers de D,, = 4(u, , +u, .Y et =1, ..

i ij i,j j,i i,1
Il représente le systéme d'équations '"tangentes'" & 1l'instant t de 1'évolution du
systéme général des équations de consolidation ; il donne une approximation valable

pour t g tg£t +t, t étant supposé assez petit.

Remarquons que si les équations (6) ne font intervenir que les accrois-
sements des grandeurs caractérisant 1'état du milieu, (8) contient au premier mem-
N

bre p qui est la pression interstitielle & l'instant considéré (pression initiale

-~ -~ . ] . . . -
a tn, 3 laquelle on ajoute l'accroissement inconnu de la pression p).

Comme nous 1'avons souligné, une bonne approximation pour les sables,
argiles et silts consiste & considérer les grains comme incompressibles. Les équa-

tions (6) et (8) se réduisent alors & :
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= UK = - ™
-C. .. D + 8, . t - M .. ] ., =0 9
[ 11 ot 81.] P 1,1 5] (%)
n 7 (py Fy -p,J)] ,i=-9,t -{p’t (10)

Enfin dans le cas d'un squelette & grains incompressibles, mais dont
l'assemblage forme un corps élastique - linéaire, isotrope et homogéne, et d'un
liquide filtrant incompressible, (6) et (8) se réduisent aux équations classiques,

écrites en déformation et pression interstitielle totales

I
o

(M+p) 8,8 + plu, - p (11)

b

k _98
ZAp_at (12)

ot A et M sont les coefficients de LAME; k le coefficient de perméabilité est cons-

tant et od le symbole /A désigne 1'opérateur de LAPLACE. Les dérivées par rapport

au temps n'apparaissent plus dans (11).

Dans ce dernier cas, tirant A p de (11) et le portant dans (12), nous

obtenons

Lk Ag_28 : :
(A+ 2 M - =v_Z (13
))’“, ot )
Cette équation n'est pas directement exploitable, les conditions aux

frontiédres n'étant pas connues en 6 dans le cas d'un probléme aux limites concret,

2 - La nature analytique des équations de consolidation

Pour simplifier les écritures, introduisons les notations suivantes,

d'ailleurs usuelles .

Soit ¢(xi,t) = 0 une surface dans l'espace a quatre dimensions xi,t. Nous
notons ¢t sa dérivée partielle en ¢, ¢i sa - dérivée en x;. Le probléme de CAUCHY re-

-

latif & (6), (8) consiste & donner sur la surface § = Q0 les valeurs des inconnues

Ei et E et, par exemple, la dérivée normale de ces inconnues. La surface § = O est
caractéristique si les dérivées partielles annulent le déterminant caractéristique
formé avec les coefficients des dérivées d'ordre le plus élevé dans (6), (8). Nous

obtenons en rangeant les inconnues dans l'ordre u, i=1,2,3), p:
i :
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tln

|
- - |
oK | K2 | ~ K3 w
+p L= e 1-n It ) Ciee 71}
¢:’<n 3Kg] :+4:><n 3Kg] I"d/’cn 3Rg] :

ol ¢t"3 Amn est le déterminant caractéristique 3 x 3 de (6), qui ne contient pas
22 oy ¥ — . * — . —
de dérivées secondes en p . ¢t = ®t si M1ij # 0 et ¢t 1 si M1ij 0.

L'équation caractéristique s'obtient aisément en développant le déter-

minant par rapport a la derniére colonne

k
ij %3 _
% (bi (DJ. X (bt L. 0 (14)

. . *3 . .
On voit que ¢t n'intervient que par le facteur ¢t + Le systeme est donc simplement

parabolique par rapport au temps.

v Le premier membre de (14) apparait comme le produit de la forme caracté-
ristique de la partie stationnaire de (8) par celle de (6). Nous avons vu au chapi-

tre précédent que la matrice des coefficients kij est définie positive. Avec les

hypothéses faites, il en est de méme de la matrice -Elij'
kij
Z;f ¢i ¢j Amn est une forme elliptique et le systéme (6), (8) est pa-

rabolique en t, elliptique en X . Remarquons que ce résultat découle de la forme
des lois de comportement utilisées. Par ce choix, nous avons éliminé en particulier
les lois de plasticité parfaite pour le squelette. Dans ce cas il est courant de
supposer la non variation de volume. Le probléme de consolidation n'a alors plus

de sens,



48

B - CONDITIONS AUX FRONTIERES ET CONDITIONS INITIALES

Le systéme (6), (8) est bien posé si nous lui adjoignons des conditions
initiales et & la frontiére ''convenables', Il n'existe pas, pour ce type de sys-
téme, de résultats généraux concernant l'existence et l'unicité de la solution
d'un probléme aux limites donné. La méthode consiste donc & se donner des conditions
aux limites physiquement plausibles et & vérifier, par la suite, que les applica-
tions numériques conduisent & des solutions stables et réalistes., Toutefois, le
systéme (6), (8) apparait comme un couplage entre un systéme (6) & caractére ellip-
tique et une équation (8) & caractére parabolique - ceci apparaissant plus nette-
ment dans (14). Cette remarque va nous permettre de simplifier 1'étude des condi-

tions aux frontiéres.

Les conditions initiales ''maturelles" pour le systéme (6), (8), supposé
vrail pour ¢t t <t +t sont u, i=1,2,3 P et au temps t =t , Par
P n S = "n in 2652 5 Py Ph P n

construction, nous avons : =0 et E = 0, si bien qu'il suffit de connaitre la

(=8

in
répartition P, de pression interstitielle, Cela signifie que les déplacements 2

t< t, n'influent pas sur la solution pour t,>tn » 51 ce n'est qu'ils apparaissent

sous forme additive :

u =u + ui
it>0 it=20
Pour étudier les conditions aux frontidres, considérons (6), (8) sous sa

forme simplifiée (11), (12) correspondant au cas du milieu homogéne isotrope & sque-

lette élastique linéaire, saturé de liquide incompressible :

(>\+,u,)ei+pAui-pi:o i=1,2,3 (11)
k A, _98
¥, °P =gt (12)

Rappelons que, dans ce cas particulier, les inconnues ne sont plus les accroisse-

ments mais les déplacements et la pression interstitielle totaux.
Nous avons vu qu'en utilisant :
Ap=(Xi2mAB , (15)

(12) peut se mettre sous la forme :
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(X +2p) 5~ A8 =g—§ (13)
w .

Ainsi @ vérifie alors 1'équation de la chaleur. Malheureusement, dans les problé-
mes pratiques, (13) n'est pas exploitable telle quelle car les conditions aux

frontiéres ne sont jamais données en variation de volume.

Le systéme (11) ol p est donné est un systéme de LAME pour lequel les
théorémes d'existence et d'unicité sont connus, notamment avec des conditions aux
frontiéres en déplacement ou en contrainte totale. Il est plausible de considérer
aussi (11) comme bien posé avec des conditions aux frontiéres mixtes : déplacements
sur une partie de la frontiére, contraintes totales sur l'autre partie. Il est de
méme plausible de considérer (12), ol @ est donné comme bien posé, si les conditions

aux frontiéres, portant sur p, sont du type DIRICHLET ou POINCARE,

Le systéme (11), (12) apparait alors bien posé avec les conditions aux
frontiéres énoncées plus haut si, avec ces conditions, le systéme (11) fait cor-
respondre un champ @ et un seul 3 un champ p donné et réciproquement, Il en sera
de méme pour le systéme (9), (10) si la relation bi-univoque porte, cette fois, sur
les champs %:bﬁ + 6 et P. Ce résultat sera établi au paragraphe suivant (C) lors-

que le tenseur G, présente les symétries d'un tenseur élastique.

1
L'extension du raisonnement ci-dessus au systéme (6), (8) n'est pas pos-

sible étant donné que le couplage de (6) et (8) se fait par l'intermédiaire des

inconnues E et Bkl et non pas E et @ . Nous admettrons néanmoins que les condi-

tions aux frontiéres présentées ci-dessus garantissent l'existence et l'unicité de

la solution de (6), (8).

Ces conditions sont d'un type courant dans la théorie de 1ltélasticité

linéaire et pour l'équation de la chaleur.

Voici quelques exemples usuels de données 3 la frontidre qu'on rencontre

dans la pratique et qui se raménent a celles ci-dessus mentionnées.

- Charges appliquées au milieu biphasique le long d'une surface imper-
méable au liquide filtrant : la contrainte totale + p est donnée ainsi que la

dérivée normale de p : 7;% =0

- Charges appliquées par l'intermédiaire d'un drain : T donné et p = 0.
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- Contact avec une paroi rigide rugueuse imperméable : alors u, = 0

. d
i=1, 2,3 3 5% = 0

- Contact avec une paroi rigide lisse drainante (par exemple Xy = cste)

= T — = =

uy =0 125 H3=0 p=0

- Plan de symétrie (par exemple X, = cste)
u =0 duy _ 9wy _ ———ip=o

X 0¥y 0%y

C - RELATION ENTRE LES CHAMPS 8 ET 7§ oOU %—wﬁ +8 etp

Le squelette est composé de grains incompressibles, si bien que 1'évo-
lution est décrite par le systéme (9), (10) ou le systéme (11), (12) dans le cas

de 1'élasticité linéaire. Nous supposons de plus que le tenseur 51 présente les

frries df lastique : C UK =3 UK =T K = gli i1
symétries d'un tenseur élastique : C1ij Clji C1ij Cle . Le milieu occupe
un domaine /A et les conditions aux frontiéres pour (9) - ou (11) - sont des con-

ditions en contraintes, en déplacement ou mixtes, la contrainte normale étant
donnée au moins en un point. Nous divisons alors la frontiére F en deux parties
F ot les conditions font intervenir la contrainte normale (F1 # 0) et F,=F - F .

Nous allons montrer que, moyennant les hypothéses faites, il existe une

n - -

relation bi-univoque entre les champs @ et p ou les champs W p + 6 et p.

Donnons nous a priori un champ de pression p. Si on admet l'existence et
1'unicité de la solution de (9) - ou (11) - avec les conditions aux frontiéres énon-
cées ci-dessus, les déplacements et par suite la variation de volume correspondante
sont définis de facon unique. A un champ de pression P, il correspond alors un champ

8 et un champ %— P + 8 uniques.
w

Montrons la réciproque. Pour simplifier, considérons d'abord le systéme

(9) ol le milieu est pris isotrope et le liquide incompressible et un champ é =0

dans /A . L'extension au cas 6 #£ 0, au milieu anisotrope et au liquide filtrant in-

compressible sera traitée ensuite.

Nous nous proposons donc d'établir qu'ad un champ g = 0 il correspond

par (9) et ses conditions aux frontiéres un champ P et un seul.
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La méthode déja présentée en [2] et [3] consiste & utiliser la com-
pressibilité du squelette pour construire une suite discréte de problémes aux li-
mites bien posés relatifs a des systémes d'équations aux dérivées partielles du type

de LAME, qui convergent a la limite vers la solution cherchée,

A cet effet, partons d'un champ El ; calculons au moyen de (9) Gli

correspondant ainsi que 91. En général él # 0. Or par hypothése, le milieu se

déforme a volume constant. La méthode consiste a modifier corrélativement p pour

respecter la condition 8 = O.

Nous posons alors pour franchir le pas suivant : EZ = El - Kél ol

K >0 est une fonction des X, a déterminer et calculons 521 et 9'2 ce qui définit

Py = 52 - K é_Z et ainsi de suite.

. éme . - = ,
Au niveau du n pas, nous connaissons p_ et ;3 les déplacements

n
U sont alors déterminés a partir du champ Pot1 = Pn - Ken.

Ecrivons 1'équation (9) scus la forme :

ol u est le vecteur déplacement de composantes Ei i=1, 2, 3 et ou T1 et T2 sont

des opérateurs qui tiennent compte des conditions aux frontiéres associées a (9).

L'itération s'écrit alors :

—_ -1 - -

Yokl T Tl [ TZ(pn - K en)]

> . =p -K@ g — (u  duz 93
Potr T Pn K en en 5—)'(1; + ax2+a X3 )n

En raison de la lindarité des équations (9), on passe de 1'état n &
1'état n+l en superposant i l'état n un état E caractérisé par un champ de pression
p=- Kén en chaque point du milieu et des conditions aux frontiéres E = Kén sur
Fl’ les déplacements normaux & F,_ étant nuls, Le milieu a un comportement incrémental

2
élastique.

L'énergie de déformation de l'état E peut étre calculée & partir des

efforts extérieurs :

_ - - ol — — -
ZW_‘MA gradp.udA+‘ﬂ‘pnudF1

F1
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— .
ol n est la normale extérieure 3 Fl'

gy —
u

I1 vient avec grad E.

]
LN
(ol
b
<
c
(1]
rt

T U est nul sur F2 :
2 W= ﬂﬁdiv?dAz_m PEdA
A A
ou 5 est la variation de volume de l'état E soit é = §n+1 -§n si Bten que :
-l «a2en - [frq, 3
2w—ﬂAK6ndA-AK9n 6., 44 (16)

D'autre part, l'énergie de déformation stécrit :

2W='WA -?ijﬁijdA=w§§2dA+ﬂA 2ﬁ5?.dA
=ﬂA NG +6_ -28 . 6 ah+ ﬂg 2 02, 4l
ou Bij est la déformation caractérisant E.
Egalant les deux expressions (16) et (17) de 2 W, il vient
_WA(K X)) glaa ﬁx 52, :ﬂA - 2X)F 5“’“_1 d A
+ ﬂAzﬁ 52, an
Nous fixons maintenant la fonction arbitraire K par :
K (x, v, 2) = 27\ (x, v, 2)
Alors
]Zx 620 ff X352, an - /RS

La suite desﬂ;\éﬁ dA converge.
A ’ .
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Choisissons maintenant K positif et posons

K=2—X(x, vy, 2) +m (x, y, 2)

ol T est & déterminer. Il vient alors

< 52 < 52 _ - =2 ‘ = B
ﬂAx 8- dA -ﬂA A8, 98 = JZXZPD” dA +_WA1r5n(en+1 8 )dA
(16) donne, puisque 2W est positif

.ﬂAKén(é -8)dA < o V k>0

n+1

Alors, si

T (x, v, 2) < O , la convergence est assurée,
La suite des fql converge donc pour :

0 <K < 25\(xv, Y, z)

La convergence existe donc pour K appartenant & une plage.

Supposons la limite atteinte. (16) et (17) ol nous avons fait

- 6n+1 —en = 0 donnent

ﬂ 2/._1-52 dA = 0, soit puisque p.>0 D, .
A ij 1]

Hl
O

L'état E est alors caractérisé par des déformations identiques nulles

et des conditions aux frontiéres homogénes sauf sur F, ol la contrainte normale vaut

- - 1

Ken' Ceci n'est possible que si en = 0 sur Fl' GComme (11) appliquée a (E) donne

E j = 0, soit E = - 2)\9-n = cste, én est identiquement nulle dans A . 11 y a conver-
9 —

gence des @ o Vers zéro,

La solution obtenue est unique. En effet, soient deux solutions Eli’

1
T T PEP TPy
est la solution du probléme avec des conditions aux limites homogénes sauf sur Py ou
la contrainte est -p. Puisque B=91 —92 = 0, (16) donne une énergie élastique

et u2i, Py caractérisées par 91 = 92 = 0 , La différence uy

correspondant a cette dernilre transformation nulle., (17) donne alors Bij = 0 d'ou

u, = O et comme plus haut, il est alors pnécessaire que p = O.
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Généralisations :

1/ L'extension du résultat & un champ & # O est immédiate, Pour cela

il suffit de remplacer partout Bn par én -5.

2/ Quand le liquide interstitiel est compressible (Kw fini), il faut
montrer qu'd un champ %u;f)_ +é = £, donné, il correspond un champ p et un seul.

Remarquant que » que nous notons @ dans la suite, est une quantité positive,

n
Ko
le raisonnement peut &tre conduit comme plus haut.

Le champ de pression & l1'état n+l est donné maintenant par :

pn+1=6n_K(fn-f°) k>0
ol fn = GEH +én' L'état E est alors caractérisé par un champ de pression
11= -K(f_n - £,). De plus, fn+l - fn = a(prl+1 - pn) +9n+1 -8 L0 St bleg que
_ - _ _ ' 2 . . . Y2 .
en+1 an fn+1 f +Ka (f f,). L'énergie de déformation s'écrit d'une

part, en utilisant 9 9

'”ZS 6 dA = ﬂA- K [(fn+1 - £ + Ka - 1) (f - fo)] (f_-£,)dA

et d'autre part
3. o 72 Y 2 ) 2 2
ﬂgo\m 2 D7) dA = MA [)\(fnﬂ- £)7 +M(Ka- 1T (£ - £,)
12X (Ka- 1) (fn- £,) (£ .- fo)] YA +JA 2,u.D dA

Il vient alors

‘ﬂA[(l - a) (K+A(Ka- 1)) (£ - £,)° -\ £, - fo)ZJ‘dA

Y . -2
'MA‘(K +2 N (Ka- 1) (£ 47 £o) (£ - £5) dA +ﬂA 2'”'Dij dA

Choisissons K tel que K + 2 -).\ Ka- 1) =

2\
1+2)\a

l h) ) = 5 _
ﬁdA T+ B2 Fam f0)7 - ACE - £o) ] :ﬁA 2f 5y, >0

A

soit K = > 0, nous écrivons

Ve ey AN LT T T e R ST R T TR R TR S Y S T TR R R
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Cette relation entraine

A

' \2 2
_@dA (£ = f,) -ﬂAdA (£ - )7 >0

puisque 0<——L—_§- <A en raison de X>O et a>o0
1+ 22 @

2
et ”(f - £,)° dA converge.
7 n
La convergence de fn vers f et l'unicité sont ensuite acquises pour

les mémes raisons que plus haut.

3/ Pour un corps anisotrope, la densité d'énergie "élastique' - 61 a
les symétries d'un tenseur élastique - est une forme quadratique définie positive.
Elle s'écrit

1k = =

W = Cij le Dij

. 6-3 = = = = =
Prenons comme nouvelles varlablgs Dij Sij’ Dips D13, Dyys Dyq et D33.
2W peut &tre diagonalisée par une ortation des axes et donne

_ 2 —%2 —%9 %7 —%9 —%2
W = )‘15 +#y Dy + Ky D3 By Doy + M Doy + K Doy

ou les Bij sont les transformées des ﬁij par la rotation, é restant invariant.
A 1 et les M, sont positifs. Un résultat analogue_est obtenu en faisant dans l'ex-
pression de W le changement de variable ., 522“’ 6 ou 533" 6@ conduisant a des
constantes A 2 et A 3 Le raisonnement fait plus s'applique alors point par point
en prenant pour champ K : K = 2 min ( Xl’ XZ’ X3)

2N,

‘Quand @# 0, on a alors K= 2 min ( 1*;f§—xz7;)

Conclusion :

Du point de vue physique, la méthode consiste donc & convertir i chaque
pas une partie de la pression intergranulaire moyenne du squelette en pression inters-

titielle,

La convergence existe pour des valeurs de la fonction K appartenant a
une plage [Kl’ K2 contenant 2 X dans le cas isotrope . Cela permet d'utiliser la

méthode pour la recherche de solutions numériques faisant appel aux calculateurs
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électroniques., L'exemple traité au paragraphe suivant met en évidence le fait que

2\

la convergence n'est pas toujours obtenue pour la valeur : K = T+ 2)a

D - DETERMINATION DES CONDITIONS INITIALES

Considérons un systéme squelette - liquide interstitiel 3 un instant
noté t = O, Le champ des pressions interstitielles & t =+ O dépend évidemment du
champ & t = ~ O et des variations instantanées éventuelles & t = 0, provoquées par
un brusque changement des conditions aux limites.

On a déjd noté dans la littérature (par_exemple & propos de la théorie
dite élémentaire, de la consolidation de TERZAGHI cf [4 ) que des contraintes don-
nées a priori et appliquées & l'instant t = O & la frontiére d'un milieu polyphasique,
provoquaient une brusque variation du champ des contraintes dans le milieu, de sorte
que la répartition initiale des contraintes dans le corps étudié passe instantanément
d'un état donné a priori a un état inconnu, qu'il importe de déterminer. Nous nous

proposons de faire une étude systématique de la question.

Nous supposons donc connu le champ & t = -0, Il est déterminé par (6),

(8) si le systéme consolide & t ¢ O, sinon par le systéme stationnaire associé.

.

N

Nous proposons d'évaluer la discontinuité dans le temps du champ des

pressions provoquée par l'fapplication de contraintes & l'instant t = 0.

1- Les équations déterminant les discontinuités du champ des pressions

A l'instant t = O, une brusque variation des conditions aux frontiéres
est appliquée & un systéme de squelette - liquide interstitiel occupant un domaine A.
Nous postulons, ce qui semble physiquement plausible, que ceci ne provoque pas de dis-
continuités du champ des vitesses, Par suite, il ne peut y avoir instantanément échan-
ge de matiére a travers une surface quelconque lide au squelette, Les déformations du

squelette et du liquide sont donc identiques en chaque point du domaine.

Si le squelette est indéformable instantanément , l'ensemble squelette -
liquide l'est aussi et il n'y a pas de discontinuités dans le champ de pression. Dans
le cas contraire, nous écrivons les lois instantanées sous une forme incrémentale ana-

logue a 11-36 et 1I1-37, ol nous supprimons le terme de mémoire Hlij.
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Plij == 0y Dy - Q€ s
- 2 - =
2 = -1 —A—-RkIDkl

Utilisant €= le 8:“( et O;j = P1ij + P2 S iy ° il vient :
5 [ gk ) o’ S. 8. -%. & ) (19)
i LT i T Rij 1k'X 1k 9143 1k ©ij 1k

D'aprés cela, le milieu se transforme instantanément en se comportant

comme un corps monophasique,

Dans l'hypothése classique des grains incompressibles

- =lk n (2 - n) - - _n_
“ij“(‘cij"Tslksij)le > A K
ou
- 1k Ky —
o = (-Cpy5 - ¥ 8y, 35 Dy (20)

et enfin, si de plus le systéme est saturé par un liquide incompressible

- ~1k = - - 3

O}j = - C1ij le +p Sij avec le 81k =0 (21)
Les équations donnant la discontinuité du champ des déplacements s'ob-

tiennent en portant E}j donné par (19), (20) ou (21) dans les équations de l'équi-

libre

i, =0 (22)

Les discontinuités aux frontidres étant décomposées en petits accrois-
sements, nous sommes alors amenés a résoudre une suite de systémes (22). En toute
rigueur il y aurait lieu d'établir que le résultat final est indépendant du mode de
décomposition. Dans le cas particulier d'un squelette linéairement élastique, nous
sommes ramenés & une suite de problémes de LAME. Ceux-ci sont bien posés, comme on

sait avec des conditions aux frontiéres en déplacement ou en contraintes.

I1 est évident ici que quelque soit le mode de décomposition des con-
ditions initiales en petits accroissements, la superposition des solutions donne le
méme résultat que le problédme de LAME posé pour les variations finies des données;

cela résulte de ce que les équations sont lindaires, & coefficients constants,
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Une fois déterminée la solution de (22) en déplacements, 1l'accrois-

sement de pression interstitielle est donnée par I11-16, soit :

=-(28k +B_k]_'.)5
K n

:l o
[\

p= 1 Kkl

Toutefois, dans le cas d'un squelette constitué de grains incompres-
sibles et saturé par un liquide incompressible, le probléme présente quelques dif-
ficultés résultant de ce que la déformation se fait & volume constant., Remarquons
ici que si le squelette n'est pas susceptible de subir des déformations instantandes
déviatoires les discontinuités seront nulles. Le systéme (22) de trois équations a
trois inconnues Ei i=1, 2, 3 est remplacé par le éystéme suivant & quatre équations

et & quatre inconnues u;, et p

— 1k = 3 .
p,j + C1ij le) i 0 i=1, 2,3
D 8 =0 ‘ (23)

Dans ce cas qui est une schématisation du probléme de consolidation
couramment utilisée en mécanique des sols, les méthodes habituelles utilisées pour

résoudre (22) ne peuvent plus &tre employées.

Nous pouvons alors utiliser l'algorithme présenté au paragraphe G, Nous
vérifions, sur l'exemple explicite ci-aprés, que la convergence est obtenue pour des
valeurs de K appartenant a une plage, ce qui permet l'utilisation de la méthode pour

le calcul numérique.

2- Etude d'une solution explicite

Dans le cas particulier de 1'oedométre, le sol occupe 1'intérieur d'un
cylindre rigide vertical limité par deux plans horizontaux. A l'instant t = 0, une
charge Q est appliquée sur la face supérieure. Nous supposons 1'échantillon élastique,
3 constantes de LAME A et M constantes, Le liquide est incompressible, la déforma-

tion est homogéne.

Nous avons successivement, o, représentant la charge appliquée au sque-

lette seul, au pas i, et en partant de p, = 0.
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Py = 0 O =Q = (X-+ ZFD 91 A+ 2H est le coefficient oedométrique

=-K8_ +p o =o~-pn=(K-(>\+2,u))Gn:-()\+2,u.)9n+1

8
—otl RS- . La convergence est obtenue si-fhxtzl < 1, soit
9. A+ 24 8n

0< K< 2(A+ 2u4) '; 2\ appartient évidemment & cette plage puisque A et M sont po=
sitifs, A la limite p =1Q, La valeur optimum de K est ici K = A+ 2 { qui permet

d'obtenir § = 0 dés le deuxidme pas, Cette valeur est différente de 2 \ .
3- Conclusions

La détermination des conditions initiales provoquées par des disconti-
nuités dans les conditions aux frontidres se raméne en général & la résolution d'un
systéme d'équations en déplacement du type LAME. Dans le cas particulier, couram-
ment utilisé en mécanique des sols, d'un milieu saturé, la solution peut &tre ob-

tenue par la résolution d'une suite de systémes d'équations du type LAME,

Remarquons que le champ de pression interstitielle initiale détermind a
partir de conditions aux frontiéres en déplacements, contraintes ou mixtes, peut
ne pas vérifier les conditions aux frontidéres en écoulement données pour t > O,

I1 pourra donc exister & t = O des discontinuités 3 la frontidre sur p ou ses dé-

rivées,
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CHAPITRE IV

LA RESOLUTION NUMERIQUE DES PROBLEMES
DE CONSOLIDATION

Nous présentons ici deux méthodes - 'explicite' et 'implicite" - de
résolution numérique des problemes aux limites de la consolidation. Les principes
de base sont classiques ; mais leur mise en oeuvre est nouvelle et présente quel-
ques difficultés du fait du nombre d'équations aux dérivées partielles en jeu - 4 -
et des conditions aux frontiéres spécifiques de la consolidation. Nous montrons,
pour une classe de problémes courants, comment lever ces difficultés : en particu-
lier nous étudions la convergence des itérations, auxquelles font exclusivement
appel les méthodes pour résoudre, a chaque pas de 1'évolution, le systéme linéaire

dtéquations obtenu par la discrétisation.

Les itérations permettent de moduler la précision a volonté et sont
d'un emploi moins onéreux que les méthodes directes dans les problémes envisagés.
Nous utiliserons principalement la méthode de GAUSS-SEIDEL avec surrelaxation qui
s'adapte aux matrices non-symétriques auxquelles conduit nécessairement dans les

problémes de consolidation notre méthode de discrétisation.

Pour simplifier, nous traitons des problémes plans., L'extension a

trois dimensions ne présente aucune difficulté de principe.

Dans un premier temps, nous présentons une méthode particuliére de
discrétisation dite de la double grille qui repose sur l'emploi de dérivées centrées
pour l'espace. La méthode donne de bons résultats dans les problémes d'élasticité
ou elle a jusqu'a présent été utilisée. Elle présente, en particulier, l'avantage
de traduire commodément les lois rhéologiques et les conditions aux frontiéres, ce

qui est appréciable dans les problémes aux limites de la théorie de consolidation,
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Nous étudions ensuite la détermination des conditions initiales. Puis
nous décrivons deux méthodes pour la résolution numérique du probléme parabolique :
la premiére dite "explicite" car elle consiste & traiter de facon explicite 1'équa-
tion parabolique, le systéme elliptique couplé étant traité séparément de fagon
implicite ; la deuxiéme dite "implicite' traite l'équation parabolique de facon

implicite, simultanément avec le systéme elliptique couplé.

Enfin, pour simplifier, nous étudions un probléme modéle ol le sque-
lette est élastique homogéne & caractéristiques constantes avec des grains incom-

pressibles.
Les équations de la consolidation s'écrivent alors (cf II-11 et ITI-12)

Moy Pipag .2

9x ax:O
II1-11
X ie __a_p.:
( +,u')ay+/J' Av y 0
111-12 ;-,LAP Z%—BEJFE_WS—E
w
ol e:a_l:l..',ﬂ

dx 9y

AL 2

Le milieu considéré emplit le rectangle A 3 cotés paralléles aux
axes Oxy. La frontiére F(A) est soumise & des conditions constantes dans le temps
en contrainte sur F1 et en déplacement sur F2 =F - Fl' Pour I1I-12 la condition
aux frontiéres - constante elle aussi dans le temps - porte sur la pression inter-

stitielle.

La généralisation & d'autres problémes n'est pas toujours triviale,
les principales difficultés d'application des méthodes utilisées, provenant de la
non-symétrie des matrices a inverser dont l'importance commande ici la convergence
de la méthode de GAUSS-SEIDEL. Remarquons que pour les lois rhéologiques utilisées
en mécanique des sols, la non-symétrie est surtout une conséquence des conditions
aux frontiéres : les méthodes & utiliser pour les traduire devront viser 3 en rédui-

re les inconvénients.
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A - LA DISCRETISATION

Nous supposons que les fonctions et p admettent des dérivées
jusqu'a 1'ordre trois, les fonctions u et v des dérivées jusqu'a l'ordre quatre
inclus,

L'espace est discrétisé par les sommets d'un réseau a mailles carrées
de coordonnées x =i 8 , y=3j8. & représente la longueur de la maille.(i,j)
repére ces sommets appelés 'points masse' en lesquels sont définis les déplacements
du squelette et le coefficient de perméabilité. La contrainte intergranulaire, la
pression interstitielle, la déformation et les coefficients incrémentaux qui ca-

ractérisent le‘comportement du squelette sont donnés aux centres des mailles aux
""points contrainte? La confusion étant impossible, les centres des mailles sont

repérés par les mémes indices que les sommets, la grille des centres étant obte-

LUZY

nue a partir de celle des sommets par une translation ( z%—g s )

Les équations a discrétiser sont écrites dans des axes XY déduits

des axes xy par une rotation - %-.

JUINED Li,j-ﬂ ) Lm,ju L

x ¢ e points "masse"

o points “contrainte”

Nous écrivons les équations de 1'équilibre sous la forme :

+ _F =
%%,x  9xy,y X ©
o + o -F_ =0

Ys¥ XY X y
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ot O, est la contrainte totale (contrainte intergranulaire accrue de la pression

lm
interstitielle : &0 = T _ +p 3 ). F_,F_sont les composantes de la force de
) 1m im 1lm x''y
masse,

Nous remplagons les équations de 1'équilibre par les expressions sui-

vantes écrites au point masse (i,])

o (i,j - 1) - g (i - 1,3) o.. (i,i) - o (i-1,j-1)
X X 4+ Xy - F (i,j)=0(82)
S V2 8 V2 *
¢D)

o;(i,j) - a‘y(i-l,j-l) ny(l,J'l) -g‘{y(i-l,j)

+

8 V2 52

Q
. a o . 0®) _
ott 1'erreur de troncature O( & ), @ >0 , est une quantité telle que 11m-——E§i—-c
’ z —=0

- F(1,]) = 0 &

constante,

Le tenseur des déformations D, est représenté au point contrainte

1m
(i,j) par
_Qu _ u(i+1,i) - u(i,j+1) 2
D, =5 " +0 (%)
@ b - Ov vl i) - v(hi) o (8

QX _ u(i+1,j+1) - u(i,j) + v(i+1,j) - v(i,j+1) + 0 (8%
9% ) -JG

Utilisant alors les relations définissant le comportement rhéologique

+4-

il

S 8 V2
du
9y

du squelette qui relient linéairement T, et Dlm et en portant dans (1), nous ob-
tenons une expression aux différences finies du systéme II1I-11 en fonction des

inconnues u(i,j), v(i,j) et p(i,j). Ces équations sont écrites au point masse.

La méthode utilisée conduit & une expression simple des conditions
aux frontiédres qu'elle traduit avec la méme précision que les équations indéfinies.
La frontiére étant prise suivant la ligne i = O des points masse et le milieu oc-
cupant le domaine i » 0, les conditions en contrainte s'expriment au niveau de (1),
les termes en okl(_l’j) étant remplacés par les efforts donnés s'appliquant au
point masse (o0,j). Ce procéddé se révéle particuliérement pratique dans le cas ol
les conditions aux frontiéres sont données en contrainte totale, ce qui est fré-
quent dans ce type de probléme. Les conditions en déplacement s'expriment au ni-

veau de l'équation aux différences finies en u(i,j) , v(i,j), p(i,j). Il est
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essentiel de noter que les conditions aux frontiéres en écoulement, portant sur la
dérivée normale de p et sur sa grandeur ne sont pas a prendre en compte ici -
pour I1I-11 - si bien que p(i,j) étant donné le systéme obtenu est un systéme de

LAME 4 inconnues u(i,j) et v(i,j) avec les conditions aux frontiéres habituelles.

Le systéme ainsi discrétisé est résolu par rapport a u(i,j) et
v(i,j) permettant une itération par bloc dont on sait, d'une fagcon générale, que
les valeurs propres de la matrice d'itération sont plus petites que celles asso-

ciées 4 la méthode itérative point par point d'oll une convergence plus rapide.

L'équation parabolique III-12 peut &tre représentée par un systéme
aux différences finies en appliquant la méme méthode pour les dérivées spatiales.
L'équation est écrite en un point '"contrainte" et la discrétisation ne fait inter-
venir que les valeurs des déplacements dans le domaine et A sa frontiére., L'ex-
pression des conditions aux limites en est facilitée. Ici encore lterreur de

2
troncature est pour l'espace 0(&).

Le temps t est discrétisé par t = [31, ﬁ;= 0,1,2 ...., 1 pas de temps.

¢ij désigne la valeur d'une fonction ¢ de X, et t au point (i,3) au temps t = B,

La représentation de la dérivée par rapport au temps dépend du schéma

, . . . )
utilisé, Dans la suite, nous utiliserons surtout la représentation de 5% par :

a9.. ¢£%1-¢ﬁ?
1 1} 1]

B - DETERMINATION DES CONDITIONS INITIALES

Nous étudions ici le comportement d'un milieu & la frontidre duquel
on impose, & un instant donné, une brusque discontinuité des conditions donndes.
L'ensemble squelette-liquide se comporte instantanément comme un corps monophasi-

que dont la loi de comportement dans le cas général est décrite incrémentalement

par :

- - — 2 - —
] G - [-ox.g 8 .28 5 . ]
I111-16 1j €35 7 %%« R Rt.Ksij Dex
Portant 111-16 dans les équations d'équilibre, nous obtenons un sys-

téme de LAME de deux équations aux inconnues u et v qui est discrétisé comme en A.

Les conditions aux frontiéres sont décomposées en petits accroissements, Nous sommes
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alors ramenés & la résolution d'une suite de systémes de LAME,

Dans le cas du modéle adopté, avec un squelette élastique linéaire, un

‘seul systéme décrit le probléme :

y ae _
(X+,u)a—x+/-l-Au—o
3 ,
(A +F')%g_+,“-Av=o

ot HMest une constante de LAME,

?
et ot A est relié & A , l'autre constante de LAME du squelette, par :

Kw est le module de déformation volumique du liquide interstitiel et n, la

porosité.

L'ensemble se comportant comme un milieu élastique linéaire, il existe
une fonction énergie de déformation W dont l'expression se présente comme une

forme quadratique de D,, , définie positive, telle que . ow = o ;
; D i

les premiers membres de (3) s'écrivent alors :

(4) -(SVDI ). i=1,2

ij 1]

D'autre part, soit U 1le vecteur déplacement de composantes les dépla-

cements u, v en chaque point de la grille :
U= (u(1,1), v(1,1) , u(2,2) .... etc..)

Aprés discrétisation et introduction des conditions aux limites, les

premiers membres de (3) sont représentés par :
(5) AU - B

(5) fournit une représentation discréte de (4). A est ici une matrice et B un
vecteur.

.
Pour étudier A, nous pouvons supposer les conditions aux frontiéres

homogénes puisque leur modification en grandeur laisse la matrice A invariante,
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Nous prenons donc pour la suite ui 0 sur F2 et o-ij v; = 0 sur F
O.

0 ol uj est

la normale extérieure a F,. Alors B

1

Considérons 1 = .ﬂA u, [ ow ] R d soit sous forme discréte

aD.. y J
I~ UL AU, +J

Utilisons la transformation classique

_ oW oW
1_-ﬂ':_ uy 1 vde+ﬂA a0, Uy dA

L'intégrale sur F est nulle en raison des conditions aux limites utilisées. Il

reste

oW m
1=ﬁ =-— D.. dA = 2W dA
A aDij ij /AN
puisque W est une forme quadratique homogéne des Dij'

UT A U apparait comme la forme discrétisée de -HAZW dA . A est donc

positive définie.

Pour le probléme modéle, et avec la discrétisation utilisée, il est aisé

de constater que A est symétrique.

Pour résoudre AU - B = 0, nous utilisons la méthode de GAUSS-SEIDEL avec

surrelaxation.

La convergence du processus est assurée d'aprés le théoréme de REICH

(ctf [1] p.237) , A étant positive définie symétrique.

Les valeurs u et v au point i,j sont calculées au cours d'un méme bala-
yage, ceci pour accélérer la convergence., La pression interstitielle initiale est

ensuite donnée par p=- (g 81(1 - EE—]'-) Dkl (cf Ch. 111) dans le cas général au

moyen d'un simple balayage dﬁ champ.

Enfin, dans le cas du modéle et en présence d'un liquide filtrant incom-
pressible, le milieu biphasique se comporte comme un milieu incompressible et le

systeme de deux équations est remplacé par un systéme a trois équations.,
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9 _

(M;L)g—iwAu - 5

’()\+F)g—g+l-‘Av-g§=0

du v

6-= + Q— =0 aux inconnues u, v, p.
9x dy

Sa résolution est conduite comme indiqué en III-C-2 et se raméne i la

résolution d'une suite convergente de systémes de LAME que nous traitons suivant

le schéma indiqué ci-dessus, La méthode de GAUSS-SEIDEL avec surelaxation appli-

quée a chaque systéme converge.

C - L'INTEGRATION DU SYSTEME EVOLUTLF

Le milieu est ici encore celui du modéle en présence d'un liquide inter-

stitiel incompressible.

Au temps t < O il est en équilibre. A t = 0 les conditions aux limites
en contrainte et déplacement éprouvent une brusque discontinuité, Il se produit
alors un changement instantané du champ des contraintes, des déplacements et de
la pression interstitielle qui devient Pg . Ces grandeurs sont déterminées sui-

vant la méthode décrite en B,
Les conditions aux limites sont supposées indépendantes du temps.

Le systéme évolutif III -11, 12 peut s'écrire

(6) (N +;L>g#g+# Au-%-o
80 4 A, _ 9 _
D A +p) 3y +# oy~ °

= %,;A(po-ﬂn)

@ 9
ot

ol u, v et p sont respectivement les accroissements des déplacements et de la

pression interstitielle pour t »0 , A et b les coefficients de LAME du squelet-

te, k la perméabilité et 7;, le poids spécifique du liquide interstitiel,

Rappelons que 6= % +§§
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(6, 7, 8) satisfont aux conditions aux limites de t = O rendues homo-
génes et & une condition en écoulement portant sur p + p, que nous supposons

homogéne elle aussi.

Dans ce cas particulier, il y aura consolidation si p, ne vérifie pas

la condition aux frontiéres en écoulement. En effet, d'aprés (6) et (7)

Apo = ()‘+ ZF)ABQE 0 puisque Bp = 0 et (8) donne (g—fe)t'—_'.‘o
=0
partout (domaine et frontiére) dans le cas ol p, vérifie les conditions en écou-

lement.

Tirant D p = (N + Z}L)AG de (6) et (7), (8) peut &tre remplacée

par

(9) 980 _x A+2M AQ
ot Yo

1- Etude de (9)

Nous rappelons quelques résultats concernant la résolution numérique de

(9). On pourra sur ce sujet consulter par exemple V.K., SAUL'YEV [2] .

L'équation (9) n'est pas exploitable directement en pratique car les
problémes usuels de consolidation ne fopt pas intervenir de conditions aux fron-
tidres sur 8 . Remarquons d'ailleurs que (9) n'est établie que moyennant des hy-
pothéses assez restrictives, concernant des squelettes isotropes & paramétres de
LAME constants. Mais son étude - qui est classique - guide l'intégration numérique

du systeme complet,

X\
Posant %—tﬁl t=T , (9) devient
w
(10) .a_e. = AG
T
L'équation elliptique associée a (10) est : (11) A8 =o,

Le domaine A est ici un carré O< x< 1 , O0< y<1et sur la frontiére
nous prenons 6@ = f. 11 est discrétisé suivant les sommets d'une grille de pas

1 . . .
h = o Le temps T est représenté par T =ﬁl , 1 étant le pas de temps etﬁ

étant entier > 0. f est donné. -
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a - Construction de l'équation aux différences

(10) et (11) peuvent &tre remplacés par le systéme linédaire

B B B+

x_aii_;iaj_=aA9 + 1 -a88 10 1) +omd)

0<a<1 x=1pour (10) et X =0 pour (11)

B .B B B B B

- 8 8 8
e plus, A6 “[em,j POt Tt P i’i] ;1_2'
soit :
B . B+ GBH B+ 9'8” B

(12) Oy - xraar Fu, s i 00 0,0 vy =0
avec r = et

1
2
B | B B B B

P 1 = X+ Gar [r (1-a) (8, +ei-1,j +ei,j+1 +ei,j-1 )
.

i,]

- (4r (1-a) - 1) 8
a = O correspond & une méthode explicite puisque (12) donne directement 8 au
niveau B + 1 & partir de 6 au niveauB . a # 0 correspond & une méthode implici-

te et la résolution du systéme (12) peut alors &tre conduite par itération.

Le schéma (12) est stable pour :

1 ) 1
r< 41 < 2a) si 0< a< %

(13)
r< si ¥ <acx<li

Le probléme étant bien posé et le schéma aux différences consistant, la
condition (13) est,d'aprés le théoréme de LAX ,nécessaire et suffisante pour assu-

rer la convergence (cf [3] P.45), les conditions aux frontiéres étant homogénes.

Nous voyons ainsi que la méthode explicite (a = 0), dtutilisation la
plus aisée est astreinte & une condition de stabilité qui traduit - au regard de

la propagation d'une perturbation - le caractére hyperbolique du schéma aux
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différences. Au contraire, les schémas implicites avec a » % ne sont soumis a

aucune condition et présentent dans ce sens un caractére parabolique.

Notons enfin, que pour a = %, qui correspond au schéma de CRANK-NIKOLSON,
1'erreur d'approximation devient 0(12 + n2).

b - Résolution des équations aux différences

Nous étudions la résolution du systéme d'équations obtenues i chaque pas

de temps par une méthode implicite.
Soit X le vecteur de composantes

X = [9(1,1) , 81,2 ....8 (1, 0-1) ,8(2,1) cee.. 8 -0, 1 - n)]

Le systéme (12) s'écrit
(14) AX+F=0

oll F est un vecteur donné et A une matrice carrée domnée, dont les éléments de la
diagonale principale valent un.

La méthode itérative de JACOBI s'écrit

k k k
(15) X gk [AX + F] ou xk+1 =B xk F
avec B=1 - A, 1 matrice unité.

Soit, sous forme scalaire

k k k k
k+1 k [ k ar 2] 6
== - [ —— ,} ‘ +
eij elJ 91.] X 4ar (ei'lsj i,j-1 i+1,] isjll) &lJ]

ot k indique le numéro de l'itération.

(15) permet d'écrire

k-1
o
X< = [I-A]kx Y a@-a"rF
m=0

et la méthode converge quel que soit xo

lim (1 - &)k
k—.w

si, et si seulement,
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Les valeurs propres de A sont

by =1 2ar

b - m ( cos pMh + cos qTh)

P, =1, 2 oo n = 1 et la condition de convergence ci-dessus :

lim (1 - qu)k=o VY psq
k.-—ow

devient

' k
lim [———g—i— (cog pTh + cos q'"'h] =0 Vp,q

kr-ow X+ Lar

La vitesse de convergence peut &tre caractérisée par le nombre k d'ité-

e s . ~S
ration nécessaire pour réduire une erreur initiale dans la proportion 10 ~.

Cela donne

[ bar cosTh] k < 10-5

X+ 4ar
soit
s Log 10 s Log 10
(16) K2 ar o Y @R | 7 har
& X+ 4ar 2 T "8 X+ dar
Voici quelques conséquences de cette formule, qui paraissent intéressan-
tes.

~ 28 L°2 12 ;3 le nombre
1 h™mwr

3¢

Dans le probleme elliptique, avec X=o0 ,» k

d'itérations nécessaires est inversement proportionnel a

o g

Dans le probléme parabolique, cas ou X = 1, on montre que, k est prati-
quement indépendant de h si on prend r = %Z = constante ; & ce point de vue la
méthode itérative parait mieux adaptée aux problémes paraboliques qu'aux problémes
elliptiques. Remarquons que si r auginente, la convergence de l'itération devient

moins bonne pour tendre & la limite vers celle du probléme elliptique associé,

On voit aussi que les faibles valeurs de a donnent une meilleure conver-
gence. A la limite - a = O - la méthode devient explicite et l'itération est alors
sans objet. Comparant ce dernier résultat avec la condition de stabilité (13), on

voit que la valeur optimale de a est %.
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La méthode itérative de GAUSS-SEIDEL avec surrelaxation qui prend en

éme N 3
compte - pour le calcul de la i composante de X - les composantes déja calculées

repose sur la relation :

k+1_ g k [ k ar ek-i-l ek-i-l ek ek
=0 - Lo T D S R - S R
913 ij a 613 X + 4ar( i-1,3 i,j-1 i+1,] i,j+1 XJ.J]

ou @ est un coefficient de surrelaxation & déterminer. Le processus d'itération

est défini par :
Xk+1 k

=G X -}-F1

Les valeurs propres )\g et )\b des matrices G et B sont reliées par

(cf [2] ) e

)\ )\g+a"|

bT T T ah )R

2 , '
d'ot il découle que pour @ =i, )\g=)\b et la méthode de GAUSS-SEIDEL con-
verge deux fois plus vite que celle de JACOBI.

La valeur optimale de @ est : @ = 2 avec

PE 14 (1 - ApHE

>\b= maxl )\b[ et pour cette valeur, on a :

7‘=max)\ = @ -1=1-(1_7\b)%
g | gl ot L+ (1 - Ap)®

Le gain de rapidité de la convergence est appréciable, particulidrement .

dans le cas de matrices mal conditionnées correspondant aux problémes elliptiques.

Dans le cas de (11)

.Xb=1-c h2

1
)\g= 1 - c:2 h
¢, = constante , c, = constante.

P g . 1V i ,
Une précision donnée nécessite donc O(EY) itérations par la méthode de

JACOBI et O(%) itérations par la méthode GAUSS-SEIDEL avec surrelaxation optimale.

Cette derniére méthode posséde, de plus, l'avantage de converger pour
certains systémes a matrices définies positives non symétriques, que nous renconw-

trons dans les problémes de consolidation.
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Les résultats de ce paragraphe sont plus ou moins classiques ; ceux qui

suivent semblent en grande partie nouveaux.

2- Méthode explicite

Nous utilisons maintenant la méthode de discrétisation décrite en A. Avec

les notations indiquées, (8) peut 8tre remplacée par 1'équation aux différences

finies
Bn B
(17) 8 -85 B B B
j ij ___k
27,8 R R
+ (p, + p)'[ig,jﬂ -4 (p, + p)iB,j] +0(1) + 02

Ce schéma explicite et consistant permet de déterminer & au pas de temps

ﬁ+ 1 connaissant p, + p et g au tempsB . Posant d'une fagon général'e
_ v B
9., = ¢é§ -9,
1] 1] 1]

le probléme revient alors & trouver u , v, p qui vérifient

28 - dp _
(18) (>\+P-)a—x+f-‘-A u-a—E—O
\ 26 - 9p _
(19) ( +,u.)ay+,u. Av 3y-©
(20) 9_= f ol f est donné.

Ce probléme est semblable & celui traité en III-D pour la détermination

des conditions initiales d'un milieu saturé, & cela prés que dans le cas présent

6 # 0. Le méme algorithme peut &tre utilisé ici; au niveau du n éme pas ;n et n
sont connus et le champ de pression ;n+1 est donné par :

=p_ - K C] -6 (cf 111-B)

pn+1

Ainsi la résolution numérique du probléme de la consolidation se raméne
4 la résolution numérique d'un systéme de LAME avec des données aux frontiéres dé-
crites ci-dessus. Car si la solution au pas ﬁ? est connue, (18), (19) et (20)
donnent u , v , p Soit u, v, p au pas ‘3+ 1 d'ou résulte par itération la solution

approchée de III 11, 12.
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La méthode revient donc, pour l'essentiel & l'inversion de matrices dé-
finies positives symétriques et les itérations correspondantes de GAUSS-SELDEL

convergent (cf théoréme de REICH).

Toutefois, le schéma explicite (17) ne semble pas absolument stable et

convergent. Le méme schéma appliqué a (9) est stable si

kK (N+24) 1 1

Yw —i—gs—

(21) i

Les tests numériques tendent i montrer qu'une condition analogue assure

aussi la stabilité de (17). En pratique, (21) impose un nombre de pas trop élevé
dp, +p
t

pour décrire l'évolution compléte du phénoméne ( ~0 ). Le temps de calcul
limite donc & la phase initiale du processus de consolidation l'utilisation de cette
méthode, d'autant que l'algorithme employé pour chaque pas de temps exige une ité-

ration a deux étages relativement onéreuse.

Dans le cas trés particulier du modéle envisagé et pour des conditions
aux frontiéres en déplacement, le traitement numérique peut dtre amélioré en por-
tant dans (19) et (20)‘1a valeur connue de é.. A chaque pas le probléme revient
alors a résoudre deux équations de POISSON aux inconnues respectives u et V.
Les conditions aux frontiéres sont découplées., Nous n'avons toutefois pas utilisé
ce procédé qui ne s'applique qu'au squelette isotrope caractérisé par des para-
métres de LAME constants, Nous nous sommes attachés, au contraire, & présenter une

méthode applicable au plus grand nombre de cas possibles,

3- Méthode "implicite"

L'équation (8) est maintenant représentée par :

Bn B

(22) 91' -ei' k Bﬁ B.u ﬁ-&-l
J =
___J__l_ = W— [a ((po+P)i+1’J. + (P°+P)i_1,j + (P°+P)i’j_1
-4(p0+p)‘i’;) + (1 - a) ((po+P)?+1’j + <PO+P>?_1,J-

B B

B
+ (p<,+1r>)i’jJr1 + (p°+p)i,j_1 -4(po+p)i,j)] + 0(1) + 0(28?3
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Le cas a = O correspond & la méthode explicite traitée en 2,

Avec les notations du 2, (22) s'écrit

Akl [ B - - - - - j
(23) aij T 257 Fig a3 TP, Py g1 ¥ Py, 501 - 4Py
avec
Fij = (p<,+p)i+1,j + (p~°+p)i_1,j + (po+P)i,j+1 + (p°+p)i’j_1 - 4(p°+p)i’j

Le probléme est alors, u, v et p étant connus au temps ﬁ? , de trouver

u, ;, E satisfaisant (23) et aussi

Bé - ap
(24) ()\+,.L)a_;+p.Au-a—X_——o
A Qg - QE =
(25) A +1) 3x + [ AvS 3y 0

discrétisés suivant la méme grille et au moyen de la méme méthode.

Nous nous proposons ici de résoudre ce probléme par la méthode de

GAUSS-SEIDEL,
Soient les vecteurs
X =[E(1,1) , v(1,1) , u(1,2), v(1,2) «eeivenn ulnel , m-1) , v(n-1, m-l)]
P = [5(1,1) , P(1,2) eeveess pin -1, m-l)]
dont les composantes sont toutes inconnues , et le vecteur F :

F = [Fﬁ(l,l) , FB(1,2) FB(n-l , m-l)]

qui est connu,

(23) peut étre représentée sous forme matricielle par :

P+_ﬂ: = F

(24) et (25) par :

(27) Al X+D, P=g¢
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oll D2 est l'opérateur divergence appliqué aux points "masse'' et D1 l'opérateur
gradient appliqué aux points "contrainte'.

Comme nous. l'avons vu, les matrices A1 et A2 sont symétriques définies,

positives., (26) et (27) peuvent &tre représentées par l'équation unique

(28) AZ=K

On a posé ; avec h = SQA;

2, W2y 2
hA2 h™ 74y D, Fh P
k1
A = K = 7 =
2 2 2
h D1 h A1 Gh X
Considérons la matrice
2
h A2 0]
Q =
2
0 h A1
2 2 ,
Ses valeurs propres sont celles de h A2 et h A1 . 1 est donc positive définie

symétrique,

De plus, il est aisé de montrer (cf [4] p.57 ) que la valeur propre mini-

mum de A2 soit Xxnin(Az) est telle que

A (A.) h-=0 2 2

min 2 —

3

.z
Y

>
N

ol X et Y mesurent les cdtés du domaine rectangle A .

De méme A1 étant réelle symétrique, la valeur propre minimum de A1 est
donnée par xrnin(Al) = m%n(x, Ax) ol x est un vecteur unitaire. Quand  h — O,
xAx reste strictement positif puisque cette forme quadratique représente l'énergie

élastique associée au champ de déplacement x # O , Il en résulte que

2

A &) =0 m)
min

Or, les valeurs propres d'une matrice sont fonctions continues de ses élements.

2 . PP
Pour 1 infini, AMQ) =\ (A). Pour he suffisamment petit, A est positive définie.
1 p
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Toutefois A n'est pas symétrique et le théoréme de REICH ( [l] p.237)
sur la convergence de la méthode de GAUSS-SEIDEL ne s'applique plus.

Divisons chaque équation de (29) par 1'élément diagonal correspondant

de A qui est indépendant de h.

A devient : - E+I+F

ol E et F sont respectivement les matrices triangulaires des éléments inférieurs
et supérieurs & la diagonale principale et I la matrice unité. Nous allons montrer
que I’ est faiblement non-symétrique au sens de STEIN |5 et que la méthode de
GAUSS-SEIDEL converge.

Posons : C=1/2(F+ PT)=I+1§(ET+F)+%(E+FT)
ec 1T = ¥ (E - FT). C est positive définie symétrique et [l caractérise l'antisy-

métrie de [ .

Pour étudier la convergence de la méthode, il suffit de montrer que la
, P s o
méthode appliquée & un vecteur initial Z quelconque, avec K = 0, donne

218

. . .. n+ n
L'itération s'écrit : Z L B 2

avec
-1
B=- (I +E) F
Posons z =2 - Z

Alors
"= ot et M2 o gy -yt

On vérifie que

(I+8B) (I -B)=(1-3B8) (I +B)
Ainsi, I + B et (I - B)‘1 commutent et

n n+

Z o+ 2 1-:(1-13)'1 (I + B) 2"

De plus

I+B (1+E)'1 (I +E - F)
I-B=@T+E) T +E+F)
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(1-13)'1 (I+B)=(I+E+F)_1 (I +E - F)

Puisque C est symétrique, on a d'autre part

ZnT c 7" . Zn+1 T c Zn+1 — (Zn _ Zn+1)T c (Zn’+'zn+1)
(29) T are+nt @rE-F) 2" =2"Tq "
T ~1
avec Q=Q+E+F -1 +II"H Q+E+F" (I +E -F)
La convergence est assurée si Q ou M=% (QT + Q) sont définies po-
sitives, puisque 2" = (1 -B) Z"
Or : M=1/2[I+ET-FT+I+E-F+(I+E—F)T (1+E+F)'1T(HT_I'[)

+(1’[T - « +e+®a +E-F)]

1+H+1‘1T+% [(HT-H)(I+E+F)'1 (I +E-F)

+ (@ +E - FY) (T +E 4+ Fry~l (nT -1'[)]

Posons M =1 + P. La matrice M sera définie positive si, N(P) désignant

une norme de 1l'opérateur P, N(P) < 1.
or N(P) < 2 N (IT) [1+N(1+E+F)'1N(1+E-F)]

Comme N (I + E + F)"1 N (I +E - F) =0(1), il suffit de montrer que

N (1) peut &tre pris petit pour que la condition soit remplie,
Pour cela prenons pour norme de II
Nl = mex 2|10 |
o k 175K

. 2 2 ) P Ky 2
Les matrices A2 et A1 étant symétriques, J[I ne dépend que des matrices h'D, et

b2 T :
1 2 °
2y T
on a: Il <o Yo+ 22 oy
0 il 7T K 2|l 0
D1 représente l'opérateur gradient, appliqué & une fonction ; chaque
ligne de D1 comporte au maximum deux termes différents de zéro et égaux a % en

valeur absolue, D, représente l'opérateur divergence appliqué a un vecteur ; chaque

. ez . ) s 1
colonne de D2 comporte au maximum quatre termes différents de zéro et égaux a -
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en valeur absolue.

mors M|y -2n+t2e B

peut étre rendu aussi petit que voulu en prenant h et % suffisamment petits.,
La méthode implicite de résolution du probléme parabolique semble incon-

ditionnellement stable. Il est donc a priori possible de satisfaire les conditions de
convergence définies plus haut. Il faut toutefois remarquer qu'elles peuvent imposer
un pas de temps grand conduisant & une mauvaise précision. En pratique, les condi-
tions ont été satisfaites sans difficultés. Prenant h constant, nous avons constaté
une convergence moins rapide pour les valeurs petites de 1. Ceci est compensé en
partie par le fait que le vecteur initial Zo qui est solution du pas de temps pré-
cédent est d'autant plus proche de la solution cherchée que 1l est petit ; alors le
nombre d'itérations pour obtenir une précision donnée varie peu avec 1, Pour le pre-
mier pas de temps, ol ce dernier facteur ne joue pas, le nombre dtitérations néces-

saires croit considérablement quand 1 décrolt.

Les conditions pour assurer la convergence reviennent pratiquement a
imposer au probléme traité d'appartenir 4 un certain voisinage du probléme stati-
que associé. Nous avons vu au paragraphe C-1-b quels sont les avantages associés
aux problémes d'évolution en comparaison des problémes statiques correspondants :
en particulier, nous avons constaté l'invariance vis &4 vis du pas h du nombre
dtitérations nécessaire pour une convergence donnée & r = %Z constant, Il convient
donc, pour cette raison, de donner arla plus'petite valeur compatible avec les

conditions de convergence, r ¢y correspondant au probléme statique.

Remarquons enfin que les conditions décrites pour la convergence sont des
conditions suffisantes et si elles permettent d'envisager des solutions possibles
par la méthode de GAUSS-SEIDEL, la convergence de celle-ci peut exister pour des
matrices plus fortement non-symétriques, Il faut toutefois noter que ltanti=
symétrie joue un grand rdle. Avec la méthode de discrétisation utilisée, celle-ci
provient dans le cas général

1. de l'ordre de balayageh2

2
2. des termes en h'D, et T D2

3. de la fagon d'exprimer les conditions aux limites,
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CHAPITRE V

RESULTATS NUMERIQUES

Ce chapitre est consacré aux applications des méthodes décrites aupara-

vant, & la résolution numérique de quelques problémes de consolidation.

Tout d'abord, pour le cas monodimensionnel, ncus étudions l'influence de
la variation de l'indice des vides et de la non-linéarité de la loi de comportement
du squelette sur l'évolution du phénoméne. Nous montrons sur un cas simple - une
expérience oedométrique - l'importance de la prise en compte de lois non-linéaires.

Les résultats sont comparés a ceux donnés par la théorie classique de TERZAGHI.

Nous traitons ensuite un probléme bi-dimensionnel pour différents types
de lois de comportement du squelette. Dans le cas d'un squelette isotrope élastique,
doué de constantes de LAME invariables, & travers lequel filtre un liquide incom-
pressible, nous testons l'algorithme de calcul des conditions initiales présenté
au chapitre II1 ainsi que la méthode de calcul du phénoméne évolutif. Puis, nous
étudions deux problémes avec squelette a comportement non-linéaire, en particulier
lorsque la loi de comportement présente une surface limite. Les résultats montrent
la stabilité de la méthode numérique et mettent - ici encore - en évidence 1l'in-

fluence de la non-linéarité du comportement du squelette.

A - PROBLEMES MONODIMENSIONNELS

Nous étudions 1'évolution en cours du temps d'une couche horizontale de
sol, d'épaisseur 2H suivant la verticale Ox, drainée par ses deux faces, lorsqu'on
applique a l'instant t = O une surcharge S normale et uniforme a sa surface supé-

rieure (fig. 1) . S reste constante dans le temps pour t > 0.
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A x

. Figure 1.
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Le probléme ainsi présenté est une bonne schématisation de l'essai oedo-
métrique couramment pratiqué en laboratoire pour 1'étude des caractéristiques méca-

niques des sols.

Le sol étudié est isotrope, et composé d'un squelette solide et d'eau
interstitielle incompressible. La déformation est monoaxiale. Le squelette est
caractérisé par un seul coefficient incrémental E', module incrémental oedométri-
que, défini & partir des coefficients incrémentaux de LAME X. et ;Z ou des modu-
les d'YOUNG E et de POISSON ¥ , par
EQ-v)
1+v) (1 -2v

B =X 42R

La loi du squelette est alors représentée sous sa forme incrémentale, par:

[SY]

z =,0u
1 T= . E' +=
(1) Fr
ol T est l'accroissement de contrainte intergranulaire
u l'accroissement de déplacement suivant Ox

Dtautre part, le bilan hydraulique s'écrit

k d
) a%(i; g—§>=a—§
od k est le coefficient de perméabilité
7&, le poids spécifique de 1l'eau
p la surpression interstitielle de l'eau
6 la dilatation cubique 0 = %%

Enfin, l'équilibre s'écrit ici :
S= T4+ p
et donc, eu égard au fait que S demeure constant

(3 T=-p

26 _a8

3t ~or°’ nous obte-
nons l'équation écrite dans le domaine de validité de (1) - soit t é: Jt. , t -
n n+1

Portant (1) et (3) dans (2) et en tenant compte de
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(4) 3 e op,trp
9x Y, 09X

G
R

ol P, est le champ de pression interstitielle au temps the

L'équation (4), avec les conditions aux frontiéres, p(0,t) =0 3
p(2H,t) = O et une condition initiale pn(x s tn) = fn(x) donnée, décrit la conso-
lidation. Comme nous l'avons vu au chapitre III, pour le probléme étudié ici, la

surpression interstitielle est, & l'instant t = + o, égale 3 S : £,(x) = s,

L'équation (4) montre que, pour les problémes mono-dimensionnels, 1l'équa-
tion parabolique se découple du systéme elliptique associé. Celui-ci est d'ailleurs

dégénéré et se réduit & :

(=3]

)

(5) E'a =p

|

E

Le champ p étant déterminé & partir de (4) et des conditions aux limites
associées, l'accroissement de déplacement u s'obtient & partir de 1'équation diffé-

rentielle (5) avec la condition initiale u(2H, t) = O.

Rappelons que la théorie classique de TERZAGHI repose sur l'approximation
E' (x, t) = cste , k(x, t) = cste ; en sorte que l'équation (4) se raméne i 1'édqua-
tion linéaire

2
'd

|H

P _
6x2

t=
t

k

%

Pour intégrer numériquement le systéme (4) et (5), nous utilisons la mé-
thode explicite décrite au chapitre IV. En effet, le nombre d'opérations a effectuer
a chaque pas de temps 1l est assez petit pour permettre d'utiliser un pas de temps
satisfaisant la condition de stabilité

Y =k 1
At 2f) 3= 5 <

=
N~

ol h est le pas d'espace.

L'intégration est faite pour x€ [O,H] avec comme conditions aux limi-
tes E (0,t) =0 et 5{%(H,t) = 0. En pratique, le pas de temps 1 correspond au

domaine de validité de l'équation tangente (4) si bien que k et E' sont ajustés a

chaque pas de temps.
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1~ Influence de la variation des vides (cf [1] )

L'indice des vides e d'un sol est le rapport du volume des vides (c'est-
a-dire l'ensemble du volume qui n'est pas rempli par des particules solides) au
volume des particules solides. Sa variation est directement reliée & celle de 8 par:

g __e

1 + e

Toutes choses égales par ailleurs, plus 1'indice des vides est petit, plus
1'écoulement est lent, donc k petit. Pour montrer 1'influence de e sur la consolida-
tion, le squelette est pris élastique-linéaire : E' = constante ; et nous avons adop-

té pour diagramme (k,e) une loi empirique 1ui semble conforme aux données expérimen-

tales disponibles (cf CAQUOT et KERISEL [2] )
3
k e
(6) - =A
z; 1+e

ol A est une constante a déterminer par l'expérience.

L'intégration numérique a été conduite dans le cas d'une surcharge
S=3 kg/cm2 d'une part pour un sable E' = 600 kg/cm2 , e(x, +0) = 0.8, d'autre part

2
pour une argile avec E' = 3 kg/cm” , e(x,+0) = 1,8.
Les résultats qui correspondent donc au cas E, ¥ constants, k variable -
sont présentés sur les figures 2 et 3, conjointement avec ceux de TERZAGHI - cas

E, v et k constants et ceux du paragraphe 2 suivant - cas E, ¥ et k variables.

Nous avons porté en abscisse le facteur temps T défini par

2
AE' e E?
(7) T = — ._n__.—3 —_— t
H2 (1+e,) SZ

La figure 2 montre le pourcentage U de dissipation de la pression inter-
stitielle au milieu de la couche, défini par

_ P(H,t)

v s

et la figure 3 le pourcentage UV de consolidation défini par

u(H, t)

v u(H,m)

c
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Nous constatons que l'approximation de TERZAGHI est trés bonne dans le
cas du sable, -en raison de la forte valeur de E', Les courbes sont alors confon-
dues et nous n'avons porté, en conséquence, sur les figures 2 et 3 que les résul-
tats concernant l'argile., Pour celle-ci les différences sont notables : le sol se
consolide moins rapidement que le prévoient les calculs classiques de TERZAGHI

basé sur des hypothéses trop restrictives,

2- Cas du squelette 3 comportement non-linéaire et perméabilité variable

a - Loi oedométrique

Nous avons fait au paragraphe précédent E' = cste, Cette vue est peu
réaliste. On a tenté de prendre en compte les variations de E' & la fois en fonc-
tion de la contrainte intergranulaire T et de l'indice des vides e d'autre part.
L'essai oedométrique bien connu, permet de répondre de fagon approchée a cette

question . Il conduit & la loi empirique :

e

T = 0 = cste

logr c

La constante du matériau CC ainsi mesurée porte le nom de coefficient de

consolidation. Un calcul élémentaire permet de justifier la relation classique :

_ 2,3 T (1+te)

c
c

(8) E'

Remarquons que la relation (8 ) suppose la loi de comportement du squelet-
= —0u
te est de la forme T = -E‘E; . Or on observe pour les argiles en particulier une

consolidation "secondaire", c'est-a-dire des déformations aprés dissipation totale

"de la surpression interstitielle. La loi (8) ne suffit pas dans ce cas & décrire

le squelette.

b - Résultats obtenus

Nous avons appliqué ces données & un cas concret permettant la comparaison

avec les résultats du 1.

Le squelette est supposé obéir a (8). Comme en 1- le coefficient de per-

méabilité k est variable suivant (6).

SN A ERARARUDMAC A NN G e £ CUSN T A IS S B i oag i peks
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Le sol étudié est une argile-vase formant une couche de -6 a -8 m sur le
site de l'usine sidérurgique de Dunkerque. Au temps t =-0, la contrainte intergra-
nulaire est T=1 kg/cmz, la pression interstitielle p = 0, et l'indice des vides
e, = 1,8. Le coefficient de consolidation du squelette est Cc = 0,5. Une surcharge

S=9 kg/cm2 est appliquée au temps t = O.

Les résultats sont portés sur les figures 1 et 2, Le facteur temps T,
donné par (7), est calculé ici & partir d'une valeur moyenne du module incrémental

P 2
oedométrique : E' = 30 kg/em™.
On voit apparaitre l'importance de la non linéarité des lois de comporte-
ment en consolidation. De plus, le tassement pour t = +00 est 20% plus important

dans le cas non-linéaire.

3- Comparaison i l'expérience

Nous avons utilisé un essai oedométrique réalisé au Laboratoires de Méca-
nique des sols de Grenoble, Nous insistons sur le fait que les résultats ne peuvent
servir au contrdle expérimental d'une loi de comportement du sol. Les différentes
expressions analytiques proposées renferment trop de paramétres - et méme de fonc-
tions arbitraires - pour qu'un essai aussi élémentaire permette de conclure, On

peut seulement tester ainsi les lois les plus simples.

Le sol étudié est une argile tourbeuse de caractéristiques initiales :
indice des vides 0,9 , coefficient de perméabilité 8 10-8 cm/s et module ocedomé-
] 2 . .
trique 20,9 kg/cm”, Son coefficient de consolidation est CC = 0.55. L'échantillon

a été prélevé 3 18 m de profondeur sur le site des Sablons & La Tronche (Isére),
Nous avons porté sur un méme graphique (fig.4) :

1. Le résultat de l'essai oedométrique (tassement en fonction du temps) pour une

charge initiale de 2.6 kg/cm2 et une surcharge de 2.6 kg/cmz.

2, La courbe de tassement-temps obtenue par la théorie de TERZAGHI avec un module

oedométrique moyen donné par l'essai.

3. La méme courbe avec une loi de comportement oedométrique du squelette donnée

par l'essai et un coefficient de perméabilité variable suivant la loi indiquée

plus haut,

TR TRy N T I 8 i i T e e
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4, La méme courbe avec une loi de comportement pour le squelette du type
- - e —
T=-E'—+ Mt
_ 1+e _
ou E' est le module incrémental oedométrique et Mt un terme d'amortissement que
nous avons évalué 2 partir de l'essai oedométrique, en étudiant la phase de con-

solidation secondaire.

Nous remarquons des différences importantes tant en ce qui concerne la
durée du phénoméne qu'en la grandeur du tassement final., Les résultats de la théo-
rie linéaire de TERZAGHI sont les plus éloignés de lé réalité : le tassement est
sous évalué et la fin de la consolidation est obtenue en 10 mn alors que l'argile
étudiéde présente un tassement différé non terminé en 24 h. Les résultats théoriques
les meilleurs sont obtenus avec la loi la plus compléte : un module incrémental

oedométrique variable et une viscosité,

B - TRAITEMENT DE PROBLEMES BIDIMENSIONNELS

1- Un probléme 3 squelette linéairement élastique aux constantes de LAME invariables

(cf |3| )

Nous avons traité le probléme plan schématisé sur la fig. 5 ci-dessous,
Un sol occupe le domaine rectangle A : ACDE de 6,5 m sur-5 m. AE est axe de symé-
trie du probléme. Une charge constante CH de 0.3 kg/cm2 est appliquée au temps
t = 0 par l'intermédiaire d'une membrane imperméable sur AB (3 m). Le reste de la
surface du sol BC est libre. ED est une paroi rigide rugueuse et imperméable ; DC
une paroi rigide lisse et imperméable. Lorsque BC est suffisamment grand devant AB
cette dernidre condition aux frontiéres donne une bonne simulation d'un domaine

infini (cf WATISSEE 4] ).

Le squelette supposé linéairement élastique est caractédrisé par son module

d'YOUNG E et son coefficient de POISSON ¥ (E = 9.5 kg/cm2 ; V= 0.3)

3 , i1 est sa-

turé d'eau incompressible et son coefficient de perméabilité k = 10-6 cm/s . Ces
données sont de nature & permettre de tester la fiabilité du programme et la stabi-
1lité du calcul dans ce probléme. En effet, les déplacements au temps infini doivent
étre égaux & ceux du probléme élastique associé ( p(x, y, t) = 0) . Ces derniers sont
calculés lors du premier pas de l'algorithme au temps t = 0. La comparaison avec
le champ obtenu pour t grand donne une bonne évaluation des erreurs de calcul au

cours du phénoméne évolutif,
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CH= 0,3 kg/cm?
A L CH=0 -
=0
' §P-'=O P g
F
S 8p
—_—=z0 =0
3y By
'v.:o-xy_o X v=0 o—xy—o
u=vz0 §E=0
E §X D
S S S /

. Figure 5.
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En définitive, nous traitons le probléme décrit par le systéme d'équations

aux dérivées partielles

d & dv dp _
(>\+I"')é-;[a—x+a—§] +/-LAu-5-;—O
9 [9u ov A, 9% _
S +H) 5 [6x+6y] THE -5y =0
A, 0 [, v
%t  [5x+ 3]

ot A et p sont les coefficients de LAME,

Les conditions aux frontiéres sont

- sur AB : g% = 0 et contrainte totale normale ( T+ p) égale & 0.3 kg/cm2
- sur BC: p=20 et contrainte normale nulle
- sur CD : QB =0 , Vv = 0 e T =0
gy Xy
- sur DE u=v=0 QB =0
0x
v QB .
- sur EA : v=T =20 =0
Xy ay

Le champ des pressions interstitielles au temps t = + O, qui constitue

la condition initiale est déterminée par la méthode exposée au chapitre IILI.

L'intégration est conduite avec la méthode "implicite" décrite plus haut,
avec un pas de temps constant 1 = 2.106 s, Le calcul est arrété pour t = 4.8 107 s
(24 pas de temps) pour lequel ~mgx (p) < 0.006 kg/cm2 . Le domaine A est discrérisé
par 176 points conduisant & des matrices & inverser de rang 352 pour t = O et 528
pour t > O. Le coefficient de surrelaxation est 1.4 pour les inversions au temps
t = 0 et 1.45 pour t > 0. Les itérations d'inversion de matrices sont arrétées lors-
que les variations relatives des inconnues d'un pas au suivant toutes inférieures
a 10—3. Ceci conduit & un nombre d'itérations variant de 110 & 37 pour l'algorithme
t =0, de 171 & 62 pour t >0, les itérations les plus coliteuses étant les premié-
res dans les deux parties du calcul., Les itérations de l'algorithme au temps t = O
sont arrétées lorsque max ( Tm) < 0.001 kg/cm2 ( Tm, contrainte intergranulaire

moyenne est nulle dans la solution exacte).
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Le temps de calcul est de 6 mn sur 1'IBM 360-65 de 1'I1.M.A.G. (Grenoble 1).

Nous présentons sur les figures 6 et 7, le champ des pressions a diffé-
rents instants. Notons une circonstance intéressante au point de vue physique :
dans le voisinage du point D la pression interstitielle commence par croitre au
cours du temps avant de se dissiper. Le maximum de pression en un point n'est

donc pas toujours atteint au temps t = O.

La figure 8 montre les déformées au cours du temps de deux lignes hori-

zontales,

Nous avons comparé le champ des accroissements totaux des déplacements
durant le phénoméne évolutif complet & celui donné par le probléme élastique asso-
cié. Dans tout le domaine, la différence relative est inférieure 3 5%, les plus
forts pourcentages étant obtenus sur CD. Dans les zones intéressant plus particu-
lidrement 1'ingénieur, c'est-a-dire au voisinage de la fondation, elle était voi-
sine de 2%. Le résultat du calcul peut &tre qualifié d'excellent compte tenu des

remarques suivantes
. . 7 N 2
1. Le calcul est conduit seulement jusqu'au temps t = 4.8 10" s ol max p < 0.006 kg/cm
2. Le champ de déplacement du probldme élastique associé est lui-méme (li:nu par
Jeux itérations indépendantes ; chacune de celles-ci est entachée d'erreurs qui

peuvent dés lors s'ajouter.

3. Le champ des pressions interstitielles subit au temps t = O une discontinuité,

notamment sur BC.

2. Etude de stabilité sur un probléme 3 squelette de caractéristiques variables

Le sol occupe le domaine A aéfini suf la figure 5. Au temps t < 0, une
charge d'eau constante et égale a 0,3 kg/cm2 est appliquée le long du coté AB deA ,
BC étant drainé (p = 0) et nous supposons qu'au temps t = O le régime permanent
dtécoulement est atteint. Au temps t = O, AB est obturé par une membrane imperméa-
ble soumise & une pression de 0.3 kg/cmz. Le changement de la condition a la fron-

tiére sur AB déclenche le processus de consolidation.

Relativement au matériau, nous ferons les hypothéses suivantes
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- Figure 6 _

A 3 B c
0,05
0,075
t=0
0,075
E D
A B c
0,175 0,10
0,05
0,075 6
t=2.10s.
E D

( Pressions intersticielles en kg/cm2 E,V et k constants )
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. Figure 7.

0,125

0,05

0,075

0,10

( Pressions intersticielles en kg/cm2

E,V et k constants )

t=6.10%s.

t=4,8.10"s.
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Le squelette isotrope posséde un module d'YOUNG incrémental E variable

suivant une loi de type oedométrique

6.9 Tm (1 +e.) (1 +9—)

E=E, + c (1 +v)
c
ol ?m est l'accroissement de contrainte intergranulaire moyenne pour t >0
e, 1'indice des vides initial
la dilatation cubique
Cc le coefficient de consolidation ; ici CC'= 0.5

v le coefficient de POISSON supposé constant, quelque soit t : ici¥ = 0.3
E, le module d'YOUNG au temps t = 0.

Au temps t =0 , E = E, est donné constant dans le domaine.

La perméabilité k est variable suivant la loi (3) donnée au I, k étant

constant dans A au temps t = 0. Ainsi la répartition de pression interstitielle

initiale est donnée parl& p=0cet il n'y a pas comme en 1- variation instantannée
des champs de déplacement et de pression interstitielle. La consolidation est pro-
voquée ici par des changements sur les seules conditions aux frontiéres en écoule-

ment.
En définitive, nous avons & résoudre le probléme aux limites ci-aprés.

Les équations aux dérivées partielles sont données sous la forme incré-

mentale valable pour t €,(tn, tn+1)

O IThim &5+ % 9 (gdu, _dp _
5 (Al Eve ol g el o L Ay - E oo
© 3[Rl Laido]ed @d% . @¥ &
3y [()\-i—l"') (dxu+dy v)] tax (F-ax)+ay (F-ay 3y 0
o[ &), [cap] _a 05,0
d0x [75 dx] "y [7& y] =5t ‘4% Tay’

ol u, v et p sont les accroissements pour t > t des déplacements u, v et de la

pression interstitielle. A et K sont les coefficients incrémentaux de LAME, reliés

2 E et V par les relations classiques,

Les conditions aux frontiéres sont
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- sur AB : B_B = 0 et contrainte totale normale nulle

dx

- sur BC : p = O et contrainte normale nulle

- sur CD : a—E=v=TX =0

0y y
- sur DE : u=v=QP-=O
9x
- sur EA : v= T =—E=O
Xy 9y

La condition initiale est déterminée - puisque k(x, y, o) = cste - par

1'équation.

Ap = 0 avec les conditions aux frontiéres

p = 0.3 kg/c:m2 sur AB ; p=0 kg/cm2 sur BC ;
—g—p-=OsurCD et EA ;g—f(:OsurDE

Le calcul pour t >0, conduit comme en 1-, est réalisé avec différents
pas de temps:

1=210%; 10%; 510° ; 2.510° s .

Les résultats obtenus montrent la stabilité du calcul. C'est ce qui ré-
sulte en particulier de l'examen des figures 9, 10 et 11 qui donnent les valeurs
du déplacement U suivant Ox (cf fig 5), de la pression interstitielle p et du
module E au voisinage du point A en fonction du temps pour les différents pas de

temps utilisés,

3- Squelette dont la loi rhéologique comporte une surface limite

Pour représenter le comportement du squelette donné isotrope, nous choi-
sissons ici une loi & surface limite conique, avec une cohésion G et un angle de

frottement interne ¢ . La surface limite est atteinte asymptotiquement.

Pour une déformation isotrope, la loi incrémentale est la loi oedométri~
que utilisée en 2. La présence du déviateur modifie la valeur des coefficients
incrémentaux de facon qu'au voisinage de la surface limite, le module d'YOUNG E —- 0,

le coefficient de POISSON ¥ — 0.5 et le module de volume K—=0 ,

AT T T AT IA T TE  STL  T

|
i
|
|
|
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Les valeurs ci-aprés des modules, choisis a priori, répondent aux crité-

res ci-dessus :

v =3 [1_(1-270)(1-e)3] s v, =0.3

_ 2.3 (1+e)3 Tm

= 0.2
E G (1-21’0)(1-P)
c
N v27J £ .. !

ou _ 8 caractérise le déviateur

P = Y

2 2 2 2 2 2

; =( Ty =Ty ) (T - Ty + (T - T 07 + (7,07 + (T,3)7 + (T,5)
avec S 3
et Y = */Z;_ 51n¢ (T_+3¢C cotg¢)

Vv 2 2 "
9 cos“p+ 12 sin¢

P est nul pour un état de contrainte isotrope et vaut 1 pour un état

limite.

Rappelons que Tm est la contrainte moyenne intergranulaire, e l'indice

des vides, et CC le coefficient de consolidation. ¥ , est le coefficient de POISSON

o]

dans une déformation sous contrainte isotrope. Il est supposé constant.

Le probléme traité est celui présenté en 2- {équations (9) et conditions

aux limites associées).

Le coefficient de perméabilité k varie suivant la méme loi et les champs
E (x,y) , ;7(x,y) et k (x,y) sont pris constants & t = 0. Les résultats obtenus

sont comparés & ceux du probléme constant: E(t) = E(o) , V(t) = v (o) , k(t) = k(o)

Sur les figures (12) et (13) sont présentés les déformées de la surface
et la pression interstitielle sous la surface a différentes valeurs du temps. Ces
résultats traduisent encore l'importance d'un choix correct de la loi de compor-

tement.,

Dans le probléme traité, E varie trds peu, V se rapprochant sensible-
ment de la valeur limite 0.5 dans les zones & fort déviateur de contrainte. Ceci
explique qu'en fin de consolidation les déplacements soient inférieurs a ceux du

probléme constant.,
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C ~ CONCLUSION

Les calculs précédents semblent avoir été faits pour la premiére fois
dans le cas de lois rhéologiques linéaires ou non. La comparaison avec les modé-
les lindaires met en évidence 1'influence de la non-linéarité qui peut provoquer
des écarts supérieurs i 20% dans les cas traités. Faute de connaltre avec préci-
sion les lois de comportement du squelette, l1'importance de la correction due a

la non-linéarité est donnée ici seulement a titre conjectural.

Depuis nos premiéres publications sur ce sujet, signalons les calculs
de consolidation de Y. YOKOO, K. YAMAGATA et H. NAGAOKA |5] concernant des sols
32 squelettes élastiques linéaires & caractéristiques constantes. La méthode uti-
lisée est celle des éléments finis., Son avantage consiste en ce que la précision
des calculs est modulable dans le champ mais le grave inconvénient est la grande
complexité de sa mise en oeuvre, La précision obtenue nous semble illusoire dans

la plupart des problémes.
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