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INTRODUCTION

Le but ‘de ce travail est d'étudierl'existence et 1'approximation
de solutions du probléme :
min E £(.,x)

(-
x €T (w)

ol f est une fonction réelle intégrable telle que

‘= pour tout x)f(.,x) définie sur un espace probabilisé complet (2,4,P) est
‘mesurable ; o
- pour tout w)f(w,.) est une fonction quasi-convexe et continue définie sur

E Banach réfléxif séparable.

ol la multiapplication F) A—mesurable)est a valeurs convexes fermées bornées

non vides dans E.
: )

Dans un premier temps nous &tudierons le probléme déterministe

défini sur E par :

min £(x) = a
(2)
X€F

oi f est quasi-convexe continue et F convexe fermé non vide.

Le probléme (1) a &té &tudié par B. VAN CUTSEM (Thé&se) dans le cas oli f est
linéaire et ol I' est 3 valeurs convexes compactes non vides dans un

Banach de dimension finie. 7

Nous précisons également des résultats obtenus par J.L. JOLY avec des

fonctions convexes propres (Thése).

Dans le chapitre I, la partie A est un bref rappel concernant
la quasi~convexité. Dans la partie B nous donnons des conditions suffisantes
pour que le probléme (1) admette un ensemble de solutions (&ventuellement
réduit & un élément) qui soit faiblement compact. Nous utiliserons 3 cet

effet un résultat de CASTAING et VALADIER.

L'objet du chapitre II est de généraliser de nombreux résultats
dis & B. VAN CUTSEM. Nous trouvons essentiellement la condition suffisante
suivante moyennant des restrictions imposées i des fonctions intermédiaires

introduites par la proposition II-A 2.:



si fn est une suite de fonctions quasi-convexes continues qui
converge uniformément vers f sur E et si Fn est une suite d'éléments de

CFB(E) qui converge au sens d'Hausdorff fort vers F, alors la suite des

minimums o = min {fn(x) / xé?Fn} converge vers O et la suite des ensembles
de solutions ¢n = {xt?Fn / o = fn(x)} converge vers ¢ = {X.GF‘/ o = f(x)}

au sens d'Hausdorff faible.

Nous &tendons ces résultats au cas stochastique. Pour les obtenir

nous rappelons, en téte de chapitre, différentes notions de convergence &tudiées
par KURATOWSKI, MOSCO, JOLY et HURMANDER en précisant certains. liens entre
elles.

Ensuite nous abordons deux applications, tout d'abord 1'approximatior
aléatoire d'un convexe compacte de Rk. Les résultats obtenus indiquent que si
la convergence est presque slire, la vitesse de convergence eStflente. Cepen-
dant 1'approximation d'un convexe compact par des polyadres aléatoires peut
se révéler efficace dans d'autres cas. La seconde application est consacrée
a4 un probléme de contrBle optimal simple qui illustre le cas oi E est de

dimension infinie.



CHAPITRE I

EXISTENCE DE SOLUTIONS DU PROBLEME (4) ET UNICITE







A) Quasi-convexité et quasi-convexité stricte

"Définition I-Al : Une application k d'un espace vectoriel E dans R est

‘quasi~convexe sur le convexe C de E si pour tout réel a 1'en$emb1e
Sa = {x € C / k(x) < a} est convexe, ou (ce qui est é&quivalent) si :
¥x € C, ¥y € C, xfy , VA € [0,1] , k(x+(1-0)y) < max (k(x),k(y)).

Définition I-A2 : Une application k d'un espace vectoriel E dans R est

strictement quasi-convexe sur le convexe C si :

¥X€C, ¥y €C, x#y, ¥ €0,1[, kOx+(1-1)y) ¢ max {k(x), k(y)}

Remarque I-A3 :

Une application strictement quasi-convexe sur un convexe C est

o 11 3
quasi-convexe sur C et n'admet pas de 'palier".

Théoréme I-A4 : Soient K un convexe compact non vide d'un espace vectoriel

topologique E et k une application de E dans R, sci et strictement quasi-

convexe sur K ; alors K admet un minimum sur K atteint une fois et une seule.

(Preuve : L'application k est sci et .quasi-convexe sur K compact
non vide, donc il existe un réel o tel que : o = min {k(x) / x € K} et que
l'ensemble : KN Sa = {x €K / k(x) = a} soit convexe compact non vide-.

Supposons que KN Su contient deux éléments distincts notés x et y. L'ensemble

Klfhsa est convexe donc le segment.[k,g] est inclus dans K f\Sa.

L'application k est strictement quasi-convexe donc :
v 2 e]o,i[  kQx+(1-M)y) < max (k(x), k(y)) = o

d'oli Ax + (1-))y € Sa(\ K cqfd) . -



¥ U ouvert de F X R+ T_I(U) € A <> T est mesurable

(Théordme 1 p. 219 ROCKAFELLAR |1]).

Par définition

LR CYOR > x By, P = (0 €R/ T @ x RN BGx;, 1y x By, O * 9

]

fwe o/ T WN B, -1';) # o} e a

car la multiapplication F](.) est mesurable par hypothése.

On montrerait de mani&re analogue que la multiapplication : wb+.Epi Xp (w)(')
5"

est mesurable.

2) Remarquons que les ensembles Epi Xp (w)(') = F](w) X R et Epi Xp (w)(.)
1 2
sont fermés et non vides dans F X R+.

L'ensemble F &tant métrique séparable et complet il en résulte que les

applications Xp ( )(.) et Xp )(.) sont A 8 BF =~ mesurables et que pour
N ] . .

9 (

tout w, XF (w)(.) et Xp (w)(.) sont sci et non identiquement +* (Prop. 1,
1 2

p.221, ROCKAFELLAR |1]).
L' i i : D o= . . td ABB -
application XF](,) Fz(')( ) XF](,)( ) + sz(.)( ) est donc

mesﬁrable, sci et non identiquement +*° car pour tout W, P](w){\ I‘2("") $# 0.
. : . . 'S .w—) . . =I‘ w I‘ w]x
La multiplication : Epi XF](wX\FZ(w)( ) [ ¢ YN (TR,

est donc mesurable (Prop. 1, p.221, ROCKAFELLAR |]|).

On montre facilement & 1'aide des arguments utilis&s en 1) que la multi-

application T]i.)(\ Pz(.) est mesurable., ' )

Lemme I~B2 : Soit I'(.) une multiapplication mesurable définie sur w, & valeurs
dans les fermés non vides d'un espace F métrique séparable et complet, soit f

une application réelle définie sur @ X F telle que :
¥ x €& F, £f(.,x) est mesurable

Y uef, f(w,.) est continue



Soit p(.) une application réelle mesurable ;

$i pour tout w, TW)(V{x / £(w,x) < p(w)} # @ alors 1a multiapplication

w>TWN{x/ fw,x)

p(W)} est mesurable.

IA

(Preuve : Posons S
0 (w)

f(w, ) est continue. Il est non vide car pour tout w T (w)

= {x / f,x) < pW)}, cet ensemble est fermé car

Sp(w) # @ par

hypothése.
Montrons que la multiapplication w —+ Sp(w) est mesurables ; albrs én appliquar

le lemme I-B1 nous aurons le résultat demandé.

L'application f(.,.) étant continue en x pour tout W et mesurable en W pour
tout x est donc 4 8 BF - mesurable (Corollaire du lemme 3.1, p. 97,
CASTAING [1]).

Posons g(w,x) = £(w,x) - p(w). L'application g(.,.) est donc 4 B BF - mesurabl

-~

et pour tout w, g(w,.) est sci et & valeurs finies, il en résulte que la multi
application w - Epi g(w,.) = {(x,B) F x R, g(w,x) < B} est mesurable.
(Prop. 1, p. 221, ROCKAFELLAR [1]) et 1l'ensemble Epi g( ,.) est fermé et non
vide. La multiapplication constante w - F X {0} est O~mesurable. L'ensemble
Sp(w) &tant non vide, {(x,B) g(w,x) < B} F x {0} est non vide. La multiappli
cation w > {(x,B) g(w,x) < B} F x {0} = T(w) est donc A-mesurable (Lemme
I-B1).

L'application I : F X R + F est continue donc scs en tant que multiapplication

(x,8) + x
T(.) &tant mesurable, la multiapplication IloT est alors mesurable. Or
MoT(w) = {x €F / g(w,x) <0} = {x EF / £(w,x) < p(w)}. )

-~

Théoréme I-B3 : Si T'(.) est une multiapplication définie sur (QAP) 3 valeurs

dans les convexes fermés bornés non vides de E Banach réflexif et séparable,

.

si £(.,.) est une fonction définie sur X E, 3 valeurs réelles telle que :
¥ x € E, f(.,X) est mesurable,

¥ we€ N, f(w,.) est continue et quasi-convexe,

alors :

a) l'application w + a(w) = min {f(w,x), x € ['(w)} est mesurable ;

b) la multiapplication w » ¢ (w) = {x € T(w) / o(w) = f(w,x)}est mesurable

et & valeurs dans CFB(E).



(2)

(Preuve :

a) La multiapplication I'(.) admet une suite de sections mesurables

{Xn(')}n>f telle que : ¥ w,é Q:{xn(w)}n2]==r(w) (ihéoréme‘de section de

Kuratowski-Ryll-Nardzewski : n° 3, p.5 VALADIER [l]). On peut donc écrire :
a(w) = inf f(w,x_(w)). C '
n n.

Comme l'application f(.,x) est A-mesurable et que f(u,.) est continue, 1'appli-

cation f(.,.) est 4 8 BE-mesurable, (Corollaire du lemme 3.1 CASTAING).

La section xn(.) est A-mesurable donc. 1l'application f(.,xn(.)) est mesurable.

Il en résulte que la fonction 0(.) = inf f(.,xn(.)) est A-mesurable.
n

~ b) La fonction f(w,.) est continue ét quasi-convexe donc est faihlement
sci. L'ensemble I'(w) est convexe fermé fortement borné et comme E est réflexif,
I'(w) est faiblement compact et ¢(w) = {x € T(w) / a(w) = f(w,x)} et non vide.
\ 4 = U ¢ = <
D'autre part @\w) T'(w) Sa(w) ot ga(m) {(xeE / f(w,x) < a(w)} donc

d(w) est convexe fermé et borné.

Il Suffit d'appliquer le lemme I-B2 pour montre la mesurabilité de la multi-

application §(.)- ' )

Théoréme I-B4 : Soit I'(.) une multiapplication mesurable i valeurs dans

CFB(E), soit £(.,.) une fonction définie sur Q X E i valeurs réelles telle

que :

¥x€E, £(.,x) est mesurable,

¥Yw €0, f(w,.) est quasi-convexe et continue,

et de plus il existe ﬁné fonction g(.) €'L](QA4P,R+) telle que :
¥x E,¥w€Q |[fwx)] < gWw

Posons $(w) = {x €T(w) / £(w,x) = min {£(w,x") / x' €T (w)}}

alors : inf j f(w,x(w)) P(dw) = I min f(w,x) P(dw), l'ensemble S des
x(.)GST Q Qexer (w) ,

solutions du probléme (1) est non vide et &égal i S¢ ensemble des sections

mesurables de §(.).



(Preuve :

La mu1t1p11cat10n ¢ est mesurable et a valeurs dans CFB(E) (Théoréme I.B3)

donc elle admet au moins une section mesurable (Theoreme 3p5 VALADIER [1])

donc Scb est non v1de. Soit x ( ) € Sfb alors |
E(wsx (W) = min {£(w,x). / x ET(W]} = aw).
‘Pour tout x(.) &lément de Sps. £(.,x(.)) est intégrable 3 cause de la majo-
ration de [£(.,x)| .par une fonction de r! (APSR. ) pour tout x de E, donc

. -les-intégrales que nous &crirons par la.suite auront un . sens.

B RCIORICD ,=I min £(u,%) P(dw) = f £ (w,xT (w)) P(dw).

D'autre part vonf.a*tdujours :

f OILV(Tw) P (dw) >< inf [ f(w, x(w)) P(dw), ce qui prouve que la quantité
Q x(. )ES , : .

Cinfe J' f(w,x(w)) P(dw) est atteinte pour x ( ) car x ( ) est aussi
x( )ES

un element de SI‘ (2) est démontrée.
- % Montrons que S = Sq). L' ensemble S¢ et_:ant non,v1de, soit x"(.) € S

alors, d'aprés (2), %X vérifie :
min ] £ (w,x(w)) P (dw) =[ £ (0, %t (w)) P(dw)
x(.)éS¢ o e o
,:d._}au_tre‘part x’.‘(-.)e SI" donc »’x* € S. S est donc vide.
. * x Vs
Soit X~ € S ; alors X € Sl.. est,d'aprés  (2),
[ £ (0,25 (W) P(dw) = [ o Pw,
0 Q
donc

j | £ (,x* @) -‘oc(w)l P(dw) =
Q2

Nous savons que f(.,x (.)) est une fonction mesurable et pos1t1ve ou nulle.
Comme son 1ntegra1e sur § est nulle, on en déduit que f(w,x (w)) = o (w)

Pps, d'ol x> € Sq). )



| Théoréme I.B5 : Si en plus des hypoth&ses du Théoréme I.B4 nous supposons

que f(w,.) est une application strictement quasi-convexe pour tout w de §2,
alors le probléme () admet une solution unique.
(Preuve :
_En effet ¢(w) = {x€T (W) / f(w,x) =a(w)} est alors réduit a un point
* - . * 3
% (w). (Théoréme I.A4). La section %" sera mesurable puisque la multi-

application ¢ est mesurable et de plus S = {xx}. )

Nous allons énoncer maintenant un théoréme de compacité faible de

1'ensemble S .

Théoréme I.B6 : Si en supplément aux hypoth&ses du théoréme I.B4, nous sup-—

posons l'existence d'une fonction h € P (QAP,R+) (p€£] ,+°°]) telle que pour
presque tout w de Q on ait : ¥ x € I'(w) [IXH < h(w), alors S¢ est convexe

compact pour la topologie G.(Lg, H Lg',) sip é]l,...fﬁf, pour la topologie

O(Loo, 3 Ll) si p est infini pour la topologie 0( ! 3 LOO,) si p vaut 1,
E E E

(Preuve :
La multiapplication ¢ est & valeurs convexes donc S¢ est convexe.

| Dop 6]1,+°°[. L'espace E &tant un Banach réflexif et séparable,

LP(Q,A,P; E) est encore un Banach réflexif (Dinculéanu) et son dual

-

evst Lq(Q,A,P 3E'Y) (= + == 1).

o
Qe

Dans ces conditions pour la topologie faible O(Lp, Lq) toute partie
fermée bornée est compacte. Comme les convexes fortement fermés et
fortemént bornés de LY sont les mémes que les convexes O(Lp, Lq)—fermés
et bornds (Théoréme de Mackey, p. 70, Prop. 4 p. 67 BOURBAKI), il suffit

donc de montrer que S¢ est fortement fermé et fortement borné dans
P@,4, P ; E). Comme : ¥ x GS¢ ||x||p < ||h||p, 5y est borné. Montrons
qu'il est fermé.

Soit (xn)nZl une suite de S(b convergeant vers x(.) pour la norme de

LP (Q,4,P ; E), on peut donc extraire une sous-suite x_ convergeant

presque slirement vers X.

Comme ¢(w) est fermé, x(w) € ¢(w) presque silirement et x(.) €& Sq).



2) p=+,p=1.

L'espace E est un Banach réflexif séparable alors la mesurabilité faible
et la mesurabilité forte sont identiques pour les fonctions (Théoréme

00

de PETTIS, chap. 3, Théo. 3.5.3 HILLE-PHILLIPS), donc L;. = LE"
S

-~

D'autre part la mesurabilité faible &quivaut & la mesurabilité scalaire
pour les fonctions sous ces hypothéses (Théoréme O.11 p. 15 VALADIER),

donc SF est égal 3 1'ensemble des sections scalairement mesurables. Pour

obtenir les résultats cités,il suffit maintenant de se référer aux

théorémes 8.7 CASTAING | | & CASTAING| | ou Prop. I.2.4 COURTIN. ) .

Nous savons que E est un Banach réflexif séparable et que son dual

E' est séparable. Soit {x;}n>] une suite dense dans E'.

| <x2,x-y>]
! n’ <2 ¥ (x,y) € g2
n>1 2" 1+]<x! ,x-y>|
- n

™

Posons dz(x,y) =

L'application d2 définit une distance compatible avec la structure

d'espace vectoriel sur E. Sur tout compact faible la topologie induite

par d2 et la topologie faible coincident. (DUNFORD—SCHWARTZ).
Lemme I.B7 : ¥y €F d2(.,y) est fortement continue sur E.
(Preuve :

Sur tout O-compact dz(.,y) est O-contenue donc continue. Tout compact
de E est g-compact donc d2(.,y) est fortement continue sur tout compact

de E. Comme E est métrique on en déduit que d2(.,y) est continue forte-—

ment sur E. (CHOQUET COROLL 2 p. 65). , )
Posons : ¥ x € LP(RAP, E) et y € LP(R4P,E) p € [1,4f
8,(x,y) = []d,(x(.), y(-))llLp

62 définit une distance sur Lp(QA4P,E). Nous désignerons par L%(QA P,E)

1'espace Lg(Q,4P,E) muni de cette métrique.



Prop. I-B8 : Soit I' une multiapplication mesurable 3 valeurs dans CFB(E) .
S'il existe une fonction g €& Lp(QAP,E) telle que :

Ywe€Q | ¥x €r'w ||x|] < glw) alors :

SpC LP(QAR,E) et Sp est fermé dans Lg(QAP,E).

(Preuve :

Soit (xn)n>1 une suite de sections mesurables de I' telle que
Gz(xn,x) > O quand n + +° ; il faut montrer que x SI"
La suite ||d2 (x,xn)|| p 0 quand n > +» ; on peut donc extraire une

sous suite dz(x,x ) convergeant vers O presque siirement :

dz(x(w), xnk(w)) + 0 ps.

Comme I'(w) est fermé et que X (w) € T(w) on en déduit que x(w) € I'(w) ps.
k

On peut donc définir sur les fermés non vides de 1'espace métrique
LP(Q AP ; E) une distance d'Hausdorff :

Aé(F,FZ) = max(e(F ,F,), e(F,,F))

ot e(F,,F.) = sup inf S, (x,y) BERGE p. 133),
1°°2 2
xeF] yer



CHAPITRE II

DIFFERENTES NOTIONS DE CONVERGENCE

THEOREMES D'APPROXIMATION POUR LE PROBLEME (1) ET LE PROBLEME (2)

A) Différentes notions de convergence

L'ensemble E est un Banach réflexif et son dual E' un Banach séparable
E muni de la topologie faible (noté EO) est un evtles, et dans toute boule
de E la topologie faible est métrisable. Notons dq la distance associé 3 la
topologie de la norme. Notons
— CFB(E) 1l'ensemble des convexes fermés bornés non vides de E.

- CK(EO) 1'ensemble des convexes compacts non vides de E .
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Lemme II-Al : CFB(E) = CK(EO)

(Preuve :

Les convexes fermés de E et de EO sont les mémes (Théoréme de Mackey

p. 70 BOURBAKI), ainsi que les bornés (Théoréme 2 p. 7 BOURBAKI). L'espac
E est réflexif donc dans EO toute partie fermée bornée est compacte.

(Théoréme 2 p. 89 BOURBAKI). Comme toute partie O-compacte est O-fermée
et 0-bornéde on a CFB(E) = CK(EO). )

Rappelons un certain nombre de résultats que l'on trouvera dans
HURMANDER

L'ensemble E est un e.v. normé& donc CFB(E) peut &tre muni de la topologie
d'Hansdorff qui peut @tre définie par la distance
Al(Fl’ FZ) = max {sup d](x,Fl), sup d](x,Fz)}

xF2 XF‘i

||su I‘f(x',F]) - ?(x',Fz)] ol ‘{est la fonction d‘appui.
x'T <1

Définition II-A2 : La suite {Fn}n>l d'éléments de CFB(E) converge vers

F € CFB(E) au sens d'Hausdorff dans CFB(E) si et seulement si :
A(Fn,F) + 0 quand n + +®,

H
Nous noterons alors : Fn-—EF

Nous savons que la convergence au sens d'Hausdorff dans CFB(E) est &quivalente
3 la convergence des fonctions d'appui dans 1'ensemble H des fonctions posi-
tivement homogénes de E' dans R, H &étant muni de la topologie de la convergenc

uniforme sur les parties équicontinues de E'.

L'espace EO est un evtlés donc CK(EO) peut &tre muni de la topologie d'Hausdor
(différente de celle de CFB(E)) et tel que 1'on peut définir une base de voisi

nages d'un élément K € CK(EO) par

¥UE V(0 = {K' /K'C K+ U, RCK' + U}

ol VSC(O) est 1'ensemble des voisinages convexes symétriques de 1l'origine.
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Définition II-A3 : Une suite Fn d'éléments de CK(EG) converge vers F é’CK(Eo)
au sens d'Hausdorff dans CK(EG) si et seulement si :

YU EV (0, IN: ¥n>N= KCK+ U

CS n
KCK + U
n
HO'

Nous noterons alors : Fn-—* F
La convergence au sens d'Hausdorff dans CK(EG) est équivalente 3 la convergence

des fonctions d'appui dans l'ensemble H muni de la topologie de la convergence

uniforme sur les parties O-&quicontinues de (Ec)'= E'.

Prop. II-A4 : Soit {Fn}n>l une suite d'éléments de CFB(E) et F un élément de

CFB(E).
H
FEN-*F - F —3F
n n
(Preuve :

La topologie ¢ étant moins fine que celle de la norme, il en résulte
qu'une partie de E' &quicontinue pour la topologie 0 est équicontinue

pour la norme. )

Définition II-A5 : Soit {Fn} une suite d'éléments de CFB(E), F un élément

n_l

de CFB(E), la suite Fn converge scalairement vers F si et seulement si :
¥ x'EE', (-(?(x',Fn) *"(X',F)

S
Nous noterons alors : Fn Q F

Remarque IT-A6 : La convergence au sens d'Hausdorff dans CFB(E) ou dans

CK(EG) implique la convergence scalaire.

Prop. II-A7 : Soit {Fn}n>1 une suite d'éléments de CFB(E) convergeant au

sens d'Hausdorff dans CFB(E) vers F &lément de CFB(E), alors il existe une

boule B de E telle que :

FCB et ¥n>1 F CB.
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(Preuve :
Par hypothése Fn——+ F donc :
¥e+0 N, ¥n>N= F CF + B

- n >

F CFn + B
ot B_ = {x / ||x|| <e} =B8(0,e)
L'ensemble F est borné donc 3 Bo = B(0,r) tel que FC Bo
et ¥n > N F €8 + B_C B(0,r+e)
- n o €

o < ’ : -
sin<N, 3 r tel que F C B(O,r ) car Fjest borné

Posons R sup (r+€, rl, r2, L rN_l)

donc ¥ n > 1 FnC B(O,r). | )

Prop. II-A8 : Soit Fn une suite d'éléments de CFB(E) convergeant scalairement

vers F &lément de CFB(E), si de plus il existe une boule B fermée dans E
telle que :
FCB et ¥n2>1 F CB

H
alors ‘Fmip F
n

(Preuve :

Posons : N> E

o]
n - I'(n) =F,
o > ['(0) = F

N est muni de la topologie induite par R et est compact.

L'espace E(j est un evtles, Fn et F sont des é€léments de CK(EO) , d'autre
part pour tout x' de E' on a :

'f(x',I‘(n)) > ‘f(x',I‘(OO)) ‘donc la multiapplication I' est continue en +»
(Corollaire 1.26 p. 51 VALADIER).

L'espace E' est séparable donc Eon B est un compact métrisable et

est 3a valeurs dans CK(EOf'\ B) ; d'aprés ce qui précéde I est continue



...13_

en tant que multiapplication en +° donc est continue en tant qu'applica-
tion de N dans CK(EGﬂ B) en +° (Théordme 4.1 p. 103 CASTAING) ce qui

s'écrit encore :

F —> F, )
n

Soit Fn une suite de fermés de E.

Posons : lim F {[x €r, 3 x €F, Hxn—xll + 0 quand n > +}

—N
N )
lim Fn = ix €E, 3 X s 3Y : N>N strictement croissante}
xn +> X et xne F‘l’(n)
—N —N — N
Les ensembles lim Fn et lim F_ sont fermés et lim F = n U F_ (BERGE p.127)
= " : " oelwk T

Soit Fn une suite de fermés de E .

Posons : lim Fn {x €EE/V¥YUE VG(O), g n_, ¥n> n (x+U) [\Fn # ¢}

—0
—0
limF ={x€E/¥UE Vg(s ¥njs 30 >0 (+0) (\F | # ¢}
—0
Les ensembles lim F_ et lim F_ sont O-fermés et de plus :
n n
—0
—_—0 —C ,
lim F = ﬂ UF (Théoréme 1' p. 127 BERGE).
k>l ndk

Si pour tout n, Fn est inclus dans une boule B alors EOI\ B est métrisable

et on peut écrire :

lim Fn = {x €E, H an Fn’ dz(xn,x) > O}

—0c

—C

lim Fn ={x€E/ 3 X s 3Y : N> N strictement croissante telle que :

Xn F‘l’(n) et dZ(xn’x) > 0}

Définition II-A9 : Dans ces conditions nous dirons que Fn converge vers F

élément de CFB(E) au sens de la limité& inférieure et de la limite supérieure

pour la norme (resp. faiblement) si et seulement si :
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—x —0
limF_=1im F =TF (resp. lim F = 1i = .
3y 0 n (resp __2 n lim Fn P
IS-N IS-0 ‘ .
Nous noterons alors : Fn-——-+ F (resp. F —= F . . )
n

Remarque IT-AlO : La topologie faible étant moins fine que la topologie

de la norme, nous avons les inclusions :

1lim Fn(: lim F
—N —c B

-  —0
1lim F C 1lim F
n n

Prop. II-All : Soit {F_} | et F des &léments de CFB(E) tels que :

n>1
H
Fn—l‘l F,
alors : lim Fn = lim Fn = 1imF =1lim F =TF
N g 0 n
(Preuve :

Compte-tenu de la remarque II-A10 il suffit de montrer que :

—0
FC lim F et limF_ CF
—N

xFClian
—N

Par hypothése : Fn.Hﬁ F soit en particulier :

¥e>0 IN, ¥n>N=> ? x €EF dl(x,Fn) <€

ol dl(x’Fn) = inf {dl(x,y) /'y € Fn}

Soit X € F ; pour.tout n € N, 1l existe x € Fn tel que
dl(xo’Fn) = dz(xo,xn) car di(xo,.) continue et convexe est O-sci sur
Fn O—cpmpact,

d'oi : ¥ >0 3N, ¥n>N dl(xo’xn) <€ . xﬁ ézf

donc x € lim Fn'
° N
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% lim 'FnC F .. Soit X € lim F donc :
3 X s Y : N> N strictement cr01ssante telle que X, € F‘y( )
n

etd(x ,x)+0quandn->+°°.

On peut en effet écrire cette définition car selon la Prop. IT-A7, il

existe une ‘boule B contenant F et F .
Par hypothése Fn tend vers F au sens dn'Hausdorf‘f dans CFB(E) donc Fn

tend vers F au sens d'Hausdorff dans CK(EU) (Prop. II-A4) soit :

(Définition II-A3) :

¥e>0, VUEV 1w, Vn2N=>.{FnC,F*..€»U
FCFn+eU
n d'ol

¥e>0 ¥ UEV (0 Vn>NiF CF +elUCF + €l

La fonction ¢ est strictement croissante donc ¥ (n)

Iv.

¥(n) -
F CF\P(n) + el CF + €U

donc ¥ n > N x €F C F+ el o-fermé donc comme x_tend vers
n ‘P(n) n

xodans_ EO on a :
.—0’
: xoeF+eU, Ve>0,VUeVSC(0).

-0
f\ (F+eU ) on en déduit que LX €F.’ L )
€20

Comme F

Prop. II-Al2 : Soit (Fr;)n>1 et F des &léments de CFB(E) tels que : 3 B boule

de E, telle que ¥ n : Fnc B, F C B:
IS-g -H .
Alors : F_ —>F <> F -3 F.
(Preuve':

% (=>) Dans la boule B la topologie faible est métrisable.
Posons B, (x r) {yee/ d, (x,y) < r}. ;
L'ensemble F est a(E,E' )-compact donc ‘pour tout V E) 0,F peut ®tre recouver

d'un nombre fini de boules du type précédent, c'est a dire

vie {1,2,...m} ’xie F FC U Bz(xl,’e/2)'.‘
' i=1
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Pour tout i,1%-€ F or F = 1im F_ donc : ¥ n > 1
— n -

i .
3 X € Fn tels que dz(x;,xl) -+ 0 soit :
¥e > . > N, => i =

o 3 N, ¥n>N, dz(xn,xi) <egl2 = dz(xi,Fn) < €/2.

m
S?p Ni’ donc ¥ i, ¥ n > N d2(xi’Fn) < e/2

- Soit x € F ; { io {1,2,...m} tel que d2(x,xi ) < €g/2
o
¥n > <
et ¥ n >N dz(x,Fn) < dZ(X’Xio) + dZ(Xio’Fn) < e

Posons N

d'oi ¥ € >0 AN, ¥n >N=>Sup d

(x,F) < €.
x€F n

2

Montrons maintenant que : ¥ ¢ >0 AN : ¥n > N= sup dz(x,F) < €.
x F
n

Raisonnons par 1'absurde :

€>0, ¥n>1,3 k() >n, 3 X EF tel que dz(xn,F) > €.

k(n)

Pour tout n > 1, x € B o-compact donc il existe une sous-suite extraite

xn(n) convergeant vers X dans B et n est une application de N dans N

-~

strictement croissante. En outre quitte 3 extraire une sous suite de

k(n)n>1 on peut supposer k strictement croissante.

Posons y; = X )" L'application kon est encore strictement croissante
n — -
v [JIRES . =
et yne Fkon(n) d'ol X € lim Fn F.

D'autre part, pour tout n, dz(y;,F) > ¢ ce qui implique dz(xO,F) >0
' -~

d’'ou xoe F.

Nous avons donc montré que :

¥e>0 3N, ¥n>N max |sup d,(x,F), sup d,(x,F )| < ¢
2 2 n
xan X €EF

L'espace EG[\ B est métrisable donc on peut munir 1'ensemble CK(Eé\B)
d'une métrique qui n'est autre que

A(F,F ) = max [sup d,(x,F), sup d,(x,F)
2" 7n x€F_ 2 xef 2 D

La topologie définie par cette métrique sur CK(EéWB) n'est autre que

la topologie trace de CK(EG) sur CK(Eé\B).

H

Nous avons bien montré que : Fn—Jz F.
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% (<=) Par hypothése :
¥e>0 3N, ¥n>N=>¥xEF, dZ(X’Fn) < E.
Soit x €F. Pour tout n, il existevxn € Fn tel que dZ(X’Fn) = dZ(X’xn)

donc il existe une suite x_ telle que X tend vers x faiblement et x € F
s ‘ v n n

—0

n
pour tout n, donc : F‘(: lim Fn

Soit x € 1lim .ﬁldonc :Eixn,a b4 ¢ N> N strictement croissante telle que
N . .. .
1&16 FW(n) ;t xn x faiblement soit :

dz(x,xn) < e,

¥e>0 3N, ¥n>N,

Or par hypothése :

>
¥e>0 3Ny, ¥n>N, ¥yerF, 4D ce.
Soit en regroupant les deux dernidres lignes :

¥ e >0, 3N3 =.Sup(N],N2),;V n>N= d2(x,F) é dz(x,xn) + dZ(Xn’F) < 2¢

Comme F est 0-fermé il en résulte que x € F

donc 1lim Fn CF;
. . —C . P . _ . -
Comme 1lim FnC: 1im Fn on en déduit F = 1lim_TF lim F . )

-0 n n

Lemme II-A13 : Soit {Fn}n>1 une suite d'éléments de CFB(E) convergeant au

sens d'Hausdorff dans CK(EO) vers F é&lément de CFB(E), soit B une boule de

E telle que :

¥n>1 F CB, et FCB
alors : ¥ x € E‘ dz(x,Fn) -+ dz(x,F}

(Preuve :

La topologie induite par la métrique d2 sur la boule B de E est identique
d la topologie faible sur cette boule, donc les voisinages de zéro pour
ces deux topologies sont les mémes sur cette boule et 1'hypothése de

convergence peut s'8crire ¢
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¥e>0, AN, ¥n>N= FnC,F+[B2(€)ﬂB]CF+B2(€)
{F CF_+ [Bz(e)ﬂB]C F_ + B,(e)

ol B,(e) = {x €E / d,(0,x) < e}

Soit xEE ¥n>Nona:

dyGaF) 2 d)(x,F4By (€)) et dy(x,F) 2 d,(x,F +B, (€))
Soit Q un élément de CFB(E) tel que QC B.
Montrons alors que dz(x,Q+B2(€)) > dz(x,Q) -€,

Nous savons que : 3 xé € Q + B2(€) tel que dz(x,xé) = d(x,Q+B€)
. ]
alors | x€€(2 tel que dz(xe,xe) <Ee.
' . ' '
D'autre part : dz(x,Q) < dz(x,xe) < dz(x,xe) + dz(xe,xe)
<e + dz(x,Q+B€) ,
donc ‘ : ¥n>N d2(x,Fn) > d2(x,F) - €

dz(x,F)

1v

d2 (x,Fn) - E.

Lemme TI-Al4 : Soit (Fn)n>| une suite décroissante d'éléments de CFB(E) alors

R _ =0 _as =_~"—N = =
1im Fn = 1im Fn 112 Fn 1lim Fn g}l Fn F

de plus
r By

(Preuve :

. ‘ -:.-N . . . . e
Soit x € lim Fn donc : 3Q : N > N strictement croissante et 3 xn FW(r
tels que ||xn—x||+ 0. Soit k € N, ¥(k) > k donc FW(k)C: Fk’ si 1'on pose

X On construit ainsi une suite {xk}k>1 convergeant vers x et

k- W(k)*

telle que X, € Fk donc x € 112” Fn.

D'autre part lim_ F C 1lim F donc lim, F = 1im F .,
Part 21 *a n =2 *n n

Par un raisonnement analogue on montre que :
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——C ——N
D'autre part 1lim Fn = lim Fn = (2 F car les Fn sont convexes et
on 1

fermés. En effet les convexes fermés forts et faibles sont les mémes.

La suite de convexes fermés non vides Fn est décroissante et incluse dans F1

faiblement compact donc F = r\Fn est non vide (PROP 11 - 4 p. 33, CHOQUET)
qil

F appartient a CFB(E). D'autre part : v n Fn CF

IS . L H

F - F alors F > F (PROP II A 12).7

1 et F, est borné, comme

n

Lemme IT-A15 : Soit (Fn)n>1 une suite croissante d'éléments de CF(E).

Alors : lim F =Tim F_=lim F =Tim F = U F =F
-0 n n n

Si de plus il existe une boule B de E telle que : ¥ n, FnC: B et si

H
¥n>l Fn # ¢ alors : Fd_—g F.

(Preuve :

En comparant les définitions de limite inf et limite sup, comme il s'agit

de convexes fermés croissants, alors on constate que :'

lim_F

lim~ F
—0 n n

=UF
n

. v e

112 Fn lim Fn U Fn

Remarquons que : U F_ est convexe donc :

n>1
UF et UF sont des convexes fermés d'oi U 7 = UF =UF
n n T n n n
_ H
i ¥n F_C B, comme Fnjig F alors Fn———g F (Prop. II-A12). )

Lemme II-Al6 : Soit (Fn)n>l une suite décroissante d'éléments de CFB(E) )

F-NF

'(L')/i o)

Alors ¥ X €EF d](xo,F]) > d](xo,F)
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(Preuve :

La suite {Fn}nzl est décroissante donc la suite {dl(xo’Fn)}nzl est

croissante et majoréde par d](xo,F) donc converge.
~ Soit x € .Fn tel que dl(xo’Fn) = dl(xo’xn)'

La suite {xn}n 1 appartient 3 F] O-compact donc il existe une sous suilte

extraite {x‘l’(n)}nzl’ convergeant falblement vers x €lément de Fl

On peut choisir ¥ strictement croissante. Comme {Fn} est telle que

nzl

F _I_S_» F (Lemme II-A14), on peut donc en conclure : x € F,

L'application d](xo,.) est continue fortement et convexe donc elle est

[}

faiblement sci sur E, c'est 3 dire que point x :

o | = | > -
U & Vo(x) s ¥x € U= d](xo,x ) d](xo,x) €
D'autre part q le ¥n> N XY( ) €U
donc Vn;Nd d (x ,x\y( )) > d(xo,x) - €

or x € F donc d,(x_,F ) 2 dx,F) - €

¥(n)

IA

F) i é :
Comme d](xo’F‘P(n)) dl(xo’ ) il en résulte que

1im d (x ,F

= /dl (xan)\
n-r+eo

¥(n)’

La suite {dl(xo’Fn) }n>1 est convergente, sa limite ne peut Eétre alors

. )
que d] (xo,F)

{
Lomme A-17 : Soit F une suite croissante de convexes fermés et soit une

boule B de E tels que (UF YN\ B est d'intérieur non vide
n>1
IS-N
alors B ﬂFn -I—S———qu(\( U Fn)

n>l
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(Preuve :

Selon le lemme II-Al5 :

: = 750 = 1 = =
1im Fn = 1lim Fn 112[ Fn lim F nI>J]

La suite {BnFn}n>l est croissante et ses €léments sont des convexes

fermés bornés donc :

. =0 . e [ ——
lim (BﬂFn) = lim (BnFn) = llEN (BnFn) = 1lim (BnFn) = ngl (BnFn)

or U ’(BnFn)=Bn(UFn)CBf\(UFn)
n>1 n>1 n>1
. N . n .
Il reste 3 montrer que B (nI>J]Fn) C 11r_n_N (B(\Fn)

b

BN (UFn) est un convexe fermé d'intérieur non vide dans E donc :

B N »('I'J-I?;) = adh (int BN( U F )

o n>1
e .
Montrons que B (N (UFn) C llm” (FIOB).

(¢}

—
Soit x € B N (UFn)’ x € U F_ et il existe une suite X convergeant vers
n>1

x fortement avec x € F. .
o) n_ - n

0
—— - -
BNTU F_est un voisinage de x donc :
[ 2NN
[ aamnesat—"

AN Vn>N=>xn€ B(\UFnCBdochn>N

l’

.~
1 xne an\Bdou

lig)_n Fnﬂ B. L'ensemble 11'._113N (FIOB) est fermé fortement donc

(o)
adh (B ﬂnI;]Fn) =B N UanC 113 (an B)

Tableau récapitulatif
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B) Théorémes d'approximation du probléme (2)

Soit ¥ un élément de CFB(E) et f une fonction de E dans R quasi-

convexe et contenue.

Dans cette partie nous allons énoncer des théorémes d'approximation

4 du probléme: inf f(x).
x€F

Nous recherchons & la fois une approximation du minimum et de 1'en-
semble des solutions. Dans un premier temps nous fixons F et approchons f, en-
suite nous approchons F et fixons f, enfin nous approchons f et F. Pour cela
nous allons introduire une fonction notée % et &tudier ses propriétés, car
elle permet d'établir des conditions suffisantes et parfois nécessaires de

convergence des ensembles de solutions dans les trois cas envisagés.

Remarquons qu'avec les hypothé&ses faites, le probléme
inf {f(x) / x€F} admet au moins une solution. En effet, f est quasi-convexe
continue donc faiblement sci sur F compact faible non vide donc f admet un

minimum atteint au moins une fois.

Lemme II-Bl : Soit f une fonction définie sur E, réelle convexe ou continue

et strictement quasi-convexe, soit (Bn) une suite de réels convergeant

n>1

vers B et tels que : ¥ n > 1 SB est non vide et SB non vide,

n
alors S -;Eiji S
Bn

B

(Preuve :

Les ensembles SB et S sont convexes fermés non vides. Il s'agit de

n

™

montrer que 1iEN SB = lim SB = SB.
n

% lim SBCS

n

B

Nous savons que : lim SB =N\ T SB

n k>1 n>k n
donc pour : xoé lim SB on a :
n

Remarque: La fonction f est réelle et convexe, elle est alors continue sur

1'int@rieur de son domaine qui sera ici E tout entier , donc dans

les deux cas envisagés ci-dessus f est continue .
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¥e>0 ¥k>1 9n > k 3 x tel que f(x ) < B
z k__ ’ q -
M "k My
et [[x -x || <
nk o

Posons € =

-

¥ k, 3 n > k, 3 Xnk tel que : f(xh ) <8
k

et |x, x|l 1

La suite x tend vers x , f est continue et B tend vers R donc
n o] n
k _ k

f(xo) = lim f(xnk) < B.

ko0

D'oi x € S
0

g

* SBC lim SBn

1) Supposons que Bn'est pas le minimum global de f sur E, donc :

| Nl tel que ¥ n > Nl’ on a SB‘ 1=20.

n

B

D'autre part : ¥ n > Nl’ 3P, ¥p>P = Bp >B -

Soit x € S 1 ; alors ¥p > P, f(x) < B - l-< B
8- 5 - n = "p
donc x € S8 .
P
En résumé : ¥ >P S y S 1 donc S 1 11 S .
s P Bp) B- ;1_ c B- I_-;C __‘EN Bp

Ce raisonnement tient pour tout entier n supérieur & N]. Nous concluons

donc, puisque 1iEN S8 est fermé que :
P

T S, 1¢ lim S, .
B- g T TN Ry

>N
2N
Montrons maintenant que : S, C U S T .
8 n>N B- n
-1
Soit x € S,
oit x 8

ou bien f(x) < B
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et alors 3n >N, tel que £(x) < B —;]l- d'oi x € U S

: nZN 1

ou bien f(x) = B,

démontrons que : x € U S 1
- —
nle n
La fonction f est ou bien convexe donc continue ou bien strictement
quasi~convexe et continue. Dans les deux cas, f n'admet pas de "pallier"
(sauf peut &tre au minimum global dans le cas convexe) et prend des
valeurs strictement inférieures d B puisqu'il ne s'agit pas du minimum

global donec :

f étant continue en x on a :

¥e>0 3n>0, ¥x' ||x"-x]|| <nNn=>B-e<f(x') <B+c¢
Le 'réel B n'étant pas le minimum global on peut écrire
¥e>0 3n >0, 3x'"€ B(O,n) =B -¢ < £(x") < B.

1

En posant € = , on peut construire une suite XI; telle que

||x'-x|| < n(p) et B - 1. f(x') < B, de plus on peut choisir la suite
P - - p

x\(p)) décroissante .

Montrons pq>ﬁg’ si p devient infini, n(p) tend vers zéro.

Supposons que lim n(p) > O alors :
P oo

q ng > 0 tel que ¥ p > 1 n(p) > n, done ¥ x'e B(x,no)
B - %-5 £(x') < B soit £(x') = 8.

Le point XI" vérifie f(XI;) < B donc : 3 Np tel que XI; € SB' 1.
o P

La fonction f est strictement quasi-convexe ou convexe donc :

¥ x'€ J-xl'),x[! f(x') < B,ce qui est en contradiction avec le fait que :

¥ x'€ B(x,n ) f(x'") =B donc lim n(p) = 0 d'oll x' tend vers x.
o oo P

D'autre part : ¥ p, x'€ U SB— 1 doncx €U SB- 1.
PN >N,

=g [

2) Supposons que B est le minimum global de f.

1 S, .
Montrons que SB C 1193!1 Bn
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Le réel B étant le minimum global et SB €tant non vide on a donc :
n

S "o~ . .
¥ n Bn B d'ol SB CSBn. I1 est alors clair que SBC 1?2 SB . )

Prop. II-B2 : Soit F un &lément de CFB(E) et f une fonction réelle définie

sur E, quasi-convexe et continue.

Posons : o = min sf(x) / XGF}
§ = min {x€F / f(x) = a}
Su={er/f(x) <y }u €R
¥p>0 g(p) = (F+Bp)m (Su+p+Bp) ol B = {xee / ||x]] < p}

alors 2(p) = sup {dz(x,dJ) / x€ G(p)} est une application de R+ dans R+,
croissante continue 3 droite et telle que : 2(o0) = 0.
Si nous supposons que f est convexe ou strictement dquasi-convexe alors
est continue sur R:.
(Preuve :
L'ensemble F est borné de méme que Bp, comme les bornés forts ou faibles

sont leg mémes il existe donc une boule B de E telle que : F + B, C B.
D'aprés la définition, ¢ est &gal 3 Saﬂ F donc est inclus dams G(p)
et 1'on a : ¢ C G(p) C B.

On peut donc considérer la distance d2 associée 3 la

topologie faible sur la boule B. L'ensemble F est convexe fermé borné

donc O-compact donc F + Bp est O-compact. L'ensemble SOH_pest convexe

fermé car f est quasi convexe et continue donc il est o-fermé et

Soc+p + Bp est 0-fermé. Il en résulte que G(p) est O-compact. Comme
G(p) contient ¢ il est non vide. La fonction dz(x,d)) est O-continue
sur le O-compact non vide B(p) donc elle admet un maximum fini atteint
en au moins un point donc L(p) € L

x 51 p =0 alors 2(p) = O

Si p = 0 alors G(p) = Saﬂ F =& done 2(p) =0
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% La fonction % est croissante.
Soient Py et p, deux réels positifs tels que 0, < Py alors G(p‘) CLG(DZ)

donc sup {dz(x,ﬁ) /| x € G(pl)} < Sup {dz(x,é) / x € G(pz)}, soit par

définition de % : l(pl) < 2(p2).

* La fonction £ est continue.

Par définiti : G = (F+B S +B
inition ) = ( p)ﬂ ( oD p) € CFB(E)

~ ]
De méme pour tout n > 1 : G(p+ E) € CFB(E) donc selon le lemme II-Al4 :

6o+ D BN aeer .

n>1

Montrons seulement que G(p) D) M G(p+ —9 car nous savons que :
n>1

o) C M G(p+ —)

n>1
Soit x E (ﬂ\ G(p+ —) alors : ¥ n>1 4, (x ,F) <p + 1 d, (x ,S 1)
- 177’7 - n’ 1 70’ atp+ —
n>1 n
<
donce dl(xo’F) < p et alors XOE F + Bp'
Montrons que d (x Sa+p+ %) d (x Sa+p) quand n > +»,
L'ensemble S est convexe fermé non vide dans E donc la quantité

p+o
dl(xo’sa+p) est atteinte. Notons B](xo,n) 1la boule de E de centre X

et de rayon N = d (x »Sos ). Alors d (x Sa+p) = d (x S a+p B ). La

p
suite {S 1} de convexes fermés non vides de E est telle que :
o+0+ —
n n>|
¥ S04 %;) Sa+p donc d (= Sa+p+ l) =d (xo Sa+p+ lf\Bl).

- . s N ' :
Si 1'on montre que : 221 (Su+p+ %_ B]) Sa+p Bl alors on aura :
iig d (x Sa+p+ lf\Bl) = d](xo,Sa+6\ B]) (Lemme II-Al16) donc
lim d (x sSoep+ D = d (x ’Sa+p)

Ni-yoo n

La suite (S 1 B) d'éléments de CFB(E) converge faiblement et forte-

o+p+
° n n>l

ment au sens de la limite inférieure et supérieure vers rjl (Sa+p+ lf‘B])
n> n

(Lemme II-A14).

< -
P+
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Montrons alors que n S 1 =S8 .
w1 arp+ — o+p
. 1
Soit x € M Sa+p+ 1 alors f(x) <o +p + = ¥n>1=>£(x) <o+p=>x So
n>1 n
> : =
Comme Soc+pc Soc+p+ 1 ¥n>1 on adonc : N SOL+O+ 1 Sap”
_ n n>1 n

Par ailleurs : ¥ n > 1 dl(xo’ S 1) <p + % donc en passant 3

Q+p+ —
pn

. . . <
la limite : d](xo’SOHD) < pet XOG SOL+p + Bp’

1) . . = (G
d'autre part : x €r + Bp ; donc x_ € (F+Bp) N (Soc+p + Bp) G(p)

-g
et on a montré que G(p+ -r];) 159 G(p).

Comme F est bommé on peut trouver une boule B telle que :
’ 1
¥n G+ CB
1 HO
donc G(p+ -r;) > G(p) selon la Prop. II-Al2.

Soit

¥e>0 BN, ¥n 2N, = Glp+r DC G() + By()NBCG(p) + B,(e)

1
d'ol 2(p+ -rl—l) < sup {dz(x,d)) / x€EG(p) + Bz(e)}.
Soit x G(p) + Bz(e) alors x = X, + x_ ol X, € G(p) et X € Bz(e).
Comme la distance d2 est invariante par translation on peut écrire :
Vy €3 dy(x+x,y) £ dy(x,y) + d,(0,%)

pour tout x de G(p) + Bz(e).
Donc : sup {dz(x,d)) / x € G(p) + Bz(e)} < 2(p) + €.

Alors : ¥ n >N, 2(p+ -rlT) < L) + €.

1

La fonction % est donc continue 3 droite.
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La suite croissante (F+Bb~l)n>1 d'éléments de CFB(E) converge vers F

au sens d'Hausdorff faiblement (Lemme II-A15) donc :

¥e>0 JN

p» ¥o >N =>F+Bp (F+Bp_ %) + Bz(e).

La fonction {S o _} croissante de convexes fermés converge vers
L n>1

U S 1 (Lemme II-Al5) et U S 1=35§ (Lemme II-B1), car

n>1 a+p n n>1 a+p n are

f est convexe ou continue et quasi-convexe.

L'ensemble F + Bp est convexe fermé borné et d'intérieur non vide dans E,

d'autre part Su est aussi d'intérieur non vide car f est continue donc

+0
Ve vz . I8
(Su+p+Bp)f\ (F+Bp) est d'intérieur non vide. Comme S %_ Satp
alors S 1+B 1 Is, S + B .
o+p- ; p- ;1' o+p p

Nous savons déjia que :

lim S 1 +B 1 = 1lim S 1 +B 1= U S 1 + B 1CS + B
— - - = - —- - - - - o
arp P n arp n P n n>l arp n P n 0 0

car il s'agit d'une suite croissante de convexes fermés (Lemme II-Al5).

L'ensemble Su+p + Bp est convexe et d'intérieur non vide car Sa est

non vide donc :

car cet ensemble est fermé. Montrons que :

[¢]
S +B CUS,. _1+B_1
o0 " Tp & sy e o T g

o
: R\
Soit x € Su+p + Bp donc dl(x’sa+ )< o

p

Soit p' et p" deux réels tels que dl(x,Sa+p) <p'<p"<p

D'autre part : H X, € Sa tel que dl(x,Sa+p) = d](x,xl)

+p
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et il existe des xne Soc+p-— 1 tels que d](xn,x]) *> 0 quand n > ©
car Soc+p = lim SOL+p—'r];

S — "no_ oA
donc 1 N1 ¥ n» N] > d](Xn,x]) <p p

| BN > < "
d'ol ¥ n N, d](x,SOH_p_ }]I) < dl(x,xn) < dl(x’xl) + dl(xl’xn) <p"<p

et : 3N, ¥n>N p"{p--1-<p

2 2 - n
1

d > < - 2 =

onc ¥ n Sup(Nl,Nz) d](x’SOHp- 1) <op = == x € Soa+p— 1+ Bp— 1.

n n n
o
En résumé : 'S + B! ES 1 +B8B_ 1 d
o+p o C ] oFP- "y p- = onc

—
S + B =85 + B U S 1 +B 1. Onvientdémontrer que :

a+p- — ° p-

=]
v
=]

D'aprés le lemme (II-Al1) (S 1+B 1M (F+B 1) 3 (s )(\(F+B
o= = p= = - a+p™0p
HO
d S 1+B 1 F+B 1 - +B F+B 1 ¥ > 1
onc ( awp- +'Pp- H)n( - E) (SOL+p p) ( o- _p_) P2

(selon la Prop. II-A12).

H
Montrons que : (Sa+p p)(\ (F+B __ _Il_,_) g G(p) quand p » +» .
H e
Nous savons que F + B 1% U F + B 1 (Lemme II-A15) or
p Pz P
H
U F+B _1=F+ Bp donc F + Bp_ 1 S F+ Bp' La suite croissante
p>1 =3 12
{( +B Y (F+B__ _1_)} tend vers (S +B )n( U F+B__ 1) au sens
ore P TP el e px1 7o

d'Hausdorff dans EG (Lemme II-Al5).

: + F+B = (S +B U F+B 1
Montrons que (SOL+B Bp)ﬂ( p) ( atp Tf\( o- D

p>1 p

: 1 G = (S +B F+B)
Nous savons que (Soc +Bp)(\ (pElF+Bp_ ;)C (0) ( atp p)(\(

D

4
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Démontrons maintenant 1l'autre inclusion :

L'ensemble G(p) est d'intérieur non vide car F est non vide donc F + Bp

d'intérieur non vide et S non vide donc S + B d'intérieur non vide
a+p o+p o]

et de plus l'intérieur d'une intersection est &gale & 1'intersection des
p

intérieurs.
o
Soit x € G(p). Alors x € F + Bp = lim F + Bp— let il existe une suite

p

xp convergeant vers x telle que : ¥p >1 x € F+B_ _ 1. L'ensemble
' P

0 - 0

G(p) est un voisinage de x donc : Ap, ¥p >p xpé G(p)

. UF+B_ 1
domc : ¥ p 2p x € (S, +B )N (F+B _ %) donc x € (S, *+B)) (p>1 o= ;>

Comme G(p) est un convexe fermé d'intérieur non vide on a

o
G(p) = adh (int G(p)) et comme G(p) C (sa+p+3p)n (pglpgp_ _11;)
alorsJG(p) C( . +BIYN(CUF+B__ 1).
o+p o] pz] p >
" e
En résumé (Sa+p+Bp){\(F + Bp- 1\ G(p

»

ce qui s'derit :

¥e>0 3P, tel que G(P) C (S,,,*By) M (F¥B,_ %_) + B,(€/2)

o
. P Hg F+B 1 (s A
D'aprés ce qui préceéde : (F+Bp__ _1_1)_)(\ (Saﬂ)— }1{ + Bp— ;l{) ( o- f’_)f\ a+p
o
)

ce qui s'écrit :

¥e>0 AN, ¥n>N=>

(F+B %_)n (8g5*By) € [(F+Bp_ D N Sypp ':I)] + B,(€/2)

o o
En résumé :

+ Bz(e)

n

| ' : S
¥e>0 ¥n> Sup(N,P) G(OC [(F+Bp_ %_)n(swp_ ;11_ +8_ 1)
(o] .

+H— —
OtOn

C[(Fﬂsp_ DN, L+B 9] + B, (€)
n n
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donc :
¥e> 03N = Sup(,P) ¥n >N = G(o) CGlom D) + By(e).

Cette inclusion implique :

sup {dz(X,é) / x €G(P)}

1A

sup {dz(x,é) / x € G(p- %) + Bz(e)}

Soient y € § et x € G(p) ; alors x = X, 1+ X € G(p- %9 + BZ(E)
n

La distance d2 est invariante par translation donc :

dz(X,Y) < dz(xp_ ;]1-' Y) + dz(gaxe) ¥ye §

alors dy(x,) < dy(x 1, §) + € < L(o- ']5) + e, ¥x €C(p)
n

d'o L(p) < 2(o- 1) + .

En résuné : ¥ €>0 IN=N,¥n>N = 20) <80~ +e >0

1
1
L= =) < 2(p)

Ceci exprime bien la continuité 3 gauche de £ sur R:. )

Remarque II-B3 :

Si E est un espace de dimensions finie alors la définition de 2(p)

devient :

2(p) = sup {d,(x,3) / x €Gp }

Dans un tel cas tout fermé borné est compact et on peut reprendre la démarche
suivie par VAN CUTSEM pour montrer que la fonction £ est continue sans 1'hypo-

thése de convexité ou de quasi-convexité stricte.

D'autre part, on a alors la relation ¥ p € R 2(p) > p car § + Bp(: G(p)

donc sup {d](x,§) x € §.+ Bp} =p < 2(p).

On aurait pu prendre pour définition de 2(p) la suivante

2(p) = sup {d,(x,D / x € (F+B )OS,

+O} mais dans ce cas on n'aurait pas pu

retrouver la relation précédente en dimension finie.
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Remarquons que nous utiliserons surtout par la suite la continuité
d droite de la fonction £ 3 l'origine donc nous n'aurons besoin que d'une

hypoth&se de quasi-convexité sur la fonction f.

Remarque TI-B4 : E = R2 f(x],xz) = x% + xg

2 2
F={x /_x1 +x, < 1} = €(0,1) cercle de centre O et de rayon 1.

donc o = min {f(xl,xz)/ (x],xz) e F} =0

Sy = 10,0}, 5, = C(0,/p)

G(p) = C€(0,1+p)  C(0,/p+p)

Si p < 1 alors G(p) = C(0,/p+p)

done § = s, N F = {o0,0}

et 2(p) - sup {d(x,0) / x € G/} = Vo + p

d désigne ici la distance enclidienne.

Remarque II-B5 : Dans le cas ol f est une forme linaire de R" alors

G(p) = (F+Bp) N (Hu+B20) oll Ha ={x / £(x) < a}
donc G(p) ne coincide pas avec F(p) = (K+Bp)f\ (H+Bp) C G(p).
Nous avons donc la relation

h(p) = sup {d(x,0) x € F(p)}< L(p).

Cette majoration permet de retrouver de nombreux résultats de VAN CUTSEM.

Prop. II-B6 : Propriétés de la fonction £.

Soient F. et F deux éléments de CFB(E) et f une fonction réelle définie sur E,

1
quasi-convexe et continue.

Posons

%

¢,

min {f(x) / xeF]}, o = min {f(x) / x€F}

{XGF /] f(x) = ocl}, 31:) = {x€F /a=f®]}.

1
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1 . .
Notons : % (resp. %) 1la fonction assocife au couple (f,F]) (resp. (f],F))

par la proposition II-B2.

a) Si pour p ¢ R+

a] a+p . ,
alors §, C § + B, (2(0))
F CF+ Bp -

b) Si pour p € R+

a < ul + D . v | ;
alors ¢ C:¢] + 32(2 ()
F CF1 + Bp v -

¢) Si pour -p € R+

oclgon+p}
Fl CF+ Bp'

alors Ql(p) < L(p) + 2(20)
et f strictement : .

quasi-convexe sur F

(Preuve :

. < A ;
a) Si a, <a+p alors Sa]<:=sa+p(: Sa*p + Bp

D'autre part F1 CF+ Bp

done § = F NS, C (F+B ) N (Syip*Bp) = G(P)
1

Tl en résulte que :
sup {d,(x,8) / xe§ } < sup {d,(x,8) / x € G(p)} = 2(p)

soit ¢, C ¢ + B,(2(0))

b) Si a < a, + p alors Sa(: Sy +oC S + B

1 7o a1+p p

D'autre part F C:F] + Bp
donc § = F f\SOLC (F1‘+BO) N (sa]+p+Bp) = Gl(p)
et sup {dz(x,él) / x € &} < sup;{dz(x,él) / x E‘G](p)} = Ql(p)

soit : ¢ Cf@] + Bz(ll(p)).
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c) La fonction f est strictement quasi-convexe et faiblement sci sur F
convexe faiblement compact non vide donc f atteint son minimum en un
point unique sur F (Théorame I-A4)., Soit X ce point, donc @ = {xo}.
D'autre part :

¥x, ¥y dz(x,y) < dz(x,xo) + dz(xo,y)

donc :

¥ x dz(x,§1) < dz(x,é) + sup {dz(y,é) /'y € @]}.

Selon a) sup {dz(y,é), y E<b]} < 2(p)
d'ol ¥ x d,(x,9,) < d, (x,8) + 2(p)
+Bp) e (F+sz) N (s

Comme G](p) = (F]+Bp) N (su ) = G(20)

+0 oc+20+B2p

on obtient :

sup {d,(x,8)) / x € G (M)} < 2(0) + sup {d, .0 /7 x € c(20)}

soit : 2'(p) < L(20) + 2(p). )

Prop. II-B7 : Propriétés de la fonction X.
Soit F un €lément de CFB(E), soient f]et fdeux fonctions réelles définies su

E quasi-convexes et continues.

Posons :
o =min {f(x) / X—GF}, o(,] = min {f](x) / x GF}
f={xeF/f =0}, 3= {x€F/fx =al.

Notons 2] (resp. %) la fonction associée au couple (f],F) (resp. (fl’F)) par

la proposition II-B2.

a) Soit p un réel positif tel que :
¥x €F fl(x) -p < f(x) < f](x) +p
alors $,C ¢ + B,(2(20))

§C3, + B,y (20))
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b) Soit p un réel positif tel que :
¥ x €F f](x) -p < £ < fl(x) +p
Si f est strictement quasi-convexe sur F

alors Ri(p) < 2(25; + 2(3p)

(Preuve :
‘fl f
- Notons 8 " = {x / £ (x) < o}, s, = {x / £(x) < al
e oy ; g =
£
a) Par définition : @1 =F (\Su]
1

Par hypothése : ¥ x € F f](x) -p<fx < fl(i) + 0

Il en résulte que :

—

FNS,. = {x€F/£,(x) < o} C{x€F/£(x) < o +olixeF/E(x) < a+20)}

1 ,
£ ' £
donc : d_Slc FN SOL+20C (F+sz) (\» (sa+2p+sz) fc(zp)

Par conséquent : sup{dz(x,¢) / x € @1} < 2(2p)

Par définition : § = PO 5]
f

Comme F( S, = [x€e F/E(x) < alCix EF/£, (x) < oc1+2p} = Fﬁsu1+2p
£ » £,
il en résulte que § CF N Sd1+20 C (F+B2p)(\ (Sa]+20+B2p) = GI(ZO)

d'ol : sup {dz(x,@lv) / x € §} 5.sup {dz(x',él) / xe G (20)} = 2,(20)

b) La fonction f étant strictement quasi-convexe sur F et continue sur

E est donc faiblement sci sur F, elle admet donc un minimum sur F convexe
o-compact non vide réalisé en un point unique noté X (Théoréme I-A4)
donc ¢ = {xo}.

Par ailleurs :

¥x, ¥y d,(xy) < dz(x,xo) *+ d, (% 5)

donec ¥ x dz(x,él) < dz(X,é) + sup {dz(Y,é) / ve ¢1}
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Selon a) sup {dz(y,é) /'y €'¢]} < 2(20),

donc ¥ x dz(x,él) < dz(X,é) + 2(20)

£

OL]+Q

' f
D'autre part Gl(p) (F+Bp) N (s +Bp)7(: (F+B3p) f\(sa+3p+B30) = G(3p)

(car par hypothése : ¥ x € E f](x) -0 < f(x) < fl(x) + p)

donc sup {dz(x,§]) / x G(El(p)} < 2(2p) + sup {dz(x,@) / x € G(30)}

soit £ (p) < 2(2p)

-4

£(3p).

Lemme IT-B8 : Soit F un &lément de CFB(E) et soit f une fonction réelle

définie sur E quasi-convexe et continue.

1
Posons F(EO =F + gl
n

1 . 1
a(n) min {f(x) / x € F(E)}
o = min {f(x) / x € F}
1, ...
Alors F(E) €lément de CFB(E) converge au sens d'Hansdorff dans E vers F et

a(%& tend vers a.

(Preuve : On montre aisément que :

1
F(aQ = {X €E/ dl(X,F) < } (car E est réflexif)

1
n
L'application d](.,F) est continue sur E donc F(%) est un fermé de E

puisqu'il s'exprime comme 1'image réciproque du segment [6, %J fermé

par cette application. D'autre part cet ensemble est convexe non vide

. P . 1 .
car F est non vide et borné car F 1'est aussi donc ¥ n > 1 F(H) & CFB(E;

La distance d'Hausdorff sur CFB(E) peut s'exprimer par :

1 \ 1
A(F(9), F) =  Su (x', F) - Px', B
n e 1P00 7@ ¥
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Or ﬁ%x',F+B(£)) = qxx',F) + ?(x',B(%)) (Th. 3 p. 182 HURMANDER)

1
n
X

donc A(F(;ll-) JF): = | sux‘a l‘f( (—)) <
En résumé : F’(}];) H§ F

. 1
Montrons maintenant que : u(-r-{) - O,

.. La fonction f est continue fortement et quasi-convexe elle est donc

faiblement) sci sur E . Soit B une boule de E contenant F + Bl’ on

peut alors Gcrire :
¥Xx€B, ¥¢ > 0 n(x) >0 : ¥x'€8B, dz(x,x') <nx) = f(x') > f(x) - €

L'ensemble F est O-compact, donc du recouvrement U (Bz(x n(x))(\ B)

xeF

on peut extraire un sous-recouvrement fini :

m n(x;) ‘
FC U {B,(x,,—— B} , x, €F viefl,2,...m}

=1 2 127 et .

T\(xi)
Posons N = inf 5 >0
i=1,..,m

H
1 1 g
D'aprés ce qui précéde : F(E) -+ F donc F(E) -+~ F (Prop. II—A4)

d'otl :

AN : ¥n>N= F(%)c F + (8,(NNB)
Soit xne F(_r]I) tel que OL(-:—I) = f(xn)

D'aprés 1'inclusion précédente il existe x €lément de F donc de B

tel que d,(x,x ) <N

n(x.)
' ' : i
Or x € F donc T iG{I,Z,...n} tel que dz(x,{’,x) < 5
x.€- F ‘
ﬂ(x)

<ﬂ(x)doncf(x)>f(x)'€

d'ot dz(xn,xi) <n +

Comme f(xi) >0 ¥i=1,...,mon déduit :
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¥e>0 3N, ¥n>N= a(%) >a-€

La suite (F+B1) est décroissante donc la suite a(lo est croissante et
I Y

n

majorée par o

[1]

Soit ¥ € > 0 N, ¥n>N=a -¢< a(%) <o

| une suite d'éléments de CFB(E) convergeant

Théordme II-BY : Soit {F_}
n'n>

au sens d'Hausdorff dans E vers F &lément de CFB(E), soit f une fonction réell

définie sur E continue et quasi-convexe.

min {f(x) / xGFn}

Posons : o

Q
[

min {f(x) / x€F}

+OH
=]
1]

{x€Fn / OLn = f(x)}

o
it

[x€F / o= £(0)

Notons " (resp. %) la fonction associée au couple (f’Fn) (resp. (f£,F) par

la proposition II-B2.

Si sup Qn(p) tend vers z&ro quand p tend vers zéro alors :

n
an — quand n > +
HO
by — ¢
(Preuve :

* o - 0 quand n > +»

Soit x F tel que f(xo) = 0., La fonction f est continue en X donc
o

¥e>0 dn, Vxllx—xollgn]=>f(x)5f(xo)+e.

Selon le lemme II-B8 :

=> a(%) >a - €

¥e>0 AN, ¥n>N
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Posons ng = inf (n], %—9 >0
1

H
Par hypothése : Fn Yr soit

FnCF+Bn3

¥n>N =>

>
ny > 0, 3 N,, 2 FCF +3B

3

De ce qui précéde on déduit :

, ,
¥ >N F F + = > —
n 2 nC BnCF+B1 0Ln-o.L(N)
3 - i
N]

Or a(l—o > o - £ donc
Nl—

¥e>0 3N, :t ¥n>N,=>0a >a&-=-¢
2. 2 n - )

Par ailleurs : ¥n >N, = FCF +B CTF + B
2 n n3 n n]

or x € Fdonc : ¥n>0N, Ax € F_ tel que ||x -x_|] <n
o n n o 'n' -

2 1

ol < < =
d'oll a < f(xn) < f(xo) +€=aq +»;

En résumé :

¥e>0 3N, :¥n>N = |a-aof <e
2 2 n -

H
x 9,@

in
Remarquons d'abord que @n et @ sont des &léments de CFB(E) donc de

CK(EO).

La fonction % est continue & droite 3 l'origine et 2(0)-= 0 donc :

¥e>0 Hp1>0_:O§p§p]=>Q,(p)§€

Par hypothése :
¥e>0 3p2>0,0§‘p5p2=>2n(p)55 ¥n>l
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Posons p3 = inf(p],pz) >0
Comme par hypothése : Fn Hl\l F

donc :

'FnC F + Bp3

¥n>N =>

'A>
Py > 0, 3N, 1 FCF_+B

P3

D'autre part o tend vers 0, soit :

Py > 0, AN

p» ¥ 0> N, = lo_-al <o

3

Selon la proposition TI-B6 :
9, C &+ B,y(R(0,))
¥n>N=sup(N,N) => o
: n,.
§Co +B,(R7(Py)) |
Comme : 2,(p3) <eet SLn(p3) <€ V n>1, on déduit
| ¢ C ‘3" B, (e)
¥n>N=> o :
Q C én + BZ(E)
Par hypothése Fn tend vers F au sens d'Hausdorff dans E donc il existe
‘une boule 3(O,r) dans E telle que

¥n FnC B(0,r) et F CB(O,r) (Prop. II-A7)
donc : ¥ n én C B(0,r) et § C B(O,r)

On peut donc écrire :
¢, cd+ Bz(e)f\B(O,Zr)

¥e>0 §N, ¥n>N= $ €3, + By(e)M BO,2r)

En effet, soit x € én alors il existe x € ¢ tel que dz(xn,x) < €.
Or xn€ B et x € B donc Hxn—xll < Han + ||x]] < 2r = X = x € B(0,-

Un raisonnement analogue peut &tre fait pour 1'autre inclusion.
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Comme la topologie faible et la topologie induite par d2 coincident
"

sur toute boucle de E on en déduit que : § g 3. ' ' )

Remarque IT-B1O .:

1) Supposons que f est strictement quasi-convexe sur F.
La fonction 2(.) est continue i droite et 2(0) = O donc .

V€>0303>0,0§p§p3=>2(2p)<_e.

n 03
Par ailleurs:p3>0,3N],Vn>Nl=> FCFn+Bp
3
-al <
[ocn ol 0y

I1 en résulte selon la proposition II-B6 a) et b)

3, €8+ 8,000,
¥n> N] => n.
~ dcCd + 3,00 (o)

Or f étant strictement quasi-convexe sur F,

¥on >N 2%(p,) < 8(py) + 2(20,) (Prop. II-Béc)

En résumé énc @ + B2(2€)
¥e >0 EJN], ¥n>N =>

1 §C§_n 4 32(25)

HU
soit : § > .
n
‘ Co S CoLL ] . n ~ : . - -~ - . .
Nous voyons que lés fonctions & pouvant &tre majorées i partir d'un certain

rang et pour p assez petit par la quantité 2(p) + 2(2p). Il en résulte que

la condition "sup !Ln(p) tend vers zéro quand p tend vers zéro" est réalisée
n

car % est continue i droite en zéro et 2(0) = O.
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. . . - . n .
~2) Notons aussi que la condition impos&e aux fonctions £ sert uniquement
dans la démonstration de la convergence de §n vers § et aucunement dans la

démonstration de la convergence de o vers a.

c.

Prop. II-Bll : Soit {Fn}n;] une suite d'éléments de CFB(E) convergeant au -

sens d'Hausdorff dans E vers F &lément de CFB(E), soit £ une fonction quasi-

convexe et continue.

.81 : sup Rn(p)74<g quand p > O
n

HO
alors @n—7ﬁ* $

(Preuve :

On a = lim (sup Qn(p)) > 0 donc
o0 n

n . . E
Comme sup £ (p) est une fonction croissante, on a :
n : ’

Fe >0 tel que sup ln(o) >e , ¥p >0,
a :

Oou encore

<> Fe>0:¥%k sup 2(%) > €
n
1

@> dylx 0 ) >e.

<> Fe>0:¥k 3 o, 3 x €G
Lo oMk M M

Montrons que la suite {nk}k>l n'est pas bornée.

Si cette suite &tait bornée il existerait une sous-suite constante n

et on aurait :

-

n
Je >0, ¥k tel que & o(%) > E,\ée qui contredit la continuité i droite

n
. o - . .
de la fonction & =~ & l'origine..

On peut donc extraire de la suite {nk}k>l une sous-suite croissante

notée elle aussi n, et vérifiant : =
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. 1 .
3e>0,%¥k21,3n >k, 3x €6 (I, d(x ,§ )>e.
- nk nk 2 n nk

k k
H
Par ailleurs Fn N F soit :

K CK + B
m 1

P
K CK+B

¥peN, M EN: ¥m>M =

o |

i >
Posons inf {nk / n 2 Ml}

=]
"

. S N ,
inf {nk > Mp n, > n, » k> 1

o p-1 p-1

On construit ainsi deux suites {ip}p>1 et {ni } strictement croissantes
- p p2!

vérifiant

. N
F3e>0, ¥p, 4 n‘i , 3 lp’ 3 x ¢ (;. (;—D tel que
P v i - i Tp o N

1
& -
et A(Fn o F) >

i
P

Nous avons donc :

¥pEN x € (Fn‘+B])ﬂ(Su ; +B )
1 1 -— n, + <+
P P 1 1 1

s . . .
et en particulier X € {Fn. B1 }

par ailleurs Fn C F + B1

i -
P P

et{F+B}_}+Bl__ =F +B
P i

o |-
+
o] v
o
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. 1 1 - . ) P
donc comme la suite {; + —} est décroissante, nous pouvons écrire :

p p>1

¥ p x € F+B]+_!__
i i
P 1

est O-compact, on peut donc extraire une suite

|

, .
L’ ensemble F + Bl+

e

1

notée encore X qui converge faiblement vers x € F + B]+ 1
i i
% 1
Nous savons que : ¥ p d'1 (xn F) < 1 + -%—— La fonction d](.,F) est
. i \ L
%
. ~ g ~
O-scl en x et xn + x donc

p

¥e>0 BP:vp>P£>d1(xn ,F)>d](§,F)-—€.
‘ i

P
‘ ' 1 1 ~ 1.1
Oor ¥ p d,(x F) <5—+—= donc ¥ p>P 4 ,(x,F) - € < —+ <+
1" n, i p 1 -p 1
i P | P
P
et par passage 3 la limite on obtient :
¥e>0 d,(x,F) <e=> d, (x,F) = 0.
Comme F est fermé alors x € F. .
Montrons que X appartient 3 SOL.
. . 1
Posons BP = Oi,n + %— . Comme OLn + od (Th. II-B9) et lim T = 0 alors
i : P
_ p P :
B >o
p .
- : 1 1 1
donc : ¥ n>1 3P : ¥pP>P=>B <qg+—et v+ < —
z P — n i n
P
' . + > P
dou.SBC$a+l et,SB+BLCsOL+_1_ By ¥
P n P i n n
p R
Or ¥ n : Sot+ 1+ B1 est un convexe fermé non vide donc
ol -n —
n
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lim* §o +B, €S, 1+8B ¥n>1 donc

Tim s, +3 Cf) (5. 1+B)

B 1 o+ — 1

— > n —

1 - n
P

Montrons maintenant que M (s 1+8 YC s
o - >l o+ 'E l é o

B ; ‘ > . - —
Soit x €5,, 1+ B] ¥n >1 alors : Exne Sqs L tel que | % an En
Lo . n — } n .
n
donc lim x =x et f(x) 50L+-]-.
poto D A n
Or f est continue donc f(x) < 0 et x ‘e Soc'
D'autre part nous savons que : x € lim Soc 1t B1
' NI
p p p
donc x € S, On a donc montré: que x € FN Sy = o
- HO'
Montrons maintenant que Qn > 3. ¢
Nous savons que :
¥e>0 AP, ¥p>P= dz(xn ,X) < g/2
i
%
' . >
D'autre part : ¥ p d2(xn. ’¢n. ) > ¢
i i
o ; p p
donc ¥ p > P d2(§,¢n ) > e/2
i
: P
puisque x € § ona :
1P > > ‘ + .
3e¢>0 43P N,¥p>P, 3 n, P. §<:,@n. B2(€/2) )

1
P p



Remarque II-B12 : Cette proposition permet de constater que la condition

fn . . .
"sup 27 (@) > O quand p > 0" est nécessaire et suffisante pour assurer la
n

convergence de la suite én vers l'ensemble § dans le cas o la fonction f

est quasi-convexe et continue.

Théoréme II-B13 : Soit F un é&lément de CFB(E), soit {fn}n>l une suite de

fonctions réelles définies sur E, quasi-convexes et continues, convergeant

uniformément sur F vers f, fonction réelle définie sur E quasi-convexe et

continue.
Posons : a = min {fn(x) / x € F}
o =min {f(x) / x € F}
b ={xeF /o =t )
={x €F / a=£f(x)}.

¢
Notons ln (resp. ) la fonction associée au couple (fn,F) (resp. (f,F)
par la proposition II-B2.

Si sup ln(p) + 0 quand p > O

n
alors : o — o
n
Hc
— @
(Preuve :

Montrons que an > .

Nous savons que la suite (fn)n>l converge uniformément vers f sur F soit
¥e¢>0, 3N, ¥n>N f£x) ~e<f () <£(x) + e ¥ x€F

- done : min f(x) - € < min £ (x) < min £(x) + ¢
y - n’ -
‘x F x F x F

soit : ¥ € >0, 3N, ¥n>N=>a-e<a _o+E¢.
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Hy
x ¢ >

n

¢

La fonction £ est continlie & droite en zéro et £(0) = 0 donc :

IN

vg>o,apo>o,o§p po=>2(20)<_e.

Par hypothése :

¥e>0,13 P, >0, 0<0p

1A

° =>»2n(20) <e€ ¥ n

Par ailleurs : lim & = o donc, si on pose :
n
nreo

p, = inf (p_»p;) >0, 3N ¥n>N=> Ian-a| <0,

I1 en résulte selon les propriétés des fonctions £ et Zn (Prop. II-B7)

que :

§,C 8+ B2 (20,))
$ Cg + B,y(L (20,))

Oor p, < p, et p2 < o, donc :

2 1

<§nc§+B2(€)
¥e>0 AN, ¥n>N =

a ‘ §cd + B,

L'ensemble F est borné donc il existe une boucle B(O,r) de E telle

que ¢ F CB alors ¥ n ;ﬁnc B(O,r) et ¢ ¢ B(O,r).

On peut alors écrire :

§ €&+ B0 B(O,2r)

Ve>o,3N1,Vn>Nl=——'
$ C§n + Bz(e)n B(0,2r)

Comme la topologie faible et la topologie induite par la distance d2
colncident sur B(0,2r) on a donc :

HO'
¢, > & N )
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Remarque II-Bl4 : Si f est une fonction strictement quasi-convexe sur F,

‘alors § se réduit a un point. Si de plus 1la suite (fn) converge unifor-

n>1

mément vers f sur E, alors selon la proposition II-B7(c) :

¥o>No L () < 220) + 2(30)

donc 2_(20) < L(4p) + 2(6p)

Si 1'on choisit Py tel que

¥e>0, ¥p< Py (6p) < €/2
alors

b cd_+ B,(e)
¥n>N { n 2

$ C &+ B,(e)

H
soit @n g J.

of
La fonction £ majorant i partir d'un certain rang et au voisinage de zéro l:

fonction Qn’ la condition imposée aux fonctions (Qn)n>1 est alors réalisée.

i

"Prop. II-B15 : Soit F un E€lément de CFB(E), soit (fn)n>1 une suite de

fonctions définies sur E, réelles quasi-convexes et continues convergeant

uniformément sur E vers f, fonction quasi-convexe continue réelle définie

sur E.

Si sup Qn(p) + 0 quand p > O
n

Hy
alors § > ¢.

(Preuve :
Nous avons l'équivalence suivante :

sup & (p) >0 <> 3¢ >0, dneN, 3x €6 (), d,(x s0,) > €,
n
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Par hypothé&se lim (sup 2 (p) # o)
n
pro n

donc :

1 ‘ .
] e, > 0O, ¥k EN, H n, €N, 3 xnké Gnk(iz) tel que dz(xnk,(ﬁnk) > €,

La suite {nk}k>l n'est pas boucle car si elle 1'&tait, il existerait

une sous—-suite constante n_ pour laquelle :

C 1 . . . e .
3 e, 0, ¥k N, Q’n (E) > €, ¢ qui contredit la continuité droite
o

de la fonction SLn d 1'origine.

On peut donc extraire de {nk}k>l une sous-suite croissante encore

notée {n'k}k>1 et vérifiant :

1
3eo> 0, ¥k € N, Bnk.>k, Exnké Gnk(—) tel que dZ(Xn P ) > el

k My

‘ _ f

Par définition : G (—]12) = (F+B1) N (Soc  * B]) CF + B]. L'ensemble
Tk K "k

F + B, est g-compact, on peut extraire de {x } une sous-suite

1 n

k k>1
[x. 1} telle que x § %erF+B,.
n n 1

i i
'p p>1 p

~ f
x Montrons que X € § = F N SOL.

Nous savons que ¥ p, X € F+B

1
T d](xn.F) <1
: i
p

1 K %
i
P P
. 3 -~ 0 ~
La fonction d](.,F) est sci faiblement en x et X 3+ ¥ donc :
i
P

¥e>0 AP :¥p>P= dx B xd &F -¢
i ‘
P

~ 1

or ¥ p d](x ,F) < —l—— donc ¥ p > P dl(x,F) -e < T et par passage
p

34 la limite on obtient ¥ £ > O dl(i,F) < e = dl(i,F) = 0,
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Comme F est fermée alors x € F.

f f
n, n,
Nous savons que X € S P + B alors il existe x' € S P
n. a 1 1 v n. a 1
oo M TT T oo M T
P P p PP
. v _
tel que d,(x ,X' ) < —. Donc x - x' = 0 dans E donc dans F _,
1 "n, n. -1 n. n, o
i i p i i
P p P %
c'est a dire ici : d2(xn ,x; ) > 0. L'inégalité :
' i i
P p

dz(xg ,x) < dz(;{,xn ) + d2(xn ,xa ) implique alors que :
i i i i
P P P P

Par hypothése :

¥e>0, 3N : ¥n>N=> f(x) -¢ < fn(x) <f(x) +€ V¥ XEF

d'oi : ¥ >0, 3P : ¥p >‘P = f(xy ) -e s (=g )< By )+ e

i i i i
P P P p

D'autre part f est faiblement sci en X soit :
¥e>0 JUe Vo(i) :x'e U= fx') > f(X) - €

Par ailleurs : x;
i
p
U e Vg(i), 3P, ¥ p > Pi => xé € U, d'ol suivant la relation

1
P

précédente :

f(x' ) > I - ¢
n, © =
p

En résumé :

, S o i et ) e 2
¥e>0, 3P, = sup (P,»P) : ¥ p > P, => f£(x) < fni (xni )
p p
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Donc :

¥e>0 3P, ¥p>P, = £(R) <a + 2.

2’
i

2 +_!._
1

P P

Comme O
n

1
.
1 1

P p

- ~ f
En conclusion : x € Sa'

H .
[e] .
x* Montrons que : én * ¢ quand n>»,

Nous savons que :

> > => ’ X
Eo 0 3 P] ¥ p P] dz(xn. ,X) < 80/2.

1
p

Or ¥ p dz(xn. ,én. ) > €
1 1
P P

o]

donc ¥ p > P, dz(x,én. ) > ?0/2

1
p

soit :
q €9 3p N, ¥p>P 1 n, tel que 3 C én. + B2(€/2).

1 p i
P

1

Remarque II-Bl6 : Cette proposition permet de montrer que la condition

sup ln(p) + 0 quand p»0 est nécessaire et suffisante pour qu'il y ait
n

convergence des ensembles §ﬁ vers § dans le cadre des hypothéses du

> &, (Th. II-BI3), ¥ € > 0, f(X) < o + 26 = f(X) < o.

théoréme II-B13 en supposant en plus que la convergence des fonctions fn

vers f est - uniforme sur E.
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Théoréme II-B17 : Soit {Fn} une suite d'éléments de CFB(E) convergeant

nzl

au sens d'Hausdorff dans E vers F élément de CFB(E), soit {fn}n>1 une sulte

de fonctions réelles définies sur E, quasi-convexes et continues, convergeant
uniformément sur E vers f, fonction réelle définie sur E, quasi-convexe et

continue.

Posons : o min {f(x) / x€F}, a = min {fn(x) / xan}.

{xGFn / fn(x) = Otn}, $=1{xeF / f(x) = al.

@n

Notons 22 (resp. Qn) la fonction associée au couple (fn,Fn) (resp. (fn,F))

par la proposition IT-B2 :

Si sup Rz(p) -+~ 0 et sup Qn(p) =+ 0 quand p*0
n n
HO
3 + .
alors : o >0 et §n d
(Preuve :

* Montrons que an > .

Par hypothése fn converge vers f uniformément sur E donc :

. ) E
V€>0,3N],Vn>Nl=>f(x)—%sfn(x)gf(x)+§ ¥ x€E

Soit X € ¢. La fonction f est continue en X d'ol :
¥ e > 0, 3n >0, ¥ x l]x-xo|l <n= f(x) < f(xo) +e/2 =0 + /2.

Selon le lemme II-B8, a(%) = min {f(x) / };eFWB]} converge vers o

n

soit :

1
¥e>0 aNz,Vn_zN2—>oc(a—)_>_oc, el2.

. 1
Posons p, = inf (n, E—? > 0.
2

" F C Fn + Bp
Par hypothése : Py >0, 3 N3, ¥n> N3 => { 1

F CF+ B
n
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Posons N, = sup (N], N

4 3)

Sin>-N4=>F CF+B C F+8B
n o, 1

Ny

alors min {£(x) / x€F + B, } < min {£() / xeF }.

N

2
Or pour n > N4 f(x) ~e/2< £ (x) ¥x d'oi min f(x) -€/2<a
i -n
x¢F+B]
N,
c'est 3 dire o > a(—]—) - e/2.
n - N2
Puisque : ¥ n > N, oc(—]—) >a - €/2 on a alors oc(]—) >a - ¢e/2.
- n - N2 -

En résumé : ¥ n > N4 =>oa 20-c¢€.

Pour tout n > N,, FCF +B €F + B .
4 n pl n n

Or Xo € Fd'ol : ¥n > N4 5 | xn & Fn tel que ||xo-xnl| <n

puisque llx—x0|| <n= f(x) <o +¢e/2 alors f(xn) <a+ef2.
)
D'autre part £ (x ) < £(x ) + e/2

il en résulte que :

€
> => < + =<0 + €.
¥ n N4 an < f(xn) 5 < o+ €

En conclusion : ¥ € >0 3N = N4 : ¥n>N =¢v{u—un| <e.

HO
* Montrons que @n > 9.

Posons ¢r'1 = {x€F / fn(x) = min {fn(x') / x'"€F} = ar'l}.

H
Par hypothése : Fn § F donc il existe une boule B de E telle que :

¥n>1 FnC B et FCB (Prop. II-A7)



_54_

Nous savons que : ¥ n > 1 (¢r'1’¢n) € [CK.(EOAB)]_Z ot ¢6CK(EO(\B).

Or la topologie d'Hausdorff sur CK(EJ\B) est métrisable.

Appelons A2 cette métrique.
Onca s 8@ .8 <8, 8D + 8,00,
Selon le théorme II-BI3 : lim A @',5 =0
27n
nroe

donc : ¥ >0 83N

(> ¥n>N = Az@t'l,@) < €.

Les hypothéses sup 22(0) + 0 et sup Qn(p) + 0 quand p>0 se traduisent
n n

par :

¥e>0 3p >0 0<p o = L0(0) <eetl () < ¥n> |

Par ailleurs : Fn Hm F quand n*>+°

FnCF+Bp

d'oip >0, 3N,, ¥n >N, = o
o] 2 -2

FCF_+ B

Comme lim o' = o (Th. II-B13) et.lima_ = o
n-+o n neo n
> ' > = o'l <
alors po o i N3, ¥n N3 locn ocn‘ < po
En résumé :
FCF+8B
n p
o
> +
¥n sup (N2 N3) FC Fn Bpo
1
a' = p <o <o +0
o- n- n o

Alors selon les propriétés des fonctions QE et Qn (Prop. 1I-B6) on
peut écrire :
. n. ..
§:c d, + By(& (o))

¥ n > sup (N2,N3) => .
¢, C §n * BZ(Qn(po)) )

- . |
i : < < €.
Par ailleurs : ¥ n > 1 Rn(po) <€ et Zn(po) <€
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I1 en résulte que :

¥ 1> sup (N),N,) 8,(§ 56 ) < e

En conclusion :

¥e>0 3N = sup (NI,NZ,N3), ¥n>N=> Az(é,én) < 2e, )

Remarques II-BI8 :

1) Si f est une fonction strictement quasi-convexe sur F alors 3 partir

d'un certain rang et su un voisinage de zéro on peut majorer les fonctions
n . - . - .
ln et Qn par continue a droite en zéro telle que 2£(o) = 0. Les deux condi-

. . - . n e pea
tions imposées aux fonctions zn et Kn sont alors vérifiées.

2) Toute fonction de E dans R convexe est continue donc tous les

théorémes de cette partie sont valables pour des fonctions convexes.

3) En dimension finie les deux convergences d'Hausdorff Ho et HN

coincident ce qui permet de retrouver les résultats de VAN CUTSEM dans le

cas d'une forme linéaire.
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Théorémes d'approximation du probléme (1)

Dans cette partie nous allons appliquer les résultats de B afin
d'obtenir des théorémes de convergence presque sire et en probabilité.

Rappelons les hypqthéses qui seront constamment faites dans cette section.

* (Q,4,P) est un espace probabilisé, A une tribu compléte pour P

* f(.,.) ¢ QXE->R

w, x > f(w,x)

Y¥w€ Q, f(w,.) est quasi-convexe et continue

¥x€E -, £(.,x) est mesurable
ige€ L}R«z,-A,P) : WEQ, ¥x€E [fw,x)]| < g
% ' : § - CFB(E) est mesurable.

Nous noterons

a(w) = min {f(w,x) x € T(w)}

d(w) = {x € ¢p(w) / £(w,x) = a(w)}
= . f(w,')

G(w,p) = (l“(w)+Bp) 0 {Sa(w)+p+Bp}

_ oflw,.)
Soc(w)*p(w) = Sa(w)+p

2(w,0) = sup {d,x$w)) / x € Gw,p)}

PROPOSITION II.C.1

La fonction 2(.,p) est mesurable et appartient a Lm(QA4P,B1)
Si E est de dimension finie et s'il existe h € LP(QQP,BK) telle que :

(Dans ce cas la distance choisie pour définir % est dl)'
Vw € 0, ¥x € T(w) Hx“ < h(w) alors &(.,p) € LP(QA.P,BR)
(Preuve ’

* Gl(.,p) est mesurable

Par hypothése I' est mesurable et a valeurs dans les parties fermé
non vides de E, Banach séparable donc il existe une suite de sections mesu-

rables {gm(.)}n > 1 de T telles que : T'(w) = Tgn(w)}n . 1 (Théoréme

de sections de Kuratowaki Ryll-Nardzewski 03 p 5 VALADIER).
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On peut écrire

¥ €E  d,(x,I (W) = inf d,(x,g_(w))
n

L'application dl(x,.) est continue de E dans R et gn(.) est mesurable de
2 dans E donc =
¥x € E ¥n > 1 dl(x,gn(.)) est mesurable d'od inf d](x,gn(.)) est A-mesurable

S o . n
En résumé ¥x € E 'di(x,P(.)) est mesurable.

L'application d](.,P(.)) est telle que;:
¥x € E dl(x,P(.)) est mesurable
Y € Q d](.,F(w)) est continue

Donc la multiapplication {x € E / d](x,F(.)) < p} =T(.) + Bpest A-mesurable
(Lemme I.B.2).
On montre facilement & partir de ce lemme que la multiapplication

{x € E / di(x,sa(.)ﬂ§.)) < p} est A-mesurable.

Les applications d](.;F(w)) et d,(.,$
I‘(w) + Bp et S

| a(w)+p(w)) étant continues les ensembles
a(w)+p(w) + Bp sont fermés dans E.

D'autre part
Yw € Jlw < (F(w)+Bp) N (Sa(w)+p(w)+Bp) = G(w,p) -

comme ¥y ¢(w) # &
alors ¥w € @ , ¥ > 0 G(w,p) # 0 .

I1 suffit d'appliquer le lemme I.B.1, pour obtenir la mesurabilité de G(.,p).

% Montrons que £(.,p) est mesurable.
' ‘La multiapplication ¢(.) est -mesurable (Théoréme I.B.3) et &
valeurs dans CFB(6) donc il existe une suite dense de sections mesurables

wm(.)4te11es que 1mn(w)}n 51 = d(w) (Théoréme de Kuratowski~Ryll-Nadzuwski

03 p 5 VALADIER).

Comme la fonction d2(x,.) est fortement continue pour tout x de E

(Lemme I.B.7) alors :

d,(x,¢(w) = igf d, (x5 (W)
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Comme dz(x;pn(.)) est mesurable alorS'inf’dz(x;pn(.)) est
n>1

mesurable, donc
¥x € E d2(x,¢(u)) est mesurable.
D'autre part ¥y € Q , ¥x, ¥y € Eliz(x,¢(m))-d2(y,¢(w)[ S_dz(x,y)

donc d2(.,¢(m)) est faiblement continue sur tout_c—compactv(DUNFORD-SCHWARTZ
donc est fortement continue sur tout compact de E. Il en résulte que
d2(.,¢(w)) est fortement continue sur E (CHOQUET Corollaire 2 p 65). Nous

avons maintenant :
¥x € E dz(x,¢(.)) est mesurable
¥ € Q dz(.,¢(w)) est continue
donc d2(.,¢(.)) est &E R A mesurable-(Remarque du Lemme 3.1 CASTAING).

D'autre part il existe une suite de sections kn(.) mesurables de G(.,p)

—————

telles que : {kn(w)} = G(w,p) (Théoréme de sections de Kuratowski-

‘ n> 1
Ryll- Nardzewski 03 p 5 VALADIER).

_ On peut donc écrire :

L(wsp) = SUP{dZ(X,i(w))/X € Glw,p)} = sup dz(kn(w),é(w)))
. , Wil,
Pour tout n dz(kn(" §(u,.) est mesurable car kn est mesurable de méme que

dz(.,é(.)). I1 en résulte que {(.,p) est mesurable. -

Nous avons que
¥x, Wy dz(x,y) < 2 donc Wy E 0 Vp‘EAK{v Q(Q,p) <2
d'ol 2(.,p) € L”(Q4P;R) .

Dans le cas oil E est de dimension finie 1'hypothése foule permet d'écrire

.comme o
L) < sup d; (k@) ,x*@)) < sup [k @il + [xF@i on x* €5y
n nzl .
et que :
I* @l < hw) et [k @I < h@w) +p Vo>
que

L(wsp) < 2h() +p et  2(.,p) € LF@APSR) L)
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PROPOSITION II.C.2

Si les hypothéses de la proposition II.C.1 sont vérifiées dans

le cas ol E est de dimension finie alors “Q(.,p“ p > O quand p >0 .
L

(Preuve : Nous savons que : ¥y € (. 2(w,p) » 0 quand p» O (Proposition II.B.2)
soit Py ™ 0 alors 0 <@ <, = 0 < 2(w,p) f_Q(w,po)

Or ¥o , 2(.,p) € Lgi(QAP)‘ donc
La famille {2(.’p)%§P§PO converge vers O presque slirement et la famille

P e . ..
[2(.,0)]0<p<p est eéqui-intégrable (NEVEU- Proposition II.5.1) donc

[/ (2(w,0)EaP1/? 5 0 quand p » 0 (NEVEU Proposition II.6.1 p 55)
$¢

PROPOSITION II.C.3 :

Soient F] et F2 deux multiapplications mesurables i valeurs dans

CFB(E),

alors AI(FI(')’FZ(')) et Az(fl(.),Fz(.)) sdnt mesurables.

(Preuve : la démonstration de cette proposition est analogue 4 la démons-

tration de la proposition II.5 de VAN CUTSEM).

Définitions : II.C.4

Soit {%}n 5 | une suite de multiapplications mesurables a valeurs
dans CFB(E), soit T une multiapplication mesurable 4 valeurs dans CFB(E),
nous dirons que Fn converge vers T

1)  presque slirement fortement si la variable aléatoire A](Fn,F)
tend vers O quand n tend vers ® presque siirement

2) presque slirement faiblement si la variable aléatoire AZ(Fn,F)

tend vers O quand n tend vers « presque silirement

3) en probabilité fortement si la variable aléatoire Al(Fn,F) con-

verge en probabilité vers O quand n tend vers « .

4) en probabilité faiblement si la variable.aléatoire Az(Fn,F) con-

verge en probabilité wers O quand n tend vers « .
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PROPOSITION II.C.5

Soit’Fn(.) une suite de multiapplications mesurables 3 valeurs
dans CFB(E), convergeant presque surement fortement vers I multiapplication
mesurable i valeurs dans CFB(E) et soit f(.,.) une application définie sur

Q x E a valeurs dans R telle que :

¥x € E, f(.,x) est mesurable

¥we€ Q, f(w,.) est quasi-convexe et continue

Posons

a(w) = min {f(w,x) / x € T(w)}
an(w) = min {f(w,x) / x € Fn(w)}

¢w) = {x € Tlw) / f(w,x) = alw)}

¢ (w) ={x € T (w) / £(w,x) = an(w)}
Si sup 2"7(.,p) 2 0 quand p >0
n
Ps
Alors qn(.) > oa(.)
Ps

¢n(.) > () faiblement .

(Preuve : Par hypothése Fn converge fortement presgue surement vers I' donc
q Qo € A tel que P(QO) =1 et Wy € QO R Tn(w) converge vers [ (w.

au sens d'Hausdorff dans E .

La fonction sup 2" (w,.) est croissante donc la convergence en probabilité
vers O quand B tend vers O entraine la convergence presque siire vers 0 et o
peut &crire :
n
X Q€ A tel que P(Q,) = 1 et ¥ € Q sup & (w,p) > O quand p > O .
n

Posons

Qz = Qo N Qi , alors P(Qz) =1 .
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Pour w € Qz » les hypothéses du Théoréme II.B.9 sont vérifiées,

par conséquent

Yw € Q, , a (W) > o(w)
H

. d)n(w) __(; d (w)

Remarque I1I.C.6.

En dimension finie les convergences au sens d'Hausdorff faible
et forte coincident. Le théoréme précédent indique alors que ¢n tend vers

¢ presque siirement. Soit x un &lément de S, , on peut alors trouver une

¢

suite de fonctions mesurables X appartenant a S¢ qui converge presque
n

slirement vers x (Proposition II.33 p 65 VAN CUTSEM).

Théoréme II.C.7

Si en plus des hypothéses de la proposition II.C.5 on suppose que
1]
p' € [1,+d , dh € LP (QAP,R) tel que ¥w € ,¥x € E, |f(w,x)l < h(w)

alors

S¢ > S¢ au sens d'Hausdorff dans Lg(QAP,E)

n

pour tout p appartenant a [ 1,+d .

(Preuve

. . P
Les 0. sont mesurables (Théoréme 1.B.3) et de plus appartiennent a L (Q4P,R)
n
du fait de 1'existence de h, d'autre part 0. converge vers o presque slire-

1

ment et {R%IP }n 5 | est une famille équi~intégrale donc
LP' . .

o > O (NEVEU Proposition II.6.1).

n
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* Sén—* Sé

Rappelons que : Az(in(.),§(.)) = max (e(§n,§),e(§,@n))

ol e(f (w),fw)) = sup inf d,(x,y)
. € (W) YEP(w)

o]
— < 2 ¥x € F , ¥y € E
2 .

Yo € QA, (9 (),§(w)) < 2

Comme AZ(in’Q) est mesurable il en résulte que :

wp € [1vd 4,3 ,8) € Ly (P).

Montrons maintenant que :

wP € [ 1,0 Aé(s§n’3§) §_HA2(§n,§)HLP

Soit :
x € S§n et flw,x) = [§2(xn(w),X)]P .

La fonction f(w,.) est faiblement continue sur tout compact donc

{x € p(w) / £(w,x) = min f(w,x"') x' € ¢p(w)} est non vide. Nous pouvons
donc dans ces conditions appliquer le théoréme I.B.4 sans l'hypothése de
quasi convexité qui srvait uniquement a montrer que f{(w,.) &tait g-sci.

On a donc :

min [dz(xn(m),x)]PP(dw) = inf | [dzﬂxn(w),x(w)]PP(dw)

Qx€P (W &% Q
Posons :
) 2
u = min [d,(x_ (w),x] P(dp) et
° IQXG§(<») > |
u(x) = fQ£d2<xn<w>x<w>]PP<dw)
on a
u, = min u(x)

xES¢
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1/p

La fonction (.) est croissante de Hl+ dans H{+ donc :

1/P ]l/P

(uo)

= min [u(})

ce qui s'écrit encore :

¥ €8y [f  min (4,0 (w017 " T = inf [ [d)(x_(w),x(w ] P@w]""

n 0 x€do(w xES§ Q

d'autre part :

min [d (k ,x)]P <  max min [d,(x ,x)]P ¥x € (w)
€3 ° O x €5 (0 ¥E§w 1 " o~ h

donc : ¥x € S
n )

n

[f  min [ayx 01 @1"" <[f max  min[d,x x0"Pcaw]'/F
Q x€§(w xS, €

n

d'old : Comme

sup [ min[d,(x (w,x]"Pw]"?
X€S¢ %€ ¢ (w)
n

= swp inf [f [d,(x (0, x()] P@w]®
anS x€S Q

¢ ¢
alors :
sup inf [f, [d,(x (2@ P@w " "F <[ [Le(d (0§(w@IPwl'F

X €S x€S T Q

n= g, ¢

et

P 1/P ! !
e<s§n,s§) 5[-}Q[e(§n(w)§<w>] PAw] ™ < Az@n,@.lLP

On pourrait aussi démontrer en intervertissant les rdles de én et § que :

e(sé,s%) <l Az(c_ﬁn,@lLP
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S, (85 »Sp) < lIA2<q§n,s§ilLP

Nous savons que AZ(én’§) converge presque silirement vers zéro et que la
. 1P o e e
famille [Az(ﬁn,@lf n >l est équi-~intégrable donc “AZ(én’é)”LP tend
vers O (Proposition II.6.1. NEVEU) et 62(3(§ ’Sé) tend vers O;quand n tend
: . : n pu

vers +oo

Remarque I1I1.C.8.

Dans les théorémes précédents si l'on suppose que
Yuw € @ f(w,.) est strictement quasi convexe et continue alors la solution

du probléme (1) est unique et la condition sup Qn(m,p) E 0 quand p > O

n
est remplie.

En dimension finie, si 1'on suppose qu'il existe une fonction
g(.) de LE(4P,R) telle que :
VWEQ ¥E U T (UTwW [ <ew

n>]

alors on a 1'inégalité :

8, (Sg »S2) < [la, . ®ll

I §n ) 1'in LP

donc S(.5 tend vers S6 dans LP muni de la norme. La démarche est la méme qu«

tn
que celle suivie dans la démonstration précédente. L'hypoth&se sert unique-

P e . P
ment 3 montrer que {|A1(§n,§)| } est &qui-intégrable.

n > 1

Théoréme I1I.C.9.

Soit (I‘n)n 5 | une suite de multiapplications mesurables i valeu
dans CFB(E) convergeant fortement presque sirement vers I multiapplication
mesurable i valeurs dans CFB(E), soit f une application réelle définie sur

QXE telle que
VweéEQ, f(v,.) est quasi-convexe et continue.
¥x € E, f(.,x) est mesurable.

soit (f ) > 1 uné suite de fonétions réelles dé&finies sur @ x E vérifiant
n’n

pour tout n les mémes hypothéses que f et telles que presque slirement

sup |fn(w,x) - f(w,x)| > 0 quand n »> +»

*CE
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alors o > o .
n .
Si de plus on suppose que
n P - P
sup Qn(w,p) > 0 et sup Qn(w,p) + 0 .quand p > 0
n . M . o B
aléfs §n f $
faiblement presqué‘sﬁrement.

(Preuve immédiate : il suffit de se reporter au th&oréme II.B.13)

Théoréme II.C.10 :

Si en plus des hypothéses précédentes on suppose qu'il existe

une  fonction 'h de LR(QAP,B{) telle que =
VwEQ , ¥x€E.|f(.x)] < h(w

alors

1
d'autre part S6 > S§ au sens d'Hausdorff dans Li (QAP,E) pour tout

peltyed .

(Preuve analogue dc elle du théordme II.C.7).

Remardﬁe iI.C.ll

1) Si dans le théoréme II.C.9 on suppose que :
Yw € Q f(w,.) est strictement quasi convexe alors la solution du probléme
. : T g - . n n
(1) est unique et les conditions imposées aux fonctlons-gn-et £ ne sont

plus nécessaires.

2) ‘Selon le théoréme .II.C.10, Aé(s¢ ,S¢) >0 , n-> +o donc en
n :
particulier sup inf 62(x,y) + 0 quand n + « soit
x€S vES
¢ 6

Ve >0 AN : ¥n> N => ¥x € S, inf 6.(x,y) < & . Soit x_ € S,
§ s 2 o %
d)n

P P 1
Posons ¢ = %-, AN(P) : ¥n > N(p) Exn € S¢\ tel que 62(xo,xn) < P

n



_66_

On peut donc construire une suite x convergeant vers X, au
n

sens de 62 de la maniére suivante :

a) les N(P) sont choisis en croissant
b) si n est tel que n < N(1) on prend X € S¢
n
_ 1
N(1) < n < N(2) X = Xy donc Gz(xo,xn) <1
2 : o
N(2) < n < N(3) X=X donc 62(x0,xn) <5
_ 1
N(P) < n < N(P+1) X =X donc 62(xo,xn) 5_§

Un raisonnement analogue peut etre fait en dimension finie.
En résumé on peut approcher une solution du probléme

min E(f(.,x(.)) par une suite de solutions des problémes
x€S
T
xmég E(fn(.,xn)) .
n T
n.

Lemme II.C.12

Soit T une multiapplication mesurable i valeurs dans CFB(E),

soit f une fonction réelle définie sur X E telle que
¥x € E , f(.,x) est mesurable,
Vo € Q , f(w,.) est quasi convexe et lipschitzienne uniformément en u .

Posons : o (w, %) = min {f(m?x)/x € T'(w) + Bl b,

n
a(w) = min {f(w,x)/x € T'(w)}

alors a(m,l) tend vers a(w) uniformément en w quand n tend vers « .
n

(Preuve : Par hypothése
¥(x,x') € E% If(w,x)—f(w,x')l ﬁ_k“x—x'“ ¥ € Q-

soit € > 0 et n > k/e

1
et soit x € T(w) + Bl tel que f(w,x) = alw, E) .

n
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Comme n > k/e  => B, < B » il existe x' € T(w) tel que ||x'-x]| <

£
I £ k
n k

Par ailleurs :
Vo €°Q |f(w,x)-f(®}x')| < k“x'-x”
donc :.

1
’Vw’e Q IOL((D; ;)-f(w,x')| <€, donc o:,(w) < f(w,x') f_a(w, ;]1—) + ¢
En résumé

Ve >0 dN , ¥n > N => ¥y € Q> oc(w,lg)ia(w)id(w,-:;)+€-)

Lemme IT1.C.13

Soit (I‘n)n 5 | une suite de multiapplications mesurables a valeurs
dans CFB(E), convergeant fortement en probabilité vers I' multiapplication
mesurable & valeurs dans CFB(E), soit f une fonction réelle définie sur

@ x E telle que
Yu€ Q@ f(w,.) est quasi convexe lipschitzienne uniformément en w

¥x € E f(.,x) est mesurable,

alors E
. _ ) OLn o
et
Ve, >0, P {0/ ¢ () F ¢ * By(e,)} > O quand n » +o
(Preuve. :
* o "Ii a
n

Par hypothése :

¥e¢ > 0 dn = k/e , ¥x'.x tels que ||x"-x|| <n = flw,x") < f(w,x) + e Vu
I1 existe xo(.) € SF tel que f(w,xo(w)) =k'oc(uo)‘. (théoréme I.B.4). Alors
Ve > 0 Hn = k/e , ¥x' tel que Hx'-xo(w)n <nona: flw,x") < alw+e
Selon le lemme II.C.12, on a : |

¥e > 0 HNO, ¥n > N, ¥ € Q- oc(ﬁx’n) - min {f(w,x) / x € I‘v(w‘) + Bl}—>— a(w) =€

n
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Posons n = inf (k/e, %—) et Cn(n]) = {w / A](Fn(w),r(w)) 5—”1} .
o

Montrons que {w Ian(w)—a(w)l <er> c ()
‘ 1
Soit w € Cn(nl) alors T (w) < I‘(w)+Bnl donc an(w) >a(w, §) » et
o

d'autre part : ¥u € Q xo(w) € I'tw) < Tn(w) + Bn donc : il existe
1

x' € I (W) tel que Hx'—xo(w)H <nyp £ndlod fw,x") <a() + €

f(w,x") z_an(w) soit a (w) <ol + e .

En résumé :

Yw € C () : o (W < oalw +e

. => Jo_(@-aWw)| <€ .
et alw)-e < alw, §) < oW
: (o]

In

Donc P {w/|a_-a)| > e} < PC_ () .
Par hypothése :

¥e, >0 Np : Vo> Np o= P(Cn(n])) < g

Donc : VEZ] >0 ¥e>0 4N N] : ¥n > N]

Montrons : ¥e >0 P{w[ﬁn(w)<¥ f(w)+B2(g])}-+O quand n » +o

=> P{[an(.)—a(.)[ > ¢} 5-61}

Nous @avons que : ¥y € Q , 2(w,p) » 0 quand p » O (proposition II.B.2) donc
Ve >0 ¥, >0 Hp : 0<p<p= Pluw/ Llw,p)>e} e
Par hypothése :

Ve >0 ; EN_: ¥n > N => P{w/Al(l’n(w),F(w)) >pot e -

D'aprés la premiére partie de ce lemme : o, E ‘a soit
¥e >0 , HN] : ¥n > N1 => Pﬂulan(w)—a(w)l > po} <€
Posons :

Ae;,py) = {w / 2w,p) > g}

c (o)) = {w /8, (T @),Iw) > o}

D_(p,) fw / K_(@-aw]|> p}

Selon les propriétés de la fonction % (proposition II.B.6) on a :

G opg) N Coloy) N D(6g) © (w/f, @) S ) + Bylep)

Donc : Pﬂ»/@n(w)‘i @(w)+52(€1)} < P(A(el,po)) + P(Cn(po)) + P(Dn(po))
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En résumé :

¥e > 0 Ve, > O EN = Sup(N,N) : ¥n > N => P{6_ ¢+B,(c,)} < 3¢ )

Théoréme II.C.14 :

Soit (Fn) a > ] une suite de multiapplications mesurables i
valeurs dans CFB(E), convergeant fortement en probabilité vers ' multiap-—
plication mesurable 3 valeurs dans CFB(E), soit f une fonction réelle défin

sur § x E vérifiant :
¥x € E f(.,X) est mesurable

Yw € § f(w,.) est quasi convexe et lipschitzienne uniformément

en W ..

Si P{Qn(.,p) > ¢} > 0 quand p >~ O uniformément en n , alors

P
o > a
n
P .
¢n > ¢ faiblement
S¢ > S 6 au sens d'Hausdorff dans Lg(QAP,E), p € [1,+d
n o
\i
| Si de plus il existe une fonction h € LP (QAP,RR) , P' € [1,+{ telle que
VWwE€Q ¥EE |fW,x)]| < hiw
L
'LP'
alors a > a
n
(Preuve :
P .
b o, > a voir lemme II.C.13
P . '
x ) > ¢ faiblement :

n
Par hypothése nous savons que :

¥e > 0, ¥, > 0 Hpo : 0<p<p, = P{zn(.,p) > e]} < e/4 ¥n

I
¥ > 0, AN : ¥a > N = Plo|d, (T @),TW) >p, < e/4

Vo . P d
D'autre part : an > o onc

¥e > 0, 8N i ¥n >N => Plo/la -] > p,} < e/t
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Selon le lemme II.C.13 :
¥e > 0, Vel > 0, HNZ : ¥n > N2 => P{w/@n(w)<¥ @(w)+82(e])} < glb

Posons :

An(€1,po) ={w/ L (@,p) >€1}

B (p.) - {w/la (@-a@]| > p}
¢ (o) = {w/b,(T_@,I @) > o}
D (e)) = {w/ § () F §w) + By(e}

N = Sup (No’Nl’NZ)

Selon les propriétés de la fonction nous avons (proposition II.B.6)

¥n > N c (o) N A (e,,0)0N Bn(pé) 0D (o)< {w/Az(@n(w),(ﬁ(w)) “5 e}
donc :

P {w/b, § (WEW) > e} < P(A () *+ P(B (p)) + P(D (p,)) + P(C (p )

En résumé :

£

¥e > 0, ¥¢. > 0N : ¥n > N => P {u,/Az(én(w)j,§(Q)) > gl} < 4 7= €

1
* S¢ > S0 au sens d'Hausdorff dans LP(QAE;E)
n

Nous savons (cf. démonstration du théoréme II.C.7) que :
§,(Sz »57) < lla, @ .l
2G50 < 1o Bl p

Or A2(¢n,§) 2o quand n +~ » et la famille {AE(@H,Q)} majorée par 2P

n > ]

est équi-intégrable donc :

HAz(én,i)H p 0 quand n + +» (proposition II.6.1, NEVEU)
L

Pour tout n, il existe X € S§ telle que : an(w) = f(w,xn(w)) (théoréme I.B.4.
n

Or :
. ] Pl

¥o |£@.x @)| < h@w) od h € LY (@AP',R) donc o € L' @AP,R)
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Un raisonnement analogue, peut &tre fait pour

|

La famille {aP}
nn

- p' P
1 est majorée par h donc est équi-intégrable, comme

>
. P
Par ailleurs o + o quand n > o« alors
P'
L ’ -
o > a quand n > +o» , ( proposition II.6.1, NEVEU).

Remarque II.C.15

En dimension finie 1'hypothé&se suivante :

igk€ Lg(QAP) telle que : Vw, ¥x € U Fn(w) U I'(w) HXH < g(w)
n>1

permet d'obtenir la convergence d'Hausdorff de S@ vers Sé au sens de
n

LP(QAP,E) (voir remarque 1I.C.8).

PROPOSITION II.C.16 :

-~

Soit T' une multiapplication mesurable a valeurs dans CFB(E),

soit {fn} une suite de fonctions finies sur Q x E , réelles et -

n > 1
telles que :
¥n , WEGQ, fn(w,.) est quasi convexe et continue
Vn , ¥Xx € E , fn(.,x) est mesurable

¥x € E , la suite {fn(.,x)} converge en probabilité et uniformément

n Z.l
en x vers f(.,x) fonction mesurable réelle telle que

Yw € 9, f(w,.) est quasi convexe et continue.

Si 1'on suppose que :

¥e, >0 P{Qn(.,p) > e]} + 0 quand p » O uniformément en n
P
alors oy > o quand n > + o«
et ¢n e ¢ faiblement, quand n +> + o .
P
(Preuve : x o > o quand n > + ®

Par hypothése :

¥e > 0 3 ¥, >0 ENO : ¥n > NO = P {w/|fn(w,x)—f(w,x| < g ¥x} < €

1
Posons A () = {w/{f_(w,x)-£@,x)| <€ , ¥x} .
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Montrons que An(€1)<2 {W!un(w)—a(w)l f_el} :

Soit w € An(el) alors : ¥x € E fn(w,x)—s].§ f(w,x) S_fn(w,x) + €,

D'old :
min £ (w,x)-e1 < min f(w,x) < min f (w,x) + €

*€T (w) *€T (w) €T (w)
Soit - |an(w)—a(w)[ <€
Donc P(w/[an(w)—a(w)l > e) < P(A (e]))
En résumé :
Ve > 0, ¥, > 0, HNO : ¥n > N_ => P{quh(w)—a(w)| >e b <e

P .
* ¢n + ¢ faiblement quand n » + o« .

Par hypothése :

¥e > 0, Vg] > 0, Hpo >0:0 <P, 2P, = P{w/Zn(w,p) > 81} < e/3 ¥n > 1

Par ailleurs : ¥w € Q@ 2(w,p) = O quand p + O (proposition II.B.2) donc :

¥e > 0, ¥, > O Hpo >0 :0<p<p =>Plww,p) > el} < e/3

1 1

Posons
p, = inf (po,pl) >0 .

Par hypothése :

Ve > 0N, : ¥n > N, = Plo/|f_(w,x)-£(w,x)| > p, ¥x} < /3 .
Posons

A (e)) = {8 (w,py) > €}

B(e)) = {Waw,p,) > g}

c (py) = {w/]£_(w,x)=£w,x)| > p,~ ¥x}

D'aprés les propriétés de la fonction £ est des fonctions zn'(proposition

I1.B.7) nous avons 1'inclusion suivante :
An(el) N B(El) n Cn(ez)‘: {w/Az(@n(w),§(w)) ﬁ_el}
Donc

P(w/By (3 (@),8 W) > e} < P(A (€I +R(B (£))+P(C ()
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En résumé :

- . - €
Ve > 0, ¥¢, > 0, AN = N, : ¥n > N => P{w/AZ(d?n(w),é(w)) > g]} <3.3=¢)

Théoréme II.C.17

Soit {I‘n}n > 1

valeurs CFB(E) converééant en probabilité fortement vers I multiapplicatior

une suite de multiapplications mesurables i

mesurable 3 valeurs dans CFB(E) ; soit f une fonction réelle définie sur
Q X E telle que : Yw € Q. f(w,.) est quasi convexe, lipschitzienne unifo1

mément en w ; ¥x € E. £(.,x) est mesurable.

Soit {fn} une suite de fonctions vérifiant les mémes hypothéses que f

n > 1
et telles que : pour tout x de E fn(.,x) converge en probabilité unifor-

mément en x vers f(.,x)

si Vg] >0 P{Qz(.,p) > el} R 0 uniformément en n ,
pP->0
et si : Vsl >0 P{Qn(.,p) > el} L4 0 uniformément en n
P >0
P

alors a > o

n

¢$ > ¢ faiblement

S¢ > S¢ au sens d'Hausdorff dans L§(QAP,E), p € [L,f[

n

1
Si de plus il existe une fonction h de LP (QAP,R) telle que :
VwE€QR ,¥m>1 ¥E€E |[f (%] < hw

LP'
alors an > 0

P
(Preuve : * o > oo quand n > + ®,

Par hypothése fn(.,x) £ f(.,x) uniformément en x donc :

Ve > @, ¥e, > 0, AN, : ¥n > N, = P{w/lf(w,.).—fn(w,.)l >—§-} <€

1

D'autre part f(w,.) est k lipschitzienne uniformément en x donc

Ve] >0 ¥(x,x') € E% tels que [|x'-x|| S_e]/Zk on a :
e .
| £ (w,x)~f(w,x")| i-% Vw

Par ailleurs a(w,%) + o(w) uniformément en w (Lemme II.C.2)
€

1 1
Donc : Ve] >0, HNO : ¥n Z-No => o (w, ;) > a(w) - 7 Vo € Q: .
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1 &
Posons n = inf (=, fE) >0
o

Par hypothése Fn L4 I' fortement donc :

Ve > 0, N, : ¥n > N, => P{w/A (T_(w),I'(w)) > nt<e

’ €
/] £@,0~f_(w,0)] > = ¥x)

P
osons An(el)

Bn(n]) = {W/A](I‘n(w),l"(w)) > n]}

Montrons que :

¥n > Sup(N,,N,) B (n) N A (e,) © {m/[ocn(w)-a‘(m){i e}

Soit w € Bﬁ(n]) N An(el) alors :

Pn(w) C IM'(w) + Bn] et T'(w) G Fn(w) + Bnl

Donc : v
Fn(w)<: T(w) + B ] et il en résulte que
N
o
€ €
an(w) = min fn(w,x) > min flw,x) - 7—-3 min flw,x) - —i-z_a(w)-sl
XEFn(w) xEFn(w) xEI‘(w)+B1
N_
o

D'autre part il existe X € S tel que :
a(w) = f(w,xo(w)) (théoréme I.B.4)

Comme xo(w) € T'(w) < Fn(w) + Bn]<: Fn(w) + B€I , alors il existe x € Fu(w)
2k

€ : €
tel que Hxn—xo(w)“ f-f% ce qui implique f(w,xn) < a(w) + 7l

€
] Ty
Or fn(w,xn) fhf(w,xn) * 5 car w € An\el)

Donc an(w) S'fn(@,xn) < alw) + €,

En résumé V¥n > N = Sup(NI,Nz) Idn(w)‘a(w)l <€

Donc B (n) N An(€])<; {w/lan(w)-a(m)l g} =

P {u/]o_@-aw] >g} < P(B ()P4 () <2 ¢ .
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x ) L ¢ faiblement quand n + +w

fn
Posons : é;(w) = {x € F(w)|fn(w?x) = min {fn(w,x')/x' € Tw)} = a;(w)}
On peut écrire :

By @, @18 @) < 8y (§! W) ,F W) + 8, (§! W) ,§ W)

D'autre part :

€ €
{0/, G @,5W) > ) < {0,0,@! @FW)> 71} U {w/hy@3',4)> 5

Donc :
£ €
iy T v X —_ ' L
P{A, (0 »8) > €3 © P{A, (31,8 > 57 + P8, (31,4 ) > 5}
Selon la proposition II.C.l6, A2(¢;,¢) o faiblement donc :

€
- 1
. = - 1 (e
¥e > 0, Ve] >0, HNO : ¥n > NO > P{A2(§n( )9 () > 5 }<e

I1 reste donc 3 montrer que :

€
1
P{A2(§;,§n) > 5—% + 0 quand n + +

Selon les hypothéses nous pouvons écrire :

€
¥e > 0, ¥e, > 0 Hpo 1 ¥p < p = P{QE(.,Q) > El} <€ ¥n> 1
€
¥e > 0, ¥, > 0 Hp] : ¥p < pp = P{Qn(.,p) > f_} <e ¥n> 1
Posons

p, = inf (p_,0;)

Par hypothése :

Pn E I' fortement donc :

¥e > 0, N, : ¥n > N, = P{A (T ,T) > p,} <€ .

P '
Nous savons que : un + o et que

a' = min f (w,x) E oo (Proposition II1.C.16)

*€T (w)

Donc

P .
-, 0 t
[an an] > so1

¥e > 0, AN : ¥n > N, = P{la_()-0l ()] > p,} <€
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€
) = [P 1
P039ns : An(el) —-{%1(.,02) > 3 o,

>

1
5}

-

B (e) =R _(.,p,) >

-

C_(py) ={lol-a| > p,}

D_(p,) ={A(1"n1") > 0,}

s ' . n
selon les propriétés des fonctions Qn et Qn on a :

™

A
—

¥n > SQP(NINZ) A (e N B (e N C (py) N Dn(p2)<:,{A2(§n§;)

™l

Donc :

€
oI Sl
Py @8 > 7 < bue
En résumé :

¥e > 0 : ¥e, > 0, AN = Sup(No’Nl’NZ) : ¥n > N => P{A2(§n§) > g]} < 5g)

* S@ > S@ au sens d'Hausdorff dans LP(QAP,E)
n

Nous savons que : §

-

(5,8 < |la, 6 Dl
2 én d° —""2 én LP
or

b, 3 <2 ¥ et 4,(3 ) 2 0done 1 4,8 B

(proposition 1I.6.1, NEVEU).

P
L

* o v a quand n > +ow

Pour tout n, il existe x € S telle que f (w,x (W) = o_{(w)
n. & n n n

Par hypothése ¥n, %w |fn@5xn(w))| = |un(w)| < k(w)

‘ ' ) P
La famille {| ai(.)lP } est donc équi-intégrable et a, > o donc

n 2.]

LP' p' A ‘ :
o > o et o €L (proposition I1I1.6.1, NEVEU)

n
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Remarque II.C.18

1) Si dans le théor@me précédent pour tout w de 0 , f(w,.) est

strictement quasi convexe sur T'(w) alors les conditions imposées aux
. n - e e - . .

fonctions Rn et Zn sont vérifi€es a cause de leurs majorations par la

fonction ¢ .

2) En dimension finie si 1'on fait 1'hypoth&se suivante
4 g' € LP_,(QAP,]R) Yw ¥x € U I‘n(w) U T'(w) =l " < g(w)
n>|

alors : S¢ -> S¢ au sens d'Hausdorff dans LP(QAP,E).
n

(Voir remarque II.C.7).

3) Si nous comparons les théordmes de convergence presque siire
(théoréme II.C.9) et les théorémes de convergence en probabilité (théo-
réme II.C.17) nous voyons que si dans le cas de la convergence en probabi-
lité 1'hypothése de convergence sur Pn est moins forte, il a fallu par
contre renforcer les hypothéses sur les fonctions 22 et Rn de méme que sur

les fonctions fn et f
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Soient x' un &lément de ]ik et K un élément de CK(DRk) d'intérieur

non vide.

Nous nous proposons de ré&soudre le probléme

\ min < x',x >

X € K

Méthode utilisée et

Vérification théorique de certaines hypothéses.

Nous désignerons par X]"'Xn"' ure suite de variables aléatoires
P oy . . - k.
définies sur un espace probabilisé arbitraire et 3 valeurs dans R, indé-
pendantes et suivant une loi uniforme sur K.

Posons | Kn(w) = adh [Conv(Xl(m),...,Xn(w))] .

Dans un premier temps nous allons montrer que la suite de multiap-
plications {Kn(')}n>1 converge presque slrement vers K . Alors nous serons

assurés de la convergence des minimuns {<x',x>/ x € Kn(w)} et de 1'inclusion

N
lim § <. ps .
-n -
Si l'ensemble de solutions § est réduit & un point, alors nous
aurons : $n -+ ¢Ps

{x}

par un point X de én par hn(w,p) car $n est presque slirement réduit 3 un

Nous pourrons alors majorer l'erreur fQite en approchant 5

point.
Si 1'ensemble de solutions @ n'est pas réduit 3 un point nous
montrerons alors que : lim sup hn(w,p) > Wy > 0 Ps .
>0 n
Ce qui nous importe de savoir est : 1lim § < Ps .

-n -

Comme § est presque sfirement réduit a un point X ceci signifie encore :
<n

d(xn,$) + 0 quand n > » ,

Nous cherchons a approcher un point de § et non § tout entier.

En effet, pour l'utilisateur, tous les points de § sont &quivalents.
4
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Le probleme de 1'approximation stochastique de ¢ est beaucoup

plus ardu.

PROPOSITION III.A.l

La multiapplication Kn est mesurable et a valeurs dans CK(H(k).

(PREUVE

L'ensemble K appartient i CK(!&k) et X](w),...,Xn(w) sont des
éléments de K , alors Kn(w) est un convexe fermée -non vide inclus dans K
compact donc Kn (w) appartient 3 CK(K(k)

La multiapplication w *{Xl(w),...,Xn(w)} est mesurable. Il en

résulte que la multiapplication :
w > adh [ Conv (X](w),...,Xn(w))]

est mesurable.

(Corollaire 3.3 p. 16 ROCKAFELLAR). )
Posons
o =min {< x',x >/ x € K }

max {< x',x >/ x € K}

B
T = < x',X > ol X est une variable aléatoire qui suit une loi

uniforme sur K.

F la fonction de répartition de T.

LEMME III.A.2

La fonction F est strictement croissante sur [a,ﬁ] et continue
sur R

(PREUVE
D) F est strictement croissante sur [a,B]

Nous savons que

F(t)

It
(@]
cr

A
Q

I
(a3

\4
o

F(t)
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Soient t, et t, tels que : o < b, <t, <8
Alors
F(tz),—F(t]) = P[t] <T< t2] = Plw € Q/t] << xL,X(w) > < tz}
Posons
A=EKkKN {x/t1 << x',x > < tz}
Alors
{w'x(w) € A} < {w't] < < x"X(w) > < t2}
D'od

P(X € A) < Plw/t) < < x',X(w) > < t,} = F(t)-F(t,)

L'ensemble A est un ouvert non wide de H{k donc si |1 désigne
la mesure de Lebesgue de H{k ona: u(A) >0 v

La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur K, donc

P(X € A) = H(&)

) >0

=

- I1 en résulte que : F(tz)—F(t]) >0

2) F est continue sur R

Par définition, F est continue sur 1'ensemble

-

J+o.of U ] B,+d . D'autre part F est continue & gauche sur R. Il reste
donc a montrer que F est continue & droite sur [o,R et quc

F(B) 1.

x F est continue i droite sur [a,Rl .

La fonction F est croissante il suffit donc de montrer que
¥t € [o,pL F(t + %) > F(t) quand n -+ +o

’ |
Posons An ={x/t << x',x > <t + = }

Par définition :

0 < F(t+-rlT)-F(t) = Plw/t < <x',X(w) > % t+%} < Plow/t <<x",X(w) > < t+r]1—}
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La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur K donc

n(a N K

Plw/t < < x,X(w) > <t + %} = P(X € A) = —

ou u désigne la mesure de Lebesgue de ]Rk

-

La suite {An n x} ; est décroissante donc converge vers

n >

n (AnﬂK)=[ﬂ AJNK={x€K/ <x",x>=1¢t}=A
nzl n>1 n

et
(A N Ky > p(a)
L'ensemble A est inclus dans l'hyperplan {<x',x > = t} donc u(a) = 0.

n(a N K
u(K)

En résumé 0 < F(t+;]1—)—F(t) < > 0 quand n » 4w

donc F est continue & droite en tout point t de [o.f[

x F(B) =1

-

Comme F est croissante et continue 3 gauche on peut écrire

F(B) = lim F(B - +)
n -+ 4o

Par définition :
F(B - ) = PI®/ <x',X() ><B- 1) -
P{wX(w) € {x € K/<x'",x > < B- %}}
Posons
B = {x€ K/<x",x > < B—l}
n » n

La suite Bn est croissante donc convergente vers

B= N Bn={X€K/<x',x><B} =K - {x € K/<x',x > =B}
n>1

Donc - u(d )~ u(B) = p(RK)-p{x € K/ <x',x > = B} .
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L'ensemble {x € K/ < x',x5> = B} est de mesure de Lebesgue nulle

car il est inclus dans un hyperplan de R,

Donc p(B) = p(K).

DYautré part F(B - %) = P(X € {x‘E K/ < x',x>< B - % = P(X € Bn)

Comme X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur K on a :

u(Bn)

P(X € Bn) =
u (K)

D'aprés ce qui précéde : u(Bn) + Uu(K) quand n » +o

Donc : F(B - =) =

+ 1 quand n > +» )

PROPOSITION III.A.3

La suite de multiapplications mesurables Kn converge presque

sirement vers K .

(PREUVE

Posons

T, =< x',X, > i=1,2,...,n ; T = max T.
i i ™ jet1,2,...m) *

Les variables aléatoires Ti sont indépendantes et de méme loi F donc :

P(Tipy < 1) = [F(e)]”

Si t<a . F(t) 0 donc P(T(n) <t) =0 ¥n> 1

Sit>g F(t) 1 donc P(T(n) <t) =1 ¥n > 1

Si t € Jo,R[ selon le lemme précédent F est alors strictement croissante,

ce qui implique en particulier :

¥t € Ja,B[ F(t) < 1

<t) =1lim [F()]™=o0
n > +x

Donc lim P(T
n > 4o

(n)
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La suite de variables aléatoires [T( )]n , | converge en loi vers
la constante {3 donc converge en probabilité vers B . (théoréme>4.7

Fuchs-Fourgeaud).

Comme T(n) est une suite croissante de variables aléatoires
la convergence en probabilité entraine la convergence presque siire de

T(n) vers B

D'autre part T (w) = max < x'", X, (w) > =p',K (W)
(n) i€{1,2,...,n} 1 n

donc Kn converge vers K scalairement presque sirement car le raisonnement

précédent vaut pour tout x' de R,

Or pour les éléments de CK(]Rk), la convergence scalaire équi-
vaut a la convergence d'Hausdorff (Proposition I.10, VAN CUTSEM), donc

Kn converge vers K au ses d'Hausdorff, presque slirement. ')

LEMME III.A.4

q Qo(: Q, QO € Cl,: P(Qo) = 1 tel que

¥ € O K=0 K (w)
o n
n>1

(PREUVE

1) Montrons que RS U K (w) ps
n>]

Soit x € K donc : dp > 0 : B(x,p) € K strictement.
D'autre part Kn tend vers K presque sirement d'ot
HQO : P(Qo) =1, Y € QO , AN(p) : ¥n > N(p) => K& Kn(w) + Bp

Supposons que : d € Q, ¢ x g N K (w) , donc ¥n : x € Kn(w).
Soit n > N(e) n>|
Posons x(w) = proj (x/Kn(w)) et considérons 1'hyperplan d'appui a Kn(w)

en xn(w) perpendiculaire au segment [x,xn(w)]
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L'ensemble Kn(w) est tout entier dans le demi espace ne con-
tenant pas x. Prolongeons le segment [x,xn(w)] du c8té de x.
Comme x € K, il existe y point de la frontiére de K appartenant a cette

demi droite et tel que : d(x,y) > p . D'autre part

d(y,xn(w)) > d(y,x) et d(y,xn(w)) = d(y,Kn(w))

En résumé, y est un point de K vérifiant pour n, n choisit supérieur

a N(p) : d(y,Kn(w)) >p
soit : dw € Qo , ¥n > N(p) dy € K et y & Kn(w) + Bp

ce qui est en contradiction avec la convergence de Kn(w) vers K pour tout

élément de Qo .

2) Montrons que U Kn(w)<: K ps
n>1

C'est~3~dire : P{w / U K (w) € K} = 1
n
qzl :

Ou :

P{lw/ U K@K} =0

nz] n

Or v _ _

{w/ U Kn(w)qtf(}= lw/dn 2 K (W) ¢ K) =

n>|]

{w/ 3n : K (W) S K et K () ¢ K} = {w/ dn : K (w) N Fr(K) # ¢} =

n
U {w/ K NF@® #6c U U{w/X () € FrK}
n>1 n n>1 i=|

~

ou

Fr(K) = KN IT;

désigne la frontiére de K.
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x On en déduit que :
. n .
Plo/ U KR WFK < I % Plw/X, (w) € Fr(K)}

n>1 n>1 i=l
Pour tout i la variable aléatoire Xi sont une loi uniforme sur K donc

W (Fr(K))

P{w/xi(w) € Fr(K)}= = 0

uk(K)

car pk(Fr(K)) =0 (uk désigne la mesure de Lebe.sgue dans ]Rk)

Par conséquent :

Plo/ U K (¢ K} = 0 )
n_>_]

Lemme ITI-AS5 :

Soit Kp l'ensemble ouvert définit par :

p
alors P{w / K Kn(w)} + 1 quand n > +eo,

K =@'+Bp°ﬁK'= K etp>0

( a) Montrons que {w / Kp C Kn(w)} € ()\, .

Comme Kn(a)) est fermé on a 1'égalité suivante :

{w / KpCKn(w) = {w / E;CKH(“)}-

Pour tout w les ensembles Kn(w) sont convexes fermés bornés et pour tout p
-IE; est un convexe fermé borné donc :
X
P

Soit {x'} une suite dens dans Rk, on peut donc écrire :
pl

{w / K, CR () = ;:E {w /Y”(X',Kp) S (O

CK (0 <> ¥ x' € rK W', B <, K W),

La variable \f'(x',Kn(w)) est O.—mesurable pour tout P donc 1l'ensemble
{w / KpC Kn(w)} s'écrit comme une intersection dénombrable d'ensembles

(\ -mesurables donc appartient a(l.
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b) Montrons que : ¥0 > 0 , lim Pw/K < X W)} =1
400 P n

Les ensembles RU/Kp<: Kh(w)ln>i sont croissants donc :

lim Plw/k < K (@)} = P{U. {w/K <k (w)}} .
400 P n nil P n( ‘

I1 est clair que :

Ufw/k cx wc{w/k < U k @)}
@:l P , n ' P ni] n(

Montrons maintenant que :

2 n [ng.] {w/Kp =B WO 2N {oo/Kp < nL>J| K ()}

i € AL,P@)=1etWeER K= U K () (Lemme II.A.4).
(o] o] o] 1 n

Raisonnons par” 1'absurde.

: < _ >
dw € Qo Kp ;i] Kn(w) et ¥n > | Hxn € Kp » X é¢ Kn(w)

L'ensemble f; est compact donc il existe une sous suite X
. k
convergente vers x é€lément de Kp .

Montrons que si x € K (W) alors x & k .
Mo My

Pour cela montrons que K= U K (w) = U ﬁ (w). Alors
n n
‘ : n> 1 n> 1

Soit y € U Kn(w) doncd N , ¥n > N => y € Kn(w). Alors
> :

ou bien y est tel qued n_ > N : y € K (W) d'ot y€ U K w)
o n_ o]

ou bien y € 3K_ (@) ¥n_ soit y' € K ().
n [¢) I

: . o » o
Le segment [y'y] prolongé au deld de y coupe 9K en y". Soit z un point

de Jy*y'"[ donc z € K = U Kn(w) => d N, tel que ¥n > N, on a : z € Kn(w)

w1 1 I
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En résumé :

¥ n n >_Sup(no,Nl) yo€ Kn(w) et gz €Kn(w)

donc comme Kn(w) est convexe y EfKn(m).

Montrons maintenant que x € K .

En effet ¥k x € K- (w) => x ¢ kn (w) => x € Kro (w)
n, n, n, K n, B

Or la suite d'ensembles fermés { kn (w)}k 5 1 est décroissante donc
k -

x=linx €N K = U K W
koo, Tk k>l k k>l Tk

La suite {nk}k j est strictement croissante donc

>

U kn(w)=f< et x € K
k>l Tk

(
D'autre part ' ‘ »

x € K_
p
Montrons que K' (1 E;-= )
Soit x€ K'NK donc x€ Kp = (K'+Bp)

Donc : H(xn)n 5

. suite d'éléments de (K'+Bp) tels que d(x,xn) >0

n -+ + o

Par définition : ¥n X ¢ K'+Bp => d(xn,K') > p

Donc par passage 3 la limite d(x,K') > p > O donc x € K' ce qui est en

contradiction avec 1'hypothése : x € K' N K

Donc

ﬁpnx'=¢ si p > 0.
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Nous en déduisons une contradiction dans la démonstration

précédente car x(w) € Ep N K;
Donc ©_ N LU {w/KpC Kn(w)] =[{w/k < U Kn(w)}] na,
n> | n>1

Comme P{ U {w/K C K (NN Q1 =P{U {w /K K (w)})
nz] p n 0 nil p n

On a :

Lim P (/K S K @} = P (/K y K@) 0 Q)

Nous savons que : ¥p > 0 , KO(: K donc :

P{w/K © U R W}NQ}>P{w/KS U K (}NQ)
n_>_l n (o] -_ nzl n 0]

D'aprés le lemme précédent :

P{{w/KC U KNal=ra@) =1

nzl
donc lim P{w/K C Kn(w)} = |
n>+o o
PROPOSITIONITI.A.5 :

lim P{w / xn+](w) E'Kn(w)} =1
n*+oo ’

1) Montrons que { Xn+l(w) € Kn(w)} € (]‘
{w/X_, () € K @} = {w /¥x' < x'HX W) > PR (W)}

Soit x;,...,x',... une suite dense dans I{k . On peut donc écrire :
o0}
—_ \ 1] ” 1]
{w/Xn+l(w) €K, = gll{w /< xp,Xn+](w) > < @(xp,Kn(w)}

. ] \J -
Les Varlablesk<xp,Xn+l(.)> et“e(x?,Kn(.)) sont(l mesurables pour tout p

donc :
/<% > <Pk e (L
Comme (Lest stable pour 1'intersection dénombrable,

lw/ %, wer Wil
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2) Montrons que : lim P{w/X (w) € K (w)?} =1
n+l n
>+
a) Posons K' = E( : K' est’fermé.

Pour p > 0, posons : Kp = (EK'+BD) ouvert.

Montrons que :

¥¢ > 0 Hp(e) > 0 tel que K-K < .
p( ) q U ](( :(8)) €
Nous savons que :

n [K'+Bp] = K'
p>0

Donc

E%' =K = U Kp , (Kp)p>0 est donc une famille croissante
0>0 ,

d'ouverts de'B{k convergeant vers K . Il en résulte que

Lim y (K ) = uk(k)
>0

Or
uk(K) = 1 ()

Donc

lim p, (K ) = u (K).
p_}Okp k

Par ailleurs : ¥p , K'C K'+Bp => Kp = (EK'+Bp)<: KC K
Donc

uk(K-Kp) = uk(K)~uk(Kp)

En résumé lim uk(K—K ) =0.
P
o0

b) Montrons que lim P{Xn+l € Kn} = 1
>+

ou encore lim P{w/Xn+l(w) € K-Kn(w)} =0 .
n->o

Nous pouvons écrire :
Plo/X . @) € K=K ()} = P fw /X, () € K-K ()} N {w/KpC K_(w)
+ P [{w/XnH(w) € K—.Kn(w)} n {w/KpCZ K (@) ]

<P {w/X W) € K-Kp} + P{w/Kp<¢ K (w)}
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Euk(K)

) <

Selon a) ¥e > 04 p(e) > 0 tel que uk(K--Kp
2

le lemme III-A5
Selon / ¥%¥e > 04N : ¥n >N => P{w/Kp(€)<1 Kn(w)} < g/2

D ¥e > 0AN : ¥ > N => - £
onc £ N :¥>N P{w/Xn+1(w) € K-K_(w)} < 5 +

N
]
™M
N

PROPOSITION II.A.6

Posons ¢n = {x € Kﬁ(w)l <x',x > = an(w)}

7

La probabilité pour que ¢n soit réduit a4 un point est égale

(PREUVE
Si ¢n(w) n'est pas réduit a un point alors il contient au moins

deux points Xi(w) et Xj(w) donc

{w/¢n(w) n'est pas un point} € U {u/<x',X, >= <x',X.>}
i#] ! J
= U {w/ <x'",X.-Y. >= 0}
ey i 7]
i#]
Montrons de maniére générale que si X et Y sont deux variables

aleatoires indépendantes de loi uniforme sur K alors
Plw/ < x',X > =< x",Y>} =0

Selon le lemme ITI-A2 les variables aléatoires
<x',X> et <x',Y> admettent une fonction de répartition continue commune
notée F. La fonction de répartition du couple (<x',X>, <x',Y>) sera de
la forme F(x) X F(y) compte-tenu de 1l'indépendance des variables, donc
sera continue en (x,y). Il en résulte que la probabilité de la diagonale
{w / <x",X(w)> = <x'",Y(w)>} est nulle.

Par conséquent :

¥i, ¥3 i#3 Plu/ <", X> = <x',Xj>} =0



IV - APPLICATION DES RESULTATS DU CHAPITRE II A UN

PROBLEME PARTICULIER DU CONTROLE STOCHASTIQUE
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A) PROBLEMES D'EXISTENCE.

: . *x ~
Nous nous proposons de trouver une solution u” au probléme

standard suivant

min B g(x(T,w))]

ps LM - e y(e,0),u(t,0),2(0,0),t) pp

(PS)
x(0,w) = xo(w)

u(t,w) € U(t,w)‘

Nous ferons les hypothéses suivantes

n

H1) La fonction f : R™ x R"

x REx [0,T] » R" est
' 'k
a) mesurable en (z,t) € R~ x [0,T]
b) lipschitzienne en (x;u) : c'est-d-dire qu'il existe K
constante strictement positive telle que :
| £(x,u,z,t)-£(x",u',z,t)| < K[|x=x"| + |u-u'|]

k

¥(x,x') € (RM?, (u,u') € (RM? , z€ RS, t€[0,1]

“c) telle qu'il existe deux constantes M. et M, strictement

positives vérifiant ! ’
| £(x,u,z,t)| 5_M1(|x[ + |u| + |z]) + M,
Nous poserons :
H(x;u,z) = M](le + lul + lz]) + Mz
H2) a) La fonction xo(.)>est une variable aléatoire du second ordre

x_ € L 2.

b) Le processus z(.,.) est mesurable et du second ordre :

z€ 2Co, 1l xa) .
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H3)

Cut, edlrCorl xa )

Les processus u(.,.) admissibles sont mesurables du second ordre

PROPOSITION IV.A.l

Pour tout processus mesurable u(;,.) € &52([0,T] X ) ) et sous
les hypoghéses_Hl_,, H2 et H3 ci-dessus 1'équation :
dx

ps aE-(t,w) = f(x(t,w),ult,w),z(t,w),t) pp
(1)
x(0,w) = x (W)

o
x(t,w) tel que

admet une solution x(t,w) en ce sens qu'il existe un processus mesurable

: t
ps X(tfw) = Xo(w) f f

f(x(s,w),u{s,w),z(s,w),s) ds ¥t
0 . ‘ ,
.Cette solution est unique dans le sens ol deux solutions de (1) sont
presque siirement égales.
(PREUVE &

thése "u(t,w) appartient a

~ Ce résultat correspond au Lemme 1.2, III.6 de BRODEAU. L'hypo-
a

un intervalle borné F" est ici remplacé par
"u(.,.) est un processus mesurable de second ordre en (t,w)", ce qui implique
que H(x(.),u(.),z(.)) Géfaz(ﬂ x [0,T]) comme dans le lemme de BRODEAU

dont la démonstration s'applique alors intégralement.

Eta

-

)
nt donné le processus z(t), & chaqgue processus u{t), on peut
associer grace a la Proposition IV.A.l une valeur x(T,.) solution de 1'équa-
tion (1). Nous noterons & la fonction correspondante
' x(T,w) = ¢(u(.,w),w)

Posons encore

F(U(w) aw) = g‘:q)(u(- ,u)),,w)]

u(w) étant la classe de L2(0,T) associée i la fonction u(.,w) Eé%ZZ(O,T)-
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Dans ce qui suit-mnous noterons
qxxw) 1 ensemble des elements uﬁu) de L ([O T]) qu1 admettent un repré-
'sentant verlflant la relatlon d’' adm1831b111te

u(t,_w) € U(t,w) . ¥tE [o,T] N

resque
’Url 'ensemble des fonctions w -+ u(w) telles que pour7tout w , u(w) classe

de fonctions admette un representant u(. ,w) qu1 ver1f1e H3

PROPOSITION IV A. 2

Sous les hypotheses H , Hy et H  le probléme standard (PS) est

que

1> 727773
équivalent au probléme suivant
( min E F(u(w) ,w)]
(PC) uw €Ww) weaq.
lu( ye )
(PREUVE :
* Soit u*(t,w) une solution de'(PS)’et'xx(t,w) la trajectoire

associée par l'é@quation (1), D'aprés H3 on peut lui associer une fonction
¥ oas 120, qui appartient 3 . .

Par ailleurs, u*(t,w) € U(t,;w) implique que u*(w) € IL(w) pour pres
tout w de Q .

De plus, on a évidemment :

E[F(u (w),w)] E[g(x (T, w))]

Comme x* est optimale vis 3 vis de toute trajectoire x(t,w). associée a

~un processus u(t,w) admissible, on a i

H g (T,00)] < Bl g(x(T,0))]

Or d'aprés H B[ g(x(T,w))] = ELF(u(w),w)]

3

Donc :  ELF(u (),w] < HF(uw),w]

pour tout u de Qj/vérifiant : u(w) € lL(w) p.S.
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. . x . .
* Réciproquement, soit u~ une-solution optimale de (PC).
. * . .
Puisque u” € 17’, on peut lui associer un processus u*(t,w) appartenant
3 U(t,w) vérifiant H3. Soit alors la trajectoire x* associée par 1'équa-

tion (1) ; on a :

H g (T,00)] = F*w),w] < EFuw,w] = LgxT,w)]

pour toute u de \J’telle que
uw € W w p.s.

et toute x(t,w) admissible c'est-a-dire associée par'(l)fé ud processus

u(t,w) € U(t,w) vérifiant‘HB. )

Nous allons énoncer quelques lemmes perméttant d'assurer 1'exis-
tence d'une solution au probléme canonique (PC).

Nous supposerons que H, et H, sont satisfaites et en. outre ferons

1 2
1'hypothése suivante
H4 ) La fonction g définie sur R" et 3 valeurs réellés est continue
et quasi .convexe surlninb.
LEMME IV.A.3
Pour tout u de'LZ([O,T]) la fonction : -w > F(u,w) est

-mesurable.

(PREUVE

3

constant - S )
Le processus?u(t) associé a la fonction u de L2(0,T]). satisfait
» H3-4.on peut appliquer PROPOSITION IV.A.l, donc l"application : w = x(T,w)
est (L -mesurable et comme, d'apres H, g est continue, la fonction

F(u,w) = g(x(T,w)) est CL-mesurable.



- 95 -

LEMME IV.A.4
. ..presque

Pour /tout w de  la fonction u +’F(ﬁ;w) est continue sur L2{o,1])

(PREUVE :

La fonction g étant continue, il suffit de montrer que :
P:s. , u~> ¢(u,w) est continue sur Lz(EO,T]).
Soient u et v deux fonctions de L?2([0,T]) et soient x et y les processus

associés par 1'équation (1) ; on a donc

dx d
p.s. ,E__- f(x,_u,z,t)‘ » _% = f,(}’,V,Z_,t)
' D'aptés H, on en déduit

\d N : T

|35 =9 | < K x=y| + [u-v]]
Posons w = |u-v| . Alors d'aprés un lemme classique de la théorie des
équations différentielles (SCHWARTZ L. ) on a la majoration :

|x(t)-y ()| < (L) ‘¥t € [0,T]

ol p(t) est solution de 1}équation‘différentielle lindaire
[ 2 ‘ .
P = Kp + Kw
{cp(O)=o
qui admet pour solution unique

K(t—s)w(s)ds

. t
P(t) =K [ e
. ) 0 ' s .
_ Finalement on obtient 1'inégalité suivante

1x(M-y(m)| <k [ KT u(s)-v(s)|ds

<
0
T T ;
<k T [ Ju(s)-v(s)|ds
. 0 i ’ P
‘ ou'éoué une édtfe forme : '
| & (u,w)=0.(v,w)| f_KeKT“uv'VH " p.s.

L' (Co,1D)
La topologie de L?([0,T]) &tant plus fine que celle de L}((0,T])

il en résulte que ®(:,w) est continue sur L%([0,T]). ).



- 96 -

Nous aurons besoin par la suite de 1l'hypothése suivante

Ho ) La fonction : u - F(u,w) est qua31 convexe sur L2([0,T])

pour presque tout @ de (.

Le lemme suivant présente un cas ol cette hypothése est satisfaite.

‘LEMME ‘IV,A.5

Sous les hypothéses Hl et HZ et si en outre
- la fonction g est croissante sur R

- la fonction f est de la forme :

;f(x,u,z,t) % a(t).x + b(u,t) + c(z,t)

- la fonction a (t) est continue et & valeurs dans 1l'ensembles des matrices
carrées n x n, diagonales;
- la fonction b érifié la pro riété:
~*g(ﬁ g y prop m

gyt € [¢T] 3 toutes ges composantes convexes sur R
alors la fonction F satisfait H5
(PREUVE
La solution de 1'équation (1) s'écrit
' t t
x(t) = R(t,00x_ + [ R(t,s)c(z(s),s)ds + [ R(t,s)b((u(s),s)ds
0 ' 0]
\ e
oi R est la résolvante de l'é&quation : x = a(t).x .
I1 en résulte que :
T T ,
@ (u,w) = R(T,0x_(.) + [ R(T,s)c(z(s,.),s)ds + [ R(T,s)b(u(s),s)d
0 , 0
Les composantes de $(u,w) sont donc de la forme
T
@i(u,w)‘=_mi(w) + f R, (T,s)b:(u(s),s)ds 1<i<n.

La matrlce a(t) é&tant diagonale, la composante R (t s,)de la résolvante R(t,s)
s ‘obtient comme solution du systéme:

x-—a11t) X
{X (s)= ja,;(”t)dt
donc on a: R R(t,s)=e :
Nous remaxquons que : R (t,s) 20 ¢ 1L{1,. nt, ¢ik,s) € E)T]

et par hypothése les b sont convexes en u, i1 en résulte que les applications
¢, sont convexes en u pour tout w de ~
Par définition:

Fu)= g(§ (0,0 ,(tm(u,w))

Remarque : On peut remplacer la troisiéme hypothése de ce lemme par :

la fonction a(t) est une matrice carrde 3 termes constants et positifs.
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) . . L. .
L application g est quasi-convexe et croissante . La quasi-convexitd

de F en u découle du Théoréme 1 p217 ( BERGE ) . )

Les lemmes suivants concernent la multiapplication :
2 m
Q-1* (0, TI;R ™)
w > Uw)

Nous ferons dans la suite 1'hypothése suivante

H6 ) - Lasmultiapplication U(t,.) est (I -mesurable pour tout t de

"To,T] .

- La multiapplication U(.,w) est mesurable pour les boréliens
: : resque :
de [0,T] pour/tout w de Q .

- 11 existe une fonctinn Y de Lz([O{?]) telle que
vt € [0,T] , u € Uct,w) = {[u] < v(t) ,
resque ‘ |
ceci pour/tout w de Q . (L'application Yy dépend donc de w) .

-vt€[0,T] , p.s. , U(t,w) € CK(R™) .

LEMME IV.A.6

Sous l'hypothése H_ , la multiapplication U est & valeurs con-

6’
vexes faermés borné non vides de L2 0,T]);R™

(PREUVE

Par définition :‘\L(w) =85 ensemble quotient des sections

U(.,w)
mesurables ont de la multigpplication U(.,w).
Nous savons d'aprés H6 que U(.,w) est inclus dans Lz([O,T],n{m) pour tout

Par hypothése : ¥t € [b,lﬂ, p.S. U(t,w) est convexe.

Donc ) est convexe pour tout w de £ .

S .
U(.,w
Par ailleurs U(.,w) est mesurable donc admet au moins une section
mesurable. (Théordme de section de Kuratowski-Rylb-Nardzewski) et S
esque U(t,w)
est non vide pour?ﬁgut w de Q .
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En résumé; quw) est un ensemble convexe non vide de L?([0,T)])

Montrons maintenant que cet ensemble est fortement fermé.

Soit . i
ol {Xn( )}n > une suite de SU(.,w) convergeant au sens

l ) . oo O : - ’ ‘. o
de L vers x(.) ; alors il existe une sous suite extraite x (.) conver-

: k
geant presque-sirement vers x(.). Comme U(t,w) est un 'ensemble fermé pour presque

tout w et tout t, il en résulte que x(t) lui appartient pour presque tout t

de [0,T] donc x € SU(.,w) . )

L'hypothése suivante sera utile par la suite .

H7 ) La multiapplication : w >W(w) = S est CL -mesurable.

U(.,w)

Le lemme suivant donne un cas particulier (assez fréquent)

pour lequel 1'hypothése H7) est satisfaite.

LEMME IV.A.7

Supposons que U(t,w) est de la forme : OL(w).Wt ol O est une

v.a. réelle, ps-différente de zéro,

W est une multiapplication mesurable a4 valeurs convexes compactes

. m
non vides, de [O,T] dans R ,et en outre,

il existe y(.) € L2{0,T])) telle que
ve € [0,T]  uwew = tu] < y(t)

alors la multiapplication W est mesurable de £  dans L2([O,T];H{m)

(PREUVE
Si o est 1'indicatrice d'un .ensemble A de (1» alors
W = 1.8,

oi S est l'ensemble quotient des sections mesurables de W .
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Soit F un fermé de L ([0,T],R™). Alors

W)

k]
=2

si 0@ F et
= Q si 0E€TF et
= A si 0@ F et

= A si O0EF et
donc (l est mesurable.

- Siq =

[aaling Mol
Q
f—
~~—
o4
(-

i =

{a.}.

i1 < i

fA

n
alors fLL.(w) =z a, 1, (w).Sw( )
i=1 i :

I1 est ¢lair que dans ce cas

- Si o est une varlable aléatoi

v.a. simple g, telle que :

LS = B U

FO s,
FO s, #
FN Sy *

FN Sy

< partition (l,—mesurable de Q ,

n réels J

yll.est mesurable.

re alors il existe une suite de

S Yw € Q alw) = lim g (w) .

N+
Montrons que :
c 13 .S 1i
a(w).Sw 1im gn(w) S,; < lim
C 1i )
a(w).Sw lim gn(w) Sy

Soit x € a(w).Sw alors x = a(w).y , ¥y

Posons x = g (w).y . Ona:

Hxn—xHLz = “a(w)-Y‘gn(w)-YHLz

Ainsi, X € gn(w).Sw et x > x, donc :

gn(w).8w<: alw).s,
€ Sw .

= Ia(w)-gn(w)HIYHL2

x € lin g (0).5,, -
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1lim gn(w).Swfi a(w).sw

Soit x é lim g (w).S,, donc dx X = (w) €S
W > g Yoo ¥
n moooomy ny nyoTny W
2 B
et x 53 x . Il existe une sous suite extraite o, telle que

k i

x > X pp.en t , ce qui s'écrit encore
g, (w).yn (t) - x(t) pp 7

K. k.
i i

Comme g_ (w) » o(w) et que alw) # 0.ps ,
K. o

1
x(t)
a(w)

ators v, (t) » y(t) = élément de W(t)

k.
i

On pourra donc écrire x(t) = a(w).y(t) ol y € Sy

En résumé : a(w).S. = lim g (w).S, = N U g (w).S,, ps .
W 00 n W kZ} nZk n W

1 -~ . P4 -~ . . . . )
D'aprds ce qui précéde la multiapplication : w=j3 gn(w).Sw

est (1.—mesurable pour tout n donc la multiapplication w3 U gn(m).Sw = Ak
n>k

est CL-mesurable (théoréme 1, Corollaire 1.3, ROCKAFELLAR).

Comme Ak(.) est (lL-mesurable, l'application indicatrice définie par
(w,x) ~» XAk(w)(X) =0 x € Ak(w)

= +90 sinon

est-ClQCQBigvmesurable (Proposition 1 p. 221, ROCKAFELLAR) .
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et comme ¥(x,w) » (x) = lim

X
o (w) .« Sw 4o

XAk(w) (x)
(Ak(w) est une suite décroissante d'éléments de CK(]Rn)) .

Alors Xoa'(‘w) S (x) ‘est O,,@ @Lz—meéurable.
W

Pour tout w de  1l'ensemble OL(w).Sw est fermé et non vide donc

Xoc(w).S est s.c.i. et non identiquement +» , alors la multiapplication
W

w=¥ {(x,8) € L2 x R /

Ot(w).sw(x) < B} est -mesurable
(Proposition 1 p. 221, ROCKAFELLAR).

" Par définition de ¥ ; {(x,B) € L2 X,]R/Xoc(w).s (x) < B}= a(w)s, x R,

Par projection la multiapplication w OL(uo).Sw est O_-mesurable) . )

Considérons maintenant le probléme suivant

min E[ F(u(w),w)]
(pC") u(w) €. (w) p.s.
u(.) : Q ~» LZ(I:Q,T];]Rm) mesurable
Nous ferons 1l'hypothése supplémentaire
H8 ) Il existe A et B réels strictement positifs tels que

lgx)| <Alx| +B  ¥x€ R

THEOREME IV.A.8

-~ =~ 1)
Sous les hypothéses Hl’ H2, H4, H5,H6,H7etH8 le probléme (PC )

admet (au moins) une solution optimale u

(PREUVE

Ceci résulte immédiatement du théoréme I.B.4 & condition de

mantrer l'existence d'une fonction B de L} (Q) telle que

v € L2(Co0,T]) , p.s. [F(u,w)] < Bw)
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D'aprés Hl’ il existe Ml et M2 constantes strictement positives telles que

|f(x,u,z,t)[ §_M1(|x| + |u| + |z|) +,M2

Toute solution de 1'équation x = f(x,u,z,t) vérifie alors |x| <P,
ol § est la solution de 1'équation :

@ = M+, ([ul + [2])

®(0) = |x |

On en déduit la majoration :

MlT MlT T : T MIT
lo(u,w| < e " [x (@] + Mpe (folu(t)|dt ffo|z(t,w)|dt)+MrM2Te

Du théoréme de Fubini il découle que 1l'application :

T
w> [ |z(t,w)|dt appartient a 561(9)
0

De H, on déduit que : |u(t)| < y(t) ¥Vt € [0,}]
donc : “u“ illll < e
: Lt o,1]) L' Co,1D)
Posons , v

MIT M]T’ MlT MIT T

B'(w) = e [x (w] + Me vl + MMyTe e IO |2 (t,w)|dt

Selon Hg : |g(®(u,w))| < AB'(w) + B
d'od |F(U,Q)| < B(w) en posant B(w) = AR'(w) + B )

COROLLAIRE IV.A.9 :

Considérons le probléme standard (PS) dans lequel

. Ler s n < . - - .
a) la fonction g définie sur R~ est réelle, continue, croissante, quasi

convexe telle que :

EA>0,EB>0 : |gx)| <Alx|+B ¥x€R" .
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b) la fonction f est de la forme :
£(x,u,z,t) = a(t).x + b(u,t) + c(z,t)

. ot la fonction a(.) est mesurable et bornée sur“[O,?] :
Hk, = |a(o)] <k, ¥e€[o,1]

a(t) est une matrice n X n diagonale ¥t € [Q,T]

. ol la fonction b(.,.) est mesurable bornée en t pour tout u de r™

et lipschitzienne en u uniformément en t € [0,T] c'est-a-dire : il

existe k2 > 0 telle que

b, 0-b", 0] < kylu-u'| , ¥u,u') € R2

, ¥t € [0,T1]
de plus les composantes de b(u,t) sont des fonctions convexes en u

pour tout t de [0,T]

. ot c¢(.,.) est une fonction mesurable sur I{k x [0,T] telle que dk3 >0

et k, > 0 : lc(z,t)| < k3|z| + k ¥z € H&k .

4 4

¢) La fonction X €st une variable aléatoire dubsecqnd ordre et z(t,w) est

" un processus mesurable de &32([0,T] x Q).

.d) L'ensemble des contraintes U(t,w) s'écrit

U(t,w) = afw).W(t)
i
. ol o est une v.a. ps non nulle

. ol W est une multiapplication a valeurs dans CK(E(n) mesurable,‘telle que
Iy € L2 L0,1D) : w€ W(t) = |u| < v(o).

-~

Alors le probléme (PC') construit 3 partir du probléme (PS) -admet (au moins)

une solution optimale.
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(PREUVE

Le corollaire est une conséquence directe du thé&oréme 8 et des

lemmes 5 et 7.
En particulier, on vérifie aisé&ment que b) implique que f

vérifie H] ; on a en effet
lf(x',u',z,t) - f(x,u,z,t)| ﬁ_kllx'—xl + kzlu'-ul
Par ailleurs

|bCu,0)| < k,|ul + [b(0,t)]

donc : | £(x,u,z,t)| f_k]!x[ + k2|u| + kZ|z| + |b(o,t| + k

4
I1 suffit donc pour vérifier H] de poser :
M, = max (k,,k,,k,) et M, = sup |b(0,t)| + k
1 1272°73 2 ? 4
[o,T]

Le reste de la démonstration est immédiat . )

PROPOSITION IV.A.10 :

-~

Si le probléme (PC'), associé a un probléme (PS) qui satisfait

H], H2 et H3 , admet une solution u* Cl,-mesurable vérifiant la propriété

p.s. , u () € L2C0,1]) et Hu*(w,.) version de L2(0,T]

telle que u*(.,.) €£,2( q x [0,1])

alors ce processus u*(w,t) est solution optimale du probléme (PS) initial.

(PREUVE

Avec les notations de la PROPOSITION IV.2, omn a : uX € \) .

* est donc optimale parmi toutes les sectionms

Etant solution de (PC'), u
mesurables de la multiapplication rLL(.).

Comme ux appartient a 1), elle ést aussi optimale parmi toutes les sectior
mesurables de 1i,appartenant a 1j’. Elle est donc solution de (PC) et le
processus u*(t,w) associé est alors solution de (PS) d'aprés la PROPOSITIOR

.2 . )
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EXEMPLE :

Admettons que le probléme (PC') ait une solution optimale uX

définie par

[ e B

%,
(1)‘ u () = W, Zi(w)

i=1
ou les Zi sont des v.a. du second ordre réelles,ps non nulles et les Wi

sont des é&léments de LZ([O,T]);Bim).

I1 découle du lemme 7 (avec Zi(w) = o(w) et W(t) = Wi(t)) quue
1'application w - Wi;Zi(w) € L*°C0o,T];R™) est '(l-ﬂnesﬁrable pour tout i
allant de 1 3 h, donc u* est lemesurable et appartient donc aux commandes
admissibles du probléme (PC').

Soit pour tout i Wi(.) une version de Wi, il découle du Théoréme de
Fubini que le processus

. . h )
(2) uFe,w) = 3 W (t) .2, (W)
i=1

est mesurable sur [0,T] x Q et que u* € L2(Co,1] x Q)

Ainsi la solutiom u® de (PC') appartient i 13’, donc est solution

du probléme initial (PS). (PROPOSITION 1IV.10).

Remarquons que lorsque le processus est lindaire et le critére
quadratique, et que de plus le processus z(t,w) est observé de fagon discréte
aux instants (ti) de sorte que z soit une fonction aléatoire gaussienne de
covariance donnée ; alors le probléme (PS) (dans lequel le critére final a
été remplacé par un critére quadratique et les hypothéses adaptées en consé-

quence). admet une solution optimale de la forme (2) (Voir BRODEAU 1IV.15).
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B) PROBLEMES D'APPROXIMATION

La méthode utilisée sera la suivante :
. On remplace le probléme (PS) par le probléme (PC') associé.

. On approche le probléme (PC') par une suite de'prbblémes (PC&) en

utilisant les chapitres I et II.

On aura ainsi effectué une approximation de (PS) par 1'inter-
médiaire des problémes (PCA) et (PC'), qui sont des problémes de program-
mation stochastique statique (le temps n'intervient plus) mais a valeurs
dans des espaces de dimension inifinie. Ceci constitue uﬁe justification

de 1'introduction de la dimension infinie dans les chapitres I et II.

PROPOSITION IV.B.l

Soit U une multiapplication définie sur [O,?] X Q a valeurs
dans CK(R™) telle que
Y Q U(.,w) est 65 -mesurable ©
€ , UCe,w) Co.1]

¥t € [0,T], U(t,.) est (] -mesurable.

Soit Un. une suite de multiapplications vérifiant les mémes hypothéses

que U et telle que :

. - ' , 200 7].-wD
- dg € Q '_P,@o)' et Vo € Q ,&»héi, ([o,TJ,m Ytel que

x€ U U (t,0) U Uu(t,w)y => i|x| < n(t) ;
n>| n L . . _ )

W € Qo Ve>0 " U{t-/'A(Uﬁ(t,w) , U(t,w)) > €} > O.quand n > += ¢

oli 4 désigne la mesure de Lebesgue sur Lo,T] .
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[}

&
€
g

- Les multiapplications : w‘<;; SU (

sont (]_—mesurables

alors

THLENEYY

(PREUVE :

En effet rappelons que :

AI(A,B) = max [e(A,B),e(B,A)]

e(A,B) = sup inf | x-y|
€A yEB L?

Si nous notons A la distance d'Hausdorff associée aux convexes
. m . . P
comapcts non vides de R~ (muni de la distance permettant de définir la

norme de L2 0,T],R™ ) alors selon le Théoréme II.C.7

) <l A(Un(-,w),ﬁ(-,w)ﬂ \ Vo€ Q. .

A (
: L

S S

U (.,w)’ U(C ,w)
n

Nous savons que A(Un(.,w),U(.,w)) converge en J mesure vers zéro

pour tout W de Qo et que la famille {AZ(Un(.,w),U(.,w))}n > 1 est équi-

intégrable donc

HA(Un(.,w),U(.,w)H , > 0 quand n > +° (PROPOSITION II.6.1, NEVEU)
L

Il en résulte que :

. Yw € Qd e A]( 1An(w), 1A4w)) +_O quand n > 4+ )
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Considérons les problémes :

min E(F(u(w),w))

a_ (W)
ey wO) €Y@ pus.

u(.) : Q- 12C0,T1;R™) mesurable.

Si les programmes (PCA) vérifient Hl’ HZ""’ H8, si le pro-
gramme (PC') vérifie les hypoth&ses et celle de la proposition IV.A.10,
si de plus tous ces programmes vérifieﬁt les hypotﬁéses faites a la
proposition IV.B.l et au théoréme II.B.13 pour presque tout w, alors

il y a convergence de la suite de programme PC% vers PC'

Maintenant il s'agit d'approcher le probléme :
“min E(F(u(w),w))
(2c") u@ € Y@ p.s.
u: Q- L2(0,T),R") mesurable
par uné sﬁite dé probiémes du prg
min B F (u() ) J
(PC?) @ € u(w)‘ p.s.
| N u: Q- 12C0,T1;R™ mesurable

donc de construire les fonctions Fn telles qu'il y ait convergence des

: programmes*(PCé) vers (PC').

Dans toute cette partie nous supposerons que :
1) les fonctions f et f; relatives aux programmes (PC') et (PC&)
2) 1la multiapplication (t,w) =:f; U(t,w)

3) 1les commandes u

vérifient toutes hypoth&ses Hl""’HS faites dans la partie A.
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PROPOSITION IV.A.1l

Si en plus des hypothéses précédentes il existe une multiap-

plication : w -+ U(w) mesurable i valeurs dans CK(R™) telle que:
U(t,w) < U(w) ¥te€[o0,T] p.s.
alors pour tout w de §, une solution x(t,w) de 1'équation différentielle
x(t)
{X(O)

reste dans un compact X(w) de RrR" .

£(x(t),u(t),z(t),t)

X
o

"(PREUVE :

Ceci résulte essentiellement de 1'hypoth&se H] qui s'écrit

puisque u(t,w) reste dans un ensemble borné U(w) et que z est fixé
If(x,u,z,t)l iM]’XI + Mé((l)) P.s.

L'ensemble X(w) est défini alors par 1'indgalité :

M! (w) M. T M!(w)
2 + xo(w)}e | B

M] Ml )

|x(t,w)| < {

PROPOSITION
presque

Si la suite de fonctions fn pour tout z de R~ et/tout w de §
converge uniformément vers f sur X(w) x U(w) x [0,T] et si g est k lipschit-
zienne sur R"

alors

sup |F_(u,w)-F(u,w)| + 0
uGLé(w)[O,T] : n.> o pP.s.

ol Lﬁ( )[O,TJ désigne les applications en t i valeurs dans U(w) mesurable
w

et de carré intégrable.
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(PREUVE

Soit u(.) une section mesurable de ﬂA_(.) et u(t,w) (t € [0,T],w € )

un processus versinn de cette sectinn. Soit xn(t,w) la solution de 1'équation

x(t)

£ (x(t),u(t),z(t),t) ps t€[0,T]

x(0)

X
o

Comme p.s. , xn(t,w) € X(w) %t € [o0,T]

On en déduit, puisque fn tend vers f, que :

¥e >0 4N ¥n > N =>
o o

| £0x_(£,0),u(t,w),2(t,0),£)=f (x_ (t,0),u(t,w),z(t,w),0)] <€
vt € [0,T]

Ceci signifie que xn(t,w) est une solution €-approchée de 1l'équation :

x(t,w) £ (x(t,w),ult,w),z(t,w),t) t € [0,T]

x(0, )

h

xo(w)

selon la définition donnée dans CARTAN (p; 111).

I1 en résulte que (Lemme 1.5.1, p. 116 CARTAN) que si x(t,w)

est solution du systéme précédent, alors on a :

KT,

K Yt

x(ew) - x (gw)] <€

donc pour t = T et selon la définition de ¢

KT_
[0(u,) - ¢ (u,0)] < e S ‘ vu € 12 (0,1]
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