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INTRODUCTION

Cette thése est une contribution 3 1'algorithmique combinatoire.
Son point de départ est le probléme fondamental de 1'algébre de Boole :

la repr@sentation minimale des fonctions booléennes.

'Si la recherche d'une rebrééentation minimale sous forme de sommes de

mondmes ne présente pas de difficulté de principe! par coitre son temps d'exécu-
- —rapjdement . PO .

tion augmente beaucoup plus/q&épfe foibre de variables. Une approche préliminaire

de la synthé&se des fonctions booléennes est’ donc de les décomposer en fonctions

de fonctions } cette méthode est approfondit et g@néralisée aux fonctions quel-

conques au cours des deux premiers chapitres.
Dans les chapitres 3 3 7, on cons@idére due la détermination de 1'en-
semble des mondmes premiers et celle d'une’ couverture minimale ne sont que des

cas particuliers du probléme de la recherch® des @léments maximaux de structures

algébriques Bgrtiellement ordonnées dont les opérations algébriques sont isotones

et en nombre fini.

Une telle généralisation a le mérite:de ‘relier et d'unifier un grand
nombre de problémes combinatoires (en théorie des ‘graphes, des relations, des
ensembles ordonnés...). Elle nous a permis de définir des algorithmes péneéraux et
d'expliquer dans ce cadre plus vaste l'origine de¢ performances de cas particuliers
et a priori &loignés les uns des autres. Cette théorie effectue donc une synthése,
mais elle fournit aussi un cadre propice 3 la comparaison, & 1'amélioration et &

la conception des algorithmes.




- 1T -

Le chapitre 1 prolonge les tvavaux de PIéHAT“[Il sur les décompositions

simples des fonctions booléenanes.

D'abord, les rapports entre décompositions et synthése minimale des fone-

tions booléennes sont &tudiés.

Ensuite, on énonce quelques résultats concernant des fonctions particu-

liéres décomposables disjonctivement et on &numére les fonctions booléennes de

quatre variables admettant une décomposition disjointe simple.

Enfin, est mentionnée la réalisation avec DESCHIZEAUX d'un algorithme

trés commode de détermination des décompositions simples d'une fonction booléenne

i partir de son écriture galoisienne : il se r&duit & un calcul sur des partitions

de variables, indépendamment des fonctions booléennes associées.

Le chapitre 2 étudie la structure algébrique de 1'ensemble des décompo-
sitions des fonctions de plusieurs variables queléonques.

On étend d'abord au cas de décompositions non disjointes et de variables
prenant un nombre infini de valeurs, les résultats obtenus par KARP dans le cas
de variables finies.

Est introduite, ensuite, la notion de décomposition injective ; elle

permet de déterminer dans quelles conditions 1l'existence de deux décompositions
en chalne entraine 1'existence d'une décomposition plus fine.

Enfin, est défini le concept de dépendance de cardinal n d'une fonction

par rapport 3 un sous-ensemble A de ses variables ; la notion classique d'indépen-
dance d'une fonction par rapport & A est alors &quivalente 3 une dépendance de
cardinal un. Dans le cas ol les variables prennent un nombre fini de valeurs, les
résultats obtenus précédemment s'expriment trds simplement.

En résumé, on répond aux Questionsque les propriétés des décompositions
booléennes, en particulier leur structure de treillis mise en avant par ASHENHURST,
conduisent 3 se poser : & quoi tient l'existence de propriétés si remarquables ?

Sont-elles généralisables 7

Le but du chapitre 3 est d'étudier les &léments appelés pavés du produit
cardinal G de treillis distributifs Gl, Gz, crvoy GI’ principalement de déterminer
les pavés compatibles avec une partie finie A de G (cette notion de compatibilité

est précisée dans la premiére partie de ce chapitrz) : dans le cas ol chaque
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treillis Gi est le treillis de Boole 3 quatre éléments, ce probléme est celui de la
recherche des mondmes premiers d'une fonction booléenne ; dans le cas ol G est le
produit de deux treillis booléens, c'est le probléme de la détermination des rec-
tangles maximaux inclus dans une partie d'un rectangle.

L'algorithme de sélection, donné dans la deuxidme partie généralise et

résoud la conjecture de TISON. Pour cela on autorise 1l'adjonection en cours d'al-
gorithme de pavés compatibles avec A ; la restriction 3 un pavé devient un homo-
morphisme relativement au processus de sélection ; un raisonnement par induction
achéve la démonstration.

La troisiéme partie fournit un autre algorithme pour connaltre si une
réunion de pavés couvre ou non le plus grand &lément de G et généralise la notion .de

fonction booléenne aux treillis distributifs.

Dans le chapitre 4, on présente le probléme de la recherche. de tous les
€léments maximaux d'une structure algébrique G = <A, <, *> finiment engendré par A

(condition de finitude), partiellement ordonnée par < et dont les opérations algé-

briques % sont isotones et en nombre fini.

On propose ensuite trois algorithmes en file pour le traiter. On montre

que si G satisfait une certaine condition générale (par exemple lorsque ses
opérations x sont distributives), ses &léments maxXimaux peuvent €tre obtenus par

un algorithme moins primitif, appelé algorithme C, itération d'un quelconque des

trois algorithmes précédents.

Ces algorithmes en file sont exhaustivement combinatoires. Or les struc-
tures <A, <, %> peuvent avoir des propriétés telles que certaines combinaisons d'élé-
ments sont a priori inutiles (une formulation théorique, utilisant la notion de

fonction de localisation, en est donnée) ; il est ‘donc intéressant de trouver des

dispositifs pérmettant d'appliquer les algorithmed précédents dans une version sim-
plifie. Deux supports s'avdrent particulidrement efficaces pour éviter ces combi-

naisons inutiles : une disposition matricielle et une disposition en produit d'en-—

sembles qui donnent respectivement naissance aux algorithmes dits matriciels et

aux développements ; ils sont l'objet des chapitres 6 et 7.

Le chapitre 5 est 1'illustration des quatre algorithmes en file précédents

dans les deux cas suivants @
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- la recherche des pavés maximaux compatibléganAC une partie finie A ; on ob-
tient des algorithmes de BENZAKEN, CHEIN, GILLI et MEO, KUNTZMANN, MALGRANGE, QUINE,
TISON ; des applications sont données ;

- la détermination de la relation d'équivalence r8union de relations d'équiva-
lences définies sur un ensemble fini, probléme pour lequel un algorithme plus &la-

boré est aussi proposé.

Le chapitre 6 &tudie les algorithmes matriciels. Il donne en particulier

1'algorithme CM, une version matricielle de 1l'algorithme C ayant le mérite de préci-

ser, quand A® ne vérifie pas la condition de finitude, les &léments maximaux en
nombre infini ; cet algorithme est irredondant et trés efficace.

Il applique ensuite les algorithmes matriciels en particuler & 1'é&numé-
ration de chemins dans les graphes finis, ce qui permet de retrouver des algorithmes

de DANTZIG, KAUFMANN, McNAUGHTON et YAMADA, PAIR et DERNIAME.

Enfin, le probléme de la fermeture transitive d'une matrice carrée M 3
€léments dans un gerbier est examiné ; il est ramené i celui de la recherche des
€léments maximaux d'un monoide <A(M), <, %> associd i M. Les résultats de
McNAUGHTON * et YAMADA relatifs aux matrices d'expressions régulidres sont généra-
lisés, ceux de BELLMAN et KALABA, BENZAKEN, FORD, FOULKES, KUNTZMANN, LUNC, MAGHOUT,
MALGRANGE, ROBERT-FERLAND, ROY, TOMESCU, WARSHALL... concernant la fermeture des

matrices définies sur des pseudo-tréillis distributifs sont retrouvés.

Le chapitre 7 traite des développements. On en donne d'abord la définition,
on montre que ce sont des algorithmes particuliers de recherche d'éléments maximaux,

et on en distingue deux types : les développements progressifs et

les développements différenciés ou sériels.

A titre d'exemples de développement, sont examinés l'énumératién des che-
mins de longueur donnée dans les graphes comme 1'ont faite KAUFMANN, MAGHOUT, PAIR
et DERNIAME, 1'énumération des chemins et circuits hamiltoniens comme 1'a faite
BOUCHET, 1'algorithme de "'McCLUSKEY donnant les mondomes premiers d'une fonection
booléenne, 1'énumération des ensembles couplants maximaux d'un graphe simple.

On donne ensuite un nouvel algorithme pour trouver les pavés maximaux
compatibles avec une partie finie du produit de treillis distributifs : un double

-développement de produits de réunions de pavés ; c'est 1l'extension d'un algorithme




booléen de KUNTZMANN. Dans le cas de treillis bool&ens, un algorithme par double

complémentation est aussi possible ; application en est faite § la détemmination des

ensembles fortement stables et des cliques maximaux d'un hypergraphe : on retrouve
des résultats de BENZAKEN et de MAGHOUT.

La derniére partie traite du cas particulier trés courant des couvertures

minimales ou dévelopgements de produits de sommes de lettres. Il y est donné prin-

cipalement :

- un algorithme différencié lexicographique construisant chaque couverture mi-
nimale une fois et une seule ; son application aux produits de sommes de deux lettres
s'av@re rapide sur ordinateurs ; ARSAC et KUNTZMANN ont utilisé un procédé similaire
pour déterminer les ensembles extérieurement stables maximaux d'un graphe ;

- un développement progressif des produits de sommes de deux lettres alliant en
particulier les avantages d'une part de celui de BEDNAREK et TAULBEE, d'autre part
de celui de BENZAKEN.
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CHAPITRE 1

SUR LES DECOMPOSITIONS DES FONCTIONS BOOLEENNES

I - DECOMPOSITIONS ET ECRITURES MINIMALES

DES FONCTIONS BOOLEENNES [P3,4].

I-1. Introduction et définitions,

Nous nous intéressons ici 3 la minimisation du nombre total de

lettres des représentations 2 1'aide des opérateurs somme (+), produit (,)

et négation (') d'une fonction booléenne, Une telle réalisation minimale

d'une fonction booléenne quelconque non seulement existe toujours mais n'est

pas généralement unique. En algébre de Boole, comme en théorie des réseaux
électriques et des réseaux de contact [S,R] [L,C], la minimisation est une
question non résolue : aucune caractérisation de la famille d'écritures
minimales réalisant une fonction booléenne donnée n'est connue jusqu'a pré-
sent, les contributions au probléme de la réalisation minimale étant restreintes
34 des classes limitées de fonctions [K].

Apreés un rappel des définitions employées, nous donnerons d'abord
une méthode de synthése des écritures minimales d'une fonction booléenne
complate ou incompléte a l'aide des décompositions, puis nous nous iIntéres-
serons aux écritures minimales d'une classe particuliére de fonctions : les

fonctions admettant une décomposition disjointe simple. N




Nous appellerons écriture une écriture utilisant les opérateurs

somme roduit et négation, cott d'une écriture le nombre (d'occurrences)
s P g 5

de ses lettres (accentuées ou non), cofit d'une fonction booléenne f£(X) (que

nous noterons [f(X)]) le cofit de son ou de ses écritures ayant les plus fai-

bles cotts et écriture minimale de f£(X) tout écriture de f(X) de cott [£(X)].

I-2, Syntheése des écritures minimales d'une fonction booléenne,

a, Rappels et cas général,

La recherche d'une écriture minimale de la fonction booléenne
incompléte @(X) peut &tre ramenée 2 la recherche d'une écriture croissante

minimale de la forction incompléte croissante mO(X,Xo) attachée a o(X)

(la définition en est donnée dans [K] p. 192) : en effet, une écriture de
¢(X) donne en remplacant X' par x° une expression croissante compatible avec
wO(XSXO) et réciproquement, une écriture booléenne croissante de ¢0(X,XO)
donne, en remplagant x° par X', une écriture compatible avec @(X)

(Voir [K] p. 331).

Or la détermination d'une écriture croissante minimale peut se
faire & 1'aide de celle des décompositions simples additives et du principe
p p p P

de dualité ou, plus trivialement, en comptant les lettres répétées ; nous

avons déja utilisé cette remarque dans [Pl], nous le ferons encore dans 1'exem~

ple de b,
Enfin, la recherche des décompositions simples additives est faci-

litée par la propriété suivante [P1,2] : une condition nécessaire pour qu'une

fonction incompléte ait une fornction compatible croissante admettant une dé-

composition simple additive suivant la partition (A, B, Z) est que la sSomme

des monomes premiers de sa borne supérieure uniques diviseurs de mondmes pre-~

miers de sa borne inférieure admette une décomposition simple additive suivant

la partition (A, B, 7).
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b. Cas particulier de la synthése d'une écriture minimale des

fonctions privilégiées,

- - 2 =2

Rappelons qufune fonction booléenne est privilégiée si elle possade
une écriture utilisant une seule fois toute variable par rapport a laquelle
elle est monotone et deux fois les autres variables (sous forme directe et
sous forme complémentée) ; c'est donc un réseau a double contact [C,L] et
série parallele,

Le paragraphe précédent permet d'affirmer qu'une condition nécessaire

et suffisante pour qu'une fonction soit privilégiée est qu'une fonction privi-

1égiée croissante solit compatible avec sa fonction croissante attachée, La

recherche d'une fonction privilégiée croissante va &tre illustrée a 1'aide

de 1l'exemple qui suit,

Exemple 1

h(x,y,z,t) = xyzt + x'"(y' + z' + t') + z2't" (1)
n'est pas une fonction privilégiée. En effet, il suffit de montrer que sa fonc-
tion croissante attachée ho(x,xo,y,yo,z,zo,t,to) définie par

l"1-0

(xyzt + xy°+ xoz0+ xot o+ 22t (x + x) (v + v (2 + 2°) (£ + t°)

: (o) o_ 0 o o 00 00O 00 0 O 0.0 0,0
xyzt + x y zt4x yz t+x yzat +xyz t +x 'y 2z t+x y zti+x yz t +xyoz t +xoyozot0

o}

o 0 0 o 0.0 0,0 o 0
qg Xyzt + xy +xz +xt 4+ 2zt + xxo + yy + zzO + tt

n'admet pas d'écriture croissante privilégiée :

1. ho(x,xo,y,yo,z,zo,t,to) n'admet pas de décomposition disjointe
additive,
En effet, la somme des monBmes premiers de n° uniques diviseurs de mondmes
premiers de h? , xyzt + x0y°0 + x°2° + x%t% + 2%° , montre que (xyzt,xoyozot0 )
serait la seule partition possible pour une telle décomposition ; la fonction
hl(xo,yo,zo,to) de la décomposition additive. correspondant de

he = h1 + h2 (x,y,z,t)
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o o0 o0 .0 o0 oo 0,0 0.0
hl(x ,Y .2 ,t ) =xy +xz +xt +zt
P . e xd sz . o o .0 00 00 0,0
n'admet pas d'écriture croissante privilégiée puisque hl(x ,0,z ,t )=x z +x t +z t ,

o o o o o . s A
2., h (x,x ,y,y ,z,2 ,t,t ) n'admet pas de décomposition disjointe

- . ox o o o o P
multiplicative car sa duale h (x,x ,y,y ,z,z ,t,t ) définie par :

0 0.0, O 0,0 o© 000 00 O O0O0O0.
Xy z t +x yzt +¥ yz t+x yz t+x y 2zt +x y z t

1=
i}
PamnY
=
©
N
i}

' o
xyozoto+xoyzo+xoyt0+xozto+xozot+xxo+yyo+zzo+tt

oy
]
e
=)
o]
~r
]

en admet pas qui soit additive, En effet, la somme des mondmes premiers

* . - . o¥ 0 0.0 0 .0 o0
de h uniques diviseurs de mondmes premiers de h est : xy z t + x 2zt + x 2z C,
On a démontré que :
[h(x,y,2z,8)] % 9 .

Avec la meéme méthode, on peut méme démontrer que

[h(ng,Z,t)]

c'est-23-dire que (1) est une écriture minimale,

10 ,

iV

¢, Ce procédé de synthése pour les écritures minimales d'une fonction
quelconque est évidemment efficace quand le nombre de variables est peu élevé
ou pas trop inférieur au cofit de la foumction ; il est préférable que son uti-
lisation aille de pair avec 1'exploitation dés propriétés particulieres des

décompositions disjointes simples (voir [K,L,P] et le paragraphe I-3 suivant).

T-3. FEcritures minimales de fonctions admettant une décaomposition disjointe

simple,

a. Si une fonction admet une décomposition disjointe simple suivant

la partition (A,B) de ses variables, toutes ses écritures minimales peuvent
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ne pas admettre de décomposition disjointe simple suivant (A,B), comme le
montrent les deux exemples suivants, Remarquons d'abord que agh = ah' + a'h,

monotone ni en a, ni en h, admet pour écriture minimale : ah' + a'h,

Exemple D.

a@boh (C)

s'écrit, en utilisant sa décomposition disjointe simple suivant la partition
(ab,C) :

(a®b) h'(C) + (a®b)' h(C) = (ab' + a'b) h'(Cc) + (ab + a'b') h(C)
de coat 8 + 2[h(C)] et, en :utilisant sa décomposition suivant (a,bC)
a[bBh(C)]' + a'[b®h(C)] = a[bh(C) + b'h'(C)] + a'[bh'(C) + b'h(C)]

de cott 6 + 4[h(C)].

Plus explicitement, nous pouvons dresser le tableau suivant don-

nant le cofit de a®b®h(C) en fonction du cout de h et de la décomposition

choisie :

[a®beh (C)] 1 2 3 4 ... [h(C)]
décomposition suivant (ab,C) 10 12 © 14 16 ... 8+2[h(Q)]
décomposition suivant (a,bC) 10 14 18 22 e 6+4[h(C)]

Donc si [h(C)] > 2, l'utilisation de la décomposition suivant (a,bC) conduit

A une écriture non minimale,

Donnons maintenant un exemple plus complexe, mais ne faisant inter-
venir qu'une seule décomposition disjointe simple et ne pouvant donc laisser

croire 2 l'existence de "bonnes" décompositions parmi des "moins bonnes" :




Exemple 3,

Considérons la fonction
f(a’XSYSth))= g[a9h(x’Y’ZBt)] = agh(x)}”z’t)’

ol h(x,y,z,t) = xyzt + x'(y"' + z' + t') + z't"',
et montrons qu'une écriture de g(a,h), ol h est affecté du poids [h(x,y,z,t)],
ne peut pas &tre une écriture minimale de f(a,x,y,z,t),
L'écriture suivante de f(a,x,y,z,t)
f(a,x,y,z;t) = (a'x + ax') yzt + [a'x' + ax(z + t)] (y'+z'+t') + a'z't"

a un cofit de 19 ; d'od :
[f(aaXSYs.z:t)] __<_ 19

Or une écriture minimale de g(a,h) = a®h contenant a,a',h,h' et le

cotut de h(x,y,z,t) étant, d'aprés 1'exemple 1, supérieur ou égal a 9, on a
[gla,h(x,y,z,t)]] > 20.

Etudions maintenant des décompositions disjointes simples particu-

liéres dont 1'existence entratne celle d'une écriture minimale décomposable,

b, Donnons d'abord une généralisation aux fonctions incomplétes
p

du théoréme 1 de [B] :

Soit une fonction booléenne incompléte P(A,B) dont les

bornes inférieure et supérieure admettent des décompositions dis-

jointes simples par rapport 3 1'opérateur %(+ ou ,) suivant la

partition (A,B) de ses variables, Alors l'une au moins de ses écri-

tures minimales admet une décomposition disjointe -simple par rapport

a2 1'opérateur % suivant la partition (A,B).
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Démonstration,

Supposons que l'opérateur % est 1'opérateur produit (le cas ofl %
est + est dual du cas étudié ; nous ne nous en préoccuperons donc pas) et

posons

| oa,B)

h(A) . k(B
| $(a,B) = B(A) . k(»)

Alors @Q(A,B) < ©(A,B) entratne :

h(a) < h(A)
k(B) < k(B),

inégalités qui justifient les notations h(A) et h(a), k(B) et k(B).

Considérons une écriture minimale £(A,B) de @(A,B) :
®(A,B) < £(A,B) < 9(A,B)
ou : h(A) . k(B) < £(4,B) < h(A) . k(B) (1)

et sott BO une configuration des variables B telle que K(Bo) = 1, Alors

E(Bo) = 1 et (1) devient :
h(a) < £(A,B ) < h(A).

Semblablement, pour A0 vérifiant : hﬂAo) =1, (1) devie t
k(B) < £(A,B) < k(B).

f(A,BO) . f(AO,B) est de cotit au plus égal 2 celui de f(A,B) et est compa-
tible avec @(A,B), )
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¢, Théoréme 2,

-z o e e o e

Soit une fonction incomplate P(A,B) dont les bornes infé-

rieure et supérieure admettent des décompositions disjointes simples

par 1'intermédiaire d'une méme fonction h(A) ; séient

A = {al,,on,as3 et 'ai', respectivement ‘BR, le nombre d'occurrences

de a,s respectivement des variables B, d'une écriture minimale de

©(4,B). Si

|all + .. +' a;'
[R(A)] < (1)
- min I ai‘

alors 1l'une au moins des écritures minimales de ©(ALB) admet une

décomposition disjointe simple par 1'intermédiaire de h(A),

g[h(A),B], et on a les égalités

‘a1|+ +]asi
[h(A)] = (")

[g(h,B)] = min lai ] + IB', (2")
i

9,1 = min [a [ @]+ [3 ] G
i

Démonstration.

Soit f£(A,B) une écriture minimale de Q(AYB)

9(A,B) < £(4,B) < P(A,B).
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Posons

©(A,;B) = g[h(A),B]
| o(A,B) = E[h(A),B]

<

en remarquant que la notation est justifiée puisque @Q(A,B) < ©(A,B) entrafne

g(h,B) < E(h,B) , et soit u, une valeur des variables A—ai telle que :

~

h(ai’ui) =a;

~ - . -
oli aji désigne exclusivement a ou a'
On déduit

~

g(a;,B) < £(a ,u;,B) < 8(a;,B)
glh(4),B] < E[h(A),u ,B] < g[h(A),B]

Posons

(9(A,B)] = [£(A,B)] = |a | +...+ [a_] + B,

ol ‘ai| est le nombre des occurrences de a; de f(A,B), |B| le nombre d'occur-
rences des variables B de £(A,B), Alors, Vi € {1,...,s}
[£(a;,u;,B)] < Ja;| + |B] (2)

[f[ﬁkA),ui,B]] < ey (h(a)] + |B| (3)

Si (1) est vérifié, (3) donne pour les i tels que ;ai|= min ‘aii
i |

[f[fl'\;(A),Ui,B]] < |all +oo ot las

|+ |B| = [@(A,B)]
et f[EkA),ui,B] = g[h(A),B] est une écriture minimale de @(A,B).

La dernidre inégalité ne pouvant &8tre qu'une égalité, (1), (2) et

(3) deviennent (1'), (2') et (37),
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Cas particulier 1. {[h(A)] = s

(1) est vérifié et (1') devient :
|a1l+.“+ ‘as'

min Ia.l
_ i

1

donc 'all coe = 'as 'a

On retrouve le théoréme 3 de [L1], plus explicitement

Soit une fonction incompléte P(A,B) dont les bornes

admettent des décompositions disjointes simples par 1'intermé-

diaire d'ure méme fonction monotene et privilégiée h(A), Alors il

en est de méme pour 1'une au moins de ses écritures minimales ;
3

si A = {al,,,,,as} et si 'ai' , respectivement IB' , est le

nombre d'occurrences de a;, respectivement des variables B, dans

une écriture minimale de @(A,B), on a

B Il ] Bl B

[9(a,B)] = |a; | [h(&)] + |B] .

Cas particulier 2, min lai' =1
i
(1) est vérifié puisqu'il existe une valeur v de B telle que

glh(A),v] = h(A)

d'od :  [h(A)] = [glh(a),v]] < [9(A,v)] < |ay] +oeot |2

(2') devient : [g(h,B)] 1+ IB‘

1]

(3') devient : [p(A,B)] [h(A)] + |Bl.
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On trouve la généralisation suivante du théoréme 3 de [B]

Soit une fonction incompléte P(A,B) dont les bornes

admettent des décompositions disjointes simples par 1l'intermédi-

aire d'une meéme fonction h(A). Si ©(A,B) est monotone et privilé-

giée par rapport & une lettre de A, (c'est-a-dire si elle a une

écriture minimale f(A,B) out figure une seule occurrence d'une

variable de A), alors 1l'une au moins de ses écritures minimales

est de la forme g[h(A),B] ; en outre

[h(a)] = ]ali oot |ag|

[g(h,B)] =1 + lBl

[p(A,B)]

si A = {al,,,,,as} et si lai‘ , respectivement !B‘, est le

nombre d'occurrences de ai, respectivement des variables B, dans

[h(A)] + |3 |

£(A,B).
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IT - TFONCTIONS BOOLEENNES PARTICULIERES ADMETTANT UNE DECOMPOSITION

DISJOINTE SIMPLE [P3]

Cette étude est un complément au premier chapitre de [P1],

II-1. Fonctions particuliéres admettant une décomposition disjointe simple,

a. Fonctions décomposables pseudo~impaires ou pseudo-paires.

Une fonction booléenne simple f(X) sera dite pseudo-impaire si

elle est égale a sa duale a la complémentation pres des variables, c'est-2a-

dire si
£(x) = £'(X)

oli X est X aprés complémentation de certains de ses éléments (évidemment

X # X) . £(X) sera dite pseudo-paire si elle reste identique api@s complé-

mentation de certaines de ses variables (au moins deux si f(X) dépend effecti-

vement de toutes ses variables, ce que nous supposerons toujours par la stiite),

Etant donné que les fonctions pseudo-~impaires, respectivement
pseudo—pdnes;“peuvent etre considérées comme des fonctions impaires, respecti-
vement paires, par rapport aux variables felles que X = x' (les autres étant
des paramétres), les résultats obtenus vont 2tre trés voisins de ceux de [P1].

Théoréme 1.,

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une

fonction décomposable f(A,B) = g[h(A),B] soit pseudo-impaire est
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g(h,B) = g'(h,B)

ou g(h,B) et h(A) pseudo-impaires,

Démonstration,

f(A,B) = g[h(A),B] pseudo-impaire signifie qu'il existe

A et B tels que :

£(A,B) = £'(A,B)
g[h(4),8) = g'[h(X),B (1)

I1 en résulte les deux cas suivants s'excluant mutuellement :

1. ou h(A) = h(®) (ce qui est trivialement vérifié en prenant

A= A) et (1) devient :
g(h,B) = g'(h,B)

c'est-3-dire, en ‘particulier, g(h,B) est pseudo-impaire.

2. ou h(A) = h'(A) (clest-a-dire h(A) peudo-impaire) et (1)

devient
g(h,B) = g'(h',B)

c'est-a~dire g(h,B) pseudo-impaire.

Réciproquement g(h,B) = g'(h,ﬁb entraine :

g[h(a),B] = g'[h(4),R)
£(A,B) = £'(A,B)

c'est-2a-dire f(A,B) pseudo-impaire, g(h,B) et h(A) pseudo-impaires entrafnent

aussi : g[h(A),B] pseudo-impaire,
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Exemple 1.,
Le seul type de fonctions de trois variables décompesables et

pseudo~-impaires est : xyb + (x' + y')b".

* g(h,b)

hb + h'b' vérifie : g(h,b) = g'(h,b")

% h(x,y) = xy n'est pas pseudo-impaire,

Exemple 2,
Les types de fonctions de quatre variables décomposables et

pseudo~impaires sont

xy + (x +y)(zt' + z't)
(x + y)z + zt + t(x'y")
(zy' + x'y)(z + £) + z2't

et tous les types de la forme : f(x,y,z) & t puisque

f(x,y,2z) & t = [f(x,y,2) & t']\

Remarque,
Les fonctions impaires sont des fonctions pseudo~impaires particu~
lieéres., Nous ne les avons pas énumérées dans les deux exemples précédents,

Théoréme 3.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc-

tion décomposable £(A,B) = g[h(A),B] soit pseudo-paire est

g(h,B) = g(h,B)

ou h(A) pseudo-impaire,
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Démonstration,

Elle est semblable a la précédente,

b, On peut aussi se demander ce qu'il advient quand on permute

des variables de A (le résultat de la permutation sera écrit : A) et des

variables de B (pour obtenir B) ou, plus généralement, quand, en plus, on

complémente certaines variables de A et B (le résultat de l'opération sera

écrit

Exemple,

[h<x,y>

o]
R et B). Enongons par exemple le correspondant du théoréme 2 :

Théoreéme 2,

Une condition nécessaire et suffisante pour que

f(A,B) = g[h(A),B] soit égale a £(A,B) est :

e(h,B) = g(h,B) et h(A) = h(R)

g(h',B) et h(a) = h'(R),

ou g(h,B)

Considérons les deux fonctions sulvantes :

h(y,x) = h(x',y'") = h(y',x")
h'(x,y'") = h'(y',x) = h'(x',y) = h'(y,x")

xy' + x'y

jg(h,z,t) = hz + h't + zt = g(h',&,z)

et la fonction composée

f(x,y,z,t) = glh(x,y),z,t].

Elle vérifie donc :

£(x,y,2z,t) = f(y,x,z,t)
= f(x',y',2,t)
= f(y',x',z,t)

= f(x,y',t,z)
= f(y'3xstsz)
= f(X',y,t,Z)

= f(y,x',t,z).
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Remarque,

Les théorémes précédents spnt utiles pour la recherche des permu-
tations et symétries conservant une fonction décomposable et serviront en
II-2 pour trouver le nombre des fonctions de quatre variables d'un type

déoomposable. donné,

c, Fonctions décomposables linéaires.

Théoréme 4.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction décom-
posable £(A,B) = g[h(A),B] soit ..linéaire est que g(,B) et h(A)

soient linéaires,

Démonstration évidente puisqﬁe :

g(h,B) linéaire <=> g(h,B) =h @ 8% o a

h(A) linéaire <=> h(A) = A" @ b

A@ o B$ o ¢,

f(A,B) linéaire <=> f(A,B)

oty Ae et Be.sont les condensés disjonctifs de A et B et oli a, b et ¢ sont

des constantes booléennes,

d. Monbmes premiers obligatoires et interdits de premilre espéce

d'une fonction décomposable.

Théoréme,

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un mondme

premlier m, ng d'une fonction décomposable f(A,B)=g[h(A),B] soit

obligatoire est que les mondmes premiers correspondants hn et m

A

B
de respectivement g(h,B) et h(A) soient obligatoires,
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Démonstration,

La condition est nécessaire, En effet, si h n_ et m, n'étaient

B ~
pas mondmes premiers obligatoires de respectivement g(h,B) et h(A), il

existerait une base premigre de g(h,B) et une base premi2re de h(A) ne les

contenant pas, ce qui conduirait A une base de f£(A,B) ne contenant pas my g

c'est contraire al'hypothése m, N, mondme premier obligatoire du f£(A,B),
La condition est suffisante, c'est-3a-dire si BB et X sont dés points

de respectiVement g(h,B) et A(A) couverts par les seuls mondmes premiers ﬁlnB

et my s alors le point AR de f(A,B) est couvert par le seul mondBme premier

m, ng de £(A,B). En effet, supposons X B couvert par un mondme premier

Py 9 de £(A,B) ; p, étant monome premier de h(A) et couvrant & , est m,
et ﬁ'qB, étant mondbme premier de g(h,B) et couvrant K B (puisque qg couvre B,
est h ng
Théoréme 6,
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un mondme
premier m, ng d'une fonction décomposable f(A,B) = g[h(A),B] soit
! d
interdit de premiére espéce est qu% %%x %%n@mes premiers corres-
pondants E’nB et m, de respectivement g(h,B) et h(A) soitn. inter-
dits de .premiére espéce,
Démonstratidn;

La condition est nécessaire, En effet, si m, g est un mondme pre-

mier interdit de premire espice de f(A,B), chacun de ses points appartient
a4 un monbme premier obligatoire de f(A,B).donc?d'aprés le théor2me 5; chacun

des points de'ﬁ'nB et m, apparfient a un mondme premier obligatoire respec-

tivement de g(h,B) et h(A).

La condition est suffisante, c'est-a-dire si h n_ oum, ' &st. un

B A
mondme: premier interdit: de premiére espéce de respectivement g(h,B) ou

h(A), alors m, n, est un mondme premier Interdit de premiére espéce de f(A,B) :

ceci résulte de la condition suffisante dﬁ*théoréme 5.
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Exemple':

Soit g[h(a,b,c),x,y] = (x+y)(abtbcta'c) + x'y

g(h,x,y) = xh + yvh + x'y admet xh et x'y pour mondmes premiers obligatpires,
yh pour monome premier interdit de premidre espéce ; h(a,b,c) = ab + bc + a'c
admet de méme ab et ca' pour mondmes premiers obligatoires, bc pour monbdme
premier interdit deppremidre espi&ce, Donc xab, xa'c et x'y sont des mondmes
premiers obligatoires de g[h(a,b,c),x,y], yal, ybc et ya'c des monBmes pre-

20

miers interdits de premiére espéce,

II-2, Les fonctions booléennes de quatre variables admettant une décompo-

sition disjointe simple,

Voici la liste des 80 types propres de fonctions booléennes de
quatre variables admettant une décomposition disjointe simple (g =y = z ,
par exemple, indique que les fonctions du type considéré sont respectées par
1'une quelconque des permutations des variables x, y et z, 2 des complémen-
tations prés ; la colonne des twpes de fonctions de trois variables généra-
teurs s'explique par le fait que g{h(A),B] est obtenue 2 partir des fonctions
g(h,B) et h(A) A respectivement deux et trois variables ou trois et deux

variables).

Types de fonctions | Nombre de
Représentant du type! Caractéristiques des fonctions de 3 variables fonctions
du type générateurs du type| du type
xyz + t monotanie, sur-imparité 3A 64
|
(x+y+2z)t X=y=z sous-imparité 3a¥ 64 |
: : et |
- |
x+ty+z+t | monotonie, sur-imparité 3a* 16 !
xyzt o v iQXEyEzani ! sous-imparité 3A 16
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(xy+x'y ')zt monotonie sur-imparité 3B 96
en z ett,
(xy '+x'y+z)t X =y sous-imparité 3g* 96
V! , . #* *
xy '+x 'yt monotonie sur-imparité. 3B7,3A 48
en z et t
(xy+'y ')zt z = y,zst sous~imparité 3B,3A 48
xyz+x'y'z'+t monotonie sur~imparité. 3C 32
en t,
(xy'+yz'+zx'+y&'+y£'ff§')t XEy =z sous~imparité _3Ca‘E 32
1 ¥ 1 1] 1] !' < \*
xy 'tyz'+ex gz 4y +7& +t monotonie sur-imparité 3C 32
en t,

(xyztx'y'2")t 'x =y =2 sous-imparité 3C 32
(xt+y)z+t monotonie sur~imparité 3D 192
Lxy+z)t X =y sous-imparité 3p* 192

o i ‘ - c .

xy+zt+t monotonie sur-imparité 3D, 3A 96

(xty)zt 'z =y,z 2t} sous-imparité 3D, 3A 96

xyz+y'z'+t monotonie sur-imparité 3E 192
en x et ¢,

(y§'+xz'+yz°+yfz)t y =z sous-imparité 3E* 192

7§'+xz'+yz'+y'z+t . monotonie sur-imparité 3e* 192
en x et t,

(xyzt+y'z")t y E 2 sous-imparité 3E 192

xy'z'+x'yz'+x'y'z¥t monotonle sur-imparité 3F 64

en t,
(xyzt+x'y'+y'z'+z'x')t X 2y = 2z sous-imparité SF%E 64
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xyz+x'y'+ytz'+z'x "+t monotonie sur-imparité 3F 64

en t,
(xy'z'+x'yz'4+x'y'2)t XEy =z sous-imparité 3F 64
Xy+yz+zx+t monotonie sur-imparité 3G 64
(xy+yzt+zx)t x=y =z sous-imparité 3G 64
(xy"4+x'y)zt(xy+x'y ")z "+t monotonie sur-imparité 31 16

en t,
[(xy'+x'y)z+(xy+x'y ') z]lt X=Ey =2z sous-imparité 3H 16

xy+yé%zx'+t monotonie " sur-imparité 31 192 i
en y,z et t, ‘

(xy+y&+zx')t y = z sous-imparité 31 19?
xyzH+(x'+y ) z'+t monotonie sur-imparité 3J 192

en t,
[xyz+(x'4+y')z']t ‘x =y sous-imparité 3J 192

xy'+x‘y+(x+y)(zt+z't')+(x'+y')(zt'+z't)

X Ey,z2=st sur-imparité SC* 24
xy(zt+z't")+x'y'(zt'+2't) sous-imparité 3C 24
xy'+(x+y) (zt+z "t )+y ' (2t '+2't) ,
monotonie sur-imparité 3E*E 96

" en X,
xy(zt+z't )+y'(zt'+z't) z =t sous-imparité 3E 96
xy(zt)+(x"+y" ) (z'+t " )+x'y' | =x=y, 2=t 'sur—imparité 3p¥ 96
(xy'"+x'y)z't "+x'y' (z4t) ‘sous-imparité 3F 96
xy+(x4y) (z+t) monotonie sur-imparité 3G 96
xy+(x+y)zt XSy, zSt sous-imparité 3G 96
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xy(z+t)+z't monotonie en x, y et t 31 192
(x+y) (z2'+t)+zt X =y 31 192
xy(z'+t")+(x"+y Dzt X=y, z=t 3J 48
x'y'z't " (xty) (z+t) 3J 48
(xy+x'y ') (z+t) monotonie en z et t, 3B,3D 48
xy '"+x'y+zt X =y, z 5t 3B§e,3D*E 48
(xy+x'y ") (zt+z't") XSy, 2=t 3B 12
xy '+x'ytzt'+z't 3BJk 12
xyzt+x'y ' (z'+t") X=y, z=t 3C 96
xy ' Hr'y+(ety )z e (x ') (2+t) 3c* 96
(x+y) (z+t) monotonie 3D 48
xy+zt X =y, 2z =t 3D* 48
xyzt+z't!' monotonie en x et y 3E 96
(x+y) (z'+t " )+zt'+2't xX=y, 2=t 3E* 96
(x+y)zt+z't' monotonie en x et y 3E 96
xy(z'+t "' Het'+z't XxX=y, z=Et 3E* 96
(xy+x'yzttz't! X=Ey, z=t 3E 48
(xy'+x'y)(z2'+t")+zt'+2't 3EF 48
xyzt+y ' (z'+t") . monotgnie en x 3E 192
xy "+ (xty) (2t )4y (z+t) z =t 3E* 192
xy(z+t)+y'z't! monotonie en x 3E 192
xy "+ (xty) (24t )+y ' (2t) z =t 3g* 192
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(ky'¢x'y)(z+t)+x'y'z't' xsy, z=t 3F 96
xy(z'+t")+(x"+y Dzt+x'y! 3r* 96
1
(xy'+x'y) (zt+z't "+x'y(zt'+2't) X=y, z=t 3F 48
xy(zt+z't ")+ (x"+y." ) (zt "+2't)+x'y! BF* 48
xy+(x+y) (zt'+z't) monotonie en x et y, x=y,z=t 3G 48
(x+y) zzt+t(x'y") monotonie en z et t; x=y 31 192
(xy "+x'y)z+zt+t(xy+x'y") monotonie en z et t
’ ‘ XEy, 2 E‘f, Imparité 31 48
(xy'+x'y)(z¥t)#z't monotonie en t X =y 31 96
= - *
xyz @ t xSy =z 3A,3A7,30 64
(xy'+x'y+z) &t X =y 3B,3B*,3J 96
fftxyz+x'y'z') &t X=y =z imparité ?)C,BC:‘E 32
. Lo ok

(x+y)z & ¢ X =y 3D,3D 192

( t,,1! = : * b
xyz+y'z ) e t y =z 3E,3E 192
(xyz+x'y'+y'z'+2'x') & t X=y =z 3F,3F* 64
(xy+yz+zx) & t X=y =2 3G 32
X0y Fzot XEysz=st 3H 2
.(xy+yé+zx') et 31 96
Xy @ z & ¢ x 8y, z=t 3J,3H 48




Sur 64 594 fonctions dépendant effectivement de quatre variables,
il y en a donc 7 354 qui admettent une décomposition disjointe simple non
triviale, La borne supérieure donnée dans [lJ de la proportion des fonc-
tions de quatre variables admettant une décomposition disjointe simple

parmi les fonctions de quatre variables

40
plb) = —=— ~ 16 %
252
est donc A comparer avec :
7 354
~ 11 % .

64 594




1-111 - 24 -

IIT - NOUVEL ALGORITHME POUR LA DECOMPOSITION

SIMPLE DES FONCTIONS BOOLEENNES [P,D]

[P1,2] donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction booléenne simple £(A,B,Z) admette la décomposition simple

g[h(A,Z2),B,Z]. Nous la réénongons enremployant, & la suite de [D], la nota-
tion :

Ak (x,X)

AX

et 1l'appellation dérivée par rapport 3 x de k(x,X) pour le coefficient de

la variable x dans 1'écriture galoisienne de R(x,X) ou coefficient galoisien

de x (11 est égal 2a k(0,X) @ k(1,X) k(0,X) & k(1,X)) :
061

Théoréme 1.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-

tion booléenne simple f(A,B,Z) admette la décomposition simple
de A(i=l1,,,.,s),

gﬂh(A,Z),B,Z} est que, pour toute variable a
A£(A,B,2Z)

i
soit de la forme a(B,Z)hiCé:ai,gl, otr a(B,Z) et

Agy

hi(é:ai,z) sont des fonctions de variables de, respectivement,

BVU Z et (A—ai) Uz,
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Nous allons donner une nouvelle condition nécessaire et suffisante
de décomposabilité permettant en particulier de simplifier 1'algorithme de
recherche des décompositions disjointes simples de [P1,2] fondé sur le
théorame 1. ’

Dans toute la suite de 1'exposé, ne considérant que des fonctions

et des décompositions simples, nous omettrons de le signaler,

IIT-1: TUne dondition simple de décomposabilité.

a, Unicité de la décomposition additive d'une fonction compléte

Lemme 1

Une condition nécessalre et suffisante pour que

h(A,Z) + k(B,Zz) = hl(A,Z) + kl(sz) (1)
entrafne

h{(A,Z) = h(A,2)

kl(B,Z) = k(B,Z) (2)

est que la fonction h(A,Z) + k(B,Z) n'ait pas de mondme ne contenant _que

des lettres de Z (ou égal a 1),

Démonstration,

Lé condition est nécessaire : en effet, supposons que m,, solt
un mondme ou une somme de mondmes de h(A,Z) + k(B,Z) ne contenant que des
lettres de Z et construisons a partir de h(A,Z) les deux fonctions distinctes
sulvantes :

hl(A,Z)

h(A,2) + m, -

h(A,Z) (mz)'.

hz(A,Z)
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Alors

h(A,Z) + k(B,Z) = hl(A,Z) + k(B,z2) = hZ(A,Z) + [m, + k(B,Z)]
et (1) n'entrafne donc pas (2) puisque

hl(A,Z) # hz(A,Z).

Réciproquement, (1) entratne, pour toute configuration Z des

variables 7 :
h(A,Z) + k(B,?Z) = hl(A,23 + kl(B,Eﬁ. (3)

Puisque h(A,Z) + k(B,Z) n'admet pas de mondme premier de la forme m,, 11
en résulte par 1'absurde que h(A,7) # 1 5 11 existe donc une configuration

- & des variables A telle que h(K;E} = 0 et (3) devient :

K(B,Z2) = hl('z,’z‘> + k(3,7

k(B,Z) étant pour la m8me raison différent de 1, hl(Kziﬁ = 0, ce qui entrafne :

k(B,2) = k1<B,’i‘). (4)
On démontrerait semblablement :
h(A,Z) = hl(A,Ej. (5)

(&) et (5) vrais pour tout E‘entraingdt (2).

Ce lemme a évidemment une forme .duale qu'on peut exprimer de la

fagon suivante :

Lemme 1', .

‘Une gondition nécessaire et suffisante pour que

B(A,2) . k(8,2) =h,(4,2) . k {B,2) - h
entraine -

hl(A,Z) = h(A,Z)

k;(B,2) = k(B,2)
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est que h*(A,Z) + QYB,Z) n'ait pas de mondme (premier) ne cahtenant que

des lettres de Z,

A ces lemmes 1 et 1', relatifs aux décompositions simples additives

ou multiplicatives, correwpond le lemme

relatif aux décompositions simples
suivant/

disjonctives :
lemme 1",
Une condition nécessaire et suffisante pour que
h(A,2) @ k(B,2) = h,(A,2) & kE(B,Z)
entratne :

hl(A,Z)

h(A,z)

kl(B,Z) k(B,2)

est que 1'écriture galoisienne de h(A,Z) & k(B,Z) n'ait pas de mondme ne

contenant que des lettres de Z.

Sa démonstration est analogue 2 celle du lemme 1,

Remégirque 1.

Que la fonction h(A,z) + k(B,Z) n'ait pas de monBme ne contenant
que des lettres de Z est équivalent 2 : les fonctions h(A,Z) et k(B,Z)
séparément n'ont pas de mondme ne cantenant que des lettres de Z, Cela ré-
sulte en particulier de ce que tout mondme premier de h(A,Z) + k(B,Z) peut
atre obtenu 2 partir des mondmes premiers de h(A,z) et de k(B,Z) a 1'aide
de consensus par rapport aux seules lettres Z (ne supprimant donc que des

lettres Z).

Remarque 2.
Le cas particulier olt Z est vide (cas des décompositions additives,

multiplicatives ou disjonctives disjointes) est dans [C].
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Remarque 3,

‘Si Card Z = 1, les conditions des lemmes 1 et 1' deviennent respec-
tivement : h(A,Z) + k(B,Z) n'est pas égal a 1 ou n'admet pas de décomposition
additive disjointe z + £(A,B), h(A,Z) k(B,Z) n'est pas nul ou n'admet pas de
décomposition multiplicative disjointe EI(A,B).

Puisque pratiquement les décompositions disjointes sont recherchées avant les
décompositions non disjointes, les conditions des lemmes 1 et 1', quand

Card Z = 1, sont automatiquement vérifiées,

Remarque 4,

Le lemme 1 peut etre condidéré comme une conséquence du résultat

suivant de [P1]

Lemme 2.

Soit f(X) = h(A,Z) + k(B,Z) une fonction booléenne admettant une

décomposition additive suivart la partition (A,B,Z). Appelons mA(Z)’—EB(z)‘

et m, tous les mondmes premiers de f{(X) contenant respectivement au moins

une variable de A, au moins une variable de B et seulement des variables de

Z, Alors :

Ma(z) - (m,)' < h(A,2) < My(zy T My

{ \
Ma(z) ° (mz) < k(B,2) < Ma(zy T Wy -

b. Fonctions incomplétes décomposables additivement.

On peut encore poser le probléme plus général suivant : étant
données la fonction incomplate @(X) et la partition (A,B,Z) des variables X,
quelles sont les décompositions additives suivant (A,B,Z) de ®(X) ? Il est

facile d'y répondre.

De méme qu'on a ramené, en I-2, le probléme de la détermination

d'une écriture minimale d'une fonction booléenne a celui de la détermination
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d'une écriture croissante minimale de la fonction incompléte croissante at-
tachée, nous pouvons ramener la recherche d'une décomposition additive non
disjointe sulvant une partition donnée a celle d'une décomposition additive

disjointe grlce a la propriété suivante de [P1] : une condition nécessaire

et suffisante pour que la fonction incompléte @(X) admette la décomposition

additive h(A,Z) + k(B,Z2), est que la fonction incompléte

PX) siU=2
v(A,B,2,U) = {
& si U # 2Z

ot & désigne indifféremment O ou 1 (c'est la valeur caractéristique d'une

fonction incompléte), admette la décomposition additive disjointe

h(A,Z) + k(B;U), I1 est alors facile de répondre a la question posée puisque

[P1] (p,I-22 et suivantes) donne aussi le moyen de déterminer les décomposi-
tions additives disgointes suivant une partition donnée d'une fonction in-

compléte, L'exemple qui suit montre comment procéder,

Exemple :

Cherchons les fonctions additivement décomposables suivant la par-

tipion (a,b,z) qui sont compatibles avec la fonction incompléte suivante :

p(a,b,z) = ab + az + bz

pla,b,z) =a + b+ 2z

(les décompositions additives disjointes sont données dans [P1]).

1. La fonction Y(a,b,z,u) obtenue a partir de 9(a,b,z) par dédou-

blement de z en u

y(a,b,z,u) = (gb + az + bz) (zu + 2'y') = @eu + beu + ghz'u'

y(a,bz,u) = g+ b+ e+ 2'u+ eu' =a+b+k+u
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a pour décompositionsminimales comp atibles pRivant (az,bu)[Pl] p. I-24 :
maz + m'u + pz + p'bu + qae' + q'bu’

(m,p,q sont des parametres booléens), soit, tout calcul fait :
a+ 2z, b+u, 2+ bu', u+ az', a + bu, b + az.

Les décompositions minimales compatibles avec ¢(a,b,z) sont donc :

a + bz et b + az,

2. La décomposition maximale compatible avec ¥(a,b,z) est :

a+ b+ z,

3. Les fonctions décomposables sont données par :

a + bz + Ala+z) + p(b+z) et b + az + A(a+z) + p(b+z),
ot A et y sont dés paramétres booléens, Ne considérons que la premiére de
ces deux derniéres expressions, a et b jouant un r8le symétrique j elle

s'écrit

. a|z| blz'
‘dlz o » b'z }
a+bz+()\.1A2‘.?¥3L Xl;) {raz (a+z) + '(u]:,‘uz ugu&) bz'} (b+z)
az’ bz

= a4+ bz + (Xz + uz)z + g b

et nous obtenons pour les diverses valeurs de XZ’ o et MB
a+bz,a+b,a+z, a+b+z ‘

Finalement, les fonctions additivement décomposables suivant

(a, b, z) compatibles avec ®(a,b,z) sont :

a+ bz, b +az, a+b, a+2z,b+2z,a+b+z
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et leur sup demi-treillis est

a+b+z

a+z a+b btz

a+bzz b+az

Déteminons maintenant directement (sans passer par Y) les fonc-
tions décomposables additivement suivant (A,B,Z) et inférieures ou égales
a une fonction donnée, le cas des fonctions décomposables supériéures ou

égales a une fonction donnée étant plus compliqué,

Lemme 3.

Les fonctions h(A,Z) + k(B,Z) décomposables additivement suivant

(A,B,7) et inférieures ou égales 3 :

9(A,8,2) = my gy + My(z) Tyt Mp(y)

ol ;A(Z) par exemple désigne 1l'ensemble des monOmes premiers de E(A,B,Z) con-~

tenant au moins une variable de A et aucune variable de B, sont inférieures

ou égales a :

Macz) T Mp(z) T M2 (D
et h(A,7) et k(B,7Z) vérifient
h(A,2) < EA(Z) +m, (2)y -
{k(B,Z) ST,y T, (3)
Démonstration :

(2) résulte de ce que tout mondme premier de h(A,Z) ne contient

que des lettres de A et de 7Z et est inférieur ou égal & au moins un mondme
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premier de h(A,2) + k(B,Z).

(3) est vrai puisque (2) 1'est,

Enfin (1) résulte de (2) et (3) et de sa décomposabilité suivant
(A,B,2). Remarquons que (2) et (3) sont, 2 1'encontre de (1), obligatoi-

rement des bases complétes,

c, Condition de décomposaBilité d'une fonction compléte.

Théoréme 2,

Une conditgon suffisante puur que la fonction compldte £(A,B,Z)

admette la décomposition simple g[h(A,Z),B,Z] est que le coeffi-

Af(A,B,2)
cient galoisien —————— de toute variable a, de A(i =1,...,8)
Aa
i

admette une décomposition multiplicative suivant (A,B,Z) et qu'il

existe une chaftne des variables de A telle que pour tout couple

a; EE'aj (1 < i< § < s) de variables consécutives

Azf(A,B,Z) * Azf(A,B,Z)

, fonction duale de , n'ait pas

Aal.. Aaj Aai Aaj

de mondme ne contenant que des lettres de Z,

Démonstration,

Montrons que :

AE(A,B,Z)

= ai(B,Z) hi(A-ai,Z), i=1,...,s,

entralne :
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AE(A,B,Z)
———— = 0B,Z) hi(A—ai,Z), i=1,,,.,s
Aa

i
si les conditions du théoréme 2 sont vérifiées, donc leur suffisance pour
1'existence de g[h(4,2),B,Z] en vertu du théoréme 1,
En effet, pour tout couple a, et aj de variables consécutives de

la chafne , on a

2
A f(A,B,Z) Azf(A,B,Z)
ba; Aaj Aaj ray
d'ol
Ahi(A'ai’Z) Ahj(Y-aj,z)
0 (3,2) ————— = ¢a,(8,2)
ha da,
A2£(A,B,2)
et, d'aprés le lemme 1, puisque —— n'a pas de mondme ne contenant
pa; e

que des lettres de Z
O&(B,z) = oﬁ(B,Z).
Donc

ai(B,Z) =

!
R
N
te
N
Nt
i
i
R
~
o
N
Nt

Les théorémes 1 et 2 permettent évidemment d'énoncer, si &'z dési-
gne z ou rien (respectivement d'une décomposition non disjointe avec une
seule variable non disjointe et d'une décomposition disjointe) et en tenant

compte de la remarque 3 :
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Théoréme 3.

Une condition suffisante pour que la fonction f(A,B,¥z)

admette la décomposition simple g[h(A,¥z),B,z] est que le coef-

ficient galoisien de toute variable a, de A i =1,,..,8) admette

une décomposition multiplicative suivant la partition (A,B,dz) et

qu'il existe une chatne des variables de A telles que pour deux
2
A E

A2y Aaj

variables consécutives ai et a,

3 soit non nul,

A l'aide des théorémes 2 ou 3, la recherche des décompositions
devient facile ; si tous les coefficients galoisiens des variables de A
admettent une décomposition multiplicative suivant (A,B,Z) mais s'il n'existe
pas une chafne telle que pour deux varia bles consécutives a, et aj s

’£(a,B,2) ¥
A > n'ait pas de mond®mes ne contenant que des lettres de Z,

a, a,
pa; ba,
il faut cependant de nouveau utiliser le théoréme 1.

Donnons maintenant en détail un algorithme fournissant les seules
décompositions disjointes, en utilisant le fait qu'elles sont ordonnées en

treillis, d'une fagon que:1'on va rappeler :

I11-2, Algorithme donnant les classes des décompositions disjointes simples

totales d'une fonction compléte,

a. Rappels et définitions.

On démontre (voir [C]) que, si {(AP,BP) ; 1< p<P<n} est

1'ensemble des partitions (AP,BP) des décompositions disjointes maximales

(c'est-a-dire dont les A, appelés Ap’ sont maximaux) non triviales




(1 < card Ap < n) ou triviales (Card Ap = 1), alors
ou {Ap ; 1< p< Pl est une partition de X et

£(X)

g[fl(Al)’ fz(Az)’ caes fP(AP)]’ (1)
ou {Bp ; 1 < p< Pl est une partition de X et

£(X)

fl(Bl) ) fz(Bz) 0 ... 0 fP(BP) (2)

(o désigne +,. ou @), L'expression unique, a la complémentation prés des
fonctions fp(Ap) ou fp(Bp), de £(X), qu'elle soit (1) ou (2), sera appelée

la décomposition disjointe (simple) totale [K] de £f(X) (elle est triviale

si, quel que soit p, Card Ap = 1), et les sous-ensembles A °’AP de X

12

dans le cas d'une décomposition de la forme (1) ou B °°’Bp dans le cas

1°°
d'une décomposition de la forme (2), seront dits les classes de la décom-

position disjointe totale de f(X),

[C] montre encore que, étant donnée une partition (A,B) d'une
décompoéition disjointe de f(X), 1'un au moins des sous-ensembles A et B
de X est une -classe de la décomposition disjointe totale de f(X) ou de celle
d'une fonction f (X ) (1 < p < P) ou de celle d'une fonction £ (X ) asso-
P. P - - P4 pPq

ciée 2 fp(Xp).,, et d'une seule, L'inverse est évidemment exact,

Dans la suite de 1'exposé, on appellera par extension 1'ensemble
des décompositions disjointes totales de f(X), fp(Xp) 1<p<gp),
(X ) ,... les décompositions disjointes totales de f(X), et 1'ensemble

£
30 N o]
de leurs classes les classes des décompositions disjointes totales de f(X),

b, Algorithme.

Considérons, pour toute variable x de X

Af(X)

J
= T o (X ) ()
Ax j,=1 X’J X)J




J
ot T @ . (X_ ,) est la décomposition disjointe totale multiplicative

j=1 ’J X’J

A£(X)
de s

Ax
= €
P (Xx’l, cees xx’J) , x €X (1)

ol les PX sont des partitions de X puisqu'on adoptera la convention suivante

si une variable de X ne figure pas dans AECX) , elle formera a elle seule
Ax

une classe de Px'

D'aprés le théoréme 1, le systéme (I) des coefficients galoisiens
dans f(X) de chaque variable x de X décomposés disjonciivement: et multiplica-
tivement est nécessalre et suffisant a la recherche des décompositions dis-
jointes totales de f(X), D'aprés le théoréme 3, la donnée du systéme (II)
de partitions de X est ordinairement suffisante pour trouver les classes
des décompositions disjointes totales de f(X) ; le passage de (II) et d'au
besoin (III) a 1l'ensemble de ces classes de décomposition est 1'objet de ce
qui suit,.

Appelons la classe de la partition Px contenant son indice x, la

classe spéciale de PX et définissons dans l'ensemble des partitions de X 2
indice contenu dans une seule classe 1'opération interne faisant correspondre

a4 deux partitions PL et PM d'indices L et M la partition réunion des partitions

PL, Pp L UMet d'indice L UM :

P = U(PL, P

LU M v L Um.

Alors on déduit immédiatement du théoréme 3




Lemme 1,

La plus petite classe (par rapport a 1'inclusion ensembliste) de

décomposition disjointe totale contenant deux lettres u et v de X est la

classe spéciale de la premikre partition constructible 3 partir de Pu et

de PV 32 1'aide de 1l'opération interne qui vient d'etre définie, et dont

1'indice est identique & la classe spéciale, si la classe de Pu contenant v

et la dasse de PV contenant u ont au moins un élément commun ou ont respec-

2
tivement un élément X, et un élément x, tels que u4A~£—"— soit non nul,
. A%,
Axl A i

Le lemme suivant se déduit des rappels

Liemme 2,

Pour toute classe de décomposition A qui n'est pas réduite_ a3 une

variable et dont la fonction h(A) correspondante (y compris “f(X)) n'admet

pas de décomposition disjointe totale de la forme (2), il existe*toujours

deux lettres u et v de X telles que la plus petite classe de décomposition

contenant u et v soit identique 3 A, Inversement, toute plus petite classe

de décomposition contenant deux lettres u et v n'appartenant pas 3 deux classes

distinctes d'une décomposition disjointe totale de la forme (2) avec P > 2,

est une classe de décomposition disjointe totale,

-

Les lemmes 1 et 2 conduisent respectivement & 1'algorithme 1 de
recherche de la plus petite classe de décomposition disjointe totale conte-
nant deux lettres u et v de X et a 1'algorithme 2 donnant les classes des

décompositions disjointes totales d'une fonction :

Algorithme 1.

Etant données les partitions Pu et Pv, on initialise le

' rocessus suivant en posant P := P P =P
P P W u’® “x v
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1, A partir des partitions Pw et P, on calcule

Boyy = U(PW’ P, W U x) de classe spéciale YU x

2, On effectue le test :

~ si Card Yw U x = n, la plus petite classe de décomposition

contenant u et v est X ;

- sinon et si Card Yousx Card W U x) , on va en 1 avec

P :=P

W WUzx
Px g= Pw ol w € YW Ux WUzx

~ sinon (Card Yo ux - Card(W U x) < n), la plus petite classe
de décomposition contenant u et v est W U x, si la classe de Pu
contenaht v et la classe de PV contenant u ont au moins un élé-

ment commun ou ont respectivement des éléments X, et xj tels

que —ATE soit non nul
A%y B,
]

.
b

sinon, on utilise le théoréme 3 pour vérifier que W U x est

effectivement une classe de décomposition ;

- sinon, on ajoute un lettre (de toutes les fagons possibles) 2

W U=x et on itére le calcul précédent,

Algorithme 2,

En appliquant 1l'algorithme 1 a ot couple de variables
de X, on obtient un ensemble &é de sous-ensembles de X, L'ensemble
des classes des décompositions est X et les Ap ou B_ obtenus par

le processus suivant ; W := X,
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Si W est un élément de CZS , les éléments de étrqui précédent

immédiatement W sont des Ap ;

Si W n'est pas un :élément de &éﬂ, les complémentaires par
rapport a W des éléments de CZ? qui sont les immédiats prédéces-

seurs de W sont des Bp 5

On repasse en 1 avec W := Ap’ Bp’

Exemple

Trouvons les décompositions disjointes simples totales. de ‘:

f(u,v,w,x,y,2)

Les

u'vwx'y'z' + u'v'w xyz' + u'vw'z' + u'vwx'y'z

u'vuxyz + uww'w'x'y'z' + uww'w'xyz' + uvw'x'y'z

+ +

uvwz' + vx'yz' + vxy'z' + yvw'xyz.

décompositions disjointes totales additives des duaux des coef-

ficients galoisiens des variables sont

A£(

u’v’w’x,YQZ) *

(

A (
(

[vz'] + [x'y + xy']
Au.

U”V’w’x3y’z) *

A (

[u'w'z! + uwz' + x'yz' + xy'z']

AV

u,v,w,x,y,z) %

(

Af(
(

)o= [va']l + [x'y + xy']
AW

u,v,w,x,y,z) *

)T = [u'w' + up] + [vz']
AX
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Af(u:V:WaX’Y3Z)
( *

il

[u'w' + uw] + [vz']
Ay

Af(u,v,w,x,y,z)
( y*
AZ

[u'vw' + uvw + ux'y + vxy'l.

et les partitions correspondantes

P, = (vz, xy)
Pv = (uwxyz)
P, = (vz, xy)
P. = (uw, vz)
X

P = (uw, vz)
y

Pz = (uvwxy)

L'algorithme 1 donne :

Puv - va - Pyx - va N Pvz - Puz - sz = sz - Pyz = (uvixyz)

— (uw, vz, xy)

P = (uwxy, vz) = P = P

ux uwx uwxy
= (uwxy, vz) = P = Py

uy uwy awxy

P = (uwxy, vz) = P = P

WX uwx uwxy
= (uwxy, vz) = P = P

wy uwy uwxy

ny = (xy, uw, vz)

L'ensemble des plus petites classes de décomposition disjointe
totale contenant deux lettres est donc

UVWXy2Z, UW, UWXY, X¥,

L'algorithme 2 donne alors comme treillis des classes des décom-

positions de f(u,v,w,x,y,z) :
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uvwxry 2

uyxy

/N
Ny

L'écriture totalement décompééée de f(u,v,w,x,y,z) est donc :

f(U,VaW,xsy,Z) = g[h(u,W,X,Y),V, z]
oty g(h,v,8) = h'vz' + hv'z' + hvz
h(u,w,x,y) = (U w) (xBy & 1).







CHAPITRE 2

DECOMPOSITIONS

D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES

A propos des décompositions d'une fonction F(X) de plusieurs va-

riables X, c'est-a-dire des expressions de F(X) de la forme G[H(A,Z),B,Z],

ot (A,B,Z) est une partition de X, deux questions se posent principalement:

1. Comment trouver les décompositions ? Dans le cas ol les vari-
ables ont un nombre fini de valeurs et étant donné une partition (A,B,Z)
des variables, un tableau permet de savoir si F(X) admet une décomposition
non triviale suivant cette partition ; dans le cas des fonctions booléennes,
rappelons qué 1'écriture galoisienne, grace a sa linéarité par rapport a
chacune des variables permet de trouver les décompositions simples d'une

fonction, sans la donnée préalable de leur partitions (1-III).

2. Comment les décompositions d'une fonction s'agencent-elles =
les unes par rapport aux autres ? Ou d'un point de vue pratique, quelles dé-
compositions est-il préférable d'utiliser poﬁr la synthése d'une fonction ?
En 1-III-2a, nous avons rappelé les résultats remarquables obtenus a ce su-
jet en algebre de Boole ; nous nous intéressons ici a leur généralisation i

des fonctions arbitraires.

Remarquons qu'une réponse a la deuxiéme question aide la résolution
de la premiére, la recherche des décompositions d'une fonction (cette remar-

que a été utilisée pour 1'algorithme de 1-III),




I - ©PRELIMINAIRES

I-1. Hypothéses

Etant donné un ensemble produit arbitraire E1 X E2 X ... X En’

nous considérons des fonctions partout définies sur cet ensemble et complétes,

c'est-3-dire des fonctions ayant une valeur ou un jeu de valeurs précisées
pour tous les n-uplets de E, x E, X ... X E

Remarquons qu'il est toujours possible d'associer a une fonction
non partout définie ou a une fonction incompléte une fonction partout défi-
nie et compléte ; en particulier, un choix judicieux des valeurs non spéci-
fiées d'une fonction innompléte peut faire apparaltre des décompositions

intéressantes,

Les fonctions considérées par la suite sont aussi supposées sur-
jectives ; autrement dit, les données d'une fonction et de son espace objet

définissent son espace Image,
I-2, Notations

Les lettres minuscules, excepté k, (par exemple x) désigneront des

variables simples dont le domaine de définition est arbitraire ou des fonc-

tions simples et compldtes de telles variables, les lettres capitales (par

exemple X) désigneront des variables générales (ensemble fiini et ordonné de

variables simples), ou des fonctions générales et complétes. L'ensemble des

valeurs de ‘X (ou x) est noté dom X (ou dom X)et leur nombre est
noté Card dom X (ou Card dom x), Des valeurs particulires de X (respec-

tivement x) sont notées Xl’ X2, ...y OU Xi’ Xj"" (respectivement
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grenes Xy Xj’“°°)'

I1 nous arrivera d'écrire F pour F(X).

I-3, Représentation tabulaire et décomposition,

a., A une fonction F(A,B,Z), on peut faire correspondre un tableau

K BZ.AZ (symboliquement dans le cas ol les variables prennent une infinité
3

de valeurs) dont chacune des lignes correspond a une valeur de {B,z}, dont
chacune des colonnes correspond 2 une valeur de {A,2} et dont les &léments
sont les valeurs correspondantes de F(A,B,Z) si elles existent, sinon (cas
des fonctions non définies ou cas d'incompatibilité des arguments) des

blancs,

b. TUne décomposition d'une fonction F(A,B,Z) est un couple ordon-

né de deux fonctions G et H telles que :
F(A,B,2) = G[H(A,Z),B,Z]

pour toutes les valeurs des variables A,B et Z, On dira aussi que

G[H(A,Z),B,Z] est une décomposition de F(A,B,%) suivant le triplet ordonné

(A,B,7) partition des variables de F.
Si 1l'ensemble Z est vide, le décohposition est dite disjointe,

Remarquons que la fonction G(H,B,Z) n'est pas obligatoirement
toujours définie, contrairement 2 F, mais c'est sans importance pour la suite.
La fonction H(A,Z) sera appelée fonction composante de la décomposition

G[H(A,2),B,2].




]

-1-3 - 45 -

1
s

¢. Relativemet au tableau représentant la fonction F(A,B) et au

tableau représentant sa décomposition disjointe G[H(A),B] (si elle existe),

on peut énoncer : tout vecteur colonne G(Hm,B) de '6?§ g —est un vecteur
b
F . F
colonne de et, inversement, tout vecteur colonne F(A ,B) de
B,A i B,A
est un vecteur colonne de qg)g H -
3

Démonstration,

La surjectivité de H entratne que, quelle que soit sa valeur Hm,

il existe au moins une valeur Ai de A telle que

H(A,) = H
i m
d'ot
G(Hm,B) = 6[H(A;),B] = F(Ai,B).
Inversement
F(Ai,B) = G[H(Ai),B] = G(Hm,B]
si H est la valeur de H(A)
m i
Remarque 1.
Card dom H est supérieur ou égal au cardinal des colonnes différentes
de g A et inférieur ou égal a Card dom A.
3
Remarque 2, -

La donnée de la décomposition non disjointe G[H(A,Z),B,Z] et celle
de 1'ensemble {G[H(A,k),B,k] | k € dom Z} de décompositions disjointes sont

équivalentes, Des résultats relatifs aux décompositions disjointes peuvent
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donc en fait 8tre aussi généraux que ceux ol interviennent des décompositions

non disjointes,

I-4, Donnons une généralisation aux décompositions non disjointes, aux

variables quelconques et aux fonctions générales d'un lemme de [KA],

Temme 1,

Une condition nécessaire et suffisante d'existence de la décom~

position

(1) F(A,B,Z) = G[H(A,Z),B,Z])

est, pour toutes les valeurs A, et Aj de A et pour toute valeur k de Z :

i

(2) H(Ai,k) = H(Aj,k):¢ F(Ai,B,k) = F(Aj,B,k).

Démonstration,

(2) = (1)
En effet H(A,Z) étant surjectif, a toute valeur H de H il corres~

pond au moins une valeur Ai de A et une valeur k de Z telles que :
H o= H(A k).
Définissons la fonction G(H,B,Z) de la fagon suivante :
G(Hm,Bl,k) = F(Ai,Bl,k)
pour toute valeur Hm de H, pout toute valeur B1 de B et pour toute valeur k
de Z telle que H(A,k) puisse prendre la valeur H (en particulier pour la

valeur Ai de A) ; cette construction de G(H,B,Z) est possible gr8@ce a (2).
Alors :

G[H(Ai,k),Bl,k] = F(Ai,Bl,k)
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pour toutes valeurs A_, B,, k de respectivement A, B et Z, soit
i 1
G[H(A,Z),B,2] = F(A,B,Z)
pour tous A, B et Z,

Inversement (1) = (2). En effet

F(Ai,B,k) G[H(Ai,k),B,k]

G[H(Aj,k),Bsk]

F(Aj,B,k)

Etudions maintenant les décompositions multiples, échelonnées et
en chatne, c'est-3-dire toutes les configurations possibles de deux décom-

positions d'une mBme fonction,




ITI - DECOMPOSITIONS MULTIPLES

Théoreéme 1,

Une condition nécessaire et suffisante pour que

SO F(A,B,C,Z) = N[H(A,2), M(B,Z),C,Z]

est qu'il existe des fonctions G et K telles que

(2) F(A,B,C,Z) = G[H(A,Z),B,C,Z]
(3) F(A,B,C,2) = K[A, M(B,2),C,2]
Démonstration,

Que ce soit une condition nécessaire est évident,

Montrons qu'elle est suffisante, c'est-a~dire que, d'aprés le

lemme 1,

v’

|

J
1
i

{ M(Bi,k)

n
1]

H(Ai,k) H(Aj,k) = F(Ai,B,C,k) F(Aj,B,C,k)

M(Bj,k):a F(A,Bi,C,k) F(A,Bj,C,k)

entratne

{H(Ai,k), M(B,,k)} = {H(Aj,k), M(Bj,k)} » F(A,,B,,C,k) = F(Aj,Bj,C,k).

C'est évident,
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Remarque,

Ce théoréme est 1'extension aux décompositions non disjointes,

aux variables arbitraires et aux fonctions générales du théoréme 2 de [KA],
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III -~ DECOMPOSITIONS ECHELONNEES

Pour relier des décompositions d'une fonction échelonnées entre
elles, i1 est nécessaire, comme 1'a fait [KA] pour les décompositions dis~
jointes, de distinguer dans 1'ensemble des décompositions G[H(A,Z),B,Z]
d'une fonction F(A;B,Z), les décompositions strictes ou décompositions

G[u(A,2),B,2] vérifiant :

H(Ai,k) = H(Aj,k) <=> F(Ai,B,k) = F(Aj,B,k).

Quand Z est vide et quand A prend un nombre fini de valeurs, les

décompositions strictes vérifient les propriétés équivalentes suivantes

1 - F(Ai,B) = F(Aj,B) = H(Ai) = H(Aj)
. %? F
2 - Card dom H est le nombre de colonnes distinctes de B.A
3
(voir la remarque 1 de 1-4),
3 - pour toute décomposition disjointe K[L(A),B] de F(A,B)

Card dom L 3 Card dom H,

Théoréeme 2,

-ty e e S

Si ,
(1) F(A,B,C,2) = G[H(A,2),B,C,Z]
(2) F(A,B,C,2) = V[W(A,B,2),C,Z]
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)
i
[
bt
=

et si la décomposition (2) est stricte, alors il existe une fonction M

telle que :
donc

F(A,B,C,2z) = V{M[H(A,2),B,2],C,2} .

Démonstration,

W(A,B,Z) = M[H(A,Z),B,2] est, d'aprés le lemme 1, équivalent 2 :
H(Ai,k) = H(Aj,k) = W(Ai,B,k) = W(Aj,B,k).
or (1) implique
H(A k) = H(Aj,k):g "F(A;,B,C,k) = F(Aj,B,c;k)
et (2) strict impligue
F(A,,B,C,k) = F(Aj,B,C,k) =» W(A;,B,0= w(Aj,B,k),
Remargue 1.

Ce théoreéme est 1'extensilon aux décompositions non disgointes, aux

variables quelconques et aux fonctions générales du théoréme 3 de [KA].

Remarque 2,
Si 1a décomposition F(A,B,C,Z) = G[H(A,Z),B,C,Z] est stricte, alors

la décomposition W(A,B,Z) = M[H(A,Z),B,Z] est stricte et inversement, -

Fn effet, (1) et (3) sont strictes si, respectivement
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F(Ai,B,C,k) = F(Aj,B,C,k) = H(Ai,k) = H(Aj,k) s

W(Ai3B3k> = W(Aj,B,k) =D H(Ai,k) = H(Aj:k)

Or (2) stricte implique

F(Ai,B,C,k) = F(Aj,B,C,k) <=> W(Aj,B,k) = w(Aj,B,k)

Remarquons que si W(A,B,Z) = M[H(A,Z),B,Z] est une décompositdon stricte,
alors F(A,B,C,z) = G[H(A,Z),B,C,2] est stricte, que (2) soit stricte ou non,
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IV - DECOMPOSITIONS EN CHAINE

Entre deux décompositions d'une fonction échelonnées entre elles,

on n'a pu établir un lien que si l'une des deux au moins était stricte ; de

méme envisager deux décompositions en chafne d'une fonction ne peut &tre

intéressant que si elles vérifient une certaine propriété.

Définitions

Une fonction F(A,B) sera dite injective par rapport a A s'il

existe une valeur B de B telle que F(A,Bo) est injectif (pour tout A od

F(A’Bo) est défini).

Dorénavant, nous consid”mmnsgouvent des décompositions injectives

ou décompositions G[H(A,Z),B,Z] vérifiant les conditions équivalentes suivantes

1.

2.,

-

G(H,B,Z) est injectif par rapport a H pour chaque valeur k de Z,

il existe pour chaque valeur k de Z, une valeur Bk de B telle

que G(H,B, ,k) est injectif,

k)
si G[H(A,Z),B,2) = F(A,B,Z), il existe, pour tout k, une valeur

Bk de B telle que, en ‘désignant par Ai et Aj des valeurs arbi-

traires de A :

F(A k) = F(A,,B ,k) = H(A_,k) = H(A,,k),
I’k i A

1B

il existe, pour tout k, une valeur B, de B et une injection Hae

k
de dom H(A,k) dans dom G telle que

H(A,K).
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Nous devrons aussi conéidérer des fonctions F(A,B,Z) surjectives

par rapport a A, pour toute valeur k de Z, c'est-a-dire telles qu'il existe,

pour tout k, une valeur Bk de B entralnant

dom F(A,Bk,k) = dom F(A,B,k)

Remarque 1.

Une décomposition injecktive est une décomposition stricte.

En effet, si G[H(A,Z),B,Z] = F(A,B,Z) est une décomposition injec-

tive, il existe, pour toute valeur k de Z, une valeur B, de B telle que :

k

F(A k) = F(Aj,Bk,k) = H(Ai’k) = H(Aj,k)

1P

alors

F(Ai,B,k) = F(Aj,B,k) = F(Ai’Bk’k) = F(Aj,Bk,k) = H(Ai’k) = H(Aj,k)

- G[H(A,Z),B,Z] est une décomposition stricte,
L'iﬁverse n'‘est évidemment pas vrai,
Lemme 2,
si
- {F(A,B,C,D,2) = G[H(4,B,2),C,D,2]
|

k[A, M(B,C,z),D,Zz]

et sfil existe, pour chaque valeur k de Z, des valeurs Ak et Dk de respecti~

st s i ars

vement A et D telles que K(Ak,M,Dk,k) est injectif et H(Ak,B,k) est surjectif
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(exactement dom H(A,B,k) = dom H(A,B,k)), alors il existe des fonctions V

et W telles que :

(2) F(A,B,C,D,Z) = v[w(A,B,c,z),D,z],
V(W,Dk,
dom W(A,B,C,7) C dom F(A’B?C?DaZ)’
W(A,B,C,k) = F(A,B?C,Dk,k) pour tout k,

k) est injectif pour tout k,

Démonstration,

Posons
W(A,B,C,k) = F(A,B,C,Dk,k)

pour toute valeur k de Z et démontrons (2) ol, d'aprés le lemme 1, si Ai
et Aj’ Bi et Bj,'Ci et Cj sont des valeurs arbitraires de respectivement

A, Bet C:

F(Ai,Bi,gi,Dk,k) = F(Aj,Bj,Cj,Dk,k) = F(Ai,Bi,Ci,D,k) = F(Aj,Bj,Cj,D,k)

En effet, H(Ak,B,k) surjectif entratne 1'existence de la valeur

Bik de B telle que :

H(A ,B k) = H(A_,B_,k)
k i’°71i

ik’

d'otit (1) entratne :

F(Ai,Bi,Ci,Dk,k) G[H(Ai,Bi,k),Ci,Dk,k]

G[H(Ak’Bik’k)’Ci’Dk’k]

= K[Ak, M( Ci,k),Dk,k]

Bk

De méme il existe une valeur de B telle que :

Bjk




F(Aj,Bj,Cj,Dk,k) = K[Ak, M( cj,k),Dk,k]

{ B..,
] jk
)

(,H(Ak,Bjk,k) = H(Aj,Bj,k).

Alors

F(Ai,Bi,Ci,Dk,k) = F(Aj,Bj,cj,D,,k)

= K[Ak, M(Bik,Cik),Dk,k] = K[Ak, M(Bjk,Cj,k),Dk,k]

= M( Ci,k) = M(Bjk,Cj,k)

Bik

= K[Ak, M(Bik,Ci,k),D,k] = K[Ak, M(B,, ,C.,k),D,k]

jk*7]
= G[H(AksBiksk)sCi’Dsk] = G[H(AkaBjkak)QstD’k]

G[H(Ai’Bi;k)aC D’k] = G[H(AjaBjsk)scj:D,k]

i’
F(Ai,Bi,Ci,D,k) = F(Aj,Bj,Cj,D,k).

L'injectivité de V(W,Dk,k), c'est-3-dire

s k]

I

V[W(Ai,Bi,Ci,k), V[W(Aj,Bj,Cj,k),Dk,k]

Dy

i

= W(Ai,Bi,Ci,k) W(Aj,Bj,Cj,k)

est immédiate puisque (2) et la définition de W(A,B,C,Z) entratnent

v[W(A,B,C,k),D, k] = F(A,B,C,D k) = W(A4,B,C,k).

Lemme 3,

Si

et

{F(A,B,C,D,Z)»

G[H(A,B,2),C,D,2]

(1" K[A,M(B,C,Z),D, 7]




2~17 - 57 -

et s'il existe, pour :chaque valeur k de Z, une valeur B2k de B telle que

M(BZk,C,k) est surjectif, alors 1l existe des fonctions L et N telles que :

(3) F(A,B,C,D,2) = L[N(A,2), M(B,C,%),D,Z],
dom N(A,z) € dom H(A,B,2),
N(A,k) = H(A,B

k) pour tout k,

2k?

Démonstration,

Montrons d'abord l'existence de fonctions U et N telles que :

(4) F(A,B,C,D,Z) = U[N(A,2),B,C,D,Z],

N(A,k) = H(A,B,, ,k) pour taut k,

2Kk’

En effet, si Ai et Aj sont des valeurs arbitraires de A, on a

H(Ai,BZk,k) = H(Aj,BZk,k) = G[H(Ai,BZk,k),C,D,k] = G[H(Aj,BZk,k),C,D,k]
= K[Ai, M(B2k,C,k),D,k] = K[Aj, M(BZk,C,k),D,k]
=2 K[A M(B,C3k)3D,k] = K[AJs M(B,C,k),D,k]

1’

puisque M(BZk’C’k) est surjectif

i

= F(Ai,B,C,D,k) F(Aj,B,C,D,k)

donc (4) d'aprés le lemme 1,

Alors le théoréme 1 entrafme (3), a partir de (1') et (4).

On démontrerait semblablement :
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Lemme 3'

Si

‘1"1:1
Py
e

O

&

N

T N

|

= G[H(A,B}2),C,D, 7]
KA, M(B,C,2),D,7]

et s'll existe, pour chaque valeur k de 7, une valeur By, de B telle que

F(A,B,C, ',-S[H(4,B,2),Q(C,7),D,7],
dom Q(C,2) € dom M(B,C,2),
Q(C,k) = M(

Blk’c’k) pour tout k,

Lemme 4,

Si

F(A,B,C,D, Z)

G[H(.A?B,Z),C,D,Z]
K[A,M(B,C,Z),D, 2]

et s'il existe, pour chaque valeur k de Z, des valeurs Ak et D

K de respecti-

vement A et D telles que K(A ,M,D, ,k) est injectif, alors il existe des

A e e

fonctions V et P telles que :

M(B,C,2) = VIR(B,2)C,7],

P(B,k) = H(A ,B,k) pour tout k ;

donc

F(A,B,G,D,2) = K{A,V[P(8,2),C,2},D,2],

Kﬁék,V,Dk,k) est injectif pour tout Kk,




Démonstration,

Pour chaque valeur k de Z, il existe une injection uk de

dom M(B,C,k) dans K(Ak,M,Dk,k) telle que :

K{A

Kk’ M(B:C:k)sDk:k] = IJJk M(B,C,k)

ou

G[H(Ak,B,k),C,Dk,k] = by M(B,C,k)
soit en posant H(Ak,B,k) = P(B,k)

M(B,C,k) = uil G[P(B,k),C,D k] ;

Dk dépendant uniquement de k, il existe donc une fonction V telle que

M(B,C,z) = V[P(B,Z2),C,Z].

Remarque 2,
En plus de 1'injectivité de K(Ak,M,Dk,k)’pOUr tout k, supposons
la décomposition G[H(A,B,Z),C,D,Z] stricte j alors M(B,C,z) =V[P(B,2),C,Z]

est une décomposition stricte,

En effet

M(Bi,C,k) = M(Bj,c,k)== K[A,M(Bi,C,k),D,k] K[A,M(Bj,C,k),D,k]

= G[H(A,Bi,k),C,D,k] = G[H(A,Bj,k),C,D,k] N
= G[H(Ak,Bi,k),C,D,k] = G[H(Ak,Bj,k),C,D,k]

= H(Ak,B,,k) = H(Ak,Bj,k)

= P(Bi,k) = P(Bj,k)
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La réunion des hypotheéses des lemmes 3, 3' et 4 permet maintenant

dfénoncer :

Lemme 5,

#

F(A,B,C,D,2) = G[H(A,B,2),C,D,2]

K[A,M(B,C,2),D,Z]

il

et s'il existe, pour chaque valeur k de 7, des valeurs Ak et D( de respecti-

1
vement A et D, et des valeurs B., et B, de B telles que K(AR,M,Dk,k) est

<1k 2k
k) et M(B, ,C,k) sont surjectifs, alors il existe des

injectif, H(A,Blk, o

fonctions L, Ry N, P et Q teyles que

M(B,C,2) = R[P(B,2),Q(¢,2),2],
(5)  r(A,B,C,D,2) = L{N(4,2),R[P(B,2),Q(C,2),2],D,2},

1k,k),Q,k] sont injec-

tifs pour tout k et pour toute valeur CO de C,

dom N(A,Z) C dom H(A,B,Z),

dom P(B,Z) C dom H(A,B,Z),

dom Q(C,Z)

in

dom M(B,C,Z).

Démonstration,
. K(AkSM,Dkgk) étant injectif pour toute valeur k de Z, la décom~
position K[A,M(B,C,Z),D,Z] est stricte d'aprés 1la remarque 1 ; le théordme 2

et le lemme 3' entratuent 1'existence des fonctions U et Q telles que :

M(B,C,z) = U[B,Q(C,z),2],
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donc le théoréme 1 et le lemme 4 entrafnent l'existence de fonctions R et

P telles que :
M(B,C,Z) = R[P(B,2),Q(C,2),7],

soit, avec le lemme 3, de (5).

Les injectivités de L[N(Ak,k),R,Dk,k], R[P,Q(gsk),k] et
R[P(Blk,k),Q,k] sont triviales puisque, si C_ désigne une valeur arbitraire
de C :

L{N(A ,k),R[P(B,k),Q(C,k),k},D, ,k}= F(A ,B,C,D, ,k) = K[A ,M(B,C,k),D, k],
A K A K K K

_ -1
R[P(B,k),Q(Cg,k),k] = M(B,C_,k) = py K[A, ,M(B,C_,k),Dy k],

Py

R[P(By,,K),Q(C, k), k] = M(B,,,C,k) = Q(C,k).
Théoréme 3.
51
. XF(A,B;C,D,Z) = G[H(A,B,Z),C,D,Z]

(1 z

il

K[A,M(B,C,7),D,2]

et s'iliexiste, pour chaque valeur k de Z, des valeurs Ak et Dk

de respectivement A et D, et des valeurs Blk‘SE Box de B telles

que K(Ak,M,Dk,k) est injectif et telles que H(Ak,B,k), H(A,Bik,k)

et M(BZk’C’k) sont surjectifs, alors-il existe des fonctions V, L,

R, N, P et Q telles que ¢

(F(A’BSC’D=Z) = VIL{N(A,2),R[2(8,2),Q(C,2),7],2},D,2] ,

(6)€V(L,Dk,k), L[N(Akpk)>R3k]s R[PaQ(Coak)’k] et R[P(Bik’k)’Q’k«]

( sont injectifs pour tout k et pour toute valeur}Co de C,
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Démonstration,

Le lemme 2 assure l'existence de fonctinns Ve W telles que :

W(A,B,C,k) = F(A,B,C,Dk,k) ,
(2) F(A,B,C,D,Z) = V[W(A,B,C,2),D,Z] ;-
dom W(A,B,C,Z) € dom F(A,B,C,D,Z),

V(W,Dk,k) est injectif pour tout k.,

La décomposition (2) stricte d'aprés la remarque 1, et (1) entraf-

nent, d'aptés le théoréme 2, 1'existence de fonctions T et U telles que :

(W<A,B,c,z) = T[H(A,B,2),C,Z]
(7 = U[A,M(B,C,2),7]
EIU(Ak,M,k) est injectif pour tout k
puisque

U[Ak,M(B,C,k),k] = W(Ak,B,C,k) = F(Ak,B,C,Dk,k) = K[Ak,M(B,C,k),Dk,k]
est injectif pour tout k,

Maintenant le lemme 5 appliqué 3 (7) assure 1l'existence de fonc-

tions L, R, N, P et Q telles que :

('W(A,B,C,Z) = L{N(A,2),R[P(B, 2),Q(C,2),2],2},

;‘L[N(Ak,k),R,k], R[P,Q(Co,k),k] et R[P(B,, ,k),Q,k] sont injectifs

\ 1k’
2 pour tout k et pour toute valeur Co'de G,

d'otr (6) a 1'aide de (7).
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Remarque 3,
Dans le cas particulier ol les décompositions sont disjointes
(72=0) les lemmes et théorzmes qui précddent ont évidemment une forme plus

simple, Le théoréme 3 devient en particulier : si

i

F(A,B,G,D) = G[H(A,B,),C,D]

K[A,M(B,C),D]

]

s'il existe des valeurs Ao'SE Do de reppectivement A et D telles que

K(AO,M,DO) est injectif et H(AO,B) est surjectif et si H(A,B) et M(B,C)

sont surjectis respectivement par rapport a A et C, alors il existe des

fonctions V, L, R, N, P et Q telles que :

7(A,B,C,D) = V[LIN(A), R[P(B), Q(C)]1,D],

v(L,D), L(N,R), R(P,Q) sont injectifs respectivement par rapport

alL, R, P, et Q (pour respectivement D=0 _ N = N(AO), Q arbi-

traire et P = P(Bo) si B _est une valeur de B rendant H(A,B) sur-

jectif).

Remarque 4.

Les hypothéses ai tres que (1) du théoréme 3 ne sont pas symétriques
en A et C ; le théoréme 3 implique donc un théoréme dont les hypothéses et
les conclusions sont symétriques des siennes., En réunissant ces deux théoremes,

on obtient la conclusion supplémentaire suivante

L{N,R[P(B k),Q(Ck,k),k],k} est injectif pour tout k, et sa symétrique,

2k’
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il existe, pour chaque valeur k de

En effet, les hypothéses

C et D telles que G(H,Ck,Dk,k) est

premiére entratne :

L{N(Ai,k),R[P(BZk,
=
= G[H(Ai,B
=
=

F(Ai,B

2k’

k),Q(C, k), k], k]

o1 G0 )

K),C,»D, k]

H(Ai,B )

2k’k

N(Ai,k)
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ajoutées a celles du théoréme 3 sont :

Z, des valeurs C_ et Dk de respectivement

k
injectif et M(B,Ck,k) est surjectif, La

L{N(Aj,k),R[P(B k),Q(C, ,k),k],k}

2k’

F(A,,B k)
hj

21 Ok ?

G[H(Aj,B k)’Ck’Dk’k]

2k’

H(Aj,B k)

2k’

N(Aj,k)




V - DEPENDANCE

V-1, Dépendance de vardinal donné,

Gériéralisons la notion de dépendance d'une fonction par rapport
a2 une de ses variables, 2 deux alternatives (la fonction dépend, ou ne dépend

pas de la variable), en la quantifiant de 1la facon suivante :

Définition :

F(A,B) est dit avoir une dépendance (de cardinal) n par rapport

a3 ses variables A si et seulement si, quelles que soient les fonctions G

et H vérifiant ¢

F(A,B) = G[H(A,B),B] : 1)
on a

min Card dom H = n (2)

2]

Le concept d'indépendance d'une fonction par rapport a ses vari-
ables A devient alors équivalent a une dépendance égale a 1 de cette fonction
par rapport & A ; une fonction dépendante de A a une dépendance supérieure

al, et inversement ,
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Remarque 1.
A étant une fonction H(A,B) particulidre, la dépendance de F(A,B)

par rapport 4 A est inférieure ou égale a Card dom A ; F(A,B) pouvant &tre
aussi considérée comme une fonction H(A,B) particulidre, la dépendance de

F(A,B) par rapport a A est inférieure ou égale a Card dom F(A,B) ; soit

n < min {Card dom A, Card dom F},

Dans le cas ot n est égal & Card dom A ou a Card dom F nous dirons
que la dépendance de F(A,B) par rapport a A est maximale ou encore que F(A,B)
dépend au maximum du sous-ensemble A de ses variables., La notion classique

de dépendance d'une fonction booléenne gr rapport a une de ses variables

(booléennes) est un exemple de dépendance maximale,

Remarque 2,

Dans le cas particulier ol n = Card dom A, on ne peut donc pas
remplacer A par une variable dont le cardinal de 1l'ensemble des valeurs est
inférieur a celui de A, Mais, malheureusement, ce n'est pas parce que l'ordre
de dépendance n d'une fonction paf rapport 2 une de ses variables (générale
ou non) X est inférieur & Card A que 1'on peut toujours remplacer cette va-
riable par une de ses valeurs (comme en algébre de Boole) ou par une fonction
ayant moins de valeurs et différente de la fonction de départ (il suffit de
remarquer que 1'ordre de dépendance d'une fonction booléenne par rapport 2
au moins deux de ses variables est généralément deux et que les fonctions

booléennes sont souvent pourtant non décomposables),

On peut envisager d'augmenter le nombre des valeurs d'une fonction

-~

pour que sa dépendance par rapport & certaines de ses variables A devienne

égale a Card A, C'est ainsi que la fonction de a et de b définie par
om
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a
A
Y 1
0 1 2
0 0 1 1
b
1 1 0 1

aA
0 1 2
0 0 1 2
b
1 1 0 1

a une dépendance égale a Card dom a = 3,

Remarque 3

F(X) a une dépendance égale a Card dom F par rapport a X.

Théoreéme

_________ e

de caractérisation d'une’ fonction dont la dépendance

par rapport 2 une partie de ses variables est cardinal n. Une

condition nécessaire et suffisante pour que 1la dépendance de F(A,B)

par rapport 3 A soit n est :

max Card dom F(A,B) = n (3)
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Démonstration,

La condition (3) est suffisante car elle entraine d'une part

que toute fonction H(A,B) vérifiant (1) satisfait :
Card dom H(A,B) > n (4)

d'autre part qu'il existe au moins une fonction H(A,B) vérifiant (1)

satisfaisant :

Card dom Hn(A,B) =,

En effet, soit B0 une valeur de B pour laquelle le maximum de (3)

est atteint :

Card dom F(A,BO) = n
Alors (1) devient pour B_

F(A,Bo) = G[H(A,Bo),Bo]
d'ot

Card F(A,B) < Card dom H(A,Bo)

n < Card dom H(A,Bo)
a fortiori (4)

Considérons une fonctinn H(A,B) de cardinal (inférieur ou) égal a n et véri-

fiant la condition suivante :

H(Ai,Bk) @ H(Aj,Bk) = F(Ai,Bk) = F(Aj,Bk)
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pour toutes les valeurs By de B ; (3) permet d'assurer qu'une telle fonction

existe, Alors le lemme 1 entrafne 1'existence d'une fonction G(H,B) vérifiant :

G[H(A,B),B] = F(A,B).

Inversement, montrons que si la dépendance de F(A,B) par rapport

2 A est de cardinal n alors

max Card dom F(A,B) = n,
B

En effet, (1) donne pour toute fonction H"(A,B) de cardinal n

et pour B = Bk

_ n
F(A,B,) = G[H (A,B,),B,]
d'olt
Card dom F(A,B,) < Card dom H'(A,B,) < Card dom H"(4,B) = n.

Cette borne supérieure n de Card F(A,Bk) est atteinte ; sinon, a l'imitation
de ce qui vient d'atre fait, on pourrait construire une fonction H(A,B)

vérifiant (1) et de cardinal strictement inférieur a n.

Conséquence 1,

La dépendance d'une fonction F(A,B) par rapport a A est supérieure

ou égale & la dépendance par rapport a A de ses restrictions,

En effet, soitxﬁf(A,B) une restriction de F(A,B) de dépendance n

par rapport & A ; alors il existe une valeur B0 de B telle que :




k=

Card dom QF(A,BO) =

Card dom F(A,Bo)_z n .

Conséquence 2,

si ¢[H(A,B,Z),C,Z] a une dépendance n par rapport a A, alors

G(H,C,Z) a une dépendance supérieure ou égale a n par rapport a H.

En effet, i1 existe des valeurs Bo’ Co’ Zode B, C et Z telles que :

Card dom G[H(A,B_,2_),C_,7] = n
d'ot

Ccard dom G(H,C ,Z ) > n
0’70’ =
et G(H,C,Z) a une dépendance supérieure ou égale a n par rapport a H.

Conséquence 3,

Ssi G[H(A,B,Z),C,Z] a une dépendance n par rapport a A, alors

H(A,B,Z) a une dépendance supérieure ou égale a n par rapport a A,

En.effet, i1 existe des valeurs Bo’ Co’ Z0 de B, C et Z telles que :

Card dom G[H(A,BO,ZO),CO,ZO] =n -

d'on
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Ccard dom H(A,B ,Z ) > n,
070" =
et H(A,B,%Z) a une dépendance supérieure ou égale a n par rapport a A.

Conséquence 4

Si F(A,B,C) a une dépendance n par rapport a A, alors sa dépendance

par rapport 2 {A,B} est supérieure ou égale 2 n,

En effet, il existe Bo et Co tels que

Card dom F(A,B ,C ) = n
0’7o

donc
Card dom F(A,B,Co) >n .,
Théoreme
d'équivalence entre 1'injectivité par rapport a A et la
dépendance de cardinal Card dom A, Etant donné une fonction F(A,B),
1'existence d'une valeur B de B telle que F(A,B ) est injectif
L&
entratne que la dépendance de F(A,B) par rapport 3 A est Card dom A,
Inversement, si Card dom A est fini et si la dépendance de F(A,B)
par rapport 3 A est Card dom A, alors il existe une valeur Bo de
B telle que F(ALBO) est injectif.
Démonstration,.

On a obligatoirement :

max Card dom F(A,B) < Card dom A
B

borne atteinte pour B = Bo puisque F(A,BO) est injectif,

L'inverse est, aussi, immédiat,
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V-2. Application aux décompositions & nombre fini de valeurs,

Quand dom A est fini, les résultats précédents permettent d'énon-
cer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la dépendance d'une
fonction F(A,B) par rapport 3 1'ensemble A de ses variables, soit Card dom A,

est que 1l'une des conditions équivalentes: suivantes solt vérifiée

1. Max Card dom F(A,B) = Card dom A ;

B
2, 11 existe au moins une valeur B0 de B telle que
Card dom F(A,Bo) = Card dom A ;
3. 11 existe au moins une valeur Bo de B telles que F(A,BO)

soit Injectif ;

4, 11 existe au moins une valeur Bo de B et une bijection T

des valeurs de A sur les valeurs de F(A,BO) telles que

F(A,B ) = TA,
[o]

directement
On peut utiliser la notion de dépendance pour trouver/un résultat

analogue 3 celul fourni par le théoréme 3 dans le cas particulier ou les
domaines de F, H et M sont finis ; donnons-en 1'énoncé dans le cas plus

simple ot Z est vide,

Théoréme 3',

e
—_
b=
==
Q
()
N
|

= G[H(A,B),C,D]

K[A,M(B,C),D]
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si Card dom F = Card dom H = Card dom M = n fini et si les dépen-

dances de F(A,B,C,D) par rapport & A, B et C sont n,

(a) alors il existe des fonctions V, L, R, N, P et Q

telles que :

F(A,B,C,D) = VIL{N(A),R[P(B),Q(C)]},DI,
Card dom L. = Card dom R = Card dom N = Card dom P =
Card dom Q = n,

les dépendances de V(L,D) par rapport a L, de L(N,R)

EN

par rapport a4 N et R, de R(P,Q) par rapport a P et Q,

de N(A) par rapport 3 A, de P(B) par rapport 3 B et

de Q(C) par rapport & C sont maximales, égales a n ;

(b) de meéme, il existe des fonctions S et T telles que :

F(A,B,C,D) = V[S{T[N(A),P(B)],Q(C)1,D],
Card dom S = Card dom T = Card dom N = Card dom P =
Card dom Q = n,

les dépendances de V(S,D) par rapport a S, de S(T,Q)

par rapport 3 T et Q, de T(N,P) par rapport a N et P,

de N(A) par rapport a2 A, de P(B) par rapport & B et

de Q(C) par rapport a C sont maximales, égales a n,

Démonstration indirecte de (a), a partir du théoréme 3,

La dépendance de F(A,B,C,D) par rapport a B étant n, il existe

des valeurs Ao’ Co et DO de respectivement A, C et D telles que
Card F(AO,B,CO,DO) = Card G[H(AO,B),CO,DO] = Card K[AO,M(B,CO),DO] =,

ce qul entrafne avec Card H = n
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Card H(AO,B) =n ou H(AO,B) surjectif,

et avec Card M = n

K(A ,M,D ) injectif.
) )

La dépendance de F(A,B,C,D) par rapport a A étant n, 1l existe

B C, et D, tels que

17 71 1

Card F(A,Bl,cl,Dl) = Card G[H(A,Bl),Cl,Dl] = n,

et H(A’Bl) est surjectif, De méme, la dépendance n de F(A,B,C,D) par rapport

a2 C, assure l'existence d'une valeur B, de B telle que M(BZ,C) est surjectif,

2

Les hypothéses du théoreéme 3 sont donc vérifiées ; on montrerait
de mé&me que les hypothéses symétriques, obtenues en invertissant A et C,
sont vérifides, Les conclusions des remarques 3 et 4 de IV sont donc valables,
I1 en résulte (&) en remarquant que les cardinalités de L, R, N, P et Q sont

supérieures ou égales a n puisque les dépendances de F(A,B,C,D) par rapport

a4 A, B et C sont n, et qu'elles sont inférieures ou égales a n puisque
5 g p q

dom L & dom F,

dom R

n

dom M,

dom N dom H,

in

dom P

in

dom H,

dom Q € dom M,

(b) s'obtient comme (&),
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Le théordme 3 permet de donner des résultats plus fins que ceux
mentionnés dans le théordme 3'. En particulier si Card dom F est supérieur
3 n, les résultats (a) sont encore valables, excepté la cardinalité et la
dépendance de L, L'intéret du théoréme 3' et de ses hypothéses réside en leur
simplicité en termes de dépendance ; on peut d'ailleurs encore prendre les hupo-
théses plus simples mais plus restrictives suivantes : F(A,B,C,D) prend n va-
leurs distinctes, admet deux décompositions en chatne & fonctions composantes

prenant n valeurs distinctes, et la dépendance par rapport a chacune de ses

variables est n,

Remarque 5.

Le théoreme 3' ou son expression plus élémentaire donnée dans la
remarque précédente généralise aux fonctions de variables ayant des nombres
finis de valeurs un résultat de SINGER et ASHENHURST [A] [C] [KA] et confirme
une conjoncture de KARP et WINOGRAD [KA], partiellement parce que, si les
hypothéses du théorzme 3' sont vérifiées, il n'existe pas toujours de fonctions

I et J telles que

F(A,B,C,D) = I[J(A,C),B,D]
(

(1)

A

Card dom J(A,C) < Card dom F

—

comme le montre la fonction suivante vérifiant les hypotheses du théoréme 3'

avec n = 3

f(a,b,c) = glh(a,b),c] = k[a,m(b,c)]
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b
¥ N )
f(a,b,c) a a a

r N L] T N\ 1 1y . 1

o 1.2 1 11 2 2 2

c 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
h(a,b) O I II I I I IT IT 1T

-~

Ce tableau montre que la dépendance de f(a,b,c) par rapport & c est 3

et que Card dom h = 3, Le tableau

f(a,b,c)

m(b,c)

montre que la dépendance de f(a,b,c) par rapport

Card dom m=3, Enfin

b
i aih L]
C:. (&4 [
f A 1 T % 1 ¥ N 1
0o 1 2 1 1 2 2 2
1 1 2 1 1 2 2 1 2
2 1 2 1 1.2 2 1 2
0O 1T 1I I I 11 IT T II

2 a est maximale et que

a
] e 1]
f(a,b,c) . ¢ c c
f A L] 1 A T t L '
0 1 2 1 1 2 2 1 2
b 1 1 2 1 1 2 1 1 2
2 1 2 2 1 2 2 1 2
j(a,c) 0O I IT TIII 1V




montre que la dépendance de f(a,b,c) par rapport a b est encore maximale,

Or nous constatens que Card dom j(a,c) =5,

On peut vérifier que cette fonction f(a,b,c) ternaire est la seule,
3 une permutation pras des valeurs et des variables, qui vérifie les condi-
tions du théoreme 3' et qui ne vérifie pas (1), Dans le contre-exemple de
[T] & 1l'existence de (1) dans le cas des fonctions ternaires, la variable

0y de f(OﬁS 0> o%) peut &tre considérée comme une variable binaire.
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Vi -~ CONCLUSION

Les résultats qui viennent d'@tre obtenus concernant la structure
des décompositions multiples, échelonnées ou en chaine d'une fonction,

permettent d'obtenir la proposition suivante

Soit une fonction prenant n (nombre £ini) valeurs et & dépendance

-~

par rapport A chacune de ses variables égale 3 n. Considérons les fonctions

composantes prenant n valeurs de ses décompositions disjointes : leurs ensembles

de variables forment un treillis par rapport & la réunion et 1'intersection

ensembliste.

Le principe de la démonstration est dans [A] ou [C] ol est démon-
tyée la structure de treillis dans le cas des décompositions disjointes

simples des fonctions booléennes,

En conclusion, nous pouvons donc dire que, mise a part 1'inexis-
tence d'une certaine décomposition montrée par le contre-exemple de la
remarque 5 de V-2, tous les résultats obtenus permettent de retrouver faci-
lement ceux relatifs aux fonctions booléennes : en effet, une décomposition
booléenne disjointe simple est toujours stricte si elle dépend effectivement
de la fonction composante et la dépendance d'une fonction booléenne par
rapport a chacune de ses variables (effective ; sinon la variable peut 2tre
supprimée) est nécessairement deux,

Parmi les fonctions a valeurs dans un certain domaine et a vari-

ables parcourant certains domaines, la proportion de celles ayant des




décompositions non triviales strictes ou vérifiant les hypotheses du théoreéme 3,
est d'autant plus faible que ces domaines sont plus grands et que les variables
sont en plus grand nombre ; ﬁljiet 1-1I-2 montrent :@ par exemple que la pro-
protion des fonctions booléennes admettant au moins une décomposition disjointe
simple non triviale décroit trés rapidement avec le nombre des variables ;

par contre les décompositions multiples ou non disjointes sont trés nombreuses,




CHAPITRE 3

PREMIERS ALGORITHMES DONNANT LES PAVES MAXIMAUX

D'UNE PARTIE D'UN PRODUIT DE TREILLIS DISTRIBUTIFS

I - PRELIMINAIRES.

I.1. Définitiomns,

Soient Gl’ G G I treillis distributifs, ., et + les

23 me I .
1 1

opérations borne inférieure et borne supérieure (appelées aussi respectivement

intersection ou produit et réunion) de chacun d'eux (i=1,2,...,I) ; si bi et

c; sont des. éléments arbitraires de Gi’ rappelons [DUBREIL, DUBREIL-JACOLIN]
. et + sont associatifs, commutatifs, idempotents

i i

. (bi + Ci) = bi’]bi + (bi : ci) = bi
i i i i

by o (eg +d;) = by . cp) 4 (b . - 94
i i i i i i i i i

Une relation d'ordre, notée <

, peut &tre introduite dans G, par :

e |

b, <c, <= b, c, = b, [ <= b, +c, =c,l]
i— 1 i, 1 i i 0 i i
i i i
Soit G = Gl X G, X ... X Gy 1'ensemble produit [BOURBAKI

(cardinal [DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR, CROISOT])

)by + (e d) = (bytey) . (b+d)]

1




3-1-2 - 81 ~

des treillis G G

G cee ;
1’ 29 ’ I ?
est muni des 1 opérations suivantes

ses élémen ts seront appelés des pavés, I1

bxc= (b

"bi-l_' ci-l’bizci’bi+1.' c .,b_.c ), 1i=1,2,...,I

ac 20 b Y
1f 1 i-1 i+1 i+l T

et de la relation d'ordre, notée <, produit des relations d'ordre < ; donc,
i

pour tous pavés b = (b.,...,b

1 ’°'°’bI) et ¢ = (cl,..,,ci,,,.,cl) de G, on a

b<c <= b, <c pour tout 1 =1, 2, ..., L.
i

Enfin, nous dirons qu'un pavé b est compatible avec un ensemble A
de pavés (ou, improprement, est pavé de A) si lui-méme ou un pavé qui luil est
supérieur peuvent &tre engendrés a partir de A a 1'aide des opérations % .

Un ensemble B de pavés est dit compatible avec A si chacun de ses

éléments est compatible avec A ; inversement, A sera appelé une couverture
de B,
Remarquons que quand I=1, il existe une seule opération * qui

est + i

1.2, Propriétés élémentaires,

a, < induit sur 1'ensemble QQ(G) des ensembles de pavés de G,

un pré-ordre : si B et C désignent des parties de G

B < C <= pour tout pavé b de B, il existe un pavé c de C

tel que b < c,

b, Les opérations #* sont isotones,

1
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b<cec =5 bxd<cxd
i g e

Cela résulte immédiatement de

. <c¢, =2b, ., d. <c, . d et b, +d. <c., +d,
is 1 i, i~ 1 i i, i-— 1 . 1
i i i i i i i
ol bi’ci et di désignent des éléments arbitraires de Gi

1a relation de compatibilité est une relation de pré-ordre dans

d, L'ensemble produit G des treillis distributifs G,

muni de
l'ordre < produit des ordres des G,

et des opérations

borne inférieure (ou produit ou intersection)

faisant correspondre
3 deux pavés b et c¢ le pavé

b,,c=(b1. 1> Py s s ve.s b Locl)
1

borne supérleure +

faisant correspondre & deux pavés b et ¢

le pavé

b+ c= (b, + c}, b, + Chyeu.
1 1 1 2 2 2 I I I

est urn treillis distributif,
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1.3, Restriction de pavés,

81 b = (bl’bZ""’bI) est un pavé de G, nous appellerons restriction

a3 b dupavé c = (cl, CZ""’CI)’ le pavé

c'est-a-dire la borne inférieure b . c de b et c dans le treillis produilt G,

Y
a, La restriction & un pavé b de G, oﬁB , est un homomorphisme

relativement aux opérations *
i

(c £ d) = iﬁ*c * iﬁld
(Eﬁbi “bib

C'est une conséquence immédiate d'une part de la distributivité de .
i
par rapport a + , d'autre part de 1'idempotence, de 1'associativité et de

1

la commutativité de ., pour tout 1 :

i
E}%b(c % d) = b(c % d) = (bc) % (bd) = EQ%C % Egid
1 i i i

b. L'applécation "restriction 3 un pavé b" de G dans G est crois-

sante :

N .
c<d = Eﬁbc < .;h,bd , )

C'est une conséquence immédiate de la propriété a précédente,
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c. S1 un pavé ¢ est compatible avec un ensemble A de pavés,

sa restriction gibc est compatible avec 1'ensemble des res-

trictions des pavés de A,

C'est une conséquence des deux propriétés précédentes,
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IT - UN ALGORITHME DETERMINANT LES PAVES MAXIMAUX

D'UNE PARTIE D'UN PRODUIT DE TREILLIS DISTRIBUTIFS

Etant donné un ensemble fini A de pavés, nous recherchons les

pavés compatibles avec A maximaux (ou premiers) relativement a <

II.1. Algorithme de sélection et pavés maximaux,

Montrons qu'il est possible d'engendrer les pavés maximaux compatibles
avec une partie A d'un produit de treillis distributifs a 1'aide de 1'algo-

rithme suivant, qui sera appelé algorithme de sélection S(A)

On part d'un ensemble A de pavés, appelés pavés de droite et écrits

On sélectionne chaque pavé de droite ¢, c'est-a-dire qu'on le fait

passer de droite 3 gauche en adjoignant aux pavés de droite‘{dk}leurs %® -~ com-~
i

posés avec c, {c % dk}pour tout 1 et pour tout {dkhs'ils ne sont pas infé-
i

On peut adjoindre a droite un, pavé s'il est compatible avec A,

On peut supprimer un pavé de droite inférieur ou égal a un pavé

de droite ou de gauche,

L'algorithme existe et est terminé, quand il n'y a plus de pavés

a droite,

Remarquons qu'un tel algorithme S n'est pas uniquement déterminé
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(en particulier 2 cause de 1'adjonction possible de pavés a droite).

Nous appellerons ensemble de pavés d'un algorithme de sélection

tout ensemble de ses files de pavés de gauche et de pavés de droite (ils se-

ront notés (0), (1), ..., (¥),...) et restriction au pavé b d'un ensemble

de pavés (V) la réunion de l'ensemble des restrictions 2 b des pavés de

gauche de (V) et de l'ensemble des restrictions & b des pavés de droite
, LD . s -
de (V) (cette restriction sera notée Jfbv). Plus explicitement , si (V) a

la configuration

] K
{e’} - a9 (V)
ensemble de pavés de gauche ensemble de pavés de droite

(R

v) aura la cenfiguration

(R, &) (8. 49 QU

a, Lemme,

-

Etant donnésun algorithme de sélection S(A) appliqué 3 un ensemble

A de pavés et un pavé b, il existe uvn algorithme de sélection S((fi A) appli~-

qué a (éi A ayant pour suite d'ensembles de pavés les restrictl ons é b des

ensembles de pavés de S(A),

Démonstration

Raisonnons par induction, Nous supposons que (?ﬁ,bv) est. obtenu
a pattir de ("E%bO) a 1'aide d'un algorithme S (5f} A) ef que ( h, V)
est la restriction de (V), c'est-a-dire : tout pavé de gauche (respectlvement
de droite) de (fﬁ,bv) est la restriction d'un pavé de gauche (respectivement
de droite) de (V) et tout pavé de gauche (respectivement de droite) de (V)
a un pavé de-gauche (respectivement de droite) de ( ﬁ%bv) pour restriction ;

montrons que si (w+l) s'obtient & partir de (v) par l'une des opérations
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suivantes : adJonctlon d'un pavé a droite ou a gauche, suppression d'un pavé
de droite, il existe des opératlons compatibles avec S (EQ A) permettant

de trangformer (@b\) en la restrictlon (8?,b\)+1) de (\)+1) a b,

4,

0). = {#,A} : (f{'lb 0) = {¢ LA
s . : s, 0

| Q 4

(v) > (‘.’5?;5\))

l $(4) a. l s@ . »

(VD) > R

1. Adjonction du pavé c aux pavés de droite de (y) : alors
‘Q,c , 8'11 n'est pas un pavé de droite de (Egbv) , doit etre adjoint a la
file de pavés de droite de (ER V) (c'est licite d'aprés I-3c).

2. Adjonction du pavé c¢ aux pavés de gauche de (y) : alors
S% ¢ , s'il n'est pas pavé de gauche de (Egbv) , doit etre adjoint a 1l'en-
semble de pavés de gauche de (82 V) ; chacune des adjonctions

Sgbc x Egbdk g? (c % d¥) impliquées par la sélection de di ¢ sera par la
i
suite automatiquement réalisée comme restriction de 1'adjonction de ¢ % dk
i
impliquée par la sélection de c,

3. Suppression du pavé de droite c¢ de (V) : alors g%bc , s'il
est un pavé de droite de J% V) restriction du seul pavé c¢ de (y), doit
etre supprimé de 1'ensemble de pavés de droite de 623 v) (c'est licite si
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¢ est inférieur ou égal a4 un pavé e, pulsque Egbc est alors inférieur ou
égal au pavé éﬁbe de (EQbV) ¢ c'est aussi licite si la suppression de ¢

est le prélude de sa sélection),

Ce lemme permet donc d'appeler la suite des restrictions a2 b des
fi
S(

et Sh St A

les de pavés de S(A) algorithme S(EQBA) restriction & b de 1l'algorithme
A),

b. Théoréme,

Soit b wun pavé compatible avec A,S(A) sélectionne un pavé

supérieur ou égal 3 b,

Démonstration © par induction sur la dimension (ou somme des hauteurs [DUBREIL-

JACOLIN, LESIEUR-CROISOT] de leurs composantes) des pavés, En effet, montrons
que pour tout pavé b et pour toute couvetture B de b formée de pavés
inférieurs ou égaux a b, tout algorithme S(B), quand il est terminé, admet b
comme pavé de gauche, en supposant cette propriété vérifiée pour les pavés de
dimension inférieure & la dimension de b, Les pavés dont toutes les composantes
ont des hauteurs au plus égales 3 un vérifiant cette propriété, il en résultera
que les algorithmes restrictions de S(A) aux pavés b compatibles avec A,
admettent ces pavés b comme pavés 2 gauche, donc que S(A) admet comme

pavés a gauche des pavés supérieurs ou égaux aux b,

S(B) fera passer a gauche soit b, et le théoreéme est démontré,

soit tous les pavés immédiatement inférieurs a b (pavés dont I-1 composantes

sont égales aux composantes correspondantes de b et dont une est immédia-
tement inférieure a la composante correspondante de b) : plagons-nous au

moment ol va passer a gauche un pavé immédiatement inférieur a b appelé

c = (cl, b29 eeos bI) et oll ne seront pas encore passés A gauche un et un
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seul pavé immédiatement inférieur a2 b, distinct de ¢ et ayant pour expres-

sion e = (el, bz, oo oy bI), et au plus I-1 pavés immédiatement inférieurs a

b %= (bys Byseusb 1s £o0 Dpuys weed b)), @ parmi 2, 3, ..., I ;ilya

donc 3 droite c¢ et de quol couvrir e,

On peut éliminer tout pavé de droite dont une iéme composante, avec
i distinct de 1 et des @ , est inférieure a bi ou dont un a}éme compo-
sante est inférieure a2 b sans étre inférieure ou égale a fa. Les pavés de
droite dont une ¢ me compg;ante est inférieure ou égal a fa ne peuvent alors
engendrer, comme nouveaux pavés, que des pavés a aFme composante inférieure
ou égale 2 fa . I1 existe donc nécessairement pour cuvrir e des pavés dont

. eme c s
chaque 1 & composante, pour 1 = 2, 3, ..., I , est b_ ; la combinaison de

i
1'un d'eux de premidre composante non inférieure ou égale a c, avec ¢, lors
p p 1 3

de 1la sélection de c, entratne la formation de b,

I11.2. Algorithme de sélection pour déterminer les pavés maximaux,

Appelons ensemble réduit d'un ensemble A de pavés 1l'ensemble de

pavés obtenu & partir de A d'abord en ne gardant qu'un exemplaire des pavés
de A, puls en supprimant les pavés inférieurs 2 d'autres ; il sera noté
Max A,

L'algorithme de sélection S(A) devient, grace au théoréme précédent,
un algorithme de recherche des pavés maximaux compatibles avec A : ce sont,
aprés réduction, les pavés de gauche trouvés en fin d'algorithme. La réduction
2 tout instant de 1l'ensemble des pavés (et non seulement de 1l'ensemble des

pavés de droite et de l'ensemble des pavés de gauche indépendemment 1'un de

l'autre) est possible 2 cause de 1'isotonie des opérations # et parce qu'un
i
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pavé de droite peut jouer tout rale joué par un pavé qui lui est inférieur ;

elle parailt opérationfiellement intéressante,

Pour que l'ensemble de pavés de droite devienne vide, on peut en
particulier
- supprimer totalement les opérations arbitraires d'adjonction
de pavés de droite ;
- ou supprimer les opérations d'adjonction de pavés de droite infé-
rieurs ou égaux a un pavé déja connu ; cette fagon de procéder
a 1'avantage sur la précédente de pouvoir utiliser en cours d'al-
gorithme une information sur l'existence d'un pavé, d'accélérer
sa convergence ;
- ou effectuer des opérations d’adjonction de pavés de droite '"pas
trop nombreuses" vis-a-vis de la cadence de sélection ;
que l'ensemble de pavés de droite devienne vide dans les deux premieéres options
provient de ce que les pavés compatibles avec A sont en nombre fini et de la

croissance de l'ensemble de pavés inférieurs ou égaux & un pavé de gauche,

Enongons 1'algorithme de sélection en effectuant toute réduction

dés qu'dle est possible;

Algorithme de sélection,

On part d'un ensemble réduit Max A de pavés, écrit en file,

1. On "sélectiomne" successivement chaque élément de la file en

commencant par le premier 2 partir de la gauche, puis le deuxieme,..., tant

-~

qu'il en existe, (en supprimant les éléments a sa gauche qui lui sont inférieurs.

ou égaux et) en recherchant les % - composés qu'il admet avec les éléments

1

a3 droite ; un tel #* - composé une fois formé,

L
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- s'il est inférieur ou égal & un élément de la file, on n'en
tient pas compte ;
- sinon, on supprime les éléments de la file qui lui sont inférieurs

et on 1'adjoint en fin de file,

2. On peut toujours en fin de file adjoindre des é1éments non infé-
rieurs ou égaux a un élément de la file (ou des éléments pas '"trop nombreux")
compatibles avec A,

Les pavés restants sont les pavés maximaux compatibles avec A,

Remarque 1,
La partie placée entre parenthéses de l'algérithme précédent pourra,

généralement avec avantage, ne pas etre utilisée,

Remarque_ 2,
Pour sélectionner un pavé p , il est suffisant (mais non obliga-

toirement intéressant) de rechercher ses % - composés avec les éléments qui
i

sont 3 sa droite lors de son transfert de l'ensemble {dk} de pavés de droite

32 1'ensemble de pavés de gauche, puisque p # (p * dk) est inférieur ou égal
j i

874

k <
p oua pxd et puisque les opérations % sont isotones, Par contre
i i

il est nécessaire de rechercher les % - composés de p avec les pavés éven-
1

tuellement adjoints en vertu de la clause 2 de l'algorithme, s'ils ont entrai-

nés la suppression de pavés de droite, )

Remarque 3,

La possibilité d'adjoindre des pavés de droite en cours d'algorithme
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n'est pas une simple généralisation, ainsi d'allleurs que la possibilité de
supprimer un pavé de droite inférieur ou égal & un pavé de gauche (voir II-1) ;

elles sont nécessaires pour justifier 1‘'algorithme de sélection,

Remarque 4,

I1 peut etre intéressant pour gagner de la place en mémoire et pour
éviter des ruptures de séquences, de combler, aussit8t formé, le vide créé
par la suppression d'un élément & droite du pavé sélectionné p (respecti-

vement & gauche) en y portarnt le dernier élément de la liste ou le nouvel

% ~ composé introduit (respectivemepn-le premier élément de la liste), Mieux,
i :

. k P . . P
siun p % d est supérieur & p, il peut remplacer p ; le processus de sélec-
i

tion de p est alors immédiatement arreté, faisant place au processus de
sélection de son remplacant (la justification théorique est 1'adjonction de

a

P % dk a2 1'ensemble de pavés de droite),
i

Remazrque 5.
Si orn n'a d'intéret que pour les pavés dont aucune composante n'est
nulle, 11 est superflu de considérer au cours de lfalgorithme les pavés ayant

au moins une composante nulle, puisque leurs % ~ composés soit sont inférieurs

i
ou égaux a l'un des pawés qui leur a donné naissance, soit ont une composante

vide,

Remarque 6.

P

Comme il a déja é:é dit dans 1'introduction, 1'application a 1'algebre

de Boole de 1l'algorithme de sélection exposé ici (abstraction faite de 1'adjone-

tion en fin de file d'éléments pas “trop nombreux"), donne 1'énoncé de 1l'algo~

rithme de [TISOﬁ;&RUn paraliéle approfondi entre moudmes booléens et pavés sera
L 4-19
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effectué dans la remarque c¢ de 5-1I-2,

Cet algorithme de recherche de mondmes premiers a été programmé (voir
annexe) et s’avére sur calculatrice numérique moins rapide que 1l'algorithme CF2
(voir 5-I-2c) de recherche de mon8mes premiers par consensus effectués succes-
sivement par rapport 2 chacune des variables, contrairement a ce qu'on pourrailt
penser, Cette anomalie s'explique par une disposition particuliére des monOmes
qu'utilise [BENZAKEN] dans le programme de CF2 : pour calculer les consensus
par rapport 4 .une variable x d'un ensemble de mondmes, sont envisagés les
seuls couples du produit de l'ensemble de monBmes contenant x et de 1'ensemble
de mondmes cartenant x' ; ainsi la considération de nombreux couples de mo-
ndmes est remplacée par un tri inifial des monBmes en ceux contenant x , ceux

coiitenant x et ceux ne contenant ni x ni x' .

Dans le cas général (produit de treillis distributifs a plus de quatre

-~

éléments), la comparaison doit 8tre avantageuse a l'algorithme de sélection,

Remarque 7.
Une amélioration de 1'algorithme de sélection semble difficile

~ puisqu'il n'est pas possible d'envisager la suppression de pavés de
droite compatibles avec les pavés de droite restants, comme le montre 1'exemple

suivant en algébre de Boole
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Les accolades indiquent les ensembles de mondmes de droite successifs avant
la sélection de leur mondme de t&te ; les traits inférieurs indiquent la ré-
duction de 1'ensemble de monomes de gauche, et les traits supérieurs la réduc-
tion de 1'ensemble de mondmes de droite, La suppression de ac , pourtant com=-

patible avec a'c + ab + ab' , dommne :

be + a'c + d4b + 4b3 + )}( + b'e + & =bec + a'c + b'c + a
. S D)

e 1/

- puisqu'il n'est pas possible d'envisager dans le cas général la

recherche d' % ~ composés pour certains 1 seulement, comme le montre
b1

1

1'exemple sulvant-en algébre de Boole :

ab 4+ b'c + ac
D

'sz

Le calcul des consensus par rapport a a de ab et par rapport a toutes

les lettres des mondmes suivants donne :

ab + bfc,
C—
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111 -~ AUTRES PROPRIETES D'UN PRODUIT DE TREILLIS DISTRIBUTIFS

De nombreuses propriétés intéressant l'algébre de Boole peuvent
atre étendues awx produits de treillis distributifs, par exemple éelles rela-
tives au calcul d'ensembles irredondants de pavés maximaux (1'extension est
immédiate) et celles relatives & la dvalité (voir 7-V) ; nous en donnons

tout de suite quelquwe s autres,

III.1. Généralités, Cas de treillis de Boole,

a, Notations,

Rappeions qu'un élément bi d'un treillis Gi est dit + ~ irré-
i

ductible s'il admet aucune décomposition de la forme b, = c, + di avec
i

les inclusions strictes cy < bi et di < bi . De meéme dans le treillis
‘ i1 i
distributif G preduit des treillis distributifs Gi (voir I-2 d) un élé-

ment de G ou pavé b sera dit + - irréductible s'il n'admet aucune décom-

position de la forme b =c +d avec c¢c<b et d<b . Il est immédiat

qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un pavé soit + - irréduc-

tible est que chacune de ses composantes soit -+ - irréductible,
i

1i , i=1, 2, ..., I désignera le plus grand élément ou &1ément

unité du treillis Gi’ Oi son plus petit élément appelé aussi élément nul

1

ocu zéro , 1 le plus grand élément de G ¢ 1 = (1 oo s 1I)- U désignera

1? "2°
la réunion (ensembliste) de pavés, ce qui est contraire a l'usage en algebre

de Boole, mais-cer qul permet d'éviter  la' confusion avec la borne supérieure + .




3-1TI-1 - 96 -

b, Premiéres propriétés,

Lemme 1,

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un pavé + - irré-

ductible soit compatible avec un ensembl

it inférieur

ou égal a 1'un de ces pavés,

Démonstration "

1.a conditinn est évidemment suffisante, Montrons qu'elle est néces~

Un élément inférieur ou égal A la borne inférieure de deux éléments

b, et g d'un treillis G est évidemment inférieur ou égal a bi et c¢

i

85i un élément + ~ irréductible e d'un treillis distributif Gi

1
i
est inférieur ou égal a la borne supérieure bi + cs o alors ey est infé-
i
rieur ou égal a b, ou c,. En effet, e, . (b, +c,) =e, . b, +e, ., c,
i i i i . 1 i, 1. 1 [ 1
i i i i i
entrafne e, =e., , b, +e, ., c, ; s0it e, e, , b, ou e, =e, ., c, .,
1 i i, 1, 1 i i, 1 i i i
i i i i i

I1 en résulte qu'un pavé + - irréductible e iInférieur ou égal

a2 1' % - composé de deux pavés b et c¢ , est inférieur ou égal a4 b ou c,
i

Le lemme 1 s'en déduit Immédiatement par induction,

Lemme 2,

Tout pavé maximal compatible avec un ensemble A de pavés peut

a@tre cbtenu, 2 1'aide des opérations % (L =1, 2, ..., I), a partir des pavés
i

+ = irréductibles inférieurs ou égaux A& un pavé de A,
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Démonstration

Soit b = (bl, b

g3 eses bI) un pavé maximal compatible avec A :

il est borne supérieure de pavés + - irréductibles, compatibles avec A, Soient

e la premigre composante d'un de ces + - irréductibles : e S'bl
e, la deuxiéme composante d'un de ces + - irréductibles : e, < b2
. éme . . .
er la 1 composante d'un de ces + -irréductibles : er < bI
(e13 e29 0oos eI) est un + - irréductible compatible avec A,
Montrons que les pavés tels que (el, ez,,.,,el) engendrent b 2a
1'aide des opérations % : appliquer % 2 ces pavés ayant meéme deuxilme,
i 1
o s éme . 3 . s
troisiéme, ..., I composantes fournit des pavés ayant pour premiere compo-
sante b1 ; appliquer % A ces pavés de premiére composante b1 ayant méme
2
s e éme . .
troisieéme, ..., I composantes fournit des pavés ayant pour leurs deux pre-
miéres composantes respectivement b1 et b2 5 ... 3 enfin appliquer =%
donne b, L

¢, Cas ol les treillis Gi sont bowléens,

Le treillis G est alors booléen et les composantes des pavés
+ - irréductibles sont des atomes (ou éléments immédiatement supérieurs 2a
1'é1ément nul [DUBREIL, DUBREIL-JACOTIN]) ou sont nulles,

Suivant la remarque 5 de II-2, faisons abstraction des pavés ayant
- une composante nulle : un ensemble A de pavés détermine une partie F des

pavés atomiques (ou pavés + -irréductibles a composantes non nulles) de G ,

ceux inférieurs ou égaux & un pavé de A ; les pavés compatibles avec A sont
les pavés dont les pavés atomiques appartiemment a2 F et les pavés maximaux

(par rapport a < ) compatibles avec A peuvent 8tre interpr&tés comme '"les
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plus grands pavés inclus dans A", Des illustrations parlantes de ces consi-
dérations sont d'une part 1l'algaébre de Boole oli les pavés atomiques sont ap-

pelés mondmes canoniques,d’autre part les produits de seulement deux treillis

booléens 3 1 et les pavés sont alors représentables par des rectangles, A

. détermine une partie de ce rectangle,

Remarquons que les pavés qui wn'ont pas d'existence graphique (pavés
dont une composante au moins est nulle : ) sont nécessaires 2
la théorie faite dans ce chapitre, Par exemple considérons une algébre de

Boole a trois variables a2, b et c ¢

?
JU o, (ac ® a'b') =7 a'b' = a'b'c
a a :
a
7) ’P

“h’v ac % 1., a'b' = (0, 1, ¢) ® a'b’' = a'b'c
a a

a a

que (0, 1, ¢) soit différent de (0, 1, 1) ou de (0, O, O) est nécessaire a
1'application de I-3a, mais coatredit 1'usage de 1'algébre de Boole ; cette
anomalie est sans effet car pratiquement on ne porte intérét qu'aux mondmes

booléens ayant une existence graphique,

III-2, Un autre algorithme pour reconnaitre &i des pavés couvrent le plus

grand élément d'un produit de treillis distributifs.

Lemme 3,
Si b U {cJ}couvre le plus grand élément 1 de G et si b a pour
. éme . « EE At 1o ) : i,
i composante bi différent de 119 alors l'ensemble des pavés .c¢” et des

J non inférieurs ou égaux 3 b couvre 1,

% ~ comppsés b % c
i : i
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Démonstration

Le lemme 2 assure que le pavé 1 peut &tre obtenu 2 l'aide de *

, 1
3 partir des pavés + -irréductibles inférieurs ou égaux 3 b ou a un cJ
(nous dirons plus simplement pavés + - jrréductibles de b ou d'un cJ) 3

montrons que tout pavé + - irréductible de D

e = (el, €ys wnes eI) (ei < bi , i=1,2, ..., I) est pavé + - irréductible
d'un c¢J non inférieur ou égal a2 b ou d'un b % c¢) non inférieur ou égal
i

a b (avec ¢ de b % ¢ non inférieur ou égal a b).

' i

Soit di un élément + ~ irréductible de Gi qui n'est pas inférieur

i

ou égal 2 bi ; le pavé

d = (e190 ’ei—].’ di’ ei+1’ ° 803 eI)
est pavé + - irréductible d'un cd appelé c® = (ci, cg, e c;)

. o . o
si e S_ci , e est pavé de <c¢ comme d ;
i

i
. o o
si ey £ c; » e et d sont pavés de b % ¢
i i
Remarque 1.

I1 est nécessaire que bisoit différent de 1i,car, par exemple en
algeébre de Boole, l'application de la conclusion du lemme a a +a'b + a'b’

dormerais nth it a'ht £71




3-IT1-2 ~ 100 -

Remarque 2,
L'application de ce lemme & l'algébre de Boole est A peu prés le

lemme 2-5 de [TISON] page 2-14,

Donnons comme application un algorithme pour savoir si un ensemble

de pavés couvre 1

Algorithme,

On part d'un ensemble réduit de pavés écrits en file et rangés
- d'abord par ordre croissant de leurs types ; un pavé est dit de type i
1 p Lype

si 1 est le numéro de sa premidre composante différente de 1'unité (ses

-

. : : . eme Py
premleres composantes sont 115 1?90,0, 11 1? sa 1 composante est infé-
rieure a li) :

ensuite, 3 1'intérieur de chaque type, .par ordre croissant de leurs classes,

sachant qu”unelglaqgg est un ensemble de pavés de méme type 1 et ayant

. éme . .
une 1 composante identique et sachant que 1l'ordre des classes de type i

éme <
est l'ordre des 1 composantes des pavés de ces classes,

On itere, tant que c'est possible ou tamt que 1 n'a pas été trouvé,
les opérations suivantes : on élimine le pavé en t&8te de file et on calcule
les % - composés qu'il admet avec les pavés de la file du me@me type 1 que
luiﬁimais qui ne sont pas de la m8me classe‘ou de classes supérieures : un

tel % - composé une fois formé,

i
- s'il est inférieur ou égal a un pavé de la file, on n'en tient
pas compte ;
- sinon, on l'adjoint a la file dans le type et la classe apﬁropriée
et on supprime les pavés de la file qui luil sont inférieurs (et

qui le précedent dans la file),

On trouve 1 s8i et seulement si 1'ensemble des pavés de départ

couvre 1.
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Démonstration .

D'une part le lemme 3 assure que l'ensemble des pavés en file couvre
constamment 1 au cours de l'algorithme si et seulement si les pavés de départ

couvre 1 , D'autre part, les * - composés adjoints a la file ne pouvant atre
' i

inférieurs ou égaux a un pavé déja éliminé, la convergence de 1'algorithme

est assurée,

Remarque 3,

I1 est superflu de considérer les pavés de départ dont une au moins
des composantes est nulle (et différente de 1'unité) conformément & la remarque
5 de II-2, et, dans le cas oli un 1, admet un seul élément immédiatement infé-

i

rieur, les pavés de départ dont la 1éme composante n'est pas 1i .

Remarque 4,
Les remarques 2 et 4 relatives A l'algorithme de sélection (II-2)

sont encore valables,

Remarque 5,
Cet algorithme est plus efficace que 1'algorithme de sélection (2

chaque sélection, il ne faut calculer que les % - composés pour un certain i
i

au lieu <et # composis; pour tout 1) mais moins efnéral.
1
Remarque 6,
L'application de cet algorithme aux monBmes booléens est particuli-
erement simple puisque le nombre de classes possibles par type est au plus

deux ,

Consldérons la somme de monBmes b'c + a'c' + ab + ac' + a'be et
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1'ordre a, b, ¢ pour les variables ; alors S

mondmes contenant mondmes ne mondome ne
contenant contenant
ni a, ni a' ni a, ni a'
mais b ou b’ ni b, ni b'

mais ¢ ou ¢

type & y “ ™~ f o

classes :, " 7 \ \ /7 o N /7

+ 1
consensus |\ L 4
par rapport \.... ) . J
ia ~ _ { . J
¥
consensus par } \ ] ]
rapport 3 b z
consensus par
i N

rapport 3 ¢
Considérons maintenant la somme de mondmes

"

x'y' + x2" + x'z + xy

et 1'ordre x, y, z pour les variables

-
4 v U

types : r

classes fpmmmhy gy ety iy

xz' + xy + x'y' + x'z + yz + y' 2'

Consensusé
J ! i |
par rap- 3

Sersrms v e e

port & x

PoVL Ly I

Cette somme n'est pas égale a 1.
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III.3. Autres propriétés.

Etant donné un ensemble A de pavés, nous nous sommes intéressés i
* . P P ~ - -
1'ensemble A” des pavés (inférieurs ou &gaux 3 des pavés) engendrés par A

4 1'aide des opérations x et plus particulidrement 3 ses &léments maximaux
i
® ES - P
Max A”. Le lemme 2 assure que 1'ensemble Ir(A™) des pavés + - irréductibles

inférieurs ou gaux i A, donc 1l'ensemble Max Ir(A*) des pavés + - irréductibles

maximaux en vertu de 1l'isotonie des %, permet d'engendrerd 1'aide des =
i i

1'ensemble Max A* des pavés maximaux compatibles avec A. D'aprés le lemme 1,

Max Ir(A?) est d'ailleurs un ensemble irredondant pour engendrer A%,

Comme en algébre de Boole, on peut donc attacher 3 un ensemble A
de pavés une fonction fA(xl, X5 soes xI) définie sur Ir G, ensemble des
pavés + - irréductibles de G,et 3 valeurs dans {0,1}, égale 3 1 pour tous
les pavés + — irréductibles inférieurs ou égaux a A, nulle ailleurs. Un
élément de A™ sera appelé vn pavé de fA’ un &lément de Max A* un pavé

maximal ou premier de fA, un ensemble de pavés caractéristique de fA

une base de fA’ Max A® sa base maximale (compléte), Ir(A*) sa base irré-

ductible compléte, Max Ir(Aﬁ) sa base irréductible @rredondante).

Lemme 4.

Si {al} est la base maximale d'une fonction £,, alors, si b

désigne un pavé de G, {Si al} est, aprés réduction, la base maximale de
2 b

b, Fp
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Démonstration .
Soient a° et al  deux pavés al arbitraires. a° % al étant
i
inférieur ou égal a un aJ, I-3b entratne que sa restriction, donc
g%a * F? d'aprés I-3a, est inférieure ou égale a un élément de

N
Max {Egb aJ}» Max {J{b al} est bien base maximale compléte.

Exemple.

gib (ab+bctca) a pour base maximale a + c,

Remarque,
Ce¥#lemmesera généralisé en 7-V-2a,

Lemme 5,

Si a est pavé maximal obligatoire d'une fonction f et si b

est_un pavé supérieur ou égal a a, alors gab a est un pavé maximal obli-

gatoire de g%b £,

Ia démonstration est immédiate.

Lemme 6,

Soit b un pave dont la i eme composarne b est différente de 1i H

alors tout pavé compatible avec l'ensemble de pavés b U {aJ}, de borne infé-

rieure avec b nulle ou de ieme composante non inférieure ou égale 3 b
A

est compatible avec la réunion des paves aJ et b % a non. 1nférieurs

i

ou égaux a b
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Démonstration :

Si ¢ est un pavé compatible avec b U {aJ} de borne inférieure

nulle avec b , le lemme est évident,

Si ¢ est un pavé compatible avec b U {aJ} de 1°M¢ composante

non inférieure ou égale 2a bi’ I-3c assure que c¢ est couvert par

gzcb U {EQE aJ}. Les 1% composantes de g%}) et de ¢ étant différentes,
le lemme 3 entraine : ¢ est couvert par la réunion des pavés 52c al et
8% aJ * '@cb = @c (b % aJ) non inférieurs ou égaux a @Cb , donc a
i i

et b % al qui ne sont pas iInférieurs
i

fortiori par la réunion des pavés a’

ou égaux a b,

Lemme 6!,

Tout pavé compatible avec b U {aj} est inférieur ou égal a3 b ou
hj

]

compatible avec la réunion des pavés a et bxa’' , 1 =1, 2, ..., I, non

1

inférieurse ou égaux a b,

Démonstration :

Soit ¢ wun pavé compatible avec b U {ahy

- ou c est inférieur ou égal a b ;
.. . .eme . ) N
- ou c a une composante, soit la 1 , non inférieure ou égale a la compo-

sante correspondante de b ; le lemme 6 assure que c est compatible avec

la réunion des pavés al et b % al non inférieurs ou égaux & b, ‘donc
i
a fortiori avec les pavés al et b xal , 1i=1,2, ..., I, non

i

inférieurs ou égaux a b.
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Conséquence 1,

Tout pavé maximal compatible avec b U {aJ} est b ou pavé maxi-

mal compatible avec la réunion des pavés al et b % al s, 1 =1, 2, ..., I,
1
non inférieurs ou égaux & b, Inversement, tout pavé maximal compatible avec
la réunion des pavés al et bz al , 1=1,2, ..., I, non inférieurs ou
1

égaux b est un pavé maximal compatible avec b U {aJ} s'il n'est pas in-

férieur ou égal a b (sinon, un tel pavé serait inférieur a un pavé compa-

tible avec b U {aJ} qui ne soit pas compatible avec la réunion des c?

et b % cJ, i=1,2, ..., I : il ne pourrailt &tre qu'inférieur ou égal
i

a b),

Conséquence 2,

Si b n'est pas compatible avec la réunion des-.pavés al et

b % a’ , 1=1,2, ..., I, non inférieurs ou égaux & b , alors il est pavé
i

maximal obligatoire compatible avec b U {aJ} .







CHAPITRE 4

ALGORITHMES EN FILE POUR RECHERCHER

LES ELEMENTS MAXIMAUX DE STRUCTURES ALGEBRIQUES

I - NOTATIONS, HYPOTHESES I ET B, CONVENTIONS,

I-1. Hypoth2se d'isotonie sur une algébre universelle ordonnée ou hypothése. I.

Une conséquence pour la caractérisation des éléments maximaux,

a, Soit G un ensemble avec une relation d'ordre (partiel) notée <

et un systeéme d'opérations algébriques n-aires (les nombres n entiers posi-

tifs peuvent &tre, pour différentes opérations, soit différents, soit iden~

tiques) et isotones (c'est-a-dire, si n =1, croissantes) * = {% ; 1 € I}.
i

0 désignera le plus petit élément et 1'é1ément nul (O b =b %0 =0,
i i

VbeGg, Vie€iI)deG (s'il manqualit, on 1l'adjoindrait par commodité),

Les opérations % seront supposées partout définies et univoques,
i

ce qui n'est pas une restriction mais une convention algébriquement commode.

En effet, dansl'optique de la recherche des éléments maximaux, qu'un %*-com-
i

posé soit non défini, ou qu'il soit inférieur ou égal a un élément déja connu

©6

' L0
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ou en particulier qu'il solt nul, est équivaiéggw(les occurrences correspon-+
dantes de % seront d'ailleurs toutes dites inutiles) ; une opération partiel-
lement déf%nie et multivoque o peut donc etre envisagée comme un ensemble
totalement ordonné d'opérations toujours définies et univoques, en particulier
nulles 12 ol leurs valeurs ne sont pas définies par la connalssance de 1'opé-

ration o,

Pour simplifier 1'exposition, nous supposons dorénavant, excepté

dans 6-I1I-3 c2et 7-1, les opérations binaires (1'extension 2 des opérations

non binaires ne pose pas de probléme particulier)., Nous avons donc, pour

1 € T et pour tous éléments b, c, d de G :

b<c= bkxd<cxd et dkb<dsxc (1)
i

et en particulier, pour tous éléments b, c, d, e de G

b<c et d<e=b=xd<cxe ¢D)

i i

, @ |
b, Considérons 1'ensemble (G) des parties de G

avec pour lois de composition la réunion (notée {J) (associative, commutative,

idempotente) et les opérations (notées %) extensions des opérations % de G
i i

3 ses parties (elles sont distributives 3 droite et a gauche par rapport a U),

muni du pré-ordre

B< C _<=> pour tout élément b de B, il existe ¢ de C tel queb < ¢

&

(G) de la relation d'ordre < définie sur G.

extension a
La relation d'équivalence

B=C <=> B<C et C<B
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définit une partition, Toutes les parties d'une meme classe d'équivalence
ont le meme ensemble Max A d'éléments maximaux ; inversement, toutes parties
ayant méme ensemble Max A d'éléments maximaux appartiennent a une m&me classe,

celle de Max A, L'isotonie des opérations U et % entralne la compatibilité
p

de 1'équivalence avec ces opérations, *

La restriction de la relation de pré-ordre < aux éléments Max A
de Q§%G) est une relation d'ordre.
¢, FEtant donnés un sous-ensemble A de G, A* la sous-algébre de G
engendrée par A 3 l'aide des opérations % et étant donnée la relation d'ordre

2 21 2 *
< sur G, nous nous Iintéressons a2 la recherche des éléments maximaux de A ,

ou, nous dirons aussi, 3 la détermination des éléments maximaux de 1l'algeébre

< A, <, % >, définie par la donnée d'un ensemble de départ, d'une relation

d'ordre et d'un ensemble d'opérations., Une caractérisation des éléments

maxim ux d'une telle algeébre est la suivante :

Max A* est une partie de A*

- 3 éléments deux a deux incomparables,

- supérileure ou égale a 1' %-composé de deux quelconques de ses éléments,

1

- supérieure ou égale a A,

et inversement.

d, Notations, '
% désignera tout naturellement, en plus de 1'ensemble des opéra-

tions % , l'opération algeébrique, au besoin multivoque, faisant correspondre
i .

3 tout couple ordonné b et ¢ d'éléments de G 1l'ensemble des éléments
(bxc ; 1€1}.
i

La partie vide de QP(G) sera confondue avec 0,
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I-2, Hypothéses de finitude ou hypothéses B,

Ces hypothéses permettent de trouver effectivement les éléments

maximaux, lors d'un calcul réel,

Bl : les opérations algébriques # sont en nombre fini,
i

En conséquence, si, contrairement aux conventions faites en I-1 a

nous considérons une opération n-aire multivoque o, les Images maximales

Max {o(bl, b2, onos bn)} qu'elle donnerait d'un systéme ordonné quelconque
de n éléments bl’ b2, oens bn’ devraient 8tre en nombre fini,
Dorénavant, nous poserons abusivement I = {i ; 1 =1, 2, ..., I},

c'est~a-dire T est ou un entier positif ou 1'ensemble des I entiers positifs

inférieurs ou égaux & I, suivant le contexte,

B2 : A est un sous-ensemble fini de B,

B3 : L'ensemble Max A* des éléments maximaux de A* est fini et

chacun d'eux peut &tre obtenu a4 partir de A par un nombre fini d'applica-

tions des opérations * .

1

12 . *
A tout élément maximal a de A", nous pouvons donc attacher au
moins une arborescence (caractéristique de a, bifurcante puisque les opé-
rations sont convenues binaires), notée dt?(A), dont les feuilles sont des

é1léments de A, donc chaque sommet, indicé par une opération % de %, est un
i

~

<q 2 ® . : P
élément de A" égal 4 b % ¢, si b et ¢ sont les deux sommets qui le précédent
i

immddiatement, et dent la racine est a. Ainsi :




4-1-3 - 111 ~

{x, x, %}
1f k
est l'arborescence czg(d, e, f, g, h) attaché a

[(dxe)x (fxe)] % [d=*x (h=*xg)
i k j j k k
Si les opérations ne sont pas commutatives, on compose les éléments “dans le

sens de la flache, Dans la suite de 1l'exposé, 11 nous arrivera d'identifier

un arbre et sa racine,

I-3. Conventions,

suivantes qui précisent complétement, quand 1ls ne le sont pas déja, les
algorithmes donnés ultérieurement (ce qui est en particulier utile pour
traiter des exemples), qui sont commodes poﬁr les comparer , enfin qul ne
restrelgnent les variantes utiles que d'une maniére raisonnable (voir a ce
propos en particulier 1II-3 e).

a, L'examen de tous les couples d'éléments d'une file sera ainsi

fait
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S

On considére chaque élément (en commencant par-Te premier & partir de la

gauche, puis le deuxiéme,...) et tous les éléments qui le précédent dans la

file (en commencant par le premier 3 partir de la gauche, puis le deuxiéme,.,.,

1
Qm
ZK_}‘/(w/

b, Calculer les % -composés d'un couple d'éléments, c'est calculer

puis lui-méme)

d'abord leur % -composé, puis leur % ~ composé, ..., enfin leur % -composé.
1 2 T

¢, Des éléments ajoutés 3 une file -le seront a la fin de la file

et par ordre de leur formatioun,

d. Quand on veut supprimer une des deux occurrences d'un méme

é1ément dans une liste, on supprime la deuxieéme,
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1T - ALGORITHMES EN FILE PRIMITIFS

II-1, Algorithmes de réduction,

Une opération essentielle dans des algorithmes de recherche d'élé-
ments maximaux est la réduction d'une file A ou obtention de Max A, c'est-2a

dire d'une seule occurrence des &élé ments maximaux de A,

a, Algorithmes de réduction,

La convention I-3 a, en considérant les opérations % et *

1 2
commutatives et binaires ainsi définies sur A = {al, Bns ens aP}
aJ * ak = aJ si a, > ak
1
<
%* non défini sinon
L 1
fa, % = 3 ia,<a
g% Tk St A5 S %
&
* non défini sinon
B 2

donne 1'algorithme suivant de réduction .
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/l 1= ]
.. - -—
" - - ~.
e -
, i a, > ak ? |< — — \ < ..,...-__m.uM...._,.-...‘....‘.“,,.,._.._.__*._ﬂ|
5= |
/ — N\, |
’ / \
/ oui non _ _ _ N\
) P - =~ “~ . N t
/ y o
e / ' a, <a_ ? |° .
Y {EERLIRI N
a, :=¢ {i i ,
E ' k J ‘\ /| ouil no.h f ,
i \}—'—"‘_— Ve / /
{ _ & \\\ /I\\ i a = ¢ ; /,
{ L SRR LN
[ k=rr ER A et .
non ST oul Ly i=3+1 | ERAE RN
%ui - ., \\ [ ___,__.__W-J e S
2 - ..\M‘\\\\ ___‘_\L__ — \L !
k :=k + 1 T~1 3=k 7]
| \ L Rl
\ i 3=k ?j—-
. \\\ mOW
FIN . _out .
Les données sont
.P, supposé > 2 ,
@, élément arbitraire strictement inférieur 2 tous les élémats
<
de Max A ,
{aj, i=1,2, ..., P};

une liste de P éléments contenant aj a la jeme

place si aj était la premiere

occurrence d'un élément de Max A,sinon contenant @, est fournie, Le nombre
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o (B-1)P
de couples examinés est évidemment au plus égal a ~——— .,
' 2

Pour obtenir Max A dans des mémoires juxtaposées, on peut opérer

de la facon suivante, faisant fi de la convention I-3-a :

DEBUT

données

S fay 5 37207}

non

? oui non

oul T out =k kor

FIN

Le résultat est les P-J+1 éléments de‘Max A ZJans 315 850 Bpegs tet ap

Le nombre de couples examinés est Inférieur a celui de 1'algorithme précédent

puisqu'on ne considére pas les mémoires vides.
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b, Algorithmes d'unique occurrence donnant d'un ensemble d'éléments

une seulle occurrence de chaque élément. Ce sont des cas particuliers des

algorithmes de réduction ; considérés en eux-mémes, 1ls sont aussi localement

déterminés grace aux conventions I-3a et I-3d,

DEBUT DEBUT

! v

-
I}
N
[
1
P—I

&-
<

vy
|-
o
I
-
I
N

‘quﬁfifle”/ ————g— |pon //f oul 7 == non

k =P ? gl j=k? a i=a joi= 41
1™ fout T ey s— <
lk:=k+1l lJ:=J+1 j=k 7}
T FIN oui—"

FIN

II-2, Des algorithmes en file.

Le théoréme de caractérisation entrafne 1'existence des algorithmes
. *® . c . e s
suivants donnant Max A" 2 parkir de A ; ils sont entiérement précisés 3 cause

des conventions précédentes (I-3)
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...... AR R B K ” SR

Algorithme F1 ou algorithme en file 3 tours.

A partir de A écrit en file, on obtient Max A* en employant alter-
nativement les deux régles suivantes :
-~ éliminer les éléments inférieurs ou égaux a un autre,
- ajouter globalement en fin de file les % - composés
des éléments deux a deux,

jusqu'd la stabilisation du procédé.

A chaque tour de 1'algorithme Fl, il peut &tre préférable de tenir
compte des renseignements accumulés pendant les tours précédents, En pratique,
on pourra opérer ainsi pendant le (j+1)éme tour, en désignant: par Aj 1'en-
semble de départ\(donc A0 = A) partitionné en les deux ensembles suivants

. . éme
fournis par le j tour ::

A
Max j-1
Bj—l ou une partie des % -composés des éléments puls deux a deux
de Max A, H
j-1

1, L'élimination des éléments non maximaux de Aj’ c'est~a~-dire

1'obtention de Max Aj, pourra se faire :

soit conformément aux algorithmes de réduction donnés en II-1 a
on supprime les éléments non maximaux de Aj = Max Aj—l V) Bj 1 e
considérant dans la file Aj chaque élément de Bj | avec les éléments

qui le précédent, comme 1l'indique le schéma suivant :
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soit nonobstant les conventions I-3 : on supprime d'abord les élé-

1° 1} puis on réduit

Max Aj 1 U Max Bj—l en comparant chaque élément de Max B -1 avec

les seuls éléments de Max Aj 13 cette méthode sera d"autant plus

ments maximaux de Bj pour obtenir Max Bj

intéressante par rapport a la précédente que Card B, est plus

j=-1
grand par rapport & Card Max BJ 1 due Card Max A -1 est plus grand

et que Card Max Aj est plus grand par rapport 2 Card Max Aj-1°

A,
J
/N

1 1

Bj-l
.__.__A.__-.—.
Max A, Max' B

2, La recherche des % - composés des éléments de Max Aj pris
deux a deux se fait en examinant chaque élément de (Max Bj—l - Max Aj—l) N
Max Aj avec tous les éléments qui le précédent

Max A,
J

A
! L

Max A ﬂ Max A (Max B - Max Aj-l) N Max Aj

W/M

1
Ce qui vient d'atre dit (mise a part évidemment ce qui est en con-

tradiction avec les conventions I-3) est partie intrinsé&que de Fl ; des exa-
mens de couples, faits aux tours antérieurs sont évités et remplacés par une

manipulation d'index,
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Algorithme F2 ou algorithme en file 2 pas.

On part du sous-ensemble Max A de A, écrit en file., On
obtient Max a* en recherchant les % - composés de chaque élément
de la file (en commencant par le premier 2 partir de la gauche,
puis le deuxizme, .., tant qu'il en existe) avec les éléments qui
le précédert dans la file (en commengant par le premier a partir
de la gauche, puis le deuxiéme, ..., puls lui-méme) ; dés qu'un
% - composé est formé (il en existe 2I powr tout couple d'éléments),
- 8'il est inférieur ou égal a un élément de la file, on
1'élimine, '
- sinon, on l'ajoute en fin de file et on supprime les

éléments qui lul sont inférieurs,

Algorithme F3 ou algorithme en file récursif,

Soit A = {al, 85 oies aP} ou mieux Max A = {al,az,,,,aP}
A partir de Ao =@, et pour j =1, 2,...,P, on calcule successivement
A = Max [Max (A, Ua ]x
P j-1
3 1'aide de §2, Alors, Max A™ = Ay

La stabilisation de ces algorithmes vient de ce que 1l'ensemble des
&léments sur lequel ils travaillent, est croissant et de 1'hypothése de fini-

tude B3,

I1-3. Remarques,

a, Tout en maintenant les conventions faites en I-3, on pourrait
donner d'autres algorithmes de recherche des éléments maximaux ; on pourrait

par exemple dans F3 utiliser Fl au lieu: de F2, Ce sont en particulier les
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applications qui montreront le bien-fondé du choix de Fl, F2 et F3. Fl et
F2 différent par le moment oll 1'on commence les comparaisons par rapport aux

combinaisons,

b, Les algorithmes Fl et F2 sont identiques quand les % - compo-
sés ne sont pas supérieurs aux éléments déja trouvés et les trols algorithmes
sont identiques quand il n'y a pas formation de nouveaux #* - composés, F2 et
F3 ne différent que par les endroits d'insertion des % - composés : en fin
de file pour F2 et dans la file avant aj+1 pour le calcul de Aj de F3.

¢, Si, au lieu de I-3a, la convention suivante pour 1'examen de
tous les couples d'éléments d'une file availt été faite : on considére chaque
élément (en commencant par le premier élément A partir de la gauche, puis

le deuxilme,..,) et les éléments qui le suivent

X X X X X

F2 n'apparaitrait plus comme une sorte d'extension de convention, Un algo-
rithme utilisant une telle progression des éléments "en avant" (explicitement
on part du sous—ensemble Max A de A, écrit en file. On obtient Max A* en
recherchant les % - composés de chaque éléﬁent de la file (en commengant par
le premier 2a partir.déb la gauche, puis le'deuxiéme,... tant qu'il en existe)
avec lui-meme et les éléments quil le suivent‘dans la file ; dés qu'un % -
composé est formé,
~ 8'il est inférieur ou égal & un élément de la file,
on 1'élimine,
- sinon, on l'ajoute en fin de file et on supprime les
éléments qui lui sont inférieurs) n'est valable, en

régle générale que si les * - composés formés ne peuvent pas avoir d's - composé
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avec les éléments dont 1'examen est terminé (c'est le cas de chaque tour de
l'algorithme Fl et c'est le cas des réductions étudiées en II-1) ; 11 a été
aussi valable pour la recherche des pavés maximaux d'une partie d'un pro-
duit de treillis distributifs (voir chapitre 3) et il le sera pour déterminer

la réunion de relations d'équivalence (5-II-2b),

d., Les algorithmes de réduction peuvent etre considérés comme
des algorithmes particuliers de recherche d'éléments maximaux, Les algorithmes
Fl et F2 ne donnent rien, lejyrs ensembles de départ étant déja Max A ; par
contre, 1'algori thme F3 conduit au meéme algorithme de réduction que la con-

vention I-3 a,

e, Il peut &tre intéressant pour gagner de la place en mémoire
de calculatrice et pour éviter des ruptures de' séquences, de combler; aussi-
tot formé, le vide créé par la suppression d'un élément inférieur, en y por-
tant le premier élément de la liste ou le dernier ou un élémet du couple
d'éléments examiné ou le composé de ce couple d'éléments, selon en particulier
la situation du vide, Une telle facon de procéder bouscule 1'énoncé mais non
1'esprit des algorithmes donnés et doit vérifier 1'évidence suivante : on ne
peut ajouter aucun élément a la partie dont 1'examen est terminé, si ce n'est
un élément examiné,

Un tel remplissage des vides est par exemple utilisé dans 1'algorithme
de recherche des mondmes premiers d'une fonction booléenne de [GILLI, MEO] ;
i1 a aussi été explicitement réalisé pour les algorithmes de réduction (II-1)
et 11 le sera dans 5~II-3b,

f. Cas d'un algorithme tel que toute opération % est soit 4 occur-

u

1

rence inutile (définition en I-1 a) , soit 3 produit a * b supérieur 3 a et b

1

(1'opération % est alors dite utile). Il se produit -en particulier si_lﬂen:
i
semble est totalement ordonné.
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Appelons Card A le nombre d'éléments de A, U le nomhre d'opérations

utiles effectuées, Card (Max A*) le nombre d'éléments maximaux de A*, On a:

Card Max A¥ = card A - U > 1

Le nombre d'opérations utiles effectuées est donc inférieur ou égal a Card A -

En tenant compte de la remarque e, les algorithmes en file a pas
et récursif peuvent &tre ainsi aménagés : dés qu'un * - composé de deux élé-
ments a et b est utilement formé (a est supposé a gauche de b dans la file),
d'abord on remplace b par a # b, ensuite on supprime les éléments Inférieurs
2 a%xb en les remplagant par le premier élément de la file s'ils sont 2
gauche de a * b et par le dernier s'ils sont a droite de a%® b, F2 et F3 ainsi

modifiés sont identiques. Une application est donnée en 5-1I,

1
X
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ITI ~ LA CONDITION C SUR LES OPERATIONS % ET LES ALGORITHMES C
i

Dans un souci d'allégement des notations, nous supposons dans ce

paragraphe les opérations * commutatives ; cependant le théordme et 1l'algo-
i
rithme qui suivent sont valables quand la commutativité n'existe pas.

ITI-1. Théoréme

Si les conditons I et B sont vérifiées et si (condition C) pour

tous j, -k =1, 2, «.., I avec j < k et pour toutes arborescences

* : x

ik T KeooX Sk X K., %

(9! ; - (L -

c D (A} 2k 1) et j (A1 2k 1) (pour la notation voir I-2), il
i * XeooX

12 k-1

ty
existe une arborescence a[) (A ) telle que :

x %* *
® Ee. X - 38 U * Koo
k k
k- 1 k- 1 -
Btz vy, Btz o Iyl ok (©
j »
alors :

* ® % - v
Max A® = Max [C.no{Max [(Max A)l] }2...);]. (2)
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Démonstration, * %,,.%
2

Si b est un élément quelconque de A1 k—l, une expression

particulidre de (C) est évidemment

W ;
@ (al 2 k‘l) £ b < éD (al
b

"
N
*

(c")

Soient a un élément maximal arbitraire de A*, cﬁé*(A) une arbores~
cence qui lui est attachée, Montrons d'abord qu'il existe une arborescence

x K., . %

de racine a, indicée,pér # et de fedlilles appartenant 2 A1 2 -1

I

N %‘(A)

Ly *}
\
\*Jél/

*

En effet appelons 661 les composantes connexes de sommets indicés
par * de (ﬂf*(A) (ce sont des.sous-arborescentes disjointes de &%*(A)).
I % ‘
13 1 ' 5 g I -
S'il n'y a pas qu'une seule composante 5t contenant a, 1l existe.une com~
&

posante cZ?I qui précdde immédiatement un sommet c et telle que tous les

sommets indicés par * et précédant c appartiennent a des compamntes qui
I
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préceédent immédiatement c (i1l y a au plus deux telles composantes), (C) (ou
(C')) permet de transformer la sous-arborescence de racine c en une sous-arbo-

rescence de racine indicée par % et supérieure ou égale a c, et telle que les
I

sommets indicés par % forment une seule composante connexe ; (1) permet d'af-
I

firmer que la racine de l'arborescence reste a. On continue le procédé jusqu'a
ce que (C) soit appliqué en a,.
Ensuite (2) est déduit par induction sur les sous-arborescences

obtenues en supprimant la composante connexe indicée par l'opération % .
I

III-2. Si les conditions I, B et C sont satisfaites, on déduit les algorithmes

suivants donnant Max A* a partir de A :

Algorithmes C,

On part de Max A et on recherche successivement 2 1'aide
d'un des algorithmes en file
* *
1 _ 1
Max A- = Max [(Max A)7]

&)

* * * %
Max A1 2 - Max [ (Max Al)z]
¥ k,.,.% *
12 -1,1
-,

Max A¥ = Max [(Max A

Pour chacune des I itérations, on pourra utiliser un algorithme en file (F1
ou F2 ou F3 et on appellera respectivement CFl, CF2, CF3 les algorithmes en

file obtenus).
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Remarque 1,

(C) est une condition suffisante d'existence de (2) ; ce n'est pas

une condition nécessaire,

Remarque 2,

(C) est en particulier vérifiée quand l'opération % pour tout
k

k=1, 2, ..., I, est distribuée par rapport 2 toutes les opérations % avi¥c
N
i =1, 2, ..., k-1, c'est-2a-dire quand pour tous éléments b, c et d de G

b#% (cxd)=(bxc)=x(bzxd)
h| k | k j
(c x~d) %#b = (c %b) £ (d £ b)
k ] j k j

ou quand les opérations % vérifient pour tous i, k=1, 2, ..., I et pour

tous éléments b, c, d de G

b%x (c®d)=(bx%c)xd
3 k j k

(de telles opérations % seront dites pseudo-associatives). On le démontre

facilement par induction,
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IV - FONCTION DE LOCALISATION

Les algori thmes en file exigent le calcul, pour tout couple d'élé-
ments b et ¢, de b % ¢ ; or, si on gait a priori que les % - composés de
certains couples d'éléments sont inférieures ou égaux a des éléments déja
trouvés (ou sont non définis dans notre terminologie algorithmique), il est

préférable de ne pas les considérer. Formalisons cette constatation,

Etant données leg opérations % sur G x G et des relationsbinaires

1

R, sur 1 x T (H ensemble arbitraire), nous appellerons fonction de locali-

A RO LA BTSN I RS K57
s i i )

sation L de % une fonction générale {lk s k=1, 2, ..., K, K entier fini}

définie sur G et a valeurs dans HK, vérifiant :

b % ¢ défini = L (b) RiL (¢), pour i =1, 2, ..., I
i

La fonction de localisation (avec sa relation associée) d'opérations

% donne une borne supérieure du domaine od les % sont utiles, Le renseignement
i i

qu'elle apporte sur la localisation des couples utiles est implicitement con-
tenu dans G ; elle ne fait que 1'explicitér, Cette information pourra etre a
1'origine d'un support qui évite la considération de couples inutiles et qui
remplace la disposition en file des algorithmes généraux, Les algorithmes
de recherche d'éiéments maximaux seront généralement d'autant plusﬁefficaces
qu'ils utiliseront mieux 1'information apportée par la fonction de loeali-

sation,
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Comme application de la notion de fonction de localisation, intro-

duisons les algorithmes matriciels généralisés ainsi définis : H est un en~

semble fini, K = 2, Ri a la forme 12-(b) R% 11 (c) on Ri est une relation

binaire arbitraire sur H x H, A tout élément a _de G est donc attaché un

a8
couple ordonné d'indices (¢, B), Ol oy, B € H ; et un % - composé bdﬁ * cYé
: i » i
de deux éléments boﬁ et cY6 de G sont définis seulement si BR% Y .

4
Nous verrons ‘en détail au chapitre 3' les algorithmes matriciels (non géné-

ralisés), algorithmes matriciels généralisés ainsi spécifiés

H=1I

B R; y s pour i =1, 2, ..., I, est identique a B =y = 1 ;

non seulement leur support, comme celui des algorithmes matriciels généralisés,

est une matrice, mais aussi leurs opérations % sont compatibles avec le produit

. . i
matriciel,

Comme autres applications de la omotion de fonction de localisation,
il y a les développements (voir a ce sujet le chapitre 7) et les monSmes
marqués Introduits dans |¥UNTZMANNfﬂ p99-102 ou triplets de consensus, de
lettres de marque et de variables accessoires ; dans 1l'ensemble des monOmes
marqués , l'ordre est ainsi défini : un mondme, ayant ses premier et second
groupes figurant dans le premier et le secpnd groupe d'un autre mondme, est
supérieur a ce second monBme ; 1'% - composé de deux mondmes est le triplet
du consensus des premiers groupes des deux mondmes, du produit booléen des
lettres de marque et du produit booléen des variables accessoires et de la
variable par rapport a laquelle on a formé le consensus ; la fonctiom de loca-
lisation (11, 12) de #* définie sur les mondmes marqués et A valeurs les variables

de leurs consensus et leurs variables accessoires, vérifie

b % c défim'.=>11 (b) n 12 (b) = 12 () n 11 (¢) = ¢
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V ~ REMARQUES,

Etant donnés un ensemble de départ A, une opération # et une rela-
tion d'ordre < , nous avons donné des algorithmes pour la recherche des élé-
ments maximaux de A* et nous avons laissé prévoir 1'utilisation de dispositions
particulidres pour les éléments permettant de traduire automatiquement les
renseignements fournis par la fonction de localisation, évitant des considé-
rations superflues de couples d'éléments,

Maintenant, nous développerons des applications, Faisons auparavant les deux

observations suivantes :

V.1, Tout probléme d'énumération peut-etre considéré comme un probléme de
recherche d'éléments maximaux & la seule condition (essentielle, mais en fait
peu contraignante : la relation d'oxdre choisie doit &tre suffisemment gros-
sidre) que les éléments A énumérer soient des élémen ts maximaux ; la résolution
d'un probléme d'énumération se décompose alors en
- le choix d'un triplet (A, <, %) ;
- la recherche a partir de (A, <, %) des éléments maximaux
de A® 5
~ la recherche (éventuelle) parmi ces éléments maximaux
du sous-ensemble des éléments 2 énumérer,

’

V-2, Un probléme délicat est le choix d'un triplet (A, <, %) auquel appli-

quer les algorithmes, 2 cause de la corrélation entre A, < et % ; en effet,

~ plus % est simple, facilement calculé, plus les éléments sur les-
quels % opére doivent appartenir 2 des classes précises d'éléments, ce qui

entratne deux conséquences :
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1. les ensembles de départ A possibles doivent remplir des con-
ditions exigeantes : leur nombre d'éléments sera souvent important;
la nature de ces éléments devra &tre suffisamment "atomique" pour
pouvoir servir de racines a des arborescences de sommets les élé-
ments A énumérer ; on peut dire que les A possibles devront &tre

des ensembles complets d'éléments de memes caractéristiques,

2, les relations d'ordre possibles sont grossiéres, les opérations

# devront opérer sur des catégories complétes d'éléments (avec un

i

ordre plus fin certains de ces éléments pourraient &tre éliminés
comme inférieurs a des éléments nouvellement créés) ; autrement
dit, la condition I n'est vérifiée que si les relations d'ordre

sont suffis®mment grossieéres,

- plus % est complexe, plus 1l'ensemble de départ peut etre quel-

la relation dfordre fine,

Une illustration de cette remarque est les méthodes de recherche

des mondmes premiers d'ume fonction booléenne & 1'aide des consensus (voir

5-1-2c ; A est alors un ensembl e arbitraire de mondmes caractéristiques de

la fonction et la relation d'ordre est la relation d'ordre ensembliste) et

la méthode de McCLUSKEY (pratiquement on part de la forme canonique et il

n'y a pas de relation d'ordre entre les mondmes booléens ; voir 7-III),




CHAPITRE 5 _

APPLICATIONS DIRECTES DES ALGORITHMES EN FILE
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I - ©PAVES MAXIMAUX D'UNE PARTIE D'UN PRODUIT

DE TREILLIS DISTRIBUTIFS

Les algorithmes du chapitre précédent permettent de déterminer tres
facilement des méthodes (différentes de celle exposée dans le chapitre 3)
pour déterminer les pavés maximaux d'une partie d'un produit de I treillis
distributifs,

Les notations et définitions sont les mémes qu'en 3-I.

I~1. Algorithmes,

On constate :
1. La condition I est vérifiée par toute opération % puisque, pour tous
i

éléments bi’ Coo di de Gi :

o
L VAN
O
¥
o
oL
B VAN
(o]
o
)]
t
o
o4
o,
e
R A
(o]
e+
[=W
.
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2., (B) est évidemment vérifiée ;

3, (C) est vérifiée ; plus précisément, nous avons, pour tous i,j=1,2,..., I :
b#% (cxd)=(b=xc)x (bxd)
A 1 h| i h|
puisque :

b, + (¢, . d, )=(b, +c, ). (b, +d, ), pour tout j

Iy 353 jijJjJ
b, ., (¢, +d, )=(b, «c, )+ (b, « d, ), pour tout i

i i i i i i i i 1 i i i
b . (c. . d )=(b, . ). (b . d ), pour tout k (différent de i et j),
k K k K k k Kk k Kk k Kk k

De ces propriétés, 11 résulte qu'on peut utiliser les algorithmes
Fl1, F2 et F3 et les algorithmes C pour calculer, a partir de A, les pavés

maximaux compatibles avec A,

I-2, Remarques,

a, L'algorithme CFl ou 1l'algorithme CF2, dans le cas ol les treil-
lis Gi sont en plus complémentés, est énoncé dans [TISON 2],

b, Quand I =2 et quand les treillis sont booléens, Fl est dans
[ MALGRANGE] et CF1l ou CF2 sont dans [MALGRANGE] et [CHEIN].

¢, Dans le cas ol chaque treillis Gi est booléen et a, en plus

des éléments zéro et unité, deux et seulement deux éléments Xy et x!, les
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pavés et les pavés maximaux compatibles avec A et dont aucune composante
n'est nulle sont respectivement les monBmes et les monBmes premiers de la
fonction booléenne f(xl, Xos eees xn) égale a 1 sur A, nulle ailleurs,

Le % - composé de deux mondmes b et ¢ a alors l'interprétation

1

suivante

- si b et c admettent X, et seulement X, pour lettre différemment

accentuée, b % ¢ est leur consensus [QUINE] ;
i
- si b et c n'ont aucune lettre qui soit différemment accentuée
ou admettent au moins une lettre distincte de X, qui soit différemment accen-

tuée, b % ¢ est un mondme multiple de b ou de ¢ (ou inférieur ou égal a b
i

ou c), alors que le consensus de b et c n'est pas défini [KUNTZMANN 2],

L'%x - composé de deux mondmes est donc leur consensus s'il existe,
sinon des multiples de ces monomes, Les mondmes multiples d'un autre étant
constamment supprimés dans les algorithmes F et C et compte tenu de la re-

marque 5 de 3-II-2, les notions de #%'- composé et de consensus, de % - composé
i

~

et de consensus par rapport & la variable X, cofncident donc pratiquement ;

les algorithmes F1, F2 et CFl ou CF2 appliqués aux fonctions booléennes devien-
nent des algorithmes connus de recherche des mondmes premiers (on peut voir

respectivement [KUNTZMANN 2], [GILLI , MEO], [TISON 11).

d. Considérer un % - composé de deux pavés comme non défini ou
i

nul quand i1 est inférieur ou égal a 1'un de ces pavés, évite la réduction

de cet % - composé et est donc algorithmiquement intéressant,
i
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e, La remarque 5 de 3~-II-2est encore valable,

I-3. Applications,

En plus des mondmes premiers d'une fonction booléenne, les algo-

rithmes de recherche de pavés maximaux permettent en particulier de trouver

a, les ensembles d'articulation (ou sous-ensembles de sommets dont

la suppression disconnecte 1'hypergraphe) minimaux d'un hypergraphe ;BERGE Z
connexe, Par exemple, déterminons les ensembles d'articulation minimaux d'un

hypergraphe &4 n sommets Sy (k=1,2,...,n) qui le séparent en

I( =2 ou3oué.,, oun-l) sous-hypergraphes disjoints ; a 1'hypergraphe,

assoclons l'hypermatrice booléenne Ml symétrique, surunitaire et a I dimen-

sions suivante : a tout I-uplet (sk > Bl s ey B
1 2 I

) correspond un et un seul

élément de M1 ; un élément de M1 est 1 si et seulement si les sommets corres-
pondants sont non tous distincts ou sont adjacents ; recherchons-en les pavés
vides maximaux, Les ensembles d'articulation minimaux sont les compléments
(par rapport 3 l'ensemble des sommets de 1'hypergraphe) des sommets des com-
posantes des pavés vides maxima ux trouvés, chacun des I sous-hypergraphes
disjoints ayant pour ensemble de sommets les sommets d'une composante du pavé
vide maximal correspondant,

Le cas particulier‘oﬁ I = 2 et ot 1'hypergraphe est un graphe non

orienté est dans [MALGRANGE] et [KAUFMANN 1].

b, 1les décompositions simples additives, multiplicatives et.dis-

jonctives maximales d'une fonction booléenne, et en conséquence toutes ses

décompositions simplescomme il est expliqué dans [PICHAT 1]. Comme pour les




5-1-3 - 135 -

ensembles d'articulation, il peut-e&tre intéressant de généraliser cette étude
si les opérateurs somme, produit ou disjonction ont plus de deux entrées, Le

cas particulier des décompositions simples disjointes est étudié en II-3.

¢. les implantations ou application d'un graphe dans un graphe,

c'est-3-dire les sous-graphes partiels d'un graphe isomorphes & un autre

graphe [MALGRANGE], [KAUFMANN 1].

d. 1les pavés maximaux d'une application de Ir G (voir, 3-TII-3)

dans un treillis distributif [PICHAT Z]-

e. les ensembles fortement stables et les cliques maximaux d'un

hypergraphe, En déterminant les rectangles nuls maximaux de sa matrice boo-
léenne symétrique A diagonale nulle associée, puls 1'intersectimdes compo~
santes de chaque rectanglte maximal, enfin les intersections maximales, on

pourrait obtenir les carrés nuls maximaux. Une méthode plus rapide sera étu-

diée en 7-V et 7-VI.
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II - REUNION DE RELATIONS D'EQUIVALENCE

II-1. Notations,

Etant donné 1'ensemble fini X = {x s 1i=1,2,...,1} sur lequel sont
i b I

définies des relations d'équivalence, nous appellerons

G, l'ensemble des parties de X, l'ordre dans G étant 1'inclusion

ensembliste (€) ;

~ A, l'ensemble des classes d'équivalence des relations d'équiva-

lence données, a plus d'un élément ;

- % - composé de deux parties de X : leur réunion si elles ont un

élément commun, sinon 1'ensemble vide ;

- % - composé de deux parties de X : leur réunion si elles ont

1

1'élément x; en commun, sinon 1'ensemble vide (i=1,2,...,1).

II-2, Algorithmes,

a, Les conditions I, B et C étant satisfaites (on a en particulier :

a%x (bkc)CSbx(a%c)oucx* (a%xb)pour tous i, j =1, 2, ..., 1),
i | h i i i

nous pouvons utiliser les trois algorithmes en file donnés, les algorfthmes

C et aussi la remarque f de 4-II-3,

L'algorithme récursif F3 est dans [BENZAKEN 1] p. 137 ; il demande,
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Card A (Card A-1)
ainsi que F2, au plus opérations, Cette borne est atteinte
2

quand A = Max AiE ou quand Card A = Card Max A*+1 et quand la dernieére classe

de 1a file A a un élément commun avec une autre classe de la file,

Les algorithmes CF1 ou CF2 reviennent 2 réunir d'abord les classes

qui contiennent x puis celles qui contiennent x enfin celles qui

1° 930
contiennent X  ; ils demandent donc au plus I(Card A-1) opérations (quand les
classes de A sont les éléments de X, le nombre d'opérations est

I (I-1) s

. eme ., . : c . PO
car, si la 1 itération a fourni la classe réduite au seul élément
2

X cette classe n'a pas 3 etre examiné au cours des itératiomns suivantes).
b, Donnons maintenant un algorithme dont la progression dans 1'exa-
men des couples de classes rappelle 1'algorithme de sélection (chapitre 3) ;

nous pourrons cependant le comparer aux algorithmes CFl ou CF2,

Algorithme

Soit un ensemble A = A = {ai, az, cens ag} de classes
d'équivalence écrit en file,
On construit une suite Aj+1 a partir d'une suite
Aj = {a{, a%, ve o ag} (j=0,1,2,...) de 1la facon suivante

on 1l'élimine de la file et

1. si ai est élément de A, /on forme successivement, pour
4 =2,3,...,Q et b =al
b =b si b . Nal = ¢
q q-1 q-1
bq = bq—l U ai sinon et dans ce cas, ai est éliminé

de la file,
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Soit bp le terme bq formé de la réunion de termes adjacents de Al quil est

de rang le plus élevé, c'est-a-dire :

- o § 3 U J
bp a; v a ..U ap
Nal =
avec bp ap+1 ¢ .
Alors A, est A, abstraction faite des termes éliminés et aprds adjonction

+1

de b, en fin de file si b b, ;ysib =5bD b. est sélectionné en début de
Q p#Q’ P Q> Q e

file et A.j+1 est Aj abstraction des termes éliminés,

2, Si ai n'est pas élément de A ou si Aj est vide, l'algorithme

est terminé,

Les classes d'équivalence maximales sont les termes de la file

obtenue en fin d'algorithme s'il y en a et les termes sélectionnés.

Exemple 1,

=3
1

bg + def + cg + hi + bc + a + jk + bc + ef + 1j

Max Ai!‘E

b|g+dT,(),+cF+hi+blc+a+j'+b|c+e]l?:+ij+bc‘g+hj+hijk

Les classes de départ ai sont successivement bg, def , hi, a, jk ; les bp
correspondants sont bg, ded , hi, a, jk et les bQ : beg, ded , hij, 5, hijk ;

del et a sont donc sélectionnés, pratiquement laissés en t&te de file:

Les classes d'équivalence maximales sont donc : ded , a, beg, hijk.
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Exemple 2.

Considérons 1l'ensemble de départ de 1'exemple 1 mais avec un

ordre différent

hl;.jk+hli+ij+j}(+a+b|c+efl+qc+de£+b'g+c'g_+bj"g

] -

\-
A

Les al sont sucecessivement hi, a, bc, e4, 1les b : hijk, a, bc, del , et
1 P

les bQ : hijk, a, bcg, def ; hijk, a et def sont donc placés en téte de

file,

Exemple 3,

# b 4b S| dd ap ab d cd

v
A

Les classes d'équivalence maximales sont ab et cd,

Démonstration,

Les réunions d'éléments adjacents bp égales a b_ peuvent &tre sé-

Q

lectionnées puisqu'elles sont disjointes des classes de la file résultante ;
quand une telle réunion bp est sélectionnée, aucun de ses élémen ts ne se

trouve plus dans la file, et quand une réunion bQ est mise en fin de file,

bQ est la seule classe de la file contenant les éléments de 1la classe b

correspondante,

J
1

classes de A ; en effet, considérons un élément X, et la premiére classe de

11 est suffisant de prendre pour classes de départ a, les seules
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la file A le contenant, soit ce sera une classe de départ, soit sa réunion
sera réalisée avec une classe de départ et dans les deux cas on effectuera

la réunion de toutes les classes contenant X D'aprés 1'algorithme CFl ou

CF2, on sait que 1'on obtient ainsi les classes maximales,

-~

Remarque 1,
Le nombre d'itérations (la i°"° fournit Aj a partir de Aj-l) est

au plus I, puisqu'une classe de départ ai a tous ses éléments distincts des

éléments des classes de départ précédentes, Il y a donc au plus I classes
qui sont adjointes a la file au cours de l'algorithme, chaque classe de dé-

part domnant naissance 2 au plus une classe b L'exemple 3 montre que ces

qQ -

bornes supérieures sont atteintes,

. éme L . .
D'ailleurs 1la I classe de départ, si elle existe, est constituée
"d'un seul élément xj ; sa considération permet de 1'éliminer ou d'@tre s@r

qu'elle est classe maximale.

Remarque 2.

Savoir si deux classes ont des éléments communs n'est souvent pas
plus long actuellement sur calculatrice électronique que savoir si elles ont

un élément commun donné X5 L'algorithme de sélection est alors meilleur que

CFl ou CF2 ; il est meilleur dés qu'uhe classe de départ al a plus d'un élé-

1
ment : en effet, si X, Xy s eees xi sont ses éléments, 11 effectue simul-
1 2 P

tanément au moins les opérations * , s eces ¥
i i i
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¢, Quelques remarques,

1, Dans tous les algorithmes précédents, les opérations de réduction
ne sont pas faites indépendamment de la recherche de nouvelles classes, mais

en m@me temps ; on évite ainsi des énumérations supplémentaires de couples

de classes,

2. Il est inutile de considérer les classes A un seul élément si on

ne veut pas vérifier qu'il est effectivement un élément d'une classe de A,

3. Si des renseignements supplémentaires sont connus sur la relation
d'équivalence réunion cherchée, on peut essayer de cholsir un algod thme plus
rapide,

Par exemple, vérifier que Card A classes d'équivalence sont deux 2
deux disjointes demande seulement (Card A-1) opérations ainsi définies sur
un couple de classés (le premier couple considéré est deux classes quelconques
de A) :

% voir d'abord si les deux classes opérandes sont disjointes ;

# si elles le sont, faire leur réunion, et itérer le processus avec

cette réunion et une classe de A non encore considérée ; si elles

ne le sont pas, les classes de A ne sont pas disjointes,

On peut améliorer tous les al gorithmes précédents en cholsissant conve-
nablement 1l'ordre des classes de A, En régle générale, il est commode de placer
en début de file peu de classes ayant de nombreux éléments, non disjointes et
couvrant X, de fagon 2 obtenir rapidement la relation d'équivalence réunion ;

il sera préférable de placer en t&te les classes ayant le plus d'éléments,

4, La remarque e de 4~II-3, pour combler les vides créés par les élimi-

nations,est toujours valable,
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I1I-3, Applications,

Ces algorithmes sont des moyens trés efficaces de trouver la ferme-
ture transitive d'une matrice booléenne symétrique comme nous le verrons en
6-III-3 & (A est alors un ensemble de classes de deux éléments au plus) et

d'un graphe symétrique, c'est-a-dire ses sous-graphes connexes maximaux,
|% s

Nous détaillons ici 1l'application 3 la recherche de la décomposition

disjointe simple additive [PICHAT 1] d'une fonction booléenne,

Par exemple, considérons la fonction :
f(a,b,c,d,e,g,h,i,j,k, 4) = b'gtde ftc'gt+hit+be'+a+jk+b'cte’ g'+1]

donnée par l'ensemble de ses mondmes premiers m,

A chaque mondme m, faisons correspondre une relation d'équivalence
comme suit : deux.variables sont équivalentes si et seulement si m les confient,
L.a réunion de ces reltions d'équivalence définit une partition qui est aussi
la partition de la décomposition disjointe simple additive de f. Nous avons

donc

A

bg + ded + cg + hi + be + a + jk + bc + el + 1ij

Max A = bg + ded + cg + hi + be (+a)+ jk + 1j

a, Fl donne :

bg + ded + cg + hi + bc + jk + ij + (bcg + beg + beg + hij + ijk)

4 ] I
) L —d
A i J
L ] 3

‘Nous simplifions et continuons

ded + beg + hij + ijk + (hijk)
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Nous simplifions
def + becg + hijk

Cette dernigre expression est stable,

b, F2 donne

b,F+deJ&+clg+hi+bc+jk+ij

ded + hli + jk + i[j + beg
de 4 + j{k + beg + hqj

- 1
ded + bcg + hijk

F2 modifié a 1'aide des remarques e et fde 4-II-3 donne :

g + def + dg + hi + be + jk + 1j

def + beg + HL + 43 + jk

becg + ded + h‘ij + 1’k

def + becg + hijk

c, F3 donne

bg + del + jg

del + beg
Rajoutons hi, puis br
ded + beg + hi + He

Rajoutons jk

ded + beg + hi + jk
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Rajoutons 1ij

del + becg + ﬁi’+ jk + ;b + by + hijk

d. Maintenant utilisons par exemple 1'algofithme CF2 avec l'ordre

b, ¢, d, e, g, h, i, j, k, 4 pour les opérations ; on considére donc d'abord
les classes qui contiennent b, puils celles qui contiennent c¢, ..., enfin

celles qui contiennent £ ,

Max A = bg + ded + cg + hi + be + jk + 1j

*
MaxAb=l:ﬂg+de£+p{+hi+lic+jk+ij+bcg
sk * %k k %k % %
b bcdegh

Max A°C = def + hi + jk + 1j + bcg = Max A

X %k % % ¥ %k ¥
bcdeghi

Max A =del +Hi + jk + 4j + beg + hij

ok ok ok k ok % % P
Max A% ¢ 4 € BT gepy fe + beg + hij + hijk = Max aPedeshijk
Max A® = ded + beg + hijk

Il peut 8tre intéressant de ne pas réduire a la fin de chaque ité-

. éme . . .
ration ; ainsi a la 1 itération seules les classes contenant la lettre i
seralent supprimées pour donner une nouvelle classe mi ; les classes infé-
rieures ou égales &4 m ne seraient pas supprimées.

On peut aussi utiliser la remarque f de 4-II-3 pour simplifier,

e, L'application de l'algorithme de sélection est donnée dans

1'exemple 1 de 2b,
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£f. Lla partition de la décomposition disjointe simple additive de

f(a, b, ¢, d, e, g, h, i, i, k, 4) est donc

(a, bcg, ded, hijk)

et sa décomposition disjointe simple additive

£(a,b,c,d,e,g,h,i,j,k, 4) = (a) + (b'gtc'gtbc'+b'c) + (degte'£') + (hi+jk+ij).
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IIT ~ AUTRES APPLICATIONS DIRECTES

D'autres applications directes des algorithmes généraux en file

seront données ultérieurement, en particulier pour :

1, calculer la fermeture transitive d'une matrice définie sur un

pseudo-treillis distributif (voir 6-III-3d) ;

2. effectuer les développements (voir chapitre 7).




CHAPITRE 6

ALGORITHMES MATRICIELS

Ce chapitve traite d'ensembles < A , < , % > vérifiant en plus
1% Shsemy - s X ,

des conditions d'isotonie 1 et, sauf spécification contraire, de finitude

B les deux hypothéses sulvantes oy copndition M ¢
-

1. & chacun de leurs éiéments a est attaché un couple ordonné

2. les % - composés b % c de deux éléments b et ¢ sont
’ of L o8 — YO

définis seulement si B = vy ,

ou, autrement dit, d'ensembles G sur lesquels existe une fonction de loca-
lisation L = {119 12} appliquant G dans I x I (I ensemblej fini), la
relation R ayant la forme 12 (b) = 11(c) (notations de 4-1V),

Pour alléger les définitions, le plus petit élément sera aussi bien

désigné par Oﬂﬁ (avec B =1, 2, ..., 1) que par O

Cette conditrion permet d'utiliser une disposition matricielle des
é1éments et d'exciure, grace a une sélection systématique des couples d'élé-
ments au niveau des cases de la matrice, la recherche de certaines % -~ compo-

sitions inutiles, Les algorithmes en file du chapitre 4 deviennent alors des
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algorithmes matriciels qui seront étudiés en I ; IL donne des applications
de ces algorithmes matriciels ; enfin III montre que ces algovithmes matri-

ciels permettent de trouver la fermeture de certaines matrices.

Aux conventions de 4-I-3, nous ajouterons la suivante :

les produits matriciels seront faits en commengant par le couple lére ligne-

lére colonpe, puls lére ligne-22&me colonne, ..., puis 2&me ligne-lére colonne,...
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I -~ ALGORITHMES MATRICIELS GENERAUX

1.1. Algorithmes matriciels & tours et & pas,

~

Algzorithmes matriciels a tours.

1. L'algorithme F1 et la condition M donnent

Algorithme M1 ou algorithme matriciel a tours,

On part du sous-ensemble Max A de A, mis sous forme matricielle

M(Mx Ade la facon sulvante : la case (g,B) est 1'ensemble des éléments

{ayé

suivantes

‘Y=a:

§ = g} de Max A, On emploie alternativement les deux régles

pour g,B =1, 2, ..., I, on effectue le produit matriciel de

ia ﬂfme ligre avec la Béme colonne, noté avec [FALKOFF, IVERSON,
SUSSENGUTH] o™ ligne ¥ Béme colonne (on cherche les composés
suivant x des éléments de la case (051) avec les éléments de la

case (i,8), pour L =1, 2, ..., 1)

on les place globalement & leurs justes cases dans la matrice
s'i1ls ne sont pas inférieurs ou égaux a des éléments de 1a ma-
trice et on supprime les élémeﬁts de la matrice qui, leurs sont
inférieurs ; jusqu'a la stabilisation du procédé, Max A est 1'en~

semble des éléments de la matrice stationnaire,

Le nombre d'opérations de (1) au niveau des cases matriclelles est

‘ 4
13 (au lieu de, dans un algorithme en file, 1" ou, en supposant la commuta-

. 2 - 12 , . . .
tivité au niveau des cases, lﬁwjj;;L;Emz ; ces deux dernidres estimations de

o

L.
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cott sont des bornes supérieures car des cases matricielles peuvent &tre
vides et ne demander aucun traitement si on comble les vides comme 1'indique

la remarque 4~I1-3e).

2. Dans le cas particulier ot deux éléments non nuls d'indices

différents sont incomparables et ol les % - composés de deux éléments b

al

of

et °ig ont pour indices associés (g,B) c'est-a-dire sont de la forme d

(conditions D) , lfalgorithme Ml peut-étre exprimé de la fagon suivante

Algorithme M1'

A partir de 1'écriture matricielle M(Max A) de Max ‘A on calculg 3
1'aide de la” formule de récurrence

N

S = Max [N5-1 U (,5-1 ¥ N,5-1)]

j=1,2,3 ...; N = M(Max A) ;

Ny Ny Ng. v Ny .o jusqu'a stabilisation. Max A¥ cst 1'ensemble des

éléments de la matrice stabilisée.

Max est une opération qul d'une part sélectionne les éléments maxki-
maux & 1'intérieur de chaque case matricielle (pulsque des éiéments non nuls
d'indices différents sont incomparables) et qui d'auﬁre part supprime 1'é1é-
ment nul O ; U opere sur les cases de mémes indices, '

On peut utiliser des index dans chaque case pour tenir compte des

considérations de 4-11I-2,

b. Algorithmes matriciels A pas.

Dans F1 et Ml aucune comparaison dféléments n'est faite tant qu'il

est possible d'effectuer de nouvelles combinaisons ; il y a'par contre dans F2
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‘une interpénétration maximale du calcul et de 1'insertion des nouvelles com-
binaisons, interpénétration qui va étre utilisée par les algorithmes a pas.
I1s vont donc opérer grossidrement de la fagon suivante : on part du sous-
ensemble Max A de A écrit matriciellement. On emploie alterpativement les

deux régles suivantes :

1. on choisit exclusivement un couple (o, 8) et (B,y) de cases ou
un. couple ligne-colonne (o 1)-(1,B) ou un couple case-ligne
(a, B)~(B,1) ou un couple colonne-case (1,0~ (@ B), et on recher-

che les % - composés correspondants ;

2. dé&s qu'ils sont formés, on les ajoute a leurs qutes cases dans
la matrice s'ils ne sont pas inférieurs ou égaux a des éléments
de la matrice, et on supprime les éléments qui leur sont infé-
rieurs ; ‘

jusqu'a la stabilisatioﬁ du. procédé. Max A%fest\lfénsemblé des &léments dé
la matrice obtenue.

Donnons maintenant deux options possibles pour la progression des

indices ¢ et B dans (1).

1. Donnons d'abord une option assez naturelle, inspirée de M1 : a
chaque itération ou tour, on recherche les % - composés des éléments de toutes
les fagons possibles (en tenant compte bien sGr des conventions de 4-1-3 et

’

de celle en tete du chapitre).

Algorithme MZfETéorithme matriciel naturel.

On part du sous-ensemble Max A de A &crit matriciellement. On itére
jusqu'a stabilisation, les deux régles suivantes -
1., on recherche les % -~ composés des 12 couples aﬁme ligne ~

gEME colonne ;
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2. dés que pour un tel couple, les % - composés sont formés, on
les ajoute a leurs justes cases dans la matrice s'ils mne sont
pas inférieurs ou égaux & des éléments de la matrice, et on sup-
prime les éléments qui leur sont inférieurs ;

% _ . . PO . e
Max A est 1'ensemble des éléments de la matrice ainsi obtenue,

Le . niombre d'opérations a chaque itération au niveau des cases matri-

" cilelles est 139 comme pour 1'a1g6rithme Ml. M2 converge cependant aprés un

nombre d'itérations moindre que M1, M2 utilisant & chaque pas toutes les in-

formafions connues tandis que Ml attend la fin de chaque tour pour les utiliser,
La rapidité de la convergence de M2 dépend de l'ordre du choix des

2 - ~ -~
17 couples oﬁme ligne ~ Beme colonne, alors que la convergence de Ml en est
indépendante (voir [TOMESCU 2] p. 52-55 pour un choix trés efficace des couples

(anB) valable en particulier quand G est un monoide avec une loi d'absorption).

2. Donnons maintenant une variante assez particuliere puisque néces-

sitant les hypothéses supplémentaires suivantes : deux é1éments noun nuls de

premiers indices différents sont incomparables, % est pseudo-associatif et le

[

premier indice associé aux % - composés de deux éléments bai‘gg c B'"?St

supérieur ou égal a ¢ (c'est-a-~dire ils sont de la forme a . Y‘ est
i )

1a relation d'ordre des entiers naturels) (conditions E). N

we

ZiV

Algorithme M2' ou algorithme matriciel différentié,

Or part du sous-ensemble Max A de A écrit matriciellement., Pour
o= L, puls 2... enfin I, on itere jusqu‘a stabilisation les deux reégles
sulvantes : .

1, On recherche les % ~ composés de la Qéme ligne et des 1 diffé-

rentes colonnes (on effectue le produit matriciel

U éme

QFme ligne % B colonne, pour B =1, 2, ..., 1)
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U

2, Dés que pour un tel produit agme ligne %* Béme colonne les
%-composés sont formés, on les ajoute a leurs justes cases dans
la matrice s'ils ne sont pas inférieurs ou égaux 2 des éléments
de la uéme.1igne*ou/zg'gq%léiﬁgesg%Eégggugils, et on supprime
les éléments qui leur sont inférieurs ;

‘ Max‘A* est 1'ensemble des éléments dé la matrice stationnaire ; on obtient

successivement, a chaque stabilisation, les éléments de Max N dont le.bre~

mier indice est 1, puis 2, ..., enfin I.

c. Remarques,

1. Les interpénétrations, dans Ml d'une part, dans M2 et M2'
d'autre part, du calcul (1)_et de 1'inclusion dans la matrice (2) des % -
composés so&t extrémes, 2 1'exemple de celles des algorithmes Fl d'une part,
F2 d'autre part ; des interpénétrations intermédiaires peuvent évidemment
etre imaginées ; on peut aussi par ekeiple donner a 1'algorithme M2' une
forme a tours, ol on ajoute dans leurs justes cases les * - composés seule-

U
ment aprés avoir fait les I produits oF™e ligne % B°M€ colonne, avec

B=1, 2, ..., Iy

2. La considération des couples ligne-colonne au-lieu* de couples
case-ligne ou colonne-case dans les trois algorithmes matriciels précédents

est une pure affaire de convention,

o 4 torrélation entre, les conditions M, D et E. Les conditions

I et M laissent présumer que deux éléments non nuls d'indices différexrs sont

incomparables : en effet b _.< ¢ kentraine.:
o — Yo

si B # 6, pour tout &lément de la forme dBE : ?dﬁ * dBe =0

as

dsu = buB

1]
Q

si o # vy, pour tout Alétient de la forme d_,
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La pseudo-associativité (condition E) entralne, aussi, souvent que les

% ~ composés de deux éléments b . et c _ sont de la forme d

iB o’

4, Enfin, 1'algorithme récursif F3 peut évidemment donner nais-

sance a des algorithmes matriciels récursifs, dont les matrices successives

sont embottées les unes par rapport aux autres ; 2 chacune d'elles, on applique

1'un des algorithmes matriciels précédents. Nous verrons une application dans

1'exemple 1I-2c,

T.2. Algorithme de McNAUGHTON-YAMADA-ROY-WARSHALL,

Si les conditions C et d'existence d'un support matriciel sont
toutes deux vérifiées, on peut mélanger les algorithme C et matriciels,

Cependant, 1'intéret de M2' étant de fournir le plus rapidement
possible les éléments définitifs de la premigére ligne, ensuite ceux de la
deuxigme ligne, ..., il faut mieux utiliser 1l'algorithme C lors de chaque
itération de 1'algorithme M2' qu’inversement appliquer 1'algorithme M2' A
chacune des  phases de l'algorithme C,

Au lieu d'énoncer les algorithmes CMl, CM1', CM2, M2¥ et CM3,

donnons un algorithme matriciel C valable, quand deux éléments non nuls d'in-

dices différents sont incomparables, quand les’x - composés de deux éléments

b@ﬁ et CiB ont pour indices associés (@, B) et quand les opérations % sont

pseudo-assoclatives et isotones (les conditions I, G, M, D et E sont donc

vérifiées mais non la condition de finitude B3)

Algorithme CM ou algorithme de McNAUGHTON- YAMADA- ROY-WARSHALL

On part du sous-ensemble Max A de A écrit matriciellement,

Pour i = 1, 2,...,1, on itére le processus (1,2,3) suivant

{
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1. Si la case (i, i) a des éléments, on les remplace par
Max {éléments de la. case (i, i)}x

c'est-a~dire les éléments constructibles a partir des éléments de la case (i,1)

qui sont maximaux.

2. Si la case (i, 1) n'est pas vide, on effectue pour B= 1,2,...,

i-1, i+1, ...,I, et pour les opérations % , les combinaisons
{é1éments de la case (i,1)}%{éléments de la case (1,81 ;

on les place aprés réduction dans la case (i,B) s'ils ne sont pas inférieurs
ou égaux a des éléments de cette case ou s'ils ne sont pas nuls, et on élimine

les éléments de cette case qui leur sont inférieurs.

3, On effectue, pour d, g=1,2, ...,I avec ¢¢ # 1 et pour les %,

les combinaisons :
é1éments de la case (a,i)}k é1éments de la case (i,B)} ;
b

on les place aprés réduction dans la case (oo B) s'ils pne sont pas inférieurs
ou égaux a des éléments de cette case ou s'ils ne sont pas nuls, et on élimine

les éléments de cette case qui leur sont inférieurs.

* P,
Max A" est 1'ensemble des éléments. de la matrice obtenue,

Le paralléle }mpliqué par le nom propre de CM entre les algorithmes
de [McNAUGHTON-YAMADA] (voir II-1 c, II1I-2b) et de [ROY 1] ou [WARSHALL] (voir
II-2b, III-3c) n'est pas nouveau : [VEILLON] montre.que le deuxiéme algorithme
(celui de ROY~-WARSHALL) est un cas particulier du premier.

CM est beaucoup plus général que ces deux algorithmes,
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Démonstration .

Décomposons la famille *'d'opérations en I familles % d'opérations,

restrictions de % aux ocouples d'éléments b et ¢ tels que

of Y6
B=1+vy= i ; les opérations % sont pseudo-associatives.
i
La premidre itération de 1'algorithme fournit' les % - composés
o 1
maximaux. Supposons que la (i—l)éme itération fournisse les % ~ composés
v <i

. éme < ]
maximaux et montrons que la 1 donne les #* ~ composés maximaux.
<i

En effet, 1ls sont de la forme :

L. % £

b %k c_. %k...% *,.,.% 8 2 h,, %*...%x L, *m, *... % d
oB 8 BY M ol | ¥y M oy 1(;(; €Ly ip 7 5 b¢
L — J | v ) \ \I__JL V_,/ \ v J
P q T s t

ol les accolades désignent des % - composés. L'étape 1 permet de construire
<i

1'élément u = g% T £...%s 2 partir des % - composés ou un élément supé-
ioai i ‘ <«
rieur, 1'étape 2 permet de construire un élément supérieur ou égal 2 p*u
1

et 1'étape 3 (p % u) % t ,
i i

Remarque 1.

Cet algorithme est convergent si les Max {é1éments de la case (1,1)}*
vérifient la conditlon de finitude B3. Sinon ce n'est pas un algorithme a pro-
prement parler ; 11 a alors 1'intéra&t de représenter Max a¥ a3 l'aide des

{Max {éléments de la case (i,i)} ,i=1,2, ..., I}, de décomposer le probleme
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de la recherche d'éléments maximaux en des problémes de méme nature (exis~
tence d'une infinité d'éléments maximaux ; cette infinité est représentée
symboliquement pour pouvoir poursuivre 1'application de 1'algorithme) mais

plus reinstreints,

Remarque 2.

CM forme les éléments de Max A¥ sans redondance si, dans les phases
1, les éléments maximaux sont formés sans redondance ; autrement dit le couple
d'une suite d'éléments de A et d'une suite adéquate d'opérateurs % est uti-
1isé au plus une fois pour fournir 1'% ~ composé correspondant.,

Cela se montre par induction : supposons que les combinaisons
P, 45 ¥, ..., S, t sont effectuées une seule fols ; comme
u=q%r%x,, . %8s estsupposé aussi formé une seule fois, (p % u) % t

i i i i i

est formé une seule fols,

Remarque 3,

CM peut &tre déguisé en un algorithme en file, qui sera appelé CF ;
les éléments de mémes iﬂdiées sont traités simultanément ; ak iéme jiération,
sont traités d'abord les éléments d'indices (i, i), puls sont composés les

éléments d'indices (g, i) et (i, 1), enfin ceux d'indices (g, 1) et (i, B) .

CM, CM1 et (M2 coincident lorsque les éléments des cases (i, i) me
sont pas combinés,

Les algorithmes CM et CF présentent 1‘tavantage sur CM1, CM2, CFl

. . ) , eme . ., .
et CF2, de reinstreindre au cours de la i itération la recherche la plus
générale d'éléments maximaux (chapitre 4) aux seuls éléments de la case (i,1)

pendant 1'étape 1 ; les étapes 2 et 3 se réduisent a des développements
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(voir le chapitre 7). Dabs les étapes 2 et 3, il n'y a pas lieu de diffé-
rencier processus par pas et processus par tours a cause de la remarque b

de 4-I1I-3 ; par contre dans 1'étape 1, on peut employer 1'um ou 1l'autre,

1.3 Conclusion,

La phase opératoire des algorithmes précédents est donc le calcul
sur matrice, leur phase préparatoire étant la mise sous forme matricilelle
(qui est immédiate) de Max A et leur phase finale étant la désintégration
(nmédiate) matricielle, Ce processus peut &tre ainsi schématisé, si M(A)
désigne 1'écriture matricielle de A et si la coundition D, en plus des condi-

tions I, B et M, est vérifiée :

algorithmes en file

(A, <, %) > Max A¥
mise sous suppression de la
forme matricielle fo%me matricielle

v algorithmes matriciels % ———
M), <, &) —2 S>> M(Max A%) = Max M(A)

Dans le cas ol la condition B3 n'est pas vérifiée, les algorithmes
. * s . A
n'existent pas pour calculer Max A", mais I'algorithme matriciel CM permet

de décomposer son calcul en des calculs moins généraux,

Le schéma suivant récapitule les principaux algorithmes rencontrés

jusqu'a maintenant (chapitre 4 et 5) et qui seront utilisés dans la suite :
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Fl &—em e > M1 I@ ey M1
- algorithines / CF1
a tours,
: 30
algorithmes

a pas, 1€2»

CF2
algorithmes { F3
CF3

M3
récursifs., §
4 R —
algorithmes algorithmes

en file,

\....._..-,r_.._.-p/

matriciels,
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IT - APPLICATION A L'ENUMERATION DES ELEMENTS MAXIMAUX

DES MONOIDES ISOTONES

II.1. L'énumération des éléments maximaux des monofdes isotones,

Soit un monoide ordonné G 2a opération (appelée produit et notée ,)
isotone, A une de ses parties finies, et soit A® le sous-monotde de G en-

gendré par A, "O‘désignera le plus petit élément et 1'élément nul de G,

a, Génération des éléments maximaux d'un monoide isotone satisfai-

sant a la condition de finitude B,

Les éléments maximaux de A® étant en nombre fini et pouvant étre
obtenus 2 partir de A en un nombre fini de produits, les algorithmes en file

permettent de les déterminer,

Des exemples de monoides isotones sont les monofdes finis (monotdes

ayant un nombre fini d'éléments) 2a opération isotone et en particulier les
monoldes finis non ordonnés : en effet ils vérifient trivialement la condition
I puisque, mis . 3 part O, les éléments de G sont deux 2 deux incomparables et
puisgque O a pour prodult avec tout élémeht de G, 0 ; ils vérifient aussl la
condition B, Des monofdes finis non ordonnés particuliers sont les monoldes

de carré nul [BENZAKEN 1] p. 180, les monoides de puissances o, nulles (mo-

notdes possédant un élément nul O et tels que , pour tout élément a distinct
de 1'élément neutre, il existe un entier fini n, tel que, quelsique soient les

naul:motsfP;AQ}‘GHJ;AR de G, aPaQa,..aRa = 0), les monoides de longueur

p nulle (monoides possédant un élément nul et dont les mots ayant pour lon-

gueur p, ou un entier supérieur 3 p, sont nuls).
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_ b. Génération des éléments maximaux d'un monoide isotone satis~

faisant aux conditions M, D et E,.

8i A® vérifie les conditions M, D et E, c'est-a-dire

- si, a tout élément non pul b __ de G est attaché un couple ordon-

of
né d'indices (g, B) (avec g, B =1, 2, ..., 1),
- si, le produit de deux éléments baB et CY5 peut-&tre non nul
seulement s1 B = y et si, non nul,il a pour indices associhés

(os 8)
~ et si les éléments non nuls d'indices différents sont incompa-
rables,

alors la condition C est aussi vérifige vis-3-vis des I opérations ..
i

restrictions de . aux couples d'@léments baB et €y

tels que B = y = 1 ; on peut appliquer 1'algorithme matriciel CM , et , si
A% vérifie la condition de finitude B3, tous les algorithmes matriciels pré-

cédents,

c. Exemples,
Des exemples de tels monoides isotones sont les monoides A’ de

chemins dans les graphes finis engendrés par i'ensemble A de leurs arcs

- deux chemins sont incomparables ;
- le produit est 1'opération interne non commutative faisant cor-

respondre 2 deux chemins ) et X ...x de A® (les sommets du graphe

SONL Ay Xys aens xI), le chemin concaténation T si g=m,

sinon 1'élément nul . . désigne l'opération interne non commutative faisant
i

correspondre 2 deux chemins xk,.,xz et LIy

4= m o= (1 =1, 2, ..., 1), sinon 1'élément nul.

X le chemin xk,.,x e WX si
n i n
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Les monoides de chemins vérifiant la condition B3 seront étudiés
en II.2. Parmi les monotdes infinis de chemins, parlons tous de suite du

monoide de tous les chemins d'un graphe,

CM est alors 1'algorithme de [McNAUGHTON, YAMADA] -donmnant les

expressions réguliéres d'un graphe, dans le cas ol les informations portées

par les arcs sont les arcs eux-memes, Max {éléments de la case (1,1)}(1),
ou l'ensemble des chemins d'origine et d'extrémité le ime gommet du graphe
et de sommets Intermédiaires des sommets d'indices au plus 1, peut &tre

représenté a 1'aide de 1'opérateur étoile (noté * : a* = 1UaUa2U.,.=1Ua° s

si 1 est 1'élément unité ; a’ est le monoide engendré par a a l'aide de .)

des expressions régulieres,

Les opérateurs ‘et® représentant sans répétition les chemins cons-

tructibles a partir des chemins de la case (i, i) a 1'aide de . , la remarque
' i

2 de I,2 implique que le s chemins trouvés par CM le sount sans répétition,

‘Donnons un exemple de recherche des expressions réguliéres d'arcs

d'un graphe.

Pour simplifier les notations, nous posons
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boucle BB

arc BceC

sous. forme matricielle donne :

-A  -B -A -B -B -C
% /Rnn
LT A [ L
‘ 7
*
B~ 1ua ”(:2255 5 ?4&999
| | 1y
C- d l b ? d KbUdfﬁﬁbUdﬂ ?ﬁbud
aMgA) lére itération 2éme itération.
—A ~C
A 1 fa | |
L . | -a*U
il * * . L : :
B af(cué)[(bud”a (cUed]™d | % (o jeybuds)a(cue)1*(buUde)a®| a¥eueibudx U™
/Y (UL 777177777 7777777 DRI
V2 LLLLLLL LIV L X

m étape 1
425/ étape 2

étdpe 3

3eme - itération.

1 de 1a i2me itération.
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Les expressions régulieéres sont obtenues de facon unique, mais

leurs écritures sont souvent compliquées ; c'est ainsi que
a*Ua*(cUe)[(bUdf)a*(cUe)]¥(bUdf)a* admet pour forme simplifiée

a®[ (ele) (budf)a¥1* |

IT.2. bAﬁpficatioﬂ a 1'énumération de chemins dans les graphes finis,.

Un ‘travail de synthese considérable a déja été fait dans [PAIR,
DERNIAME], ot i1 est donné des algorithmes de recherche de chemins et leurs
transformés par des homomorphismes. Rappelons que ces homomorphismes associent
3 un ensemble de chemins joignant un point d'un graphe a un autre, une infor-
mation qui

- prend 1'une des valeurs vrai ou faux dans le probléme d'existence

‘de chemins,

- ou est un réel dans le probléme de plus courte ou de plus longue

distance,

- ou est un chemin dans le probléme de plus courts ou de plus longs

chemins,

- ou est un entier dans le probléme de nombres de chemins,

~ ou est une probabilité dams le probléme de probabilité de pas-

sage d'un point & un autre, ‘

On peut voir aussi [KAUFMANN 2] p. 326 qui met en relief la struc-

ture de monoilde,

L'étude des éléments maximaux permet une synthése ayant de nouvelles
dimensions : d'une part les algorithmes de recherche de chemins et leurs homo-

morphes apparaissent comme des applications des algorithmes en file et matriciels
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vus précédemment (leur classement en particulier sera facilité) ; dfautre

part ils sont plus généraux (par exemple, la généralisation de 1'algorithme
—pas

de ROY~WARSHALL obtenue ici ne se 1imite/épl'énumération des seuls chemins

et circuits élémentaires).

a. Généralités.
Prenons pour monotdes finis 2 élément nul (le chemin vide) engen-
- drés par A, A"

un monoide de chemins de longueur supérieure a p nuls si on recherche
les chemins de longueur p ou au plus égale a p,

un monoide de puissances n, nulles si on recherche les chemins pas-
sant moins de n fois par l'arc a , et en particulier un monofde
de carré aul si on rqcherche les chemins ou circuits simples, les
chemins ou circults eulériens,

un mondide de puissances ny nulles (monotde dont les éléments conte-~
pant n; fois la lettre x; sont nuls, i =1, 2, ..., I) si on
recherche les chemins ou circults passant moins de n. fois par
le sommet x, ou exactement niml fois, et en particulier de carré
des sommets nul si on recherche les chemins élémentaires ou seule-
mént les chemins hamiltoniens,

un monotde satisfaisant a plusieurs de ces propriétés ou, plus généra-
lement si on recherche les éléments }{aj}, un monotde isotone sa-

tisfaisant la condition B et admettant {aj} pour partie.

fn attachant a tout chemin (pmon nul) le couple ordonné de son som-
met origine et de son sommet extrémité, A’ vérifie les conditions I, B, G,
‘M, D et E et on peut utiléser tous les algorithmes donnés en file et matriciels,

avec les remarques simplificatries évidentes suivantes
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- puisque la condition D est vérifiée, M1' est applicable et Ml
n'a plus d'intéret ;

- Max A = A et les clauses relatives 3 la suppression d'éléments
inférieurs n'ont plus de raison d'atre, puisque les éléments sont

incomparables.

b. Parlons des algori thmes suivants pour leurs particularités ou
parceé que certaines de leurs applications sont déja connues

L'algorithme Ml' ‘devient pratiquement celui de EKAUFMANN i]
p. 313-336.

Une application de 1'algorithme CM est 1l'algorithme de WARSHALL
de [PAIR, DERNIAME] p.22 (les éléments dans les cases (g, @) ne sont pas
combinés).

Les algorithmes CFl et CF2 sont identiques a cause de la re-

marque b de 4-I1I-3,

Remarque 1., .

Un algorithme de recherche d'éléments maximaux doit évidemment les

donner sans omission, mais aussi si possible sans répétition ; en effet,

L'absence de redondance a-déux avantages

- elle évite la recherche de réductions possibles

- elle peut~8tre une mesure Indirecte de 1l'efficacité d'un algo-
rithme, toufes ses opérations, quand elles sont définies,étant nécessaires
pulsqu'elles donnent chacune naissance & un nouvel élément, .

Dans 1'exemple qui suit relatif 4 la recherche des chemins élémen-
taires d'un graphe, nous verrons que les seuls algorithmes dont on a parlé
jusqu'a maintenant sans répétition sont CF1 ou CF2 , et (M (des couples

d'éléments domnant un méme élément seront encedrés dans-llexemple quid git).
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Plus généralement, la remarque 2 de I.2 entraine que 1'algorithme CM appli-
qué 3 la recherche de chemins dans les graphes les donne toujours sans répé-
tition, 2 condition que ceux formés au cours des phases 1 le solent sans
répétition, En effet, deux chemins non vides sont incomparables et un chemin
non vide est le groduit d'une seuie.suite d'éléments de A |,

Montrons qu'il est possible de modifier les opérations de tous les

algorithmes, de facon a les rendre irredondants :

- pour les algorithmes C, 1', - composé de deux chemins
i
Xk"'xz et . de G sera défini si et seulement si
d=m=1,

nombre de fois ot XXy passe par x, = nombre de fois ol

X ...X passe par X augmenté d'un éventuellement,

m i?

1 12y 2 .
L'Xk"°xi°"xn n'est pas 1'élément nul de G ;

- pour les autres algorithmes, 1'. - composé de deux chemins

X

P 4 et x .,.X de ¢ sera défini si et seulement si
k 2 m n

povor

L= m,
nombre de sommets de xk.,.xz = nombre de sommets de
5 X oo Ko augmenté éventuellement d'un,
Xk"'xz coe X n'est pas 1'élément nul de G .
L ; . )

‘Dlautres définitions du produit sont possibles pour éviter les répétitions.
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Remarque 2,

L'obtention des chemins de longueur p, des chemins élémentaires de
longueur p, des chemins passant ni fois par 'Xi (i =1, 2, ...1), des che-
mins passant n, fois par l'arc a se fait par une séléction des chemins de
longueur inférieure ou égale a4 p , des chemins contenant au plus n, fois
le sommet x_. , des chemins passant n_ fois au plus par l'arc a respec-

i
tivemeat, Nous verrons plus loin une autre méthode pour trouver ces chemins
(7-11-1).
" D'autres problémes sont directement liés a ceux-~1a : énumération

des circuits élémentaires de longueur 1 = 2, 3, ..., I (ou circuits hamil-

toniens) comme produits de chemins élémentdires de p et i-p arecs (i = 2,3,..
les sommets origine du premier arc et extrémité du iéme étant identiques

(p est fixé, compris entre 1 et i-1) ; énumération des facteurs d'un graphe

(on recherche d'abord tous les circuits élémentaires, puis les couvertures
des sommets par ces circuits élémentaires par élimination) ; énumération
des dissections d'un graphe (en calculant les chemins et les circuits élé-

mentaires et en les associant). Voir [BENZAKEN 1], [KAUFMANN 2] p. 316-346.

c. Exemple.
Prenons celui de la page 307 de [KAUFMANN 1]

A= AB U AC UAE UBC UBEUCD U DG U DE U EA U ED

Recherchons 1e8 chemins élémentaires du graphe dont 1'ensemble des arcs est A,

Nous soulignerons les chemins hamiltoniens.

1. Appliquons l'algorithme M1' 2 1 écriture matricielle
M(A) de A
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AB | Ac AE | aA-
BC BE | B-
M(A) = N, = CD Cc-
DC DE | D-
EA ED E-
-A  -B  -C -D -E
s | ac | aco AB AAC ACD AAE
asc |@ED) |d5E BC | AED | ABE
F ’ AEDC | ABCD MCDE
ABEDC] ABED BRCDE
BEA e lsco/l ae BEA BC | BCD | BE
- BED BCDEA BEAC| BED | BCDE
BEDC| BEACD
co [cDE
/ N, = | CDEA |cDEAB cp | CDE
DEA g DE DEA | DEAB| DC DE
DEAC
/ DEABC
EA |EAB |EAC/| ED EA | EAB | EAC| ED
[EDC] EDC | EACD
EABC [EABCD
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2. L'algorithme matriciel différenti& M2' (qui est a pas)

et 1'algorithme correspondant 2 tours (les adjonctions des produits ne

sont faites qu'aprés le calcul des composés d'une oFme ligne et des
I colonnes) donnent respectivement :
péme itgration péme tour
A AB AC AE N . A AB AC AE
. ABC | JECT) [ ABE or ABC ABE
1 /ABCD ACDE| 1 AED
e [AY . AED |ABCDE| ,2me /ﬁﬁ ABCD
20me VAEDC | ABED A ABED | ACDE
3@ ABEDC 3éme \BEDC ABCDE
BC
er p BC BE
1 BEA BEACD BCDE| 1% BCD
BCD : ‘ BED
\ \ "0 AN [y
2°™  BcpEa BEDC 328 e LG
18)5‘ \ / C 1er
Lame DE reme \ / CDE
ome [CDEA Y
3 CDEAB, \
er er ¢
1 DEA |DEAB DEAC 1
DEABC 2éme
m
. FA ED < 7
e er
I EAB EAC [RACD 1= EAB | EAC EACD
EABC {RABCD EABC EABCD
EDC EDC |
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3. Utilisons les algorithmes CFl ou CF2, avec 1'ordre A, B, ¢, D, E.

A=AB U AC UAE UBCUBEUCDUDCUDE U EA U ED

]

(U EAB U EAC:

. ” |
0 U ABC U ABE U EABC
A¢ U ACD U BGD U FACD U ABCD U EABGD

U CDE U EDC U ACDE. U BCDE U ABCDE

BEACD U CDEA U CDEABU AEDC U BEDC U ABEDC U BCDEA

T N

- -On’ peut faire les remarquessimplificatrices suivantes

-~ deux chemins é1émentaires apparus au cours de la méme itération ne peuvent
pas avolr de prodult, puisqu'ils'contiennentltops deux une méme lettre in-
tériéure; ‘ )

- deux chemins éléméntaires dont le nombre total de$ sommets est supérieur
éul ne peuvent pas avoir de produit ; en particulier up chemin hamiltonien
ne peut pas avoir de produit avec un autre chemin ;

- un chemin élémentaire apparu au cours d'une itération 1 ne peut avoif

d'% - composé au cours de cette itération ; il en résulte en particulier

1

que, si on ne recherche que les chemins hamiltoniens, il est inutile a la

U BEA U DEA U AED U BED U DEAB U BEAC U DEAC U ABED U DEABC U
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derniére Iltération de faire apparaftre des chemins élémentaires non hamil-
toniens ;
- 2 chaque itération, on peut, nonobstant la convention

¢ de 4~TI~3, grouper les chemins ayant m@me origine et méme extrémité ;

on aboutit alors & 1'algorithme matriciel CF,

4, Dans le cas de la recherche des seuls chemins élémentaires,
éme

la 1 itération de l'algorithme CM présente les caractéristiques sulvantes :

les cases de la diagonale principale restent vides comme celles
de M(4) ;

. . émes
les éléments des 1 ligne et colonne restent invariants ;

CM n'a pas de phase 1 .

Appliquons ces remarques 2 1'exemple étudié, en prenant pour les itérations

1'ordre A, B, C, D, E :

Y

: //////// //A// SN Ac AE
997/ NCHE

/s

&

RLT77 77777,
BC | BE ' %/////BE/'
| NI,
CD : \ oy}
\ \\\
' DC A DE | § DC " DE
\\\
EAB | EAC ED EA \\E}:B\ EAE‘QS ED
A
A : B
MlmM(A)LJ(M(A) U M(a)) M, = M, U (M1 U Ml)
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o e \ - ‘AE
N N

AB \Ac\ ACD | AE ap | AC |AC ACDE
\ABC| ABCD| ABE ABC |ABCD\] ALCDE,

BN N =
ibigt\ BCD | BE BC :>QQ¢ BCDE
/ /Y NN
. X o A\l

' e /
SN NN
na | Eam NROLE |\ EAC \Eh
EABCYLror | / EA |EAB | EABC|E/CD
NWNWWEABCD L7\ EDC_|EABCD
My = M, UGt ) M, = ¥, Ueu, By
7 AC | ACD |NAE
/| ag | ABC |ABCD fABE
AEDC| AED PACD
DG |ABED b
BC | BCD
BEA BEAC | BED [\BE
BCDFA BEDC [BEACD['BCDEN
\\\\\
CDEA |CDEAB| ¢D \\Q)E,\
N\
- DC \QQ
DEA |DEAB | DEAC DE
. DEAR( . &\\i .
/// / A/ EA” & 7 )
% ?//EABC EACD /
A/// /) EDC

My =, U, B u,)

Comme 11 est indlqué dans [PAIR, DERNIAME], le nombre d'opérations U
et le nombre de produits est chacun de I (I~1) (I-2) .
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A, B, C, D, E ,

3

758 IAC AR
/

i ABC ABE

ABCD

N

ACDE
ABCDE

\‘ AED
ABED
AEDC
ABEDC
BC BE
N/ BCD

Vi >< — BCDE

BCDEA
7 \[B BEACD

\/ CDE

Appliquons maintenant 1'algorithme M2'C, avec 1'ordre

OHPNETH ONON O% DN O3 ON o

TR %

=W

>3

O
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Pour éviter les répétitions ( ), 11 suffit par exemple d'imposer

de ne multiplier qu'a droite et que par des arcs.

6. Appliquons maintenant l'algorithme récursif défini de la
fagon suivante : les ensembles d'arcs sur lesquels on opére sont succes-
sivement ceux des sous-graphes de sommets {A, B}, {A, B, C} ,

{A, B, ¢, D} , {A, B, C, D, E} ; les chemins élémentaires de chaque
sous~graphe sont obtenus 2 1'alde de CM1' ou CM2 , avec 1l'ordre
A, B, C, D, E.

AB 1 AC g AB AC ACD
ABC ABC EABCD
BC BC BCD
-
CD
DeC

3 ACD § AR
A J4ABCD §ABE
AED BACDE
4 ABED K ABCDE]
BEA BCD § BE
BCDEA AC| BED §BCDE
BEDC | BEACD)

CDEA fénEij cp d CDE
DEA | pead | pEkc -
DEARG
8] WEAB] | EAC | ED /7

EABC |EACD
EDC |EABCD
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On peut éviter les répétitions en multipliant & chaque itération
les chemins élémentaires obtenus a la fin de 1'itération précédente par les
arcs nouvellement introduits, puls en recherchant les produits par rapport
a la variable nouvellement introduite : c'est 1'algorithme de DANTZIG de

[PAIR, DERNIAME] p. 25.

d, Autre triplet pour énumérer des chemins de graphes sans circuit,

Prenons les memes ensemble de départ et relation d'ordre que précé-

demment, mais comme opérations autant d'opérations unaires % , % , % ,... que
’ a b c

d'arcs a, b, c¢,... faisant correspondre a un chemin p dont l'extrémité est
respectivement‘l'origine de a, b, c,... le chemin concaténation de W et
respectivement a, b, ¢, ..., sinon 1'élément nul, Si le graphe est sans cir-
cuit (ce qui est équivalent a : il existe un ordre total des arcs

,.,~§ a % oo i b % ... tel que si a et b sont deux arcs quelconques,
ba est un chemin entraine a % b ), alors la condition ¢ est vérifiée
puisque son premier membre est nul et 1l'ensemble des chemins est égal a

®... k...
]':{ (Ao--)a ] b }, .

C'est l'algorithme de [PAIR, DERNIAME] p. 47, Son efficacité résulte dfune

part de 1'unarité des opérations choisies (chaque % est applicable a I
a

w2 < c
cases au lieu de I~ cases pour un opérateur binaire), d'autre part de
1'emploi d'une seule occurrence de chacune de ces opérations (rendu possible

par 1l'hypothése d'un graphe sans circuit),
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ITYI -~ APPLICATION A LA FERMETURE TRANSITIVE DE MATRICES

I1I-1. Pseudo~fermeture transitive d'une matrice définie sur 1'ensemble

des parties d'un ensemble & opérations isotones,

a, Définitions,

U
Appelons puissance deuxiéme *x M2 ou M? d'une matrice carrée

(1)

M= (m(aB) a4 éléments dans l'ensemble des parties d'un ensemble arbitraire

G (% désigne 1'ensemble de ses opérations algébriques, U la réunion ensem-

bliste) la matrice de terme général

g e * M)

et puissance néme ¥ M' ou M de M dans SD (G) 1a matrice Mn‘lﬁ-si les

opérations * sont pseudo-assoclatives, sinon la matrice Mn“1 MUM anl.

U —
Définissons la pseudo-fermeture transitive ® M ou M de M par

M=MUM UM U.. = y M

exlste un entier J finil tel que

J J+1
U o o= U o
3:.1 j::l

o :
sinon, g M désignera la limite de U M,
j=1 j=1
La pseudo~fermeture transitive d'une matrice cotfncide avec la

fermeturs transitive dans le cas ol % désigne une seule opération associative,

(1}

m(@%‘ » 1'élément dans la case (g, B) de M, n'est pas obligatoirement
Gk

affectéd du couples d'indices (¢, B) comme le serait m

oB
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b. Pseudo-fermeture transitive d'une matrice définie sur 1l'ensemble

des parties d'un ensemble vérifiant les conditions I, M et D.

Théoréme,

Les éléments de la pseudo-fermeture transitive réduite d'une matrice

M(A) construite 2a partir d'une partie A d'un ensemble G d'éléments satis-

faisant les conditions I, M et D, sont les éléments maximaux de N

Max M(A) = M(Max A*)

Rappelons que M(Max A*) désigne 1'écriture matricielle de Max A* (voir sa

construction en I-1: al).

Une condition nécessaire et suffisante pour:gque Max M(A) existe

est que A-IE vérifie la condftion de finitude B

3

Démonstration :

Max M(A) = M(Max A¥) est &vident puisque les éléments de M(A) sont
les éléments de‘A*. lLa seconde partie est immédiate ; elle peut aussi &tre

considérée comme'une conséquence de 1'algorithme MI1!

Etant donnée une matrice M dont les éléments sunt des parties
d'un ensemble A opérations isotones , le théo}émm précédent permet le calcul
de Max M ; en effet montrons qu'il est possible d'associer 3 M une algdbre
vérifiant les conditions I, M et D et dént'les éléments maximaux sont-les

éléments de Max M .

c. Algdbre < A(M), <, % > assoclée 3 une matrice carrée définie

sur 1'ensemble des parties d'un ensemble 3 opérations isotdénes.
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1. Défirnition,

Soit H un ensemble a opérations isotones
(otées:), M une matrice carrée d'ordre I définie sur 5F>(H) ; définissons
< AM), <, > 0u 1'algébre associée_a M de la fagon suivante :

A(M) est 1'ensemble des éléments de M indicés par le couple ordonné
du numéro ¢ de leur ligne et du numéro B de leur colonne
(a, un élément de la OFme ligne et de la Béme colonne de M,

donne 1'élément aa 8 de A(M), o @ B =1, 2, ..., I3

AM) < SD(H) xIx1I);

les % - composés de deux de ses éléments boﬁ et c'6 sont nuls

si B#y , sinon ils sont égaux aux éléments b.c affectés
des indiges (g, O)

b xc__ = (b.c)
o

o8B Bd §

cette égalité est un égalité générale dés que . rgpréséhté
plus d'une opération.

1'ordre < dans A(M)ﬁ'est ainsi défini- : deux éléments d'indices dif-
férents sont incomparables ; deux éléments de memes indices

b et ¢ ont pour ordre celui de b et ¢ dans H,

of of

2. Propriétés de < A(MD, <, ¥ 3

< A(P), < , % > vérifie les conditions

T ou b < =b %2 d  <c¢ * d et d #* b < d % ¢ -
(X o Sap = o oS % s s P ST B

en effet, si < est la relation d'ordre dans G, on a, si B = Y :
H
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b <c <=>b<cmbd<cd<= (bd) ,<(cd) ,<=>b %d <c *xd
o3 — of I I o ~ ad -

si B #vy R baB * dY6 S’Caﬁ# dY6 se réduit a2 0 < O . On montrerait sembla-

blement la deuxiéme implication,

™M , (), (B)

(c) en considérant 2 la place de % , les I opérations algebriques %
i
(1 =1, 2, ..., I), ainsi définies
b * c = (bc)
aB i Yé Oté Sl B=Y=i
b * c = 0 © sipon
B v8

d. Equivalence entre Max . M et les éléments maximaux de <A(M),<, %>

1. Théoreéme.

U

Les éléments d'une case (g, B) de Max . M sont les éléments maxi-

maux d'indices (e, B)_de 1'algébre <A(M), <, ® >_associée 3 M , aprés enle-

vement des indices, Une condition nécessaire et suffisante d'existence de
U e .
Max . M est que les éléments maximaux de 1'algébre associde solent en nombre

fini et puissent 8tre obtenus 3 partir de A par un nombre fini d'application

de % .

Démonstration

Considérons le schéma de I-3 appliqué & A = A(M) :
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A, <, %) ~ algorithmes en file > Max A ¥
mise sous suppression de la
forme matricielle forme matriclelle
. J
i PR
(M(A), <, %) algorithmes matriciels .. o f{(Z) = M(Max A®)

Dans le passage de M(A) 2a Max % M(A), les indices ne jouent aucun rdle
puisqu'ils n'interviennent pas pour la valeur des % - composés, leurs couples
d'indices excepté, Les adjonctions et suppressions d'indices étant des opé-

rations inversibles, on peut donc dresser le schéma suivant :

U
h i
(M), <; %) algorithmes matriclels .. . T(A) = M(Max A®)
adjonction d'indices suppression des indices
M > Max . M

La premiele partle du théoreme est démontrée.
La deuxidme résulte de ce qu'une condition nécessaire et suffisante

d'existence ‘de M(Max A¥ ) est que < A(M), <, % > vérifie la condition B3
(théoréme de b).

2. Cas particulier. .

U

Les. éléments d'une case (g, B) _de . M sont les éléments d'indices

(o,B)_de 1'algeébre < A(M), < , ® > asmsociée 3 M, aprés enlavement des

. U .
indices, ‘Une condition nécessaire et suffisante d'existence de . M est que
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1'algdbre associée ait un nombre fini d'éléments.

Cette proposition est une conséquence immédiate du théoréme précé-
dent en prenant pour relation d'ordre dans H la relation d'ordre la plus

grossidre : deux éléments non nuls et distincts de H sont incomparables.

1I1.2. Fermeture transitive d'une matrice carrée définie sur un gerbier.'.

Rappelons qu'un gerbier [DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR, CROISOT] est
un ensemble E muni de deux opérations interng partout définies
la premiére, associative, commutative et idempotente, sera appelée‘
somme et notée +
- 1a deuxiéme associative et distributive a droite et a gauche par

rapport 3 la somme sera appelée produit et notée . ;

un tel gerbier sera noté (E, +, .).

Les - définitions données dans ITI-la s'étendent immédiatement aux
matrices définies sur un gerbier ; la notion de pseudo-fermeture transitive

se réduit 3 celle de fermeture transitive,

a, Théoréme,

Soit M une matrice carrée définie sur un gerbier (E, +, .)

Un élément H(&ﬁ) de sa fermeture transitive 7 M est la somme des &léments

N

d'indices (g, B)_de l'algebre < A(M), <, % > _associée a M , aprés nnie-

vement des indices ; une condition suffisante d'existence de T M est que

1'algdébre associée ait un nombre fini d'élémmnts.

Si 1'ordre de < A(M), < , % > _est équivalent a une loi d'absorption

dans (B, +, )
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b < ¢ <=>b 4+ ¢ = ¢
o — “opB

+ -
alors une condition nécessaire et suffisante d'existence de ~ M est que

les éléments maximaux de 1'algébre associée soilent epn nombre fini et puissent

>

etre obtenus a partir de A(M) par un nombre fini d'applications de % ; un

de ses éléments'a(as) est la somme des &léments maximaux d'indices (a, B) de

< A(M), <, ®* >, aprés enlévement des indices.

Démonstration

La comparaison des fermetures transitives de M dans (E, +, .)

+ - + +
cM=M+ - M2 + M3 + ...
et dans 1'ensemble des parties du monoTde {éléments de M}’ affecté des rela-

tions identiques s'il en existe dans lesquelles U est substitué a +

+ o U=
montre que ° M est obtenue A partir de . M en remplacant U par + ; la

premidre partie de théoréme se déduit alors du cas particulier précédent
(I11-1d).

S1 l'ordre < dans {éléments de M}° est équivalent & une loi
M

d'absorption dans (E, +, .)

b< ¢ <> b+c=c
M®

alors le théoréme de III-1d est applicable,




. 6-1II~2 - 184 -

b. Conclusion.

Le probléme de 1l'existence et du calcul de la fermeture transitive
T M d'une matrice carrée M définie sur un gerbier (ou plus généralement
de Max T M) est donc équivalent a celui de la recherche des éléments (maxi-

maux) du monotde < A(M), < , % > associé 2 la matrice M,

1. Si < A(M), <, * > vérifie la condition B3, Max t ¥ existe et
peut-etre calculé

soit a 1'aide des algorithmes matriciels étudiés en I , appliqués
direcfément a M en changeant U en + (1l'algorithme.. le meil-
leur est CM),

soit a 1'aide des algorithmes en file (chapitre 4 et remarque 3
de I-2):
appligqués 3 < A(M), <, * > en changeant U en + pour des
éléments de mémes indices, ils donnent un élément maximal

dVindices (g, B) qui, aprés enlavement des indices, est 1'élé-

ment de la case (g, B) de Max T %

Schématiquement, on peut ainsi figurer ces deux processus

algorithmes + =

M » Max . M
matriciels
adjonction d'indices s'il n'y mise sous forme matricielle
: |
en a pas déja et suppression et suppression des indices

de la forme matricielle

< AQD, <, * > algorithmes = ax A¥w)

en file.
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Une.application aux pseudo-trelllis distributifs est donnée dans

le paragraphe sulvarnt

A e o B R T e et B T

2, 8i < A(M), <, %> ne vérifie pas la condition B3, alors
3 Max ‘ﬁ n'existe pas ; cépendant 1'algorithme CM ou CF peut. étre utilisé

pour localiser et décomposer le phénoméne de non-stabilisation, a condition

.d'introduire les éléments’ symboliques nécessaires.

Le 'schéma précédent devient

cM + =

< A, , x> ¥ 5 Max A¥QM)

Une premi&re application est la détermination de la fermeture tran-

sitive de matrices définies sur une algebre d'expressions réguliéres : CM

devient 1'agorithme de [McNAUGHTON, YAMADA]. Un exemple pourrait etre celui
de IT-lc od a, b, ¢, d, e, f désigneralent des éléments d'une algébre d'expres-

slons réguliéres,

Une autve application [PAIR, DERNIAME], [VEILLON], est la détermi-

nation&de 1a.plus Tongue distance, des plus longs chemins, et du nombre de

chemins d'un sommet & un autre d'un graphe.

Les stryctures. algdbriques, respectivement (réels > 0, max, + ),
(chemins, le plus 1ong de deux chemins, concaténation), (entiers naturels,
4y x), sont .des gerbiers (mais non des~pseudo~treillib distributlfs). Les algo-

rithmes CM ‘ou CF permettent donc de calculer leur éléments maximaux, 2 condltion
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dfintroduire 1esvé1éments symboliques suivants : + o, ensemble des plus longs
circuits passant par le sommet X et par des sommets d'indices inférieurs
a i aveci =1, 2, ..., I, + e, respectivement,
Les fermetures transitives de matrices définies sur ces structures existent
(sans 1'1ntroduc£ion d'éléments symbolligués) dans le cas des graphes sans
circuits et sans béucles,

Par exemple, recherchons la plus longue distance séparant tout

couple de points du graphe suivant

! v
A- 3 01
A 3 B |
£ & | !
% 5 B"
": ; ir - S T - . i
.;*,(.‘»’.l SIS A & :‘ %
. | D - s

{ 4o f+o | 4o | +o

D § i

Cgereasr e Tt 0 etk (0 = . v et st e s R

‘f-lj;.;vé P 'i ~§% ' E ‘% //L I %?l ; 9%
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Remarque 1.

Pratiquement, pour rechercher 1a fermeture transitive d'une matrice
définle sur un gerbier, on peut d'abord appliquer CM ou CF, volr s'il est néces-
saire d'introduire dans les cases de la dlagonale principale (phase 1 des algo-
rithmes) des éléments symboliques ; si cela est nécessaire, la fermeture

n'existe pas.

Remarque 2.
La distributivité a droite et 2 gauche du produit par rapport a

la somme n'est pas nécessaire pour la définition d'une fermeture transitive
et la théorie précédente, Par exemple, si . est distributif a gauche par

rapport a + , la puissance néme d'une matrice sera ainsi définie

MY o= (L. (MM M)

L'existence d'une opération produit univoque n'est aussi pas néces-
saire : . , représentant un ensemble d'opérations pseudo-associatives et
distributives par rapport a la somme, définirait alors avec la somme une struc-

ture algébrique que 1'on pourrait appeler pseudo-gerbier. Les résultats pré-

cédents restent valables pour la pseudo-fermeture transitive d'une matrice

carrée définie sur un pseudo-gerbier,

TIT.3. Application a la fermeture transitive d'une matrice carrée définie

sur un pseudo-trelllis distributif,

a. Existence de la fermeture,

1. Un pseudo-treillis distributif (E, +, .) [BENZAKEN ﬂou gerbier
quasi-entier [DUBREIL~JACOTIN, LESIEUR, CROISOT] est un ensemble muni de deux
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opérations internes + et ., partout définies, et vérifiant les propriétés

suivantes

+ est associatif, commutatif, idempotent

est associatif

est distributif & droite et a gauche par rapport a +
b+bec = bet b+cb = b pour twus b et ¢

E admet un élément nul (0 + a = a, pour tout a),

2. Les éléments maximaux de 1'algdbre < A(M), < , % > associlé
3 une matrice M définie sur un pseudo-treillis distributif (E, +, .) ou

sur le monoide {éléments de M} ordomné par bec < b et cb < b, sont en
M* : M

pombre fini et peuvent etre obtenus par un nombre fini d'applications de *

puisqu'ils sont de la forme :

b *¥ C % ... k¥ d
By v ap

odb b, ¢, ..., d sont des éléments de M et od les indices B, vy, 8,..., €,9

sont tous différents, excepté peut-etre B et ¢ ; en effet

il

b - b
By * vy (bedgy < Py

i

bgg * gy = gy = gy

Done, en vertu du théoréme de III-2a

o -2 - s,
1.a fermeture transitive T M=M4+ T M 4+ T M3 + ... d'une matrice

carrée M définie sur un pseudo-treillis distribuflf existe.
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Cette généralisation du théorzme de LUNC a déja été donnée dans
[BENZAKEN 1], puis dans [TOMESCU 3] dans le cas ot M est surunitaire et
1'opération . est commutative, et dans [ ROBERT, FERLAND].

Quel est le rang J a partir duquel i % Mj devient station-
. i=1
naire ?
Les éléments maximaux de < A(M), < , % > étant obtenus A partir d'au plus
1.1 éléments de M si M est surunitaire, sinon a partir de I éléments

au plus, on a :

-+

=i
i
=
+
=
+
+
=

si M est surunitaire

=1
i
=
+
=
+
+
=
+
=

sinon

b. Exemples d'application.

Les probl2mes énoncés dans II-2 d'existence de chemins, de plus
courte distance, de plus courts chemins, de probabilité de passage d'un point
3 un autre, de capacité maximum peuvent étre considérés comme des problémes
de fermeture transitive de matrices carrées définies respectivement sur les
pseudo-treillis distributifs sulvants ({o, 11 , addition booléenne, X)

(R: , min, +) , (chemins, le plus éourt chemin de deux chemins, concaténation)
ou {chemins, le plus long de deux chemins, concaténation) , ([0, 11, +, %),

(R: , max, min), o

I1 nous parait séuvent plus commode pour poser le probléme de consi-
dérer d'abord le pseudo-treillis espace de 1'information, les chemins jouant
le. rdle de fopction de localisation aux éléments du pseudo-treillis, puis-de
mettre le probléme sous forme matricielle M , enfin d“appliquer les algorithmes

matriciels pour obtentr T M @




6~111-3 - 199 -

algorithmes
<AM), <, %> >
en file
mise sous forme
matricielle et
l
suppression des
indices
i algorithmes
M >
matriciels

¢, Algorithmes matriciels de calcul,

Max AX(M)

mise sous forme
matricielle et sup-

pression des indices

=1

Ce sont les algorithmes de II-2b et en particulier de II-2c apres

substitution de + a U .

1. Les algorithmes matriciels généraux M1', M2 et M2' donnent res-

pectivement

Algorithme M1'.

On calcule successivement :

2

N, = M+M
N, = N, + (N )2
4 2 2
+ = _ 2
.M = Np = N,p-1+ (sz 1)

ot p est le plus petit entier tel que 2P > I,
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Algorithme M2,

- Pour les 12 couples (@, B) (o, B =1, 2, ..., 1),
I
on calgule}iil a(Oﬁ) . a(iB) , ce qui donne un”élément
a(dﬁ)"

dnﬁﬁjppte a(aﬁ) 2 1'élément de mémes indices degla,matrice ;

- on it2ré jusqu'a stabilisation (au plus p fols avec ZP_1< I< 2Py,

Algord' Chimg M2 ',

~ Pour ;Q[= 1, 2, ..,,‘iq:onwitére“jusqu'é stabilisation (au plus
1-1 fois) 1é proeessus sulvant : '
I
- pour’ =1, 2, ..., 1 , calcul E a, ., . a,, e qui
poug B , 2, , I, on calcule 2 (o) (18) ce qu

donne un élément a( ) ; dés qulun teljfa(as) a été formé, "or¥yl'ajoute a

1'élément dans la case (a; 8) de la matrice:

A la premiére stabilisation, on obtient la premidréiligne de la
fermeture transitive gherchée, a2 la seconde stdbilisation la deuxieme ligne,..

3 la I°Me 1a I®Me Jigne,

Appliqué a la recherche des plus courtes ou des plus longues dis-
tances entre le point X et tout autre point (g = 1), on obtient les algo-

rithmes de FORD et de BELLMAN-KALABA.
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2. Au lieu de . , considérons les I opérations algebriques

(i =1, 2, ..., 1) 'ainsi définies :

(oB) i c(yé) = (b.c)(aé) si p=y=1 et si bc”% 0

non défini si B#1 ou Y#i ou bc =0

Elles vériflent

) “Ep) T B ;!(bva ] cew)

(apimg . b
(a8 ; (v&) ;

puisque . ,est associatif, soit la condition (C).

Algorithme CM

- Pour i =1, 2, ..., I, A
- pour les (I - 1)2 coupleé (os BY (s B=1; 2, ..., I avec
at* i, B#1) |

on calcule a(oi)a(iﬁ) ce qui donne un élément a

(aB) °’

on ajoute a(

oB)

Démonstration :

Pour un i fixé, les calculs se font a partir des éléments de la

&me éme

i colonne et de la 1 ™€ 1igne, a et a . Ces éléments pivots

. a
. v ol) (1) (od)
et a(iﬂ) sont invariants puisque a(Jlfi ? aii < aai et aii i.aiB < aiB ; il

a2 1'élément de la case (g, B) de la matrice,
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est donc inutile, quand g =8 = I, d'itérer sur o et B pour le meme 1i.
CM, CM1® et CM2 sont identiques a cause de 1'invariance des éléments

pilvots.

o s

Algorithme M2'C

- Pour =1, 2, ..., I
- pour .1 =1, 2, ., I avec i1# «

- pour les (I-1) couples (e, B) =1, 2, ., I avec B # 1)

on calcule a(oﬂ)'a(iﬁ) , ce qui donne a(aB) s

Remarque.

Pour obtenir l'algorithme CM , on pourrailt introduire, au lieu

d'opérateurs binaires % , des opérations unaires O (i=1, ., I) comme

1 Jy
il est’faiﬁ dans [BENZAKEN 1] par exemple ; elles sont définies sur les ma-
t¥ices carrées d'ordre I M = {m(aﬁ)}a é1ément T 08) dans un pseudo-treillis

de Ta fagon suivante :

x
1
M- = o M
_ i
ol *
i

e | " T a1

Les opérations o' ont les propriétés de
3 . N ]'

on ajoute a(aB) a 1'élément de mémes imdices de la matrice.
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- commutativité : 0 0 M =0 O M (la condition C est donc.vérifiée)
i3] it

- idempotence : 00 M =0 M
it i

De 1'obtention de la fermeture d'une matrice M par 1'application un nombre

finli de fois des opérations © , on déduit :

i
M+ M2 + ... =p ... 00, . .00 ., 0 M, d'aprés 1'algorithme C
1 12 23 n-
= 000, .,,0 M, d'apres 1l'idempotence des 0
123 n-’ i

3. Remarques.
L'algorithme M1' trés classique est par exemple dans [MAGHOUT},

[BENZAKEN 1] ; M2 est dans [BENZAKEN 1] et le cas particulier des matrices
booléennes est dans [TOMESCU 1] ; M2' est dans [TOMESCU 2] ef la généralisation
de 1'algorithme de ROY-WARSHALL CM est dans [BENZAKEN 1], [ROBERT, FERLAND] ,
et, dans le cas ot M est. surunitaire et le produit commutatif, dans

[ TOMESCU 3].

4, Qas particulier de la fermeture transitive d'une m trice suruni-

taire M1 = 1 4+ M ou fermeture transitive forte de M EﬁNTZMANNﬂLchapitre 11,

p. 19, oit 1 désigne la matrice unitaire d'ordre I sur (E, +, .). Remarquons

d'abord que la fermeture transitive forte de M, définie par

14+ M+ M2 + M3 + ... est égale a la fermeture transitive de 1+ ,M;ipuisque

1L+ = 1+M+M + M + .

Les résultats précédents se simplifient en remafquant que :
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K

5 M]; = le

k=1

= + 2 +o1-1
M1 M1 + Ml + + . Ml

(Voir par exemple [BENZAKEN1|p. 148, [ROBERT, FERLAND] p. 76).

d. Algorithmes en file de calcul de la fermeture transitive d'une

matrice carrée définie sur un pseudo-treillis distributif,

Application & la fermeture transitive d'un graphe ou d'une relation binaire.

1, Ces algorithmes sont les algorithwes généraux en file ou mieux
les algorithmes matriciels disposés en file comme CM (voir remarque 3 de I-2;
les éléments de mémes indices sont groupés, mals ces groupes sont disposés
en file et non en matrice) appliqués au monoide < A(M), é , % > ; on peut
3 tout instant remplacer des éléments de mémes indices par leurs sommes (som-
mes des é1éments aprés suppression des indices, auxquelles on ajoute de nou-
veau des indices) ; en fin d'algorithme, on déduit la matrice fermeture en
affectant & chacune de ses cases (g, B) 1la somme des éléments d'indices

(@, B) apres enldvement de leurs indices,

2. Les algorithmes en file peuvent 8cre pius rapides que les algo-
rithmes matriciels. En effet, les algorithmes matriciels utilisent un support
(& I cases pour les probleémes en corrélation avec les chemins d'un graphe a1
sommets ayant pour origine ou pour extrémité un point donné ; 2a 12 cases pour
les problémes en corrélation avec plus généralement les chemins quelcongues

d'un graphe a I sommets ou pour la fermeture d'une matrice I X 1) avec ses
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avantages (et ses inconvénients) intrinsdques de maniement des indices ; par

contre, les algorithmes en file construisent de nouveaux éléments non a par-
~—d ~e ! A & ig 3 i p
tir/deg gfgggn Sugxfgggnggdsslde%?igggfgép%gfggggé Jété.4 gfgg%fthmes dépen-

dra de la valeur du rapport

Nombre de cases du support de 1'algorithme matriciel

Nombre d'opérations % utiles et nombre d'opérations * inutiles

En général, pour une matrice trés creusey la file sera courte, le
nombre d'opérations % utiles sera faible (1a file restera courte), le nombre
d'opérations % inutiles sera faible par rapport au nombre d'opérations % 2a
effectuer sur les cases vides dans un algorithme matriciel, un algorithme en
file sera plus rapide qu'un algorithme matriciel ; inversement pour une ma-
trice assez pleine, un algorithme matriciel sera plus rapide qu'un algorithme
en file. Quant a la place en mémoire, celle nécessaire a un algorithme en file

est au plus égale a celle nécessaire 3 un algorithme matriciel,
Application en a été faite 2 1'analyse syntaxique, par exemple dans
[COURTIN], [GRIFFITHS]. Deux autres applications vont maintenant &tre détail-

lées,

3. En particulier, considérons un graphe

(X = {xl, xz,...,xa,..., xB, cees xI], I et sa matrice booléenne agsociée ;
rappelons que c'est une matrice a I lignes et 2 I colonnes dont chaque case

sur sa diagonale principale (¢, @) contient 1 et dont chaque autre case (e, B)
contiet 1 si le graphe a un arc %'XB , sinon 0. Elle donne 1'existence des

chemins d'un point & un autre.

Considérons le graphe (X,T") fermeture transitive du graphe X,
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ot f' est la fermeture transitive de [ [BERGE 1} p. 4, c'est-a-dire 1'appli-
cation de X dans X définie par

- 2 3
in = X, U in ur X gr Xy U...

14 matrice associée 2 (X,f5 ou matrice donnant 1'existence des chemins d'un
point a un autre du graphe (X,T) est la fermeture transitive de la matrice
associée a (X,T") ou d'aprés , c4, la fermeture transitive forte de la matrice
ayant O dans chaque case de la diagonale principale, égale ailleurs a la

matrice associée 2 (X,IV.

Les algorithmes précédents de Iermeture de matrices s'appliquent,
et les algorithmes en file prennent en particulier la forme suivante.
Puisqu'en dehors de 1'élément O (ne figurant pas dans un algorithme en file),
i1 n'existe que 1'élément 1, chaque élément 1 de 1la matrice associée a un
graphe dans une case (o, B) est caractérisé par la donnée du mondme ordonné
o'B ou Be' (au lieu de 10@) . les régles de manipulation dans M de
% (I1I-1.¢l)

b 3 = i =
o8 % CYG (bC)a5 s B Y

* non défini si B# v

ou de % (ITI-1 ¢ 2)
i

b % = (b = oy = 1
i “v8 (C)ozb > B =

lﬂ% non défini si B#1i ou y¥F i
1
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s'identifient respectivement aux régles de formation des consensus ou des
consensus par rapport a la variable i (5-1I-2¢c) a 1'exception prés sulvante

w8' % By’ = op' alors que le consensus n'exlste pas. Puisque les circuits ne
contribuent pas 2 la fermeture transitive d'un graphe, on peut utiliser exclu-
sivement les algorituames de recherche des mondmes premiers d‘une fonction

booléenne (chapitres 3, 5-I, 7-V et VI), puis ajouter les éléments diagonaux

o' ; on retrouve les résultats de [KUNTZMANN 1] chapitre II, p. 19.

En étendant 1'existence du consensus 3 des mondmes de la forme gB'
et @'B ou en traitant séparément les éléments diagonaux, cette méthode d'uti-

lisation des mondmes booléens 2 deux lettres complémentééret non complémentée

est applicable a la fermeture transitive d'une matrice booléenne arbitraire.

Une application est la recherche des sous-graphes fortement connexes
maximaux d'un graphe (ils partitionnent 1'ensemble des sommets du graphe)
en effet on calcule la fermeture transitive de la matrice bdoléenne associée
- au graphe et on la symétrise en enlevant les 1 nécessaires ; c'est la méthode de
FOULKES " 1'a1gotithmé M2' appliqué a la fermeture transitive donne 2 peu
prés L'algorithme de MALGRANDE [KAUFMANN 1] p. 213 pour trouver les. sous-

graphes fortement connexes maximaux,

4. Pour la fermeture transitive d'un graphe symétrique et d'une

matrice booléenne symétrique, il est préférable d'utiliser une méthode spéei-

fique : & chaque élément 1 est associé le mondme B , et les mondmes obte-

of

nus sont traités a 1'aide des algorithmes donnant la réunion de relations

d'équivalence (5-11) ; la fermeture est alors donnée non par tous ses carrés
. 1

atomiques mais par ses carrés maximaux ; sa forme, & une permutation prés

des lignes et des colonnes est

P et




CHAPITRE 7

LES DEVELOPPEMENTS

1 - GENERALITES SUR LES DEVELOPPEMENTS

1.1, Définition d'un développement,

Ftant données n parties (distinctes ou non) d'ensembles ordonnés

ou facteurs

= U

Fp=a Y 4, U U g

Fp=a,; U 3,5 U ... U,

Fn - an,l Y an,2 u ... u an,R
et une opération n-aire isotane o, développer O(Fl’ F2, ce s Fn)’ c'est
déterminer pour tout n-uplet (al,m’ By g2 v an,r) de F,ox Fp X ... % F

-C !

leur o-composé O(al,m’ a2,q’ ey an,r) slil existe et ne garder que les

o-composé maximaux.
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Nous considérerons maintenant le cas ou, quels que solent les

facteurs Fl’ FZ’ e Fn et quelle que soit 1l'opération o, i1 existe (au moins)

une arborescence (bifurcante et indépendante du n-uplet

(al,m’ az’q; o s s 8 an’r) ) (i telle que
*
(al,m’ az’q> e ) an’r) (al’ma az,q’ s e e 5 an’r)
pour tout m,q,...,¥

oti % est un ensemble fini d'opérations binaires et isotones.

Nous supposons donc que O est réalisable a 1'aide d'opérations bi-
naires et nous pouvons parler indifféremment du développement de

o:t*
(Fl’ F2’ cens Fn) ou du développement de (Fl’ Fz, ces Fn)

1.2. Les développements sont des algorithmes de recherche d'éléments maximaux.

a. Développer o (Fl’ Fos vnos Fn) c'est par exemple rechercher les

é1éments maximaux de (F1 x Fy X ... X Fn , 0, <)

ot © est considéré comme une opération unaire définie sur 1'ensemble produit

F1 X Fz.x oo x.Fn 5
ot 1'ensemble G dans lequel on opére est
F,oxFyx...x F U o (Fis Fys oo F ),
soit la péunion de 1'ensemble de départ A = F1 X F2 X ... X Fn et de son

image par n A°, .

o < est ainsi définie : sa restriction 2 A est 1'ordre de A, sa restriction

32 A° est 1'ordre de A°, deux éléments de A et A° ne sont pas comparahles,
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b. Développer &t’x (F

1° F2 s e Frl ) est aussi un algorithme
de recherche d'éléments maximaux
en prenant pour ensemble de départ F1 U F2 u ... U Fn’

en prenant pour fonction de localisation 1'application 1 suivante -

(définie sur des arhorescences ct d valeurs des arhorescences)

1 (a, ,) =1 quels que soient i =1, 2, ..., n et j

1 (b % c) =1(b) % L(c),
i i

en attachant a chaque sommet s de &é‘(excepté les racines) une

opération % identique quand elle est définie 2 1'opéfation %
s i

attachée a s , mais reinstreinte de la fagon suivante

b % ¢ est défini seulement si L(b) % 1(c) = %a: (Fl’ FZ""’ Fn)
i

s
U %*
ot (F,, F,, ..., F_) est la sous-arborescence de
s 1 2 n

* ;
Jé (Fl’ Fos voes Fn) de sommet s ,
en prenant pour ordre entre deux éléments en lesquels la  fonction
de localisation a la méme valeur, leur ordre dans G ; sinon, deux

éléments sont incomparables,

I.3. Algorithmes de développement.

Apres d'éventuelles réductions de facteurs ou a 1'intérieur de fac-

teurss possibles 2 cause de l'isotonie de o, le développement de
e Je
o (Fy, Fpy oy B = b G SO

peut se faire de deux fagons
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a. un développement progressif : chaque facteur est appel& une

seule fois, l'ordre d'appel étant déterminé par gl;(c'est un algorithme
récursif au sens de 4-II-2, 34 n récurrences). Les résultats obtenus a chaque
récurrence sont déterminés globalement, en particulier tous les &léments ma-
ximaux sont déterminés en paralléle lors de la derniére r&currence.

Lpe
Par exemple, si ¢d~est une arborescence bifurcante de la forme :

'// * \
= ——e 3P
3 _
AN ™
« S0 A
N\
\\
¥ F ¥ ¥
1 2 3 n
on développera F1 *® FZ’ puis le résultat et F3 sont composés par l'inter-
2
médiaire de ® ... ; si /. est une arborescence bifurcante de la forme :
3 : A ol
% e “:::,;, T~
3

-
\t
%,
W
s

on développera Fl % F2, F3 * FA’ ... puis leurs résultats deux par deux ...
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b, un développement différentié ou recherche répétée d'un geul é&lément

maximal c'est-a-dire brutalement

- 1'énumération de tous les n-uplets, en prenant un terme dans chacun des
facteurs de toutes les fagons possibles ; cette premiére phase
peut-etre considérée comme une donnée immédiate, théoriquement,
sinon pratiquement a cause du nombre des gombinaisons possibles ;

- la déduction, a partir de chaque n-uplet, de 1'o-composé correspondant ;

- la réduction des o~cdmposés inférieurs 2 d'autres globalement ou au fur et.

3 mesure de leur formation.

L'énumération des n-uplets peut-8tre faite lexicographiquement de

fagon efficace quand les facteurs Fl’ FZ’ s Fn ont de nombreux élémen ts

c s and a o(a ! .y @ 3 dant
ommuns et quand le valeur de ( 1,0 22,q’ s n,r) est indépen e de

1'ordre des éléments a , & s e..s @
. 1,m 2,q n,r

Quand les o-composés sont maximaux et distincte, la phase de réduction
devient sans objet et un algorithme différentié & alors l'avantage sur les:
algorithmes progressifs de fournir des éléments du développement en cours

de route,

¢, Remarque,

Les algorithmes de développement, a cause de leur simplicité, sont
soit des algorithmes de recherche d'éléments maximaux tras primitifs (c'est

souvent le cas lorsque les ensembles Fl’ Fz, vy Fn sont identiques ; d'ail-

leurs, pour toute recherche d'éléments maximaus, on peut toujours utiliser
des développements et des réductions)s soit au contraire des algorithmes de
recherche d'éléments maximaux trés efflcaces (cdest le cas usuel pour des

ensembles F., F,, ..., F_ différents ; on utilise le fait que les opérations
1 2° n

sont peu définies). Dans cettejoptique d'efficacité des développements, on
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peut remarquer que l'ensemble (A, %, < ) associé a 6E‘*(F1, Fosenns Fn)

dans 2-b vérifie la condition C et admet en conséquence, pour algorithme par-
ticulier de recherche d'éléments maximaux, tout développement progressif

utilisant la structure de 1l'arborescence

Ces impressions seront par la suite confirmées : :.une application
brutale d'un algorithme de développement peut-&tre trés lourde (voir en par-
ticulier II-1) ; par contre 1l'application répétée d'algorithmes de dévelpppe-
ment sera avantageusement comparable en VI 3 1'application d'un seul algo-

rithme de recherche d'éléments maximaux,
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II - ENUMERATION DE CHEMINS DANS LES GRAPHES FINIS

Rappelons que nous avons déja donné des algorithmes fournissant de
telles énumération (6-1I-2) ; nous en énongons maintenant d'autres, qui sont

des développements.

. ’ (D)
II.1. Enumération des chemins de longueur n obéissant 3 une propriété J .

Ces chemins apparaissent comme le produilt (suivant les opérations:
. définies en 6-II-1b) de n arcs ; ils peuvent donc &tre obtenus en dévelop-

i
pant les produits

An = AxAx ... XA ou Mp =MxMx ... xM

A étant l'ensemble des arcs du graphe considéré, M sa forme matricilelle, On

peut par exemple énoncer :

On part de la forme matricielle M de A, On calcule successivemen t

P
Mz, MB, LM , ou mieux M2, M4, M8, Cees M2' (avec
P q
2P <n< 2p+1) , M2 + 2 (2% étant 1a plus grande puissance
de 2 inférieure ou égale a n - ZP){, cee M

Ces deux algorithmes sont par exemple dans [PAIR, DERNIAME],
[KAUFMANN 2]. Ils ont l'intérét de fournir des chemins sans répétition et, a

chaque itération, des chemins ayant le mé&me nombre d'arcs,

Nous pouvons représenter ainsi 1la relation entre ces algorithmes et

t'algorithme Ml' , sur 1l'exemple du calcul de M7
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M M2 M2 e M MO M’
M M2 't MO M’ -
| U
v N2 algorithme M1'
1 v . |
W
1
—\ i
N _

Ml' a donc moins d'étapes ; s'll ne tient pas compte de la remarque 1 de
6-~11-2b, 11 est redondant a cause de l'associlativité de , : par exemple; i1

calculera les éléments 2 4 arcs & la fois par

M . M et M. M.,

St n = I-1 (I est 1'ordre de M), on trouve en particulier les che-

mins et circuits hamiltoniens,
Etudions ces algorithmes séparément

a, Intéressons-nous au probléme un peu plus général de la déter-

mination des chemins de n arcs d'origine un sous-graphe XK de X (qui peut

étre X ou ur sommet Xk) et d'extrémité tout point du graphe, Ils sont obtenus

en développant le produit

MR, )xMxMx ... xM=M (&, .)x ! L

oi M (K, ,) est la ligne donc chacune des 1 cases est la réunion des cases

N

appartenant a la méme colonne et aux lignes de M dont les arcs ont pour ori-

gine un sommet de XK°
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Algorithme a,

On calcule successivement

MK, )M, M (K, D) M, .., MK, L) Vi

éme

Clest 1'algorithme de [PAIR, DERNIAME] p. 15. A la i itération

(1 =0, 1, 2, o005 n-2) , on cbtient une suite sans répétition de chemins de

i 4 1 arcs jolgnant XK a tout point du graphe.

Remarque 1.

Le nombre d'opérations au niveau des cases matricielles est

(n~1) 12 (I opératiors% + (I - 1) réunions)

Remarque 2.

Chemins dfun sous-graphe X< a tout point du graphe, dont le nombre

[
d'arcs est compris entre oy et n, et en particulier chemins de XK a tout
point du graphe dont le nombre d'arcs est inférieur ou égal a n., On recherche
successivement les chemins dont le nombre d'arcs est s n1+1, ..., N et on
en fatt la réunion,

Remarque 3.
Chemins de n arcs ou dont le nombre d'arcs est compris entre n,

et n de tout point du graphe & un sous-graphe XKQ On développera un produit

de la forme

Mx . oMxM G, =", R,

On pourra pour ce faire transposer tout ce qui a été dit précédemment,
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On peut aussi rechercher les chemins d'un sous~graphe 2 un

sous-graphe,

Remarque 4,

Une autre interprétation: de l1l'algorithme est possible,
On peut considérer les opérations . comme un ensemble dfopérations unaires

+ de cardinal égal au nombre des arcs a du graphe
a
si | est un chemin et si i caracté@rise le“sommet origine de 1l'arc a.
On peut aussi considérer les . comme des opérations reinstreintes
a

2 des couples ordonnés de chemins et darcs,

b, La détermination des chemins de n arcs de tout point 3 tout

point d'un graphe peut &tre ainsi faite

Algorithme b,

2 ) P P, 4
On calcule successivement M , MA, Mg,“a_q M2 s M2 +2 o e s Mn .

éme : . < 2 .
Ala il itération, on obtient une suite sans répétition de chemins

ayant le m&me nombre d'arcs jolgvant tout point du graphe a tout point du

graphe,

Remarque 5,

Le nombre dfopérations au niveau des cases matricielles est
3 P . 2 : <
NI® opérations . et NI (I - 1) réunions

ofi N est le nombre d'itérations,
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Remarque 6.
Enumération des chemins de tout point a tout point du, graphe, dont

le nombre d'arcs est compris entre n, et n. On recherchera d'abord les che-
mins dont le nombre d'arcs est ny a2 1'aide du dernier algorithme (b), puis
ceux dont le nombre d'arcs est ny + 1 soit 2 partir des chemins de longueur

n 3 1'aide de l'algorithme a, solt a 1'aide de 1'algorithme b ...

c¢. Comparaison des algorithmes, Extension.

L'algorithme b est plus rapide que 1'algorithme a, en comparant

les comptages au niveau des cases matricielles, dés que

N < n~-1

On peut panacher ces algorithmes, rechercher par exemple 1es'6hemins
de n arcs d'un sous-graphe a tout point du graphe en utilisant d'abord 1'algo-
rithme b pour développer un prodult de M, puis l'algorithme a pour le multi-

plier par M (K, .) et:les matrices M restantes :

[ ]

MK, .)xMx ,.. xMxMx ... xM
1_.__._._.\/—-——’

algorithme b

-

S Ve
algorithme a

Ces algorithmes sont utilisables pour tout développement de produit
associlatif de matrices identiques (l'associativité n'est pas meme nécessaire
pour 1'algorithme a), donc en particulier pour 'tous leé problémes relatifs

aux graphes, étudiés en 6-II-2 et 6-III-3 (voir par exemple [ PAIR, DERNIAME],
[RAUFMANN 21, [MAGHOUT]), Nous les appliquerons aussi en IV a 1'énumération

des ensembles couplants maximaux d'un graphe"éimple.
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11,2, Enumération des chemins hamiltoniens, circuits hamiltoniens, facteurs,

dissections d'un graphe [BOUCHET],

Par exemple, 1'énumération des chemins hamiltoniens du graphe de
6~T1-2c s'obtient en développant le produit des ensembles d'arcs incidents

3 I-1 sommets {les sommets ici choisis sont successivementA, B, C et D) :

(ABFACH+AE+FA) (AB+BC+BE) (AC+BC+CD+DC) (CD+DC+DE+ED)
‘ 9 ,

(ABC+ABE+AC, BE+AE BC+EAB+EA , BC+BEA)

| i - 3

v
(ABCD+ABE CD+ABE ,DC+ACD . BEHAE , BCD+EABC+EAB . CD+EAB ., DC+EA, BCD+BEAC+BEA , CD+BEA, DC)
(B e S e i e s e -
ABCDE+ABEDC+EABCD+DEABC+CDEAB+BCDEA+BEACD

Ce procédé a l'intéret de prendre un ‘produit de facteurs trés strict, dont
le deve]oppement va donner uniquement/les cﬁemiredﬁam?%tonlens (cela rend
en particulier inutile une sélection &’ la fin du développement), mais &
1'i nconvénient de considérer des sultesde chemins compatibles,

: Lé déﬁeloppement effectué est progressif; on aurait pu faire un

développement . différentié dans le monolde des chemiris compatibles.
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IIT - ENUMERATION DES MONOMES PREMIERS

D'UNE FONCTION BOOLEENNE

En 3 et en 5,1 , nous avons donné des algorithmes permettart d'énu-
mérer les mondmes premiers d'une fonction booléenne ; donnons-en maintenant
un autre interprétable.

- soit comme le développement progressif d'au plus ZI facteurs

identiques (& la forme canonique de la fonction bodléenne);

- soit comme 1'algorithme F2 appliqué a un nouveau triplet (A, <, %)
% sera plus rapide que 1l'opération consensus (son efficacité
proviendra de ce qu'il ne sera défini que sur des couples de mo-
ndmes ayant le méme nombre de lettres), mais 1'ensemble de départ

A sera moins arbitraire,
‘Explicitons cet algorithme avec la terminologie de 1a seconde interprétation.

111.1. Dé&finition de (A, %, <).

1. % est maintenant 1l'opération de consensus reinstreinte aux

couples de mondOmes ayant le méme nombre de lettres et les mémes lettres ;

# s'applique aux monomes différents par la complémentation d'une et d'une
seule lettre, c'est-a-dire de 1a forme Px et Px' : Px % Px' = P , et donne
pour * - composé de deux mondmes de 1 lettres un mondme de i-1 1ettpes;

Aloxs

2, A est maintenant la forme canonique AI de la fonction booléenne

£ (ou ensemble des monomes de I lettres de f) ou 1l'ensemble A1 des mondmes
Y o

premiers 2 plus de i lettres et des monomes de f a 1  lettres

(15 = I-1, I=2,...,1) 3
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3. < est maintenant caractérisé par : deux mondmes de £ sont

incomparables,

1I1.2, Algorithme.

F2 donne

Algorithme,

1. On part de A, écrit en file, les premiers éléments de la file

i
étant les mondmes premiers a plus de i lettres, les éléments suivants étant

tous les monBmes & 1 lettres de f classés
-~ d'abord en ensembles Ai,j de mondmes ayant les m#mes lettres
(caractérisés par j) ;
e.suite, dans chacun de ces ensembles Ai,j (j variable), par
ordre décroissant du nombre k de .lettres accentuées (0 < k < i)

appelons Ai ik les classes de mondmes obtenues (j,k variables).
3 3

2. Pour chaque A (j variable), on recherche 1l'x -~ composé de

i,]
chaque élément d'un A, . (en commengant par le deuxiéme A_ .
q 1,k sant p i,j,k
de la gauche s'il existe, en terminant par le Ai i,k . en queue) avec chaque
LIS I Rl

élément de Ai §,k+1 s'il existe ; les % ~ composés trouvés appartiennent
3J ’

A, . (4 2 déterminer) ; 1ils sont ainsi écrits : des qu'un
i=1, Ak

a partir

a4 un
% - composé est formé, on codhe les éléments quil luil ont donné naissance, on

1'ajoute en fin de liste s'il n'est pas un.élément déja trouvé de Ai;l 9 3
ATy
ginon on 1'élimine, .

Aim1 est 1'ensemble des éléments non cochés,

3. On itére a partir de A = A, 1) et 2) jusqu'a ce qu'il n'y ait
o

plus de création de mondmes, Les éléments mon cochés sont les mondmes premiers.,

I
}
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Remarque 1,

Cet algorithme est celul de McCLUSKEY [KUNTZMANN] p. 109 amélioré
par [HARRISON] p. 116 . Pour dviter 3 chaque étape le classement par mondmes

ayant les memes lettres, on peut utiliser la méthode suivante inspirée de la

condition C : tout couple d'éléments extraits regpectivement de A, K et
n st os
A, a un % - composé, si, abstraction faite de leurs hé ' bits, les
1,:.,k+l h

éléments sont identiques ; on itére sur h,

Remarque 2.

Cocher ne fait pas partie de 1l'algorithme F2 de recherche des éléments
maximaux ; c'est un moyen commode de sélectionner les mondmes premiers au fur

et 2 mesure de leur formation, évitant un tri final,

Remarque 3,

F1 donne le meme algori thme a condition de prendre dans chacune de

ses étapes, l'ordre de F2 ; sinon, 1'algorithme obtenu est tres semblable,

Remarque 4.

La conditlion (C) n'est pas vérifiée,

Remarque 5.

La méthode est généralisable a la recherche des pavés maximaux dans

un produit de treillis distributifs,
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I1I1.3. Exemple de [‘HARRISON] p. 116,

Aa,o,aﬁa ‘o 000
0100

A,,0,3
4 0001
< 0110

A,50,2
1100
A 0.1 1110
.A4,0,0 1111
%A{A%ma 0¢00
§A3,1’3 0009
A L& ,
3,1 ‘
43,2,2 01¢0

3,2 1
,.EA3’2,’1 1 1 @ 0
A . @100
Ay g J- 3,842 g

[45,80  #110®
42,10,1 61460
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IV - ENUMERATION DES ENSEMBLES COUPLANTS MAXIMAUX

D'UN GRAPHE SIMPLE

Ftant donné un graphe simple (Y, Z, T) et des sous-ensembles B de

Y et C de Z tels que Card B = Card C, rappelons qu'un couplage de B dans Z

ou de B sur C est toute bijection Y de B sur C telle que

vy, B ¢ . &
yy € B Yy, STV,

(B,C) est appelé ensemble couplant de dimension Card B ; ils sont dits maximaux

lorsque le graphe simple n'admet pas de couplage dont les ensembles couplants

contiennent strictement B et C [ORE] p., 132.

Iv.1. Choix du triplet (A, % , < ).

1. Les éléments de G sont les ensembles couplants (B, ¢) ; 1ls véri-

fient BCY, CC Z, Card B = Card C,

2. La relation d'ordre dans G est définie par

(B, ¢)v< (D, E) <=>BCSD et CCE.

3, % est l'opération binaire i
(B, C) =M, E) = (BUD, CUE)

si BND=0et CNE=¢; sinon, elle n'est pas définie.
En effet, la connaissance de deux ensembles couplants non disjolnts

(B, ¢) et (D, E) (BND # @ ou CNE# @ ne permet pas de définir un nouvel
ensemble couplant : par exemple, (y1 Yys ¥ 23) et (y2y3, z, z3)
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XY

sont des ensembles couplants d'un des graphes simples suivants

‘{ Z1 Zz 23 Zl ZZ z3 Zl_ Zz Z3 Z1 Zz 23
v, |o Y110 y1 o vy o
i
Yy RS o Y2 RS o

Pour déterminer, le graphe simple, la connaissance d'autres ensembles couplants

ou la définition d'une opération *'d'ordre supérieur a 2 est donc nécessaire,

4, L'ensemble de départ A est l'ensemble des couples (yj,zk)
(attachés 2 chaque afte d'extrémités Y €Y et z € Z).

TV.2. Algorithmes.

Avec le triplet défini ci-dessus,»on peut construire facilement
plusieurs algorithmes puisque les ensembles couplants maximaux ont tous

méme cardinalité,

1, A partir des ensembles couplants de dimension i, on construit
les ensembles couplants de dimenslon I + 1, en utilisant les ensembles cou~

plants de dimension 1 ou aBtes, Cecl revient 2 définir une opération %

yj-zk
unaire a partir de chaque aréteinzP du graphe de la fagon sulvante-
%* (B, C) = (BU vy @ Uz) si BN yy=¢ Nz, = ¢
Yj 2y
4 v .
%# (B, C) non défini sinon
73 "k
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2. A partir des ensembles couplants de dimension 1, on construit
les ensembles couplants de dimension 21 s'ils existent, sinon ceux de dimen-
1

sion 1+ — ...
2

3. On peut aussi, a partir d'une aréte yjzk lui appliquer les
opérateurs * de toutes les fagons possibles, ou, de fagon équivalente,
faire un développement différentié aprés avoir ordonné totalement les ar€tes :

(yl’zl) + (yl,zz) + (yz,zl) + (yz,.z3) + (y3,|zz) + (y3,z3) + (yl,z3)

I1 est inutile d'aller plus loin puisqu'il existe un seul ensemble couplant

maximal ({yly st Y3}, {Zl3z2’z3})
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V -~ ©PAVES MAXIMAUX DANS UN PRODUIT DE TREILLIS DISTRIBUTIFS

ET DE TREILLIS BOOLEENS

Donnons un autre algorithme que ceux de 3 , de 5-1 et de 7-IIT
pour trouver,bles pavés maximaux compatibles avec une partie finie du produit G
de I treillis distributifs , algorithme quil est une extension de célui de re-
cherche des monomes premiers d'une fonction booléenne par double dualisation

[kuNTZMANN 2] .

V.1. Préliminaires,

Les notations sont celles de 3-I-1 et 3~I-~2, C(ependant, au lieu

de considérer dans 1l'ensemble G des pavés les opérations % (1 =1, 2, ..., I) ,
i

nous considérerons maintenart la seule opération produit ou borne inférieure

(voir 3-I-2d) notée,,définie de la fagon suivante :

(b, ,b D (°1’°2""’°I) = (b1 . cl,b2 . cz,...,bI . cI)

1 2 I

1272°°° I

Rappelons que l'ordre sur G est le produit desrordres sur les G 11 vérifie,

i’
pour tous pavés b et ¢ :

b<e <=> bec =D>

puisque

bge <= b <cy (1=1,2,...,1) <= b, . ¢y =b, (1=1,2,...,I) <=>
1 _ :

bec

[}
o
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T1 en résulte.l'isotonie du produit, ~ou,«moux-tout pavéd :

b<c = bdge.d (1)

Dans ces conditions, en introduisant comme dans 4-I-1b 1'équivalence
= dans 1'ensemble des parties de G (B = C<=>B < Cet C<B, ol < est
1'extension suivante 2 8D(G) de 1'ordre < de G : B < C <=> pour tout élément
b de B, il existe un élément ¢ de C tel que b < c), on peut parler desblois
de composition interne réunion et produit dans 1'ensemble quotient ()=
ou dans 1l'ensemble des éléments Max*A“de'(j'(G).

Ces lois structurent EE)(G)/E en un treillis*distributif puisque

U et . sont associatives, commutatives, idempotentes
B.®Uc)=B,BU (B C) =38
est distributif par rapport a U : B . (cUD) = (B .C U (B .D

(BUG) . (BUYUD) ) Soit: 0 (respectivement 1) le produit

(donc B UC . D)
des plus petite éléments’Oi (respectivemant des plus grands éléments 11) des

sous~-treillls des Gi engendrés par les iéme composantes des pavés de A,

| Nous écrirons un pavé (bl, b2, e s PI) : bl,;,b2 e ees . by
faisant la.convention : :

1 b,, 1 vees 1)

i 1 0 ti-17 L i I
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V.2. Recherche de pavés maximaux par double dualisation,

a, Théoréme,

. Les pavés maximaux du produit de deux parties de G sont obtenus en

développant le produit des pavés maximaux des deux parties, puis en réduisant,

Démonstration .

Tout pavé du produit de deux ensembles est, d'aprés (I), inférieur
ou égal au produit de leurs pavés maximaux,
Inversement, le produit d'un pavé de .chaque ensemble est évidemment un pavé

de leur produit,

Autre démonstration

Elle fait appel aux opérations =%x--Introduites en 3-I-1,
» i

Montrons qu'apreés avoir effettué le produit des pavés maximaux des

deux parties, aucune opération * ne peut donner de nouveaux pavés maximaux
i

o

En effet, deux pavés arbitraires b. d et c¢ . e du produit

bUcU...). @UelU...)

ont pour % - composé
i

(b.d) % (c.e) = (,..,b

: i-1 " dy 1 1 €1-1 o 1-1
(b, ; d;) ‘; (ey ; ei)’bi+i 1+1 din 1 Ci+11_‘Fl e1+1"‘:)
SiCeesby 1 €4.1P4 ¥ ci’bi+li;1 Ciypreer) ¢
Cooendy g i ®5.1°9% ; ¢podin i1 Cipree )
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b % c et d%e é&tant inférieurs ou égaux a un pavé des facteurs du produit,
i i
1a condition (I) entratne que (b % ¢) . (d ® e) (donc (b . d) * (¢ ., e))
i i i

est inférieur ou égal 2 au moins un pavé du produit.

b, Application a la recherche de pavés maximaux par double duali-

‘sation,

A partir d'une partie A de EZ)(G) écrite comme une réunion de pavés,
on obtient sa duale Ad par échange des opératioms . et U et des éléments
zéro et unlté ; Ad est alors donné par un produit de crochets, chaque crochet
étant une réunicn de pavés (maximaux relativement aux crochets) ; en dévelop-
pant le produit et en réduisant, on obtient donc , d'aprés le théoréme précé-
dent, les pavés maximaux de Ad.

Lors du développement . du'pnoduity + il y a interférence de

et de . comme le montre le passage de (1) a (2) dans l'exemple qui suit
i

et 1'opérateur dualisation d n'est pas de carré 1'identité, Par contre une

double dualisation de A obtenue par échange de . et U, de ,'(EE +
i i

‘fournit ses pavés maximaux,

Exemple.
Cconsidérons les deux rectangles (ou pavés 2 deux composantes)

suivants de . :
uivants de G1 X G2_

A= [rap . (b, ; c,)l U (b, . (azng:cz)] L

G1 et_C2 sont supposés des treillis de Boole ayant pour atomes respective-~

ment al, blget ans b2’ Cye Nous pouvons représenter A par le diagramme sui-
vant ‘
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A a2 b2 <,
a, X X
b X X
1
Les rectangles maximaux de A“"1

UL, +ep .

d _ .
A" = [a1 V] (b2 ; cz)]
(a1 . bl) U [a1 . (a2 ; c2)]
(a, . b)) U la, . (a, + ¢c,)]
1 1 1 1 ° 2 9 2
0, U [a1 . (a2 ; cz)]
Les rectangles maximaux
= {a, Ub, . e )] . [b, U (a, .
1 2 2 2 ) 1 2 2
= (al , bl) U [élﬁ, (a2 é cz)]
(a, . b)) Ula, . (a,.. ¢,)]
1 1 1 1 2 5 2
Ol U [a1 ) (a2 é c22]

U b

U"'[(b2 + ¢

U b, .

U b,

1 .

(b

. [b1 U (a2 + cz)]

2

(b, + )]
2 9 2

) . (a, + ¢,)]
2 2 | 2 9 2

(b, + ¢ )j
2 2 2

(a2 + c2)]

2 2 2

+ cz)] U ¢,

2‘2

de A sont eux donnés par:

c2)]

Ulb, .
Uib,

U b, .

(b, . )] U [(b, .

2 ) 2

b, el U [k, .

2 2 2

(bé .

c,)] U 0
2 2 ’

c,) .

c:) .

sont obtenus en développant :

&)

(2)
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A= A% 4 la; U (aszrcz)] . (b U (bz-gcz)] .1 (&)

or 1, =1, =1 ; d'on

S Ulep Gy e U Doy 3y )] U LGay ¥y (g o)

>
il

—

o)

= 0, U [a1 . (b2 + cz)] U [b1 . (at2 + cz)] U ¢,

2 2

Les rectangles maximaux a composantes non nulle compatibles avec

A sont donc :

['al . (b2 ~|2— cz)]’U [b1 . (a2 —; cz)] Ue,

Remarque 1.

b2 . C

et a, .c, sont dans (3) des expressions formelles ; 1l
5 .

2 2

seralt absurde de les remplacer par O puisque_ b, + ¢ et a, + ¢
2 T2 2 2 2 2 2

différents de 12 .

Remarque 2,

La double dualisation est une fagon de formaliser le.processus
conduisant 2 la détermination des éléments maximaux. Une autre méthode est
d'opérer directement 2a partir de A réunion de pavés en utilisant la distri-

butivité de la réunion par rapport au produit :

= (al U bl) ] [al U (82 Z cz)] ] [b1 U”(b2 ; 02)] . [(b2 ; c2) U (a2 ; cz)]
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Pour que le théoréme soit applicable, chaque crochet doit &tre la

réunion de pavés maximaux ; A doilt donc etre écrit

#

A= (ay T b)) . [a; U (g, ; c,))] . [by U (b, ; c,)l . (b, ; c,y) ; (a, ; cy 1 (4)

>
[H

[a1 U (a2 ; c2)] . [b1 U (b2 ; cz)]

I1 ne reste plus qulé-dé#élépper pour obtenir les rectangles maxi-

maux de A,

. * , B . ‘
Avant de dualiser A et A", on peut supprimer les pavés ayant une
. x . PN
composante nulle et, pour A® si les seuls pavés & composantes non nulles sont
recherchés, les composantes &galés 3"1'unité. Cetteé” rémarque sera utilisée en

Vi-1l.

V-3. Retherche de pavés maximaux dans un produit de treillis booléens par

complémentation,

a., Cas général.

On peut obtenir une partie A de G a partir de son complément A’
Gcrite comme une réunion de pavés, en échangeant les opérations produit et
réunion et en changeant les éléments de G, en leurs compléments ; le théoréme
2a assure que le développement et la réduction de 1'expression obtenue de A
fournit les pavés maximaux de A, ' | ' {

Reprenons 1'exemple pfécédent. Les rectangles maximaux de A' sont

- obtenus en développant :

| A
A" = [b1 U az] . [a1 U b2]
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Al = [a1 az] U [b1 . bZ]

1y

Les rectangles maximaux de A = A’ sont alors donnés par

= 5
A= by UGy el ey Uay eyl )
A= [a1 .*(b2-+ c2)] U [b1 . (a2 + cz)] U c,
2

2

Remarque 1.

11 est évidemment intéressant de trouver les pavés maximaux de A
par un seul développement ; pour ce faire, on détermine A' et on complémente,

En particulier, si A' est de volume faible par rapport a A ou si,
quand les pavés sont des rectangles, le diagramme représentatif de A est connu,
on peut d'abord aisément déterminer les pavés atomiques de A'., puis dévelop-
per le produit des compléments (considérés comme la réunion de I pavés maxi-
maux) de chacun de ces pavés ; il se trouve que (5) , dans 1'exemple précédent,
est un tel produit , les rectangles maximaux de A' étant des rectangles

atomiques,

Remarque 2,
Dans le cas ol.sont cherchés les seuls pavés symétriques (ou pavés

dont les composantes sont toutes identiques) maximaux par développement de

(b,, by euesr ) . (cgy Cpy vonsnCl) o un (1)
1 2 I 1 2 e

11 suffit de développer, en adoptant la notation supposée possible
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inf bi = b1 . b2 e +o. . b (j,k,..., 4 arbitraires)

(inf bi’ inf bi’ ..., inf bi) . (inf cys inf ¢,, ..., Inf ci)

i i i i i i

ou encore plus simplement, les composantes des pavés symétriques maximaux

sont le résultat du développement de

(inf bi) . (inf ¢.)
i it

b. Application 3 la détermination des ensembles fortement stables

et des cliques (ou sous-ensembles de sommets deux a deux adjacents) maximaux

d*un hypergraphe,

Prenons comme exemple le graphe (sans boucles) I' de la page 42 de
|BERGE 1|; considérons la matrice booléenne symétrique a diagonale vide M
associée au graphe non orienté T associé a T (l1a matrice booléenne symé-
trique ici associée a un hypergraphe est la matricéﬁé lignes et & colonnes
caractérisées par les sommets de 1‘'hypergraphe et a élément égal a 1 si et

seulement si les sommets correspondants sont distincts et adjacents)

M ; x1 x2 .g3 xa‘_x5 x6ﬁ x7

W11 "

X, 1 11 1

X, 1 1

, 1 1 .
X 1 3 1 1 1

Xe 1 1
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et cherchons les sous-ensembles intérieurement stables maximaux de &

(ou ") ou cliques maximales du graphe non orient& ( ' complémentaire
de [ [BERGE 1], c'est & dire les composantes des carrés nuls (vides sur
la figure ci-jointe) symétriques maximaux de M. Pour cela, nous utilisons
la premiére remarque en formant le produit des compléments des carrés ato

miques de M

NESIOR (1,xé)1 RCHSONT (1,x§)| - @50 U (1,xz>] R (1)

1 =x, +X. +xX. +x, +%x. +x, +X
1. %2, %3, %% 75,76,
1 1 1 1 1 1

7’

I A S T &

1 1 1 1 1
o ¥ - ..
X2 xl+x3+x4+x5+ﬂcg4x7,

i i i i 71
i valant 1 ou 2 selon le cas, et la seconde remarque en formant le produit de
() Ux)) o (e Uxg) . (x} U x,) « (x5 U Xg) - Gy U xg) o (xy U xg) -
(x& U xé) . (xé U x;) . (xé U x;). (2)
Nous obtenons :

(xi.xé,xé.xé) 1 (x .x .x oX ) U (x 4 5 6) U (x!. ') U (xé.xé.xé.xé) U

2" 3 4

(x .x! ’XS o X )

ctast 4 dire
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{XB:X49X71 , {X3,X4,X6}, {xz,x3,x7}, {xl,xs,x6}, txl,xa,x7} et {xl,x4,x6}

On reconnait les résultats de [MAGHOUT] ou de [BENZAKEN 1] relatifs
aux sous~eusembles intérieurement stables maximaux dfun graphe ; onn vérifie
aussi que c'est algorithme de [BEDNAREK, TAULBEE] a condition de développer (2)
de la facgor suivante '

(.x;U D U xéU xi) . (x'U x&) .« K%U x& ¥l x

1 4 'y L« x%U x&) L« x;st' x')

4 576

c'est-a-dire. en calculant successivement les sous-ensembles intérieurement

stables maximaux des sous-graphes du graphe donné de sommets {xl,xz},

{_xl,xz,xg}3 ooy £X1°X2’X3’X4’X5’X6} et ixl’XZ’X3’x4’X5’X6’X7} ou encore

en développant dfabord les facteurs ne contenant pas x%, xhg,gnﬂ,x%3 puis
- - “t 1 1 1 1 .
ceux ne conbtenant pas xa? xﬁ,a.o, x7p ..., puls ceux ne contenant pas x%,

enfin ceux cortenant x . et a condition de développer 1l'intersection de

~

deux facteurs suivant des régles précises ; d'ailleurs, en VI-3-c, sera donné
un algorithme de la méme veine mais meilleur,

GCette méthode de recherche des cliques et ensembles fortement stables
seva retrouvée en VI-4 ; elle se rédnit au développement diun produit de réu-
nicens de deux lettres, développements qui sont systématiquement éftudiés dans
Le pavagraphe suivant ; seulement le maniére‘dont vient d'etre ici introduite

ceite méthode est peut etre plus parlante,
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VI - ALGORITHMES DE COUVERTURE MINIMALE.

V1.l. Dé&finition d'une couverture minimale.

Les notations sont celles de V-1, mais nous nous limitons au cas
d*un produit G = G1 x G2 X ... X GI de treillis distributifs Gi ayant,
en plus des plus petit et plus grand élément, un seul é1ément
xi(Oi < X, < 11) . Le probléme envisagé en V-2b du développement d'un pro-

duit de réunions de pavés maximaux devient un probléme de développement d'un

produit de sommes de lettres X, (a condition de ne considérer que les élé-

ments du développement n'ayant aucune composante nulle)

La dénomination de somme: et la notation + remplaceront respectivement réunion
et U (voir 3-IT1I-1a)

Nous appellerons aussi ce probléme développer un produit de facteurs ; il

consiste a transformer le produit de sommes en somme de produits et a simpli-
“ine (ovte somme, en utilisant 1'associativité, la commutativité et 1'idem-
potence du produit, en supprimant les é1éments (ou monomes) multiples d'un

autre,

Ce probléme peut &tre interprété comme celul de la détermination

des couvertures minimales de n points (ou ensembles minimaux en nombre de

parties couvrant les n points) sachant qu'ils sont couverts respectivement

par les parties




7-VI~1 - 230 -

1,0, 1,
X , X s , X
2, * "2, 2
X s, X s e , X
RS % "R

Avant de, a proprement parler, développer, on peut d'abord simpli-
fier chacun des facteurs (si des lettres sont répétées), puls 1'ensemble des
facteurs, On peut aussi rechercher les symétries entre les lettres et essayer
de décomposer le produit de facteurs, c'est-a~-dire trouver un partitionnement
des facteurs qui partitionne les lettres (on utilisera pour cela l'algorithme
de 5-II-2b) ; on développera alors les facteurs de chacune des classes sépa-
rément (avec les algorithmes qui vont etre exposés), puls on développera les

quantités obtenues sans faire de réduction car elles sont inutiles.

Par exemple, pour (a + b + ¢) (d + e), les ensembles

{a, b, c} et {d, e} étant disjoints, les données immédiates
ad + bd 4+ cd + ae + be + ce

sont les couvertures minimales. Pour A = (a 4+ b + ¢)(d + e)(d + £)(e + £),

ie fait que {a, b, ¢} et {d, e, £} sont disjoints permet de développer indé-

pendamment A, = a4+ b+ c et A, = (d +e) (d+ £) (e + £) = de + df + ef,
puis AL A2 sans + :chercher & réduire :

A= (a+ b+ c) (de + df + ef)

A = ade + adf + aef + bde + bdf + bef + cde + cdf + cef
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Nous supposns dorénavant que les facteurs ont au moins deux lettres.
Les deux catégories de développement explicitéesen I-3 donnent, en
remarquant que :
- les opérations o et * sont maintenant,en termes d‘'algébre de Boole, le
produit et, en termes de théorie des ensembles, la réunion,
~ la relation d'ordre est la relation entre mondmes booléens ou la relation duale
de 1'inclusion ensembliste,
(o et % sont donc isotones), les deux groupes suivants d'algorithmes de couverture

minimale (ou/gg%ermination des monomes premiers de produits de sommes).
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VI.2. Algorithmes différentiés lexicographiques de couverture minimale.

L'application brutale du développement différentié de I-3a a

1'exemple suivant
(a+b+d)b+d+e+ f)(a+c+e)a+ £)c + d)

donve, en prenant un terme dans chacun des facteurs de toutes les facons

possibles, en utilisant 1'idempotence et en réduisant

abaac = abc

abaad = abd ;
abafc = abef

abafd = abdf....d. . __
abtac = abe-—--
abrad = abcd

abtfc = abcf-- —
abcfd = abedf—
abeac = abeewmw
abead = abde~—mfuenn ;
abefc = abeefmm
abefd = abdef g |
adaac = ace :

Au lieu d'énumérer les n~uplets et d'en déduire les produits, on
peut grouper ces deux phases en utllisant un ordre total arbitraire sur les

termes des facteurs, appelé ordre lexicographique,
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a, Algorithme lexicographique direct de couverture minimale,

M Rt vasd e e s

v s - 2 IR paeet

i e s e R T T e LS L A AT T Y

Algorithme,

On constrult toutes les sous-suites lexicographiques minimales
(ayant le minimum de lettres) contenant au moins une lettre de chaque facteur

de la facon suivante
1y
On élimine les facteurs contenant lettre introduite dans la sous—

suite lexicographique en formation ; quand 1l n'y a plus de facteurs ou plus
de possibilité d'introduction de nouvelles lettres, on constrult la sous-suite
lexicographique suivante si elle existe,

Toute suite dont 1'une des lettres n'a pas entrainé de suppression
de facteurs ou telles qu'il existe encore des facteurs a la fin de sa for-
mation (la  dernlére lettre est alors nécessairement la derniére lettre lexi-
cographique) est éliminée, Les autres, aprés réduction, sat les éléments du

développement,

Cet algorithme donne sur 1'exemple précédent
gxemple p

abe, .
8 ey

L
PP ) |
ace

acf

ad f—
bef
bdef
cdf
def




7-VI-2 - 234 -

Remarque,

On peut programmer l'algorithme précédent en numérotant les facteurs
du développement et en associant & chaque lettre les numéros des facteurs la
contenant, L'algorithme devient

On forme, dans 1'ordre lexicographique des lettres, des suites et
des suites associées de numéros de la facon suivante : quand une lettre est
introduite dans la suite en formation, les numéros associés a la lettre sont
introduits dans la suite/TaSﬁgg egn ne peut introduire de mouvelle lettre
dans la suite en formation ou de nouveaux numéros dans sa suite associée, on
constrult la suite suivante si elle existe, Toute suite dont la suite associée
n'est pas l'ensemble des numéros ou dont une lettre a été introduite sans
entralner 1l'introduction de nouveaux numéros associés est supprim ; les
autres, apres réduction, sont les éléments du développement,

Ceci donne sur 1'exemple précédent

(a+b+d)b+e+f+d)(c+a+e)da+ £)c +d)
1 2 3 4 5

b™ d” + a a4+

{

a134 b2 e L 31345 2 .5 13%}C5 2 8134 CS §2 +

a134'd25

+ b12 c35 f4 + blz dF e3 f4 - C35 d12 f4 + d125 e3 f4

Y

C" est, 2 une astuce d'écriture prés, 1l'algorithme de [KUNTZMANN 1] p. 106

pour rechercher les sous-ensembles extérieurement stables maximaux d'un era he.
¥ grap

b, Algorithme lexicographique indirect de couverture minimale.

Cet algorithme aura la propriété trés Intéressante de ne pas néces-

siter de réduction, les monbmes premiers dy développement étant obtenus une
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fois et une seule et les monomes. non premiers- étant supprimés indépendamment
des autres monOmes., Donc méme s'il est arreté en cours de route, on sera

assuré que les monomes - obtenus sont premliers et distincts.

1. Cas général.

Algorithme,

On construit, dans 1'ordre lexicographique des lettres, des suites

appelées suites interdites ou suites de lettres interdites, et les suites

nécessaires correspondantes (ou suites de lettres nécessaires, distinctes des

lettres interdites) de la facon suivante : on élimine du produit de facteurs
la lettre nouvellement introduite dans la suite interdite en formation, puis
on élimine les facteurs A une seule lettre soit xz ou contenant une telle

lettre XZ , enfin on ajoute XZ 4 la suilte nécessaire en formation,

Quand il n'existe plus de lettre pouvant &tre introduite dans la
suite interdite, on forme la suite interdite qui la suit lexicographiquement,

si elle existe, ainsi que la suite nécessaire associlée,

Le développement des facteurs est l'ensemble des suites nécessaires
telles que toute lettre n'y appartenant pas appartient a la suite interdite

correspondante, sans omission, ni répétition.

i
[ R —

Démonstration, ,

En effet, en fin de construction d'une suite interdite, les deux
cag sulvants peuvent se produire

- ou toute lettre est Interdite ou nécessaire : alors la suite
nécessaire est “tne couverture minimale + (que toute lettre Soitb
interdite ou nécessaire entraine qu'il n'y a plus de facteurs, donc que la

suite nécessalre est une couverture : si elle n'était pas minimale,
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on pourrait supprimer un de ses termes xz : c'est impossible puisqu'il existe

un facteur contenant uniquement xz et des termes interdits) et toute

couverture minimale - est ainsi obtenwy une fois et une seule (& cause de
la construction lexicographique des suites interdites englobant toute lettre

non nécessaire) ;

- ou 1l existe une lettre qul n'est ni interdite, ni nécessaire

ce cas n'est pas considéré,
Exemple,
(@a+b+d)(b+d+e+ £f)(a+c+e)a+ £f)(c + d)

Les suites nécessaires seront placées en exposant des suites interdites.:

af_ggﬁ_am__puisque b n'est ni lettre interdite, ni lettre nécessaire.

af dbc e

SO -
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c__f .

a2

e £ ..

Les couvertures minimales sont donc : def, cdf, b-f, ad, arf, ace, abc.

Remarque 1,
Pour test d'arret dans la construction d'une suite interdite, en

sus de 1'impossibilité d'aljoindreuneunouvelle lettre (qui ne soit pas une
lettre nécessaire et qui soit lexicographiquement aprés la derniére lettre
adjointe), on peut prendre la suppression de tous les facteurs du développement,
Les deux derniers alinéas de 1'algorithme deviennent alors :

Quand il n'existe plus de facteur ou quand 11 n'existe plus de lettre
pouvant &tre introdulte dans la suite interdite, on forme la suite interdite
qui la suit lexicographiquement, si elle existe, ainsi que la suite nécessaire
associée,

Le développement des facteurs est l'ensemble des sultes nécessaires
telles que toute lettre n'y appartenant pas et lexicographiquement avant la
derniére lettre de la suilte interdite correspondante appartient & cette suilte

B

interdite, sans omission, ni répéiition.

Remarque 2,

D'un  point de vue gestion de mémoires, on peut se contenter d'uti-
liser n + 3 (I-1) mémoires, si n est le  nombre de facteurs et I le
nombre de lettres (les trois tableaux de I~1 mémoires contiennent la derniére

lettre interdite, les lettres interdites et les lettres nécessaires), Pour
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écourter la recherche des facteurs contenant une seule lettre qui ne soit
pas interdite, on peut réordonner les facteurs ne contenant pas de lettres
nécessaires en ceux contenant de nouvelles lettres nécessaires placés en téte
et en ceux ne contenant toujours pas de lettres nécessaires placés en queue ;
un quatriéme tableau de I-1 mémoires est alors nécessaire, Les lettres inter-

dites ne sont pas supprimées dans les facteurs au cours des méthodes précé-

dentes,

Pour gagner du temps, on peut écrire les facteurs restants en queue
de file ; on perd ainsi évidemment de la place (cette variante est programmée
en annexe). Si les lettres interdites dans les facteurs sont supprimées, on
peut réduire les facteurs (c'est d'autant plus intéressant que les facteurs

sont nombreux vis~a-vis du nombre de lettres),.

Remargua 3.
On peut donner un autre aspect a l'algorithme lexicographique indi-

vect, en remplacant la donnée d'un facteur (b + BV) par 1 + Card I expres-
sions de la forme B%b. Ainsl (a + b + d) donnera naissance 2 abd, adb

ba? . B signifiera : si toutes les lettres de B sont interdites, alors

5

b est nécessaire, Les ensembles de la forme B (ensembles des lettres des

facteurs moins une) seront appelés paquets, On peut énoncer
sUC U...UD< EUFU...UG entratne : si e, f, ..., g sont

Interdits, alors b, ¢, ..., d sont interdits,
Cette propriété implique les trois cas particuliers sulvants :
1. BCE entrafne : si e est interdit, alors b est interdit

2, B =E entraine : e est interdit si et seulement si b est

interdit ; un monome premier du développement contenant e contient b et
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réciproquement, La lettre & par exemple peut etre supprimée dans le produit

de sommes et b remplacée par eb, (b + e) n'est pas un facteur,

L'autre sorte de symétrie est : l'existence pour 12 développement
d'un mondme premier bM , ol M ne contient pas la lettre e, entralne

tav

1'existence du mpndme premler eM, T T e e ey

PRl

Un exemple de prodult de facteurs ayant cette symétrie

est : (a+b)(atc)(b+e),

3. B=EUFU ... UG entratne : e, f, ..., g sont interdits
si et seulement si b est interdit, 8i 1'une des lettres e, f, ..., g est

nécessaire, alors b est nécessaire.

Pour un produit de facteurs 3 ensembles de letitres plutdt disjoints

et de cardinaux élevés (ou, pour etre plus rigoureux, disons que le nombre de

facteurs est inférieur au nombre de lettres), si le test d'arrét dans la
construction d'une suite interdite est 1'impossibilité dldjoindre une nouvelle
lettre ou la suppression de tovus les faéteurs, i1 est intéressant d'adjoindre
les lettres iInterdites par paquets B, C, ..., (le nombre d'adjonctions est au
plus égal au nombre de facteurs) au lieu de lettre par lettre. Si le test
d'arret dans la construction d'une suite interdite est la seule impossibilité
dadgfoindre une nouvelle lettre, les lettres qui ne sont ni nécessaires, ni in-
terdites quand 11 n'y a plus de facteurs, ne forment pas avec des lettres néces-

saires un paquet ; 1'exemple suivant le montre :

(a+x)(a +y)x+y+ 2)=xy + ax + ay + az

. - N XV a a 2
Le produli de facteurs est équivalent a : a ¥ ox , Y, Xy, Xz

' X
s y’ yz . L'inter-
diction de a entrafne la nécessité de x et y ; 11 ne reste alors plus

de facteur ; z est A afoindwe comme lettre interdite alors que ni =z ni az
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ne sont des paquets,

En utilisant les paquets selon 1'ordre décroissant du nombre de leurs lettres,
paq

on utilise les premier et deuxiéme cas particuliers cités au dessus,

Remarque 4,
Le premier monome fourni par 1'algorithme lexicographique indirect

est premier, puisque toute lettre qui n'est pas nécessaire est interdite.

Remarque 5,

[GROSSI] donne une caractérisation géométrique des sommets .caracté-
ristiques de second espdce d'une fonction booléenne croissante-

Remarque 6.

T S - .

I1 est possible de généraliser 1'algorithme lexicographique indirect
au développement de produitsde réunbnsde pavés (définis dans un produit de
treillis distributifs) , & condition de tenir compte des incompatibilités pos-
sibles entre pavés nécessaires et pavés interdits., Considérons par exemple le
cas de produits de sommes de lettres complémentées ou non en algeébre de Boole ;
sl a est une lettre nécessaire alors a' est une lettre interdite et laver-
sement ; mise & part cette Implication qui accélére la détermination des leftres
interdites, 1'algoxithme lexicographique mndbect s'applique directement avec

pour lettres les lettres complémentées et les lettres non complémentées,

2. Cas particulier d'un produit de sommes de deux lettres.

Désignons par m les lettres des facteurs contenant & qui sont

différentes[ai'glgorithme précédent se simplifie de la fagon suivante : )
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Algorithme
On forme, dans 1'ordre lexicographique des lettres, les sultes

interdites ; d&és qu'une lettre a est ajoutée 2 une suite interdite en
formation, ma est ajouté 2 la suite nécessaire en formation correspondante ;
les lettres interdites et les lettres nécessaires sont distinctes.

Quand il n'existe plus de lettre pouvant &tre introduite dans la
suite interdite, on forme la suite interdite qui la suit lexicographiquement
si elle existe, ainsi que la suite nécessaire associée,.

Le développement des facteurs de deux termes est, sans omission, ni
répétition, 1'ensemble des sultes nécessaires telles que toute lettre n'y ap~

partenant pas appartient a la suite interdite correspondante.

C'est 1'algorithme utilisé dans [ARSAC] p. 103, [KUNTZMANN 3] p. 103 bis
pour la détermination des ensembles intérieurement stables maximaux qui sont

les suites interdites du développement de 'r\'(x1 + xk) (volr VI-4).

-

Un programme correspondant a cet algorithme est en annexe. Sa vitesse
varie avec 1'ordre des ‘lettres’ adopté ; on constate qu'il est beaucoup plﬁs
rapide quand les lettres~ (a) sont ordonnées suivant l'ordre décroissant du
nombre de lettres des ensembles (ma) associés (des résultats précis sont en
annexe). [CHATELIN] fournit pour les "lettres: un ordre légérement différent
et justifie théoriquement son efficacité,

c¢. Remarques,

1. Considérons l'dgorithme lexicographique suivant, ressemblant
au précédent mais tel que toute lettré non interdite 1exicographiquemen£ avant
une lettre interdite est supposée nécessaire : on élimine du produit de fac-
teurs la lettre nouvellement introduite dans la suite interdite en formation,

puis on élimine les facteurs 3 une seule lettre solt xz ou contenant une
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telle lettre Xg , et on ajoute xz a la suite nécessaire en formation ; on
ajoute aussi 2 la suite nécessaire en formation les lettres non introduites
dans la suite interdite en formation et on élimine les facteurs les contenant,
mais s'il n'y a pas d'élimination de facteur, on supprime les suites en for-
mation et on passe aux suivantes, Quand il n'existe plus de facteurs, on forme
la suite interdite qui = suit lexicographiquement si elle existe ainsi que

la suite nécessaire associée, Le développement des facteurs est 1'ensemble
réduit déé suites nécessaires obtenues,

L'exemple précédent devient
gxemple

af bch + af pd ¢ 4 [oPT L8 fbe ablcd + ¥p%aef +3%as® L300 4 [ab d | abe

Cet algorithme est équivalent a 1'algorithme direct de couverture
minimale avec pour les lettres 1'ordre inverse de 1'ordre lexicographique,

mais 11 n'est pas le méme.

2. Efficacité comparée des algorithmes lexicographiques

L'algorithme différentié brut est trop combinatoire pour &tre rapide.
L’élgorithme lexicographique indirect est sans doute plus rapide
quéii'algorithme lexicographique direct,
| fﬁﬁénd les facteurs ont de nombreuses lettres et quand ils sont peu
nombreux par rapport au nombre de lettres, 1'algorithme lexicographique direct
et la variante indirecte indiquée’ dans la: remarque 3 permettent une élimina--
‘tion rapide de ces facteurs ; au contraire, quand ils ont peu de lettres et .quand

ils sont nombreux par rapport au nombre de lettres, leur &limination est rapide
au cours des algorithmes lexicographiques indirects.

VI.3. Algorithmes pfogressifs de couverture minimale,

On développe certains facteurs, puis d'autres ... En particuiier :
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a. On peut développer les deux premiers facteurs, puls le résultat

avec le troisigme, puis le résultat avec le quatriéme, ...[BENZAKEN 1] p. 116.

b, On peut développer les facteurs comtenant a (soit différentiel-
lement, soit progressivement), puis les facteurs contepant b (et ne contenant
pas a),..., enfin développer les quantités ainsi calculées ( le cas particulier
des facteurs & deux termes est ainsi traité dans [BENZAKEN 1] p., 133 de maniére

approfondie),

¢, Mais on peut aussi développer les facteurs contepant uniquement
a et b, puls les facteurs contenant a, b et c (mais ne contenant pas uni-
quement a et b),..,, enfin développer les quantités ainsi calculées ; c'est
en fait le processus précédent aprés inversion de l'ordre des’ lettres et de
1'ordre des facteurs pour le deuxieme développement ; étudions en détail le

cas du produit de facteurs de deux termes,

En adoptant les notations de [BENZAKEN 1] p. 133, une étape inter-
médiaire consiste a développer le produit

g(a+tm)

oli g est une somme de mondmes réduits ne contenant pas la lettre a (les
types I et II de mondmes de g n'existent donc pas ; par contre le type LII
ou mondmes de g multiples de m et le type IV ou mondmes de g multiples
ni de a ni de m existent). Donnons la méthode suivante de développement
mettant 3 part non seulement les mondomes de g multiples de m mais d'abord

ceux qui sont diviseurs de m :
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Algorithme. !

1. On recherche dans g rangé en file un mondme diviseur de m
(le premier de la file) ; s'il existe

% et s'il est égal 3 m, on 1'échange avec le dernier mondme de

la file ; la classe IV est alors l'ensemble des monomes de la
file, le dernier excepté, on passe en 4 ;
% et s'il est différent de m, on adjoint m en queue de file ; la

classe IV est 1'ensemble des monomes de la file, ce monodme adjoint

excepté ; on passe en 4 ;

2, On recherche les mondmes multiples de m ; s'ilgexistent, ils
sont extraits et adjointsen bout de file (ils constituent la classe III) ; les
mondmes restants constituent la classe TV 3

3. Les mondmes de la classe IV sont multipliés par m et adjoints
en queue de liste s'ils ne sont pas multiples des monOmes de classe III H

1'ensemble de ces mondmes adjointsest réduit ;

4. Les mondmes de la classe IV sont multipliés par a

Remarque 1,

L'algorithme est tres rapide dans le cas of g a un mondme diviseur
de m , puisqu'on évite alors les étapes 2 et sﬁrtout 3 qui est longue, On
peut accroftre 1'utilité de 1'étape 1 en ordonnant les lettres a suivant
B cardinalité croissante des mondomes m, qui leur sont attachés (ou, de facon
équivalente, suivant 1'ordre croissant des degrés des sommets des sous-graphes
correspondants) ; cependant, dans le cas le plus défavorable, cette étape
demande autant de comparaisons que de mondmes dans g pour aucun résultat ;

elle peut donc etre supprimée,
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Remarque 2.

g étant le résultat du développement d‘une certaine somme h de

mondmes (ne conterant ni a ni b) par b + p (ot p ne contient ni a ni b)
g = h( + p),

si m contient la lettre b, on peut ainsi simplifier 1'étape 2 de 1'algo-
rithme : or recherche les monomes multiples de m parmi les seuls mondOmes
obtenus dans 1'itération précédente par multiplication par b.

Pour utiliser au maximum cette remarque, les lettres seront ordonnées
de facon a former une couverture minimale de chemins élémentaires (et si pos-
sible un chemin hamiltonien) du graphe associé au produit de facteurs. S1 m

ne contient pas b, c'est 1'étape 1 qu'il est possible de simplifier.

d. Remarque,

Les algorithmes progressifs se généralisent immédiatement aux expres-
sions quelconques de sommes et de produits (produit de sommes de produits,

somme de produit de sommes, ...)

e. Comparaison des algorithmes lexicographiques et des algorithmes

progressifs.

2. D'un point de vue place en mémoire, les algorthmes progressifs

ont 1'intéret de ne pas nécessiter le traitement simultané de tous les facteurs ;

ils ont 1'inconvénient de pouvoir faire apparaitre de nombreux mondmes inter-

médiaires, C'est 1'inverse pour les algorithmes progressifs.

1. Contrairement aux algorithmes progressifs, les algorithmes lexi-
cographiques ont 1'intéret de fournir en cours de fonctionnement des mondmes
premiers (c'est certain pour l'algorithme lexicographique indirect) ou presque

premiers,
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3. D'un point de vue rapidité, quand les facteurs ont peu de lettres
et quand ils sont nombreux par rapport au nombre de lettres, l'algorithme lexi-
cographique indirect est plus rapide que 1'algorithme progressif, Dans le cas
particulier de produits de sommes de deux lettres et avec la terminologie de
V-3b (2 chacune des sommes de deux lettres correspondentdaux 1 de la matrice M
dont les lignes et colonnes sont caractérisées par cesdeux. lettreg), 1'algorithme
progressif est meilleur pour les matrices creuses (avec peu de 1), 1'algorithme

lexicographique indirect est meilleur pour les matrices pleines,

4. Pour rechercher les seules couvertures de cardinal minimal
(c'est-a~dire les couvertures dont le nombre de termes est minimal), on dé-
laisse évidemment toute suite de termes de cardinal supérieur (ou égal si une
seule couverture de cardinal minimal est recherchée) au plus petit cardinal
des couvertures déja trouvées [BENZAKEN 1]. Il est alors intéressant de pana-
cher les algorithmes lexicographique indirect/gfgéressif » le premier ser-
vant a déterminer une valeur trés proche du cardinal winimal, le deuxieme

déterminant les couvertures de cardinal minimal.

VI.4, Applications des algorithmes de couverture minimale.

Les algorithmes de couvertures minimale ont été 1°objet de nombreuses
études et ont de nombreuses applications ; en particulier, ils permettent de

déterminer

-~ la fonction duale, la fonction complément et 1'ensemble des mondmes
premiers d'une fonction booléenne ; -

~ les bases premidres irredondantes d'une fonction booléenne, en déve-

ieppant les couvertures de mondomes premiers de chaque point ou par la méthode

des consensus [KUNTZMANN 2] p. 122 - 126 ;
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- les ensembles extérieuremerit stables (ou sous-ensembles de sommets

contenant tout sommet ou 1'un de ses successeurs immédiats) mirimaux d'un

graphe orienté [MAGHOUT] : ils sont le produit du développement de

II (xi + ¥~ sommetssuccesseurs immédiats de xi) @D
X,
i

olt {xi} est 1'ensemble des sommets du graphe ;

- les ensembles fortement stables (ou sous-ensembles de sommets

tels que deux sommets ne soient jamais adjacents, c'est-a-dire tels que deux
sommets ne peuvent pas appartenir 2 une méme aréte [BERGE 2]) maximaux d'un

hypergraphe ; on recherche leurs compléments par rapport a 1l'ensemble des

sommets de 1l'hypergraphe en développant :

* z 17 sommets de Ei différents de Xy s'il en existe,
E xieEj sinon 1

oty {Ej} est l'ensemble des aretes de l'hypergraphe et {xi} son ensemble

pour tous/ggﬁgles (xi, xk) de sommets de chaque aréte de 1'hypergraphe.

On recherche donc les ensembles fortenent stables maximaux en déve-

loppant

n ( xi + xi)

pour tous les couples (xi, xk) de sommets de chaque aréte de 1'hypergraphe,

1

i x! et Xy désigneyt 1ag sommets de 1'hypergraphe excepté respectivemant

W

v
i
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x, et x . N - le plus petit commun diviseur ou 1l'intersection en-
sembliste.

- les cliques (ou sous-ensembles de sommets deux a deux adjacents)
‘maximales d'un hypergraphe, probléme identique au précédent ; une approche
géométrique de la recherche des cliques et ensembles fortement stables a été

donnée en V-3b,

-~ Les ensembles stables (ou sous-ensembles de sommets ne contenant

aucune aréte non réduite a un point [BERGE 2])maximaux d'un hypergraphe ; on
recherche leurs compléments par rapport 3 1l'ensemble dessommets ou sous-
ensembles de sommets contenant au moins un sommet de chaque arate non réduite

a un point, en développant ¢

7 hX sommets de Ej

Ej de caydinal > 1°

-~ le nombre chromatique fort d'un Hypergraphe ou le plus petit nombre

de couleurs tel que toute arate ait tous ses sommets de couleur différente
[BERGE 2] ; étant donné que c'est aussi le pombre minimal d'ensembles fortement
stables couvrant 1'ensemble des sommets de 1'hypergraphe, il s'obtient a partir
des ensembles fortement stables maximaux en appliquant une fois un algorithme
de couvertures minimales et donc a partir de 1'hypergraphe méme en appliquant

deux feis un tel algorithme ;

- le nombre chromatique d'un hyper graphe ou le plus petit nombre de
couleurs tel qu'aucune arete non réduite 3 un point n'ait tous ses sommets de
ia méme couleur [BERGE 2] ; c'est encore le nombre minimal d'ensembles stables
couvrant 1'ensemble dessommets ; il s'obtient donc a partir des ensembles -

stables par un algorithme de couvertures minimales ;
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- la classe chromatique d'un hypergraphe ou le nombre chromatique

de 1'hypergraphe dont les sommets sont les ar2tes du graphe initial et dont
deux sommets sont adjacents si les aretes dont ils sont les images sont adja-

centes ; la classe chromatique. forte d'un hypergraphe ou le nombre chromatique

fort de 1'hypergraphe associé ;

- les couplages (ou sous-ensembles dtarates tels que deux arétes

ne solent jamais adjacentes) maximaux d'un hypergraphe : on recherche leurs

complémentsg par rapport a l'ensemble des ar2tes en développant
% T z T arétes contenant x_, et différentes de E,
x, E,=2x, T . ul ]
i 3 i s'il en existe, sinon 1

£ ou T (%~+ Ek)

pour tous les couples (Ei’ Ek) d'arates adjacentes de

1'hypergraphe.

On recherche  donc les couplages maximaux en développant

n ( E‘J + Ei{)

pour tous les couples (Ej, Ek) d'arétes adjacentes de 1'hypergraphe ;

Ei et E£ désignent les arétes dé 1'hypergraphé -excepté respectivement

- les supports (ou sous-ensembles de sommets tels que toute aréte
de 11hypefgraphe a au moins un sommet dans le support) minimaux d'un hyper-

graphe, en développant

=3

¥ sommets de Ej
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~ les couvertures ou recouvrements (ou sous-ensembles d'arétes qui

couvrent tous les sommets) minimaux d'um hypergraphe, en développait

m Y arétes contenant x,
Xy i

sous-réseaux déconnectés) maximaux d'un graphe [MAGHOUT], [BENZAKEN] puisque

ce sont des ensembles stables et fortement stables selon la terminologie des
hypergraphes ; les noyaux (ou ensembles stables intérieurement et extérieu-
rement) maximaux puisque ce sont les ensembles intérieurement stables maximaux

[BERGE 1] contenant au moins une lettre de chacun des facteurs de (1) ;

Citons aussi [LEMPEL, CEDERBAUM] oii est appliqué un algorithme de
couverture pour déterminer les sous-ensembles d'arcs et de sommets d'un graphe

qui, supprimés, laissent le graphe résultant sans circuit.
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