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L'étude des homomorphismes de relations (en partiéulier les récur-
rences finies) et d'algdbres séqﬁentielles, nous a amenés i nous. intéresser
aux treillis. En effet, ces homomorphismes forment des treillis dont 1la
connaissance est trds utile dans la pratique. Par exemple, pour la décom-
position des machines séquentielles. Ces treillis ont en général des
propriétés algébriques assez faibles, en ce sens qu'ils sont en général
ni distributifs, ni méme modulaires.

Nous avons alors cherché 3 étudier ces treillis en nous attachant
plus a leur caractére d'ensemble ordonné.

Une voie d'étude, qui semble avoir été fructueuse, a été d'étudier
la propriété suivante :

"Un thelllis possede La propriet? o s'iL est & Longueur de chaines
et 44 cette Longueur est gale au nombre des Bldments U-imndduc-
tibles du tredillis, ceux-ci 8tant tous atomiques".

Puis, nous avons affaibli progressivement cette propriété.
Un peu comme on procéde classiquement : partant des treillis distributifs
complémentés, on affaiblit progressivement leurs propriétés.

Cette propri€té o est trés lie 3 la notion d'extension que nous
développons au chapitre premier.

Dans le chapitre 2, nous étudions 1'immersion de treillis dans des
treillis booléens attachant ainsi une fonction booldenne aux treillis
immergés. Pour certaines propriétés et suivant 1'immersion, la fonction

booléenne peut-&tre caractéristique du treillis auquel elle est attachée.




- II -

Dans l1le chapitre 3, nous nous intéressons a des questions relatives
a la modularité ou la seminmodularité En effet, quand on étudie les treil-
1is du point de wue algébrique, certains types de treillis paralssent assez
en marge. Le méme phénoméne se produ1t dans notre démarche et, ce sont alors
les treillis modulaires qui paraissent en marge des autres, du point de vue
de la notion d'extension. Toutefois, nous montrons au cours de ce chapitre,
que les treillis modulaires ont une structure d'ensembles ordonnés, en
strates, assez analogues 3 celui des treillis obtenus par extensions suc-
cessives.

Au chapitre 4, nous étudions de facon assez exhaﬁstive, les treillis
o et oq-affaiblis, c'est-d~dire ceux possédant la propriété a , forte ou
affaiblie. I1 s'avére qu'un moyen efficace de reconnaitre un tel treillis
est de considérer la fonction booléemme attachée au treillis dual.

Au chapitre 5, nous abordons, ‘assez brizvement, les questlons de
planarité dans les treillis. C'est um probléme assez intéressant pour
certaines questions pratiques.

Aux chapitres 6 et 7, nous étudions certaines propriétés sur les
relations binaires et des treillis qui leur sont attachés. Nous définis-
sons également la notion d'homomorphisme de relation. En effet, nous
avions commencé 4 nous intéresser aux systémes séquentiels et ces systémes
se définissent soit en termes de relation binaire, soit en termes d'algébre
séquentielle. I1 nous a paru utile de définir, pour des relations binaires
(puis, n-aires) un= notion permettant des développements assez paralléles
a4 ceux auxquels on est conduit par la notion d'homomorphisme du point de
vie algébrique.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous rassemblons quelques résultats
qui se rattachent plut6t a la théorie des graphes mais que nous avions
€t incités i aborder au cours de 1'étude des relations. C'est aussi 1'oc-
cation de présenter une classe assez riche de treillis a.




CHAPITRE - I

EXTENSTON D'UN ENSEMBLE ORDONNE - DEFINITION

Nous dirons qu'un ensemble ordonné En*l est obtenu par extension 3

partir de l'ensemble ordonné En si En+1 est ug sous—ensemble de En x {0,1 ; O< 1} :
By % 0} S By CF, x 0,1

(par {0,1} et dans toute la suite, nous entendons {0,1 ; 0 < 1})

et En sera dit ensemble initial de 1'extension.

Remarque : Dualement, si B x {1} < E 1 E;En x {0,1}nous dirons que E 1

est obtenu par contre-extension.

Support de 1'extention - Définition

Nous appelons Aupporf la partie :
S(Epep) = 1,0 5 x ¢ B, 4(x,1) €E )
Nous dirons des &léments de S(En+1) » qu'ils "participent & 1'extension"..

Partie étendue -~ Définition

Nous appelons ainsi la partie :

EE,) = {1 ;x€e B} =E ,-E x {0}




Eléments homologues ~ Définition

Deux &léments sont dits "homologues", s'ils sont de la forme : 1l'un (a,0)

et 1'autre (a,l).

Les éléments de(f(En+1) E!S(En+13 sont deux 3 deux homologues, tandis que
- 292 e ; “ 1
les éléments de (En+1 L E_(En+1) EfS(En+l)J) n'ont pas d'homologue .

Soit X un &lément, on notera X son homologue (quand celui-ci existe).
g1 tout élément de H posséde un homologue, on notera H® 1'ensemble de ces homo-

logues.

Soit a e B, x {0}, a de la forme (a',0) et
b, b <a => b de la forme (b',0), b’ <a'

=>b & E x {0}, donc :
a€E x {0}, b<a=>Db €K x {0}

Suivant une terminologie répandue, nous dirons aussi que En‘x {0} est une partie

héréditaire de En+1'

Extension avec minimum

On dira que l'extension est avec minimum si son support posséde un minimum.

EXTENSION ET CONDITION DE CHAINE

Comme la condition de chaine de JORDAN-DEDEKIND reviendra par la suite, indi-
quons que lorsqu'un ensemble ordonné satisfait cette condition, nous dirons qu'il
"possdde la propriété de JORDAN-DEDEKIND". D'un treillis qui possdde cette proprié-

+é, nous dirons bridvement que c'est un "Treillis de JORDAN-DEDEKIND".




Extension caténaire - Définition e

Une extension sera dite caténaire si toute chalne maximale du support est

maximale dans l'ensemble initial.

THEOREME

Une extension consernve La proprieté de JORDAN-DEDEKIND 44 et seulement si
elle est caténaine. '

Preuve ¢ La condition est suffisante.

Soit E un ensemble ordonné obtenu par extension d partir de l'ensemble

n+1
E, possédant la propriété.

Soit x > y, {x,y} Q;En_l_l . Trois cas sont d considérer
1 - X, y}<E, 6 x {0}, alors toutes les chaines maximales entre X et y sont de

méme longueur pulsque En poss&de la propriété et que tout élément d'une

chaine entre X et y appartient 4 E X {01.

2 - XE€ E(En+l) ety € E x {0}

Une chaine maximale entre X et y, est de la forme

X = 8, 815e.,a 12--+8, = Y avec

g, aps... ,ap} &« (& )

{ap+l,... sapt < B < {0}

Va;, i € 0,1,...,p}, 14, aj € B, x 0O}, a] {a




~ x x x x .
et la chalne X = a,, al,a..,ap est maximale dans En x {0}. La longueur de la

chaine considérée, entre X et y, est égale a celle de la chaine

*x *x x *x x - P PY
X = ao, al, a2’°"’ap’ ap+1"‘°’an =y, augmentée de 1 (la longueur de la chaine

X,X )

: ~ . X A 5
Comme dans En x {0} , les chalnes maximales entre X et Yy ont méme lon-
gueur, il en résulte que les chalnes maximales entre X et y ont toute la méme

longueur.
3 - x,y}< €(B )
Une chaine maximale entre X et y est de la forme
X =ag, al, az,...,an =vyet

° ° o 2 -1 X x i
vi, i € {1,2,...,n} => a;€ E(B ) 9jai, a; € B x {0}

et, comme l'extension est caténaire, la chalne xX = ai, aT, a§,...,a§ =y est
maximale dans Ej x {0} . Ainsi la longueur d'une chalne entre X et y est égale a
la longueur de la chalne des homologues dans En x {0} et comme dans ce dernier
ensemble toutes les chalnes entre Xt et yx sont de méme longueur, il en est de

méme entre X et y.

La condition est nécessaire

On suppose donc que En+1 et En possédent la propriété de JORDAN-DEDEKIND.
soit. &,yl& E(E 1), x>y
. *x *x
Soit X et y les homclogues de X et y.

e E=3:

3




Soit & la longueur des chaines entre X et yx. La longueur d'une chaflne

entre X et y}E est donc 2+l et la longueur d'une chaine entre X et y est £, une

telle chaine est donc 1l'homologue d'une chailne maximale dans S(En+1)et, par suite,

l'extension est caténaire.

Autres propriétés relativement 4 d'autres conditions

I -

II-

ITI-

Bn+1 est sous-ensemble d chaines maximales de En x {0,1} si et seulement
l'extension est caténaire (c'est-d-dire, rappelons le, que S(Bn+1) est

sous-ensemble d chaines maximales de En x {0}).

. N . : s
En+l est convexe dans En x {0,1} si et seulement si S(En+1) est conyexe

dans En x {0}.

Un ensemble obtenu par extension d partir d'un ensemble satisfaisant

- la condition de chaine ascendante finie.

- la condition de chaine descendante finie

- la condition de longueur finie (c'est-a-dire, dont toutes les chatnes sont

de. longueur finie et bornée par un nombre fixé)

satisfait lui-méme (respectivement) ces conditions, qui sont évidemment

nécessaires.

Nature de 1'ensemble initial pour un treillis obtenu par extension

Soit le treillis T obtenu par extension & partir de 1'ensemble initial B :

Ex {0} ¢TcE x 0,1} i

E x {0} étant partie héréditaire de T est fermé poupr\ .
Par ailleurs, soit (a,0) € E x {0let (b,0) « E x{}
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Supposons (a,0) u(b,O) = (c,1) € gTEn+1) S

1,0, €0 (c,1)

or

(c,1) = (a,0) ,(b,0) =>c >aetc >b=>

(c,0)

{v

(a,0) et (c,0) > (b,0)

et par suite (¢;1) n'est pas la borne supérieure de (a,0) et (b,0) ;

celle-ci appartient donc & E x {0} etE est donc un treillis. D'ou :
THEOREME

SL T est un tnelllis, obtenu par extension & parntin d'un ensemble origine E,
ce desnlen est Lui-meme un theilllis, sous-trelllis convexe de T.

Corollaire

i T est distributif ou modulaire ou U-semi-modulaire ou /\-semi-modulaire,

le treillis initial l'est également.

THEOREME

Un treillis T .1, obtenu par extension & partin du treiblis T, est' complet
84 et seulement s4 T est complet. ’

Preuve :
Si Tn+1 est complet, Tn et toute partie de Tn’ comme parties de Tn+1,
poss&dent une borne supérieure. Tn est donc complet.
Si Tn est cowplet, Max(Tn x {0} ¢ S(Thﬁl) car, sinon, ¥X¢ 8(Tn+1),
X g)max(Tn x {0}) n'existerait pas. Par suite Tn+l posséde un maximum :
. : %x
(mawc(Tn x {01))".
Montrons maintenant que Tn+1 est un N-demi-treillis complet.

Soit B E&Th&l'




1 - Supposons E & &(Tn+l)
Cons idérons Exa¢,S(In

une borne inférieure Inf(Ex). Si Inf(Ex) & S(Tn+l), alors E possd&de une

borne inférieure : (Inf(Ex))x. Si Inf(Ex) £ sS(D), Inf(Ex) est un minorant

maximal de E, et puisque E appartient 3 un treillis, il ne peut y en avoir

+1). EX appartient au treillis initial, donc possdde

d'autre, et Inf(Ex) est borne inférieure de E.
2 - Supposons E de la forme E = F &,G, Fc £(In+l’ G T, x {0},

D'aprés ce qui précéde, F (F # @ bien sir) posséde une borne inférieure m, -

Sim= 6(Tn+l) , considérons'{mx}}g G :4appartenant a T, X {0} , complet,

ce sous-ensemble posséde une borne inférieure, elle-méme borne inférieure

de E. si m é.;(Tn+l],on considére alors {m} ¢/ G dont la borne inférieupe

dans Tn x {0} est la borne inférieure de E.

Par suite In+l est un “t-demi-treillis complet possédant un &lément univep-

sel : c'est donc un treillis complet.

EXTENSION "TATTICIELLE'" D'UN TREILLIS

Dans le cas ol l'ensemble origine, Tn, est un treillis, nous appelons
"latticielle" une extension qui conserve la structure de treillis ; c'est-3-
dire que l'ensemble obtenu, In+l’ est lui aussi un treillis (mais T

n
pas obligatoirement un sous-treillis de Tn x {0,1} . Le théoréme suivant carac-

t
+1 n'est

térise une telle extension. Nous &tudierons ensuite les extensions présepvvant
la distributivité, la modularité, 1'r) et 1! Utsemi-modularité, la comp 1émen-

tarité.
THEOREME .

Une extension est Latticielle 54 et seulement A4, T, etant Le treillis

Anltial et Tn+1 L'ensemble obtenu :




1) ¥ x,yr< S(T ), alors : S
[S(T,,1) @ Minor ({x,y}) #@ => X~ ye S(Tn+1)]
2) ¥ {x,y}a T, x {0}, alors :
S(Tn+1) /M Major (&x,vyD
est non vide et posséde un minimum.
I - Montrons que la condition est suffisante :
¥ {a,b} de Tn+l’ a n b existe-t-il ? Eliminons le cas ol a et b sont compara-

bles ; il y a 3 cas & considérer :

1- fa,bre T, x {0}, alors T, x {0} étant un treillis et partie héréditaire

T 412 @ A b, dans T ,q> existe : c'est a nb dans T x {0}.

2 - a€ &“(Tnﬂ), beT, x {0},
a est de la forme (a,1) => 4 (a, 0)
b est de la forme (B, O)

an b < (ayB,0) qui existe effectivement dans T, x {0}.

3 - {a,bl ¢ 8(Tn+l), sofent a* et b" les homologues de d et b:

@b < S(T ) & T, x 0.

Minor ( {a,b}) = Minor( &25,6%D => -

anb=a"nb

de




» NPT S SOUE S S
3-2 - S(Tn+1) Y Minor({a™,b™}) 3 a~ n b —»

&bt e s ) =

%A B5%e Minor({a,b})

Il reste a montrer que, dans Minor ({a,b}), (axfx'bx)x est maximal et unique

maximal :

Soit z, z # .(ax{,\ bx)x’ Z maximal dansMinor ({a,b}) :

] | x L% .
si zeT x {0} =z i_ax(\ b =z < (@ b )x=>vz non maximal

si z ¢ €(Tn+1) = 2~ & Minor'({ax';bx}) => 7* < axf\ bE =

: XX .
Z < (axfw b™)™ => z non maximal
. - X x,\ X . . . . :
et finalement (a”,y b™)" est donc maximal et unique maximal dans Minor({a,b}).

Pour le cas ou S(Tn+l) ne compterait qu'un élément, soit X ce dernier,
Vi{a,b}, a # x, b # X, a /b existe et appartient 3 T, x {0}.
Sia=x, ¥b, xb = xx/w b qui existe bien : X e T, x {0}

Ainsi Tn+1 est un demi-treillis inférieur. (Mais Th+l n'est sous-demi-
treillis inférieur de T, * {0,1} que si ¥i{x,y}c S(Tn+1) => S(Tn+l) £ Minor({x,yD# @)

Montrons maintenant que pour tout couple‘{a,b } de T

n+l il existe une borne .

supér ieure.

1) si {a,b} < T, x {0}, a et b .ont un majorant commun minimal : leur borne

supérieure dans T, x {O}.

2) si {a,bl¢ E(T, 1)
Major({a,b}) = -[S(Tnﬂ) QMajor({'ax,bx})',T}t
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3) siag ‘-%:(Tnﬂ) et b Tn x {0}
a€&(T,) => {a*, a¥e T x {0}
Major({a,b}) = [S(T_,;) O Major({a",b})]*

et pour 2) et 3) Major({a,b}) possdde un minimum en vertu de la seconde hypothése

du théoreme.
II - Montrons que la condition est nécessaire :
1) soit {a,b} € S(T 4]
=> }{*,b"} < &(T ), par suite
. ’ = n+t1’/° P
. x X . X X :
ou bien 2"y b€ g(Tn+1)’ ou biena N b g Tn x {0}.

I-1) Supposons axn bre & (Tn+1)' Par suife @ 3(ax(\ bx)}E & S(Tn+1)

ot a¥n b <2 = @ A BT < fa

pX 5b

NENN VTN

(@A b = Max[S(T,,;) O Minor (a,b)]

Supposons (a® o bY) # anb

(donc (a3E Y bx)}E <anb)

mais alors (axn bx) U (a n b) n'existe pas car a® et b* sont 2 majorants

minimaux de ax,c\ bt et a A b, ce qui ne peut &tre dans un treillis, donc
X KK XX % _

@ b)) =anbeta b =(anb)’, donc anbe S(Tn+l).
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1-2)  atn BN & E(T ) =

Minor'({ax,bx}) Qg(Tn,,l) =0 =
:Minor'({ax,b})fl S(T ) = 0

Donc, finalement :

¥ {a,b} = S(Tn+1) :

ou

Minor({a,b}) & S(Tn+1) =0

ou bien

Minor({a,b}) & S(Tn+1) 2 anb

2) Considérons {a,b ; a <b}c T, x {0}, a € S(Tn+1)

Soit B & S(Tn+l)(3 Major(b) si B est wide ou sans minimum, a® b n'existe

J
pas. Par contre si B posséde un miminum :

a® , b = Min(B%) =:Min(B))*

Remarque : treillis complet

La seconde partie de la condition, exprimée dans le théoréme précédent,

est & remplacer par :

21) Max(T, x {0}) € S(T, )

TREILLIS OBTENUS PAR EXTENSIONS SUCCESSIVES

Nous nous intéressons ici aux treillis (finis, d'ailleurs) obtenus par des

extensions successives, la premidre portant sur le treillis 3 un seul élément.
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THEOREME

Les trelllis §inis obtenus par extensions succedsives, chaque §oLs avec
minimum & parntin du treilllis a un seul elément, sont Les trelllis dont La
Longuewr est dgale au nombre de Leurns Elements U-iuvdductibles.

Preuve : Soit un treillis obtenu par extensions successives, chaque fois avec
minimum, 3 partir du treillis TO 3 un seul élément. A chaque extension, la lon-
gueur augmente de 1 de méme que le nombre des U-iprréductibles, puisqu'on rajoute
un et un seul < -irréductible : le minimum de l'extension et que les tJ-irréducti-

bles initiaux prestent -irréductibles.

Inversement, considérons un treillis Tn dont la longueur 2(Tn) est exac=

tement égale au nombre n de ses é&léments U~-irréductibles.
gT) =n=> 3T 4, (T ;) =n-l
Max(Tn_l) <4 Max(Tn)

et Tn_1 contient exactement (n-1) -irréductibles car, il ne peut en avoir moins,
étant de longueur n-1 ; il ne peut en avoir plus car Max(Tn) majore au moins

un U-irréductible, g , non majoré par Max(T _1).

Soit alors X2 g, X [ T 10 X # g,

X couvre un élément de In—l , en effet, X étant L-expressible est de la forme
x = A g, A, union d' U-irréductibles autres que g , appartient a Tn—l et X A,
Par ailleurs, X ne couvre qu'un élément dans Tn-l , car, si X en couvrait deux,
ces deux éléments auraient deux majorants minimaux : leur borne supérieure dans
T,.1 et X Ainsi Tn-T -] peut 8tre considérée comme la partie étendue d'une ex-

n n

tension faisant passer de Tn—l a Tn’ extension avec élément minimum qui est jus-

tement gn:
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CONSERVATION DE LA SEMI-MODULARITE LORS D'UNE EXTENSION

Suivant qu'il s'agit 4' U-semi-modulairté ou d' N-semi-modularité, les con-

ditions requises ne sont pas les mémes d'ol les deux théordmes suivants :
THEOREME

Une extension Latticielle conserve L' A-semi-modularitsd s4 et seulement 54
Ztout intervalle participant & L'extension est convexe.

Preuve : La condition est suffisante :

Il faut montrer que V¥ {a,b} s Tn+1,
a a

L a(’\b=> { a.ub
b’ b

Préliminairement, remarquons que 1'hypothdse du théordme équivaut a :

¥x, x ¢ S(Tn+1) B

¥y, y >x

ye T, x {0}
en effet, l'extension étant latticielle :
Major ({x,y}) ~ S(T_ ;) # @ =
dee ST, = e} ¢S(T,) =>ye STy

Nous considérons les 3 cas possibles pour {a,b} :




1)

2)

3)
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{a,b}c T, x {0} = {an b, a _blc T x {0}

a
=> 3 a b puisque T estN-semi-modulaire.

fa,b} e &(T )

a
é. anb=>a,bec 8(Tn+1) : en effet, a o b ne peut appartenir a
b

T, x {0} puisqu'un &lément de T, x {0} n'est couvert que par un é&lément
au plus de €(Tn+1).

R X x . ére ‘y s . .
anbe¢ g;(Tn+l) = a ~ b« S(Tn+1) (1 condition nécessaire pour une

extension latticielle)

x x

=> a,xu b € S(Tn+1)

w/ —
or x
a a
b e x {0} =>at  bE >a b .
b b
ac £(T)
be T, x {0}

be T, x{0} =>anbeT x{0}

anb & Tn X {O}
=>a=(anb)*=> a,bes(T,)
a %a/\b
' =>. b & S(Tn+1)
b>anb
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* * a * S a
Considérons alors b™ : b %_ >t =a_b et a_bs
b

Ains1 Tn+1est M -semi-modulaire.
La condition est nécessaire :
Soit a € S(Tn+l)

Supposons X, X a, X€ T, x {0}, x ¢ S(Tn+l)

. x
o a=xﬂa,carx}a,axé~a
3
\r‘ - X a
v \ x Or : . fanx #> X wa } , donc Tn+
X \\ a X

pas M-semi-modulaire, ce qui est contraire 3

1 n'est

a
X 1l'hypothése d' ) -semi-modularité de Tn+l’
done x € S(T, ;)

Remarque : Si 1l'extension possdde un minimum, alors le support est un sous-treillis

convexe.,
THEOREME
Une extension consenve L' U-semi-modularnits s4 et seulement 54 L'ensemble

suppornt est un sous~N-deml-thelllis (du trhelllis initial), dont toute
chaine est maximale.

Preuve : La condition est suffisante: il faut montrer que
. a a
¥a,bl ¢ T, = [aube = Yanbl.
b b
Considérons les 3 cas possibles pour {a,b} : -

1- {abr¢gT xipt =>{anb,a blcT x 0} =

a
> a ~b puisque T, est N-semi-modulaire.

s
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{a,b} ¢ £(T )

~a
aub &
b
une chaine ((a o b')'x,ax)
est maximale dans S(T +1)

de méme la chaine } => (a b) }“

(@ o B*,p5

x
a

*x .
a

%— ar /‘\b

T, x {0} U-semi-modulaire

|

S(Tn+l) fermé pour ™/

a
x x x
b )
L@, Y =and

a
anb

A %b
ag (T, ), beT) x{0}:

ae £(T 1) =>awbé £(T )

a b€ g(T ) l
be T, x{0} p  a_b=b"

a,be¢b J
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a_b=b }
, =

bx}a
a_bha j

b}E s a=bék a3E donc finalement

* b
a =anbetaf‘b-<

a

La cond it ion est nécessaire :

En excluant le cas évident ol {a,b}¢ T, x {0}, il y a deux cas i considérer :

1 -

a
Soit {a,b} ¢ E;(Tn+1), a et b incomparables, a., b &~ .

{
\%

a
banboanbeE,,) -

Minor ( @&,b}) 0 S(T_, 1) # ¢

1l
Vv

Donc S(Tn+l) est un sous-N-demi-treillis. Montrons que toute chalne de

S(Tn+1) est maximale dans T, x {0}  : supposons une chalne non maximale

soit
X } z > Y, . {X’y} é‘.; S(Tn+l)’ z é S(Tn."'l)

et
y maximal dans Minor(y) n S(T N +'1)
x *

=> or X LY ¥ x P XExAY
y=xny 7

d'ol la contradiction avec (U-semi-modularité de Tn+l'
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>~ ae T x (0}, befll,) =

x

a._be =(T )2 bra =>a b=a

n

*
a¥> b =>a$b

d'ol. la maximalité, dans T, x {0} , des chalnes de S(Tn+1)

Remarque :

On peut se demander si une extension
telle que son support soit un sous-(\-demi-treillis
dont toute chaine est maximale n'a pas, en fait,
pour support, un sous-treillis.

L'exemple ci-contre montre que non.

(le treillis initial est le 3-cube).

EXTENSION LATTICIELLE, DISTRIBUTIVITE ET MODULARITE

Nous nous proposons de caractériser les extensions qui conservent la dis-
tributivitéd ou la modularité. Puis nous établirons quelques résultats concernant

les treillis distributifs. Préliminairement, démontrons le lemme

Soit un treillis Tn+1 obtenu par extension d partir du treillis Tn'
Alors, Tn+1 est sous-treillis de Tn x {0,1} si et seulement si le support de

1'extension est un sous-treillis convexe du treillis initial.

Preuve

La condition est suffisante

1) ¥{a,b} & T, * {0} =>

Dans T, X 0,1} : {a b, a nbl T, x {0} G Thep-
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2)  Vae€ £(T ) *a= (1) a = (a,0)
vbe T, x {0} : b= (8,0)
Dans Tn x {0,1} :
(@,1) ~ (B,0)
ayub=(a,1) L (8,0) = (o, B,1)

it
0

anb (@nB8,0) €T x{0} =anbel

n+l

L'extension étant latticielle :

Maj(b,a.)QS(Tml);_é_Q) = Jc, c>ba >a, ceS(Tml)

S(Tm_l) 3cC l
S(Tn+1) > & g ~ S(Tn+1) 5byat = (a U B,0)
J

S convexe

(@u8,0) € S(T, 1) = (a o, B,1)€ §(T, ) = a beT

3) ¥{a,b} < €(Tn+1)

Posons a = (a,1l) et b = (B,1)

b, @55 < s,

] (a,0) = a* et (8,0)

Dans Tn x {0,1} , anb=(anB,l)eta b= (a v B>1) et comme S(Tn+1)

X

est sous-treillis de T, {0} , ces deux éléments appartiennent aussi & Tn+1’

La condition est nécessaire : nous devons montrer que si Tn+l est sous-treillis

de Tn x {0,1} alors S(Tn+1) est un sous-treillis convexe de Tn :

D ¥i,ble £(T, )
a= (1), b=(81), a= (s,0), b*= (8,0




Tn+1

an b = ’(a ) B’l) = COL/\ B,O)x - (a}tm bX)x =>.

an bte S(T,)

sous-treillis de Tn x {0} =>

On montrerait de méme que :

@50 € 51, = &t bte S(T,)

2) Montrons la convexité :

soit : a+~.c <b
a,b,c € T, x {0}
supposons &,b} & S(T_,) et ¢ # S(T,,;) et b mininal dans Major(c) N S(T ;)
or, ¢ = (v,0), a= (a,0), a® = Ca, 1), Y > o
Considérons C L,ax = _bx = (B,1), B> (D

Mais, Tn+1 étant sous-treillis de Tn x {0,1}

& c= (D) @

d'ol la contradiction entre (1) et (2) =>cC « S(Tn+1) et par suite

SC:n+1) est convexe dans T x {0}.
THEOREME
Une extension Latticielle conserve La modularnits ou La distnibutivité 4

et seulement 44 Le support de L'extension est un sous-trelllis convexe du
treileis initial. -
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Preuve : Montrons que la condition est suffisante ¢~
Soit donc un treillis initial Tn distributif (ou modilaire) et Tn+l le treillis
obtenu. D'aprds le lemme précédent, Th41 est sous-treillis de T x {0,1}

donc distributif (ou modulaire) puisque In x {0,1} est un produit de treillis

distributifs (ou medulaires).

Montrons que la condition est nécessaire

Puisque l'extension conserve la modularité
1) Elle conserve 1' (U-semi-modularité, donc S(Tn+l) est fermé pour .

2) Elle conserve 1' N-semi-modularité, donc S(Tn+1) est fermé pour U et tout
intervalle est convexe.

Et donc, finalement, S(Tn+l) est un sous-treillis convexe de Tn x {0}.

Remargue :

Nous montrerons ci-aprés que tout treillis distributif Tn+1 s'obtient par
extension a partir d'un treillis lui-méme distributif In et)Tn+l est alors sous-
treillis de In x {0,1} . Nous retrouvons le résultat consernant la décompos ition
directe d'un treillis distributif : toute classe de congruence est un sous-treillis

convexe.

TREILLIS DISTRIBUTIFS FINIS ET EXTENSION

Préliminairement, démontrons le théoréme
THEOREME

Un trhelllis find T,

- N -gemi-modulaine

- dont La Longueun est exactement Bgale au nombre de ses BLEments U-trunductibles,
est distributif.
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Preuve R
' lLa seconde hypothdse entraine que Tn est obtenu par extensions successives avec

minimum 3 partir du treillis T, & un seul élément.

Chacune de ces extensions a pour treillis initial un sous-treillis convexe,
donc lui-méme N -semi-modulaire : il s'agit donc d'extensions conservant 1t (Y -semi-
modularité et puilsqu'elles sont avec minimum, cela entraine que le support est
chaque fois un sous-treillis convexe. Ces extensions conservent donc éventuellement
la distributivité et comme To est distributif, Tn l'est.

Inversement, un treillis distributif satisfait les hypothéses du théoréme :

La premidre hypothése, par définition.
La seconde hypothése, comme cela se montre facilement (lemmes page 139 de

G. BIRKHOFF), et par suite
- THEQREME

Los neillis distrnibutifs §inis sont Les trnelllis obienus par extensions
successives & partin du treillis elementaire & un seul eliment, chaque ex-
tension ayant pour suppornt un soud-thelllis convexe.

COROLLATIRE

Un treillis distributif de longueur N est sous-treillis du n-cube.

Preuve :

Soit T, le treillis dop?é. 3'In_1 , treillis distributif de longueur n-1 ,
3 partir duquel T, est obtenu par extension. Tn est sous-treillis de Tn-l x {0,1}.
Demfme pour T _;, etc... finalement T, est sous-treillis de {01}

Remargue

Naturellement, ce résultat est connu. L'originalité vient de l'avoir démon-

tré en faisant appel & la notion d'extension.

2
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RELATION ENTRE CO-ATOMES, {J-GENERATEURS MAXIMAUX ET EXTENSION, DANS UN TREILLIS
FINI DISTRIBUTIF

Soit Tn un treillis distributif fini de longueur n et

G = 181585248, 5 8; > 85 = 1> ]}

l'ensemble de ses (J-générateurs et soit a._ un co-atome.

On sait que a_ est borne supérieure d'exactement n-1 U-générateurs et, par

%

suite :
3 gp, gp € G’ ap = Sup(G—{gp})

Considérons les sous-treillis :

Tp=.{x;xeTn,x:ap} )
et
Ep= U5 yeTy yzep
Alors
N = Ug =
Tp_gp Pet T UE =T
™ * x x .
Vy,yeép, 1y", yeTy Y&y, Y unique,
en effet, \
iG,, G, G, G,2g., y=25upG,) =g  Sup(G-{g}
s Y Cy y > &p y ~ Fp y €p
Sup(G. -
y > up(y{gp})
or =

Gy-{gp} < Tp => Sup(Gy—{gp}) € Tp

donc y couvre un élément au moins dans Tp ; supposons que Yy couvre deux éléments

yp et Yy, de Tp :
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o b => = - - -y ,

YRV S Yy Y Yy, Py e,y £,
ce qui est contraired l'hypothé&se. Donc tout é&lément de gp couvre un et un seul élé-
ment de T., et T peut donc &tre considéré comme obtenu par extension, de minimum

x P n
gp , & partir de Tp. D'ou

PROPRIETE 1

Dans tout treillis distributif fini Tn de longueur n, chaque co-atome est
maximum d'un treillis a partir duquel Tn peut &tre obtenu par une extension
préservant la distributivité. Le minimum de l'extension est un élément

{/ ~irréduct ible maximal.
Inversement
PROPRIETE 2

A chaque U-irréductible maximal correspond une pos$ibilité d'obtenir
Th par extension.
En effet : a chaque U-irréductible gp on peut associer le co-atome

a, = Sup(G-gp) et on applique la propriété 1.
Enfin :

PROPRIETE 3

A deux co-atomes différents correspondent deux U-irréductibles maximaux
différents.

En effet, soit a_ et aq deux co-atomes

%

a, = Sup (G- Lgp}), = SUP(G-{gq})
et !
ap # aq
B C=> G-{gp} # _G-{gq} => g # 8q°
Tn distributif
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Pinalement, en regroupant les résultats, on obtient :

THEOREME

Dans un trelllis distributif find, on peut mettrne co-atomes et U-inndduc-
tibles maxdimaux en correspondance bi—unévoéue, de telle sonte qu'd chaque
couple (ab ’gp) alnsd ﬁomhé come/s_ponde une possibilite d'obtenin Le theil-
Ly donné parn extensdion: Le c'o—a,tame ap est Le sommet du . -trhellLis
Anltial et L'element U—gene}aa/teu/t g, ass0cd8 a ap est L'homologue du
minimum du Au.ppolbt de K’ex/to_n/.swn.

TREILLIS COMPLEMENTES OBTENUS PAR EXTENSION

Soit Tn+1 un treillis obtenu par extension d partir du treillis Tn' Si
Tn+1 est un treillds complémenté, cela.signifie qu'il poss&de un maximum In et
un minimum O. Le maximum I +1 est 1'homoclogue d'un élément de T x {0} maximum
dans T, X {0} . Quant au minimum de T el © 'est aussi un minimum pour T x {0}.
Ainsi, parler de Tn+1 comme d'un treillis complémenté revient 3 supposer implici-

tement que Tn posséde un maximum et un minimum. Par contre Tn n'est pas forcément

FaY

oer€ (1)
I
\
;

complémenté. C'est le cas dans l'exemple

ci-contre ot Tn+1 est complémenté alors

¢
[}
t
\
que T, ne l'est pas. -
i
]

e
- -

-

THEOREME

\i;;- IR
o]

- ———
- -

4
1

Un treilllis T n+1 obtenu par extension @ partin du treillis T, est comple-
mente s4 et seulement 44 : .

- T, possde un maximum et un minimum
S W, x €Ty x {0}, Jy, v e ST ),
X Ay =0, (Major(x,y)) nS(T,;) =Max(T, x {0}

(ef-alors x et y© sont aompﬁémen,ta,(/ae)s) .
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Preuve : La condition est suffisante :

1) ¥x, x € T X {0}, soit y satisfaisant a l'hypothése :
x
XAy =Xnay=0
x Y € (Major(x,y)) nS(Tp,1))" = Max(T )™ = Max(T, ;)

x Z o
donc X et Yy sont complémentaires.

2) Vérifions que tout élément de 8(Th+1)posséde un complémentaire :
Soit yxcm; 8(Tn+1) = y& S(Tn+1) = yé& Tn x {0} =>
dz, z & S(Tn+1), y et 2% sont complémentaires :
Yoo z € ((Major(y,z)) a S(T ) =>
Y5, 2 = (Max(T) x (0N = Max(T

n+1)
par ailleurs :

*x . , 2 .
Yynazz=yne= O et par suite ygE et z sont complémentaires.

La condition est nécessaire :

Soit donc Tn+1 complémentéd =>4I = Max(T__,) et O.

n+l

0eT, x {0} et (MaX(Tn+l))x, ol IX est maximum dans Tn x {0}
VxeTnx'{O}=>l f}z,xuzsl, X~z =0.

xe T x{0}
=> z € 8(Tn+1) =>

1y, 2=y Y€ S(T41)
Major( {x,y} / S(Tn+1) > Max(T, x 0 (

N
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Supposons Major({x,y})cl S(Tn+l) 3t, t <iM£;(Tn x {01
= 1> & > X uyx = X 2, contraire 3 1'hypothése que X, ,z = I =>

Major ({x,y}) N S(Tn+1) = Max(T, x {0}

Corollaire 1

Soit le treillis Tn+l’ complémenté, obtenu par extension & partir du
treillis Tn . Alors Tn posséde un maximum et un minimum qui participent
tous les deux & l'extension.

En effet, nous avons vu que Max(Tn) participe obligatoirement & l'exten-
sion dés lors qu'elle est latticielle.

Par ailleurs, si dans la condition du théordme, X est MaX(Tn) , le

seul élément y possible est O.

Corcllaire 2

Soit le treillis Tn+1 » complémenté, obtenu par extension.

Alors 8(Tn+l) est un sous-treillis complémenté.

Preuve : D'aprés le corollaire précédent, g(Tn+1) posséde un maximum et un

minimum.
Soit :x € §(T, 1) = dye S(T ;)
et

Xny=0et (Major(x,y) nS(T 1) = Max(S(T_,;))
d'ou

XX/’\ y}E =O)E

xxu yx = MaX(Tn+1)
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QUELQUES PROPRIETES DES ELEMENTS COMPLEMENTATRES-PANS UN TREILLIS OBTENU PAR
EXTENSION

Soit Tn+1 un treillis obtenu par extension a partir du treillis Tn'
On ne suppose pas Tn+1 ni T, complémentés mais il possédent chacun un élément

universel et nul.
PROPRIETE 1

De deux éléments complémentaires, un au moins appartient a la partie
étendue et, si 1l'extension est avec minimum, un seul.

En effet, si l'extension est avec minimum, un des deux complémentaires

doit appartenir a T, x {0} sinon leur borne inférieure serait supérieure
ou égale au minimum de la partie étendue, lui-méme strictement supérieur
3 Min(Tn+1) De plus, si les deux éléments appartiemnent a T, x {0},

leur borne supérieure aussi et ce ne peut donc pas &tre Max(T

n+l) » C€

qui entraine aussi la propriété suivante
PROPRIETE 2

Les complémentaires d'un &lément du treillis initial appartiennent tous

~

3 la partie étendue.
Ment ionnons enfin la propriété

PROPRIETE 3
Les complémentaires d'un élément de la partie étendue comptent au moins
un élément du treillis initial.
En effet, si l'extension est avec minimum, cela résulte de la propriété 1.
Sinon, soit a et b deux complémentaires appartenant tous deux a 8(Tn+1),

b homologue de b, dans le treillis initial, est aussi complémentaire de a.

3
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LORSQU'UN TREILLIS PEUT ETRE OBTENU, PAR EXTENSION, DE DIFFERENTES FACONS POS-
SIBLES (en nombre fini).

Notons T = (Ei 0 Oi) pour indiquer que T peut &tre considéré comme obtenu
par extension a partir de Oi (sous-treillis convexe de T), avec pour partie

étendue Ei' §'il y a p fagons différentes d'obtenir T par extension, on écrira :
T = (El 4 Ol) = (EZ 4 02) == (Ep 4 Op)

Il est intéressant d'étudier 1'intersection ensembliste des ensembles initiaux

et l'union ensembliste des parties &tendues.

p

O/ Ei est l'ensemble des éléments de T qui font partie d'au moins une partie
1=1 étendue.

p Pd Pd . (3 Pd

C} Oi est l'ensemble des &léments qui ne font partie d'aucune partie étendue ou,
i=1

si 1'on préfére, qui appartiennent 3 tous les treillis initiaux. Cet
ensémble a souvent une signification : dans le treillis des sous-arbres d'un
arbre, c'est l'ensemble des sous-arbres de l'arbre obtenu en supprimant toutes
les feuilles ; dans un treillis distributif, c'est le sous-treillis construit

sur les (kgénérateurs non maximaux.

THEOREME

0 0; contient, avec tout &lement, tous ceux qui Lui sont inddrieuns ot
est fermée pour U. De plus, s4 T est complet :

Max () 0.) = Inf(Max(0;), i« [1,p]} -
ie [1,p] 0, T LLe]h
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Preuve

Chaque Oi est un sous-treillis convexe contenant avec tout &lément, tous ceux
qui lui sont inférieurs : leur intersection posséde la méme propriété.
Par ailleurs, si T est complet

Vi, i e [1,p], Max(Oi) existe et de méme :

Inf{ Max(0;) 1))

VX, x(—;QOi => X imax(Oi), Vi =>

x < Inf(Max(0;), ie [1,p]])

et, par ailleurs IanﬂMaxOOi)})G{lOi >

g

=> Inf(Max(0;)}) = Max(( 05)

L —

(ce qui montre d'ailleurs que ) Oi #0).
D'autre part, ¥i, 1€ [l,p] : Max(Oi) { Max(T).
Enfin, ¥{X,y} & 0; 5 v,x < Inf({Max Oi}) => X yel) 0.

Corollaire :
Un élément de Q{Ei couvre au plus un élément de{lOi

THEOREME

Les 2Lements suplriewrs a Max(ﬁ_':\ Oi) gonment un thelllis de Boole.
i
Preuve
Pour simplifier, posons a; = MaX(Oi) ¥i e [l,p]
et 0 = Max( _E\ Oi) = Inf’(al,az,.”,ap),




~

T peut &tre considéré comme obtenu d partir du treillis O de maximum a

Dans cette extension, {} a pour homologue, dans E , O = Inf (g.) et
[Q,Max(T)J est un treillis de Boole si EQ,ap ] en est un.

Or, & son tour, [Khap] , dans une autre extension, peut &tre considéré comme

obtenu d partir d'un sous-treillis LQ,ai], as tel‘que,ai f\ap~% a.p etc...

on arrive a [Q,Qj qui est bien booléenn.

La démonstration montre aussi que tout co-atome > ©  est maximum d'un

support d'extension.
Corollaire

Si Q2 n'est pas co-atome, il y a autant d'éléments couvrant Max( 2 O.
P , ily 5 04

o 1
qu'il y a de co-atomes.

THEOREME

U B, contient avee fout élément, tous ceux Qui Lul sont supsrieuns .
Parn allleuns, un éLement de L;_/Ei est U-dwndduetible dans T s4 et
sewlement 54 AL est minimal dans VE; ; un tel element est, de plus,
maximol parmi Les eldments U-imnéductible de T.

Preuve

Soit: X minimal dans @gEi . Supposons

I, 2, yFz#x, x=ygyz=>x>yetx>y et
x minimal dans E{Ei = x,y} C C]Oi =>
X uYe6 QOi = X & QOi, abSurde, donc

X est i/-irréductible.
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Soit x , U-irréductible dans T, X ¢ g}Ei , X nonr-minimal dans g/Ei =>

‘JEj X Q.Ej, X non minimal dans Ej , Or nous avons remarqué que les seuls é&léments

(U-irréductibles appartenant 3 une partie étendue étaient minimaux dans celle-ci,

donc Xest forcément minimal dans Ej’ d'old la contradiction.

Par ailleurs, un (-irréductible X de T, appartenant a UE; est forcément
maximal parmi les U-irréductibles de T. En effet, &/Ei est convexe et par suite
soit y, U-irréductible, y > x => y ¢ UE; => y minimal dans UE; =>y Fx

d'ol la contradiction.

//’“Cl""EP""“m
s A N T
Commentaire y ,’/f“%; )
Le dessin ci-contre illustre comment g/ !ﬁfi//ﬁk

P UE. .. ‘{ ,l‘ 4 %
se présente UE; et QOl On retrouve “\:,,Z></

d'une certaine fagon la notion “couche" A

dont nous parlerons plus loin.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES TREILLIS COMPLETS GENERABLES PAR EXTENSION

On peut exprimer de différentes fagons qu'un treillis s'obtient par

extension. Jusqu'd présent, la seule méthode directement utilisable et pratique

que nors ayions trouvé est une méthode booléenne et nous en parlerons plus
loin (on considdre la fonction booléenne attachée au treillis dual : cette fonc-

tion est croissante pour au moins une variable).

Extension et pondération de branches

(Nous avions introduit la notion de pondération des branches d'um treillis

pour préciser le treillis des homomorphismes de récurrences [ ]).

Rappelons que nous nommons branche d'un treillis, un couple de deux &1é-

ments a4 et b avec
a>bet Ax, a>x>b,

Nous attachons un poids a3 une telle branche.
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Un treillis sera dit d branches pondérées s'il a la propriété suivante. :

la somme des poids de toutes les branches formant une chatne maximale entre deux
éléments p et q du treillis, p > q, est la méme pour toutes les chaines maxi-

males (elle ne dépend donc que de p et de q).

Soit Tn+1 obtenu par extension a partir de Tn’ Tn étant a branches pondé-

rées. Un moyen simple (mais ce n'est pas le seul) pour que T soit a branches

n+l
pondérées est de donner d toute branche {Xx,x}, XX.% X, chg Tn’ X & Tn+1_Tn’
le méme poids @ et d une branche {y,z} de Tn+1--Tn le poids d'une cha®ne d'extré-

ooz : x
mité }"}t et z°~ dans Tﬁ'

EXTENSION ET PRODUIT CARTESIEN D'ENSEMBLES ORDONNES

Soient S et T deux ensembles ordonnés obtenus par extension, respectivement,

d partir des deux ensembles A et B

X

A x {0} ¢ 8¢ A x {0,1}

X

Bx {0} TCB x {0,1}

d'ou :

Ax {0} xTCSxT<AXx{0,1} xT

Done S x T est obtenu (& un isomorphisme prés) par extension 3 partir de A X T

De méme, S X T peut &tre obtenu par extension 3 partir de B x S.

Remarque :
Netons que

AxBx1{0,00CS xTc A xB x {0,112
et
¥(x,y,m), x¢ A, y& B, m e{O,l}z, m # 0,0 =>

1(x,y,1,1).

Ceci suggeére naturellement des généralisations possibles pour la notion

d'extension.
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EXTENSION ET TREILLIS e

Dans ce chapitre,nous nous sommes attachés d& définir la notion d'extension
et ses rapports avec les notions algébriques des treillis (distributivité, etc..)
en fait nous l'avons surtout développé pour caractériser une classe de treillis
difficilement caractérisables 3 partir de ces mémes notions algébriques
il s'agit des treillis que nous avons nommés 0 ou oO-affaiblis ; nous leur

consacrerons un chapltre complet.




e
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CODAGE D'UN TREILLIS - CODAGE BOOLEEN - DEFINITION

Nous appelons codage une application injective d'un treillis donné T

(treillis "codé") dans un autre, S (treillis de codage").

Si le treillis de codage est un treillis de BOOLE, nous parlerons de

codage booléen. D'une fagon générale, nous désignerons un codage par h.

(J-CODAGE - DEFINITION

Nous appelons ainsi un codage h : T E S tel que :

Vix,y} < T = h(x ,y) = h(x)  h(y)

(Y -CODAGE - DEFINITION

Nous appelons ainsi un codage h : T i S tel que :

V{x,y} €T => h(xn y) = h(x) 4 h(y).

N -CODAGE_BOOLEEN CANONIQUE

Soit un treillis T fini et :

6 = {g15850- 008,
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1'ensemble des (J-irréductibles ( # min(T)) de T.
Définissons le codage suivant : a tout élément X de T, associons

Gx = {gi’ 8 € G, g; _<__X}, lt'application

T2 pe)

ainsi définie, immerge T dans P(G), treillis de Boole de dimension n. Dans T,

x = Sup Gy, Gy est maximal et h est croissante. Constatons que :

1) h est injective :

x =y <=> G = Gy <=> Sﬁp GX = Silp Gy
dans T dans T

2) h est un (-homomorphisme, en effet

: G
c X
Gxnyg-' Gx (\Gy car Gxny = Gy

car h est croissante

G - me G, car :

Xny = y
X

Supy Gy f\G}', <
Yy

=>  Sup(Gy n Gy) <xny .
=> Gy n Gyc.,_’.. Gme par croissante de h

et donc finalement

h(x 4Y) = 6,y = B Gy = hO) ABE)

Donc h est un "~codage booléen.
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Dans la pratique, on peut définir les lettres 81> 89s--+58, associées au
(J-irréductibles, considérer 1l'algébre de Boole libre engendrée par ces lettres
(c'est-a-dire l'ensemble des polyndmes booléens en gi) et, pour chaque Gx R

définir le monOme canonique :

h(x) = g4 'rrgj
enfin, attacher au treillis lui-méme la fonction
f(T) = © hx)

xeT

Notons que cette fonction posséde les mondmes

él’ éZ”"’én et gl’ gZ"'"’gn

De maniére analogue, on définit 1' {/-codage booléen canonique.

THEOREME D' ISOMORPHISME

Un /- ou (1-codage conduit a un Lsomonphisme d'ordne entre Le treillis
T cod? et son 4rage dans Le treillis S de codage.

Preuve : -

1) Considérons un N-codage h :

¥{a,b} c T :
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1-1) a>b=>axnb=b=>h(@) Ah() =h(ab) =h(b)
=> h(a) > h(b).

1-2) h(a) > h(b) =>a >b ?

—

h(a) = h(b) => a = b par injectivité
h(a) > h(b) => h(a) ~ h(b) = h(b) =>
| h(a), h(d), h(a) 5 (D)} = 2 =>

Ih"Yn(a), h(b), h(a) . h(b)}]

2 (par injectivité), =>

soit a < b : absurde car
<b =>h(a) <h)
soit a > b : seule hypothése valable,

®

|{a,b, a 4 b} =2 => *

seseon™

kW
donc :

h(a) > h(b) => a > b.

2) Considérons maintenant un U-codage h, c'est-a-dire rappelons -] , compatible
avec (/. Par dualité :
a <b <> h(a) <h(b).

Corollaire

Par isotonie, ¥{x,y}< T :
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1 - Dans un U-codage h(x nYy) <hX) o h(y)

2 - Dans un ()~ codage h(x; y) i.h(X)\J h(y).

Remarque :

La réciproque du théordme est fausse : un codage conduisant 3 un isomorphisme
entre ensembles ordonnés n'est pas forcément compatible avec 1'une des opé-

rations, comme le montre l'exemple :

FONCTION BOOLEENNE CARACTERISTIQUE D'UN TREILLIS FINI

THEOREME

La gonetion boolZenne attachée par N-codage booléen canonique (ou U-...)
a un thelllis find est carnactérnistique de ce £rneillis.

Preuve
Soit T un treillis et h(T) son image par f\-codage booléen canonique.

T et h(T) sont isomorphes.
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Donc, h(T) (h(T) € Bn, n ! nombre des U-irréductibles de T) est caractéristiqus

de T et de méme
£(T) = Z m,, mj_ﬁ h(T)
1

Remar que 1l

I1 est nécessaire de préciser les variables ; par exemple

£(A,B,C,D) = E+D = (A+A) (B+B) (C+D)

Remar que 2

Etant donnée une fonction nous ne connaissons pas de condition suffisante pour

qu'elle soit la fonction attachée 3 un treillis.

Applications

Représentation de treillis et contrdle, au passage, de la structure de treilll
si on n'a pas un treillis, un conflit naltra, en ce sens que 1l'on tentera d'attri-
buer 3 un élément, un mondme booléen déjd attribué. Naturellement, il ne peut
s'agir que d'un ensemble fini et on commencera par s'assurer qu'il posséde un

minimum et un maximum.

-  Représentation aussi de Sup - ou Inf- demi treillis (arborescences, etc...

trds répandus en documentation, enquéte d'opinion par exemple...).

-  Recherches concernant les treillis par 1'intermédiaire de la fonction carac-
téristique attachée. En particulier, il est facile de rechercher sur la fonction,
plutdt que sur le treillis lui-méme, si celui-ci est un produit de treillis,

cela du fait du théoréme suivant
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THEOREME

Soit T un tnelllis fini et £(T) La fonction qu Lul est attachie dans un
N -codage booléen canonique. Alons :

T=T xT, = £(T) = £(T}) . f(TZ)
(f(Tl) et f(Tz) dépendent de variables différentes).
Inversement, s4 £(T) est La fonction attachde au trhelillis par un MNcodage
boolZen canonique, et 4'iL existe pour £(T) une décomposition multipli-
cative disfointe £(T) = fl.fz akons :
QT]_, TZ fl = _f(Tl), fz = .f(TZ)
T = Tl X T2
Preuve :

1) Montrons que T =T, x T, => £(T) = £(Ty) . £(T,)

Soit G 1l'ensemble des -irréductibles de T
G1 1l'ensemble des (J-irréductibles de T1

l'ensemble des U-ipréductibles de T2
Alors

Soit
(x,y) € T) x T,

T 3@ =T xT, B ey P(G,)
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et, pour les mondmes booléens :

ol m(x) est

qui attache

qui attache

Soit

Cons idérons

Cons idérons

n(x,y) = m(x) . m(y)

obtenu 3 la suite de
hy

F(Tl) a T1 et m(y) est obtenu 3 la suite de
hZ

F(Tl) 3 TZ'

Xe& Tl’ Yy, (X,Y) [ Tl x TZ =>

m(x,y) = mx) . m(y)

fy = L omxy) =mn) . E(Ty)
Ye Tz
maintenant
f(T) = I m(x,y) = I f(x) = F(TZ) . 2 mx)

X,ye T xeTy xe T

F(TZ) X F(Tl) f(Tl) X f(Tz).




2) Soit f(T) la fonction attachée au treillis T, aprés un N-codage booléen cano-

nique.

[\1Yg

£(T)
f

Qi

1
£

s174

2

et E =

Supposons f(T) = fl'fZ'

est attaché un sous-ensemble E, du n-cube, isomorphe a T
est attaché un sous-ensemble El’ du (n-p)—cube

est attaché un sous-ensemble EZ’ du p-cube,

E1 X EZ‘ Comme E est isomorphe 3 un treillis, El et E2 sont des treillis

et T est donc un produit de treillis.

Remarque :

Dans le sens réciproque, il suffit en fait de considérer un codage condui-

sant a4 un isomorphisme d'ordre, non nécessairement compatible avec une des opéra-

tions du treillis. Par contre, dans le sens direct, cela est nécessaire. D'ailleurs,

voici un exemple d'un codage booléen, conduisant 3 un isomorphisme, d'un treillis

qui est un produit de treillis : la fonction attachée n'est pas un produit de

fonct ions.

Choix entre U- et(]—todage Canoniqﬁe

£(T) = D(ABC+ABC+ARC)
+D (ABC+AEC+ABC)

6

On peut €tre conduit 3 un choix selon que 1l'on désire conserver 1'une des

opérations } ou L) ou l'autre. On peut aussi chercher une dimension minimal de

1'hypercube de codage tout en satisfaisant 1'isanorphisme. La question se pose

uniquement pour des treillis dont le nombre des U-irréductibles est différent de

celui des::-irréductibles.
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CODAGE CANONIQUE D'UN TREILLIS DISTRIBUTIF FINI

Soit T un treillis distributif codé, par exemple, par (codage canonique

h et G l'ensemble des irréductibles de T.

Soit

e
i

_Sup(GX), GX maximal dans G

Sup (Gy) s GY maximal dans G.

i

et y
Donc :
hix o¥) = 6 UG = h(x)y h(y).

L' N-codage canonique est donc compatible avec l'opération . Résultat analogue
pour 1'U-codage. Un codage canonique d'un treillis distributif est compatible

avec les 2 opérationsU et N . Inversement, si un codage canonique d'un treillis

T est compatible avec les 2 opérations, cela veut dire que h(T) est un sous-treil-
1is du cube de codage, dont h(T) est distributif et T également, par isomorphisme.

D'od
THEOREME

Un codage booléen canoMQuz compatible avec Les deux opdrations W et N
est canactirnisiique d'un treillis distnibutis.

DIMENSION MINIMALE ET CONSERVATION DES OPERATIONS J OU N

THEOREME .

Un N-codage boolien est de dimension au moins n (n : nombre des U-{ure-
ductibles du trneillis & coder), et, pour cette dimension, Le seul codage
possible est Le codage canonique.
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Preuve :
Soit A = {a,b,c,...} un ensemble fini de lettres, Al =p

T un treillis fini 3 coder par ffcodage h :

TP py

U 1l'ensemble des U-irréductibles de T, | Ul = n
posons G = h(T) et¥ = h(U), A ¢ T ¢ P(A).

1 - Montrons que p > n.

On peut supposer h(max(T)) = A et h(min(T)) = @, sinon il suffirait de consi-

dérer le sous-treillis de P(A) dans lequel se code en fait T.

Considérons a € A, et soit Gé’a 1l'ensemble des parties de?5 qui contiennent a ,
- - : - 1 2
‘tf,’a » h(max(T)) = ?;a 9 A donc %, n'est pas vide.

Puisque h est un N-codage, ?_?a est stable pour () (qui est 1'opération () dans
P(A) ou®) et comme & est fini, [cA posséde un minimum (pour la relation d'ordre

dans ou P(A) : 1'inclusion ensembliste).
Posons T, = Min(?fa) et soit m 1ltapplication :

AT L@
telle que
¥x, x€ A, 7m(x) = Ty

Montrons que 7 est injective :

vre T, o= 1> m = hul(T) > h—l(ﬂa)

Ta

puisque h est isomorphisme d'ordre.
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Soit
a,b, € A, Ty = T
>h7H (D) > h ()
h™l(o) > b))
Z a
T 3‘ ﬂb =>' TE %b
finalement,

= => =<G>
Ta = M -?ga b

Ceci veut dire que le groupe de lettres ab intervient, dans le codage, comme une
seule lettre. Dans la suite, nous supposerons de telles réductions effectuées.
Par conséquent, nous pouvons supposer T injective. Pour les autres lettres

d'ailleurs, 1'injectivité est évidente puisqu'elle est conséquence de celle de h.
Montrons que m(A) D (/8
Soit ue U=>4x<4u, xulct.

Par isomorphisme entre T et &, il y a suppression d'au moins une lettre pour

passer de l'écriture du codage de u a celui de X, soit a cette lettre

h(u) ‘s'écrit a,T avec T ensemble de lettres de A

posons m, = a,N avec N ensemble de lettres de A

a
M, = nﬁn@f,;) => a,N < a,T
Cons idérons

a,NOa,T=a, NOYT<G =>
NNT=N=>NCT=

N=T, oubien N T
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NCT=>a,Nca,T=> h—l(a,N) < h-l(a,T)

W, veT, yv< u =>h(y) #a=>Ng&T,
il reste donc plus que

T =N=>h(U)¢ w(A) =>

m(A) .?_'Lf,‘/or ImA) | = |A] =>

p>n

2 - Supposons N = D, alors T est une bijection entre A et| et, 3 chaque (-~irré-

ductible est attachée une lettre telle que cette lettre appartient au codage de
o . . -1 a2

1' U-irréductible en question. Pour toute lettre a € A, h (na) est un U-irréduc-~

ble de T( 7 étant bijection).
Soit T1€G, T = ab,...,met ¥x ¢ T h_l('n‘x) existe et est U-irréductible dans T.

: -1 -1 - -
T2 Mys Myyees,T =>h (1) >h (wa), h 1(7rb),...,h 1(7rm)

m
. o S

Inversement, soit u e U, u <h (1) = T,

Ainsi, T est formé des lettres attachées aux U-irréductibles inférieurs ou

égaux a h—l(’r) et uniquement de celles-ci, avec bijection entre A et U : h

est 1' N~-codage booléen cancnique.

Remargue :
Il est bien nécessaire de préciser que 1'on désire la dimension minimale

ginon un codage peut &tre compatible avec /\ sans &tre canonique.
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Détermination de la fonction attachée de 1'intervalle entre deux €léments X

et y, x >y d'un treillis T de fonction attachée F.

Soit m(x,y) le mondme formé des lettres qui apparaissent sous la méme

forme dans h(x) et h(y) et compte tenu de cette forme. Par exemple, si
h(x) = abcdef et h(y) = abcdef, m(x,y) = abef.

Alors : la fonction attachée 3 1'intervalle [&,Xl de T est F.m(x,y).

Codage isomorphique

Nous appelons ainsi un codage tel que le treillis & coder et son image
dans le treillis de codage soient isomorphes en tant qu'ensembles ordonnés. Un
tel codage n'est pas forcément compatible avec les opérations (J et (), ni méme

avec une seule.
THEOREME

Les trneillis obtenu apr2s n extensions successives, a partin du trnelllis
& un seul dLément, sont codables isomorphiquement dans Le n-cube.

Preuve :

Il est évident qﬁ‘un‘treillis obtenu par extensions successives est
codable iscmorphiquement dans le n-cube : d chaque extension, il suffit d'atta-
cher une variable, X, et les mondmes de l'ensemble origine sont en X, celix de
1'extension proprement dite en X. Soit 2 homologues a et ar ) ax>> a:

si h(a) = mX h(ax) = mX et on a bien sauvegardé 1'isomorphisme : h(ax);» h(a).
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Remarque :
La réciproque n'est pas vraie, comme le montre l'exemple suivant :
ABC
ABC ABC
ABC PRBC
ABC

FONCTIONS ATTACHEES AUX TREILLIS OBTENUS PAR EXTENSION

Le théoréme le plus simple, et de preuve immédiate est le suivant :
THEOREME

Un Bhielllis fini est obtenu par extension avec BLement minimum A4 ot seu-
Lement 84 sa fonetion booldenne caracténistique obienue par N-codage est
décroissante pour au moins une vardiable.

Preuve ¢

La preuve s'appuie sur le fait que 1'extension n'introduit qu'un U-irréduc-
tible : le minimum de l'extension. A celui-ci, le codage canonique attache une
variable, X. Chaque mon8me canonique de 1l'extension est de la forme Xhi et i1

couvre son homologue, dans le cube en X, dont le codage est alors Xhi‘
Alors la fonction attachée F est de la forme :

F = -G1X + FX avec F, 2 Gy,
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Inversement, soit F est une fonction de treillis, de la forme ci-dessus alors
le treillis correspondant est obtenable par extension, comme nous allons le voir
(mais il faut que F soit fonction de treillis et il est évident qu'une fonction

peut &tre de la forme ci-dessus sans &tre fonction de treillis).

Cons idérons donc un treillis T dont la fonction attachée est de la forme ci-des~
sus.
Comme F est fonction de treillis F contient un mondme ol toutes les lettres

sont en écriture directe et par suite G aussi et F1 aussi puisque Fl - Gl'

Soit ml ce monome de Fl'

A ml-X correspond h-l(ml)_() € T tel que h—l(ml)_() 4 Max(T).
Considérons alors {y|y < h_l(mls-()} = T'.

Cet ensemble est un:sous-treillis de T et par suite un treillis dont la fonction
attachée est Fl’ c'est donc que F, est fonction de treillis. Et par ailleurs T est

obtenu par extension d partir de T'.

Cas général

L'étude est moins simple pour une extenéion sans élément minimum. Il y a
alors plusieurs éléments minimaux qui sont autant d' U-irréductibles et le codage
attache une variable 3 chacun. Soit Tn le treillis, considérons le treillis dual
T;fL , alors Tal: est obtenu par contre-extension. Dans Txn, la contre-extension n'in-
troduit qu'un U-irréductible, X , car celle-ci est forcément avec é1lément minimum :
Lthomologue de Min(T;i) , qui, lui-méme, correspond dans l'extension de Tn , a

Max(Tn) .
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Par suite, la fonction attachée 3 Tﬁ est croissante en X et cela est carac-

téristique d'une contre-extension. D'od :

THEOREME

Un thelllis §ini est obtenu par extension 84 et seulement s4i La gonetion
booléenne, obtenue par N-codage canonique, attachde au theillis dual est
deécrodissante pour au moind une variable.

Plus généralement :
THEOREME

Les trelllis finis obtenus par n extensions successives a partin du trneil-
Lis a un seul Zlement sont ceux tels que, pour La fonction F, attachée au
tellis dual, AL existe un orndre des variables X1X2""’Xn Lol que :

F=F; X; + G X;, croissante en X;, Gy de 1a forme
Gy = F, X, + G, X, croissante en X,, G, de la forme

G2 = F3 X3 + G3 X3’ croissante en X

b
Gre o oo e e AL

3 73

Reconnaitre un treillis fini auto-dﬁal

Pour le treillis et son dual, on établit la fonction attachée dans 1'un

des deux codages canoniques.

A une permutation prés sur les variables (en méme nombre s'il y a auto-

dualité), on doit obtenir la méme fonction.
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QUESTIONS_RELATIVES_A_LA_MODULARITE OU LA SEMI-MODULARITE

i et o e S i s s T S R S S T WS R S S o S s A S o L RS T e i e o e A ) o8 e 2 N2 2P e ST R TR el R e b e SR

FERMETURES ASSOCIEES AUX OPERATIONS U ET () DANS UN TREILLIS

Soit T un treillis et deux éléments a et b de ce treillis,

Considérons I = [a, a_b] et IB = .l:a nb, b] et les applications :
f:IOL___>IB VYo € Id f(oz)=qf\b

g: £ I, V¥8el, g(B) =

:
W™

C
W

Considérons f o g :
vee I, fog(B) =6 = (8,aNb
f 0 g est une fermeture, en effet :

1~ B™ > R

Be[anbb] =>8<b
=>g<(8,a)nb=¢g

(croissance de U et N\ )

7 - (Bx)x_gx
Ff =8, a8 a
}=> Bxu a = Bua =>
B¥= (B a) b= 8 <8 a=g a<p, a
(B, anb= (8,2 nb= (5% ="
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De méme g 0 £ est une fermeture pour la relation d'ordre duale de celle du

treillis.

THEOREME

Sia, ae Ia, est un Lnvardant pour g o £, £(a) est un Lnvardant pour
fog . Demime, 84 B est un Lnvariant pour £ o g, B € IB"g(B)
est un Lnvarniant pour g o f.

Preuve ¢
Soit a=gof(a) =(anb)na=
anb=[larb)ualnb=1foglnb);
de méme pour B =f o g(B).

Remarque : f et g limitées aux invariants des deux fermetures, sont donc deux

bijections inverses l'une de 1l'autre.

NATURE DES INVARIANTS

Un élément a, a‘sIa, est un invariant pour g 0 f si et seulement si
(6o ~b)u a =0 ; clest-d-dire que toute chaine joignant o & anb n'a d'autre
élément commun avec Ia que o lui-méme. De méme, o ~ b = £(a), donc invariant

pour £ o g , est le seul &lément commun entre la chaine ci-dessus et IB.
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Finalement, les couples d'invariants a et B , sont les couples tels que

i
J y"”‘f% U S:J
o S
- ,-E.

[ &,oﬂ At g = o (intersecition ensembliste)

i
=™

[B,OL] Nlg= » (intersection ensembliste)

Remarque : 11 existe alors une (ou des) chaine(s) de longueur minimale entre
Im et IB : cette longueur n'est pas une distance car 1'indgalité triangulaire

n'est pas vérifiée.

THEOREME

S84 :“1 et o, dont Anvarniants powr g o f, dl W Qg auss L.
Ue méme 84 8y et B, sont Lavardants pour £ o g, By By  aussis

Prouye ¢
Soit x€e [bn (Wluuz) »@]_u“z] 0 Ia = X >bn (a}‘uaz)

X >b A loguoy) = x>bn (8y LB,) 1 .
BluBZ < b =>b (Blu 82) = Blu 82 J

x &l =>3x>a -

[4 o
mXzZauh Ul ) .
w ) f > x 2o
aubpuby = (AUB) UGB =ap,ay /

[ =X Gy

x & [b (g adey Loyl = x < 0y s O

\-..N,w,,__._.u
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et par suite

D’ y (C‘Ll W, 0{.2} s ()Ll W mle (j I()L = 0L1 I, 062

Soit v &

7

b A (0 o oagdiog o cxz] AR

[b,("\ (al U 002) -,(0‘1 U Wz)]"? y 2 b (0‘1 J 052)

HEA)

>=> y=b f'\(o‘l A
Y€ 18 =>y <h

ye [bnlog uagdayg o O‘zj YL uoy

et par sulte :

D’ f\(ul \}“2)9@1 U @2] C]IB =bn Cﬂl u!az) = f(ul bjaz)

Pinalement, d'aprds ce que nous avons dit de la nature des couples d'invariants

(o o o{?) et b n (Ot,l U (xz) forment un couple d'invariants.

On montrerait de méme que si B, et B, sont des invariants pour f o B B
1 1 2 P g B1 NPy

est aussi un invariant pour f o g.

Montrons que, dans IB vréduit aux invariants de f o g, f(oc1 U ocz) est une bonne

supérieure pour By = f((x,l) et B, = jf(az).On a :

S a; N b
(0 0yl 4 D 2 ?

Y Cylz {‘”\b

= (a3, %) Nb> (b uloynb) =8 us

done (alg\',cxz) b maiore By By




- 57 -

By
By

]

Soit 8 invariant 8 > i

B> T =8>8 U8,
B,

Buaisluezuaicxluocz =
B = (BU a) N bi (OLlu az)nb

Ainsi, b n (al\J az) est un majorant de By et 62 et, parmi les invariants majorant

61 et ﬁz, il est inférieur ou é&gal i toute autre. Donc :
b n (@]_ U 0‘2) = SuP(Bl,Bz)
et rappelons que
b n (0"1 Uaz) = f(o‘l ) 01'2) = f(g(Bl) Y, g(Bz))
De plus, l'ensemble des invariants de IB posséde un minimum : a Nb, done cet
ensemble forme un treillis. Dans ce treillis, la borne inférieure est celle du

treillis T tandis que la borne supdrieure est donnde par :

Sup(By,8,) = £(g(By) U 8(B,))-
1272 1 2

On montrerait de méme que les invariants de Iu forment un treillis od la borne

supér ieure colincide avec la borne supérieure dans le treillis T, tandis. que :

Inf(al,az) = g(f(al) /\f(az)).
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Enfin, constatons que les bijections f et g inverses l'une de l'autre, réduites

aux invariants sont des isomorphismes

THEOREME

Les invawiiants des deux intervalles [a, a ,b] =TI et [a nb,b] = I,
d'un treillis T fomment deux trnelllis T, & TB L5 omonphes .

T, est sous -demi-thelllis supdriewr de T

T, est sous-demi-tneilis ingoriemn de T
supTBcsl,sz) = £(g(8) U £(8)))
InfTa(czl,ocz) = g(f(oq) N f(dz))

RECHERCHE DES INVARIANTS PAR DES METHODES BOOLEENNES

Un moyen est de techercher les couples précédents.
Sur de gros treillis finis, une recherche booléenne peut &tre pratique. En effet,
sur la fonction attachée au treillis, manipuler des intervalles est facile : c'est
la multiplication de la fonction par un mondme. On peﬁ‘t chercher si o, o € Ioc’

est invariant de la fagon suivante :

- chercher aab : immédiat si 1'on procé&de par N-codage.
P P g

- s'assurer que |0 A b,a] N I, se réduit 3 o : le produit des fonctions
attachées aux 2 intervalles doit se réduire au mondme canonique codage

de o (et, o A b est invariant pour g o f , dansf‘IB).




- 59 -

TREILLIS SEMI-MODULAIRES

THEOREME

Un trhelllis est N-semi-modulaire 54 et seulement s4 pour /tou,t'coupﬂe {a,b}
on trouwe entre a foub ) et a b, une chaine maximale dont tous Les
elements sont des Linvarniants.

Preuve :
Montrons d'abord que si le treillis est N-semi-modulaire, on trouve entre
a et a b, une chalne maximale dont tous les éléments sont invariants.

9, (XuL)

soit by tanbdbj<h

et 3 fanblda<a

1
%al n by => 3)(1 tel que :
by
a
1
b X; =8y u b1 Xy «{
b

1 : . < L I 3 ' ¥ . o 8w
Soit a, al" a, <a d'ol X, etc
Finalement, on trouve L S

a4 X, <aub

et X, est invariant (chaine Xn...bl).
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On recommence a partir de X et b1 d'ou y, !

Yné X b2

etc... On remontre ainsi jusqu'a a (, b.
Jusq v

Réciproquement, considérons un treillis tel que pour tout couple {a,b}, on trouve
entre a (ou b) et a b, une chaine maximale dont les éléments sont invariants.

Soit alors a et b tels que %} a nb.

Considérons 1l'intervalle ﬂ:a,a ub]].' Cet intervalle compte 2 invariants puisque
|2 A b,b]ll =2 . I1 y a donc une chaine maximale de longueur 1 entre a et a b
donc @, b} a. On fait ensuite le méme raisonnement en Intervertissant les rdles
de a et b d'oﬁaub}-b.

Finalement :

a }a
anb=>a_ b
p 2N TRV

et le treillis est donc N-semi-modulaire.

TREILLIS U-SEMI-MODULAIRES

Raisonnement analogue, d'ol :
THEOREME

Un trheillis est \semi-modulaine s4 et seulement s4 pour tout couple
{a,b} , on trouve entre a(b) et a nb , une chaine maximale dont tous
Les elements sont Linvardants.




- 61 -

Conollaine : I

Dans un treillis U-semi-modulaire :

afb |
=>cbbnc
a>c

dualement, dans un treillis N-semi-modulaire :

adb

=>.C§ buC

En effet, cela déecoule de la démonstration précédente, si on considdre le
cas a 4 b } b qui entraine a1 =2 nb.
Nous utiliserons la premiére propriété dans la démonstration sur les treillis
o-affaiblis.

TREILLIS MODULAIRES

En application des deux théorémes précédents
THEOREME

Un trelllis est modulaire 84 et seulement 84 pour tout couple (a,b),
on trouve, entre a(b) et a nb d'une part, entre a(b) et a b d'autre
part, une chaine maximale dont tous Les &Léments sont invariants.

Commentaire :

Les trois théorémes précédents sont des caractédrisation moins "locales”
que celles habituellement énoncées pour les treillis U-semi-modulaires, N-semi-
modulaires et modulaires. Au sujet de ces derniers, on peut énoncer le théordme

suivant : ’
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THEOREME

Si un tneillis est modulaire, tout dLement d'une chaine dont Les extrn@mitis
sont des invariants est Lui-meme un invariant.

Preuve (par 1'absurde)

8 ayb Soit X € IB. Supposons X non invariant et

soit Bz et Bl deux invariants encadrant

@ﬂfﬁ au plus prés (B, > X > B1)

b Alors le treillis possé&de le sous-treillis
, non modulaire 3 5 &léments
61_ . I{Bl(J a, Bys X, Bys By L a}, ce qui est
contraire 3 1l'hypothdse de modularité et

par suite X est invariant.

Corollaine
Ia et IB sont isomorphes.

(Cette propriété est connue, elle se trouve ainsi établie par une voie

différente).

INDICE D'UN ELEMENT D'UN TREILLIS

L'indice d'un élément a d'un treillis, noté i(a) est la longueur de la
plus longe suite d'U-irréductibles inférietr ou égaux a a.
Ainsi, cette notion n'est pas toujours définie.
Dans les treillis atomiques, les atomes ont l'indice 1.

g'il existe le minimum du treillis est d'indice nul.

LEMME
Dans un treillis modulaire atomique, les éléments d'indice < 1 forment

un sous-treillis convexe.
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Preuve :
Nous montrerons d'abord la convexité et pour cela, qu'un &lément ayant une

représentation d'indice 1 ne peut couvrir un U-irréductible d'indice 2.

Nous raisonnons par l'absurde en montrant que, si un élément ayant une
représentation d'indice 1, couvrait un U-irréductible d'indice 2, le treillis
(modulaire) posséderait alors le sous-treillis non-modulaire classique 3

5 éléments.

Soit X ayant une représentation d'indice 1. On peut donc écrire

X = ¢n w by b, atome, bi/é én
én union d'atomes, én ) x
Soit bn P x ) bﬁ z_bl
et soit a,-1 = by (\Cn )

Soit g4x, g U-irréductible




Supposons
iy

2)

Considérons :

x=guyub ucb b, = (ar modularité) 9

g U-irréductible
b

n

“n

i(g) = 2 =>

rang de x > 3

: =1 = uni 1 =
i(a,_4) =1=>a, , est union d'atomes =>

rang de a, 1 > 1
Ch union d'atome

Cn} -1

Cq v b1 est (par modularité) de rang 2

. ,
g T/\ CGu 54

Ay 4

clest bien un sous-treillis?

- B4 -

0~in€"dM¢ﬁ;L&i

FEnbyACy =an,

.

s
=>ﬂ¢1, atome, ci‘ _<_¢n, Cl £a g, ¢ # by

ol ubi)n Ctu. 4
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(@) v (€pubp = (U uby =cpubp =x
Or ce sous-treillis n'est pas medulaire ce qui est contraire 3 1'hypothdése de
modularité d@ treillis.
Par suite 1l'hypothése :

Jg, U-irréductible, i(g) =2, g4 x

est absurde.

Montrons -maintenant que les éléments d'indice < 1 forment un sous-treillis

Soit (a,b), i(a)
i(b)
il existe donc une représentation d'indice 1 pour a b et d'aprds ce qui précéde
a ¢ b ne peut &tre que d'indice 1 au plus. De mé&me pour a A b.
THEOREME
Dans un trhelllis modulaire w(:oméélue T, Les elements d'indice <'i, forment
un sous-tnelllis convexe T; pouwr tout i. De plus, un elément ayant une

neprésentation d'indice i+1 ne comportant Qu'un V-iundductible d'indice
i+l , couvre un et un seul élément de T;. '
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Preuve :
Nous supposons que les éléments d'indice < i forment un sous-treillis
convexe Ti(ce qui est vrai pour i=l , d'aprés le lemme) et nous allons montrer

que c'est alors aussi le cas pour les éléments d'indice < i+l

Soit X un élément ayant une représentation d'indice i+l , c'est-d-dire

comportant au moins un U-générateur d'indice i+l.

1) Ca;partiéulier d'une représentation ne éomortant qﬁ'im U-générateur, g,
d'indice i+l.

Les autres générateurs de la représentation sont d'indice < i et leur union,

A, est par suite de l'hypothése d'indice < 1.

X=guA
Considérons

*x x*

gL8g¢eT
et X}E:gqueT

x
Xog=EuMNug=A,E D) =Aug=x

K A= x}zgx

=g =gnx
x
gy g

et g % g}E entraine, du fait de 1'isomorphisme des intervalles [g A xx,g]
et Exx, x* U g] dans un treillis modulaire : -

x

X X
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Supposons maintenant que X soit d'indice (i+2)au moins :
38, et gz, U-irréductibles avec :
% % .
x>g3>gz}g2avecgzéTiet :
{gz, 83> x} A Ti =0

x}x}t
Frg e Xugy =X

X > gZ
Du fait de 1'isomorphisme entre segments

[xx,xxu gz] et [xx(\ gz,gzl, dans un modulaire :

a m\>/‘\ o

X=xx’ug2>xx=>,g2}xxng2 ®

8 "\\ sy

et comme g9 est U~irréductible : g } g}zE => Vad W 93
¢ "
* o x , ,wﬂ\gﬁ

X N8 =8& 7} 1y ﬂ'&
e
Cons idérons les segments 32 )
4

[gz N X}E;xx] et [gZ’ & v x}t] ’

il s'ensuit que g3 couvre un élément de Ti et comme il existe par ailleurs
une chaine (x’gS’gZ) complétement extérieure 3 Ti’ gz n'est pas U-irréductible !

donc X est d'indice i+l au plus.
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2) Voyons ma:Lntenant le cas plus général d'un élément x ayant une représentation
d'indice (i+l), comportant au moins deux U-irréductibles g1 et g,, d'indice i+l.

On peut écrire :

X=g1ug2 cee
=gruhy Xe Ay g A kg
=guhp Xk A e AL
dfod : A1 Al
Apn Ay 4 (car x =A; U Ay p )
A Ay

2

Supposons que X couvre un U-irréductible, g, d'indice i+2.
L' U-irréductibilité de g et la modularité entrainent que :

X ¢ grAlnA,

~
i

soit x= (g0 gl vl nA)’ (1
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Mont#ons maintenant que :

(Aln Az) N (gl U gz) £
g v 8
Nous avons :
&2
Apnig ¥ =>Mnhlgug
&1
Soit A¥ :
x x x X x*
AT = gy v g, avec 81 4 g1> & % 8y =>.

A X x x
{A 3 gl’gz}‘C‘Tl

x x x
gLvgr 8 ug =>,A‘f_g1ugz

Par ailleurs :
82 A1 nAY) =A 5 A nA,

Du fait de 1'isomorphdsme (modularité) des segments

[Alf\ Az, gy v (Al N AZ)] et [gZ N (Al N Az),g2] :

8y v (Al N AZ) > (Al N Az) => 8 > g N (Al 0N Az)

=> gz N (Al N Az) = g§
- *x
De méme : g1 n (Al N AZ) =8

d'ol : gafuggf_Al,qu oquf_AlnAZ

(2)




Pl o P x
Ces présultats (soulignés) concernant A© , vont nous permettre de montrer

maintenant que :
Mnh fegug, (3)
pour cela nous considérons les rangs par rapport a A%,

Du fait de 1'isomorphisme entre segments, g1 U 8y est de rang 1 ou 2 par

rapport a AT

Al N Az est de rang au moins 1 car
g r (Al N Az)
=> Ind(A) n A)) = i+l
Ind(g) = i+2
et ASeT, AjnA, ¢T
i* 71 2 i

8i gy u 8y est de rang 1, et (2) excluant 1'égalité entre g1 u gy et 'Al nAz :
X
(g1 L 8) N (A NA) = &

eq 2. 0N . 3
8i gy U 8, est de rang 2, la seule possibilité 3 envisager est gy , 8, > AlnA2 >A3
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2

Mais alors et A A, ont deux majorants minimaux distincts : Ay et
&1 1052 1 g1v &

ce qui est impossible donc (3) est bien vraie.

(1), (2), (8) entralnent que le treillis modulaire possdde le sous-treillis non-

modulaire : x

NG

¢ 5?%,3f¥“&

Ojt "C}L

; i

"9t (ainh, )

ce qui est impossible donc X est d'indice (i+l) car l'existence de g est

impossible.

3) Montrons maintenant, aprés la éonvexité, qge les Eléments d'indice < (i+1)
forment un sous-treillis.

¥(a,b), i(a)
i(b)
i(a b)) < i+l.

Par ailleurs, a (b a une représentation d'indice i+l et d'aprés ce qui
précéde, a b ne peut pas alors &tre d'indice > i+2 , donc a b est d'indice
i+l.

On aboutit 3 une sorte de statification ’
du treillis suivant 1'indice : 1'élément
nul est d'indice 0.Puis les éléments )
d'indice 1 forment une strate S1 . Puis, (
les éléments d'indice 2 forment une

strate S2 etc...

Chaque strate est fermée pour l'union.
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Congllaine 1

Dans un treillis modulaire

i(ay b) = Max(i(a),i(b)).

Cornollaine 2

Dans un treillis modulaire, de deux &léments complémentaires, l'un au moins
appartient 3 la strate d'indice maximum.

(fermeture des strates pour U).

Conollaine 3

Dans un treillis modulaire complémenté tous les éléments sont d'indice 1
au plus.

(c'est-d-dire : les U-irréductibles sont atomiques, sinon il y aurait un
é1ément d'indice 2 au moins et le maximum de la strate d'indice 1 n'aurait

pas de complément).

Conollaine 4

Un élément d'une strate Si est U-irréductible si et seulement s'il est

minimum dans Si'

(démonstration analogue a celle concernant &{Ei dans le chaplitre sur

1'"extension").




Nous étudions ici une classe de treillis dont le premier exemple fut le
treillis des sous-arbres d'un arbre. Ces treillis sont trds 1iés 3 la notion
d'extension que nous avons développée ; ils sont difficilement caractérisables
algébriquement, ce qui s'explique par ce qu'un sous-treillis d'un treillis (o

ou o-affaibli n'est pas forcément(o) ou «a-affaibli.

CONDITION (o) POUR UN TREILLIS FINI

Un treillis Tn fini est dit satisfaire la condition (o) d'ordre.n ou,

plus simplement, Tn est dit (o) d'ordre n si :

a-1 : Tn posséde exactement n U-irréductibles.

a~2 : Toute chaine maximale joignant Min(Tn) a Max(Tn) est de
longueur n.

a=3 “i~lLes atomes sont les seuls éléments U~irréductibles de Tn'

CONDITION (o) AFFAIBLIE POUR UN TREILLIS FINI

Un treillis fini In est dit satisfaire la 'condition (0) affaiblie d'opdre n
ou, plus simplement, In est dit o~affaibli d'ordre n s'il ne satisfait que les

deux premiers points de la définition précédente.

L'intérét de ces deux définitions provient de ce que de nombreux treillis
que nous avons étudiés satisfont l'une ou l'autre de ces deux conditions dont

nous verrons qu'elles sont caractéristiques d'une classe assez nombreuse de treillis.
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LEMME

Soit T un treillis et {a,blg T, a >b.
On peut adjoindre & T un élément étranger h, pour obtenir S, et prolonger

1'ordre sur S de telle sorte que

l)a>h>b
2) S est un treillis ol h est U et f-irréductible.

3) T est sous-treillis de S.
Preuve

I - Précisons comment on prolonge sur S l'ordre attachée a T :

1) On conviendra que a >h > b

2) ¥ {u,vl €T
dans S, u >v <>u>v dans T
et dans S, u=v <=>u = vdans T
3) ¥ thyul, ueT:
dans S h >u <=>b >udans T
dans S h <u <=>a <udans T

4) Enfin, convenons que X > X.

On vérifie alors que la nouvelle relation définie sur S est bien une relation
d¥ordre (c'est-a-dire, réflexive, transitive, antisymétrique).'
II- Montrons que S est un treillis et, pour cela, vérifions que pour tout couple

(x,y) , il existe une borne supérieure dans S.
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1) {x,y} $#h =>
§i Major({x,y}) #h = 3 Min(Major({x,y}) = x Uy dans T
8i Major({x,y}) ® h => Major {(x,y )} 3 b =
4 Min(Major({x,y}) = Min(Major({x,y}-h) = _
Min(Major-dans T- ({x,y}) = x_ y dans T

2) {x,y}2 h, soitx =h
y et h comparables =>

siy>h=> 4x_y=y

Il

siy<h=> Jx _,y=h

y et h incomparables =>

dhy=a_ydans T.

Démonstration analogue pour montrer 1'existence d'une borne inférieure,

Par construction, h est bien U et N-irréductible.

III- Enfin, T est sous-treillis de S, comme céla ressort de la démonstrat ion

ci-dessus : dans le cas ol {X,y}# h (donc ¢ T), x ,y =T, et de méme

X AY-

THEOREME
Tout theillis a-afgalbli d'orndre n est :
- sous-tnellLis d'un thedlllis S,(d) d'ordre n,
- fommé de chalnes maximales de S.
Réciprogquement :
S{ T est un thedllis o-affaibli d'ondne n et 84 a <b sont deux dL3ments
dans T, de hauteurn nelative P, tout sous-treillis Tp de T, formé de chailnes
maximates (dans T) de [a,b] vérifie La condition a-affaiblie d'ondre p.
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Preuve de La proposition directe : Nous allons montrer que pour tout treillis

o-affaibli, on peut construire un treillis (o) dont le treillis donné est sous-

~

treillis 3 chalnes maximales.

Soit T un treillis o~affaibli mais non (o) , d'ordre n . Soit g; un
U-irréductible non-atomique, il existe alors un élément b;, b_‘]j- £ gi,'b;“ eT.

Considérons alors une chaine descendante. :

bl b bl DI, b eee > by, = Min(D)

dont tous les éléments appartiennent a T.

Créons.-la chaine :

oA i i .
gi = 8j }—aj_1> 257 I aj_p} Min(T)
de méme longueur, p , et telle que

Vh, h ¢ [O,p] =>

a5 Oy
L'ensemble S obtenu est un treillis (appli-
cation, p fois, du lemme) et il est (o) ,
d'ordre n. T est sous-treillis de S et toute
chalne maximale de T est maximale dans.'S.

En tant qu' (J-irréductible, a permute

"
jp

br.
avec J

AMin(T)
Preuve de la proposition inverse

Remarquons d'abord qu'il n'y a aucune perte de généralité en supposant le
sous-treillis TP considéré, socus-treillis d'un treillis(a/d'ordre n, plutdt qu'
cg~affaibli de méme ordre puisqu'un o-affaibli est lui-m@me sous-treillis d'un{ot,}

de méme ordre.
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Soit donc T un treillis g-affaibli d'ordre n et a'<b  de hauteur relative p.

Soit Tp un sous-treillis formé de chalnes maximales de [a,b:] . Par suite T

est bien un treillis 3 longueur de chalne et cette longueur est p.

Notons R(x) l'ensemble des {J-irréductibles de T dont un élément X est
union, union maximale.
Considérons les U-irréductibles de T pris en tant que treillis isolé (ces

p

~irréductibles ne le sont donc pas forcément dans T).

Soit u un tel U-irréductible de Tp'

u e Tp => R(u) € R(a)
soit

veTp,v-{u (v*uaﬁssibiendanquuedansTp)

=> Jw, € R@), u=w, uvetRW = W URI
Ainsi, par ce procédé, a chaque U -irréductible de Tp’ en commengant par les

éléments couvrant b, on attache un élément de R(a)-R(b).

Montrons maintenant qu'a deux U-irréductibles différents, on ne peut attacher

le méme élément. C'est-3-dire, montrons que U;'# U, => W_. # W

Supposons Wu1 = _Wuz => WL11 € R(u1 nuz) (rappel : Ujnu, € Tp).

Soit : z, z € Tp, ul} Z >U; AU, (zestunique)
Rzg R(ulp\ uz) => Rz ER

et par suite wy n'a pu 8tre attaché a Uy, ce qui est contraire a 1'hypothése,

donc w, # W, Ainsi, le nombre des U-irréductibles de Tpest égal a E(Ra—Rb)l

u
comme clest a%ssi sa longueur et que Tp satisfait la condition de JORDAN-DEDEKIND,

Tp est o-affaibli.
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Autre démonstration, utilisant les résultats du éhapitre sur le codage :

Immergeons T dans le n-cube par un M-codage canonique h, ce qui est possible

et la dimension est nécessaire et suffisante.

Les éléments de Tp ont leur image dans un p-cube BP.

).
s oW st 3 e i E%l
p
e .
N

Dans 1'immersion de Tp dans Bp, p est une dimension nécessaire et suffisante
Par ailleurs, cette application est compatible avec M, il s'agit donc d'un codage
U -canonique puisque c'est le seul codage de dimension minimal compatible avec l'ON:
pération /Y et par suite Tp contient p éléments U-irréductibles. Finalement,Tp est

o~affaibli d'ordre p.

Corollaire

Tout intervalle [@in(T),a] est o-affaibli et, il est d remarquer que les
U-irréduct iblesd'un tel intervalle, considéré isolément, le sont aussi

dans T, par suite :

PROPRIETE 1

ar>b=> 3 Uy unique, (J-irréductible, £ b et tel que
R(a) = R(b) U {uab}, d'ol aussi :
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PROPREETE 2
Tout €lément de rang p d'un treillis o-affaibli est borne supérieure d'exac-

tement p U-irréductibles.

Ce corollaire nous améne au théordme :

THEOREME
Dans un theillis o-afgaibli T, Va,b,y de T :
[a>beta > y] =$. 4 U U-iueductible, unéQue, Andépendant de y,
A bet tel que y <b ouy >u.,.

Preuve ¢ D'aprés le corollaire précédent :

Buab, unique, £ b et tel que R(a) = R(b) &!{uab}

Supposons : yAb=>a=y_ ,b=>

du,, u, <v, u, £b =>R(a)> R(b) ¥ fu, }

y ¥
Mais R@)| = RE®)[+1 = u
est unique est indépendant de y =>'uy =y
Si

yxb= [ fuy =yfu,]

TREILLIS o~AFFAIBLIS ET EXTENSION

THEOREME
Les treillis a-affaiblis sont Les trneillis géndrables par extenmsions (Lat-
tieielles) successives a partin du thedlllis a un seul eLément; chaque
extension etant caténaire et avec mindimum.
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Prewve

I - Les treillis a-~affaiblis s'obtiemment par extensions successives avec minimum
puisque leur longueur est égale au nombre de leurs U-irréductibles. Il reste
donc 3 vérifier que chaque extension est, de plus, caténaire. Or, supposons
que l'une de ces extensions ne soit pas caténaire, le treillis obtenus apres
cette extension ne serait pas 3 longueur de chaine et, par suite, ne serait

pas a-affaibli, ce qui est contraire & l'hypothése.

II- Il est assez &évident qu'un treillis obtenu par extensions successives, chague
fois caténaires et avec minimum, 3 partir du treillis réduit 3 un seul élément
est un treillis a~affaibli. Constatons que c'est le cas pour le treillis de
longueur 1.

Par ailleurs, d chaque extension
- la propriété de JORDAN-DEDEKIND est conservée
- la longueur augmente de 1
- le nombre des LLirréducfﬁbles augmente de é;;
lui aussi, puisque chaque fois, le seul U-irréductible introduit est le minimum

de la partie étendue. |

Corollaire 1

Soit Tn un treillis a-affaibli d'ordre n :
vk , entier O <k <mn, Jk U-irréductibles tels que le sous-treillis

de Tn , construit sur ces k  U-irréductibles soit o-~affaibli dordre. k.

Preuve : Le treillis Tn étant obtenu par N extensions successives, considérons la
Y
ieme ~ . . o . o e, s . - .
k : 3 ce stade, on a un sous-treillis du treillis définitif et il est a-affai-

bli d'ordre k.

Corollaire 2

Il y a autant de fagons possibles d'obtenir par extension un treillis Tn
© g-affaibli que ce treillis compte de co-atomes ; chacun de ceux-ci est maxi-

mum d'un treillis a-affaibli 3 partir duquel le treillis est obtenu.
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Preuve : Le théoréme précédent assure que pour tout &élément ai_l de rang n-1 ,
il existe (n-1) (J—irréguctibles dont il est borne supérieure (exactement).
Considérons alors le 1 "¢ (J-irréductible et 1l'ensemble des &léments qui lui

sont supérieurs : on constate, par une démonstration reprenant celle du théordme
analogue pour les Freillis distributifs, que In est obtenu par extension & partir

[ » P . . Pd 1
du sous-treillis T;-l des éléments inférieurs ou égaux a a1

Corollaire 3

Les co-atomes étant tous maximum d'une extension, du fait du théoréme sur
Inf (Max Oi) établi dans le 1°¥ chapitre :
"Les majorants de la bornme inférieure des co-atomes forment un treillis

booléen". D'ol aussi :

Corollaire 4

Dans un treillis T o-affaibli d'ordre n possédant q co-atomes, le
rang de Max(T- LIEi) est n-q. '

Corollaire 5

Un treillis o-affaibli est lj—éemi—modulaire.

Preuve : Les caractéristiques des extensions successives, permettant d'obtenir

tout treillis a-affaibli, sont celles qui préservent 1' U-semi-modularité.

f "-»;‘a‘ | )

Remargue : La réciproque n'est pas vrai (!i\"J

PROPRIETES DES BRANCHES EQUIVALENTES DANS UN TREILLIS o-AFFAIBLI

Un treillis a-affaibli &tant U-semi-modulaire, on peut définir des
branches équivalentes (voir cours d'Algdbre de Monsieur KUNTZMANN, polycopié

daté d'octobre 1968, chapitre 3, page 32), comme nous le rappelons
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On dira que les branches (a,b) et (c,d), a % b, ¢ }. d, sont équivalentes si ces

branches sont confondues ou s'il existe une suite finie de branches

(a,b) = '(el’fl)’ (ez,fz), (63’f3)""’(en’fﬂ) = _(C,d)

telle que : fij;;l,-e*/
_ e
£ weia = fin /*f‘
ou i
fineig =8
i ntiyg T Cin
ou

e;nfig =4

Ce rappel fait, considérons deux branches équivalentes (a,b) et (C',d), a > b

c b d et telles que de plus a > ¢, d'ou a = by c.

p O

L' U-semi-modularité entraine que d = c Hd d'oy

b, R(a) = R(b) V fuy )}

R VY {u, .}
U : (1)
R(d) Y {ubd} v {uab}

il

= 1 a
Or C>uy => R(c) 3u,y et d'aprés (1)
udb = -uac et par sulte aussl :
Yed = Yab

Or, les branches (a,b) et (c,d) sont équivalentes, d'ol, en poursuivant de proche

proche
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THEOREME
A des branches Equivalentes est attaché Le meme  U-inndductible.

Corollaire

Soit (a,b) et (c,d) deux branches équivalentes, alors [a NACs b A d:[ se

réduit 3 une branche, équivalente aux deux branches (a,b) et (c,d).

Preuve : Par U-semi-modularité, (a ~nCc, a nC ~Ad) est une branche équivalente

a (c,d) et (@anC, a5y C D) est une branche équivalente a (a,b).

Si (a,b) et (c,d) sont équivalentes, il est
attaché a (a nCc, b ~nC) et (a AnCy and)

le méme (/-irréductible et, par suite, ces

branches sont confondues, d'od

\:f i\ - » b(\C:bﬂd:ar\det
af\cf\b=bf‘\cv5"mcf\d=aﬁd anc &b Ad

\~Aﬁ_
b nd

Sighification des branches &quivalentes, relativement au fait que le treillis

s'obtient par extensions successives

A une branche est attaché 1'(J-irréductible introduit par l'extension créant
la branche. Les branches é&quivalentes sont celles qui joignent deux homologues

dansl'extension introduisant 1'(J-irréductible attaché 3 ces branches.

Préordre associé d 1'extension

Soit Tn un treillis o~affaiblis. Il peut s'obtenir de différentes fagons
par extension 3 partir d'un treillis de longueur n-l. Considérons 1'union . des
parties étendues possibles, (_J_Ei pour reprendre les mémes notations que dans

le chapitre sur la notion d'extension. Considérons T, - (_{Ei.




Pour un treillis o-affaibli, T - UE; est facile 4 déterminer : c'est le sous
treillis convexe dont le maximum est la borne inférieure des co-atomes. A son tour,
ce treillis est o-affaibli puisque sous-tréillis a chalnes maximales, d'ou pour
lui aussi une derniére couche étec... Finalement, c'est tout le treillis In qui se

trouve stratifié en diverses '"couches'.

Exemple :

Couche 3

> Couche 1
~¥Couche O

A cette stratification est associé un préordre, notons le R, ainsi défini :

XRy <=> X appartient 3 une couche d'ordre supérieur ou égal & 1l'ordre

de la couche contenant Y.
(il s'agit bien d'un préordre : ¥x, xRXx et ¥x,y,z, xRy et yRz => xRz)

Couche dans un treillis o~affaibli T

Précisons la notion de couche que nous venons d'introduire :

"La derniére couche, d'ordre le plus élevé, est l'ensemble :

f, x <Max T, x £ Inffu, u { Max T}}."
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Toute couche, Cp—l’ d'ordre p-1, se définit 3 partir de la cduche Cp , d'ordre

Cp_1 = {x, x < Qs X £ Inf {y,y { Qp}}
avec

% = Inf {y,y { Max cp}

La couche C0 se réduit a Min(T).

Chaque couche C; détermine un intervalle ﬁMin(T), MBX(Ci)] qui est lui-méme
un treillis q-affaibli et, compte tenu des propriétés &tablies pour les treillis
qui peuvent s'obtenir par extension de diverses facons, on &tablit les propriétés

suivantes

PROPRIETE 1
Chaque couche ne comporte que des U-irréductibles incomparables deux a deux

et contient, avec tout couple d'éléments, leur borne supérieure.
H 2 P

PROPRIETE 2
Chaque élément d'une couche ne couvre qu'un élément au plus de la couche

inférieure.

PROPRIETE 3
Pour chaque couple C; (1# Q)
Dmxxcci_l), Max(Ci)] est un treillis de Boole
(il y a ainsi entre Min(T) et Max(T) , une suite de treillis de Boole).

PROPRIETE 4
Dans une couche Ci’ il y a autant de co-atomes relativement 3 MaX(Ci)
qu'il y a d' U-irréductibles dans la couche (cela par application du théoréme,

apb=>Vy,y<as=> auab’?'iuab ouy <b).
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THEOREME
Dans un tredlllis a-affaibli, Les couples de complémentaines, autrhe que I
et 0 4'40 en exdste, appartiennent a La derniZre couche.

Preuve : Considérons MaX(Tn- QEi) qui est aussi la borne inférieure des co-atomes.
Alors
¥x, x # max(Tn)

x ymax(T - VE;) < un co-atome
=> ¥y, y € T- YUE;
X ¥y <un co-atome

et par suite, y ne peut avoir d'éléments complémentaires. Ne peuvent donc avoir
d'é1éments complémentaires que les éléments n'appartenant pas a T,- g{Ei,

donc les éléments de la dernidre couche.

Corollaire
Un élément, autre que O, strictement inférieur d un U-irréductible ne peut

avoir de complémentaire.

THEOREME
Dans un tredlllis o-affaibli, Les eements complémentaires d'un meme eLement
forment un sous-demi~trnelllis Aingérnieun. '

Preuve : Soit T le treillis et soit a' et a" (a' # a') deux complémentaires d'un

//ﬂ///j;;f?i;:%ﬂfgzz | méme é&lément a.

X A Supposons (a' A a') , a # Max(T) =>
ix, (@' ~12a")  a <x <Max(T).
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Max(T) » x => x n a' 4 2" et x qa" { a"
d'ol par U-semi-modularité

(xna') f\(x r\a") = ,a'f'\ a" (1)

Or les branches (a', a'pn x) et (a'", a'" n xX) sont dquivalentes (car toutes deux
équivalentes d la branche (Max(T),x)) et par suite

a'na'y (@'A X) A @ Ax

d'ol la contradiction avec (i), par suite, @'A a”)kJ a = Max(T), ce qui achéve

la démonstration.

THEOREME
Un thelllis a-affalbli complements est boolien.

Preuve ¢

Admettons la propriété vraie pour la longueur N et montrons qu'elle est

vraie pour la longueur n+l (elle est vraile pour n=1 ).
'

Considérons une extension o-préservatrice sur un treillis booléen de
dimension n, 5" , et aboutissant 3 un treillis Tn+1 . Cette extension porte sur
au moins deux chaines puisque Tn+1-Bn doit &tre, complémenté, et de plus', pour satis-
faire les conditions d'obtention d'un treillis complémenté, ces deux chaltnes sont
formées d'éléments 2 3 2 complémentaires dans B". Comme le support de l'extension
doit &tre fermé pour N\, il s'ensuit que tout atome participe a l'extension. Pour
satisfaire d nouveau les conditions d'obtention d'un treillis complémenté (et
aussi du fait que l'extension doit &tre caténaire), il s'ensuit que les co-atomes
doivent participer et comme l'on ferme 3 nouveau par /), c'est tout le treillis

qui participe a l'extension et on obtient donc le (n+l)-cube.
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THEOREME
Lla candinalite minimele d'un trnelllis (o), T,, de Longueur n est

n!r21+1) + 1

Preuve : Un treillis (o) s'obtient par extensions successives portant chaque fois
sur des chalnes maximales de longueur maximale. On assurera la minimalité en
choisissant un support d'extension ne comportant qu'une seule chalne maximale,

La cardinalité du treillis obtenu est ainsi :

1 + 1 + 2 + 3 + 4 +,..000000. +1 M+1.
s -2
T
\__.0.-——-\,«’!'““"-“’"1
T
TS
T,
\\ ~\/ }
T
. o -/
Ty
T
n

Notons que pour n > 4, il y a plusieurs treillis possibles ; pour n = 4 il y én a

2 (& un isomorphisme prés).
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Parmi les treillis précédents, seul le demi-quadrillage correspond d un
treillis de n-arbre (voir cette question) puisque c'est le seul cas ol l'exten-
sion de T__; a T, est isomorphe 3 1l'ensemble des majorants d'un atome pour tout

p P
P, p <nd'ol

Corollaire

La chaline a n sommets est le n-arbre ayant le moins de sous-arbres.

Remargue

La cardinalité maximale d'un treillis Tnsatisfaisant la condition (o)

est 2n.

Au chapitre sur les parties connexes d'un ensemble connexe, nous mentionne-

rons encore quelques propriétés des treillis a.

Fonction booléenne attachée 3 un treillis a-affaibli

Soit F la fonction booléenne attachée au treillis. Considérons 2 mondmes
tels que leur borne supérieure les couvre chacun. Du fait de la condition de
chaine, ces 2 mondmes sont de méme rang p, et leur borne supérieure est de rang

(p+1l) ). Par suite les deux mondmes sont de la forme

M.I.J et M.I.J
(M produit de lettres accentuées ou non) et leur borne supérieure de la, forme
M.I.J.

, L' /-semi-modularité entraine que la borne inférieure est couverte par
MIJ et MLJ , c'est done

M.I.J
et par suilte

F>M(I+J) =>F >M @8]
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Fonction attachée 3 un treillis distributif

Avec les conventions du paragraphe précédent, 1'/}-semi-modularité se tra-

duit par
FOMI+J) = MCF (2)

Dans le cas de treillis 3 longueur de chaine n et possédant n U-irréductibles,
(1) et (2) sont caractéristiques de, respectivement 1'U- et 1"(l-semi-modularité
et la fonction booléenne attachée & un treillis distributif satisfait simultané-

ment (1) et (2).

Inversement, si un treillis satisfait simultanément (1) et (2), il est alors
modulaire et nous montrons (voir "Extension dans les treillis") qu'un treillis
modulaire Tn oa-affaibli est distributif. La satisfaction simultanée de (1) et

(2) est donc caractéristique d'un treillis distributif.

‘Produit de treillis (o) ou o~affaiblis

Il est immédiat de vérifier que le produilt de deux treillis o-affaiblis
est a-affaibli. Mais, dans un produit de treillis a-affaiblis, tous les treillis

doivent &tre (a) pour que le produit le soit.

Inversement, soit un produit fini de treillis, T = Tl X T2 X ..
Si T est o~affaibli, que dire de Tl’ Tz,..? D'une part si Tl’ T2 , n'étaient pas
3 longueur de chaine, T ne le serait pas. D'autre part, le nombre d' {J-générateurs
de Tl’ par exemple, ne peut &tre moindre que sa longueur. Il ne peut pas-non pilus
8tre plus élevé, car ce serait aussi le cas pour T qui alors ne serait pas o-affai-

bli, donc
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PROPRIETE

Si un produit de treillis est o-affaibli, chacun des termes du produ'it
est a-affaibli.

De plus, si le produit est (a), les termes du produit sont aussi (o), car

si 1'un des termes n'était pas (o) (mais a~affaibli) le produit ne le serait pas.







DIAGRAMME DE HASSE D'UN ENSEMBLE ORDONNE - RAPPEL

Les éléments de l'ensemble sont figurés par des points d'un méme plan

3
muni d'un axe vectical V. La position des points dans le plan est telle que
X>Y= X.V>o0

de plus, on joint par un segment de droite les points X et Y tels que
X»>Y (ouY< X) et seulement de tels couples ; ces segments de droites
s'appellent aussi "branches". Il s'ensuit que X > Y si et seulement si on peut

aller de Y a X par "un chemin constamment croissant".

Dans les applications de nombreux ensembles ordonnés se présentent naturel-
lement comme des diagrammes de Hasse : notion de couches dans les réseaux d'opé-

rateurs, arborescences des questionnaires, etc...

DIAGRAMME DE HASSE PLAN

Un diagramme de Hasse est dit plan s'il ne comporte aucune intersection

de branches.

ENSEMBLE ORDONNE PLAN

C'est un ensemble pour lequel il existe un diagramme de Hasse plan.
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COMPLETION DE JORDAN-DEDEKIND POUR UN TREILLIS FINI

Nous appellerons ainsi une complétion du treillis 1'amenant i posséder

la condition de chafne de JORDAN-DEDEKIND.

Dés lors, on pourra parler, pour un élément, de son rang par rapport
au ZERO du treillis. La complétion est &ffectuée avec des &léments chacun 3
la fois U et N~-irréductibles et, par suite, le treillis initial T est sous-treil-
lis du treillis complété T. La complétion est faite de telle sorte que les

éléments initiaux aient un rang minimal et, par suite T est unique pour T donné.

Exemple : ,,08 ? 8
/ / T
5 b4 | |
) L 05 L )
¢ o .
\/i A ‘ ?
\ 6 73 o4
0 | 1 %2
/‘/ g
L/
PROPRIETES DE LA COMPLETION . 0

Pour la relation d'ordre entre treillis :
T > S <=>§ est sous-treillis de T -

la complétion ci-dessus est idempotente (VT, T = T) et extensive (T > T, ¥T)

mais non isotome (8 > T # 8> T)comme le montre l'exemple :




’g\ i
A o’ & H
e V"“/ ; . ”,cl"; !
s ¢ ¢ 8, ¢
IS 4 { . Y
& \\ ad K4 / N
AR i ,4 } 9 ]
; \ i & 0 N !
a fi ! : / % \ /f
b g ; ' ; 9 & o
K i @ ) {8 b - )
5 . L ' g
N, ; b e g,
b / % L S
/ i fe; o
™ % ; |
N \f,‘ .
% | |
f T " { 5‘}
i

D'un treillis T tel que T = T , nous dirons qu'il est "J-D-complet'.

INDICE D'UN ELEMENT DE RANG p DANS UN TREILLIS J-D~-COMPLET

Considérons les éléments de rang p. Nous leur attachons les indices
o, 1, 2, 3, ...

TREILLIS PLANS - DEFINITION

Un treillis T est plan si et seulement si, il existe pour T une indexa-
tion telle que : ¥X >y => &tant données deux chaines maximales disjointes
(sauf en X et y), s*'il y en a, reliant X et y, les indices des &léments de l'une
sont constamment supérieures, 3 égalité de rang, aux indices des &léments de

1'autre chaine.

Commentaire

Cette caractérisation est une expression plus exploitable du fait que
le treillis "peut &tre dessiné plan". Le raisonnement tenu est le suivant
quand on dessine un treillis sur une feuille de papier, on commence ﬁar exemple
vers le bord gauche de la feuille et les éléments de la chaine la plus & gauche
seront d'indice nul. Puis on continue de dessiner en se déplagant vers la
droite sans jamais, si le treillis est plan, revenir 3 1'"intérieur' du péri-
métre déjd dessiné. Si on le faisait, on aurait deux chaines avec inversion

de l'ordre des indices
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THEOREME (rappet)

Un ensemble orndonnd §ini T, dont un diagramme de Hasse est plan et qud
possede un eLement universel et un eLement nul est un tredlllLis.

Remargue H

Un graphe ordonné plan, et qui est un treillis, n'a pas forcément de

diagramme de Hasse plan, comme le montre l'exemple du 3-cube.

it

) ! L I o g
5 il pj"‘ 15 < O
\L’; ’ \Q\ !1

——

Soit T un treillis plan fini. Une chalne maximale (3, joignant Min(T)

a Max(T) est dite "de bordure" si le diagramme de Hasse du treillis peut &tre

dessiné plan de telle sorte que & soit un bord du dessin. Il y a naturellement

une seconde chaine de bordure. Ainsi, un treillis plan possdde au moins deux

chaines de bordure. Les deux chalnes de bordure d'un diagramme de Hasse donné

sont dites "conjuguées" ; elles peuvent avoir des parties communes. Une chafne
pem

de bordure peut avoir plusieurs conjuguées.
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EXTENSION ET PLANARITE

Notons, 3 ce sujet, le théoréme suivant :

THEOREME

Pour qu'une extension d'un trelllis plan conserve La planarite, AL gaut

et AL sufpit Que Les elements participant & K'extenéion}appantiennent

a deux chaines de bordures conjuguies et éue, de plus, s4 deux éLements
(difgernents), appartenant £'un & L'une des deux chaines et £'autre & L'autre
chaine, participent a L'extension, aucun de Leuns minorants communs n'y
participent.

Preuve. :

Si 1l'on considére la figure ci-contre,

e
il est assez évident que la condition ?
est suffisante : toute chalne reliant /%;
41z R TIPS treillis "\
des éléments du treillis initial & des initial .
é1éments de la partie étendue contient 4
un élément d'une chalne de bordure ini- e

tiale et l'homologue (dans l'extension)
de cet élément.
Il s'ensuit d'ailleurs qu'un treillis, fini, plan, obtenu par extension, comporte

l, 2 ou 3 co-atomes.

Montrons que la condition est nécessaire. Remarquons d'abord qu'une chalne
de la partie étendue est sous-chaine maximale d'une chaine de bordure du nouveau
treillis et qu'alors chaque élément de cette sous-chaine est homologue d'un élé~
ment d'une chalne de bordure du treillis initial. Soit maintenant deux &léments

de la partie étendue.
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Soit z 1l'un de leurs minorants communs et soit u o Z dans le treillis
initial. Supposons que z participe 3 1l'extension, alors z™ a le mime rang que
u apreés complétion éventuelle. La chaine Xe. 232 est telle que z est d'indice,
par exemple, inférieur a celui de u. Mais si 1l'on con81dere la chaine y...zxz
d01t alors &tre indice supérieur 3 1'indice de u, ce qui est impossible donc

2 ne peut participer a l'extension.

TREILLIS o~AFFAIBLIS PLANS

Nous allons d'abord établir le théoréme
THEOREME

Un trelllis a-apgaibli plan ne posséde Que deux chaines de bordure au plus.
Preuve :

Pour n = 2 la propriété est vraie pour les deux seuls treillis o-affaiblis

possibles

O/\f

Admettons la propriété pour (n¢l) et montrons qu'elle est vraie pour n.

(]

Soit donc T un treillis o-affaibli plan, d'ordre n, obtenu par extension a
partir du treillis T -1 a-affaibli et plan et qui n'a donc que 2 chalnes de
bordure, soient C1 et C2 celles-ci. D'une part l'extension est avec minimum-

et caténaire : pour conserver la propriété a-affaiblie. D'autre part, 1l'exten-
sion ne peut porter que sur des éléments de Cl et C2 ! pour conserver la pla-
narité. Finalement, 1'extension ne peut porter que sur des &léments n'appar-
tenant qu'3 une des deux chalnes. Le nombre de chaines de bordure reste a deux.

Cela fait aussi qu'il ne peut y avoir plus de 2 co-atomes.
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THEOREME

Le plus grand a-affaibli plan d'ordre n est Le deML—Quadnitzage d'ondre
n et sa cardinabite est B 41,

Preuve @

Puisque l'extension doit porter sur une sous-chaine maximale du treillis
initial, celle-ci est de cardinalité maximale quand il s'agit d'une chalne maxi-
male joignant le minimum au maximum du treillis initial, chaine de bordure,

qui plus est. De cette fagon, on obtient le demi-quadrillage.

n-DROITE - DEFINITION

o ” [ [ +
Ensemble de n droites tracées dans un plan muni d'une verticale V
paralldle 3 aucune de ces droites. Celles-ci partagent le plan en régions au
sens habituel. Pour une droite Di donnée, on peut dire si l'on est "en-dessus"

ou "en-dessous" de celle-ei.

RELATION D'ORDRE ENTRE REGIONS

Soit Dl’ DZ""’Dn les droites. La droite Di partage le plan en 2 parties
la partie supérieure et la partie inférieure. A cette droite D; , attachons la
variable booléenne simple Bi qui vaudra 1 dans la partie supérieure et O dans

la partie inférieure.

A une région R., on attache la valeur B(Rj) prise dans cette région

J

par la variable booléenne d& n composante (Bl’BZ""’Bi""’Bn)‘ .
On attache alors a4 l'ensemble des régions, la relation :

Ry 2-Rj <=>;B(Ri) Z.BCRj)‘
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Vérifions qu'il s'agit bien d'une relation d'ordre :

1) -

2) -

3) -

Antisymétrie : R: = Rj =>-B(Ri) = B(Rj)par définition de B(R,)

1
et inversement B(Ru) = B(R-) => Ry = Rj’ puisque, 3 supposer que R et R.j
soiént bien des régions (car d toute valeur de Bl’BZ""’Bn ne correspond

pas forcément une région), connaissant B(Ri) on détermine Ri sans ambiguité.
Transitivité : il faut montrer :

B(R;) iB(Rj) )
=> B(R;) > B(Ry)
B('Rj) > B(Rk)

Or, B(Ri).z B(Rj) : cela veut dire que, partant de la région Ry » il faut
pour arriver en Rj passer en dessous d'un certain nombre de droites (tout
en conservant la méme position vis & vis des autres), puis B(R ) > B(Rk)
indigue que pour atteindre Rk il faut encore passer en dessous d'autres

droites (alors qu'on ne repasse au-dessus d'aucune autre), donc R. > R, .
q P ’ iZ2

Idempotence : pour Ry donnée B(Ri) 2-B(Ri) et on écrira Ri 2-Ri'

Enfin notons que :

B(R;) > B(RJ.) <=>R; ¢ Rj.

En effet, on passe d'une région 3 celle qui la couvre immédiatement en

franchissant (passer au dessus d') une seule droite donc :

Ry » Ry => B(R;) » B(R,).
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Inversement, soit‘B(Ri) } B(R;) et en supposant que R; et R. sont des régions.
Soit Bk valant 1 dans B(Ri) et 0 dans B(Rj) . Cela veut dire que Ri et R.j sont
indissociables si l'on fait abstraction de Dk et forment donc alors la méme

région, région qui est partagée en deux lorsqu'on rajoute la droite Dk , d'od
Ri } Rj'

DUAL E¥ D'UN n-DROITE E

Nous définissons le dual EX d'un n-droite E comme le graphe obtenu com-
me suit : dans’ chaque région Ri , prenons un point (du méme nom pour simplifier).
Joignons les points R; et R. si et seulement si les régions R.i et Rj ont un

J

segment de droite (non nul) commun.
Nous employons ce terme de dual car c'est le terme usité en théorie
des graphes. Il ne semble pas y avoir d'ambiguité avec la notion de dualité

que nous avons utilisé pour les ensembles ordonnés.

Exemple

Ex est plan. A chaque point d'intersection de droites correspond, dans_‘Ex R
un polygene dont le nombre des cdtés est pair puisqu'un c8té étant traversé
par une et une seule droite, il faut compter 2 cBtés par droites traversant

le polygone oll, d'ailleurs, ces deux c8tés sont opposés.
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Considérons deux polygones, du dual, ayant un c8té commun : ils ne peuvent
avoir que ce ¢cOté en commun, sinon, il y aurait deux droites distinctes se
coupant en deux points distincts. LT

D'ot finalement

PROPRIETE DU DUAL D'UN n-DROITE

Un polygone du dual d'un n-droite, posséde un nombre pair de c8tés et,

deux polygones ont au plus un cdté commun.

ENSEMBLE ORDONNE DES REGIONS D'UN n-DROITE

La relation d'ordre entre régions est telle que les &léments couvrant direc-
tement, ou couverts directement par une région R, sont les régions adjacentes i
R, . Par suite, d l'orientation prés, le diagramme de 1'ensemble ordonné des ré-

gions d'un n-droite E est le dual EF de E.

Par ailleurs, l'ensemble ordonné des régions posséde un maximum et un mini-
i 3 . . . - . + +
mun : les deux régions contenant le point 3 1'infini dans la direction V et -V.

De plus, le graphe de cet ensemble est plan, d'ol

THEOREME

Les negions d'un n-droite fonment un theilllis plan dont Le diaghamme, -
a L' ondentation pres, est invariant avee La vernticale dont est muni Le
n~droite. Le diagramme est Le dual du n-droite.
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PROPRIETE DU TREILLIS

On passe d'une région a celle qui la couvre immédiatement en franchissant
une et une seule droite. Par suite, les variables binaires correspondantes dif-
férent par une et une seule composante, qui vaut 1 pour la région couvrante 3 le

treillis posséde done la propriété de JORDAN-DEDEKIND et sa longueur est n.

NOMBRE MAXIMUM D'ELEMENTS DU TREILLIS

C'est le nombre maximum de fégion entre lesquelles un plan peut &tre divisé
par n droites. Le nombre est[:gig%ll-+ 1] (J. STEINER, Crelle's Journal, Vol. I).
Dans ce cas, il n'existe pas de droite paralld@le. Tous les &léments L+irréduc-
tibles sont atomiques. Le treillis est alors le demi-quadrillage (voir Chap. VII)
et le nombre de ses éléments est CEL%ill + 1),

CODAGE BOOLEEN DU TREILLIS-FONCTION ASSCCIEE

D'aprds ce que nous avons dit sur la caractérisation des régions par des
variables booléennes, l'ensemble ordonné des régions d'un n-droite peut &tre
piongé de maniére unique sur le n-cube (& un isomorphisme prés). A deux régions
Ri r Rj correspondent deux mondmes m; }.mj du n-cube. Soit F la fonction somme
de ces mondmes : une telle fonction est connexe et appartient a& la famille oB.
Remarquons bien qu'en général, ce codage n'est pas canonique et la fonction dont
il est question ici n'est pas celle évoquée au chapitre sur le codage booléen
des treillis. Cela provient de ce qu'un treillis de n-droite d en général plus

de n U-irréductibles.







Aprés quelques rappels, nous définissons puis nous étudions la relation
(t+1)-aire associle a une algébre abstraite t-aire, puis, les algdbres unaires
associées a une méme relation binaire. Ensuite, nous développons la notion

d'homomorphisme pour une relation.

ALGEBRE ABSTRAITE - RAPPELS

Définition
Rappelons qu'une algébre abstraite A consiste en la donnée

- d'un ensemble E := {'”Xi"'} d'éléments

- d'un ensemble F := {,,. foc""} d'opérations définies sur E

et on note A = <E,F> ou <{xi},{fa}>,
Chaque opération foc porte sur un nombre n (ou ne ) fini d'éléments de E .
L'ensemble F n'est pas forcément fini. Cependant, nous nous intéresserons en

fait seulement au cas oul F est fini.

Algebre abstraite t-aire

On appelle ainsi le cas particulier ol, pour tout 0, n,6 =t= .constanftg
Par la suite, nous examinerons plus plus précisément le cas d'un ensemble fini
'{Xi} et t=1 . Une algébre abstraite unaire sera alors la donnde d'une famil-
le finie de récurrences sur un ensemble fini, ou d'applications de cet ensem-

ble dans lui-méme.
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HOMOMORPHISMES ET RELATION DE CONGRUENCE - RAPPELS

Soient deux algébres abstraites :

A

1]

<{xi},' £

o
|

- <{Yj }, {g8}>
Le couple d'application q7et Yo
ki

Bxgd 7 byl _{fa}ﬂi{gs}

sera dit un homomorphisme, et B sera dite homomorphe de A si :
1) ¥ est une bijection de.{fa} sur'{ge}

2) g, = ¥(£;) = ( n(g) = nlf)
(5 Gepge ¥y ) = E,( 05, )0 40, )
1'équivalence d'homomorphisme correspondante sur A:
X; =X, <> c,i'?(xl) =q’(x2)

est une relation de congruence. Inversement, étant donné une relation de congruence

0 sur les éléments d'une algébre A = S{xi}, £15f950007 1'algdbre

B := <{x;}/6, £, f}

1, £3,..0, ot £, £

2,.0.

sont les opérations induites entre classes d'équivalence, est homomorphe a A.




Nous venons de rappeler bridvement que les notions de congruence et d'homo-
morphisme sur une algdbre pouvaient &tre considérées comme les deux aspects d'un
méme concept ; nous voudrions maintenant montrer les liens entre une algébre t-aire

et des relations (t+l)-aires sur cette algdbre.

RELATION (t+1)-ATRE CANONIQUE SUR UNE ALGEBRE ABSTRAITE t-AIRE - DEFINITION

Soit A :=‘<{Xi}, fl’fZ"'°’fb> une algébre t-aire. Chaque fj peut &tre

interprétée comme une relation (t+l)-aire, interne, Rj

<=> X. = £ (X.,,,X. R ¢
Rj (Xi+1’xi+2’°°"xi+t+1) 7 Xjeta1 | i+1°%142° ’x1+t)
Puisque fj(Xi+l’Xi+2"°"Xi+t) est toujours défini, nous pouvons dire que Rj
est itérable, en définissant 1'itérabilité : Rj est itérable si pour tout
Exi+1’xi+2""’xi+t} tel que Rj(xi+l’xi+2""’xi+t+l)’ 11 existe X;, .-

tel que Rj(xi+2’xi+3"°°’xi+t+l’ xi+t+2)'

‘ Considérons alors la somme, au sens des relat ions, R1 + R2 oot R .
C'est une relation (t+l)-aire, R, itérable. R sera dite velation (t+1) -aire

canonique sur les éléments de 1l'algdbre t-aire donnée.

Inversement, étant donnée une relation (t+l)-aire, itérable, définie
Sur un ensemble'{xi} on peut essayer de chercher une algdbre t-aire définie sur

cet ensemble et dont la relation donnée soit la relation canonique.

Aprés avoir précisé ce que nous entendons par récurrence, nous &tudierons

le cas d'une relation binaire.
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RECURRENCE - DEFINITION

Précisons que nous entendons par récurrence, une relation de la forme
X = f(x
n+l ‘(n)

et, xn+1 N

fini. On notera

"successeur" de X, » existe toujours. Les X; sont supposés en nombre

£0) = x VX  F@ U BEU ...

Figurons les X; par des points et traduisons Xp41 = f(xn) par un arc orienté

menant de X, a xn+1.

(o]

. . . . } = .. [ . . [] Z 2 . . Pd
puis un cyele Xy...Xp ; et f(xn_l) X3 Si tous les X; n'ont pas été utilisés,

on reprend le méme procédé 3 partir d'un xé non encore utilisé. Le graphe d'une

Si 1'on se donne une valeur initiale X_ , on a un chemin Xoxl...xj_l,

récurrence comporte un ou plusieurs cycles sur lesquels aboutissent des arbores-
cences.,

Par exemple

1) {xi} = les chiffres décimaux
= v + . . .
2) Xo41 = Xp 3 modulo 9 si X, est pair
5
= x_+ v : st o
3) Xo41 = Xpt2 modulo 9 si X est impair. -

n n 7’\

Sous-récurrence d'une récurrence

Soit R une récurrence définie sur E. R1 restriction de R & E1§; E

sera dite une sous-récurrence de R si et seulement si :

¥x, x € E; f(x) € E1

(et il s'ensuit que f(x) & El)




- 107 -

L'union et 1'intersection de deux sous-récurrences, au sens des sous-ensembles
correspondants, est encore une sous-récurrence et par suite, celles-ci forment un

treillis, sous-treillis de P(E) , donc distributif.

Remarque sur le treillis des sous-récurrences d'une récurrence

Ce treillis est distributif
et par suite obtenable par exten-
sions successives.

On peut regarder 3 quoi corrves-
pond une extension.

Cette extension est assez naturel-
le lorsqu'on rajoute un élément,

X, en position de famille. Le

treillis est modifié de la fagon

suivante : il subit une extension dont le support est constitué des récurrences
contenant f(x) . Si 1'élément rajouté est inséré dans un cycle, il n'y a pas de
mod ification du treillis. Si 1'élément X constitue un cycle 3 lui tout seul,

c'est tout le treillis qui est support de l'extension : il est doublé.

ALGEBRE(S) UNATRE(S) ASSOCIEE(S) A UNE RELATION BINAIRE R, ITERABLE, DEFINIE SUR
UN ENSEMBLE'{xi}.

Définissons d'abord une :

Récurrence compatible avec R :

et X. ne sont pas forcément

C'est une récurrence X541 = f(xj) (mais X541 3

différents), telle que :

1) xj+1 = f(xj) seulement si R(xj,xj+1)

2) ij, f(xj) = X4 existe et est unique.
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THEOREME

Toute relation binaire itérable R sur un ensemble {x;} 44ni esi somme de

néewences compatibles avec R et définies sur cet ensemble.
Preuve : Choisissons un élément de'{xi} et numérotons le 1. Puis un second élément,
numérotéd 2, tel que R(1,2) et écrivons 2 = f(1), puis un troisiéme &lément, 3, tel
que R(2,3) et écrivons 3 = £(2), etc... A un certain moment, aprds avoir employé
p &éléments, on retombe sur un é1lément déj3 employé. Soit (p+l) un élément non
encore utilisé. On recommence le méme processus & partir de (p+l) . A un moment,
on aura employé tous les éléments de {Xi} . La velation f est une récurrence sur
{xi} . Il est ainsi toujours possible d'extraire une pécurrence compatible avec
une relation binaire donnée. En pépétant le procédé de plusieurs fagons différen-
tes, on obtient autant de récurrences différentes (dont finalement R sera la
somme), et, étant donné {x,y} tel que R(X,y) , il est possible de former une
péourvence £ dans laquelle X sera numéroté et y numéroté (q+l) . Donc toute

"liaison" R(X,y) est exprimable dans une récurrence au moins.

Exemple : soit R donnée par le tableau suivant

xj ,R (xi,xj)

Alors, par exemple , R = f1+f2 avec

x. o 1|2 |314]5
i

£ (x;) 3| s5|4]1]0]2

fZ(xi) 21211434
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Remargues

1 - SiR est une récurrence, on retrouve comme seule récurrence compatible la

récurrence elle-méme.
2 - 8iR n'est pas une récurrence, la "décomposition" n'est pas unique.

3 - Le nombre minimum de récurrences d'une décomposition est &gal au nombre

maximum de successeurs d'un éléments dans R.

Algébre unaire associée a R

Soit R = f+f +...+fb définie surA{xi}, 1'algébre unaire

<{Xi}, £ ’fZ""’fp> sera dite "associde" 3 R.

Minimisation d'une algdbre abstraite unaire

Soit <{Xi}, f ,fz,...,fb> une algeébre abstraite unaire et

R = f1+f +...+% la relation binaire canonique associée. S'il existe
{fu',’.l’fa_'_z,o .o ’fOH'j } C. {fl,fz,. .. ,fp}

) ' . .r. = [ . ° . ' ~ -

telle que fa+1+fa+2+"'+fa+j R, alors, on appellera minimisation de 1'algdbre don
” - [ ~ ' ~ ‘;

née le passage de celle-ci d l'algébre <{xl}, fu+1’fa+2""’fa+j

donnée est dite minimale. Autrement dit, une algébre unaire est minimale si aucune

>, Sinon, l'algébre
de ses opérations unaires (récurrences) n'est superflues.

Relation d'équivalence entre algdbres unaires sur un méme ensemble E.

<E, £ > = <E;{gB}> =>If, =Igg

C'est-d-dire que les deux algébres ont méme relation binaire canonique associée.
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THEOREME
Le quotient de £'ensemble des akgibres unaines, sur un méme ensemble E,
par La nelation d'équ,évd].ence est un sup-demi-trheilis, s ous-demi-treilhis
du theitlis de BOOLE de dimension |E|IEl.

Preuve ¢ L'ensemble quotient n'est autre que l'ensemble des relations binaires
itérables sur E. La somme de deux telles relations appartient aussi a l'ensemble
cherché. Les éléments minimaux de 1l'ensemble sont les récurrences dont le nombre

est celui des applications de E dans lui-méme, |E| |E| donc, pour E fini.

HOMOMORPHI'SME DE RELATION

Définition
Considérons une relation :
"RQ,...,E)

AelU,,...,E € UE

‘Nous nommerons homomorphe de Péme catégroie de la relation , une relation :
R'(A',...,E")
A' € UA,...,E' & UI!E

avec les conditions suivantes : .

1) I1 existe une application de

Uy sur U} que nous noterons A +A'

Ug sur Up que nous noterons ‘B +.E'
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2) Si deux univers UF et UC sont identiques, ils subissent la méme application.
3) RAA,...,E) =>R'(A",...,E")
4) 8i A,..,B sont p variables privilégiées

[R'(A',...,B'C',...,E"), A>A',...,B>B'] =>

i{,D,...,E}, [R(,...,B,C,D,...,E), C~C',D~>D",...,E~E']

La correspondance entre univers ainsi définie se nommera homomorphisme de
LI
icme .
catégor ie.

Homomorphisme et division en classes disjointes

L'application A » A' définit une division en classes disjointes dans U

A

Cherchons @ quelles conditions des divisions en classes disjointes dans U ,...,UE

définissent un homomorphismes

Nous désignerons les ensembles de classes ainsi définies par UA,...,UE.

Si A,...B sont les variables privilégiées, on doit avoir :

A = Ay,...,B; =By ;5 R(A},...,By,Cp,.. 0B ) ]=>
[C, = CisevesBy = By R(Az,...,Bz,Cz,...,Ez)]

Succession d'homomorphismes de méme catégorie

Considérons, pour une relation

R(A,B,...,E)
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N
. iéme . .
un homomorphisme de p catégorie donnant la relation :

Ry (Ay,By,e .0 ,Ey)

et pour cette nouvelle relation un homomorphisme le de pleme catégorie (par rap-

port aux mémes variables) donnant
RZCAZ,BZ,...,EZ)

La correspondante A.+-A2,...,E > E2 est, comme on le voit aisément, un homomorphisme
de pleme catégorie que nous noterons H = Hl o} le.

Réciproquement, considérons pour une relation
R(A,B,...,E)
. H H idme P . ~ .
deux homomorphismes 1 et s de p catégorie par rapport aux mémes variables,

et tels que, pour tout &lément, sa classe suivant H2 contienne sa classe suivant P%a

On écrira ceci H, > Hl et on dira que H1 est plus fin que HZ' Soit
RlﬁAl,...,El)
RZCAZ,...,EZ)

les prelations obtenues. Nous allons voir qu'on peut trouver un homomorphisme de Rl

qui rvedonne RZ'

Considérons pour cela les classes de Hl qui sont contenues dans une méme
classe de H,. Ceci définit dans H1 une division en classes disjointes. Montrons

qu'il s‘agit d'un homomorphisme. En effet
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Rl(Al"”’El) => a(A,...,E), R(A,...,E)
et

R(A,...,E) = RZCAZ,...,EZJ
et de plus

@Z(AZ,...,BZ,CZ,...,BZJ, A~>Ay,...,B > 132] >

(C,...,D,B), [RA,...,E), C - CyseeesE > By

on pourra choisir A,...,B tels que A.*-Al,...,B > B1 par H1 et R(A,...,E)

entraine alors R1(A1,...,B1,Cl,...,El), ce qui démontre la propriété.

. . i&me P .
Réunion d'homomorphisme de p e catégorie

Considérons les homomorphismes H1 et HZ’ de méme catégorie p par rapport

aux mémes variables, d'une relation R(A,....E).
H 3 b

On nommera réunion de H1 et HZ’ noté H1 v H2 » 1l'homomorphisme défini par

la division en classes disjointes réunion des deux précédentes.
La classe d'un &lément X s'obtient en formant la chatne :

X =Py, P, PyyertP = X

telle que : Pi et Pi+1 sont dans une méme classe modulo H1

Pi+l et Pi+2 sont dans une méme classe modulo Hz

Montrons qu'il s'agit d'un homomorphisme.

Il suffit pour cela de vérifier :
[A =A'...B = B', R(A,...,B,C,...,B)] =>

ic',...,E', R(A"...B',C"...E"),

or ceci est vral & chaque pas des chalnes parcourues par A... et B.. pour arriver

respectivement, a A',...,B'.
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Intersection au sens des partitions, de deux homomorphismes de méme catégprie

Cette intersection n'est pas forcément un homomorphisme (nous en verrons

un exemple dans le cadre des homomorphismes d'une relation binaire) ; en effet

X =Y, R(,Z), RY,T)] # Z=T

TREILLIS DES HOMOMORPHISMES DE P°™ CATEGORIE D'UNE RELATION

Relation d'ordre entre homomorphismes

C'est la relation d'ordre au sens des partitions correspondantes. Comme
1'union, au sens des partitions, de deux partitions d 'homomorphisme est encore
un homomorphisme, c'est aussi leur borne supérieure. Ainsi, l'ensemble de ces
partitions est un demi-treillis supérieur. Mais cet ensemble posséde un mini-
mum : la partition en autant de classe qu'il y a d'éléments, partition qui cor-

respond & 1'isomorphisme. D'ol la structure de treillis

THEQREME
Pour La helation d'ondre ci-dessus, Les homomorphismes de meme catégornie
p, nedatifs aux mémes vaniables, fonment un treillis ol £a borne 4upé-
niewre est donnde par La ndunion au sens des partitions correspondantes.

oRemarque sur la borne inférieure

Elle n'est pas forcément donné par 1'intersection des partitions, comme

le confirme l'exemple suivant

@it la relation binaire R sur {1,2,3,4,5,6} :

xil 2 3 4 5 6

X;5 RO, 13,5 | 4,6 | 1 2 1 2
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Il y a deux homomorphismes de 157¢ catégorie

= {1,2}, {3,4}, {5,6} et H, = {1,2}, {3,6}, {4,5}

or 1'intersection au sens des partitions

(1,2}, {3}, {4}, {5}, {6}

n'est pas un homomorphisme et la borne inférieure de H1 et H2 est en fait 1'iso -

morphisme.

CLASSES D'EQUIVALENCE D'HOMOMORPHISME POUR UNE RECURRENCE

Considérons une récurrence X +1 - f(X ) comme une relation binaire
re .
R,(Xn +l) et intéressons nous aux homomorphlsmes de l catégorie, de variable

privilégiée Xn' L'équivalence d'homomorphisme est telle que

DR(Xn +1)» Xn Yh] = QY' =X n+l’ R(Y n’ n+1)

n+l = f(Y ) est unique et, par suite, X = Yh = f(X ) = f(Y ).

Un homomorphlsme est donc un homomorphisme d'algdbre (f etant considéré comme une

Cr, pour tout Y s
opération) et l'équivalence d'homomorphisme est une congruence d'ol

THEOREME .
Dans Le trnelllis des homomorphismes d'une récumrence, fa borne inferiewre
est donnte pan L'intensection au sens des partitions.

Nous étudierons assez i fond ce treillis et, comme les démcnstrations se
feront surtout sur les partitions, nous parlerons plutdt de congruences que d'ho-

momorphismes.
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Lemme
Une condition nécessaire et suffisante pour Qu'& y alt, dans L'ensemble E
sun Requel porte une nécunrence £, une congruence admettant A pour classe,
AC E, est que A satisfasse a La condition :

®) ¥ > q = £ 2 PW o 1) NPW =9

Preuve @
La condition est nécessaire :

Supposons

£ N PQ) # 0
Ix e 3 AW = 3y, x= £7)

vz e f4) 1z =y = £z = £7Y) =

N
H

£7a) = x = £90) e @

i
~

et finalement :

¥z, z € £4) = £ 2) e @) = 2@ o P

La condition est suffisante. En effet, définissons la relation d'équiva-

lence RA.suivante::

i;’"l) X =you
=y (RA) <> q

~
il

2) {x,y} CA ou £(A) ou £2(A) ou ...

Les classes ainsi définies sont disjointes (daprds 1l'hypothdse (R)) et défi-

nissent une congruence et c'est la plus petite admettant A pour classe.
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Remarque

Considérons la classe A précédente. Définissons la relation d'équivalence

PA suivante :
1) A est classe d'équivalence

2) Pour {x,y }CE, {x,y} nA =0
et . .
) N ED) A F
alors
xzy «=>3p, {x),PHIca
tandis que
Pl gaet Pl ¢a

3)  fxy | £(x;) N A = P} est une classe d'équivalence.

Alors, PA est une congruence et c'est méme la moins fine des congruences

admettant A pour classe, et par suite :

THEOREME
Lonsque A < E , satisfait La condition (R) , Les congruences admettant A

powr classe sont celles du segment [R,,P,]. dans Le treiflis des congruences
sun <E,f>.

CONSEQUENCE D'UN HOMOMORPHISME DE RELATION BINAIRE (ITERABLE) SUR LES ALGEBRES
UNAIRE ASSOCIEES [4]

Une partition d'homomorphisme, pour une algdbre unaire associde 3 une relation
binaire itérable R, est aussi une partition d'homomorphisme pour la relation

elle-méme.
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En effet, soit A = <E fl,fz,...,fk> une algébre unaire associée a R :

R = f+f,+.. .

Une partition d'homomorphisme pour A est telle que :

x=y= £ = £@), Vie [1,k]
Soit
u, R(x,u) => 33’ je [l’klﬁ u = fJ (x)

Montrons que

[x =y, R&x,uw)] =>14v = u, R(y,V)

ce qui montrera que la partition est aussi partition d'homomorphisme pour R :
u=£500 = £ = £0) et Ry, £;())
donec, pour Vv, il suffit de prendre fj(y) (qui existe bien).

Inversement, une partition d'homomorphisme pour R étant donnée, il est pos-

sible de trouver une algdbre unaire associée pour laquelle la partition soit aussi
b
partition d'homomorphisme : il suffit de construire des récurrences qui respec-

tent les classes d'homomorphisme, selon le procédé suivant

1) ¥x, du, R(x,u)

écrivons u = f(x)

2) vy zx [Re&xW, x =y] = [3v, RO,V), v =u
écrivons v = f(y) (si x =y, on prendra u = v)

[H])

par suite, pour £ : x =y => £(x) = £(y) par instruction.

On détermine par ce procédé, autant de récurrences qu'il est nécessalire pour

couviir R.
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Intersection de deux homomorphismes Hy et H,

Si ces deux homomorphismes sont relatifs & la méme algdbre associée, alors
leur intersection au sens des partitions est aussi un homomorphisme pour la rela-
tion binaire. Inversement, si la borne inférieure de deux homomorph ismes d'une
relation binaire itérable R est donnée par 1'intersection au sens des”partitions,
alors, ces deux homomorphismes sont définissables sur la méme algSbre unaire
associée, Pour le montrer, il suffit de montrer qu'on peut justement construire

cette algébre.
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Nous précisons ici le treillis des congruences sur une récurrence, ou

une famille de récurrences définies sur le méme ensemble.

Relation de pré-ordre entre éléments d'une récurrence

X >y <=> dn, entier >0, 1y = fn(x)

Récurrence cyclique - définition

Nous appelons récurrence cyclique une récurrence f telle que tout &lément

appartient a& un cycle. C'est dire que
PR | _
)] = [£T ] =1
une récurrence cyclique connexe est réduite 3 un seul cycle,

Congruences pour une récurrence cyclique

Notons 0,1,2,... et n-1 les éléments successifs du cycle. Le treillis des
congruences sur le cycle est isomorphe au treillis des congruences arithmétiques
sur {0,1,...,n-1}. Dans ce dernier treillis, la relation d'ordre est définie :

a > b <=> a divise exactement b.

Ce treillis est distributif, son maximum est 1 , son minimum n.
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CONGRUENCE STRICTE POUR UNE RECURRENCE - DEFINITION

Une congruence O sera dite stricte si et seulement si :

_
{ T D 3t e, £ =£0) =z |
xzy(@ = (x#y) = et '
% 2) x et y ne sont pas €lément de cycle

Ainsi, une classe plurale rassemble des &léments

1) d'une méme arborescence

2) de méme rang par rapport & la racine de l'arborescence.

On peut aussi dire que 1l'on définit une congruence stricte de la maniére suivante
sur les éléments 3 la distance maximale p de la racine d'une arborescence, on

détermine une partition ayant les classes A,B,C,... Puis sur les é&léments a dis-
tance (p-1) , on détermine une partition supérieure d la partition £(A), £(B),...

Ainsi de suite, et cela pour chaque arborescence.

THEOREME :
Les congruences stnlctes sur une rZcurrence forment un treilllis.
N -5 emi-modulaire.

Preuve

Soit Cl et C2 deux congruences strictes. Cle C2 et C1 ] C2 sont des

congruences ; montrons qu'elles sont strictes.

Soit X 2y (C1(\ Cz), X # Y. Que l'on considére Cq ou CZ’ X et y font donc
partie d'une méme arborescence et ont méme rang par rapport d la racine de cette

arborescence. Donc Cl(”'\C2 est stricte.
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Ui
Vv

Soit x =y (Clgcz), X#y

Ll
=
H
<

= Z se PR A =
2ps 2poeeeatictp

23 % 244 (C1 ou Cz) =>

X, Zz,...,zp_l, y sont tous éléments d'une méme arborescence et ont méme

rang par rapport d la racine, donc C1 L)CZ est également stricte.

Donc les congruences strictes forment un sous-treillis du treillis des parti-

tions sur l'ensemble sur lequel est définie la récurrence.

S§'il y a plusieurs arborescences, les congruences strictes forment un treillis

qui est le produit cartésien des treillis relatifs chacun & une arborescence.

Montrons maintenant que le treillis des congruences strictes sur une arbores-

cence satisfait la condition de chalne de JORDAN-DEDEKIND.

Appelons "poids" d'une classe Ci d'une congruence la quantité
P(Ci) = .Icil-l'

Et, appelons "poids'" d'une congruence H, la somme p(H) des poids des classes
qu'elle détermine. La congruence minimale, ol chaque é&lément forme 3 lui seul une

classe, a ainsi le poids nul.

si Hl et H2 sont deux congruences strictes sur une méme arobrescence, montrons

que :

Hy - Hy => p(Hy) = p(Hy) + 1
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Toute classe de Hl est contenue dans une classe de H2 et, pour passer de H1 a HZ’

on réunit 2 et seulement 2 classes de H1 en une seule,

Soit s et t les candinalités de ces classes.

Dans p(Hl) la contribution de ces classes est

Jt

)
|
]
¢

(s-1)+(t-1) = s+t-2. s

Dans p(Hz) » les mémes éléments contribuent pour le poids s+t-1 . La contribution

des autres éléments est la méme dans p(Hl) et p(Hz) et donc

p(HZ) = p(H1)+l.

Toute chalne d'extrémités G et H, G > H, a pour longueur p(G) - p(H).

En particulier, si le rang maximum dans l'arborescence A est n, la lonéueur d'une
chaine maximale est |A|-n-1. (Alors que, dans le treillis des partitions sur A,
cette longueur est [A|-1).

Montrons maintenant que le treillis est () -semi-modulaire.

Soit donc Hl et HZ , deux congruences strictes telles que

H,

rHy N
Hy

Cecl ne peut se produire que dans un seul cas : H', H2 et H1 CYHZ ont les
mémes classes partout sauf sur les éléments, d'un certain rang, d'une méme arbores-
cence ou Hlfj H2 posséde les classes Cl’ C2 et CS’ et &ventuellement d'autres
classes, ‘telles que l'on passe a H1 en réunissant par exemple C1 et C2 et

1'on passe & H, en réunissant C2 et C3.




Considérons le poids de H AN H, :

LN

p(Hl‘Q Hy) = _K+(|cl|-1)+(|c2{-1)+(|c3|_1)

D'ol :
() = K+(|Cy|+[C,Hl-1)+(|C5]-1 )
p(H,) = Ke(|Cy]-D)+(IC, |+]C5|-D)
et par suite :
p(Hl U Hz) = K+(|C1|+|C2I+|C31"l)
= p(H))+1 = p(H,)+1
i
et donc : ngg H2>> |
&)

et le treillis est bien (\ -semi-modulaire (mais il n'est pas forcément modulaire,
comme le montre l'exemple suilvant :

Le treillis des congruences strictes sur la récurrence
ci=contre est le treillis des partitions sur

{1,2,3,4,5} qui n'est pas modulaire.

PROLONGEMENT DES CILASSES DU CYCLE SUR LES ARBORESCENCES Y ABOUTISSANT

Soit Cl’CZ""Ci°"deS classes de congruences
définies sur le cycle. On prolonge ces classes
sur les arborescences aboutissant au cycle de
la fagon suivante : si X< Ci’ on met tout ou
partie de f_l(X) dans Ci_l.(f_l(X) hors cycle).
Ceci revient 3 replier plus ou moins les arbo-
rescences autour du cycle en respectant le sens

d'itération.
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CONGRUENCES REGULIERES SUR UNE RECURRENCE CONNEXE DE CYCLE T.

Nous désignons ainsi les congruences telles-que :

1t

¥ix,y}, x#y, x=zy= Jz,zel, z=ZXxZy.

c'est-d-dire que, ou bien un élément est seul dans sa classe, ou bien il y a au

moins un éldment du cycle dans cette classe. Pour obtenir une congruence réguliére

-1 - on réalise des classes de congruences sur le cycle, soit

‘{Ci} ='ﬂCO,C1,...,Cp_1} ces classes.
-2 - on prolonge plus ou moins ces classes sur les arborescences et
VXEC = FM) € Ciyp modulo p)

Ceci revient 3 faire choix d'une sous-récurrence, la plus petite étant celle qui

est réduite au cycle lui-méme.

1
[w]
v
<
i
™~

-3 - W, Y£C; Ve [0,p-1], Y=

c'est-d-dire que tout &lément n'appartenant pas d la sous-récurrence précédente,
constitue une classe & lui tout seul.

Par suite, une congruence régulidre peut se noter (Di,Rj) :

Di est un diviseur de la longueur du cycle

Rj est une sous-récurrence, d'ol : .
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THEOREME :
Les congruences négulienes d'une nécumnence connexe forment un trelllis
distributif Lsomorphe au produit cartésien de deux treillis :

- Le trhedlllis (distnibutif) des Sous-multiples de La Longuewr du cycle

(avec a > b <=> b divise a)

- Le trhelllis (distrnibutif) des sous-récurnrences de La nécurrence.

TREILLIS DES CONGRUENCES SUR UNE RECURRENCE CONNEXE

On obtient toute congruence de la maniére suivante
1 - on réalise une congruence réguliére
2 - sur l'homomorphe obtenue, on réalise une congruence stricte (et, pour
~ ” N 3 '
une meme congruence réguliere, les congruences strictes que l'on peut
réaliser, ensuite, forment un treillis /V-semi-modulaire dont le mini-
mum est la congruence régulidre elle-méme). En effet, ceci est une

congruence des propriétés 1), 2), et 3), ci-dessous :

1) Si un élément:X appartient 3 une classe définie sur le cycle I', tous ces des-

cendants appartiennent 3 de telles classes

X=y, yel=>fx) =f(y) et f(y) el
de méme
2, £...

2) Les classes contenant des éléments 1liés par la relation d'ordre sont celles

définies sur le cycle (et donc prolongées plus ou moins sur les arborescences)
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Soit X>youy= _ft(x)

»
"

y = £(X) = £(3),..., ) = £L ) =
X=Zy= ft(y) etc...
x = £200 = £ = %) = ...

et par raison de finitude : JKk, fk(x) el

En définitive

x>y
=>32, z &I, Xi2y =22
Xy -
d'ol aussi
x=zy,dz,z=xzy,zel] =[x}y, xLy]|, d'ob

3) Sur les parties non atteintes par les classes ci-dessus, on ne peut avolr gque
des classes ne rassemblant jamais deux éléments liés par la rvelation de pré-

ordre.

Ainsi, le treillis des congruences réguliéres constitue une sorte d'ossa-

ture du treillis général, selon le schéma :

congrue

uelconques :
q q congruences réguliéres

(treillis distributif)
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Une congruence quelcongue C sur une récurrence R peut se définir (et se

noter) a l'aide du triplet (D, Rj’ ty)

- (Di’
- désigne une congruence stricte sur 1'homomorphe R/(Di,Rj)

Rj) désigne une congruence réguliére

Construction des bornes supérieures et inférieures

Soient deux congruences C1 = (Dl, Rl’ tl)
et C2 = (Dz, RZ’ tZ)

Du fait de la forme du treillis

C;nCy = O3 0Dy Ry n Ry, 1)

Mails sur tu et tn , on a peu de renselgnements.

Poids d'une congruence sur une récurrence comnexe R

Soit C1 = (Di,Rj,tk) une congruence sur R. Appelons poids de C; la quan-
tité r(Di,Rj)+p(tk) ol :

1) r(Di,Rj) est le rang de la congruence régulidre (Di’Rj) dans’ le treillis

(distributif) des congruences régulidres sur R.

2) Comme défini plus haut, p(t)) est égal a |R—Rj| diminué du nombre de.classes
sur R-Rj.

Soit C2 une seconde congruence telle que CZ > Cl'
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C

est de la forme

2
1) (Du,Rj,tk) avec Du_} D; =>ip(C2) = p(C1)+1
ou de la forme :

2) (Dia}\,,tw)’ R\,QRJ et

si'R, = Rj Pty et p(CZ) = p(Cy+l

si RV # Rj : tw détermine sur R-Rv , les mémes classes que tk.

Par suite RV--R.j est une seule classe de t; , sinon C2 ne seralt pas minimale.

Dans p(Cz) < Rv contribue au poids IRV le tandis que dans p(Cl),

RV-R étant une classe de congruence stricte contribue pour (|RV—R | -1).

Donc p(Cz) = p(C1)+l D'od :

THEOREME :

Lo #rneillis des conghuences Awr une réeunrence connexe possde La
propuiett de Longueur de chaine de Jondan-Dedekind. Une chaine maximate
a meme Longuewr qu'une chalne maxAmale dans Le trheillis des congruences
nguliines sun Lo méme nécunrence R. Cette Longuewr est SL(RO)+|R—R0|,
54 2(R,) est La Longueur d'une chatne maximale dans Le trhedlllis des

diviseurs de La Longuewr du cycle R..
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CONGRUENCES SUR UNE RECURRENCE CYCLIQUE AYANT PLUSIEURS CYCLES

Remarque préliminaire : soit n cycles de longueur~q. Il y a qn“1 équivalences liant

¢es n cycles pour n'en donner qu'un de méme longueur. En effet : soit N(n-1,q)
le nombre des équivalences permettant de réduire (n-1)-cycles 3 un seul. Soit
1 = :
CO’Cl""’Cq 1 les classes d'une telle équivalence (avec Clmod a fCi_l) et
soit 0,1,...,q9-1, avec i(mod q) = fl(l-l) les éléments du ni€me cycle. Alors,
1'élément O peut appartenir soit a Co’ soit & Cl’ soit a CZ’ etc... finalement

q choix possible d'ou :

N(n,q) = Q'N(n_l’Q)

et comme

N(1,q) =

I

o
U
v

N(n,q)

i
e

Dans la suite nous ferons abstraction de ces symétries.

Soit Fl,Fz,...,Fn les cycles.
A chaque classe C% d'une partition Pg ='{CJ,C%,...,C%}, P<n suf{Bl,Fz,...,Fn}

ou ceiqui revient au méme sur {1,2,...,n} correspond une famille de congruences
formant un treillis TJ isomorphe au treillis des sous-multiples communs aux
longueurs des cycles appartenant a CJ. Ce treillis est non vide pulsqu 'il contient
au moins l'unité (et seulement 1'unité si les lohgueUrs des cycles appartenant

a C% sont premiéres entre elles).

t
A chaque partltlon PJ correspond un treillis de congruences qui est& :Dtéélen
des treillis Ti, T%,...,T% respectivement déterminés par les classes Ci, CJ,...,C%
de PJ En particulier, & la partition minimale correspond le produit des n treillis

des sous multiples des longueurs de chaque cycle.
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Ainsi le treillis des partitions sur {1,2,...,n}, constitue une sorte d'os~-

sature de base pour le treillis des congruences sur n cycles.

Soit u et v deux sous-multiples communs aux longueurs des cycles de la
classes C1 d'une part et de la classe Czud'autre part. C'est dire que les cycles
de Cl peuvent, par homomorphisme, se fondre en un cycle de longueur U ou V .

De méme pour CZ' Le PPCM de u et Vv, U NV , est aussi un sous-multiple commun
aux longueurs des cycles de C1 et de CZ' D'autre part, si V est un sous-multiple
des longueurs des cycles de Cl et de CZ’ alors, un sous-multiple w de v,

W > V, est aussi un sous-multiple des longueurs des cycles de Cl et de CZ'
Entre autre, avec u et v, U (V convient. Par suite, le treillis relatif a

C1 EfCZ est le plus grand filtre supérieur commun aux 2 treillis relatifs A

Cq et C2 respectivement ; il peut &€tre déduit & 1'élément 1.
Ce treillis est distributif puisque sous-treillis de treillis distributifs.
Le treillis des congruences correspondants d une méme partition est distributif

puisque produit de treillis distributifs.

Exemple pour 60 et 90 :

I1 s'ensuit que l'on peut construire le treillis des congruences sur N cycles

- & partir du treillis des partitions sur {1,2,...,n}
- connaissant les longueurs (et donc les treillis de sous-multiples de chacune)

des cycles.




Exemple : Pour 3 cycles de longueur 18, 30 et 45.

1) Treillis des partitions sur {1,2,3} :

123
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Remarque : Le treillis n'a pas la propriété de longueur de chaine, comme le montre

l'exemple suivant qui est le treillis des congruences sur deux cycles de longueur
ket 6

classes sur les cycles réunis

classes sur les cycles

. -
disjoints &

R e g J“
=
-

e

#T,6
Entre 1 et 2,2 on trouve une chaine de longueur 3 (1-1,1-1,2-2,2) et une

chaine de longueur 2 (1-2-2,2).

Congruence réguliére sur une récurrence non connexe

Soit Fl,Fé?...,Fn les cycles de la récurrence. Nous appelons congruence
réguliére une congruence telle que
XZy Xx#y=>
1l - \:ﬂ-z,zzxzy, ze;-:l“i

2 - X et y sont connexes, relatifs au méme cycle Fi .

Ces congruences forment un treillis distributif puisque produit cartésien de

treillis des congruences régulidres sur chaque composante connexe (un cycle

et ses arborescences).




Congruence pseudo-connexe sur une récCurrence non connexe

Nous appelons ainsi une récurrence telle que :
XxZy, x#y=> dzet Iy, z=x=y, zeT

on obtient donc une telle congruence en déterminant une congruence sur la sous-
récurrence réduite aux cycles (et ces congruences forment un treillis distribu-
tif T : voir plus haut, congruences sur une récurrence cyclique) et en étendant
plus ou moins les classes ainsi déterminées sur les arborescences, ce qui revient

a faire choix d'une sous-récurrence.
Les congruences pseudo-régulidres forment donc un treillis distributif
puisqu'égale au produit cartésien du treillis T et du treillis des sous-récurrences

de la récurrence.

Congruences quelconques

Elles forment un treillis dont le précédent est 1l'ossature. De fagon analogue
au cas d'une récurrence connexe. En particulier, les congruences stiictes sur le
quotient de la récurrence par une congruence pseudo-régulidre forment un treillis

ayant la propriété de longueur de chafne.
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Méthodes booléemmes et questions de treillis

Nous étudions 1'ensemble, ordonné par l'inclusion, des parties connexés
d'un graphe fini non orienté. Lorsque le graphe est un arbre, cet ensemble forme
un treillis et c'est justement 1'étude de ce treillis qui nous a conduit & la

notion d'extension et 3 la définition des treillis (a) et o-affaiblis.

Par le biais de l'ensemble de ses parties connexes, nous attachons une

fonction booléenne, caractéristique, 3 un graphe fini non orienté.
Enfin, nous définissons diverses opérations binaires ou unaires sur de

tels graphes et nous donnons les fonctions attachées aux résultats de ces opéra-

tions.

ENSEMBLE ORDONNE DES PARTIES CONNEXES D'UN GRAPHE NON-ORIENTE

Si X est l'ensemble des sommets du graphe et P(X) 1'ensemble des parties
de X , 1l'ensemble E (ordonné par 1'inclusion) des parties connexes du graphe est
un sous-ensemble de P(X).

E contient Inf(P(X)) qui est la partie vide.
E contient également tous les &léments de rang 1 de P(X)puisqu'il s'agit des

parties réduites a un seul sommet et qu'elles sont toutes connexes.




- 138 -

Parmi les &éléments de rang 2 de P(X), E contient ceux et seulement ceux qui
correspondent 3 des arcs dy: graphe:, puisque ce sont les composantes connexes a

deux sommets.

Ces &léments de rang 2 sont caractéristiques du graphe et permettent de recons
tituer tout l'ensemble E.
En effet :

¥S, Se&PX), r(8) >3

S& E <> 351,82, Slci E, S2 &E, tels que
r(Sl) <r(s) -1

r(Sz) <r(8)-1

S Us; =S8 S P e

. I1 s'ensuit que l'ensemble E est caractéristique du graphe considéré. Il en
est alors de méme de la fonction booléenne obtenue en considérant E comme l'ensem-

ble représentatif de cette fonction dans PX).

Voyons plus précisément comment on obtient cette fonction dans le cas fini

(celui qui nous intéressera par la suite).

Supposons |X| = n fini.

A un élément Xi de P(X) correspond un mondme booléeen m(Xi) dont la signi;
fication est simple : si un sommet A n'appartient pas 3 la partie Xi’ la variable A
figure dans ce mondme sous forme complémentée (A), si A appartient 3 X;, la varia-
ble A apparalit dans le mondme sous forme directe. Exemple : soit
X = {A,B,C,D,E,F} & {A,B,C}correspond le mondme ABCDEF . A l'ensemble X lui-méme

correspond le mondme ol toutes les variables sont écrites sous forme directe.
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L'ensemble des parties connexes est un sous-ensemble de P(X) , ordonné par
l'inclusion. Au graphe G lui-méme, on fait correspondre la fonction booléenne som-
me des mondmes attachés a ses parties connexes, c'est-a-dire la fonction dont 1'en-
semble représentatif sur le n-cube est justement isomorphe & l'ensemble des parties

connexes de G.

Un majorant commund deux parties connexes est une partie connexe les incluant

toutes deux. Mais, pour deux parties connexes il n'existe pas forcément de borne
P

supérieure, comme le montre l'exemple suivant du cycle & 4 &léments ABCDA oi ABCD

et ABCD ont deux majorants minimaux ABCD et ABCD.

Minorant commun : c'est une partie connexe contenue 4 la fois dans chaque

partie. Ce peut &tre la partie vide. Deux parties connexes n'ont pas forcément une
borne inférieure. Les parties ABCD et ABCD , dans le réseau ci-dessus, possddent

deux minorants maximaux ABCD et ABCD

Notons qu'un graphe est connexe si et seulement si la fonction attachée con-

tient un mondme sans lettre accentuée (ce n'est pas forcément un mondme canonigue).

Notons aussi, par exemple, que la fonction attachée 3 un graphe complet est

la fonction unité puisque toute partie est connexe.

OPERATIONS SUR UN GRAPHE CONNEXE"FINi (ET NON ORIENTL).

Dédoublement d'un sommet

Soit t jointif a (a,b,c,...). Dédoubler t, en t; et t,, consistera 3 avoir

2 sommets tl et t2 voisins des mémes a,b,c,... et 1iés par une branche.
Soit f la fonction attachée avant dédoublement

£ = fit+ £,
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Aprés dédoublement, la fonction attachée au graphe est

£ (ty¥ty)+Et t)

En effet, fz exprime les parties connexes ne contenant pas t, celles qui, aprés
dédoublement, ne contiendront ni t1 ni tZ’ d'ol le terme fZEIE dans la nouvelle

forme de la fonction.

uant aux arties connexes contenant t celles~ci donnent naissance a des
2

artles connexes contenant soit t soit t solit les deux ; d'oﬁ-le telme

P 1° 2 L]

fl(tl+t2) dans la nouvelle forme.
Enfin, constatons que dans fl(t1+t2), il est tenu compte de la partie connexe
constituée seulement de tl et tZ’ puisque fl contient un mondme ou toutes les

lettres sont barrées.

Fusion de deux sommets jointifs (soit h et k ces deux sommets).

11 faut annuler les mondmes en hk ou hR, c'est-d-dire faire h = k dans la

fonction attachée f. (Il n'y a donc pas lieu de mettre f sous une forme spéciale).

Rajouter un sommet, c, entre deux sommets voisins, h et g.

SO | Soit ghf 3+gﬁf 2+§hf 1+Zg“_"“f_1fo
4’/, \\hf% la fonction, avant introduction de € entre g et h.
{3 g;»ﬂf}J‘*~\1ﬁ - Les parties en gh (ough ) peuvent contenir ou mon ¢
\\(//)4§ i - les parties en éﬁ , sauf celles se réduisant '
g q; ‘ i ¢, deviennent des parties en ghc
v \ ,}h - pour les parties en gh, il faut tenir compte de
%}~“'““'i:y’l ce que l'arc gh est indispensable ou non a la

o rd
convexilite.
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Si l'arc est indispensable, ces parties en gh deviennent des parties en ghce.

Sinon, ces parties restent en gh.

Les parties pour lesquelles l'arc gh est indispensable 3 la convexité sont

-
'Y

1) Celles qui appartiennent a f3 mais pas a fo :

B A Lk At s O 414 AP S S 8
g - W G oy A S o
| ‘ B Lt
. . U ¢ TEIEIRASL s
A

2) ' Celles quil appartiennent éifs et' a fo(c'est—é—dire que g ou h est une famille

pour ces parties) mais n'appartiennent pas aux parties en gh (idem pour éh).

3) :La branche gh elle-méme, qui est éliminée en 1) et 2).
-D'ol le terme

ghe [£,E +£-£ F +£.f £ +ghcZ]

= +.- +—
dans la formule finale (Z = somme des lettres autres que gh et C ).

Par-contre, si gh n'est pas indispensable a4 la connexité, c'est que dans la
partie considérée, gh fait partie d'un cycle. Et.dans ce cycle, g et h sont ou
non voisins ‘
€ f;

Efﬁ
€ fl "

$5o

G.f3
é&fz
et
€f

B H5 5
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Par contre, de ces parties il faut retrancher la cordei: elle-méme

ghf £,£; ® gh Z,
Enfin, i1 faut tenir compte des parties connexes du graphe g-c-h lui-méme,

d'ol la fonction @+C+E)z. Finalement, la fonction du graphe obtenu aprés insertion

de c entre g et h est

ghf;|£,£, ® Z|+ ghcfs[fz+fl+fo+21+

gﬁf2+§hf1+gﬁéfo+|§+c+ﬁ Z

Suppression d'un sommet et ses arcs y aboutissant

T
/ B

Soit Xflfifz la fonction attachée au graphe avant

o ol - ° ~ *
f’ ﬁ’fﬁw suppression de X. Aprés suppression de X , la fonc-
g
g ::;,f/ tion attachée est simplement fZ’
\3\'\ "// -

Remarque : Si X est point d'articulation, fz ne contient pas de mondme ol toutes

les lettres figurent en écriture directe (et inversement).

Plus généralement, si {X,y,...,2} est un ensemble d'articulation mettons la

fonction sous la forme
(xty+...+z)fy + Xy...2Z £,

alors f. ne contient pas de mondme ol toutes les lettres (autres que X R/
2 S q s Y ’

figurent en écriture directe (et inversement).




Nous allons rajouter, un sommet C entre g et
h, puis, supprimer c et les arcs ch et cg.
o 1 +_ -
Soit ghf3+ghf2 ghf1+ghfo
la fonction attachée au graphe initial.

Rajoutons ¢, d'ol la fonction :

ghf[£,£, ® 7]+ ghe [£,+F +F +Z]£, +
gﬁ£2+§hfl+éﬁafof[§+c+ﬁjz
- E]}ghfs(flfz ® 7) +ghf ) +ghf, +ghf _+g+hZ]+ c...
Supprimons C, il reste :
ghf,[£,f, @ Z]+ghf,+ghf, +ghf_+gZ+hZ.

Notons que §EZ est contenu dans éﬁfo ) éﬁz dans gﬁfz et §hz dans éhf1

I1 reste donc :

gh,(££, @ 2)+gﬁf2+§hfl+§hfo

Z : somme des lettres autres que g, h et cC.
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Rajouter un sommet en position de famille

Soit £, la fonction initialement attachée au
graphe. Les parties commexes en h sont 1les .
mémes qu'avant introduction de h , d'ou le
terme hf . Les parties en h, mise 3 part celles

ne contenant que h, ne peuvent &tre que des

parties en g, d'ou finalement la nouvelle

fonction

fh+(fg+Z)h = fg+fh+Zh
( Z: somme des lettres du gréphe initial).

Rajouter une branche ou un sommet voisin de plusieurs autres

Ces deux opérations sont complexes et ne se traduisent pas simplement sur

les fonctions attachées.

OPERATION ) ( SUR DEUX GRAPHES CONNEXES DISJOINTS

Nous appellerons ainsi la mise en commun d'un sommet par deux graphes con-

nexes disjoints 3 et ), , de fonctions associées G et H,

Nous noterons @ ) (¥ le graphe obtenu et G )(H sa fonction booléenne

associée,

Le résultat dépend bien slir du sommet choisi dans chaque graphe pour ne
faire plus qu'un sommet du graphe résultant. Nous supposerons pour simplifier que

A~ Ly . ° ~
ce sommet porte le méme nom, &, dans g et danS¢R,(F1g" Ci-apreés).
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Mettons G et H sous la forme

(o]
i

161416,

o
i

= 'Q’H1+Q’H2
Désignons par X et Y les sommes des variables autres que £ dans G et H respecti-
vement. '

Pour obtenir G )(H, considérons d'une part, les sous-graphes de & ) (g€ qul contien-

nent { et d'autre part ceux qui ne contiennent pas £.

On obtient

’ G )( H = 2.6 +H +L(G,. V+H ) '}

OPERATION )4( SUR DEUX GRAPHES CONNEXES DISJOINTS

Soit % et% deux graphes connexes disjoints 5 6 )—(%,est le graphe obtenu
en établissant une granche entre g, sommet de & , et h, sommet deé@,(figupe ci-

aprés).

Nous noterons G )—( H la fonction associde & § )—(4€ . Mettons G et H

sous la forme

G = gG;+gG, et H= hHl+th
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Désignons par X et Y la somme des variables respectivement autres que g

dans G, et autres que h dans H.
Pour établir G )—( H, envisageons les sous-graphes deg )-—(‘3{
1) ne contenant ni g ni h
2) contenant un et un seul des 2 sommets g et h

3) contenant a4 la fois g et h :

On obtlent :

G)—(H = gﬁ(Gz.?+H2.X)+gﬁ(Gl.Y) +

éh(Hl.X)+gh(H1.Gl),

PROPRIETES DE L'ENSEMBLE ORDONNE DES PARTIES CONNEXES D'UN GRAPHE NON ORIENTE

THEOREME :
L'ensemble B, ondomnd par L'inclusion, des parties connexes d'un graphe
non ornientd est un trelllis s4i et seulement 84 Les p eléments de foul
cyele de Longueuwr p forment un ghaphe complet & p sommets.

Preuve ¢ S'il n'y a pas de cycle, le graphe est un arbre et on sait qu'alors En

est un treillis Eﬂ.
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Considérons le cas ol il y a un cycle ou plusieurs satisfaisant toutes les
hypothéses du théoréme. Soit deux parties connexes non comparables A et B. Si
1'intersection ensembliste}\{l]B est vide ou ne contient qu'un sommet, elle est

bien connexe. Considérons donc le cas ol A[] B contient au moins deux sommets.

Si AN B ne comporte aucun &lément appartenant 3 un cycle, avec tout
couple de sommets, A {4 B contient la chaine qui les joint et par suite 1'inter-
section est connexe. Ainsi, la non-connexité de A [) B ne peut provenir que d'é1é-
ments de cycles. Supposons donc: que 1'intersection contienne au moins deux &léments
de cycles ; soit a et b ceux-ci. Comme le cycle est un graphe complet, a et b

sont jointifs et A f} B est connexe.

Sous les hypothéses du théoréme, les parties connexes forment donc une famille

de Moore dans l'ensemble des parties, et par suite forment elles-mémes un treillis.

Par contre, s'il existe un cycle dont 2 &léments ne sont pas jointifs, nous
avons vu que l'intersection de deux parties connexes peut ne pas &tre connexe et

qu'il peut alors exister deux minorants maximaux des deux parties.

Remarquons enfin que sous les hypothéses du théoréme, Sup(A,B) est bien
déterminée et si AV B = _@ » 11 existe une chalne minimale joignant A et B et

une seule.

THEOREME :
Les treillis (o), ol tout sous-trneillis ne contenant pas Le minimum est
N-semi-modulaine, sont Les treillis des parties comnexes des graphes
inis non onientss ol Les ElLéments de tout cycle (5'il y en a), de -Lon-
gueur p , pomment un graphe complet & p sommets.

Preuve :
1 — Montrons que les parties connexes d'un graphe ainsi particularisés, a n

sommets, forment un tel treillis. Ces parties, d'aprds le théordme précédent
s p s P D 5




IT
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forment un treillis. Soit In celui-ci. On passe d'une partie connexe, d une
partie connexe immédiatement supérieure, en rajoutant un sommet d la premiére.
Tn poss&de donc la propriété de longueur de chalne et la longueur d'une chalne
maximale joignant Min(:n) a M&X(In) est n. Les seuls {/-~irréductibles sont les
atomes et ils sont en nombre n : ce sont les n parties réduite chacune d un des
nsommets. Le treillis est donc (o). De plus, si l'intersection de deux par-
ties connexes n'est pas vide, leur borne supérieure est donnée par l'union
ensembliste. Un sous~-treillis de Tn’ ne contenant pas Min(Tn) , est donc
sous-treillis de l'ensemble des parties du graphe, il est donc distributif

et, a fortiori, f)-semi-modulaire.

Inversement, montrons qu'étant donné un tel treillis, on peut construire un
graphe connexe et un seul dont le treillis est justement le treillis donné.

Les notations booléennes allégent:.la démonstration.

Soient donc Xl,XZ,...,Xn les variables booléennes attachées aux n atomes du
treillis. Ce seront:aussi les n sommets du graphe que nous voulons construire.
Les mondmes booléennes attachés aux éléments de rang 2 du treillis sont de

la forme Si'Xj° kEi,ij’ indiquant que Xj et Xj sont reliés par un arvrc.
I - Vérifions que les &léments du treillis, de rang i, 1 > 3, sont des par-
ties connexes da 1 sammets du graphe construit (et la partie vide correspond

au minimum du treillis).

Par construction, les éléments de rang 2 correspondent & des parties connexes
3 2 éléments (ou sommets). Supposons la propriété vraie pour les é&léments de
rang (i-1) et montrons qu'elle est vraie pour les éléments de rang.l. Soit

’, , - va Y2 . . ' .
un élément de rang 1 > 3, X1X2’°"Xixi+l"'xn’ il est union d'au moins 2
mondmes de rang i-1, qui différent par exactement 2 lettres, c'est-a-dire

qu'il sont de la forme

Xp Xy een Xjq Xoenn X
et
O SR A AT
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indiquant que

{XlX2 .o Xi-l} est une partie connexe

et {XZ cerees Xi} aussi.

Ces 2 parties ont pour borne supérieure la partie connexe

{X,,X X Xi}

1, 2,..-, i"l,

ce qul correspond bien au mondme

XlXZ’ L) -Xi.Xi+1» . .Xn

m Il faut maintenant vérifier qu'd toute partie connexe du n-graphe cons-
truit correspond un élément du treillis.
Admettons, ce qui est vrai pour2que toute partie connexe & (i-1) sommets soit
représentée par un élément du treillis et montrons que toute partie connexe

d 1 sommets est représentée. Cette dernidre,P, est union d'au moins 2 parties

Pjet P,a (i-1) sommets dont 1'intersection est & (i-2) sommets. Or, dans le

sous—treilli; {Pl,Pz,P C]PZ, Pl.&JPb}’ 1'\-semi-modularité entratne que
Plg P2 } pl puisque P?Plo P2 . Donc Pl‘;_{ P2 est de rang i1 et c'est la

2 2

partie P considérée ci-dessus.

Enfin, on peut effectivement affirmer que les &léments de tout cycle (s'il
y en a) forment un graphe complet sinon les partie connexes ne formeraient

pas un treillis.
COROLLAIRE

Dans ces treillis, tout sous-treillis fV-semi-modulaire ne contenant pas le

minimum est distpributif.
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Remarque : Un tel treillis n'est pas forcément

1ui-méme f\-semi-modulaire. Exemple

FONCTION BOOLEENNE ATTACHEE A UN GRAPHE SATISFAISANT LES HYPOTHESES DU THEOREME
CI-DESSUS

Soit h un sommet qui n'est pas point d'articu-
lation, voisin de a,b,...d . Soit f la fonc-

tion attachée au graphe H obtenu en supprimant
h. L'ensemble représentatif de f est un treillij
h est soit famille, soit appartient a une partid
connexe qui est un graphe complet. Aprés suppre:
sion de h, le graphe satisfait encore les hypo-

théses du théoréme.

Aprés introduction de h, la nouvelle fonction a pour ensemble représentatif, un
treillis qui se déduit du précédent par extension. Le support de l'extension est
constitué de la partie vide et des parties contenant un au moins des sommets
a,b,...d et est représenté par la fonction [(a+b+...+d)f+2], Z : somme des lettres

autres que h. D'ol la nouvelle fonction :
fh + (a+b+...+d)f + Zh

qui se simplifie un peu, puisque fh = Zh, d'ol la forme définitive

fh + (a+b+...+d)f + Z

Ce pésultat généralise ce que nous avions trouvé pour un arbre (page 23 de [Q]).
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Remarque : La fonction attachée au graphe, en tant que graphe et selon le procédé
du début de ce chapitre, est la méme que celle attachée au treillis correspondant

par N-codage booléen canonique.
CHEMINS

Dans un graphe, les chemins ont un rdle privilégié. Ils forment un ensemble
ordonné par 1l'inclusion (au sens de 1l'inclusion ensembliste, en considérant pour
chaque chemin l'ensemble de ses sommets), et nous allons &tablir 3 ce sujet un

théoréme reprenant l'hypothdse du précédent.

THEOREME :
Une condition nécesbairne et suffisante pour que Les cheming d'un graphe
connexe gomument un thelllis pour L'inclusion est que :

1) I8 existe un chemin hamiltonien,
2) Les sommets de tout cycle (s'4L y en a) forment un graphe complet.

Preuve : Les deux parties de la condition sont nécessaives. Clest évident pour la
premiére. Pour la seconde il suffit de considérer & nouveau le cycle & 4 &léments.
La condition est suffisante puisqu'alors l'intersection ensembliste est toujours

un chemin et les chemins forment alors une famille de Moore dans l'ensemble des
parties connexes, ensemble qui est lui-méme un treillis en vertu de la seconde par-

tie de la condition.

CAS PARTICULIER D'UN ARBRE

Rappelons deux définitions

arbre : graphe connexe sans- circuit. Nous dirons au moins provisoirement

"n-arbre'" pour "arbre & n-sommets".

sous-arbre : sous-graphe connexe d'un arbre (ainsi, la partie vide est un sous-

arbre).
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Treillis des sous-arbres d'un n~-arbre

Les sous-arbres d'un n-arbre forment un treillis possédant les propriétés
générales du treillis de parties connexes d'un graphe connexe ol les sommets

de tout cycle forment un graphe complet.

Notons particuliérement que

Soit A = {al,...a ...an} un n-arbre éventuellement réduit a un sommet et Tn le

p
treillis de ses sous-arbres. Ajoutons a3 A un sommet Ay sy étant voisin de a_, et
soit Tn+l le trellis des sous-abbres du (n+l}arbre obtenu. Tn+1 est obtenu par

~

une extension de Tn isomorphe & l'ensemble Majpr(ap) des majorants de ap dans Tn°
Pour obtenir Tn+l , on ajoute & Tn 1'ensemble obtenu par translation d'un rang
de Major(ap), ce qu'illustre la figure . Notons que Major(ap) est un sous-treil-
lis connexe de Tn'

Par suite, pour construire le treillis des sous-arbres d'un arbre, on
commence par tracer le trellis des sous-arbres d'un assez long chemin de l'arbre
3 1'é1lément nul prés, c'est un demi-quadrillage. Puis on rajoute les uns apreés
les autres les noeuds manquants en étendant chaque fois le treillis comme il est

dit ci-dessus (voir l'exemple figure ci-aprés).
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o

5
&»@-:z—-o H
1 2 3 B

Bornes supérieure et inférieure du nombre N(n) des sous-arbres d'un n-arbre .

On montre [?1 que la chafne 4 n sommets ou '"m-chaine" est le n-arbre

ayant le moins de sous-arbres et ils sont au nombre de

(1+ n( n;l))

On montre également (ibid.) que, parmi les n-arbres, 1'arbre ayant le
plus de sous-arbres est celuil de la figure ci-contre dont le nombre des sous-

arbres est

et finalement

_TLQIZ_‘;"_'D_ +1 <N(n) < Zn_1+n
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n-1
oy s g es s . + .
Remarquons que lorsque n croit indéfiniment, Caj;{;E)M %-et, par suite, l'ensemble
représentatif des sous-arbres du n-arbre 3 (n-1) feuilles tend 3 n'occuper que
la moitié du n-cube. Cet ensemble représentatif contient le (n-1)cube formé par

les sous-arbres contenant le centre de l'arbre.

Remarqgue sur le centre de 1'arbre

On pourrait penser que le centre de l'arbre (au sens habituel de sommet
dont le maximum des distances aux autres sommets est minimum) est le sommet
appartenant au plus grand nombre de sous-arbres. Il n'en est rien, comme le

montre l'exemple suivant

Soit l'arbre ci-contre, dont nous construilsons, ci-dessous le treillis
9 9

&
156

des sous-arbres.

K
€3

3
{2
A

G

Le centre est 3, or

c

|Major(3)| = 15
et

[Major(4)]

16 > 15

De méme qu'il peut y avoir plusieurs centres, il peut y avoir plusieurs
sommets tels que le nombre des sous-arbres auxduels ils appartiennent, séparé-

ment, solt maximal.
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Dans le méme ordre d'idée, on peut chercher quels sont les couples de som-

mets qui appartiennent tous les deux au plus grand nombre de sous-arbres.

I1 est clair déja que deux tels sommets A et B sont voisins. En effet, s'ils

~

ne l'étaient pas, soit C un sommet intermédiaire. C appartient déja 3 tous les P

sous-arbres contenant 3 la fois A et B. Or C et B appartiennent au moins 3 (p+l)

sous-arbres : les p précédents et la chaine joignant C et B.

Rechercher ces couples revient donc d chercher les é&léments de rang 2 du
treillis du n-arbre, dont le nombre des majorants est maximal. Trés souvent il

y a un seul tel couple.
Plus généralement, les groupes de p sommets appartenant ensemble au nombre
maximum des sous-arbres, sont donnés par les éléments de rang p dont le nombre des

majorants est maximal.

Quelques fonctions d'arbres partiCuliers

) a b

- La chaine 3 2 éléments a pour fonction attachée f(a b) = 1. S .
b

- Rajoutons un voisin c & b.

Appliquons la formule de la page ag b: C‘h’“ddo

F(a,b,c) = 1.(b+C)+a = a+b+C

Rajoutons un voisin d 3 b:

F(abcd) = (a+b+c)(c+d)+ab .
= ac+ad+bc+cd+bd+ab
dont une base premiére est
F(abcd) = be+cd+ab
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Fonction attachée au n-arbre a (n-1) feuilles

On dit aussi "étoile" a (n-1) branches.

C'est la fonction tHmy+my+...+m _; ol t désigne le centre de l'arbre et ol
m; est un produit de (n-2) lettres accentuées, autres que t. Soient a,b,c,...

les feuilles. Nous désignerons cette fonction par ¥(t,abc...)

Dans Bn cette fonction comprend 1'hyper~cube Bn_1 en t et tous les mondmes

de rang < 1°

n-1
(2) ¥(t,abc...) =t + I m,
i=1

Pour n=2 Y¥(ta) =1
n =3 Y(t,ab) = t+a+b
n =4 Y¥(t,abc) = t+ab+bc+ac

n =5 y(t,abcd) = t+abc+abd+acd+bcd

Relation "entre' dans un n-arbre

Soit A, B et C trois sommets. Si C est entre A et B, C fait partie de tout

sous-arbre contenant {A,B} d'ol :
Major(A,B) = Major(A,C) N\ Major(A,B)
et

Major(A,B) € Major(AC) U Major(B,C) € Major(C)

(1'inclusion est méme stricte si A # B).
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Inversement, Major(C) = Major(A,B) entraine que tout sous-arbre contenant
“{A,B} contient aussi C,donc C est e\?fcrﬁ, et B, ce que nous noterons ¢ (A,C,B)
et

€ (A,C,B) <=> Major(C) 2 Major(A,B)

Remarque : A =B => A=B=C

HOMOMORPHISME SUR UN ARBRE

Soit Ay et A.2 deux arbres et f une application deA1 sur AZ’ f est un

homomorphisme pour la structure d'arbre si :
Va,b,c, £(a,b,c) => E(£(a),£(b),£(c))
et f(a) = £(c) => £(a) = £(b) = £(c), Wb E(a,b,c)
Par suite, une classe d'homomorphisme est une classe connexe, plus précisément :
un sous-arbre. Inversement, d une partitionen classe connexe correspond un homo-

morphisme, 1l'homomorphe étant 1l'ensemble quotient.

TREILLIS DES HOMOMORPHISMES SUR UN ARBRE

On constate que la réunion et l'intersection de deux homomorphismes, au sens
de la théorie des partitions, est encore un homomorphisme. Par suite, les homo-
morphismes forment un treillis, sous-treillis du treillis des partitions sur.les

éléments de l'arbre.

Soit maintenant un homomorphisme H sur un arbre fini. Formons 1'homomorphisme

H' selon le procédé constructif suivant
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1) Effectuons le recouvrement suivant de l'arbre : tout couple {x,y} de
voisins immédiats, appartenant d deux classes différentes de H, forment
une classe ci et les éléments non utilisés forment chacun une classe

unitaire.

2) Considérons la plus petite partition H'telle que toute classe du recou-
vrement précédent soit contenue dans une classe de partition H'. La par-
tition H' est unique et, dans le treillis des partitions H et H' sont

complémentaires, d'ol :

THEOREME :
Le theillis des homomornphismes & classes connexes sur un arbre fini & N
noeuds est un theillis de Boole, de dimension (N-1), sous treillis du
trelllis des partitions surn cet anbre.

Conséquence d'un homomorphisme 4 classes connexes sur la fonction attachée i un

n-arbre.

Nous remarquons sur les formulespage 9, 10 que l'on est passé de la fonction

attachée a %)——(ﬂc 3 la fonction attachée 3 § ) # en faisant h=g dans la premiére.

Ceci montre qu'étant donné la fonction G associée 3 un n -arbre, on obtient
. 0 . . ~
la fonction G~ associée a un p-arbre (p < n) homomorphe en réduisant 3 la méme
variable, dans G, les variables correspondant d des sommets qui sont dans la méme

classe. Nous dirons que G° est homomorphe a G.

On sait [}] que les G° forment un treillis de Boole d'ordre (n-1) ..
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