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INTRODUCT ION

Ce travail est composé de deux chapitres, suivant approximativement

. 1'ordre dans lequel se sont effectu@es nos recherches.

Le Chapitre I, intitulé "H-Syst@mes variationnels - Méthodes
itératives” est consacré 3 l'étude de 1l'analogue de diverses méthodes &tudiges
par F. ROBERT [}6] dans le cas des Blocs-matrices (méthodes de Jacobi,
de Gauss-Seidel, de sur-relaxation par Bloc) dans le cas ou chacun des Bto;s

)s

est remplacé par un opérateur (ou &ventuellement un syst@me d'opérateurs

auquel on associe, selon une méthode bien classique un probléme variationnel.

En utilisant une notion de minorante distincte de celle utilise
dans le cas des Blocs-matrices, par Frangois ROBERT, on obtient des résultats
de convergence, pour les algorithmes du type Jacobi, Gauss-Seidel, sur-
relaxation, pour des problémes d'inéquations variationnelles sous une coudi~

tion plus générale que la V-ellipticité classique.

Ceci s'étend au cas plus général de la perturbation d'un graphe

maximal monotone, par un H-systéme d'opérateurs.

(¥) Dans ces questions, le mot systéme se trouve employé selon trois acceptior
différentes :

1/ Au sens habituel de systéme d'é quatlons ou d'inéquations.

2/ L* expreSSLOn "systeme d’ operareurs qu 'i1 conviendrait peut &tre
de remplacer par "matrice d' operateurs de fagon a lever 1'ambiguité avec
1/, de maniére analogue 3 ce qui se falt en algébre lindaire de dimension
finie.

3/ Le mot systéme intervient encore dans un sens différent des
précédents dans la terminologie du contrdle optimal de systémes phy31qu
ou autres.



Des résultats de ce chapitre, on peut retenir deux conclusions :

- La premiére, théorique, montre que la condition classique de V-
ellipticité, ou, plus généralement de coercivité (Cf. de FIGUEIREDO [2@]
pour une &tude compléte de cette question), peut &trc affaiblie danms le cas des
systémes d'équations et d'inéquations variationnelles, stationnaires et d'évolu~
tion. On vérifie dgalement que les applications que nous &tudions ne sont pas

pseudo-monotones ou de type M av sens de BREZIS, (Cf. § IX, Chap. I).

- La seconde conclusion, pratique, et ayant au moins autant d'impor-
tance 3 nos yeux, car intéressant directement l'application des mathématiques
i 1'Informatique, est de fournir des conditions de coavergence d'algorithmes,
applicables, aprés discrétisation conveneble, au contrSle optimal de systémes

gouvernés par des &quations aux dérivées partielles.

Nous avons, du méme point de vue pratique, jugé important d’adapter
l'algorit;lme de F. ROBERT - J. SCHROEDER de ccntrOle des erreurs 3 notre

situation.

Malheureusement, le matériel II30, 8K disque, dont, faute de crédits
d'investissements, nous devons jusqu'id préscnt nous contenter, ne nous laisse
pas la possibilité d'aborder dans des conditions normales, de tels types de

problémes du point de vue expérimental, qui est essentiel en ces questions.

Pour aborder maintenant le coutenu du Chapitre II, il mc semble utile

de rappeler un résultat classique énoncé par FIEDLER et PTAK Eﬂj.

THEOREME -

Soit N une matrice 4 coefficients diagonaux positifs, et coefficients
hors diagonaux négatifs ou nuls, alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

I 1l existe un vecteur x20 tel que Nx20

IT 1l existe un vecteur x>0 tel que Nx>0

IIT il existe une matrice diagonale D dont les éléments diagonaux
sont positifs tellec que ND e>0 (ou e est le vecteur dont tou-

tes les coordonnées sont égales d 1).
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1l existe une matrice diagonale D dont les éléments diagonaux
sont positifs, telle que la matrice W = ND est une matrice
4 diagonale dominante.

pour toutes matrice diagonale R telle que RN 1'inverse R-l
existe, et le rayon spectral de R-I(P-N) est < 1, ou P est la
diagonale de N.

81 B eet une matrice d coefficients diagonaux positifs, et hor:
diagonaux négatife ou nuls, telle que : -
B3N, alors B_l existe.

toute valeur propre réelle de N est positive.

tous les déterminants mineurs principaux de N sont positifs.

il existe une suite strictement croissante d'ensembles d'in-
dices Of JICTJZQJ3 cJ, =n telle que les déterminants

mineurs principaux de N(J.) sotent positifs.

il existe une matrice de permutation P, telle que RAP-Z peut
Stre écrite sous la forme RS ou R est triangulaire inférieure,
a éléments diagonaux >0, et hore diagonauwx & 0, et S trian-
gulaire supérieure d éléments diagonaux > 0, et hors diagonau

s0.
1’inverse N—l existe et lez 0.
la partie réelle de chaque valeur propre est positive.

pour tout vecteur x # 0, il existe un indice kK> O, tel que
wkyk> 0 pour y = Ax.

~ Une matrice vérifiant les conditions de 1'énoncé précédent est

appelée M-Matrice.
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On peut considérer que le Chapitre I a été consacré 3 une mise
en oeuvre étendue de la propriété V, qui assure en particulier la convergence

de la méthode de Jacobi (en choisissant R = P dans V).

Lo Chapitre II s'appuie essentiellement sur une généralisation de
la propriété XIII des M-matrices, on peut donner 4 ce sujet une indication

trés simple s

Les matrices définies positives sont un cas particulier des M-

matrices. Considérons donc une matrice N définie positive, on a :

i/ (Nx,x) >0 ¥ x er"®

ce qui implique, par un raisonnement de compacité trds simple qu'il

existe o > 0, tel que :

ii/  (x,x) > allxllg oi || ]!2 est la norme euclidienne de R".

Remplagons maintenant R par V, espace de Hilbert, et N par

A.G,&fKV,V), la condition de V-ellipticité de A s'exprime par :

i1i/ @v,v sallv]]s  Vvev

d'oll i/ est un cas particulier de iii/.

De mfme la propriété XIII, apparait comme cas particulier d'une
notion plus générale, que nous pouvons suggérer de maniére analogue 3 ii/ :
iéme

en appelant Hj le projecteur orthogonal sur le j axe de B" :

i./  max v.X, = max (Nx,njx) 20 Iixllz
i=l, 0. ,¥ j=l, e,

ol cette inégalité i1/ s'obtient & partir de XIII par un raisonnement de

compacité comme précédemment pour ii/.

~

On aboutit ainsi 3 une extension de la notion de V-ellipticité qui
permet de généraliser un certain nombre de ré&sultats bien classiques : Lemme

de Lax-Milgram, inégalité de Garding, alternative de Riez Fredholm, théoréme



des projections, théorémes d'isomorphismes pour les &quations abstraites
d'évolution, généralisation de la notion de systéme fortement elliptique,
etc... avec application aux systémes paraboliques généraux, et plus parti-
culiérement, nous développons le cas decs syst@mes paraboliques faiblement
couplés (intervenant dans les mathématiques de la diffusion), et qui
constitue, zvec le contrdle optimal, le deuxiéme type d'application que

nous avons pu dégager de cette Théorie.

Pour traiter des problémes non linéaires, nous avons été amenés
3 définir la notion plus large de para-monotonie, 3 propos de laquelle nous
donnons divers théorémes de perturbation d'opérateurs monotones (&ventuelle-

ment multivoques) maximaux.

Je conjecture d'ailleurs que certaines améliorations de nos résul-
tats sont encore possibles de ce cdté (n'ayant pu jusqu'3 présent prendre
connaissance des actes du colloque sur 1'Analyse non linéaire tenu a Chicago
en 1968, il nous a peut 8tre manqué des &léments pour optimiser complétement

nos théorémes d'existence non linZaires).

Citons un certain nombre de problémes classiques, que nous n'avons

pas eu le temps de reprendre dans les termes que nous proposons :

~ Le probléme général de la coercivité (dans le cas linéaire) ot

nous n'avons traité que le cas particulier des inégalités de Garding.

- Problémes de régularité en les variables d'espaces, et corréla-

tivement problémes non homogénes.

- I1 conviendrait d'aborder également un certain nombre de résultats

d'approximation, sujet sur lequel nous restons trés succinct.

Indiquons encore que les propriét@s V et XIII, ne sont @ coup sUr
pas les seules dignes d'une extension @ 1'analyse fonctionmnelle. En particu-
lier, les résultats d'HAUGAZEAU, pour les problémes aux dérivées partielles,

de KRASNOSELSKII et d'autres auteurs, dans le cas d'équations intégrales
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peuvent apparaitre comme des extensions & 1'analyse fonctiomnelle d'une

propriété du type XI

Je conjecture d'ailleurs la possibilité d'étendre certains résultats
d'"HAUGAZEAU au cas des systémes faiblement couplés dont nous avons déja

parlé précédemment.

- Enfin, nous avons laissé de cSté ce qui concerne le couplage de
problimes du type NAVIER STOKES, qui est une question tout a fait d'actualité.
Mais nous ignorons si le développement correspondant, en admettant qu'il

soit possible, aurait de réelles applications.



CHAPITRE I

H~SYSTEMES VARIATIONNELS - METHODES ITERATIVES



I - POSITION DU PROBLEME, RAPPEL DE THEOREMES D'EXISTENCE CLASSIQUES -

- Soit {Vi} i=1,...,r oi r est un entier >0 une faumille

d'espaces de Hilbert, réels, de produit scalaire ((’))i'

Soit V = Lo Vi, qui est un espace de Hilbert pour le pro-
i=l,...,r o
duit scalaire :
T
((u,m) = & ((u;,v.)).
i=1 i1

Soit
{as . (u.,v.)}, pour i,j = 1,...,r une famille de formes
1,] 17

bilinéaires bornées sur Vixvj.

r

- Nous appelerons a(u,v) = T a; j(ui’vj) qui est une forme
i,j=1 ’
bilinéaire bornée sur VxV.
T
Wous noterons, de plus ar a . (u,v.) la somme I a. .(u.,v.
s P 5 P . (u, J) o1 193( 5 J)

qui est une forme bilinéaire bornée sur VXVj, pour j = 1,...,r.

(1.D Soit f = {fl,...,fr} avec fjevg dual de Vj, j=l,ceest.

(On suppose que le "produit scalaire” permettant de mettre Vj et

V! en dualité est indépendant de j, on le note (,), et soit :

E,v) = § (f.,v. VEV.
s o J) \Jve
Nous considérons successivement deux problémes :

PREMIER PROBLEME -~

Trouver uéV solution de @

(1.2 a(u,v) = (£,v) Yvev.



DEUXIEME PROBLEME -

Soit'{Xj}, j=l,...,r une famille de convexes non tous vides,

ch,Vj étant fermé, pour j=l,...,r.

(1.3) Soit X = 1 Xj
j=l,...,r

Nous énongons le second probléme sous la forme trouver u€X ,
tel que :

(1.4) a(u,v=u} 3 (f,v-u) VYveEX.

Remarquons que si l'on prend X = V, on retrouve le probléme (I.2).

Rappelons les deux résultats classiques concernant ces problémes
qui sont respectivement le lemme de Lax-Milgram, et le théoréme de

Stampacchia sur les formes bilinéaires coercives sur un emnsemble convexe.

THEOREME I.1- (Lemme de Lax-Milgram)

La forme bilinéaire a(u,v) bornée sur VXV, étant V-elliptique,
e'est-d~-dire vérifiant 1'inégalité :
(1.5) a(u,u) 2 o |u] I‘ZI Yvev,
alors a(u,v) peut étre rveprésentée par un isomorphisme A de V sur V' dual
de V:ona alu,v) = (Au,v) V'uﬁvEV (ot (,) désigne la forme bilinéaire
mettant en dualité V et V').

Pour la démonstration, nous renvoyons, par exemple, & LIONS -~
MAGENES [37] Vol. I, Chap. 2 , p. 216.
Comme conséquence, on obtient la solution du probléme (1.2) sous

1'hypothése de V-ellipticité pour.a(u,v).



THEOREME I.2 - (Théoréme de Stampacchia)

Sous l'hypothése de V—ellipticité (hypothése (I.5)), le probléme
(1.4) a une solution u€ X, unique :

Pour la démonstration, voir LIONS [35] Chap. I, p. 1l4.

REMARQUE I.1 -

Les deux énoncés précédents, sont indépendants de 1'hypothése
que V a unc structure d'espace produit des espaces Vj’ et, en particulier,
dans 1'énoncé du Théoréme 1.2, on pcut prendre pour X, un convexe fermé
quelconque, alors que nous particularisons dans 1'étude qui suit X & &tre

un produit de convexes Xj’

IT - RAPPEL SUR LES M-MATRICES, B-MATRICES, H-MATRICES -

(c£. i8], B3], [48, et 1la bibliographie de ces publications

pour 1'dtude de ces matrices).

DEFINITION I.1 -

On appelle Z-matrice, ou matrice de la classe 7, toute matrice dont
les coefficients diagonaux sont >0, et dont les coefficients hors diagonaux
sont 0.

Nous rappelons, avec leur numérotation 'd'origine", les propriétés

des M-matrices qui nous sont utiles ici.

THEOREME 1.3 - (Cf. Fiedler et Ptak [18])

i

N étant une Z-matrice, de type (r,r), les propriétés suivantes
sont équivalentes :
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v/ Coneidérons la matrice de Jacobi, J, associée d N :

0 _ MGt

M. . * le rayon spectral de J
J = 9, dsd .
. fz (J) est < 1.
n. . ~ :
Y 0
n. .
dsd 0

X1/ Nﬂl existe, et a tous ses coefficients positifs ou nuls.
_ XIII/ VxeRf, i1l existe un indice J, tel que : '

Yi%; >0, ouy = Nx.

DEFINITION I.2 -

Une Z-matrice vérifiant les conditions du Théoréme I.3 sera appe-
lée une M-matrice.

DEFINITION I.3 -

Une matrice N, de type (r,r), dont les coefficients sont de signe
quelconque sera appelée une B-matrice, si la propriété suivante est vérifide :
VaeR© =z £ 0, il existe un indice j, tel que :

ijj >0, ot y = Nx.

DEFINITION I.4 -

Une matrice N sera appelée une H-matrice si la matrice

-

*N.
W= Jsd

= est une M matrice.
-'n

~

T,5d

IIT - INTRODUCTION DE NOUVELLES NOTIONS : FORMES BILINEAIRES MINORANTES VEC-
TORIELLES, MATRICES V-MINORANTES, ET H-SYSTEMES -

DEFINITION I.5 -

Nous dirons que la forme biliméaire sur E'x R' associde d la matrice

n

N = o, est une minorante vectorielle de la forme bilinéaire alu,v), si
3

la condition suivante eét vérifide :
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du={uv..,u}€V on a :

a’j(u,uj)y 151 n. Iiu il |[uj||j bi=lye..,r

(3.1)

En appelant I% 1'opérateur de projection orthogonale dans V, sur Vj’ et I%

.1éne

1'opérateur de projection orthogonaieadans R sur le j axe (3.1) est

équivalent &
* " .
(3.1) a(u,qja) > (Mx(u), Lx(w) Vi=l,...,r
S

ou x@ = (g oo Ty Lo D 1

DEFINITION I.6 -

Toute matrice N vérifiant (2.1) sera appelée une V-minorante de
alu,v).

DEFINITION 1.7 -

Toute V-minorante de alu,v) qui est une Z-matrice sera appelée une
Z-minorante de alu,v).
Toute V-minorante de a(u,v) qui est une M-matrice sera appeléz une

M=V-minorante.
LEMME 1.4 -

Une condition nécessaire et suffisante pour que la forme bilinéaire

aly,v) admette une Z-V-minorante 1.75 de coefficients ng L3 est que :
(3.2) agg(vg vJ) 27 [ v ||” \71).€VJ

(3.3) Vi, i#J Iaigj(vjsvj)l § Ty g '|vi|| "vjll
DEMONSTRATION -

~ La condition est nécessaire -

Soit N= ‘nijl la M-V-minorante de a(u,v), \/vjevj, on considére
1'élément vJ = {o,...,o,ngo,...,o}.

Puisque N est M~-V-minorante on a, en particulier :

i 2
a'j(vj,vj) 2 njj I’vjllj

Or . vj L) = Lo (V. v,
2,507V = ag(vi.vy)
d'ot a..(v.,v.) =2 n.. ||v.l[?
Jl 1 3 31 J 3
i
30it u = {ul,...,uk,g..sur}éﬁv ukE:Vk

- T _ 4 -
Soit x€¢R,  x = {xl"°'“xk"°°’xr} et u pX X u
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ormons a_ (u ,x u ) 2 “X u il +I n I‘ " llx “ ‘l-
F B, ki; %!k j

Or, par linéarité a .(u ,x.u.) = x, a , (u_,u,), et comme x, ~ O, par
' P SR S A i %3 Yty j P

hypothése, on obtient :

R e [ T A L [T P
r
\ avec a.j(ux’uj) = kfl ak,j(xkuk’uj)

Soit i#j. Je choisis xisl.
¥ €>0 donné, je prends V k#i (donc aussi pour k=j) X, <.

(u g ) - ay (u ’“3) = k;} X283 (uk,uj)

SoitK=|Z ( ,u)‘
L7 g 63K
‘a J\ux,.u:l) - a; i, (ui,uj) !.<. eK.
D'ol, en utilisant (1.9) :
al,j(ui’uj) + Kl": > nJJ HXJUJ H_] Huj HJ + Z. nk,j H’ﬂ(‘-‘ka HUJ HJ = S

k#j
- 1 - ) o= er,.
ou g s oy L oy 1l - s ée(njj.'ujuj k,zﬁnmllukllk)lluJIlJ €L,

D'ol a. .(u.,,u.) +K

i,j71°73 1€ 2 ni,j“uil|i "ujl'j - €Ky, et ceci Ve >o0.

D'od : ai,j(ui’uj) 205 5 lluilli ||ujllj

ol n. F € O, or la méme inégalité est vérifiée si on remplace uj par
9

-u., d'ol :
J

| ai,j(ui’uj) ‘ g - ni,j Hui ! liH uj Hj
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= La condition est suffisante -

I1 suffit de vérifier que N est une V-uinorante.

Soit u = {ul,...gur} E€v.
T
Or : a’j(u,uj) = I a, j(uiguj) > a.j(u.,u.)— T Iai j(ui’uj)" j=l,...,1

1, 3 J i#_‘j ’

i=]

d'oll, en utilisant (3.2}, (3.3)
r 2
151 aigj(ui’uj) > n ||uj||j '+i§j tli,jlluil‘i '!uj‘lj
donc 1a matrice N est bien une V-minorante de a(u,v).

qg.e.d.

NOTATIONS -

Soit a(u,v) une forme bilinéaire bornée sur VXV, admettant une
Z-V-minorante :
Nous notons par :
+ a..(v.,u.
j(u.,v.)[; = aii(ui’vi) all(vl,ul) \/u.,v.€V3 i=l,...,r
1774 2 1?7171 ? ’

Puisque a(u,v) admet une Z-V-minorante '](,)[g est un produit scalaire sur

Vi’ dont laz norme associée ]I I[; est strictement équivalente 3 la norme
de V..
i
Soit -5 i]li?ﬁ . 'aij(uisvj)l
i
] ‘Vj | =1

A
et soit N la matrice de coefficients diagonaux égaux a 1, et de coefficients
. A
hors diagonaux n; 5

2

THEOREME I.5 - (Analogue d'un résultat de F. Robert [gi], dans le cas de la
notion de minorante d'une matrice par blocs).

alu,v) étant une forme bilinéaire bornée sur VXV, admettant une
Z-V-minorante, une condition néecessaire, et suffisante pour qu'il existe
sur V une structure d'espace de Hilbert, compatible avec sa structure d'es-
pace produit igl,,..,r V; , dont la norme associée soit stricéement équiva-
lente 4 la norme de V, telle que, relativement 4 cette structure alu,v)
admette une M-V minorante,est que ¥ soit une M~V-minorvante relativement



DEMONSTRATION -

La condition est évidemment suffisante, il suffit de munir chacun

des espaces Vi du produit scalaire : ](,)[-i°

La condition est nécessaire :

Pour ne pas multiplier les notations, on suppose que a(u,v),
admet une M-V-minorante relativement 3 la structure initialement donmnée sur
V, et nous montrons que cela entraine la méme propriété relativement 3 la

structure associde aux produits scalaires ](,)[£ i=l,...,r.

D'aprés notre hypothése, et le lemme I.4, on a :
3.3 V..V, = a,.(v.,v. v. v.eV.
3.3 Jvpvplo=agstpvy > g v l1? vy,

Par suite, nous pouvons utiliser le lemme de Lax Milgram, pour
"représenter’ la forme bilinaire ] ,)[; sur VJXVj, par un isomorphisme

V elliptique, autoadjoint de V. sur VJ. 801t‘7j cet isomorphisme, qui

~1/2

admet une raciane carrée A, qui est dgalement un isomorphisme de V. sur

J. .. i
A.1/2 ~1/2

Vj' Nous nctcrons par 1l'inverse de AJ :

Soit i,j avec i # j, nous considérons les "représentations' de

aij(ui,v.) :

C* -(‘1 ](B ui’vj)[j = ((Aij u]'.’vj))j
0 = x
r ]””13 Y )[ (BB, 5u;5v.0)
et, par couséquent : -
B,, =47} A,
570N v
Nous voulons &valuer ] |B,. 'E_. = Sup ———il—l—il ,
i 1 e, ] 1i[1
i~ i
Or : : ~%~
]'B .v E_] ]!AiAijvil[j

||\l|!i jlxi/Z Vi‘E,
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1/2
A s -1/2, ~-1/2,1/2,
_ | & lJv1|lJ =|lf§i / a k] / A i"j
H'Zﬂ’z AlP 162 v, 11
it'i
~1/2 . .
et, comme Ai 2st un isomorphisme de Vi sur Vi
~=1/2 w1 /2
Vo0 7 v 5wl
Lol .= sup
R ey oy g
d'oli 1'inégalité :
., ~=1/2 ~=1/2
T, s T2 1 a5 1020,
A .v. ||, _ [’A-llzv ',
< - k kilk
ou l‘A- o"{ . = Sup 1l 2 ‘l' et H 1/2H = sup
e 7 A A [TV, 1T o T vev, Ml

or, puisque a(u,v) admet N, comme M-V~mincrante, et, en appliquant le lemme

I.4 (partie condition nécessaire), on obtient :

a5 511 = = my 5
1,]
En utilisant (3.3), on a : llN-L/ZII < ;;/2 k=1l,...,r
- - - ~-1/2 . . . e
dron = JIB; 4If 5 s njJ}/z SR nii/ Vi,j i#j

En appliquant maintenant le lemme I.4 (partie condition suffisante)

-~

on obtient que, relativement 3 la structure d'espace produit, ol les Vv, sont
munis des produits scalaires'](,)[;, a(u,v) admet pour Z-V-minorante, la

matrice 3

dml/Z —1/2’

N d

. .-L/2

ou d "1/2

est la matrice diagonale, de coefficients diagonaux n.

En effet, les coefficients diagonaux de dnl/2 N d—1/2’ sont égaux

a 1, et ses coefficients hors diagonaux sont :

SYZ o g T2
1] 1, 11
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Mais, par hypothése N est une M-matrice, on vérifie par exemple,

en utilisant la condition XIII, de la définition des M-matrices, qu'il en

va de méme pour dal/2 N d~1/2. En effest, soit xiRi d-lerRi,

soit ¥y = N d-1/2xs il existe un indice j, tel que : 'yj n}}lz xj> 0,
or ng;/z ?} ast la jl e composante de yj = dul/2 N dul/zx, d'ol 1le
résultat.

REMARQUE I.1 -

Dans le cas ou les espaces sont construits sur le corps des
complexes C, indiquons rapidement quelles modifications il convient d'intro-

duire pour que les énoncés ci-dessus restent valables :

On définit une forme bilinéaire minorante de a(u,v), la matrice

associée 3 cette forme bilinéaire étant N, de coefficients n, i’ par :
9

r
I n, . l’uil,i Iiujllj ij=l, ...,

Re a .(u,u.) =
34y j=1 1]

alors la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une Z~-V-
mincrante N devient :

2 ) .
Re a.j(u.,uj) 2 llujilj \fvje.Vj j=l,...,1

n..
311 1]

et |Re aij(ui,uj)|s -ni,'

o el sl

Vui,ujevi * Vj ¥Yi,j=l,...,r avec i # j.

Pour obtenir 1'analogue complexe du Théoréme I.5, qui s'énonce
de la m@me fagon, il suffit d'utiliser les modifications précédentes,

en considérant les produits scalaires (Hermitiques)
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Tous les résultats du reste du chapitre, que nous &noncercns
dans le cas réel, s'énoncent &galement dans le cas complexe, moyennant
les notations indiquées ci-dessus, et le fait de travailler sur les
parties rZelles chaque fois que l'on traite d'inéquations variationnelles,

et, dans le cas des @quations, chaque fois que 1l'on veut mettre en oeuvre

une M=V-minorante.

FROPOSITION I.6 -

Une forme bilinéaire symétrique, admettant une M-V-minorante
est ¥-¢lliptique.

DEMONSTRATION -

Soit N 1a M-V-minorante.

D'aprés le lemme I.4 :

‘ai,j(ui’vj)! £ 7my Iluilli l‘vjl’j

; 3 étri : . (u.,v.) = a. .(v.,u.
comme a(u,v) est symétrique al,J(ul, J) ,1(VJ’ 1)

]
donc également : ‘ai,j(ui’vj)! g - n g iluilli llvjllj
Soit Pi,j = min (|ni,j"lnj,i‘) Vi,j i#]
Posons n, . =1n. . = -7p
1,3 RERS 1,]
Congidérons la matrice :
i3
N' = S~ . on! o,
n' . TS \J’l
i, .

est encore une M-matrice (les coefficients négatifs sont inférieurs ou
égaux d ceux de W), et elle est symétrique ; or, une M-matrice' symétrique

est définie positive.



Par suite, il existe une constante a>0 telle que :

P ong g Ul Haglly = e 3 sl = el lully

i,3=1 i=
¥ r
or a(u:u) = j:—i_‘ a.j(u’uj) Z i’:'.}:::l ni()j”‘%i“i Huji‘j

et par suite a(u,v 2 allutlé

DEFINITION I.8 -

Une forme bilinéaire alu,v), admettant une M-V-minorante,

et qui n'est pas V-elliptique, sera dite fortement dicsymétrique.

PROPOSITION I.7 -

St dlu,v) admet une M-V-minorante, alors, pour tout u€V, tel que
u = {ul,.c.,ur}ﬁ avec u, #0, 1=1,...,7, alors la matrice Auj de coeffr-

ctent a. (u.,u.) e H~ ‘ee.,
e L J(u@},zxg) est une H-matrice

S

DEMONSTRATION -

. - . rd
Nous consid@rons la matrice All , ebtenue en conservant les ccef-
ficients diagonaux de 4, et d2 coefficients hors diagonaux -laij(ui"ﬁ)l

r o~
Pour x€R_, formons y = Aux H

V':‘-" = e - 2
j=l,...r X.¥. b ‘ai,j(ui’uj)! Aixj+ajj(uj"ﬁ)xj'

373 i#j
Fn utilisant 1le lemme 1.4 :
r r . .
*¥5 % I Mg xxg oy g el = 2 ni,jl|"i“i|li”"j"jl'leFI"”’r

d'ol le résultat en utilisant la propriété XIII de la définition des M-
matrices.

g.e.d.
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DEFINITION 1,8 -

Nous appellerons H-systéme d'équations variationnelles (regpecti-
vement d'inéqugtions variationnelles), le probléme (1.2), (respectivemert
(1.4)), ou la forme bilindairve alu,v) admet une M-V-minorante.

IV - ALGORITHMES ITERATIFS -

Nous traitons du cas des systémes d'inéquations : probléme (I.4),
qui, comme nous 1'avons déj3 indiqué, est plus général que le cas des gqua-

tions variationnelles : probléme (I.2).

- Nous faisons les deux hypothéses :

4.1 a(u,v) est bornée sur VxV.

(4.2) a(u,v) admet une M-V-minorante.

Nous faisons également les hypothéses (1.1), (1.3).

REMARQUE I.2 -

L'hypothése (4.2) a pour rSle de remplacer 1'hypothése habituelle
de V-ellipticité.

Ier Algorithme : METHODE DE JACOBI -

Soit wéV, donné, on considére l'application u = TOW, ol

u={u,,...,u_} est solution du probleme.
1 n r

4.3 a..{u.sv.=u,) 2 = 1L

(4.3) JJ( 1°7] J) i=1

T

%5 Gy T

\fvjévj j=l,...,1

Par 1'hypothése (4.2), et le lemme I.4, nous savoné que

ajj(uj’vj) est ijelliptique, et comme au,v) est bornée, il en va de méme
de a..(u.,v.), et de a4, (u,,v.), donc par le théoréme de Stampacchia, nous
311 ij 11

savons qu'il existe uj, unique solution de (4.3), Vj=1,.,.,r, d'oll

1'existence de u = Tow.
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28me Algorithme : METHODE DE GAUSS-SEIDEL -

On considére 1'application u = le9 w donné €V définie, par induc-
tion de la fegon suivante :
= Pour j = 1
On cherche ugs solution de
Y
all(ul’vl_ul) - I a;

L% (g svqmuy) + (£y,v,70)

9

1'existence de uy est, avec nos hypothéses, assurée comme dans le cas de

1'algorithme 1, par le lomme I.4, et le théoréme de Stampacchia.

Supposons que ul’”"’uj-l sont connus, on détermine uj par

1'inéquation :

-1 r
(4.4) a,.(u,,v,~u,) > = I a .(u.,v.=u.)= I a. . (w.,v.-u,)
33311 3 j=1 3 01 i=j+l 1, 131 3]

+ s V.U, € X.
(£55v57uy) \/Vse j

Liexistence de uj étant assurée par la connaissance de fj’ des Vs

des éléments u;, pour i=l,...,js..-,L, nos hypoth&ses, le lemme I.4,

et le théoréme de Stampacchia.

3éme Algorithme ¢ METHCDE DE SUR-RELAXATION -

Far 1'hypothdse (4.2), a(u,v) admet une M-V-minorante N, de coef-

ficients By 5 Nous appelons :
9

4
!

b. . (u.,v.
55 (950V5)

a53Cugvy) = g ((ug,ve)),

W
et m..(u.,v.) = ob..(u.,v.) * n..((u.,v.)).
5309505 3383050+ my(Qgvd) g

par le lemme I.4 | H?j(uj,vj) est Vj“elliptique, on a :

2 2
H‘?. . . = . 0 . . e P . - P o .
33(v5ovy) = wlay(vievy) nJJHvJHJH nJJ“VJ“J :

2 .
anjllvjllj’ ije:vj, =L, 00est
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Par ailleurs, si a(u,v) est bornée, Hjj(uj’vi) 1'est également, ce qui

nous permet d'appliquer, comme précidemment, le théoréme de Stampacchia.

W ='{wl,..°,wn} étant donné, on détermine u = T W par :
r

] - - - - N —
My Cpavypmey) 3 (mwdng (Govimud)y =0 B o2y, Gny,0y7ey)

+ m(fl,vl-ul) . ‘:/vlé_' X1

uy existe, et est unique. Supposons maintenant boﬁnus'ul,...,uj_l,

on détermine uj par :

j-1

4.5 1%, (u.,v,=u,) 3 =0 & a. s (u,v.=u.) + (1=o)n, . ((w,,v.-u)),
(4-3) 33757y 2 B E ey g (ugevyeg) + (medng s (G 40
.
-w I . (u.,v.=u.) + w(f,,v.-u, v.eX., 1=2,...
f=i+1 ag,j(@yovyTup) ¥ eCEpavymup) VViEky,

uj existe, et est unique, par le théoréme de Stampacchia, d'ot

1l'algorithme u = Tww.

V - THEOREMES DE POINTS FIXES POUR LES TRANSFORMATIONS TO’T'I ’Tw ; RESULTATS
DE CONVERGENCE POUR LES ALGORITHMES ITERATIFS ASSOCIES ; RESULTATS
D'EXISTL#CE POUR LES H-SYSTLIES D'EQUATIONS ET D'INEQUATIONS VARIATION-
HELLES

Rappelons, sous une forme simplifide, correspondant aux besoins dec
notre probléme, les notions de ncrme vectorielle, de majorante d'une trans-
formation non lindaire, et leur application 3 un résultat de point fixe

(lemme I.9) indispensable pour la suite.

DEFINITION 1.10 - (Cf. [46] F. Robert pour une définition générale)

Nous dirons que l'application qui 4 v€V fait correspondre

x(v)ﬁ’-R:, telle que : . ‘
1) x(v) =0 &> v =20
2) x(v) + x(v’') -~ x(v+v') € R: Yv, v'€V inégalité triangulaire
3) w(w) = |Aa(v) V¥ rER.

est une norme vectorielle sur V.

!



- 23 -
Nous utiliserons ici exclusivement la norme vectorielle

v+ x(v) définie par xj(v) = l‘le‘j pour j=1,...,r qui satisfait

bien aux propriétés 1), 2), 3) ci-dessus.

DEFINITION I.ll - (Cf. [@Q], [?53, [jaﬂ, sour cette définition et des ap-

plications en algébre et en analyse).

T étant une application non linéaire de V dans lui-méme, nous
dirons que t est une majorante de T relativement d la norme vectorielle
x 8t ¢

tw(v,=vy) = (T(v))=T(v)) €K, vy, vyEV.

PROPOSITION I.8 -

Soit T une application non linéaire de V dans V, admettant
une majorante linéaire t, relativement A la norme vectorielle x, alors
T est continuec de V fort dans V fort.

DEMONSTRATION -

s r
Considérons une norme ¢ sur R telle que :

(5.1) b’x,yéRi x—yeRi implique ¢(x) € ¢(y)

(la norme euclidienne, et, plus généralement, les normes de Holder véri-
fient cette propriété).
t &tant une matrice de type (r,r), t est continue relativement

a ¢, et nous notons :

¢(ty)
S t) = Su
6,¢(®) PN €Y
y€R
Soit V¥ = ¢ox . On vérifie aisément que V¥ est une norme sur V, stricte-

P - ST .
ment équivalent & la norme de V (parce que ¢ norme sur R est stricte-

. = b 5  qe
ment équivalente 3 toute norme sur R ; donc & la norme euclidienne).

Puisque t est une majorante de T, on a, par définition :
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tx(u=v) - x(Tu-Tv) éRi Y u,vev,
d'oli, d'aprés (5.1) :

pex(u=v)) 2= ¢(x{(Tu-Tv)) = Y(Tu~-Tv)
mais o(tx(u~v)) ¢ S¢,¢(t) ¢p(x(u-v)) = S¢’¢(t) Y (u=v)
d'ol P (Tu-Tv) P S¢ ¢(t) Y (u-v)

q.e.d.

LEMME I.9 - (Cfo[zjj, [}Q] pour des résultats du méme type, -dans un cadre plu
général). o

Soit T une application non lindaire de V, dans V, admettant une
majorante linéaive t, relativement d la norme vectorielle . 51 le rayon

spectral de t, soit o(t) est < 1, alors T admet un point fize ueV.

DEMONSTRATION -

. o) .2 .. .
Soit ueV, on considére les itérés successifs :

u1 = Tu” P = Tupwl
On a : tx(up“upﬂl) - x(Tup~Tupw1) eRi
ou encore :
(5.2) ex(uP-uP ™) - x(uP*1-uP) e BY

Soit z la solution dans R: de :

(I~ t)z = x(u1~u°) oi I est 1'identité dans Rr.

Puisque p(t) est < 1 ; I-t est inversible, et :
(5.3) z= (T+t+t2 4.t 4 x(° - uby

PP r
ou la série dcrite au second membre de (5.3) est convergente dans R . Plus
précisément, il existe, d'aprés un théoréme de Householder-Ostrowski, une

norme ¢ sur Rr, telle que t soit contractante relativement & cette norme.

n m.
Formons, pour n > m x(u - u)

Par 17inégalité triangulaire en norme vectorielle, on a :

n+l_ oy

n n-1 m, _
x{u=u ) + ... + x(u u) - x(un—u )t:R:

Or, par (5.2), on obtient :

(tm +ooAtDx (ul - uo) - (x(un - un-l) + ..t x(um+1—um)EERr
&
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D'ol : (tm Fooot tn) (u1 - uo) -x(un - um)G?R:

Or, d'aprés le théoréme de Householder-Ostrowski déja cité,
ve> 0, il existe W tel que Yn,m > NE, chacune des composantes de

(tm +ooot tn) (u1 - uo), soit ¢ €.

L3 : n s
Por suite {u"} est une suite de Csuchy dans V, et comme T est con-

tinue de V fort dans V fort, on peut passer 3 la limite dans 1'équation

un+1 = Tup
d'oi u=Tu u &tant la limite de u™ dans V.
REMARQUE 1.2 ~

Les deux énoncés précédents restent valables, si on considére
une application non linéaire T d'un ensemble X dans lui-méme, ol X est

un ensemble fermé de V.

LEMME I.10 -
57 T vérifie les conditions de 1'énoncé du Lemme I.9, alors

1'algorithme itératif défini par ul = nl.... up+1 = 1P est convergeant
dans V fort quelque soit e,

DEMONSTRATICN -

Résulte immédiatement de la démonstration du Lemme I.9.

Pour dtudier les algorithmes de Gauss-Seidel, et de sur-relaxation
nous utiliserons le théoréme de Stein Rosenberg, sous la forme &noncée par
F. Robert [46], p. VII-8.

THEOREME I.11 - (de Stein-Rosenberg)

Soit Q et R deux matrices non négatives. Les deux propositions
sutvantes sont équivalentes :

(5.4) p(R+ Q) <1
(5.5) p(R) <1, et p((I-R) Q) <1

57 elles sont vérifiées, on a alors :
(5.6) p((I-R)TLQ) ¢ F(R+Q) < 1

(5.7) art 2o
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THEOREME I.12 -

Les hypothéses (1.1),(1.2),(4.1),(4.2), étant vérifides, les
algorithmes To et TI admettent un point fize u, solution unique du
probléeme (1.4).

- Vo tel que 0 < w < T%E ou p=p(J) <1 est le rayon

spectral de la matrice de Jacobi associée d la M~V-minorante U. T, admet

un point fixe qui est la solution unique u du probléme.

- De plus, sous les hypothéses précédentes, les algorithmes
1tératifs de Jacobt, de Gauss-Seidel, et de sur-relaxation, associés

ar

0 TI’ Tw convergent dans V fort vers u.

DEMONSTRATION -

Unicité de la solution du probléme (1.4) -

Supposons que ce probléme admette deux solutions distinctes

u;s Uy, On en déduit :

by
1 2 1 2 .
.21 ai,j (ui us uj uj) €0 Vj = 1,.0.,r

Puisque, par l'hypothé&se (4.2), a(u,v) admet une M-V-minocrante N,

on a 3 ‘
1 2 1 2 .
iilnigj Hui ui. Hi || U.j ' uJHJ g0 VJ = 1,...,r
ol les llui B “i l‘i pe sont pas tous nuls, en contradiction avec

la propriété XIII, de définition des M-matrices (Cf. définitiom I.2}.

Existence de u, et convergence des algorithmes -

On vérifie sans peine, & partir des inégalités de définition
des algorithmes : (4.3), (4.4), (4.5), qu'un point fixe de T = TO, T1 ou T
est solution du groblémg (1.4). Nous allons donc montrer successivement que,

avec nos hypothéses, chacune des transformations To’ Tl’ Tm vérifie
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ies conditicns de 1%€énoncé du lemme 1.9, d'oll 1'existence du point fixe u
solution du probléme (1.4).

Ces transformations vérifient alors également les counditions
de 1'énoncé du Lemme I.10, d'ol la convergence forte des algorithmes

associés.

Algorithme I - METHODE DE JACOBI -~

Soit w}, w?evo Formons u1 = Tow1 et u2 = Towz°

Ecrivens (4.3) pour {ul, wl}g {uz, wz} on obtient au rang j :

1 1 1 1 1
5, (ol vomul) 3 - LG, vemwd) + (£., V.-u. £X.
.8 255 (%0 v57ep) 2 iij 25,300 vV (g vimup) YVEX,
2 2 1 2 2
5, a. (v, v.~u) 3 - . LG, v.oud) + (£., v.-ul €X.
(5.9) 233(%0 V57U 2 iij g, ViU g vyme) ek

2 p 1
On remplace vs par uj dans (5.8), et vj par uj dans (5.9), en
additionnant membre 3 membre ces deux indgalitds, aprés les avoir multiplié

par -1, on obtient ¢

a.. u%mug9 u}—u? § - I a, .(w}—wg, u%-ug bVij=lye..sr
(A e R B TR % D B A B

1 2
Posons gu =u ~u ; W =W ~W
Cette dernidre in&galité s'écrit :

.. . )+ . .(6w., Su. 0 Yi=1l,...,k
aJJ(duJ,cqu) i;zéj al’J(w1 uJ)s i=l, ..,

ou encore, puisque, par 1l'hypothése (4.2), N est M-V-minorante,

et en utilisant le lemme I.4 :

2 '
.o . - Woll. . Jgj=l,...
2y {!6u3|l3 + iij LI ]}5w1|'1 |[5uJHJ < 0 Vj x

Oou encore ¢

. .
. _ i . :
(5.10) ||5“j||jé iij gj‘i" [ewy |14 Ui=l,....r
°
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Posons : 0
t =J= o, - Lol
G ~ n. .
n ~ il
i3 0
r., .
4!.] O

Les inégalité@s (5.10) s'expriment en norme vectorielle par :
r
t1 x(éw) - x(Su) €R,

ou encore :
t; x(wlmwz) - x(T(wl) - T(wz)) GZR; ‘dwl, W2€Y3

et par suite t; est une majorante de T1s relativement 3 la norme vectoriel=
le x.

Or, puisque, par 1'hzgo;pése (4.2), N est une M-matrice par la
propriété V des M-matrices : p(t) = p(J) < 1.

Nous sommes donc dans les conditions dfapplication des lemmes
1.9 et I.10. -

METHODE DE GAUSS-SEIDEL - 1 1 2 2
Soit Wy wzeV, formons : u = le et u = le

: 2
Ecrivons (4.4) pour {ul, wl} et {u, wz} :

(5.11) g} (u1 v -u1)> - ; a (wl v -u1)+(f v -u1) Vv, €X
DD e @R T T Yy )T €
] 2 2 r 1.1 1
: . (u,,v.~u,)z - a, .(w,,v.-u.)+(f.,v.-u, v. € X,
G.12) B gy y(ug,vymuy) i=§+1 £, (YU H(E U T € X,

ol on remplace v, par u§ dans (5.11) et v, par u} dans (5.12).
On multiplie par -1 les deux membres des inégalités obtenucs, et

on ajoute membre d membre d'oli, en posant :

4 Su = u1 - uz, Sw = wl - w2

e Y+ oz ( ) V=1

I a .(8u,,8u.) + z a. .(8w.,6u.) g0 j=ls...,r
i=1 311 ey 31

On en déduit, en utilisant 1'hypothése (4.2), c'est-a-dire 1l'exis-

tence d'une M-V-minorante pour (u,v), et le lemme I.4 que :

b T

T on, .|l8u ]l |lsu.ll: + = [1sw.|l. |lsu.l].s0 J=l, ...
i=1 1,] 1 3] i=j+1 171 J 3

c'est~d~-dire, si Ilé“j“j # 0, on a :
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j r
(5.13) 151 nisj‘léuil‘i - i=§+1 nigj‘lawil‘i
qui est fgalement vérifiée si {|5u5||j=0 puisque les coefficients B;.; sont
. 9

négatifs pour i # j, donc (5.13) a lieu Vj=l,...,r.

Soit L la matrice de coefficients 3

11 n. . . .o
e, w2 pour 1 € j
i,] n. .
Js]
‘t a0 pour i 3 j
1]
et U la matrice de coefficients
n. .
w, . = - —2l pour i>j
i3 n. .
Js]
u, . =0 our igj
1,1 P &

Les inégalités (5.13) pour j=1,...,r peuvent encore s'écrire en

norme vectorielle :

(5.14)  Ux(Sw) - (I-L) x(6u) G'Rf

ConsidZrons 1'application :

t, = (1-1) " tu

Uet L sont 20 p(L+U) = p(J) <1, par 1'hypothése (4.2}, et
la propriété V, de définition des M-matrices ; d'ol, par le théoréme de

Stein~-Roscnberg

p(tl) £ p(L+0) <1
or (7[~-L)“1 est >0 par (5.7), d'cli (5.14) s'écrit aussi :

tyx(6w) - x(su) € RE
c'est=-a-dire : tlx(w1~w2) - x(Tl(wl) - Tl(wz)) eRi avec p(tl) <1

Ncus sommes donc dans les conditions d'application deg Lgmmes
I.9 et I.10.
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- Algorithme 3 : METHODE DE SUR-RELAXATION -

. . 1 1 2 2
Comme précédemment, on forme u” = Tw w s u =T w 3

Sw = wl--'w2 ;. Su = ul—uz.
Cn ebtie?t, i partir de (4.5)
3=

W
>, (Su.,du.) + w I . . (8u.,8u.) = (L-w)n..((8w.,6u.)).
JJ( uss uJ) wi=1 al,J( u, uJ) ( w)nJJ(( L uJ))J

-

+w I . . (8w, ,6u,) g0 j=1,...,r.
i=j+1 al’ 1 J
d'oli, en utilisant 1'hypoth&se (4.2), lo lemme I.4, et 1'inégalité ..

de Schwartz pour le produit scalaire ((’))j’ on obtient :

r
11 . s8],
Howglly « a2 oy gllonlg o1,

i-1
: 2 ’
njjglﬁujllj towl

l=1 | sui ’i

a
1,3

- njjll~w|||6wj||j||6uj||j £0 j=l,...,r

ou encore : si llﬁujllj # 0.

j-1 ni .
su |, + oz 2L ||su. ||, &l1- 1
(s.15)  |leuglls+ w5 m [Houg 5 &lr-ul Flowg |l

Al
- W z —=2 GW' . jﬂl seo X
i=j41 Mgy s

inégalité qui est &videmment vérifiée si ||6uj||j = 0.

Nous considérons i nouveau les matrices triangulzires :

0 0 n. .
0 C 0 - el
L = . .\"\ = \ n. <
»_n].,! . u (8] \0 1,
] n.i 0
13 o

Considérons 1l'application
t, = (I-wuL)”1 (Il—w‘I + wl)

oi L et U sont 20, en appliquant le théoréme de Stein-Rosenberg, on obtien

!

que
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Si p(w(L+U) + |1-u|I) <1, alors

. e asx s - 2 ‘s
p(tw) <1, ce qui est réalisé, si 0 < @ <1+O(J) en utilisant
1'hypothése (4.2), et la propriété 'V de définition des M-matrices.
Les ing@galités (5.15) s'expriment par :
(J1-0]T + WU} x(w) - (I - ol) x(su) €R]

-1

or, par le théoréme de Stein-Rosenberg (I - wL) "> 0, d'ol, de 1'inégalité

vectorielle précédente, on obtient :
r
th(éw) - x(8u) € R,

c'est-a-dire :
‘ _ _ r
t Zwymvy) = x(T wy Twwz)éiR+

d'ol, puisque p(t) <1 pour 0 < w <T;E%3$-, nous sommes dans les

conditions d'application des Lemmes 1.9, et I.10.

q.e.d.

COROLLAIRE I.13 -

Leg hypothéses (1.1),(1.2),(4.1).(4.2), étant vérifides, les
algorithmes T, et T, admettent un point fixe u, solution unique du
probléme (1.2).

DEMONSTRATION -
I1 suffit de prendre Xj = Vj dans le Théoréme I.12.

Nous résumons les résultats d'existence obtenus dans le Théorégg

I.12;, et le Corollaire I.13, par le

COROLLAIRE I.1l4 -

Un H-gystéme d'équations ou d'iméquations variationnelles a une

solution unique.
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VI - CONSEQUENCES PRATIQUES, ET ALGORITHMES DE F. ROBERT ET J. SCHROEDER

DE CONTRROLE DES ERREURS, POUR LES SYSTEMES D'INEQUATIONS -

Nous &tudie >ns, au chapitre III, la discrétisation des i~systémes
avec le résultat suivant :

§i le probléeme (I.4) vérifie les hypothéses (1.1), (1.3), (4.1),

(4.2), le probléme discrétisé associé, faisant intervenir un espace V, ; de

dimension finie, vérifie les mémes hypothé&ses relativement §'Vh.'

Les divers algorithmes précédemment &tudiés peuvent alors &tre mis

en pratique, le rdle joué précédemment, par le théoréme de Stampacchia, est

alors tenu par des algorithmes intermédiaires de résolution d'inéquations
variationnelles Vj-elliptiques (Vj de dimension finie). En particulier, si
les formes bilinéaires a,,(uj,VS) sont symétriques, 3 chaque ité&ration on
est amené & réscudre r pr%blémes de minimisation d‘une forme quadratique
définie positive sur un convexe, pour l'étude des algorithmes correspondant

nous renvoyons i : AUSLENDER [2 ], ¢EA [14], - HAUGAZEAU [27], et SIBONY [50

L'algorithme de F. ROBERT-J. SCHROEDER de contrdle des erreurs :

v Soit donc T 1'une des transformations To’ Tl’ Tw’ vérifie
respectivement les conditions du Théoréme I1.12, et t la

transformation to, t1 ou tw’ corraspondant a T.

Nous cousidérons

- Une_itération_principale -

-
u” étant donné dans V, on calcule les itérés successifs, par :

n+l n . n o
U T =Tu o u€X, dés que n > 1.

1]
Soit P, un entier que 1'on se fixe, on commence par effectuer P,
itératicns "principales" (le choix de p_ % 1 est assez arbitraire, le cri-
L
tére utilisé pouvant &tre que le colit en temps d'ex@cution machine des p

itérations principales, ne soit pas prohibitif), soit up la solution
o |
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. . . .. Po _ .
obtenue aprés p_ itérations "principales”, u = &tant “"relativement proche"
de la solution exacte u, sans étre unécessairement une "bonne'" approximation

de u, solution exacte du probléme (1.4).

~ Majoration de la norme vectorielle de 1l'erreur -

Nous notons 1l'erreur el = umun, ol u est la solution exacte du
probléme (I.4).

On fait le changement de variable : w = v-upo, ét;

soit Y = X -‘{upo}

le probléme (I.4) devient alors :
% P P P
(6.1) a(ef, w-e °) 2 (£,w-¢ °) - a(u°, w-e °) Ywer.

On peut écrire :

Po r r Py
a(u %yu=o)m T (I A s u”, wiElo)

J=]_ i=1 ’ 1 J ]
ou, avec nos hypothéses de continuité pour a(u,v), les opérateurs Aij de
Vi dans Vg "représentent” les formes bilinéaires a; 5 (ui,vj) :
9

. u,,v,), par le théoréme de représentation de

a.,j(ui,vj) = (Ai

1 ] 17 ]
Riez. r
Po
Posons g. = f. -~ L A, . u;
h I R T %

o . 5
l'erreur € = est alors solution du H-systeme :

a (e 0wy (g, W)

En choisissant dans cette inéquation :
Po Po

W“€ = {0,.0.,-33. ’o.-}
nous obtencns :
r P P p
b e, . (e e e.o) < (8., .9
i=1 5J J J J \

ou encore, en utilisant 1'thothése (4.2) (existence d'une M-V-minorante).

P o 1SR HEO  He LRl gel,...nr
{ I A IR

i=1 i

c'est~a~dire :
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: ° I
2 ni,j‘IEi l'i < leglly j=l,...sr

i=1

P
c'est-d~dire : x(g) - Nx(e %) G,R:

Soit z° 1a solution de

(6.2) Nz° = x(g),
du fait que, par hypothése, N est une M-matrice, Nwlzo (propriété XI des M-

P
matrices), et par 1'inégalité Nz° - Nx{e O) € Rr9 on obtient :
+

2
(6.3) 2" - x(e O)e.af

P
. . . . O - . .
qui est une majoration en norme vectorielle de € ~, c'est-d-dire une majo-

. Po o
ration de chacune des "composantes” de Ilei ||. par z;
i

\ e . n
= Relation entre deux itérés successifs du vecteur erreur & -

En utilisant le fait que u est point fixe de la transformation T,

on obtient une in&galité, en "norme vectorielle" pour deux vecteurs errcurs

successifs.
Nous allons expliciter cela, dans le cas de 1'algorithme T1 de

Gauss—-Seidel, 1la démonstration et le résultat se transposant sans peine

dans le cas de T_ et T,

o]

On considére les inéquaticns

(6.4) iél ai’j(ug, vj—u?) 2 i=§+1 "ai,j(uzm} vj~u§) + (fj’ vj-ug),
ije:xj, j=l,eu.sr
3 r
(6.5) 151 ai,j(ui’ vi—u.) > i=§+1 mai,j(ui’ vi-uj) + (fj’ vj-uj),
\fvjex.j, i=lye.or.
En remplagant Vj’ par u59 dans (6.4), et vj par u? dans (6.5),

-~

et, en additionnant, membre & membre, ces inéquations, aprés avoir multiplié
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par -1, chacun de leurs deux membres, on obtient fipalement :

P
. L&)+ : (P Py <o i=1,...
al’J(ElsSJ) fmiel ang(Ei s Ej) § J=1i, 5P

fi 1 e

i=1

En utilisant 1'existence d'une ¥M-V-minorante, et, le lemme

I.4, on obtient finalement 1'in&galité vectorielle :

Ux(ep—l) - (I-L) x(ep) € R:

et, comme par le théoréme de Stein-Rosenberg (I—L)-la 0, on en déduit :

p-1y _ p r
tlx(e ) x(e%) ‘E.R+

On aura d'une maniére générale, pour t=t0, tl’ ou tw’ avec nos
hypothéses :

(6.6) ex(P7h) - x(eP) €RF

- L'itération secondaire —

z” 8tant déterminé par (6.2) Nz® = x(g) ; nous calculons :

1

o) n-1
z = tz 9 LI zrl= tz

2
or, nous savons que p(t) < 1 (pour t=t _, tl’ tw (0<w<T:B?E;7) ), donc

n
z =+ 0, quand n *» . Posons n=p=p_, pour p > P,» CR 2 ¢

2P Po o tP“Po 2°

o

Remarquons ici que pour t = ts ty, £, onat 2 0, cela est

immédiat pour t s et résulte du thécréme de Stein-Rosenberg pour tys Eye

En effet, par (5.7) on a (I-wL)_lz 0, or U 2 O dgalement, donc

t, = (]:-mL)'“1 wl = 0.

]
En utilisant de plus, la majoration (6.3), en "norme vectorielle"

z° - x(epG)GR:

On cbtient donc :
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tz° - tx(EpO) ER:

or, d'aprés (6.6) : >
]

+1
ex(eP%) - x(e © )ex]

p +1 "

[ = -
d'oll : tz x(€ ) €R+

et, par induction, on obtient :

PP [v] P r
(6.7) z - x(€%) SR,.
. Py . e ea .. W C .
En conclugion, u ~ étant calculé par p itérations principales', z~ é&tant
0

. . . Po . . . . .
une majoration cn norme vectorielle de l'errecur ¢ (majoration détermingée

. P - e s , .
3 1'aide de u © précédemment calculé& ) ; par 1l'itération secondaire, qui

- .. - . . . o

réclame un nombre minime de calculs, cm cbtient 8 partir de z , les vecteurs
n . .

z , qui convergent vers 0, quand n croit.

17

Donic, pour n > O donné (n choisi '"petit'), il existe un entier

Py tel que : p.=p
max zj1 “ e
j=l,...,1

(6.7) nous indique que nous avonsg ainsi déterminé le nombre

d'itdrations principales qui restent 3 effectuer pour &tre assuré que :

] max Huj b u?ll § n.
j=l,...,r D PP,
Ce nombre est p;-p_, on aura d'autre part )luj“ujol" $ 2 ce qui per-
1

met d'avoir une précision différenciée selon chaque "composante' de 1'erreur.

Hous voycns ici 1'intérét d'utiliser, en pratique, 1l'algorithme
de sur-relaxaticn, dont on sait que, pour de "bonnes" valeurs de w , il
converge plus vite que l'algorithme de Gauss—Seidel, et a fortiori de
Jacobi (p(t)) < p(t)) < p(t) = p(3)).

Nous remarquons ici, que l'ité€ration secondaire, revient justement

3 appliquer 1'algorithme correspondant (Jacobi, Gauss-Seidel, sur-relaxation)

4 un systéme linéaire dont la matrice est ia M-V-minorante N.
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VII - EXTENSION A UNE CLASSE D'OPERATEURS MNON LINEAIRES -

a/ Existence globale -

Soit V = I Vi’ od les Vi sont des espaces de Banach
]‘-=1’ © o o ’r
réflexifs
Nous ccnsidérons, pour i,j = 1,...,r une famille d'opératecurs
Ai i’ de Vi dans V.%, dual de Vj' On suppose que les opérateurs "non
9 . o
diagonaux", sont lindaires, et que :

(7.1) HAi,jH €€ 5 Vi,j avec i # j

On suppose les opérateurs diagonaux hemicontinus et monotones,

vérifiant de plus :

2
7.2 A.. u. - A.. V. . = V.) 2 0.. u,=v.
.2 (g vy = Agy vye w5 = V) 2 oy [lugvglls
et nous faisons 1l'hypothése :
(7.3) N = ~ ‘ajj "Ci,j est une M-matrice.

Soit X‘j’ j=1l,...,r, des ccnvexes fermés de Vj’ j=1l,...,r.

(7.4) Soit X = i Xj
j=l,...,r
Soit :
(7.5) f= {f. ""’fr }, avec fj€V§

Nous considérons le probléme :

Trouver u€X, tel que :

b
;U vj-uj) > (f,, v.~u,) \;vjéxj j=l,...,T

r
7.6 z A‘
7.6 ( 1] ] 31

i=1

et le probléme :

trouver u€V, tel que :
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(707) Z Ao « U, = f- j=1,ooogr

DEFINITION I.12 -

57 les hypothéses (7.1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), sont vérifide:
nous dirons quz (7.6) est un H-systéme non linéaire d'inéquations variation-

nelles.

DEFINITION I.13 -

5% les hypothéses (7.1), (7.2), (7.3), (7.5) sont vérifides,
nous dirvons que (7.7) est un H-systéme non linéaire, d'équations

variationnelles.

- Les_algorithmes -

Nous définissons les opérateurs T, Tl comme dans le cas linéaire,

ot l'on remplace a, ,(u., V. ar (A, . u,,v. Vi,j=1,...,r.; le rBle

place 1,3(“1’ J) par (Alsj 1L J) ij=l,...,r.; le réle
du Théoréme de Stampacchia étant joué par un thécrdme de Hartmann-
Stampacchia [25.

Par contre, on ne peut définir Tw (et obtenir des résultats

analogues 34 ceux des paragraphes priécédents), sans supposer les espaces

Vj, j=l,...,r, hilbertiens.

Résultats d'existence -

Nous pouvons énoncer :

THEOREME I.1Z -

Sous les hypothdses (7.1),(7.2),(7.3),(7.4),(7.5), les algorithmes
TO,T& admettent un point fize u, qui est la solution unique du probléme (7.6,
De plus, sous les hypothéses précédentcs, les algorithmes itératifs de
Jacobi, et de Gauss—Seidel associds 4 To’TZ’ convergent fortement dans V

vers u.
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DEMONSTRATION -

La démonstration du théoréme I.12 se tramscrit directement, avec

les remarques suivantes :

— Chaque fois que l'on utilise, dans le cas des formes bilinéaires

la V-ellipticité de aij(uj,vj)g on utilisera ici :
(A..u, = A..v., u.~v.) 2 a.. ||u=-v”2
J3 J 3 J J 1]

J 313 J

-~ on n'a plus besoin du lemme I.4, l'hYQchése‘(4lZ) étant

ici remplacée par les hypothéses (7.1), (7.2), (7.3).

COROLLAIRE 1,16 -

Un H-systéme non linéaire d'équatioms variatiommelles a une solu~

tion unique.

DEMONSTRATION -

On fait x, =v. j=1,...,r. et on utilise le Théoréme I.1l5

- Le cas Hilbertien =~

On peut alors définir laz méthode de sur-relaxation, comme précédemr

ment : -
5i J = O\\ du fait que N est une M-matrice :
5 A
%33 0 | p(J) < 1, alors on a :

THEOREME I.17 -

2 , . . ,
Pour 0<w<T;a?37 Tw admet un point fixe u qui est la solution un

que du probléme (7.6). De plue, l'algorithme itératif de sur-relaxation

associé d T, converge fortement dans V.
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L'algorithme de contrGle des erreurs de F. Robert-J. Schroeder

s'applique aux méthodes de Jacobi, et de Gauss-Seidel, strictement de la
méme fagon que dans le cas A.jj linéaire.
Dans le cas Hilbertien, il cn va de méme pour la méthode de sur-

relaxation.

b/ Existence locale -

On suppose maintenant les opé&rateurs Ai i non linéaires, pour i#j,
) STEETES

mais lipschitziens, c'est-3d-dire, que l'on remplace la condition (7.1), par :
veSnsininiheinstutn

(7.8) ’iAisj ug - Ai,j villi < Cisj llui~vi||.

I1 n'y a aucune difficulté & étendre le¢ théordme I.15 en rempla-

gant 1'hypothése (7.1), par (7.8) ; il er va de méme, pour le théoréme

I.17, dans le cas Hilbertien. Cependant, dans le cas ol Ai F est effective-
H

ment non linéaire, on ne peut vérifier 1'hypcthése (7.8) sur Vi tout entier,

on est amené i faire une hypothé&se du type :

Xi borné dans V. (Cf. exemple I.2, § VIII).

DYod, pour ce qui concernc de tels H-systémes, on ne peut généra-
liser le corxollaire I.16, sans hypothése supplémentaire sur £ ; d'ol un
résultat d'existence locale de la sclution (qui peut s'expliciter grace au

Théoréme 16, Chapitre II).
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VIII - EXEMPLES D'APPLICATIONHS A DES SYSTEMES 0'EQUATIONS ET D' INEQUATIONS

DIFFERENTIELLES ET AUX DERIVEES PARTIELLES -

EXEMPLE I.1 -

Soit u, n deux constantes positives, nous considérons le systéme

différentiel avec conditions aux limites homogénes de Dirichlet.

Z 2
d u1 d u2
- 5 +n—3 = £,(), xeJo,n[
dx dx
dzu1 d2u2
- = f € |0,0

ul(O) = ul(ﬂ) = u2(0) = uz(ﬂ) =0

od £,(x), £,(x) ¢ 1% Jo,n[.

Pour passer 3 la formulation variationnelle de ce probléme, nous

formons : I I
du, dv du, dv
a, . {u,,v,) = L _Lax;a (u,,v,) = -n 2_1 4«
11471771 dx dx * 921072271 dx dx
0 0
T du, av Mgy, av,
a,,(u,,v,) = =y _1_2 dx ¢ a,,(u,,v,) = 2 _2 dx
12871072 0 dx dx b ®22772°72 dx dx
0
a.j(usvj) = alj(ul,vj) + ""25(“2"’5) j=1,2

et a(u,v) = a'l(u,vl) + a'z(u,vz)

Soit V. = szo,n[ j=1,2.

ou 1l'on munit HiAJG,H[, non de sa norme habituelle; mais de la norme

associée au produit scalairxe g %% %% dx, cette norme &tant équivalente
0

i
d la premiére mentionnée, par 1*inégalité de Friedrich.

Alors, la formulatiom variationnelle du probléme (8.1) est
trouver ueV, tel qua °
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(8.2) a(u,v) = (£,v) VYvev
il il
oi (f,v) = }0 £,(x) vy(x) dx + . £,(x) vy(x) dx.

Le probléme (8.2) étant équivalent 3 :

it -
.aol(u,vl) = S; fl(x) vl(x) dx \')Ivl(x)éj Hi]O,HL
(8.3)
] I £ ! 3 1]0 H[
a ,(u,v,) = 5 2 (¥) v,y (x) dx Vv, (%) €Hj 3
0

Sur le graphique, ci-dessous, nous indiquons, en fonctions des

paramétres U, N les zones :

nA - 0 a(u,v) est V-elliptique : c'est la zone
s . , hachurée verticalement, c'est-d-dire la
= portion du cOne RE, qui est en dessous
ﬁ

(strictement) de la droite (D), d'équation

pen= g, 1 =17
) 3

o

Dans cette zone le lemme de Lax Milgram
— (E€) (théoréme I.1), nous donne 1'existence
4 Hid S d'une solution unique uéV du probléme
1 2 £ '

(8.3).
- 00 a(u,v) admet une M-V-minorante : c'est la zone hachurée
horizontalement, c'est-d-dire la portion du cdne RE située en dessous

strictement de la courbe (¥) d'équatiom HN=1.

La partie de cette zone comprise entre (E?) et (D), correspond
aux valeurs de N,H, pour lesquelles le probléme (8.3) est un H-systéme
fortement dissymétrique, qui ne peut Etre résolu par le lemme de Lax-

Milgram, le résultat correspondant d’existence et d'unicité &tant fourni
par les corollaires I.13, I.14:

EXEMPLE I.2 -~

Nous considérons un systéme différentiel associant une équation

et une indquation, alors que l'opérateur comporte un terme non linéaire en
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dehors de 1la diagonale ; on cherche ul(x)éiﬁi]O,H[, uz(x)EZX2 (convexe

ferme de Hi]OQH[; d2fini ci-dessous).

2
! P
- + (uz(x)) = fl(X)
dx2
(8.4) - -
! du, dv,(x) du,(x) du,(x) dv,(x) du,(x)
- 1 ( 2 _ 2 ydx + 2 ( 2 2 ) dx
,JO dx dx dx dx dx dx
0
I
2 £,(0) (v, (x)-u,(x))dx VVZ(X)éxz
X2 étant défini par 1'inégalité :
du (X) 2 1/2 '-::T
(8.5) <J (a0 < P
"] X *n
¥
ou M est un nombre positif < %~,

et ol C est la norme de 1l'injection de COEQQQ] dans Hi]O,H[;

Vérifions que nous sommes alors dans les conditions d'applica-
tion des résultats du paragraphe 1.7, partie b/, en effet :
Soit v{x), w(x)€ X

29
lu@PwP| s pmax _ (Ju® |, v@ PP Ju@-v) |
X& O,HJ
or, puisque u(x), v(x)G_'.X2 :
L
max _ (Ju@) |, |v@ ) s ¢ (3P
x€]0,1 Ip
d'ol ol ’ I
(@ w0 s(x)dx s & ( (v(x)-w(x)) $(x)dx
0 - )o
1 1
I = I =
s (J (v -w(x)) ) <J‘ p (0 2an)*
i o 0 ,
I , ) l- il ,l_
s u ¢ }r (&0 | dul0y 22 (| (208022
8] 0

o (x) eﬂi’jegn[,
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La dernidre inégalité écrite 8tant obtenue en appliquant 1'iné-
galité de Friedrich, 3 1la fois d v(x) ~ w(x), et & ¢(x), d'oli, puisque

nu<l, 1l'existence de la solution du probléme (8.4) par le b/, du § I.7.

EXEMPLE I.3 -

Dans cet exemple ce sont les conditions aux limites qui conduisent

a un H-systéme fortement dissymétrique :

Soit © un domaine n dimensionnel de frontiére 3Q , variété indé-

finiement différentiable de dimension n-1.

On considére le systéme d'équations aux dérivées partielles avec

conditions aux limites.

- Au1 + uy + Hu, = fl(x) X €Q
- Au2 tu, = fz(x) xe
(8.6)
ul/F = 0
du Ju
2 1
Fat " T O

. . . 1
Dont la formulation variationnelle est : trouver ule,Ho(Q) et

uze,Hl(Q) solution de ¢

-~ Y . 1
.7) all(u1°v1) + alz(uz,vl) = JQ fl"l dx valc,HO(Q)
. /‘- 1

‘7a21(u1,v2) + azz(uz,vz) —-}1 o fz,vz dx szeno(sz)
avec :
all(ul’vl) = j; (grad Uy grad vy * ulvl)dx
alz(uz,vz) = uJﬁ u, vy dx
194
n =
“22(u2’V2) JQ (grad u, grad v, + uzvz)dx
- aul b
4 o= —_—
a21§u19v2) n Jag 5 Vo do
K- [ty v, 11
Or : f ~=—=v, do| g — 1 v 1

HZ (D)
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Or, en vertu de résultats classiques sur les traces de la frontiére des élé-

ments de Hm(ﬁﬁ, (C£, [31] Chap. I, Th. §.3), il existe des constantes
Cl’ C2’ telles que ¢

I -1 s Gy ]yl
“ 2 m Pl
| v 1 s S, ||v
| 2” HZ(T) 2 | 2”111(9)

d'oll : la21(u1,v2)l s ¥ C Sy uglly v,y

et comme ‘312(u2’vl)l £ |luglly [vylly

on obtient, par le corollaire I.16, 1'existence d'une soluticn unique
{u,,u,} du probléme (8.6), pour un € L
1’72 S Sty CICZ

EXEMPLE I.4 -

Soit @ un domaine n dimensionnel de frontiére 30 wvariétés in-

définiment différentiable de¢ dimension n-1.

Hous considérons les formes bilindaires

r n du.

= L »] _mi 1 i,]
a; 5Cu;,v)) JQ k.11 ak (x) % +ad ) v () dx
pour i i=1,...,r

Nous faisons les hypothéses :

(8.8) k’Jz (x) € cL(D)
B o 2 n

(8.9) k>Z:1 13{32 x) g E, o Iog VEeR® WxeQ  j=1,...,r
’ T et :J’J(x)m Vx&@ Q

ij
Soit M 1,3 (x) la matrice de type (n, n), de coefficients ay % x).

Nous nctons comme d'habitude par :

|y |
SZ 2(M) = Sup —T—Tf- ot | Iz note la norme euclidienne sur Rn,
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C. . = max (Sup 62 5 (Ml’J(x)s Sup Az’l(x)
-] b AY) *T xeQ

on a évidemment

laigj (ui,vj)l § Ci,j "ui“l llvj|‘1

ot || ||l désigne la norme de Hl(.Q)° :
et, nous supposons que la matrice N = mci . O,
(8.10) ] 5J JsJ

lest une M-matrice.

THEOREME I.17 -

501:'6 V?; = Hl(Q) 7:::13050}1/2
X, = {vﬂ.;vieﬂzm) v;20 pp x€3q) i=1,...,r

Soit f = {f},...sf}} avec jbéLz(Q) J=1,...,» ; alors il

exigte u = {u15°..3up} unique €X = T X. solution de :

(8.11)

Jj=1,.%..r

a(u,v=u) 3> (f,v-u) VYve&X

od (&.11) est formellement &quivalent au systéme :

o 3 i,j duy i3
- I = (&g’ (x) —= ) + a7 (x) u.(x) = £. j=1,.
I,7=1 3%, ksl 9%, o i j
(8.12) u%(x; 20 sur ()
n aui n n i eui
L = = I T a (x) —= cos(n,%x )= 0 sur 30
i=1 Va. . i=1 k,z=l Ff 9%y "
is]
( Bui )
u, ) =0 sur 3R
1% 521 MV,
1,
DEMONSTRATION -
Avec nos hypothéses, et par le théoréme I.12, nous savons
) mp——————P——
qu'il existe u = {ul,...,un}éx = 1 Xi’ solution de :

i=l,...,17

£ (x) (vj (x) ~ug (%))dx Y Vi€ X

a .{u,v.-u. ZP
34y )Q

vesX



Or, puisque uj(x)GZXj(: Hl(Q)

ou. (%) . . ou.(x)
2 c12(@) et gitrd - e1X(q)
ox . )4
A K,1 7

-1
. . ., 2
Par suite, la trace sur I’ de ces fonctions €H (5Q) comme BQ est une

variété indéfiniment différentiable, cos(n,xk) est une fonction indéfini-

ment différentiable sur BQ , donc
-5
%‘1\, € H “(30)
A, .
1,]

Du fait que X est un cOne, (8.11) Equivaut a :

8.12 ('ll o 2 f .d ‘=1 e e 0
(8.12) = (u,v;) fﬂ vidx  g=lr
(8.13) a . (u,v.,) = f u, dx j=l, ... ,1
"J J Q J )
D'oii, en prenant v = + ¢j €4 () C Xj, j=l,...,r
On obtient :

4 3 i,j 9 i3
T A, .us=f, ou A, .= L = ) + a
i1 1eJ 1 3 is] k,1 axk s L ax:Z o

En appliquant (formellement; puisque ujeﬁl(ﬂ)) la formule de

Green & a, . {(u,,v.)
L5 (5

»]
v = | (& sup) T2
a. f{u,,v.) = A, .u,) v, dx + e v.do
L3747 Jsz 11 Jaa a )
LI 9
d'ot T Bui .
I - - = 1=
a°j\a,vj) 151 Jﬁ 5 vj do ‘[ fjvj dx j=ly... 1
. Bi,j 2
et par (&.12}, on obtient ¢
T o,
{ L ~r~i— v, do > C \}v.e,X, j=l, .51
) 1i=1 a‘)ﬁ ] J J 3
30 1,3
avec égalité si v. = u,
J J r ou.,
ce qui implique tout d'abord que : L .z 0

i=1 a-VAi i
>

( r aui
De plus : (T -) u, do = 0O
te1 9V ]
i=] A, .
Q 1,]
donc, comme ¢ r Bui
{z — ) u, 20
i=1 a‘h J
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r u,
Cela entralne @ (z 33—L~— uj =0 j=lyee.st
i=1 A, .
sd q.e.d.
REMARQUE 1.2 -
Les formes bilinéaires a (u ,v ) étant définies comme précé-

i3
demment, on peut considérer d°autres exempl@s de convexes (Cf. [36] et

sa bibliographie).

Le théoréme 1.12 permet par exemple de résoudre le probléme

(1.4 ) avec les convexes du type suivant :

.l - 1
(8.14) V%~ho(9) Xj {vlejEZHO(Q) ijO pp dans Q}.

o

o e o1, _ 1

(8.15) Vj-HO\Q) xJ.- {vjlvjeHO(Q), V1% vy ¥, pp. dams Q, ¥y, ¥,
donnés}.

(8.16) J—u (Q) X {v ]v /'H ), |grad vj(x)ls 1 pp. x€0}.

De plus on peut, dans un méme probléme (1.4), avoir tous
les exemples de convexes envisagés.
¥ais 1'interprétation des problémes résolus, est plus délicate

que dans le thécréme I.17.

Les systémes aux dérivées partielles du second ordre, dont les
coefficicnts vérifient les hypothéses (8.5),(8.9),(8.10), conticnnent
comme cas particulier certains systémes ''faiblement couplés', dont nous

rappelons la définition :

DEFINITION I.14 - (Cf. [45] et sa bibliographie).

On dit qu'un systéme elliptique du second ordre eat faiblement
couplé, st les coefficients :

@0 () =0 Vi eL...r aveci#] |

S

Les coefficients atﬁa(x) Stant # 0
REMARQUE I.4 - Dans le cas dcs systénes falblement couplés, le Thcoreme I.1

se démontre complémentement car alors AJ uJ&L (Q), d'ot ug (x)@H (Q) ce qui

permet de justifier 1'emploi de la formule de Green.
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REMARQUE I.5

Un systéme du second ordre vérifiant les hypothéses (8.8),(8.9),
(8.10), ne peut &tre un opératcur du type de ceux intervenant en Théorie

de 1'Elasticité, en effet, dans cette théorie on considére

u= {ul,...,ur}

ou qu,
- a 31é . = L o(d 4 L
des opérateurs élémentaircs Si,j U= (axi + axj
et une forme bilinéaire :
T
a(u,v) = T a, . 7 8. .(u) s z(v) dx
Q i9j9k91‘11 1sJ 31‘9 1>3 k’

On peut effectivement mettre a{u,v) sous la forme :

o
a{u,v) = £ a, . (u,,v.)
i,j=1 1t

wxplicitons cela, dans le cas r=2, et des coefficients constants.

a (u,v) = | ( (a oy, Lo M
1171071 1111 9x%, 93x 2 9%, 9%
0 1 %%y )

(ayp1173111) 291 Yy

2 9%

1
2 9%1

au1 8v1
(81512 * 22121 * *1001 ¥ 32112)322'5§§° dx, dx

1
+-4- )
v = [ ((a Py Vo, CrantPa2nay 2 T

22(¥2°7; #2222 %, O% 7 o
Q 2 2 2 °%1

oL

~~

a199%81197 % ¥

2 axl X

2
1
au2 av2

— dx] dx

1
7 (3112 * 3101 * P21 * 22112) 7%, 0%, 2

21011722111 %% V1 4 duy dvy
ag1(upsvy) = 4} ( 3 o 3w T 222 ok
1 9% 2 9%y

Q
+.1..(a + a + a + a )
7 (31212 ¥ 22121 * %1221 Y 22112

axl axz
a +a du, OV
+ ( 22212 2212) 2 *—29 dx} dx

-
0%, OX.
2 2

2
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-

( C222’ti222) e ¢ AP Bl
2 axz sz 1122 axl 3x2

a),(u)vy) =

1 aul sz
+ 7 (agg10 * 29101 T 21901 ¥ 22112 5%, 3%,

Sul av2

Bxl Bxl

a +a
+ ( 11122 1121)

) dx, dx

1772

- __1_ 2 s . . S
Posons p = A (a1212 * 85101 + 21921 + a2112), on vérifie que ajj € p j=1,2
et ec. . 2P . Or la matrice :

N = n'est pas une M-matrice.

1.9 - LES OPERATEURS ETUDIES DANS CE CHAPITRE SOWT-ILS PSEUDO-MCMOTONES ?

DE TYPE i ? CONTRE EXEMPLES -

Rappelons tout d'abord les définitions des applications pseudo-
monotones, et de type M, données par E. irezis dans [4] (dans un cadre
plus général que ci-dessous).

Soit ¥V un espace de Banach, de dual V.

DEFINITION I.14 ~

On dit qu'une application A de V dans V' est pseudo-monotone 8t

clle vérifie les deux propriétés suivantes :

= Pour tout filtre u, porté par un ensemble faiblement compact de
X, tel que u, converge faiblement vers u, dans X, et

lim sup (Aui, ui-u) £ 0, ona:
(Au, u-v) s lim inf (Aufﬁ ui@v) VVEX '

~ Pour tout v€X, l'application (Au, u-v) est bornée inféricure-

ment sur les sous-enscmbles compacts de X.
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DEFINITION Z.15 -

Cn dit qu'une application A de V dans V' est de type M, si clle
v8rifie lee deux propriétés suivantes :
- Pour tout filtre u; porté par un essemble faiblement compact
de V, tel que u, converge faiblement vers u dans V, Au. converge
faiblement vers f dans V', et 1lim sup Cﬁui, ui) s (fsu), ona :

Au = f.

- Les restrictions de A, aux sous—espaces vectoriels de dimension

finie, sont continues.
2
Soit 17 1'espace des suites de nombres réels de carr@ sommable.
. - . y o 2
Soit I 1l'opératcur identité dans 1.

Scit v, = 1° v, =1 V=V, xV

- PREMIER CONTRE-EXEMPLE -

Une application admettant une M~V-minorante, et qui n'est pas

pseudo-monotone.

< Soit A la transformation, qui &2 u = {ul, uZ}E'V fait corres-
pondre 1'&lément

hu = {0y + AUy 5 Byyuy + Ayouyl

= < A = oA = A4 = «yl
ou All 1 Aoo I Ay nl ; A21 ul

'~

i

n ¢t u étant des nombres positifs.

L'application A offre une grande analogic avec celle considiérée da

l'exemple I.l, paragraphe 8. De facon précisz, on passe des formes

1

bilinéaires considérées dans 1'exemple I.1 (formules 8.3) i 1'opérateur

PP 1 2
A indiqué ci-dessus, en mettant en correspondance HG_]OSH[ et I par

. s . P . sin ix
1'isométrie qui 3 tcut élément de la forme T

iéme position

(avec 1€N) fait corres—

pondre e.= {0,...,0,1,0,...,0} eiéilzg En effet, {- 810 1%} constitue
1 1 du dv
une base orthonormée de HO ]O,H[ pour le produit scalaire ( -5; ai-dv
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1'isométrie cinsi définie fait corrcspondre & chacune des formes bilinéaires

i telle que nous 1l avons
écrite plus haut,

a
a. .(u.,v.) 1i,j = 1,2 1la matrice ianfinie A,
5] 11 1

Lae

9

1 -u
Donc A admet pour Z~V-minorante lz matrice : H =
“n 1
- Pour n + u <i, N est définié positive, et par suite a(u,v)
est V-elliptigue, et A est monotone, donc pseudo-monotone &galement.
Prenons maintenant n = 3, et = 0.
i est alors une M-matrice, ot A admet une M-V-miporante.
_ ~ P o 2 2
Soit X le cOne des &léments positifs de I ® 1~ . Montrons que A

n'est pas pseudo-monotone relativement 2 X.

Soit x,y €& R+
et u = {xel, yel} X

Soit u., = e_+e, vye s+e, X
Soit u {x 1*8e vt 1} € X
converge faiblement dans V vers u lorsque i - +=
Au; = {(x-3y)e; - 2e;, yo, * e;}

<Aui:) ui”u) = =2 4 ] = -]
-u) < 0.

Dol lim sup {Au,, u

i

.
B
&

“upposons A pseudo-monotone, cela implique

s

Yvex  (Au, u-v) € lim inf (Aui, U, =v)
i> 4o - X

Du fait que A est linéaire continue, et que u, converge faiblement
vers u, Au, converge faiblement vers Au, ot, par suite, si A est pscudo-
monotone :

(fu, u) € lin inf (mH,uQ

1 > @

or : (Au, u) = (x-3y) X+Y2
(Aui’ ui) = (X“3y) x+y2 =241 = (Au, uv)=-1

Do la contradiction : A n'est pas pseudo-monotone.

On remarque ici, que A &tant lindaire, continue de V faille dans

V faible, est nécessairement de type M.



- DEUXIEME CONTRE-~EXEMPLE -

Une application admettant une M-~V-minorante, et qui n'est pas de
type M.

- 8cit P le projecteur de ZZ sur la boule unitaire de Zz

(a wet? P fait correspondre Pu = —E—T?;—- si  |lul|l > 1, et Pusu si ||u]ls
u

2
. . . 2
P 2st un opérateur monctone %emlcontlnu de 17 dans Zz.

Seit V = 22 ® Zz et B 1'opérateur de V dans V, ainsi d&fini :

B = I+AP B12 = -nl =0 ; B,, =1

11 Ba1 22

1 -n
L7opérateur B admet pour i~-V-minorante, la matrice
] 1

B entre dens le cadre des opérateurs pon lindaires &tudi&s au paragraphe 7.

ob , = +e. + e, v
Soit u; %0 e;s e el}é
lorsque i =+ @ u; converge faiblement dans V; vers u = {eo,eo}.

= {(1-n + =
By = (o + =) (ge,) o )

Soit g = lim Bu, = {(1-n + 1) e ,e .}
. 1 0’70
100 2

_ 1 2 2
(Bugou) = (mn + =) flegre; |17 + [legte; ||
2 e 2
e
= 2(1on + D42 = 4 - 2n 4 &
2 2
(gou) =2 - n+ -t
2

Pour n 2 Z +-'~-.-1~ (Bu.,u.) < (g,uw
9 i’7i

et cependant Bu = {(1-n) eo,eo}

tandis que g = lim Bu, = {(1-n + —}0 e et
. i 0”0
100 2

g # Bu donc, B n'est pas de type M.
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1.10 - PERTURBATION D'UN GRAPHE MONOTONE MAXIMAL DIAGONAL -

Nous utiliserons 1'é&noncé suivant, qui est un corollaire de
résultats de Erowder Efi, et Rockafellar[:l‘sj°

COROLLAIRE I.18 =

Sowté%& un opérateur linéaire V*eZZzptzque dé’lr dans ‘U™', et M
un opérateur multivoque de domaine D(M)c VYV, dans 2Y , maximal monotone,
h alorséAB + M est une bijection.

- soit U= I ’bri
i=l, ...,
r r

et a(u,v) = 1L r a., .(u.,v.)
j=1 =1 3t
oll nous supposons que :

(10.1) a(u,v) est bornée sur ’Lr}% QV’.
(10.2) a(u,v) admet une M-V-minorante

- Soit dﬂ;i i 1'opérateur de ¢ (CV;, Qf'j) représentant la forme
9

bilinéaire a(u,v).

Soit M = {Ml,...,Mr} , une famille d'opérateurs multivoques de

(10.3) .
Qf5 dans 2 3 monotones maximaux, pour j=l,...,r.
(10.4) Soit £ = {f ,...,£} € U'= I Ut
1 r . 3
: 3=l,..0,Y
Soit 3 résoudre le systéme d'équations :
(10!5) fo h Z (ﬂj o u e,M uJ j=1,-..,r

Les algorithmes itérztifs -

Ier Algorithme - Méthode de Jacobi -

t

On considére l'application u = Tow, w donné dans U, définic de la

maniére suivante :

r
(10.6) fj - L (]%:s. Wy & 7%‘ a + M uJ j=l,.. .
i=1 - ;

P pele
~N 0
Cade
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D'aprés les hypothéses (10.1), (10.2), (10.3), (10.4), et le
corollaire I.18, 3“5 solution unique, de cette &quation, et
u = {ul,..a, ur} = iow.
Notons que (10.6) peut encore s‘'écrire sous la forme Quje"(/}, et xuié Mu. ,
J J

tels que :

) r b .
(10.7) JU i u, + X, u, =~ L Jb., . w, + £. j=l,. .51
373 i=1 L ]
i

] 28me algorithme - }Mithode de Gauss~Scidel -

On considére l'application u = T,w, w donné dans )/, ainsi définie
Déterminons ulé“bfi par :

r
(10.8) £ - izz aQ:i’J. v, € (y?, T

U existe et est unique d'aprés le corollaire I.18, et les hypothéses (10.1),

(10.2), (10.3), (10.4). Supposons Upseres uj—l connus, on obtient uj par @

=1 T
(10.9) £f. - I s.3 Y T z J;l wlé.cg; . u + M u, j=2,00.,T
J i=1 N i=j+l s] b

us existe et est unique par le corollaire I.18, d'oil

u= {ul,...,ur}.

Nous pouvons réécrire (10.9), socus la forme :

311 e’bﬁ, et X, uJ MJ uJ tels que ¢

j
j-1 r
(1010)j-b.u+xu=f.—z s - ZJ?,‘i.wi
J J i=1 9J - i=j+1 DJ

3éme algorithme - Méthode de Sur-Relaxation =

Nous appellerons Jj 1'opérateur de dualité de 2/3 sur QI4j Q

est linéaire puisque ka est un espace de Hilbert).

Rappelons que N &tant la M-V-minorante de a(u,v), de coefficients

{ni j} . ¥ous avons déjd appelé au § IV : ,
]

b3 (quV)==a (u,V)—n ((usV))

et H‘Ji’jmj,vj) = w by (ugsv) + mgo (v
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(10.11) H?j(ujgvj) est bornée sur Q[};glfg.

D'aprés le lemme I.4 H?j (ujgvj) est V-elliptique
(10.12) et on a: I..(v.,v:) > n,. ||v.||%.
11371 3] 33

Soit Rié_ﬁf(vj,v'j) 1'opérateur représentant la forme bilinéaire
" .
I,.(v.,v.).
333075
On considére l'application : u = Tww, wéizf: donné, ainsi définie,
on obtient u, par :

r
1
-w’Z ‘J&ilwieRwu + WM, u,-

wfl + (1-w) le 1 1Y
i=m2

1
ot, d'aprés (10;1), (16.2), (10.3), (10.4), et le corcllaire I.i8, Uy existe
et est unique.

Upseeests g étant connus, on ditermine de la méme maniére u, par :
i-1

10.13 wf., + (1~w) J.w, - w Z
(10.13) oy + (1) Jgu, - w

r .
. U™ z %’ .u.eRJu. + w M.u,
1,] 1 . J

i=j+1 1,3 1 w ] ]

Nous pouvons rédcrire (10.13) sous la forme : il existe ujé Q}'j

et Xj u:.l & Mj (uj) tels que :

: o
10. . u. + Bu, = £. + (1-w) J.w, = z , WU, =~ w I S . . U,
(10.14) © Xy Yy w3 j (1-w) JwJ wial ij i =i+l i,j 1

On a alors le :

THEOREME I.19 -~

Les hypothéses (10.1), (10.2), (10.3), (10.4), étant vérifiées,
les algorithmes Tps T1 admettent un point fime u, solution unique du probléme
(10.5).

-V tel que 0 < w <3§; ou p = p(t)< 1 est le rayon spectral

de la matrice de Jacobi associée a4 la M-V-minorante N, T admet u comme
point fixe.

- De plus, sous les hypothéses précédentes, les aZgofithmes Ttéra-
tifs de Jacobi, Gauss-Seidel, sur-relaxation, associés d Toj Tl’ T, conver-

gent dans V fort vers u.
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DEMONSTRATION -

On peut écrire, pour 1'algorithme TO {respectivement Tl’ Tw)’

la majoration (5.10) (respectivement (5.13), (5.13)).

Nous allons le vérifier dans le¢ cas de 1'algorithme T1 (situation
qui s'@tend sans difficulté au cas de T, et Tw en se reportant 3 ce que nous

avons fait lors du Théoréme I1.12).

En effet, soit u} =T w} H u? =T
] ] J

1 w

173

1 2 1 2
et Sw., = u., - u. 3 Ou. = u. = u,.
wJ u 3 uJ 2 dJ uJ uJ

A partir des équations (10.10) écrites pour {u}, w;}

et {1§,w§}, et par soustraction membre 3 membre, on obtient :
(10.15) ’(x.u} - x.u%, u}-ug) + % a. .(8u.,du.,) + ; a. .(8w,,06u.)gs O
% R B A B PP T R jmjer oA AT

Vi=1,...,r

d'ol, puisque Mj cst monotone, le .premier terme du premier membre de (

est = 0.

3 Et par suit% on a :

T oa. .(u,,8u.) + I a, .(éw,,8u,) £0 Vi=l,e.oor

i=1 10J 17 ] i=j+l 1:] 1" ]

D'oli, puisque GQI admet une M-V-minorante, en utilisant le lemme

I.4 on a :

oo, sl loudl + 2 Howgllllsu e o =1

L n. . u.||. u,{|. w. || u,||.& i=l,...,r
i=1 1,] 1 1 ] ] i=j+1 1 1 J J

qui donne bien (5.13).

- Les indgalités (5.10), (5.13), (5.15) étant acquises, la suite

de la démonstration est strictement identique 3 celle du Théoréme I.12.

- Sur une modification de la notion de minorante -

Soit & résoudre un systéme de la forme :

J 3]

r ,
(10.16) £ - Z j; i j uie M. u, j=190a09r '
i=1 ?
¢ P79
soit Je J {1,...,r} un sous ensemble d'indices de {1,...,r}.

Supposons que pour jéfj on ait : Mj = Lj’ opérateur linéaire

univoque pour simplifier, maximsl, de domaine dense.
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Soit D(L.) = {vje v'.| avec L,v.cP"’,
Scit D( J) { jev JI avec ij&ﬂf J}
Supposcns que pour icd

e 0w VTV

zlors, on ne peut plus utiliser le Thdoréme I.19. Indiquons briévement comment

il est possible de procéder :

(10,17) "Nous supposons que a(u,v) admet une Z-V-minorante, ce qui entrafne
s
par le lemme I.4, et . un Thoréme d'isomorphisme classique (Cf.
Lions-Magenés Bf], T.1, Chap. 3).
-1 0
ue (f..+L.) ¢ I ', ;D(L, :
aue ¢k +up e £ UTpay AUD
Soit ks =( | l(rﬁ;j_: + Lj)'lll - -1
3 AU
YieJ soit k, . = -=-H\]% -
1:] 1] g ,U__ -
( iAD(Li) ;%’/j)

N
Nous considdrons la Z minorante '"mixte" : Na de coefficients :

/ﬁl = k our 'éj

i3 = tis pour
~ " . . . <
n; 57 kg3 pour i#j et ied
Favs .

H.. = a.. our g

ii T %33 pour j¢

~ _ . g . j
Lo Ci,j pour i#j 1#:

On a alors l'anslogue du Théordme L1.15, si :

oJ
(10.18) Na est une M-matrice.
REMARQUE -
si O = {1,...,r} on rctrouve un résultat classique d'Ostrowski

@4], Cf. également F. Robert EA?]“



1.11 - UiE APPLICATION AU CONTROLE OPTIMAL DE SYSTEMES GOUVERNES PAR UNE

EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES PARABOLIQUES -

RAPPEL ET NOTATIONS - (Cf. Lions [35], Chap. 3, n° 1,2,3).

Les_espaces -

Soit V et H deux espaces de Hilbert, réels, de norme respective-
ment | | ||V et | IHS et de produit scalaire ((’))v (,)H.

On suppose que : ‘

(11.1) jVC ECV' les injections &tant continues, et chaque espace étant

 dense dans le suivant.

On considére un espace de Hilbert réel <, (dit espace des
contrdles) de dual ([, ', et un espace de Hilbert 3—{: , de dual J4 .

Les opérateurs -

(Soit [O,T:] un intervalle de la droite réelle.

/ Soit A(t) une famille mesurable, uniformément bornée de ;f(v,v'-’),
(11.2)

ket a(t;u,v) la famiile de forme bilingaire associée.

- Ax(t} sera 1l'adjoinz de A(t).

(On suppese a(t3u,v) uniformément V-elliptique, c'est-d-dire

AL aesvw > olvll? Vvev  pp. eeoal.

. o o . } ~
Soit A 17isomorphisme canonique de g’ﬁ sur JC ',

Soit Aa 1'isomorphisme canonique de ‘U, sur U

(soit ce &£ @’lo,1;9];3-0)
(11.4) e L Us 1%[0,15v"])
N e LL:;U"), et N étant V-elliptique 3

(11.5) (Nu,u)* z v Hul l‘q?;{_, ou ( ):E désigne le produit scalaire net

. !
tant en dualité<l et U, °

Soit J{v) = HCy(v) - Zd‘ ‘g_,. + (Nv,v)x, oli Zd est donné dans JF{
|93 .
le fonctiomnelle & minimiser pour Vé%«;d convexe fermé de Us. y(v) satis-

faisant au probilme (11.6) indiqué ci-aprés.
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Nous rappelons 1'énoncé suivant (Cf. [35], Théoréme 2.1, p. 128)

oli la variable p dénote l'état adjoint).

THEOREME 1.20 -

On suppose que les hypothéses (11.1), (11.2), (11.8), (11.4), sont
vérifiées, le contrdble optimal u est cavactérisé par le systéme d'équations
aux dérivées partielles :

(11.6) [ %+ acs) y(e) = £(8) + B() ()
h y(0) =y, donné.

(11.7) { 4%¢) pet) = ¢ Mey - 2d)

(11.8) {(Ewp-i-liu, vy, 3 0 Vvedl
ué%ad

Nous effectuons maintenant les changements de notations suivants :

V= 1 .
i=123 *
avec ¢ /Z/’l = LZEO,T;ﬂ
2, = 12 [0,1:]
/2 U
Soit u; = y& /U‘l
(11.9) vy = p€ Uy
uy = we UL
Soit 0%11 = le champ d'opérateur t = A(t)
(11.10) 32;22 = le champ d'opérateur t * 2¥)

Soit 0@-31 = - B
(11.11)  Soit J&u = -c*c
Soit o ., = B*
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Csoitm =1, =L
) Soit M1 = L1 ar
(11.12) ) 5 dvl 2
{ avec D(Ly) = {v;|v, €L [0,T:V]: €L [0,75v7]; v, (0) = 0}
: - 4
Soit M2 L2 = Ty
(11.13) ) _ v,
avec D(L?.) = {VZIVZEL’[O,T;V_I; i €L [O,T;V']; VZ(T) = 0}

Soit M3 = BWQC opérateur sous différentielle de la fonction indi-
- (11.14) ‘ ad
~ 1 3 9

catrice de “Lad'

Rappelons que en utilisant des résultats de Lions-Magenés ij,

chap. 1, il est possible en changeant dans (11.6), f en un &lément g, de se

ramener au cas y, = 0, ot nous nous plagons dans ce cas.

Nous appelons :

(f1=3
(11.15) < £, = -c® Az
£, =0

Alors, en tenant compte de (11.9),..., (11.15), le systeme (11.6), (11.7),
(11.8), s'écrit :

( (L, * ‘7@11)“11 ¥ ‘7%31“3 =5

) 9%12“1 * Lyt ‘ﬁnzz)“z = £

(11.16) -
cj& u, € M,u

&

! 239y T Fbg3ls 3%3

ol L1 et L2 sont des opérateurs lindaires univoques, monotones maximaux
(Cf. Lions [3@, chap. 3), et M3, opérateur sous différentielle de la
fonction indicatrice du convexe cléad est classiquement un opérateur &ven-

tuellement multivoque, maximal monotone.

Par ailleurs, d'aprés les hypothéses (11.3), (11.5),5{;11,
t
Jézzp &g33 sont V-elliptiques.

En utilisant également (11.2), (11.4), on en déduit que si a(u,v)
est la forme bilinZaire associée au systéme d'opérateur J& i,3 intervenant
. 5
dans (11.16), afu,v) est bornée sur QT;'QVU, et a(u,v) admet une Z-V-minorantc

(la matrice N, ci~dessous).
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Soit ¢, = bl = e

Gy = ldbpall = 1IBIl = o,

11 - l|5%31|‘

C

PROPOSITION I.21 -

Une condition suffisante pour que al(u,v) admette une M-V-minorante
a8t ¢
(11.1 2 &
.17) au= py Py >0

DEMONSTRATION -

En effet a(u,v) admet pour Z-V-mincrante le matrice :

o 0 —p2
Na = —pl o 0
0 -p2 v

Or une condition nécessaire et suffisante pour que N soit une M~
matrice est que ses diterminants mineurs primripeux, soient positifs, d'oil
(11.17).

COROLLAIRE I.22 -

Sous la condition (11.17), les applications T, Tl’ Tw (o w
vérifie 0 < w < 34_% s p étant le rayon spectral de la matrice de Jacobt
associée 4 Na) admettant wn point fixe u, solution du systéme (11.16), ou de

maniére équivalente, du systéme (11.6), (11.17), (11.18).

De plus, sous les hypothlses précédentes, les algorithmes itéra-
tifs associés a4 Tos T5s T, convergent dans U~ fort on

14
V= n A,
=123 v
avec : 2/; - L2[0,T;I{] |
, 2 :
U, = 1o rsvl | .
/Zfé :%

Nous allons expliciter la condition (11.17), sur un exemple

donné dans Lions [35] .
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Exemple - (Cf. exemple (3,2.1) [35], p. 136~137, Chap. 3)

Soit V = H ()
Q = ¢ x[0,T]
z = 30 x[0,T]

W= Li()

Soit a(t;ul,v}) une famille mesurable de formes bilinéaires uniformément born

sur HI(Q) x H(Q), et vérifiant la conditicn ¢

2 ) 1
(11.18) a(t;vl,vl) PR ||v1l| v v,E B ()

Soit NE€ & (U ;U) et vérifiant :

Ou,e) 2 v | |ull?, Vue W .
L°(9)

Vvé?Hl(Q) soit T v la trace de v sur LZ(BQ), rappelons un
résultat classique (Cf. Lions-Magenss [37], Chap. 1), & saveir qu'il existe

une constante k > O, telle que :

(11.19) el , = & |l
L(%) H™(R)

Nous considérons le gystéme

S (0 ,v)) + altsy(e),v)) = (£{5) SREPRCOINN

(%)

(11.20) V'v1€ Hlﬁl)

y(0) = y, donné dans LZ(Q)

£y

Jf - %z(p(t),vz) + a*(t;p(t),v2)=} (y=2,)v, dx Vv,e nl(9)

(11.21)
| p(m) =0 @

(11.22) ) (tp + Mu) (vy-u) do > O Vv,eU 4
z

(11.20), (11.21), (11.22), sont la réécriture avec des notation? trés peu
différentes des équations (3.16), (3.22), (3.23), de [55], p. 136-137,

Chap. 3, n° 3, qui correspond au probléme de la minimisation de :

J(v) = }[ (y(v) - Zd)2 dx dt + (Qv,v) 2
q L°(2)
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on y vérifie (11.20), et ot vaZZQd ensemble convexe fermé de LZ(Z)

On a :
o
(Bu,vl) = ) (u,rvl)do

, , 12 , 172
| (Bu,v)) | sl/{ (u,tvy)do]| s Sf(u) do) (j‘|1v1| do)
z ) L

et d'aprés (11.19) :
| Bu,v) | & ¢f |u|2d0)1/>2< e | [vyl]
/}): 1 LZ[O,Tgﬂl(Q)]
et par suite :

(11.23) [Bl] = »p, =k

A
pA

- C est 1l'injection da Lz[b,Tgﬂl(Q)] dans LZ(Q), i}{: = LZ(Q}
et JC ' =L done A est 1l'identité dams LZ(Q)9 donc ||C*AC||=||Cl!2 = 1.
Par suite, la condition (11.17) s'exprime ici par :

(11.24) v -k >o.

Deuxiéme probléme de contrdle optimal -

Observation de 1'état final : les notations sont les mémes que

précédemment, sauf que 1'on appelle :

W[O;TJ i'espace des éléments
tv|ver?[o,1;v]; %';1 ¢ 1?[o,15v7] }

Nous utiliserons les résultats suivants : corollaires de rZsultats

plus généraux do Lions—-Magenes [bi], T.1, Chap. 1, n° 3 et 4.

PROPOSITION I.23 ~

Sott T, L'opérateur qui 4 v & wlo,T]  fait correspondre
T.(v) = v(T)<€ H.
resL (w[0,T] ;1)

PROPOSITION I.24 -~ !

Il existe un opérateur Re ééf(H;W[O_.-,ﬂ) tel que :
T Re h=h.
r
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Soit D€ Y (H3H)

(11.23) J(v) = |Dy(Tsv) - zdl + (v, V),

la fonctionnelle 3 minimiser pour vé& Zéa convexe fermé de Us , et y

d
satisfaisant :

-dy
O+ A0 y(8) = £(8) + By
(11.24) { ¢t

L y(0) = Yo donné

od l'on suppose les hypothéses (11.2), (11.3), vérifiées.

Soit €  y(t) = Dy(t) ou D& & (H:H)
B (U 5 L20,15v7])
\ Ne& (U:UY

N étant V-elliptique :

(11.25)

(11.26) (Nu,u) = U|‘ul|%¢ ou ( ), désigne la dualité entre Ul et
Rappelons le Théoréme 2.2 de Lions [33], Chap. 3, p. 130 °

THEOREME 1.25 -

On suppose que (11.1), (11.3), (11.25), (11.26), sont vérifiées,
et que J(v) est domné par (11.23), alors le contrdle optimal u est déterminé

par :

. % + A(t) y(t) = f(t) + Bu
(11.27) {

L y(0) = Yo

S A% t) p=0
(11.28) { dt

U ptr) = p*oy(n) - 2

(11.20) (8% + W, v-u), 2 O Voell s uell 4

Nous pouvons transformer (11.28), sous la forme suivante :

- 4278y 4% () (pmq) = - a%(e) q(o)
(11.30) { de a

o q = Re D*D(Try - zd)
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Soit p-q = w

le systéme (11.27), (11.28), (11.29), se réécrit

%‘tl + ACt) y(t) = £(t) + Bu
(11.31) .{

y(©0) =y,
- -g% + 2% () W(e) = Ky - Zg
d
(11.32) {wm) =0 zd = %- - a*(t)qy

qq = Re D* I(-zg)

] *
(11.33) (8% + B¥ Re D'D(Ty - z) * Nu, v 2 0 Wvell ,  uwell

avec K = ;LP(WEO;Q .

Nous effectuons maintenant les changements de notations :

Vl - 120,77
(11.34) ?/’2 = 12[o,1; 0]

1/; = L6

ul = YG- /Z/L/l

(11.35) u, Wwe fz/“z

[~
L

ueZQ/'3

Nous reprenmons (11.10), (11.12), (11.13), (11.14). Restent inchangés également

JZ'31=~B€£(7J'; (A
3@23

(11.36)

p . . 2
e £ (Zf;; Tj”'3) (ce qui est possible car’U~1=7fé=L [0,1;

&12 = K & % (7/1/\1)(1-'1);/2/’:2)
(11.37) fj%u 8% ke D* D 1.6 & (VU aDlLp:V ')

D'ol le systéme (11.31), (11.32), (11.33) est de la forme :
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/)

(11.38) ‘7@12 uy o+ @, +aﬁ22)“2 = £

f,3 - dle u1 - «)%32 uy -'<7%33 u3é s“.fi3 u,
ol

f. =g

1
(11.39) £, = 24 (indiqué en (11.32))

oo *
f3 B Re D" D zd

Du fait des propriétés de j%iza d813, Cf. (11.37), nous sommes

amenés 3 utiliser unc minorante "mixte" ﬁ; (Cf. la fin du § I0), pour
1'ensemble d'indice o = {1} .

A
On obtient alors pour Na étant une M—-matrice, des résultats
d'existence, mais surtout un procédé cemstructif (aprés discrétisation
convenable) pour le systéme (11.38), donc pour (11.27), (11.28), (11.29).

On peut, de maniére analogue & ce que nous avons fait pour Na’
A
expliciter Na en fonction des constantes de coercivité des opérateurs

diagonaux, et des normes des différentes opérateurs considérés.
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I - NOTATIONS, DEFINITIONS ET EXEMPLES

I.1 - QUELQUES DEFINITIONS -

- Soit®|/” un espace de Banach réflexif, et {/~' son dual fort.

Nous considérons 1'espace &fo(‘lfﬂﬂ (resp. éfo(‘lj' JU'') des
endomorphismes de U dans U (resp. de U/ dans/'), muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les parties finies.

Notation -
-~ Soit T une application (en général non lindaire) de D(I)xVeo VU

dans go(’lf,’b")
v r
VweDd(r) ¢ VoU ——> T e £ V)
~ Soit t l'application qui & r.€ éng(’v ,2 V), fait correspondre
sa transposée I':G ofc( V', V")

- Soit [F = tr

. rx *
YweD(l) —» I‘w€£ v',v"
(D'une fagon générale, si T est une application, D(T) est le

domaine de T).

DEFINITION 1 -

On appelle application de type P, une application de D(T)C U 67U~
dans ,,‘f s V) telle que :

P1/ L'adhérence dans & (V,V7) de l'image de D(T) par r:
T(D(T)), est un ensemble compact de &‘3 (v,v).

P2/ L'adhérence dans P (v ,'v') de 1'tmage de D(T) par .
T(D(T)), est un ensemble compact de £ TN AR



=70 -

P3/ Il existe une base de filtre ¢ , formée d'espaces de dimension
finie de 1/, telle que :

1

i/ VE€e, et VI et r*(D(r)) on ait : T (E)C E.

it/ ‘V'En, espace de dimension finie de 1/, il existe E € 3,
avee E'nC E.

DEFINITION 1-Bis -

On appelle application de type P fini : n, une application T, de
domaine D(T)C U 8§V dans .;f;o(’tf,’?f), telle que : .

P'1/ L'image de D(T) par T eset un ensemble de n éléments de
‘,;fa(’i/’,‘?/').

P'2/ (ON REMARQUE QUE LORSQUE P'l EST VERIFIEE, L'IMAGE DE D(T)
PAR T* EST EGALEMENT UN ENSEMBLE FINI DE N ELEMENTS DE & (7'sU°")).

P'3/ Identique 4 P3 de la définition 1.

DEFINITION 1-Ter -

Une application T de domaine D(T)c VU U7, a valeurs dans ':ﬂc(/(’:/,"l/),
sera dite "d valeurs dans les projecteurs”, si T " est un projecteur dans U/,
VweD(T).

NOTATION -
- * . +
Soit A 1'ensemble des fonctions continues de R+ dans R , mono-

tones, croissantes, nulles 3 1'origine, et telles que leurs fonctions inverses

soient continues au voisinage de 1l'origine.

DEFINITION 2 -

Une application A, de domaine D(A)CV~, & valeurs dansU', sera
dite paramonotone, relativement @ T, application de type P, de domaine :
D(T) = D(A) 8 D(A), 8'il existe une fonetion § € & , telle que :

(1.1) (Au-Av, I‘u__v(u-'v)) > G(Hu—vH) Vu,ve D(A) !

(OU LE PREMIER MEMBRE EST REEL).
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DEFINITION 2-Bis -

Une application A, de domaine D(A)C/, d valeurs dans U', sera
dite quastiparamonotone (on notera Q-PARAMONOTONE), relativement a T,
application de type P, de domaine D(T) = D(A) - D(4), 8t 1l existe une
fonction 8€ A , et un opérateur non-linéaire compact C, de D(4) dans ',
tels que :

(1.2) (Au-Av,T _ (u=v)) 2 (| |u=v|D-](Cucv, T _ (u=v)) l

Yu,vE D(A)
(OU LE PREMIER MEMBRE EST REEL).

DEFINITION 3 -

On dira que l'opérateur A, de domaine D(A)C S~ est para-coercif,
relativement 4 T, application de type P, de domaine

D(Tr) = D(A) 6 D(A)
8'il existe u €D(A), tel que :

(Au,T . (u-u)))
(103) li.m u uo ° = 400
lul | | 1u]]

1.2 - EXEGPLES -

EXEMPLE I -
Soit re N, ensemble des entiers naturels, et goit U= R'.
Rappelons tout d'abord qu'une matrice N, de type (r,r) est, par

définition, une B-matrice si :

(1.4) vxerR® 3j 1€j<r, tel que :
ijj >0 oi y = Nx.

Considérons maintenant 1'application r , qui 3 Yxe Rr, fait
[ K3 . 3 . - . . >
correspondre 1l'indice jmax tel que yj maxxjmaxrj::ax“ . nyJ o,
d'aprés (1.4). yeee

- soit I 1'application qui & j€{1,...,r} fait correspondre

1'opérateur IIj de projection de R® sur le jiéme axe.
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Considérons maintenant 1l'application :
r=To ?f

r
r
alors Y x€ R ———> l‘xﬁ Hjmax‘
et
(1.5) (Nx,I‘xx) = yjmax xjmax > 0.

En utilisant la compacité de la sphére unité, associée & la norme
euclidienne, on déduit de (1.5) :

(1.6) ®x, I > alx|2 v xe R

. ge T o e
- ou est la norme euclidienne de R~ . Nous venons de vérifier la :
2

PROPOSITION 1 -

Toute B~matrice est paramonotone, par rapport d une application de
type P, fini r.
ON REMARQUE QUE T EST ICI A "VALEURS DANS LES PROJECTEURS".

EXEMPLE 2 -

Soit r€ N, et V=0 v
i=l,...,1
ou les ’?fi sont des espaces de Banach réels pour i = 1,...,r, avec ’V’i,\’U}=O

i

Vi,j tels que i # j.
Soit || ”1 la norme sur ’U}.

On suppose que 'V~ est somme directe topclogique des ’V‘i.

Soit ’U"i le dual de V. i=1,...,r. On munit 4/~ de la norme
r
2,1/2
ol =CE vl 1DY2.
. it
i=1
Soit {cﬁ;‘ i j} une matrice d'opérateurs oii J%‘i 3 applique
H

D(&%‘i,j)c ’lfi dans ’U"j.

Soit D. = A\ D(O%. .), on suppose que D, # § Vi=l,...,r,
1 P 1] 1
J"'l, LY ’r
et Soit D(K) =  ® D, .
i=1,00"r
Alors _la matrice d'opérateurs {C’% i j} nous permet de définir un opéra-
9 .

teur :j%‘ , de D((ﬁ‘) dans ', !

r r
VueD(a%;)c'}tu =r I 0% P u, ou uieDi Vvi=1l,...,r et on suppose que !

j=1i=1
) o / r 2 2
. z o oW, ¢+ s Ve s =V, 2 o z e "V, . )= o -~
¢! 7)53?:‘:”,]: i=1(0%1,3u1 7%1,3"1’“3 v,) (imlllu1 vi 1= el lu=vlll
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PROPOSITION 2 -~

L'opérateur aﬂs de DY) dans V™' associé d la matrice d'opérateurs
{d% }, vérifiant la condition (1.7) est un opérateur paramonotone de

Dﬁdb) dans /', par rapport d une application T, de type P, fini : » "d va-
leurs dans les projecteurs’.

DEMCNSTRATION -

(Remarquer 1'analogie avec la proposition 1)

Considérons tout d'abord 1 application’F qui & wev-u & D(d%)eD(dt)
fait correspondre 1° 1nd1ce jmax, défini par
z 1 max" i —j&
i=l .00, T i

u, -V, ) =
,Jmax i’ “jmax jmax

(@
max T (JG. su.=J0. V.s U.~V.)
j=l,...,r i=1 P2l 1 70L.3 101
- Soit I 1'application qui & je {1,...,r} fait correspondre
1'opérateur de projection Hj de Q/“sur/Ur

~e v

On considére maintenant 1'application : '=1 o T
Vérifiens que T est une application de type P fini : r
P']l se vérifie immédiatement puisque :

ro@) o)) = (n)

jgl,.;.,r

(et cela entrafne évidemment que Pl et P2 sont vérifiées)

Vérification de P3 -

Nous considérons sur chacun des espaces U ., 1'ensemble é;l de
tous les espaces de dimension finie

ie : ¥ sera formé des espaces de dimension
finie de la forme :
E = ® %., VE e F,
. i i i
i=l,...,Tr
alors T E= I.(E =‘ﬁ.CE Vwe D(T
w J( ) P ()

et i/ de P3 est vérifice.
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Soit En un espace de dimension finie de 7/, et soit {vl,...,vn}

une base de En' Considérons les espaces’Ejé"éfg j=1,...,r engendrés par

{ Hj Viseees vah} , ol nj est 1'opérateur de projection de \J  sur ﬂdg, et

on a :
N .
E e ® E. = E € & ; puisque :
n . j
%"1;000,!’
vi= I ﬂj viEiE Yi=l,...,r, il en va de méme de toute combinai-

j=1
son linéaire deSQJ’i. Nous avons donc v@rifié ii/ de la propriété P3 des

“applications de type P.
Donc T est une application de type P fini : r.
Par ailleurs, formons : Qﬁu- V,Pu_v(u-v)) = Gﬂuﬁﬁ&,n. (u~-v)) =

jmax
r

) 1max ‘Zl (dti,j ui_j%i,j vis ujﬂvj) 2 al‘u-vllzi d'aprés 1'hypothése

J= ’..Q’r 1= 4

(1.7).

q.e.d.

- Notons que, en particulier, les H-syst&mes &tudiés au chapitre I,
vérifient la condition (1.7).

- POUR OBTENIR UN ENSEMBLE D'APPLICATION QUASI-PARAMONOTONE, IL
SUFFIT DE COWSIDERER L'OPERATEUR B =€ﬂ3+ C, OU(j%:VERIFIE LES CONDITIONS
PRECEDENTES, ET C EST COMPLETEMENT CONTINU (COMPACT).

EXEMPLE 3 -

(I1 s'agit du premier exemple d'application paramonotone, relati-
vement 3 une application de type P, non fini ; & ce sujet voir &galement

les exemples 4 et 5).

Soit /' = 12 espace des suites de nombres réels de carré sommable.
Considérons l'ensemble‘ip(N) des parties de N. Vse QF(N), soit

i s 1'opérateur de ZZ sur le sous~espace engendré par les éléments A’{ei}

i€ s, ol :

e, = {0,..., 0,1, 0,...}

Soit S 1l'ensemble des opérateurs IIs.

PROPOSITION 3 -

'

Tout ensemble € I(S), ensemble des parties de S, est compact
dans £ (1Y),
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DEMONSTRATION -

Soit So«S.
Soit‘{ﬁtg une suite d'éléments de So, on peut extraire de {Hn} une
sous suite {Hn }  telle que n,. - converge dans Zz (c'est-3-dire

plus précisémen% que Hn e, = 0 ou e i partir d'un certain rang).
1
De {Hn } , on peut extraire une sous-suite {Hn }, telle que

1 2 .. . .
Hn e2 converge dans L, et ainsi de suite, on extrait Z{H } une
. - . i-1 .
sous suite {Hn } telle que : Hn e, =0 ou ©,, 3 partir d'un Certain rang

. i i 2
-donc, en partictlier, converge dans [~ fort.

~ :
On forme 3 partir de 13 une suite diagonale Hp telle que :

~/ . 1.} ~s
e— *® e 00 .
Hl {Hn } I, e {Hn } n, € {Hn}
1 2 1
L N 3 ]
iim I, e, = €, ou O 3 partir d'un certain rang.
i-)oo 13 J
Soit
[ ] [ 2
v= L Ei eié1]’(.£ g) <+ )

i=1 i=1
[+

Soit u= I n.e. oig:

j=1 J 1]
A
O0si 1lim I, e, =0
n, = i
J g, si lim I, e; = ej
g
VvV e>0 roit v, = L Ei e, ol n est choisi de telle sorte que
i=1
[Ive-vllSE . On a alors, en posant u_ = 221 n; e
Hu-ull & Ilv-vl] se-
Formons ﬁ; v~u='ﬁiv-’ﬁiv£ +mﬁiv€-—u€ + u, ~u.
~/ Ay
| Fprmul| 6 1 Fpvugll + IH v 1]+ Hugmul]

./v
oli les deux derniers termes sont inférieurs 3 € (car |1Hi!|=1 Vi).

Reste llﬁ; ve~ue|l = 0 i partir d'un certain rang.
S !
Done lim ||I, v-ul] =0
i t
q.e.d.

- Soit maintenant N une matrice de type (r,r) qui soit une B-

NPT 2 .
matrice (Cf. exemple 1), et soit A1 1a matrice infinie sur 1°, diagonale
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par blocs, chacun des blocs diagonaux &tant constitué par la matrice N.

0

. 2 - -
Soit Vm ¢ 17 le sous espace dont les éléments sont de la forme :

(n+l)r
v_= z n. €,
i=mr+l 11

< . - r
v
a we Vm, faisons correspondre meR
Yo < {nmr+1’ Tmr+2°°°°° nm(r+1)}

-~

. ¢ 2 . . m . .
Hous considérons 1'application s qui a Vh e Vm fait correspon-

dre : ~om o
' = mr + j max
m
ol j Pnax est défini par (Cf. exemple 1) :
(N vm, HJ t S ) max (Nv o’ vam).
j=l, a0,
jid 1&me axe de R.

3 étant le projecteur orthogonal sur le j

Soit V; le complémentaire orthogonal de Vm'

Soit Hjm le projecteur orthogonal de 2% sur Vé'aemr + i"max.
(o]
Vvelz v= I Vv,
wm=1
oo
et soit rv =0 I,
m=l %

Soit S 1'ensemble F(Z ) S ( S, qui est compact dans
éf (Z Z ), d'aprés la proposition 3, (et il en va de méme pour r# (Z ) =S )

Donc I, ainsi définie, vérifie bien les propriétés Pl et P2 de la

définition 1. Pour ce qui est de la propriété P3, on a ici une variante, qui

s'exprime ainsi : ,

Soit ¢ 1l'ensemble des espaces de la forme :

E = ® A
m

p=l,...,n p

Soit E le sous espace engendré par {el,...,e } oli neN, ensemble

o
des entiers naturels : 1% - U En.
n=1
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On a évidemment : VY neN, il existe E¢?® tel que :
E C Em d'ol ii/, et on vérifie immédiatement i/ :
, 2
r(EJ)CE VE €¢ Vvel
De plus :
(8,9, V) > o Hv||2 (d'aprés (1.6) de 1l'exemple 1).

Soit maintenant A2 une application linéaire continue de Z2 dans
ZZ, telle que : o
1
lIaylle 2 = .
Soit A = Al + Az.
On a VYvVE 12 (Av, T V) 2 oz”v”z

o T est une application de type P (non fini), 3 valeurs 'dans les projec-

teurs).

-~ Les exemples précédents, sont rattachés a la classe d'applica-

tion envisagée au a/ de 1'introduction. De plus, la para-coercivité est ici

- » 2 . . - o
conséquence du fait que 6 = Ct° (on a ainsi une para-monotonie "forte" qui
impose la para-coercivité). Il n'en va pas de méme dans le 2/ de 1l'exemple
suivant, qui est pris dans les références bibliographiques citées en b/

de 1'Introduction.

EXEMPLE 4 -
1/ Zarantonello [55], a introduit la classe d'applications suivante
H &tant un espace de Hilbert complexe, on considerect , opérateur

non linéaire de H dans H, vérifiant :
(1.8) |(<}t'u-),v,u—v)| 2 aHu—-vl '2 Yu,veH. o> 0C

Nous remarquons que, nous pouvons écrire (1.8) sous la forme :
(1.9) (d%umi}&v,ru_é v-v) 2 a|lu-vl| !2

r - (O% u-a% Vy,u-v)
u-v l (5 u= gt v,u-v) |

On a bien alors :

~

ou

[P V——,

(%u-d%v,l‘uﬁv(qu)P lgﬁﬁ:ﬁ::i:gi (JE u-=d%v,u~V) '

= | (Fu-Fv,u-v) |

PROPOSITION 4 -
L'application T, ainsi définie, est de type P.
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DEMONSTRATION -

VweE T _ est un nombre complexe, et on a : |I‘w] <€l

Or, le disque unité du plan complexe est compact.

On en ddduit que T(D(T)) est compacte dans &?U(QYJU*), donc
P1 est vérifize.

Du fait que P: ='f; (nombre complexe conjugué du nombre Fw), on
vérifie de méme P,.

- I‘W dtant nn nombre complexe, laisse invariant tout sous espace

- (complexe) de?V, donc, en particulier, les scus espaces de dimension finie,
et dans P3 on peut prendre pour ¢ , l'ensemble des sous eépaées (sur le
corps de complexes), de dimension finie et P3 est vérifiée.
q.e.d.

Alors (1.8) (en le réécrivant sous la forme (1.9)) signifie

saulement que A est paramonotone par rapport a4 I' , définie ci-dessus,

application de type P.

2/ Browder [B ],[9 1,[ 14, envisage des applications du type suivant :
U est un espace de Banach complexe, et est une application de D(dt)6;1ﬁ
dans ' antidual de Uf” vérifiant :

a.100 | HRoRkv, v | 2 6 uv|]) |lu-v]]

-~

ou ¢(t) est une fonction continue 3 valeurs réelles, monotone croissante,
telle que ¢(0) = O. On remarque alors :
§(t) = ¢(t) t<€A.

Aussi, en utilisant la proposition 4, on obtient (1.10) implique

-~

que J0 est paramonotone relativement 3 une application T (celle étudiée au
1/), de type P.

La condition (1.10) n'implique toutefois pas la para-coercivité.
Considérons dans [} ], 1'hypothése :
a1y Euwwl 2 cdlulD Hull Yueur

-~

. . . +
ou C(r) est une fonction & valeurs réelles, de domaine R, telle que

lim C(x) = + o, ’
T ((féju s I‘uU) .

(1.11) entraine : 1im = 4+ ©
Huw | ul |+ el

ou I‘ ‘ u,u
et u, u)l

ce qui est bien la para-coercivité au sens de la définition 3.
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EXEMPLE 5 -

On peut combiner les exemples 2 et 4 de la fagon suivante : on
reprend les notations de 1l'exemple 2, mais en supposant maintenant les espa-

ces ’lfi complexes, et on remplace 1'hypothése (1.7) par :

(1.12) max | 2 (cﬂ, ,u.v)! 2

11

o ZHu-vH)=aHu—vH Vu,ve DD
= ?f

PROPOSITION 5 -

L'opérateur t’% de D(c)%) dans 7" antidual de U associé d la
matrice d'opératevrs {a% 1,3 }, vérifiant la condition (1.12) est paramonotone
de D(C/?;) dans U, relamvement d une application T de type P.

DEMONSTRATION -
~ ,l"{J

On met en évidence les applications I et

,U (3 . - . *
- T, qui a wéD(O%) e D(d%), fait correspondre jmax défini par :

l .;% . u.-d%. . V., U, "V, )i =

jmq Cisjmax’i “Vi,jmax’i’ “jmax jmax

max IE (0%131 i vl,ujv)l
j=l,...,r i=1 ?
. N L [ . - . -
- uet v& D(rt) étant fixés, soit I 1'application qui & j fait

correspondre :
ny Z

I, = I, o
] [z] J
-~ Hj est le projecteur canonique de 1/~ sur ”U’j

- Z est le nombre complexe : ((ﬁuﬂﬁfv, Hj (u=-v))

Considérons maintenant 1'application : \
o~ s d

''= NNotl

On obtient :

Qf?fu— v, Pu_“_v(u—v)) =  max 2 (09' {ﬁ: v s U. -v )|

j=1 r jap AL
,ll.’

> OtHu“VHv'zu’ (d'aprés (1.12)).
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I1 nous reste 3 vérifier que T est de type P.
Soit d le disque unité du plan complexe.

-~

r(d(r)) (respectivement T (D(I)) est isomorphe 3 un ensemble

v (resp. yx), contenu dans d*.
La fermeture dans 7 (Qf;U") (resp dﬂ U UY)) de T(DCT))
Js\

(resp. (D(F)) est 1sc*orphe a ¥ (resp. ¥ ) aoherence de v (resp. Y )
dans af (pour la topologie de R ).

D'ol la vérification de P1 et P, résulte du fait que a® est isomor-
" phe 3 un borné de Rzr.

On obtient P3 par un raisonnement analogue 3 celui fait dans la

proposition 2.
qg.e.d.

ON REMARQUE QUE LES APPLICATIONS T DES EXEMPLES 4 ET 5 NE SONT
PAS "A VALEURS DANS LES PROJ:ECTEURS".

II - OPERATEURS DIAGCNAUX, CONVEXES DIAGONALEMENT

COMPATIBLES AVZC UNZ APPLICATION T DE TYPE P.

I1.1 - DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES -

DEFINITION 4 -

- Un opérateur (respectivement un opirateur multivoque) M, monotone,
L
de DIM)C V™, dans 1 ' (respectiverent dens ZQI’), sera dit monotone diago-
nal, relativement @ T, application de tupe P, st on a :

(2.1) (u*—-v”,rw(u-v)) >0  Vu,ved®), Vwed(r)
e ), vienw).
- Un opérateur K de D(K)Cr ' dans VU™, monotone, vérifiant :

(2.2) (Kuszv*,F:(ux-v*)) 0 Vui,vFep® VYwed(D)

sera dit monotone diagonal par rapport 4 r*,



DEFINITION 5 -

Soit X un convexe fermé de\l”y, VY, sa fonetion indicatrice, et

X
Yy L'opérateur sous-différentieclle de Yy

X sera dit diagonalement compatible avee T , application de type

P, 81 :
(2.3) - T X est fermé YweD(r)
*
(2.4) - T avg(u)  d¥(u) Yu € X, YweD(r)
(2.5) - YVEco  XAE vérifie (2.4).

PROPOSITION 6 ~—

sott ‘!’; la fonetion indicatrice de I‘W(X), et a\?wx sa sous dif-
férentielle. (2.3) étant vérifide, la propriété (2.4) de la définition §
est équivalente A :

(2.6) a\v;’((rwu): ¥ (u)  Vue€x, ¥ we D(T).

DEMONSTRATION -

1/ (2.4) ====> (2.6)

Soit ueX et f£3‘Yx(u), ona: (f,u-v) €0 Yve€X, et, d'aprés
(2.4), on en déduit :

(I‘:f, u-v) £ 0 VYvex, \/wéD(I‘)

c'est-3-dire : (f,I‘Wu-w)s o v €r X, Ywe D(T)

donc f€ B‘i’;(rwu), YweD(T), d'oi (2.6).

2/ (2.6) =—==2)(2.4)

Supposons le contraire, c'est-i-dire que, (2.6) étant vérifige,
il existe we&D(T) ueX, fea‘!’x(u) et «u-oex, tels que :

* . oY
(I'Wf, u-”U'o) > 0, d'ol (f, l‘wu" wo) >0

- . W
ol woe I‘W(X) ; donc £ #.G\YX( I‘Wu)
q.e.d.
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PROPOSITON 7 -~

St X, convexe fermé de U, est diagonalement compatible aqvec T,
application de type P, l'opérateur (& valeurs multivoques) BWX est monotone
maximal, diagonal par rapport d T.

DEMONSTRATICN -~

Le fait que B‘PX est monotone maximal est une propriété classique

" des opérateurs sous différentielles (Cf. @9:]).
Soit u, VEX, et u'cdV () et Ve 2¥ (V) o

D'aprés la propriété (2.6), et la proposition u* £ a‘i‘;(l‘wu) et

Ve a‘l’;(l‘wv). Mais 3‘1’;, opérateur sous différentielle de la fonction indi-

catrice du convexe I‘W(X) (fermé d'aprés (2.3)), est un opérateur monotone

donc :
H Ok
("=v",T u-T v) > 0 Vu,veXx, Vweb(l)
et, puisque rwebﬁ’mf,’zf)

(ux-v*,l‘w(u-v)) 2 0 Yu,v€X, u*E S\PX(u), vxé‘ B‘i’x(v)

et ceci VwéeD(l)
g.e.d.

PROPOSITION 8 -

Sott X, et X, deux convexes vérifiant les propriétés (2.3) et
(2.4), alors s'il existe un point de Xy Xgs qui soit intérieur, soit a X4
soit d X,, alors X, n X, vérifie également (2.4).

DEMONSTRATION -

On remarque que : k4 = Y_ +Y
Inky o X X

Puisqu’il existe un point intérieur soit i Xys soit 3 X, il ré-

sulte d'un corollaire de résultats plus généraux de Rockafellar [48], que :

(2.7) a(y, + WX ) = SWX + BWX

Xy 2 1 2

* ok *
Formons : ],"W oY x = I‘W awx + I‘w B‘PX < B‘i‘x + B‘PX

X1n%y 1 2 1 2
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la derniére inclusion étant obtenue en appliquant (2.4) 3 Xi, i=1,2.
D'oli, en appliquant (2.7) :

ooy & oy
w

1N72
q.e.d.

COROLLAIRE 9 -

St X est un corps convexe (i.e. un_convexe d'intérieur non vide),
K 3 o o
vérifiant (2.3) et (2.4), et 0€X, alors X a également la propriété (2.5).

DEMONSTRATION -

Puisque 0610(, il suffit de vérifier que VE € ¢, vérifie (2.4).
Puisque E est un sous espace vectoriel : 3WE = El , ensemble
des éléments de g€ v' , tels que (g,v) =0 Yy veE.

Or, par la propriété P3 des applications de type P : PW(E) CE.
Done (g,I, V) =0 Vv ek, vwel, Vger*

. * 4 =
Par suite I'wgéE avE, Vgé& awE

d'ol le résultat par la proposition §.

II.2 - EXEMPLE DE CONVEXE DIAGONALEHENT CONMPATIBLE AVEC UNE APPLICATION T,
DE TYPE P.

Plagons-nous dans le cadre de 1l'exemple 2, d'application T de
type P, donné au § 1, dont nous reprenons les notations :
o= e ’U;
1=l,...,r
Soit {Xi} i=l,...,r une famille de convexes tels que :
X. soit un convexe fermé deqj;, i=l,...,r ; et soit X = ® X..

1 i=l,...,T

PROPOSITION 10 -

X est diagonalement compatible avee T. ,
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DEMONSTRATION -~

Soit f€ B‘YX(u), pour u€ X, ce qui s'écrit encore :

(2.8) (f,u~v) 50 Yvex
r r
ou u= iil LT v = 121 V., avec U, vié Xi
r
et (f, u-v) = 'Z (fi’ ui-vi)
i=1

Soit j € {1,...,r} , en choisissant v,=u,, pour i#j dans
-(2.8), on obtient :

£., v.-u.) £ 0 Yv.EX, Vi=1,...
(£52 v57uy) 3% I=hseeend
Or, par constructions de l'application T, vwell
(f,Fw(u-v)) = (fj’ ui~vj), pour un certain indice j.
Dol : (TAf, u-v) = (f, T _(u=v)) § 0 VYvEX,YweD(D)
%
et I‘wfé B‘PX(u).

On a bien vérifié (2.4).

Comme TW(X) = Xj pour un certain indice j, on a bien (2.3).

Vérification de (2.5) -

. 1a ~J el ;
On consid@ire les convexes Xi = Xi Ei o1 EfE in ensemble des

espaces de dimension finie de Vi'

’ Lavd

Soit E = e E, X = o X, ¢ E.
. 1 . 1
1=1l,...,T i=l,...,T

On peut alors reprendre pour E et X le raisonnement fait plus
haut pour )7 et X.
g.e.d.

DEFINITION 6 -

Nous dirons qu'un espace de Banach V~ est diagonalement compatible
avee T application de type P, s'il existe une norme sur 1), strictement équi
valense a la novme de Vs dont la boule unité associée soit un'convexe

diagonalement compatible avee T .
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EXEMPLES

PROPOSITION 11 -~

L'espaas ol (respectivement 1) est diagonalement compatible
avee l'application T , mise en évidence dans L'exemple 1 (respectivement
exemple 2) d'application de type P.

DEMONSTRATION -

Le cas de 1l'exemple 1 est un cas particulier de 2 que nous traitons

en considérant la norme || || = max 1
i=l,...,r
La boule unité B_  associée d || || est le convexe ® B, ol B, est
i=1l,...,r
la boule unité associée a || ||, dans 2 T

D'aprés la proposition 10, B, est un convexe diagonalement
compatible avec T .

Par ailleurs || || est strictement &quivalente avec
1 Hye= CE 11 1HY2 atos 1e resultat.

i=1

I1.3 - PROPRIETES DE DIAGONALITE DANS LE CAS DES APPLICATIONS DE TYPE P,

"A VALEURS DANS LES PROJECTEURS" -

DEFINITION 7 -

Un graphe M deUxVU~ ' (U espace de Banach de dual V'), sera dit
stable par T, application de domaine D(T)c"J 6, dans<ifo(1fflr) (Cf.
définition 1-ter) si :

YweD(), VYiy,xleM {P:y, rxtem

PROPOSITION 12 -

Un graphe monotone M, stable par T , application de type P, "a
valeurs dans les projecteurs', est monotone diagonal par rapport a T.



DEMONSTRATION -

b
Soit {u’z,u} et {V*, v}e M. Fermons (u*- v ,I‘W(u—v)) =

* X % . .
(l‘:u I'wv 5 I‘wu I‘wv) puisque I‘w est un projecteur.
Or puisque M est stable par T , le second membre de la derniére
égalité est 2 0, Yw&D(T). Donc, M est monotone diagonal par rapport
a T.
q'e.dl

PROPOSITION 13 -

I étant une application de type P, '"d valeurs dans les projec-
teurs'", wne condition nécessaire et suffisante pour qu'un convexe X, ayant
la propriété (2.3), vérifie la propriété (2.4), est que le graphe de 3Y,,
opérateur sous différenticlle de la fonetion indicatrice de X, soit stable
par T.

DEMONSTRATION -

1/ (2.5)===pstabilité du graphe de ¥,

Soit u’% 3‘¥x(u), par (2.5) I': u’&B‘l’X(u)

Dol (I‘: u*, u-v) £ 0 VYveEeX

Or, puisque I"W est un projecteur :
* %® * % = % x %
(I'W u, u-v) = (I‘W u ,I‘Wu) - (I‘w u,v) = (I‘W u ,l"wu-v) £0 Vvex
. x %
et, par suite, I'W u & B‘PX(I'Wu).

2/ Stabilité du graphe de an::::> (2.5)
soit u'e a‘i’x(u), par hypothése :

x * .
I‘w u €3WX(FWu) donc :

(r:j o, T u-v) § 0 YVEX, YweD(r)

Or, puisque 1"W est un projecteur, on a :

® =
T oF, T ) = (1 ¥, u-v) § 0 VvEX VwaD() et I ute v (w.

i

q.e.d.
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PROPOSITION 14 -

Soit L ume application lindaire de domaine D(L)C.'U, et dense
dans V', stable par T, application de domaine D(T)C V8 VU, dans
go( VS U) Md valeurs dans les projecteurs”, alors L‘*, adjointe de L est
stable par T .

DEMONSTRATION -

Puisque L est stable par ' , Y uéD(L), et YWED(), on a :

{P:Lug I‘wu}é graphe de L. D'ol  Vu€D(L), et YweD(I)
I' u€D(L), et de plus I‘*L = LT
W W W

Donc Yu€D(), et \’/véD(Lx), ot L* est 1'adjointe de L, on a :

(Lu,I‘Wv) = (I‘:Lu,v) = (LI‘Wu,v) = (u,I‘::L*v)

Puisque, par hypoth&se, D(L) est dense dans 7/, on en déduit que
i =y Wven®, pwenm

C'est-d-dire que : Vv C-?D(L*) \{wé D(T) I‘WVGD(L*)

et de plus : F"‘L

Y

1!:=L$:I,
w

=

et, par suite, L” est stakle par T .

qg.e.d.

~ SUR LE PROLONGEMENT MAXT®AL D'UN GRAPHE MONOTONE, STAELE PAR
RAPPORT A . I, APPLICATION DE TYPE P.

Mo us nous replagons dans le cadre de l'exemple 2 du paragraphe

1, dont nous reprenons les notations.
Soit UV = ® /U"i oii /. est un espace de Banach de
A

dual V!. i=l,..0sr
1

Rappelons que tout &lément de 1'image de 1l'application I , de
type P, définie dans cet exemple, est projecteur canonique de J sur ’V‘j’
(4573

pour un certain indice j, et que I est donc bien "& valeurs dans les

projecteurs”.
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PROPOSITION 15 -

Soit G un graphe monotone de N x U ' stable par 1'application
r, définie a L'exemple & du § 1, alors il existe un prolongement maximal

B

monotone € de G, tel que G soit stable par T.

DEMONSTRATION -

Le fait que G soit stable par T' , s'exprime ici par Gi = G/\'U; x'U'l
est monotone. Soit maintenant Gi un prolongement maximal monotone de Gi dans

ViV j» qui existe, d'aprés le lemme de Zorn.

Soit G = U Ei ; supposons que G ne soit pas maximal
i=1,o-ugr *
monotone, et que, par conséquent, il existe {x,x }€ VU x U™ et ¢ G tel
que
x %
2.9 (x" = v*, x-v) > O Vv, v € G
r
cu X = I X, x, ¢ V, pour t = 1,...,1
. i i i
i=1
* * x % *
X = I X Xié‘-_Vi pour i = 1l,...,Y

i=1
Soit Jl 1'cunsemble, 8ventuellement vide, des indices i pour lesquels
* g
{Xi,xi} & Jio

Soit J2 le complémentaire de Jl dans {1,...,1r}; J2 est, par hypothése, ncn

-

. . *x . 0 e
vide, car sinon {x,x"} appartiendrait z G.

. . * - . .
Nous choisissons {vo, vo}éG de la maniére suivante

. o0 * - = Y
- Pour i€ J, : on prend {viwi } = {Xi’xi} € G, par définition

de Jl.

——

- Four i€ J2 ¢ puisque Gi est maximal monotone, et que

*
* g sos . . o _0O = s
{xi,xi} ¢ G,, par définition de J,, il existe {Vi,Vi re G, tels que :

(2.10) (xx_vo* X, - vc) <Q
) i i® 71 i

1]

O
Formons : v

5

[ e B o
(o]
(o}

[LI e B
(v]

*x
On a bien {v, v }€8 puisque {v0,ve €@, Yi=1l,...,r
o’ 40 i*'L i
: %
Formons : (}:l"§~-*vO R x=v°) = I (x’.:‘-v‘? ) x.-v)) <G
. i i i
1532

d'aprés (2.10), ce qui eet contraire i (2.9).
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IIT - RESULTATS D'EXISTENCE -

IIT.1 - UM RESULTAT D'EXISTENCE LOCALE -

Soit V un espace de Hilbert; soit V' l'antidual de V.
. . . + + .
Soit ¢{t) une application de R dans R ; monotone croissante,
telle que ¢(0) = O (alors la fonction §8(t) =t ¢ (L)€ A).

THEOREME 16 -~ (Généralisation d'un Théoréme de Zarantonello [?5],Cf. exposé de
N. Gastinel [?A:I ).

Soit A un opérateur de domaine D(A) = Br, boule fermée dc rayon r,
de V, dans V', demi continu, tel que :

~ A soit paramonotone relativement 4 ume application T, de type P,
e'est-d~dire :

(Au-dv,T _ (u-v)) x> §(||lu-v|]) Yu,ve€D(4)

ou 6(t) =t d(t)E€L

~ On suppose de plus que : [laco)||%s E%EL

ou C est la borme supérieure de la norme dans &£ (V',V') des éléments de

r¥(p(r)) (¢ existe par le théorémc de la bormne uniforme).

Alors, 1°'8quation Au = 0 a une solution unique, appartenant A Br.

DEMONSTRATION -~

-~ On suppose V de dimension finie. u,v€Br, on a :

(Au=Av,P(uwv)u—v) : o lu=vl]) |]u-vl|
Uoll, par 1l'inégalité de Schwartz
(3.1) sCllu=vll) & cflau - av||*

A partir de (3.1), le reste de la démonstration du cas; V de dimen=-
sion finie, est identique & [55], [24]9 nous le reproduisons pour faciliter

la lecture. )
A est donc biunivoque de Br, sur A(Br), et d'inverse continue,

c'est un homéomorphisme. Vérifions que A(Br)> B*(A(O),Eézl ) (Boule fermée

de V', de centre A(0)., et de rayon 9%51 ). 8i cette inclusion n'était pas
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vraie, il existerait alors yoé_ E*(A(O), ﬂpﬂ) eté' A(Br). Sur le segnment

dtextrdmités A(Q) et Yoo il existe un point Y15 de la froutiére de A{(Br), qui
est 1'image d'un point Uy de la frontiére de Br (puisque A est un homéomor-
phisme) .

On a Auy =y, avec Hulﬂ =r

et |ac,-a@ | |* < 2L

Or, par (3.1) HAul"A(O) Q |* > %— 8(r), d'oli la contradiction.

- V de dimension quelconque -

Soit Eq.¢ ® ( ® est défini dans la propriété P3 des applications de
type P).
Soit jn 1l'injection de En dans V, et j: sa transposée. Puisque

V, V' sont des Hilberts :

3% a3 |1* < lla@ ]|

et, en appliquant le résultat obtenu en dimension finie, il existe u . unique
* .
éEn/\Br tel que Jn A Jn u = 0.

Comue Br est faiblement compacte d'une part, et que d'autre part,

d'aprés la propriété P, des applications de type P I'*(D(I‘)) est compacte
o~/
dans (f o(Vgsv‘)g selon & , ultrafiltre plus fin que ¢ , on a :

(3.2) -~ lim _, faible u = ué& Br
Enef ]

(3.3) - lim __ r* — dans ofo(v‘g‘-l’} existe, et appartient 3 Px(i‘:(I‘)).
Ené ] un

Formons Y = (AunwAu, Pur'”u (unwu))

e

\/Ené. ® avec u€ E s on a, d'aprés i/ de la propriété P3 des applications de

type P :
r - —u)) =
un~=u(un u) € g et donc (Aun”run~u(un u) =0
d'oli YE €% avecu<E_on a :
n n
Y = =(Au, T (u -u)) = “(I‘* Au, u_-u) |
n ’ u -un u -u > "n

En utilisant, maintenant (3.2) et (3.3), on obtient :

lim Yn =0
E € ¢
n
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D'aprés l'hypoth&se A-paramonotome, on a ¢ 5(||“n““||) Y, ~ou €A
° N - o o
et, par sulte, u  converge fortement vers u selon ¢ . A étant demi continu,
P - . ~s
on en déduit que Aun converge faiblement sclon ¢ vers Au, et comme, par

ailleurs Aun converge faiblement vers G, on obtient Au = O.
Unicité : Soit u; et u, deux solutions distinctes, on a :
6(||u1.u2||) §-(Aul“Auz,Fulmuz(ulwuz)) = 0 =P u; = u,
g.e.d.
" REMARQUES -

-~ Dans le cas A quasi-paramonotone, la difficulté est d'obtenir
le résultat en dimension finie : Cf. Browder [?Q], pour un résultat de ce
type dans le cas particulier de l'exemple 4, avec un raisonnement par

homotopie, et degré topologigue.

- Le Th3oréme 15 est applicable dans les cas ol 1l'on n'a pas plus

de renseignements que les hypothéses faites dans les exemples 4 et 5 du § 1,
et ol il est par conséquent difficile d'associer @ T , une notion de diago-

nalité, notion qui va jouer um role essentiel dans la suite.

I11.2 - PERTURBATION D'UN OPERATEUR (EVENTUELLEMENT HULTIVOGUE), 'CHUTONE
MAXIVAL, STAGOMAL, PAR Ul OPERATEUR (QUASI)PARAMONOTOME.

Iére Méthode -

Rappelons tout d'abord deux résultats classiques :
THEOREME 17 ~ (Rockafellar [48])

Soit U un espace de Banach réflexif, et saient T,etT, deux
opérateurs monotones maximaux de ) dans U’ st :

o
D(Tl,)/\ D(Tz) Z0 alors T, + T2 est maximal monotone.

1

LEMME 18 - (Debrunner et Flor [15])

Soit E un espace de dimension finie, et X un convexe compact de E.
Soit ¢ une application continue de X dans E', et G un graphe mo-
notone de X x BE'. Alors 21l extste u&eX, tel que :

(6 (u) + w, v=u) 2 O V{v,w}€ G



- 52 -

Hous pouvons énoncer le 3

THEOREME 19 -

Soit "\ un espace de Banach, réflexif diagonalement compatible
avee T , application de type P.

Sott M un graphe maximal, monotone, diagonal de domaine D(M).
- tel que D?M) # 0.
On suppose que D(T) = D(H) © D(M).,

Soit A une application quasi-paramonotone, demi-continue de D( M)
dans U,
On suppose de plus qu'il existe uOED(M), tel que :
(Av+i, T v=u,)
vy O
=+
Holl

[e ]

im
Hol |+ o

Alors V' ferr' , Jué&D(M) tel que : FE€AutMu (surjectivité).

Si A est paramonotone, alors u est unique.

Nous utiliserons le :

LEMME 20 -

Soit B un opérateur (éventuecllement multivoque) maximal, monotone
de WV dans U *. .

On suppose que 0€D(B).

JE dtant l'injection canonique d'wn sous=—espace E de Vs dans U~'

d'adjointe Jg Alors J""E B Jy, est maximal monotone de E dans E', dual de E.

H,

DEMONSTRATION -

Supposons que J; B JE ne soit pas maximal monotone, il existerait

: *x
alors un &lément u €E' et uek tels que {u*,u}¢ graphe de J; B J, et que :

(3.4) (F-3F 2 I v, wv) 20 YVED(BIAE

i

En tenant compte du fait que JE oY JF v=0 VYVEE, on peut réécrire

E
{3.4) sous ls forme :

(u*9 u-v) = (Bv + 9¥_ v, u-v) 2 0 VvéD(B)/\E,

E
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S . P . . a

ot u@E" est donc une fonctionnelle linZaire continue sur E, qui peut &tre

prolongée 3 “\F tcut entier par le théoréme de Hahn-Banach, avec conservation
. % ¢ s

de la norme, soit W& U~' 1le prolongement obtenu, qui vérifie :

* %X % .
u = JE U, pulsque :

Ywee (Fw) = @),

On en déduit que :
('t‘;'* “ By = W LVs u-v) > O

0

_or, par hypoth&sc O&D(B) 5 E, et rous pouvons appliquer le théoréme do
Rockafellar donc : B + a\yE ast maximal mcnotone ; d'od {'\d*,u}e_. graphe
de B + Wyo clest-a-dire Wr€E Bu + ¥ gu ofi u€E. D'ol :

ok XX * -
JEu =u€Ed BJEu+Ju3‘PEJEu J

contrairement & 1'hypothése Jg BJ

*

. B JEu
g non maximal.

g.e.d.

DEMONSTRATION DU THEOREME 19 -

C
Par unc translation convenablec, on se raméne au cas ol O€D(M).

Par hypothése )/ est diagonalement compatible avec T : appelons Bn la boule

de rayon n, assocife & la norme correspondante sur ], diagonalement compa-

tible avec T.

Soit E, € & , que nous choisissons tel que u_c E,. Soit M =M+ V¥,
i 0= "1 n Bn
(ot B‘YX note 1la sous différentielle de la fonction indicatrice du convexe X)
o
comme CE€D(M) B, d'aprés le Théoréme 17 (de Rockafellar) Mp est un opérateur

maximal meonotone.

Si d'autre part, ¢ {v) = J?f J.‘;A Jiv : A étant demi continu
de D(M) dans V"', @& (v) est continue de D(M) A~ By f\Ei dans E', d'ol, par

le lemme 18 (dec Debrunner et Flor) : umie B(M A Bn /\Ei tel que :
g *
(3.5) (f“Aun,i) + MnJiv’ v«un’i) 2 0 Vve D(Ji MnJi)

. * - o
od D(Ji Mn Ji) = ‘)(M)/\Bnr\ﬁ‘i
o) o)
Comme O€D(Mﬂ)c D?M)/\Bn, et puisque Mn est maximal, d'aprés le lemme 19,

* .
Ji Mn Ji est maximal monotone.

Dicd (3.5) implique que ¢

% A * v . G2 s .
{Ji<f A‘Am]._)9 un,i}é:' graphe de Ji MnJi. ce qui s'écrit encore :
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% *
(3. . (£- . . ) . . . .
(3.6) Jl(f Aun,l)e Jl Mn .Jlun91 et unslg‘D(M);’\Bn /\El

o . . ‘ ) -
u encore, il existe Xy E M(unsl) et n, .€ ¥ (un’l) tels que
n,i n,i n
i X + J?n n + 3 A, -3% =0
i % . u . n,i i
1 Nyl

Pour n assez grand ¥y (uo) = 0 (quand u, est intérieur a Bn).
n

Puisque Bn est diagonalement compatible avec I' , d'aprés la propo-
sition 7, ¥, est opérateur mcnotone diagonal par rapport 4 I' , diod
en particulier,npour n assez grand :

( -

(n s T o (u .mu)) 2 0

Uy Yy 7Y meio

a - . . ) . s
et par comnséquent, en utilisant le fait que uoéaEl, et i/ de la propriété P3

des applications de type P.

+, ., T .=
(Xu . Aun,l’ u ., un,l uo)
n,i n,i
£
1IN )
n,i
+ + r -
(Xu Au ,1 " .u .-m (un,l uo) (£,T (u .-
n,i n,i n,i o .~u_ " n,i o
n,i
=
[l ¢ 1] o, ;11
Supposons que llun ill + © , alors, par hypothése, le premier membre *+ +«,
9
mais, du fait que, par la propriété Pl des applications de type P, et le
théoréme de la borne uniforme llrvtl est unifcormément borné, le dernier
membre est bornd, d'ol la contradiction, et donc Ilun illest borné; et par
?

compacité on peut extraire une sous suite, enccre appelée u ; convergeant

PR, * .
dans E, vers un &lément u,. J £-J7A u_ | converge dane E] vers J.f»J?Au..
i i i" Y17 Tn,i i i” it

Du fait que uog reste dans un borné de Ei : pour n assez grand

b
BWBn . 0. Alors M.n ‘n,i = M un,i ; aussi pour n assez grand, (3.6)
écri

’
'derit

S
I (f-tu e M, u
1 DyL 1

s i n,i

o
oli, par hypothése, M est maximal monotone, et 0€D(M) , donc, par le lemme 19,

x . o . -
Ji M Ji est maximal monotone, donc, propriété classique des opérateurs

monotones maximaux : son graphe est fermé. On en déduit :

* *x
(3.7) J:.L(f:--zimi)e-,Ji M Ji u,

Nous avons obtenu le résultat souhaité en dimension finie.
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- Obtention du résultat dans \J -

Estimation a priori :

VEfQ mmc%ﬁEfcmaz

(Bugtxy oTy oy (93700 (BT (uymu.)
i 1 o < i 0
1 gl [T, 1]

ou X, é,Mu:.L ; et on conclut comme précédemment, dans le cas des estimations
s . .
3 priori pour Ilun9i||.
. 4
Puisque V™ est réflexif, selon ? , ultrafiltre plus fin que ® :
(3.8) - y; converge faiblement vers u.
(3.9) - d'aprés la propriété de compacité P,, des applications de type P
*
VE€Y : lin dansj ('}/"Qﬁ)de r* =T
1 o~ Y u.™u, u,
Efé¢ 1 7] 1
* .
- TE,
odr €1 (@
i
JE., E.e % CE.CE
Egs Bi€ avec u,, u€E,CE,
Formons : (avec Xu_.ﬁ Mui 3 )Qljé,Muj)
4

%
Y. .= ((Aui Xy, Jif) (Auj +x Uy £),T u

i,] -u, (ui—uj))

i i 73
= ((Aui+x ui*'f9 I‘uimuj (ui--uj ))

Cette derniére &galité &tant obtenue, en utilisant 1'équation (3.7) dans Ej’

et i/ de la propriété P, des applications de typc P.

On a ancore :
. = .+ .1 .U,
Yisj (r§i°“j(Au1 X ug f), uy uj)
En utilisant (3.8) et (3.9), on obtient :
. * :
1 = = = .= ~fyl 2 =
11?&; Yi,j (ri.(Aui+X u, Ji B), ug u) (Aul X ug fy u.(ul u)) = 0
Ejeé 1 1
la derniére &galité étant obtenue en utilisant le fait que uEEi, et i/ de

la propriété P3 des applications de type P.

Par ailleurs, puisque A est quasi-paramonotone par rapport 3 T ,
et M monotone diagonal :

Yi,j > 8| uimuﬂ‘ )"'(C“i'C“j’ruivuj(“i'“j))!
D'oll, en utilisant la semi-continuité inférieure de la norme pour la topologie

faible, et le fait que lfopérateur C est compact :



02 8(||u;~ul]) - (Cui'cu’rui(ui—u))

o~
°

et, en passant a4 la limite dans cette derniére inégalité, pour Ei & 9
Cui converge fortement vers Cu, et Fu (ui—u) reste borné dans /.
D'old : lim S(llui~u!|) =0

E.& %

i
. ~

et puisque &€ A ; selon @ u; converge fortement vers u.

D'oli, A &tant demi continu, Aui converge faiblement vers Au, et

X u; converge faiblement vers f-Au.

Par une propriétd classique de ferumeture du graphe d'un opérateur
monotone maximal (Cf. Browder [1?3, lemme 14), on obtient que X € M(u),
d'oi f€ Au + Mu.

Unicité ~ On suppose A paramonotones
r Soit deux solutions u; et u, distianctes, on aurait .

pour xu, & Mui et xuzeM(uz).

1

-

1) (Ilul—uil ) § (Au1+x ut-f - Au2“xu2“f, Tu muz(ul-uz)) =0

ol =
d’ot u,=u,. q.e.d.

REMARQUE -

o)
L'hypothdse D(M) # @ est assez restrictive enm particulier, il
semble difficile d'appliquer ce résultat 3 des problémes abstraits d’&volu-

tion.
Par contre, on peut appliquer le Thécréme 19 3 certaines . inéqua-

tions stationnaires, comportant de plus des foncticns convexes semi-

continues inférieurement, de domaine d'intérieur non vide, et convenablement

"diagonales'.

2éme METHODE -

(Par passage & "l'équation intégrale®).

Le rGle joué dans la premiére méthode par le lemme d§ Debrunner
et Flor peut &tre tenu ici, par un résultat de Browder que nous

énongons ici, sous une forme simplifiée.
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LEMME 21 -

Sotent E un espace de dimension finie, X un convexe compact de
E, [,7% une application continue de X dans E.

Alors, pour tout fEE', 1l existe u€X, tel que :

(f -Dgu, veu) s 0 Vvex

Soit 7/ ,1A4/ deux espaces de Banach, ‘W &tant réflexif.
Soit /' le dual de U/, et Y} "' le dual de Q) , avec les inclusions :
’
MCU"C V= 1A, les injections &tant continues, et chaque espace &tant
dense dans le suivant.

Soit || “’2]" (respectivement || ”’M/') la norme de U/ (resp UM )
et || H#j" (resp. || Hzl!f’) la norme de 7)"% (resp. UL/ ").

THEOREME 22 -
Soit T une application de type P, relativement a W,

Soit X un convexe faiblement compact de U/, diagonalement compa-
tible avee T , avee D(T) = X 8 X.

Soit A = A1+L ou :

- Al est un opérateur demi continu de X, muni de la topologie

induite par ), dans ', paramonotone relativement d ), e'est~a-dire :
38€ A avee :

(A = A, T, (u=)) 3 éfllu-vlqu») Vu,vex

- C 28t un opérateur compact de W dans U/ ' (donc A vérifie

une pfopmlété du type quasi-paramonotonic).

- Soit M un opérateur. monotone, diagonal par rapport a T ,
hemicontinu de X dans U7,

Alors, VfFeW: Juckx, tel que :
- (Au+ My~ f, vvu) 0 Vvex

- u est unique st A est paramonotone.
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DEMONSTRATION =

Par une translation convenable, on se raméne au cas oi 0€X,
Soit Bu = Au + Mu - £.

Du fait que A1 est demi continu de X, muni de la topologie in-
duite par )", dans /77, que C est compact de U/ dans{}', et que ¥
est monotone hemicontinue de X dansA/ ', B est continu sur les traces

sur X,CUW), des espaces de dimension finie.

Soit Ene ® (¢ a &té introduit dans la propriété,P3,des.appliw
cations de type P, Cf. définition 1), par le lemme 20 E]unéiﬁn, tel que @

(3.10) - (Bu, v-u) 0 VVEE X

Puisque X est faiblement compact, PX(D(P)) est compact dans
QZ?GCLU",lkr'), et que C est compact de U/ dans Y/}, selon un ultrafiltre

7, plus fin que ¢ .

(3.11) - u comverge faiblement vers u -dans AL
(3.12) - Tﬁ -y BU, converge fortement vers P:Bu dans W'
n
(3.13) =~ Cu_ converge fortement vers Cu dans Y7,
VE e®  avec u€E_, formons :
n- - n’
Y = (Bu, - Bu, Pun-u (un—u))

Par (3.10), et le fait que X est diagonalement compatible avec T , on a :

(Bu_, runmu (u-uw) s O.

. *
i/ Yn g = (Bu, Tu —u (un-u)) = (PunmuBu, u u)

En utilisant 1'hypothése de quasi~paramonotonie de A, et le fait

que M est monotcnc diagonal par rapport & I , on obtient :

u n

i,

i1/ 8 (|lu-ul] ) - lcu~co, T _ (w-u)] @ ¥

- s s A~/
Passons & la limite, selon g @
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~ En utilisant (3.11), (3.12), on obtient :

lim - (rﬁ _, Bu, u-w) =0
Ene%’ n n

- D'aprés (3.13), et le théoréme de la borne uniforme appliqué

a |r. _|| , et 3 ||u_-ul| , ona:
U8 (WU n W
Eié?%l ](Cun =~ Cu, run_u (un-u))l =90

D'oli, en tenant compte des inégalités i/ et -ii/
lim_, G(I‘un—ui! ) =0
Ené ]

) s
et, comme §&€ A, seclon ¢, u converge fortement vers u dans “U".

A, est demi continue de X, muni de la topologie induite par

") , dans V', d'ol : selon ’5', Al u , converge faiblement vers Alu
dans Y~ '.

Par suite, en tenant compte de 1'inclusion U 'C ‘W', Av_
converge faiblement vers Au dans 1.
En prenant v = u dans (3.10), on obtient :
(Bun, unwu) s C
! - S B N y - < P - -
Clest-a-dire : (Mu , u, u) € (Alun’ u u) + (Cun £, u u)
ol 1'on 2 :

-~ lim (Aju_ , u~-u) =0
Enﬁi G{ 1™’

car u_ converge fortement vers u dans /7, et Alun converge faiblement

vers Au dans1/)"', et reste donc borné dans U ',
~ lim, (Cu = £, u~u) =0 ,'
n n
o]
En€

'Y i
car, selon ¢, Cun~f converge fortement vers Cu-f dans W™, et un-u

converge faiblement vers O, dans A) .
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lim Sup (Mu_, u -u) g O
Enef3 noon

M étant monotone, hemicontinu, est pseudo mcnotone, on a donc :

(Mu, u=v) £ 1lim inf (Mun, un~v)

Ee?d
n
or, Yvex, et VE € T, tel que  ve&E
5 5 n ’ q By
on a :
(ME,Vﬂ%)S Mﬂ;f,Vﬂ%)
D'ol
-(Mu, v-u) s }ima§up (Aun - £, v—un)
E €0
n
= (Au - £, v-u)
Unicité -

Soit ups U, deux sclutions distinctes du probléme considéré.

Du fait que X est diagonalement compatible avec T, on obtieat :

- (Bu19 ruz_ul(uz-ul)) 5 O

+ - 3
(Bu29 Fu - (u2 ul)) C
2 71
En ajoutant membre & membre ces deux inégalité@s, du fait que A
est paramonotone, par rapport a 1/7, et M est monotcne diagonale par

°

rapport &4 I , on a :

6(||u2-u1]| ) & (Buy=Buj, I _  (u,~u))) & 0

2 1
VA e =
D'od : u2 u1
g.e.d.
REMARQUE -

L'hypothése A, paramonotone est inutile, pour obtenir 1l'existen-
ce, si l'injection de“l) dans M}~ est compacte, on obtient alprs directe-

ment la convergence forte de u_ dans U~ .
n
Dans la suite du §3.2, on fera U =W/, mais nous reprendrons

le cas ) # (s pour traiter de la méthode de régularisation elliptique.
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COROLLAIRE 23 -

Sotent U un espace de Banach réflexif, et XC /g" > un convexe
faiblement compact, et d'intéricur non vide, tecl que 0&X.

Soit T une application de type P, telle que D(F) =X 6 X.
On suppose X diagonalement compatible avec T .

Soit A un opérateur, demi continu de X, munt de la topologie induite
par 1/, dans U)"7, quasi-paramonotone, rclativement 4 T.

Soit M un opérateur monotone, diagonal, par rapport & T , hemi~
continu de X dans )7, et tel que M(0) = 0. S
On suppose de plus qu'il existe u,€X, tel que :
(Au + Mu, I‘u_uo(u-uo)) > 0 Vu €3x
0
ol 33X est la frontiére de X. Alors il existe ue X, tel que :
Au + My = 0

ST A est para~monotone, alors la solution u ¢st unique.

DEMONSTRATION -

Fuisque X est faiblement compact, d'aprés le Thforéme 22, il existe
u€ X, tel que :
(3.12) - {(Au + Mu, v-u) £ O \7’v€§{.

D'oili, puisque X est diagonalement compatible avec T , application
de type P :
- (Au+ys, T (uw)) s O Vvex
Par suite, premant v = uo,oon obtient s
. (Au + Mu, ru~uo(“'“o)) 0
Donc ue X, ¢'ol :

Au + Mu = 0

Unicité -

Se vérifie comme au Théoréme 19.

THEOREME 24 - )
Sott VU~ un espace de Banach réflexifs diagonalement compatible

avee T , application de type P. On suppose de plus qu'il existe wn opérateur
de dualité J (monotone, hemicontinu, univoque, puisque \J est réflexif), de

- sur ), diagonal par rvapport 4 T .
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= Soit A un opérateur borné, demi-continu, de U dans /', quaei-
paramonotone, par ropport 4 T .

= Soit X un opératewr, hemicontinu de ' dans U, monotone dia-
gonal par rapport d I‘x, tel que K(0) = 0.
On suppose que pour tout u_& U~

(Au, u_uo(u—uo)

] oo TTal :+

alors I étant 1'identité dans ), I + KA est surjectif. Si de plus A est
_ paramonotone, alors I + KA est bijectif de -/~ sur UV .

o]

REMARQUE -
La condition de paracoercivité que nous tutilisones ici est meins
générale que celle utilisée précédemment {ou il suffisait qu‘il existe

u uaEQf‘tel qUCeee. @ECeba).

On peut par exemple obtenir la condition ci-dessus dans le
cas suivant :

Soit C un opérateur cowpact de U dans YU ', tel que :

' *
]ﬁlﬁl || Cﬁ = 0 (prendre per exemple Cu = ul/2 dans un &space
ujf*r
().

Soit A vérifiant la condltlon de quasi-paramonctonie :

(Au- Avgr (uwv)) > a||u°v|| - |(Cu~C«,ru_v(U“v))|

Soit g tel que 0 < B <a

Vuoe von oa:

(Au, (uwu )) u-u, 2 kl lcul I ’ |U"UOJ_1
S @ - o Unsle eSS | a2

) ICu 5T e (u—uo)l +|(Au09ru~uo(uﬂuo)'
Hull el
ot k = sup Iiru—u || qui existe par le Théoréme de la borne uniforme.
Tous les termes du second membre sont bornés, & l'exception du premier
qui tend vers +o, quand ||u||+> + « .
REMARQUE -

. ! .
Les hypoth&ses 71/ est un espaces de Banech diagonalement compati-
ble avec T, et, il existe un opérateur de dualité J monotone, diagonal,

par rapport a8 ', sont probablement lides :
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La premiére implique l'existence d'un '"opérateur de dualité

multivoque", monotone diagonal, peut-on 3 partir de 13, comstruire un

opérateur de dualité univoque monotone diagonal ?

EXEMPLE -

Nous nous replagons dans le cadre de l'exemple 2 et de la proposi-
tion 10, dont nous reprenons les notations :

V=9 Vi oﬁ/U; est un espace de Banach réflexif Vi=1,....r
i=l,.0.,1

Nous savons, d'aprés la propositicn 10, que/V'ést diagonalement

compatible avec liapplication T , construite dans 1'exemple 2.

Les espacesﬂ]; étant réflexifs, il existe des opérateurs de
dualité J. de?j; dans?j;.
Soit J l'opérateur de dualité deq]‘dansQ}w associé aux Ji par :
(Ju,v) = { (J.u,,Vv.),
PRRTRE 2 M A
J est bien un opérateur de dualité :
r 2 2
Quu) = T Gqueu) = a7 = ||y
1=1 i=1
Formons @
Ju = J - = (J.u.~J.v. .~v.) 20
(Ju v,rw(u v)) ( Ju3 JVJ, u:J vJ)
Vu,v€l", Ww &D(T).

donc cet opdrateur de dualité J est bien diagonal par rapport & r.

LEMME 25 -

Soit M un opérateur (éventuellement multivoque), de 7y~ dans U™’
monotone diagonal, par rapport @ T , et admettant wun inverse M 1 uni-
voque, alors M°L est monotone diagonal par rapport 4 ™ ¢ Cf. Définition 4).

DEMONSTRATION -~

Par hypothése M est monotcnme diagonal par rapport a T, c'est-a~

dire :
@1 (e=v))20  Yu,veDn@, uFe M(u), viEMKV), et YweD(r).
Puisque M est inversible, le premier membre de cette inégalitéls'écrit :
(% e o el = ot R T ) 2 o
Vu*,vxé"U’ Vwen(r).

- . . %
Donc M 1 est bien monotone diagonal par rapport & 1 .

q.g.da
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Démonstration du Théoréme 24 -

Soit J* = J“1 inverse de 1'opérateur de dualité de "V dans "),
J* est un opérateur de dualité de “|f' dans /", monotone diagonal par rap--

-

port & r*, d'aprés le lemme 25.
. . *
Soit ke = K+¢J

Ke , comme somme de deux opérateurs, monotones, hemicontinus, diagonaux
- * - . . - o - -
par rapport & I *, vérifie également ces propriétés.

On sait (Cf. Bﬂ, Corollaire 19) que Kzl existe, est monotone,

borné, demi-continu, de /" dans ', et, d'aprés le lemme 25, 'K;1 est

monotone diagonal par rapport 3 T .

Soit f €Y, vous voulons résoudre 1l'équation : u + KAu = £,

Nous considérons 1'équation perturbée :
(3.14) u + KAu = f,
€ € €
et, comme K(0) : K;1(O) = 0, et donc (3.14) est é&quivalent 3 :
~1
(3.15) K (ue £) + Aue =0
Soit w, = U =-f, et T(we ) = A( w£+ f)
(3.15) s'écrit :
-1
(3.16) Kt (we) + T(we) =0
Du fait que ‘1) est diagonalement compatible aveec T , il

existe une boule uniié Bl’ associée 3 une norme ¢ sur 7/, strictement

équivalente a || || N telle que By soit diagonalement compatible avec T

I1 en va de méme pour toute boule Bp, homothétique & Bl’ de
rayon p .

-

En utilisant la propriété dc para-coercivité de A, on obtient :

(T, 0w ))

woe/!f lim = 4

ol | = Hwll
ot 1'on choisit w, = 0 (c'est~a-dire u, = f). En utilisant le fait que
K;1 est monotone diagonale, par rapport & I'; et que K;I(O) =0, on a :

-1
(K " (w)+Tw,T w) {Tw, I w)
lim = ~ 2 lim e e

o] [++ « o] o] [+ = ol

Donc, il existe une boule Bp, indépendantz de € , pour p assez grand, telle

que :
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(E{:’(w) + T(u),Tw) >0 VwéaBp (frontiére de B)

Nous sommes dans les conditions dfapplication du Corollaire 23,

nous savons donc qu'il existe weéBp sclution de (3.16), donc ug
solution de (3.14).
Bp est un borné de Y, indépendant de € , donc W_ , et par

suite u,  restent dans un borné de /7 quand € * 0.

~

Passage 3 la limite -

u_ étant borné, A &tant un opérateur borné de ~J” dans V',
J"“Au8 est borné dans “1/, et, par suite, €JAu, * O dans ) fort,

quand € * Q.

D'ol, d'aprés (3.14), u_ + KAu, - £ * O dans A" fort quand

€
€ > 00

- En utilisant la réflexivité de 7}/, la propriété de compacité

P1 de T , application de type P, et le fait que Au. reste dans un borné

de |/ ', on met en &vidence un ultrafiltre U, plus fin que le filtre des

. s +
voisinages de O dans R , tel que :

(3.17) lim u, = u dans VU~ faible
e, W 1
1

(3.18) lim Au, = g dans V' faible
- 7
€1L-:.'L\_ 1

3 1 c 5 = T
Soit e, elévL et notanas I‘E29€ S
L5 5

(3.19) lim I, o = I'.  dans éfc AN

ol I‘e & T (B(I)) compact de < o U, .
2
Formons :
Y = (Au_=Au_, T ((u. +KAu_ ~f)-(u_. +KAu_ -£f))
€€ €, &7 €:f € €, & &

En utilisant (3.17), (3.18), (3.19), et le fait que :

lim u + KAu -f = 0 dans U fort, on obtient : r
€ 1@7{, 1 1

Y = lim Y = (Au_ ~g,I'_ (u _ +KAu_ -f)
2 e €U 27 €2 f2 %2 %2

Nous pouvons écrire également Ye sous la forme :

1°%2



- 106 -
*
Y = (Au_ -Au T (u. ~u. ))+(KAu. -KAu. ,T (Au ~Au_ ))
€926 €y &7 B % €y F1legee gy e

et, comme K est diagonal par rapport a T *, et A quasi-~paramonotone par

rapport 3 I' ; on obtient :

- - - T -
Vegrey % SUIue ue 1D -lcou, —cuc oTe ¢ (o u€1>>l

En utilisant le fait que C est compact, ainsi que (3.17), (3.19), et la
semi continuité inférieure de la norme, pour la topclogie faible, on

obtient :

Y€2 > 6(||u€2-u||) - I(Cuez-Cu, Fez(uezﬂuln

Or :
x
¥, I Hase sl ¥117 1111w + ing- .
Par le théoréme de la borne uniforme ||r€ || est uniformément
borné, HAue - g||* également puisque u. est borné2 dans’l/”, et que
2 2
A est un opérateur borné.
Comme lim |lu€ + Kau, -f|| = 0, on en déduit :
€ 2674, 2 2
lim Y =0.
e,e W &

Par ailleurs, comme C est compact, on obtient :

lim (Cu. -=Cu, T (ug ~u))| =0
ezél@ | e2 ’ e2 2 ‘
D'ol lim sCllu-~ull) =0
dm sdly,

€
et conme s§€ A , selon 1'ultrafilere U :

- u_ converge fortement vers u dans .

- A &tant demi-continu, Au_, converge faiblement vers Au.

- Kau, = f- u, - eJAug  converge fortement vers f-u.
D'old elég%c (RKaug ; Aug ) = (f~u, Au)
Mais, K &tant monotone hemicontinue, est de type M, selon Brézis ([3],
[4]), donc, d'aprés la propriété de définition des applications'de type M,
on obtient

KAu = f-u et u + KAu = f.
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Unicité -

On suppose A paramonotone, et soient Uy et u, deux solutions
distinctes de u + KAu = £,
On aurait :

u1 + KAul = u2 + KAuZ.

= - - x . =
Qu encore ¢ Z = (u1 u, + KAul hAuz, I‘u1__u2(u1 uz)) 0
Or :
w— =n - 4 - * -
7 = (Au1 Auz, Ful_uz(ul uz)) + (I\Au1 KAu29 Tul_uz(Aul Auz))

En utilisant les hypothéses : A-paramonotone, et K-monotone

~

. * .
diagonal par rappcrt a8 T, on obtilent :

0=23% § (Huz"ulH) m“?uz = ul
gq.e.d.

THEOREME 26 -

Soit Y~ un espace de Banach réflexif, diagonalement compatible
avee s application de type P. On suppose de plus qu'il existe un opéra-
teur de dualité J de U/ sur )4~ ', diagonal par rapport ¢ T .

- Soit A un opérateur borné, demi-continu, de U dans U', quasi-
paramonotone, par rapport a T .

- On suppose que  Vu g v :

(Au, T

uuuo(u-uo))

1im = 4 ©
] = ]|
Sott M un graphe monotone, maximal, diagonal par rapport & T .
Alors A + M est surjectif, au sens que : Y fe )’ Jue UV s

tel que f€ Au + Mu.

Si de plus A est paramonotone, alors u est unique.

DEMONSTRATION -

Par une translation convenable dans U/, on se raméne, au cas ol

0€D(M), et ensuite par une deuxiéme translation dans /' cette fois,
on se raméne 4 M(0) = 0.

Considércns maintenant 1'é@quation perturbée :
(3.20) fe A\ +M u, + Aux

ot J est 1'opérateur de dualité, diagonal par rapport &2 T
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Puisque M est un graphe monotone maximal, on sait (Cf. Rockafellar
Eas] ) que (A J + M)‘“1 @st un opérateur wonotone univoque, demi continue
de 7y' dans U7 . Donc (3.20) est &quivalente & :

uy + (A +M)°1 (Auy, - £) = 0

Soit Bu = Au - f.
-~ B est un opérateur quasi-paramonctone par rapport 34 I , qui
vérifie la méme condition de para-coercivité que A.
- J et M sont diagonaux par rapport & T , donc, d'aprés le
lemme 25 (A J + M)“l est diagonal par rapport 8 T *, et (AJ + M)_l(o) = Q,
Nous sommes donc dans les conditions d'application du théoreéme 24,

d'oli 1'existence de u, solution de (3.20).

Estimations i priori -

On peut écrire (3.20) sous la forme :

= )a € Mu, tel que :

Au | + Xa + A‘hll -f=0

A
En utilisant les propriétés suivantes
- M + AJ est monotone diagonal par rapport a I .
-0+ 2J) (0)

on c¢btient :

(Aul 5 I‘u)\ u)\ ) (AU;\ + X)\ + )\-Juxs ru)\u)\) (£, I‘u)\u)\)
g =
l'ux“ I‘ux|l “ux“
8i, quand A+ 0O, Iiuxll > ® , on constate que le secoud

membre de 1'inégalité ci-dessus reste borné car :

L A I TN

od k = sup |lru || qui existe par la propriété P1 des applications de
A A

type P, et le Théoréme de la borne uniforme.

D'oli, en utilisant 1'hypoth@se de paraccercivité : |l u,y I! est

borné indépendamment de A .
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Passage 3 la limite -

Lorsque A + O, u, étant borng, kJuA converge fortement vers O

A
dans VY, et par suite :

(3.21) Auy®  + Xy - f > O dans - ' fort.

En utilisant la réflexivité de “U, et la prepriété P, des applica-
tions de type P, on met en évidence l'existence d'un ultrafiltre U, plus

fin que le filtre des voisinages de O dans R+9 tel que :

(3.22) lim uy, =u dans 71" faible
AELL A
Soit ) 1,1 2&?4, posons PA 1sl L ruA -U;
1 L
(3.23) lim I"‘7~ \ r’; dans & (VU
xze% 1272 1 o

ol Pﬁ & T *(D(P)), qui, par hypothé&se est un compact
1

e &L (UM,
Soit Al’ Azﬁﬁ&i , formons :

Y =(r® _ ((au. + x. ~E)-(Au, + x. =£)), uy ~-uy )
Aoy AT N Ty ) Mo

En utilisant (3.21), (3.22), (3.23), cn obtient que :

(3-24) Y. = lim Y)\ A = (Auk’t" X

-f£, I, (u, -u))
Moo % 1 M A

On peut ré&écrire Yxl AZ sous la forme

Y = (Au, -Av, ,T (uy =uy D) + (Xp =Xy »7T (uy =uy )
SRR u>‘1 PR >‘1 A2 }‘1 )‘2 Al’)‘z A A2

En utilisant les hypothéses :
- A quasi-paramonotone.
- M, monotone diagonal par rapport 3 T .

On cbtient 3

Y,y %6 (IluA1°uA2H) - l(Cull—CuA

,T (u, -u N}
1229 Aot A

2 2 1
On utilise ici s
- la semi continuité infériecure de la norme pour la topologie faible

(3.22), (3.23), et 1'hypothése C, compacte, d'ot 1l'on déduit :
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Y., 2 &(||lu, ~ul]D - [{Cu, -Cu,T, (u, -~u)
A Xl Xl A 1 A 1 '

1
or §i§7QL Ykl = 0, par (3.21), (3.24) et le fait que
llrg (uy - || gk llux -ul| ouk = sup llfk || qui existe par le
1 1 1 Xl L

Théoréme de la borne uniforme, et la propriété Pz, des applications de

type F.

_ D'autre part :

*
Z, = |(cu, ~Cu, Ty (u, —w) g |lou, -cult. & |luy ~ull.
M M MM M M

Comme C est compact :

lim llCu - Cu lI* =0

lleuy M
d'od lim Z, = 0

A e 1

et par suite, lim = ¢ (Huk -ull) =0, et comme $€8 , selonll
A& 1

ua.converge fortement vers u.

A é&tant demi continu on & :

lim Au, = Au dans U/ ' faible

AU N
1
Par suite lim Xy, =(f ~ Au) dans 1~ ¢ faible ; or, par une proprié&té
Xfi?i, 1

-

classique de fermeture des opérateurs multivoques monotones maximaux
(C£. Browder ﬂl], lemme ), on obtient que la convergence forte de
—p—p———— o

u)‘1 vers u, et la convergence faible de Xy vers f-Au, implique :

f - Au € M(u), ou encore :

-

f€ Au + Mu, et u est solution du probléme comsidéré.

Unicité -
Nous renvoyons, pour la démonstration de 1'unicité, en supposant

d%,paramonotone, au raisonnement du Théoréme 19.
q.e.d.

COROLLAIRE 27 -

Soit Y un espace de Banach diagonalement compatible avee T .
application de type P, 4 valeurs dans les projecteurs. On suppose qu'il
existe un opérateur de dualité J de U~ sur U ', stable par T .
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Sott JQZ un opérateur quasi-paramonotone relativement 4 T, demi
continu et borné de 14 dans U/’

On suppose que : Yu SV
(O%u, Tymup (u=u,))
Zim = 4 o

e [ el

Soit L un opérateur, wiivoque, Llinéaire, de D(L)cV~, dans ).
On suppogse L maximal monotone, et stable par T . Alors ()% + L estsurjectif de
‘/V"A D(L) sur N ', 5% &% @8t paramonotone J?:-f L est une byljectiqn de \J\D(L)
sur /7.
DEMONSTRATION -

On applique le théoréme 26, dans le cas particulier ou L = M est

univoque. q.e.d

Pour les deux corollaires suivants, nous nous plagons dans le
cadre de 1'exemple 2 d'application de type P, de maniére 3 pouvoir appliquer

la proposition 15.

COROLLAIRE 28 -

Soit& wn opérateur demi continu et borné de ‘|J” dans U™'s quaei
paramonotone par rapport & T, application de type P fini, définie lors de
L'exemple 2 § 1.

Soit L un opérateur, univoque; lindaire, stable par T ;

Soit L* 1fadjointe de L.

On suppose que : Vuo(-; v
(%u,ru_uo(u-»uo))

lim = 4 ©
Hul ] + + Haull

Alors , Vie{ ', Qu@l” eolution de

(iv) + @uw) = (£, Yven®

DEMONSTRATION - '
Etant, par hypothéses, dans 1z situation de 1'exemple 2, § 1,
d'application de type P, nous savons, d'aprés la proposition 11, que 7/ est

diagonalement compatible avec T.
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De plus, si J, est un opérateur de dualité de’ka sur YU~ s 1'opé-
rateur J = {Jl""’ Ji""’ Jr} est un opérateur de dualité de 7 sur

AF s stable par T .

Soit L une extension maximale de L, qui existe, d'aprd@s la proposi-
L)
tion 13.
- - . . g .
Soit L* 1'adjointe de L. Par un lemue de Brezis (que nous rappelons

plus loin, Cf. Lemme 41.),‘3* est maximale monotone. Par la proposition 14,

R
i* est &galement stable par T .
Nous pouvons donc appliquer lc théoreme 26 : '3116?)*,'solution de
O%Bu +'ixu = f,
ou encore u vérifie :

(dzu,V) + (u, Tv) = (£,v) VveD()

Donc, en particulier :

Fu,v) + (u, Iv) = (£,v)  Yvend

COROLLAIRE 29 -

)
Soit X un corps comvexe de 1} (f.e. X # #), diagonalement compa-

tible avee T o

Soit O% vérifiant les hypothéses du corollatre 28.

Soit I un opérateur lindaire ou non linéaire, monotone, stable
par T , tel que :
)
DILIAX# ¢

alors, VY FfeV', 71 existe u€X, tel que :

(:D%u, v-u) + (Lv, v-u) ey (fiv-u) Vv @ X.

DEMONSTRATION -

Etant dans la situation de 1'exemple 2, V dest diagonalement

compatible avec T , et il existe J opérateur de dualité, stable par T .

t
Par 1la proposition 14, il existe L, extension maximale de L,

)
stable par [’ . Puisque D(L) oX # @, 3 fortiori :

(e}
D(L).A X # 0.

Soit awx 1a sous—différentielle de la fonction indicatrice de X.
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L+ B‘PX est un opérateur monotone, stable par I , donc diagonal,

par le Théoréme 17 {(de Rockafellar) 1+ WX est maximal.
Par application du Théoréme 26, il existe : u€X ,,\D(i), tel que

£€ Au + Lu + 3¥,(u)
ou encore, tel que ¢

£ - Au - Tued¥y(u).
C'est-a-dire ¢

(f - Au - Lu, v=u) £ 0 Yvex

Mais comme L, extension maximale de L est monotone, on a en particulier :

Yvei(L) (Lv - Lu, v=u) 2 O,
d'ol :
(Au, v-u) + (Lv, v-u) > (f, v-u) ‘q’véD(L)Ax
q.e.d.
38me Méthode -~ La mdthode de régularisation elliptique -

Ncus reprenons les notations considérées i propes du Théoréme 22.

Soit U, U/~ deux espaces de Banach, réflexifs.
Soit 1/ le dual de U; etW' le dual deW/) , avec les inclusions :
V! ke lel A C 'u)"les injections &étant continues, et chaque

espace &tant dense dans le suivant.
Nous &nongons un Corollaire du Théoréme 22.

COROLLAIRE 30 -

On suppose W, diagonalement compatible avee T , plication de
type P, relativement & 1l'espace )™ , avee D(T) = W 6 U

On suppose de plus que T (D(T)) est contenu dans un borné
de & (U,

Sott cft wn opérateur, borné, demi continu de YV dans U7,
quast)paramonotone au sens sutvant : 18 € L, et un opérateur compact
de ) dans U7, soit C tel que :

(CR:u— &V,I’umv(u-v)) % G(Hu—vllv,) - I(Cu-Cv,l"u_v(u'-v))( \#u,vé’“f.

Soit ¥ un opérateur, monotone, diagonal par rapport 3 I', hemi-
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continu de U dans “U)F ',
On fait de plus les hypothéses :
(3.25) M(0) = C

(OOCV, I'vv)‘ )

(3.26) lim + ©
vl
ol =
(3.27) ’U}E%I’PW (Mv,v) = + «
vl bz ol

Y £el”, JuevU , tel que :
9@!.1+Mu= f.

57 de plus d{% est paramonotone, alors u est unique.

DEMONSTRATION -

Puisque U~ est diagonalement compatible avec T , appelons Bl’ la

boule unité correspondante de UJ , diagonalement compatible avec r.

Soit Bn, la boule homothétique de Bl’ de rayon n, qui est &galement

diagonalement compatible avec T .

Bn est faiblement compacte dans /lU, aussi, d'aprés le Théoréme 21 :

Yfey "¢ W ', HuneBn, solution de :

(3.28) --(<%un + Mun - f, v-un)s 0 VvéBn

Puisque Bn est diagonalement compatible avec I , on a :

*(0%11]1 + Mu - £, I‘un(v—un)) §0 Vv éBn

On choisit v = G dans 1'inéquation précédente, d'ol :

(Au,;15 I'u un) + (Mun, Tu un) g (f,ru un)
n n n

M étant monotone diagonale, et telle que M(0) = O, on a :

2 .
(Mun, I‘un u ) 0
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tron (j%un,runun) (f,Punun)
ol : < —0n1

Hulls el

Supposons que +

o 12
Puisque T(D(T)) est inclus, par hypothé&se, dans un borné de

L), et que £€7F ", par 1'inégalité de Schwartz, le second membre reste
borné, donc le premier membre est borné sup@rieurement, donc par (3.26),
Hunl l/U- reste bornd, d'ol la contradictiom, et par suite Hunl l’l/’ est

_borné.

Revenons 3 (3.28), ol nous choisissons v = 0, ce qui s'éerit :

(3.29) (Mun, uw) (t U u) + (£, un)

oli, par hypothése,(?% est borné de 71/ dans U ', et f€YU~', donc, puisque
u, est borné dans ‘})” , le second membre de (3.29) reste bornég, d'oi,
par 1'hypothése (3.27) :

Hun| !,U." Hun| |?/, reste borné, et par suite, Hunl l,w_ est borné.

Donc, pour n_, assez grand, L est intérieur i Bn .

o o
Soit alors v&/ , formons :
(3.30) w(i?%u + Mu - £, v-u) = - -11:- (c7%u + Mu - f, u + t(v-u) -u)
Soit v = u + t (v-u)
. o . - o
Puisque u€ 5, , pour t assez petit - €B, . Donc le second
) o

membre de (3.30) est &£ O, et, par suite, le premier aussi, quelque soit
vea .
D'ol 0%*; + Mu = f.

Voir la démonstration faite pour le Théoréme 19.
q.e.d.
Rappelons le résultat suivant, di & Brezis ([5], cf. [36]

également).

LEMME 31 -
Soit U~ un espace de Banach réflexif, strictement convexe, ainsi

que son dual, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
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~ L e¢st un opérateur lindaire de D(L)C V) dane ), maximal
monotone, 4 domaine dense dane UV .

[

- L est un opérateur linéaire non borné, de domaine D(L)c V", d
valeurs dans 7| )7, L étant fermé, de domaine dense dans ), et tel que :

(Lv,v)x 0 YveD(L), et (L¥v,v)% 0 Vv en(r®).

De plus, lorsque L vérifie l'unc des assertions précédentes,
o . * P . o *
l'adjoint L7 de L, les vérific également.

" REMARQUE -

On sait que I/ étant réflexif, on peut trouver une norme équiva-
lente (strictement) # celle de 7|/ , telle que U~ et U' soient strictement
convexes (Cf. Brezis - Crandall - Pazy [7.]).

THEOREME 32 -

Soit A un cspace de Banach véflexif, de dual 7).
Soit L un opérateur lindaire de D(L), sous espace dense de U7,
a valeurs dans 7V~ ', L étant maximal monotone, et 0€D(L).

on munit D(L) de la norme du graphe, qui en fait un espace de
Banach.

Soit T , une application de type P, & valeurs dans les projecteurs,
relativement auz cspaces <) et D(L), de domaine D(T) = /6 “U~.

On fait de plus les hypothdses do diagonalité :

(3.31) Vet D(L) sont diagonalement compatibles avee T

(3.32) 1'opérateur de dualité J de U sur <) ' est monotone diagonal par
rapport d T .

(3.33) L est stable par T .

Soit (7% un opérateur borné, demi cortinu, de UV~ dans V',
quasi~paramonotone par rapport a4 T , avec 1'hypothése :
((7% Ay )PVV)
(3.34) lim ——e
ol T = %1 o
Alors, Y fecr ', il exiete u€.D(L) solution de :

= ¢ X

(3.35) 07%911 + Lu=f

51 de plus, 07% est paramonotone, alors c]%+ L est une bijection de D(IL)
sur U7,
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DEMONSTRATION - (Comparer 3 [38], p. 316, Cf. aussi [6]).

1/ On approche 1'équation (3.35) par

(3.36) EL* Jnl Lu +Lu +Gu = f
€ € €

Existence de la solution de (3.36) -

D(L) muni de la norme du graphe "VI'IF+ |lLv1|%; est un espace
de Banach réflexif, de dual D(L)', et comme D(L) est dense dans “|/" , on peut

identifier D(L)' & un surespace de /',

Pour u,v€D(L), on pose :

- -1 ! d%

Hs(u,v) = e(J “(Lu),Lv) + (Lu,v) + (Jbu,v)
Soit (ME u,v) = e(Jul(Lu),LV) + (Lu,Vv)
M€ est un opérateur de D(L) dans D(L)'.
Considérons le probléme :
(3.37)  M_u, +k u = £

que nous allons résoudre, par le corollaire 30.

Me est un opérateur borné, hemi continu, et mcnotone de D(L) sur D(L)'.
Vérifions que Me est, de plus, monotone diagonal, par rapport a T,
et, pour cela, nous devons former :

(3.38) M- My, T _(uv)) = e(J"l(Luy«.J“l(Lv),Lrw(u—v))+(L(u-v),rw(u—v))

od LT (u-v) = LT u - LT v, par linéarité.
W w w

En utilisant 1'hypothsse (3.33), L est stable par I' . On a donc
Vwen(r)

'{F: Lu, rwu} ¢ graphe de L, ce qui s'exprime encore par :
Vued@), YweD(T) on a :
r u€D(L), et L(T u) = L
(Dans le cas L, multivoque, que nous ne traitons pas ici, on aurait :
V/xu € Lu, I‘: X & 'L(Pwu)).
Le premier terme du second membre de (3.38) vérifie alors :

e aw - 37wy, 1T () = e @) =0T ) Tih(en))

ol F:L(u-v) = T: Lu - F: Lv, par linéarité ; or par 1'hypothése (3.32),
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J est monotone diagonal, par rapport a I' , donc, d'aprés le lemme 25, J-l est
monotone diagonal, par rapport & F*, et, par suite, le premier terme du se-
cond membre de (3.38) est 2 0, YweDd(D).

Quant au second terme, puisque L est monotone stable, par I' ; L est

monotone diagonal par rapport & [, d'aprés la proposition 12.

Donc :
(L(u=v),T (u=v))> O Ywed(), Yu,veDd(L)

Par suite Me est bien monotone diagonal par rapport a T .

Dans 1'énoncé du corollaire 30, remplacons w par D(L), M par Mﬁ,

le autres &lémecnts de cet énoncé conservant la méme signification que dens

la situation précédente.

Parmi les hypothéses du corollaire 30, il reste a vérifier (3.27)

ou encore, puisque ||v|ly,= [1vllye= Tlvlly gy~ [lvlly= | vl 17
que ¢
lim (Mev, V) =+ ®
v 2> =
ce qui est vrai, puisque J-l opérateur de dualitt de V' sur 1", est coercif,
et que le second terme de (Mev, v) = s(JnlLv, Lv) + (Lv,v) est positif,
puisque L est monotome linéaire. Donc il existe u, € D(L), solution de (3.37)

qui est équivalent & ¢

I(a, v) = (£,v) VveD()
Par suite :
=1
v+ €(J (Lus), Lv) = (f -QQQue = Lug , v)
est continue sur D(L), muni de la topologie induite par U".

Donc Jml(Lue)(E D(L*), et (3.37) équivaut 3 (3.36).

Estimations 3 priori -

On forme :

. . )
Fug T, 00 + G T u) = (5 T, w) |
du fait que 0&D(L), puisque D(L) est un sous espace de N}, et que M,  est

monotone diagonal par rapport & I , on a :

(Me ug Pu u, ) 2 O

€
d'oid : N
(J&ua,Fu )

(3.39) £ w

A

Tocllyr el
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Du fait que T est une application de type P, relativement & U,

par le Théoréme de la borne uniforme |‘Pue|;g(1f;1r) g Cte.

Supposons que |'u€||1¢ + o ., le second membre de (3.39) reste
alors borné, d'ol, par 1'hypothése (3.34) "“ellqrs c, €,> 0

indépendant de € .

Vérifions que LuE reste dans um borné de 7' lorsque € + O.

1

J Lus'é.‘D(Lx), on peut donc écrire :

%1 -1 -

e@i wu), TTHLe)) + Lug, ITHLu)) + G, 37w ))-
= (£, 3T

or, d'aprés le lemme 31 (de Brezis), Lx est > 0.

D'od @ 5
| La, |17 + (a%uc, 7)) s (8, 7))

et, puisque u appartient 3 un borné de U7, et que dﬁS est borné :
* t .
||j%u£||1r gc e et par suite :

Ilékuellzr reste borné quand € + 0.

Passage a la limite en € .

Puisque‘l/ est réflexif, et que L est fermé, D(L), muni de la
norme du graphe est un espace de Banach réflexif, et les estimations 3 priori

obtenues, nous indiquent que u, reste dans un bornd de D(7) quand € + O.

Ep tenant compte 8galement des propriétés Pl et P2 des applica-
tions de type P, nous mettons en &vidence un ultrafiltre q13 , plus fin jue

+
le filtre des voisinages de O dans R , tel que :

(3.40) lim u. =u dans D(L) faible.
eeW

(.4 lm T r_dans & (V7. V)

. = x . T 7 )
(42 lm T =T dans & (UTSUY) -

Pour simplifier les notations nous appellerons :

r =T dans la suite.
3 u_~u

Formons :
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Y = (octue + Lu_ + a* g1

) L, - H-@bu + Lu - 9,7, (o -0 )

Remarquons que :

J%u 4+ Lu - f a un sems, car u¥D(L) etxﬂ% est défini sur Q)’ qui
contient D(L). ¥Kn tenant compte de (3.36),; on a :

(3.43) YE = Gﬂ?u + Lu - f, F€ (ue~u) )

Par aillecurs, on peut réécrire Ye sous la forme :

4?_ () (b)
Ye = (ﬂ»ue =L u, Fs(u€~u)) + (L(uewu), Fe(ue-u))

(c)
-1
+ e(J Lue, LFE(ugmu) )

Y€ = (a) + (b) + (c), dans l'ordre d'Eécriture des termes,

Le terme (c) s'écrit :
(cq) (c9)
-1 1 -1
e(J (Lue) - J “(Lu), LI‘e (u€~u)) + ¢(J "Lu, LI‘8 (ua-u))

o

ou encore, en tenant compte de 1'hypothése (3.33), & savoir L est stable

par T ,.on a:

- x wan’
LFE (ue—u) = Fe L(uS u)
- -
d'ol (cl) = e (J ‘(Lue) - J 1(Lu), F:(LuewLu))

et 2 O
car J &tant monotonc diagomal par rapport &4 T, J-l e¢st monotone diagonal
par rapport a P*.
Par ailleurs :
(b) est > O puisque L &tant monotone, stable par I , est mono-

tone diagonale.
En utilisant 1'hypothése 0% quasi-paramonotone, on a :
6(|‘uswuli) g (a) + I(CuE-Cu, Pe(ue-u))l
D'ol finalement, en tenant compte de (3.43), on obtient :
!
6(||u wull ) + e(J_lLu P*(Lu ~Lu)) § \(Cu -Cu, I' (u "u))‘
e > TgMe Y s g % Te'e

+ QJtu&Lu - £, Fe(ue—u))

ou encore :
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(a) (®) ()

8(|lu€-ullqr-) £ (Qf(d%u+Lu“f)u€~u) - e(Lu_-Lu, PeJmlLu) + l(Cue-Cu,Fe(uF“u))l

§(||u_-ull)r) ¢ o + B +y dans 1'ordre d'dcriture des termes du second
membre. En tenant compte de (3.40) et de (3.42) :

lim a =0
e €U ‘
En tenant compte de (3.40), et de (3.41)
lim g =20
€ é_ﬂ_)

Par le théoréme de la borne uniforme || < ét
goréme orne uni I]rell (rar) € cte
indépendante de ¢ , et en tenant compte de (3.40), et du fait que C est

compact, par 1'inégalité de Schwartz :

lim y=0

ec
Donc, puisque §€ A , U, converge, selon U> , fortement vers u dans
c% étant demi continu J%ue converge faiblement vers a%u

dans TF'.

Comme ||Lu€||2rest borné.

€ L*Jm‘Lu€ converge faiblement vers O dams D(L*), d'oG 3 la limite :
d%u + Lu = f

Unicité -
Si <j% est paramonotone, l'unicité se vérifie comme pour le

Théoréme 19.

REMARQUE -
Comme dans le cas des opérateurs pseudo-monotones (Cf @6],
Théoréme 1.2 , Chap. 3 ), il est possible d'améliorer 1'Enoncé précédent

de la fagon suivante.

L'opérateur cj% est de la forme :
= +
d%' 6@1 C ou

1]
- U%’l est paramonotone de Y dans ', borné&, demi-continu.

- C est un opérateur de D(L) dans /' compact en tant qu'opéra=

teur de D(L) dans D(L)°'.

+ + .
De plus, il existe une fonction p g(p) de R dans R , bornée
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+ . .
sur tout compact de R , et il existe un nombre 6, 0 £ © ¢ 1, tels que :

* *
(3.48) ||l sl lully) + @ [lLull3e YueD()
Par ailleurs, les autres hypothéses du Théoréme 32 sont conservées.
La démonstration du Théoréme correspondant s'alourdit du fait qu'il
faut y intégrer la démonstration du corollaire 30, qui ne peut se faire 3 part.
En utilisant la para-coercivité de Eﬂ; on obtient d'abord l'esti-
mation Hu8 nllqus cte indépendante de € , n 3 ol n = rayon de la
- 5

boule Bn dans la démonstration du Corollaire 30.

Puis, par {(3.44)

% 1
lHeeg Ll ¢ 155 ellu pll )& ore

U dtant solution d’une indquation dans une boule Bn convenable, par le
’

Théoréme 21, on vérifie ensuite que pour n, assez grand, U est solution
)
d'une dquation. Le reste de la démonstration est pratiquement inchangé.

Par ailleurs, il semble que cet &noncd modifié n'ait pas 1'intérét
de permettre de résoudre des équations du type NAVIER STOKES . ce qui
est possible pour 1'énoncé correspondant, concernant les opérateurs pseudo-

monotones.

I11.3 - RESOLUTION DIRECTE D' INEQUATIONS D'EVOLUTION ABSTRAITE -

Introd uisons tout d'abord une variante de la notion de compatibi-
1ité introduite par H. Brezis dans [4], entre un convexe et un opérateur
linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques en dualité.
Soient X un sous ensemble de E, et T wune application de X © X dans

F (E,E), ol 1'on note par Pw 1'image de w&D() par T , et F: sa

i

transposée dans 5{?(F9F).
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DEFINITION 8 -

Sott D(L) un sous espace vectoriel de E, on dit qu'une application,
linéatire, et monotone de D(L), dans F, est compatible avec X et T, si,
pour tout weX, il existe une suite régularisante u, d'éléments de D(L) p X,
telle que @

a/ u, converge fortement vers u.

b/ Zim+szp (Lun, rw(un~u)) s 0.

weD(T)

EXEMPLE -

-

i'exemple 2 d'application T' de
type P, donné au § 1, dont nous reprenons les notations :

Plagons nous dans le cadre de

Soit U = ® ‘l)i F o= ® ’LT{
i=1’ e o 0 ’r i:l’ LI ’r
Les opérateurs Pw sont les projections canoniques de ) sur Q),j’

pour j € {1,...,r}.

Vi ={1,...,r} Soient X; un sous ensemble de 1/, et L, ume

transformation linéaire de D(Li)q’xi, dans ’U“i.
On suppose que :

(3.45) Xi et Li sont compatibles au sens de Brezis [Zf], c'est-d~dire que :

Vt}fixi, = une suite régularisante uLi telle que :

a,/ u_ . converge fortement vers u.
1" "n,1 1

1 T ° - .
bl/ iig (“i un,i’ un,l u1) £ 0

Soit X = @ Xi , et soit L la transformation linéaire, monotone,
i=l,.0.,T
diagonale par rapport & I' définie par :

T
(Lu, v) = 121 (Li us, vi)

en faisant 1'hypothése (3.45) a Yu = {ul,..., Ugpenns ur} € X, on peut

i = coo cyeeag U , avec u_ .
associer u_ {un 1 s U sseses ) S -

vérifiant' a,/ et b,/.
s n,1 n,r , 1/ 1/
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Formons (Lun,I‘w (unmu)) = (Ljun s U .wuj) pour un certain j&{l,...,rl.

>3 n,J

Par b1/ on a bien

1in s=sup (Lun,PW(un-u)) = lim sup (Lu_ ., u -~uj) g0

0,37 Tn,j
WgD(T) jel{l, ... r}
n - n->w
Par suite X = ® Xi , L et T sont bien compatibles au sens de ia
i=l,..0,T

définition. 8.

THEOREME 33 -

Soit X, un convexe de E, L une application linéaire, et monotone
diagonale par rapport d T, de D(L) dans F.

On suppose que L, X, T sont compatibles.

Soit A ume application de X dans F, telle que :

(Au - Av, I‘u_v(u—v)) >0 Yu,veX, u# v,

alors pour tout f€F, l'inéquation :

(3.46) (f,I’w(ku) - (Au,I‘w(v-u)) - (LvﬁI‘w(v-u)) £0

YveD(L) X, Vwe&D(T) = X 6 X admet au plus une solution.

DEMONSTRATION -

Soient x et y deux solutions de (3.46), on a :

(f’r(x—y) (V"‘X)) - (Axar(x_y) (V"X)) - (LV,P )(V"‘X))S 0 VVQD(L)/\X

(x~y

(f’r(x_y)(V"Y)) - (AY9r(x_y)(v'y)) - {Lv’r(

x-y) (v=y))S 0 VVvED(L) X

. X+ . . . v s . .
Soit u = _EX.Q et u la suite régularisante asscciée a u, on choisit v = u s

et, par addition membre 3 membre des deux inégalités précédentes, on obtient :

(u_-y)) - 2(Lun,1‘x_y(un“u))é G

~u)) - (A -x)) - r
2(f,I‘X_y(un u)) (Ax;Fx“y(un x)) (Ay, -y n

Puisque Py_$.§£(E,E), et u  converge fortement vers u, quand n> ©
T - >
(£, sy (u_~u)) 0

D'aprés b/ de la définition 8 :
i T - g
Illycg (Lu, x__y(un w) £0
on en déduit :

(Ax - Ay, Fx“y(XNy)) £O0=—=y x=y

q.e.d.
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Ce radsultat géndralise le Théoréme 38 de Brezis [ﬁ:], le principe
de la démonstration &tant le méme, quant a 1l'utilisation de la notion de

compatibilit& entre L et X.

THEOREME 34 -

Sott U un espace de Banach réflexif, diagonalement compatible
avee T , application de type P fini v, de domaine D(T) = X 6 X, ou X est
un convexe fermé, diagonalement compatible avee T , et tel que O€X.

Soit D(L) un sous espace vectoriel dense de )", ¢ étant la base
de filtre, formée d'espaces de dimension finie, assoctée a T , dans la
propriété P, de la définition des applications de type P.

On suppose VE & ¢ on a : ECD(L).

Soit L une application de D(L) dans Af', lindaire, monotone
diagonale par rapport & T , telle que L, X, et T soient compatibles au
gens de la définition §.

Sotit 0?; une application de X dans 1} ', dual de U, demi comtinue
de X, mni de la topologie induite par /", dans “U'.

On suppose que O% vérifie la propriété de quasi-paramonotonie.

(3%;; w&%vsl"u__v(u v)) = ol |u-v| Vs | (ou Cv,T ) (4 v))|

ou C est wn opérateur compact de X, muni de la topologie induite par U/ ,

dans ', et ou la fonetion &(t) = od:ze A .
(Au,T v
(3.47) lim - = 4+ @,
ex TTeT

u
Hull> +=

alors, pour tout feq) ', il existe u€X, solution de :
(3.48) -(OQ.‘ug (v=u)) = (Lv, (v=w) + (£, (v-w) § 0 VveéD(L)X
51 de plus 0@? est paramonotone, alors u est unique.

DEMONSTRATION -

. . . s . R 3
Soit Eie o , et soient j; 1'injection de Ei dans U ; et Ji son
adjointe.
Nous considérons 1'opérateur :
*x % * % . .
Jid%'Ji + Ji L Ji - Ji f de EiC:D(L) dans Ei espaces de dimension

finie.
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Puisquecjt-est demi continu, et que L est linéaire, cet opérateur
est continu.
?}*étant diagonalement compatible avec I' , soit B1 la boule unité
de 7/, diagonalement compatible avec T , de rayom 1, et soit B_ la boule

homothétique de B19 de rayon p, qui cst &galement diagonalement compatible
avec T .

Nous sommes en mesure d'appliquer le lemme 21, d'oli, il existe
ui’pé Eil‘\x/\Bp’ tel que :
) . - » - . - ‘9 = L3 + - . L .
(3.49) (Ggulgp,v ul’p) (th,p,v ul,p) (£, v ul’p)éQ 'VVE‘EL/-\X /\Bp
Revenons aux propriétés (2.4) et (2.5) de la définition d'un

convexe diagonalement compatible avec T , application de type F.

D'aprés la propriété (2.5) LnEs vérifie la propriété (2.4), et

9]
comme OéiX,\Ei/\Bp d’aprés la propositiop 8, X/\Ei/\Bp vérifie (2.4),

1] -Seds i ™, * 3 ™
clest~d-dire Yw&n(l) ™ avy B (v B‘I‘X E. B (v) VVEX/\Ef_/\"’p°
2 NTiNTp

w X,\Ei N
Nous appliquons ce résultat 3 (3.49), d'ol :

(3.50) '*(c%uigp,l‘w(v-uisp)) - (Lui,pgl‘w(v-uisp)) + (fsrw(v-ui’p)) £0

Vve Ei/\Xf\dp Vwe D(T).

Dans 1'inZquation (3.50), choisissons v = 0, et w = u, _, on obticnt
4 1P

Gj%u. ST u. ) + (Lu, T u, ) & (£, T u. )
1.7 uigp 1,p 1,D uigp i,P ui,p 1,p
comme D(L) est uun sous espace, on a L(0) = 0. Par suite, L &tant monotone

diagonale par rappert 8 I , on a :

(:gu. r u, ) (£, T )
i,p oy i,p ) U5 i,p

«
I It

d'oli, en utilisant 1'hypothé&se (3.47), par un raisonnement utilisé, a plusieur
reprises précédemment, on obtient que llui Dli £ k, k>0, ipdépendant
de B et de E,.

P i

En faisant tendre, tout d'abord, p vers l'infini, en utilisant
la compacité de la boule de rayon k dans E., espace de dimension fini, et la

. . . ~ b4 * . - .
continuité de 1l'opérateur Ji J%;Ji + J? L Ji'* Ji f, on obtient, a partir
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de (3.49), qu'il existe u; €E. £X, tel que :

(3.51) - (c?%ui, v=~ui) - (Lui, v-ui) + (f, v-ui) £0 Vv éEi,\X

Puisque X, L et I sont compatibles au sens de la définition 8,

soit {un} la suite vérifiant les propriétés a/ et b/ correspondantes.

Huil l'\f’ étant borné, indépendamment de Ei’ et 4|/ étant réflexif,
d'une part, et en utilisant d'autre part la propriété P2 (Pé plus exactement),
. . . . . L. . re
des applications de type P, fini, on met en &vidence un ultrafiltre ¢, plus

-fin que ¢ , tel que :

(3.52) selon /5 u, converge faiblement vers u dans “Y° .
(3.53) VYng N, selen (] , I‘i -y, converge dans gfo(’)f',’()") vers
n i
r: & I o).
i

~7
Forwons, pour Eie ? tel que une Ei

Y, ;- ((d?:unﬂ,un - f)-(d%ui+Lui -f), T

n u_~u. (“n-ui))

n i
En tenant compte de (3.51), et du fait que X est diagonalement
compatible avec T , on obtient :

(3.54) Y . % ((J%un + Lun -f), T

u_-u.)).
n,i (n 1))

u_~u.
n 1

Par ailleurs, nous pouvens réécrire Yn ; sous la forme :

1]
. = - . -u. + -u,),T -u.
Yn,l (jtun J%ul’r(u —u.)(un ul)) (L(un ul}’ u -u.(un ul))
n i n i
En utilisant 1'hypothése de quasi-paramonotonie faite pour cﬂ} ’
et 1'hypothése L monctone diagonale par rapport a I' , on obtient :

Y . zallun=ui’|A ”‘(Cun~Cui, Fu

,! o
n,i N e u:i.)”

~u
1

2
> o] luul ] = Hugmul | <[ (Cuou, T o (opmu) |
n 1

D'oll, en tenant corpte de (3.54), on obtient : '

al luug |17 <ol lu-ul 1* + 20l fu el [1u;-ul]

*x
+ (T O%u u -u,) *
- ’ : Y
un ui n n 1

. ‘

' -u, Cu_~Cu.,Tl -u,

+ (I‘u —u. Lun, u, ul) +|( v, Cu19 (u -u.)(un ul))‘
n 1 n i



- 128 -

- . P -~ 3 . N [
u, &tant fixé, passons 4 la limite selon ¢ , en tenant compte du fait que,
||ui-u‘| est uniformément bornd, de (3.52), et (3.53), et de la compacité

de 1'opérateur C, on a :

. 2 %
(3.55) élé Zup ol ]u—uil [lg.s 8| |un-u| l’\f'+ (I‘an% U un-u)
i

%
+(1"W

23 - " x - -
; Lun, u u) (Pw (Cun Cu), u u)

Or, puisque X, L et I' sont compatibles d'aprés la propriété al de

la définition 8, u, converge fortement vers u, comme 5 - est demi continu
5£§un converge faiblement vers C%Su, et donc cﬁSun est borné dans Y ;

Loy * 2 = = - . :
de meme '|FW|| est uniformément borné. On en déduit que les deux premiers
n

termes du second membre convergent vers O, ainsi que le dernier d'ailleurs,

quand n >« .

D'autre part, d'aprés la propriété b/ de la définition 8, on a 3

. *x .
lim sup (I‘w Lun, u u) = lim sup (Lun,I‘w (un u)) €0

n -+ «© n n -+ © n
D'ol :
. 2
lim sup allu - ui" £ 0
E£9d
i
n
(3.56) et u, converge fortement, selon & , vers u dans ﬂfi-

~
(3.57) d%étant demi continue, selon ¢ dgfui converge faiblement vers cj%u

En tenant compte de la menotonie de 1'opérateur L, on obtient &
partir de (3.51) :

-Gihf Wﬂﬁ"ﬂﬁ,VﬂH)*(f,WﬂQ £0 VvGXAEi
D'ol, en passant 3 lea limite selon %/, et en utilisant (3.56), (3.57), on

obtient :
- ((f;u, v-y) - (Lv, v-u) + (£, v-u) £ 0 Yvex.

UNICITE - '
En tenant compte du fait que X"Ei vérifie la proErleté (2.4), de
la définitiop 5, des convexes diagonalement compatibles avec I' , on obtient

3 partir de (3.51) que u; est solution de :

= (dbuys Tw(v-ui)) - (Lu,, TW(V~ui)) + (£, T (v-u,) & Q

YveEXAE; VweD(T)
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Sous les hypothases (3.70), (3.71); (3.72), (3.73), je conjecture
que Vfl, fzé V'lx V'z 3“1’ u, solution de

£1€ Ajuy + Myuy + Cyruy

£2€C1puy * AUy * Mpuy

En effet, bien que n'ayant pas connaissance actuellement de la
démonstration spécifique du Théoréme 1 de [:SJ, des résultats voisins ont
€té néanmoins démontrés, dans Bﬂ, [}é]; qui me permettent de penser, aprés
avoir, grace i (3.73), obtenu des estimations a priori, péur'uﬁe‘sdlution
approchée par une méthode convenable (passage au filtre des espaces de
dimension finie, perturbation convenable) grace d 1'hypothése de compacité

our les C. ..
pou 15]

0 tient C. .
n obtient que iy

ensuite d'effectuer séparément les passages a la limite pour chacune des

A .
“j converge fortement dans V'j, ce qui permet

équations de (8), par la méthode de Brézis pour la premiére, par celle

exposée précédemment du § 3.2, dans ce texte, pour la seconde.

11 y a vraisemblablement des possibilités analogues pour la

méthode des perturbations elliptiques.

IV - EQUATIONS LINEAIRES STATIOWNAIRES COHPORTANT

UN OPERATEUR PARAMONOTONE -

IV.1 - THEOREME D'EQUIVALENCE. PROPRIETE DE L'ADJOINTE.
APPLICATION A UNE GENERALISATION DU LEMME DE LAX-MILGRAN -

Soient 4" un espace de Hilbert, réel, I' une application de

dans & (U,V), "a valeurs dans les projecteurs".

Nous considérons les systémes de propriétés I et II.
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En tenant compte de l'hypothése : L est monotone diagonale par

rapport & I , on obtient que uy est solution de :
(3.58) —(d%ui, Pw(v-ui)) - (Lv, Fw(v—ui)) + (f, Pw(v-ui)) g 0
YveEXAE; Y weD(r)
Pad
En passant 3 la limite selon ¢ , dans (3.58), et en utilisant
(3.56), (3.57), on 2 :
-(0?211, r,(u-v)) = @Lv, T (u-v)) + (£, r,uv)) s 0

Y/ ve X 5 D(L)
d'ol 1'unicité, si dﬁ& est paramonotone, par le théoréme 33.

g.e.d.

111.4 - METHODE DE PENALISATION -

Rappelons (Cf. 56], chap. 3 § 5.2) que 7|/ &tant un espace de
Banach, et X un convexe fermé de 7/, que l'on appelle opérateur de pénali-

sation attaché a X, tout opérateur de U/ dans A ' vérifiant :
(3.59) 8 est monotone, borné, et hemi continu de 1J dans .
(3.60) {vi|velU ; B8(W) =01} =X.

Existence de tels opérateurs, le résultat qui suit est une varianta

du Th. 5.1, Chap. ITI de [36).

THEOREME 35 -

Sotent ~J  un espace de Banach,réflexif, et T une application
de type P, telle qu'il existe un opérateur de dualité J de VU~ sur U~ ',

monotone diagonal par rapport a¢ T .
Soit X un convexe fermé de \J~, diagomalement compatible avec r.

Alors, i P, désigne 1'opérateur de projection de Y sur X,
1'opérateur B8 , dommé par : B(u) = J(u - PXu), est un opérateur de
pénalisation, monotone, diagonal, par rapport a T,
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DEMONSTRATION -

Utilisons le résultat suivant, démontré dans Ef], p. 370, qui
s'énonce

q= PXu est caractérisé par :

& et (J(u-u), x-u) €0 Vx €%

Comme X est diagonalement compatible avec I' , on en déduit aussitdt que :

(3.61) (J(uB), T _(x-8) =0 VxeX, Pweb(r).

A

Vérifions que B , ainsi défini est monotone diagonal par rapport

i T.
En effet, de (3.61), on déduit :
(J (u-Pyu,T G BxuPgv) 2 0 V we D(T)
et (I(v-2gv,T W(qu-PXv)) > 0 Y we p(T)

D'cli, par addition membre 3 membre :

(3.62) (I(o=Pu) = J(v-ByV), I (Pgu-Pyv)) > 0 Yu,vel, Vwen(l)

Fermons @
(B(w-e(v), l‘w(u“"V)) = (J (u-PXU) = J(v-Byv), Fw(u"-V)) =

=(J(u—PXu) - J(v~va), Fw(u“qu + ny~v + }Xu-PXv)

(J(u—PXu) - J(v—PXv)9 FW((u-PXu) - (v—PXV))

+

(J(u-Pgu) - J(V-PXV), PW(PXu—PXV))

ol le premier terme est 32 O, parce que J est monotone diagonal par rapport
a3 T, et le sccond &galement par (3.62), et ceci Yu,veV YweDn(r),
d'oli le résultat, puisque J(0) = C.

g.e.d.

PROPOSITION 36 -

On suppose que 0€X, alors (B(u),u) = 0 entraine B(u) = 0.

DEMONSTRATION -

(B(u) ,u) = J(u-PX(u),u) = (J(u—PXu),u-PXu) + (J(u~Px(u),PXu);
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or :
(J(u--PXu)9 u-qu) = ““"qu|'%p‘
~ 2
d'od :  (J(u-Pygu) Pypu) = - Hu-PXqu},

mais, corme O€ X, d'aprés la caractérisation de qu :
(J(u~PXu), qu) : 0
d'ol ||u-qu|l =0
q.e.d.

En utilisant la méthode de pénalisation, on obtient le résultat

suivant :

THEOREME 37 -~

Soient 9" un espace de Banach véflexif, de dual AJ ', et T une
application de type P.

Soit X un convexe fermé de N~ , diagonalement compatibles avee T ,
tel que O€X.

On suppose que J, opérateur de dualité de V" sur \J', est monotone
diagonal par rapport 4 T.

Soit I une application linéaire de D(L), sous espace de N, dans N,
monotone, maximcle, diagonale par rvapport & T , telle que X, L, T sotent
compatibles, au sens de la définition 8.

Sott .:ﬂ; wne application de ) . dans <) ', quasi-paramonotone
par rapport & T , bornée, demi continue.

On suppose que 0?3 vérifie :
(cFu,T u)

(3.63) lim = 4 ©
Hul] > 4 el

alors, pour tout f & v', il existe u€X, tel que :

~@fu, v-u) = (Lo, v-u) + (f, v-u) & O V€D, X.

DEMONSTRATION -~

Nous zllons faire la démonmstration, en supposant acquis:l'énoncé du

-

Corollaire 27 (on pourrait la faire également & partir du Thgréme 32, cbtenu

par la méthode de régularisation elliptique avec quelques modifications dans

1'énoncé du Théoréme 37, sans inconvénients d'ailleurs pour les exemples de
P e ot
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systémes d'indquations aux dérivées partielles que nous résoudrons par ces

méthodes).

On seit, par le Théoréme 35, qu'il existe un opérateur de pénalisa-

tion 8 , relatif 3 X, monotonme diagonal par rapport & T.

On consideére l'équation "pénalisée® :

‘ Lue +J%(u€) +-§ B(u€)=f e> O

(3.64) i uei L)

Soito%.e= ’04’74-:1;3

g étant borné et monotone hemi continu, est demi-continu, par suite Jte
est borné, demi~continu. De plus comme B est monotone diagomal par rapport
a T, (ﬁ;e est quasi-paramonotone, et vérifie &galement la cendition

de para-coercivité (3.63).

L &tant monotone, maximale, diagonale par rapport &8 I' , nous
pouvons appliquer le corcllaire 27, d'ol l'existence de u, soluticn de

(3.64).

Formons :

u €
€ € €

1 -
(rﬂ?ues I‘ue u, )+ (Lug, Ty ou) + 5 (B(u), Ty u) = (£, T, u)
Les deux derniers termes du premier membre sont > O, puisque L et
8 sont monotones diagonaux, et que L(0) = O, et également, comme 0€X,

B(0) = O.

D'ol, en utilisant (3.63), on obtient que u, ~ reste dans un borné
de 1, quand & =+ O.

s
0J étant réflexif, selon &, ultrafiltre plus fin que le filtre

des voisinages de O dans R,
(3.65) u_ converge faiblement vers u dans ‘U™ .

(3.66) et en tenant compte de la propriété P, des applications de type P,
r* converge dans :fo(’U",’U")

u
€

Par ailleurs c}%ue reste dans un borné de V', puisque" <ﬁ3 est
borné, et, coumc Lé:\‘g (v ; D(L*)') on dédduit de (3.64) que B (us) + 0,
dans D(L*)', guand € > O,

Mais, B &tant un opérateur borné de ~U/ dans ', B(ue) est

borné dans /', d'ol B(us) converge faiblement vers O dans Ar', quand € * 0.
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Pour v € X, formons :

1
(Lue, v v) + ( U U v) + E(Bue’ u_ v) = (£, u v)

Du fait que B(v) =0 Vvéx
(B(u), u_~v) >0 Yve x
et, par suite, on a @

(3.67) (Lue, ue-v) + (J%;ug, ue-v) g (£, ue—v) v vex

L, X, et T &tant compatibles au sens de la définition 8, soit u, la suite

-régularisante vérifiant les propriétés a/ et b/ correspondantes.

Soit I‘e 0= I‘u -u
5~ € n

Formons @

Y - ( © U + Lue""f) - (D%un + Lun—-f),l‘e

€, n (ue-un))

»
g =( (9% w + Lun ~-f, I‘esn(u;un))

Hous pouvons réécrire Y sous la forme :
E

Ya,n = (¢ u, - L%un’re,n (us-un)) + (L(UE"'”Un)s re,n (u€~un))

En utilisant les hypcthéses cﬂ: quasi-paramonotcnes, et L monotone diagonal,

par rapport 3 I , on obtient :

sl uu | € «ﬂ}unwf,re,n(ue-u)) + oétunefyre’n(u-un)>

+ (Lunsfe’n(ue"u)) + (L“n’re,n (u-un))

+ |(Cu€~Cun,F€,n(u -u))| + \(CuE“Cun,Ts’n(u-un))'

ou encore

(a) (t)
.68 sCllamu D s (0F @udbe -6, ) ¢ (7 [(CuCu) e

(c) ,

+ (Lun,l"e,n(u-ﬂun)) + . ’
(d)

v (b 1 1%+ Hlow 1% Tou 1% 11T, 11 Tugal
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Nous numérotons dans l'ordre de leeture par (a), (b), (c), (d),

les termes du second membre de (3.68).
Puisque 6€4, Yn >0, Jk > O, tel que :

S(t) < k===t < g—

soit o = sup (|ldbuy|[* + [fou |[* + Hew, ™ 11r, 1]

qui existe, puisque, d'une part dt et C sont des opérateurs bornds de )

dans /', (é& par hypoth&se, et C par compacité), et, d'autre part, T

€511
est uniformément borné, dans &£, (1) ,”U7) par la propriété Pl-des.applications

de type P, et le Théoréme de la borne uniforme.

Or, puisqgue L, X, T sont compatibles, on peut trouver nOGN tel

que Yn 2 n Ve€d , on ait :

. k
o -ul| ¢ nin X, D

S~

et (Luns r€ ,n(un_u)) s

Choisissons n = o

On a alors :

@ + (@ s 5
- n
e lu, - ull €]
)
Par ailleurs, d'aprés (3.65), (3.6€¢) et le fait que C est compact
il existe eoe%‘/ tel que Vee? avec € <€ , ona:

* *x k
(I‘e’no(Luno-*EPCuno -£), ue-u) + I(I‘e ,n(Cue Cun), u, u)| 3 5

. Vo
Par suite ¥Ye€?® avec € <€

O
(w11 sk
Q
n
Donc : Hu;un H £ 5
et ol € Hugmsy 11+ Ile, ~ull €
G (o] !

Py 3
Donc, selon & u_  converge fortement vers u. Du fait que L est monotone

i partir de (3.67), on obtient :

(3.6 (v, o) + @bu, uW) € (5, v Vvedm X
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) A4
Comme ue, selon ¢, converge fortement vers u, et que 3% est

continu de “U/” fort dams 1/~ ' faible, on a, 3 la limite :

(Lv, u~v) + ((%u, u-v) g (£, u=v) ¥V vED(L) A X
g.e.d.

I1I.5 - SUR LE COUPLAGE D'APPLICATIONS PSEUDO-{i0NOTONES, ET PARAMONOTONES -

Soit /U’l et 7/;, deux espaces de Banach réflexifs :

- A, une application pseudo-monotone de D(Al) ) 1 dans U '1..

- A, une application quasi paramonotone de D(A?)C'“L)T2 dans ’\)"2,

2
- Soit M_j, i=1,2 des graphes maximaux monotones de {Vi 4 Vi}
i=1,2.
(3.70) On suppose que Al et Ml vérifient les conditions du Théoréme 1
ce [6 :l
(3.71) On suppose que A2 et Mz vérifient les conditions de 1'un des

Théoremes 19 ou 26.

Soit wmaintenant Ci 3 des opérateurs de ’U"i dans ’U“'j s pour

s
i,j = 1,2 avec i # j.

Ier cas — L'un des opérateurs Ci F = 0. On applique successivement les résul-
_— H]

tats de [6:], et les nStres, d'ol l'existence de :
Solutions {ul, uz} au systéme

féAlu + M. u, + C,.u

1 1 171 2171
(3)
/"
£)€ Cypup + AUy * Mpuy
2&éme cas -
(3.72) On suppose les opérateurs Ci j compacts de Vi dans V'j, et on fait
9
une hypothése de "para-coercivité" de la forme :
1, 2
Ju € Vs tel que ‘duoa-_- v,
. 2 4 -
. (Aqu M +Cyquy s uy = ) 5 (Ajuy#Myuy+Cy iy, Tupmuf Uy
(3.73) 1lim max T
oy 1+, |1 = TRINIE
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a,/ L'opérateur de dualité J de Y~ sur V! dual de ) est
stable par T .
bz/ Il existe une base de filtre ¢ , formée d'espaces de dimen-
sion finte de 1), telle que :
i/ VEE€E ¢, et Vwel : I (E)CE
I it/ VE’n espace de dimension finie de 1), il exiete EGQ |
avee Enc. E.
cl/ Il existe un corpe convexe X de 1), équilibré, tel que :
J/ la fonctionnelle de Minkowski de X :
llolly = inf t 8oit une norme strictement équi-
t>0, t71 veXx
valente & la norme de U~ .
Ji/ Yy (opérateur sous différentielle de la fometion indi-
catrice de X) est stable par T .
a,/ V= 1 U, U, espaces de Hilbert
151, 00052
= b,/ T est une appiication de type P fini ; T(V) = {Hi,--~;nr}
ol les IL. sont les projections canoniques de N[ sur Ve

RELATIONS DE CES PROPRIETES AVEC CELLES UTILISEES PRECEDEMMENT ET DEFINIES

AU § 1 et 2.
POUR LE SYSTEME DE PROPRIETES I -

a1/ a été utilisée pour obtenir la majeure partie des résultats

de § 3.2, et ceux du § 3.3.

bl/ est la propriété P3 de définition des applications de type P
(C£. Définition 1, § 1).

c1/ cst une propriété du type : " /) est diagonalcment compatibla
avec I ", affaiblie ; d'aprés la propositionl3 jj/ est équivalent & (2.4)

de la définition 5 qui comprend en outre les propriétés (2.3) et (2.5).

Or {2.5) est une conséquence du fait que X est un corps convexe,
et du corollaire 9 : et (2.3) est conséquence de ce que I est 2 valeur dans
les projecteurs. Donc le systéme de propriété I, implique queY/ est diago-

nalement compatible avec T.
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POUR LE SYSTEME DE PROPRIETES II -

Il ne fait que reprendre la situation de l'exemple 2 d'application

de type P, qui nous a ensuite fourni tour & tour :

- un exemple d'espace diagonalement compatible avec I' (Cf.
proposition 11 ),
- un exemple de situation oli il existe un opérateur de duslité

J monotone diagonal par rapport & T (Cf. exemple p. ).

) Le but du Théoréme 38 qui va suivre, est de démontrer que la
définition 9 &tant vérifiée, il y a équivalence entre les systémes. de

propriétés I et IIL.

Aussi, la majeure partie des ThéorZmes du § 3.2, et celui du §
3.4, ne peuvent 8tre appliqués dans une situation autre que cette de 1'exemple
2, § 1.

Bicn 8videmment, on n'a pas cette limitation dans le cas des
résultats des § 3.1, 3.3, et peut &tre pour la I&re méthode du § 3.2.
Toutefois, le probléme indiqué p. , qui, s'il était résolu dans le sens
indiqué, permettrait par ailleurs de réduire le systéme de propriétés I

aux propriétés (I.b) et (I.c).

DEFINITION 9 -

Soient UV un espace de Hilbert, § une application de A~ dans
LY, "a valeurs dane les projecteurs”, et a(u,v) une forma bilinéaire
bornée sur Ux) . lous divons que le triplet YV, alu,v),T} vérifie
une condition de para-V-ellipticité et il ewiste une constante o > 0,

telle que :
a(v,T v) 2 o IBE VoeVU

THEOREME 38 -

Etant donné un triplet {V, alu,v)sT} vérifiant une condition
de para-V-ellipticité, alors les systémes de propriétés I et II sont

équivalents.
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DEMONSTRATION -

1/ I === II.

L'opérateur de dualité J de 7)) sur V) ' étant stabie par T , on
a: Jr =r*J.
W W
Donc, pour tout u, v€V :

(T W)= (ETu,M=(u,y) = Gu,Lw) = (@Iv))ar

Par suite Pw qui est un projectcur, est un projecteur orthogonal.

Nous pouvons supposer qu'il existe deux sous espaces T w @
1
et Iw (\f) (fermés puisque les Pw sont des prcjecteurs), tels que

Tw (F) et FW (1)) soient distincts. Car, dans le cas contraire, on serait
1 2

dans le cas de la V-ellipticité classique avec : T w identité dans UV,
ywel, et II est alors bien vérifié.

Pour simplifier les notations appelons :

N = rwl(’l)’) et fv;xrwz(ﬁ}”)

Si in(i Y, ot A, C Ay, on vérifie immédiatement que le et sz
commutent. Nous allons vérifier que, dans le cas contraire, il en va
encore de mime :

Soit :

V=YL AVR @ F ol Fp= (VT AV, VT

- i
Ao =V AU @Fy ot Fy= (U AU\ Vs
avec Fy # 0 et F, # Q.

Supposons donc que :

(4.1) rwl et FW? ne commutent pas ; appelons Nwi = noyau de (Pw.)
i=1,2.
. 4 (7. N L
Soit F1 = F1 AYin wz) \

lad - L

nJ s
on aF ou‘%' # O car sinon F., et F, sont orthogonaux, et I et r
1 2 1 2 Wy W,
commutent, contrairement 3 (4.1).
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On a :
~t

= /r_'
(4.2) V= Vinl, e Fl/\NWZO F,

ol ces trois espaces sont mutuellement orthogonaux.

S
Soit dome, par exemple : F, # 0.

L
F1 est orthogoneal 3 Nwl, et donc aussi & Nwlan. Par aillcurs, P”z est
8%
projecteur orthogonal sur F,. Donc I’w (Fl) est &€galement crthogonal
~ 2
a Nwl Py FZ’
Comme, par construction, /I;’l n'appartient pas i Nw , on a
2 :
(4% v
(4.3) VEeF, T, £, 40 et I'W2 £, €F,
On vérifie alors, de la méme maniére que :
r I £ #0 r r feF.
o et © e
vy v, 1 vy v, 1771
et, par induction :
(4.4) (T ol Y 40 (I ol Y £eF VneN
w W 1 w w 1771

1 2 2

Par ailleurs, considérons 39X ,\’U’l, qui est non vide car X

est une boule de U/, et soit u &€ BX/\’\}"].,
" ¥ N o
Soit f € BWX /\/U—i (u), c'est-i~dire :
(4.5) £€ VT = I3V et (£, uv) O Vvex VU,

comme d'aprés la propriété C-l/ (33/) d¥, est stable par rapport AT, onen
déduit que I‘W (X) est inclus dans X, donc dans XA’U"l de (4.5), et puisque

1
ue/U"“l, on déduit (f, u=T_v) §0 Yveézx
1
~ *
Or, u= Pw u et I‘w est projecteur orthcogonal dans "7, donc T w
1
est projectéur orthogon%l dans 1) ' sur ’Lj"], on a :
* )
(r* £, u-v) 50 Vvex
%
1 ,
avec r* f£=f donc fe v _(u). !
W, X

1
Plus particuliérement, soit ul(-_r_Fl A 9X qui est non vide, puisque

X est une boule de 1f, et, soit g &€ oY r\'\f's (ul), et donc, d'aprés ce que
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nous venons de voir gé”?_}/1 et g-éa\l‘x(ul)s on a :

(4.6) g # 0 puisque u € X

~t
Supposons que g soit orthogonal i Fl’ on aurait :
(8, uy;~v) €0 VveEX et (g, 1) =0

D'od (g,v) 2 O ‘q’vex
et comme X est une boule de U~ : g = 0, contrairement 3 (4.6).

Par suite, d'aprés (4.2) :

"1 - r— Pt
Jg= E + n+r avec Ee’U‘li\/L 2 néFlA-Nwz. LEF,
Tz #0., Formons T J‘]' g=¢& + T
w w
2 1
(o™
Or, d'aprés (4.3), T ¢ #0 et Iy t€F, ; et par (4.4), on cobtient
W, v, 2
que : (r o r Y lg40 Vaew
Y1 Y2
et &galement par (4.4) : (r or Yu #0 \‘/n &N
LAY v, 1
ol ge‘a‘i’x(ul) .
Par la propriété b1/ il existe E & ¢, tel que Uy s J-lge E, et

d'aprés i/ de la propriété Cl/’ jj/ de la propriété Cl/’ le corollaire 9
et la propriété 13 : WXHE opérateur sous différentielle, de la fonction
indicatrice de X 4E, dans E, est stable par T . Donc :

n -1
J(l"w oI‘W) J g € Y ((T. oT

)n
(AP XaB 0¥ W

ul)
comme le premier membre est # O, on en déduit que :

n
(4.6) (I‘w o) I‘w Yo u

1 2
. o~ -
Soit El Flf\n et E2 FZ’”‘ E

| & OXAE

Par construction ‘i‘ll,\’ﬁz 0, donc Elf\E?, =0 et, comme E19 E2 sont de

dimension finie, on a :

[V ,15) | .
Sup 1 T <
VU € By, VLG E, AR
2
et |l o 1"l e o™ oyl

1 2
en contradiction, grice 3 (4.6), avec le fait que, d'aprés j/ de la propriété

Cl/ il HX est strictement &quivalente 3 1a norme de V) .
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Donc Fw et Fw commutent, pour tout w. wjéifU“, et Pw. ) Pw est un

i i i 3
projecteur orthogonal. Etant donné un nombre fini p d'espaces FW @),
linéairement indépendants, nous considérons le noyau "o de .

0 r et soit w_= 7 ® r an .
i=l,...op Vi P P oj=l,op Vi
On a v, = ® Qf; ol in = 0 Fw.(wp)
1=l,...,p J“lf...,p ]
it

d'aprés 1'hypothése d'indépendance linéaire, 3 savoir : Dw N+ e T, “in

. . i j#i i
on a : i # 0 "4 =1,.004,ps o 3=l,0..,p
Soit I, = 0 r

i . w,
3=l 00p 3
it

Les opérateurs Hi ont les propriétés des éléments de T07f5

données en I, c'est-d-dire i/ de la propriété b1/ et jj/ de la propriété b2/.
. P
Soit f= ¢ £, avec f. # 0 f.& /).,
je1 & i i i
Soit d'aprés bl/’ E espace de dimension finie appartenant & ¢ ,

tel que f et fi&EE i=l,.eespe E étant de dimension finie, il existe
uU& X A E, tel que Jfe B‘FXAE(u).
— - L
= + ,
u ug u avec u t.wp et uoé wp/\E
P
i= I u,

i=1 *

Puisque f; # 0, d'aprés jj/ de la propriété b1/9 w € 0XAE et ||uk||X=||u||X=1.
Par ailleurs, on a :

el = Ul + £ Hla 12

=
Puisque, d'aprés la propriété cl/ | I’X et || || sont strictement &quiva-

lentes, il existe donc des constantes B et Y , telles que :

il ¢ & lrll < sllv|] yvet”

D'ou o
2 2 2 2 2 2
lallg = 8% Hall® = Jlo 1%+ £ 1w lly > ey
D'ol : )
S &
¥ 62
On en déduit 1l'existence d'un nombre fini p & =3 de sous espace Pw'clf)

P . 1 . Y 1
linéairement indépendants. ‘
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Montrons que :

G.7n Y o= ® r. (M

i=1l,...,p i
En effet, dans lec cas contraire, soit u un &lément # O, et orthogonal & tous
les Pw‘(Qf), on a, d'aprés la propridté de para-V-ellipticité,
a(u, T > a ||ul|® 0

et d'autre part,

7

-~

Ilruullz = ((ugruu)) =0 d'ou rju=0, et a(u,Puu) = 0, d'oli la contra-
diction, et (4.7) est démontré.

Soit Q[b+1 = Wé (Wp a été défini précédemment) et r = p+l.

ona: VU = ® Qf} avec /D; A/vg =0 ; les QI; dtant orthogonaux

i=l,...51
entre eux. Yv&U on peut exprimer r, par r,= I I avec
i€$S
I, projecteur orthogonal de VU sur Qf; et S est une partie de {1,...,r} ;
et a(u,Puu) = I a(u,ﬁju) £ r max a(u,ﬂju)
€S j=lye.e,r

u
et par conséquent :

o 2
(4.8) max a(u,T,u) 2 T | |ul
j=l,evest 3
ce qui implique bien que 1'on peut considérer T , comme &tant & valeurs

dans les projecteurs Hi i=l,...,r.

2/ II===21.

Puisque les opérateur Hj sont des projecteurs orthogonaux, donc
autoadjoints, on a :

(Jﬂju,V) = ((HjusV)) = ((u,HjV)) = (Ju,ﬂjV) = (H;Ju,V) et donc JI_ = r*

J
W
et J est stable par T , d'ol al/.

D'aprés la proposition 2, est une application de type P et donc
en particulier la propriété P3 des applications de type P, c'est-@-dire bl/
est vérifiée.

Soit B la boule unité de "YU~ pour la norme [l 11, et X; = Brﬂfﬂi

X = ® Xi forme, d'aprés les propositions 10 et 11 un corﬁs convexe
i=l,...,r
diagonalement compatible avec T , dont, d'aprés la proposition 13, c1/ est

vérifié. g.e.d
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Rappelons l2 :

DEFINITION 10 -

On appelle forme bilindaire adjointe de al(u,v), la forme bilinéaire
a&( u,v) définie par la relation :

& u,v) = alv,u) Yu,veU.

THEOREME 39 -

Si le triplet {\alu,v),T} vérifie une condition de para~V-ellipti:
cité, et L'un des systemes de propriétés I, II, alors, il emste une applwa-
tion T de U dans o‘(f (’(f?/') telle que le triplet {U , a (u,v) Ty vérific
également une condition de para-V-ellipticité, et les systémes de propriétés
I et II. De plus T = (V).

Avant de démontrer le Théoréme 39, rappelons la définition des

B-matrices, ou matrices de la classe P, selon Fiedler et Ptak [19] .

DEFINITION 11 -

Une matrice N, de type (r,v) est une B-matrice si l'une des proprié-
tés équivalentes ci~dessous est vérifiée :

- B, max (N, IIJac) > 0 VeeR af 0.

1, "
J";_geoogr me

ou IIJ est le projecteur orthogonal sur le J
axe de R .

- B, tous les déterminants mineurs principaux de N sont positifs.

1 , N o
- 33 ¥t existe et a tous see coeffictents 2 0.

LEMME 40 .
Si N est une B-matrice, il existe une constante o > 0, telle que :

(4.9) max (N, T.x) 2o |x|2 Va:é']?r
. J a
J_l,’.ﬂjr

ou | est la norme euclidienne de R.

F

DEMONSTRATION -

b3 o 3 . - r
Appelons 52 la sphére euclidienne unite de R .
Supposons que (4.9), soit faux. 11 existerait une suite d’&léments

X de SZ’ telle que :



- 145 ~

(4.10) _ max (an, Hjxn) + 0.
R T o
S, étant bornée, fermée dans Rr9 e¢st compacte. On peut donc extraire

2
de X, une sous suite, encore appelée X5 telle que :

X =+ XFS

n 2

Les fonctions (Nx, Hjx) étant continues par rapport 3 x, on déduit

de (4.10) que :

max g, I.%x) = 0 ou X€8
. k] 2
i=l,...,r

“contrairement 3 la propriété B, de définition des B-matrices.

q;e.d.

LEMME 41 -

Soit ML 1'ensemble des B-matrices de type (r,r) vérifiant :

- 2

(4.11) mazx (Vo, T.x) > olx|
0- J 2
J"l, e 031’

(4.12) et W[ s =l s
. e = Sup s ¢
x#0 [=T,

ou o, ¢ sont des constantes positives domnées, avec o < c.
Alors 1l existe une constante o' >0, telle que Y NETL

(4.13) max (Ntx, T.x) > a’lx‘g
= RS J

on N est 1l'adjointe de N.

DEMONSTRATION -

Commengons par vérifier que lfensemble 7177 est fermé.

Pour x fixé, les fonctions (Nx, ﬁjx) sont des fonctions continues
des coefficients de N.

Donc, la fonction ¢(N,x) = max (Nx,‘ﬁjx) est une fonction
j=lye..,1
continue des coefficients de N.

Soit ¢a(x) 1'image de R® par 1la fonction réciproque de (N, x)
de 1l'intervalle fermé [:a, + wE'. D'aprés la continuité de ¢(N,x)
¢a(x) est fermé. Soit W(c) 1'image dans er par la fonction réciproque de
:HN} [, de 1l'intervalle B),c], qui est fermé. Or ] INH:est une fonction continu

des coefficients de N, donc W(c) est fermé. Appelons encore 82 la sphére eucli

dienne de R¥. On a : X .
L = W(C) 2 Q(a) (x) ) est fermé comme intersection d'un nombre

xGS2
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quelconque de fermés de rY.

- Supposons maintenant 1l'assertion de notre &noncé fausse.

Il existerait une suite {Nn,xp} d'éléments de YVLXx 82 telle que :

x
(4.14) | max (Nn X s Hj xn) + 0
j=lseee
Or, en utilisant également (4.12), on remarque que V¥Ux 82 est un
ensemble bornd, fermd de RY x R donc Trx S2 est compact. On peut donc
extraire une sous suite, encore appelée {Nn’xn}’ d'é1léments de YL x Sz,
- . rad
convergeant vers {N, X} dans Rf x RY, et vérifiant (4.14).
Des propriétés de continuité de ¢(N*,x) =  max (N*x,njx)

j=1’0..$r
par rapport aux arguments de N et x, et de (4.14), on déduit que :

(4.15) max (ﬁxf, I.x) = 0.
j=19‘..9r J

. N a~d . . -~ ¢ 0
Or, puisque N2, N est une B-matrice, ce qui entralne, en utili-
e oL Va3 . . .
sant B2 (ou B3) de 1la définition 11, que N est une B-matrice, ce qui est
st pent ettt et apensis
en contradiction avec (4.15).

qg.e.d.

DEMONSTRATION DU THEOREME 39 -

Puisque, par hypothése le systéme de propriétés I, ou le systéme de

propriétés II est vérifié, d'aprés le Théoréme 38 et 1'hypoth&se de para-V-

ellipticité, les systdmes de propriétés I et II sont vérifiés.

Nous allons utiliser le systéme de propriétés II.

On a donc, d'aprés a2/, b2/ :

”1/'=' ® V. ot ¥, = nLan

i i
1=l,.00,T

Rappzlons encore que Q}; et 7)), sont orthogonaux V&,j avec i#j.
J

Nous avons, par -1'hypoth&se de para-V-ellipticité :
2
max a(u, M,u) a(u, T u) 2 alIuIiQr
. ] u
3=l,...5r :
oli la premidre de ces deux inégalités est obtenue en remarquant que Fu est
nécessairement 1'un des opérateurs Hi (CEf. (4.8)).
Nous sommes donc strictement daus la situation de l'exemple 2, 51,

d'application de type P, dans un cas linéaire.
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Soit un &lément uée U™

r
Je peux éerire : u= I u, avec u.éUV,
o 1 1 1
i=1
En ne retenant que l'ensexble & des indices < {1,...,r} pour
lesquels u; # 0, on a : u= I u
ied
Soit A le vecteur de composantes A; = HulH ied et

uji

. = i€ .
o I
) Considérons les matrices N de coefficients n, i a(ei,ej) pour
.. . S . . i
i,j€J , et N adjointe de N, N* ayent pour coefficient :
* x . e 1
n 1, a (ei,ej) = a(ej,ei) ’(1.365 .
Hlous avons en vue d'appliquer le lemme 41. Pour cela, nous commen~

gons par étudier la matrice N

Soit ’T]’= T gi e, avec EiER pour ied
i

seU e |[5l1% =l £ el = z_ g
e ied *
Scit £ 1le vecteur de composantes E. ied .

1

. = . .iéme . .
Si ]'Ij est le projecteur sur le j axe dans l'espace de dimension

finie § r, correspondant ; on a @

max JNE, 7M.8) = max a(¥, Hj?l)w HTrHZ = ol gi
jed d jed ied

D'autre part, la définition 9, de para-V-ellipticité, présuppose,

dans son &noncé, que la forme a(u,v) est bornée sur Vx V. Donc, il existe

une comnstante ¢ > 0, telle que :

lagu,w | s < [lull |lvl]
ou encore si u= I n. e. Y= I n. e.
ieg 1 jeg 13
- - - - 2.1/2 2,1/2
d'oi |a(u,v)| § 3| v =c( L n;) (z_ &Y
a laGairl ¢ ollsll ISl = oz DY 8

et a(d,v) = (Nn,&) !
o n, & sont les vecteurs de composantes n; (respectivement Ei) pour 1€

Dome ¢ |am,B)| € <o £ Yz £h

‘e i j
ied JE:] lNE|2

et par suite : JINH: = sgup ~]—E—T— s c.
2

1/2
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DoncEZE.7a}c défini dans le lemme 41 notons que, dans le lemme 41,
9 o ———————— Potiuh——
N est une matrice de type (r,r), ici N est une matrice de type (r',r'), ot r'
dépend de u : r' est le nombre d'indices de l°'ensemble d'indices).

Donc d'aprés le lemme 41, il existe une constante a'(r'), telle que :

max (%, T,6) > 0’ gl veer™
jed
Soit T = min a'(r'")

r'=1,...,r

d est un nombre > 0, comme chacun des a'(r'), o ne dépend que de o et c.

"Et on a :
x - 2 r'
max  (Wg, 1,E) >3 el E R
jed
D'ol en particulier :
* - 2
max (X, TA) > [ul]
i
' o as E - 2
c'est-a-dire : max_ a (u, T.u) >3 ||ul|
: J
Jj€
o & est une constante ne dépendant que de o et c.
AL .
On a bien : T(¥) = ) = {Hl, Mys oee s Hr}°
q.e.d.

DEFINITION 10 -

Sotent alu,v) une forme bilinéaire bornée sur /U<x N , et T une
application de” U} dans L) telles que le triplet {7, alu,v),I'}
est para-V-elliptique, si de plus le systéme de propriétés II (ou I) est
vérifié noue dirons que alu,v) est de type N -elliptique.

L'énoncé suivant est une variante du classique lemme de Lax-Milgramm

COROLLAIRE 42 -

Une forme bilinéaire bornée sur‘ﬁf5</br , de type V-elliptique,
peut &tre représentée par un isomorphisme dﬂg de U sur J' dual de v .

alu,v) = (J%u,v) Yu,veV~

Iére démonstration —-
Du fait que a(u,v) est bornée sur Q)ix'lf*, en utilisant le théoréme

de représentation de Riez, on vérifie aisément que éﬂj existe, et est un

- « o e - [
opérateur lindaire borné de ) sur dVAR
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e
Puisque cﬁ; est de type U =elliptique, on sait que T est &
valeurs dans les projecteurs orthogonaux, d'ol, en utilisant 1'inégalité

de Schwartz, et la para-V-ellipticité :
[(3bel 1% 1ul] sl ul1*lIr el 2@ 1w = ac,r s afu]]?
et on obtient : IIJ% u| |x 2o ||ul| Vuel.

f
. * - . . . e /% x
Soit 0% 1'opérateur adjoint de (:7% . On vérifie que (6‘(5 u,v)=a (u
et, par le théoréme 39, et le raisonnement que nous venons d'effectuer pour

JQ; , on cbtient :
1%l > 5 |y ¥ ueV-

dl % . . PR
Donc BOG et :)% admettent 1'inverse continu, et, par le théoréme

de 1'image fermée de Banach, ch; est un isomorphisme de 7 sur /7.

2éme Démonstration -

On utilise le systéme de propriétés II, et on applique le

-~

corollaire 27, dans le cas ol est linéaire, et L est 1l'opérateur 3 valeur:

nulles dans i Yved@) = U .

cﬂ: étant linéaire est bien continue, et bornée, paramonotone

et para-coercive par rapport 8 T .

3éme Démonstration -

On atilise le Théoréme 16.
YEeU ', soit ;;Eu = K-t
Par la définition de la para-V-ellipticité&, on a, dans le cas

présent :
§(t) = (to(t) = o t2 et donc ¢(t) = ot.

aussi, comme I est 3 valeurs dans les projecteurs orthogonaux, on a :

||I'VH 1 Vvel, et, nous pouvons choisir une boule B avec :
o = ars|ldb@*= [lgll*

t
67% étant lindaire, est demi-continue de ") dans U ', d'ol

l'existence de u, unique, dans Brs solution de 0% (u) = 0, c'est-3-dire

OQ;u=f.

On vérifie aisément 1'unicité de la solution u dans tout 1l'espace.
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IV.2 - LE CAS DES ESPACES COMPLEXES -

Dans les définitions des notions de para-monotonie, para-V-ellipticité
nous avons jusqu'id présent, soit supposé les espaces réels, soit supposé que
(d&u -éi\u Pu_v(u=v)) était réel, par un choix convenable de T  (Cf.
exemples 4 et 5, § 1).

Nous procédons maintenant un peu différemment en nous limitant,

pour simplifier, au cadre des opérateurs linéaires.

DEFINITION 11 -

UV étant un espace de Hilbert sur le corps des complexes, et T
étant une application de 1) dane & (VU vérifiant le systéme de
propriétés II, nous dirons que la forme sesquilinéaire ( a(u,v), est de
type V- -clliptique st :

2
Re a(v, T v) > quH,U. Yol

Le Théoréme 39 se généralisc di la situation présente, en remarquant

que
si u=x u. éj étant une partie de {1,...,r} , on
ied r
écrit : us= X Ai e;
ie
ol e, = i et A, = llu l[
i lluil] ° i i
On a :
*

Re a(u, Puu) = pax Re I Ai a (ei, e.)

jed ied J

= max z Xi Re a*(eis e.)
jed  ied J

v g . % . . * % . .
on considére la matrice N°, de coefficients : Re a (ei,ej) ; N* est 1'adjointe
de la matrice N de coefficients : Re a(ei9 ej), puisque :

* e
’ = ) = .
Re a \ei,ej) Re a(°j’ei) Re a(ej,el)

3 partir de 13, on peut appliquer, de maniére inchangée, le lemme 41, d'otd la
généralisation du Théoréme 35.

Par suite, en utilisant la Iére démonstration (on peut aussi employer

la 3éme démonstration), on obtient 1'analogue du corollaire 42 qui s'énonce :
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COROLLAIRE 43 -

Sott Y un espace de Hilbert sur le corps des complexes, et a(u,v)
une forme sesquilinéaire bornée sur UxU s de type 'U'-"elliptique, av sens
de la définition 11, alors alu,v) peut &tre représentée par un isomorphisme
Ib de U, sur Y (U étant U'antidual de V) :

alu,v) = (J%usv) Vuwé?/l.

-IV.3 - OPERATEURS NON BORNES - (Cf. Lions [33] (34], pour le cas V-elliptique

classique).

- Soit U, H deux espaces de Hilbert complexes avec /U”C BHC VU °

ou 1/ ' est 1l'antidual de 1, les injections &tant continues, et chaque

espace étant dense dans le suivant.

Etant donnée une forme sesquilinéeire bornée sur UV , rappelons

la définition de 1'opérateur non borné A, i valeurs dans H, associé.

DEFINITION 12 -
On difinit D(A) par l'espace des ueV) , tele que la forme anti-
linéaire :

(4.16) Ty a(u,v)
soit continue sur U~ , pour la topologjie induite par H.

Remarque -

0€ D(A) qui peut &ventuellement &tre réduit 3 { 0} . Si u&D(d)
comme ‘U~ est dense dans H, la forme (4.16) se prolonge par continuité
en une forme antilindaire continue sur H, et H &tant un espace de Hilbert,
on voit donc que : pour u&D(A), il existe Au€H , unique, tel que :

a(u,v) = (Au,v) YvelU.

On vérifie aisément que 1'application u > Au est linéaire.

DEFINITION 13 -~

On désigne par A 1'opérateur du domaine D(A), défini par (4.16),
ou 1'opérateur A est défini par la donnée du triplet { v, H, a(u,v)}



- 152 -

COROLLAIRE 44 -

alu,v) étant une forme sesquilindairve bornée sur =V de type
V-elliptique, au sens de la définition 11, alore VY fEH, 1 existe u€D(A),
wnique solution de

Au = f.

DEMONSTRATION -

Puisque HCVU ' avec injection continue, f€7U ' donc il existe,

d'aprés le corollaire 43, u unique solutiomn de :

(4.17) a(u,v) = - (f,v)H Yve U~

comme v (fgv)H est une forme antilindaire continue sur H, on a bien
u€D(A) et :
(40 18) Au = £f.

Inversement, si u est solution de (4.18), u est solution de (4.17),

d'oll 1l'unicité.

REMARQUE -~
L'opérateur c:{t isomorphisme de U sur "Jf"' apparait comme une

extension de A, on a en effet pour tout uéD(A) :

Au = E}%u.

PROPOSITION 45 -

Sous les hypothéses du corollaire 44 D(A) est dense dans H et
A est un opérateur fermé.

DEMONSTRATION -

Supposons qu'il existe f&H avec (u,f) = O, pour tout u&D(A)
d'aprés 1'extension du Théoréme 39 au cas complexe, donnée au début du
§ 4.2, a*(ugv) = a(v,u) est &galement de type V-elliptique, au sens de

la définition 11, donc, par le corollaire 44 ;(uo (unique) dans D(A*)

domaine de A:&, opérateur non bornd associé & {/lr, H, a*(u,v)} 'tel que 3
A*u = f, '

° x x x
Alors (u,f) = (u; A'u) = (A"u, w) = a (u, 2) = a(u, u) = (Au, u) = 0.

Comme par le corollaire 44, A applique D(A) sur H, on en déduit que

u, = 0, donc £ = 0, et D(A) est dense dans H.
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Montrons maintenant que A est fermé. Soit unE_ D(A), avec u, + u

dans H, et £ = Au_ -+ f dans H.
n n

Nous avons vu que A est la restriction & D(A) de l'opératuur c%
_1 f
n

isomorphisme de Y/ sur V', donc J)E -1 &tant continu u =
converge vers u = (ﬁ’» -1 f; et c‘%u = f, mais puisque £f € H u&D(A).

q.e.d.

COROLLAIRE 46 -

D(A) muni de la norme du graphe :
fuly = (lul? + Jau|®)?/2

est un espace de Hilbert, et A est un isomorphisme de D(A) sur H.

IV.4 - ALTERNATIVE DE RIEZ FREDHOLM -~

THEOREME 47 -

Soit alu,v) une forme sesquilindairve bornée sur /pr’lfﬂ, telle
qu'il existe A, > 0, tel que la forme sesquilinéaire a(u,v) + X (u,0)y
soit de type V-elliptique.

On suppose de plus que l'injection de V dans H est compacte
(complétement continue) alors l'altermative de Riez-Fredholm est valable
pour l'équation :

Ay + A= f f donné dans H

(4.19)
ueb(a)
DEMONSTRATION - (d‘aprés [34] p. ).

Si A est 1'opérateur non borné défini par le triplet
(v, H, a(u,v)}, on vérifie aisément que l'opérateur non borné défini par
{V, H, a(u,v) + A(u,v)H} est A+ AL, ol I est 1'identité dans H, avec
D(A + A) = D(4).

Puisque a(u,v) + Ao(u,v) est de type V-elliptique, d‘a.'prés le
corollaire 44, 1l'équation :
& + Ao)u = f
u €D(A)
a une solution unique u = G(Ao)f, ol G()\O)E ,,Ce(H; D(A)).
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Comme l7injection de /Lf'dans H, donc celle de D(A) dans H, est
compacte, l'opérateur G(AO) considéré daus JZ?(H,H) est compact.

Mais (4.19) équivaut 3

A+ Ao)u + (A~ Ao)u = f,
c'est-i-dire :

u + (l—ko) G(Ao)u = G(lo)f.

, On résoud cette &quation dans H (ce qui entraine que ué€D(A)
puisque u = G(Ao)f - (A“AO) G(Ao)u) et comme G(Ao) est compact dans H,

le Théoréme 47 est dZmontré.

IV.5 - LE CAS DES H-SYSTEMES -

PROPOSITION 48 -

Une forme sesquilinéaire, bornée sur VU xV", admettant une
M-V-minorante, eset de type V-elliptique.

DEMONSTRATION -

On constate irmmédiatement tout d'abord que al/ du systéme de proprié-
té II est vérifide. En se rapportant & la définition 7, Chap. I, on a ¢
r
(4.20) Re a(u,ﬂju) 2 izl ni,j!lui'li "uj“j

oli N est une M-matrice.
Or les M-matrices sont un cas particulier des B-matrices, donc,
d'aprés le lemme 40,J 0> 0, tel que :

r 9 )
:i’ltjw.u-{.,r iil ni°5Hui”i HuJ'Hj 20k H“iHi = O‘H“HV

d'ol, par (4.20)
max Re a(u, M,u) = allu!!%U—
j=ly... 1 ]
q.e.d.
On suppose V€ H < U7' chague espace &tant dense dans 1le

suivant, les injections étant continues.



~ 155 =

COROLLAIRE 49 -

5'i1 existe une constante A, telle que a(u,v) + lo(u,v)H
admette une M-V-minorante, et si L'on suppose de plus l'injection de V dans
H compacte, alors l'alternative de Riea Fredholm est valable pour 1'équation :

Au + u = f Vren
u€D(4)

on A est l'opérateur non borné associé au triplet {V, H, a(u,v)}.

IV.6 - SYSTEMES DE TYPE FORTEHENT ELLIPTIQUE -

n
Q est un ouvert de R

B , Y noterons des multi entiers.

B= {61300" Sn} Y = {Y19°°" Yn}

8] = By +...+ 8 Iyl = vy #eeet

n LA n

-~

Nous considérons un opérateur aux dérivées partielles, & coefficients

constants, de la forme :

B, .= I p’ aE’Y pf
] ‘B‘z mi »J
|Yl= mj
Scit g & Rn E = {Els°°'2 E)n}
et n€ Cr n = {n190009 nr}

DEFINITION 14 -

Le systéme d’opérateurs {B?: i } sera dit de type fortement
9

elliptique, st VeeH et VnGC‘P avee E,n #0;ona:

r

(4.21) max Re I a?’Y £8+y h. n. >0
j=1 ol r 3
j=1,...9r

LEMME 50 ~

(4.21) étant vérifide, il existe une constante a > 0, telle que :

r X
- 2 2m,
(4.22) max Re © o ao’Y AL SR VN nex cxIngl7lel ™
j=l,eee,r j=1  10J j=1

on gl 5 est la norme euclidienne de & dans R'.
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REMARQUE -
Dans les premiers membres de (4.21), (4.22), on utilise pour les

multi indices B8 , Y , la notation classique qui consiste & omettre les som-

mations pour les indices répédtdés. Mais nous n'appliquons pas cette notation
q

T
aux indices i et j, qui ne sont donc indices de sommations que si I
X 1=
(respectivement I ) est placé devant l'expression & sommer. i=1
i=1
DEMONSTRATION ~
Puisque & # O on a |€|2 #0
d'od :
B +y
By B+y _ B,y (& m, + my
a;’; & 3’3 (]Eﬂ:? lel i v B
Posons : & ' = 2 et soit n'. = n.lE |mi i=1, r
. - +« = o seo ey
lglz i i'” 2
Par hypothése £ , n # O, et on en déduit que : &', n' # Oet :
r T ¢
; + + -
) a?’Y EB Y n;, Ny o= z a?’y £ Bry n‘i n'.
i=1 5] J i=1 5] J
avec |£'|2 = 1 ; appelons SR, 1'enserble des &' vérifiant cette derniire
propriété. -
- +
Posons $(E ', n") = max Re I a?’Y E'B Y n'i n'j
j=l,.eer i=1 »J
(4.22) s'écrit :
(4.23)  6(E', n') > C I |”°j|2 ; avec '€ SR,
j=1

I1 est alors équivalent de vérifier (4.23), ou :
(4.24) o(E', n') = C Yete SR, Vn'esc,

ot SC2 est l'ensembl: des vecteurs de Cr, tels que :

r
2
: Int |t =1
=1
Supposons 1'assertion de notre énoncé fausse, il existerait une suite

{«E'n, n'n} € S, x 5C,, telle que :

lim $(E' s n' ) =0
Lo n n

T
or, SR,XSC, est un fermé borné de R™x Cr9 donc un compact de R®x c.

2 2
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Donc il existe une sous suite, encore appelée {E; s n;} conver—

~
geant vers {£ , M}é SR,x SC, avec lim ¢(E'n, n'n) 0
>

Or 1a fonction ¢(E,n) étant continue des arguments & , et n,

on en déduit r
~ ~ R+
¢ (€, = max Re I ag:} EB Y ?ﬁf M. =0

j=ly.. 0,1 i=1

et sont donc # O, contrairement 3 1'hypothése (4.21).

N
eu {£ ,nlé& SR,x 5C,

q.e‘d‘
On suppose que & est un ouvert borné de R™.

Nous notons par :

-~

luilm = ) IDBuiI2 dx
1 T |gl’m.
et
ol =/ ok, |2 ax
mi r !B!Smi
et si m=t Tyseees mr}
r r
_ 2 \1/2 - 2 \1/2
ol = (T2 M5 el = (2 Tl )

Q &tant bornd, on peut utiliser 1'indgalité de Friedrichs, & partir de laquell

on vérifie que :

I !lm. et | |m- sont dquivalentes sur 1l'espace 4f;=H:i(9)
(compléte de &D(Q} pour la norme ll llmi), et donc, également les normes
[l 1| et ] | sont équivalentes sur U = I H:i ).
m m i=-~1,...,r

Nous associons au systéme d'opZrateur {Ai j} la forme sesqui-
s

lin8aire :

T
a(u,v) = I a, .{(u., v.)
i9j=1 193 1 J
N . ByY B
ot a, .(u,, v.) = } b a,’. D D dx
i . v,
1, 1 J 'Q'Blg mi, 2] ul i
= MW,
lyl= =,

t

w
<

Nous avons supposé les coefficients ai’j constants, aussi, on véri-
9

fie immédiatement que a(u,v) est borné sur Tx A,
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THEOREME 51 -

m.
Soit YV = i HQ), le systéme B, . é&tant de type
i:15 e 0 0 r o t,J

fortement elliptique, d coeffictents constants, alors al(u,v) est de type V-
elliptique (au sens de la définition 11).

DEMONSTRATION -~

soit  ¢={e;,..., o 3e R@]F

Nous notons par 1 la racine carrée de -1, dont la partie imaginaire est
positive, ceci en vue d'utiliser la transformée de Fourier.

r r

BsynB —“Y—
R L . {9.59.) =R z . .D . D'p.dx =
ei=1 3191(¢13¢J) efg i=1 alsJ c1>1 ¢J
lﬂl= o.
i
lY|= mj
[ B B =3
= Re Y z a; s g ((-1) ¢i)((—1) ¢.)d€.
em® Jgo i=1 -] J
|8l= =
= n,
lrl= =

ou ¢i est la transformée de Fourier Vi=1,...,r s aussi en utilisant le

lemme 50, et le Thdoréme de Fourier-Plancherel, on obtient :

r r 2m:
max Re T a; .(¢;5¢.) > Cn p |8, 1% g™ ae
TR 1 N €1 R PR S
5 P, 12
= C, [ z X "'é’e” Ip ¢j| dx
g J=1 HE mj ’

> of¢]2

on termine la démonstration, en utilisant le fait que a(u,v) étant borné

e e s . . n
sur fU’ﬁ?/: est, par linéarité&, bicontinue, et le fait que |§3(Q)4 est dense
dans 7/ , on obtient ainsi 1'inégalité de Para-V-ellipticité VHIé’Ui

q.e.d.
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IV.7 - UNE VARIANTE DE L'INEGALITE DE GARDING -

Soit f}f = it Homj ()
j=l,...,1r

THEOREME 52 -

Sott alu,v) une forme sesquilinéaire bornée sur @f.xQIj'uérif%@nt
la condition de type V-ellipticité.

(4.25)  max Re alu, uj) 2 a |uli
. J=1seeas?

Il existe a,> 0 tel que pour toute forme sesquilindaire bormée
blu,v), sur I x U vérifiant :

(4.26) |b(u, va)! $p ||u||m3||v|lmj“1 Yu,v J=1,....7

on peut trouver un réel 2 >0 tel que YA 20 oma:

(4.27) ma Re(a(u, Hju) + b(u, Hju) +A Iuj!ZZ 2 uz‘lu|li
J=1,0 0, L (%)
DEMONSTRATION -

Nous appelons, selon nos notations antérieures T , 1'application
~ . . . . . 2
de U, dans & (U, V) défini par (%4.25), et soit H = EL (Qi]r, on remarque
2 2 Y . az
que (u, I‘uu)H = |Puu|H = lujl 2 pour un certain indice j dépendant de u.

On a, dfaprés (4.26) :

(4.28)  Re (a(u,Tw) + b(u,T u) +A !Fuulg)
2
> a,Tw - ellully Trgll o, + AIruly

En tenant compte du fait que '“Im et |lu||m sont &quivalentes
on a

ep p
<1 2 1 2
olully Hrgallpy € eylolg Hrgllpy ¢ 52 w2+ 2 InallE

et, en utilisant (4.25), (4.28), on obtient :
| 2
Re a(u,I‘uu) + b(u,Fuu) + A,Puu‘ﬁ

a-ep 2 2 P 5 2
> () luly +§ lulg - gelingelly, + Alrgsly
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a~Ep
o
ol 1'on choisit ¢ < 5T et soit o = L, 0.

1 2
Par 1'inégalité de Garding, classique, nous savons qu'il existe

kg, tel que

2 _ A1 2 2 ns .
% Iujlm =5 Huj“m.-l + A; ‘“leZ(sz) z2 0 \]'uj@H:J ) Vi=1,...,r
3 J
Soit A% = max zS
j=l,...,r J

Du fait que r, est un projecteur canonique de ‘¥ sur /U”j= Honﬁ(ﬂ)
on a :

lul2 3 |0 ul?
jut u n

D'od : Vrsza
(o]

N IR

p
w2 -2 lrell? +alrpliso Yuel
) m-1

et par conséquent :

2
Re (a(u,l u) + b(u, T uw) + (u,T W), 2 o lul

q.e.d.

IV.8 - LE PROBLEMWE DE DIRICHLET -

Nous conservons les notations précédentes. Soit B un opérateur aux

dérivées partielles, de la forme :

1 2 C .
B“"Bl.:'Bz (Bisszisj*'Bisjg VI,J—l,...,r)
ol B1 et B2 sont des systémes d'opérateurs donnés par :
b= oz (D% Y Ym0 iL=1,..r
193 ‘B!_,_. m 193
i
= m,
lvl= =,
B2 .= 3 oY &Y (o 0P 1,5 = 1,000,1
193 B s m. 19.]
Y|§ m,-1
i
(4.29) ol les coefficients ag’} (x) et b?’; (x) sont supposés indéfiniment
’ RN \
différentiables. o r
Pour u,v & I Hoj(ﬂ) = appelons al(u,v)= ? a; j(u‘;,v:)
j=l,...,r ij=1 7 4

la forme sesquilinéaire associée au systéme d'opérateur Bl(par “intégration

par partie" (Formule de Green) dans le cas des données nulles a la frontiére),
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r
et b(u,v) = i,§=1 bi,j(ui’vj)

la forme sesquilinéaire associée au systéme d'opérateurs B,.

Du fait que les coefficients des opérateurs ont &té supposés indé-
finiment différentiables, la forme sesquilinaire :

a(u,v) = al(u,v) + bl(u,v)

est bornée sur U x U

REMARQUE SUR LES DIFFERENTS OPERATEURS CONSIDERES -

Par une démarche bien classique (Cf. E3§, E&j), au systéme d'opéra-
teurs B, on associe tout d'abord la forme sesquilinéaire a(u,v) & laquelle on
fait correspondre l'opérateur i , borné de A dans V"' (ou bien si VT HV?
avec des hypothéses convenables ; la restriction A de (7% ad D(A), ou A est un

opérateur non borné de 7/ dans H).

On peut alors se poser la question : quelle distinction &tablir entre
B et (7%(0\1 A) ?

On remarque que l'opérateur B &tant donné, on peut envisager
que ¢ P

d'autres choix d'espaces /", que celui que nous avons fait :

=1 i (9
i=1,...,T ° o
On peut considérer 'U’l = I H *(Q), et des espaces compris entre U/ et
. i=l,...,r
4)1, puisque V¢ /U‘l.

-~

La forme sesquilinéaire a(u,v) &tant bornée sur ’U'lx'br], 3 tout
sous espace W, fermé pour la topologie de ’U’l, avec ’Ifgw g’U’l, on fait
correspondre a%wl et AW dépendant de W.

o,
Néanmoine, revenant au cas W = U= I Ho 1(Q), remarquons que,
i=19!..’r
. .. - T .
par construction, les restrictions & [D(Qﬂ de (‘fG(ou A), et de B, sont iden-

tiques, ol E)(Q)]r est une partie dense de 7/ , aussi quoique cela ait un
caractére formel (qu'il faudrait préciser & l'aide de résultats supplémentaires
de régularité), nous identifierons, dans 1'énoncé suivant B et A, 'opérateur
non borné, associé au triplet {a(u,v);V"; H} ol H = [Lz(ﬂ)jr, oii, %ar abus

de language, nous définirons D(A) comme 1'ensemble des u & i ﬁo 1(0) tels
Y 2 i=19-009r
que I B, . u.eL7(R) \7’j=19...,r.

j=1 *3 %
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COROLLAIRE 53 ~-

Sous l'hypothése (4.29), et az(u,v) étant supposée de type V-
elliptique, ou bien le probléme homogéne :

Bu =0 u € i Hom"'m)
i=13 ® 0 o El r
a une solution non nulle ;

ou bien Vfe = '{fl, Fosvees Fp} € @2(9)]14 le systéme :

r
¥ B. . u. =T,
L Bad % T
m.
u € i g, ()
7:‘:1_999-,1‘

a une solution wnique.

DEMONSTRATION -

D'aprés le Théoréme 52, il existe une constante Ao, positive,
telle que @
a(u,v) + Mu,v)y = ay(u,v) + b (u,v) + A(u,v)

soit de type V-clliptique ; d'od le résultat, par le Théoréme 47.

g.e.d.

IV.9 - SYSTEMES ELLIPTIQUES FAIBLEMENT COUPLES -

On considére le systéme aux dérivées partielles : & &tant un ouvert
. n
borné de R .

r

A A .
(4.31) u; (x) =0 x € () j=l,..51x
et on fait 1'hypothése :
r _ r 2 2 r
(4.32) mex I a; . (%) vi(x), v.(x) dx > o I |vj| ) ‘Vveﬁ, (Q)]
§=1,...,7)q i=1 ' J i=1 L2 (%)

avec ai’j(x) & L (D)

THEOREME 54 -

Sous 1'hypothise (4.32), Yg= g i...,g,}€ 22)]7, V2> 0, i1
existe u, = {uj,,...,ur}e @2(9)/\ Hi(ﬁ)]r solution unique de (4.30), (4.31).
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REMARQUE -

En appliquant la thSorie classique (Cf. par exemple [?Q], p. 660)
des équations intégrales comportant un opérateur complé&tement continu, on
montre que le probléme (4.30), (4.31), a une solution unique, sauf pour un
ensemble dénombrable de valeurs de A , qui correspondent aux valeurs propres
du probléme homogéne associé. Le théoréme 54 montre donc que sous 1'hypothése

(4.32), ces valeurs propres sont toutes négatives.

DEMONSTRATION -
Soit G =’j‘ G(x,t)dx 1l'opérateur de Green associé au probléme dc
Q

Dirichlet homogéne pour le laplacien.

Considérons 1l'opédrateur K ='{K1,...,Kr} ol Kj = G j=1,...,1
et soit :
D e ¢! ®1r
a, .
iy,
rr

copérateur de ELZ(QX]r dans [iz(ﬂ)jr. On transforme le probléme (4.30),
(4.31) en un probléme de la forme :
u+ A KAu= £
ot f = {fl,...gfr} avec fj =G 8; j=l,...,r
L'opérateur G est un opérateur monotone, pour le vérifier considErons
le probléme |- AW =h x& Q héLz(Q)
W=20 Xeof

r
Ona(-AW,W)-:)/ p (%zdxzo
o i=1 %

or (- AW, W) 2 = (h, Gh) 9 et done G est lindaire (complétement) con-
L) L7(R)
. . 2
tinu de LZ(Q) dans LZ(Q) et monotone. Donc, si on pose V= [L (Qi]r

-~

K est un opérateur monotone diagonal de U dans U, par rapport & I appli-
cation de type P fini r, définie par 1l'hypothése (4.32), gﬂ; est un opérateur
lindaire paramwonotone par rapport & I . Pour la fonction § = ctzg ce qui en-
traine la propriité de para-coercivité ; d'oli, par le Théoreme 24,9 2> 0,
1'existence de uy solution de (4.30), (4.31) u)‘é l_iz(ﬂ)]r.

Or (4.30) peut s'@crire :
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- Aul = (x) - ;
iT ,

A
a, .(x) u. (x)
i=1 t

oi le second membre QLZ(Q), il est alors classique (Cf. par exemple
Niremberg [(3]) que uge @), H@ Visl...r
g.e.d.

V - EQUATIONS ABSTRAITES D'EVOLUTIONS LINEAIRES - (1)

V.I - SUR LE THEOREHNE DES PROJECTIONS - (Comparer & J.L. Lions [33), chap.III)

Soit U un espace de Hilbert, sur le corps des complexes et N
1'antidual de Qf Soit (,) le produit scalaire dans /U/, et ‘ },U—la norme

associée.
Soit/ C.V~ un espace préhilbertien, pour le produit scalaire
((»)), la norme associée &tant || || . '

On suppose que 1'injection de 4/ dansU/est continue :

(5.1) iw',l/_s c, | 1wl s C, constante > 0, Vw e A~
(5.2) On considére une application T' , de domaine’\#/,’i valeurs dans un
ensemble bornée de ;f(’v’,/\lf'). ,

»

On notera par T 1'image par I' d'un &lément YweW.
Soit 7/ = sup HI‘WI Lf b’ qui existe par (5.2).
’

Soit E(u,v) une forme sesquilindaire sur ‘U x U/, avec les

hypothéses :

(5.3) Pour tout vE& 74/ , la forme lindaire u » E(u,v) est continue
sur /.

(5.4) V@vé‘Uf'E(Fww, w) est réel, et de plus, il existe une constante
a> 0, telle que : )

2 W

E(I‘ww, w) 2 o H WH Yw& U

(5.5) Soit w -+ g(w) une forme antilinéaire, continue sur W

Nous noterons par : ]]gl [ = gsup ]g(w)l wellJ” HWH = 1.
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THEOREME 55 -

On suppose que les hypothéses (5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5)
sont vérifides. Alors il exiete u€l, tel que :
E(u,w) = g(w) pour tout wéll/, et de plus on a la majoration :

/Yﬂcﬁ
(5.6)  lulys—" Tloll

DEMONSTRATION -

(Couparer 3 BB], Théoréme 11, page 37 ).

La fonctionnelle u + E(u,w) &tant continue sur U, il existe
Rwe V7, tel que :
E(u,w) = (u, Rw) vwe W

- On vérifie tout d'abord que R applique biunivoquement W~ dans

Y. En effet, si Rw = 0, alors :
(1"‘;;»79 Rw) = E(l‘ww, w) =0
ce qui, d'aprés (5.4), entraine |lw|] =o.

. . -1 .
~ Montrons maintenant que l'inverse R ~ de R est continue de

R(w), muni de la topologie induite par 17, dans W™ .

En effet, posant Rw = a, w = lea.) on a alors les relations :

(1) (2) (3) (4)
(5.7) oanH2 F< E(Fww, w) = (I‘Ww, Rw) & il"wwl/tr |RW!U s’m,lwlrUIRwqu
(5)

<amellwll [rely

oli nous numéroterons dans l'ordre par (1), (2), (3), (&), (3), les inégalités
et égalités ci-~dessus.
ot (1) résulte de (5.4),

(2) résulte de (5.3),

(3) résulte de l'inégalité de Schwartz,

(4) est obtenu par (5.2),

(5) est obtenu par (5.1). !

¢
Dou ¢ ||ETMall & —2 lalys

A pertir de 13, la suite de la démonstration est identique a [ ], Théoreme 11,

page 37, nous la reproduisons pour faciliter ia lecture.
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On prolonge R‘l par’&, application lingaire continue de R(w) (adhé~
rence de R(w) dans /) dans W (complété de w, pour la norme I ||w).

- » - - . . - e N
La forme entilinéaire w -+ g(w) se prolonge par continuité a w,

donc
g(w) = (( 659W)), ou Egé W
L'équation E(u,w) = g(w) Vwe W, équivaut & :
(u, Bw) = ((E,0W) Vwe W

ou encore 3

(5.8) (wa) = (&, R la)) \ a €R(w)

Soit P 1'cpérateur de projection orthogonale dans 1, sur ROU).

~ N a9 . «
Soit Rl = RPe:;ﬁ(/Lr,ﬂkf), soit R*1 son adjointe :

N
RTEZ ée) (W3 U7), et il est &quivalent de résoudre (5.8), ot :

(u,a)qr = ((Eg, Rla)) = (R*1 gg,a) Va€R(w), et par suite, une solution du

probléme est :

*
o

De plus : |[|R7|] = | |R, || ~ < |Ir7Y
=R L U5 D L f

&(’V;W)

puisque la norme de P dans éf'(ﬂflﬂf) est 1.

YL cC
. . ~1 , 1 < . .
Or, par les in8galités (5.7) : IR & —= , d'ol la majoration
LWy e
(5.6).
g.e.d.
REMARQUE -

Nous avons simplement remplacZé dans le Théoréme 11, Chap. I7I, de
Bﬂ, 1'hypothése :

(5.9) @l > o |lvll? Y we W~

par (5.4).

On constate que (5.9), entre bien dans le cadre de (5.4), en considérant

1'application T , définie par :

Vocl 1°=-2009 gin |00 ¢ 1 et si (5.9) est verifis

W ! E(w,w)| w <§L(1[”1f)

. . o] .
pour cette application T ~, on a bien :

o 2
(O = [FEBL - jz@w] x o |l
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V.2 - THEOREHES D' ISOMORPHISME -

THEOREME 56 -

V™ étant un espace de Hilbert véel, de dual ) ', et T une applica-
tion de V dans L (V) telle que 1'un des systémes de propriétés I ou II
(CF.IV.1, L'énoncé de ces deux systémes de propriétés) soit vérifié.

Soient alu,v) une forme bilindaire bornée sur U <V, de type V-
elliptique, et J?; l'opérateur "représentant” a(u,v) dans cg (U, 7.

Sott L wne application lindairve, maximale, monotone, de D(L) sous
espace dense de 7/, dans 7} ', L étant stable par T .

Alors &%’+ L est un isomorphiazme de ?}; D(L) sur 7/'&

Iére démonstration -

Par le Théoréme 38, nous pouvons nous placer dans le systéme de
propriétés II, c’est-a~-dire : r &tant un entier > 1 :
Vo= I V, 5 T = {n,..., 1)
. i T
131$C“9r
ni projections canoniques de V™ sur /Uki ; et puisque a(u,v) est de type

V- élliptique, par le Théoréme 39 on a :

~ - 2
(5.10) max a(va,v) = a( Vv,v)a a |lvl] Vvé?Z/u
3=l,. .. ,1
En utilisant le lamme 31 (de Brezis), on voit que 1* étant fermé, D(L*) est
alors un espace de Hilbert, dense dans v .

En vue d'appliquer le Théoréme 55, posons W= pa¥ et
E(u,v) = a(u,v) + (u, L’v) Vué"U; ve W

. . ., . *
Puisque L est stable par T ; d'aprés la proposition 14, L™ est
g . * .
stable par T, comme L* est aussi monotone, L” est monotone diagomale par
~n
rapport 3 I , et, en utilisant (5.10), on a :

5.1 ECw,w = a(f v,v) + (T vt § lv||?  Yvew .

Nous sommes donc dans les conditions d'application du Thécréme 55,

et VE€U ', il cxiste ué?V , solution de :

(5.12)  E(u,v) = (£,7) wveW =@

ey s . *®
D'ol : (u, L*v) = (£ wjth,v) est une forme bilindaire continue sur D(L7),
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pour la topologie de Q}J, et comme D(L*) est deanse dans 7//, ue D(L), et on
a bien a%u + Lu = £,

Unicité -

Si elle n'était pas vérifiée, il existerait u # 0, solution de :

AT+ Iu =0

d'ol encore :

a(ﬁ,rﬁﬁ) +(LG,T50) = 0
Or L &tant monotone, stable par I , est monotone diagonale par la gropos't'on
12, et par suite, le second terme du premier membre est positif ou nuil.
Par suite : -

a(u, Pﬁﬁ) <0

comme a(u,v) est de type V-elliptique, cn a : u= 0.

q.e.d.

2éme DEMONSTRATION -

Par le Théoréme 38, le systéme de propriétés I est vérifié, ce qui

nous permet d'appliquer le Corollaire 27, en remarquant que :

-j& étant lindaire borné, est bien demi continue de )" dans Y '.

- Puisque a(u,v) est de type V-elliptique, on a bien :

a(v,l_v)
lim V5 1inm a llv]] =+

T L T

q-eodo

3éme DEMONSTRATION -

Par le Théoréme 32, sur la régularisation elliptique.

- L 3tant stable par T, et en utilisant le systéme de propriétés
1I, on voit que :

L= '{Lls cee s Lr} ol les L, restrictions de L alif; sont des
opérateurs maximaux, monotomnes de ’Dri dans ’Lr'i, de domaine D(Li)'

D'old D(L) = ik (D(Li) est un espace diagonalement compatible

i=1l,...51
avec T , et par suite 1'hypoth&se (3.31) du Théoréme 32 est vérifiée, la

vérifieation des autres hypoth&ses du Théoréme 32 s'effectue comme pour celle

du Corollaire 27 dans la 28me démonstraticn.

g.e.d.
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PROPOSITION 57 -
Sous les hypothdse du Théoréme 56, V fe& ', la solution u, du
probléme : 0{: u+ Lu=f, vérifie :

(5.12) Hul] —é: LIFll & dépendant wniquement de o , e, v, ou :

eonstante de para V-ellipticité de alu,v).

i

- O

- C

& = sw la(u,v) |
U, VE

£}
Haull=ilv] =2
- r€N, est définie dans le systéme de propriétés II.

DEMONSTRATION -

D'aprés le Théoréme 39, on a (5.11) ot a , ne dépend que de a, c, T,

or, dans la Iére démonstration du Théoréme 56, on a obtenu u comme solution de

(5.12), c'est-3-dire, en employant le Théoréme 55 ; or comme ?fv} ={H1,...,qr}

et que les Hj étant dee projecteurs orthogonaux, on a : |

"Hj‘ =1,
;z‘ﬁ(’lfs/U_)

g.e.d.

et de (5.6), on en déduit (5.12).

COROLLAIRE 58 -

Sous les hypothéses du Théoréme 56, (7% + L est un isomorphisme de v
sur D(L%)".

DEMONSTRATION -

On note tout 4'abord que par la proposition 14, et le lemme de Brezis

* o - x . - ’\/ ~
les propriétés de L et L™, respectivement par rapport a I' et T sont les memes.

sy o P oo o k K .
Et, en utilisant le systéme de propriétés II, et le Thécréme 39, j& +L” véri-

. . PR * & . . 3
fie les conditions du Théoréme 56, donc J& + L est un isomorphisme de D(L”)

sur 1/ ', d'ol le résultat par tramsposition.
q.e.d.

On peut; en suivant le développement de Lions~Magenés |§f], T.1,
Chap. III, interpcler. On suppose/LhS'lfv, ) dense dans Y ',

On a alors, sous les hypoth&ses du Théoréme D(L)C-V<C YV '< D(L*)’,
et on peut définir les espaces intermédiaires (Cf. Lions-Magenés l:iﬂ, T.1,
chap. 1, § 2) : E)(L), :le et E’U"g I)(Lx)'je ; ol © est un réel avec 0%6%1.

Du Théoréme 56, et du Corollaire 58, on déduit le :
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COROLLAIRE 59 -

Sous les hypothéses du Théoréme 56,(ﬁE + I est un tsomorphisme
de DNy ew [V, D)0, pour tout 6 tel que 0 < 6 ¢ 1.

VI - EQUATIONS ABSTRAITES D'EVOLUTIONS (II)

ETUDE DE LA REGULARITE, SOLUTIONS DE
DISTRIBUTIONS ET ULTRADISTRIBUTIONS A
VALEURS VECTORIELLES.

VI.1 - NOTATIONS ET RAPPELS SUR LES VECTEURS DE LA CLASSE M, -

(D'aprés Lions - Magenés [37], T. III, Chap. 9)

Soit {Mk}, k=0,1,2,... une suite de nombres réels et posififs, tels que :

2
(6.1) MysM oMo Yk > 1
(condition de convexité logarithmique de la suite).
® -1
(6.2) L Mk ~ < 4+ ©
k=1

(condition de non quasi-analyticité).
(6.3) Il existe une constante n > G, telle que : < nk 1 Vk
' ’ M+t Me
(condition suffisante de stabilité par rapport @ la dérivation).
(6.4) I1 existe une constante C1 telle que @

k . .
(j) Mk_dj Mj 0 M Yk et Vi avec O g j € k.

Exemples de suites {Mk} vérifiant (6.1),...,(6.4), encore appelées : suites

de Gevrey : !

(6.5) mo= kD, 1 = K58 M, = T(sk¥l) ob s est réel > 1,

et T est la fonction d'Euler.



- 171 -~

- Soient E un espace de Banach réflexif de norme || || , et G(t)

un semi-groupe continu de E dans E, c'est-ad-dire :

e()ed, (E,8) Vet xo0

Y e€E, la fonction t > G(t)e est continue de t 2 0 +E ;
G(o) =1

G(t)G(s) = G(t+s) Vt,s 2 0

Soit = A 1le générateur infinit&simal du semi-groupe G(t).
On a :

D(A) domaine de A = {e llim hnl(G(h)e—e) est un &lément de E}.

h+0

Alors Ae = 1im h-1 {(G(h)e~e)
h>0

Domaines des puissances de A .

La fonction t + G(t) u, est une fois continuement différentiable
de t 2 O—>E, s8i, et seulement si uoé D(A), et alors :

4 s u = -G(t) Au

dt
En itérant ce procédé, posons :

k-1

p(A) = {e|e€D(), Ne€D(A),..., A Te€D(A)}

espace de Banach, pour la norme :

k .
(6.6) o |late]]
j=0
Alors

D(Ak) est 1l'espace des vecteurs e tels que t > G(t) e soit k fois
continuement différentiable de t 2 O, dans E.
On considére également :
x©

p(A™) = & )
k=0 -
espace de Fréchet pour la suite de normes (6.6), D(A ) est 1'espace des

vecteurs e tels que t + G(t)e soit indéfiniment différentiable de t 2 0 > E.

Rappelons que D(Aw) est dense dans E.



~ 172 -

DEFINITION 15 -

On appelle vecteur de classe M, {Mk} étant une suite logarithmi=-
quement convexe, tout élément e EE, pour lequel existent des constantes C, &
telles que :

k k /

A% s ¢ & my Vh

Les vecteurs de classe M, constituent l'espace, éventuellement
réduit & {0} , DN ; My).

THEOREME 60 -  (Théoréme 7.1, Chep. 9 de [37), T. III).

Si 1'on suppose que la suite {Mk}s vérifie (6.1) et (6.2), l'es-
pace DA Mk) est dense dans E.

SITUATION TRANSPOSEE -

Soit G*(t) le semi groupe adjoint de G(t) dans <Qf,’(E';E'). Si
- A* est le générateur infinit@simal de Gx(t), 2* est 1'adjoint au sens

des opérateurs non bornés, de l'opérateur A dans E, de domaine D(A).

On introduit alors D(Axw; Mk) comme précédemment, en remplagant
*
A par AT,
On suppose que la suite { Mk} vérifie (6.1), (6.2), (6.3),
aussi, d'aprés le Théorime 60 D(A*w H Mk) est dense dans E', aussi, par

dualité considZrons D(A*w s Mk)'
On obtient les inclusions suivantes :
© ? ) 00
(6.6) D(A”; M) D) e DAY E <. p(1*Yy c p(1*7y 1 - p(1*7; M)

ol D(A*q)' est le dual fort de D(qu) Yq .
Rappelons encore le résultat de structure suivant :

THEOREME 61 -

Vf de D(N” Mk)’ peut se représenter, de fagon non unique par :

(o] !

F= ozt £° = identité
ou ekGE I g Mk HekH <w Y

k=0



VI.2 - RESULTATS GENERAUX DE REGULARITE, ET TRANSPOSITION -

- —
- Soient les espaces de Hilbert Qf',iﬁﬂ , V', avec Ve HCV

les injections étant continues, et chaque espace &tant dense dans le suivant.

(6.7

[Soit G(s) un semi groupe continu et borné, dans 7/ et 7', et donc

aussi dans J{ , tel que :

{ 11G(s) 3
1ol g 209

- Soit = A 1le générateur infinitésimal de G(s), appelons
D(AYY) D(A{}{) s D(A3Y) son domaine dans les espaces Qf',i}[ ,QJi
2 .,.1/2
1”)
v

1 Vs » O

- L'espace D(A;7 ") étant muni de la norme (|| I'%k +| | ovl
¥

est un espace de Hilbert, car A est fermé, méme chose pour D(A;3);

D(A; V).

Rappelons Cf. I}f], T.1l, Chap. III, Lemmes 1.2, I.3:

(6.8) -’U;\D(A;Qr')c1452:f}£c:’Uf/chaque espace étant dense dans le
suivant.
6.9) - (MU, 30 Yveal, vasm.

Soit T une application de 1V aams & (@CQ}),\&Z(jﬂsﬂ{;bxﬁy Vs U
telle que le systdme de propriété II, soit vérifid, relativement a U,

IV

C'est-i-dire, plus précisément :{ 7/ = I Qf}
i=19...9r
H= n Hy
(6.10) i=l,000,1
) T
A .
i=l ..o,y i

ob f'; est le dual de U,

avee UV, c H; < V'y
r = P . e 00 '
(6.11) w {Hl,.e., ng . Hr }
od Hi est le projecteur cenonique de " (respectivement [, U') sur

le iéme espace Q/'i (resp.yjﬁfi, ‘1f'i).
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Hypothéses de diagonalité pour G(s) -

(6.12) On suppose que G(s) est stable par I , c'est-d-dire G(s)I‘w = I‘w G(s
¥s20 ’dwé’lf, ou encore G(s) = {Gl(s),..., Gi(s),..., Gr(s)}
ou Gi(s) vé:ifie les hypothéses (6.7) relativement a/l}'i, ﬂqci, Qj”i.
Alors, on vérifie sans peine que 3

A={A

19...9 Ais...’ Ar}
ol A; est le générateur infinitésimal de G;(s). Par suite A r, = Ajvj
pour un certain indice j, et Ajvj = I‘w Av , donc :
(6.13) ) est stable par T .

Enoncé des principaux résultats -

a(u,v) étant une forme bilinéaire bornée sur /\rx fU’, on dénote
5%

comme précédemment par ¢7%€ & @397 Y) llopérateur représentant a(u,v) i.e

a(u,v) = (b%u,v) Yu,veé r.

COROLLAIRE 62 -

alu,v) étant une forme bilinéaire bornée sur WUx V", 1es hypothe-
ses (6.10), (6.11), (6.13) étant vérifiées et a(u,v) étant de type V-ellipti—
que, alors : cﬂ; + A est un isomorphisme de ‘U’/\ DA ;U7) sur )77, et
i1 exiete wne constante & , telle que VFfeU ', la solution u de

B%u + M=Ff
vérifie :
(6.14) Hull ¢ L 11#l
a
DEMONSTRATION -
I1 suffit de prendre dans le Théoreme 56 L= A

Par (6.13), A est stable par T . Par (6.8), (6.9), A est mqhotone s 3
domaine dense. En passant au semi-groupe adjoint G*(s) qui est également de
contraction dans j{ , on obtient que A* est également monotone, donc,

d'aprés le lemme de Brezis A est maximal monotone.
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D(L) Ztant muni de la norme :

~ 2 2.1/2
11y = a2+ i
et ’Ifk D(A; U ") étant muni de la norme :
2
[l = el + Havl 5 Lel )25
On déduit des inégalités :

2
b
que || Ill et || ]|2 sont équivalentes et D(L) =‘Lﬁﬂ DAY .

2 2 2 2 2 2
Hollyy + vl ] gl lvlly+ llﬁvuf' + |lvl s'Z(.HVIIl?),+|IAv|I,U3)

Quant # la majoration (6.14), cssentielle dans ce qui suit, elle
résulte de la proposgition 57.
q.e.d.

On obtiendra de m@me, 3 partir des corollaires 58 et 59, le :

COROLLAIRE 63 -

Sous les hypothéses du Corollaire 62 (j% + A est un isomorphisme

[Ua DA U, V] > [V LA D0 % V1) 7]
e e

pour tout 8, avec 0 £ 8 < 1.

Rappelons Cf.[37 , T. III, p. 167, DO, étant 1'espace des
fonctions s * ¢(s8) scalaires, indéfiniment Jdifférentiables, & support
compact dans & , telle qu'il existe deux nowbres positifs ¢ et & (dépendants
de ¢ ), tels que :

sup I0%e(s)| < ¢ ¢ My

se]O+w

11 existe une suite régularisante P, E D(O,Mk), c'est-d-dire :

p. &€ D et p_ + & au sens des mesures sur E),+°°[.
n O,Mk n

On utilise les notations suivantes

- Si Bl et B2 sont des opérateurs, on pose :
B, B,] = BB, - B,B;



- 176 -

-~

- Vcb fonction scalaire, & support compact. On désigne par G(¢)

1'opérateur dans U, (resp. /U‘, /}C) donné pour f& U ' (resp. 'Lf’{]—f)

par : o
G(o) £ ==j G(s) £ . ¢ (s) ds.
0]

THEOREME 64 -

Sous les hypothéses du corollaire 62, et de plus 99? vérifiant :

”[«7%3 Glp ’na ’U‘Hlu,, £C Hu“,v.. Yvel (¢ constante indépen-
' dante de n)

J%e‘ocf(D(A; V) pea; 1))

7/f€D(A V') la solutwn u de aQu + hu=f
appartient d 1'espace D(M;U) p D(A v

DEMONSTRATION -

-~

La démonstration est strictement identique 3 celle du Théoréme 9.1
Chap. III, de Bi] Le corollajre 62, remplagant le Théoréme I.1l, Chap. 3
de [37 , T. 1, et la majoration (6.14) jouant le rdle de 1'estimation habituel-

lement obtenue en utilisant la V-ellipticité classique.

qneudo

Comme il en va de méme pour tous les énoncés de ce paragraphe, nous
ferons correspondre, pour la démonstration de chacun d'eux, 1'énoncé corres-
P
pondant de Lions-Magenés [37:\, T. III, chap. 9.

THEOREME 65 - (Analogue du Théoréme 9.2, de P37], T. III, chap. 9)
Sous les hypothéses du Corollaire 62, et en supposant de plus que :
(k) k-1
(6.15) H[(}%a 6o, )] UH’U*' g Ck(HvHQ[+ HAv||,V+...+HA v”’[,r)

Yve D(Ak"l;’?/’") et a% €£(D(Aj51f); D(Aj; Y))
0 §J § k-1

Pour tout f € D(Ak; ¥') :
ona ue D(Ak;’V),\ D(Ak+1; v !

COROLLAIRE 66 -~ (Analogue du Corollaire 9.1, de B?], T. 1II, Chap. 9)

Sous les hypothéses du Corollaire 62, et (6.15), ayanz‘: lieu Vk,
(sans uniformité en k ; Cy dépendant de k), st
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FED(N; Y1)
on a : 4
ueD(A5 )

THEOREME 67 - (Analogue du Théoréme 9.3, de [37], T. III, Chap. 9).

On considére une suite (M}, vérifiant (6.1),...,(6.4). On fait les
hypothéses du Corollatrs 62, ot on suppose qu'il existe C et L telles que :

k-1 , .
(k) k, k=g J
iR, 6™ 0ull cc = &) ¥ _. |09
] A n ,U_, J.__:O j k""J /lr
(6.16) _ : .
Vuentk 107 ), ot BEE wed ) b0, 0 € G € kel
L'inégalité (6.16) étant satisfaite \ k.
c% + A est un isomorphisme de D(Am; Mk,;’V) sur D(A; M, 2.
TRANSPOSITION -

THEOREME 68 - (Cf£. § 9.3, de [37], T. III, Chap. 9).

Sous les hypothéses du Théoréme 67,c43 + A est un isomorphisme
(D" M5 7)) sur (D(N, MU ))?

DEMONSTRATION -

e P . L SR .
En utilisant le Théoréme 39, on voit que d& vérifie aussi les
e ey

hypothéses du Corollaire 62 (Para~V-ellipticité). Par le lemme de Brezis et

la proposition 14 2* ¢st monotone maximale, stable par rapport a T . Donc
les hypothéses du Corollaire 62 sont satisfaites, de méme que (6.16), donc,
d'aprés le Théoréme 67 (ﬁ%* + ¥ est un iscmorphisme de D(A*w,Mk;Qf')
sur D(A*m,Mk;Q/'“)9 d'oll le résultat par transposition.

g.e.d.
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VII - APPLICATIONS ET EXEMPLES -

VII.1 - SYSTEMES LINEAIRES PARABOLIQUES GENERAUX -

Soit Q ouvert de R".

On considére des espaces Vi tels que
mi mi
BEY (@ C v, cB Q) Yi=l,...,r

m,
Vi étant fermé pour la topologie de H 1(2) et une famille formes
bilindaires (sesquilindaires dans le cas complexe) a; j(t:,t‘ti,vj), bornées
H]

indépendamment de t sur Vix Vj, pour i,j =1,...,x.

T

Soit a(ty u,v) = I a. . (t: w.,v.)

i’jgl 1,] 171

a(t;u,v) est alors une forme bilinéaire bornée,indépendamment. de t,

sur VYV, ol V= I Vi'
i=l,...,r
. 2 r
soit E= [L°()] ;v = I V! (dual de V)

i=l,...,T

7

Soit U= L?‘EO,T;V] ; on sait que ' = LZB),T ;V']

et soit j—{: = LZEOQT;%’Q pour 0 < T g +=
Appelons Ai j(t) = bf(vi, V'j) 1'opérateur représentant la forme
3
bilinéaire ai’j(t; ui,vj).
ai’j(t; uist) = (Ai,j(t) us, vj)

On considére le systéme d'équations :

iil A; () vy (€) + 5 (t) = £,(t)

(7.1 ot £,(t) & 120,15 L2@®]  §=l.....r

uj (0) = “o,j donné dans L2(Q)

(On peut considérer des cas plus généraux :

f.(t)éLZEO,T;V'j], fj (t) € aux espaces ='définis dans Lions-
Magenés Dﬂ, Chap. 3, puis selon les propriétés de régularité de
a(ti;u,v) f. distribufion, ou ultra-distribution & valeurs vec»torielles
(Cf. Chap. 9, dc [37])). |
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Les résultats de Lions--MagenesBﬂ9 T. 1, Chap. 3, et T III, Chep. 9
s'appliquent au syst@me (7.1), sous couvert de l'hypothése a(t;u,v) est

coercive (uniformément en t), c'est-i-dire qu'il existe A> 0, tel que :
2 o
(7.2) a(t;v,u) + 7‘|V|H aallvll; Ywev, Yte [0,T].

ce qui entraine que la forme bilinéaire : .

T T
a(tzu(t),v(t) dt +A}. (u(t),v(t))Hdt
0

vérifie la condition de V-ellipticité (peut &tre N} -ellipticité conviendrait

aA(u,v) = a(u,v) +‘A(u?Y§C =.jo

mieux).

(7.3) ak(v,v) = a(v,v) + A|v|2ﬂ2 allv‘lz Vvé:lf:
JE v
- Les résultats obtenus précédemment aux § 5 et 6 nous permetfent
de remplacer (7.3) par ce que nous avons appelé une condition "du type V-
ellipticité" (ou encore de para-V-ellipticité), pour a}\(u,v)9 condition
s'énongant par :
32 >0 tel que :

T r T 2
(7.4) jglx:w.uf.’r j iZ ai’j(t;ui(t),uj(t))dt +)~Jo &-\j(t)i LZ(Q) dt

2 |, |13 |l |2
>0 L u, dt = allu
j=1§o 3 V

Une condition suffisante pour que (7.4) soit vérifiée &tant que,

par exemple : a(t;u,v) admette une M-V-minorante uniforme, c'est=-i-dire :

2 ; 2
.. (t3 . . MUY 2 . V.

R R R S [T
(7.5) VeV, Vezo

iai,j<t;ui’vj)l § Cigj Hui”Vi HVJ‘HVj Vi’j i#j

ol la matrice N = T -Gy 3 est une M-matrice indépcn-

- ]

dante de t. Y. !

LN

On peut envisager des cas plus généraux que (7.5), en considérant
des formes bilindaires issues de 8yitémes "de type fortement elliptiques”, dé-

finis au § 4.6.
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LES RESULTATS OBTENUS -

A partir des Théorémes des § 5 et &, on obtient des résultats

d'existence, de solution dans '1{& D{r; YD) (ici A = %{ (avec un domaine

convenable) dans EU7\D(A;’U*')ﬂfj espaces s'interprétant comme dans [32
Chap. 3). °

Puis des résultats de régularité dans des classcs de fonctions,
i valeurs vectorielles, diffZrentiables (respectivement indéfiniment diffé-
rentiables, de Gevrey), par rapport & t, et par application des théorémes
de transposition on obtient des résultats d'existences plus généraux,
dans des espaces de distributions, et d'ultradistributions 3 valeurs vectoriel-
les, sous nos nouvelles conditions *'du type V-ellipticité&". On obtient ainsi
1'analogue des rédsultats de Lions-Magenés E?], Chap. 9 (n” 1 et 9, concernant

les problémes paraboliques).

Plutdt que de détailler toutes ces situations, nous allons donner
quelques résultats dans un cadre plus particulier, mais qui a 1'inté&rét

d'@tre 1ié 3 des types d'équations provenant dec la Physique Mathématique.

VII.2 - SYSTEMES PARABOLIQUES FAIBLEMENT COUPLES -

(Cf£. Protter-Weinberger [ﬁE], Chap. 3, Sec. 8 et la bibliographie

de cet ouvrage).

I1 s'agit de problémes dont les &quations sont de la forme :

L ")
0 &tant un ouvert de R
ou.

r
X, t) . =
(7.6) ~—A%E——~— Auj(x,t) + iil bi(xgt) ui(x,t) fj(x,t) XEQ Yt>0

plus des conditions aux limites, et une condition initiale.

Nous ne ferons pas usage de la possibilité éventuellement offerte

par le changement de fonction inconnue classique :
A
(7.7) uj(x,t) = e twj(x,t)

1
de se ramener, grice aux inégalités de coercivitZ (inégalité de Garding, dans
le cas du probléme de Dirichlet), au cas d'une &quation opérationmelle para-
bolique, comportant un opérateur V-elliptique, au sens classique ; car un tel

changement de fonction inconnue a pour effet de modifier le comportement a
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1'infini du probléme, ce qui n'est pas toujours souhaitable.

Par ailleurs, si l'on recherche des solutions périodiques, (7.7)

ne laisse pas cette propriété invariante.

Aussi nous mous proposcns de traiter d'équations du type (7.6),
sous des conditions "du type V-ellipticité" (c‘est-3-dire une condition de
para-monctonie pour un opérateur linéaire, sans effectuer le changement de

fonction inconnu (7.7).

Nous considé@rerons un probléme (avec des équations .un peu plus

générales que (7.6)), de la forme suivante

Soit § un ouvert borné de Rn5 de frontiére 3Q wvariété indéfini-
ment différentisble de dimensicn n-1.

Soient les Zquations :

Gy OB a5 B etu () = £ G
: N T R T Lo b
. j=l,...,1

ol

(7.9) bi,j(x,t)9 a“ng(x,t)é: Lw(QXEO,MOD ij=l,..05r 3 Byy=l,...m.

et

(7.10) fj(x,t)GLz(Q x[0, +=[)  j=l,...,r

avec les conditions aux limites :

On suppose que la frontiére peut se mettre sous la forme :

3 = () 4 3 (@ j=1,...,r.
1 J
avec :
(7.11) Z§1) étant ou bien vide, ou bien de capacité >0, pour j=l,...,r
et si Tv(x) désigne la trace de v(x) sur 3Q , on impose :
(7.12) ruj(x,t) =0 \ﬁ:@:zij) >0 j=lye..,r
(7.13) — 4+ 5 t. .(x,t) tu, = g.(x,t) Vxes t>0 j=1,...,r.
v . 1,] 1 1 2
A i=1
J
ov(x) _ k| dav(x)
ou —EU;— = I aBzy (x,t) -5;;—- cos (n,xB)

J



- 182 -

L igme . . .
cos (n,xB) étant le B cosinus directeur de la "normale extérieure"

a 99, n. Avec les hypothéses :

7.16) g x0)E 1200 x [0, +[)
(7.15) g sGunel” (ox [0, +=[).

Condition initiale -

- (7.16) uj(O) = u, donné dans LZ(Q).

3.0

ESPACES CONSIDERES -

1l'espace Lz(@g +°°[ U).

Soit V. le sous espace de Hl(Q) tel que la trace Tu,, qui appar-

J
tient & HI/Z(BQ) (Cf. Lions-Magenés [:37], T.1) soit nulle sur z§1> (cela
. J
a une sens si ZEJ) est de capacité > 0, Cf. 1'hypothése (7.11)).

Soit 1f5 = Lz(Vj)

On notera V = il Vj
i=1,...,r
V= 1 =t
i=l,...,r

soit ¥ = [L2(@]F et I{=12(m) et ¥, - L2@@)  j=l,....r

La forme bilinéaire a{u.,v) :

Soient Xfi = 1,.00,1 N
n . j | . .
J 3ud (x) v (x) k] j
L. (tyu,,v.)= T a t (x,t)u’ (x)v- (x)dx
aJJ( ussV3) L 8 ya1 g,y (%t %, 9% %i,j
~
+)z(2)tjj (x,t) Tuj(x)rvj(x)dc, vuj,vje Vj

J 1]
et soient Yi,j =1,...,r avec i # j.

@



- 183 ~

. R
a; (E5u;,v,) =J’ bisj(x,t)ul(x)vJ(x) dx + (x,£) Tu; (x) V4 (¥)do
Q

t. .
)EQ) 1,]
J

Nous poserons également, pour i,j=1,...,r.

a’l . . = €he o 3 o o ° o ; e
JJ(uJ,vJ) Jao 1JJ(t9uj(t),vJ(t)dt ‘Vuj,vJé Zf;
+co
- - / - -

Sous les hypothdses (7.9), (7.15),

ajj(uj’vj) est bornée sur ij X Q;} et

(7.17)
ai’j(ui,vs) est bornée sur Qf}_x 173 V1,3=1,...,r
r
Si a(u,v) = I a., .(u.,v.)
i,jgl l’J 1 J

Nous supposerons a(u,v) de type V-elliptique, c'est-a-dire :

T
(7.18) max )y

2
j=ly.ee,x i=1 aisj(ui’uj) 2 ullu'|Qf

Une condition suffisante pour que (7.18) soit satisfaite est que les hypothe-
ses (7.19), (7.20), (7.21), (7.22), soient vérifides :

noo. n.
(7.19) z a"é Y(x;t)n8 nY 2a,, & né p-p.ix,t} €Qx[0,+w[
Byy=1 3T g=1
Vner®, 7j=1,...,r.
|TulL2(r)
Soit m = Sup Ti—]]-——~—- , m existe (Cf. Lions—-Mageneés |§ZJ, T.1, Chap. 1).
u .
uh ()

On suppose que

(7.20) bjj(x,t)-mltjj(x,c)la Y p.p. {x,t¥ax[o,+=[  Vi=1,...,r

(7.21) b. .(x.t)|+nlt, .(x,t)|s¢C, . p.p. {x,t}e ax[0,+=[ Vi j=1,...,r
1] 1,] 1,] .
i#j
ou la matrice :

(7.22) N = ‘ ajj "Ci,j ‘ est une M-matrice.
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Sous les hypothéses (7.19), (7.20), (7.21), (7.22), a(u,v) admet
une M-V-minorante (on remarque les résultats du Chapitre I s'appliquant dans
ce cas), d'ot (7.18).

Opérateurs associés_aux formes bilinéaires -

a. .(tsu.,v. H
;.5 (E3u55v9)

. p [ ? P 111 = i o 5
Soit Ai,j(t) < ﬁg(vi,v j) 1l'cpérateur “représentant ai,j(t”ui’vj)°

.» P-P. t 2 0.

ai’j(t;ui,vj) = (Ai,j(t) ui_,vj) Vuiévi, ij,VJ

Le second membre -

Soit EF}(t) la forme linéaire sur Vj(t) définie par :

() [vil=[ £.(x,t)v.dx + . (x,t) v, do
F® ;) j; Jmovax s [ g0

Sous les hypothé&ses (7.10), (7.14), E;}(t) E&;] est continue
sur Vj p.p. t 2 0, donc é;g(t) E};]= (Fj(t), Vj>’ ol Fj(t)e,v'j p.-p.-t 20,
avec nos hypothéses

(7.23) 1'application t - Fj(t) é’LZ(VVj)

au probléme (7.8), (7.12), (7.13), (7.16), nous associons le probléme :
du. (L) T

7004 '——'J'——'— + z A— 3 t . t = Fo t
(7.24) St g 1’J( ) uJ( ) J( )
2
.(0) =u, & L°(0
uJ() 4 0 ()
(7.25) Supposons tout d'abord ug o= 0 (nous rappelerons plus loin comment
s

on peut se ramener a ce cas 13).

. P < 0
Semi_groupe_associé a 1’opérateur T

Nous prenons :
(7.26) Vi=l,...,r Gj(s) vj(t) =

0si0<t<s

vj(t*s) si s <t

G(s) est un semi groupe de contractions dans v'j, \£ et 3%?5

de générateur infinit@simal :

dv:
=..—.l
A, vj it

(7.27) dv.
) = 1, =k ., v.(0) = O}.
ou D(Ajﬂf P {vj‘vjeﬂfj, € Ve v (O 0}
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(7.28) {Soit Aa'{Al,...,

et D(M177) = i DCA, VL)
i=l,..0,1 ] 3

Soit j%e&fy(lf—,zf') 1'opérateur représentant a(u,v) et soit
Fe LZ(V') le champ de vecteurs donué par t =+ F{t).

En tenant compte de (7.17), (7.18), (7.25) et (7.28), nous pouvons
appliquer le Cecrollaire 62, au probléme

(7.29) Au + (]Q}u =F

d'ol 1lfexistence de tle*Z/}\ D(A; ) 7)Y, unique solution du pro-
bléme (7.29).

~ Le cas u09j #0 i=l,v.. 1

D'aprés Lions—-Magenés [}?], T.1, Chap. 1, n° 4, il existe w, dans
fU'j, tel que :
2
(0) = u, &L (G
v (0) = vy o LD

(et w.(1)€ L2[0,+ 5 v.]

} dwj(t\

4

L dt“éL

(7.30)
2

[09 3 ij]

alors u-w doit vérifier

50 ()=, () +

™M

il

r
Z Aigj(t? (ui(t)-wi(t))=Fj(t)" iil

A - )
A (B (0)% 50

du fait de (7.30), le sccond membre appartient & LZ(V’j), et, par suite

uj(t) - wj(t) satisfait & un probléme de type (7.22) avec conditioms initiales
nulles.

Nous avons donc démontré le

THEOREME 69 -

qws=Aug,eee, u} witque, tel que :
1’ g U dui(t)
uj(t) « L (Vj)’

(7.8), (7.12), (7.13), (7.16).

Sous les hypothéses (7.9), (7.I0), (7.11), (7.14), (7.15),

<

LZ(V’J), solutiton du probléme
e
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D'aprés le choix fait pour Vj’ on a : Tuj(x,t) = 0, sur
Zgl) j=1,...,r, d'old (7.12) est vérifiée.

J
En intégrant, formellement(*) par partie, chacune des sommes :
v T [ n 5 3 du. (x,t)
v.€ V. I a. .(tju.(t),v.) f){ - I =—a —_
1 j=1 230D N g "B,y X
r du(x,t)
+ I b, (x,t)u, (x,t)v, (x)]dx + ——%2/ gy, (x) do.
je1 1sd 1 ] v, hi
(2 A5
J

On en déduit que {ul,...,ur} satisfont également, dans un sens

généralisé les conditions aux limites (7.13).

Probléme périodique -

On se place sur un intervalle fini [b,i] . On conserve, sur cet
intervalle Eb,i] les équations (7.8), les conditiomns aux limites (7.12),
(7.13), les hypoth&ses (7.9), (7.10), (7.11), (7.14), (7.15) sur l'intervalle

{b,f] , mais on remplace la condition initiale (7.16) par

(7.31) u(0) = u(T) (condition de périodicité).

On conserve le choix des espaces V., les formes bilin&aires
a, .(t; u.,v,), on remplace ﬂfi=L2(V.) par Y. = L2 [b,T; V:], et on pose
1,] 1] h| ] ] J
maintenant :
« T

{%) A partir des résultats de Lions-Magenés Bf], T.1l, Chap. 4, dans le cas oii
E(l) (ou 2(2) ) est vide, on obtient avec des hypoth&ses supplémentaires

i |

de régularité des coefficients, que la composante uj(x,t)E?Hz(Q), et

] - . . . .
b: GI?(BQ)Q}ZIJZ(BQ) et 1l'intégration par partie correspondante, perd son

j caractére formel, et pour le rang j indique, 1'Equation (7.§), et la

condition aux limites (7.13) sont explicitement obtenues.
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forme bilinéaire bornée, sur ’U; x’lf; (par les hypothé&ses (7.9), (7.15)).

r
Soit a(u,v) = & a. .(u.,v.)
i,j=1 1,71 ]

oi 1'on reprend l'hypothése (7.18) que nous réécrivonms :
T

2
(7.32) j=1max . 151 a; 5(u,u0) 2 0 Hullyr
,IO.Q

Les Ai j(t:) étant définis comme précédemmant, on considére alors le probléme :
9

du. (t) T
—d_—— &+ & A, .(t) u.(t) = F.(t) te [0,1]
dt -=1 19] J J
(7.33) t
uj(O) = uj(T)

Soit F 1'élément de LZ[:O,T;VG définis par t + Fj (t) pour te [O,T:]

Le point important, par rapport & la situation précédente, est de
changer le choix des semi groupes Gj(s), définis ici, par :

v.{(t-s+T) si 0<t<s

(7.34) Gj(s) vs(t) = -{

vj(t—s) si s <t <T

On a alors :

= 4.

(7.35) avec av.
Nelal = ‘ L —-—l 1t . = “
D(Aj,J j) {vjlvjé U fElrr: e 3 et VJ(O) vJ(T)}

Soit A= {A,,..., A} et D(M;") = 1 DAY ))
1 T . J ]
1'1,coo§r
T
Soit a(u,v) = I a; j(ui’vj) et ﬂeeﬁ(?fﬂ/"), tel que
i,j=1 ’

au,v) = (u,v).

D'aprés le corollaire 62, Ju unique & /U;\ D(A; U ') solution de
Au + 5 u = F.

D'od, en utilisant la propriété (7.33) de D(A; YY), on a démontré le :

THEOREME 70 -
Sous les hypothéses (7.9), (7.10), (7.11), (2123 (7.15),
- . 2 U 2
3u= {ul,...,ur} unique, avee uj(t)é-L [O,T,:-Vj'], z €L [:O,t;V’J.]

solution du probléme (7.33).
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Les conditions aux limites s'interpr@tent comme dans le cas du

Théordme 69, et donnent formellement la résolution des &quations (7.8), avec

les conditions aux limites (7.12), (7.13), et la condition de périodicité

(7.31).

Régularité en t du probléme périodique -

Mk &tant une suite de Gevrey, on suppose

C et £, telles que :

qu'il existe des constantcs

k .
d” 3 k
max Sup | —— a3 _(t,x) £ C E ) Yk €N
tc [0,7] xea | at® BY "
(7.36) max Sup -—QE- b. .(x,t) g C E;k Mk V k&N
. i . 3 ’ <
cc [0,6] x€n | oa®
& K v
max Sup — t. .(x,t) | & C & N ke N
telo,£] xzeq 19t 1 "
j Gy, - k) .
aB,Y (0,%) a v (T,x) Vkéu
.31 | o 00 =% @ Vren
1,] 1,]
(k) - (k)
£ (0,x) € (T,x) YV keN
On suppose qu'il existe &galement des constantes d, n, telles que
Vj = 1,00e,T ¢
T 2
£ (e) $ a4, g M Nk=l,...,r
o |3 L2() i
(7.38)
. T "
. ]g(kkt 2 dt £ d. n% Mk Vk:l,...,r
o 17 2 I
- Le99)
. s 2, -1/2
(On pourrait améliorer cela en remplagant L (8Q) par H (99),
avec ;
£ o) = f§k) (1) Yi=1,...,r
(7.39) J
ggk) (o) = gék) (T) Yk=1,...,r
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Des hypothéses (7.38), (7.39), on déduit que : F est une fonction
de classe Mk {Cf. Définition 15, § 6.1), de [bgﬁ] + V', pour A = générateur

infinitésimal du semi groupe associé au probléme périodique (Cf. (7.34), (7.35))
De 1'hypothése (7.36), on déduit que d%; opérateur représentant
a(u,v) est de classa Mk de [p,iﬂ e 58-(V;V“), et de (7.37), on déduit que :
d@ Qg ko o k., v V :
€LYy DAY U k€ N.
Donc, d'aprés le Théoréme 65, on obtient le :
THEOREME 71 -

Sous les hypcthéses (7.9), (7.10), (7.11), (7.14), (7.15), (7.36),
(7.37), (7.38), (7.39), la solution u du probléme (7.33) est de classe M,
de [0,T] dans 1} . c'est-a-dire, il ewiste des constantes Cyy W> 0,

telles que :
(k) 2 k
Huj (t)HV. dt s Cy WMy Vken
0 d
w% 0y = u* () Yren
dJd d
Transposition =~

On cbtient, en reprenant sur a(u,v), £(t), g(t), les hypothéses du
Théordéme 65, et en utilisant le Théoréme 68, 1'existence et l'unicité de u,

solution de :

~T r
(7.40)  Vi=1,....r Jo [y ®.03 e+ I oag 5(k5u,(0,05(0)]ar
¢ T » T
=j0 (£;(6),4;(£))de +jo (g;(£),70,(0))_ dt

- (hé,’ $.(0)) of hgq. LZ(Q) (On peut améliorer
] Cela) .

V¢j€ D(A*W; Mk,ﬁf”j) c'est~-3~dire telle qu'il existe C, &> O, avec :

T .
(50 H¢§k)<t)ll\2,j a2 ¢ ¢ & M

(7.41)
6@ 0 = ¢ (@
i 3
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d'oli 1'existence d'une solution u de problémes ol la condition de "périodi-

cité" g'exprime par :

- = hi
us () u(0) = hy

VIIT - INDICATION SUR LES APPLICATIONS AUX PROBLEMES NON

LINEAIRES DES RESULTATS DU § 3 -

Pemarques sur 1'approximation des problémes comportant
un opérateur paramonotone.

YII1.1 - PROBLEMES MON LINEAIRES {Exemples) -

Jusqu'3 présent, nous n'avons &tudié, par les méthodes abstraites,
des paragraphes précédents de ce chapitre, que des exemples de problémes
linéaires, ou, d'une fagon générale, les résultats &taient obtenus soit
directement par des méthodes lin€aires, soit comme corollaire de résultats

plus généraux, d'analyse non linéaire.

Nous ailons, trés briévement (et incomplétement) passer en revue
les possibilités spécifiques des résultats d'analyse non linéaire du § 3,
qui correspondent essentiellement 3 deux types de situations, dont nous avons

pris le précaution dans nos &noncés qu'elles ne s'excluent pas 1l'une 1'autre.

a/ Perturbation par un opérateur (éventucllement multivoque) monotone sur

la diagonale -

Ier EXEMPLE - (en relation avec un exemple donné dans Brezis, Grandall,
Pazy [7], § 3).

Nous considérons U = E@Z(Qi]r, et d%‘opérateur linéaire de

"type V-elliptique” de /}/ dans}/"'. C'est-i~dire tel que :
r ,
(8.1) max z ((7@1"5 ui’uj) 2 E ”ullfl/"' '
j=lyee.,r i=1 : L°(R)

Soit Bj € R XR un ensemble maximal montone dens R X R, pour j=l,...,r

Soit f = {fl""’fr} Q-ELZ(Qi]r. Nous considérons le probléme :
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r
802 fo "’A . + .+ z C%‘n o .
(8.2) F & ug BuJ 2 i, %

avzec uj(x) = 0 sur 90 . Alors en utilisant les résultats de [?:], (Th. 2.1),

on obtient Aj = - A+ Bj est maximal monotone dans LZ(Q), de domaine

contenu dans HZ(Q),\Hi(Q). D'ol, par le Théoréme 26, l'existence de
u= {;1,...,1ur} solution du systéme non linéaire (8.2), ou de plus
ue [B5 () A H (RY]"

Nous avons ainsi obtenu une solution forte d'un syst2me non lin8aire

elliptique faiblement couplé.

2éme EXEMPLE -

On peut obtenir comme corollaire du Théoréme 26, les résultats
obtenus au Chapitre I, sur les inéquations varationnelles, et, en particulier

une résolution directe, du premier probléme de contrdle optimal, sous des

conditions plus générales que celles du Chap. I, car la condition

r
2
(8.3) jsTax _ 121 ai,j(ui’vj) > u]{ulqu_
’I..9

est plus générale que le fait que a(u,v) =admette une M-V-minorante (dé€ja en
dimension finie, les B-matrices forment une classe plus générale que les M-

matrices).

Mais évidemment, dans le cas de (8.3), on n'a plus nécessairement la
convergence des procédés itératifs du Chap. I. Or, dans le cas des problémes
de contrdle optimal, dont la solution peut &tre obtenue indirectement (méme
si (8.3) n'est pas vérifide d'ailleurs) les procédés itératifs du Chapitre I,
auxquels, aprés discrétisation convenable, on associe des méthodes de calcul
effectives, ont beaucoup plus d'importance que le résultat d'existence par

notre méthode.

-

On peut également & partir des résultats du § 3 (Théoréme 26 ou
Théordme 34) obtenir une généralisaticn au cas des systémes, sous nos hypotheé-
ses, des Théorémes de Lions-Stampacchia [38], Théoréme 7.1, Brezis [‘}],

Théoréme 55 sur les inéquations paraboliques.

Mais les applications de ces résultats supplémentaires restent a

déterniner.



b/ Perturbation par un opérateur compact d‘un opérateur paramonotone =

C'est ce qui donne naissance 3 la notion d'opérateur quasi-

paramonotone.

Pour trouver des exemples, on peut utiliser les Théorémes d'immersion
de Sobolev.

J'ai néanmoins l'impression que la condition 6§ €A, dans la définition
de la paramonotonie (Définition 2 § 1) implique pratiquement le cadre

(%) '

. Or, dans le cadre hilbertien, on est trés limité quant 3 la

Hilbertien
"eoroissance & 17'infini" des fonctions intervenant dans la définition de ces

opérateurs compacts : croissance inféricure ou égale 3 celle d'une fonction

linéaire.

VIII.2 - SUR L'APPROXIMATION DES PROBLEMES STATIONNAIRES COMPORTANT UN OPERA~
TEUR PARAMONOTONE -

Remarquons tout d'abord que la démonstration des Théorémes d'existence
du § 3, est basde, comme il est classigue en cette matiére, sur une approxima-
tion par des problémes posés en dimension finie, 1la méthode utilisée, pour
les passages 4 la limite conduit 3 mettre en &vidence, & priori, ume conver-
gence forte des solutions des problémes approchés vers un &lément qui s'avére

8tre la solution exacte du probléme considéré.

I1 y a donc lieu de penser que ce résultat de convergence forte, va
Stre conservé si 1'on se place dans le cadre de la méthode de Galerkin, ou,
plus généralement, dans un cadre technique du type de ceux &tudiés par
Cea [13 » Aubin Elj » qui condiisent 3 des approximations utilisables

en analyse numérique.

(%) Nous avons dans les § 1,2,3 conservé le cadre plus général des espaces de
Banach, surtout parce qu'il a &té utilisé, dans des situations ayant des
points communs avec les notres par Browder [8] 5 [9_] N [1@ s 5
malheureuscmenit, ces références ne contiennent pas d'exemples d'appli-

cation |.
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La différence essenticlle entre de telles approximaticns, et celles
considérées dans les Théorémes d'existence, tient au fait que, d'un point
de vue pratique, il est impossible d'utiliser une base de filtre formée

de tous les espaces de dimension finie d'un cspace de dimension infinie.

En effet, on ne peut envisager la mise en oeuvre effective que

.. . . .. ~ o n

d'un nombre fini d'espaces de dimension finie, dépendant d'un paramétre h££R+,
dit "paramétre de discrétisation", et on se pose la question de 1'int&rét

du choix de h "petit” pour se rapprocher de la solution exacte.

On est alors amené 3 faire deux sortes d'hypothéses supplémentaires

3 celles mises en oeuvre, dans le Théoréme d'existence :

1/ Les espaces considdrés sont supposés séparables (sinon, on retom-
berait dans unc difficulté du type de celle rencontrée en prenant tous les
espaces de dimension finie), et on met en &vidence une famille dénombrable
d'espaces Eh’ de dimension finie, permettant d‘approcher convenablement tout

point de l'espace considéré lorsque h + O.

Dans le cas d'inéquations, on aura besoin de manié&re analogue d’une

"bonne" convergence d'une famille de convexes XhC?Eh, vers le convexe X.

2/ L'opérateur associé au prcbléme exact devra &tre suppost borné,
méme pour les prcoblémes statiomnaires, et sclon les propriétés imposéas en

1/, devra vérifier des hypothéses supplémentaires de continuité.

A titre d'exemple, considérons 1'approximation de la solution du
probléme :
(8.4) - (Au, v-u) & (£, v-u) Yvéex Xc) ou u€X.

avec les hypothéses

oo

(8.5) - 1 est un espace de Banach réflexif et séparable.

(8.6) - fe dual fort de U .

(8.7) - T est une application de type P, relativement a /bfl

(8.8) - 1/ est diagonalement compatible avec T .

(8.9) - Il existe un opérateur de dualité I , de Y sur Y, ﬁontone
diagonal par rapport a2 T .

(8.10) =~ X est un convexe fermé de Q/“g diagonalement compatible avec [ .
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(8.11) - A est un opérateur borné; et demi-continu de D(A) (XCD(A))

muni de la topologie induite par ‘})7, dams U~ '.

(8.12) - On suppose de plus que (j% est para-monotone par rapport 3 T .
(8.13) ~ Avec la propriété de para-coercivité
(Au,ruu)

1i.m v——r'—-rl———~ = 4 ©
Hul |+ + °

L'existence de u, solution de (8.4), sous les hypothéses (8.5),..., (8.13),
s'obtient comme corollaire du Théoréme 26, cu l'on perturbe 1'opérateur

monotone maximal, diagonal (par (8.10)), 0¥ , op&rateur sous différentielle

X:‘
de X, par A.

LES APPROXIMATIONS -

a) La méthode de Galerkin classique -

Soit {En} une famille dénombrable d'espaces de dimension finie,

emboités, EnCZ E , tels que :

n+l

nn
Soit Xn = X!\En
On suppose que Xn converge vers X (Cf. J.L. JOLY [2{]) au sens de :

(8.15) V,XQX, 3 {xn} avec x & ¥, tel que :
x  converge fortement vers x dans U/ .

- Le probléme en dimension finie -

On cherche uné.xn, solution de :

(8.16) (Au_, v-un) + (£, v-un) £ 0 \»,'vexn

On sait, par le lemme de Browder (lemme 20 ) qu'une telle solution

existe, car, par 1l'hypothése (8.11), A est continu de Xn dans E'na

En utilisant 1'hypoth&se de paramonotonie de A, ainsi que le fait que

X est monotone diagonal par rapport & T, on vérifie que u, est unique.
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THEOREME 72 -

Sous les hypothéses (8.5)s..., (8+15), u, converge fortement dans 78
vers u solution du probléme (8.4).

DEMONSTRATION -

-~

De manidre analogue 3 ce que ncus avons fait 3 plusieurs reprises dans
le § 3, en utilisant les hypothéses (8.8), (&.13), on obtient que u,
reste dans un borné de Q//.

Puisque ?/ﬂest réflexif, on peut extraire une sous suite, encore
appelée us convergeant faiblement vers u € X (puisque X est un convexe

fermé).

D'aprés 1l’hypothése (8.15), scit x €X et convergeant fortement
vers u.

Pour m > n, formons :

Yn,m = (Aun - Aum,Fn’m(un-um)) ou rn,m = Fun_um

en utilisant (8.16), et le fait que X est disgonalement compatible avec T

on a 3

@17) - (A, T (uu)) € (6 T (u-u))

On écrit :

(Aun, Fn,m(un‘uﬁg) = - (Aun, Fn’m\xn-un)) + (Aun, Fn,m(xn-um))

d'oli

(8.18) (Aun, rn,m(un-um)) S (f,Tn,m(xn"un)) + (Aun, Pn,m(xn—uhp)

D'oli, en utilisant la para-monotonie de A (8.17), (8.18), on obtient :
(8.19) G(Hun“umH) $ Y, o€ (6 TLoa(au)) + v, I’n’m(xn—um))

. i S e . * _ * o
Le dernier membre de (8.19) s'écrit : (anmf, X uh) + (Fn,mAun’ X um)

!
Pour m = +® , en utilisant la propriété Pl’ des applications de type P, il

. . , . *
existe une socus suite, de {r* }  encore appelée {I* _} telle que :
n,m n,m



- 196 -

*
- T° f converge fortement vers T * £
n,m W

n
* *
- T~ _Au_ converge fortement vers I Au
< * s as 2 s
(8.20) ol HI‘WH ¢ C constante indépendante de n, par le Théoreme
n

de la borne uniforme.

En utilisant la semi continuité inférieure de la norme, pour la
topologie faible et (8.15), on obtient :

s(lu-ulD) & (£, 0, G w) + (b, T (xmw) '
n n

¢ cllell Tlxoull +c Haull -l

Donc, du fait que A est borné, et par (8.15) : lim 6(| |u -ul ‘) = G,
et comme O8€A u, converge fortement vers u.

qceodn

b/ Neus utilisons maintenant un formalisme plus général

(Cf. Aubin D- ]).

On associe 2 V une famille de triplets {Eh’ Pp s rh} ou les F‘h
sont des espaces de dimension finie, avec les hypothéses :

(8.21) {ph est injectif de Eh dans V

r, est surjectif de V™ dans Eh'

Soit Xh =T, X, on suppose que :

(8.22) {ph(xh)} est diagonalement compatible Yh>0, avec T(h€ Rl_:)

lim p = X, au sens suivant :
h*0 h Xh

- Vx& X, 3 {xh} avec xhéxh tel que lim forte PR, = %

(8.23) >0

-v{uh} tel que u €%, et lim faible pyu = u; alors ugX.
h*0
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Outre les hypothéses déjd indiquées pour A, on suppose A continu de
(8.24) X, muni de la topologie forte induite par '@f, dans /' fort.

-~ Le probléme en dimension finie =

Soit 3 résoudre :

(8.25) = (Apyuy. ppryV ~ Pyup) € (£, pprpv - ppy) Yve X

dui a une solution d'aprés ( 8.21), (8.24 ), et le lemme de Browder.

THEOREME 73 -

Sous les hypothéses (8.5) d (8.13), et (8.21) a (8.24), lorsque h * O,
Dyy, comverge vers u solution du probléme (8.4), dans Y fort.

DEMONSTRATION -

On obtient, comme précédemment, que Py, reste dans un borné de U .

- Passage 3 la limite -

Appelons T, =T _
b X P,

fortement vers u, et formons :

, oli, par 1'hypotheése (8.23), x, converge

Y, = (ax, - Appup,T Gypym)) € (6T g mu)) + (Axg, T Gypyoy)
(1) (2) (3)
Y s (f, I’h(xh»phuhn + (Au, Fh(xh-phuh)) + (Axh“Au, Fh(xh-phuh))

Yh € (1) + (2) + (3) (dans l'ordre d'écriture).

*
(1) = TR, Gy pyu))

lim (1) = 0 car selon un ultrafiltre plus fin que le filtre des

b0 voisinages de O dans RE.

- Fﬁ f converge fortement dans ‘]/7'".

- et X "Pphlh converge faiblement vers O.

(2) se traite comme (1).
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Pour (3), on utilise 1'hypothé&se (8.24). D'oi Axh converge forte~

ment vers Au, et par suite lim (3) = O.
h-0

En utilisant maintenant le fait que A est paramonotone par rapport
a T, on obtient s
lim  6{]lpyu. - pox.|]) =0
h
b0 h h™h

d'oli le résultat, puisque §8& 4, et que pL¥, converge fortement vers u,

lorsque h + O.

qg.e.d.
REMARQUE -

Les démonstrations et résultats précédents s'étendent sans difficul-

tés au cas quasi-paramonotone.

- Sur_1'approximation des_formes bilinéaires admettant une M-V-minorante -

Soit V = I Vj un espace de Hilbert, et a(u,v) une forme
j=l,...,1
bilinéaire bornée sur V x V.

On asscocic 3 chacun des espaces Vj une famille de triplets

PV%, pa, ri}— ou les Vﬂ sont des espaces de dimension finie,

pi est injectif de vl dans ¥

h
r) est surjectif d Vj Vj
h jectif de sur V. .
On munit V% du produit scalaire :
O T B o (]
((phuhs Ph‘-\h))j ((uhs vi]l))h,j
i i . j j i 3 <
Vuh eV, 5 wev et Vi,j € r.
On pose @
ij, 1 - j i
o (e V) = g5 (Pl Pty
' ‘ Tood,j,i i
et a%(uj,v%) = I aM(u,v)  ele.r
i=1
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PROPOSITION 74 -~

St alu,v) admet une M=V-minorante, soit N alors a,(u,,v,) admet
R TR

N pour M-V-minorante.

DEMONSTRATION -~

Nous formons :

. r . .
J r0.J
o Cew) T E oy (s )

r - . r - .
id o Jid ii i -
121 a; s(ppuys PRup) > iil B thuhHi thuth =
R T
i=1 15] hsi h h’j

g.e.d.

La proposition 74 est trd@s importante pour l'emploi en Analysc

Numérique des résultats du Chapitre I.
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