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INTRODUCTTION

L'utilisation des ordinateurs fait entrevoir aux statisticiens
des perspectives nouvelles. Des résultats encourageants ont déja été obtenus
dans un certain nombre de domaines par des organismes tels que 1'I,N,S.E,E,,
1'I.F.0.P. et la S,0.F.R.E.S.

Le calculateur peut, en statistique, jouer trois rdles qui sont
essentiels pour le chercheur :

- le libérer de taAches souvent fastidieuses, ce qui lui permet de se consa-
crer a . des travaux créatifs, d'un niveau supérieur, qui resteront tou-
jours en dehors des possibilités des machines;

- traiter des problémes de plus en plus complexes, et lui donner ainsi le
moyen d'aborder des questions nouvelles;

- préparer les décisions, par une meilleure exploitation de l'information, ce

qui a pour effet d'accroitre la slireté de son jugement.

L'objet de cette thése est d'établir un ensemble de programmes
destinés & montrer que l'on peut systématiquement s'affranchir des calculs nu-
mériques, On peut raisonnablement prévoir que, dans l'avenir, l'ordinateur
aura la charge de remplacer les tables et d'effectuer toutes les opérations 2

la fois plus rapidement et plus facilement,

Les programmes que nous donnons sont & usage courant, peut-2tre
méme pédagogique. Ils peuvent @tre comparés a ceux qui sont fournis dans les
bibliotheéques de calcul des grands ordinateurs. On constatera que nos deux
soucis majeurs ont été de rendre leur utilisation aussi pratique que possible
et leur enchainement aisé. ‘

Le langage que nous avons utilisé est ALGOL, Le choix devait®
dtre fait entre FORTRAN et ALGOL qui, & notre avis, sont les plus adaptés a
nos problémes., Les difficultés qu'améne FORTRAN avec les expressions mixtes
et ses restrictions trés nombreuses pour le calcul sur des données vectoriel-

les ou matricielles, qui sont tréscourantes en statistique, nous ont fait






retenir le second. La lecture assez facile d'ALGOL, son caractére universel

nous ont également influencé.

Depuis quelques années on voit apparaltre chez certains auteurs
(B.E. Cooper [5],[6], J.C. Gower, H.R. Simpson et A.H., Martin [10]) 1'utilité
d'un langage spécialisé, a usage exclusivement statistique, dont les caracté-

ristiques essentielles semblent 2tre de trois types :

- possibilité d'opérer sur des tableaux, ou des parties de tableaux, a plu-
sieurs dimensions, aussi bien que sur de simples variables;
- grande souplesse lors des analyses de données;

- régles d'entrée beaucoup moins strictes.

Plusieurs ont été proposés, tels ASCOP, METO, SEP et DAPHNE,
mais il apparait que, jusqu'a maintenant, aucun ne soit pleinement satisfai-

sant.

Le chapitre I est consacré a un certain nombre de procédures de
calcul qui ont pour but de remplacer les tables. Elles fournissent les fonc-
tions de répartition des lois de probabilité les plus couramment utilisées en
statistique et en analyse de la variance. Elles interviennent dans la majori-

té des problémes qui se posent au statisticien.

Notre but a été de constituer un ensemble aussi complet que pos-
sible, Ce travail n'a encore jamais été effectué systématiquement, les program-

mes existants ayant été écrits pour des usages particuliers.

Certaines fonctions sont déja tabulées : lois Normale, Binomiale,
de Poisson, du Xzet de Student. Les procédures ont donc pu 2tre vérifiées :

elles ont confirmé les performances attendues,

Les lois du XZ, Gamma et Beta décentrées ne sont en général éas
tabulées complétement. Ainsi, la premidre dépend de deux paramétres n ;t P.
Deux seules tables, & notre connaissance, lui sont consacrées. Elles sont
dues 2 Fix [9] et Patnaik [18]. Elles possddent une large zone commune mais
laissent a découvert le domaine en n et p @
l<n<s30
12 ¢ p < 40



I1 nous a semblé intéressant d'effectuer le calcul des valeurs

qui faisaient défaut.

Les avantages que présentent de telles procédures sont nombreux.
En premier lieu, nous pouvons citer le programme détaillé au paragraphe 8 et
qui, ses paramétres étant déclarés réels, permet d'obtenir les fonctions de
répartition des lois de Fisher, de Tang ou d'Hotelling. D'autre part, leur in-
téret réside dans leur précision qui est souvent bien supérieﬁre a celle que
fournissent les tables, le gain de temps tr2s appréciable surtout lorsque le
nombre de valeurs désirées est grand, enfin, il n'est plus utile de recourir a
des interpolations puisque maintenant le calcul des fonctions est possible en

n'importe quel point,.

Dans le chapitre II nous montrons & l'aide d'un exemple comment
on peut aborder le traitement automatique de données statistiques. Nous avons
voulu prouver que des travaux tels que tri, dénombrement et calculs de carac-

téristiques peuvent &tre effectués simplement,
Le chapitre III examine les problémes de tests d'hypothéses,

Les premiers paragraphes traitent respectivement des tests du X2,
de normalité et de Kolmogorov-Smirnov. Nous pouvons remarquer que, & la diffé-
rence des procédures du méme type que l'on trouve ailleurs, les programmes de
traitement ne nécessitent l'entrée que des données et du niveau de significé-

tion : ils contiennent les sous-programmes qui calculent les séparatrices.

Ce chapitre se termine par trois problémes qui ont donné lieu 2a

des résultats nouveaux,

Au paragraphe 4 i1 s'agit de rechercher la taille de 1'échantil-
lon qui est optimale pour réaliser les risques o et B, fixés a l'avance, dans
un test de Student, M, Harris, D.G. Horvitz et A.M. Mood [11] ont établi des
tables qui ne permettent une résolution que dans quelques cas particulieﬁg. |
Nous ‘avons généralisé leur technique pour obtenir la taille requise dans tous

les cas. Nous avons alors comparé avec la méthode Stein [19].

Le pafagraphe 5 traite du test de plusieurs hypothéses linéaires.
Le calcul des probabilités d'erreur fait intervenir la fonction de répartition
d'un vecteur aléatoire, et non plus d'une variable comme dans un test ordinaire.
L'ordinateur a rendu ce calcul possible} nous avons écrit une procédure qui

permet de le réaliser,



Le dernier paragraphe est consacré a un test non paramétrique (3]
I1 donne le moyen de reconnaltre si une suite de digits binaires posséde l'as-

pect "aléatoire".

Les essais réalisés sur 50.000 digits de l'écriture en binaire du
nombre T confirment [1] que ce nombre ne posséde pas 1'aspect du hasard, con=~
tredisant ainsi les conclusions de Esmenjaud-Bonnardel [7] basées sur 1l'utili-

sation des tests usuels.

Le chapitre IV, enfin, examine trois problémes d'estimation sur

échantillons gaussiens.

Les résultats théoriques que nous utilisons, sont désormais clas-
siques en statistique. Il semble pourtant que les deux tables que nous avons
obtenues soient nouvelles : des recherches bibliographiques ne nous ont pas

permis d'en trouver de semblables.

La premigére permet de donner un intervalle de confiance de lon-
gueur minimum pour la variance d'une population lorsque la moyenne est inconnue.

Les deux constantes a et b que nous avons tabulées sont, en pratique, approchées

-1 -1 o . . - .
par Q4 (2) et Qn_l(l- 2) Qn(z) étant la fonction de répartition de la loi du

N

2 . . . . .
X" réduite 3 n degrés de liberté. Cette approximation est correcte lorsque n est

grand mais les écarts sont sensibles pour les petites valeurs de n.

Dans le cas olt la moyenne est connue la table précédente est en-

core valable. Nous montrons qu'il suffit de changer n en n+l.

Le dernier paragraphe est consacré a l'estimation simultanée de
la moyenne et de la variance. On détermine le domaine d'acceptation de surface
minimum pour ces deux paramétres. On compare ensuite avec la méthode usuelle
non optimale et les tables de Neyman et Pearson [16]. On constate que le domaine

de Neyman et Pearson et celui de surface minimum sont voisins. :

I1 est certain que les utilisationsdes possibilités du calculateur
ne sont pas limitées aux problémes particuliers que nous avons étudiés. Notre
travail n'est qu'un exemple de ce que pourrait apporter l'usage de moyens de

calcul puissants en statistique appliquée.



En conclusion nous pouvons citer les remarques essentielles qui
ont été faites au Congreés de Chilton [20] sur la nécessité de posséder un véri-
table langage statistique et de pouvoir intervenir & tout moment lors du dérou-
lement des programmes, Les multi-traitements et la programmation en temps réel

répondent a cette seconde exigence. Pour nous, qui sommes restés sur un plan

quasiment pédagogique, le langage que nous avons utilisé nous a semblé commode.



CHAPITRE I

LOIS DE PROBABILITE USUELLES

Ce premier chapitre a pour objet de donner les procédures qui
permettent de calculer les fonctions de répartition des lois de probabilité les

plus usuelles en statistique.
On peut considérer trois parties.

- Les trois premiéres distributions que nous étudions (Laplace-Gauss, Poisson,
Binomiale) sont considérées comme "élémentaires'". Elles régissent dans la pra-
tique de trés nombreux phénoménes aléatoires. D'autre part, d'aprés le théore-
me central-limite, la plupart des lois de probabilité sont asymptotiquement
normalement distribuées. La loi normale est alors d'une grande utilité puisqu'

on la prend pour les approcher lorsqu'on est suffisamment prés de la limite.

. 2 . .
- Les lois du X" et de Student, que nous examinons ensuite, servent surtout pour
. gas . 2
les tests fondamentaux qui dérivent de la loi normale : les tests du X et de

Student.

- Les trois derniers paragraphes traitent des lois qui sont les plus importantes
en analyse de la variance. Nous verrons, en effet, que les lois de Fisher,
d'Hotellirget de Tang, ne sont que des cas particuliers d'une loi Beta décen-

trée : la procédure BETADEC permet donc de les calculer.

Le but que nous avons cherché 3 atteindre est la constitution
d'un ensemble aussi complet que possible. Il apparait que ce travail n'a encore
jamais été effectué systématiquement : les programmes qui existent ont *6té écrits

pour des usages particuliers.

Dans ce chapitre et dans les chapitres suivants, les program-

mes de résolution sur machine sont écrits en langage ALGOL pour le compilateur



ALGOL de l'ordinateur IBM-7044 de 1'Institut de Mathématiques Appliquées de
1'Université de GRENOBLE, Les instructions d'entrée-sortie et les évaluations

de précision sont donc liées & cette machine et 2 ce compilateur.



1.1, -

1.2, -

loéo!'-

1 - LOI NORMALE

Loi normale centrée réduite (f'(0,1)

La variable aléatoire X est dite suivre la loi normale cen-
trée réduitecﬁf(o,l) si sa densité de probabilité f(x) est telle que :
f(x)=1—-e2 , x €R.,
YZﬁ
Le terme "centrée réduite'" provient de ce que la moyenne et

1'écart-moyen quadratique de cette loi sont respectivement O et 1.

Loi normale (N (m, o)

Soient X une variable aléatoire normale ¢/°(0,1), m et ¢ deux

nombres donnés (¢ > 0); on dira que la variable aléatoire :

Y=m+cocX

suit une loi normale (f(m, o).

La loi de Y admet alors pour densité de probabilité :

2
. _(y-_m)z_
n(y; m, o) = — 1 . 2 » ¥y ER

o Vom

Les deux parametres m et ¢ s'interprétent comme la moyenne

et 1l'écart-type de Y.

Procédure NORMALE

La procédure NORMALE calcule la valeur au point x de la fonc-

tion de répartition d'une loi normale (f(m, ), c'est-a-dire :

( -m)2
I
N(x; m, o) = L e 20 dy
o ¥ am
- 0

et ceci pour tout triplet (%, m, 0) fourni par l'utilisateur. La seule
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restriction concerne le paramétre 0 qui doit &tre positif,

Par l'intermédiaire du changement de variable :

z = LT

(o)

on se raméne au calcul de 1l'intégrale ;

z 2
) 1 ; 0 -z
N(zo) = - ! e 2 dz
y 21 o
ol
, = X -m
Y o
En introduisant la fonction numérique signe (t) telle que :
1 si £t >0
signe (t) =
-1 si t =0
nous pouvons écrire : | | 2
z Z_
N(zo) = % + signe (zo) . - 0 e 2 4z
VT
0
relation qui permet de n'avoir 2a étudieg que des intégrales du type :
- Z - z%
— { e 2 dz, Z > 0,
J2m )
0o
Deux cas sont a envisager,
a) |z,| _est inférieur a 3.5,
On utilise alors la série convergente :
2 .z 2
Z / - t
2 : 2 z3 z5 z7
e e dt = z +=~—+ — + + ...
0 3 305 30507 s

b) |z0| est supérieur ou égal 2 3.5,

On a recours 3 la fraction continue :
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dt= z+z+z+z+z+ ® o e 00

2 - -t |
2 (7 2 1- 1- 2- 3- 4-
e
z
Le point de changement entre les deux méthodes a été choisi
sur des bases de vitesse de convergence.
La précision obtenue est de l'ordre de 10-8, a condition

que soit respecté :
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*REEL' 'PROCEDURE' NORMALE(XsMOYSECART} FF
*VALEUR' XsMOYsECART FF ‘*REELY XsMOY,sFECART FF
tDEBUT* ¢ENTIERY I Ff
'REEL?® SGNEsX23YsSsTsP1sP2,01+024M £F
XF={X-MOY) /ECARTY FF
SGNEF=SIGNE(X) FT
XF=ABS(X) FF
X2F=X*X FF _
YF=043989422804*%EXP{~0.5%X2) FF
'SIY X YINFER®* 3,5 tALORS!
tDEBUT?Y SFE=XF=Y®*X FF
'POUR® IF=3,142 *'TANTQUE' S *NONEG' T 'FAIRE¢
*DEBUT?! TF=8 FF :
: XF=xX%#X2/1 EF
SF=85+4+X
"FINt FF
NORMALEF=0.5+SGNEX®S
TFIN®
tSTNONT '
'DEBUT* Qlf=X ¢F
P2F=y%X FF
P1F=y FF
Q2F=X2+1.,0 FF
ME=y/X FF
TF=Pp2/Q2 ¥F :
YS1¢ SIGNE=1 VTALORS!
YDERUT® ME=1~M £F
TF=1-T
tFIN' FF 3 ,
"POUR® IF=25141 ' TANTOUE*
({M TNONEG' T) *ET* (S SNONEG®* T)) SFAIRES
"DEBUT® SF=X#P241%P1 FF
PiF=p2 FF
P2F=S FF
SF=X#02+1#01 FF
QlF=Q2 *F
G2F=85 k¥
5F=M FF
MF=T FF
TF=P2/Q2 EF
*Si¢ SIGNE=1 YALORSY TF=1=T FF
PFINe £F
NORMALEF=T
tFIN' FF
FINORME *FINt FF
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2 - LOI DE POISSON

- Introduction

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Poisson
si elle peut prendre toutes les valeurs entiéres positives avec les pro-
babilités définies par :

P = Prix=k] = e~
A étant un paramétre positif,

- Théoréme

"Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson

de paramétre A, Alors la variable aléatoire Y telle que :

X - A
VA

i

Y =

tend en loi vers une variable aléatoire normale centrée~-réduite, lors-~
que A = ®",
- Procédure POISSON

La procédure POISSON calcul la probabilité avec laquelle une
variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paramétre A est inféri-

eure strictement & l'entier k :

k-1 i

A
PO\, K) = e £ A
i=0

Elle posséde deux paramétres formels :
LAMBDA : paramétre de la distribution,
K : point ol 1'on désire connaltre la valeur de la fonction de répartition,
Lorsque la valeur du paramétre effectif qui remplace LAMBDA
est inférieure a 80 on effectue directement la somme ci-dessus. )
Dans le cas contraire il faut recourir 2a une approximation et
on commet une erreur négligeable en assimilant alors la loi de Poisson 2

une loi normale, vers laquelle elle tend, d'aprés le théoréme qui précéde.
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On utilise donc :

POLK) = N (%_‘—0-'2
A

quand le paramétre A est trop grand pour qu'une évaluation directe de la

; 0,1)

somme impliquée par P(A,k) soit réalisée.
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'REEL'_ﬁPROCEDU&E' POISSON{LAMBDAK) FF
tVALFUR®* LAMBDAK FFf
tREEL' LAMBDA FF 'ENTIER?® K tTF
' DEBUT ¢
'REEL* 'PROCEDURE* NORMALE (XsMOYSECART) FE
tVALEURY XsMOYSECART FF tREEF) ¢ AsMOY . ECART FF
tDEBUTY *ENTIERY I P
tREELY SGNEsX29YsSsTeP1sP2sQ1902sM FF
XF=(X~MOY ) /ECART FF
SGNEF=SIGNFtXY Fr
XF=ABS{X) FF
X2F=X%X FF
YF=0,3989522804%FEXP(~0.5%#X2} FF
Y51t X TINFER'® 3,5 tALDRS?
*DEBUTY SF=xXF=yY®Y Ff
'POURY IF=3,142 *TANTQUE' S YNONEG® T *FAIRE?
'DEBUTY TF=S FF
' XF=X¥X2/1 FF
SE=854X
YFINt FF
NORMALEF=0+5+SGNE*S
tFINY
tSINON®
'DEBUTY Q1F=XxX FF
P2F=yY*X FF
P1F=yY FF.
Q2F=X2+1.0 FF
ME=Y/X FF
TF=P2/0Q2 FF )
t51¢ SIGNE=1 *ALORS!
PDEBUTY MF=1-M FF
TE=1-T
‘FINt PF ,
*POURY [F=2,1+41 *TANTQUE? , ;
((M *RONEG? T) *ETY (S5 ‘NONEGY T}) tFAIRE
tDEBUTY SE=YX#P2+iap] £r
PiF=P2 FF
P2F=S5 FF
SF=X®Q2+1%Q1 FF
Q1F=062 FF
Q2F=8% Fr
sF=M FF
ME=Y F¥
TF=pP2/Q2 FF
tSIt SIGNE=1 'ALORS' TF=1-T FF
SFINY FF
: NORMALEF=T ‘ .
'FIN' FF '
FINORME $FIMNt FF
TREELY AUX+TOY FF
SENTIER® [ FF
'S1¢ LAMBDA 'SUPER' 80.0 *ALORS! o
TDEBUT POISSONF=NORMALE(({K~0s5-LAMBDA} /
RACZ2{LAMBDA} s0.05140) FE
FALLERA?Y FINP
tFIN® FF
TOTF=AUXF=1,0 FF
'POURY IF=) *tPASt 1 +JUSOUASY K-~1 'FAIRE?
IDEBUTY AUXF=AUX*LAMBDA/L FF
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TOTE=TOT+AUX
YEIN' FF

POISSONF=TOT®EXP {~LAMBDA) FF
FINPF *FINt FF
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3 - LOI BINOMIALE

3.1, - Loi de Bernouilli

Soient p et g deux nombres positifs de somme égale a 1. La variable
aléatoire X suit une loi de Bernouilli, si elle ne peut prendre que les valeurs

0 et 1 avec les probabilités respectives :

Pr[x=0] = q

Pr|X=1| = p.

Cette loi de probabilité est celle de la variable aléatoire égale d 1l'indi-

catrice d'un événement donné de probabilité p.

3.2 - Loi Binomiale

Soient Xl,X2,...,Xn n variables aléatoires de Bernouilli indépendantes -

et de méme loi, de paramétres p et a. Par définition la variable aléatoire :

Y = Xl + X2+...+Xn
suit une loi Binomiale notée B(p,n).
On voit aisément que cette loi est répartie sur les entiers 0,1,...,n avec

les probabilités respectives :
prlv=k| = c& p*(1p)"™* k= 0,1,...,n

En pratique la loi Binomiale définit la correspondance entre la ppoportion p
de défectueux dans un lot et la probabilité d'en trouver k dans un échantillon
3 n éléments extraits au hasard du lot, lorsqu'au moins une des deux conditions
suivantes est remplies : '

a) chaque élément extrait est remis dans le lot avant le tirage'suivant.

b) L'effectif total N est grand par rapport 3 l'effectif n de 1l'échantillon.
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3.3 - Théoréme central limite

"Soient Xl""’xn n variables aléatoires indépendantes de méme loi ayant une

espérance mathématique m et un écart moyen quadratique o. La loi de la variable
aléatoire :

Xl+’ o +Xn

n( - m)

(
tend vers la loi CN(O,U), lorsque n + o,

3.4 - Procédure BINOMIALE

La procédure BINOMIALE calcule la valeur au point k de la fonction de répartition
d'une loi B(p,n)

— - s - - k l
ey < k] '= 1 BT
i=o

Le nombre réel p doit respecter la condition :
“0<p <l

Pour avolr une valeur de la fonctlon dlfferente de 0 ou l il faut que les deux

entiers k, n soient tels que :

1 <k<ntl
‘Nous‘pouvbns éér£f;w i
k-l o ;.. nk 5 B3
I c p(1-p) =1- 3z Cg (1-p)p™™
i=0 oo S ... . 320 R .

Lorsque la valeur de départ (1-p)~, obtenue pour i= 0, est inférieure é“e—sa,

plus petite valeur réellé admlse par l'ordindteur;, la relation precedente pérmet de ‘se

ramener d une valeur initiale p » que l'on obtient pour j = O.
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Si les deux valeurs (1-p)” et p" sont simultanément inférieure a e_88, ce qui peut

se produire lorsque n est grand, il faut recourir 3 une approximation :

- par une loi normale si le produit npgq est supérieur 4 20 et nous prenons alors

N (ﬁ’ﬁ%i 3 0,1)
npq

d'aprés le théoréme qui précéde ;
- par une loi de Poisson sinon et nous utilisons :
P(np,k)

On peut démontrer que, dans le premier cas, l'approximation est effectuée a 1 %

prés, alors que dans le second, la valeur absolue de l'erreur est majorée par :

o1 33
np + -+ p |
exp( ) -1.

2nq
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‘REELY 'PROCEDURE! BINOMIALE(K.N:P} FF
TWALEUR® KsNoP  FF
TENTIERY KN T
'REELY P FF
‘DEBUT
*REEL* ‘PROCEDURE?Y NORMALE(Y MOYLECART) FF
*VALEUR® XsMOYSECART FF tREEL' XsMOYsFCART EF
'DEBUTY *ENTIER* I FF
tREEL* SGNEsXZsYsSsTsPLeP2s01+0Q24M FF
XF=({X-MOY! /ECART FF
SGNEF=SIGNE(X) FF
XE=ABS{XY FF
X2F=X¥X FF _
YF=0e3989422B04%EXP(~0,5%X2) FF
tSIt X SINFER? 3,5 vYALORS:®
SDEBUTE SF=XF=Y#X FF
*POURY IF=3,1+2 'TANTQUE' S *NONEG?
*DEBUTY TF=S FF
XF=X#X2/1 FF
SE=84X
tFING £F
NORMALEF=0.5+5GNERS
RN
' SINON®
*DEBUT* QlF=xX ¢F
P2F=Y#%X FF
PifF=y £F.
Q2F=X241:0 FF
MF=¥/x FF '
TF=p2 /G2 FF _ ‘
PSIt SIGHE=Y ¢ALORSS
tDEBUTY MP=1-M FF
: TF=l-T
'FIN® FF
TPOURY IF=2,14+7 *TANTQUE® -
CIM *NHONEGY T3 fETY (S ¢NONEG' T)}
'DEBUTY SFexX#P24+i#P]) FF
P1F=P2 FF
P2F=S FF
SF=X#Q2+1*01 FF
QiIF=Q2 FF
Q2F=¢ FF
SF=M Ff
ME=T FF
TE=P2/Q2 FF

‘FINY FF
| NORMALEF =1
‘FINY FF

FINORMF ¢FINt FF
'REEL* AsTOTAsLAMBDA FF
YENTIER® 1 FF
'SIt {K=0) '0U' (K=N+1} 'tALORSS®
*DEBUT® BINOMIALEF=K/(N+1) FF
- YALLERA® FIN
tFIN' FF
*SIt N®LN{1~P) tINFER' =88 ‘ALORS®
'DEBUT® *SIt N#LN(P} #INFER' —-88 $ALORS?

51t SIGNE=Y 'ALORSY Tr=laT FF

VALLERA® APPROX *SINON' *ALLERAY' RETOUR
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tFIN' FF
TOTAF=AF=(1-P)nal FF
'SIv K=l 'ALORS!?
*DEBUY' BINOMIALEF=TOTA FF
*ALLERA® FIN FF
*FIN' FFP
'TPOURY IF=]1 tPASY 1 ¢JUSQUA' K=l tFAIRE?"
‘DEBUTY AF=AR(N~1+11%P/(i1%(1=P}) FF
TOTAF=TOTA+A £F
‘FINY FE
BINMOMIALEF=TOTA FF
*ALLERAY FIN £E
RETOURE TOTAF =AF =P##} FF
*POURY IF=N *PAS' -1 tJUSQUA®' K+1 *FAIRE?
tDEBUTY AFmARI®(1-~P) /{(N-I+1)%P) FF
TOTAF=TOTA+A FF
FINY FF
BINOMIALEF=1-TOTA FF
*ALLERAY FIN FF .
APPROXF *SIt N#P 'INFERY 20.0 'ALORS' YALLERA® POISSON FF
AF=(K=0s5~N¥P) /RACZ (N#P®*(1~P)) FF
BINOMIALEF=NORMALE(A 300310} FF
TALLERAY FIN FF
POISSONFLAMBDAFR =N®P FF
tSIY K=1 *ALORS®
'DEBUT® BINOMIALEF=1/EXP(LAMBDA) EF
CALLERAY FIM FP
tEINY FF
TOTAF=AF=1 FE ’
'POURY [Fel *PASYH 1 TJUSQUA® K=l 'FAIPEY
*DEBUT® AF=A®LAMBDA/Y FF
TOTAF=TOTA4A FE
BINOMIALEF=TOTA/EXP{LAMBDA) FF
tFINY FFE
FINESFIN®' FF
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4 - LOI DU X2

4.1 - Introduction

Etant données X1see5¥ D variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
loi normale centrée réduite on appelle loi du x2 d n degrés de liberté la loi de la

variable aléatoire
L2 2
Z = Xl +ooot Xn

La fonction densité de probabilité de Z est alors :

1 n/2- -1 -z/2
——— T e
21 (n/2)

H]

q,(2) =

4,2 - Procédure KI

La procédure KI calcule la valeur au point x de la fonction de répartition d'une

loi du X2 d n degrés de liberté :

x‘.v N 0 = .
1 ( Zn/2 1e z/2 dz
0

Q (x) =
n 2™/ 21(n/2)

Elle utilise la relation de récurrence

/2 -1
_ -x/2 xn . .
Qu(x) = Q ,(x) - e /2 -1 » n > 2
avec 2 P(D/Q)
QQ(X) = l—e-}{/2
et /575' D
Q (%) = :%; % e™® dz = 2.N(Vx 3 0,1)-1 .
o V _
Remarque

Cette loi aurait pu &tre obtenue également comme cas particulier de GAMDEC, procé-
dure qui sera introduite au paragraphe 7. Le calcul particulier ci- dessus: permet une

plus grande précision.
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'REEL! 'PROCEDURE® KI(NeX} FF
'VALEURY NsX FE
*ENTIER® N FF ‘REFL® % FE
' DEBUT
*REEL' ‘PROCEDURE' NORMALE (X sMOYsECART) Fr
'VALEUR® XsMOYsECART FF RFEL Y XoMOYoECART FE
*DEBUT® ¢ENTIER' I FF
tREEL Y SCREsX29Y9SeTsP1eP24s01:02sM EF
XF=(X-MOY) /ECART FF
SGNEF=SIGNE(X} FF
XF=ABS(X) Fr
H2F=X*X FF
YF=0e3989422804%EXP (~045%X2] FF
STt X TINFERY 3.5 sALORS!
'DEBUT! SF=XF=Y%*X FF
"POUR' IF=3,142 tTANTOUE! S *NONEG' T tFAIREY
‘DEBUTY TF=$ Ff
XFexX#X2/Y FF
~ SF=S4+X
FFINY P
NORMALEF =0o5+SGNE%S
LN
TSINONY
'OEBUTY Q1F=X FF
P2F=yY#X FF
P1F=y £F
G2F=X2+1.,0 £F
ME=Y /%X FF
TF=P2/Q2 FE A .
*SIt SIGNE=Y tALORg:
'DEBUT® MF=1-M FF
TE=1-T
PFINt FF
PPOURY I1f=2,14+]1 *TAKTQUEY
(M *HONEG® T3 tETY (S *NONEGt: T1) tFAIREY
IDEBUT® SF=x#P+1%P1 FF
Pif=p2 rf
PeF=$ fF
SFsX®Q2+1#01 FP
GiF=Q2 FF
G2F=8$ FF
3F=M F¥
ME=T FF
TF=P2/02 £r
*SI' SIGNE=1 TALORSY Tr=1=~T fr
YEINY FF
NORMALEF=T
tFINY FF
FINORMF SFIN FF
‘ENTIER: | rp ,
'REEL' AUX,SOMsPI FF »
'SIt N-2RENTIER(MN/2)=1 YALORS?
YALLERAY NIMP T
SOMF=AUXF=1,0 FF :
"SIt N=2 *ALORS' YALLERA® FPAIR FF
*POUR* IF=1 *PASY 1 YJUSQUA® N/2-1 'FAIRE!
'DEBUTY AUXF=AUX®¥X/(2%]1) EF
SOME =SOM+AUX
'FIN' FF



FPAIRF  KIF=1,0-EXP(=-X/21%50M FF
tALLERA® FINKI FF

NIMPF PIF=3,1415926%53590 FF
AUXF=RAC2(2/7tPI%X}) £
SOMF=0.0 FF
'S1t N=1 ¢ALORSY VALLERA® FNIMP FF
'POUR® IF=0 tPASY 1 TJUSGUAY (N-31/2 ‘FATRE'
'DEBUTY AUXF=AUXEX/(2%141) FF
: SOMFE =SOM+AUX
: © CFINY FF : . e o ;
FNIMPF  KIFu2#NORMALE (RAC2(X)306031e0)~1,6-EXP{~%X/2}%¢OM FF
FINKIFtFIN' FF
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5 - LOI DE STUDENT

5.1 - Introduction

Soient X une variable aléatoire normale centrée réduite et S une variable aléa-
toire du x2 d n degrés de. liberté, X et S étant indépendantes; on appelle loi de
Student a n degrés de liberté la loi de la variable aléatoire :

’T:/H%-S-

T admet pour densité de probabilité :

n+l,
. r'( > 1~
Sn(t) = = TS t €R.,
an T (g, Ly
n

5.2 - Procédure STUDENT

La procédure STUDENT calcule la valeur au point u de la fonction de repartltlon

d'une loi de Student d n degrés de llberte :

, u
Sn(u) =\ sn(t) dt

) -

Le changement de variable x = 9%-permet d'écrire :

n+l
r== 2 ; ﬁL dx

2. n+l

s, (W) = ———— (o —E—
EONEY )_m (14x° o=

n

Si 1'on introduit maintenant les anctions,Im(v) de la variable réelle v, indicées
par m entier ou demi-entier, et telles que :
v

Im(v) = g __d}.{___

—°°(l+x2)m
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on peut établir la relation suivante :

_ 2m-3 1 v k
Im(v) T 2m-2 Im—l(V) T om-2 2.m-1°? mz 2.
(1+v7)

Deux cas peuvent alors se produire

a) m est entier

La relation précédente permet d'aboutir 3 I, (v)

V. dx
I.(v) =( = Arctg v

+
ISJE

b) m est demi-entier

L'évaluation de Im(v)”ée raméne alors 3 celle de I3(v) :
7

SV : :
i dx . v

R s xR o
% - (l+x2)3/2 V:L-x-i

La méthode que nous avons utilisée pour le calcul de S (u) consiste a employer de

telles fonctlons, puisque 1'on peut écrire
Sn(u) = n;l (7;)

On ﬁartira alors si n est pair de‘Is, sinon de Ii.
2
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*REEL* *PROCEDURE® STUDENT(N,U) FF
'VALEUR® NsU FF 'ENTIER® N FF 'REEL® U EF
' DEBUT ¢
'REEL* 'PROCEDURE® GAMMA(X) FF '*REEL ' XFF
'DEBUT?! *REEL® H.Y £F
HE=1.0 FI YF=X FF
ALF *SIV Y=0 ¢tALORS* HE=10%%5 +&INON¢
'SI' Y=2.0 YALORS® 'ALLERAY A2 'SINONY
'SIt YUINFERY2,0 VALORSY
'DEBUT* HF=H/Y FF YF=Y+1,0 FF *ALLERAY A1 ¢FIN®
FSINON' *SI¢ YeSUPEGH3 YALORSY +DEBUTt
YF=Y=1¢0 FF HF=HEY FF CALLERA® A1 TEINY
'SINON® 'DEBUT* YF=Y-2,0 FF ,
Hr=¢¢¢trtt.0616053113*Y+.0051589951s*v+.0044511400)*v+.0721101557)*
Y+e0B21117404) #Y4.4117741655 }xy
0 422TBTHE05) #Y+ ,9999906758 § 2y
‘FINY £F
A2F GAMMAFE =H
*FINt GAMMA FF
'REEL VsIsA FF
'ENTIER? M rF
VFE=U/RAC2(N} £F
*STY N-2%ENTIER(N/2)=1 'ALORS! ¢ALLERA® NIMP Fp
AF=V/RACZ(1ey#RD) P
Ir=i+A FF
'POURY MF=1 *PASY 1 +JUSQUAt N/2-1 tFAIRE"
'DEBUT* AF=A/s{leyrzd) pr
IF=(28M® L +A) f(20M+1) IFINt FFE
*ALLERAY FIN £FE SN
NIMPFE IF=ARCTANIVI+1.570796326795 EF
AF=v FL
'POURY MF=]1 (PAST | 1JUSOUAS (N-1)/2 TFAIRE
'DEBUTY AF=A/(1+y¥%2) P .
IF=((2¥M=1)RT4AY /(2%M) IEINY FF _
STUDENTF=9S51t N SINFER® 40 tALORS: I*GAMMAL (N+1)/2) 7/
(GAMMA(N/2 )1 #GAMMA (G451 *STIMON® T¥RACZ(N/E42B318530)REXP {~0e25 /N
17(26%N%%3)) 1 ‘
TCFINt FF
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6 - LOI DU I? DECENTREE

6.1 - Introduction

Soient Xl,X2,...,Xn des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement

les lois (mi,l). Alors la variable aléatoire Z  telle que :

Cu2 L Y2 2
Z~X1+X2 Fooot Xn

. . . N 2 , . 2 ~ 2 . P
est dite suivre une loi du X~ décentrée 3 n degrés de liberté.

On appelle

A=m
le paramétre de décentrage de la distribution.

Remarque 1 :
La distribution du x2 réduite, ou centrée, est un cas particulier de la distri-

bution décentrée. Elle est obtenue pour un paramétre de décentrage A égal & zéro.

Remarque 2 :
Dans la littérature le paramétre de decentrage est quelquefdis: défini différem-
1/2 , alors que d'autres préférent &= %-A

La fonction densité d'une telle variable aleat01re est obtenue 3 l’alde du

ment. Certains auteurs utilisent 6= A
théoréme suivant [Q .

6.2 - Théoréme

"La fonction ol A est positif ou nul : | .
n
) - — )x
(1-2it) 2 exp( it t)

est fonction caractéristique de la loi de probabilité sur la demi-droite positive

densité :
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; (AZ)k
2k

—n/QZn/Q -1 e-l/2(z+A)
k=0 2 kzr(§+k)

f(z) = 2

De plus si Z est une variable aléatoire suivant cette loi, elle admet la représen-

tation :
2

Z = X;

+ X2 teoot X2
2 n

ol les X, sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives ‘(m,,1)

sous la seule condition :

2 2 2
ml + m2 Fooot mne

6.3 - Procédure KIDECENT

La procéduréfKIDECENT calcule la valeur au point x de la fonction de répﬁftitibn
d'une loi du X2 décentrée 3 n degrés de liberté et de paramétre de décentrage p, c'est-

K (X = ‘ k (Z dZ X > Oo
n ’P, - ) O n ’P ) i . =

en introduisant la fonction densité de proBébilifé'kn é(é) telle que
2

;, - D (- . et . i
,~n/2 zn/2 -1 1/2(z+p) P (pz)

kn (Z) = n
P . =0 2°MHIT(S +1)

On peut encore écrire - g %/2

Kn (x) = e"P/Q 5 E (E£2) ( ’ tn/2+1-l e-'t dt‘[

24 i=0 iIr(z +1)  Jo

Posons alors -

K, (%) = eP/2 ¢;-d4

. -——’P i=o .
avec 5 s

oot
x/2 .
4. = 1 tn/2+l-l'e_t dat

n N
1"(-5 +1) 0
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Le probléme revient d calculer, pour tout indice i, les trois nombres ci’ai’di

tels que
c. = L

i7 %127

X
a, = a,_
oo @ i
2
dj =dj -3
sachant que :
c =1
o
.. e-x/2 Xn/2—l
2
4 = g

Iei Qn(f) représente la fonction de répartition de la loi du }? réduite 3 n
degrés de liberté. ' o »

Avec les notations que nous venons d'introduire on peut écrire :
.on p

K kx) = ¢7P/2 g Ac d.+
n,p - ¢ L Titti RN ,
ol : =0
-p/2 > ;pi 1 /2. n/2+i-1 -t .~
Ry = e I — S t e dt]
- i=N+1 27! P(§r+i) 0

I1 est facile de trouver une majoration de'RN puisque :

‘ x/2 .
1 g tn/2+1—l ét at

no, .,
P(-Q- +1) 0 |
représente la valeur au point~§ de la fonction de répartition d'une loi Gampa, et comme
telle, est inférieure ou égale 3 1, par définition : o

On a alors

. ® i
Ry = P2 g -
i=N+1 271!

on encore N

R, < 1-eP/2 3 c;
i=0
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6.4 - Exemple numérique

I1 existe plusieurs applications de la loi du x2 décentrée en statistique. Nous
allons considérer l'une d'elles et montrer comment une telle distribution intervient

dans 1'étude des fonctions puissance de certains tests.

Soient n observations R seessX indépendantes. Si nous faisons 1l'hypothése H
les x; ont été tirées d'une population normale centrée réduite, alors, Si*Ho est vraie,

la statistique s telle que :

X
l.

_ 2
s = i

Ho~ms

i

sera supérieure & Q;l (1-a) avec une probabilité a représentant le niveau de signifi-

cation du test.

La puissance d'un tel test est donnée par la probabilité pour que s soit_supérieure
a Q;l (1-a) sousd'autres hypothéses. o
Nous pouvons par exemple suppeser (hypothése Hl) que les Xs proviennent de popu-

lations normales. de. moyennes respectives aimgiffépentes et de variance unitaire.

Dans ce cas s obéira 3 une loi du x2 décentrée i n degrés de liberté et de para-

métre de décentrage A tel que :

He N

a
1

>
1]
LU e =S

La fonction puissance est alors donnée par :

P=1-8= 3 f_,(z)dz .
‘l 9)\ . .
Q;(1-0)
Elle ne dépend que du seul paramétre A. Ainsi 1l'hypothése simple H est obtenue
poup A = O alors que H, est une hypothése composée qui comprend la famille de toutes les

hypothéses simples pour lesquelles :

[ I =}
[0
N )

e
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Les tables relatives 3 ce test sont les suivantes :

- Fix [Q] donne les valeurs de ) correspondant 3

0.1 (0.01) 0,9
0.01 et 0,05
1(1) 20 (2) 40 (5) 60 (10) 100

H o on

=}
n

- Patnaik Elél donne les valeurs de P correspondant 3

>
]

2 (2) 20
0,05
2 (1) 10 (2) 20

u

.Ces deux tables ont, ‘pour a = 0.05, une large zone commune et la seconde compldte
la premiere pour A superleur a 20. Mals il reste un trou genant qui, pour a = 0.01,

correspond 3 des valeurs de P supérieures 3 0.90.

Le calcul d'une table du type de celle de Patnaik paralt donc intéressant. Nous
1'avons effectue en utilisant la procédure KIDECBNT, ‘

On donnera, a la page suivante, les valeurs de P qui correspondent a :

o
1

a = 0,01
= 12 (2) 20 (5) 40
2 (2) 10 (5) 30
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VALEURS DE P EN FONCTION DE n ET A POUR a = 0.0l

Tn 12 14 16 18 20 25 30 35 40
2 0.721 0.804 0.867 0.911 0.942 0.982 0.995 0.999 0.99
L 0.598 0.695 0.774 0.837 0.886 0.956 0.985 0.995 0.99
6 0.513 0.612 0.700 0.773 0.832 0.927 0.972 0.990 0.99
é 0.450 0.5u47 0.637 0.715 0.782 0.897 0.956 0.983 0.99
10 0.400 O.49y 0.583 0.664 0.735 0.865 0.938 0.974 0.99
15 0.313 0.396 0.480 0.561 0.636 0.789 0.889 0.847 . 0.97
20 0.257 0.330 0.406 0.4854 6.557‘ 0.720 0;838 ” 0.914 0.95
25 0.218 0.282 0.351 0.422 0.49y 0.658 0.788 0.879 | 0.93
30 0.188 0.2u46 0.309 0.374 O.u44l1 0.603 0.740 0.842 0.91
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7 - LOI GAMMA DECENTREE

7.1 - Introduction

. 2 . S .
La loi du X" décentrée, que nous avons examinée au paragraphe 5, est un cas

particulier de la loi Gamma décentrée que nous introduisons maintenant.

Si une variable aléatoire Z a pour fonction densité de probabilité :

t) = e—P;t 371 s ()"

v(ap 3 m!T(a+m)

m=0

ol a,p,t sont des nombres réels tels que :

1

v

a
pP,t 0]

BV

nous dirons alors qu'elle suit une loi Gamma décentrée avec a degrés de liberté et un

paramétre de décentrage égal 3 p.

7.2 - Procédure GAMDEC

La procédure GAMDEC effectue le calcul de la valeur au point z de la fonctioﬂ de

répartition d'une loi Gamma décentrée, soit :

z
Gla,p 3z) = y(a,p 3;t)dt
o .

Elle posséde trois paramétres formels :
A : degré de liberté

P : paramétre de décentrage

Z : point ol l'on désire connaitre la valeur de la fonction de répartition.
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omarque 1o
La relation qui existe entre les deux procédures KIDECENT et GAMDEC est immédiate
puisgue

: @ AL x
l\,n’)\(x) - G(Q’ 2 3 2)

en utilisant la notation introduite au paragraphe 6.3.

L'intérét de conserver KIDECENT est cependant certain : le fait que le paramdtre n soit
entier permet d'obtenir une plus grande précision en l'employant de préférence a
GAMDEC pour le calcul de la fonction de répartition d'une variable aléatoire du kQ

décentrée.

Kemarque 2 :
La loi Gamma pour 2a entier est également obtenue 3 1'aide de GAMDEC.
Eile correspond au cas p = O.
I1 résulte de la définition de y(a,p 3 t) donnée en 7.1 que la fonction G peut s'écrive

sous la forme

Gla,p 3 z) = e'P 5. I_.?.,_E.____ i ta+m 1 e t d'i‘.’l
: 2 'm!r(atm)
) m=0 6]
ou encore - :
Gla,p 3 z) = ¢ b .i
) m=0
en posant : o '
b =e? ET' . m >0
m m!
z
i = B i P

On peut alcoes introduire les relations de récurrence suiventes

= 24 :
Pm bmfl m °* m 311
i .
b =eP
)
{ o= i 1 -z atm-1 .1
m m-1 I'(atm) ’ '
1l z
i r% s 2 7T g
o Ta) .



II pouvant &tre vemplacé par II'

o = 2z > 1
m m-1" a+m-1? m 2
¢ = 1 e~z Za—l
o T(a)
17!
m T tm-1 T %o mzd
z
.1 a-1 -t
i, = (o) ‘0 t e dt

Du point de vue numérique la seule difficulté réside dans 1'évaluation de i

Nous pouvons alors établir que :

a -z N zj
i =2z e I == +R
° 520 T(a+j+l) N
avec ”
_ 1 -t ,a+N
RN 7 TarD) go e T dr

Nous avons posé en 7.1 que t ne pouvait prendre que des valeurs positives. Dans

p o s ° o, 2 -t ° . -
de telles conditions la quantité e est majorée par 1 et on a :

| .
1 a+N
Ry £ T D go tdt

ce qui peut encore s'écrire :
‘a+N+1
R < .—-—Z_______
N = I'(a+N+2)
Lors de 1l'évaluation de la valeur de départ i, mous négligerons le terme Ry
lorsque 1l'indice N sera tel que :

Za+N+l
T(ari2) =

1078



- 39 -

7.3 - Approximation

Le programme général GAMDEC utilise le sous-programme GAMMA qui calcule la
fonction I' . Or les raisonnements qui précédent ne sont valables qﬁe dans le cas ol
cette fonction est calculable, c'est-3d-dire, pour l'ordinateur IBM-7044, lorsque a
ne dépasse pas 30. Si cette condition n'est pas vérifiée, il faut recourir a une

approximation.

Nous savons que si une variable aléatoire Y suit une loi Gamma de paramétre a et

que, par conséquent, sa fonction de répartition est :

a-1 -t
e

dt

y
F(y) = :
0

T(a) 3 t
on peut, lorsque a est granq, considérer que la variable aléatoire :
/4y - Vihaol
suit une loi normale centrée réduite.
Lorsque 1l'indice m est tel que :
atm > 30

nous approximons im par :

N(/bz - /i(atm)-1 3 0,1)
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8 - LOI BETA DECENTREE

8.1 - Introduction

La variable aléatoire Z est dite suivre une loi Beta de paramétres a,b et p

si elle a pour fonction densité de probabilité :

Ef I'(a+b+m) atm-1

m!  T(a+tm)T(b) (1+t)

8(a,b,p 3 t) = e P 3
m=0

a+b+m

ol les nombres réels a,b,p,t sont tels que :

v

a,b

p,t >0

8.2 - Procédure BETADEC

La pfocédﬁfe'BETADEC effectue le calcul de la fonction :
,Z
BD(a,b,p ;z) = ‘\} B(a,b,p ; t)dt
A 0

que l'on peut encore.écrire

©o

.?D(a,b,p 3y z) = I dm.im

en posant i, m=0
4 = e"P P'Ta m >0
m m!
i = Iatbim) (Z atm-1 it e
m I'(a+m)T(b) a+b+m ’ 2.

‘0 (1+t)

13

La méthode de calcul que nous avons employée nécessite 1'introduction des

trois relations :
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= D
dm dm-l m® m2l
I
4 =eP
o .
_ a+b+m-2 4
°mn = m-1 * Tam-1 Tz’ mzl
II a-1
o = r'(a+b-1) z"
o r(a) r(b) (l+z)a+b—l
n = *m-1 T Cme m2l1
ITI .
. T(atb) (% 7
T T . o e Ot
0 (1+t)°

Du point de vue numérique il ne reste qu'a calculer io’ ce qui pose quelques
difficultés par le fait méme que les deux paramétres a et b ne sont pas nécessairement

entiers.

Nous avons utilisé un sous-programme du & O. Ludwig [}&J qui évalue le ratio :

Bx(p,q)
BlZP’q)
ou x o
B (p,q) = | P H(1-1)4
X 0
dans le cas
0 <x<1l

Psq > O mais quelconques

ceci avec une précision au moins égale 3 eps, eps étant choisie par l'utilisateur.

On peut en effet écrire

z
f————
r'(a+b) { 1+z ta-l (l-t)b_l 4

1o T T rd) t
o
B z_ (a-1,b-1)

l+z
B, (a-1,b-1)
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8.3 - Applications

a) Théoréme 1
"Soient Yl et Y2 deux variables aléatoires 1ndependantes suivant respectivemen

des lois du x, réduites 3 n, et n2 egrés de liberté. La loi du rapport :

Yl
Z=fy.—-
2

est dite loi de Fishér'F(nl,n2) dont n, et n, sont les deux paramétres ;

sa densité est définiepoyp.z 2 O par :

nl+n2 E
T( 5 ) z 5 - 1 .
n_+n *
) I2) ()R

b) Théoréme 2

"801ent Yl et Y2 deux variables aldatoires indépendantes suivant resgectlvemen

des lois du x2 décentrée 3 n, degrés de liberté et de paramétre de decentrqg_

A; et du x redulte a n, degres de liberté. La loi du rapport :

71
Z'Y

est dite loi de Taqg,T(A 3 N,,0, ) de parametres A, n,, N, 3 sa densité de pro-

babilité est deflnle pour z > 0 par :

n. +n n
l 2 , 1
o \/2. ; A M——= m} 27?+m-l M
- m , .n ‘n : T on.+mn ’
m=0 2 m! 1_,(__]__ + rn)l"(-'—%) S 172 +m
2 2 2
(1+z)

c¢) Loi~de Fisher

D'aprds le théoréme 1, on voit immédiatement que la valeur de la fonction de

répartition au point x d'une telle loi est donnée par :



'R
'y
'R
tC

R
A
¢
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d) Loi de Tang

e)

La fonction de répartition en x d'une telle loi est égale 3 :

n n

en utilisant le théoréme 2.

Loi de Hotelling

La quantité T de Hotelling a pour fonction densité de probabilité :

2 X
a 2 . 2 Ryig
- — d \i.,n . t 2
e 2 - ; (—') F(— +1) (?_-i)
(-1rER) im0 11T &4 D) (o, Ql)n/Q +i

~ ol n,p et a2 représentent respectivement la taille de 1l'échantillon, la dimen-

sion de 1l'espace et le coefficient de décentrage.

On démontre que la variable aléatoire :

suit une loi de Tang T(d2 3 P. n-p).
La valeur de la fonction de répartition au point x d'une loi de Hotelling est

alors
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TOTF@TGYEF#GAMMA%&ECme PE
AUZF =AUXIF 2GAMMA IRECURR ) FF _ e
TPOURY . INDEXE=RECUR (PAS? 1 ¢ JUSQUA® {0-0.51 'FATIRE!
LHEBUTY TOTIF=TOTIRINDEX FF
. AUXEE=AURT® ( INDEX+PY
tFINe BE
TOTE = Xu4Pa{ INFSOMBADR 7 {PETOT I +SOMEAUX 1%
{1=X}RBQ {GRETOTLYI /GAMMALP) FF
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ggf;gs'srv BOOL *ALORS® 1-TCT *'SINON' TOT FF
'REEL® CoDsleTOTsTOTISAZs82 EF

TENTIER® MaKsKASKB FF

KAF=ENTIER(A) FF A2F=A-KA EF

KBF=ENTIER{B} FF B2F=B~KE FF o
DF*GAMMA(A2+82)/(GAMMA(AZ**GAMMA(BZ!? FF
*POURY" KF=0 *PASt 1 YJUSQUA' KA-1 'FAIRE!
DF=D*(1+4B/{A24K)y FE :

*POUR® KF=0 *PAS* 1 TJUSQUA' KB-1 'FAIRE+

DF=D®{1+A2/(B2+K)) £F

BOUCLEF

'FIN' FF

cruu*gxpttA~1)*LN:23-(A+&~11*LNf1+zr7/rA+a»1i e
I?EBETAfZ/f1+Z§9AQB;F*~8)*D FF

MFE=0 FP

DF’IQG FE

TOTF=D*T FF

ME=M+1 FF

CRaCaZB(A+M4B=2) /(L 142 )% {A4M~1)) £F

IF=1«C FF ,

DF=D#P/M Fr

TOT1F=TOT FF

TOTE=TOT+D*T £ A .

*SI* TOT1 'NONEG?Y TOT *ALORS® YALLERA' BOUCLE FF
BETADECE=TOTHERP {~P)
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CHAPITRE - II

EXEMPLE DE TRAITEMENT DE DONNEES STATISTIQUES

L'étude des phénoménes réels porte sur des résultats d'expériences ou d'observa-
tions. La mise en ordre de 1'information, sa’ présentation sous forme utilisable, ressort

de la statistique descriptive.

L'objet de ce chapitre est de montrer, par 1l'étude d'un exemple élémentaire, de
quelle maniére il est possible d'aborder le traitement automatique des données statis-
tiques, et d'effectuer simplement des travaux tels que tri, dénombrement ou classement.
Ces opérations peuvent €tre relativement simples ou au contraire trds complexes. L'ordi-
nateur de par sa puissance de calcul, est parfaitement capable de se plier 3 n'importe
quelle procédure, et permet: de prendre en charge des traitements aussi compliqués que

1'on veut.

La manipulation de 1'information a longtemps &té accomplie par la mécanographie
classique, mais l'automatisation de la mécanographie reste toujours limitée alors que les
capacités du calculateur permettent d'aller beaucoup plus loin. Un programme de dépouil-
lement statistique donne la possibilité de procéder 3 des études plus élaboréés, sans

commune mesure avec le simple dénombrement.



- 49 -

1 - Probléme proposé

Nous ne considérons ici que le type le plus simple parmi les problémes
usuels, en nous limitant 3 du matériel statistique qui posséde la structure d'échan-
tillon empirique, c'est-d-dire celle d'une suite d'observations indépendantes d'une

méme variable aléatoire.

Lorsque la taille d'un échantillon empirique, dans le cas ol la loi de la
variable aléatoire est continue, ou son ordre, si elle est discréte, sont grands,
on est conduit 3 répartir les observations en un certain nombre de classes, afin
de permettre une exploitation ultérieure des résultats un peu plus approfondie.
Le probléme qui se pose alors, et que nous nous proposons de résoudre, est le

suivant :
Soient n observations indépendantes Xpsees Xy et s nombres donnés tel que :

b, < b2 < v.. < Db

1 s

- Répartir les n observations en s+l classes dont les limites sont les

nombres bi (i =1,...,8).
- Déterminer l'effectif de chaque classe.

~ Calculer les deux principales valeurs caractéristiques de l'échantillen,

gue sont la moyenne et la variance empiriques.
i

2 - Procédure APPROX

Le probldme étant donné sous la forme précédente, la procédure APPRQX
effectue les calculs et permet de sortir les résultats. On peut considérer deux

catégories de paramétres formels. D'une part les données :
b P

ae

nombre d'observations ;
nombre de séparatrices ;

: vecteur des observations ;

w X O =

: vecteur des séparatrices ;
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d'autre part les solutions
COMPT : vecteur (de dimension S+1) des effectifs des classes 3
MOY : moyenne empirique j
ECART : ecart moyen quadratique empirique.
Les S+l classes sont définies & l'aide des S séparatrices. Ainsi la classe

d'ordre J est déterminée entiérement par BEJ-l] et B[J] ; elle est telle que, si

une observation X[i] lui appartient, on a alors :
B[J-1] < X[I]| < B|J]
en affectant 3 B[0O| la valeur :- 1'infini et & B[S+11 la valeur : + 1l'infini.

L'organigramme de APPROX est indiqué 3 la page suivante.

3 - Exemple numérigue

Nous avons effectué un essai en considérant 600 observations du niveau de la mer
en un point donné de 1'Océan Atlantique. 18 classes ont été utilisées, en prenant les
séparatrices b, telles que : ‘ .
by = 50 i, 1= 1,.0.,17.

A la suite du listage de la procédure APPROX nous donnons les résultats que nous

avons obtenus.
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ORGANIGRAMME DE APPROX
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’DﬁBUT'
' PROCEDURE ¢ APVRGK(NsSthB:COH?TsM&YQECART) FF
tEMTIER?! NeS FF CTABLEAU® X8 FF
TENTIER® *TABLEAUY COMPT £F tREFL!' MOYSECART FF
tDEBUTC YENTIERY 1,0 FF
MOYF=ECARTF=0 rF
tPOURY JF=1 tPASH 1 YJUSOUAY S+1 SFAIRE!
COMPT;!J)@?»G FF _
'POUR® IF=1 *PAST 1 2JUISOUA' N 'FAIRE®
1DEBUT¢ *POUR JF=1 *PASt 1 +JUSOUAY & ‘FAIRE'
, tSYt Xellle VINFER' RBs(Jls *ALORSS
‘DEBUT* COMPYT, (JiurngMPTe(J$q+1 Fr
TALLERAY FINBOUCLE
GrYN* £F
: COMPT.(S+l}o¢wCGWPTo(S+13.*I £r
FINBOUCLEF . MOYE=MOY+Xsl 1},
tEINY FF
MOYF=IOY/N FF
TPOUR® IF=1 ¥PASY 1 ¢ JUSOUAY N SEAIREY
ECARTF=ECART4 {Xa (), ~-MDOY I %22 FF
ECARTF=RACZtECART /NI FFE o »
SORTIE{69M0DI%398a§13091939(2)t) (39
MODIFMODELE( % * { 30X s 21HPROCEDURE DE PARTAGE EN CLASSES 777/
© 10X+ 26HSUIVANT LES SEPARATRICES FolFTe2s2H o
1FT7:2e2H 5 1v93 FE )
'PQUR"J?ﬁE PRAST 1 fTJUSOUAY ENTIERIS/2Y 'FAIRE:
*DEBUTY SORTIE(G . MOD2s1oBal280-1)eslsB,(2%5),1 FF
MODZFMODELEC S (38X 1F Te203H § s1FTa2s2H 4 Y84
SFINeT FF )
St S—ENTIER(S/2)%2 $SUPERS (§ sALORS!®
'DEBUT! SORTIE(6,MODZER14Be{S5)e) EF
MODZPREMODELE( 19 (28X 1F7e252H of 1)
EFINe FE :
SAUTLIGNE 1
SORTIE(SsMOD3e1sMs1sMOYs  sECART) FF
-MQD3FVODELE('“(1@%%3;4&@%&? TOTAL D GSSERVA*IONS NF’IIS f/
10X+ 10MMOYENNE FeF10e& 7
10Xs10HE e Mo Qe FeFile&ite) FL
SAUTLIGNE FEr »
'POURS® JF=1 *PASY 1 tJUSQUA' S+1 tFAIRE®
IDEBUTY SORTIEIG:MODA&s1sts 1 sCOMPT(JY ) FE
MODQFMDDELE!"flOXvZZHFREQUENCE DE LA CLASSE’II39
' 3H = 411430}
: TFINt FF
FFINY FF
tENTIERY NsSsl FF
'REEL' MOYSsECART FF v : .
LIREINsSY FF ' : ‘
'DEBUT' *TABLEAU' Xe(1FN)4sB(IFS), FF »
’ YENTIER! *TABLEAU!' COMPT.{1FS+1}e FF
'POUR' IF=1 fPASY 1 *JUSOUA' N *FAIREY
Xe{l)sF=RDONNFEE FF
*POURY IF=1 tPASY 1 *tJUSQUA' S *FAIRE!
Be(I)sF=RDONNEE FF
APPROX{N+sSsXsBs COMPT +ECART}
VFINY FF
SFINY FF
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€40CyCIE2,C00E,HISLELR AFFRCX
PRCCEDURE DE FARTAGE EN CLASSES

SUIVANT LES SEPARATRICES  55.00 100.00

? H

150400 4y 200.00 ,
230.00 4 300,09 ,
350,00 4 400,00 ,
450,00 5  500.00 ,
550,00 5 600,00 ,
650400 5 700400
750,00 5 800.00
850,00

NOMERE TOTAL D CRSERVATICAS N: 600

MOYENNS ¢ 56,3867

EaMeQe ot 123,7413

FREQUENCE DE LA CLASSE 3 = 0

FREQUENCE DE LA CLASSE 2 = 2

FREQUENCE DE LA CLASSE 3 = 1

FREGLENCE DE LA CLASSE 4 = 7

FREQUENCE DE LA CLASSE = = 3

FREQUENCE DE LA CLASSE & = 20

FREQUENCE DE LA CLASSE 7 = 22

FREQUENCE DE LA CLASSE & = 30

FREGUENCE DE LA CLASSE S = 63

FREQUENCE DE LA CLASSE 120 = 96

FREQUENCE DE LA CLASSE 41 = 305

FREQULENCE DE LA CLASSE 12 = 86

FREQUENCE DE LA CLASSE 23 = 46

FREQUENCE DE LA CLASS:E 14 = 44

FREQUENCE DE LA CLASSE 15 = 25

FREQULENCE DE LA CLASSE 316 = 19

FREQUENCE DE LA CLASSE 27 = 8

FREGUENCE DE LA CLASSE .8 = 4

15 FELRES 18 NINUTES 13 SECCADES
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CHAPITRE -~ III

TESTS D'HYPOTHESES

Les tests sont de la plus grande importance pour toutes sortes d'applications.
Nous nous proposons.dans ce chapitre, d'étudier ceux qui sont généralement considérés

comme essentiels.

Les problémes statistiques que nous rencontrerons entrent tous dans le forma-

lisme suivant :

Soient X une variable aléatoire réelle de loi de probabilité PX et (Xl,...,Xn)
un n-échantillon de X. P, est inconnue mais on suppose qu'elle appartient 3 une
classe & de lois de probabilité. On considére une partie<§o de € et son complé-
mentaire :

(O P

1 o]

En utilisant une réalisation (xl,}..,xn) de 1'échantillon (Xl,...,X;)'dn cherche
3 savoir s'il est raisonnable d'admettre que Py appartient 5*?5. A cet effet

on introduit les deux hypothdses :

. e

Ho PX & Yo
e 4 .

) ¢ Py g):L

Laquelle doit-on choisir ?
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On peut considérer quatre parties

- Les trois premiers paragraphes sont consacrés d des tests d'adéquation.
La partie QQO étant réduite 3 une loi de probabilité unique P,s H_ devient une
hypothése simple. Nous examinons les tests du f2, de normalité et de Kolmogorov-
Smirnov, que 1l'on applique lorsque la loi P, est respectivement discréte, normale et

continue quelconque.

- Au paragraphe 4 nous traitons numériquement un probléme qui se pose lors du test
de Student et qui est'celui de la taille requise de 1'échantillon pour obtenir des

risques d'erreur déterminés & 1l'avance.

- Ensuite nous calculons les probabilités des erreurs que l'on peut commettre en testant

deux hypothéses linéaires.

- Nous abordons enfin, au dernier paragraphe, le probléme de la reconnaissance de
l'aspect aléatoire d'une suite d'éléments d'un méme ensemble E, dans le cas particu-

lier ol E ne poss@de que deux éléments distincts.
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1 - TEST DU K

1.1 - Introduction

Soit P, une loi de probabilité donnée discrdte finie, telle que, si la variable
aléatoire X suit P_s elle ne peut prendre que les valeurs 415-++5a avec les probabi-

lités respectives :

Pr[X = aj[ = pg,. j=1,...,r.

et soit un échantillon empirique discret se ramenant aux fréquences empiriques

n.
szdnl’ j=l,...,r

ou nj est le nombre d'observations égales 3 ase On se propose de tester 1'hypothdse

simple H, + Py = P_ contre 1'hypoth&se non paramétrique Hy @ PX # Po-

1.2 - Théoréme de Karl Pearson

"Soit P, la loi de probabilité qui aux points a »e+.sa_ attribue les probabilitéds
X 1 r

Pys-+-sp, &t solent n variables aléatoires Xl""’xn indépendantes et de-=loi

commune PXo

Introduisons Yl""’Yr les variables aléatoires définies par

Xj = nombre de variables X.'égaleS“é'ai, 3= 1,ee.,r !

alors la variable aléatoire

tend en loi, lorsque n»*® vers une variable aléatoire du x? d r-1 degrés de liber
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1.3 - Test du LQ

Le théoréme que nous venons d'énoncer va nous permettre de juger si une hypothése
concernant la loi de probabilité d'une variable aléatoire discréte est compatible avec

la réalisation d'un échantillon de cette variable.

Considérons une variable aléatoire X de loi de probabilité P telle que :

Pr[k = a.] = D.s j=1l,e.,r
J J
r
I p, =1
i=1 *
Désignons par Yj le nombre de répétitions de ay dans un échantillon (Xl"°”xn)°
Alors on vient de voir que :
. §¥.~inp.>2,h‘2_
Y= 3 _L_l_céxr
e np. -1
J=1 ]
Si 1'on cénsidére maintenant 1'hypothdse H_ : P, =P o il convient de remplacer

X
dans la variable aléatoire Y les probabllltes p par les probabllltes p° définies par P(

Cette variable aléatoire peut servir de test H en prenant comme reglon d'acceptatlon
s ey s [ T,
c= {x er" : y() < QL (1~}

ot Qr(Z) est la fonction de répartition de la loi du xz'é r degrés de liberté et«

le niveau de signification.

Remarque :

L'application du test du x2 repose sur le fait que pour tout j = 1,....r

Y.-np.
R I AN et
3 3

(o]
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Pour l'application pratique du test il ne faut pas que npj soit trop petit.
I1 a été proposé npj 2 5. 8'il n'en est pas ainsi il est indiqué de réunir des points

successifs en une classe unique.’

1.4 - Effets de l'estimation de paramétres sur le test du x2

Supposons maintenant que la loi de probabilité intervenant dans 1'hypothése H s
que l'on veut tester, ne soit pas entidrement spécifiée, mais dépende de paramdtres

inconnus.
Désignons par P(6) la loi de probabilité de la variable aldatoire X :
6c® c r*

Soit 6% un estimateur de 6 , obtenu 3 partir de 1'échantillon,

On se pr0pose ‘de rechercher la loi de probablllte de la variable aleat01re :

(Y TP (o* ))

r
Y(6©) = 3

G=k - npj(' )

ol pj(e*) est la probabilité.afférente au point aj’galculée avec P(e*)t
Le théordme de Fisher démontre que, si 9# est un estimateur de maximum de vrai-
semblance, la variable aléatoire Y(e*) tend en loi vers une variable aléatoire du x2

3 r-%-1 degrés de_liberté, lorsque n tend vers 1'infini,

On utilisera alors,Y(eﬁ) pour tester“Ho ;‘PX': P(e*) en prenant comme région

d'acceptation :

= x e RrR": y (x) (l-a)} *
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1.5 - Procédure ADEQUATION.

La procédure ADEQUATION permet de tester, par la méthode du x2, que nous venons
de décrire, l'adéquation de fréquences empiriques réduites 3 des fréquences théoriques

données.

Elle utilise cinqg paramétres formels :

N ¢ taille de l'échantillon
R : nombre de valeurs distinctes que peut prendre une observation
FTH : vecteur des fréquences théoriques réduites’

FEMP : vecteur des fréquences empiriques réduites

ALPHA : niveau de signification du test.

S'il existe un ou plusieurs indices j tels aue :
np, < 5
Pi =

il y a &dition d'un message indiquant les classes trop pauvres et arrét du

programme.

1.6 - Exemple numérique

On dispose de 5 piéces de monnaie et on les lance 1000 fois sticcessivement en

relevant chaque fois le nombre de "face" obtenus. On obtient ainsi :
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nombre de "face"

fréquence observée

0.030

0.150

0.350

0.320

0.125

0.025

Les piéces sont-elles symétriques ?

Le calcul des fréquences théoriques, avec 1l'hypothdse de symétrie des pidces,

donne les résultats

nombre de '"face "

6

fréquence théorique

0,031

0.156 -

0.313

0.313

0.156

0.031

On'épplique_alors le test-du x2,_aVec;un‘niveauﬁde signification égal a5 %,

On est conduit, en examinant les résultats obtenus, 3 rejeter l'hypothése

de compatibilité des observations avec les fréquences théoriques.
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*DEBUT :
' PROCEDURE ¢ AGEQUATIO&(NaR;FTH;FEMP’ALPHA) Fr
YENTIER® NoR FE sREEL ¢ ALPHA Fr
'TABLEAU' FYHSFEMP £rF
'*DEBUT? ,
'*REEL' PROCEDURE ¢ NORMALE (X sMOY s ECART) FF
'"VALEUR!' XsMOYSsECART ©F 'REELY XsMOYSECART EF
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'POUR® [F=3,142 $TANTQUE? S 'NONEG* T *FAIRE!
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F=x#X2/1 FF
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TFINt FF :
RORMALEF=005+SGNEXS
*FINY
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- P2F=yay ry¢
PiF=y rr
Q2F2X2+1.0 FF .
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SF=M FF
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‘FINt FF
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'FIN® FF
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YENTIER® N FF 'REEL® X FF
*DEBUT' *¢ENTIER® 1 rF
'REELY AUXsSOMSPI FF
"SIt N-2%ENTIER(N/2)=1 *ALORS?
YALLERAY NIMP £F
SOMF=AUXF=1,0 FF
"SIt N=2 tALORS* YALLERA! FPAIR FF



FPAIRF

NIMPF

FNIMPF
FINKIF

SAUTF!

- B2 -
"POUN® IF=1 PASY 1 *JUSQUA' N/2-1 ¢FAIRE?
CDEBUT S AUXS=AUX%X/t2%]) FF
SOME=SOM+AUX
TEINY PP
KIFeleC=EXPi=xX/2i%SOM FF
AL FRA® FINKI FF
PiF=3,1415%926823800
AURE=RACZ(27(pIex)) £
SOME=0,0 £
TSIV N=l ALORST fALLERAY FNIMP CF
*POURT I8=0 YPAS® 1 *JUSQUAY (N=3)/2 tFAIRE?
PDEBUTY AuXr=pUdEXstontel) £
! SOME=SOM+AUX
PEINY FF » '
KIF=2%NORMALE(RAC2 (X} 50003100} =140~EXP(=X/2)%SOM FF

YEIN® EF :

SREEL® TOTAL FF

YENTIER® J FF

'"BOOLFENY TEST FF

SAUTPAGE ©F

SORTIE(S,MODIs1sNs1sR) FE

MODIFMODELE( * (¢ {30X929HPROCEDURE D ADEQUATION DU KI2 177

10X+ 23HNOMBRE D OBSERVATIONS Fs115, _
10X s 19HRNOMBHE DE CLASSES Fsl15 / )v)éy pr
FPOURY JE=1 tPAS® 1 fJUSQUA' R 'FRIRE! ,
TDEBUTY SORTIE(6sMOD2s19Js1sFTHelJles1sFEMPL(J)e) FF
MCDZFMODELE(* (* (10X s 6HCLASSE» 1134 10X 21HFREQUENCE THEORT(
F%a?;lﬁ%ngﬁFREQUENCE EMPIRIQUE FoeFB84,3 27)¢) )
PEIRSY ,
TESTF=sFAUX® FF o
PPOUR® JF=1 *PAS® 1 1JUSQUA' R tFAIRE®
'DEBUTY $ST¢ N#¥FTHo(Jde 'INFEGS 5,0 ¢ALORSY
FLEBUTY TESTF=t'YRAT® EF '
SORTIF(6:MOD314J) FE
MOD3FMODELE(* (¥ {10Xs17HLA CLASSE NUMERO +113,1X,
1ISHEST TROP PAUVRE. 1) 1) ,

tEIN: PP

PFIN® FF

*S1t TEST *ALORSt

'DEBUT® SAUTLIGHNE ¥F
SORTIEI6MODE) £F : :
MODSFMODELEC * (9 (10X, 22HLE TEST £ST IMPOSSIBLE) ¢}y EF
CALLERAY SAUT '

VFINY FF

TOTALF=0 FF

'POURY JF=1 tPASt 1 'JUSQUAt R YFAIRES

TOTALFzTCTAL+(FEMP¢(J§.~FTH~(J§-)**Z/FTH;(J!. FF

'S KI(R=1+N#TOTAL! $SUPERY (1<~ALPHA) 'ALORSH e

*DEBUT! '
SORTIE(&6sMODS s 14 ALPHAY FT ‘ :
MODSFMODELE (' {* (10X 23HL ADEQUATION N EST PAS ,

 3BHACCEPTABLE AU NIVEAU DE SIGNIFICATION sFS5.3)¢)¢)

PEIN

FSTNON®

‘DEBUT ¢
SORTIE(6 sMODA 1 ALPHA) FE
MODAFMODELE(* (*{10Xs31HL ADEQUATION EST ACCEPTABLE AU »
ZHHNIVEAU DE SIGNIFICATION oFSe3)¢31)

"FIN® FF

FINY FF



- 63 -

'ENTIER? NsRsI FF

'*REEL' ALPHA Fr

LIRE(NsRSALPHA) ¢F |

'DEBUT? ‘TABLEAU"FTH9FEMP-f1Fﬁ).'FF
‘POUR?! 1F=1 +pase 1 '*JUSQUAt R tFATRE Y
FTHe (1)« F=RDONNEE EF , T
'POUR IF=1sPASY 1 s Jjysquat R SFAIRE ¢
FEMPo (1) 4F=RDONNEE FF , o
ADEQUATION(NsR s FTHs FEMP s ALPHA)

‘FINt FF .

*FINY FF



N

033°0 NOLLVIOIJINDIS 31 AW3AIN N7 313v143239 5S¢4 L5359 v N2LLVIDR3aY 1

523°3: 3N0IY¥I4WI 3DONINDI A4 mmwﬁan FNTUIIHL FIONEI2YA 2 333V
S2T°3 ¢ 3NV Wl dW3 3IININDIYS G100 INITYIIHL 3ON3D N4 5 A3SVAS
JZe®3: 3MDIYI W3 IONINDI Y4 CLESNT ANI 1d39HL MU4wuummw | 355v¥1)
I=ET: INDIYIAW3 3ONINDI YA ETLT0Y ANSIAITHL ¢ 353YTD
510 : 3MVIUI4W3 3IONIND3 NS | G5T 0t m:wwmumm» ENLENNENE 2  dA55¥ID
DEJ*D: 3NDIUIGWI IONINDIHS B CoAECTET IN3TAIIHL 3ININI 23 T 335vi10

: ? $838S¢Ty 31 mmmaua GGOT ¢ SNITLVAYMISE0 O 3¥EWON

ZIN NI NJIILVYN333v 4 24003204

. LYAdEAY ¥ITTSTHOI3DDCE3TD 40907

/






- 65 -

2 -~ TEST DE NORMALITL

2.1 - Introduction

Soit un échantillon empirique continu :
PX 3oXyseeesXy

et la question :
"PX est-elle une loi de probabilité gaussienne?"
I1 s'agit 1% d4'un test d'adéquation a une hypoth&se paramétrique.
Une méthode est généralement employée : la droite de Henry.
La question d laquelle nous allons nous efforcer de répondre maintenant posséde

un caractére moins général et peut se formuler ainsi :

"PX est-elle une loi de probabilité gaussienne de moyenne m _ et d'écart quadra-

tique moyen o donnés?".

2.2 - Test proposé

Soit donc un échantillon empirique continu et une loi de probabilité continue.
P donnée. Le probléme qui consiste 3 savoir si les observations sont compatibles avec
1'hypothése H : Py = P_ peut se résoudre au moyen d'un test découlant du théordme de

Kolmogorov-Smirnov (3.2).

Pourtant, lorsque le nombre d'observations est grand, l'usage d'un tel test devier
rapidement fastidieux et il faut alors rechercher une autre méthode. .

Dans le cas particulier que nous traitons, nous allons, comme au paragraphe précé-
g 3 2 . ~ ] . P Pd 3 3 3
dent, appliquer le test du X , mais aprés avoir approximé 1'échantillon continu consi~-
déré par un échantillon empirique discret, en procédant 3 un partage en classes selon

la technique suivante :
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Soient r nombres s.,...,s_ ordonnés, définissant donc r+l intervalles
1 "r

(j=1,...,r+l) tels que :

X €Cp <=>x <8, 3

1 1
X & Cj <=>»Sj¥l x< sj, J T 2,000,003
xe&C <=>8 "< X3

1'échantillon empirique discret est alors défini par les r+l nombres :

n.
‘_‘_r%, j =‘l,coc,P+l

ou nj est l'effectif de la classe'Cj.

Le probléme qu'il faut -alors résoudre est celui du choix des r séparatrices
SysectsS, Parmi les divers critdres existants nous -avons choisi celui d'équiprobabilit:
Si N(x 3 m 20 ) représente la fonction de répartition de la loi o’Ym 20 ) les s,
e] P J

(j = 1,..:,r) sont tels que :- - e e e

N(él 3 mo,.’co) Tl ?
. . » . [N l < .
N(sj H me,oo) - N(sj_l ,.mo,cs) =i 37 2,e.0,r-1
ENCa e oy oL
l_N(Sr > mo’oo) T+l

Puisque'noﬁS“possédons le vecteur -des fréqueﬁéeS‘empifiques réduites et celui
2
des fréquences théoriques, il suffit alors d'effectuer. le test du X que nous avons:

décrit au paragraphe-l.

2.3 - Procédure NORMALITE "

NORMALITE est uiié procédure 3 six paramdtpes fobmels;



N : nombre d'observations.
: nombre de élasseS'équiprobables.
X ¢ vecteur des obsebvations.
MOY  : moyenne de la loi de probabilité gaussienne.
SIGMA : écart quadratique moyen de la loi.

ALPHA : niveau de signification du test.
On peut diviser le programme en trois parties

- détermination des R séparatrices délimitant les classes équiprobables ;

- répartition des N observations dans les classes et calcul des fréquences
empiriques réduites
~

- test du x2 classique, par une tccinique analogue 3 celle de la procédure

ADEQUATION.

Remarque :

Nous avons vu en 1.3 qu'une condition était requise pour qu'wntest du x2'soit

valable : le produit npj doit &tre supérieur ou égal 3 5 pour tout 7.

La pfocédure NORMALITE utilise R+l classes équiprobables.

On peut donc écrire

1 .
PsTpd > 3= LreessRel,

La condition devient alors :

N

Rel >

Dans le cas ol les paramétres effectifs qui remplacent N et R ne la satisfont pas,

il y a &dition d'un message d'erreur et arrét du programme.
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2.4 - Exemple numérique

Nous donnons ici un exemple de probléme qui a été résolu par l'intermédiaire

de la procédure NORMALITE.

A partir d'un ensemble qui comportait 300 observations indépendantes, nous avons
testé, d un niveau de signification de 5 %, l'adéquation de leur loi commune 3 une loi
normale de moyenne 90 et de variance 45, en utilisant 21 classes equiprobables.

z

Les résultats édités ont été :

- numéros des classes,

- valeurs des séparatrices,

fréquences empiriques,

décision prise.
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"SIt N=2 *ALORS! JALLFRAt FPAIR FF
'POURY [F=1 *PAS® 1 'JUSOUA! N/2-1 ‘FAIRE Y
‘DEBUT Y AUXF=AUXEX/({2%1} pC
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TPOURY JF=] sPaSH 1 YJUSQUA®' Rel *FAIREY
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3 - TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

3.1 - -Introduction

Soit un échantillon empirique continu et une loi de probabilité donnée'PO conti-
nue, de fonction de répartition Fo(x). Le probléme que nous nous proposons maintenant de

résoudre est encore

"Est-ce que les n observations sont compatibles avec 1l'hypothése Py = Po ",

3.2 - Théoréme de Kolmogprdv—ﬁmirnov

"Soient F(x) la fonctlon de répartition supposée continue d'une variable aléatoire

X et F (x) 1hl§19ggamm@ cumulé d'un échantillon empirique de n observations de
X. En posant :

D_ = Sup |F (x)-F(x) | ﬂ -
n
x R

la loi de probablllte de la. varlable aleat01re vn D tend vers une 101 de;pro—

babilité 1ndependante de F(x), lorsque n > o

3.3 - Test de Kolmogorov-Smirnov

Nous- nous limitons a etudler le cas ol la loi de probablllte P est la loi unifor-

me sur le segment (o, l)

Supposons que P SOlt une autre 101 de probablllte de fonction de repartltlon F(y)

On peut alors fa01lement montrer que les deux problemes Pbl et Pb2 sont equ;valents :

Pbl : Est-ce que les n observations (ylﬁ"f’yn) sont compatibles avec l'hypothése
la loi de probabilité est P ?
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Pb2 : Est-ce que les n observations (xl,...,xn) sont compatibles avec 1l'hypothése

la loi de probabilité est uniforme sur le segment (0,1) ?

a la condition que les X, soient obtenus a’partir des'y, par la transformation :

X, = F(yi), i=1,...,0.

Le probléme Pb2 sera donc celui que nous nous attacherons 3 résoudre, les autres

problémes du type Pbl pouvant tous &'y ramener.

Nous utiliserons un test qui découle immédiatement du théordme de Kolmogorov-
Smirnov, énéncé en 3.2.

Nous rejetterons 1'hypothése' d'uniformité sur (0,1) de la loi de probabilité Pys
si et seulement si :

D, > D(p,a)

ol a représente le niveau de signification du test et n la taille de 1'échantillon.

La fonction numérique D(n, a) est obtenue de la maniére suivante :

a) Pour n inférieur ou égal 3 20.

Etant donné la fonction'Kn de la variable réelle e, ol ¢ appartient d 1'inter-
valle rO l] : '

[h(l-e)] . ..
K (e) = % el e(er L

‘i)n-i
. n n
i=0

(l-e- Y
[b(l—e)]étant la partie entiére de n(l-e), D(n,a) est telle que

_ 0 .
K (D(n,a)) = =

Ce résultat est du & Z.W Birnbaum et F.H. Tingey [4].



'DEB

'REE -7
'
tCOM
CONG
X {N+ b) Pour n supérieur a 20.
A PA
REMA : -1
L 1l-
DONN D(n,a) = ——f/.—i)-
UTIL n
MEME
la fonction L(z) étant la fonction de répartition limite du théoréme 3.2 :
CETT o
L OR Pr[/nD <z] » L(2)
'DEBI n -
avec
e 0 w » 250
L(z) =
© 2 2
5 (-l)k e—2k Z ,z >0
_ K=o
3.4 - Procédure KOLMOG
z .
tFCot Les paramétres formels de la procédure KOLMOG sont au nombre de trois :
' N : nombre d'observations.
t PROC )
' VALY X : vecteur des observations.
YENT] ALPHA : niveau de signification.
¢ TABL
tREEL
{DEBL

On peut diviser le programme en trois parties

- calcul de Dn R

- calcul de D(n,a) en employant soit la ﬁrocédure L lorsque le nombre d'observa-

tions est supérieur 3 20, soit la procédure KS dans le cas contraire ;

- édition des résultats.
BC

- » = « T
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3.5 - Exemple numérique

La procédure PRM génére des nombres pseudo-aléatoires par congruence multiplicative

c'est-d-dire suivant la relation :

X z w.xs Asoacwowv

avec .

mwm

3125

~ '
" 1}

Z

En choisissant le générateur x 4gal a 77777 nous générons 100 ncmbres composant
le vecteur X.

En prenant 100, X et 0.05 comme paramdtres effectifr de KOLMOG, il y a édition
d'un message indiquant que 1'adéquation d la loi uniforme sur (0,1) est jugée acceptable

~

3 un niveau de signification de 5%.



'DEBUT ¢ i
‘REELS 'PROCEDURE® PRM{XO} FF

tENTIERt X0 FF ,
tCOMMENTAIRE CETTE PROCEDURE GEMERE DES NOMBRES ALEATOIRES PAR
CONGRUENCE MULTIPLICATIVE (C EST A DIRE SUIVANT LA RELATION
XIN+1)=K¥X{H) (MODULO P )} .NOUS AVONS PRIS P=2%%35,K=3125)
A PARTIR DES GoNERATEURS SUIVANTS 77777,14475, .
REMARQUE LE NOMBRE DE DEPART (OU GENERATEUR) CHOISI PARMI LA LISTE
DONNEE CI-DESSUS DOIT ETRE CHARGE A L EXTERIEUR DES BOUCLE DE CALCUL
UTILISANT CETTE PROCEDURE »S1 t ON NE VEUT PAS OBTENIR TOUJOURS LE
MEME NOMBRE. EXEMPLE D UTILISATION

. NO= 77777
. X=PRM(NO)}
CETTE PROCEDURE ETANT ECRITE EN CODE DOIT ETRE DECLAREE LA ﬁ»mzaﬂmm DANS
L ORDRE STATIQUE DES DECLARATIONS DE PROCEDUREFF
'DEBUT* 'ENTIERt A FF *ENTIER' *PROCEDURE' C(X) FF
TENTIER?® X FF

YCODE®

TSX P2-1+6

SXA Fo2+1s?2

LDO* FZ2+1

MPY Z

LLs 3%

5To® . F241

LLS 2

ARS 19

$T0 Fe

TRA Z+1
z -OCY &065 °
tFCODESEF -

AF=262164 FI
PRME=CIXO) /A £F
tFINe £F
tPROCEDURE Y KOLMOG{NsXs ALPHA} FF
SVALFUR?® N ALPHA FF
tENTIERY N FF
¢t TABLEAUY X FF
tREELY ALPHA FF
{DEBUT! tTABLEAUY XR U1FN). FF
tREFL' DeFEWsX1leX2 FF
tENTIERY 1,J¢K FFE
1BOCLEEN® TEST FF
tREEL Y *PROCEDURE?® L(Z} FF
tVALEUR® Z FF *REFL* 2 FF
1DEBUTY SENTIERY K FE fREFLY AT FF
TFe—~EXP(—2%#7%%#2} FF
KF=1 FF .
BOUCLEFKF=K+1 FF
AF=2%(K®7)#%2 FF
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o TALYLERAY FINKS
TEING £F ,
151 EPS=1.0 *ALORS!
TDEBRUTY KEE=0,0 £F
*ALLERAY FINKS
LR o ST o
ENTF=ENTIERINT(1=EPS)) £F
TOTE=( 1~EPS) #n#N/EPS FF
CTEF=1.0 Frr '
'POURY NUF=1 $PAS' T 'JUSQUA' ENT ‘FAIRE' -
YDEBUT® CTEF=CTE® (N-NU+1)Y/NY £F
AUXF = LEPS+NU/N) # % (NU~1)* { 1~EPS=NU/N} *% {N=NU} FF
TOTE=TOT+ETERAUY
tFINY FF _
KSF=EPS*TOT Fr
FINKSFeFING EF
XRofljaF=Xo51}t E '
*POUR® 1F=2 *PASY 1 'JUSQUA* N ¢FAIRE!
'DEBUT® *STt XRe(I~1le *INFEG! Xo(I)e 'ALORS®
'DEBUT® XRa{I)eF=Xel1)le FF VALLERAY TERM fFIN? FF -
JE=0 FF
AUGFJE=J+1 FF
'SI* XRelJla YIMFEG' Xoll)e 'ALORSY 1ALLFRA' AUG FF
PPOURY KF=] *PASY ~1 tJUSQUA' J+1 'FAIRE®
XRufK}ameRﬁ{K”l)# £r
xRt(J30F3Xﬁgf?i f?
TERME'FIN' FF
D¢200é FF
KF=0 £F
*POURY. [F=1 $PAS? 1 » JUSOQUA® N *FAIRE®
*DEBUT® *SI® 1 ¢ INFER' ¥ YALORS® SALLFRA! SAUT FF
FEF=ABS{XRet 1) o=l I~11/N)} EF
"SIV FE SSUPERY D $ALORS! Dr=FE FF
- JE=0 FF
REVEJE=J+1 £F
YSTY XRaflI4Jte =XRe{1), SALORS® "ALLERAY REV FF
RFel+J FF
FEF=ABSTIXRs {11~ 1K-1Y/N) FT
: *SI* FE 'SUPER' [ tALORS® DE=PF FF
SAUTF*FINT FF
'SI? N YSUPERY 20 *ALORSY tALLFERA' GRANDA Ff
X1F=0.0 FF X2f=1,0 FF
RETFFEF={X14X2) /2 FF
tSI¢ KSIFE)} =ALPHA/2 *SUPERY 0,0 'ALORSS
X1F=FE 1SINON' X2F=FF FF
'SI* X2-X1 'SUPER* F*~8 tALORS' (ALLERA' RET FF
FEF=tX1+X2)/72 FF : :
TESTF= tSIt D 'SUPEG? FE *ALORS! *FAUX' *STNON®' YYRAT® FF
*ALLERA' SORTIE FF -
GRANDAFTESTF='SI' L(RAC2(N)#D) 'SUPEG' 1~ALPHA 'YALORS!' 1FAUX?
tSINON'Y ¢YRAT® FF
SORTIEF ¢S+ 'NON* TEST *ALORS!?
ECRIRE(* (*ADEQUATION INACHt) ¢ 40 (¢ CEPTABLEY }¢)
*SINONT , '
ECRIRE(*{*ADEQUATION ACCE® )9t (13TABLE)Y) FF
'*FIN' FF
YENTIER' 14NsNO FF
‘*REEL®* ALPHA frF
LIRE(NsALPHA) FF

.
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NOF=77777 FF : ‘
'DEBUTY 'TABLEAU' X.{(1FN}. FF
"POURY IF=1 *PASt 1 +JUSQUA® N *FAIRE
Xo (1) eF=PRM(NO) EF
KOLMOG { Ny X s AL PHA )
'FINY FF »
'FIN' FF
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4 - DETERMINATION DE LA TAILLE DE L!ECHANTILLON

DANS UN TEST DE STUDENT

4.1 - Introduction

Un probléme que l'on rencontre fréquemment en statistique est celui de la taille
requise d'un échantillon pour obtenir un résultat déterminé, Nous nous proposons ici de

donner huit tables qui permettront la résolution du probléme suivant :

. . . e 2 P . Pd .
disposant d'une estimation préalable 8, avec no~l degrés de liberté de la variance

d'une population normale, quel doit &tre 1l'effectif n de l'échantillon & prendre pour
que, dans le test de l'hypothése Hy @ m = m, contre l'hypothése H : m > m, au niveau de

signification a , on accepte H, avec la probabilité B alors qu'en fait m = my +a?

4,2 - Tables

Ce probléme a été traité numériquement dans les seuls cas particuliers

a =0.053; g =0.20 et @ = 0.05 3 B = 0.05 par M. Harris, D.G. Horvitz et A.M. Mood |11

.

Nous avons écrit une procédure compléte calquée sur celle qu'ils utilisdrent et qui
permet de trouver la solution pour tous les couples (a,B) l13|. Nous en rappellerons

1'essentiel au paragraphe .4,

Nous donnons ici les tables qui correspondent & o = 0.01 ; B = 0.50,0;20, 0.10, 0.C
et o = 0.05 ; B = 0.50, 0.20, 0.10, 0.05.

Dans un article récent |15| E. Morice a &tabli les graphiques qui fournissent

la solution de notre probléme pour a = 0.05 ;3 B = 0.20 et a = 0.05 3 B = 0.05.
4,3 - Utilisation

Soit donc & déterminer le nombre n-1, nombre de degrés de liberté lors de la

. 2 .
seconde évaluation s” de la variance.



- 81 -

Calculons d'abord le rapport
k = a/sO

puis cherchons dans la table cette valeur qui se trouve d l'intersection de la colonne
qui correspond a n -l et de la ligne qui correspond au n-1 cherché. La taille de 1'échan-
tillon 3 prendre est alors n.

Lorsque k est inférieur 3 la derniére entrée de la colonne d'entéte m-1 la taille

requise est alors supérieure 3 120 mais on peut la déterminer de la maniére suivante
: 2
n-1 = 100(K/k)

ol K est la valeur tabulée pour n-1 = 120 dans la colonne d'en-t&te n-1.
Signalons que dans les tables l'interpolation est pratiquement linéaire par rapport
d l'inverse de n-1l et également par rapport d l'inverse de la racine carrée de n-1.

Les colonnes qui correspondent & n-1 infini ont été obtenues a partir des tables

de la fonction puissance du test de Student de Neyman et Tokarska |161.

4.4 - Probléme théorique

Soit une population normale de variance inconnue, on se propose de tester 1'hy-
pothése HO : m = m_ contre l'hypothése H : m > m_, au niveau de signification a.

La méthode usuelle consiste alors d accepter Ho si la condition suivante est
réalisée

X—mo

s vn < tl-u(n-l)’

% et s’ étant la moyenne et la variance empiriques estimées 3 1'aide d'un échantillon

de taille n et T u(n-—l) la valeur pour l1l-o de la variable de Student & n-1 degrés de
- s

liberté.

Avoir une probabilité j: d'accepter Ho» si en fait m = m_té, revient 3 écrire
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X-m
B =Pr (o= vn <t (n-1)]
= Pr [?—;l“- /n + 5 Vo < tl_a(n-l)]

ol la probabilité dépend a la fois de m, connu, et o, inconnu.

Or on dispose d'une information sur ¢, de la forme d'une estimation préalable sg

avec ng_,; degrés de liberté.

On peut alors écrire :

B = Pr [t < tl_d(n-l) - D/f/ﬁ]
2
So .
en posant F = —, variable qui suit une loi de Fisher-Snedecor & n_-l et n-1 degrés de
s

liberté, et D = 2,

s
C'est la relation utilisée par M. Harris, D.G. Horvitz et A.M. Mood [1;], qui

ont calculé les valeur de
m-m

D= correspondant d des valeurs données de n, et n, pour a = 0.05 ; B = 0.05 et O.

)
Quand D est fixé la loi de probabilité qui intervient dans 1'équation ci-dessus es
la loi des deux variables t et F conditionnée par s, et on peut démontrer en utilisant u

(n)-DvFvn
o .

nouveau changement de variables que considérée comme fonction de D, Pr[% < tl_

ne dépend pas de o et est monotone et strictement croissante.

I1 suffit donc de rechercher deux valeurs encadrant la solution, qu'un banal proce

sus de bissection permet alors de calculer.

4,5 - Comparaison avec la méthode de Stein

Nous pouvons utiliser une autre méthode bien connue qui est due & C. Stein 19 .
Le premier échantillon de taille n_ permet le calcul de sg. La taille du second
échantillon d prélever est alors n-n_, le nombre entier n &tant défini au moyen de 1l'éga
lité :
S2

n = mak{E§Q+l, no¥l}.
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ol z est une constante positive qui, ainsi que nous le verrons plus loin, dépend direc-
tement de B 3 |q| représente la partie entiére du nombre q.

I1 faut ensuite choisir les nombres réels bi (i =1,...,n) tels que :

n 2 z
I by=13b =by=...=b 3 I bi=
i=1 o] i=1 s
: o
Introduisons maintenant la statistique t définie par :
n n
U £ ™
N Vz Yz vz
ou
%
1=1Py*;m
u =
vz

a la distribution de Student & n -1 degrés de liberté. .

Pour tester H0 ! m = m_ contre H:m> m, la région critique est donnée par :

n

I b.x,-m
i=l "11 o

/e l-a "o

z

Accepter H_ avec une probabilité B, si en faitm = m_t+a, revient a écrire :

m-m
[¢]

B = Prlu+ <ty (n -1)]

Z

Cette relation est utiliséeﬁggpr déterminer la valeur de la constante z, qui

permet ensuite de trouver la taille requise.

A titre comparatif pour ng, =7, si =4, a=3.7, a =0.01l et B =0.10 nous avons

obtenu par :
a) la méthode de Stein n-n = 1

b) la méthode de Harris, Horvitz et Mood n = 9.
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Nous pouvons remarquer que la premiére méthode tient certainement plus compte
de 1'information apportée par le premier échantillon. Par contre elle introduit une
complication supplémentaire puisqu'elle nécessite le calcul des nombres b, dépendant

z
5

]
o

de n, M et

4.6 - Test bilatéral

Les tables sont encore utilisables si 1'on désire effectuer un test bilatéral,
c'est-a-dire tester"l'hypothése'Ho :m =m_ contre l'hypothése H : m # m_. Dans ce cas
le niveau de signification est' 2a et les tables correspondent 3 a = 0.02 3 B = 0.50,
0.20, 0.10, 0.05 et @ = 0.10 3 B = 0.50, 0.20, 010, 0.05,

4.7 - Application : différence entre deux moyennes

Considérons maintenant deux populations normales de méme variance mais de moyennes

respectives m,; et m, inconnues. Nous nous proposons de résoudre le probldme suivant :

disposant d'une estimation préalable sg avec n -1 degrés de liberté de la variance

de 1l'une quelconque des deux populations, quel doit &tre 1'effectif commun des deux

échantillons d prendre pour que, dans le test de 1'hypothdse H @ m, = m, contre 1'hypo-
thése H : m, > m, au niveau de signification o , on accepte H, avec la probabilité B8
alors qu'en fait m, = m, + b?

L'intervalle d'acceptation de 1'hypothése HO est alors :

7::‘2_?2: l/ﬁ < tl_a(Qn_Q),
Sl+82

- 2 z . . . o, > . Pe °
x; et s; etant la moyenne et la variance empiriques estimées 3 l'aide d'un échantillon
de taille n tiré de la population i (i = 1,2).
s
A partir de 13 le probléme est identique 3 celui qui a été traité en 4.4. Pour
trouver sa solution on procéde de la méme maniére. La seule différence provient de la

quantité k a trouver dans la table qui est ici définie de 1la fagon suivante :
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K = ==—

b
2s '
(0]
Le nombre n-1 que l'on détermine ainsi est le nombre de degrés de liberté lors
de 1l'estimation commune de la variance. La taille de 1l'échantillon 3 tirer de chacune des
populations est alors (n-1)/2+l1 si n-1 estpair ou n/%*1 si'n-1 est impair.

Dans le cas d'un test bilatéral, c'est-d-dire le test de Ho tm contre

=m
, 1 2
H : my # My s le probléme se' transpose facilement en celui que nous avons vu en 4,6,

4.8 - Principe d'une méthode de résolution numérique

En conservant les notations introduites en 4.4, le probldme peut se formuler ainsi :

les risques a,B et = les entiers h _,n étant fixés déterminer la valeur D¥ réalisant :
Prlt < t,_ (n-1) - p* /F va| =8
ol t et F sont des variables aléatoires qui suivent respectivement une loi de Student

a n-1 degrés de liberté et de Fishér-Snedecar & n -1 et n-1 degrés de liberté.

t et F ne sont pas indépendantes puisque toutes deux sont des fonctions de s,

cependant on peut calculer la densité du couple de la maniére qui suit :

La fonction densité de probabilité de l'ensemble (i,so,s) est le produit des den-

sités individuelles des trois variables, puisqu'elles sont deux & deux indépendantes.

Si maintenant nous transformons en t, F et s et si nous intégrons par rapport a

s nous obtenons alors la densité du couple (t,F) :

n%—B .

F

f(t,F) = C nnL

Et2+(no-l)P+n—LJ

C étant fonction de ng et n.
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Pour faciliter 1'intégration numérique qui est nécessaire pour évaluer la
probabilité définie plus haut, faisons encore un changement de variables :
2
—(no+n-2)t
(no-l)F+n—l

2
X

(no—l)F
y = (n_-L)F+n-1

La densité du couple devient alors :

no+n-l
I (=) 1
( ) = 1 2 +n~1
gL Xy = tn +n-2) n_+n-2 2 B
° P(—2~———) (14 ~2——)"2
2 +n-2
o -
' n +n-2
r ( ) o~ n-3
y 2 (1-y) ~Z
M(—— ° )1"( %)

de telle sorte que x et y sont dlstrlbuees 1ndependamment x sulvant une loi de Student
-1

a n tn- -2 degrés de liberté et y une loi Beta de parametres “93‘ et n2

4.9 - Procédure DETER

L'intégrale que nous avons d évaluer est la suivante :

1 h(D,y)
g gl(x) dx]dy

(D) = g g,(9) [

ou g, et g, sont les fonctions densité de probabilité d'une loi de Student et d'une
loi Beta, h(D,y) étant telle que :

+1) - Dfny( n-1 +1) .

h(D,y) = t;_ (n-1). ALw)(
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On peut encore écrire :

1
= i .
(D) = ! gz(y).Sn +n-p (B(Ds¥)).dy
0 o
Sn(t) représentant la fonction de répartition d'une loi de Student & n degrés de
liberté.
I(D) considérée comme fonction de la variable D, est décroissante.

Dans une premifre étape nous recherchons alors deux valeurs D, et D, telles que :

O<D1<D2

I(Dl) > B > I(D2)
Nous déterminons ensuite la valeur p*® réalisant :

1(0*) = 8
%
Dl < D" < D2

par une méthode de bissection.

La procédure DETER effeétue le calcul précédent pour N_.N et BETA donnés, Elle
posséde le quatriéme paramétre formel T qui, au moment de l'appel de DETER, devra &tre
remplacé par un paramétre effectif contenant la valeur tl_a(n-l) introduite én '4.4., cette
derniére pouvant soit &tre prise dans une table, soit &tre calculée par la procédure

STUDENT.
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ALPHA = 0e0]

BETA = 0450
~qo-1] 2 4 6 12 24 INFINT
N-1
2 44022 | 3.670 | 3.565 34464 3.613 | 3,386
4 1.827 1677 | 1.632 1.588 1569 | 1.552
6 1329 | 12219 | 1,187 | 1,157 | 1.145 14130
8 1094 | 1,004 | 0.979 | 04955 0963 | 0,933
12 0:852 | 0.782 | 6.762 0743 | 0,736 | 0,727
16 00722 | 04662 | 0.666 | 04630 | n.622 | o0us16
20 0.640 | 0.587 | 0.572 04559 06552 | 0.546
25 0-367 | 04520 | 0.507 | 0.495 | o0.489 | o.482
30 0s512 | 0.471 0e458 | o.ssn nesa2 | 0,438
40 00461 0406 | 04395 | 0.386 0381 | 0,364
50 0393 | 0.361 | o0.351 04343 04339 | 0.326
60 0.357 04328 0319 | 04312 04308 0e298
80 00308 | 04283 | 0,276 | 0.269 ne266 | 04259
100 104275 | 04253 | 0,246 | 0.240° | ne237 | p.230
120 | 0.251 04230 | 00224 | 0.219 | 0.216 | o.212




ALPHA
BETA = £,29
2 4 6 12 24 INFIND
2 8.104 6+393 54940 5.535 54349 5.173
4 30528 24746 24537 24350 24263 24182
6 24544 1.976 1.823 1.686 14623 1561
8 2.088 1e619 1494 1.381 14329 14280
12 1.625 14258 le161 1,072 14033 0+993
16 14375 14065 04982 04908 NeB73 0eBH2
20 14219 0.941 0+870 0.805 0e774 04742
25 14079 0833 0771 0.712 04685 04657
30 06976 04755 0:697 Oobbs 04619 04596
40 0s841 0e851 Ne60N Ne554 Ne533 Nea95
50 047648 0.580 0,534 04493 0e474 0 o bbsty
60 0680 0.528 06485 0eb68 00431 06406
80 06585 Cus35 Gekiy 0o 387 04372 04352
100 0e521 0e406 Ne374 Ne345 he332 04315
120 0.473 04370 00341 0e315 0303 0,288
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= 1410

BETA
NO~1 2 4 6 12 24 CINFINT
N-1 _
2 124173 8e470 7.588 64838 64506 64201
&4 54245 3,563 3.166 2.820 24666 2¢522
6 34776 24557 24265 24011 1.899 14792
8 3,096 2092 1.850 14642 1¢550 16463
12 24406 14625 le437 1e274 14201 1.134
16 2,038 14376 14215 1.078 1.016 | 0.958
20 1.807 1219 1.077 04955 06500 04847
25 1.600 14679 0,953 0.845 0e796 06749
30 1e447 0975 0e862 DeT64 Ne720 0679
40 1241 0840 De742 00658 04620 0e564
50 | 1.100 0e747 04660 04585 04551 04506
60 0.996 0+679 04600 04532 04501 00462
80 0.849 04587 0.318 Deb60 net33 | - 0.4n1
100 0748 04524 Det66? Det1n 0286 04359
120 0.674 OetsT7 0e421 0,374 0,352 04328
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ALPHA = 0,01

BETA = 0,05
NO~1] 2 & 6 12 24 INFINT

N-1

2 17.698 | 10.743 9.256 84063 7e541 74078
4’ 7;589 LokTH 3.805 34259 36023 24808
6 54560 34199 2.711 2,312 24141 14980
8 4.475 | 7.618 2.213 14885 14744 14612
12 34481 | 2,030 16178 |  1.462 14349 14248
16 20949 1717 1e452 10235 lelal 14055
20 24601 14522 14286 1:094 1en1l 0932
25 2,290 14247 10138 04969 04895 0.824
30 2.061 1,218 1.029 04876 04809 0747
40 1.749 140649 0.886 04754 0696 0626
50 14536 0,933 6,789 | 0.671 04620 0.556
60 1379 0,848 0eT17 0.610 04563 04508
80 14196 0.734 e 19 04527 04486 Oothi "
100 1.071 0e658 04552 BebTh Be438 04395
120 0.979 0.598 0.503 0628 | 04395 04361




ALPMA = 0,05

BETA = n,sp
2 “ 6 12 24 INFINT
2 1.687 | 1.552 1,509 1;4?5 1,455 1ia38
4 1,032 0.952 5,931 04909 04898 | 0,890
6 0.815 | 0.753 0.736 0.718 04710 0.703
8 04694 00642 0627 0.613 04605 04600
12 0+561 0+518 04506 | 0.495 04490 0.483
16 04483 0et47 0+436 0+426 00420 0eb17
20 00431 04399 0.389 0+380 04375 04371
25 0384 0+356 00347 00339 0e335 04331
30 - 04350 04324 04316 0+309 0306 0e302
40 0.303 | 0,280 00273 04267 06264 04256
50 0.271 0.250 0e284 04239 | ne236 04230
60 00247 00228 06223 0.218 0215 | 04210 |
80 0e214 6e157 0ei93s 00189 04186 04182
100 04192 Cel76 | 0e172 06169 | 064167 04163
120 04175 04161 06157 0.154 | o0.152 04149




ALPHA
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= 0,05

BETA = me20
MO-1 2 4 6 12 24 IRFINT

N-1 |

2 3.510 24805 24620 2 o 448 24371 24298
4 2.098 1.669 1.554 1.652 14405 14360
6 1.649 le311 1,220 1,139 | 1.101 14066
8 1.405 1.117 14041 0970 04929 04910
12 1.11% 0e902 OeB&0 0s 784 he758 04732
16 04976 00775 0e722 04673 0651 D631
20 o;srs 04693 0645 04602 00583 04563
25 0779 0619 (6577 0+538 04520 04502
30 0.708 0563 0e525 B¢ 489 He&T3 | 0,456
40 0e613 0es86 VAT 06427 06509 | 04395
50 0548 04435 ' 0.405 0378 04365 04353
60 0,499 | 0.396 5369 0o 388 06333 | 04322
80 0e432 0.342 64319 0+298 0.288 | 0428
100 0285 04306 04285 04266 | 04257 04249
120 0.351 0279 0e260 .o,za3_ 04235 04227
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ALPHA = 0,05

BETA = 9410

NWo-1f 2 4 6 12 24 INFINT

N-1 \
2 54308 3747 3,372 3.051 24909 2.778
& 34152 24204 1.975 14779 14691 14610
6 2474 1.727 14547 1.393 1,324 | 1,259
8 24109 14471 1.317 1.186 1,127 1,070
12 14701 1.184 1,059 04953 04906 04863
16 10464 1.020 0,913 0.821 0,780 | 0.782
20 1.307 0.910 04815 04733 04696 04661
25 1.167 0.812 04727 04653 04621 04590
30 1.063 04739 00662 0.595 04565 04537
40 0.920 04639 04572 0.514 06489 0.458
50 0.822 04571 64511 04460 o436 0.410
60 0.750 0.521 0e466 | 0.619 0398 | 04375
80 04650 0.451 00403 0+363 0e384 0.326

100 0.581 04403 0e361 0.324 04308 04292
120 04531 0.368 6:329 | 0.296 | 0.281 | 0.266




ALPHA = 0,05

BETA = 0l.05

2 4 6 12 24 INFINT
2 Te738 44771 4e129 34610 34385 3187
4 4.582 24789 2e397 24080 1944 14820
6 34595 2.182 1.876 14623 14516 1.417
8 3.066 1.858 1,597 | 1.389 14290 14207
12 24470 14495 14285 1e112 1e038 00971
16 24129 14287 1.106 0;956 0e892 0834
20 12900 1e149 0e991 OeRES 0:798 O T4
25 165694 14026 0.984 0.765 0eT12 0663
30 16543 0,935 o84 04695 febt7 0605
40 14338 04809 00696 06601 0e560 0525
50 1198 06722 Ce622 De537 f1e500 00469
60 1:095 Ge858 6567 O efON M 456 Dot 7%
80 De943 06569 Debon Neti23 04395 0.569
100 04840 0508 0o438 04378 54353 | 0,329
120 04767 0.485 04399 0,345 0,222 04300
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5 - TESTS D'HYPOTHESES LINEAIRES

‘5.1 - Introduction

Un probléme ol les calculateurs se révélent indispensables pour améliorer les

résultats connus est celuil du test de plusieurs hypothéses linéaires.

Il s'agit en fait d'un probléme de décision multiple [8] et le calcul que nous

devons effectuer est celui de la fonction de répartition d'un vecteur aléatoire, et non
%

plus d'une simple variable comme c'est le cas avec un test ordinaire.

5.2 - Méthode générale

a)

b)

1""’Xn suivant des lois normales de moyennes

psceeomy et de variance commune ¢°.
n
> . .
On suppose que le vecteur des moyennes m appartient & un sous-espace vectoriel

V de R".

Soient alors Wy5...,W, k sous-espaces vectoriels de V que 1l'on se bornera a

Soient n variables indépendantes X

respectives m

choisir deux 3 deux orthogonaux.
. -> >
On se propose, au vu d'une observation x de X = (Xl,...,Xn) de répondre aux k

-> . N
questions : le vecteur m admet-il une composante nulle sur w, ? (i =1,...,k).

On définit V® comme étant 1'orthogonal de V.

Désignons par Mges Py oo e sy les projections orthogonales respectivement sur
V*, Wl""’wk du vecteur m. k

Chaque décision multiple, parmi les 2k que l'on peut prendre, est composée de k
décisions individuelles qui sont l'acceptation ou le rejet de 1l'hypothése Hi :
my =0 (L =1,...,k).

Dééignons maintenant par va, Xw ""’XW les projections orthogonaleg du vecteur
f de R" sur V*, Wl,...,Wk. . K

On forme successivement les différents rapports :
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X 2
1yl

Ri —WV;-”-E » 1= 1,000,k

§i myx = O, hypothé&se réalisée puisque m est supposée appartenir 3 V, R, suit

une loi de Tang
T( 5 3 r,s), ol r représente la dimension de W., et s celle de V'. En effet les deux

o V.d .
variables aléatoires :

X, 12
1Myl

Uy =—=3— »

o
2
"va"

suivent respectivement une loi du x2 décentrée 3 r degrés de liBerté avec un paramétre
de décentrage Wi , et une loi du x2 réduite 3 s degrés de liberté, et on peut montrer
que leur r'apporto2 suit la loi de Tang ci-dessus. ’

La méthode va alors consister d rejeter 1'hypothése Hi lorsque les observations

satisfont 3 : .

ol le coefficient h est déterminé de la maniére suivante :

X 2
(|
PP[ )(Vx 5 <P |mwi = O] = l-a

o étant un nombre donné qui joue le rSle de niveau de signification.

Puisque 1'on suppose m, nul, le rapport :
i

2
‘

X
17w,

5.7

qui intervient dans la probabilité ci-dessus, suit une loi de Fisher de paramétres r et s.
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5.3 - Application numérique : cas de deux hypothéses

Reprenons le probléme posé en 5.2.-a dans le cas simple ol k est égal 3 2.
Soient alors n,, D, Ny les dimensions respectives des sous-espaces vectoriels

wl, W2, V*. Introduisons les trois variables aléatoires Ul’ U,, U, telles que :

2° 73

1% 2

U T ee——
l : 02

X 2

U. = .I._.Y_?.I._.

27 52 )
1A

Ug = —5—

[0)

Elles suivent respectivement une loi du x2 décentrée a n, degrés de liberté avec 1
paramétre de décentrage P;> une loi identique a n, degrés de liberté avec le paramdtre

de décentrage P,» une loi du X2 réduite a ng degrés de liberté.

Les paramétres P, et P, sont tels que :

2.
_ M
Py =72
m 2
- w2
Py 2
o

Déterminons les deux coefficients Py et p, de la fagon suivante :

U , ,
o i i
Pr &T_ <0y Imw = O] = l-a
3 1
UQ
Pr &r— <0, ‘mw = 0] = l-a
3 2
. Le test va s'effectuer par l'intermédiaire des deux rapports non indépendants
—é-et 32», calculés 3 partir de 1'observation X : nous acceptaons l'hypothésé H :
3 3 u u
m; =0 lorsque<al est inférieur a P, et 1'hypothése Hy : m;, = 0 lorsque Ez»est infé-
1l 3 2 3
rie
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On voit immédiatement que seize situations différentes peuvent apparaltre,

avec les probabilités Pi 3 (i, = 1,2,3,4) :

L

e ..‘._\D‘iehcision le =03 I;‘Wl H o1 “‘wl" > 03 :rmwllll| >0
T =0 m >0 m =0 m >0
Hypothese \\\\ mW2 W2 | W2 W2
mwl =03 ’"‘w2 =0 P P12 P13 Py
My, T 03 n“‘w2” >0 Py 2,2 P).3 Py
"“‘wl“ >0 ™, Ol P31 P32 P33 Pan
“mwl” 03 "“‘w2” S Pu,2 Fu,3 Puu

Ces différentes probabilités dépendent de D), Dy Mgy (qui déterminent entiérement

p, et p2) mais aussi des deux paramétres de décentrage P, et Py Elles sont fonction des
vraies lois de probabilité des deux variables aléatoires Ul et U2.

On peut alors, pour chaque valeur du couple (al,a2), défini les probabilités des éven-

tualités qui peuvent se présenter en testant simultanément :

— *‘.
Hy :p, = O contre Hy ¢ pl> q
*
2

0 contre H_ : p2>Q

Ja
N
L
N
1"

K

La procédure TESTLINL réalise le calcul des valeurs des deux séparatrices Py et Pos

ainsi que des seize probabilités du précédent tableau en fonction des paramétres

Dl, n2, n3, al, 62 et a.

Nous indiquons ci~dessous les résultats obtenus en prenant :
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n, n, = 10

ng =5

a, a2 =5

a=5%

écision
P, =0 p P, =0 p P P P Py p i

 ypothoss 1 2 1 229 | P158 P, 120 2
Py =0 p, =0 0.927 0.023 0.023 0.027
P, =0 p, = a, 0.881 0.069 0.012 0.038
p, =a, P, =0 0.881 0.012 0.069 0.038
P, = a; P, =a, 0.849 0.0u4 0.0uY 0.063

Pour la ligne i du tableau,P

i représente la probabilité de donner une réponse qui
2

soit exacte. Exception faite pour Pl 1» On remarque que les éléments de la diagonale sont
9

faibles. Cela provient du fait que le test que nous avons décrit ne permet pas de distin-

guer objectivement des hypothéses voisines et que, dans de telles conditions, les valeurs

que nous avons choisies pour a; et a

sont trop proches de zéro.

Plusieurs essais nous ont d'ailleurs permis de constater que la qualité du test

s'améliore en méme temps que a

Considérons alors les deux fonetions B,(a;) et B,(a,) telles que :

1.

et
3

augmentent.
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des deux nombres a
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Uy

B,(a)) = Pr[ﬁ; >0 o =3l
UQ

82(8.2) = PP[U; > p2 |p2 = a2_|

* * .
Nous pouvons rechercher les deux nombres a; et a, réalisant :

* .
Bl(al) l-a 3

1]

®
62(a2) 1l-o
La probabilité de rejeter avec raison 1l'hypothése Hy (resp. H2) lorsque Py = a:

- ® z N _
P, = a2) est égale 3 l-a.

A partir de Ny, Dy, Mg et o le calcul des valeurs des deux séparatrices py et Pys

, et a2,venfin des seize probabilités est effectué par la procédure

TESTLIN dont nous donnons a la fin du paragraphe un listage.

tenus

En prenant pour n;, 0,, Ny et o les mémes valeurs que précédemment, nous avons ob-

les résultats ci-dessous. Ils montrent qu'en prenant a, et a supérieurs a 104 il

2

devient possible de distinguer valablement les hypothéses.

\ch\j_sj_on _ _ _ _
N P10 2,20 |00 p>Q [>Q =058 2,00
Hypothése
p, =0 p,=0 0.927 0.023 0.023 0.027
p, =0 P, = ay 0.047 0.901 0.001 0.051
Pl * —
P, =3 P, = 0 0.047 0.001 0.901 0.051
p, =a) P, = ay 0.028 0.021 0.021 0.930
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Remarque 1
Le calcul des éléments d'une méme ligne s'effectue de la facon suivante.
U U , '
P, , =Pr[== < p =2 < 0| p;,p,]
il U8 1’ U3 2 1°%2
U U
- 1 2
Pi2 © P’“’EU3 Sy ool Pysp,]
U U
_ 1 2
Pj_’3 - Pr['fj_s' > Pi» U3 < DQI Pl’PQI
U U
- 1 2
Py = Prlgs > o 5= > 0yl pyopy]
3 3
Détaillons 3 titre d'exemple le calcul de P, gt
H]
Pi,3 = Pr [pl > p1.Ug, U,y < 02°U3| pl,p2]

En introduisant fl(ul), f2(u2), f3(u3) les fonctions densité de probabilité respec-

tivement de Ul’ U2, U3 on peut écrire :

P,oU
-9 -oo 2
P o= ‘ LS £ (uddu ][ £,(u)du] £ (u)dug
’ 10 Jpo,.u 3
173 0
= DsK (p,.u )]K (p,eu.).f (u.)du
(O n,,py 173 n,sP, 2 73 373 3

ol K P(x) représente la fonction de répartition de la loi du x2 décentrée 3 n degrés de
H]

liberté avec un paramétre de décentrage p.

Remargue 2

Ce probléme, ainsi que plusieurs autres que nous étudierons plus loin, nécessite
pour sa réalisation un calcul d'intégrale. La pro%édure de quadrature approchée que nous
utilisons est INSIRO. Elle calcule la valeur de S f(x)dx par une méthode de Romberg (extr:

polation de Richardson appliquée 3 la formule desA trapézes).
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'PROCEDURE Y TESTLIN(NIsNZsH3;ALPHA) FF
YENTIER® H1sN2sN3 FF
*REEL* ALPHA FF
*DEBUT !
*RLELY 'PROCEDURE® GAMMAIX) EF *REELSXEE
'ODEBUT* *REELY HsY FF
HF=1e0 FF YF=X £E
ALF TSTY ¥=0 fALORSt MHFE=10%%5 +SINON®
*SI1® Y=2.0 *ALDRSt tALLFRA® A2 tSTNON®
TSIt YUIRFERIZ,0 fALORS? S
'DEBUY® MF=H/Y FF YF=Y+1,0 FF VALLERA® A1 VFING
'SINON' STt YYSUPEG'3 'ALORS' *DEBUT?
. YF=Y-1e0 FF HF=H%Y T CALLERA! Al *FINS
'SINON' 'DEBUTY YF=Y~2,0 £F : .
HF=€€€%11{.0016063118*T+.00&1589951)*Y%.00&4511400)*Y+.07?1101567}*
Y+e0821117804 1 5Y 454117741955 ) &y
4227874605 ) #Y4 9999999758 ) £k
TFINY  FF
A2F GAMMAF =H
'FINt GAMMA rF
*REEL' *PROCEDURE® KItKeX') EF
'VALEUR* NaXx FF
*ENTIER® N FF 'REEL® X Fr
' DEBUT? ‘
'REEL' *PROCEDURE' NORMALE(X,MOY ECART] FF
*VALEUR? XsMOYsECART FF 'REEL' XsMOY,ECART FF
'DEBUT* 'ENTIER! I FF
'REELY SGNEsX2sYsSsToP1+P2501502sM FF
XF=(X=MOY) /ECART FE .
SGNEF=SIGNE(X) Fr
XF=ABS{X) FF
X2F=X#X FF
YF=0,3989422804*EXP (-0,5%X2) FF
'STY X FINFER' 2,5 tAlORG?
YDEBUTY SF=Xr=vsY Fp
'POUR' IF=3,742 'TANTQUE' S ‘NONEG' T 'FAIRE!
'DEBUT® TF=35 Fp .
XF=x%*%2/1 FF
SF=54X
PEINt PF
: HORMALEF=0.54+SGNE®S
CFIN
- tSINONY
'DEBUT! QlF=X FF
P2F=y®X CF
P1F=Y FF
Q2F=%2+10 FF
ME=Y/X FF .
TF=P2/Q2 FF
'S SIGNE=1 *tALORS!
‘DEBUTY MF=i~M FF
TF=1-7T
tFINY £F
'POURY IF=2,1+1 (TANTQUE®
C{M *HONEG* T) YET® (S 'NONEG* T)} SFAIRE®
'DEBUT! SFax#Pl+i%pl FF
PiF=p2 rr
P2F=8 fr
SF=x%xQ2+1#01 FF
0iF=02 rr
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Q2F=S FF
SF=M FF
ME=T FF
TF=P2/02 FF
: STt SIGNF=1 TALORS! TF=1-T £F
TEINY FF -
NORMALEF=T
tFIN' FF : ‘
FINORMF ‘FIN' T
tENTIER? T £F
YREEL' AUX9SOM.PY FF
ST N-2RENTIER(N/2)=1 CALORS!®
*ALLERAY NIMP Fr
SOME=AUXF=1,0 Fr
TSI* N=2 'ALGRS* YALLFRA' FPAIR FF
'POUR' 1F=1 ¢PASY 1 +JUSQUA* N/2-1 SFAIRE?
'DEBUT* AUXF=AUX#*X/(2%1) FE
SOMF =SOM4+AUX
tEINY PP _
FPAIRF Kif=1,0<-EXP{~X/21%50M T
*ALLERAY FINKI FF
NIMPE PIfF=3,14159265325890 FF
AUXF=RACZ{2/7(PI®X}} FF
SOME=0,0 Fr
'SIf* N=1 'ALORSY YALLERA! FRIMP £F
*POUR® IF=0 ¢PASY 1 YJUSQUA' (N-3)/2 tFAIRE!
'DEBUT® AUXF=AUXEX/{2%T+1) CF
SOME=80OMLALIX ‘
SFING FF . , ,
FNIMPF KIF=28NORMALE (RACZ (XY 5s0e0s 100l ~1,0~FXP(~X/2)%50M FF
FINKIFIFIN® FFE
'REEL® 'PROCEDURE!' KIDECENTI{MN:Ps+X) EF
tVALEURY NyePyXx FF
tENTIERt N FF VREFL® P,x FF
tDERUT ¢ tREEL LsZeloAelsTeR £V
TENTIER® KaNOR FF
LE=P/2 FF 2r=x/2 rr

NORF=0 FF
AUGF NORF =NOR+1 FF ‘ ,
'SI¢ (M/2~13 R N(Z/NORY $SUPERY 88,0 YALORSY YALLERA' AUG FF
KF=0 FF -
CF=EXP(-~L) FF
RF=1-C fF

AF=EXP!“Z)*{ZfNOR?**(NIZ“l)*NﬂR**{N/Z“I)/GAMﬁAIN/Z) FF
CIF=KINsX) FF |
TF=1%C FF ‘ '

BOUCLEF Kf=K+1 FF .
AF=A®Z/(N/2+K~1} FF ' '
IF=1-A FF
CF=CRL/K FF .

TE=T+I%C FF .
RF=R-C FF
SIt R *SUPER' F¥-5 tALORSY 'ALLERAY BOUCLE FF
FINKIDECFKIDECENTF=T Fp v
'REELY Al19A2sV1sV2sP1sP2,TOToXsY EF
'BOOLEEN® SORT FF
tENTIERY I FF
'TABLEAU® RESULL(1F7}as FF
YE=XF=944T01271 £V
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'REELS SPROCEDURES FP(A) FF 'REEL! A FF
'DEBUT* SREFLt TOTALsBl+B2 FF
'BOOLEFNY BooL FF
YTABLL AUt DESGU1IFT), FF
'REEL Y *PECCEDUREY INTEGR(V) FF 'REELY vV FF
INT&ﬁRFxﬁxﬁmef??§V%%€N3/2“1)*KIDECENT(N1¢A'V*X) Fr
TOT F=0,0 ©F '
BIF=F*-8 [ B2F=5,0 FF :
REVF TOTALFzTQTAa¢{NS§RO{INTEGR,BI98296’P*-49800L9RE51 FF
*Sl? 1-KIiN3sB2) 'INFERY F¥-3 tALORS® *ALLERAY CONT FF
Bif=ps &y
B2F=824+5,0 op
YALLFERAY KEY FF ,
CONTF FPF=TOTAL/ [GAMMAIN3/2)%2%%(N3/2)) FF
*FINt FF
BISFAIF=A1+2.0 Fp
A2F=FP{Al) EF
ECRIRE(AL1sAZ) ©r
*ST* AZ 'SUPER' ALPHA 'ALORS' $ALLERAS B1S FF
A2F=AlF=A1~1 EF
tPOURY P1F=0.04A1 'FAIRE?
*POUR! P2F=0,0:A2 'FAIREY
'POUR! IF=1,2,5 *FAIRE!
'DEBUTY tREFL® YPROCEDUPEY F{vVv) FP
SVALEURY v FF SREFLY V FF
*DEBUTY ¢REFLY 11,12 FF
II?nKIbECEN?tNI,Plgv*X{ FF
12F=KIDECENT(N2+P2,V¥Y) FF
PSIT Tt 10UV T=4 CALORSY 11F=1-11 FF
PEIF T=2 f0UY I=4 VALORSY I2F=1~12 FF
FE=EXP{=V/2)¥V¥% (N3 /21 #112T2
PETNE OF
TOTF=0.0 FF V1F=F#-8 FF VY2F=5,0 FF
RETUURFTGT?=T0T+INSIROi?,VI9V296,F*~49$0RT9RESUL) FF
'S8T 1-KItN3,V21 +INFERY F%-3 tALORSH YALLERAY SUITE Ff
ViF=vy2 FF
V2F=V245.0 Fr
YALLERA' RETOUR FF

SUITIFECRIRE (P1sP2+1,TOT/(GAMMA(N3/2)%2%%(N3/2))) FF
"FINY £F
*FIN® FF
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6 - TEST DU CARACTERE ALEATOIRE D'UNE SUITE

6.1 - Introduction

Un probléme trés classique de la statistique est la reconnaissance de 1l'aspect
"aléatoire" d'une suite d'éléments d'un méme ensemble E.
Il se pose dans un certain nombre de domaines, par exemple en analyse numérique (méthode
de Monte-Carlo).

Il est impossible de définir un test optimum aussi il en existe de nombreux dans
la littérature et la pratique usuelle. Nous nous proposons d'étudier un nouveau test de

fréquence (3].

Soit donc une suite finie S = (xl,...,xN) d'éléments d'un méme ensemble E tel que :

card (E) = 2k

ol k est un nombre entier donné.

On cherche 3 vérifier 1'hypothdse représentée par la loi P sur N selon laquelle
les x, sont indépendants et de méme loi uniforme sur E.
Lorsque k est égal & 1 il s'agit de reconnaltre l'aspect aléatoire d'une suite de

digits binaires.

Remarque

Tout nombre écrit en mémoire d'un calculateur est exprimé en binaire et dans le
cas de 1'IBM 704k4 occupe 36 bits. Par conséquent, il est facile, en partant d'une suite
de digits binaires, de passer 3 une suite de nombres au hasard. Il suffit de considérer
la suite comme formée de blocs successifs de 36 positions, chacun d'eux constituant un

nombre au hasard.
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6.2 - Test

Définition 1

"Une figure ¢, d'ordre r, est une partie de ECM,
Il s'agit en fait d'une condition portant sur r éléments consécutifs du méme

ensemble.

Définition 2

"La fréquence de la figure ¢ est le nombre de fois ol elle apparait dans S".
On montre [@1 qu'il existe des figures dites fondamentales telles que :

1) La fréquence de toute figure s'exprime 3 l'aide des fréquences des figures fondamen-

tales ;

2) Sous' l'hypothése d'uniformité toutes les figures fondamentales sont de probabilité

N

et leurs fréquences sont indépendantes.

Si on considére maintenant p figures fondamentales ¢l,...,¢P de méme ordre r on

peut, en utilisant leurs fréquences, définir un vecteur aléatoire F:

F = (F(4))50-+5F(6))

de moyenne :

H

-
m (ml,...,mp)

¢l,...,¢P étant des figures fondamentales nous avons, d'aprds la propriété 2 :

N-r+1
1 P 2 s

L'idée de base du test est d'exploiter ces fréquences globalement et non plus sépa-

rément, ainsi que cela a été fait jusqu'ad maintenant.
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On considére donc la somme des carrés des différences :
F(¢i)-mi [ i=l,.oo,P
qui suit une loi de probabilité du x2 réduite a p degrés de liberté.

Pour des raisons de commodité, nous sommes obligés de compter d'abord les fréquences
de toutes les figures d'ordre r, de passer ensuite aux fréquences des figures fondamentale

(propriété 1) et enfin 3 la somme des carrés.

6.3 - AERlication

En 1965 une étude statistique des 100.000 premiéres décimales de m a été publide
[?1 . Elle montrait que leur utilisation en tant que nombres au hasard était parfaitement
justifiée en s'appuyant sur les résultats obtenus d .1'aide des tests des fréquences, du
Poker, de série et de suites. Par contre on a montré IEJ qu'un certain test n'était pas

satisfait par le nombre .

Nous avons effectué une nouvelle expérience en écrivant m en représentation binaire,
Nous avons ainsi pu étudier au moyen du test que nous avons décrit en 6.2 les 50.000

premiers bits.

En prenant un ordre égal & 5 on a observé les fréquences des figures fondamentales

suivantes :



'DEB

' PRO
tVAL - 111 -
CENT
N° de figure | fréquence | N© de figure | fréquence

16 25 799 24 25 227

17 25 233 25 25 131

18 24 961 26 25 389

19 25 031 27 25 069
TRUC

20 25 091 28 25 211
™T

21 25 225 29 P)
FINT 25 223
VECD 22 25 105 30 25 085
’tN? 23 25 015 31 24 989
FYALL

i Avec r = 5 nous avons :
my =24 998; 1= 16,...,31

*?CO{ La somme des carrés des différences conduit au résultat : 98. Cette valeur est
 Eno : » 1 e va

1oyt bien supérieure 3 la plus grande limite que l'on aurait pu tolérer. Ceci tend 3 prouver

"ENT! que, sous une forme binaire, le nombre m ne possdde pas l'aspect aldatoire.
FREBL : B '

i

6.4 7.Remarques sur le programme'ALGOL

Les 50.000 premiers bits du nombre m sont stockés sur bande magnétique par enregis-

« trements.

a) Un appel de la procédure REMPLISSAGE provoque la lecture d'un enregistrement

sur la bande et son écriture en mémoire dans la zone (T [@+1], T[I+255]).

b) BIT(A,I) est un indicateur de fonction de type entier qui vaut :
0 si en position I de la mémoire A se trouve O ;

1 si en cette méme position se trouve 1.
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c) Le test est effectué par la procédure INDALEAl qui possdde quatre paramétires
formels.
K . défini en 6.1 il est tel que card(E) = 2K.
R : ordre des figures.
NBRE : longueur de la suite S.

T : tableau des fréquences des QKR figures d'ordre R.

En choisissant un ordre égal a 5, les 2° figures que l'on peut rencontrer sont

les sulvantes :

figure O 0000
figure 1 ¢ 00001
figure 2 ¢ 00010
figure 29 1101
figure 30 1110

Nous commengons par remplir le tableau B au moyen de REMPLISSAGE. Il faut ensuite
pour chacune des figures précédentes compter le nombre de fois ol elle apparait. la

méthode que nous utilisons consiste pour.:
i=1,..., 49996
3 calculer le coefficient k tel que
k = (((B[i].2+B[i+1]).2+B [1+2])-2+B[1+3]h2+B [i+4 |
ol Blij représente la valeur prise par le iiéme bit, et 3 augmenter le contenu de
rqQlk] de 1. |

Le test est effectué par la procédure INDALEAL appelée avec les paramétres effec-
tifs 1,5,50000 et FQ.
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REMPLISSAGE(T»1) FF

' PROCEDURE »
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A
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BUT Yo {MN~1 ¥ «F2Y FF
JPRE = JER - %% { PN )
NE ©F . o
IF=0 tPrss 1 2 JUSGUAY 2%%#P~] tFEAIRES .
IPiRp=1 °F

YEOURY RTel IDASE 1§ JISAUAY P IEATRE S

VCOES




'FIN' FF
ECRIRE(I»T) FF
T2F=T2+(T-NBRE/2 ) #%2%4/NBRF FF :
*SIY (T *INFEGY' NBRE/2-RAC2(NBREY) 10U' (T 'SUPEG' NBRE/2+
RAC2(NBRE}) $ALORS?
YDEBUT* TESTIF=TEST1+1 FF
*POUR!' NF=0 'PAS' 1 '"JUSQUA' K~1 'FAIRE?"
'DEBUTt *POURY MF=0 'PASt 1 *JUSQUAY R-1 IFAIRE?
SORT 4 (M) gF=Yo (MEK4N) o FF
SORTIE(6sMODsRySORTWL(0) 0} FF
MODFMODELE( Y+ (2012) )
tFINt FF ' '
 ECRIRE(JsT) FF
‘FIN' FF
1FINY FF
tS1t TEST1=0 tALORS! o
ECRIRE( ' { YAUCUNE FREQUENC*)tst(*F TNCORRECTE')*t) FF
- ECRIRE(Y{'T2¢%)t,T2}
tFIN' FF
tENTIER?Y [4J4XebL FF ) .
TENTIER!' *'TABLEAU' Ye(1F1535) ,4Bs(1F39)4sFQat0OF31Ye FF
YPOUR!' IF=0 *PASY 1 *JUSQUAY 5 *FAIRE!
REMPLISSAGE(Y+255%1) FF
*POUR! KF=0 *PASY 1 *tJUSQUA' 31 *FAIREY FQe(K)eF=0 FF
IF=2 FF :
RETOURF
YPOURY JUF=1 'PASY 1 *JUSQUA' 35 tFAIRE!
B-tJ}-F=BIT1Yq(I).;J+1§ FF
*POURY JUF=1+2+394 'FAIRE®
Bet35+J)4F=BITIYe (14149 J+1) FF
*POUR' JF=1 'PASY 1 tJUSQUA' 35 'tFAIRE?
'DEBUT' KF=Be{J)s FF »
*POURY LF=142s3+s4 'FAIRE!
KF=K#2+Bo ( J+L 1o FF
FQe(K)eF=FQae(K) e+l
tFINe FF
IF=1+1 FF
*SIt I YINFERY 1430 *ALORS*' tALLERA®' RETOUR Ff
'POUR' JF=1 tPASY 1 *tJUSQUA' 20 tFAIRE?
BelJ)eFzBIT(Yell)eoJ+l) FF
YPOUR'Y JF=1 fPAS' 1 *JUSQUA* 16 tFAIRES
tDEBUT KF=BelJ)s FF
'POURY LF=142s3s4 YFAIRE'
KF=R¥2+Ba (J+L ) s FF
FQalK)eF=FQelKto+l
" VFIN' FF
INDALEAL(155,50000,FQ) FF
'FIN' FF
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CHAPITRE -~ IV

PROBLEMES D'ESTIMATION SUR ECHANTILLONS GAUSSIENS

Considérons un phénoméne physique ou économique et une de ses caractéristiques X.

On sait que X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité a une forme
connue, sans qu'on puisse se prononcer sur la valeur des paramétres qu'elle contient.
Si, par exemple, on suppose X de forme absolument continue, sa densité de probabilité

sera f(x,0), la fonction f étant spécifiée, mais non la valeur du paramétre 6.

On est alors conduit 3 la réalisation d'un échantillon qui permettra de préciser

cette valeur.

Les méthodes classiques proposent deux fagons d'estimer les paramétres d'une
loi de probabilité : 3 la réalisation de 1'échantillon, l'estimation ponctuelle associe
une seule valeur du paramétre alors que l'estimation ensembliste associe un "domaine

de confiance' pour le paramétre.

C'est le second procede que nous etudlerons, la lol de probabilité etant supposée

normale, dans les troils cas suivants

' . . 2 .
1l - la moyenne m est inconnue, la variance ¢~ est 3 estimer.
. 2 .
2 - la moyenne m est connue, la variance ¢° est 3 estimer.

. ° 2 o
3 - la moyenne m et la variance ¢~ sont toutes deux 3 estimer.
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1 - ESTIMATION DE LA VARIANCE, LA MOYENNE ETANT INCONNUE

1.1 - Introduction

On détermine ici le domaine d'acceptation de longueur minimum pour le paramdtre
2 . . . . . '
o” d'un échantillon gaussien, de moyenne inconnue, formé de n observations indépendantes

de méme loi [?].

Ce domaine est entiérement défini par ses deux valeurs extrémes qui seront donc

tabuléespour les trois valeurs les plus usuelles du seuil de 1'estimation.

1.2 - Domaine de longueur minimum

a) Théoréme

"Soit qn(t) la fonction du réel t définie pour le paramétre n entier par :

1 -t/2 n/2 -1 ; SO : S

q (t) = t >0
n 2n/2r(%)

alors si a(a,n-1) et b(a,n-1) sont les solutions en a et b du systéme d'équa-
tions ' . - PP ———
| ‘a<b;

b
.qnél(t)dt = 1l-a 3

a

a’q_ (@) = b° q__ (b)

le domaine défini par :

I o V- S,

< 02 <
Ba,n-1) ~ % 2 3(a, D) S

est de longueur minimum par rapport aux domaines de seuil ¥, g étant une

statistique définie par :

. n n
= i 2 - i 2 1]
g(Rpseeesx ) = = ifl X7 En El xil .
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b) Démonstration

Soient X1s XpseeesX m variables aléatoires indépendantes ayant pour loi com-
. . . 2 .
mune la lol normale de moyenne m inconnue et de variance o°, et soit G la

variable aléatoire associée a la statistique g qui est définie par :

|+

g(xl:XQs"'axn) =

)
[ i
»
1
—~

i=1 i=1

Alors, d'aprés le théoréme de Fisher, nous savons que la loi de probabilité de

E% est une loi du x2 d n-1 degrés de liberté.
o

Nous cherchons le domaine d'acceptation de longueur minimum pour le paramétre
2. Nous pouvons le faire par 1'intermédiaire de la statistique g, soit d(g).

Définissons alors E(g) de la fagon suivante :
0% edlg) <= 22 € E(g)
o

On doit avoir :.

(L) L r’ q_ . (t)dt = 1-a, ¥g €R.
. E(g) n-1

De plus la longueur de d(g) est égale 3 :
Cq,(®)

.ng ( '——-—-Q——dt‘
E(g) t

et donc on minimise, uniformément en g, la longueur de d(g) si 1l'on choisit
E(g) tel qﬁe : R ' S

g q,.,(t) o
1E(g) 2

soit minimum sous la condition (1) ce qui est obtenu, grice au lemme de

Neyman et Pearson, en prenant :
E(g) = [a,b]

ol a et b sont tels que :

azqn_l(a) = b2 qn_l(b).
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1.3 - Comparaison avec la méthode usuelle

En pratique on se contente du domaine non optimal suivant :

2

£0 <

g
"

ol a' et b' sont choisis tels que :

-0t (& .
a' = Qn—l (2) H

n

b'

1 ..
Q-; (- 3)
Qn(z) étant la fonction de répartition de la loi du x2 réduite 3 n degrés de liberté.

Ces deux coefficients sont utilisés, en pratique, en raison de leur simplicité de
calcul de préférence 3 a(a,n-1) et b(a,n-1), définis en 1.2-a. Il faut alors remarquer
que,vlérsque n est grand, cette approximation est correcte mais les écarts: sont sensibles
pour les petites valeurs. h

Ainsi pour n = 10 et a = 0.0l nous avons obtenu pour

a) l'intervalle de confiance de longueur minimum :

2
(0.310)g < o < (4.813)g

b) l'intervalle de confiance approximatif :

(0.424)g < o < (5.780)g
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1.4 - Table
Nous avons a résoudre le systéme suivant

a <b

b
S q,_;(t)dt = l-a ;
a

a®q (@) =b° q_ ().

Soit alors la nouvelle variable 6 telle que

<D
1
ol

On a
"0 < B< 1l

On peut exprimer a et b en-fonction-de 6. On obtient :

n+l
a -ee—_ILOg CH

b:l;-*iLoge

Soit F(6) la fonction du réel § définie par

n+l

n+l
o o-1

= Logh) -

F(8) = Q _; (62X Loge)

n -1

~ - o 2z © © ° 2 Z . ~ P ° ”,
ou Qn(z) est la fonction de répartition d'une loi du ¥ réduite d n degrés de liberté.

On peut facilement montrer que la fonction F est monotone et strictement croissante.
Jn procédé de blssectlon classique permet alors de trouver la valeur 6(a, n—l) qui réalise
L'égalité avec l-a. On en déduit ala,n-1) et b(a n-1) pulsque nous avons vu que a et b

s'expriment en fonction de 6.
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Nous avons tabulé les deux coefficients a(a,n-1) et b(a,n-1) pour

n = 3(1)30 et o= 0.001, 0.005, 0.01, 0.05. En fait le programme que nous avons écrit
permet le calcul pour tout couple (a,n).



- LlLlL T

*PROCEDURE! ESTIMVAR(NsALPHAsASB). FF
'VALEUR! NJALPHA FF
*ENTIER! N FF 'REEL® ALPHA.A.B FF
*DEBUT!
*REEL 'PROCEBURE' KI(N,X) FF
'VALEUR' NsX FF
'ENTIER' N FF 'REELY X FF
[} MBU‘{O
'REEL' *PROCEDURE" . NORMALE (XsMOYsECART) FF
'*VALEUR' XsMOYsECART FF 'REEL XsMOY s ECART FF
*DEBUT* *ENTIER! 1 FF
*REEL' SGNEsX2sYsSsTsP1sP2+019Q2+M FF
XF={X=-MOY) /ECART FF
SGNEF=SICGNE(X) Ff
XF=ABS{X) FF
X2F=X%X FF
YF=043989422B04*EXP(~0,5#X2) FF
*SIt X tINFER' 3,5 *ALORS!
'DEBUTY SF=XF=Y*X FF o
'POURY TF=3,142 'TANTQUE' S 'NONEG' T 'FAIRE!'
'DEBUT* TF=S FF
XF=X#X2/1 FF
SF=S+X ‘
'FINY FF
~~ NORMALEF=0.5+SGNE*S
'‘FINY
*SINON'
'DEBUT* Q1F=x rF
P2F=y*X FF
PlF=Y FF : '
Q2F=X2+41.0 FF :
ME=Y7X FF
TF=P2/Q2 FF ,
*SI* SIGNE=1 tALORS!
'DEBUT! MF=1-M FF
TF=1-T
'FINY FF
*POUR' IF=2,141 'TANTQUE!
(M YNONEG' T) *ET* (S *NONEG' T)) 'FAIRE!
'‘DEBUT' SF=X#P2+1%#P1 FF
P1F=P2 FF
P2F=S FF
SF=X*Q2+1 %01 FF
QlF=Q2 FF
Q2F=S FF
SF=M FF
MF=T FF
TE=P2/Q2 FF :
, 'SI' SIGNE®1 *ALORS' TF=1~T FF
'FIN' FF .
- NORMALEF=T
'FIN® FF :
FINORMF ‘FINY FF
*ENTIER' I FF
'REEL' AUX9SOMsPI FF
tSIY N-2*ENTIER(N/2)=1 *ALORS'®
*ALLERAY NIMP FF
SOMF=AUXF=1,0 FF
*SIt N=2 'ALORS' *ALLERA' FPAIR FF



: - 122 -
'POURY IF=1 *PAS? 1 +1JUSQUA' N/2-1 *FAIRE"Y
'DEBUTY AUXF=AUX*X/(2%1) FF
. SOMF=SOM+AUX
'FIN' FF
FPAIRF KIF=1e0-EXP(~X/2)%S0M Ff
"ALLERAY FINKI FF
NIMPF PIF=3,1415926%53590 Ff
AUXF=RAC2(2/7(PI®X}} rF
SOMF=0.0 FF
"SIt N=1 YALORS!' 'ALLERA' FNIMP €T
*POUR' TF=0 'PAS! 1 'JUSQUA' (N~3)/2 *FAIRE®
‘DEBUTt AUXF=AUX*X/(2%14+1) FF
_ SOMF=SOM+AUX
YFINY FF
FNIMPF KI?zZ*NORMALE(RACZfX)00.091.0)-1.0~EXP(~X/2)*SOM £F
FINKIFSFIN' FF ,
'REELY TETASTETALISTETAZ FF
*REEL' 'PROCEDURE* FIT) FF
*"WALEURY T FF JoREFELY T FF
‘DEBUTY YREEL'Y AUX FF
AUXF=(N+1) ®N(T) 2(T-1) FFE
FE=KT(N-1AUX) =K (N-1sT*AUYX)
‘FIN' FF
TETAF=0.5 Ffr
TETA1F=0.,0 ©F
TETA2F=1.,0 FF
BOUCLEF *SI* FUTFTA) *SUPER?' 1-ALPHA tALORS!
' TETA2F=TETA 'SINON®
TETAIF=TETA FF
TETAE=(TETAY+TETAZ) /2 FF
!SIt TETA2-TETAL *SUPER' F#-—8 TALORS' $ALLERA' BOUCLE FF
BF=(N+1)*#LN({TETAI/(TETA=1} EF
: AF=TETA*B
tFINY FF






14626325

ALPHA = 0,001 ALPHA = 0,005 ALPHA = 0,01 ALPHA =.ne05
A B . A B A 5 A 3
0a0243 | 36,6137 6.0?17 303037 | Calls8 [ 27,5107 1 0.3512 1) 20,7428
0,0908 | 35,9846 | 0,2069 | 30,0844 | 042960 | 27,4603 Ne7NBZ | 2140631
002101 § 3642664 1 044113 | 3045657 | 0.5524 | 28,0269 | 1413921 21.2001
003808 | 3649890 | 046747 [ 3143964 | 042700 | 22,8027 1 1.62221 22,7410
045979 [ 379539 | 049871 | 22441073 | 1422350 | 29,9228 | 241472 | 22,7044
0.856C | 3940627 163406 | 33,5356 1662397 | 3140506 | 247027 | 2449147
161500 { 4042623 LeT28B8 [ 2447307 | 240778 | 22,2396 | 23,2876 | 26,0760
LabTB7 1 4145207 | 261469 { 25,0712 TeB4TE 1 22446084 | 348855 | 27,7647
108292 1 42,8189 | 245908 1 37,2419 { 240355 | 34,7235 | 4,5055 | 28,4722
202079 | 4441439 360573 | LoaB329 | 345447 | 35,0982 | 5,1400 | 29,6920
2e6087 | 444873 305439 1 39,8374 HeOTlb4 | 37,2808 567892 L 30,9104
3.0297 | 4648422 4eU483 | 61,1517 4;&206 5732 6el5NG | 22,1407
344689 | 4842C76 | 645584 | 47,4710 Se1B16 | 3248704 761228 | 23,2820
349247 | 45,5771 501039 [ 43,790 § 547559 [ 141702 | 748062 | 2446107
443956 | 50,9501 56523 L 45,1208 | 6543425 | 4244727 8e4947 | 35,2580
408806 | 52,2245 1 £42128 [ 6646455 | £,5402 | 47,7748 | 65,1932 | 27,0010
53785 | 83,6907 6oT8LS P 4T,7704 } 745481 | 45,0765 | 948900 | 38.3271
548883 | 55,0737 Te2666 1 49,0972 | 841655 { 46,2771 | 10,6110 1945610
(6.4094 5664468 769582 | 5044208 Be7516 14746752 | 1142316 | 4047935
69408 | 57,8182 Be5588 | 51,7427 96259 { 4R,0T726 | 12,0561 | 42,0243
Te4819 | 5541875 | 941677 | 52,0620 [ 1040678 1 50,2629 | 1247862 | 43,2533
840322 50.5544 FeTB45 | DLoBTI2 | 1067159 | 5145610 | 1345227 | 44446802
865510} 6149185 | 104086 | 55,5562 | 11,2727 | 87,8525 ac.vaaz§
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25
27
28
29

30

ALPHA = 0,001 ALPHA = 0,00% ALPHA = 0,01 ALPHA = Ao0%

A B A R A R A 5

-

901530 | 63,2805 | 11,0397 740064 |1240348 | 54,1407 | 1540089 4649281
Ge7327 | 6446394 | 11,6773 [ 56,3160 11247020 | 66,4264 15,7530 | 43,1488
1042146 [ 6549951 | 1243211 [ 59,6229 [13.2767 | 56,7096 |1645128 | 49,3675
1069034 | 6743481 | 1249708 60,9272 {1440558 | 57,9902 |17.2707 ) 50,8840
1144989 | 6846979 | 1346261 | 6242286 | 147401 5962682 11840324 51,7985
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2 - ESTIMATION DE LA VARIANCE, LA MOYENNE ETANT CONNUE

2.1 - Introduction

Le probléme d'estimation que nous nous proposons de pésoudre est identique d celuil
qui a été étudié au paragraphe précédent. Le seul changement vient du fait que la moyenne

m est maintenant connue.

Nous avons donc & déterminer le domaine d'acceptation de longueur minimum pour
2 . . .
le paramétre ¢° d'un échantillon gaussien, de moyenne m connue,formé de n observations

indépendantes.

2,2 - Domaine de longueur minimum

On peut utiliser comme statistique la variance empirique des observations,

c'est-d-dire la fonction g telle que :

[Nel=]

1 2
g(xl,...,xn) == (xifm)

i=1

Si G est la variable aléatoire associée & g, la loi de probabilité de E% est une
loi du x2 réduite d n degrés de liberté. °

) ‘ . S 2
On adopte alors comme domaine de confiance pour o

ng 2 o)
b(a,m ~ ° < 3(a,n)

1 les deux coefficients a(a,n) et b(a,n) sont les solutions du systéme d'équations :
a<b

b
g qn(t)dt = l-g 3
a

_a2 q (a) = b2 q (b)
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Le raisonnement est analogue a celui du paragraphebl. I1 suffit de changer n

et n+l.
2.3 - Table
La table précédente est encore valable ici.

Si 1'échantillon est de taille n les deux valeurs a et b cherchées se trouvent

dans la table & 1l'intersection de la colonne d'en-téte o et de la ligne d'en-téte n+l.
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3 - ESTIMATION SIMULTANEE DE LA MOYENNE ET DE LA VARIANCE

3.1 - Introduction

On détermine le domaine d'acceptation de surface minimum pour les deux paramétres

m et o d'un échantillon gaussien formé de n observations indépendantes [12].

3.2 - Domaines de surface minimum

a) Théoréme
"Soit jq (z,t) la fonction des deux réels z et t définie pour le paramétre n

entier par :

5 _n %_2_
fn(z,t) = 1 © 3 2>0
-2 -1 n-1 z
V. 2 r(==)

et soit Fn(k) la fonction du réel A :

Fn(x) #S(fﬁ(z,t) dz dt

z20; £ (z,t) 22

Alors si An o est la solution en A de 1l'équation :
9

Fn(k) = 1l-g

le domaine Dn o de R2 défini par

°

(z,t) & Dn N

<=> fn(z,t) > )\n,a

est le domaine de surface minimum par rapport aux domaines de seuil a'.
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b) Démonstration

Soient Xl’

x2,;..,xn n variables aléatoires indépendantes, ayant pour loi
commune la loi normale de moyenne m et de variance 02, et soit

n

Xy

B
ki
Sl

z
i=1
z

)
n
Sl

=\2
(X.-X)
i=1 1

D'aprés le théoréme de Fisher, nous savons que les deux variables aldatoires :

- X-m
U=+n -
_ 1S
V==
o)

sont indépendantes et suivent respectivement la loi normale centrée réduite et

~

celle du x? 3 n-1 degrés de liberté. Si nous exprimons m et ¢ en fonction de

U et V il vient :

= - ]
m=X - /§<7v
S \
o =18 Ag
Sbieﬁt alors‘les nouvelles variables aléatoires :

72 = /B

v
Si C est un domaine de R? tel que

Prob {(Z,T) ¢ C} = 1-g

on a .:



- 129 -

S. Surface de C = Surface du domaine d'acceptation en m et o.
D'aprés le lemme de Neyman et Pearson, le domaine c* optimum sera défini par

*
(z,t) € C7 <=> fn(z,t) > )\n’a

ol fﬁ(z,t) est la densité de probabilité du couple (Z,T).

Or un calcul élémentaire nous montre que :

3 ) Lt

n 1 o ) . 2 >0
n_; n+l ? =
n _ z

Vi 2° .rcﬂgi)

a
2

fn(z,t) =

et ainsi si on a calculé la correspondance :

 (a,n) > Xﬁ

ol S fn(z,t)dz dt = l-a

2 >0 fn(Z,‘_t) 2. )‘n’a,

. % .
on pourra tracer les domaines C™ comme fonction de n et o sous Dn o
£

3.3 - Comparaison avec la méthode usuelle

En pratique on se contente du domaine non optimal suivant :
la régioncritique du test associé 3 notre probléme d'estimation est le complémentaire

du rectangle :
Nt (%J <u < N1 (&)

-1

8 -1 8
Qn-l (30 v Qn-l (1- 50

ol les deux nombres & et § sont tels que :

(1-£) (1-8) = 1-a,
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et en ce qui concerne le domaine d'acceptation en m et o cela donne le trapdze :

. -~......,,,,..,‘r.l‘,.,_,,..,~.«._ _

-1 $ -1 .3
QL (-9 ol &
Rt L& cnci- 2N (®

s et x représentant la moyenne et la variance empiriques des observations.

On retrouvera sur le graphique (a) pour n = 15 et o = 1% le domaine limité par
la courbe f (z t) 2 A . . et d titre comparatif le trapdze obtenu par la méthode

15,0.01
usuelle.

3.4 - Comparaison avec les tables de Neyman et Pearson

Nous pouvons egalement prendre comme test associé celui qui consiste 3