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Chapitre 1

Problémes de contrdles introduction

I. Formulation empirique des problémes é&tudiés

Depuis dix ans les problémes de contr8le, dits aussi problémes
de contrdle optimal, ont connu un grand développement par sulte de leurs

nombreuses applications théoriques et pratiques.

Nous consacrons ce premier paragraphe d une description sommai-
re et trés schématique de ce que nous entendons par problémes de contrd-
le.

On étudie un systéme physique & sur un intervalle de temps T;
1'état du systdme 3 1'instant t est représenté par une variable x(t). On
peut contrdler 1'évolution de I en prenant en chaque élément t d'un sous-
ensemble T' de T une décision d(t) ; la donnée de d pour tout &lément de

T' yreprésente une stratégie de contrdle . Il est inutile de préciser ici

les espaces dans lesquels x et d prennent leurs valeurs.

Une distinction essentielle intervient alors dans 1l'étude du

modéle,

- soit 1'évolution de & est connue, par l'intermédiaire d'une équation
dite d'évolution , lorsqu'une stratégie est choisie et que 1'état ini-
tial de y est donné. Dans ce cas on est en présence d'un probléme qua-

1ifié de probléme déterministe.

- soit l'é4volution de I est perturbée par un phénoméne aléatoire repré-

senté par un processus aléatoire Z(t); le choix d'une stratégie permet
o o A o o - P

encore de déterminer x(t), mais dans ce cas , par suite de la présence

de 7 dans 1'équation d'évolution, x(t) est aussi en général un proces-

sus stochastique.

Tout probléme correspondant & ce cas est qualifié de probléme

stochastique.




Dans les deux cas l'adoption d'une stratégie d entraine un coflit
ou critére fonction de d, du x correspondant, de t, et éventuellement de
Z. Ce colit étant en fait une fonction de d, le problime général de la

~

théorie du contrdle consiste 3 déterminer, sur une classe de stratégies

applicables a ¢ , une stratégie rendant minimal le cofit correspondant.

I1 est important d'insister sur les différences fondamentales

existant entre les probldmes déterministes et stochastiques :

a) Une différence essentielle intervient d'abord dans la notion de stra-
tégie ; Dans un probldme déterministe 1'évolution du systdme ne dépen-
dant d'aucun phénoméne aléatoire, les stratégies peuvent &tre déterminédes
d priori avant le déroulement de 1'épreuve. Dans un probldme stochasti-
que de telles stratégies sont au contraire peu réalistes puisqu'elles ne
tiennent pas compte des réalisations du processus Z(t). Afin de donner un
caractére réaliste a la notion de stratégie, il est nécessaire d'utiliser

des stratégies adaptées ; une stratégie adaptée est une stratégie dont

les réalisations 3 chaque instant t(t& T') sont conditionnées par 1'évo-
lution de ¢ avant l'instant t, en particulier par les valeurs prises par
Z(u) pour : u g t. L'application 3 § d'une stratégie adaptée ne peut donc

se faire qu'au fur et 3 mesure du déroulement de 1'épreuve.

I1 faut remarquer que cette notion, qui n'a de sens qu'en évo-
lution stochastique, représente un net enrichissement du concept de stra-
tégie et que l'on est ainsi conduit naturellement d utiliser des straté-
gies qui sont des processus aléatoires. Sur des exemples simples, il est
d'ailleurs facile de constater l'amélioration apportée par 1'utilisation

de stratégies adaptées.

b) Dans le cas d'un probléme stochastique le processus Z introduit un es-
pace fondamental Q dont les éléments sont notés . L'introduction du pa-
ramétre w, en l'absence d'hypothdses concernant l'espace , conduit, en

général, 3 une nette complication des modéles mathémafiques et nécessite

souvent des hypothéses plus restrictives que dans le cas déterministe. Il
semble ainsi difficile d'utiliser les supports géométriques utilisés pour
certains problémes déterministes et, d'autre part, des raisonnements pro-

pres au calcul des probabilités doivent &tre employés.



c) si le probléme étudié fait intervenir un processus Z, ce processus
est,en général, incomplétement déterminé. Ce manque de connaissance,
dont il n'y a évidemment pas l'équivalent dans les problémes d carac-
t3re déterministe, limite, de facon souvent importante, l'étendue des
problémes qui peuvent &tre traités. On est ainsi amené dans la suite

3 se limiter 3 certaines classes de stratégies et a des critéres par-
ticuliers. Toutefois dans le cas ol des paramétres inconnus intervien-
nent, il semble intéressant et enrichissant d'essayer d'utiliser ou

d'adapter des méthodes de la statistique mathématique.

Les problémes auxquels nous nous sommes consacrés sont tous des

problémes stochastiques et se répartissent en deux catégories :

Probldmes discrets dans le cas ol T' est constitué par une suite dénom-

brable d'éléments de T.

Problémes continus dans le cas ou T' est identique a T.

Les méthodes de résolution qui ont été proposées jusqu'icl reposent en
Drop q P

grande majorité sur des techniques développées systématiquement par

Bellman dans le cadre du '"principe a' vt Dans cette étude nous
nous sommes surtout efforcés de dégager des méthodes différentes en
étendant aux probldmes étudiés des résultats inspirés du "'principe du
maximum" de Pontryagin ; le principe du maximum donne, dans le cas de
problémes continus de type déterministe, et sous des hypothéses trés
générales, une condition nécessaire pour qu'une stratégie soit solu-
tion du probléme posé. D'autre part, afin d'aboutir dans certains cas
particuliers & des résolutions numériques effectives, nous avons uti-
1lisé des procédés algorithmiques basés sur des méthodes directes de
recherche d'extréma ; ces méthodes qul sont en fait des méthodes de

gradient connaissent actuellement un développement assez considérable

dans les applications.

La £in du chapitre I est consacrée d une formultation mathémati-

que des problémes . Dans les chapitres IT et III sont énoncées et



démontrées des conditions nécessaires d'optimalité dans le cas de pro-

blemes discrets et continus, respectivement.

Le chapitre IV développe des applicatvions du chapitre III;
dans la premiére partie de ce chapitre,on aborde la question de 1'exis-
tence de solutions pour les problémes posés. Enfin le chapitre V est

consacré d 1'€tude de méthodes algorithmiques.

2. Formalisme des moddles A &volution discréte

I1 existe de nombreuses présentations de modéles discrets.
Pour une introduction et une justification de l'emploi des applications
de transition qui interviennent dans les équations de récurrence dites
de Bellman citons Fortet [l] - Nous nous inspirons ici d'un travail
de Dvoretzky, Kiefer, Wolfowitz i?j pour dégager un formalisme général
faisant appel a des notions classiques de la théorique de la décision

statistique séquentielle,

Nous étudions un systéme 3 en une suite d'instants notés :

0, 1, cvc iyue.

Définition du processus 7 :2 est une suite Z b, n =0, 1,..., d'é1é-

i

ments aléatoires Zn prend ses valeurs dans un espace mesurable donné

o
()

Qﬂ;n (n = 0,1L,...).
. i?’
Dans toute la suite, on désigne par (4 ) ) l'espace mesurable :
G,sp O,p
s P p \‘
[ r » i
(M, ot
Lo o

La loi de 7z dépend d'un paramétre inconnu 6 prenant ses valeurs dans un
, o s cL o
espace mesurable donné ( (M) ,?g>) et est définie par une suite (P} don-

née (n = 0,1,...) de probabilités de transition.

P (n 2 1) est une probabilité de transition définie sup



=
i
w

K@ \;i ,ftf@ é% | et 7: ég‘

O4aN—1 a,n~l

P, est une probabilizé de wansition définie sur (G) ,Yg) et (Ap ,é%o).

Pq(e > Zoseeee T ) régit l'observation de Zn dans‘zzh lorsque 8 est
L
p 1 o B 3 o 7 = y ol
la valeur du parametve el qUe 2y = Zy,e-c Ln—l =2
Evolution de Solt
R " - » z -
[(tirx . Ei,n)§ (n = 0, 1,...) une suite donnée d'espaces mesurables

dits espaces des états successifs de I . On note {Xn} la suite des états

de § -

&L

N,

(n = O,L,...) une suite donnée d'espaces mesurables dits

fd

espaces des d cisions. On noxe {Dn} 1z suite de décisions sppliquées a L.

- {hn} (rn = O,1,...} une suite donnée d'applications ; pour chaqug va-

leur de n h est une application mesurables de (:%] x An X Zi%HZEL sc[ n &

n
dans (¥ .,&: ).

n+l n+i

La suite | } {61init 1'évolution de ¥ lorsque le choix d'une stratégie a

été fait et que la disuiribution de X, est-connue-

Définition des stratépies

pDéfinition : une stratégie est une sulte {Sn; (n = 0,L,) de probabilités de
e

&

transition ol, pour n o 1 , $ est une probabilité de transition définie sur

——e A n
(Fg rpe B b s b DR SN A e ) e

n-1

)
(&, uD ), et 5, une prubabilité de rranultlon deiLnLe sur (2., ifb; e

( by @,g

Hous noterons 5 = iSn} une telle stratégie.

Définition du c¢ratére

Soit {gn} (n = 0,1,... ) une saite donnée d'applicacions j pour chague va-

leur de n, &, est une appllcaiiir meszzdble an sens Jde Lebespgue de
(EXAXKAO,ZB 8 ) dens RR.
n n n n



g (% dn’ z > 9) représente le cofit affecté & 1l'intervaile de temps

{n, n+l} lorsque € est la valeur du paraméire ev que Xn SR Dn =d_,

n
VA

S1 6 = 1§ ! est la siratégie adoptée et si ian et 1xn; sont respective-

meEntT les suites correspondantes des décisions et des états, on définit

pour chaque valeur de n la quantité Cn S(e, X, ) par :
b

Cn,s(e’ Xo) = | Se(Xp3 d D) | P.(06; d 2.) j S (Xgs X5 Dy Zg3 4 D)

B, /\o [Aq

[ g (6, Xoo Do Z) P (6, Zgyuer, Z, 542

Cetre formule, dont le deuxidme membre doit &tre lu de droite 3 gauche

n

et n'a de sens que si l'on tient compte de ce que Xi’ pour toute valeupr

positive de i, est fonction de Xi K D Zi | par 1'intermédiaire de

-1
1'équation d'évolution :

définit le cofit moyen ,ur l'intepvalle (n, ntl) correspondant au choix

d

0]
va)

lorsque 6 est la valeur du paramétre et Xo 1'état initial de 3 .
ix . - E @ 2 a "';:' R4 P o I
Si P est une probabilité associée & (X2 4, A ), on définit alors le

colit R.(6), lorsque cette expression i un sens, de la fagon suivante :
— o

, o
R.i6) = ; ! 5. vvn,S(e’ X ) ' P(d Ko )
n=0

Le probléme étudié est celui de la minimisation, sur une classe C don-

née de stratégies, de Rs(e) relativement & certvains critdres classiques.



Ces considérations seront abordées au paragraphe 4.

n’ Zn’Xn+l

des présentations différentes peuvent &tre adoptées. En introduisant

Compte tenu des relations 2,1) qui lient les variables Xn’ D

de nouvelles variables d'état, on peut ainsi formuler de fagon plus

concise la présentation ci-dessus.

Toutefois il semble préférable, pour les développements ultérieurs, de
. N - L L . N ) - L L '/—/ : . z + 9 -
conserver explicitement les trois catégories d'éléments aléatolres que

sont X , D 2. Ces trois variables jouent en effet des rdles diffé-

n9
rents : si X est déterminée par la connaissance de 1'évolution du sys-
téme jusqu'au temps n-1, par contre 7 est définie par une loi de pro-
babilité conditionnelle au passé du processus Z et c'est finalement
seulement par l'introduction de D que la possibilité de choix, donc

la possibilité de modifier 1'évolution de L , intervient. Nous avons
donc adopté ce formalisme de préférence & un autre parce que, permet-
tant de dégager le rble des divers &léments définissant le comporte-
ment de %, il nous a paru le mieux adapté aux applications développées
dans la suite, bien que, dans certains cas, un formalisme différent

solt préférable.

Remarquons enfin que l'on peut, comme cela est fait dans 2] , mais au
prix d'une complication des notations, faire dépendre, de plus, la loi
de Zn de XO,,“,Xn et DO,..U,Dn,

3. Relation avec la théorie de la décision statistique séquentielle

La formalisme introduit au paragraphe précédent présente une certaine
analogie avec le formalisme de la décision statistique séquentielle
tel qu'il a été formulé par Wald @:I° Wéanmoins, comme nous allons le
montrer, les deux modéles ont en fait peu de points communs car les
buts poursuivis sont nettement différents. Le but du statisticien est

de réaliser une estimation du paramétre inconnu 6, ce qul est sans ob-

jet dans un probléme de contrdle. Un probléme de décision statistique
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séquentielle différe d'un probléme de contrdle, tel que nous l'avons
défini , par les principaux points suivants :

Processus 72 : Dans le probléme statistique le déroulement au cours du
temps du processus Z n'est pas imposé ; on opére au contraire par ex-

périmentations successives, une expérimentation étant 1'observation de

certains &léments de la suite {Zné
L

Nature des stratégies : Les stratégies utilisées par le statiticien

différent essentiellement des stratégies de probldmes de contrdle par

1'emploi d'une régle d'arrét et la possibilité de choisir 3 chaque éta-

pe les variables sur lesquelles vont porter 1l'expérimentation suivante;
enfin ce n'est qu'en cas d'arrét aprés une expérimentation qu'une dé-

cision terminale, concernant, en général, une hypothése relative 3 la

loi de Z, est prise.

Variables d'états : il n'y a pas d'équivalent de cette notion dans les

problémes de décision statistique, cette notion &tant lide i la nature

méme des problémes de contrdle. Remarquons d'ailleurs que 1'introduc-

o

tion de ces variables entraine une nette complication de certaines no-

tions : ainsi le colit associé & l'intervalle de temps (n, n+l) est une

fonction de la stratégie S = {Di} choisie et de {Zi} par l'intermédiai-

re des équations 2,1) ; ce que nous écrivons dans toute la suite de la

fagon suivante :

g (X , D

nns Dps 2.58) = G (Xos DgyevasD

s Zigsesesd_48) (n ’}l)

n n

Par contre dans les deux catégories de problémes, il s'agit de minimi-
ser un colit ou risque, fonction de 6 et de la stratégie adoptée. Clest
cette similitude qui permet de comprendre 1'analogie existant entre les

deux modéles. Ces deux modéles peuvent en effet s'interpréter comme

des cas particuliers d'un Jeu & deux personnes de somme nulle. Ce pé-
sultat, classique pour la décision statistique depuis le travail de

°

Wald déja cité, se justifie de la méme fagon pour le formalisme de la



théorie du contrdle : l'un des joueurs, symbollsant la nature, cholsit
la véritable valeur de g, l'autre cholsit uue stratégie S dans une clas-
se C donnée ; enfin RS(e) représente la valeur (pay-off en anglals) du

jeu relative au choix de § et &,

L'analogie que nous venons de constater ne dolt pas masquer les diffé-
rences imporiantes existant entre les deux formalismes et que nous avons
résumbes ci-dessus. Le med2le de la théorie mathématique des jeux, uti-
1lisé pour l'interprétation commune, permet en effet une grande liberté
dans le choix des éléments définissant le jeu : espaces de stratégies,

fonction de risque....

Toutefois ces considérations justifient 1l'introduction dans la théorie
du contrdle séquentiel Je notions usuelles en statistique et laissent

. - 2
e developper du nlveduv ae e -

prévoir qu'une certaine aualcplie pui

sultats généraux. Cev aspect est développé dans les paragraphes sulvalhts.
Remarques :

1. On peut utiliser une régle d'arrét den: fe mudéle défini au § 2.

Une régle d'arrét est définie per la domude d'une sulve {@n} (n = 0,1..)

d'applications telles que, pour toute valeur de L, ¢ soit une applica-
1

tion mesurable au sens de Lebe:gue de :
n n n ol n n
v I ~ 61 3
(T = 77, 1, o X g &L,
\ =0 “i=0 T i=0 Ti=0  Ti=0 7 i=0

dans [0,1] .

¢ veprésente la probabilité d'arr€ier au temps ntl le contrdle de I .

Si 1'on définit la suite {wn} de la tragon suivante :
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on peut définir un critére correspondant au choix dei¢ et S en cal-

culant, pour toute valeur de n, par intégrations successives, ainsi

u'il est fait pour R_(6), L'intéprale de 1'8idment aléatoire :
q D S s g

n
VnKose e sX s Dosee Dy By oyZ) 5 g X, Y, 2,8 )
1=0
considéré comme fonction mesurable de X., D.,...,D , 2 seec-sZ_ par
: n n

1l'intermédiaire des relations 2,1),

I1 n'est pas classique d'utiliser une régle d'arrét en théorie du con-
trdle. Cette notion, tout a fait réaliste dans certains problémes, com-
plique notablement les modéies et nous n'en ferons pas usage dans la

suite.

2, Sous certaines hypothéses simplificatives les modéles de contrdle
et de décision statistique séquentielle sont les mémes. Mais les moddles
obtenus sontdans un cas comme dans l'autre, pratiquement dénuds d'in-

térét.,

4. Régles d'optimalité et probldémes &tudiés

Pour le modéle discret défini au § 2, on introduit les notions suivan-
tes
- on définit d'abord un préordre, dit préférence, sur C en posant :

sSC g’ si Rg(8) « R, (0} ve (O

S

- une stratégie S est dite admissible si aucune stratégie ne peut lul

&tre préférée strictement, c'est-d-dire si :
Y S'€ C (S' #5S) ona RS(G)\Q RSY(G)

1'inégalité &tant stricte pour au moins une valeur de §.



I-11

- Une classeépéf C de stratégies est dite compléte si pour tout S
~——

n'appartenant pas 3 i1 existe un élément S' ded¥ qui lui est pré-

férable.

- une stratégie S satisfait au critére du minimax si

SUp Rg(e) < sup RS.(G) y s'e C

pe ® ve ®

- 1'introduction d'une mesure y sur ®) permet de définir les notions de

ui-préférence, de stratégie y-admissible et de classe -compléte; la

u-préférence étant définie par

SC s! si RS(e) < R, (o) u-presque partout sur ®

SY

- une stratégie S est dite stratégie de Bayes relatives d une mesure y

définie sur & si
JRS(S) u (de) < i RS,(e) u (de) y S'€ ¢
4
® ®

Un nombre ¢ » O étant donné, on définit de méme:

- e¢-préférence : S est  ¢-préférable a S' si

Rg(8) < Rgilo) + v o€E ®

- Classes g-complstes

- stratégies satisfaisant au critére du g-minimax ; S satisfait 3 ce

. .
critere si

sup RS(G) < sup RS,(G) + g y S'e C
0c® oc®

- ¢-stratégie de Bayes relativement d W; S est une telle stratégie si:

Rs(e) u (de) < J RS,(G) w (de)

i,
® &
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Les notions définies 3 ¢ prés, outre le fait qu'elles nécessitent des
hypothéses moins restrictives pour affirmer 1'existence de stratégies
ou de classes de stratégies vérifiant les conditions imposées, permet-
tent d'envisager des solutions approchées de probldmes relatifs aux

premiéres régles d'optimalité introduites.

Dans le cas important ol ¢ est connu, si l'on note Re le colit associé

d une stratégie S, on se borne 3 utiliser la notion de stratégie opti-

g¢ R

. S est une stratégie optimale si : R ¥y S'é€ C.

R S R

S'

Le formalisme du paragraphe 2, joint aux régles d'optimalité définies
ci-dessus, est suffisamment général pour contenir la plupart des exem-
ples relevant des domaines suivants

o

Programmation dynamique stochastique

Le modéle que nous venons d'exposer a en fait &té congu en tant qu'es-
sai de généralisation des principaux mod3les existant de programmation
dynamique stochastique. Signalons que, dans le plupart des cas, ces
modéles sont tels lque
. Ezn’ An’;{ p Sont pour toute valeur de n des espaces de type RP
. 6 est connu

. on se limite 3 des stratégies certaines.

Parmi les exposés présentant un caractdre de généralité citions Fortet
[1] , Dvoretzky — - Kiefer - Wolfowitz [2] et] 4] . Depuis le moddle
économique introduit par Arrow - Harris - Mapschak [5] » de nombreux
exemples pratiques ont &té traltés, ainsi dans Bellman [6] et Arrow-

Karlin - Scarf [7] .



Processus de décision séquentielle de type Markovien

Ces processus de décision ont fait l'objet de nombreux exposés parmi les-
quels nous citons Blackwell [?] , Howard [?] » Derman [10] ; ils appar-
tiennent 3 la catégorie de problémes que l'on peut définir schématique-

ment, dans un cas simple, de la fagon suivante

Un systéme I ui peut prendre un nombre fini d'états notés 0,1l,...,K
y s q P b s-ls sy

est observé en une suite {n} d'instants (n = 0,1,¢..).

e
AP IQUEES

Soit :

- A un ensemble fini de décisions

- {qs S,(a)} une famille de nombres positifs définie pour
s

s, s'e€ [0,1,...X] ag A
et telle que
k - -
s'§0 qs’s,(a) =1 Vaeg A, Vsel0,l,...,k]

- {Cn(s,a)} une famille de nombres définie pour
ne N, se [0,1,..., K] ae A

Une stratégie de décision est représentée par une famille {dn(s, a)l

de nombres positifs définie pour :
nelN, s¢g [O,l,.,.,kl aeg A
et telle que
z dn(s, a) =1 VneEN, vse [0,1,...,k]

a€ A

dn(s, a) est la probabilité conditionnelle que la décision a soit prise

a l'instant n sachant que § est dans l'état s.
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Pour chaque élément a de A la matrice stochastique ((qs c1(a8) )) re-
H]
présente la matrice des probabilités de passage de 1'état s & l'ins-

tant n @ 1'état s' 3 1l'instant n+l, et ceci quel que soit n.

Enfin c_(s,a) est le colit enregistré 3 l'instant n lorsque § est dans

1'état s et que la décision a est prise.

Le probléme consiste & rendre minimale, sur une classe donnée de stra-
. B ~ o " o R
tégies, l'espérance mathématique de cofit : E [z cn(s,a); associée au

choix de chaque stratégie. n=0

Ce problémé; qui se généralise 3 des processus de décision non marko-
viens,entre dans le cadre du formalisme du § 2 par introduction d'une
suite auxiliaire de variables aléatoires. Il n'est pas possible, et ce
serait d'ailleurs sans intérét, de citer ici les nombreux problémes
pratiques qui relévent de ce formalisme. Nous tenons seulement & faire
remarquer que les problémes de contrdle tels que nous les avons défi-
nis englobent des problémes qui n'ont apparemment rien de commun avec

eux.

5. Cas particuliers

On examine dans ce paragraphe sous quelles hypothéses on peut obtenir
des résultats permettant de se limiter 3 des classes moins vastes de

stratégies.

On suppose que, pour toute valeur de n, les espaces ::g‘et A, sont des
k Vo ] ,

sous-ensembles d'espaces de type R et on utilise les fonctions Gn in-

troduites au § 3.

a. Classes complétes de stratégies non aldatoires

Soit C la classe des stratégies correspondant d un probléme de contrd-
le, on désigne par ¢® 1'ensemble des stratégies pour lesquelles Rs(e)

existe quel que soit g.



Le résuitat suivant, obtenu sous des conditions fréquemment satisfaites
dans les applications, permet de conclure 4 l'existence de classes com-

plétes de stratvégies non-aiéatcires.

Propriétés 5.1 : Sous les hypotheses suivantes

1. An’ n=0,l,..., €63t ud ensemble convexe, borné

2. pour toute valeur de n, quels que soient 8, X. ., ZQ,,O,,Zn, Gn est

Une fonction CONVERE par rapport a chaque variabie D séparément

(i =0,1,...,0)

3. Quel que solt S = {Sn} élément de C, pour toute valeur de m, S est

une probabilité de transition définie sur (Z N2 J et
0,0-1 o,n-1

e

(A s J)n)c

: e . R . .
quel que soit S élément de C 1l existe une stratégle non aléatoi-

toire préférable a S.

Démonstration

o P ) ¥ , PO
Soit S élément de C , S = {SnF

la stratégie non aldatoire S' définie par la sulte :
¢

DS (Zgyeres 2, 4 3 dD 1 (= Oylycce.)

n
est élément de C d'aprés l'hypothése de cocnvexité des ensembles p . On

montre que S' est préférable a S.

n S s S - . ) RS ps
i} et {H'i% (i = 0,...,n) les suites d'éléments aléatoires défi-
nies, pour chaque valeur de n, par :

Soit {H

) o= Gn(e,xo,Do,oc,Dnazg,OQ,zn)Pn(e,zoab,znml;dzn)

n , _ f
H(05X0sDose o sD sZoso e sy }
Tn

n, - ooon, o . ‘ .
H'(8,X05D0s- 5D s Zes e vaBy ) % B C8sX0Des e D uhsnBy g

n-1



5,1)

et pour 0 ¢ i ¢ n~l

n. o .
Hi(eDXOQDQ"‘”’Di’ZO’”"Zi-l) = , Pi(e,ZO,p,.,Zi_l;a Zi)

Rﬁ
i on . \ o . .
J Hifl(e,xo,pg,(o,,Di+l,zo,.‘h,zi)si+l(zo,n,,,zi,zi,d Di+l)

O
144

T ! . o
Hi(G,XO,DO,.,n,Di,ZO,...,Zg l) = l Pi(e’ZD’°"Zi 3d Ai)

- ~1°
<
ﬁ?+lG),XO,DO,O,.,Di,{ D8 1 (ZoseeisZind D),00,se e ,2,)
i+1

n n )
en remarquant que H, et H'J ne dépendant que de 8, X, et Dg.

Y ES . . e s
L'hypothése : S&€ C”, assure l'existence, moyennant des restrictions
; . o .

ortant sur des ensembles de mesure nulle. des suites JH,t . L'exis-
° L1

Pe

) . n, .
tence des sultes {H'i} découle des résultats suivants.

On montre en effet, par récurrence décroissante par rapport a i, que

)

n
Hi(O,XO,DO,Q.n,Di,ZO,,.,Z. o1

; n .
i1 2 H'500.%0D0 00 0D 02002,

1

i v 6,XO,DO,Q«°,D1, Dy oo i1
. _ ol , s

et que quels que soient e,ZO,M.Zi 1° H ; €St une fonction convexe par

rapport d chaque variable Pj séparément (§ = 0,1,...,1).

La propriété de convexité découle de 1'hypothdse 2. D'autre part le

fait que lec espaces Al solent bornés entrafne que les vecteurs

f DS (Zgy.on,2
A3

sont de norme euclidienne finie, quels que soient Ziyoeeny ZrJ L.

n-1 3 d D)
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On peut donc appliquer 1'inégalité de Je sen a HYS

n { 4
H|i(a,xo,Do,...,Di,Zo,...,Z ) Si(ZO,...,Z

i-1 i-1 1

w
o,
o
-

A,
i

N
H'i(g,Xo,Do,D:.L Di Si (Zgsesesl

i-1°

19
' S

J
A,
1

z

i
P . e sos . o .. .
cédente et de la définition de la suite {Wj} que l'inégalité 5,1) est
1

. . . . n n
L'inécalité 5,1) appliquée & H et H' ermet alors de montrer que
£ s ppiig o o P .

Y C (8,.“(0) >/C

n,s ‘,t.‘y(eaxo) ¥ O Xo

n,

1'od 1'on déduit le résultat cherché :

Remarques :
1. Lorsque la classe C ne vérifie pas 1'hypothése 3 et qu'on utilise

la notion plus générale de stratégie définie au § 2, le ralsonne-

ment ci-dessus n'est plus valable.

2. L'hypothése imposée aux ensembles A d'étre bornés peut &tre sup
primée dans le cas ou les foncti ns G, satisfont a des conditions
du type suilvant : Gn augmente indéfiniment lorsque la norme de
Di(O «i ¢ n) augmente indéfiniment. Comme dans [l%] on peut n ef-
fet encore utiliser 1'inégalité de Je sen. Nous omettons ces. condi-
tions qui ne sont pas formulables simplement. Remarquons enfin que
«i de telles conditions ne sont pas vérifiées ou si les ensembles
A ne sont pas bornés on peut construire des exemples simples, RN
od il n'existe pas de stratégie non aléatoire préférable 3 certai-

1es stratégies.
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Cas particulier 1'hypothése 2 est redllaeo dans ie cas \'rtl'uLwer
sulvant, Iimportant dans la pratique :
pour toute valeur de n, g (s, X »D ) est, quels que solent g etv Z °

n’
une LOHCZLOH convexe par rdpoort a X

%
et D_ séparément
n n

hn(Xn, Dh, zZ, ) ‘est une foncrjon de la forme :

) 3 : r‘ - . o 7 N
(Z T T Sn(zn) Dy ¥ ’n(ynf

En l'absence de conditions de convexité et dans le cas de stratégies du
type le plus general on peut utiliser le résultat classique de Dvoretzky
Wald et Wolfo :  théoréme 5.2. de ]¢2J . Ce résultat tout 3 fait gé-
néral de la théorie de la décision statistique séquentielle s'étend en
effet, comme Dvoretzky, Kiefer et Wolfowitz lfont remarqué, aux probld-
mes séquentiels de contrdle. T1 n'est malheureusement utilisable que
dans le cas ol les espaces An(n = 0,1,...) et(zﬁne contiennent qu'un

nombre fini df'éléments.

Il semble difficile d'énoncer des conditio ons moins restrictives permet-

tant d'affirmer que la classe des stratégie

certaines est compléte.

Dans fl2] on présente des exemples simples pour lesquels il n'existe

pas de stratégie certaine admissible ; des propriétés de compacité, par
exemple pour l'ensemble des distributions possibles de {Zif s ne suf-
fisent pas & entrainer 1! existence, pour toute stratégie aléatoire, d'une

stratégie certaine ¢-préférable.

b. Statistiques exhaustives

Soit (f o0 ) (n=0,1,...) une suite donnée d'espaces mesurables et

JT } une suite de statistiques telle que, pour toute valeur de n, T  soit
S 7.
une application mesurable de \»{ 516 ) dans (r_,{. ).
o,n o,n n /fu
i/

i
w

On dit gue la suite {Tn} o5t une suite exhaustive de statistiques s

pour toute valeur de n, Tn est une statistique exhaustive.
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[(a]

Evant donnée une suite flnt de ztatistiques, une siratégie ;Sn} est

dite basée sur ng} , 81, ques que soit n supérieur ou égal d 1, S_
N ' 1
: A . - s : ; an -
est une probabliité de transiticn céfinie sur ([ . ,Q7 ) et (4 ;J) )
n-1°An-1 n’"’n
Dans le cas ol on se iimite & une ciasse de stratégiés savisfaisant a

1'hypothése 3 formulée dsns i1a propesition 5.1, on peut envisager le
probléme de 1'exisience de classes compléres de stratégles basées sur
une suite exhaustive {Tn? donnée. Dans la théorie de la décision sta-
ristique ségquentielle, voir i@Sj ar exemple, ce prubléme est résoiu

straté-

i}

1%
en montrant Gue,sous certalnes hypothéses, quelle que soit 1
. - - o \ o , e | : = g -
gie 5 = <5 ; , 1l existe une stratégie S' = S adaptée a T _; pour
it T £ vy o . R £
lagquelile RS(BJ = RS,Kb), v 6 &

"
\ g -, ) ; if , :
S1 on note 4 la 6--zlgébre engendrée dans « par T (n = 0,1,ccc)
C,7 0,N n
la suite ;S’ni est d

¢

e s e , _ : .
définie de la fagon sulvante : pour toute valeur de
n supérieure ou égaie a 1, 5! est, quels que solent D et 0, 1'espéran-
i
. 5 - o9 o P X (& . - © - “ K o
ce mathématique de Sn conditionneile a $2‘O n-l Pour la loi de probabi-
A -

1ité sur £ correspondant d .

Dans le cas des modéies de centrdie gue nous étudions cette méthode ne

permet pas, en général, de conclure a l'existence d'une classe complé-

te de stratégies basées sur une sulte exhaustive LTn? . Ceci est dil 3

la fagon fort compiexe dont Gn’ dans le plupart des exemples, dépend
de D05°~°“5Dn5 Zoer(;Zn, Tourefols dans les deux cas particuliers sui-

vants

- | G 68K 3Dy D By ol ) P800 cas 5 d 2

A}

o

dépend uniquement Ge Zygy. .- 4%

- par 1'intermédisire de T .
n-i k n

- Gn se présente comme la somme de deux fonctions dont l'une dépend uni-

quement de 6,%,,D,5-.-,0 €t Ll'autre de 8,Z,,..4 , O peut envisager
T

n n
I T o co oy p S e Yo A3 - 1 A T N T .- 5
d'utriliser avec succés la méthode employée en statistique , méthode

e

basée sur la propriété fondamentale des espérances mathémsviques condl-

rionnelies , [12 et |13 .



11 suffit de considérer des exemples simples ol l'une des deux condi-
. o e I ‘ ‘ . sz
tions précédentes n'est pas satisfaite pour comprendre qu'en général

le probléme posé n'a pas de sens.
P P 1%

I1 semble que les geuls exemples, correspondant 3 d'aurhentiques pro-
blémes de contrdle ol la méthode s'applique,sont ceux ol les fonctions

hn et g, sont de la forme

09
i

an(e) Xt bn(e, Dn) + Cn(e, Zn)

g
1

OLl’). X].'l T Bn(Dn) * Yn(zn)

Dans ce cas Gn est de la forme

T} n
. n, .o n, : n, . .
G = Qz Ki(e’ Di) +uz Li(e,zi) + x (8) X,
1=0 1=0

Si pour toute application mesurable au sens de Lebesgue Y de
4 6‘)‘ N ~ £oa £ o

(ti S ) dans R on note, correspondant & chaque élémentg deQD,
o,n-1 o,n~-1

Eé&j 1l'expression

¥
7 [ :
] P.(8 ; dZg). .. ] Y Pn_l(e,Zo,..c,Z
v >

Ao -1

n-2 > d Zn—l)

- ) P - z s P4 ~ *
lorsque Y est intégrable ; C (8,%X,) s'éerit, pour un élément S de C

n,s

n r
_ . n n, . : . . .
Cn,s(e’xo) = (8) + A (8) + 50 EG[J Ki(e,Di)Sj,LkZO,nH,Zi._wl s d Di)J
83

ou un(e) et An(e) sont des fonctions depindépendantes de S.

De la définition de S'i on déduit immédiatement

o ) . i . -
N o ] = : ( 1 : < d

Ey LJ K;(8,D;) S; (Zg,...,Z; ,3d Dy Bg Ll X;(8,D,)8" (T, ;5 d DJ]

A 3 TS 5

d'oll cngs(e,xo) = C (6,%,)) y n

n,S

et R (8) = R ,(8) Voo e®



Donc si g et h sont de la forme 5,2),3a toute stratégie S appartenant

~

3 c¥ correspond une stratégie S' basée sur {Tn} telle que

Rgto) = Rgi(8) , vo€®

N . n
Remarque : dans le cas ou les fonctions Ki (G,Di) sont de plus convexes

par rapport 4 D;, des résultats analogues au théoréme de Rao-Blackwell,
dang le cas séquentiel, peuvent 8tres obtenus. Ceci esct par exemple le
cas si les fonctions bn(B,Dn) sont convexes par rapport 4 Dn et si

les fonctions Bn(Dn) sont des applications linéaires.

Comme il ne semble pas que des méthodes particuliéres puissent &tre em-
ployées pour les problémes de contrdle nous n'envisagerons plus dans la
suite la question de 1l'utilisation de statistiques exhaustives, les mo-
d8les ol les conditions 5,2) sont satisfaites s'avérant sans grand inté-

rét pour les développements ultérieurs.

6. Problémes discrets effectivement étudiés au chapitre II

Nous commengons par indiquer sous quelles hypothéses on peut formuler des
théorémes d'existence de solutions découlant des résultats obtenus par

Wald, [?] , dans 1'dtude des jeux de somme nulle.

a. Existence de sclutions

Dvoretzky, Kiefer, Wolfowitz dans [2] ont énoncé des hypothéses qui per-
mettent 1'application des résultats de Wald. Nous énongons ces hypothéses
dans le cadre de notre formalisme. Une métrique est d'abord introduite

dans l'espace() en posant

o(8, 8') = sup IRS(e) - Rg(8")
SE C

Cette définition permet des distances infinies ; mais ce cas est éliminé
grace aux conditions imposées par la suite. C) est alors muni de la -
algebre ?; de Borel engendrée par les ensembles ouvertspow la métrique

.« /7 ~
assoclee 4 Q.



Hdyoothdse 1 @ 11 existe une constante K positive telle que :
D

Re(8) ¢ K v ee® , vsec

Hypothése II : l'espace () est conditionnellement compact pour la métrigue

Dans le cas d'un nombre fini de périodes, on remplace l'hypothése I par :

i1 existe une constante K positive telle que :

Lo 8 Pdx) ek vee®, v sec v oo [0,1,...0]
I peut étre notablement allégée dans le cas fréquemment rem—
centré ot les fonctions g, ne dépendent -pas de 8 . Cette hypothdse peut en

eZfer 8rre remplacée par l'hypothése suivante :

Hyrotheése II' C> est conditionnellement compact pour la métrigue :

= Z o " sup

53

s
-

ipn(e,zo,.n,zn_l 3 dZ) =P (6',20,..,2 | 321

|
x,

ia scrme supérieure est prise sur l'ensemble des éléments de :<0 no1-
o,n-1

L'nypothése 1I', Jjointe & lL'hypothése I, entraine 1l'hypothése IIL.

[¥g}

cus ies hypothdses formulées, on peut énoncer le résultat :

tout nombre ¢ positif

s
8]
0
=

|

N

1 existe au moins une stratégile satisfaisant au critére de ¢-minimax
- pour toute mesure p définie sur C) il existe au moins une & stratégie de

Bayes relative 3 .
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- Si,éj(g,p) désigne la classe de toutes les ¢-stratégies de Bayes rela-
tives & ¥ et si Mk désigne l'ensemble de toutes les mesures définies

sur C) , la classe

C\JO(L) = U ao(s,p)
ue AL

est e-~compléte.

b. Les problémes étudiés

On vient de constater que le formalisme des modéles discrets gque nous avons
présenté permet certains développements théoriques. Toutefols, notre but
dans ce travail étant essentiellement de déterminer des méthodes permet-
tant de résoudre effectivement des problémes de la théorie du contrdle,

ce formalisme ne sera pas utilisé par la suite dans toute sa généralité.

Nous nous proposons d'établir des conditions nécessaires auxquelles doi-
vent satisfaire les stratégies pour vérifier certains critéres d'optima-
1ité. Les techniques utilisées relévent du calcul des variations. Par sui-
te de l'absence d'une théorie autorisant un calcul de variation sur les
probabilités de transition, nous nous .limitons & des stratégles non aléa-
toires; ce qul est d'ailleurs souvent légitimé dans les applications par

1l'utilisation de la propriété 5.1.

D'autre part les techniques variationnelles ne sont efficaces que si le
fait de modifier une stratégie a 1'instant n, ne modifie pas cette stra-
tégie aux instants suilvants. Cette remarque nous conduit 4 n'utiliser que
des stratégies adaptées uniquement au processus Z, donc des stratégles vé-
rifiant 1'hypothdse 3 de la propriété 5.1. Cette limitation & cette clas-
se particuliére de stratégies ne semble pas restreindre de fagon notable
la généralité du modéle correspondant si on consulte les résultats cbte-
nus au § I1,4. Elle présente de plus l'avantage de fournir un
formalisme plus proche de celui de la théorie de la décision statistique
séquentielle, ce qui permet par exemple, ainsi que nous l'avons vu au 85,
d'obtenir des résultats concernant les classes complétes de stratégies non

aléatoires ou l'emploi de statistiques exhaustives.
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La méthode de résolution la plus fréquemment utilisée pour résoudre les
problémes discrets est la méthode dite de Bellman. Cette méthode est ex-
posée succintement au §II,4, dans le but de la comparer 3 la méthode que

nous développons et qui est d'ailleurs tout & fait différente.

Nous noterons, pour conclure la présentation des modéles discrets, que
les développements auxquels nous ont conduit ces moddles au chapitre II
sont assez réduits. Ceci paraft dfi en grande partie & une certaine pau~
vreté méme du formalisme lorsqu'on limite, de la fagon que nous venons
d'exposer, la classe des stratégies. Il semble donc que c'est seulement
en employant un formalisme plus général et plus riche, comme celui que
nous avons présenté dans ce chapitre d'introduction, que des résultats
nouveaux pourront &tre acquis. C'est pourquoi nous avons tenu a définirp
un formalisme trés général, formalisme dont les probldmes auxquels nous

nous consacrons dans la suite ne sont que des cas particuliers.

7. Formalisme des modd&les & évolution continue

Les modéles continue se présentent comme une extension des moddles dis-
crets. Toutefois nous nous limitons pour ces moddles & une présentation
ne faisant pas appel a des notions empruntées 3 la statistique mathéma-
tique. En particulier, on ne suppose pas que le processus Z, bien qu'en
général incompldtement déterminé, dépende d'un paramétre inconnu et on
n'utilise que des stratégies non aldatoires. De plus les différents é€1&-

ments aléaioires considérés sont des fonctions alédatoires réelies,

Soit (R , (L, éj% un espace probabilisé et &gT la s~algébre des ensembles

mesurables au sens de Lebesgue sur T.
Dans toute la suite on désigne par fonction aldatoire réelle mesurable
une application mesurable de (@ x T, (v ®i?T) dans (R,Sf% oﬁwigest la

6'-algeébre des ensembles mesurables au sens de Lebesgue sur R.

Soit Z une fonection aléatoire réelle mesurable donnée.



Le formalisme utilisé au chapitre III est défini de la fagon suivante

Notion de stratégie : une classe de straiégies est un sous-ensemble C de

1l'ensemble des fonctions aléatoires réelles mesurables déterminé par la
donnée de contraintes et de conditions de mesurabilité dues au caractére

adapté des stratégies.

Les contraintes imposées dans la suite appartiennent 4 1'une des deux ca-

tégories suivantes :

1. Soit pour tout élément t de T un intervalle domnd I(t) de R ; Y est élé-

ment de C si
yteT , ¥V weq Y(t)e I(t)

2. Soit pour tout élément t de T une constante positive x(t) ; Y est é1é-

ment de C si
YtET 1B ] v(ty |
lorsqu'une telle condition a un sens.

On remarque que l'on est icl en présence d'un nouvel exemple d'une no-

tion qui n'admet pas d'équivaient dans les problémes déterministes.
Le caractére adapté des stratégies est ainsi défini :
Soit : = Tl un sous-ensemble de T représentant l'ensemble des instants
d'observation du processus Z
- a/t(t € T) la & -algdbre engendrée par Z(s pour

s € Tlﬂ{(s< tﬂ

Y est une stratégie adaptée 3 la famille (d4t, T € T) si pour tout élément

t de T , Y(t) est mesurable par rapport a CL%,
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Cette condition de mesurabilité représente bien ia traduc:ion ma thénati~

que du concept de stratégie adapiée introduic et Justifié au § 1.

Pour les mémes raisons que celiles exposées au § b on ne considére que des

Z 3 o 2 e e
stratégiles adaptées au processus Z.

Evolution du systéme 3

Soit : ~ h une fonction numérique donnée, définie et mesurabie au sens
de Lebesgue sur Rq
i )
- X(c} une variable aléatcire définie sup (Q,Cl,ﬁj} , représen-
tant 1'état initial de & .
- C une classe de stratégies.
A un élément Y de C correspond une fonction aléaioipe réelie X, représen-
tant 1'état de 3 par 1'intermidiaire de l'équaticn d'évolution suivante -
T
X(t) = X(o) + i h [X(ul, Y(uj, 2(w), u| du

Critére :

Soit g une fonction numérique donnée, définie et mesurable sur R Le pro-
bleéme traité est de déterminer, sur une classe C donnée de stratégies, une
ou plusieurs stratégies rendant minimalie 1'expression :
. T’
B{ i g [X(t), Y(t), 2(t), ] du

considérée comme fonction de la stratégie Y utiiisée, X correspondant & Y

par 7,1},

On ne précise pas ici sous quelles hypothéses un tei probléme, qui cumprend

entre autres difficultés la question de la mesurabliiité du proces X as-

socié a Y, a un sens. Cet aspect est abordé au § I11,1.

De plus, des contraintes peuvent €tre imposées aux foncilons aléarcires re-
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rrésentant 1'état de % : ainsi au §IV,6 eat étudié un probléme faisant

intervenir une contrainte sur l'état Tfinal de I.

Les precbldmes que nous nous proposons de réroudre pour les modéles con-

ti sont Lo mémes cue ceur reiatils awsr nodlles  screts. Toutefois
ay

5

o pourra constater tout auw leng des chapitres gque los moddles continus
permettent, tout au moins étudies sous l'angle sous lequel rous cenvisa-
ceons ces problimes, des développements ot des résultats incomparable-

ment plus substantiels.

Cette remarque justifie le fait que lion n'a pratiquement aucun intérdt
3 essayer de résoudre numériquement, d llaide des méthodes développées

dans la suite, un probléme continu par une discrétisation préalable de

ce probléme.

Enfin, il est intéressant de noter pour conclure ce chapitre d'introduc-
tion que les théorimes de maximum que nous obtencns dans le cas stochas-

tique nrésentent une analogie certaine avec ceux qui ont été établis

dans le cas dét..vniste les résultats coincident dlailleurs si dans
le moddle stochasticque on supprime le processus Z. Cecl explique pour-

~

. -~ ~ 1 e - - - ~
quoi nous avons rencontré les mémes difficultés a anpliquer ces théore-

9]

~ .
mes @ des exemples.

11 semble donc que, ainsi que cela a été constaté pour les problémes dé-
terministes, .es théordmes de maximum constituent un résultat d carac-
t3re essentiellement théorique et que des méthodes nouvelles doivent
&tre développées si llon veut disposer d'un moyen effectif de résoudre

des problémes de quelque importance.
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Chapitre II

Théorémes de maximum pour certains problémes discrets

1. Introduction, hypothéses

Les modéles de programmation dynamique stochastique,e: évo—
lution discréte,ont fait l'objet de nombreuses &tudes théoriques et pra-
tiques. Ces études sont pratiquement toutes basédes sur l'utilisation de
~‘ations de récurrence dérivées de ce qui est qualifié par Bellman [1]
de Principe d'Optimslité".Les hypothéses d*utilisation de cette métho-
de sont assez mal définies mais on doit constater que des résultats in-

téressants sont obtenus du point de vue de la résolution numérigue.

Kushner et Schweppe [2] semblent avoir &té les premiers a
s'inspirer des travaux de Pontryagin et de son équipe [3] , dans le cas
déterministe pour déduire sur un exemple stochastique une condition né-

cessaire d'optimalité.

Nous avons étendu [W| ces résultats, grice 3 l'utilisation
de techniques variationnelles, a certains problémes définis au § 2 du
chapitre I. Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus,sous

une forme un peu plus générale.

On remarquera que,malgré une formulation différente du pro-
bléme et une conception différente de la notion de stratégie,on est con-

duit aux mémes modéles que ceux étudiés par Bellman.

Les notatiszns sont celles du chapitre I § 3.Nous nous limi-
tons au moddle défini par les hypothéses suivantes
- . 'étude est faite sur un nombre fini N donné (N > 1) de périodes

~ Les éléments aléatoires Zg,... sont des variables aléatoires dé-

- Ay
~finies sur un méme espace ( Q, (L)

La classe Ca des stratégies ne contient que des stratégles non aléa-

toires

- Pour toute valeur de n (n = 0, 1,...,N-1)
D ne dépend que de Zg,..., Z._1
g, ne dépend pas de g
A_ est un intervalle fermé U_ = [a_,b | donné non vide de R
n n En’nd
g, est l'espace R
g, et hn sont mesurables au sens de Lebesgue
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Dans toute la suite nous notercns Yn la varliable alésrcire D1~J

Les résultats qui suivent cnt été &tablis en impesant aux fencticns g

et h (n=0,1, ..., N-1) les hypofheses sulvantes

hn(x,d,z) zgtisfait 3 une condition Lipschitz d'ordre l'par rapport a x
et d '

v %, x' ;d, dte Un,z on a :
lhn(x" atr, z) - hn(x, d, z) ¢ K [_]xt -x| + ar -.d]~J
Les fonctions'h (x,d,z) et g, (x,d,z) sont continument dérivables par rap-
port a xetd et ces derlvees partlelles notées respectivement :
-h (x d,z) , g, (x d,z), hn(x,d,z), gn(x,d,z) sont mesurables au sens de

Lebesguen

On peut donc écrire

1 . ,
hn(x',d,z) - hn(x,d,z) = (x' - x) hn(x,d,z) + (x' - g) Ln(x, xt,d, z)
1 ; . .
gn(x',d,z) - gn(x,d,z) = (x' - x) gn(x,d,z) + {x' - %) Mn(x, xt,d, z)
. _ 2 :
hn(x,d',z) ~ hn(x,d,z) = (4d' - 4d) hn(x,d,z) + (d' - d) Q (%, d,d', z)

« ) L .
gn(x,d',z) gn(x,d,z) (a' - ) gn(x,d,z) + (d' - d) Rn(x, d,d', z)

Les majorations uniformes suivantes sont imposées : Pour +toutes les va-

leurs de x, x', d, d' appartenant & Uys z,0n & :

a. Yy € >0 e r, > 0 tel que
[x" - x.'\ rl =
;an(x,x‘,d,z);,ﬁ ¢
1S
b, Y ¢ > 0 3 r, > 0 tel que -
, , %an(xad,d'sz)l S
[d' - 4| N => {

DR (x,d,d",2) ] «

™M
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Remarque : L'hypothése Hl entralne que pour toute valeur de n :

1
Y X, y, 2 Ihn(x, ¥y, 2)| € K

lhi(x, Vs z)| € K

Les hypothéses imposées aux fonctions g, et hn peuvent étre amoindries
mais au prix d'une présentation plus compliquée des démonstrations qui
suivent. Ces hypothdses ne sont pas aussi restrictives qu'il semble a
premidre vue et sont satisfaites dans de nombreux exemples classiques.
I1 faut remarquer que les hypothdses utilisées dans le ca: déterministe,
volir Bustkovskii[S] par exemple, sont nettement moins restrictives puis-
qu'elles supposent seulement la continuité des dérivées premidres ; ce-

ci est conforme aux remarques faites dans 1'introduction.

Théorémes de maximum dans le cas ou 6 est inconnu

Pour toute fonction f de Zg, ... ZN_l nous désignerons par

<
icrsque 8 est la valeur du paramétre.

£, [f] 1'espérance mathématique de la variable aléatoire f(Zg,...Z2, l)
FX San

Nous appellerons perturbation compatible en n (n > 1) avec

'a srratégie S = Y.} , toute variable aléatoire V fonction de Zg,...2_ .

i n-4
telle que S' = 1Y , .., ¥ Y o+ V, Y Y

n-1° ne1?" "2 N-1)
scit une stratégie. Remarquons que l'ensemble de ces perturbations est

non vide,

Cette définition s'adapte de fagon évidente au cas n = 0 en

remarquant que Y. et V sont alors nécessairement des variables certaines.

Nous nous proposons de donner une condition nécessaire pour

~

gu'une stratégie soit stratégie de Bayes. Lorsqu'une telle stratégie 3

D

xiste, nous supposons que l'hypothése suivante est satisfaite.

. . L e s 1 2
d4:?ar 1'intermédiaire de S, pour toute valeur de n, 8, 8,0 8B, sont des

fonctions de 25, ... 2 telles que

n-1
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oo,
JP uo(de) Eel gnl <t e

@

2. ..
fu(de) Eelgnl« +

@

Cette hypothése justifie les intégrations utilisées dans la suite.
Le résultat essentiel est constitué par le théoréme suivant

Théoréme 2.1

Pour qu'une stratégie S° = {Yi} 2 & laguelle correspond la sui-

te d'états {ng soit une stratégie de Bayes relative & une

mesure p il est nécessaire qu'existe une suite {wi} (i=0,...N-1)

de variable aléatoires définie par

<
1 {3
O

2,1) o o ‘ >

1,0 i o .
Vicg T¥p Py (Xys Yis 20 4 gl (Xp, Y., 200 500 (4= 1,000

et telle que pour n = 0O, l,..., N-1

) d/a ’ 204° ° 2,.,0° ° .
2,2 u(de) E6 LV { gn(Xn s Y 5 Z) - v hn(Xn > Y, Zn)} %0
®

pour toute perturbation V compatible en n avec S°.

Démonstration

Remarquons d'abord que si V est compatible en n avec S% e V,

od £ est un nombre positif inférieur ou égal 4 1, est aussi

compatible, .

Soit doncee (1 et V compatible en n avec S°. On désigne par
O

fe] [e] o V
o€ < Eoig - € = 2
5% la stratégie : (Yo,...,Yn_l,Yn + V’Yn+1"“YN51) {?ir

Far hypothése on a

f u (d8) Ry, (8) ¢ fu (d8) R _ (8)
2 S

e @

(S

»
W
N
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Le principe de la démonstration consiste d donner, en utilisant la

suite {wi} , un développement limité par rapport d & de l'expression:

2,4) f b (de) [R (8) - R (e)]
g0 s®

-~ €3 . ~ ~ € . P .
Si {Xig est la suite des états correspondants a S 2,4) s'éecrit :

N-1
M;)f-(da)}: ) xS, Y5, 2. - g (X, , ¥, 7))
< A R RIS B BT T RN S Dt T B

® o
Evaluons les différents termes figurant dans 2,5). On a

& c Q o o o o o _
P 7 - = 7~ _ Z‘\
gn(xn’ in’ Zn) gn(Xn’ Yn’ Zn) gn(xn’ Yn t eV, Z'n) gn(xn’ Yn’ n’
et d'apres H,

(g £ N o o 9 o o0 . (‘o YO Ygz”
€n Xn’ T Zn h gn(xn’ Yo Zn) =ev gn(Xn’Yn’Zn) Toel R Ty n’ln)
Puisgue Un est borné, on peut d'aprés Hy, en prenant & suff isamment
petit, rendre l'expression

o} o EH)]
JP u (de) Eg [V.Rn (X, ¥, Y, 2
arbitrairement petite, indépendamment de V.
L'hypothése H, permet donc d'écrire
[ 2,02, v5, 20 .1, 2)]
w (a8) Es L 8t 02 Thr 0 T 8 ne T tn
o @
2,6}
= clo (a6) E [ Vgl Y, 2) | vole)
. s 8 £1'%n® 'n? “n ¢
C

et sin = N-1 la démonstration est terminée ; supposons n < N-1.
Pour 1 » n , on a
o]

2,7) g.(x%, Y&, 2.) - X Y.z = g.(x5, Y%, 2.) - (X, Y 2)
<3/ B Ais Yis 2y Bilhis Y40 25/ 7 B4103s 140 04 g;thys Ty

bro
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2,8)

K
")
22

L'hypothése H2 permet d'écrire 2,7) sous la forme

~
U

vi(.) = h
N

d'aprés H

€
n+l

1
n+l

3
ES
O

n+l

° n n
(X‘;«:-l - Xnﬂ) Vi G e G

(XO o] b O
= £
P15

n+l’ Yn-i-.l9 Zn+l) see B

o ), (XO }(E G \ 1 o] o 1 O o]
K P 3 o . 4. 2 -. A 2 oadds s ”,X 2 N VA Fen
Al”P i-p i-p’ l‘P’Ylmpszll 81(213Y1’71) hl—l\ 1~19Y1ml’llwi‘

1 © o
h7, X. Y. Z,
1—p+l( 1«p+l’11~p+l° i-p+l

XO) " (XO [ ©
RS AL I L I R

o o . o
=dh (X, Y +¢eV, 2 ) - h (X
n n n n i n

et puisque pour q 3 2

wt
n¥g

o}

i

/ ntq

£ (o]

= h (% ' Z
n+q~l\/n+q»l° Yn+q~l° n+q—l)

1
i) g5 (X.

&) 1 (<] 2] )
P ¥yo15%500 08 (X502

(o]

-~ (o] (o]
W, (L) = (X5 - X, M, (X5, X., Y., Z.) +
1 1 1 1 1 1

1

) 4 ee e

[e] Q
10 Yy 2

o]

s Y

3

n

i

s

i .
, 20 € Ke [V
{

o] ]

“hn+q—l(xn+q~l’Yn+q_l’zn+q~1}

vn déduir facilement par récurrence en utilisant Hl que

Les hypothéses Hy, et H, , permettent

o]

- % 4 g ek |V

vq ” Kngl S

it

o (e)

@f° u {d8) EB [W? {')J
®

(q = 1, 2,...)

de conclure que

y

£l



2,10)

2,11)

2,12)
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D'autre part on a :
[+]

€ (o] _ 2(0 Y ) V ‘ (O =} v © Z)

n+tl = “n+l

2,8) s'écrit donc :
2 0, v, 2) v QX , Y 2.2 V00 + W ()

ev hn xn’ Yn’ n Vi‘§°) + eV Q, xn’ Yn + eV, Yn’zn vif o)t W L

La définition par 2,1) de la suite {wj} montre que :

N-~-1 n
Vi(-) =~y

i=ntl n

Si 1l'on remarque alors que, d'aprés H3 :

[ ) o )
e/au(de) Ee eV Qn (Xn, Yn + €V, Yn’ Zn):] = o (e)

® - _
on déduit alors en utilisant 2,9) , 2,10) et 2,11)

ﬁ) N:l € € Q Q
J u(de) E [ I og (x5, ¥5, 2p) - gy(X,, ¥y, ziﬂ
i=n+l

Jﬁ ) o )
e ude) E [- v b, Y, zn)] + o (e)

L'expression 2,5) calculée 3 l'aide de 2,6) et 2,12) donne le résultat
du théoréme. |

Le théoréme 2.1 est un théoréme de maximum. Cette dénomination sera
justifide dans la suite par les conséquences que l'on tire de ce ré-
sultat dans les cas particuliers importants &tudiés au § 3 de ce cha-
pitre.

Dans le cas ol l'on cherche une condition nécessaire pour qu'une stra-

' tdgie soit admissible , on est conduit 3 un résultat de méme nature oil

1'inégalité 2,2) est remplacée par :

¥oe (®
2 (o} [¢] 7 ) 2 ( (o] © 7 ) 0

la suite {wi} étant définie par 2,1)
Dans les paragraphes suivants nous développohs des applications du

théoréme 2.1.
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3. Théorémes de maximum dans le cas ol 8 est connu

3,1)

Lorsque 6 est connu, les notions de stratégies de Bayes et de
stratégies admissibles ne se justifiant plus, sont remplacées par la no-

tion de stratégie optimale ; une stratégie optimale est une stratégie pré-

férable d toute autre pour la valeur de 6 .

Dans la suite nous n'utiliserons donc plus le symbole 6 et

remplagons le symbole EG par E.

L'hypothése HL+ est remplacée dans ce cas par les conditions

suivantes : pour toute valeur de n

1
Elgl<+e

de plus il existe une fonction Gq telle que : pour toutes les valeurs d=

Xy ¥s 2

8, G ys )] 5 6 (x, 24

o]

E(G_ ) < +
n

La démonstration du théoréme 2.1 s'applique de facon & ve au o
modsie Studié et conduilt au résultat sulvant
o .o
Proposivion 3.1 Pour gu'une stratégie § = { Y, } d laguelle corraspond
L
{X;] soit optimale, il est nécessaire qu'existe une suite {4} de varia-
bles aléatoires définie par 2,1) et telle que pour n = Sy, iy ..y -1
5 c o 2 o G ]
k. A A 4 b4 Z_ ) - ¢ h (X Y 70 i‘ > D
€n n® n’> n JJn nooon’ n’ o
Lour toute perturbation V ocompatible en noavec ©8°
Nous allons montrer gue la conditiou 3,1) condult dans ce cas ~
Tat plus fino
Oroopeent ometrre 3,000 SRR . 1w forme
- -, < o '
2 L T S e e & S ZYE Dl J |
i n nooon Iy non 1 1 : : o

v
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Soit (iil'ensemhle mesurable de ><b q-1 POUF lequel
?

N o 0 =] o ’
E L v gi Ry Yo 20 = ¥y hi (Ks Yoo 2) | Zos "“’*zn-i] <0

Gt est de probabilité nulle ; en effet soit V' la variable aléa~

V sur C%
( VO sup ( db

toire définie par :

on constate d'abord que V' est aussi une perturbation eompatible

en n avec S°. Ensuite de :

g oy 2 o (o} 2 o o » . .
E [V { gn (Xn, Yng Zn) - ‘pn hn (xn, Yng Zr!)i ZQS lonotg‘ Zn‘lJ] <0 Sut' (k

» . ‘ )
' : = 0 sur ('(b

on déduit que, si Ch est de probabilité positive :

[ {2 (&} e} 2 Q O z)] 0
E LV gn (Xn’ Yn’ Zn) - Uh hn (Xn” Yn’ n } ¢

ce qui contredit 3.1).
On peut donc écrire que, compte tenu du fait que V est fonction de
Zo, DIQ’Z

n-1

[[20“0) 2 (%, v.,2) |2 L2 4l 20
3,3) VDE 1 gn(Xn, Yn’ Zn‘ "wn hn ( Xn9 Yng-!n l 09 ©cerg n"l] . Pos

Remarquons que la connaissance des valeurs Zo Py 1 priges gar

Zos °"’ozn—l entraine la connaissance des valeurs v, LI Yn prises
par V, Xn’ Yg. Examinons alors les conséquences de 3,3) dans les trois
cas possibles suivants :

o
1. y_ = an)nécessairement dans ce cas : vz O

n
d'ou

2 (o] [o] 2 o} o -
E [gn (x5 ¥.5 2.) —yp e By (xn, ¥ zn)]z<> = zo,..a,zn_l-_zn_;g 30
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<
; }’ .
2. n = bn alors v . 0O dTou
5o < N 9 o > ) ‘g
E T o(x y Z - h™(x \ Z Le T 2 RN A &,
g, ot Yar %n b nn’> 7 n’ “n | 2o ©? el n-1f
[
3. Y, € ‘Tans bq[ - Dans ce cas v peut &tre de signe quelcongue ; ce
- 1
qui entralne
2,7 o ) 2, © o ) 1
E ® Z - h™(x 4 Z. = z e 2 =z 4=
Ent¥pe Y ey Pn "t Ype 4y 1 e 02 *“n-1" “n-1

Les conséquences obtenues pour les cas 1, 2, 3 ne sonr évidemment va

lablegque moyennant une restriction relative d un ensemble

de probabilité nulle.

D'autre part les propriétés des fonctions g, et hi permettent d'affin.
i

mer que :

p.s 2 c o ) 2 o o ) , §
+Se E (% Z - h™ (x Z | 2 2 200000, 7 =z :
En e Yoo o Yo fa Va4’ | %o 0> * “n-1" “n-1j

{ o o 4

=< E b Z ) -y .h o, D D T Zgan., o S i

L‘gn (Xe ¥ n Vnt (xn’ I o un) L 2o o T n-l;

De 1l'examen destrois cas ci-dessus, on dédult alors immédiatement .

théoréme :

Théoreéme 3.1 : Four gu'une stratégie So = {Yz} d_laguelle corresnond
{X:} 501t optimale il est nécessaire qu'existe une suite {wi}“gg
variables aléatoires définie par 2,1) et telle que

1. pour n = 1, ..., N-1, l'expression :

; © . © - i
3,4)  E g, (Xn s Y Zn) = Y, b (Xn, Y s Zn) | 25 = ZO".Q’_An~iJval§

ccpsidérée comme fonction de y définie sur U, admette, sauf pcur un

ensenble de < , de probabilité nulle,
O,N-4
<& o . - X
30it un minimum local pour y = Yy s1 yn est egal a an oubnfi SO1t

[e] [o]
extremum local. pour z si - la_.,b
= P J In yn€] n’'n

2. pour n = 0, la méme conclusion relativement a4 1'expression

E [ ge (%05 V3%5) = ¥ ho (%, y,ZO)J

considérée comme fonction de y, soit satisfaite.

vl
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Sous cette forme, on obtient bien l'équivalent, dans le cas d'évolution
stochastique, des résultats connus dans le cas d'évolution déterministe j

1'expression :

Hn (xn’ Ine Zpe wn) = gn(xn’ Yn? Zn) - wn hn(xn’ Ine Zn) * wn *n

joue le r8le d'Hamiltonien puisque :

BHn
— = . (%

- x_)
awn n+l n

dH
n

5% = ¥n " ¥na
n

et les conclusions du théoréme 3.1 peuvent &tre formulées d l'aide de H_.

Le résultat énoncé ici a été présenté dans [4] sous des hypothdses plus res-
trictives. Dans le travail déj3d cité de Kushner et Schweppe les méme con-

clusions sont données lorsque les variables aléatoires Z; sont indépendantes
et dans le cas de la minimisation de E[ XN:JE de plus la notion de stratégie

est différente et on n'insiste pas sur .'le caractére local du minimum obtenu.

Contrairement au cas continu, qui, autorisant des perturbations arbitraires
 sur de. courts intervalles de temps, conduit & des minima absolus,le résul-
tat obtenu ici présente un caractdre local. Il est toutefois inutile d'es-
sayer d'améliorer ce résultat ; dans l'exemple suivant

g, (%, ¥y, 2) = a, %% + bo y2 ho(x, ¥, 2) = B y3 + z

gy (%, ¥y, 2) = ay x2 + by y2 by <0, Bo » 0, @a, >0, b 0

>
1 1
ol Z, est une variable aléatoire centrée d'écart type donné o, et U, un in-
tervalle [- %, +& ] , on montre directement que, si % est choisi suffisamment

grand, les solution optimales sont données par

Or la fonction de y

2 2 2,03 3
E [ngo(xo, Vs Zo) - wo.ho(xo,‘y, Zo) ] = a, X, t+ boy t 23, Bolyo)™ v + Qalﬁb
admet effectivement un minimum relatif lorsque y = y© .



IT.12

Dans le méme exemple mais avec hy, = agx + B, y + 2
sy s p . 2
et la condition supplémentaire : b, + a; 6 >

on montre que

E [ go (%05 ¥ Zg) = ¥q. hy (%, ¥, ZO)]

(o]
admet un maximum absolu pour y = y,.

Dans les applications pratiques, la restriction dfie au caractdre local
de l'extrémum est toutefois peu génante, les fonctions utilisées &tant en
général convexes; on en verra des applications au paragraphe 5.
Remarquons enfin que le cas ol X;» Y;5 2, sont des vecteurs aléatoires
conduit 4 des résultats analogues. Clest uniquement pour des raisons de
simplicité de présentation ..que nous nous sommes limités au cas de gran-

d eurs scalaires,

4, Applications des résultats du § 3 et comparaison avec la méthode de Bellman

a. nature. des Strategles ogtlmales

On peut se limiter d chercher des stratégies optimales telles que, pour
toute valeur de n, la condition du théoréme 3.1 soit satisfaite pour tou-

tes les valeurs de Zgy, ..., Zn—l'

Si on tient compte du fait que X est une fonction mesurable de Zo,...,Z -1?
le théoréme 3.1 montre que, pour toute valeur de n, Y apparait comme

o
fonction de Zo, ccny Z .1 bar 1'intermédiaire de X . Zo, o ey Zn 1

Tl est alors 1nLnressant d'examiner les cas partlcullers suivants :

1. Les variables Zi,sant indépendantes
On démontre alors par récurrence décroissante par rapport & n, en uti-
lisant la définition de {wi} et'le théoréme 3,1 que, pour chaque va-
leur de n (n = N-1, ....,0) ,

. o [
© ' » ” L d L
wn gst fonction de Zg, ..., Z j par 1'intermédiaire de Xxf_th Zn""ZN—l

N_

o } ]
Y est fonction de Zg,...., Z,_p par ll'intermédiaire uniquement de X .

La notion de stratégie coincide avec celle utilisée par Bellman [ . on
‘peut dire gque X représente au temps n un résumé exhaustif de l‘evolu—

. tion du systéme 2
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2. Les variables Z évoluent en chaine de Markov d'ordre 1

On démontre de la meme fagon que Y est fonction de ZO""’Zn—l par
1'intermédiaire de X et Zn 1
On a donc cette f01s, au temps n, un résumé exhaustif constitué par

o
la donnée de X_ et Z_,
n n

Ce résultat se généralise de fagon évidente au cas d'une chaine de

Markov d'ordre quelconque.

La méthode de Bellman suppose l'existence , pour chaque valeur de n,
d'une fonction représentant le minimum de 1'espérance mathématigue
de cofit entre les temps n et N conditionnelle 3 la donnée de 1'évolu-
tion de E entre les temps O et n.(consulter Dvoretsky, Keefer and

Wolfowitz [6) ou Fortet [7] par exemple).

Dans le cadre du formalisme du paragraphe 3 cette méthode introduit
donc la suite {¢n} de fonctions (n = 0, 1, ..., N-1) ou ¢n est fonc-

tion des valeurs X Zigoossy Z rises par X Z ey D .
n’ [o 3] H n-1 P P n’ [oRh) 3 n-1

- ) ~ - . ’ - - ~
Cette sulte {¢nf , sous des hypotheses non précisees, satisfait 4 la

belation de récurrence:

- i z
¢n(x,zo,_..,zn_l) inf E[%n(x,y,zn)+¢n+l[hn(x,y,Zn),ZO,.., Zose ol (TP 1
ye U ]
n
4.1)
¢y =0 no=0, 1, ..., N-1
Si pour chaque valeur de n, quels que soient X, Zgse-+s Z 1l exis-

* n-1’
re une valeur unique de y, notée Yo réalisant dans 4,1) le minimum,
. * ey s 2 . P
et si de plus Y, considérée comme fonction de x est dérivable, on men-

tre alors que ¢ admet une dérivée partielle par rapport a x notée 3 .

De 4.1) on déduit

1 i *
4.2) %\X,ZO,.,Z ) EE_‘(XJn’ )+¢ [hn(x’yt’zn)zo’.’ZnJhi(X’ n’
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Remarquons que, d'aprés la défin tion de la suite {wj} et la nature
des stratéries, on peut écrire, pour toute valeur de n

@)
L wn(xd+l’z Zy-1)

03t Dy g

On obtient le résultat suivant qui précise la relation existant entre

les deux méthodes.

Proposition 4.1 Pour n = 0,1, ..., N-1 on a

1 o . &) B
ceenz )= - BT (X, U, 7, = . =gz
¢n+l(xn+lszoa ’/n) Lwn<xn+l’ 4o s SZN—l) Zg Zoa sZn ZQJ

En effet 4.1) permet de construire, par récurrence décroissante, une

solution du probléme. Cette solution est unique, d'aprdés les hypothdses
O

formulées, et notée {Yn} . {wn} est alors la suite construite 3 l'aide

(@] o]
de 2,1) par 1l'intermédiaire de {Yn} et de la suite {Xn} correspondante.

supposons 4.3) vérifié ; 4.2) jermet d'éerire

Is) N
" A Y = F rl : *
¢ (X 5 Zos ey Zn_l/ B Lgn(xnsyns Zn)
hl/xo y#rf Z_)E{y_[(h (xO y* 2 )sZgsent 7,07 Yz =g s =z |
n n’n*n’t nL n o n’n?Tn ot ety [fos e f T 20 ©22%n-1 n-1|

d'ou

1 e} o 1, 0

O (xn,zo,..,zn~l) = B Lgn(xn, y 27 ) - ...

Tl 0 % - SR ’ 7

7 o oy f Z 3 g L=
hn(xn°yn"n) l')n|~hn(xn"yn”zn)’ Zosens N—l] ’ZO 2o ’Zn—i “n-1
o}
De la définition de la suite Lw 5 par 2.1) et du fait que y A

on déduit immédiatement que 4 3) est vérifié au rang 1nfeb3eur

Comme 4.3) est vraie pour n = N-1, la proposition est ainsi &tablie.

Dans le cas particulier de a.l, on a alors

o]
<= . rJ - A
n I<Xn+l’ /n+i” ? N—l)
et 4.3) devient
1 ( 0 ‘ _ ( \
= - F f Vo N
Pl g N URC Zn+1=‘“’“h oK J ne 0N

|V, PO it e e e a s e ol
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Dans le cas particulier présenté ici, on peut conclure que les deux
méthodes sont assez voisines l'une de l'autre.. Ce résultat est con-

firmé par l'étude de 1'exemple présenté au paragraphe suivant.

Application & un exemple

5.1)

Nous consacrons ce paragraphe a l'étude de l'exemple définl par les

données suivantes :
h (% z) = o xt+t B v t 2
AR LA n n Y

n=0,1,...,N-1
2

2
gn(x,y,ze)= a %"+ by

n

]
n
pose de plus que, pour toute valeur de n,

les quatre suites {un} , {8 s {ant ) {bn} sont données, et l'on

a
s
ot

D

a =0 b =20
n ? n =

Les variables aléatoires Zi (i=0,1...N-1) sont indépendantes, centre s

et d'écart type inconnu Gi.

Ce probléme est un des problémes pratiques le plus important de la
théorie du contrdle. Il a été résolu dans de nombreuses variantes,par
la méthode de Bellman (consulter par exemple Aokl [8]let [9]). Nous
allons montrer que les résultats des deux premiers chapitres permetten”
de préciser certains aspects de ce problémes et de le résoudre expli-

citement dans certains cas,

On constate d'abord que, d'aprés la forme particulicére des fonctione
hn et g s 1'on se trouve dans un cas particulier envisagé au § 5 du
chapitre I ; la classe des stratégies non aléatoires est compléte et
nous nous limiterons donc & l'utilisation de ces stratégies. Les hy-
pothéses Hos H,,H,, sont satisfaites et on peut utiliser le théoré-

©
me 3.1. Ce théoréme permet, & chaque étape, de déterminer Y1 comme
T

O
foncrion de X, mais, d cause des contraintes imposées aux stratégies
par la donnée des intervalles [%, il n'est pas possibles d'exprimer
o] (o]
simplement la correspondance entre Xn et Yn°
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Nous allons donc étudier le cas sans contraintes.
Nous supposerons d'abord que le théordme.3.l est encore valable
et ncus vérifierons ensuite par les conséquences qu'on peur tirer

de ce théoréme que son utilisation est 1légitime.

Pour n = N-1 llexpression 3.4) se réduit a
© 2
a b + Db '

N-1  “N-1 N-1 7 :

Cette expression n'admet qu'un extrémum sur (- «, + «) pour v 0

Nous peserons donc ¥ = 0

On en déduit :

° ] O

Baey Fer ® 7 22y [ ey Ko Y By Yy “uez

~
F4

¥N-2

On est conduilt au résultat sulvant

. N
N A Y
IO &ad-

Proposition 5.1 : Si le probléme sans contraintes admet une so

missible , elle est unique et donnée par

o (e}
Y =g X
n nn Nl
- 3 } { e 2 v i
v u X o+ v [+ y 4. n=0,1,. .. 400
Y1 n n n Yn N e v
i=n

ol _les suites numériques {6n} 5 {un; » v !t sont définies par ra-

aide des relations

carrence 4 1!

u =z - 24 +Q L 3 G
“n “n+1 %n ol éun+l * Vel Unfl)
: = - 2a 3 O B{u . + v
S n+l Bn n+l é n+l n+vl 6n+l
e o P tp .
Boop -p v
n non
4 =y = v = 0
I -1 T Y -l

La demonstration se falt par récurrence décroissante ; 5.3) ét

trificée, 2.1) permet de mettre sous la forme :

SUPpOSée v
p L n — 1‘ ()
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“ S Z L
b R U I | + . 2
Y1 YN n~i “n-l - T
n-1
et 17 3 au raag n-1, stécrit
¢ " o N-1 . O

" . 2 . . T 1 ) K
Tx%e A Tk Ly -y - o - . +Z
oy , ilnniy (u ) Y 17 Yo B L y+d

4 v, Y
-1 n~l4nml n=-1 .= n-1 nml EL L
i=mn-

Do T Zpgoosod = %A j
o T For -2 n—2

Compte tenu des hypothdses faites sur les variables aléatoires Zi et du
(o] [v]
que Xn , et Yn , sont déterminds par la donnée de Zgaoecob o

cette expression s'éorit encore :

97 ? “ [4] Q [o]

ANEY - {u rL bV -
}{nwlf ® .'JV ) n—xl} n-1 \rl-*]y —=} n"‘lXD‘*l(\,‘

2 . o ° . 2

il uw'y 8 aucune difflzulte 3 chercher le mi-

Pulsgue b .
= 'l'l s

nimum de 5.5) et les résultats de la proposition 5.1 peuvent ainsi &tre

. " . . .
ie déterminée ne de~

Az Facilement en remarquant que la stratég

pend la sulte

Remarqgl.

S

Llemploi du 3.1 est

Q
part par le fait que XIl se
présente comme une combinaison linéaive des variables ZOQuooan 1 et

gu'ainsi les hypothéses d'intégrabllité de N, sont sa tisfaites, ddutre

. - oy T . L 1 - " S - -
forne particuliére de n et g, impligue gque
' - PG )

toutes les valeurs de %, v, z. On peut en effel

ﬂmpwpnd“ﬂ alors la Afémonatration du théoréme 3.1 en utilisant une per-

turbation V au soit une variable aléatuolire du second orvdre.

Iin'y s wnicité de la solution que dans le mesure ob 1l'on identifie

N I TP P e
deux strategles gui @

nt égales pour chaque valeur de p, saul sur un -

LN ‘o .
ensemble de <, de probabilité nulle.

gl

[¢]
Remarquons qua la stratégie {Y | déduite de la proposition 5.1 est telle

ol
que, pour toute valeur de n, Yn est une combinaison linéairve de Zg,.. 3%

done une veriahle aléatoire du second ordre,

En liabsence de venseignements supplémentaives supr les variables 7

L

o+l

n-1"
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il semble donc raisomnable de se limiter & des stratégies compos

de variables aléatoires du second ordre.
Nous introduirons les espaces de Hilbert suivants
3& o @St l'espace des fonctions définies sur ;Co 01 qui sont de carré
11
9

sommable pour la loi du vecteur (Z,,...,% ).

“n-1
n = 0,1,...N~1).
)
%& la somme hilbertienne des espaces?ﬁna
i

€finit donc la classe des stratégies auxquelles nous nous

<
g = "e&; =y Y é’%% n o= 0,1y, 01
? .gr}j n - 7 Rt I e yglyvTmll
A une stratégie {Yn b =5 correspond une suite {Xn }et on note
"n'fl o 9
5.6) v(8) = EBf )} (a_ X +b_ Y%)
9 “ n o n n n
n=Q
ol 6 = {O;}
{G:} ,
Le probléme que nous étudions, noté Probléme (A), est donc celui de la
minimisation suraﬁide la fonctionnelle v(S) sachant que {Xn} corres-
~ 1 ¥
pond & ‘Y | par
! Lt P
5.71 X = o X b Y o+ 4,

kemarguons d'abord que le probléme a un sens pulsque,pour toute vale
N . -3
de Q}Xn dppartient a n’

L'opérateur v posséde des propriétés simples.

- . . . 98 &
5.1 ¢ v est une application convexe el continue de §j dans R

La propriété de convexité découle de fagon évidente du caracidre 1i-

néaire de 5.6} et du caractére quadratique de v(S),

% %

Nows: gsignons par || || , indifféremment, les normes de et do
.

I continuité se démontre ainsi :

8i 8 = iy | et 57 = {Y‘n} sont deux &léments de %gauxquels cor-
in

respondent &(“} et {X‘U} on déduit de 5.7)

= xt e sy

: — 9
IEAES W RS PN
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et par conséquent il existe une constante A positive telle que

Hx, - XA | s -s'|| n =0yli..N-1

Le résultat se déduit immédiatement de
N-L 2 2 2
v(8) - v(s") :néo{an(”xn 15 = 1S+ A T =y

%)

Le lemme permet alors d'énoncer le résultat suilvant

Proposition 5.2 : Le probléme (A) admet au moins une solution

Soit : Vo T inf  v(S)
se®
Vo, existe évidemment puisque v(S) est positif ou nul quel que soit S.

Soit Sy = {Yi} une suite d'éléments de%& tels que

V(SK) K > co> Vm

I1 existe nécessairement une constante y positive telle que
IEN R K= 1, 2y....

On peut donc extraire de la suite {SK} une suite partielle notée {SK t

s 24 2 -L
qui converge falblement vers un élément Sl de .

Comme d‘'autre part, l'opérateur v est convexe et continu il est donc
faiblement semi-continu inférieurement, clest-d-dire que
lim v (S > v (S
(8, ) 2v (8,)

1l
11 découle de la définition de v, que

lim v (SKl) = v = V(Sl)

et S est solution du probléme (A).

Remirque : On peut montrer comme cela sera fait au chapitre IV et V que les

conditions : bn > 0 entrainent que la suite {Sk} converge fortement

vers S& .
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Les propositions 5,1 et 5.2 admettent le corollaire suivant :

Corollaire 5.1  Le probléme (A) admet une solution unique qui est donnde

par les résultats de la proposition 5.1 .

D'autre part la proposition 5.2 s'étend au cas du probléme initial,
c*est-d-dire au cas du probldme restreint A la classe ¢ des stratégies
soumises aux contraintes imposées par la donnée des intervalles U,

On remarque , en effet , que C est un sous-ensemble borné et convexe
de%{;° La démonstration de la proposition 5.2 s'adapte alors immé-

diatement si l'on peut affirmer que C est de plus fermé.

Pour démontrer ce dernier point , il suffit de montrer que
pour toute valeur de n l'ensemble Cn des éléments de%&n qui sont &
valeurs dans U, est fermé. Ceci n'est pas tout 3 fait exact mais est
vrai pour le sous-ensemble C'n des éléments de o qui sont a valeurs

L \\‘
dans Un sauf pour un sous-ensemble de <.

de probabilité nulle :
Oon-1 :

Lemme 5,2 . C'n est fermé dansygn

Soit en effet [Y., | une suite d'éléments de C' convergeant .
17K o n
fortement vers un élément Y_2 de "
Désignons par Ap le sous-ensemble de;Zb sur lequel on a
. . 1
s 801t Y < a -= |,
2 n P

sn=1

soit Y g;b +
) n

e R T=

Pour toute valeur de K on a nécessairement

1
v, - Y > = Pr (A_)
tl K 2" “p P
d'ou Pr (A ) =0 4 D
: P “ _ .
Si A désigne le sous-ensemble de “\ pour lequel ;T{Qﬁ Un

o,n-1

on a bien Pr (A) = 0O
Le lemme 5.2 suffit 3 démontrer l'existence d'une solution car on peut
toujours dans la démonstration de la proposition 5.2 modifier la stva-

).

tégie SQ sur des. ensembles de probabilité nulle sans modifier v(Sz
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Remargue
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sulvant
<
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Chapitre III

Théorémes de maximum pour les problémes continus

| =]
[p]
O\
]

N
o]

(5

H
s

-1

[N
e

Les problémes a évolution continue ont donné naissance a certains
développements ; citons par exemple Krasovskii et Lidskii [1] ,Kushner [2]

et plus récemment Mortensen [37] .

Parmi ces études, les unes, ainsi DJ et [3] , utilisent le "prin-
cipe d'optimalité" et conduisent a des équations aux dérivées partielles
donnant 1l'équivalent stochastique des équations de Hamiltcn-Jacobi. Kushner
a entrepris de développer un aspect différent en dégageant des conditions
nécessaires d'optimalité inspirées du "principe du maximum'. Nous avons dé-
veloppé le méme aspect dans le cadre d'un formalisme et sous des hypothéses
sensiblement différentes . Les méthodes employées par nous sont différentes
et conduisent d un théoréme général dont l'adaptaticn d une certaine classe
de stratégies permet d'obtenir un résultat de méme nature que celui du théo-

réme essentiel de Kushner.

Pour des raisons exposées dans l'introduction de ce travail, il
semble difficile d'obtenir pour les modéles stochastique des résultats aus-
si fins et aussi généraux que ceux obtenus par Pontryagin [6] et Estenés
[7] par exemple, pour les mcdéles déterministes. Le caractére aléatoire des
trajectoires X(t) rend délicate 1'adaptation aux problémes que nous étu-
dions des notions géométriques aussi fructueuses que sont les notions de
contingents vectoriels, cdnes de déplacements intérieurs.. notions qui sont
présentées dans un ~adre trés général dans Lobry [8] .

D ~napltre , nous nous limiticns 3 des fonctions aléatoires
rée. ns 7 5. sont du second ordre . Cette limitaticn,assez naturelle du
point <+ & pratigue , nous ~onduit done @ dévelepper une théorie du con-

-~ P N . PR e N . - mrya sty P W = « S o p e gy
“pQle stocharvigue releztive 3 des processus i oscn o Tous du second ordre.
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Nous nous sommes inspirés de techniques de démonstrations expo-

sées dans @] par Pallu de la Barridre.  —

Utilisant les notations du chapitre I, les théordmes donnant
des conditions nécessaires d'optimalité ont été démontrés sous les hypo-

théses suivantes
- l'intervalle de temps T est un intervalle fini [0, T] donné.

- le processus Z(t) est continu en moyenne quadratique sur T ;
la fonction de covariance de Z étant continue sur la diagona-
~ . i P 2.
le du carré T x T , il en résulte immédiatement que E£Z(t) |7}

est, comme fonction de t, uniformément borné sur T.

- la classe des stratégies est un sous-ensemble de 1'ensemble
CM des fonctions aléatoires réelles, mesurables, a valeurs
dans un ensemble borné F de R ; nous supposons pour siﬁbli—
fier certains coefficients, que F est inclus dans un inter-

valle de longueur inférieure ou égale 3 1.

- 1'état initial de I est représenté par une variable aldatoi-

£ Zz . . ga
re donnée, du second ordre, X(0), définie sur (9, (L, ).

- 1'état final X(T) est libre : au chapitre IV nous envisage-
rons toutefois le cas de contraintes sur 1'état final pour

certains problémes.

- les fonctions g et h vérifient les hypothdses suivantes :

hl : h satisfait une condition de Lipschitz d'ordre 1 :



1,1)

1,2)

ITI-3

v x, x' 3y, y'¢ T 5 z,2! ; T, t'e T 3 K~ 0 telle que

- -
|hix',y',z',t") - h(x,y,z,t); <K L|x'—x; ry'-y] + jzt-z] + !t'~tt

h, : g satisfait 3 une condition moins restrictive

¥ x, X' 3y, y'€ F ; z,2' 3 t, t'e T 3 K> C telle que

|g(X',y’,Z’,t') - g(X>Y9zst)l < KDX'_X‘ + 13/"“3/@ * EZ'—Zi t Iti_t'[l

lnl + fyrosl = fetea] + 1erse]
N

(on utilise la méme constamnte K afin de simplifier certains coefficients

intervenant dans la suite).

h3 : h(x, y, z, t) et g(x, y, z, t) admettent des dérivées partielles

z

s 1 1 . .
par rapport a x, notées h'(x, y, 2z, t) et g (x, y, 2z, t) respectivement.

On suppose de plus que
¥ >0 In >0 telque:VyeF,z,téT,‘x'—xl\(<n=>

|h(x', y, z, t) - h(x, y, z, t) - (x' - x) hl(x, V, 2, TVie [ x'-x

1
|g(X', Ys Zs t) - g(xa Ys Zs t) - (x' - x) g (X5 Ys 2, *j)‘\<g lx‘—Xi

|
. 1 1 .
Enfin h™(x, y, 2z, t) et g (x, y, 2, t) sont mesurablies sur Rq.

Conséquences de ces hypothéses

¥ %, yet, z, T & T

a => 1,3) |hL(xs Vs Z, t)' < K

-t

h2 => 1,4) igl(xs y, 2, t)] < 2K []X‘ +oyl + lz) - iTiJ
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et on pose : H(x, z, = !|x| + |z] + sup ly] + ?j
d'od V¥ %, z,ye F, t€ T

-
h, => 1,5) |h(x,y,z,t)}x K | 1

L 4

‘ 2 7

h, => 1,6) |gix,y,z,t)|« K [Ix[ + |yl + lz| + lt%T <K [%(x,éjz

L J
et on remarque que 1l,4) s'écrit

]
1,7 g (x,y,2,t)|< 2K H(x,z)

Ces hypothéses sont plus restrictives que celles utilisées dans le cas dé-
terministe [6] ol les fonctions f et g sont seulement continues et conti-
nuement dérivables par rapport d x. Il semble difficile d'utiliser dans le
cas stochastique des hypothdses du méme type sans imposer au processus

Z(t) des conditions de régularité peu réalistes.

La condition de Lipschitz par rapport d y que vérifie f, et, de méme, la
condition de 1l'hypothése h2 par rapport 3 y sont superflues ; nous mainte-
nons toutefois ces conditions qui, faisant jouer un rdle symétrique aux

variables x, y, z, t.conduisent aux majorations 1,3) , 1,7).

Nous désignerons par L et 12 1'ensemble des fonctions aldatoires intégra-
bles et de carrés intégrables, respectivement, pour la mesureéf)x us OU y
est la mesure de Lebesgue sur T.

Pour toute variables U du second ordre nous noterons

Q)lfQ

bop = (]
On montre d’'abord que les hypothéses permettent d'affirmer 1l'existence et

1'unicité d'une solution pour l'équation d'évolution :
t

1,8) X(t) = X(o) + J h [X(u), Y(u), Z(u), u] du
o
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Lemme 1.1 : Quelque soit Y(t) élément de CM,é tout processus X{t)

appartenant a 12 correspond au moins un procesgus,gx(t) tel que l'on

ait presque slirement, quelgue soit t,
t
Jx(t) = { h[k(u), Y(u), Z(u), u ]du (intégrale au sens de Lebesgue)

J
O ~ ~ . . ©
Jx(t) est de plus presque slrement d trajectoires continues et tel que:

E | sup (Jx(t))2 < tew

teT

- En effet h[?(u), Y(u),Z(u),da est une fonction aléatoire mesurable,
majorée, en valeur absolue, par H[X(u),z(ui] qui est élément de L. L'in-

tégrale

t
J h [X(u), Y(u),Z(u),d]du
o

existe donc presque slrement quelque soit t, ce qui justifie ainsi la
premiére assertion du lemme.

Jx(t) étant presque-sirement a trajectoires continues, d'aprés sa défini-
tion, est mesurable, ce qui résulte immédiatement, par exemple, des théo-

rémes 2.1 et 2.5 de Doob [10] .

Enfin de : T
p.s. sup EJx(t)i < ( H[X(u),2(u)]du
teT é

on déduit, puisque H [X(u), Z(ui] est élément de L.
T

D.s sup }Jx(t)lé (J H[X(u),Z(u)ldQ 2
t€T °
T
o1 | (¥ frw,z] oy
o
r T
d'ol E |sup 'Jx(t)lzjl <7 jr E(I"2 [X(u)Z(u'}:}) du <7 o«
tET 5

1,9) est ainsi démontré, ce qui prouve d'ailleurs que Jx(t) est aussi élé-

o]
4

ment de L .
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Lemme 1.2 Quel que soit Y(t) élément de C_ il existe un processus me-

M
surable X(t) satisfaisant presque srement 3 1,8) tel que ||X(t)|]| soit

uniformément bornée sur T ; la solution est unique dans le sens que

deux solutions sont presque-sirement égales,

On utilise la méthode des approximations successives

Soit X,(t)

1t

0 ; on définit la suite {Xn(t)} de processus par

n=l,...
Xn+l(t) = X(o) + J, (t) (n=1, 2,...)
n
Le lemme 1.1 montre que, quelque soit n, Xn(t) est élément de L2 pres-
que sllrement & trajectoire continues.

Xn(t) - Xn‘l(t) n = l, 2.--0

Posons alors An(t)

On a A (t) =4 (t) - J (t)
n X1 X o
d'ou, d'aprés hl
t
1,10) bo(0) = & (Ol x| o (w)au
© -
T - . T
| 2 2 [ - 2 _ .2 [ ; 2 ]
A d <K' T d
et |1An(t)]| < K°E i L) ] n_l(u)| %} EL L [An_l(u)l u
~ 2‘
or d'aprés le lemme 1.1 E [;sup(A (t)) J =ac<e
1
€T
on démontre immédiatement par récurrence que
n-1
2 2 -1 t
[la (O]]7 ¢ a (K D" -
(n-1):
il existe donc un nombre positif b tel que
: . 5 bn—l
1,11) o (O]]° ¢ =— t€ET
(n-1) !

D'aprés 1,10) ; on peut alors écrire

cﬁo {sup IAn+l(t)i > 2-n} < éf% K [ lAn(u) du > 2 7}
teT
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L'utilisation successive des inégalités de Tchebychev, de Schwarzet de

1,9) entraine

T e
4 1 - n 2 " i ; H 2
4 3% ) > < ] \
Cfpgézﬂ% [An+l(t;! 2 2 7} < 4 E [% j iAn(u)idu_}
©T
Loy
" < TlE | e w]? dubl
| ] m ]
O v
" 2 p? Lot
(n-13¢
yP K2 T2 bn-l
étant le terme général d'une série convergente il décou-
(n-1) 1}

le du lemme de Borel-Cantelll que

i -n ~ s
sup lAn+l(t)| < 277 presque slirement, pour n suffisamment grand. Cn en
teT

déduit que presque sirement Xn(t) converge uniformément vers une limite
X(t).X(t;, étant limite uniforme de la sulte Xn(t), est presque sQrement

3 trajectoires continues, donc mesurable.

~ AN ‘ i 2 > Pl P - P v
Sachant, d'aprés 1,11, que IlAn(t)ll est le terme général d'une série

convergente, la série

Hr~18

An(t)

n=1

est convergente en moyenne quadratique pour tout t et donc X(t) est,pres-

que sOrement, égal a la somme de cette série.

< 2
alors de |[x(t)[]% = [|] o (o)l
n=1
on déduit par une inégalité classique que

@ -0 . n-1

lxeo)l]®s T 2% HAn(t)l|2<. 20 " ..
n=l n=l (n-1) !
teT

Y

| |X(£) || est donc uniformément bornée en Tt sur T.
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Montrons enfin que X(t) satisfait presque sfirement a 1,8)
1'hypothése hl entraine que, presque slrement , h[Xn(u}, Y(u), z{uj,y]
converge uniformément vers h[X(u), Y(u), Z(uTﬁg‘lorsque n augmente indé-

finiment,

i

Donc, presque sirement, on a, pour toute wzleur de t sur

t t
J h X (u), Y(w), Z(w), u] du — j h[X(u), v(u), z(u), Jdu
o o

d'ol il découle immédiatement que X(t) satisfait presque slrement a 1,8).
Unicité Si X'(t) est une autre solution de 1), on démontre, par des
techniques analogues, que pour tout entier n, suffisamment grand

n
[[x(e) - x (o)) s 2o te T
donc, pour chaque valeur de t, presque sfirement X(t) = X'(t).
Mais, X(t) et X'(t) étant presque sfirement i trajectoires continues,X(t)
et X'(t) colncident presque sfirement pour toute valeur de t sur T : il
suffit d'assurer la colncidence des deux fonctions aldatoires sur un en-

semble dénombrable de valeurs de t partout dense dans T.

Remargues :
1l - 1'égalité : t,
X(tl) = X(t2) + J h(X(u), Y(u), z(u),u)du
t
1

a lieu presque sﬁrement quels que soient tpet ty, ¢ 'est-da-dire qu'il exis-

te une partie 2* de £ de probabilité 1, indépendante de t. et t2, telle que:

1

V wea® on ait 1'égalité précédente.
2 - Deux solutions de 1,8) étant presque slirement égales les valeurs corres-

pondantes du critére
T

1,2) E {[ g[K(1), Y(), 2(t), t] at]
o
sont égales. Il suffit donc de choisir une solution particuliére de 1,8);

ce qui sera fait implicitement dans toute la suite,
3 - La démonstration du lemme 1.2. montre que dans la majoration :

ilx(t)|]2-s c la constante ¢ est indépendante de Y(t).
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1
L

(u

2. Thécréme génér

Comme nous 1'avons déja remarqué, on restreint en général le probléme de

la minimisation de 1,12) & des classes de stratégies moins vastes que CM.

Nous étudierons donc ce probléme dans le cas ol on se limite d un sous-

ensemble C de CM que l'on appellera :

Classe des stratégies admissibles et qui satisfait & la propriété suivante:

quel que soit t. appartenant 3 T , 1l existe au moins une varlable aléa-

1
toire 7 définie sur (Q, @) et d valeurs dans F, telle gue

Vo ot,€]t, 1] LV v € ¢

la stratégie Y'(t) définie par

Yy = Y(o) téC]fl, T
T
L ytery = on t € Eﬁl, t;

est aussi élément de C.

On appelera A la famille de ces yariables sléavcires dirtes perturbaticns

. . L
admissibles en T

Remargue : le mot "admissible" est utilisé dans ce ~hspitre avec une signifi-
fication différente de la signification statistique employée aux chapitres 1 erIl.

Nous penscns toutefcis qu'il 'y 2 pas risque de tourusion

Nous démontrons upn théoréme qui est une condifisr nécessaire pour qu'un

3 certaines

[

£lément de C soit oprimal. Ce théoréme sera ensuive appliqu

classes particuliéres de stratégiles.



III-10

On a le théoréme :

Théoréme 2,1 : Une condition nécessaire pour qu'une stratégie admissi-

ble Y°(t) 3 laguelle correspond X°(t) soit optimale est qu'existe une

fonction aléatoire réelle y(t) satisfaisant presque srement 3 :
T
. ( 1
2,1) y(t) = J’ {-g~ [x°(w), Yo(u), z(u), u] + hlE("(ugY"(u), z(u), u]y(u)}du
. .

et telle gue, pour presque tout t élément de T, la condition :

E [g[X°(t),Tr, Z(t)y'_t:]-tb(t)u hiXe(t),m, Z(t), 1‘]},
2,2)

E i‘g[x°(t), Yo(t), 2(t), t]-¢(t). h[x°(t), Yo(t), z(t), t:]]

soit satisfaite, quel que soit = élément de At

Introduction a4 la démonstration :

Remarquons d'abord que, si X(t) correspond 3 Y(t)€ C par l'intermédiaire
de 1,8), g[X(t), Y(t), z(t), t] est élément de L d'aprés 1,6), puisque

X(t), Y(t), Z(t) sont éléments de L2 ; 1,12) a donc une valeur finie.

Supposons donc qu'existe un élément Y°(tJ de C qui soit optimal, 3 YO(t)

correspond X°(t).

Soit tl € Tet 1 > 0 tel que tl t1 < T

On définit 1'élément YP de C par

YP(t) = yo(t) t € C]tl, t) v
T
P =T T
(L) =7 t € ]tl, t,t- 1€ Atl

D'aprés le lemme 1.2), 3 YP(t) correspond xP(t). on remarque d'ailleurs

que presque sfirement XP(t) = X°(t) pour Og tg t
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Le fait que Y°(t) soit optimaleentraine que pour tout élément T de At .

1
r' {T . P ; - "1 ~
E | {e(2P00),¥P(0),2(0),1) - g(xolt), Yo(1), 2(r), ﬂ}dbj >
Lo
“1
L'inégalité précédente peut s'écrire
a(tl, 1)+ B(tl, T) 2 0 <l
T, 41
"‘ ‘ad =~
a(tl, 1) = % B Lg(Xp(r,, YE{E), Z(t), 1) - g(Xe(t),¥Yo{t),a(x),tldt
't_‘
.(T r iy . R 1
8{t,, ©) = ] {2 [g(xFr), vo(r). 2(t), t) - g(X°(), Yo (%), Z(t), tlidr
4T

La méthode de démonstration consiste d calculer les dérivées a droite de

u(t19 1) et de 8(t,, 7), considérées comme fonctions de T , au point T=0.
-

Bien que le résultat qu'il énonce soit un résultat trés connu de la théo-
rie des fonctions nous énoncons, a titre de référence pour la suite, le
lemme suivant

Lemme 2.1 : Soit f£(t) une fonction définie et intégrable sur T. Pour pres-

que tout t élément de T cn a

1 t+T
?'{ (F{u) - #(t) ) du —> O
J >
T T 0
I.Calcul de a{t T

l’

Ce calcul nécessite le lemme suivant

Lemme 2.2 : presgue slrement : .

. i Kt
;xp(t} - X (t)l g e -1 \'/ t{[tl, Tt 7]

Pour démentrer ce résultat, on utilise la construction, telle qufelle est
faite au lemme 1.2 ae P () et x°(%) a partir du méme processus X,(t) = O,

et on note {Xﬁ} et {X0} respectivement les suitesdes divers itérés.



‘t n+l
p _ o ) ~ ~ K™ 7 (t-t1)
p.s.an+l(t) X°n+l(t)l\‘ KJt (IXn(u) Xo(u)| + l) du < K(t tl)+....+

,3) P.S.

: 1 wP _ yo Kt _
p.s. X2 (£) - XO(t)|se 1
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Supposons que ¢

xP(e)-x2(1)]¢ Kt -t )4 ... + K0 -
n n 4

e Vtﬁttl,t:_ v

t
. (h[xg(u) Py TI',Z(LI) ,u]_l-l E(I(;(u) ,YO(U) ,Z(‘:l) ,u]) du
1

- P oriy_yxo ¢ = (
de Xn+1") xnﬂ\t) J

il découle, d'aprés his

n+l

<
n+l)!
1 (

L'inégalité 2,3), étant vraie pour n = 1, est donc vraie quel que soit n

pour tout t élément de [il’ Tt 1] .

On a donc démontré que, pour tout n,
v T € t. + 7T
e v d

Le résultat du lemme découle alors immédiatement du fait que, presque su-
rement, Xg(t) et X;{t) convergent uniformément vers XY (t) et X°(t) respec-

tivement.

On démontre alors le résultat :

Lemme 2.3

atty, 0 =[e (8D, naep.e] - glet, e ,ae) )l ), o

~ l
ou =

> O pour presque tout t. élément de T

T >0

Rl(tl’ 1) 1

En effet, d'aprés l'expression de a(tl, 1), Rl(tl, T) peut s'écrire :

= N 1"
Rl(tl, 1) Rl(tl, 1) + Rl(tl,r )

-t

£+, ;

l N . P e W R
Jt {;E [é(Xo(tl),yo(tl),Z(tl), t‘% w~;i§(x0(:;,L0g,;§4(t

1l

ol R’l(tl, )

"

t +r
R ()5 1) J (B [g(XP(t),‘n,Z(t),t) - g(xp(tl),n,z(tl),tl)])dt

t
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D'aprés 1,6) et le fait que |[X°(t)|| et []|2(t)|| sont des fonctions
de t, uniformément bornées sur T, E[?(X°(t), Yo(t), z2(t), t] est une

fonction de t mesurable et bornée sur T.

Donc d'aprés le lemme 2.1 : %

Ri(tl,r) > 0 pour presque tout t,

élément de T. >0

Ry ne peut &tre traité de la méme fagon car xP(t) dépend implicitement
de 1 et, de plus, l'ensemble de mesure nulle introduit sur T dépend de m;
on a un exemple ici d'une difficulté propre aux modéles stochastiques,
difficulté qui, pour &tre surmontée, nécessite des hypoth&ses de régula-

rité pour h et Z.

L'hypothése h, permet d'écrire :
tl+1
2,1)  IRI(t, D] <K [

t

(E{Dxp(t) - xP(tl)| + |2(e) - 2(t)] + |t - tli]"“
1

Dxp(t) #XPCe |+ 2]n] 4 j2(e) + 2G|+ [t tl!]‘adt

Or d'aprés la remarque 3 du § 1 |]Xp(t)[| est uniformément bornée sur

[yl, tos +7] indépendamment de .

I1 existe donc une constante B > 0, indépendante de r et 1, telle que :

2 ) té:[tl ’tl+T]

2

E{ ( |xP(t) + Xp(tl)l +2|n] + |2¢8) + Z(tl)l + |t+tl|) } ¢ B
De 2,4) on déduit donc, en décomposant le membre de droite en trois inté
grales auxquelles on applique 1'inégalité de Schwarz rzlativement au sym-
bole E :

1 1

2,5) IRICE, D] < KE{i || XP(t) - xP(e)) |[dt +J

1

or |1xP () - Xp(tl)ll < | [XP(E) = xe(o) ||+ | eCe) = xolt ]!

T, 4T t,+T t o+

1|z<t>-z<tl>]|at+j (t-t,)dt]
t,

T
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et, d’'une part d'aprss le lemme 2.2

2,6) [1P(0) - e || ¢ & -1
d'autre part dfapreés 1,5)
{'t {tlf"l’
Ilxe(t) - X°(tl)'l2<$ E {J H[k°(u), Z(u):]du }2 < E {j H X°(u),Z(ui]}2
tl tl
t,+ T tl+T
< E{ Tl( H2[X°(u), Z(u)]du} =1 l E{H2[X°(u),Z(uﬂ}du
1 1

E[H2(X°(u), Z(u»f] étant uniformément borné en t puisque ||x°(u)l| et
[ z(u)] | possédent cette propriété, il existe donc une constante D > O

telle que, compte tenu de 2,6), on puisse écrire

.

Y3 _ P < +
2,7) [1XP(t) - x (t))]} < Dr Ve [tl, t

Enfin Z(t) étant continue en moyenne quadratique, on a
YV e0 E Ty O tel que t; S tS £+ Tl==%>|IZ(t) -2t s e
donc si T < T il résulte de 2,5) et 2,7) que
Ri(tl,r)l < KB [D T +e + f]r
donc i-Ri(tl,r) ——>» 0. Ce qui achéve de démontrer le lemme.

T t >0

Remarque : Le résultat concernant Ri(tl’T) ne peut &tre amélioré sans hy -

pothéses de régularité supplémentaires sur YO(t).

II. Calcul de B(t,,T) )

Ce calcul nécessite un certain nombre de lemmes préliminaires.
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Lemme 2.4 : il existe une constante K' telle gque presque sirement

IXP(t) - x°(t)| € Kt _ytel 1, 1]
On comriznce par démontrer gue :
. 5 K(t-t,-1)
p.s.lX‘(t)—X°(t)|s]X (tl+r)~X?(tltT)le ¥y t€ El t+ T, T]

1a démonstration de 2,8) est identique & celle du lemme 2.2 si on uti-

lise la relation :
Pe)-x0(t) = XP (e +r) - XO(r +) + oonen
t .
+J (h[xp(u), Yo(u), z(u), q] - h[Xx°(u), Y°(uw), z(u), u]) du

T+
1 T

Puisque, d'aprés le lemme 2.2.

RPCe ) = xe (e )< N1
2,8) s'écrit :
Kt K(t—tl~r) s Kt KT 2KT
|Xp(t)—X°(t)|< (e - é)e .s\e - i)e < Kt e
Ce qui entralne le résultat du lemme.
Les deux lemmes suivants ont pour but de réaliser une approximation de

xP(t) et X°(t) par les solutions correspondantes de 1téquation 1,8)

"linéarisée'".

Lemme 2.5 : Soit LT(t) une fonction aléatoire satisfaisant presque s@i-

rement 3
+ .
- vP +)..%O0 1e o (,
LT(t) = ¥ (tl+”) X (tl+r) +} ‘ LT(u)h (X0 (u),Y (1) ,2(u),u]du
t,t1
¥ e > il existe Ty O tel que : 141, entralne

D . © L mra < .
p.s. X7{x) - X°(x) = LTﬂt; + 1=L,tl,r) ol éR(t,tl,T)is W.e.T

W étant une constante indépendante de 1
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On remarque d'abord que la condition 1,3) entraine pour chacus valeur

de t l'existence <'un processus L (1) satisfaisant presque sfrenent

o103

2,9) 3 1l suffit en effet de reprendre la démonstration des ‘lzmmes 1.1

L (t); 1la suite des itérés correspcndant d cette
4 3

Ves>0 3n >0 tel que |x' - x|

1
glx',y,z,t) - g(x,y,2,t) = (x'=x)h " (x,y,z,t)+e (x',x,y,2,t ) (x'-x)

/

iE(X',X,y,Z,t)iS €

O
o

Donc d'aprés le lemme 2.4, on peut écrire si K' r & n

{ T “ B
2,lO)p.sXp(t)-X°(t)ZXV(tl+r)—X°(tl+r)+J (Xk(u)—xo(u)) hL[Xo(u),Yo(u),Z(u),u]du+..

tl+T )

+

t, + 1

+ Xp(u) - Xo(uﬂ e(Xp(u), X°(u), Yo(u), Z2(uy, 19<iu » T .

C
{
|
!
t,+
1

Le principe de la démonstration du lemme consiste & comparer la suite

-

{L_ (t)} a la suite sz(t) - X;(t)} des itérés de 1l'équation 2,10)

3

Sil, =0 ,ona :p.s.Xi(t) - x3(t) =L, () = xp(tl+T)-x°(tl+T)
bl bl

On démecntre alors par récurrence gque pour n 2 2

p.s. xP(t) - x9(t) =L (t) +V (r,1)
- n n n,rt n

b

-2

;o K(t=t =) L, (et -0 )

1 ~ v 4 - ————— —————— )
2,11)  ou |V (t 1) ]geK' c(t-t - D) 1+ > tooot K CERE

En effet supposant 2,11l)vrai,des relations
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p _ yo - yP _ Yo
Xn+l(t) Xn+l(t) X (tl+r) X (tl+T)+>""

t t
[ -, . e . N AN .
+ (X”{:;{)—X%u))h" (Xo(u),YC‘(u),Z(u),xy dm[ (Xﬁ(u)-xg(u)) (e Jdu
v n 1 s
Tt tl+r
et

Ln+l,r(t) = Xp(tl+”O-X°(tl+?)+j Lp (0) . b (XO(u) ,¥% L, aias,u )3
t. T

on déduit queip.s. Xb  (¥)-X3 (¢} =L . ()4v . (t,7)

t .
~ 2 . A\ N ’ D N P
ol |Vn+l(t,r)|< J iVn(u,T)hl(XO(u)SYO(u),Z(u),g)idu+€j ]Xn(u)-xgxu

tl+r : T oae

l'utilisation de 1,3) et du résultat du lemme 2.4 montre., pa. n cal-
g2 -

cul d'intégration immédiat, que la propriété 2,11) s'étend i ring

n+l

On a donc si T < T, ol T, est tel que K' T_<n

_ K(t-t,-T1) - KT
3Vn(t,f)|<erKﬁ (e ~i)s T K?Qe ~ﬁ$ W.e.T.

(U]

/

La fin de la démonstration est identique a celle du lemme 2.2. Pour tout

élément t, de T on désigne alors par A(t,tl) une foncticn aléatoire sa-

1
tisfaisant presque slrement 3 :

ACt,t)) = 1+ A(u,tl)h*[ké{u),Y°<u),z<u>,u]du

=t

1
L'existence de A(t,t,) est assurée par des considérations identiques

3 celles utilisées pour L (t). On a le lemme

~ -
amme 2.5 @ presgue surement
L(t) = Alt,t,) BPlr +rd-xo{z.+n)] + s{t,t_,1)
T &< L A -
\ Z
. 2 .
o8 Rt,T..ThiE WDOT sonstante positive indépendante de 1

A

v
H
i

tdu
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5 on note

R i
R . . Al
2,13)p.s. ;:xni't,t1}} < 1+K{t-1. )+, .. +K < e 5 Yt 2ot
1 1 (n-1): 1
on compare ensuite L (t) et A {t.t.). On démontre par récurrence que:
L 93 “

Low =(Xp(tl+f)-x0<tj.

l&s'_

Deg
‘C‘a’—-t-rli"»‘!/’? o]
Ot e e TR oo e

La démonstration de 2.5) ne présente aucune difficultéd ; on utilise le

i

fait que presque slirement :
T, +7
3 (t,t,,r)=~ fkp(t +7)~-XC{t_ +7)}A (u,t ‘hl<x°(u) Yo(u),z(u),u)du
n+l 1° ) T Tl n-°L’ > ? ’
tl
t

k] - el
le de 1,3) et 2,133

o

et la mojoration de Sp déco

T,

W' telle que

iy

Il existe donc bien une constan

Y
[y

i
p.S. gsn(t’tl’T”‘i W oo ¥ n, V=t Z'tl + T

La conclusion est alors identique & celle des lemmes précédent: nous dé-

montrons alors un lemme donnant des inégalités utiles pour la suite
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2,15)

pP-S.
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Lemme 2.7 : on a presque slrement

|aCe,t )] < KT

KTe £)

[A(t,t)) - Alt,ty)] < ke 1

2,14) résulte immédiatement de 2,13)
Quant 3 2,15) le résultat est obtenu comme dans les lemmes précédents,en
utilisant des approximations successives de A(t,tl) et A(t,t2)

A t2 1 - -
(t,t2)! £ J An(u, tn)h {X°(u), ¥°(u;, 2(u), u Jdu

de A (t,t))-A .,

1y
s
+J iAn(u,tl) - An(u,t2)|hl [X°(u), Yé(u), zZ(u), u jdu
t

1

on déduit par récurrence, utilisant 2,13) et 1hl [v,;]li K, que

n-2
A (£,,)-A (£,t,) ]< ke (£ -t Y I . iijﬁl_,}
n' T2t/ TR et IS 57ty 17T et —

. n-z). d

—

2,15) se déduit alors immédiatement de la majoraticn ci-dessus par les tech-

niques déja utilisées.

On est alors en mesure d'exprimer xP(£)-X°(t) & 1ltaide de la "résolvante"

Alt,t,) de 1'équation 1,8) "linéarisée"

T

lemme 2.8. On a presque slrement, pour t =1t, +
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2,16) Xp(t)—XO(t)=r.A(t,tl)§h[}°(tl),ﬂ,z(tl),tl]—h[X°(tl),Y0(tl),z(tl),tl]}+R2(t,t1,r)

ol p.s. R St tl,r) =R(t, .l,r)+s(t rl,T)f'R (+ ~)+R,\-l,1)]A(t,tl).

l,I) [ E}Ek°(tl),Y°(tl),Z(tl),t£]—h[XGCu),Yo(u),Z(u),zj]du
ty
p-s
t.+7
. 1r .
Rq(tl,1)=J klEXp(u),n,Z(u),u] —h[?p(tl),n,z(tl),ti].Jdu
| 51

En effet on a :
P YO Y= < S - [« 3 G+ I
p.s. X (tl+r) X (tl+r) .[p[? (tl),n,Z(tl),ti] h[x (tl/,Y (tl),Z(tl),tli]+
Rs(tl,r) + Rq(tl,r)

2,16) s'obtient alors immédiatement en utilisant successivement les lemmes
2.5, et 2.6.

Le lemme 2.8 permet alors de calculer B(tl,T) ; on définit une fonction
aléatoire y(t) par :
T

4

2,17) p(t) = - J A(u,t) gl [X°(u),Y°(u),Z(u),u']du

T
les inégalités 1,7) et 2,14) permettent ge donner un sens & 2,17). Ces no-

tions seront précisées au lemme 2.14) ol il est démontré que y(t) satisfait

presque s{rement & 2,1).

On a le résultat permettant de calculer Bty ,m)

lemme 2.9

B(tl,t)=-T.E[}(tl)h(Xo(tl),naZ(tl),tl)—w(tl)h(XO(tl),Yo(tl),Z(tl)atlé}+R5(tl’T)

%-RS (tl, 1) » 0 ,pour presque tout ty élément de T.
120

~
ou:
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En efret d'apras by e > 04 n'0 tel que !x'-xi < n' =

g(x',y,z,t)—g(x,y,z,t)=(x'—x)gl(x,y,z,t)+(x'—X)e(x',X,Y,Zat)
ou |e(x',x,y,2,t) ] < € ¥ X5Y¥sZst

donc, si on choisit 1, tel que : K! Ta<n* alors, pcur toute valeur de -

3
inférieure ou égale a Tg4s OR peut Zrrire, utilisant le résultat du lzm-

me 2.4 et la définition&ﬁ(tl,r)

T
B(tl,T)=Ef (Xp(t)-X°(t))gl(X°(t),Y°(t),Z(t),t dt + RB(tl, T)
tl+T

(T
ol [Rg(t,D)|g € E J | Pey-xo(t)|at < kv T et

ty+T
I1 résulte de cette inégalité que : %-Rs(tl,T) > 0

T A )

Le lemme 2.8 permet alors d'écrire :
T

B(t,,1) = TE[?I A(t,tl)[h(x°(tl),“,Z(tl),t1)

4T
%

- h(X°(tl),Y°(tl),Z(tl),tllIgl(X°(t),Y°(t),Z(t),t dt]

+ R7(tl,T) + R6(tl,T)

ol
T
2,18) R7(tl,T) = E[j R2(t,tl,f).g1(x°(t),Y°(t),z(t),t) dgl

tl+r

On peut alors écrire:
' T
B T = - ( ©
(t1,9 = B ] At [RGB, m2(1)), 1))

t

- h(X“(tl),Y°(tl),Z(tl)ﬂﬁﬂgl(X°(t),Yo(t),Z(t),t) at

+ Rs(tl,r) + R7(tl,r) + R8(tl,f)
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1

2,19) R, (t

8 l,T) = 1.E

ACt,t;) [h(x°(tl), 20t ), £

t
0
‘)
tl+T
= h(xO(ty), YO(t), B(ty),t)]g (XO(1),Y0(1),2(1),t)dt }

Le lemme 2.9 résulte alors de la définition de y(t} par 2,17) si 1'on dé-

montre que

> 0 R i'Rg(tl,t)
T >0 T T » 0

1
= R7(tl,r)

> 0

Les lemmes suivants permettent de démontrer ces propriétés.

. 1.,
Lemme 2.10 y t, € T - R8(tl,r)

> 0
1 >0

En effet de 2,19) on tire, utilisant 1‘'hypothése hl’ les inégalités 1,7)

et 2,1u) -
tl+T tl+T
. KT ( , _ L KT | . , ‘ -
[Rgty, ) lcke T.E{J G(xo(1),z(t)dt} = Ke d E[G(X°(t),2(t))]dt
1 1

E[@(Xo(t), Z(t))] étant uniformément borné sur T, le résultat du lemme

est immédiat.

L'utilisation du lemme 2.8 permet de décomposer R7(tl’T) en la somme de

3 termes
R (t,1) = Tl(tl,T)+T2(tl,r)+T3(tl,T)
T
ol Tl(tl,T) = E{j gl(X°(u),Y°(u),Z(u),u)(R(u,tl,r)+S(u,tl,1))duk
T+
T
T (ty,1) = E{J gl(X°(u>,Y°(u),z(u),u).Rs(tl,r)A(u,tl))du}
tl+T
T
Tty = E{J g (X0 (w), Y0 (1), 2(u),u) R, (t;, AU, t,) du}
T T ‘
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Lemme 2,11 V¥ Ty €T %'T (tl,t) —s 0

1 > 0

En effet d'aprds 1,7) et les lemmes 2.5 et 2.6 on peut écrire :

T < T, =

T
[
J E{G [:X°(u) ,Z(w)] }du
o

T
o |
RFSSTRRR: | a(xew) ,7(u) (we'cw'#)}*\-(wewt,ﬁ)z
i,

Cette inégalité permet de conclure immédiatement.

Lemme 2.12 : pour presque tout t, élément de T:%‘Tz(tl’T)

-
¥
o

Nous adopterons, par commodité, les notations suivantes
o (e} = Loivo ) PR .
h(XO(t),¥°(£),2(t),t)= h(.,t),g (X°(£),Y°(t),2(t),t)= g (.,t) 3

compte tenu de ces notations et de l'expressicn de Ra(tl,x),Tz(tl,rf
s'écrit :

T Tttt
T (tl,r) - B} gl(.,u).A(u,tl)du.J (h(.,*,) - h(.,v)) dv}

2 1
t.,+71 t

1
1'absence d'hypothéses de continuité sur Y°(t! nécessite comme au lem-
me 2.3 1'emploi du lemme 2.1. Pour ce faire nous devons décomposer

T2(tl,r) en posant

’ )Tt . . " - n .
T, (T, =Tt (4T (DTN 1)

t.+T T T+ T
(1 [ 1. (1 (o1 ,

Té(tl,v)=5{; h(.,ty)dv| g (. ,uAlu,t )du-|  hi.,v)dv] g (.,u)A(u,v)du}
LS ' J’—t 1. iy R

1 1 1
T ftl+rl (tl*T T
ol Tt ,f):E%] h(.,tl)dvg g (.,u)A(u,tl)duE+E{| h(vv)dvl gl(.,u)A(u,tl)du}

Ty Ty Jtl Iy
ftl+1 fT L

Tg(tl,t):E{ h(.,v)dv g (.,u)(Alu,v) - A(u,tl))du}
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majoraticn de T!(t,,T)

—_—

Si 1'op pose I(t)=E h(.,t). | g (.,wA(u,t)da]"

i
:

Té(tl,:) siéecrit : Té(t;’ = {¢ | @ttl) - I{v) I de
or d'apréds 1,5), 1,7) et 2,1l4)
I & BE(HIXTO,Z{8i0 1 GIXO(v),2(v)) avt s
d'ou T
. r, =1/2 |— <, T1/2 KT
HH\krEJQWtLﬂr%! 'P(!OUWVLHVHvT: -
: 74 L) ‘ R

. 2, .. y ) o . -
Le Frir jue E[ﬁ (20000,2(r M 1 scir unifarrédment bore< anr T entraine

la méme propriété pour I(t). Le lemme 2.1 assure alors que

i
T

=3
)]
-+
-
w
4
N~

]
b

pour presque toute valeur d

[

majoration de TU(t ,¢:
' 1

<

1,5),:137) et 2,14) entrafnent que
o o S R 1
(1

T (v 1) e2eNELET a(¥°(u),2(u)) H(XO(v),2(v) ) du dv
AR SRR L

o
T! KT ﬁzl)ﬁ? "kl‘ft I o 7(u) S (v N
|Ti(t ,c)]g 2 E J | {E[G(X®(u),2(u))H(X®(v),Z(v))] 1u dv
4
10hH

carré on a f-T;(tl,:) —_— 0

g 1
{ O0gveTl t i >0
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majoration de T;'(tl,T)
1,5), 1,7) et 2,14) entrainent que :
. 2KT yfti.*-t;[‘
ITyrce,Oleke®™ B | 6O, 2)E(X(v),2(v)) (v—£)) dv du
J‘tl t, ‘
d'ou
t.+t T S
S 2KT o o I )
TE +,T)|skre E [6(X°(u),Z(u)H(XO (v}, 2(v)) ]du dv
t ‘o l
1
l .
donc —T"'(tl,f) > 0
T T + 0
Lemme 2.13
vVt €T %—Ts(tl,T) > 0
T - 0
T
f .
T,(t;,7) = E [ ] g (X0(u),Y0(u),2(u),u) Alu,t;) du. -
T, +T
rtl‘!'T o o
| (P (v),m,2(v),v) - h(XP(t),m,2(¢,),t,)]dv]
‘T
1

1'utilisation de hl’ de 1,7) et de 2,1&) permet d'écrire :

.

T t.+°
; I it T - -
T_(t ,r){sKeKTBtl G(X°(u),Z€u))du.J |Xp(v)—Xp(t Y+ Z(v)-2(t Y+(v-t vl
fo] 1 J 1 I 1 l_i ;
o ' T i
1
d'ou .
T rtl+ T r
. o KT . . .
EACHRING ! J ELQ(XC(u;,z(u))(gxP(v)-xP(tl)|+ et
o t;

+z2(v) - Z(tl)i+(v.—.tl)%} du dv.

Puicque E LG(X°(u),Z(u)i] est uniformément berné sur T, on est alors

ramené d une majoration du méme typeé que celle de Ri(tl,T)

donc & T (t,,1) > 0
- —
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- les lemmes 2.3 et 2.9 joints & la conditicn

alt,,t) + B(tl,T) 2 0 TTR 0
1 i

permettent d'achever immédiatement. la démonstration du théoréme 2.1.

Il reste 3 démontrer le résultat

Jemme 2.14 presque sGrement y(t) satisfait a 2,1)

Le procédé de résoluticn par approximaticns successives, de l'équation:
T
g o I Y ST (v Y v
ACt,u) = 1 +| A(v,u) h7|[X%(v),Y"(v),2{v},v]dv
U
montre que A(t,u) satisfait 4 cette équation presque sfirement quels gque

solent t et u

Donc A(t,1), qui est la résclvante d'une équation différentielle liné-
aire satisfait aussi & :
N N l fo) S . 3.
p-s. A{t,u) = 1 +| A{n,v} h™{X°(v),Y(v),z(v), vidv v oy et t
U

utilisant la d&finition de y(t) on peut alors écrire

T
[ . , .
p-s. p(t) = —; gl(Xaiu), Y°(u), Z{u), u)du - ...
t
T 15
[ / . 1 o lroc,
—J du } Afu,v)h (X°(v),Y%{v},Z2{v),vig [Xc(u),YO(u),Z(u),u}dv
T T

les majecrations des fonctions intervenant dans 1'intégrale double per-

mettent une interversion de l'ordre d'intégraticn ; ce qui cenduit a :

T
peo. ylts = - g (%0(1),¥0(u),2(u) ;uddu ~ . ...

o by
i i

hl(XO(V),Y°(V),Z(V),V)dv§ gl(XQ(u?,YQ(u},Z(u),U)A(u,v)du
]

|
!
iy "

et 2,1) résulte immédiatement de la définition de y(t).
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3. Applications du théoréme 2.1 & deux classes de stratégies

Montrons comment le théordme 2.1 permet d'obtenir pour certaines classes

de stratégies des résultats plus fins.

a. Cas ou C est l'ensemble CM

Pour toute valeur de t, At est alors l'ensemble A de toutes les variables

aléatoires définies sur (2,01) et 3 valeurs dans F.
Soit C) 1'ensemble de mesure nulle de T pour lequel la condition 2,2)
n'est pas satisfaite j; on montre que, sauf pour T, élément de {T -0
on a presque slrement :

3,1)  g[xo(ty),m,2(t), ty] - w(t)) h [X°Cty),m,2(ty), Y >
g[X°(t)),¥0(t),2(t )5t ] - wlty) h[xo(try), Yo(t;),2(t,),t,]
quel que soit w élément de A.
En effet sinon pour au moins un élement de {T - C)}il existe un sous-

ensemble mesurable¢%bde ¢ de mesure positive et uume variabie 7' 3d va-

leur dans F tels que :

Sur(%%:
SD(O(tl)’“"Z(t)’tlj - ;p(tl).h EXO(tl),‘:r',Z(tl),tl] <
4

g[ " Yo(tl) n 1" Yo(t_]_) n 7

7! sur 5@

Y°(tl) sur E 5@

Soit alors " définie par : 7"

_“,"

1]

I’
puisque sur L%
3,3) g[xo(tl),n",Z(tl),tl]~ p(ty).h [X°(tl),w",z(tl),tl} =

1" Yo(tl) " " Yo(tl) u
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On déduit de 3,2) et 3,3) par calcul des espérances mathémartigues que pour
H ] 14 9 q
7' la condition 2,2) n'est pas satisfalte, ce~qui 2t impossible. La con-

dition 3,1) est donc vraile dans les conditions mrécisées.
On a donc le théoréme

Théoréme 3.1. Une condition nécessaire pour qu'un élément Y°(t) de C, au-

M
quel correspond X°(t) scit optimal est qu'sriste ) satisfaisant pres-

-queysieament 3 2,1) et telle que, pour presque %tout T élément de T, on

ait presgue slrement

g[x0(t),m,2(t),t] - w(t).h [XO(t),r,2(1),t] »
g [X0(),Y°(t),2(t),t] ~y (t).h [XO(1),¥°(t),a(t),t]

Quelle que soit ¢ variable aléatoire 3 valeurs dans F.

b. Cas ou C est une classe ¢, de stratégies adaptées

Cet exemple important a été introduit au § 1.7.

Soit Ca la classe de stratégies correspondant au sous-ensemble Tl de T
des temps d'observation ; on désigne par {at, t < T} la famille croissan-

te de sous g-algsbres de (U définie par la donnée de T..
i

At est dans ce cas 1'ensemble des variables aléatoires i valeurs dans F
mesurables par rapport a G/+ , ol O,+ désigne la s“-algeébre intersection
T t

des CLS pour s > t.

Pour les applications, il suffit de se limiter au socus-ensemble A't de At

constitué des éléments de AJr qui sont mesurables par rapport a CL%.
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On déduit du théordme 2.1, le théoréme suivant

Théordme 3.2 : Une condition nécessaire pour qu'un élémept Y°(t) de C_

auguel correspond X°(t) scit optimal sur Ca est qu'existe y(t) satisfai-

sant presque slrement & 2,1) et tel que, pour presgue toute valeur ge b

sur T , on ait presque sirement

— ~1

E l_g [ﬁXO(t),w,Z(t),t] - (1) hEXo(t-""’Z(t)af]!(.Lt'
3,4) h
E [g [o(ty, Yo(t),2(t),t] - () R XO(1), Y9 (1), 2(1),t ]

>

a

¢
.
N

| R

T

quel que soit 7 élément de A'_

Désignons encore par C) l'ensemble de T pour lequel la conditicn 2,2) du
théoréme 2,1) n'est pas satisfaite.
nd ce

Montrons que :y t€ \T -Qﬂj la condition 3,4) est satisfaite. En effet

sinon il existe au moins tl€ (T —E» et fig A‘? tels que

E g Xo(t.),02,2(t0,6,] ot )b Kot ),nhzt, 0,5 T dL, | <

i 172 B 172714 17 1°° ) 17071 (i’tl
L_
3,5)

| C N
B folxe0e)) w000 ),200 )56, ] - we G Y e 2 e T g |

sur un élément J» de CL% de mesure non nulle. Soit 13 wvariable aléatcire
‘1

na si w € é%?
- ={
Yo(t,) si we[J@—

b . . ..
n ainsi définie :

Il est évident que b est élément de A't .
1
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Il résulte de 3,5) que

E g [x°(t1), ﬂb,Z(tl),tl] - w(tl).h[X°(tl),ﬂb,Z(t15,tl]Ilel

- < w ééﬁé

E| " Yo(t) " " ) g,
1

3,6)

S 0

~ b . . .
E g]:x°(tl),n ,Z(t.l),tli - w(tl).hLXO(tl).nb,z(rl),tl]!a,t

E [ B Yo(tl) " " Yc(tl) 1" icbt

1~

On déduit de 3,6), par calcul des espérances mathématigues
E [ xo(ty) bZ(’r)t]—w(t)thO(t)rbZ(t)1‘:‘f
g__ Ll’ﬂ"l’l l.‘- l,y, l,ll
. 1
o] pvde) - Yo o+ 7(
E E; [ x0(t),Y (tl),z(tl),tl] p(E ) XO(t ), (bl),é(tl),tl]J

ce qui est en contradiction avec le résultat du théovéme 2.1. le théo-

réme 3.2 est donc wvrai quelque soit t élément de {T—~G§}.

Remarque : l'utilisation du théoréme 2.1 ne permet pas d‘obtenir un ré-
sultat aussi fin que celui du théoréme 3.I. En effet si on cherche,

pour 7 & A't , le sous—ensembleé$<ﬂa Q défini par
l -

g [xoulm,zul),tﬂ

- w(tl).hE@(tl) ,n,z(tl) ,t

1

—

Yo(tl) " 1" Yo(t1) o

0
I~ 1T

S—

5ﬂé n'est pas forcément élément de CL% . La variable n' définie par
1

T sur éﬁs
Yo(t) sur Cﬁﬁ%

n'appartient donc pas & A‘tl en général. On ne peut douc pas utiliser

la méthode de démenstration du théoréme 3.1.
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Modifications d'hypothéses

Le théoréme 2.1, et par conséquent les théorémes qui en découlent, peu-

vent &tre démontrés sous des hypothéses différentes.

- Dans le cas ol les fonctions g et h sont telles gque les expressions

T, +7
1
l/TEJ [h[XP(6),m,2(0),8] - h[XO(t;),m,2(t)),t ]} at
1
tl+T
1/TEJ {el¥P(e),m,20),¢] - g[xo(r)),m,z(r) e ]} at
t
1

tendent vers zéro, lorsque 1 tend vers zéro, pour tout élément t de T,

sauf sur un ensemble de mesure nulle de T qui ne dépend pas de m ,il est

inutile de supposer que Z(t) est une fonction aléatoire continue en
moyenne quadratique. Il suffit de supposer quellZ(t)H est uniformément
bornée sur T. En effet 1l'hypothése de continuité pour Z n'est utilisée
que dans la majoration de R"l et T3, expression ol interviennent 3,7)

et 3,8).

Dans ces conditions il suffit que h satisfasse d une condition de Lip-
schitz uniquement par rapport & x, que l'hypothése h3 soit satisfaite

et que les inégalités 1,4), 1,5) , 1,6), qui assurent l'existence des
diverses intégrales utilisées dans la démonstration, soient aussi satis-

faites.

Ces diverses hypothdses sont vérifiées dans le cas important ou g et h

sont de la forme

H

h(x, y, 2z, t) = al(t)x + B(t)y + (t)z

a(t)x? + bt)y?

glx, y, z, t)

ol 038 3 y; @ et b sont des fonctions de t mesurables et uniformément

bornées sur T.



III-32

En effet 3,7), par exemple, s'écrit alors

t.+7 t =
f t P \T o 1 [ -} ‘-
1/~ alt) EfX¥(t) - Xo(tlfj dt + 1/1] ;u(t) = alr,yy BI{ZO(e,))dt+. ..
4 + — ~ 1 -
to+T Lt
(ir . r |
L/7 | B{t)-8(t )|.E{(r)dt + i/« L) EQZCeY) - () B(Z(t fdt
i/ J B )-8( l)j {m) 1/ | RECOIRAVAGS! () (A\tl))[u
t
! 1
2t le vrésultat concernant cette expreciisr dacoule des lemmes 2.1 et 2.7,

Les hypothéses portant sur les fonctions g et h, qui permettent d'assu-
rer que les expressions 3,7) et 3,8) tendent vers O dans les conditicns
précisées, sont difficilement exprimables de facon simple ; sinon il se-
rait avantageux de remplacer les hypothéses du § 1 par celles gui ont
été formulées ici.

- Sans modifier les hypothéses concernant g et h, on peut remplacer cel-

les imposées au processus Z par

|12(t)]| est uniformément borné sur T

Z est a accroissement non corréils, c'est-a-dire que

Y Sy1s Sy Tl’ fQ €T tels que S, < tl $ S, - r2
Bl [z0t) - ats D] [z(e)) - (s PIY = B ‘o) - 2s )t - E {z(tl) - 2(s,

On sait alcrs(consulter [é] par exemple)qu'existe une fonction F(t) bor-

née telle que

E ! i@(r) - B(Z(e))] - [a(s) - E(Z(s))]!g',»: F(t) - F(s)
: i *

)

1

{
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L'utilisation de 3,9) permet de montrer directement que

']; R”l(tls'f)

T

1 o
> 0, T (t) 1) —— T

T —->O '[-*O

pour presque tout t élément de T.

I1 suffit en fait de le démontrer pour le terme

T+t )
Uty,1) = [ |12(t) - Z2(t )| 4t
1
on majore d'abord ||2(t) - Z(tl){i par
: 212
Hpu)-mqu-[zﬁ)-mHQN]H+Emmﬂ>-mmHMgy
- - J
< (Pt - B Y 4 B - B(z(e))) |
d'ou
T o+1 T, +T -
1 1/2 1
u(tl,f><J (F(t) - Fe, 0™ 2ar +J B(2)) - E(2(x)) |dt
Y Y
En appliquant 3 la premidre intégrale 1'inégalité de Schwarz il vient:
ti+e ' 1/2 T+
Uty 1) < /?‘{J (F(t)-F(ry))dt} +JT |E(Z(£))-E(Z(t,)) |dt
t -
1 1

La propriété découle alors immédiatement du lemme 2.1 si on remarque

que F(t) et E(Z(t)) sont des fonctions de t uniformément bornees sur T.

- Les hypoth&ses peuvent &tre considérablement réduites dans le cas ot

l'on se limite 3 des perturbations certaines ; il suffit que “Z(t)”

soit uniformément bornée sur T et que les fonctions g et h vérifient
des conditions de régularité moins restrictives. On peut alors démon-

trer un théordme qui est l'équivalent du théoréme 2.1.

On utilise en effet, sauf pour Riﬁtl,r) et T3(tl,1), la méme démonstra-

tion.
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Pour montrer que %'Rx(tl’T) et %T3(tl,T) tendent vers zéro lorsque t tend
vers zéro, on utilise le lemme2,1,, L'ensemble de T pour lequel la pro-
priété n'est pas vraie dépend en général de la perturbation m utilisée ;
mais, puisque 1 est, dans ce cas, un élément de F, on peut déterminer

une suite de perturbations partout dense dans F, Pour 1%ensemble de ces
perturbations la propriété est encore vraie, sauf sur un ensemble de me-
sure nulle de T. Si les propriétés de régularité de g et h permettent
d‘étendre le résultat, par passage 3 la limite, 3 toute perturbation,

nous obtenons bien le théoréme annoncé.

Ce théoréme est insuffisant pour démontrer les théordmes 3.1 et 3.2 et se
P ~ a2 - P . © . . o

revele sans grande utilité pratique. Il permet toutefois de mieux saisir

les difficultés propres aux modéles stochastiques.

4, Utilisation des résultats des § 2 et § 3

Montrons quelques applications simples des résultats des paragraphes 2

et 3. Sous les hypothéses formulées au § 1 on a :

lemme 4.1 : il existe deux constantes M et N telles que

LR an a2

o] | < o] < N ter

la premiére inégalité constitue en fait la remarque 3 du § 1, la deuxid-
me se démontre de la méme fagon en utilisant le fait que ¥ est solution
de 2,1) et que les fonctions gl et n' satisfont aux inégalités 1,3) et
1,7).

lemme 4.2 : il existe deux constantes M' et N' telles que :

et

[[XoCt) = xo(e") |} <« M |t=t"| | |w(t) = (") |] & N'|tr=t'] tET

En eifet :
t
p.s. Xo(t) L ¥o(tt) =J hfx°(u), Yo (u), Z(u),u]du
tl
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et d'aprés 1,5)
t

D.S. [xo(t) - xo(t")] 41 H[X°(u), Z(u)ldu ~
1
le résultat concernant X° se déduit immédiatement de 1"inégalité précé-
dente en utilisant le lemme 4.1 et les hypothéses faites sur Z.
Les mémes techniques conduisent au résultat concernant V¥,
Restreignons nous d une classe Ca de stratégies adaptées qui soient de
plus continues en moyenne quadratique sauf en un nombre fini d'éléments
de 1'intervalle T ol 1l'on suppose qu'il y a seulement continuité en moyen-

ne quadratique 3 droite. On démontre le résultat suivant

Proposition 4.1 :Quel que soit t élément de T on a nécessairement

E [gI:X°(t),1r,Z(t),t] - ¥(t).h [XO(t),Tr,Z(t),t]‘J
4,1) 2

E l:g[x°(t),Y°(t),Z(t),t] - w(t).h[Xo('t),Y°(t),Z(t),t:l]

\

Quel que soit e A

L

D'aprds le théoréme 2.1 la condition 4,1) est vraie pour tout t élément

de : (T -®) ol C) est un ensemble de mesure nulle de T.

Soit alors 8¢ C) ; 11 existe une suite {ui} monotone décroissante d'élé-

ments de (T - (® ) convergeant vers 6

Quel que soit i on a donc

E [g[X°(ui),ﬂ,Z(ui),ua—‘P(ui).h[?<°(ui),",Z(ui),ui:l}
4,2) , B
E [éEX°(ui},Y°(ui),Z(ui),ui] - w(ui),h[&°(ui),Y°(ui),Z(ui),ugi}

L'hypothise h, permet de montrer, en utilisant le fait que X°(t) et



“
w
A

5) E[:w(ui).h(Xc(ui),Yo(ui), Z(ui),ui)]
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Z(t) sont des fonctions aléatoires continues en moyenne quadratique,que:

E[g(X°(ui),T¥ ’Z(ui),ui)]“'”_"""> E[g X°(8),m ,Z(e)r@-‘}]

10

Ln utilieant en plus le fait que Y°(t) est continue 3 droite en moyenne

quadratique on démontre de la méme facon que

Elg(xe(uy),¥0(u;),2(u;) ,u,)] > E[g(X°(8),Y°(8),2(8),8)]

1w
De méme 1'utilisation de hl permet de montrer que

el w(ui).h(xo(ui),n,z(ui),ui)j Toe E[w(e).h(X°(e),n,Z(e),ezj

il suffit en effet d'écrire la différence des deux membres de 4,5) sous

ia forme

EfCulu ) - u(e)) h(XO(u Y y7,20u;)5u)] +

E[ lpke).‘Ih(Xo(ui),ﬁ,Z(di>,dl> - h(XO(S)aﬂsZ(e):e>}]

et d'utiliser en plus les résultats des lemmes 4.l et 4.2 concernant V.

Enfin de méme

T2 Elv (8).h(X°(6),Yo(8), 2°(8),0)]
H33) 4,4) 4,5) 4,6) permettent en passant d la limite dans 4,2) d'obte-

nir immédiatement le résultat du lemme.

Les conclusions du théoréme 2.1, sont donc valables, dans ce cas, pour
toute valeur de t. Ce résultat s'étend aux théorémes déduits de ce théo-"

réme ; les théordmes 3.1 et 3.2 sont aussi vrais pour toute valeur de t.

On peut appliquer ces résultats 3 l'exemple défini par
a(t)x + g(t)y + z

: 2
a(t)x™ + b(t)y2

! h(x, y,z,t)

g(x‘9 yﬂzﬁt)
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ol les fonctions a, B, a et b sont définies et continues sur T, donc bor-
nées. Comme nous l'avons déja remarqué le théoréme 2.1 est applicable a
cet exemple ; la proposition 4.,l. reste vrale car les conditions de con-
tinuité imposées aux fonctions a, B, a et b suffisent 3 prouver que 4,3)

4,4), 4,5) et 4,6} sont -encore valables,

Si nous supposons que 1'ensemble TJ des temps d'observation est consti-
tué par une suite finie strictement croissante {ti} d "instants
(i =0,1,...,N) telle que toi= C, tN = T, et s1 les observations concer-
nent uniquement le processus Z, la propriété suivante, oﬁcg.désigne la

)

6 -algébre engendrée Par 7(t,),...2{t (i =0,1,...,N-1), donne une

pe

condition nécessaire d'optimalité

Proposition 4.2 :une condition nécessaire pour gue Y°{t) soit une stra-

~

tégie optimale est qu'existe Y(t) satisfaisant & 2,1) et telle que, pour

tout t élément de T on ait presque siirement

E fact) [xo(6)]? + blo)n” - p(r) alt) xo(t) + B(t)m + z(t)] Ay }
4,7) >
E {a(t) [xo(£)]% + b() [Fo0)]? -w(e) [alt) x0(£) + 8(t) YO(t) + Z(¢)] la;

t.
1+1

/n

. <
tl t

pour toute variable aléatoire T mesurable par rapport 5(11

Cette prcposition découle de la proposition 4.1. de la méme fagon que le

théoréme 2.3 découle du théoréme 2.1.

Nous allons utiliser la proposition 4,2 pour préciser certaines proprié-

tés des stratégies optimales,

Nature des stratégies optimales

Nous supposons que I est un intervalle fermé [g,m] de R et que b est une
fonction positive de t ; il existe donc une constante k > O, telle que :

k < b(t) t €T
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Enfin, nous supposons que X(o) = O.

On désigne par u(t) la fonction ainsi définie

() = &L +
b(t)

u(t) est une fonction continue et bornée sur l'intervalle T.
Soit Y(t) la fonction aléatoire réelle définie par

# :

Y (t) = ut) E[ o(T) | Qy]

< 1 3 s
tooet Lt i

Hi

|
|
!
|
; 0,1,...,N=-1
i

Lemme 4.3 : Y*(t) est continue en moyenne quadratique en tout point de

l'intervalle T sauf éventuellement aux points t. (i = 0,1,...,N-1) ol

P

il y a toutefois continuité d gauche.

it T H S < 1, ; . élé tot! : s
Soit en effet ; <t j41 3 pour tout elément de ]tl’ tl+l[:0n

peut écrire
v*e) - vHe) = ult) E[:w(t),CLil‘ u(t') E[:w(t')!Cij

d'ou

YR - v¥e) = (o) - uGeJEL ) ja ] + ult) E[w(t) - vt | ag]

LCes propriétés de projection des espérances conditionnelles, on déduit
1'inégalité

Vi, % oL . i 3 i i
Py =y L pule) e e @[]+ juCen) e ple) = (e

esultat <u lemne est alors la conséquence des lemmes 4.1 et 4.2 et

des prepriftis de 1z Ffonction ul(t).
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Sit = t. on peut utiliser le méme raisonnement avec ti g < t' <t, ce

qui achéve de démontrer le lemme.

tes péouitats précédents permettent d'énoncer la proposition.

Propositicn 4.3: toute stratégis optimale Y¥o{t) est nécessairement dé-

finie de la facon suivante : pour tout élément t de T cn a presque-si-

rement

» . .
yo(t) = YNt) si Y (t)e [2, m]
*
4,8) vo(t) = g si Y (t) < 2
*
Yo(t) = m si Y (t)> m

de plus Y°(t) est continue en moyenne quadratique

La condition d'optimalité 4,7) peut en effet s'écrire

b(t)n? - g(e)m E[(e)] Ay 2 b(e) [F(6)]% - a(r) Yo(e) B[ w(t)|ay]

la condition : b(t) > O, entraine immédiatement le résultat donné par

4,8).

Enfin la propriété de continuité s'établit ainsi : quels que solent les

éléments t et t* de T on a :

lvo(t) - v | < YT (o) - YH(e)|
d'ou
[|ve(t) - vo(e) ] < [T ) - YIen ]

Le pésultat se déduit du lemme 4.3, en utilisant aux points ty 1 'hypo-

thdse de continuité & droite des stratégies.

~rdons pas ici la question de l'existence dfune solution qui

ZLara

£e au chapitre suivant pour des problémes voisins.

on effentive de

b

Nous allons conclure en monirant comment 12 déterminat

la solution fournie par la proposition peut &tre envisagée. On remarque
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qu'en fait 1'équation d'évolution et l'équation 2,1) permettent d'écri-

re respectivement, pour toute valeur de i :

T
EReo) 1 a,] = ;( o). BERoG) [ a;] + gw) v2(w) + EBw)| Ag]} du
o]
T
EMe) | Gy l= | {2aw BROIA,] + a(w) B[ Ww) Qs 1t du

i..l
n
t
'.J .
+
'_..l

Le prcbléme se réduit donc, pour chaque valeur de i, a4 déterminer les
trois fonctions de Z(ty),... Z(t;) et de t que sont E[X°(t)] Gﬁj
Yo(t) et E [}(t}!(li] , & 1'aide du sytéme
v t
[ _ . _ , )
Efxo(0)] a4] = latw ER (W] + 8o + E[Z(w)|a ]} du
J

e]

T
Ev(t) ] = [ {-2a(uw) E[Xx°(w)[ Q] + atu) EL v(w ]} du
(s) %

Yo(t) = ue) B fi(o)ja,] siuw) e[un)la] e [4n]

Yo(t) = ¢ si u(t) E[¢(t)la/i] <%

YOo(t) = m si u(t) E[w(t)]a,i] > m
ety

La résolution du systéme (S) nécessite la donnée supplémentaire de

Elztwia,].

Il est intéressant de noter que le systéme obtenu pour les fonctions
aléatoires E[}Q(t)i Cbi]’ vo(ty, EijW(t)| aﬁ] est semblable au systé-
me obtenu par 1'application du principe du maximum au probléme déter-—
ministe déduit de celul traité dans ce paragraphe par la suppression
du processus Z{t). Cette analogie sera confirmée dans le chapitre IV

consacré a l'étude plus détaillée de certains exemples,
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Chapitre IV

Exemples de modéles & avolution continue

1. Les problémes é&tudiés

Ce chapitre est consacré a l'étude théorique d'une catégorie
importante de problémes de contrdle stochastique. Ces problimes, définis
par des lois d'évolution de capactdre lindaire et des critéres économi-
ques de type quadratique, entrent dans le cadre du formalisme introduit
au chapitre précédent. On peut donc utiliser les héordmes de maximum
que nous avons démontrés afin de caractériser les stratégies optimales -
Lec théordmes de maximum ne donnant que des conditions nécessaires d’op-
timalité, nous consacrons d'abord un paragraphe 3 1'étude de l'existen-

2

ce 3 priori et de l'unicité de solutioms pour les probidmes étudiés.

Nous dégageons ensuite, gréce aux théordmesde maximum, des
propridtés des stratégies optimales et indiquons comment la résolution
effective de probldmes particuliers peut &tre envisagée.

La fin du chapitre est consacrée a 1'étude de certalnes ex -
tensions ; on envisage en particulier le cas ol des contraintes sont im-

posées 3 1'état final du systéme.

Comme précédemment, nous nous limitons, dans le but de sim-
plifier 1'exposition, d des problémes ne faisant intervenir que des gran-
deurs scalaires. Nous verrons d'ailleurs que la résolution de certains

probldmes conduit tout naturellement a 1'introduction de vecteurs.

L'essentiel des vésultats des paragraphes 2,34 est donné-
dans [1] .

Les problémes présentés sont des exemples de la théorie déve-
loppée au chapitre précédent ; nous utiliserons donc les notations de ce

chapitre.
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Les fonctions g et h sont de la forme

g (xy, vy, 2, ) = Q(t) %2 4 RE}) y2

1,1)

h (x, y, 2, t) = A(t) x + B(t) y 4+ z

ol Q, R, A, B sont des fonctions données de t, définies, mesurables, bor-

nées sur l'intervalle 7.

On suppose de plus que

VterT Q(t) 20 , R(t) >0

La fonction aléatoire du second ordre Z(t) est telle que

sup ||Z(t)]|] < + =
teT

Les stratégies Y(t) sont soumises 3 la contrainte

1,2) [YCe) | < . -

pour presque tout &lément t de T ;)\ est une constante positive donnée.
Nous supposons, pour simplifier 1'exposé, que : X(o) = 0. Il n'y a aucune
difficulté 3 étendre les résultats exposés dans la suite au cas oi X(o)

e€st une variable aléatoire donnée du second ordre.

Les observations sont faites uniquement sur les réalisations du processus

Z(t). Deux catégories de problémes sont envisagées

a. L'ensemble Tl des temps d'observation est 1'intervalle T. On désigne
par Ca la classe correspondante de stratégies.

Le problémes, noté probléme (G) dans toute la suite, est le plus fin

de ceux que nous étudions.

b. L'ensemble T, des temps d'observation est constitué par une suite fi-
nie, donnée, strictement croissante {ti} (i =0, 1,...,N) d'instants
telle gue

t, = 0 ’ tN =T

On désigne parCLi la 6 algébre engendrée par Z(to),...Z(ti)
{i = 0,1...,N-1) dans O .
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La classe des stratégies ainsi définie est notée Cg ; on rappelle que
toute stratégie Y(t) est alors mesurable par rapport d O, pour

+ < < .= as e -

g St St (i =0, 1,...,N-1)

Le probléme correspondant est appelé probléme (D) dans toute la suite.

Puisque, pour toute suite {ti} , la classe 'Ci est contenue dans Ca,les
proplémes (D) représentent une discrétisation du probléme (G).Les pro-
bldmes (D), dont la résolution effective peut &tre entreprise, sous cer-
taines hypothéses assez générales, permettent d'envisager une approxima-
tion du probléme (G). |

Cette possibilité d'approximation est développée au § 5.

2. Théorémes d'existence de solutions pour les problémes (D) et (G)

Pour les deux catégories de probléme, d une stratégie Y correspond une

fonctionaléatoire X définie par :
t

2,1) X(t) = ({A(u) X(u) + B(u) Y(u) + Z(u)} du -

et le critére 3 minimiser est :
T .
2,2) v [¥] =E J{Qm x2(t) + R(t) Y°(D)] dt

(o]
11 est intéressant de bien mettre en évidence le fait que le critére dé-
pend uniquement de Y par 1'intermédiaire de 2,1) ; d'ou la notation
v [Y] . v est alors un opérateur défini sur des sous-ensembles de 1l'es-

pace de Hilbert 582[{2x [0,T] } des fonctions aléatoires réelles U(t),

0 ¢ t g T, mesurables et telles que

<
T
2
E J [U(t)] " dt <+
% o
Soit Jcet espace de Hilbert.

Remarquons que Ca et Cg appartiennent au sous-ensemble C de% défini

par :
Y(tye C <= ||Y(t)|| < A pour presque tout t élément

de T .

C posséde des propriétés trés simples
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lemme‘?,l(?est un sous-ensemble borné, convexe et fermé de gg

r

La premiére propriété est évidente,

La deuxiéme découle immédiztement de 1'inégalité de kowski.
g

Min
Pour démontrer la troisidme , on considére une suite [Y_} d'éléments de

n
C qui converge, au sens de la norme de , vers un é&lément Y de ,}ors-

que n augmente indéfiniment.

¢ T
De Do, o -y ()] >0
6 n -+ o
] P < i RN “ .
et ] Hy (o] - Hx’git);z ;§ Wy (o - Y, (0]
on déduit :
, . . oo 12
: oo v . i - - > :
{! ]]Yn(t)tg 1!*2)(’[_)“ ! dt ————— 0
0
Ti P O
Puisque !!Yn(t)ig < A pour presgue tout t élément de T , 2,3) en-

traine que Yk posséde la méme propriété, donc appartient a C. C est donc
fermé.

-

. o ‘s . . d
Dégageons une propriété, utile pour la suite, des classes C,et C_ .

. t 21 v . d.
lemme 2.2 De toute s ive d'éléments de C_ {(respectivement Ca) on peut

extraire une scus- sulte convergeant faiblement vers un élément de C

(respectivement C ).

Soit en effet iYn} une suite d'éléments de C .{Y } étant une suite d'é1é-
P © - hl
ments de C on peut extraire de cette suite une sulte partielle notée {Yﬁf

convergeant faiblement vers un &lément Yjz de C .

Soit Y! 1la fonction alfatoire définie par :
X

1 = ] RNl
vl = E[Agihjigjti t €7
Y' est élément de Ca’ car d'aprés les propriétés contractantes des es-
X
pérances conditionnelies la contrainte 1,2) est satisfaite.
De la propriété: -
< (‘l
v vege el {¥ (o) - v, (e3} vio)] at > 0
P / ) n - ©
on dédult : T © -
{ bar e
b (EL{Y,, - ¥ (VO] O] |dt > 0
[ - - n =+ ®



d'od pour tout &lément V dequmesurable, pour toute valeur de t, par rap-
port & Q.

. L

n > «

T
2,4) J E [{Yn.(t) - Y! (t)} v(t)]at=——— 0
[¢]

{Yn,} converge faiblement vers Y' , d'aprds 2,k4), puisque pour tout &lé-

P L
ment V de%on peut écrire :

T T
j E [{Yn,(t) -y (t)} v(t) ] at = I E[{Yn.(t)—Yi (t)IE{V(t) aJt}]dt

e} (o)

. L. . d -
La démonstration est ainsi termin€e pour la classe Ca ; pour Ca la méme dé-

monstration s'spplique en divisant l'intervalle T en les sous-intervalles
[ti’ ti+l:] ‘

Etudions les propriétés de l'opérateur v ; il est facile de montrer que v
définit une application continue et convexe deg dans R. On peut alors dé-
montrer des théorémes d'existence de solutions par des techniques exposées
par exemple, dans Bﬂ . Néanmoins, nous préférons utiliser une approche
directe, tenant compte de la forme particulidre de v. Ia méthode que nous
utilisons s'inspire de résultats obtenus par L. Cesari [i] et [E] dans le
cas d'hypothdses plus générales, mais appliquées & des exemples & évolu-
tion déterministe. Ces résultats ont l'avantage de préciser la fagon dont
convergent vers une solution optimale certaines suites de stratégies. La
propriété essentielle est la propriété de semi-continuité que traduit le
lemme 2,3.
Nous nous consacrons uniquement au probléme (G) ; les résultats obtenus
s'appliquent facilement au probléme (D).
Soit vo = inf v Eﬂ

Ye Ca

Vo existe et est un nombre positif ou nul d'aprés les hypothéses et le fait

que Ca est non vide.

legme 2,3 De foute suite {Yn} d'éléments de Ca telle gue

v [t] —— vo

n -+

on peut extraire une sous-suite {Yn,} convergeant faiblement vers un €lément

Y° de Ca 5
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de plus
¥ ¢> 03 Ntel que t n » N =»

T T
2,5) v{?n‘j" v ?0]%“5+J QUEd [ X () - xc(t)5i2 dt + JR(t)]!Yn,(t)-YO(t)|[2dt

(] o

ou an et X° correspondent respectivement & Y et Y% par l'intermédiaire

‘de 2,1)

Démomstration : D'aprés le lemme 2.2, il existe effectivement une sous-

suite {Yn,} de{Yn} convergeant faiblement vers un élément de C, noté Y°.
Evaluons la différence v [?n'j - v| Y°| ; D'une part
T T

2,6) J R(t){HYn.(t)H2 - llYo(t){|2 }at = 2u # LR(t).]!Yn,(t)—Y°(t)|[2 dt
] .

T
ou U, = L R(t) E {Y°(t)[ﬁYn,(t) - Y°(t)]} dt

R(t)Y°(t) étant un élément deﬂe il résulte de la propriété de convergence
faible que Un tend vers zéroc lorsque n' augmente indéfiniment.
D'autre part, on peut écrire 'de la méme fagon :

T T
2,7))( QY {1x_ (017 - o) |7} ar = 2 v, +J Q) [%_, (1) - xe(0) || at

o] (o]
T
v, - j Q) B {x0()] X_ (1) - x°(0)|} dt
Le]

n!

Or, d'aprés le caractére linéaire de 2,1) il existe une fonction bornée

K(t,u) telle que pour toute stratégie Y la fonction aléatoire X corres-

pondante puisse s'écrire %

2,8) x(t) = [ K(t,u) { B(w) Y(u) + Z2(w) } du
o
2,8) permet d'écrire : T T
Vo= J[Yn,(u) - Yo(u)]{J Q(t) K(t,u) x°o(t) dt'}du
° u

on conclue comme pour Un‘ que Vﬂ, tend vers zéro lorsque n' augmente in-
&

définiment.

De 2,6) et 2,7) on déduit immédiatement 1l'inggalité 2,5)
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On obtient alors le résultat :

Théordéme 2,1 : Le probléme (G) admet au moins une solution : la straté-

gie déterminée au lemme 2,3 est optimale et de prus :

o]
R{t) Yn=<t) - Yo{t)!l‘ dt = 0

2,92 1lim

Cqeple le lemme 2,3, i1l existe une sulte

ot

gni} de nombres mositifs '=idant vers

zore lorsque n' augmente indéfiniment, telle que :

<
)
T

<
n's T n’

de?,5) on déduit que pour n' 2 N

T ¢ T
o o 2. - 2
v Y] + } QO X, (o) - Xo(t) || at + 5 R&t)}lYn,(t) - yo(r) [ 17at & vote ot €
a 'D
d'o”
- — 2 = [ 2
v Y+ 1in O(t)HXD,(t)*—X‘*(t)H dt+lim | R(t}”‘(ﬂ,(t)—Yo(t)H“ dt < v, +€
4o )O R
et, € étant arbitraire :
F 2 [T 2
v YO 4lim| O ()11 y-xe(t) | “dt+lim | R(t)| i:_l,<+)-v0(t) |12 at < vy
- i in i | T
‘o /)
Le fait que v, scit optimal entraine que :
v [Yo] = vy
i (T 2l O T , 2
limj Q(t}%EXH,(t)~X°{t)i}“dt':’limj R(t)!%Yw,(t)—Y°(t)ll dt = O
o )

Yo est donc optimale et puisque les 1lim portent sur des quantités posi-
tives ou nulles, 2,9) est aussi démontré,

Remarque : Si i

. existe une constante peositive m telle que :

b

Qit)z m V te T .

2,9) prouve que la suite {Y_,} converge fortement, au sens de la norme

n
ie , vers Y°.

Je facon évidente, en utilisant le lemme 2,2}, on démontre pour le pro-
te,

blame (D) un théordme identique au théorame 2,1} @ la démonstration est
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exactement la méme.

Probléme de l'unicité : 35i 1l'on admet que deux stratépgies, différant
el 3

seulement sur un ensemble de mesure nulle de {I xT, sont identiques, on
peut Znoncer le résultat :

Théoréme 2.2 Si Q et R sont des fonctions 3 valeurs positives, sauf éven-

tuellement sur un ensemble de mesure nulle de T,les probiémes (G) et (D) ad-

mettent une solution unique.

. . ‘ N2
Le résultat provient de ce que, pour presque toute valeur de t, Q(t)x
et R{1)y" sont des fonctions strictement convexes de x et y respecti-

vement . v est alors strictement convexe, ce qul permet de conclure.

Remarque : Tous les résultats précédents restent valables si l'on im-
pose que la contrainte :giY(t‘!|<A , soit satisfaite pour toute valeur
de t. Il suffit en effet de modifier chaque stratégie optimales Y° sur
i'ensemble de mesure nulle de T pour lequel la contrainte n'est pas sa-
tisfaite ; la valeur de v[Y°] n'est pas modifiée et représente bien le
minimum cherché pour le probléme modifié.

C’est uniquement dans le but que 1'ensemble C soit fermé que nous nous
sommes imposés des contraintes satisfaites seulement pour presque toute

valeur de t.

®
<
[N
%]
+

Etant assurés de 1 ence d'au moins une solution € nous pouvons

aborder le probléme de la détermination de ces solutions.

[l

ilisation des vésultats du chapitre III pour la résclution du probléme

[

T
o

Y
Nows?

-

apport aux problémes étudiés au chapitre III la medification appor-

e

a3
L5

G

ot

ée aux hypothéses pour les modéles du § 1 réside dans le remplacement
de la contrainte : Y(t) € F, par la contrainte ||v(t)|| ¢ A. Par des
techniques un peu différentes , on peut néanmoins obtenir un résultat
identique 3 celui du théoréme III - 2.1) ; il suffit de modifier les dé-
monstrations des lemmes successifs du § ITI,2, en utilisant la méthode

du lemme III.1.2) pour aboutir 2 de

wn
).Je
o}
(043
m
[+1]
.
e
I
6]
o

portant sur les normes

res introduites. Le principe de la démonstration

¢
b

9]

des foanctions alédat

T4

o~

est le méme ; toutefols, les contraintes &tant moins restrictives, il

est nécessaire d'utiliser la forme particuliére des fonctions f et g ,

en particulier le fait que g admet une dérivée seconde par rapport 3 x
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¥° s'cbtient 4 1'aide de U(t) grdce au théoréme suivant :
Théordme 3,1. pour presque tout t élément de T on
/
' B . 1Bt
| ,(t) U(t) si LBl AR
N v 2R(t) 2R(t)
3,3) Ye{t) =
Ut . | B(t
y o) SlL{D‘("‘z‘L.HU(t)H z X
VUt 2r(t)
N
Soit t_ o«
T s o

o Con
T
Zanr -
.
A .
eT Lg
SanT

i
dition 3

Tt

&L

Yo Ctie () = E
" . A
,2) s'écrit donc ¥V m €

[yele) ute)l

(85
-

,(f),

idérée comme foncrion de |

dédultg
R

\ .

;o entrai

iiU(t

- L
:54‘ 4 o \,Mr : £ lIT}i‘
i
; Lz Y
tr jimpiT =Bl

ne que l'expression :

Y

L
s

!
i
i

HES IR

R(6) [qn| 1 1B ot ]|

les deux membres de 3

3

b vo(r) = wulo)

ool = 2

7)

wconstante positive , on en

a

-1

-

édu

.

yPétant

e

X

{=|| admet un minimum unique iorsque ||

lorsque
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A

d'ol u = et olest la seule solution

| ule) (]

On remarque que dans ce cas i'inégalité 3,5) n'est plus vérifiée, ce
qui confirme que le résultat de la proposition 3,1 ne peut pas étre

Pl ° P
améliore.

gie optimale se compose de deux catégories de fonctions aléatoires . La
premidre catégorie rencontrée correspond 3 des portions de stratégies
non soumises 3 la contrainte 1,2;, la deuxiéme, au contraire, corres-

pond 3 des portions de stratégles sous contrainte, Cela permet de dé-

m

composer toute stratégis optimale respectivement en “apcs'" de type a

et b.

Le théordme 3,1) indique seuiement que 3,3) est vrai pour presque tou-

te valeur de t. Néanmoins , on ne modifie oas v -Y°] en imposant a Y°

> .

de satisfaire 3 cette conditicn pour toute valeur de ¢. Nous suppose-
rons donc dans toute la suite gque les sirvatégles optimales que nous
considérons sont liées 3 1la fonction aidatoire correspondante U(t) par

la relation 3,3), satisfaite pour touce valéur de T.

Qs

Introduisons la fonction aliéatoirve Wit; définie 3 partir de X (t) par :

t

Wit

i
i
1

<

<
cF
S
ks

n= 0,1,..,N-1

La détermination de Y° découle des résuliats suilvants :

lemme 3.1 : Pour t < * trwl’<n = 0,%..,N-1) W), U(t) et Y,(t) sont
1iés par le systéne
ot
Wity = W, 0, AGuOW(u ¢ B(uy YO(w) + B [Z(W |0, ]} du

Tl
.
L

c
—~
Py
N
It
c
=
t
o
2
P
[
N
=
—~
}‘3
i
b
—~
[l
N
[
—~
<
(-
-
fa¥}
5]

(s) |
n st Ul 3 1Be)] U |] < A

Yo(t)
PRI o B] Huo ] 2
ot 2R(T)

/’”“”“‘“-'//\““’“"““\\
os
ke
Ao
i
c
<
e
0
Fde
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(&5}

i
(8¢
St

Ce lemme découls des éguations 2,1B.1R,3) et des propriétés des fonc~

tions aléatoires ¥ et XO,

Les conditions impcsées 2 X9 a2t ¢ sont ﬂespectlvem ent X°(0) = 0 et

{T) =0 ; z'est de 12

proviennsnt les difficultés rencontrées

pour la résclution des systémes déduits des théordmes de maximum, que

(o]
(0]
]
Q
by
=t
[N
5
4]
b
{8
vl
$u
4]
(o
O
ot
'\'I
e
=5
Fee
=
bt
[¥7)
ey
&
2
et
&)
[¢]
3]

stochastique. Nous avons

préférég ce qui semble le plus avantageux pour 1'é&tude de nos modidles,

rons & résoudre un systéme de la forme

{ B (u)
Wie) = wis) + . {aluy wluy + ———UluwEz(u) g, ]} du
Pt L L
é £ i‘{(\ U.)
s
H > s B . - 2 3, <
Uley = e + 0 f2qluy wlu) - alw) Ulw)} du
jl
5 .

2t dans le cas d'un arc de type b

&)
s
tsil
)
+
5

11 faur s’assurer que les systémes 3,8) et 3,9) admettent des solutions;

ceci nous condult & formulev

pothése supplémentaire suivante : les

fonctions B et § sont supposfes continues sup T 3 cette hypothése

est valable pour la fin du § 3 et ls § 4,
On est alors assuré gue @ sup " o g
t€ T R{t)
et on peut conclure gque le systéme 3,8} &tant linfaire admet une solu-
tion et une seule prenant des valeurs donndos en une valeur fixde de t.

3

Le systéme 3,%) n'est pas classique par suite de ia présence delfuiu

néanmoins ce systs une propriété analogue & celle de 3,8).
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oyl

Tus précisdment ou e le résulrat o

3.7 0 30iv 6 éldmeat e iz)a 1“417 er deux variabies aléatoires du
- 1 nt i

second ardre ¥ et AL, ou €St Telle que

3,10

il existe un nombre h positif tel que sur l'intervalle [6-h,6] le sys-

téme 3,9) admette une solution et une seule satisfaisant aux conditioms :

J

2R(t)

\ |B(t)|
4 futo)] = A
k

() = K

t & [9~h, @]

Le probléme n'a de sens que si [B(€)| » O
Remarquons que les hypothdses faites sur R assurent l'existence d‘une
constante p telle que :

R(t)

| B(t) |

O <p <
te T

On détermine deux suites de fonctions $Um(t)} et {Wm(t)} de la fagon sui-

vante :
t
r Uv (U) _ -
W) = x + | Ia(uw) w (W) + AB(u) —=——— + B2 AL |
m : m-1 N - 1
6 Elk |3'A(\’:} &
3,11)
1
; .
U (u) :Z'?' ! 20(u) W ) - Atuag U |
m ] [FAC Hid "*
8
avec la condition
i ~y i . MY -
35.].2) “Um(W ) h A’,\_t,‘
Les deux suites de fonctiong ne peuvent &rve effectivement construites

que s'il existe up inrervalle [@-k,8] ,k nombie positir , peur laguel

condition 3,12) ewt

pour toute valeur de m,
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<

"
.

Or si 3,12) est vérifige sur [t_,6] pour toute valeur de m, on démontre
1

qu'existe une constante K tel

i (O

i

< K ¥y ot g [tn,ej (n = 0,1,...)

En conséquence, il existe alors une constante K' telle que :

glumi-w -2 ekt -8l Y otE [tn,e] (m = 0,1,...)

ce quil permet d'écrire :

<
-")’; ~
—
A\
?"’«

|
=
ot

!
D

le nombre k doit donc &tre tel que

.

| A - K% =2 xp

soit -
20 ~2xp 2Kk

et d'aprés 1'inégalité 3,10) il existe au moins un nombre k.

On est donc en mesure de construire les suires EUTf et {Wm} sur [G«k,ej .
i

3;12) est satisfaite, on démontre qu'exis-

te une constante H positive pour laquelle :

v m R s -
13) B lt-gl v o & [p-h,8] (m = 0,1,...)
3,130 RS 172
jW (o) - w_ (e (3.5..(2m+1)
! m m- ‘
De 3,13) cn déduit que les suites {Ur‘ et {ij convergent respectivement
1 m
vers J et W solutions du systéme 3,93). .
"y N 1 . s .
Comme fU(t) ]| est alors une fonction continue de t, il en est de méme de:
[B(t) ‘
Ut |
zR(ty !
IB(621
Lx isque 4'aprds \ e an |
tyet puisque d'aprés 3,10) ﬁU‘3>ﬁ > i
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L'unicité déecoule alors par un raisonnement cla351que utiiisée dans la

méthode des approximations successives.
En conclusion,on peut énoncer le théoréme :

Théoréme 3.2 : il existe une solution et une seule de (Sq) prenant en

T des valeurs données.
n+l

On peut en effet déterminer de proche en proche U et W sur l'interval-

le Jtn’ tn+i en utilisant alternativement les systdmes 3,8) et 3,9);
les raccordements d'arcs de types a et b ne présentent aucune diffi-
culté d'aprés les propriétés de continuité des fonctions aléatoires U
et W sur les intervalles de la forme : ]tn’ tn+l]

Les techniques habituelles de prolongement permettent d'assurer que la
solution de (b ) ainsi déterminée est définie jusqu'en T - Les valeurs
trouvées en t ne sont d'ailleurs que les limites a ar01te notées U(t )
et W(t )y les fonctions aléatoires U et W pouvant présenter des dis-
cont1nu1tea aux points The La détermination de U et W sur T néces-
site donc le calcul des discontinuités aux points to- -
Ces questions ainsi que l'utilisation des résultats de ce paragraphe
vont &tre abordées au paragraphe suivant consacré 3d l'étude de quel-
ques cas particuliers simples.

Sakouns

4, Résolution du probléme (D) lorsque 7 est une fonctionf Gaussienne de cova-

riance donnée

Soitr (t, t') la fonction de covariance du processus Z.
On désignera dans toute la suite par JZ:} la suite des variables aléa-

toires {Zt V(i = 0,1,..,N-1) et on supposera que [ est telle que :
i

1. T |zi|2 -1 , i=0,1,...N-1

2. La matrice de covariance du vecteur aléatoire(Zg, Z,,...2y 1)
est réguliére.
On sait alors qu'existent N fonctions de la variable t ai(t) définies

3 1l'aide de TI' telles que

E zoja]
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Les systémes 3,8) et 3,3} deviennent respectivement

~ (S iy wrey 3%(u) SO .
W(t) = W(e) + ! {A(d) Wlu) + Eﬁ?ajw Uy + QZ ai(u) Zi} du
4,1) 5 i=0
re,
U(t) = U(8) + j i20(u) Wlu) - A(u) U(w} du
S
et t
] = 3 1 £ Ulu) g :
W(t) = wle) + {ACw) Wlu) + AB(u) ———se + ) ai(u) Zi} du
i {4 Hutw ] i=0
4520 "
I Uty = uCe) + J“{zq(u) W(u) - alw) U(w)} du
6

Nous cherchons des solutions de ces systémes sous la forme :

n
oty = ] a0z,
L,3) qu!:; ' ‘
Wit) = 7 by t 7
Wit) ‘ ) 7i(u) Zi

+
it
O

La propriété 2 de Z montre que #4,1) et 4,2) admettent des solutions de

la forme 4,3) si et seulement si les fonctions a, et by (i=0,1.:.n)

satisfont respectivement aux systémes
T 2
b(t) = b,(8) + |1AGw b, (w + 28 4 (1) + o (w)} du
! i 1 ! 1 N 1
- I 2R(u}
Y, ) ‘8
: . [r . . :
| a.{(t) = a,(8) + }12Q(u) botu) - Atu) a,(w)} du
et ¢
; rt A Blu) . ai(u) )
| by(e) = b (8) 4 {Afu) bo(u) + et +a . (u)jdu
ki e £ 4 H . ;4
| 6 Ioa0 a (wre,e 12
4,59 | i,k=0 J ] |
ki
| L0t ,
| 2t = ale) + ] {20(w) biluw) - Alw) a,(u) }du

5
Le méme que 3,8) et 3,9) les systémes 4,4) et 4,5) possddent des préoprié-

tés d'existence et d'unicité de solutions.
La recherche de soluticns sous la forme 4,3) est légitimée par le résul-

tat suivant ¢
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La recherche de solutions sous la forme 4,3) est légitiméepar le résul-
tat suivant :
Théoréme 4,1 :

!

4

Il existe une stratégie optimale Y° de la forme :

s}

Yo{t) =

e}

ci(t) zj
0

[
i1

i = 041,...,N-1
t. <t
i n

/n

T
n+l

ot T; est une fonction uniquement de t, nulle sur

[0,t:]

découle d'une méthode

Ce résultar sera démontré au chapitre sulvant; il

(

différente des méthodes utilisant un théordme de maximum.

Il est alors aisé de démontrer que sl Y° est de la forme 4,6), Uet W
sont de la forme B,55.

Lz comnaissance de W{(T}, c'est-d-dire la connaissance des N nombres
b.(T) (i = 0,1,...8-1) permet,

: dans ces conditions,de déterminer U et W
E@,t] . En effex,

sur on peut construire la solution de (S ) pre-
P ¢

H-1
nant en T les valeurs imposées ; on utilise successivement des soluticns
de %,4) et w,5).

4,4) est employée lorsque :

-1 1/2
%B(t)f LY.’ RN Fa N o f o - \—!

i a.lt) ak‘u‘_} l‘uq,tk;e < A
2R(r) 13,k=0 - I

et 4,5} dans le cas contraire
Les arcs solutions de 4,4) et 4,5) se raccordent sans ambiguité puisque

d'aprés les propriétés de continuité de U et W, il est facile de momn-

trer que les fonctions a; et b. sont des fonctions continues sur 1'in-

tervalle‘}tNﬂl,jj
U et W étant déterminées sup'jtunls‘T , on connait donc U(tg_l) et
wlrg ;). .

N E [w(z o

Uty v ) 1y

.t )
; = plvor 1 1
ey _g) = Bl iy ]
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on en déduitr Ulr, ) et Wit . ) grdce aux relaticns
N N
Ult, ,) = E[U(t) ) [ Oyy_y ]
N-1 N-1 N-2.
Wit ) = Bl wW(er | -
N-1 LT N e

ty ) (i= 0,1,...0-2)
On peut alors déterminer U et W sur |t
celle utiliséde sur

De proche en proche, la résoclution de (Sq) est assurée pour toute valeur

de n.
Les fonctions ¢, sont obrenues d 1'aide des fonctions a, par les formu-
les
[ B(t) . o Py
2. {t) = Bl a.(t) ei 4,7) est vérifié
3 s i
CR{t
A ai{t} .
ci{t} =, 3%ns le cas contraire
/

on dédulit de ces formules gque les fonctions ¢, sont continues, sauf,

-~

éventuellement, aux points t (n > 1) o il v a seulement continuité 3

) 4

gauche,
Femargue
L. 8i ¥{o) est une varisble aléatoire donnfe, non identiquement nulle,

indépendante des variables Z,, on est conduit d des résultats de
méme nature ; on cherche des fonctions aléatoires U, W, Y qui sont

de la forme
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2. les fonoriong A &t processus 7
83T continu m.g. Les sur chaque
sont aussi con-
cas
a.
discont éatoires
J et H; on a .
; e T g -
et e = £ 11U . &
n - i
on en déduit rf(tr} = a1} i = 0,1,..,n-1

On constare gue cetis

en

tinue partout sauf

T et t . Onoa un
n

fonctions b..
nirl 1
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La Méthode de calcul des discontinuités s'étend de fagon évidente au
cas ol les variables Z. évoluent en chalne de~Markov d'ordre supérieur

4 1 et au cas général.

Résolution effective d'un probléme

Les résuitats de ce paragraphe peuvent étre utilisés pour la résolution
numérique d'un probléme particulier grice 3 la méthode découlant du
théoreme u. 1.

Remarquons d'abord que cette méthode permet en fait de ramener 1'étude

©

de nos problémes d des problémes déterministes uisqu'il ne s'agit
I P q

plus gue de déterminer des fonctions de la variable t.

Nous avons déjd mis en évidence le fait que la donnée de W(T), donc des N
nombres bi(T} (i = 0,1...N-1), permet théoriquement de réscudre le pro-
bléme étudié. Le probléme est donc résolu si nous savons déterminer les

N nombres bi(T} de telle fagon que l'utilisation de notre méthode con-
duise & une valeur de X(0) nulle, c'est-d-dire a une valeur de b0(0+)

nullie.

Malheureusement ce prcobléme, d'aprés les nombreuses études faites sur
des exemp:-e: if€terministes, semble &tre d lui tout seul un probléme aus-
si compliiqué que ceiul de l'obtention des théorémes de maximum. En ef-
fet, les considérations ci-dessus suggérent d'adopter des méthodes de
tir, mais ces méthodes deviennent rapidement inextricables pour des va-
leurs de N assez grandes. De plus,bien gque le probléme(D) admette, dans
le cas ol nous nous trouvons, une solution unique, il est difficile de
démcnrrer l'existence d'une seule fonction aléatoire auxilliaire y. Il
est un cas néanmoins oll la méthode se simplifie de fagon appréciable,
c'est celui ot la contrainte 1,2) est supprimée. Les systémes (Sn) se
réduisent & des systémes linéaires 4,4) que l'on peut résoudre analyti-
quement ; compte tenu de la condition bo(0+) = 0 et des conditions qui
régissent les transitions des fonctions a; et bi aux points t » nous
avons mcntré, sur des exemples simples, que l'on peut déterminer analy-
tiquement de fagon unigue les valeurs des nombres bi(T). Nous ne repro-
duisons pas ici ces calculs, longs et peu intéressants, car la suppres-
sion des contraintes sur les stratégies conduit 3 des problémes peu réa-

listes, plus proches d'ailleurs du calcul des variations classique.
s T p
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S

Nt

par des problémes (D)

(=

—

Nous montrons dans ce paragraphe que,

continu m.q., la solution

chée par une sulte de sty

lorsque Z est un precessus Gaussien,

du prebléme (G) cocrrespondant peut étre appro-

atégies solutions de pr oblémes (D).

On étudie d'abord une }, notée (Gn), corres-
pondant & un processus 7 finie croissante
fty bd = 0,1,.0.0m), ot ©
§ i
| 2oy = ) .lt) Z, i=0,1,..,n-1
| 3=0 J
i
S I
bl S i+l
les variables aléatoires Z, et ies jonctioﬁsaj satisfaisant aux hypothé-
-
ses formuldes au § 4 (il faut remarquer qu'on utilise la classe Ca de
stratégies).
lemme 5.1 : toute scluticn Y2 du pro {G_) est nécessairement de la
193
forme : ]
vo(ry = oo {v) 7,
;‘,:C’ J 5
| o= O] ™o
. - 4 g e [ g
TR N 8 ’
‘ L :
Démonstrgtion : tout &lément Y de la classe C des stratégies peut se dé-
composer de la fagom sulvante :
i
Y{t) = } :ﬂ(ﬂ 2. + G(t)
;:O - J
. i = 0,1,..,n-1
T, ot T,
i it

i

old G est une fonction al
pour tout élément T de |
gonale d 1'espace vector

bles aléatoires du secon

(i = 0,1,...n-1}.

’t:w.
lel espace de Hilbert des varia-
ac e, ) , par ZO,...Zi

L
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On mentre qua Y =crrespond, par 1'dquation d'dvelution. une fonction
¥ s T s

alatcire ¥ gui admet une décomposition de méme nature :

i
Xtt) = 3 b, Z. ()
(t) L b, () 2, + F(t)
1= i=0,1,...,n-1
i ottty

Il suffit en effer de vérifier, par les techniques utilisées aux para-
graphes précécents, gus 1'on peut définir les fonctions b. et F 3 1l'aide
I ! ! :

des foncricns <. et s

f‘c
. e ( ;
poled = 1 {A(w) bi(u) ¢ Blw) e (u) + a,(u)l du
b J 1 1 o
$.2} C;r
alr) = E {atu) elu) + B(w) Fu)} du
&

Remarcuons &lors gue !

. . 3
] ;.“az i .{ ¢ P ,2 i -2
% PIYCo |7 = | L Cjkt} “-;}5 + ‘iG(t)H .
b « -

. : =0

5,%) g J

: - 2 = 2 2
EoHECT = ble) 20T+ (o) ||
i ~ e 3 J '
i 1=0

€T puisque ie critive v (Y] est défini par :
! (" 2 2
RO X7 + RO ] YO |]|7} at

le résultat du lemme découle de 5,3),

D

n tenant compte du signe de § et R,
si l'on remarque gu'a ¥ = 0 1l'éguation 5,2) fait correspondre une fonction

aléatoire G presque-sirement nulle,

Le lemme 5.1 a donc pour conséquence que le probléme (Gn) a méme solution

e

que le probléme discrétisé (D) défini par la suire {ti} et la donnée de

Z par 5,1).

Soit Z le processus définissant le probléme (G). Puisque Z est continu
m.g- la foncrion de corrélation de Z, I'(t, t'), est continue sur T » T,

donc uniformément continue. A tout nombre positif e, ©on peut donc associer



1Iv-23

une suite {t

PR R i o
i N Ti+l

E {Z&t)%@%} étant la meilleure prédiction de Z(t) on est assuré que :

iggg 2] 0] - 2] < e

n tn
. & < t.
i~ ~ i+l

i 1

| E 2] = ] a(e) z,
% o ) j
|

on voit qu'd trout nombr e positif, on peut associer un probllme (Dn)

P . - : 5 .
Géfini par une suite it.p (i1 = 0,..., ) et un processus Z' de la for-

=]
®
w

5,1) tel gue
Ve T [z - 20| < ¢
n
Soit Y un élément de Ay correspond X lorsqu'on utilise Z et X!
lorsqu'on utilise Z'. On a d'ailleurs
¥f{r) - X'ty = | {A(u){x(u} - X’(uﬂ + Z(uw) - 2'(w)} du

lemme 5.2 : Il existe une constante positive H telle gque, pour tout é1é-

mnent Y de Ca

b
| v Yj-v[Y] | <HE

n .
On démontre d'abord, grice aux techniques développées au § III,2, l'exis-

tence d'une ccnstante K, indépendante de Y, pour laquelle :

¥V cer LX(e) - R < H e

Le résulratr du lemme se déduit alors immédiatement de la forme de v.
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On énonce alors, si Y° désigne une solution-dw-probléme (G) et Yn une

solution du probléme (Dn) , Ou (Gn), défini ci-dessus

Théoréme 5.1 : la suite des problémes (Dn) associée 3 une suite {en}

fn = 1,...) convergeant vers zéro, est telle que

Y 7 —— o
Vo tyni > v Y J

n > «

Démonstration : € étant fixé, on a les ingéalités

a) w {YOJ < v tYﬁ] c) v [Yn] < v {yol
D)

&
e
<
==
=<

(o]
i
<«
=
[
(o]
—d
”
je oy
™

vy ] - v, {YI;” < He

de : v {Yoj A {Ynl = v [Y°] - va [YO] t Vo [Yd] Y ’[--Yn_l

on déduit, grice 3 5,4)b et 5,4) c, que

v [¥o]-v [¥] <o > osv [yl -v Iy Jee w

n

de méme, de :

v JT_KC’—?— v Efn] = v [Yoj- v[Yn]+ v [Yn] - v _Yn—_t

on em déduit :
v rel-v ] 20 = -e Hsv [yo]-v v]<o

Dans les deux cas , on peut conclure que

ce qui démontre le théoréme .

Si il existe une constante m positive telle que

¥ terT [R(T) ! 2 m on déduit du § 2 le corollaire.

Z

Coprollaire : La suite {Y converge fortement vers Y©°

i
nJ
le lemme 5.2. permet , en effet, d'affirmer que la sulte v [}n]} con-

verge aussi versv[Yﬂétc@fon peut ainsi utiliser un résultat du § 2.
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L'essentiel de ce paragraphe réside donc dans le fait que, sous les hy-
pothdses choisies, cn peut approcher arbitrairement prés, par une dis-
crétisation de plus en plus fine de 1'intervalle T, la valeur de v [Y°]

T ‘f] - 3 - . ° . N S L7 3
n Ll f correspondant a une suite de problemes (Dn)ﬁ

par une suite {v

6. Cas de contraintes sur 1'état final du sysiéme dans le cas du probléme (G)

Jusqu'ici aucune ccntfainte n'a été imposée sur 1'étar final du systéme.
Or de nombreux problémes nécessiténf de telles contraintes. Nous allons
montrer comment, dans le cas du prqbiéme (G), la question peut €tre ré-
solue ense ramenant 3 1'étude d'un probléme sans contrainte sur 1l'é@tat

final. Cette démonstration utilise une idée développée par Dem'Yanov |5].

Pour toute stratégie Y(t), on désigne par X(t} la solution de: 1'équation
d'évolution. Une contrainte sur 1'état final est définie & 1'aide d'une
application<ﬂ0 de 1l'ensemble des états terminaux X(F) dans R par la

condition :

6,1) NP x(T)] <

. nombre positif donné tel qu'il existe au moins une stratégie pour la-
quelle la valeur de Nixiry) correspondante soit intérieure, strictement

~

ad po..

Nous imposons avﬂad'étre, en tant que fonction de la stratégie adoptée,

une fonction convexe et continue.
De telles conditions sont, par exempie, satisfaites si ¢

HOIRCTIT = (D)) |
Nous noterons (G')} le prcbiéme obtenu en limitant ie probléme (G) au
sous-ensemble C' de C constitués des 8iéments de C tels que la condition
6,1) soit satisfaite. . ’ .
Les propriétés de l'opérateuﬁgﬁgenfrainent que C' est un ensemble borné
fermé et convexe. Le problémev(Ge)-a donc une solucion.
Nous supposercns dans la suite que ia solution du probléme (G} ne satis-
fait pas d la contrainte 6,1} car sinon le probléme (G') est évidemment

résolu.
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L'idée essentielle consiste 3 remplacer le critére v [Y]par le critére
I Fl=v I+ s JO[X(T)], oll s est un nombre réel positif. On note (Gg)
le probléme déduit du probléme (G) en remplagant le critére v par I.
'(fGS) est donc un probléme sans contrainte sur 1'état final.

Remarquons d'abord que, comme pour (G), (GS), pour s fixé, admet au
moins une solution.

Nous noterons YOS, une telle solution, d laquelle correspond Xg

Le théoréme suivant permet de montrer comment la résolution de (G')
peut €tre entreprise grdce 3 la résolution de problémes (GS):

Théoréme 6.1 : Si_ pour toute valeur de s positive, (GS) admet une solu-

WY;, i1l existe au moins une valeur s, positive pour laguelle

-’f(go('r)] =u

Ce théoréme montre en effet que Yg est aussi solution du probléme (G')
(o]

pulsque pour tout élément Y de C' 1'inégalité
v [YO ] + SOJYO[X° (T)] < v[:Y] + Soﬂ((Tﬂ
Se So
entraine vEYg ] < v[Y]
o

La démonstration du théoréme nécessite le lemme suivant

Lemme 6.1 : Il existe au moins une valeur s positive telle que
xo(1)] < w
Hre(n)]
En effet , supposons qu'il n'existe pas de nombre spositif tel que

J’[XE(T):% <

Donc Ys>o0 (ﬁoﬁ(g(T)] >
On peut, par conséquent écrire

6,2) IS[Yg] = v Ygl+s(u+ps) oir >0

n

Or, par hypothése, il existe une stratégie Y telle que V’Y()[X(T)] <y

d'old
6,3) 1 ¥l=vit]l+s - r >0
S

6,2) et 6,3) entrainent

6,4) I [v] - T [Y;] =v [¥] - v [Y‘S’]— s(r +r_)
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Oon déduit de B,4) et du fait que v est uniformément bornée sur C, qu'en

choisissant s suffisamment grand, on peut rendre négative 1l'exnression:

1 %) -1_ [¥°] , ce qui est contraire 3 1'hypothdse d'optimalité de
Ssk...tl g g4 s ! L

¥®. Le résultat du lemme est donc acquis.
<

”» -~ - P4 L a x, 2
Le théordme 6.1 est alors démontré si V”W};(T} en tant que fonction
de s, définie pour : s » 0, est une fonction continue. Les deux lemmes

z

suivants démontrent cette propriété.

i

Lemme £.2 : I {Ygl est une fonction continue de s
trn effer, sinon il existe au moins une valeur s, telle que :

I £ >0telque: ¥V n>0 J s tel que :

!

2 €

;
< et I o] -71_ [¥2
o BEloT, DT

1e mombre s &tant fixé, il existe donc un nombre ¢ >0 tel que pour au

i
moins une valeur de s suffisamment voisine de s,, on puisse écrire :
<
. [ oy ] = .
soit T v gf”} + S &ﬁvko(T)J~ v [?0 ] - 8 AIX? (T)] 2 € /2
- s s, )
L ‘

SGLt ¥ EEO
Sy

i+ slaﬁﬁko (1] - v[vo] - s. Sre(m] » e /2
Sl S L S

6,5) est obtenue lorsque @ I_ [Ygl - I [,Yg 1>
- "1 ]
et €,6) lorsque : I Eﬁg 1- Iqi_Yi} > € 3
Dl ._,)1 P <
5 i _— I O-' - . o > A
6,5) > 1 [vel -1 [&S 1> ¢e/2
1
6,5 == 1 el -1 [ye]ze/2
sy ©8, sy~ s

dans les deux cas, on obtient une contradiction ; ce qui démontre le
lemme .

Lemme 6.3 : tﬁﬁxgiTZ est une fonction continue de s.

Soit s”¥ une valeur fixée de s et {si} une suite quelconque convergeant
vers sT. De méme que dans l'étude des théoremes d'existence de solu-
tion du probléme (G} , on peut extraire de {Yg } une sous-suite, notée
aussi {Y°© } , convergeant faiblement vers un étément Y de C auquel

i #
ccrre5poné X .
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Des propriétés de convexité des opérateurs v etgigon déduit :

6,7) | lim v [Yg ] >v [Y‘] e
i

ig&aﬁﬁg}Tﬂ > ]
D'aprés le lemme 6,3, on sait que : lims S oY [?g 1+ sictﬁ?; (1]
i i i

existe et que :

. ° ¥ ©
6,8) lim v [Yg'] + siof[xso(’f)]} =v[ye ] +s A W (7]
1 1 s S
or
6,9) lim {v [y;i] + Sf}T?gi(T)]}z;igy{?gi]+ iig_si(JTX;i(T)]

de 6,7) et 6,8) on déduit immédiatement du fait que Y°* est optimale

* S
pour s :

* .
1, e, e
S 8 S

. . . . ¥
Si le probléme (G *) admet une solution unique Y = Y°
s s
6,7) permet aliors d'écrire

*

Limv [¥3 ] 2 v [vo.]
1 S
6,10)

;iggﬁo[x;:<rjj S ortx:*<r)]

La comparaison des inégalités 6,9) et 6,10) montre alors immédiatement

que :

H
fo
3
<
e
o
L
1
<
[o]
*

6,11)

bt
e
3
¢
[¢]
[
?

= fxe (1]

Puisque les égalités 6,11) sont vrales pour toute suite {si} conver-

» coz
geant vers s on peut conclure d la contlnuité des opérateurs

v [vo] et Jf”[xgm],
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Commentaire :

de problémes (G') si on sait résoudre, pour toute valeur de s positi-
ve, le probléme (GS) correspondant. Puisque :(*f[XS(T)} > p il s'agit
de déterminer, par encadrements successifs, une valeur s, de s pour
laguelle :df[xg (T)] = p .Les conclusions de ce paragraphe s'appli-
quent évidemmenz au cas de problémes (D). On est ainsi conduit & des

problémes notés (DS).

De méme que la résolution effective d'un probléme (G) peut
&tre envisagée par la résolution d'une suite de problémes (D), une
suite de problémes (DS) peut permettre de résoudre un probléme (GS).

Si la contrainte sur X(T) est définie paPQEW%(Tﬂ=[|X(T)§E2
il est alors possible de résoudre un probléme (DS) correspondant par
la méthode exposée au § V.2. La justification de l'emploi de cette mé-

thode est faite au § V.4,
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Chapitre V V-1

=

Résolution effective de problémes & évolution continue

1. Généralités

1,1)

La résolution effective directe d'un probléme (G) étant diffi-
cilement concevable, nous nous limitons 3 1'étude de probldmes (D) dans
la mesure ou, d'aprés le § IV 5, de tels problémes permettent une résolu-
tion approchée de certains problémes (Gj).

Nous nous bornons d'ailleurs au cas ol le processus Z st dé-

fini de la fagon suivante :

[

~~

+

~—r

1l
IR in]

4

n=0,1,.,,N-1

(ms
/

ot
7

ct

o . o : ) o ~ r - 2 -
les variables aléatoires :Z.: (i = 0,1,...N-1) étant centrées, d'écart-

.

type égal a 1, et orthogonales deux a deux. Dans le cas ol les variables
aléatoires ne scnt pas orthogonales deux a deux, on peut toujours, en uti-
lisant le procédé d'orthogonalisation de Schmidt, se ramener 3 ce cas.lLes
fonctions o, sSont définies mesurables et bornées sur 1l'intervalle T.

Pour un probléme (D) correspondant 3 un processus Z défini par
1,1), il résulte du chapitre précédent que toute stratégie optimale YO(t)

est nécessairement de la forme suivante :

} Ye(t) =
| 1
|
g
|

W o~13

c.(t) Z.
o i 1

tn NN n=20,1,...,N-1

On en déduit immédiatement, compte tenu de 1,1), qu'd Y° correspond par

1l'équation d'évolution une fonction aléatoire X° de la forme :

n
xe(t) = ) b.(t) Z,

l
I
l
| n=0,1,...,N-1
l
i
|
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Nous sommes ainsi conduits & un probléme de caractére déterministe qui
se formule de la fagon suivante : déterminer N fonctions ci(t)

P s

(i=04,1,...N-1) définies sur l'intervalle T telles que :
ci(t) =0 0t <t

Pd < ~ 3
et vérifaiant la contrainte :

N-1 5 1/2
) v ey ()] <A t € T.
i=0 J
de fagon a minimiser l'expression :
- , ,
LodoCo) bRty + R(E) cf(t) 1 dr

[

es N fenctions b (t) étant définies 3 partir des fonctions ci(t) par les
équations : T
b.{t) = | +A(w) b.(u) + B(u) c.(u) + a. Ld t, < ¢
;00 J 1Ata) b, () (u) e, (u) + o () } du 58
[¢]
b.{t) =0
1 0« t< o,
- i
12 0,1...,0-1.

4

S1 done nous introdulsons, pour chaque valeur de t, les éléments de RN

de composantes {bi(t)}; {ci(t)} s {ai(t)} » 1 = 0,1,... N-1, nous som-
mes en présirce d'un probléme vectoriel classique de la théorie du con-
tréle. Ce probléme sera exposé et étudié au § 2 sous un aspect un peu
plus général. Examinons au préalable les possibilités de résolution nu-
mérigue. On peut d'abord espérer utiliser les résultats du chapitre IV
arlleurs exactement les mémes que ceux auxquels conduit le
principe du maximum icrsqu'il est appliqué directement au probléme déter-
ministe que nous venons d'exposer. La difficulté essentielle de la mé-
thode qui découle de ces résultats réside dans le fait que le systéme
différentiel cbuenu fait intervenir des conditions initiales pour le vec-
teur représentant 1'état du systéme et terminales pour la fonction auxilliaire
(piT) = 0. Des méthodes de tir ont été proposées pour surmonter cet ob-

stacls, ma's elies ne semblent efficaces que dans les cas ol la dimen-

vecteurs est petite. Une méthode utilisant la nature des stra-

conduisant d la notion de courbe de commutation, a

Durané [1]dans le cas N=1. Ces méthodes sont de fai-

=

bles intérét pour nous puisque nous devons utiliser de grandes valeurs pour



A la suite du travail de Neustadt et Paiewonsky [2] des procédés
itératifs ont &té proposés pour déterminer la valeur initiale de la fonction
auxilliaire correspondant & une stratégie optimale. Ces méthodes nécessitent
1l'emploi de critdres ol la variable d'état ne figure pas et sont donc d'uti-

lisation restreinte.

La méthode de Bellman conduit, dans le cas d'une évolution conti-
nue, 3 des équations aux dérivées partielles non classiques qu'il semble dif-
ficile de résoudre. C'est pourquoi nous préférons utiliser une méthode de gra-

dient, qui est une extension d'une méthode due 3 Frank et Wolfe [Q] . Ce tra-

i
'S

vail Tu ], exécutéd en commun avec A. Auslender, permet d'ailleurs la résolu-
tion numérique de problémes stochastiques un peu plus généraux que celui pré-

senté dans ce paragraphe.

2. Etude d'un probléme de contrdle déterministe

2,1)

a) position du probléme .

Soit T un nombre réel positif donné et r un entier positif donné;

9}

i
9]
o)
(@]
ot
=e
[}
o]
(73]

on désigne parﬁg 1l'espace de Hilbert de définies sur [0, T| 4 valeurs

dens R qui sont de carré sommable.

”ei% on représentera, pour toute valeur de t,£(t)

£ étant un élement d

[N

(O3
I
[*})
]
ot
5
[}
a
o+
3
I_ J
0
0]
e
o
o
‘M
e
O
1
IS
o
[
v
=
(a9
[N
4]
(=N
0q
s
(1

il

*(t),g(t) dt; f, g & j%

Hy

i
Soit C un sous-ensemble borné, fermé et convexe deﬁ% ; on appelle

stratégie admissible tout élément de C.
J sur l'intervalle de temps QB, T]

] . < e
On Ztudie un systéme physigue !
_ o T e s L , . .
neté mussi T Lidtat de /3 liinstant t est preprésenté par un vecteur X(t) de
g ~ 4+ A S g “
R W ToesT un envisy ;JS:I-f DTS

ot
o
¢
3
[an
®

(A x(w) + B(w) ¥(u) + Z(u)fés  TET

A(t), B(t), Z(t) sont, pour toute valeur de t sur T des matrices données, respec

tivement (m,m), (m,r) et (m, 1) ; on suppose de plus que les éléments de ces trc’
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matrices sont, en tant que fonction de *, des fonctions mesurables et bor-
nées sur T.

Enfin X ui représente 1l'état initial de est une matrice (m,l) don-
fo] 3 q p
née.

Le prcbléme que nous étudions est de minimiser sur C la fonctionnelle :

e T, .
,2) vyl = ST 8 X(T) + 1 {0 (1) Qo) X{t) + ¥lt) R(E) Y(t) } at
ol X correspond 3 Y par 1'intermédiaire de 2,
S est une matrice carrée symétrique d'ordre m définie semi-positive.
3{t} et R(t) sont, pour toute valeur de t sur T , des matrices car-
rées symétriques données, respectivement d'ordre m et ». Q{t) est définie
semi-positive et R(t) définie positive.
Enfin § et R satisfont aux mémes Eypothéses de mesurabilité que A,B et 7.
Le probléme, noté probléme (L) dans toute ia suite, a effectivement un
sens puisque les hypothdéses assurent que, Y étant choisi, 2,1) admet une
soluticn unique définie sur T, et que d4'autre part on a : 0O v[Y]
Dégageons des propriétés de la fonetionnelle v. E
b) Propriétés de la fonctionnelle v
Proposition 2.1: v est une application convexe de%@ dans R.
Cette proposition découle facilement des faits suivants :
- 8i X, et X, correspondent respectivement a Y, et Y2 par 2,1),aXl+(l-a)X2
£
correspond 3 aY, + (1-a) Y, (a réel)
4
% -~
- X S X est une application convexe de R dans R
X Q(t) x et y R(t)y sont, peur toute valeur de t, des applications con-
vexes de R" et RT ,respectivement (dans R.
Proposition 2.2 : v est une application différentiable au sens de Frechet
et son gradient F est défini par : .
23) r *
> F (Y] =RY - B y
~N . - - m S~ .
ol V est une application de T dans R définie par :
(T
2,4) p () = - S X(T) + J {A*(u) p(u) - Q(u) x(u)} du
T

X(t) correspendant a Y par 2,1)
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Démonstration @ Y et AY étant deux éléments deﬂg évaluons v[Y + aAY]-v[Y],
AY et Y + Achorrespondent, respectivement, par 2,1) X et X + AX, ou A
satisfait a : o
t
2,5) MX(t) = ( {ACu) ax(u) + B(u) AY(u)} du
J
o

On peut écrire :

: T
vy + aY] - v[Y] = x*(T) s axX(T) +J {x*(t) Q) aX(t) + Y (£)R(t)a¥(t) }dt
o
+ (Y, AY)
T
ol w(Y,aY) = -;—[AX(TF_I XS [ax(T) ]+ —;—J{ [ax(0)7¥ () [a% ()] +[pY(e)]*R(t) [aY(L)] fat

o
de 2,5) on déduit, en utilisant les hypothéses faites sur les matrices A,B,

Q et R, qu'existe une constante H telle que :

2,6) o (z, o] < u |18 |17
ol || || désigne la norme de?@ associée au produit scalaire ; on a donc :
2.7) lo (¥, 40)] s
[1aY]] |lay[]>0

La définition de ar 2,4) permet d'écrire, en utilisant la formule d'in-
Y P P

tégration par parties :

ST ax(T) = XF(£) QUe) aX(t) + ¢ () B(r)  aY(t)

d'ou
T
*
2,8)  v[t+ar] - v[¥] =J (R0 R(E) - ¥(0) BIO]AY(E) dt + (Y, av)
[+
Le résultat découle alors immédiatement de 2,7) et 2,8).

Les propositions 2.1 et 2.2 donnent les propriétés essentielles pour uti-
liser la méthode que nous proposons. Il sera néanmoins utile, pour préci-
ser certains modes de convergence, de montrer que v est, moyennant une
hypothdse supplémentaire, un opérateur fortement convexe.

On rappelle la définition [%oir [5] par exemple ].



Définition : f est une application fortement convexe d'un espace de Banach

B dans R si il existe un nombre réel y >0 tel que

Y ou,

, €B, ac€ [o,i]

2,9) flau, + (1 -a)u2] < af[ui] t (1 -a) £lu,) - va(l - o) [ uy - UQ’EQ

Proprosition 2.3 §'il existe une constante positive a telle que &

y* R(t) y > a |!y||2 pour toute valeur de t, v est une application forte-
ment convexe,
11 surfit de montrer que l'opérateur g défini sur?@ par

T
g [Y] =J Yh(t) R(t) Y(t) dt
o
est fortement convexe.

Ceci découle immédiatement de 1'hypothdse supplémentaire de coercivité

faite sur R en remarquant que
T

g@Yl+(1-a)Y2]=a g[Yl]+(1-a) g[YQJ-a(l —oc)j {Yl(t) - Yz(t)}*R(t)IY~l(t)—Y2(t)}dt

(o]

Remarque : L'hypothése faite sur R est satisfaite si les &léments de R*sont,

R R

en tant que fonctions de t, des fonctions définies et continues sur = T

c) Algorithme de résolution

I1 faut d'abord s'assurer que le probléme admet au moins une solution : en
effet d'une part v étant convexe et continu est faiblement semi-continu in-
férieurement ; d'autre part C est faiblement compact. Donc v atteint son mi-
nimum en au moins un élément de C,

L'algorithme proposé consiste d construire une suite {Yn} d'éléments de C

de la fagon suivante

Y, est choisi arbitraire

Y étant connu on détermine Y . en deux étapes ;

+1
1. On détermine ?; rendant minimale sur C l'expression < Y,F [?}ﬂ> ,con-

sidérée comme fonction de Y.

2. Yn+l est alors un élément de C réalisant le minimum de V[Yn+a(Yn— Yn)]
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considéré comme fonction de g définie sur l'intervalle p, l].

Cet algorithme, noté (A), s'arréte si « ?; - Yn’ F[Yn] > =.0, car on ver-
ra plus loin que, dans ce cas, Y est solution du probléme.

Ce procédé permet de déterminer effectivement une suitelyn}

En effet < Y,-F]?n]> est, comme fonction de Y, une applicafion linéaire
continue de%%;dans R ; la phase 1 permet donc d'affirmer l'existence d'au
‘moins un élément ?;.

?; étant déterminé on montre que v[:Yn + a(?% - Yn)] est, comme fonction
de q,un polyndme du second degré. Le minimum de cette expression sur
[0,1] existe donc, ce qui assure l'existence de Yn+l (cf. paragraphe d) .

On rappelle le résultat suivant extrait de [6] .
Lemme 2.1

Silim<Y -Y,F [Y]>=0, {Y } est une suite minimisante ; c'est-
n n n n

d-dire que lim v [Yn] =min V[ Y ]
YE C

Démonstration _ Soit Y, un élément de C ou v atteint son minimum. La pro-

priété de convexité de v permet de montrer que
v[Y]—v[Yn]Z<Y—Yn,F[_Yn]> V Y é?@
on en déduit

v[¥e] - v[Y ] 2 < Yom Y .F [Yn] >Min <Y =Y , F[Y ] >
YecC

Finalement
0sv [¥]-v [Yo]e <¥ -Y,F Y]

ce qui démontre le lemme.

Ce pésulta* nous permet d'obtenir le théoréme essentiel

Théoréme 2.1 : Toute suite [Y construite par (A) est minimisante et on
Loute Ssuite (i, P

14

peut d'ailleurs extraire de cette suite une sous-suite convergeant fai-

blement vers une solution du probléme.
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Démonstration : De la fagon dont est construite {Yn} on déduit les deux

conséquences
2,10) <YL P Y] ¥, FIY ] 5 Vyec
2,11) vy o lsv v+ ¥ - Yyl , 0<as<l

Il résulte de 2,11) que V[yn+l] < v [YnJ >, n=0,1, 2...

Puisque v [Y] > 0,YY € C, on peut affirmer que la suite {v [Yn]} conver-
ge vers une limite notée v .

D'autre part C étant borné on peu+ zxtraire de {Yn} une sous-suite notée
{Yn } convergeant faiblement vers un élément Y, de j{, C étant convexe et
fer%é Ye est élément de C. Puisque v est faiblement semi-continu inférieu-

rement on a donc

2,12) limv [Y ] =v,2v [Y]

L'utilisation de 2,11) permet d'écrire

v [Ynl ta¥ - Ynl)] - v [Ynlj 5 v [Ynl+i] - v [Yni]

1

et puisque v 7Y l] -v [Yn] >0

oot /
<4 n -> [
1

lim [ v [Y  +4( -Y ) -v [Y ]}30
{ L oy n n ] 0y
d'ou aprés 2,8)
2,13) lim { a< Y =Y L, F Y | s+ (T -v ))} >0
Rl oy ny ( ny np M

or d'aprés 2,6) et le fait que C est borné , il existe une constante K > 0
telle que
le (Y, oY -Y ) | < k o
nl RS |
1'inégalité 2,13) entraine alors, en utilisant une valeur de o« suffisamment

petite



2,14) lim<Y -Y ,F[vy ]> 20
n; Ny oy

d'autre part , d'aprés 2,10)
2,15) <Y -y ,F[Y J> goO
n,; n, ny ~

La comparaison de 2,14) et 2,15) prouve que

_1_1;3<Ynl—Ynl,F[Ynl]>=o

Puisque nécessairement

<Ynl—Ynl,F[Ynl]> < 0

on peut donc conclure que

lim <Y - Y ,» F[Y 1> existe et est égale a 0.
ny ny ny

D'aprés le lemme 2.1 {Yn}est une suite minimisante ; v [Y_]converge vers
n

1 1

la valeur minimale Vo
D'aprds la propriété de monotonie de la suite { V[Ynl }oiv [Yn]}converge

aussi vers v_ et l'on a vy, =V
m m

D'aprés 2,12) on a v [Ye] = v 5 Y, est donc solution du probléme d'ol
le théoréme.

Montrons comment les résultats de ce théordme peuvent &tre améliorés en
utilisant les propriétés de convexité forte de 1'opérateur v.

On énonce dans [?] le résultat suivant

Lemme 2.2 : Si £ est une applicaiton fortement convexe d'un espace de Ba-

nach B dans R et admet en tout point de B un gradient I on a :

; 1 2
2,15)Vu u, € B, f(ul) - f(u2) > F[uQ_; .(ul - u2) + YHu2 - ulH

1’ 72
Ce lemme a pour conséquence le résultat suivant

Théordme 2.2 Si 1l'opérateur v est fortement convexe la suite {Yn} conver-

ge fortement vers Ye 3 Ye est solution unique du probléme

En effet 1'inégalité 2,16) appliqué & v donne
2
2,17) v[Y] -v [¥ ] 2<r -Y,F [f 1>+ x|y -¥, ||I© ,Vyec
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Or d'aprés le théoréme 1 de [6] , puisque Y, est solution du probléme,

min < Y - Ye , F [Ye] N =O=-

YEC
2,17) entraine donc

2
2,18) v D{n]—v[YejzyHYn~Ye||

et puisqu Y Y

puisque V[n]n;"[e]
Yy = Y|l ——— o0

n-> o

D'autre part, l'inégalité 2,18) étant valable pour tout Ye solution du
probléme (L),on est assuré de 1l'unicité de Y.
Ce théoréme admet compe conséquence que la suite {Xn} , associée a {Yn}'

par 2,1) , converge en norme vers X, associé a Y.

d) Résolution numérique

Trois exemples de sous-ensembles C sont envisagés.

P Py . i .
Y étant élément degg nous désignons par Y ses composantes (i = 1,.... r)

a ) C est le sous-ensemble Cl des éléments Y tels que, pour presque

toute valeur de t sur T

|Yi(t)| < A (i=1,....,r)

b ) C est le sous-ensemble C, des €léments Y tels que, pour presque

toute valeur de t sur T

r i ] 1/2
Lgl v ()] | <

c ) C est le sous-ensemble C, des é€léments Y tels que

Y[l s v
A, u, vsont des constantes positives dohnées,

C. sont des ensembles con-—

I1 est facile de vérifier que Cis Chs 3

vexes, bornés et fermés.
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Montrons comment, pour chacun de ces exemples, la construction d'une sui-

te minimisante {Yn} peut &tre entreprise.

Supposons connu Yn

1. Détermination de ?; T

2,19)

(. .
I1 s'agit de minimiser ) Yr(e).rt [Yn(tz] dt
. i=1

o
Dans le cas a) et b) le probléme est équivalent 3 la minimisation de

1l'expression :

]

o). Fh v ()]

[ ]

i=1

pour presque toute valeur de t, dans la mesure ol cette minimisation
permet d'obtenir un élément de E% .
cas a Le résultat est immédiat ; on peut prendre

| - si Fi [Y (tﬂ > 0

‘ n
=1 F

= iF

Yn(t) + s LYn(‘t)] < 0

quelcongue si Pt [Yn(ti] =0

cas b On pose ¥ = k F [Y&] + W

ol k est une constante réelle et W un é&lément de%g orthogonal a

Fly ]
2,19) s'écrit alors
r . 5
K Z’ r [y (¢] |
i=1
cette quantité est minimale pour la plus petite valeur de k autori-

sée ; or on doit avoir

r

r .
2 i 2 i, 2 2
ko ) FT Y (1) + ) W < u
i=l‘ [ Iy i=l“
r .o
la plus petite valeur de k est donc obtenue pour Z ]wl |“ =0
i=1
- H
et est égale a ” 7Y 12

) |y o]
i=1
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i
-u F [Yn(t)]

r .
d'od Y ('t) ‘ si ) |rt [__Yn(t)]
r . i=1
[t [r_(ey] 2122 o
liz1

sinon Yn(t) est indéterminé.

cas ¢ Ce cas se traite comme le cas b.

v Fi [Yn(tﬂ

T = , sille [r_] |1>0
I1E [x ]

sinon YTl est indéterminé.

r-<"l

Cn trouve

2, détermination de Y

n+l

Soit Ul et U2 deux éléments degg auxquels correspondent par 2,1) Vl et V2.

On pose

1] T ,
G(U,,U,) = ELVI(T)SVQ(T) + fo{vl*(t) Qt) v, () + UI(‘C) R(t) U, ()} df:]

Un calcul élémentaire montre que

2,20) v 'L?n+ a(‘y"n-yn):[ [Y]+20t - v [y]«re(?rl, Yn)}+ ......

..... | v[-fn] + v [Yn] -2 G(Yn, Yn)}

L

pour toute valeur de t 3 R(t) étant une matrice définie_positive, on cons-
tate d'ailleurs que le coefficient de a2 ne s'annule que lorsque ?; = Yn'
D'ol deux cas
—l-<i?£ - Yn’ PI}nJ> = 0 alors Yn est solution du probléme d'aprés
le théordme 1 de [6] et la convexité de la fonction v(y) ; il

est inutile de poursuivre.

"2“:?g - Y, F l}njﬁﬁo alors on peut facilement déterminer la va-
leur %, de ¢ rendant minimale sur o, 17 le second membre de

2,190
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Si on pose : -

B v [Yn] - G(Y_, 7 )
o -
n

v {1+ v [r ] -26(Y Y

on a @ o

n min (l,'Eh)

le cas a = 0 étant impossible puisqu'on aurait alors <Yq—Yq,F [?€7> =0
I 1 n-

On peut ainsi envisager de résoudre certains exemples numériques.

I1 est alors important de savoir arréter la détermination des Y lors-

qu'une précision fixée a 1l'avance pour v_ a été atteinte . Ceci découle

de 1'inégalité :

0sv [v] -vm<<Yn—‘Y'n,P 1>

obtenue dans la démonstration du lemme 2.1.

A chaque étape le calcul de <Y - Yn’ 3 [?n}> permet ainsi de savoir si la
poursuite de l'algorithme doit ou ne doit pas étre envisagée. -

La méthode utilisée a été introduite par Frank et Wolfe [3] pour minimi
ser des fonctions convexes sur des polyédres convexes de R". Des condi-
tions d'extension de cette méthode ont déja été énoncées par Dem'janov

et Rubinov [6]| et Valladier [7] , mais elles ne s'appliquent pas ici.
Remarquons que cette méthode repose sur le fait que Y° est une solution

Gu probléme si et seulement si

min <Y - Y°, F [Y°] > =0

Y€ C
D'aprés la définition de F cette condition s'écrit :
T *
.,20)7in [ (Y(t) - Y°(t)) (R(t) vo(t) --B¥(t) w(t)) dt = 0
J
Yec o

T1 est intéressant de constater que y n'est autre que la fonction auxil-
1i ‘vre, correspondant d Y° , introduite par le principe du maximum. Les

ccnzitions d'applications de ce principe peuvent &tre étendues au problé-
~e er conduisent, pour certains types de contraintes, a la ccndition né-

ss.ive d'optimalité suivante :
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T
2,22)Min f {% [OR() Y(e) - (vo()*R(1) vo(1)] - (Y(t)—Y°(t)) *2* (0w (e) at=0
Y€ C/o

La condition 2,21) représente une lindarisation de 2,22)

En fait 2,22) se met sous la forme
— T -
[ ¢T

minU (reo-voef{reerveo)-B*eruc)ar + [ %(Y(t)—YC(t))*R(t)(Y(t)-YO(t}dt_i=o
YeC o 5

et puisque pour tout élément Y

T
r . P
| (o-re e Preex(v(o)-vo(e) dr 5 o

o
on en déduit immédiatement que la condition 2,21) entrafne la condition
2,22). 2.21) représente donc, pour le probldme étudié, un résuitat plus fin
que celui fourni par 2,22) ; ceci est logique puisque 2,21) tient compte de
la forme particuliére de l'opérateur v et tout spécialement du fairt que v
est convexe.
Récemment Dem'janov [8] a publié une étude étendant 3 de nombreux problé-
mes de contrdle la méthode de Frank et Wolfe. D'autre part, A. Auslender
[g] a généralisé cette méthode au probldme de recherche de points statio-
naires pour des fonctionnelles définies dans un espace vectoriel topologi-
que, ce qui revmet de traiter des probldmes de contrdle 3 évolution non
linéaire. :

3. Programme de résolution du probléme (L)

Le programme qui suit, écrit en Algol 60, permet de résoudre le probléme
(L) sous les conditions suivantes

- les éléments des matrices A, B, Q, R, Z sont constants

- la contrainte imposée aux stratégies est du type b.

Ce programme a été expérimenté, de facon tout 3 fait satisfaisante 3 1'aide
de plusieurs exemples, sur le calculateur I.B.M. 70LL du laboratoire de ma-
thématiques appliquées de 1'Université de Grenoble.

La procédure TRA permet de calculer les diverses intégrales rencontréest

La procédure CGQUA assure le calcul de la fonction G pour deux éléments dec
La procédure FONCT forme, 1'expression A X(t) + B Y(t) + Z.

La procédure RESYDIF assure 1'intégration de 1'équation d'évolution.
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S1:=S14Ae(K3,K2)e#Y  (K3)s 3
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DYe(K2)e:=51-CCNS2.(K2)s
TEINY
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XF:=XD 1 *POURY K:=1 'PASY 1
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Ji=1l

ITERSFCONCT(XFyawqa2) 2

'POUR' K:=1 'PASY 1 "JUSQUA' N 'FAIRE! YFelK)es=YFa(K)e+As (J+1l)o®

Zo(K)e/3av =
*SIY J=4 *ALCHSY YALLERA' TERM @
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XF1:=T6 :: 'POUR' K:=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N6 'FAIRE' YF.(K)e:=X0
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" -
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.
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'3
.

23
.

.
.

=
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CCNDPT:=2 t:

‘PCUR' TI:=1 'PAS' 1 'JUSGUA® N1+1 'FAIRE' 'DCBUT?
XCle=AF1 ¢t TLe="12+1-T1 ¢
*POUR 121 'DPAS' 1 'JUSQUA' N6 'FAIRE' 'DEBUT?
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YFINY 2
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"CEBUT®
TPCUR' K =1 *PAS' 1 'JUSGUA' N6 'FAIRE'
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YFINY =@
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'FIN® 2
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'CEBUT?!
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'FIN' ::
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*PCUR' I:=1 'PAS' 1 'JUSQUA' M6 'FAIRE'
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UPe(KyTI)e2==(PARA/S2)#GRADW(K,yTI)e 'FIN' *SINCN® 'DEBUT?
*PCUR! K:=1 *PAS* 1 'JUSQUA' M6 'FAIRE!
URIK,,TI)et=0e YFIN' 22
FQUAC(Tl)et=0 8¢
tPCUR' K:=1 'PAS* 1 'JUSQUA* M6 'FAIRE'
FQUAC.(TI).==FQUAD.(TI).f(U.(K,TI).~UB.(KpII)o)*GRAD.(K,TI). 23
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YFIN'Y =2
ECRIRE(Y(*INDICFONCECOMY) Y)Y 2
TRA(FGUAD,M1yH2, INTE) 2 CCRIRE(CINTE) =@
YSIY ABSUINTE) "INFEG EPSIYALORS' *ACTER A' ARRET 3:
XFl:=T6 :: *'POUR' K=l *PAS' 1 "JUSQUA' N¢ 'FAIRE!
YFelK)o2=Xba(K)y 2t
CCMPT:=1 ::
*PCUR' TI:=0 *PAS" 1 '"JUSQUA' N1 'FAIRE!
*LEBUTY XC1ls=XFl 2 TT:=((T7-T6)/N1)=T[ 2
VPCURY K:=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N6 'FAIRE' 'DEBUT!
XB.(K,TI).:=YDl.(K).:=YF.(K)ott CONS]..(K).:=F10(K.TI)' R
'PCURY t=1 'PAS' 1 'JUSQUA' M6 'FAIRE!
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TEIN' :: _
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ECRIRE(SS1) ¢
ALPHA:=S51+S583-2%552 ::
FSTY APS{ALPHA) '"INFEG'EPST 'ALORS' *ALLERA' ARRET *SINGN!
BETA:={S51-5S2)/ALPKA 3 *'SI*' BETA 'SUPEG' 1.0 'ALORS' BETA:=
ALPHA:=1,0-3(TA ::
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TSI COMT 'INFEG 'NBR 'ALORS' 'YALLERA' GAMMA 'SINAON' YALLERA' £
ARRET :
"FIN'
PEINY 13
FALGCL
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Nous allons montrer que l'algorithme ;;poéé au § 2 peut s'appli-
quer 3 certains problémes définis au chapitre IV et permet, en particulier
de démontrer le théoréme 4.l de ce chapitre.

Les notations utilisées sont celles du chapitre IV. *- désigne ici l'espa-
ce£2@><ﬂ.

On étudie le probléme (D).

L'opératéur v correspondant 3 un tel probléme est une application du sous-
ensemble Cg de%g dans R qui possdde les propriétés énoncées d la proposi-
tion W.2.1.

On montre , par une démonstration calquée sur celle de la proposition 2.2,

que v admet , pour tout élément Y de ?é, un gradient I défini par

F [Yl=2RY -B Yy

ol ¢y est une fonction aléatoire solution de

T
4,1) p.s. p (t) =J {ACw) p(u) - 20(u) X(u)} du
t

X correspondant a Y par 1'équation d'évolution, ¢ est d'ailleurs la fonc-
tion aldatoire auxilliaire introduite par le théoréme du maximum. On peut
alors appliquer l'algorithme du § 2 et construire 3 partir d'un élément
Yo de C: une suite {Yn} d'éléments de Ci. |

Par utilisation du lemme 2.1 et des propriétés de Cg, on démontre, par un
paisonnemnet identique 3 celui du théoréme 2.1., que la suite {Yn} est mi-
nimisante.

Si de plus on suppose que pour tout élément de T il existe une constante

m telle que
4,2) R(t) >m >0 .

1l'opérateur v est alors fortement convexe et la suite {Yn} converge forte-
ment vers une solution Y° du probléme.
Dans le cas ol 7 est une fonction aléatoire Gaussienne, c'est-d-dire sous

les hypothéseS(h1§IV.4, on a le résultat

Proposition 4.1 : il existe une suite minimisante {Yn} de stratégies telles

que, pour toute valeur de n :

N-1 n
4,3) _ : Y (t) = iZo c, (t) Z,
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ol les fonctions C?(t) sont des fonctions uniguement de t, nulles pour :

tst, et bornées sur l'intervalle T. S

Démonstration : Supposons que Yn soit effectivement de la forme 4,3).

Soit X, et b les processus correspondant a Y par 1'équation d'évolution
et 4,1) , respectivement.

Etudions le passage de Yn a Yn+l

On détermine d'abord un élément ?; de CZ rendant minimale sur CZ 1'expres-
sion :
T
E ({Y(t) [R(t) Y _(t) - B(t) wn(tﬂ Udt

J
o

Si Un(t) désigne 1'élément de C 2 défini sur T par :

U (1) = E [y (0)] Q)

i=0,l...,N-1

on montre, d l'aide d'un raisonnement déja utilisé au chapitre IV, que

R(t) Yn(t) - B(t) Un(t)

[IR(£) Y _(£) - B(t) U_(1)]]
n n

sif|R(t) ¥ (t) - B(t) U ()]] # O,
sinon YnZt) est indéterminé

On sait, d'autre part, que si Wn(t) est 1'élément de cj défini sur T par :

w (t) = B [X [Q]

Ty TtE T,

Un et Wn sont solutions de

u_ (1) =LT{A(u) U () - 2 Qu) W (w} du :
K ;

ﬂn(t) = ] {A(u) W_(u) + B(u) Y _(u) + i;gi(u) z,} du

tn << tn+l
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On déduit immédiatement de ce systémé, par les techniques employées au
chapitre IV, que Wn(t) et Un(t) sont aussi de la formei,3). D'aprés

4,4), on peut donc dans tous les cas déterminer un élémentaﬁ_{n de Ci qui

soit de la forme 4,3) ; Y .1 est défini a 1l'aide de Y et Y par ia vela-

n
tion :

Yn+l = Yn +(xn(Yn - Yn)

-

ou o réalise sur 1'intervalle [0,1] de R le minimum de 1'expression

v [Yn + a (Yn - Yn)]

considérée comme fonction de a .

Y, est donc de la forme souhaitée, ce qui achéve la démonstration si on
remarque que les fonctions C? sont nécessairement bornées puisquetin|<x .
Le théoréme 4.1 du chapitre IV est contenu dans le résultat suivant :

Proposition 4.2 : Si la condition u4,2) est satisfaite , il existe une so-

lution Y° du prcbiéme quil est de la forme 4.3)

En effet d'aprés 13 proposition 4.1, il existe une suite {Yn} de straté-
gies de la forme «,3) qui converge fortement vers une solution.

Comme nous 1'avons déj3 remarqué , on peut se limiter au cas ol les varia-
bles aléatoires Z, sont orthogonales deux & deux . Dans ce cas la proprié-

té de convergence forte entraine que :

T
N1
Ioicice - C?(t)lQ dt > 0
JO 1=0 n,m -
d'ol pour chaque valeur de 1
[ % s PRy ~ 0 ’
| <Py - o) at >
é n,m -> ©

. n . .
La suite {Ci }de fonctions converge donc fortement, dans l'espace des fonc-

tions de carré sommable sur T, vers un élément C; de cet espace

T 2
[ ctte) - e (o at > 0
JO n > o
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La fonction Ci est nulle pour t ti et si 1'on pose
N-1
o :Y
Yo (t) c;(t) Z,

o

i=0
il est évident que la suite {Yn; converge fortement dansgg vers Y°, qui
est alors nécessairement solution du nrobl3me étudié.
Remarque : La méthode utilisée peut &tre appliquée au cas ol on ajoute le
v e 12 s co e
terme s |[X (T)||” & v [Y]| (s constante positive).

Le gradient est défini de la méme fagon, mais y est solution de

T .
p.s ¥ (t) = -s X(T) + ( fACu) w(u) - 20(u) X(u): du
J
t
L'équation satisfaite par W est inchangée ; Un satisfalit & :

: . t
ey - R | SOy T . U
Ut = -sE X(Dja, ] +J [A(w) U_(4) - 20(u) W_(w)} du
o)
<t L ot
Tn TS i
On démontre que si Yn est de la forme 4,3), il en est de méme pour wn et
ensuite pour Un et on conclue, par le méme raisonnement que précédemment,
que Yn+l peut &tre aussi choisi de la forme 4,3).
Le résultat de ia proposition 4.2 reste vrai.
On justifie ainsi la possibilité de résoudre un probléme (DS) par l'algo-

"

rithme proposé au § 2 dans le cas oﬁ(ﬂo[X(T)] =] X(T)|| “.
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