N

N

Etude de certains noyaux et théorie des fonctions
”spline” en analyse numérique
Marc Atteia

» To cite this version:

Marc Atteia. Etude de certains noyaux et théorie des fonctions ”spline” en analyse numérique. Mod-
élisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1966. tel-00280284

HAL Id: tel-00280284
https://theses.hal.science/tel-00280284
Submitted on 16 May 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00280284
https://hal.archives-ouvertes.fr

ETUDE DE CERTAINS NOYAUX
ET THEORIE DES FONCTIONS * SPLINE ”
EN ANALYSE NUMERIQUE

par

Marc ATTEIA

Docteur de 3¢ cycle

PUBLICATIONS
DE L'INSTITUT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES
DE GRENOBLE

1966






Je tiens A exprimer ma profonde reconnaissance & Monsieur KUNTZMANN qui, par son ensei-
gnement de 1'Analyse numérique m'a donné le goiit du Calcul et qui m'a guidé au début de ce travail
m'accordant toujours sa bienveillante attention.

Je remercie Monsieur LIONS pour les conseils qu'il m'a donnés en cours de thése et qui
m'ont été trés profitables.

Je remercie vivement Monsieur GASTINEL pour l'esprit d'équipe qu'il suscite au Laboratoire
de Calcul et dont les conseils et les encouragements ont été pour moi une aide inestimable.

Je remercie Monsieur LAURENT pour les critiques et les suggestions qu'il a formulées sur
une partie de ce travail.

Je voudrais aussi remercier tous mes camarades du Laboratoire de Calcul qui m'ont aidé,
en particulier MM, CARASSO, JOLY et MIELLOU.






INTRODUCTION

La résolution numérique d'équations linéaires (équations différentielles ou aux dérivées par-
tielles, équations intégrales), la dérivation et l'intégration approchées, l'interpolation conduisent
en général au méme probléme : déterminer 1l'approximation de formes linéaires.

Si E* est le dual fort d'un espace de Banach E défini sur R, f* un élément de E*, f~l‘ et
f; deux approximations de f*, on considére habituellement que f; est plus précise que f': si le
noyau de f* - f contient celui de f* - f}.

Cependant, on ne peut augmenter la dimension du noyau de £ - 'f": sans que croisse trés vite
la complexité des calculs et de ce fait diminue la précision du résultat final.

L'étude que nous présentons a pour but -aprés avoir montré de quelle fagon peut étre repré-
sentée la fonctionnelle d'erreur f* — fl'- d'établir comment, en introduisant un facteur de lissage,
on peut obtenir des formules optimales d'approximation qui, pour plusieurs raisons, sont meil-
leures que les formules classiques.

Au chapitre I sont établies les propriétés classiques du noyau de Green d'un probléme diffé-
rentiel linéaire. Nous en déduisons la forme générale d'une fonctionnelle linéaire et continue sur
Cc*(0,1) et H'(0,1) et 1'écriture sous forme intégrale du reste dans l'approximation de certaines
fonctionnelles.

Le cas de plusieurs variables est étudié au chapitre V ol nous considérons l'opérateur Dk
appliqué a l'espace de Hilbert H*(Q) (Q ouvert de R").

Le chapitre II donne la définition d'une formule discréte théorique et montre comment -de
cette formule se déduisent toutes les formules d'approximation discrétes que 1'on utilise.

De cette propriété résultent en particulier deux applications :

Une méthode de résolution numérique de certains problemes différentiels linéaires et la dé-
termination au chapitre III du conditionnement normalisé des matrices associées & un type de pro-
blemes différentiels linéaires.

La recherche de formules optimales d'approximation est faite ensuite dans deux directions.

Le chapitre IV développe un procédé aux différences finies & pas variable qui est appliqué a
l'intégration d'une fonction et a la résolution d'un probléme différentiel linéaire.
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Les chapitres VI, VII, VIII sont consacrés aux fonctions ''spline'’.

Le chapitre VI traite des fonctions ''spline'’ polynomiales d'interpolation. Il énonce leurs
principales propriétés et contient des procédures Algol permettant de calculer ces fonctions.

Le chapitre VII donne une définition générale des fonctions '"spline' et établit leurs propriétés.

Le chapitre VIII fournit plusieurs applications de la notion de fonction "spline' et développe
la théorie des fonctions ''spline' d'ajustement.






CHAPITRE |

ETUDE D'UN PROBLEME DIFFERENTIEL LINEAIRE
CAS D'UNE VARIABLE - NOYAU DE GREEN

1 - PROPRIETES D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE

Utilisant les notations classiques, nous poserons : C°[0,1] : espace vectoriel des fonctions
définies sur [0 , 1] qui sont continues et admettent des dérivées continues jusqu'a l'ordre p.

Pour :

p
Vyec’lo,1] , Vp(y)=2 Max |y®(x)|

k=0 xe[0,1]

est une norme sur C® [0, 1]. Muni de cette norme C°[0, 1] est un espace de Banach.
Considérons l'opérateur différentiel linéaire T, qui applique C"[0 , 1] dans C° [0 , 1] :
T -
Cc"10,1]12 y—>T,y =D"y+q,D"'y+... +qy=s€ C[0,1]
ot D* est l'opérateur de dérivation d'ordre k et ol :
q €cC°l0,1], 1<i<n.
1

a) T, est une application linéaire bornée.

En effet, V,[T, y] <M, v, (y) ot M, ¢ Max [1, V,(q) ; 1< ignlT, applique C" [0, 1] sur
C° [0, 1] car l'équation T, y = s admet une solution € C" [0, 1] et vérifiant les conditions :

yixg) =ag,..., yoblx,) =2, six € [0, 1]. (théoréme général d'existence des solutions,
[20] Part 2).

b) Notons N, le noyau de T,

N,={y€C"[0,1) : T, y=19)}, 6 élément neutre de C° [0, 1].

N, est un espace de Banach (avec la norme induite par v;) qui est de dimension n. (Propriété
des solutions fondamentales [20] Part 2).

2 - CONDITIONS ASSOCIEES A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL LINEAIRE -

a) Définition.

1

13
Nous appellerons ''condition' (associée & 1'opérateur T,), toute fonctionnelle linéaire continue

définie sur C™1[0 ,1].

Considérons n 'conditions' yl‘,. .., y* dont les restrictions : v/,..., v) sur N, sont linéai-
. n
rement indépendantes.
vl',..., v: forment une base de N:, ensemble des fonctionnelles linéaires et continues défi-
nies sur N,.

On peut toujours trouver n vecteurs linéairement indépendants v A S N, tels que
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([501)

vi (v,) =

%o si ifj

1 si i=j

Notons T, 1l'application linéaire :

¥, ()
c'[0,] 2 y—2>T,y-= : € R"
v (y)
r
Si r= . € R" nous choisirons’ pour norme de r :
rll
Irl, = Max |z,

b) T, applique C"[0, 1] sur R", car T, applique N, sur R".

c) Notons N, le noyau de T,. C'est un sous-espace linéaire fermé de c" {0, 1], donc un
espace de Banach avec la norme induite par v, .

N,={y€C"[0,1] : T, y=0}, O élément neutre de R".

N N N,=96 ol 9 estl'élément neutre de C"[0,1].

3 - PROBLEME DIFFERENTIEL LINEAIRE -

a) Définition.

On appelle probléme différentiel linéaire, le systéme d'équations fonctionnelles :

%le=s

T,y=r

(1)

s L, la restriction de T! a N2 et L2 celle de T2 a Nl.

_une transformation linéaire continue qui applique biunivoquement N, sur R".

) C"[0, 1] est la somme directe de N, et N,.

En effet, soit y€ C*[0,1]. T, y=s, T,y=r.

Jy, unique €N, tel que L,y =r.
Posons : V=Y -V, -
T,y,=8, T,5,=0=y, EN,, Ly, =s

c) L, est une transformation linéaire bornée qui applique biunivoquement N, sur C°[0,1].

d) Les applications linéaires L‘i et L‘; sont continues.

Ce sont les inverses d'applications continues d'un espace de Banach sur un autre espace de
Banach, ([11]).

e) L} est une application complétement continue de R® sur N et Enl une application complétement
continue de C°[0 ,1]dans C™![D, 1],

Démontrons que L': est complétement continue.

En effet, si L,y =s, v (y) < mlvo(s). Or si y/(s) < By

N
w

In
o]

Va(y) s my by = v(y®) ¢ m b, 0

6



Mais :

X
lyx,) -y (x)| = | [y (1) dt| g m, u, [x,-x,] si Ogkgn-1
1

Les fonctions y®)(x), x€[0,1],0 ¢k ¢ n—-1 sont équicontinues et uniformément bornées .
D'aprés le théoréme d'Arzela, de toute suite {y,}€ N,C C™1 [0, 1] nous pouvons extraire une suite
partielle convergeant vers z € C*! [0, 1] au sens de la norme v _,.

4 - L'ESPACE VECTORIEL H"[0, 1]
Considérons sur C"[0, 1], la forme bilinéaire :
n 1
(v, 2), = > f v0 (x) z® (x) dx.
k=0 0

La forme quadratique (y, y), associée étant définie positive (y, z), définit un produit scalaire.

Posons :

[l

Iyl =y, ¥),2?%;

[yll, est une semi-norme.
Muni de ce produit scalaire et de cette semi-norme, C" [0, 1] est un espace préhilbertien.
Le complété de C"[0,1] relativement & la semi-norme que nous venons de définir est iso-

morphe 4 H"[0 , 1], espace vectoriel des fonctions définies sur [0, 1],admettant des dérivées conti-
nues jusqu'a l'ordre n -1 et dont la dérivée d'ordre n appartient a £2[0,1]. H" [0, 1] est aussi
l'espace des distributions sur [0 , 1] dont toutes les dérivées, jusqu'a l'ordre n,€ £2[0,1]. ([20],
Part 2).
5 - PROLONGEMENT DES OPERATEURS T, ET T,

a) Remarquons d'abord que I|Tl yﬂo < M| y[|ll

o Mg (n+1) Max [1, |q(x)]:1gign]
x e [0.1] i

Donc si {y,} est une suite de Cauchy dans H"[0,1], {T, y,} est une suite de Cauchy dans
H°[0,1] = £2([0,1].

D'autre part :

lim |y-z| =0=1lim |T,y,-T, zl =0

Puisque pour Yu€ H"[0,1], 3 une suite d'éléments {y,} dans C"[0, 1] telle que lim |y -ul =0,
m > o

on peut poser la définition :/S,u= lim T, y, dans £2[0,1].

m o

S, est un opérateur linéaire continu qui applique H" [0, 1] sur £2[0, 1].

b) Montrons que :

Max |y®(x)|< Jy® | , 0Oskgn-1
xefo0.1] 1

ta
[y®t,) - y®ie)| = [y (@) do ¢ fy*e
1

Donc :

Max |y®(x)|- Min [y®(x)] < [y* ]
xefo.1] xe (0,1 °



Mais
Min |y < L1yom) at < 1y,
xe[o0,1]

D'otr :

ly® &< Iy®l, + [y
xe [0 1] 0

Si y; est une condition associée a T ,

n-1
v lem (I y®1)<2 mlyl,

y: peut donc &tre prolongée de facon unique sur H" [0, 1] ; notons u: son prolongement.
D'aprés le théoréme de représentation de Riesz :

uj(u) = (w;, u), u, w, €EH[0,1]

De méme qu'au paragraphe précédent, nous pouvons poser la définition :

S,u=lim T, y, dans R",
m > o

S2 est un opérateur linéaire continu de H"[0, 1] sur R"

c) Notons A, le noyau de S; : A, = {u €H"[0, 1] : S, u=9} ol @ est I'é1ément neutre de £2[0, 1] .

A, est de dimension n. ([20])
Si N, est le complété de N, dans H"[0,1], N, Ca,.

D'autre part, si v,,..., v, sont n vecteurs linéairement indépendants de N,, ils sont aussi
linéairement indépendants dans Nl. En effet,

z}\ v, =0 _—.$27\1v=9n=,~?y=0 Vi
i

puisque 2, Ay, EN ECT[0,1]. (@, élément neutre de H" [0,1]). Donc : ﬁl = A,. Les vecteurs
1

v, forment une base de A,. Notons A, le noyau de S, : Ay ={u€H"[0,1) : S,u=0}. 0, élément
neutre de R".

Si ﬁz est le complété de N, dans H" [0, 1], ﬁZCAz. ANAa,=0,.
n
En effet, siu €A, u= > A, v,.

i=1
Si u€ a,,

n
(Wj, 11}\ v) <jg n==>$‘ }\(wj,vi)n =0, 1\<j<n=z7\iy;(vi)=0, 1<j
i=1 i1
=3 A; = 0 Vs et u = By,

Remarquons que 4, est le complémentaire orthogonal du sous- -espace vectoriel W, C H' [0, 1] qui est
engendré par les éléments w, € H" [0, 1].

6 - PROPRIETES DES RESTRICTIONS DE S, A A, ET DE S, A A,
Notons A, la restriction de S; a A, et A, celle de S, a A,.

a) A, est une application linéaire continue et biunivoque de A, sur R".

En effet, A, applique continiment N, sur R". Elle est biunivoque car AN A,=0,.

On montre comme au paragraphe 3 que :



b) H'[0,1] = 7@ A,.

c) A, est une application linéaire continue et biunivoque de A, sur H"[0,1].

d) A et A} sont continues.

c) K est une application complétement continue de £°[0, 1] dans C"' [0, 1].

7 - EXISTENCE DU NOYAU DE GREEN D'UN PROBLEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

Considérons le probléme différentiel :

o
n

S

S, u

r
Ce probléme admet une solution unique : u=1u, +u,, u, €A et u,€4,.

THEORENE-L'application qui & Vs € £%[0, 1] fait correspondre la valeur de u{” au point x €[0, 1]
quand 0 < pgn -1 est une fonctionnelle linéaire continue définie sur £%[0,1].

En effet :

(») (r) (p)
,y[ff] @) < [uPl, < W] <K sl

gn-1,

quand 0 ¢ p
I1 existe donc une fonction de t, Gp(x, t)e £210, 1] telle que :

vV se g%0,1] ué"’(x):f1 Gp(x, t) s(t)dt 0gpgn-1
0

De méme :

M:

u, =

L riG‘(x) si r=(r1,..., r).

n
i

1
D'ol :

um) = 3, G+ [ G, 0 s .

i=

—

Go(x ., t) (resp. G,(x),..., G,(x)) est le noyau de Green relatif a 1l'opérateur A, (resp. A,).

8 - PROPRIETES DU NOYAU DE GREEN

a) Le probléme :

T, y=0
M~ 0 si i#j
yi(y)_o %1 si i=]j
admet la solution ul(x) = Gj(x). .
2 . S0 si i#]
Donc V; Gj(x)ENICC [0,1] et yl(GJ)_ gl iicj
b) Considérons le probléeme :
S, y(t) = Yo(t, x) 1 si t<x
ol Yo(t, x) = (échelon)
S,y=0 0 si t2x



I1 admet pour solution :

t
Zo(x, t) = /0‘ Go(x, T) dT

Zo(i’ t) € A,
Zy(x, t) étant une solution particuliére de 1'équation :

5,[Zy(x, )] = Y (x, t), S, [Zyx, t)]=0 si xelt, 1]

d'ol :
Zo(x, t) =Y B, (t) vy(x) Vxelt, 1],
i=]
Puisque Z(x, t) € C™'[0,1] :
n t
T OB v =[ Glx, T dT  0gpgn-1

i=1

On en déduit que :
B, (1) =f0° b, (v) dt
D'ot :
Glx, D= 3 b(t) v, si x>t bt) €0, 1].

i=1

En résolvant le probléme :
%sl y(t) = Y, (x, t)
S,y=0
on montre de méme que :

Gy(x, t) = i a(t) vi(x) si =x<t a,(t) € £2[0,1].
1=1

n t .
Des relations B; (t) viPUx) = f Gp(x, 1) dT,0 ¢ pgn-1,on en déduit aussi que :
i=t 0

{pgn-2,

Gpulx, ) === [G,(x, D] 0 ¢

D'autre part :
n

u, (x) ={1Go(x, t) s(t) dt = ¥ vi(x)[fo’bi(t) st at+ [ a(t) s(t) dt]

i=1

En dehors d'un ensemble de mesure nulle I, C0,1] et Vs € H[0,1] :

u!(x) =[’§’x—[c;°(x, £)] s(t) dt + 52 [b,(x) - a,(x)] vAX)]%S(X) =[ G (x, t) s(t) *
i=1
d'olr 1'on conclue que :
Y [by(x) - a(x)] v(x)=0

i=1

De méme on montrerait plus généralement que :
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» [b,(x) - a,(x)] v{p’(_x) =0 Ogpgn-2

-
—

En outre :

A uy(x) =£l A TGy(x, t)] s(t) dt + gi (b, (x) - a (x)] v;n-l)(x)g s(x) = s(x)
i=1 .
Donc en dehors de I, i [by(x) - ay(x)] v D (x) =1 :
i=1

i) = o), =1

. 1 n‘ 1 ap ‘
u, (u,) =j(; 3 > [wﬁ”(x). — (G (x, t) s(t) dt] + wiP(x) s(x)%dx =0
0

[Nl

W) (x) ul(x) ] ax = 0

"
o

P

p=0 oxP

n

u:(uz) =‘/0'1 Z w;p’(x) [nz v ®)(x) (fxbj(t) s(t) dt + flaj(t) s(t) dt)] + wi“” (x) s(x)% dx = 0
p=0 j=i ] 0 X

W) = [ %ft’ p;o w®(x) | [ 3 v (x) bj(t)] ax+ [03 we (x).[ > v®(x) a(t) ]dx

i=1 0 p=0 i=t
+ wi‘“’(t) % s(t) dt = 0

=

u:(uz) =jovr %_/:

pour Vs € g%[s, 17.

[w;m(x) 2 (G, (x, t»]dx ¥ wi“’m% s(t) dt = 0
JxP ‘

0

©
1

Notons Gg(x, t) la distribution correspondant & Gy(x, t). Si nous considérons les dérivées au sens
des distributions au lieu des dérivées au sens ordinaire :

* ]
ui[‘GO(E’ t)] =0
pour presque tout t €[0, 1].

Définition - Nous appellerons noyau de Green relatif & 1'opérateur A, le noyau G(x, t) qui vérifie
les propriétés suivantes :

-

“Z aj(t) vj(x) x>t

[
-

(i) G(x, t) =

=

j bj(t)vj(x) x>t

"
-

p
(ii)s% [G(x, t)] est continue par rapport & x pour x =t et 0 g pgn-2

n-1 -1
lim ——[G(x, t)] - lim ~— [G(x, t)] = 1
Lim —— [G(x, t)] lim o [G(x, t)]
x >t x <t

(iii) uj[G3(x, t)] = 0 pour presque tout t€[0, 1].

G%(x, t) distribution correspondant a G(x, t).

9 - PROPRIETES DUALES
a) Considérons une fonctionnelle f* € (C"[0, 1])* :

(y) = £°(y, +y,) = £ (y,) + £*(y,)

1



Notons f; (resp. f;) la restriction de f* & N, (resp. N,)

* * * *
fj € N}, f; € N}

Des propriétés établies au paragraphe 3, il résulte que si L (resp. L,) sont les transfor-
formations adjointes de L, (resp. L,) 1'équation

: L] kj =f, (resp. L, k =f}) admet une solution
unique k‘;e (C°[0,1])" (resp. k: € R*), ([20], Part 1, [50]). En outre L' et L, sont compléte-
ment continues.

Vy €c”lo,1] et VYV e(c'[o,1])
* * * :
i (y) =k (L,y)+k, (L y,)od y=y +vy,, 5 €N, vy, €N, et plus précisément

fy) =Y

I v (yl)+j;l L, v,(t) dk(t) ob  kt)

—-

est une fonction & variation bornée sur [0, 1] que nous pouvons choisir telle que

: k, (0) = 0.
Considérons maintenant les fonctions :

Yo (x, t)= (0 si x3t+

1
1 + (t-x) si t<x<t+;

Nous supposerons V assez grand pour que :

T, y(x) = Y2 (x, t)
Notons Z;(x, t) la solution du probléme

- v 1 t” t+%

£, 120(x, )] =k, {L, [Z;(x, t)] =j0' Yy(x, t) dk,(x) =f0 dk,(x) +L [1+v (t-x)] dk(x)
Mais :
1

t+— . nL H—l— 1
L nevi-mracm=ms -0 Tr [ Tk ax =k, (
t{' + t+

Or
: 1
um k,(t+ =) =k, (t+0)
et :
L
vf” k,(x) dx - k,(t + 0)] —>0 quand n—>s« [37]
t
Donc :

t
Um £)(Z)(x, 1)) =j0' dk, (x)

k,(t - 0) en un point de discontinuité

k, (t) en un point de continuité

12



Ainsi : Vy €c"l0,1] et VY e (C"[0,1])
(1)

F- S £ (G)) v; (v,) + flLl ¥, (t) dglim f;[fl G(x,T) Yi(t, t) d’r]%
i=1 0 v owm 0

b) Considérons une fonctionnelle f* € (H" [0, 1])‘
It €H [0,1]: f(uw=(f,u), Vu€HI[0,1])
f‘(u):(f,u)n=(f,ul)n+(f,u2)n car u=ul+u2,u1€Al, u, €4,
£ (w) = (£, u), + (f,, u), fes,, f,€0,

+(k,, A 1.12)0

£ () = (k. A, g

De méme qu'au paragraphe précédent on peut montrer que si k} est la i®¢me composante de k; :

i &
k= ¥ ki oy (G)) = (£, Gy,

et (2)

-
-

k(1) =S (5,0, Z,(x, 1), = (5,(x), Gx, 1)
dt 0 n 2 n

10 - NOYAU REPRODUISANT ET NOYAU DE GREEN

Considérons 1'application qui 3V u €H" [0, 1] (n > 1) fait correspondre la valeur u(x) de u au
point x € [0, 1].
Puisque |u(x)|g M[ax] Ju(x)| < [ul, < [ul,, 1'application considérée est une fonctionnelle li-
0,1

néaire et continue sur H®[0,1]. 3h(t) EH"[0, 1] : u(x) = (h,, u), . h(t) est le noyau reproduisant
de H" [0, 1], ([4]).

Plagons-nous maintenant dans le cas particulier od W, = A, (cf 1.5). Alors A, est le complé-
mentaire orthogonal de A, .

hx=hx,1+hx.2 hx.leAl hx.zeAz
h et h_, sont les noyaux reproduisants de A, et A, respectivement. Ainsi :
u,(x) = (h, ,, w,), = (G(x, 1), A, u,1)),
= (AG(x, 1), u,),
D'od :

Glx, t) = A7 (h, (1))

11 - QUELQUES APPLICATIONS IMMEDIATES

a) Développement en série de Mac-Laurin.
Considérons une fonction f € C" [0, 1]. Elle est solution unique du probléme différentiel :

d" (n)
Ty gt

i s
(y) = ﬂ-) =f®0) 0g¢ign-1
x=0

yi dxi 3 <X

13



I1 en résulte que :

n-1 1
fx) = ¥ 1900).G,x) + [ Glx, t) £ (1) dt (3)
i=0 0

On montre facilement que :

« o si x«<t
G (x) == et G(x, t) = si x>t
1' (X_t)ﬂ‘l
n-1"1

D'oll la formule de Mac-Laurin avec reste intégral.

b) Formule d'interpolation au moyen de polyndmes de Lagrange.

Considérons une fonction f € C" [0, 1] . Elle est solution unique du probléme différentiel :

d _ ram
T,y = e - f
. _ _ .
v, (y) = (y)“’(i =f(x;) 1gign

On obtient la formule d'interpolation classique de Lagrange avec reste intégral en montrant
que dans (3) :

F(x)
G(x)= ——— | F(x)= ] (x-
i) F'(x) (x - x;) ) 1giga (x = x,)
et :
1 n-1 “ -1 t"! si t30
Gx, t) = —= §(x-1)] - ¥ Gx) (x, -t) ot s
n-1t =1 0 si t<0

c) Reste d'une formule d'intégration & n points.

Considérons le probléme différentiel posé au b).
Supposons que x,=0 x =1,

D'aprés ce que nous avons vu au paragraphe 10,

i=

—

Sro a3 e [lawaes [0 (o, v dx ) dt.
0 i 0 0 0

12 - REMARQUE IMPORTANTE

Tous les résultats précédents pourraient s'étendre, de méme, au cas des systémes différen-
tiels ou d'opérateurs aux dérivées partielles elliptiques avec certaines conditions aux limites.
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CHAPITRE 1l

APPROXIMATION DE FORMES LINEAIRES
RELATIONS DISCRETES EXACTES
APPLICATIONS

1 - APPROXIMATION DE FORMES LINEAIRES

Considérons un espace de Banach E défini sur R et une fonctionnelle linéaire et continue
f* € E* dual fort de E.

En analyse numérique, le probléme de l'approximation de f* consiste, en général, dans le

choix de N fonctionnelles f: € E* et de N coefficients A ER tels que |[f'(x) - Y A f;(x)] soit voisin
de zéro quand x appartient & un certain sous-ensemble A de E. t

Ce probleme se présente sous deux aspects :

N
@) £°(x) - ¥ A, f](x) = Ry (x) od h dépend d-. f, et de N.
i=1

On cherche dans quelles conditions lim R:(x) =0 Vx€EA.
h>o

N
B) £ (x) - ¥ A, ) (x) = Ry (x).
i=1

On cherche pour quel choix des coefficients A, R;\(fc) est minimal, x appartenant a A.

Dans ce chapitre et les suivants nous développerons ces deux points de vue.
2 - RELATION DISCRETE EXACTE ENTRE (n+1) VALEURS D'UNE SOLUTION D'UNE EQUA-
TION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE n
Considérons 1'équation différentielle :
T,y=Dy+q D"'y+... +qy=s

ot g,...,q €C"[0,1] et s € £*[0,1].

Notons u une solution de cette équation : u€ H" [0, 1]. Considérons, d'autre part, les n fonc-
tionnelles linéaires et continues sur H" [0, 1] (n >1) :

u;(y):-y(xi) l<ign 0<x <x, ...<x g1
Posons :
h, = Max (x,, -x), h = Min (x. -x)
' Uigign Ot " igigan AT

Considérons enfin le probleéme différentiel :
T,y=s
(1)

u:(y)=u(xi) lgign

THEORENE : Il existe des subdivisions {x; ; 1 i <n} de [0, 1] pour lesquelles le systeme (1) admet
la solution unique y = u.
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Posons :

vix) ... v(x)
W =
v, (x)) v, (%))
nt(x, - x,)° (x, - 1)
v) = S I o)y A e at,
p=0 p! I n-1! !
Posons :
- -l (xo—x ) o (x, — t)n-l
- Kk~ X
O e I R e reyter
p=0 : 1 .
v (x) vi(x,) ... v (x)
W = D relx,, ooy x5 x) =W +elx,,..., x ;x)
vi(x) v(x,).... v(x)
Notons :
Wil...ij...ik (2<i1<iz< <ik<n s 1< kgn-1),

le déterminant obtenu en remplacant dans W, la colonne de rang i, par la colonne [ep(xij)] (1< p gn)
pour 1 < jg k.

e(x,,..., x, ;%)= X by A Wil.. i,

18k<n-1 2&11< ... <ig<n
1 0 0 vl(xl) vz(xl) vn(xl)
( )n-l .
X - % ' Syt '
1 (x,-x).... — vi(x,) vz(xl) vn(xl)

E
X

n-1
1 (x,—-x,).... (x"—_xl)_.

(n-1) (n-1) (n-1)
v (xl) v (xl).. v (Xl)

n-1"

W = K(x,,..., X, ; x;) W(x,) +e(x,,..., x,; %x;) od W(x,) est le Wronskien de Vis...3 V, €D X,

Or
1
lvimi & ma )i Iy (x-x)
le(x)] « 2 ° x f (x,—t)" " dtl " ¢ L o Tk "1
n-1! X n-1! 2n+l
Lorsque h,——0, restant borné, e(x,,..., x ; x,) est un infiniment petit d'ordre
m
-1 1 -
n_(nz_l + 5 et K(xz, cees X xl) un infiniment petit d'ordre n_(n__l)_’ par rapport & h,.

%
Puisque par hypothése, W(xl) £0, W est donc différent de zéro dés que h, est assez petit.
Alors, le systéme :

T, y=8

. .
ui(y) =0 1 gign
admet la solution unique y = 0.

On en déduit que le systéme (1) qui admet la solution y = u admet cette seule solution.
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THEORENE -

Si hy= Max (x;,, - X;) est assez petit,

Vx €10,1] ulx)-Y g,(x) u(xi)—flG(x, t) s(t) dt = 0 (2)
1-1 0
L0 si 4]
ou Tl gx=e ’ gl(J)-%l si i:J

et ot G(x, t) est le noyaude Green du probléme homogéne associé au probléme (1).

La formule (2) sera appelée, dans la suite, formule discréte théorique & (n + 1) points.

3 - FORMULE DISCRETE THEORIQUE ET FORMULES D'INTEGRATION APPROCHEE D'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

THEORENE - Dans le cas d'une équation différentielle linéaire d'ordre 2, les formules d'intégration
approchée classiques & 3 points peuvent &tre considérées comme des approximations de la formule
discrete théorique, correctes jusqu'd un certain ordre.

Ce résultat se généralise sans difficulté au cas d'une équation différentielle linéaire d'ordre n.

Considérons 1'équation différentielle :

M(y) = y"' +q (X)y' +q (x)y = s(x) xelo,1] . (3)
Divisons l'intervalle [0, 1] en n parties égales de longueur h = Il_i par les points de la subdivision :

{x;;1<ign}:0=x<x, ....<x =1

Nous supposerons que toute solution de (3) pourra &tre dérivée autant de fois que cela sera
nécessaire, et que h est suffisamment petit pour qu'une formule du type (2) existe entre trois
points successifs x; ,, x;, X

Nous écrivons alors la formule discréte théorique sous la forme suivante :

i i

85150 (%) ¥x,) - yx) + kg 5 (%) yx )= my g, (%) =0
1
o my 4, (%)) = fo Gjy e (x5 1) s() At

a) Choisissons pour représentation de (3) :

i 5h q, (x;) y(x) = s(x))

Nous appellerons formule discréte approchée l'expression :

2 - hq, (x.) 2 + hq.(x,) h%s(x;)
M )l = 1 ) — . e e R
h [Y(XJ)] O qzzxj)] y(x;,,) yix;) + 32 e qz(xj 5 y(xy,) P Clz(xj)
h4
M, [y(x;)] = 12[2 - h%q_(x)] [ym(xi) + 2q1(xj) y<3>(xj)] +0(#)
2475

2 - hq,(x)) (x)

{ = 1 -
M, (g, 3 = g a,(x,)] TEWRRLY
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Donc :
2 - hq,(x)) —ht g0 5 (%) + 2q,(x)) g (X)) + .
2[2—h2q2(xj)] 12[2 - q,(x;) ]

gj-l.j+1 (XJ) =

On obtient deux formules analogues pour k;_, ; (x;) et m;_, ;,,(x;). D'autre part, si v et w sont
deux solutions linéairement indépendantes de (3) :

vix;) wix;,,) - vix;,,) w(x;)

851,501 (%) = (3)

vix ) wix,,) - v(x;,,) wix, )

M, [v(x,)] = Ha(x;) et M, [w(x,)] = b B(x;) (4)

N

o(x;) et B(x;) sont des quantités uniformément bornées par rapport a tout point de {x,;} lorsque h
tend vers zéro.

Multiplions la premiére des deux relations (4) par -w(x;_,) et la deuxiéme par v(x;_,). On
obtient :

2 - hql(xj) h4 a(Xj) W(xj+1) - B(XJ) V(xjfl)

g51.34%;) = 202 - hzqz(xj)] v(xj_l) wix,,,) - vix;, ) wix;_,)

j+1

En développant v(x, ,) w(x,,,) - v(x;,,) w(x;_,) par la formule de Taylor, on constate que :
2 - hq (x,)

2[2 - h2q,(x,)]

Cependant, la formule discréte théorique coincide, jusqu'a 1'ordre 3 inclus, avec la formule
discréte approchée puisque :

gj_l_j”(xj) coincide avec jusqu'a 1'ordre 2 inclus.

81,51 (Xj) y(xju) - y(xj) + k]-l.j+1(xj) y(xj-l) = my g5 (%) = My [y(x))
1t
- Toiz = hzqz(xj)] [y (x) +2q,(x) y®(x)] + o(h®)

b) Supposons que ql(x) = 0 quand x€ [0, 1].

Choisissons pour représentation de (3) la formule de type hermitique :
(ey.,1) - 230%,) + ¥lx;_,) = 2 (30,0 + 10 37'x)) + 7", ,))
yx.hl. - y(xj +yxj-l - 12 Y \Xj) + Xy +y X,

et pour formule discrete approchée :
2

h ] " "
yix;, ) - 2y(x;) +y(x,..)——ﬁ— [y"(x,,) + 105" (x;) + y"'(x;_,)] B [y (x,) 4 ()]
N, [y(x))] = - - 3

2 [1 2 hzqz(xj)J 480 [ 1- 2 hzqz(xj)]

De méme qu'en a) on peut montrer que :

b2 2
— [Pl (6)
1+ 3 q,(x, ) 540 &%) ia (xj) + ...

Ei1y0 (Xy) = + ¢

5
2 [1 - g Hqy(x, )] 2 [1 - 2w q2(xj)]

et l'on obtient deux formules analogues & celles-ci pour k;_, ;,,(x;) et m;, (xj).

En remplacant dans (5) y'(x;), y"(x; ,) et y"(x;,;) par leurs valeurs en fonctions de yet s, on
constate que les coefficients de la formule discréte théorique coincident jusqu'a l'ordre 4 inclus
avec ceux de la formule discréte approchée. Mais la formule discréte théorique coincide jusqu'a
l'ordre 5 inclus avec la formule discréte approchée.
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c) I1 apparalt donc que les méthodes classiques d'intégration d'un probléme différentiel 1i-
néaire par "discrétisation' se réduisent au calcul d'une valeur approchée de chacun des coefficients
intervenant dans la formule discréte théorique.

On obtiendra donc les meilleures formules discrétes approchées, en résolvant avec la plus
grande précision possible, les problémes différentiels qui nous donnent :

g1 (X)), Ky ya (%) et my,(x).

Exemple 1 : Cas ol q(x), q,(x) et s(x) sont analytiques autour de tout point de 1'intervalle [0 ,1].

Alors,
M (x) = a(x) g, ., (x) + B (x) g, ;,(x)
a, et b, dépendent uniquement de q,, g, ainsi que de leurs dérivées jusqu'a l'ordre (n - 2).
On peut obtenir dans ce cas g;_, ;,(x), kj_; ;,,(x) et my_ ;, (x) sous forme de série.

Exemple 2 : Résolution d'un probléme différentiel linéaire avec conditions aux limites du type
y(0) =a,y(1) = B.

Nous effectuons le calcul approché de la solution du probléme posé aux points d'une subdivi-
sion {x,} de [0, 1] en utilisant, en chaque point de {x;} :

a) une formule discréte approchée classique a 3 points.

B) une formule discréte approchée a 3 points dont les coefficients g
m;_, ;. (x;) sont obtenus de la facon suivante :

songn ) Ky a0 (%),

On divise [0, 1] & 1l'aide d'une subdivision {x}}D {x,;} telle que les points de {x]} divisent

[x., x...] en p intervalles (p > 2).

i Tin

On détermine g, ;. (x;) (resp. k; , (%), ™M, ;, (x;)) en calculant, au moyen d'une formule

classique & 3 points, aux points de {x}} qui appartiennent & [x; ,, x;,;] la solution approchée du pro-
bléeme différentiel dont g, , ;. (x) (resp. k;, ;,, (x), m;, , (x)) est solution.

4 - RELATION DISCRETE THEORIQUE ENTRE (n+p+1) VALEURS D'UNE SOLUTION D'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE n

Considérons 1'opérateur différentiel T, admettant pour noyau A,.Soient v ,..., v , n vecteurs

de base de A et{x; ; 1gi<n+ p} une subdivision de [0, 1] .

n?

Vvea,, v=‘n_“)\iv1, 7\1€R==’V(Xk)=i>‘;vi(xk) 1< kgua+p
is1 i=1
Supposons que :
vix) ... v(x)
W= | o L Ao
' v,(x) ... v(x,)

Si p =0, il existe pour tout x donné € [0, 1], une relation linéaire et homogene entre

v(x,),..., v(x,), v(x), dont les coefficients sont indépendants de v et déterminés de maniére unique.
1 3

Cette relation peut s'écrire sous la forme (2).

Définition - Si p >0 nous appellerons relation discréete théorique entre (n + p + 1) wvaleurs

u(x,), ..., ulx,,)), u(x) d'une solution u de l'équation T,y = s, une relation de la forme :

u(x) - nzv a,(x) u(x;) =0 (x)
i=1

ol oy (x) #0 Vx€[0,1] et telle que VveE L, et Yx €0, 1] :
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n+p
vix) - Y o, (x) v(x;) = 0. En général, pour x fixé, les coefficients o,(x) dépendront de p arbitraires.
i=1

n+p
Puisque u € H* [0, 1] (n »1), u(x)- Y o, (x) u(x;) est, pour x fixé, une fonctionnelle linéaire

i=1
et continue définie sur H" [0, 1].

n+p
Donc 3w, € H"[0,1] : u(x) - ¥ al(x) u(x,) = (w_, u) .

i=1
Notons W2 le complémentaire orthogonal de A, dans H" [0 ,17.

Wy =W, | +W, WMGAI, wx.ze W2

x .2 2

De méme, u =y, +u, ule Al, u2€ W2 .

Or par hypothese (w

x? ul)n = (wx,l ’ ul)n = 0.

Donc (w,, u), = (wx‘2 ,

Notons A} la restriction de T, & W, : w, , = A': Y, o vy, € H°[0, 1].

uz)n.

(W, w), = (8 Y, ,u,), = (v, T u) =olx)

Nous allons montrer comment 1'on peut calculer o(x) d'une autre maniére. Associons a 1'équa-
tion T, y = s un probléme différentiel quelconque :

T,y=s
T,y=r

admettant une solution unique. Notons A, la restriction de T, & A,, noyau de T,. Soit G(x, t) la

fonction de Green associée a A, ; alors :

o(x) = flK(x, t) T, u(t) dt
[

ol :
n4p
K(x,t) = Glx, t) - ¥ a/(x) G(x,, t)
i=1
On peut se demander si, parmi tous les jeux de coefficients o, (x) (x étant fixé), il en existe
1 .
un qui minimise f [K(x, t)]? dt. Nous montrerons au chapitre IV qu'il existe un tel jeu de coeffi-
()

cients. La relation qui lui sera associée sera appelée la meilleure relation entre u(x,),..., u(x s u(x).

5 - EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS AU CAS DE L'EQUATION DE LAPLACE
Q étant un ouvert de R?, considérons 1'équation :

_dMulx,y)  Jdulx,y)
T axe dy?

Au

=f(x,y) sur Q

et un quadrillage de @ par les droites d'équations :

X=X, Y=y lgign 1<j<m.

Considérons, d'autre part, l'opérateur différentiel M(z) =
Notons Gij(x, t) le noyau de Green du probléme :

M(z) = 0 z(ti) = z(tj) =0
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et gu(t) (resp. k,,(t)) les deux fonctions telles que M(gij) = 0 (resp. M(k,;) = 0) et que g“(ti)=1,g”(tj)=0
(resp. k;(t,) = 0, k; () =1). Supposons que u € C?(9Q).

Des résultats du § 2, on déduit que :

Fult, y)

Xi+1
(x) ulx, ,y) =f Gy 1in 312

Y51

gi_l‘m(x) u(x, |, y)-ulx,y)+k dt

i-1,i+1

Yi+1 Fulx, v)
8y, 3u(Y) ulx, yi) = (2, ) + kg ya(y) ulx, y,,) = f G,y ——— dv

I5-1 ov?
Or,

Xi+1

(gy () ult, v, ) = ult, y) + &k, . (¥) ult, Y NG, (x,t)adt
1-1

141 ( Vg0 Fu(t, v)
= G;. (y,v) ———— dv¢ G, (x,t) dt
\[:-1 34_1 i-1,+1 v? 1-1,1+1

Fult, v)
. fjn’“ Gyotogot (75 ¥) Gy iy (6, 1) St v dt

- Jult, v)
ffu Gy 75 ¥) G, (x, 1) l - =< +f(t,v)] dv dt

- fy’” [g1-1.1+1 (%) ulxy,,v)-ulx,v) +k

Vi1

(x) ulx,,, ., v)I G (y, v)dv

i-1,i+1 -Lj+1
+ ffnlj Gypyo (7, V) Gy (%, 1) £(t, v) dv at

ol D, est le rectangle ]Jx,_, , x,,, [x]y_, , Vi -

JL Giiga (7.9 Gy (2, DaU(E, V) av at
ij

X
= f " (851,50 (V) ult, vy ) —ult, ¥) + ky o, (0) ult, v, )] Gy, (x5 1) at
*1-1

+ j:’“ [y, 1 (0 ulx, o v)—ulx,v) + Ky, (%) ulx,,, VG |, (7, ¥) dt
J-1

I1 est facile de montrer que l'écriture de formules de résolution approchées de 1'équation de
Laplace, se rameéne a l'obtention d'approximations de la formule discréte théorique ci-dessus.
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PROCEDURE ALGOL ET RESULTATS NUMERIQUES

Etant donné le probleme différentiel

% y&) + q,(x)y'(x) + q,(x)y(x) = s(x) x €0,1]
™ 50 =y, y1) =y,

Nous proposons ci-dessous un programme qui permet la résolution de (T) comme cela est
indiqué au paragraphe de ce chapitre,

début
procédure GRESOLSYSLINE (A, B,X,N, IMPOSSIBLE) ;
(Procédure contenue en Bibliothéque)

réel Erocédure Ql(X) 5

es s ce v e e s s e e e s s e se s e e

réel procédure S(X)

réel procédure S1(X) ; valeur X réel X
S1 := 0.0
réel procédure S2(X) ;

............ sececsec s ..

procédure SYSAP (Ql Q2,5,X0,Y0,Y1,H, M, Y)
valeur X0,Y0,Y1,H ;
réel procédure Ql,QZ,S ; réel X0,Y0,Y1,H ;
tableau Y ;
entier M ;
début tableau A1:M-1,1: M- 1], C[1:M - 1] ;
entier J,J ;
pour J := pas 1 jusqua M - 1 faire
début réel F1,F2,G ;
Fl := (2 - Hle(X0+IxH))/(4— 2 x H?2 x Q2(X0 + I x H)) ;
= (2+ HxQL(X0 +IxH))/(4 - 2 x H?2 x Q2(X0 + I x H)) ;
G = (H™ xS(X0 +J x H))/(2 - H? x Q2(X0 + I x H)) ;
ClM):=siI=1alors G- Y0 xF1
sinon si I = M - 1 alors G - Y1 x F2
sinon G 5
pour J := pas 1 jusqua M - 1 faire
Afll, 0] :=51I—J 0a10rs—10
sinon si I-J=1 alors s F1
sinon si I - J = -1 alors F2
sinon 0.0 fin ;
GRESOLSYSLINE (A,C,Y,M - 1, IMPOSSIBLE) ;
pour I := 1 pas 1 jusqua M ~ 1 faire
ECRIRE (I,Y[I]) fin SYSAP ;
tableau D [1 :20], Bl :20, 1:20}, U[l:20], VI1:20];
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réel X0,Y0 ; Y1 ;
entier M,N,I,J ;
X0 := Y1 :
YO0 := 1,0 ;
M := 10 ; N :=5 ;
SYSAP (Q1,Q2,5,0.0,1,0,0,0,1/M,M,U) ;
pour I := 1 pas 1 jusqua M - 1 faire
début réel D1,D2,E ;
SYSAP (Q1,Q2,S1,X0 + (I - 1)/M,0,0,1,0,1/(M xN),2 x N, U) ;

"

0.0 ;

D2 := U[N] ;

SYSAP (Q1,Q2,S1,X0 + (I - 1)/M,1,0,0.0,1/(M xN),2 x N, U) ;
D1 := U[N] ;

SYSAP (Q1,Q2,S2,X0 + (I - 1)/M,0.0,0.0,1/(M xN),2 x N,U) ;
E := UN];

D[] : = siI =s alors E- Y0 x D2

sinon si I = M - 1 alors E - Y1 x D2

sinon E ;

pour J :=1 pas 1 jusqua M - 1 faire

B[I,J] :=siI-J=0 alors - 1,0
sinon si I - J =1 alors D1
sinon si I - J = - 1 alors D2
sinon 0.0 fin ;
GRESOLZYSLINE (B,D,V,M - 1, IMPOSSIBLE) ;
pour I := 1 pas 1 jusqua M - 1 faire
ECRIRE (I, V[I] ;
IMPOSSIBLE : ECRIRE ('PIVOT NUL') ;

fin ; ’
Exemple :
x 42
y' e xy' 4y = 2x .‘_22( (1+Ve_)_/o‘ e’ dt
B _ —> y=Xx+e 1- 1 t2
y(o)'la y(l)'o j; ezdt

ERREUR ERREUR

x | SOLUTION EXACTE | yiprHODE CLASSIQUE | NOUVELLE METHODE
0,1 0,874091 +0, 000025 +0, 000002
0,2 0,742746 +0, 000069 +0, 000005
0,3 0, 610617 +0, 000119 +0, 000007
0, 482292 +0,000170 +0,000011
0,5 0, 362106 +0,000209 +0, 000007
0,6 0, 253992 +0, 000230 +0,000012
0,161339 +0, 000226 +0, 000012
0,8 0,086888 +0, 000188 +0, 000011
0,9 0,032676 +0,000114 +0, 000006
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CHAPITRE 1lI

CONDITIONNEMENT NORMALISE DES MATRICES
ASSOCIEES A CERTAINS PROBLEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
CAS D'UNE VARIABLE

1 - PROBLEME DISCRET THEORIQUE ASSOCIE A UN PROBLEME DIFFERENTIEL LINEAIRE

Dans ce paragraphe, nous utiliserons les mémes notations qu'au chapitre I.
Considérons le probléme différentiel linéaire :

n-1

D'u+qg, D" u+... +qu=s n

2
-

S
i (1)

S,u=[uj(u)l=r

qui vérifie les hypothéses : hl).

a) q, E€EC°[0,1] 1lgign.

B) uj est le prolongement sur H" [0, 1] d'une fonctionnelle linéaire et continue définie sur
C™'[0,1] ; [uf(u)] € R™

Y) S,(resp. S,) est une application linéaire et continue de H" [0, 1] sur H°[0, 1] (resp. R").

8) Les fonctionnelles uj(i< 1 < n) sont linéairement indépendantes sur A, noyau de S,.

a) Notons {x; ; 0< j< m, m > n} une subdivision de [0, 1] telle que

i

v2) " Wix,) - ; £0 (2)
0 jgm-n+1 v(;:.) ............ v, (%5,,.1)

ol v , V, sont n vecteurs de base de 4, .

12

Nous savons que si h,= Max (Xj+1 - xj) est assez petit, 1'hypothése h2) est vérifiée (cf. Ch. I).
0g<igm-1

D'autre part, Yve A,

veX Mvi==(w,v) =Y Mw,v),, VYweH [0,1].
i-1

=1

-

I1 en résulte que :

(w, v), vix;) ..... v(X;,0.,)
Vw € H[0,1] E V‘_)“ ) Vl(f(j*“-’) =0 . (3)
(w, v, ), vn(xJ) ..... v, (Xj+n.1)

puisque v(x;) = (hxj, v), olt h, est le noyau reproduisant de H"[0,1]. On déduit de (3) que pour
) :

0< j< m-—n, il existe une relation linéaire et homogéne entre v(xj), C, v(xj+n

-1
+ X

i=

v(xy,,) i (X0 5 X)) v(x;,) =0 (4)

S
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Considérons 1'application linéaire de H" [0, 1] sur R"" qui & Vu € H" [0, 1] fait correspondre le vec-
teur 4 € R®"*! de composantes u(xo), R u(xm).

Posons :

T=00,..., 0, X, (x,, 5 %

J J+n

) oo % (x5 %), 1, 0,..., 0]
| (5)

(%J,,Vi)nml:O pour lgign O0gjgm-n
Considérons la matrice (m-n+1) x (m+1) dont le j*™€ vecteur - ligne est le vecteur ‘T,_;.
Elle définit une application linéaire S,, de R™! dans R™"*!. §1 est surjective. Etant donné un vec-
teur 0 € R*"! de composantes Oy,..., O,  on peut toujours trouver un vecteur @ € R"*! de com-

'~ O " m-n
posantes u ,..., u, tel que : S, u=0.

En effet, choisissons arbitrairement u,,..., u, . L'équation (7 , ﬁ)uI|I+1 = g, nous permet de
calculer de maniére unique u,.

De méme, si u,,..., u;,, , sont connus, l'équation (7, , ﬁ)R"'” = 0; nous permet de calculer

de maniére unique u,,, .

Il en résulte que le noyau El de §1 est de dimension n. Comme l'hypothése hNZ) implique que
les vecteurs V; sont linéairement indépendants, ces vecteurs forment une base de A;. Il est facile
de vérifier aussi que les vecteurs 'fj sont linéairement indépendants. Ils forment donc avec les
vecteurs ¥, une base de R®!!.

b) D'autre part, si uj(u)=(w,, u), il résulte de (3) que :

ui(v) = (w;, v) = (z;, v) VvEn,

Ru+1

Considérons la matrice n x(m+1) dont le iéme vecteur ligne est le vecteur *%;. Elle définit
une application linéaire S, de R"*! dans R". Cette application est surjective.

I1 suffit pour le montrer de remarquer que :

(z,, ¥ )Rm”,..., (2, , VI)R"”‘ (Wys Vids oo (W v
: £0 car . #0
(Zys Vadgaer -5 (Zas Vo dhans (w, 5 v )sonns (W, v

Le noyau 52 de §2 est donc de dimension m —n 4+ 1.

c) (Ei’ G)le =04t‘(wi, v)n=0 =v =0, =V = 0.
Donc :

A,NE, =0 et R - 8,8 4,

d) Notons A, la restriction de S a &,.

A, applique biunivoquement A, sur R™™1,

I1 existe donc une matrice (m+1) x (m-n+1) : G = [@(xi, x,)] telle que : A
une matrice unité de type p x p.

G =1, 00l est

De (5) il résulte que :

G(Xj s xq) (’“}(xj”, xq). L. (N}(xjm, xq) .
0 v, Vi) |0 siojfa-1
X 1 si j=
‘]I'l (XJ) Vn (Xju ) Vn(Xj m)

Par analogie avec le noyau de Green d'un probléme différentiel, nous poserons :
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D'od :

n
Y g v(x) si j<q
~ 1-1 ~ - ~
G(xj s Xg) = . et b - 28,4=C4
= b vi(x;) si j 2q
n 0 si k=0,1,..., (n-2)
Y Ciq ilXqu) =
1=1 1. si k=n-1

(6)

A cause de l'hypothése h2), le systéme (6) admet toujours une solution et une seule.

D'autre part :

1

(zx 3 G)Rm*l

1
N

n
[y
u
_

=

0
A
o

<

s (
e

m ~
isn ==Y z; Glx;, xg) = 0
in1

e

-
"

1

14=

Vq.

zZ vl(xj)) lgign
j

q

Ciq vl(xj)) l1gig<n ¥Vq =

1

>

—

-

<

a

n
n Vq =2 z,

ig

i (

[
-

~

1a(Z1 s Vilgant

Y Fav (%)) =

-
-

Le systéme, ci-dessus, dont le déterminant est différent de zéro, nous permet de déterminer
de maniére unique les coefficients & et b, = g+ Cq-

e) Notons Kz la restriction de §2‘é Zl.

K, applique biunivoquement A L sur R".

Il existe donc une matrice K de type (m + 1) x n telle que :

K, K-1

n -

Considérons les vecteurs g, € 4 tels que (w, , g)y = &y -

Puisque (E‘, gj)

- t
REHL 61j’ g

est le j®me vecteur ligne de K.

2 - CONVERGENCE VERS LA SOLUTION EXACTE D'UNE SOLUTION APPROCHEE D'UN PRO-
BLEME DIFFERENTIEL AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

Considérons le probleme différentiel :

M(y)

U (y)

1]

Il

¥ (x) + ql(x) yOD(x) + ...+ q,(x) y(x)

n-1
Y Loy, y®(0) + By y®()l=1, 1g
p=0

s(x) x€ [0,1]

ign

qui vérifie les hypothéses h3) :

@) q e cllo, 1]

1¢ign , s€c®o,1].

B) M(y) = 0 admet n solutions linéairement indépendantes :

AP

Y) Le probléme (7) admet une solution unique.

s vnEC“[O, 1].

a) Ecriture du systdme discret théorique associé au probleéme (7).

Comme au paragraphe 1, posons :
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vl(xj) ... vl(xjd_l) vl(xj*“l) vl(xjm_l) v, (x)
Xpi(X 5 %) = (1) V(%) v ) v v(x ) v (x)
VNV(xj)
Posons d'autre part :
d® [%(x ; x;)]
6,(x; x,) = — e T

dxp

Alors :

n
y®(0) =7, (0; 0) - 121 8,(0 ; 0) y(x,,)
l¢pgn-1

yPM) =Tk ) - X 8,05 x,,,) y(x, )
i=

-

et :

El

o
-

n-1 -1 n
U y) = ¥ log, y®(0) + B, y™(1)]=y, =0, y0)+B, y(1)+ ¥ %061,,[1,,(0;0) - 2.6,,(0;0) y(xn_j)]

p=0 i=1

[~

+ Bip[mpu S X ) - 2 6,1 ; Xp_nyy) y(x__m)] 2

[

Les valeurs de la solution du probléme (7) aux points de la subdivision {xj ; 0£j $m, m>n}
vérifient le systéme linéaire :

NIF(x)] = y(x,,0) + XK, 5 %) y(X0,) + ... +Xa (X 5 X)) ¥(x)) =0(x;, 5 %))

n-1
Vi(3) = XA, v(x) + oy, yix, )] = bt [y, +0,(0) +p (1)), 15 ign
k=0

avec :
n-1
M= -0yt (2 0,0, 005 0))
p l¢kgn-1
n-1
Miy = = hl:[l (21 Bip Ok, (15 Xpne1 ))
=

n-1
n-1 % .
Ao = hu [aio - GM(O ; 0) aip]

n-1
-1 ~
Mo = hnll [Bio - >—a en,p(l 5 xn-n+1) Bip]

p=1

1
cr(xjm; xj) =£ G(xy,n, t; x;) s(t) dt ot G(x, t; %;) est le noyau de Green du probléme :

M(z) = 0 ¢
0Ogign-1
z(x;,,) = 0
[d® o(x ; x;)] e
Tp(x)xj)=T pi(o) ="IZ:; aip TD(O; 0)
et
n-1
pi (1) == Z Bip Tp(l ) xn-n+l)
p=1
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Nous écrirons le systéme (8) sous la forme matricielle : A Y = a.

[y (0 5 %) weneeeen e X(x,:x) 1 0 ... 0|
0 X (X, 5X) oo X (Xg,, 5 %x,) 1
0 .
A = 0 0 X (X5 Xg ) ooeeeein X (x, 5 x,0) . 1
Moo e Haet
}\n.o ........ “n.n-l_

b) Comportement de X, ,(x; x,), en'm(o ;0), 6., ,(1;x, ., ) lorsque hy —>0.

h .
Nous supposerons maintenant que—2 reste borné lorsque hy——> 0, avec hy = Min (x,,
h, 0gi -1

Posons comme au chapitre II :

n-1
(x,-x,)

(x,-x) .....
n-1!
K(Xz""’ X, ;%)= ( )n-l
(Xg— %) ... s U
n-1"
I1 est facile de montrer que :
X, (x5 %) = - KXy, 0o Xypps Xo Xypgags e oo X s Xp) [WEY) +E(x5%, 5 W)

KX)o 0 Xy X)) [W(E) +e(x,,, 5 %5 W)

ol W(xj) est le wronskien de v,,..., v, au point x;. Donc :

(X -—xj).,,,.(x - qu_l) (xjuﬂ - X),, cee (ij-l—x) {1 4n (X 5 Xy 5 Xnoi)
(K0 = X))o ee . By = X)) Byageg = Xgade e oo s (Kyin = X50)

XpoX 5 %)) = =
De plus :

In(x ;x5 X )l < wlhy; %) avec lim w(hy; X,;) =0

hy >0
Posons maintenant :
vi(x) ... v, (x))
Vl(xju) Vn(xjﬂ)
Voo p(x 5 %)) = :
vl(xj ) e vn(xjm_l)
viP(x) ..., v®(x)
1 n
Or
D n-1
2 (x  -x) (%, — %)
- §+k i P) j +k 3 (n-1) _
vl(xj’k) - Z—————'—— V‘(. (Xj) +———“_—"—_ V‘ (F’i.hk) > 1 < k< n 1 2 F’i.]#K e] Xj I Xj+k
p=0 p- n - 1[
Posons :
P -1
52 (%, — %) - (x x
Kk -
Z j+k ' i vip)(xj) = Vl(xjﬂ() et j+ 3 V;n 1)((3i j*k) = e‘ .
p=0 p. n_1°' . .

-x,).
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vl(xj) ................... v, (x;)
T I V(%) + e, i,
vl(xm_l)+el.m_1 ......... Vn(xm‘-l)"‘en.m-l
s (X5 x) = | _
Vl(xj+1+1) F @ iqag e V(%) + € i
l(xj+n-1 ) + el,jﬂl-l """"" Vn(x_nn-x ) + en,j#n-l
vOPx) L v (x)
1 0 ... .. 0 0 vl(xj) V..(Xj)
(xj+1 _ xj)n-Z
1 1
1 (xj“ xj) 0 vl(xj) vn(xj)
. n-2" . .
: I
. (X —-x )n .
j+i-1 j
U (xy,, %) ... T X g
n-2"!
Vo (X 5 X)) = (x g X +e,.5,p(x ; x5)
1o(xy50 - %) oo iirl ) 0
n-2"
. (X x )n-2 .
jn-1" %) n-2) (n-2)
1 Xy —xy) o220 "ll (Xj)o-~ v (%)
n-2"
0 0 ........ .0 1 v (x) ... v (x)

Vn_i_p(x 5 Xj) = K(Xjﬂ e Xyyigs Kjyjagae s Xjim-1 Xj)Wp(X 3 Xj) + en_i'p(x H Xj)

(n-1) (n-2)

LEN¥E - Par rapport & h,, K est un infiniment petit d'ordre et e, ; , est une somme

2
. . . e . (n-1) (n-2) :
finie de déterminants égaux au produit d'un infiniment petit d'ordre —_— +1 au moins par
une quantité uniformément bornée quels que soient Koo X 10 X €[0,1].
Comme :
0 si 0Ogpgn-2
Wp(x ; xj) =
W(x;) si p=n-1,
(- 1f* w1t Ep(Xym-1, X5, V) . .
si 1 <pgn-~-2
(X5 = X5) oo (X - 5e1-1) (Xjeie1 = Xyap) ... (Zj4n-1 = Xju1)
On-1,p(x 5 xy) = . ¢
(D" n -1t 1+ ens(umg;x;v))
(x50 = %3) ... (X = Xja1-1) (Xye101 = Xj41) ... (Xj3n-1 = Xj41) si p=n-1

le)(Xyny 5 %55 W s wy(hy;v) et lim wyhy;v)=0 1¢pgn-1
. hy=>o0

On en déduit :
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n-i
(- —~ 1) .0 -
((1) (n)().ep(xn)_l,o(,W) ) l<psn-2
X oo (x,-x Xiy—X%X) ... (x,  —-x
nlp(o 0) i i i-1 i+1 i n-1 i lim € (an ; 0 ; W) -0
D" n -1 [1 +¢,_(x,,;0; W) ben-t hy >0
X (xp-xg ) (kg -x) L (% - x)

Silgpsn-2

5 (1. ). D" -1 ey (Ragey s 15 W)
n-1,p "> m-n+1/ =
(Xm-n+1+1 - Xm) (xn.n+i+1 - Xm-n+1) ce. (Xm-n+1+1 - xu-n+1) (xn.l - Xu-n+1+1 ) tet (x--n\\i#z - xn-ndﬂ)
Sip=n-1
(1" (0 - D1+ g, (X0, 315 W)]
en-l.p(l;xm-n'rl) =
(Xm-n+i+1 - xm) (Xn-nnu - xm-n+1) e (Xm-m“l - X..-n+1) (Xml - Xm~n+1+1) s (x--mhz - Xu-n+1+1)
avec :
11m e(xmml;l;W)=0 lg<p<n-1
hy >0

Bn-in-1(0; 0) et 855 4 (Xupsy; 1) sont donc par rapport & hy des infiniment grands d'ordre (n—1).
C'est pourquoi nous avons fait apparaitre h"l;l dans le second membre de V, .

c) Ecriture de la matrice de résolution approchée du probléme (7).

Supposons maintenant que la subdivision {%; ; 0 g jgm, m>n} soit une subdivision de [0,1]
de pas h, telle que x,=0, x, =1.

Considérons une fonction y(x) € C" [0, 1] .

(ph)
n.

{x5,p) = 3(x;) + (ph) y'(x;) + .. [y™(x)) + € (x5 %5 )] 0<ps<n

Sio:
wy(h 5 y) = Sup {|y™ (t,) - y™ ()] ; t,, t,€00,1], |t,-t| g<nh} |&(xyp;%;; 9] cw(h; y).

De plus :
lim w (h; y) =
h>9

On peut représenter ¥ (x;) (1 ¢ r ¢n) au moyen d'une combinaison linéaire des valeurs de y(

Xj+p):
0O<pgn:

n
h
¥, zBm h) yix,,) - ¥ Bin, h)“;) €%, 5 X, 5 Y)
p=1 .
n 0 si gqfr 2
od ¥ B(n,h)p'= l<ggn, ¥ Bi(n,h)=0
p=1 1 P=0
o si g=r
. Ar(n) 0 si p#o .
Posons : B;(n,h)= "r 0Ospsn avec Bj(n,h)=A (n)-=
1 si p=0

M [y(x;)] = i[B:(n, )+ ¥ q,(x;) B (n, h)]y(xj,p) - g i (ph) €a(X,, 5 X5 5 ¥) [Bj(n, h)
p=0

r=1

+ X q,(x) B:"(n,h)lg = s(x;)

r=

—-
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c'est-a-dire :
n

[Ap(n) + Y q,(x) A (n) h'] y(x,,,) = B° §s<x,> +

r=1

z'. & (X053 %3 Y) [Anp(n)+ > q,0x,) 47 (n) h1§

7

& [\/‘=

P r=1

1

Or Vp A,(n) # 0. Comme q, € C° [0, 1], g(x)est uniformément borné sur [0, 1]. Donc sih est suf-
fisamment petit,

Dp(n ; xj) = A’p(n) + nz qr(xj) A“p-'(n) n 40

r=1
Posons :
D,(n ; x)
o) ; —_——’—éc x) =1
et :

1

;x5 y) = 4—————
B %5 ) n! D (n; x;)

1 n
[Z P& (X0 %5 y) Dp(n;xj)]=-n—'S‘_“p"s:’n(xj,,p 5%55y) G (s x)),
© p=1

le (b x5 ¥)] M, (h) wy(h; y) Si h est assez petit, M (h) < + @.

Donc lim € (h ; X, y) =
h->9
Ainsi :

n-1 h® .
§y(xj,n) +p§:.‘0 Cop(n 5 x3) yl(x4,,) =B(T;;cj_)-s(xj) +h g (h;x;;y)

o
On peut aussi représenter y“')(x )(1 £ r < n)au moyen d'une combinaison linéaire des valeurs
de y(x, ) (0 < n) :

] “hi’ 3"% K(n, ) y(xj_,)-:go (-1)r (PR (ph’ A(n, h) e, (x,. ,,;xj,y)§

¥ (%,

Par analogie avec les formules discrétes théoriques utilisées ci-dessus nous utiliserons
y(x,)s y(x,), ..., y(x,,) pour représenter y®(0) (1gpsn-1)et y(xgu,,),..., y(x,) pour représenter
y“’)(l) (1 gpgn-1.

Ain‘si :
n-1 1 (o, N . B, -l
U (y) = ¥ [, y00) + B,y P W)=y, =X r[ 3 A m-1)y0s) |+ w5 ey y(x"p)]
oy r=0 p=0 T Loe=o
n-1 [0 4 nd n-1 r
25 3_ ir [2 (™" Al(n—1) €, (x50 )
=0 ao1! n Loen
-1)™" 3
+‘__’_E_[ Y () AL - 1) &, (%, %, w]%
n-1!' hf
Posons :
n-1 al il n-1 ’
en-l.i(h} 0;y)= _ [ 2. (ph) (n -1) g, l(xp 305 y)]
=0 1t h" L e=1

n-1 n-1
e, (h;1;y) = 26 (-=1)"*! __B_ii_hr [ 3 (ph)"™* Arp(n -1) e, (X 51 y)]

n-1" p=1

On montre facilement que lim e (h;0;y)=1lim e _,,;(h;1;y)=0,.
>0 h >9 '

n-1,1
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.

Posons aussi :

-
=

]
—

g kip = }: Oy A;(n— 1) e ’ 1ip = Z Bir A:J(n—l) R

-

=0 =0

-

n-1

e U, (y) =,§0 [kyp ¥(xp) + 1y ylx,.,)] - B le, s ;055 +¢e (hsl;y)]= hn_lYi

Le systéme linéaire qui nous permet d'obtenir une solution approchée du probléme (7) aux
points de la subdivision {xj} peut donc s'écrire sous la forme suivante :

n-1 n
Ny(y;) Eyj+n+l)§=:40 Cn_p(n;xj) Yi4p =m—) s(x;) 0gjgm-n
n-1 (9)
V1(§) = 2 [kip yp+lip ym-p] = b Yi 1 gign
p=0
Nous écrirons aussi ce systéme sous forme matricielle : B Y = b ol
En(n ;%) Cy(n; > 30 C,(n; xo) 1 0 RETTRRP ... ©
0 Clnsx) ..o L C/(n; Xx) 1 ‘
B = M . ) . ) 0
0 ...l 0 Ciln;x, ) ... C/(n;x, ) 1
Kig oo 1o
Kige oo ln_n_ﬂ

d) Relation entre le noyau de Green du probléme discret théorique G(x,, x ) et le noyau de
Green du probléme continu G(x, t) lorsque le pas hy—> 0.

D'apres les définitions données au paragraphe précédent :

Vixg) vp(xg) oLov (x) v, () Ll ()
_1 n-1-1 : Vv
e (x) = Lo : .
W (x,) W(Xq)
(n-2) (n-2) (n-2) (n-2) (n-2)
v, (x,) v,(x,) v x) v, (%) v, (x,)
i v, (%) LA G RN Vi (x) v (x) L vo(xg)
1a ~ :
W (x,) . X .
Vl (qu-z) vz(xqm-z) tt vl-l(xqm-z) V1+1(Xq+n.2) ct Vn(xqm-z) .
g = K(xg,,.. Xqm-g 5 Xq) Vg + € (Xqump 5 Xg; Vig]
M Kxg,. ., Xemy 5 Xg) (WK + E(x 5% W)
n-1"
g, = e,(x) +n(x 3 Xg s ¢))]
1q (Xq*n.l _ xq) o (xqm-l - Xqun. 2) 1'% q q+n-1 q 1
IN(X qn.y 5 Xq5 €)] < N(c; hy) lim M(c;h,) =0

hy >0
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D'autre part, puisque V; (Gl -=o,

=
—

=1

k=0
n- n
=2 }\H{ Z CquI(Xk) s 1§q<m_n+1

k=0 1=1 1=1
Comme :

-

n-1

c'est-a-dire :
n-1 n

> Mg | X bulxy) Vl(xk)] + Hig [

k=0 -1

Ainsi, quand h,=h=h

=

—
0

Y h™ b - b(x)] V,(v) =
1=

=

k=0
Puisque A, Uy, vl(xj) sont uniformément bornés lorsque h—— 0,

1
b, e [by(x) +n(h ; x ;b))

In(h; x5 b))l <n(h;b),lim n(h;b)=0
h >0
a

1
lq=_1::; [al(xq) + N(h ; Xq s al)]

Inh; x, 5 a)l ¢ nh;a), lim n(h;a)=0
h >0

Q-1 n
n-1 no,. n k=0 )\“‘ 1>;‘l 01q Vl(x )
%)\ik [ 3 blqvl(xk)] + By [ pX b1e vy (x--k)] =
=0 1-1

n n-1
12 nth;x ;e [2 Mg vi(x)
=1

et :
C 1 Ah - . ]
G(Xj, Xq) ="hn-—_l‘ [G(Xj, Xq) + n(h ; Xos G)
Inth; x,; Gl ¢n(h; G), lim n(h;G)=0
Y
Posons :
Glxg, x) ........ G(Xg, X, Gy(xg) ooooni G,(x))
T =
G(xg, X)) voonnnn. G(x,, X, 0,0 G(x) ........ G,(x)
ot M[G,]1=0 et Uj[G;] = &;. On en déduit le
LENNE -

h*-! A! = T4+ H, chacun des termes de H étant borné par n(h ; G).

e) Comportement de la matrice B! lorsque h ——0.

Calculons le produit matriciel B A!.

34

U, [G(x, x,)] =0, kz [N Gy s Xg) + By, Golxg 5 %g)] = 0
=0

|

b,(x,) Vl(xn-k)] = nf My [%‘_. cy(xg) vl(xk)]
1

Vq



n

1+ Y &, N v, (%)) si gq=j+1
1=1

~ n
N, [G(x;, x)] = 12 g, N, fvl(xj)] si

=1

LI

12—‘1 b, Ny [v,(x;)] si 1<qg]

n
1w (Y &, eix ;y)si gq=j+1

j+l<ggm+n-1

lq 1
1=1
~ n
N, LGy, %)) = {0 (2 B, hix;v)) st j+l<qgs<m+n-1
1=1
R '
h(}_,blqen(h;xj;vl)) si 1<q<]
1=1
> .
1+h 12:,1 {e,(h; x;;vy) [a(xy) +n(h s xg; a0k si qg=j+1
n
N, (G, x )] = {h Y {g;x;;v)lalx)+nh;x;a)l} 6i j+l<g<m+n—1

1=1
h. Y (& (h; x5 ;5 v)) [by(x) +n(h ;5 x5 b)) si
1=1

D'autre part :

G, (x.)
N, [#.f_] =h g (h;x;;G)

n ~ N n-‘l
Vin (@ =3 gblq Vi(v) —cg, I:\—' kile(Xp)]§

1=1 =0

o

n-1 A
U [Gl(x, Xq)] = 2 ky, Gl(xp’ xq) + 1ipG2(xp’ Xq)] - [en-l.i(h U G1) + €11 (hst; Gz)} =0

p=0
D'on :
n n-1 -1
z gbl(xq) Vip (V) = e (x) | X Ky, v (x,) =h" e, (h;0;G)+e
l1=1 p=0
Et
~ 2 V.. (v,) 1
Vio(Gl=¢_, ;(h;0;G)+e,  ,(h;1;G,)+ 1}__1 gn(h R N RMLEE N CI)F[ Yk,
Mais
V., (v,) 1 n-1
h 1 N
1hn.l < Ai(h 5 Vl) hn_l [_S_‘O kip Vl(}%)] < Bi(h ; Vl)
p=
avec :
lim Aj(h; v)) < + @, lim Bi(h;v) <+ o
h >0 h—->9o
Donc :
Vi, [G]= e, (h) avec lim e;(h) =0
h->¢
De plus,
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G, 1+en_1'i(h;O;G1)+en_l.i(h;1;Gl) si if1
| Yo =

.(h;O;G1)+e

Cn.ni h;1;G) si i#1

n-].i( 1
Ainsi : BA' =1- E. Notons €{}’ le terme générique de E.
Nous venons de montrer que :

() s ;
hw;; si 0gig<m-n
w{® si m-n+lgigm
1j s bs
avec :

1
Max |0}’ < w(h) et lim w(h)=0.
i, h -0

s s e p
Notons e{;” le terme générique de E  ; alors :

ho{®  si 0<ig<m-n

e® _
1 (2) . .
Wy si m-n+lgig¢m
2 2 2
m-n+1) h*w* +nh w . -
Max|wf?)!s( )h si 0gigm-n
i,j ij

—=Max |o?| < (1 +n)?
Max |w;j2)|<(m—’n+1)hwz+nw2 si m-n+lgigm 3
1,]

On peut montrer par récurrence gue :

hof si 0<igm-n o1
eg;” = avec  Max Iw{‘j’) 1 +n)  w
w® si m-n+lgigm

P

Si h est assez petit, w(l +n) =a < 1. La série E’ est alors convergents. Posons :

c=3 E°
p=1
avec :
hw;; si 0gigm-n w(h)
Gy = Ma?‘l“’ilel-—
Wyy si m-n+lgigm e -a
D'od : (I-E)'=14+C et B! =A'(I+C). Mais A’ =F_h-|::._fl—
Donc : ! B! T+H+(I'+H)C.

Si A =[a;;], posons [A[_ = D{[ax lal.
W]

Nous savons que si h est assez petit, [ +H|_ < +o.

Comme :
13
1
I +m) Cll, < 1“; IT+H|_ . w(h), [(C+H) C| —>0 quand h—>0.
D'ou 1le
LENNE -
B! B'=T+H lim [H], =0

h->o
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f) Convergence de la solution du probléme (9) vers celle du probléme (7).

B?:b, AY=a=Y_-Y=A!3a-B!'p =(P+H)a_(F+H)b Y - ¥ =T a—b+ H a - Hb

hn -1 hn—l hn-l

De méme que ci-dessus on verrait facilement que :

— a-b = b
Y- %I, < ITI_ x h“'llm Iy + NHI, x4 (8], % {|5 XK
k., kz, k3 indépendants de h dés que h est assez petit,
a b .
et — bornés dés que h est assez petit.
h*1|e ho-1
-b
lim |2 " =0
h>o || h"-!
THEORENE -
lim |[Y-Y|_ =0

h->o

3 - CONDITIONNEMENT NORMALISE DES MATRICES A ET B LORSQUE LE PAS D'INTEGRA-
TION TEND VERS ZERO

Définition - On appelle conditionnement normalisé d'une matrice carrée réguliére A =[a;], le
nombre :

N(A) 1 1

C(A) =
W ® M ATl Max [ B

1 1
od N(A) = 3 ¥ (a2, )% , p (A)=Min §Y (a,){2
V% ()] i > ip

i,
e,, colonne dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la i®Me Jigne qui est égal a 1.

E = [si], colonne dont tous les éléments sont égaux a +1 ou - 1.

a) Conditionnement normalisé de A.

m-n n-1 2 n n-1 2 2 1
N(A) = 32 Xn_x(xjm ;xj)+ > (hkp +ukp)+m—n+1§2
j=0 10 k=1 p=0

n-1 1 n-1 1
. 1 . 2 2 |3
P‘O(A)=M1n3[1 +§0 X:_i(xjm;xj)]z, 0<jgm-n; [Z Ny, + pkp)]Z, 1g¢kg n%

p=0

D'aprés ce que nous avons montré ci-dessus :

lim X(x

. = (=1 n-i Ci.
im x;) =(-1) o

j+n 2

De méme : :

- (-1)* C:_l si p=n-1
}‘i}}}) h"" 9§, ,(0;0) = .
0 si 1 pgn-2

( 1) Cni 1
im h ¢}
h->o

n-i.p(l 5 Xm-nu) =

0 si 1gpgn-2
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t o ) . . 2
| AR = J)_.o (e Xy (X5 X))+ e X (kX)L e XX XD HFE A g A ]
m-ﬁn 2 Mmal ( )
+ }_ (in + &ney XXy s Xy ) H oo o+ 8 X (X x,)]"+ Y (85 a+ §ner Xa (X3 X0,
J=n . j=m-n+1
o + Epon Xm~j(xn > xm.n) + Em-nlrl p'l.j-llHn.l oot g p'ﬂ.j-m*n-l + em-n + E"-“*l ul»“'l o
2 1
+ELH 1%y

Posons :
m-n !

A= (8, + €50 XXy, 5 X)) + o+ 8 X (X Xj)]2 et |AE] - %2-4; Ay + RAgz'
Puisque ¥, est du signe de (—1)i , lorsque h est assez petit, M, = M%x A; est atteint lorsque ¢ =(-1 )j;
alors M; > 1. R, est une somme finie de termes bornés lorsque h ——> 0. Max R, est donc borné
lorsque h—— 0, indépendamment de E, par un nombre R. Donc :

m-n 1 ¢ m-n 1
%2 MJ+RA§2 < Msx lAE] < 32 MJ+R§2

Jj=n j=n

m-n Max "tA E|
lorsque h —> 0 ¥ M;—/> et —Epp——s— >1
S
Jj=n
i . - 2 . 2
De méme si on pose : Ny =1+ x3(x; 1% )+ + X%, %)
N(A
lhim m_n( ) 1
>0
(Z ™
j=n

De plus :
lhi_l;r;Mj=(1~+C:+.'..+C:)2=22" et }Jif;Nj=1+(c,‘l)2+...+(C:)2=c;‘n

D'autre part :

m 1
% ) [CN}(x.;x.)]zg2 si 1gigm-n+1
i

_0 J 1
fat e = ) a L
- %z [Gl(xj)]zgz si m-n+2gig¢m+1 avec 1l=i-m+n-1
he- i=0
Or
m - . 1 n R
j§=:o [G(x;, x)] = %o [G(x,, x) +n(h; x, ; G)]
Si it, 3 [G 2 116 2 dx et
i h est assez petit, P [G(xj, x)) o~ Y, [G(x, x)]° dx et : .
1 1 2 1
—_— [G(x,x.)]"dx$? si 1<igm-n+1
hn-l/z o 1
st el 1
ol 2
VP %j [G,(x)]? dx%2 si m-n+2gig¢m+1 avec 1l =i-m¢n-1
. 0
Puisque :
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. n-k-1 k ) Bok-1 K
Um A, = (-1) Coy @ n, et }]1_1;1; y, = (1) C B,
n-1 5 2 n-1 « 2 2 . . , .
lim f‘:o (A2 +12) = k}_:o (€ )P (ad,  + B, )=, +B, ) Ch,
et :
1
n-§ 1
C(A) ~ h (10)
2" o 4Bl 3
Min Q1 ; | Zim-t  "ien-t . Max {[cx,x) ; G, I.}
151 gn % [ 2(2n - 1) ] g 1.1 ¢l 370 I 1|2

THEORENE : Le conditionnement C(A) est d'autant meilleur que le noyau de Green a un maximum

plus faible et que les coefficients de la dérivée d'ordre le plus élevé, dans les conditions aux li-
mites sont plus petits.

En outre, C(A) est d'autant moins bon que le degré de 1l'équation a intégrer est plus élevé
et que le pas d'intégration est plus petit.

b) Conditionnement normalisé de B.

Des deux équations :

n-1
Vi (%) + Eo C,,(n;x) v(x,) =0 g (h;x;W)

n-1

vi(x;,.) + > Xn_p(xjm; xj) vl(xj’p) =0

On déduit que :

1

b4 vl

(Cop(ns xp) = X, (%5, 5 %)) vi(x;,,) = B g, (b x5 v)
0

leath 5 x5 5 vy)| < a5 vy) lhi-%l epth ;5 vy) = 0

Cp(n N Xj) _XD(XIH‘ H Xj) =h 'ﬂp(h H Xj)

et :
In, (b5 x))| < m,(h) lim 1, (h) = 0
En outre :

k) ntl n-1

Ap (%)= X Kk vilx) +h e (h; 05 V)
p=0 p=0
n-1 n-1 -1

Kip Vl(xl-p) =¥, Vl(x..p) +h en-l'i(h ;15 v))
p=0 p=0

D'ot :
Aip = kip = Nyplh 5 0) %i_{!; Ny h;0)=0

u,p—llp =nip(h;1) ]ﬁi-{r; ‘nip(h;l)=0 .

Ainsi A=B+D et lim |[Df_ =0.
h->0 @

Comme W'! B! =T +H avec lim |H| ,=0.
h>0 ®

THEORENE -

lim [C(A)-C(B)] =0
h >0
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CHAPITRE IV

AMELIORATION DE LA SOLUTION APPROCHEE
DE CERTAINS PROBLEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES
PAR UN PROCEDE AUX DIFFERENCES FINIES A PAS VARIABLE

1 - REPRESENTATION APPROCHEE DE LA DERIVEE D'ORDRE n D'UNE FONCTION, EN UN
POINT FIXE, AU MOYEN DE (n+1) VALEURS DE CETTE FONCTION EN DES POINTS

IRREGULIEREMENT ESPACES

a) Considérons une fonction y(x) € c™ (o ,17.

Nous supposerons dans la suite p > 1.

x € [0, 1] étant fixé considérons n nombres réels 1,,..., 1, tels que :
0<x+1,¢1, 1,40 1 <p<gn
et que :
L#1 si if].
Alors :
n 1k
yx+1) =Y = y® 4+ Ryx + 1)
k=0 k!
n+l 1n+2
ot Ry(x +1,) =—L2 —yO®(x)4 2 [y™2(x) + £h45(x, 1p)]
n+1! n+2!
Posons :
It 11 B ] ] B 1
1, — ... L ¥'(x) R,(1,) y(x + 1)) - y(x)
: 2! n'
A = ; W= ; R= s Z =
E 12 ln o‘ . -
L, 2 y ™ (x) Ry(1n) y(x + 1,) - y(x)
L 2! n'_| | | L ] L ]

AW+R=2Z=W=A"[Z-R].

La i®* composante de - A' R est l'erreur que l'on fait en utilisant, pour représenter vy 4x),
la combinailson linéaire des nombres y(x), y(x +1;),..., y(x +1,),qui est fournie par la i® compo- -
sante de A~ Z.

13
b) Calcul explicite de A' Z.
Posons A'Z =Y ‘Y=1In,..., nl.

Y s'obtient en résolvant le systéme linéaire A Y = Z, c'est-d-dire en déterminant les coef-
ficients 7,,..., N, du polynéme :

= N2 Tn n-1
P(u) St b A U
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tel que :
P(L) = y(x +1) - y(x) = 2, 1 <pgn

Posons D, =(1,-1,) ... (1,-1,) (1,- 1) ... (1,-1,).

il - 1) (u-1,. -1 -1
P(u) = 2 z, (u 1) (u p 1) (u p+1) (u n)

p=1 Dp

¥4 -1

Pu) = 3 == [u™! = S;(1,,..., L Lysenos 1) w24 o 4 (1) Say(li,e oy Loy 1pyse s, 1))

p=1 Up
olt Sylly, ..y Lpoy, lpag,.nn, Ln)= > Loy, . ;€L

i) <igy cee <dg

et I, ={1,..., p-1, p+1,... n}

Donc :

n oz 1
nx) = ¥ — (-1)" Sy (Lyaeoos Lgs Lyags.ony L)
p=1 Dp

...............................................

nn_!(x)=‘(n"1): %Z% Sl(ll:---: 19-1: 1p+]""’1n)§ (1)

p=1

Ny(x) = n! %i—zj—%

p=1 Dp

c) Détermination explicite de Al R.

Posons A' R =Q avec tQ:[uol,..., w,].

On obtient wy(x) (1 ¢ i ¢n) en remplagant dans la formule qui nous donne nji(x) (1< i <n) les
Ry(x +1p)
nombres z, par les nombres u, = —Y
P
Ainsi :

Up
1 D,

=

P

wi(x) = (— l)n-i i'- % Sn-l(ll, DI} lp-l’ 1p+1: ) ln% 1 <i<n.

et :

n n (n+1) (n+2) )
W, (x) = n! gzﬂiﬂz ggi [1:—y C) Y (XHEW(X’IP)] g
p-1 Dy p=1 Dp n+1! n+2!

n

n
Calculons =
»=1 D,

Considérons le polynéme Q(u) = o;+ apu+ ... + ayu”?! tel que :

Q) =1; 1g<p <n.
n

n
Il est clair que ay= _ﬁ”_ d'aprés ce que nous avons vu au paragraphe précédeni.
1

p=1 Dp
SiQyu)= ay+a, u+... + aut-u", Q()=0 1gpsn.
Donc :
n
a,= ?‘:“111‘

D'autre part,
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" 1
Gy =- 3 (1, + +l g+ g+ ...+ 1) P 1L,
p=1 Dy 1£i<j<n
n 0+l
L
Calculons maintenant f,., = > ——
p=1 Dy
n ntl
Do+ ... +1) 1 nol,
2 1 n P
o, = = -yt Y
" p§=:1 Dy LT D
D'ol :
n 2 n 2
Pu-1 (2 11) - ¥ L= XL+ X Ll
i=1 1£i<ji<n i=1 1gi<jgn
Ainsi :
n (n+1), (n+2)(x)
w,(x) = n! (2 1;) L x) (Z 1 + Py 1x1j‘)y:§ + enna(x 5 w,)
=1 n+1! i=1 1£i<jgn n+2!
(2)
n n+l
y=n' D L € ,(x, 1)
EnrdX 3 0y) = 0 ;i mt2! D, MU
Déterminons de méme wéf; .
—_ LS DR, FUPE S FUPRT S | (1) (x) 1 yP(x) + enaalx, 1p)
war(®) = - (n-1) 1 Y 2L ptf prt oy It L P
p=1 Dp n+1! n+2!
Calculons :
n n
14
B, = p% L+ .+ L+, 1+ +1, 1")_,,
n 1:
Puisque @o.2= 2, Sp(ly,..., Lpo1s Lpus , L) — = 2 111k,
p=1 Dy 1€i<j<kgn
n 13
Qp.g + Bu-2= Z ( 1 li) = ( : L 1)) Qn
P71 1gi<ign Dy 1€i<ign
et :
n
B .= 1 ¥ o1,1)- X 1,1,1, .
n-2 (12=:1 ‘) (l$i<j$n1 j) 11y <kgn UK
Donc :
(n+1)
y ' (x)
W, 4(x) = - (n-1)¢ 2 1;1;
1€i<ign n+1!
n (MZ)(X) .
+ ( > 11) ( pX 111j) - - 1,11, L = + EnvalX 5 Wpo1) (3)
i-1 1€1<i€n 1€1 <) <kgn n+2!
P Dol L+l 1 o Epea(X L)
. - _ 1 ! o 1 P P __prer 0 b7
EnsaX 5 Wy_y) (n ) DZ:‘I D, n+2'!
On déterminerait de méme w,_,(x), ..., wi(x)
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2 - AMELIORATION DE LA SOLUTION APPROCHEE DE CERTAINS PROBLEMES DIFFEREN-
TIELS LINEAIRES

a) Considérons le probléme différentiel ITII-7 -

M(y) =y™(x)+q(x) y®(x)+ ... +qx) y(x) =sx) x€l0,1]

(P)

-

Y La,y®(0) + B, y™(1)] = r, 1g1i<n
p=0

Uy(y)

qui vérifie les hypothéses hl) :

a) q, €C’ [0, 1] lsisn sec’lo,1]. p>1.

B) M(y) = 0 admet n solutions linéairement indépendantes Viseeoos V € c"’

lo,1].

Y) Le probléme 7) admet une solution unique € C"” [0, 1].

Notons {xj ; 1 §j<m m> n} une subdivision de [0,1]. Si, au point x;, nous approchons
y *Xx,) par n,(x,), l'équation M(y) = s devient en ce point :

Ny(Xg) +ayx) n(x)+ .+ g, (x) ny(x)) +qy(x) yix,) = s(x) +p(x,, y)
ol : .

p(xj s y) =wn(x3) + ql(xj) wn-l(xj) + ...+ qn,l(xj) (A)I(Xj)

b) Etude de 1l'ordre du terme d'erreur p(x;, y).

Afin d'étudier l'ordre du terme d'erreur p(x,, y) nous poserons pour x € [0, 1] : x = @(t) = _l:tcp(u) du
et nous assujettirons ¢ a vérifier les conditions suivantes :

«) 9 ec'lo,1].

B) @(u) >0 Vuelo,1].

Alors © est une application biunivoque de [0, 1] sur lui-méme. ® admet une application réci-
proque ¢ : t = ¢(x).

¢ ec?lo,1) et P(t) =
¢(x)

A une subdivision {t;} qui divise [0, 1] en n intervalles, ¢ fait correspondre une subdivision
{x;} de [0, 1] telle que :

§t1=¢(xi) i=1,..., n-1

0 = (I)(O) 1= ‘b(l)
Alors si h = Inf (t,,,-t,) et si x; est un point voisin de x; tel que x; —x;=1; :
0.<ign-1 P P P
XN
2
(mph)

t;+msh
1 =./:.j ’ ?(u) du = myh P (t;) +
J

» [o'(t;) +€(t;, myh)] , m, entier # 0

2!
lim E(tj, myh) =0
h>0
On a aussi :
ly=mpho(ty) t; g Ty, $ ty+myh

Posons y ™™ [@(t)] = f,,,(t) et q, [®(t)] = a,(t).
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2

n n n » h 2 .
z_l 1,,,:(:;1 m,) ho(t) + (,,21 mp)—zT—cp'(tj) +he (h), lm € (h)=0
X1 - (T m?) vkt + (T m)) b'g(t)g't) +1° ex(h),  lim ey(h) = 0
p=1 p=1 p=1 .
3
h
T oL =( T omm)E @tt)+( B mpmgm, +my)) = olty) 9ty
1gp<agn © Y “igp<agn 1g<p<agn 2

3 .
+ h g4(h) , {1_:3%‘ gg(h) = 0.

D'autre part, si Dy = (1,I> -1 ... (ljp— ljp-l) (ljp - ljnu) ... (ljp_ 1jn) :

1;1;1 _ =+1 hn+l [CP(TJD)]MI
T ho-l h
Dy, h S i(m,-— my) ¢(t;) + 3 [m} 9'(ty,) - m} cp'(tjq)]§
p2an
n+l
__1va =K Aft;, h). Des hypotheéses a) et B) il résulte que A (t;, h) est borné lorsque h est assez
Djp
petit
Donc
n’ o
EpalXy, W) = ————— > A(t;, h) g,.0(x;, 1)
mEtae T (n+1)(n+2),2=1 » mETI My
2 .
EnalX;, W) =h g,(xy, h, wy), lhlz)no &:mz(xj ,h,w)=0
D'ol :
f (t ) n h n
w, (x,) = h 2837 [ m )+ - (X m?) ¢(t,) +h gh)
a (%) s— (:‘:'1 p)°P1 Z(va)q’ 3 1
2
h (ty) -
_ B falty) [(2 ml+ B mymg) 0%ty +e,m) | +07g,0x, he,) (4)
(n+1) (n+2) p=1 1<p <agn
Lim  €(h) = Lim ey(h) = lim &, ,(x;, h, @) = 0.
De plus,
3 3 3 .
> L, 1y, 1y, = ( > mpmqmr) h” ¢ (t;)+h g, (h) , lim e€(h) =0
1g¢p<q<rgn 1gp<a<rgn b0
— (& 2 Eavz (x5, 1))
Era(Xy, w0, ) = = (n = 1)! ,21 Qg+ .o+ + L+ + 1) bt h) _—Lm'.
v »
Enial(Xy, Wyy) = - m p2=1 pplty, h) Aglty, h, wy) ehee (xy, 13,) R :ll:i—fr:) pp(ty, h) = 0.
%

Donc :

3 -
EM'«’(XJ’ Wpq) =h Eu+2(x;| » hy wg), }11_1)1; 5n+z(xj ,h, w,_,) =0.

Et :
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foea(t
Wy-y(x;) = - hzn(“n;i’l)) [(l<p<q<nmp mq) o2 (ty) +( Y  m,mym, + mq)) 2 p(t,) ¢'(ty) + hs3(h)]

3 fn'r2(tj) sl: by 3 3
W Lo L t) - . t h
W (p_;l m,) (lspzqgnm" m,) ¢'(t,) (lsp;:(r& mymem,) §3(ty) +eq(h)

(5)

3
+h g, (x,, h, w,_,)

lim g(h) = lim &g(h) = lim g,,(x;, h, w,) = 0
h->0 h>o0 h >0

D'ol :

n £t n ! 2t
POy, 3)=h (p’%mp)cpu,)%(f)*hz%fw(tf’[(z ml) gt - at) (X mym) ]

1 P/ 2(n+1) <0 n(n + 1)

(6)

n 2
(ty) 2
¢ m? m LA L h im ,h,p)=0
* faval j)(pz-:l p.,-1\<p2<c;<nmp q) (n+1) (n+2)§ Fhoebo, bl e) lim e (x; e)

Si ¢(t) =1, p(x;, y) est au maximum d'ordre deux en h, lorsque :

i m, =0 (8)
p=1
Examinons comment (8) peut &tre réalisée.
Si n=2p , (8) sera réalisée si mgy.; = -k, moy = k 1<k <p
Si n = 2p+l, posons my,.y = ti-k— t1, Mok =t —t; €t My =ty —t; 1 <k g

(8) sera réalisée si :

p+l P
P o(tix—t) + Y (e —t) =0 p+l<ig<n-p
k=1 k=1

to=0, tp=1.

c'est-a-dire si :

Yopattip+ . oo+ttt +tip - Cp+1) t; =0

Cherchons des solutions de cette équation aux différences, de la forme t; = r'. Elles sont telles
que : ’

gr) = r® 4 r® oy "o 2p+1) M Py 441 =0

Notons que g(1) =0 :

+2 _ 2p+2 p+2 P+l
gr) =Tt a(pary e L Z2pr D +2pallr o1 gl
r

- r-1 r-1
gi(r) = (2p+2) ¢’ (" = (p+2) r+ p+1],

Posons v(r) = r®!' w(r)=(p+2) r- (p+1).

Comme v(1) = w(1) et v'(1) <w'(l) il existe un nombre r, > 1 tel que v(r,) - w(r,) = 0

i d - ® 0 1 r, r, +
g'l(r) 0 0 - 0 +
gl(r) + o _1/0\<0/0/' + ©




On en déduit qu'il existe un nombre r; > 1 tel que g(r;) = 0.

Ecrivons t; sous la forme : t;= A + B ri.
Or A+B=0 et A+Brf=1.

Donc :
r‘l -1
B ri-1
n
Ayant choisi m;,... m, de telle sorte que Z m, = 0 nous allons montrer que 1'on peut déterminer
p=1

¢(t) de fagon que p(x,, y) soit d'ordre supérieur a deux relativement a h.

Définition - On dira que {x;} est une subdivision optimale de [0, 1] pour la résolution approchée du
probléme (P) si p(x;, y) est d'ordre supérieur & deux relativement a h.

c) Détermination théorique d'une subdivision optimale.

Posons :

n

2
Ym0, Y mymg=0y
=1 1£p<qgn

o

Pour que {x;} soit optimale il faut et il suffit que :

2 2
fas1 (ty) [0‘1 —;ﬁ - ay(t;).o, &ntj-)] + foaalty) (o4 @) i—i% =0 (7)

m(x) ne s'annule pas dans [0,1].

c,) Supposons maintenant que y(x) vérifie 1'hypothése : y

200y + ag) fasa(ty) | Q'(ts) 203

= t
(n+2) ay faalty)  @*(t;) nay ailty)
Or
' (n+2)
—d—(LOg _1__ )= (Pz(t) e fn§2(t) - Yy (X) =_i (LOg y(n+1)(x)l)
dx $(x) P*(t) fan(t)  yO®(x) dx
Sio:
Vx € [(0,1]
e ﬂfxq (v) dv
Gi(x) = K |y@ ()| TP oo T 1 (9)
o(t)
la condition (8) sera réalisée.
1
Puisque [ d¢ =1
K = 1 .

2a;+a 2a9 J.v
(n+2)a1 _ pa q(w) dw
e "1 dv

‘[ %‘y(nﬂ)(v)

Connaissant ¢(x) =t on en déduit facilement une subdivision optimale de [0, 1].

cz) Supposons que y(x) vérifie 1'hypothése, y(s)(x) s'annule en un nombre fini de points

dans [0, 1]. 11 est encore possible de déterminer ¢(x) comme on 1'a fait ci-dessus. t = ¢(x) est une
fonction positive monotone croissante dans [0, 1]. Elle admet une fonction inverse x = ®(t) qui est
dérivable dans tous intervalle qui ne contient pas de point od y‘®*(x) s'annule. Alors :
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Q'(t) = 9(t) = ¢'(x).

Si l'on choisit ainsi ¢(t), la condition (7) sera réalisée en tous les points t; tels que f,,,(t;) #0.

.

d) Détermination pratique d'une subdivision optimale.

On pourra conduire les calculs de la maniére suivante :

- Calcul de y, solution approchée du probléeme (P) aux points d'une subdivision {t;}
de [0,1].

On utilisera un procédé aux différences finies & pas constant si la dérivée d'ordre le plus
¢levé dans M(y) est paire, & pas variable si elle est impaire (voir ci-dessus).

- Calcul de y®'V(t,) connaissant y ®(t,) 0 <p<n-1,

On utilisera la relation linéaire :
Y (x) = L [y (x), ..., ¥(x), y(x), x]

sachant que 1l'on a exactement y ™ (x) = L [y*® P (x),..., y'(x), y(x), x].

- Calcul de §'(t;), obtenu en remplacant dans la formule (9) y("”)(ti) par :

ty ql(V)

v

YO et Q)= f

par une valeur approchée Ql(ti) si Q(t,) n'est pas calculable exactement.

- Calcul de ¢ (t,) et de x, =& (t,).

e) Représentation des conditions aux limites.

N

Si nous utilisons des formules & n points pour représenter les valeurs des dérivées d'ordre
€ (n-1) qui interviennent dans les conditions aux limites nous ferons, en général, une erreur

N

d'ordre 1 relativement & h, dans la représentation des conditions aux limites.

Pour que cette erreur soit d'ordre supérieur i deux relativement & h, il nous faudra repré-
senter les valeurs des dérivées qui interviennent dans les conditions aux limites, & 1'aide de for-
mules & (n+2) points.

3 - UN AUTRE EXEMPLE D'APPLICATION DE LA METHODE PRECEDENTE : FORMULE OP-
TIMALE DE QUADRATURE

a) Considérons une fonction f(t) € C‘(I) (I étant un intervalle de la droite numérique) et trois
points x,, x,, x,€ 1 teld que x, < X, < X5. On sait que (cf. Ch. I paragraphe 2b) :

£(x) = Gy(x) . £(x,) + Gyx). £(x,) + Gg(x) . £(x,) +/‘3 Gx, t) £7t) dt
%
ol :
1
Glax, 1) =— ((x - £ = Gy(x) (x; = 1)) = Gylx) (x5 = )" = Gy(x) (x5 = 1))
. X3
Si 1'on choisit pour valeur approchée de ‘L f(x) dx le nombre :
X3 X3 X3
£(x,) - _[x'l Gy(x) dx +f(x2).fxl G,(x) dx + f(x3).£l Gy(x) dx

. %3 s
on fait une erreur e = f f(a)(t)[f G(xt) dx] dt.
Xy 1
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[P Gx, 1) dx =

X

1 x
2—,'§ft3(x-t)2 dx - (%, = t). -

Or

X3
jx‘ (x, -t £2) dt = 0
1

.KX3G2(X) dx — (x4- t)i

I‘a Gy(x) dx — (x,— 1:),2
1

1

“x

X

1

3 4
1 p%s 2 (3 (x2-x%1) L@ (x2 = x1) | _(a
7"—[1 (xo—t), £ (t) dt =-— — £7(x) + (£ (xy) + &,] l(121_1}}‘1 €g =
1 fxa (x4 - t)} £2) at = (x5 = Xl)3 £® (x5~ X1)4 4 .
21 Yy, 3 + = - ——3!'— (Xl) + ——4—'—— [f (Xl) + 83] xil'l;nil €3 = 0
et :
3
1 X3 2 (x3 — t)
A (x-1t) dx = 3
Donc
B 4 3 3
(x3 — x1) (x5 — %) X3 (x3—x,) X3
e- |- = - jx' G,(x) dx+——-33, ! [ Gs(x) dx | t¥(x))
! ! 1 ! L
I TR DO ) [ G ax - 2= x)' @
i 5 - o -, (%) dx - - .‘/".1 Gy(x) dx | £ (x,) + ¢
_ 5 4 4
(%3~ x4) (%3 — x4) X3 (x5 — %) x3
£ = . — ik 2 T .
L 51 m £1 Gy(x) dx | & 2 j;l Gy(x) dx €,
Or
3
X X3 — X X3 - 2 -
fa Galx) dx = — (x3 - x1) ’ f Ga(x) dx = (x3 - %) (2x5 + x; - 3x,)
x, 31 (xy — %) (x5- %) X, 3! (x3 — x,)
D'od :
2
_ (Xs—Xl)a (x3-x1) (x2- X%3) (x5 - x%,) (x3- %) (@x3 +x, - 3x,) (3)
e = + 5 3 £7(x,)
X3 — Xg 4! (3") (31)
2 3 2
(%3 — x;)" (x5 - x,4) (x5 — x4) (x5 — %) (2%, + x, - 3x,) @
- £759(x,) + €
5! 3t 4! 3t 4!
(x4 - x,)2 (x3-x,)  (x3- xl)2 (2x3 + x, — 3x,) | (x2 — xl)3
avee E=[ 51 - 31 41 TRV TE
b) Afin d'étudier l'ordre du terme d'erreur e posons :
t
Vx € [x,, x3] x=x +jt‘ @ (u) du = d(t) t >t
1

ol :

@) ¢ € C' [t,, t,+2h].

B) ¢(t) >0

Y) @(t; +h) = X,,

vtelt,, t,+2h].
&(t; + 2 h) = x,.
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Alors :

1
t =¢(x) et ¢(x)=~cp(—t)

h? .
Xy — X = th (Tz) = th (tl) +‘ET [CP'(tl) +€2(h)]; t1 <T,y £ tl +h, :%11_1;(}) Ez(h) =0

X, — %X =ho(t;) =2 ho(t,) + 2h’ lp'(t,) +&,(h)], t, <7, gt + 2h, lhi_r)rt gg(h) =0

Si nous posons £® (®(t)] = fi(t) et £ o)) = f,(t) :

__ e (22 s \ fs(t) s 3 A
€=- e %ih P5(ty) (4 - 12 + 8) + 1’ @(t,) '(t;) (4 — 30 +28]—3! 2 - h® ¢°(t,) (20 — 96 + 80) ot
+ 0 n(h)%
5
e - -0 W) g Gy g e - ¥ty £,(t,) + ) )
2 ¢ (1y) 3' 5! 3 4
(11)
lim M,(h) =0
h->0

Notons tout d'abord que si @(t) =1, la formule d'intégration approchée que nous obtenons est
celle de Simpson, l'erreur étant d'ordre h'.

Pour que l'erreur soit d'ordre supérieur a n* , il suffit que :

10 9'(t,) f4(t,) — 9(t,) £,(t,) = 0 (12)

De méme qu'au paragraphe précédent, on montrerait que si au voisinage de t; :

1
Ot) = —— = u|t® )| ™

13
¢G'(x) (13)

la condition (12) est vérifiée.

Supposons que l'on veuille intégrer f sur un intervalle I C R sachant que :
' 3 )
feCc(I) et f (x)#0 Vx €1
En utilisant la relation (13) on pourra déterminer une subdivision de :
I:{x;€1<ig2m+1}
et sur chaque intervalle :
Xy, 5 iju] 1<j<m,

une formule d'intégration approchée a 3 points qui nous donnera un résultat plus précissque la for-
mule de Simpson appliquée aux intervalles [ty;_; , t,,;] 1 < j £ m d'une subdivision de :

I:{t; 1<i<2m+1}

ayant un pas constant.
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PROCEDURE ALGOL ET RESULTATS NUMERIQUES

Nous proposons ci-dessous une procédure de résolution a4 pas variable du probléme différen-
tiel (n) (Ch II p 16).

Cette procédure nous a permis de traiter les exemples indiqués ci-dessous par la méthode
développée dans ce chapitre.

procédure VARSYSAP (Ql, Q2, S, X0, Y0, Y1,H, M, Y) ;
valeur X0, Y0, Y1, H ;
réel procédure Q1, Q2, S ;
réel X0, YO0, Y1 ;
entier M ;
tableau H,Y ;
début tableau A[l: M — 1,1: M-1], C[1: M-1];
réel U ; entier I,J ;
U:=X0 ;
pour I: =1 pas 1 jusqua M-1 faire
début réel F1, F2,G,D ;
U:=U+HI[I];
D=2-Ql(U)x (H[I+1] - H[I)) - Q2(U) x H[I]x H[I +1] ;
F1:=H[I+1]1x (2 -QL(U)x H[I+1))/((H[I] + H[I + 1]) x D) ;
F2:=H[I]lx (2 + Q1(U) x H[I])/((H(I) + H[I + 1]) x D) ;
G :=(H[I] x H[I + 1] x S(U))/D ;
Cll}:= siI=1 alors G- Y0x F1
sinon si I =M -1 alors G - Y1l x F2
sinon G ;
pour J: =1 pas 1 jusqua M -1 faire
A[J,J]:=8i1-J=0 alors —-1.0
sinon si I-J =1 alors F1
sinon si I -J = -1 alors F2
sinon 0.0 fin ;
GRESOLSYSLINE (A, C, Y, M-1, IMPOSSIBLE) ;
pour J :=1 pas 1 jusqua M-1 faire
ECRIRE (I, Y (1)) ;
fin VARSYSAP ;

Exemples :
t2
v 4 xy' +y=2x 2 (1+V73)_[(e_2dt
y=x+e ( 1- > )

y(0) = 1 y(1) = 0 [‘e% at
x SOLUTION EXACTE  p,"ainert oo x PAS VARIABLE
0,1 0, 874091 +0,000025 0,95 -0,000019
0,2 0,742746 +0,000069 0,190 ~0,000025
0,3 0,610617 +0,000119 0,285 -0,000022
0,4 0,482292 +0,000170 0,380 ~0,000016

.

0,5 0,362106 +0,000209 0,475 ~0,000014
0,6 0,253992 +0,000230 0,570 ~0,000023
0,7 0,161339 +0,000226 0,670 +0,000002
0,8 0,086888 +0,000188 0,770 -0,000002
0,9 0,032676 +0,000114 0, 880 +0,000015
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Exemples :

I
x? X y=§1§(19x—5x2+§£6-)
y(2) =y(3) =0 ’

x SOLUTION EXACTE PASE%%]?\T[S]’II{‘ANT x PASEFX{/'I;ERIITBLE
2,1 0,0186089 +0,0000125 2,085 +0,0000014
2,2 0,0325358 +0,0000206 2,170 +0,0000009
2,3 0,0420479 +0,0000250 2,260 +0,0000016
2,4 0,0473684 +0,0000267 2,350 +0,0000003
2,5 0,0486842 +0,0000259 2,445 ~0,0000022
2,6 0,0461539 +0,0000234 2,5475 ~0,0000026
2,1 0,0399123 +0,0000193 2,650 ~0,0000044
2,8 0,0300753 +0,0000140 2,755 ~0,0000060
2,9 0,0167423 +0,0000074 2,870 ~0,0000054
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CHAPITRE V

RECHERCHE DES DISTRIBUTIONS PRIMITIVES A n VARIABLES
NOYAU DE GREEN ‘

1 - L'ESPACE H*(Q)

Soit Q un ouvert de R".
Utilisant les notations classiques, nous appellerons :

@ : l'espace vectoriel des fonctions réelles, définies sur Rn, indéfiniment dérivables et a
support compact.

®D(Q), l'espace vectoriel des fonctions 9€ @ dont le support CQ.

®'(Q), l'espace vectoriel des distributions définies sur @ (Q).
Jpte..ti
d71 n

Si _—
axit ... e

est un opérateur différentiel, nous poserons :

J=Gysenndy) et 1l=g, 4.0 +3,.

Nous noterons 3’u, une dérivée-distribution quelconque de u € @'(Q).

Définition - H*(Q) = {(u € @'(2) : du € £°(Q) pour |J| < k}.
Remarquons que H°(Q) = £%(Q).

H*(Q) est un espace de Hilbert quand on définit le produit scalaire de deux éléments quel-
conques f, g et la norme de f de la fagcon suivante. :

(f,g),= I 4 3'f(x) ?'g(x) dx o x ER"
a1k
et :

1
2

Il = (£, 1),

2 - EXISTENCE D'UN NOYAU REPRODUISANT DANS H*(Q)

Supposons que Q soit un ouvert C R" vérifiant 1'hypothése hl) Q esl borné et sa frontiére est
une surface réguliere dont aucun point n'est intérieur a la fermeture de Q.

Soit u une distribution € H"(Q).

D'apres un théoréme da@ & Sobolev, si m <k - E, toutes les dérivées distribution de u, d'ordre
au plus égal & m, sont continues dans la fermeture de @, ([46], [20] Part 2).

De plus, il existe une constante K dépendant de @, de k et de n, mais indépendante de u
telle que :

Ess Sup |ux)| < K llull,
x€Q

Si k> g 1'application : u——u(x), x €Q est une fonctionnelle linéaire continue définie sur

H Q).
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Alors 3h, € H* Q) : u(x) = (hy, u), XxEQ.
h, est le noyau reproduisant de H*(R). ([4]).

3 - DISTRIBUTIONS PRIMITIVES A n VARIABLES. POSITION DU PROBLEME

a) Variable maximale. Ensemble total.

Une dérivée d'une distribution u de n variables x,;,.., x, est caractérisée par un systéme

de n entiers 20 qui sont ses ordres partiels de dérivation relativement a chacune des variables.

A tout systéme d'entiers qui caractérise une dérivée-distribution de u, nous associerons le

mondme en X;... X, qui a ces entiers pour exposants.
k
. PN Jdu i in
Ainsi & ——— nous ferons correspondre x X"
xI1 x’n ! n
SR
olt j,..., j sont des entiers 20.
1 n

Définition 1 - Considérons un ensemble U de mondmes tous différents et un monéme quelconque
Me .

On dira que x; est une variable maximale pour M si le degré de x, dans M est égal au maxi-
mum des degrés de x, dans chacun des monémes €JT.

On dira que x; (i ;é 1) est variable maximale pour :

3 j j i,
= 1 i-1 i i+l
M b S x]i.l Xy X,

jI'l
LX)
si j, est égal au maximum des degrés de x; dans chacun des monémes €3 ol xX;, X,,... X;; ont
respectivement pour degré j,, j,,..., i, ;,([29]).
Définition 2 - On dira qu'un ensemble de mondémes I est total si chacun des produits que 1'on peut
former avec un mondéme quelconque € I et 1l'une de ses variables non maximales est identique a
un mondme € M ou au produit d'un monéme € M par un certain nombre de ses variables maxi-
males, ([29]).

Exemple : L'ensemble I, formé de tous les mondmes de la forme le‘ .. xi“ ot |J|=k est

total.

Remarquons tout d'abord que x, est une variable maximale pour tout monéme €JT,. En ef-
fet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait des mondmes € 0, de degré # de k.

Considérons un mondme M € T, et x; une de ses variables non maximales.

Si i=1, on peut écrire M sous la forme : M Elel S, ot S, est un mondme par .rapport a
Xg,...5 Xp.

A X j

Si i >1, on peut écrire M sous la forme : M =R; x! S; od R, (resp. S,;) est un mondme
par rapport & X,,..., X; (resp x;,,,..., X;). Notons s; le degré de S; (1 < i).

Puisque x; n'est pas maximale pour M, s; est > 0.

I1 existe dans S;, au moins une variable xx (i +1 < k
Ce sera x, si j, >0 ou bien x,p si jy=jp.1= ... j =
i, s; étant >0.

< n) maximale pour M et de degré j >0.
= Jpps1 = 0, J,, > 0 puisque n - p est supérieur a

Notons S'; le mondme obtenu a partir de S;, en retranchant une unité & 1'exposant de x, dans
S; et posons : &

jitl jitt

N=x""S si i=1 , N-=R,x;' S| si i>1.

NeE I, et x,, étant maximale pour M est maximale pour N.
De plus M x; = Nx,. (1).

I1 en résulte donc que I, est un ensemble de mondmes total.
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b) Notons [H°(Q)]" le produit cartésien de H°(Q), q fois par lui méme.
[H°(Q)]q peut étre muni d'une structure d'espace de Hilbert en définissant le produit scalaire
de deux éléments f=(f,..., f) et g=(g,,..., g) € (H (@)1 par :

(£, g))q=fQ (f, g+ ... + £, g) (x) dx

et la norme de f par :

1
e, = e, Hn?

Soit m le nombre de monémes par rapport aux variables x,,..., x, qui sont distincts et
de degré k.

Considérons l'application linéaire T; de Hk(Q) dans [H(Q)]" quia VYu EHk(Q) fait correspondre
le vecteur T; u € [H’(Q)]" admettant pour composantes toutes les dérivées-distribution de u qui
sont distinctes et d'ordre k.

k T) J o a
HY(Q) D u——>Tu={3u : |J| =k} e[H(Q)] .

D'aprés 1'exemple du paragraphe ci-dessus, l'ensemble de mondmes Iy, associé a l'ensemble
des dérivées distribution qui caractérise 1'opérateur T;, est un ensemble total.

c) Systéme total d'équations aux dérivées partielles d'ordre k.

%upposons que le systéme d'équations : T,u = f (2) on f G[HO(Q)]. admette une solution
w € H (Q).

Si O, est 1l'ensemble de monémes associé & T,, a tout mondme ME I, correspond une dé-

rivée de w qui est égale a4 une composante de f que nous noterons fy.

A chacune des relations du type (1), associons la relation (3) :

af, _ 3fy

Bxi 'axk
oll les dérivées considérées sont prises au sens des distributions dans ®@'(Q).

Notons (@) l'ensemble des relations ainsi obtenues.

THEORENE - (@) constitue un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'une so-
lution du systéme d'équations : T,u = {. '

I1 est évident, en effet, que si T,u =f admet la solution w,

of y ot ofy
9x; 9 Xy

sont égaux & une méme dérivée de w correspondant aux monémes Mx; (ou Nx,).

Nous démontrerons plus loin la réciproque.

Définition - Notons A,, l'ensemble des fonctions f € [H°(Q)]" dont les composantes vérifient les
conditions (@).
THEORENE - A, est un sous-espace linéaire fermé dans [H°(Q)]n. ¢

En effet, soit f[p] une suite convergente d'éléments de A, admettant pour limite un élément
g € [H°(Q)1".

28, o8 3 st agl"]
<28 w28 S O 98

oX; x, 9X;  9xy X, Xy

s 4>

-- [ G-t ) [0 g0 3 Vee @ (0,

o9x 9X
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Donc Vp, VoeE @ (Q) :

[r]

I
bt g -1, |l

oOx 4

9¢

. 28 _ 38y
9x

¥x; °x%,

+ llg, -

N o

o

o o

D'ol ¢

<&-?_g_ﬂ, $>=0 , VOE @(Q) =g EA,
9x, X,

T, applique donc Hk(Q) dans A; fermé.

Définition - Nous appellerons systéme total d'équations aux dérivées partielles d'ordre k par rap-
port & n variables, tout systtme T,u=f od f € A,. Nous noterons S,(k,n) l'ensemble de tels
systémes.

4 - EXISTENCE D'UNE SOLUTION POUR TOUT SYSTEME € S, (k, n)

a) Supposons que Q soit un ouvert CR" vérifiant 1'hypothése : h2) Q est simplement connexe
et de mesure finie.

9
Considérons le systéme différentiel : a—xli =t;(1 i <n)ott t;,..., t, sont n distributions € @'(Q).
i

THEORENE - Si t),..., t, sont n distributions € ®'(Q) telles que :

3
23 g0, Veen®@) et 1<i<j<n (4)
9x; 90Xy :

]
(R, vérifiant 1'hypothése h2), le systéme% =t; (1 €1 < n)admet une infinité de solutions € ®'(Q)
i
et qui différent entre elles d'une constante.

Notons d'une maniére générale w, toute forme Cc”, de degré p a support compact contenu
dans Q et &(Q), l'espace vectoriel de toutes les formes w, de degré p < n, muni d'une topologie
convenable ([36]).

Une fonctionnelle linéaire et continue sur &(Q) est un courant. Les distributions t; € @ '(Q)
sont des courants de degré zéro définis sur Q. On identifie, en effet, t; et le courant T; tel que :
VOE®D(Q)  <ty, ¢> = <<T;, w,> wp= ¢dx'p ... dx"
et :

«<Ty, wpy>»>=0, 1 ¢p gn-1
S étant un courant quelconque, on définit son bord bS en posant :
<bS, w>» = «S, dw>» VYw€ §(Q)

On appelle différentielle de S le courant dS défini par dS = wbS, l'opérateur w étant défini
par la condition wT = (-1) T si T est un courant homogeéne de degré p.

) dw
Vweg(Q),«—T,w»:_ « T, —> .
9X, 9X;

On dit qu'un courant T est homologue a zéro, s'il existe un courant S tel que dS = T.

De Rham a démontré le théoréme suivant :

Pour qu'un cogrant T soit homologue & zéro, il faut et il suffit que « T, w> =0 pour toute
forme w qui est C, a support compact et fermée, c'est-a-dire telle que dw= 0([36]).

n
Considérons le courant T = 3y T, dx'.
in1
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T est de degré 1, c'est-a-dire que < T, w, > =0 quand p#n-1. De plus,

2T AT,
< —t o > =0, YV0ESBQ) e 1<i<jgn
9X; oxy

3T, AT, ) AT, i
En effet <« —-—3, w,>» =0 quand p # n -1 puisque — est un courant de degré zéro et :
ox; 9%y 3%
9T 9 9t 9t;
«_——t_ Tj,wn>>=< L3, ¢>=0 Vo,
9x; 00Xy 9%; 9%y

w, = gdx'p ... p dx", $E D(Q).

Considérons maintenant une forme w,.; telle que dw,.; = 0. D'aprés 1l'hypothése faite sur Q, il
existe une forme w,_, telle que w, = duw,_,, ([47]).
Or :
3T; 9T, N
KT, Wy = KT, dwpy™» = < dT, wpp » = K Z —31

i
3 3 Adx,wn_2>>=0
1gi<ign 9%t Xj

)dx
<

Comme <« T, w, >» =0 Yp#n-1, il en résulte qu'il existe un courant S défini sur Q tel
que dS = T. T étant le degré 1, il en est de méme de bS et bS = — dS.

Soit s une fonctionnelle linéaire et continue sur ® (Q) définie de la fagon suivante :

Vo e@Q)—><s, ¢>=«S, w,» = «8S, dw,;>» = <bS, w_;>» =~ <T, w,; »
ol :
Wy = (bdxl/\ oo dx®.

s est une distribution € ®'(Q) telle que :

9s ¢ ow 9S
s > = - &S, » = LKz—, Wy» = KT, wy>» = <ty, &> Voe o ()
9%y 9x, 9%, 90X,

<

c'est-a-dire Is € @'(Q) : gs =t 1 <ig<n.

D'autre part, comme tout courant fermé pair de degré zéro est égal & une constante, toutes
les solutions du systéme considéré seront de la forme s+c ol ¢ est une constante arbitraire.

5 - RECHERCHE DES DISTRIBUTIONS PRIMITIVES A n VARIABLES. EXISTENCE D'UNE SO-
LUTION € Hk(Q) POUR UN SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU TYPE
Si(k, n)

a) Notons [@(Q)1" 1e produit cartésien de @'(R), q fois par lui-méme, et soit m le nombre
de mondémes par rapport aux variables x,,..., X, qui sont distincts et de degré k.

Considérons 1'application linéaire L, de ®'(Q) dans [@'(2)]" qui & VuE®'(Q) fait correspondre
le vecteur L; u € [@'(Q)]" admettant pour composantes toutes les dérivées-distribution de u qui
sont distinctes et d'ordre k.

T, est la restriction de L, & Hk(Q).

%

Considérons le systéme d'équations L,u=g , g € [®'(?)]". Comme ci-dessus, notons My
l'ensemble total des mondmes associés a 1.;,. Nous supposerons que dans tout mondéme € I, les

variables x,,..., x, sont rangées dans l'ordre des indices croissants.
s j j P 2 kN -
Si M = xll ... X €0, est le mondme associé a la dérivée :
k
o)
J1 i
9%, ...9x "



nous poserons :

K
2 u
Buu=~.——=g

3x3t axjn = B
R n

iy... ip

Définition - D'autre part, notons By l'ensemble des distributions ge& [@"(Q)1" dont les composantes
vérifient toutes les relations :

<2Bw_P8 g si0 YVyea(9), (31

9X; 90X,

oll x; n'est pas maximale pour M et ol x, est maximale pour N ; By DA,.

De méme que ci-dessus, nous appellerons systéme total d'équations aux dérivés partielles
d'ordre k par rapport & n variables, tout systéme du type L,u = g o g € B, et nous noterons Zt(k,n)
l'ensemble de tels systémes.

THEORENE - Tout systéme € Et(k,n) admet une infinité de solutions € @'(Q), si Q vérifie 1'hypo-
thése h2.

Nous allons' démontrer ce théoréme par récurrence.
al) Remarquons tout d'abord que si un systéme Zezt (k, n) admet une solution u, € ®@'(Q),

toute solution de Z est de la forme u,+ P, ,(x), P, (x) étant un polynéme de degré (k - 1) par

rapport & l'ensemble des variables x,... x,.

En effet, si u; et u, EM'(Q) sont deux solutions de Z
& (u; — uy)

5 = 0 dans @®@'"(Q) -avec |jl=k
9X ... .. 9x

Puisque sur une variété connexe, tout courant fermé pair de degré zéro est égal & une fonc-
tion constante, on en déduit par récurrence que u,- u, est un polynéme de degré k—1 par rap-

port & x,;... x,.

a2) Supposons maintenant que tout systéme € Et(k -1, n) admette une infinité de solutions

€ ®'(Q). Nous allons montrer qu'il en est de méme pour tout systéeme € Y., (k, n).

Considérons un tel systéme :

'aku
¥y ijll... Bxf‘n - gjl"' in
lil=k g € By

Pour que ce systéme admette une solution E®'(Q), il faut et il suffit que l'on puisse trouver
un vecteur v € B, de composantes v,E ®'(Q) (1 < i <n)qui soient respectivement solution des
systémes :

k-1
9 vy

: ; T, -8
axi... axt ... axp TS PR RER RS

i 1

1] = k = 1

£ 3

Ju R N
Alors, une des solutions du systéme—-—— =v; 1 < i <n sera une solution de 2 qui appartiendra a

9x; 1
®@'(Q).
Or X €Y, (k-1,n) quand 1 < i <n.
1 1
En effet, supposons que la variable x ne soit pas maximale pour M, Ex,l... Xp € My .

Puisque Ty.; est total, il existe un mondme N, € M ; et une variable x4 (9 >p) maximale pour N;
telle que M, x, =N, x,.
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Considérons les monémes M = M, x;et N = N; x; qui € 0, x, n'est pas maximale pour M ;
si q »1, X, est maximale pour N, car s'il n'en était pas ainsi, elle ne serait pas maximale pour Nj.
De plus M x, =N x,.

Posons gy = h“l pour tout M tel que M =M, x;.

On sait donc que toutes les relations du type :

dhy, _ ohy, 9gu _ 9 gn

= =0 dans ®@YQ)
9%, 9Xq 9X, 9Xq

sont vérifiées si q >i.

Il en est de méme si g < i et si x, est maximale pour N. Supposons q <i et x, non maximale
pour N. .

I1 existe alors un monéme P € I, et une variable x.(r > q) maximale pour P telle que
N x4 = P x;.

I1 en résulte que :

ohy dgy 0°gp, 9gy dhy

= = = dans ®'(Q
9%, 99X, 93X 9Xq 9Xq (@)
Donc Eiezt (k-1,n) 1 £i<n.
Considérons, d'autre part, n solutions v,,..., v, de Zv e Zn respectivement. Nous sa-
vons que :
7y, - g 1] =k-1
axit..Laxy LL.oaxp L. oax,” Heeeditdeedgecdn

Supposons que 1; >1 et posons alors 1; =1} +1.

k-2 [ Ovy
P —1
1 1 5 1, - Blp...1y+L v
CE SN SLENE-D S & e ) "
ak 2 (BVJ')
9%y
= 1 1 r 1
R SLINNCD LIRS S RN
ot Ll +...+L+.. +1+... +1=k=-2
Donc :
Je2 (3Vi _ ovj )
X; 9xX
0%, L -0, |r|=k-2
axyt .. dx®

et :

vy  Ovy ( ) .

- - = X ; 1,

9x; 90Xy k-3 !
qui est un polyndme de degré (k — 3) par rapport & l'ensemble des variables x,,..., x,. Or si w;
est une solution quelconque de Y, w; = v; + Py_,(x ; i).

Nous allons montrer que l'on peut déterminer n solutions w,,..., w, de S‘l, ..., Y respec-
— — )

tivement telles que :
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2" .0 dans ®'(Q) (5)

En effet, posons w; =v, (alors B_,(x ; 1) =0).
Mais :
EAA aWj _

3 3
— = =Q5(x; i, P+ —RB,x;i)-— P _(x;j) =0 1<ic<]j
90X 99X Qs ! 9X k-2 dax; K2 ! !

IN
=

c'est-a-dire :
9

)
Py, P ,(x; ) =Q y(x; i, j) +B?j Po(x;i) 1<i<j<n

De 1l'identité

9
5 B _,(x;2) =Q ,(x; i, j) on déduit que 1'on peut déterminer une solution w, de Zz
X1
L) oW,
telle que—il————z— =0 dans ®@'(Q).
9x, 90X,

Supposons que 1l'on ait déterminé q solutions w, ... w, de 3 . Zq respectivement (q < n)
telles que :

ow oW
LI ! 1¢i<j<gq dans ®Y(Q

an Bxi
W,y doit étre telle que :
oW ow
i q+l - 1 <ig q
axqu axi

c'est-a-dire que :

9
o (P (x;q+1)] = Qqlx;i, g+1)+ Peo(x ;1) = Ryg(x ;i)
i

Xq+l

1 «<i

/N

q

On pourra déterminer E_, (x; q +1) si et seulement si :

3 )
B_XT [Ry,(x ;i) - o Rys(x;3)1=0 1gi<jga.
Or
3 3 )
- [Rk_3(X 5 i)l = — Qk_s(x 51,9+ 1) + Pk-g(x ; 1)
90Xy 9X; X g+1
2 [ 1) ( ) b By (x ;)
= x;i, g+ + s(x g, 1)+ (x5
o, Q3 q Qx5 ] ox, k2lX i
9 V4 Jv 2 v v, 3
z_( Ko q+1)+ 1 _ +—Pk-2(X;j)]‘
9X; %:q“ X3 OX g41 9X; X; X
] oV AV, 9 9
E—[ - B,x; i) =— [Ryyx;j)]
9x; L 9%y 09X O Xgig x4
On pourra donc déterminer par récurrence n solutions w,,..., w, de 21’ cees anespec-

tivement telles que les conditions (5) soient vérifiées.
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Ju
Ainsi une solution du systéme—_g— =w; (1l €1ig n)est une solution de Z
Xy

b) THEORENE - Si Q est un ouvert de Nikodym, simplement connexe et de mesure finie, T,
applique H*(Q) sur A,.

Considérons le systéme d'équations aux dérivées partielles T;u =f ol £ € Ay.
Alors f € By et le systéme T,u = f admet une solution u € ®'(Q).

Si @ est un ouvert de Nikodym, par exemple un ensemble étoilé par rapport & 1l'un de ses
points, on en déduit successivement que toutes les dérivées d'ordre k - 1, k=2,... 2, 1, 0 deu
appartiennent & £%(Q) c'est-a-dire u € H*(Q) ([19]).

6 - PROBLEME AUX DERIVEES PARTIELLES. NOYAU DE GREEN. APPLICATIONS

a) Considérons le systéme d'équations S € Sy(k, n)

S:Tu=tf, f€EA,.

Notons A, le noyau de T;. A, est I'ensemble des polyndmes par rapport aux variables x,, ...
qui sont de degré inférieur ou égal & k- 1.

o]
=

Soit u le nombre de vecteurs de base de A;: p=%(n, k). Considérons u fonctionnelles uI, s u:
linéaires et continues sur H"(Q), dont les restrictions sur A, sont linéairement indépendantes. No-
tons T, 1'application linéaire de H*(Q) dans R":

u; (u)
H(Q)Dus>Tyu= | € R*
u:(u)

T, est continue et applique A; sur R

Notons A, le noyau de T, dans HY(Q) AN A, = GHk(Q) ot 6,(Q) est 1'élément neutre de HY(Q).

Définition -
Tyu=1%
T,u=r € R*
constitue un probléme aux dérivées partielles. On dira que ce probléme est total si f € Ay.

LENNE - Si A, (resp. A,) est la restriction de T, a4 A, (resp. de T, & A,) A, et A, sont inversibles
et leurs inverses sont continues ([11], [49]).

THEORENE - Si Q vérifie 1'hypothése hl) et si k >12—1, 1'application qui & Vf € A, fait correspondre

la valeur u,(x) de u, €A, au point x € Q2 est une fonctionnelle linéaire et continue définie sur
A, € [H°(Q)]".

En effet,

Sug luy(x)| € K ||u2“k £ K ”A.ll el *

I1 existe donc un élément G (x,t) € A tel que :
u,(x) = ((G(x, 1), f(t) )a.

De méme si :
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m
r=(r ... r‘#) € R u,(x) = ¥ r,G(x) oa G

e

i=1

LE N,

et :

u(x) =

AL

"
-

r; Gy(x) + ((G(x, 1), (1)),

1

b) On verrait comme au chapitre I que la transformation adjointe A, de A, existe, qu'elle est
continue, inversible et que son inverse est continue. A, applique A, sur A2.kSi A, est le complé-
mentaire orthogonal de A, dans H*(Q) et si h; est le noyau reproduisant de H(Q) :

hy=hy 1 +hyy, hyy €4y, hy , € A,
Cette décomposition est unique et G(x, t) = A:'l [h, ,(t)].
Comme au chapitre I, on pourrait déduire des résultats précédents, l'écriture d'une fonc-

tionnelle linéaire et continue sur Hk(Q), et exprimer -sous certaines conditions- le reste de 1

a formule
de Taylor,de formules d'interpolation etc. , sous forme "intégrale".
3
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CHAPITRE VI

LES FONCTIONS * SPLINE” POLYNOMIALES D’INTERPOLATION

A.1 - INTRODUCTION

En analyse numérique les polynémes jouent un réle fondamental pour plusieurs raisons.

Une raison essentielle est fournie par le théoréme d'approximation de Weierstrass, une autre
est la simplicité des calculs quand on opére sur des polynémes.

Nous avons vu dans les chapltres précédents comment on pouvait définir 1'approximation de
certaines fonctionnelles en utilisant, localement, un développement de Taylor tronqué qui est une
approximation polynémiale.

Cependant, les polynémes présentent des inconvénients du point de vue numérique dés que
leur degré est assez élevé. On sait depuis longtemps aussi que l'interpolation d'une fonction f(x)
en des points équidistants, sur un intervalle donné, au moyen des polynémes de Lagrange, ne
converge pas toujours vers f(x) lorsque le nombre de ces points augmente indéfiniment.

Etudiant le lissage des courbes afin d'obtenir des dérivées d'ordre élevé régulitres,
Schoenberg ([38], [39]) a ¢été conduit & considérer non plus des polynémes mais des fonctions dont
le graphe est formé d'un nombre fini d'arcs de polyndmes et qu'il a appelé fonction "spline" (f.s.).

Nous verrons dans ce chapitre et dans les suivants l'intérét que présente l'utilisation des
f.s. en analyse numérique. Précisons l'origine du nom ''spline".

En anglais, ce mot désigne un outil trés simple du dessinateur. C'est une baguette flexible
que l'on fait passer par certains points d'une courbe que l'on veut tracer, sans imposer, en ces
points, la pente de la baguette.

Une théorie élémentaire de 1'élasticité montre que la baguette en position d'équilibre dessine
en premiere approximation une ligne composée d'arcs de cubiques dont la dérivée troisie¢me seu-
lement est discontinue aux points par lesquels on a imposé a la baguette de passer.

2 - INTERPOLATION D'UNE FONCTION DONNEE PAR DES FONCTIONS "SPLINE'" COMPOSEES
D'ARCS DE POLYNOMES

Etant donné une fonction f(x) arbitraire, il est toujours possible de l'interpoler en (k + 1) points
quelconques xi,..., X+ au moyen du polynéme de degré k :

P(x) =¥ 1,(x) f(x,)

e

k+1

-

1

ot 1;(x),..., 1,,(x) sont les polyndmes de Lagrange de degré k tels que : 1(x;) = &;;.
Supposons maintenant que f(x) € H(km[a , bl, [a, b] étant un intervalle de R contenant les points
Xiseovs Xyyp !

k+1
f(x) = ¥ L(x) f(x,) + be(x, t) £%V(t) dt.

ot G(x, t) est le noyau de Green du probléme différentiel :
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yE (%) =0 x € [a, b)
1<igck+1

y(Xi =0

(t) dt au moyen de la somme

(k+1)

On peut chercher & améliorer l'approximation de f(x) par P,(x) sur [a, b], en dé.c minant une
<t, <b )

b
approximation de f G(x, t) f
a
n
2 Y Glx, t)) a <t <.
3!
de fagon que
k+‘1 n
so(x) = ¥ L(x) f(x,) + ¥ v,Gx, t))
i=1 i=1
t, €la, bl.
.. <t, les

interpole f(x) aux points x;, X,, s Xpas tos
Définition - Schoenberg ([39]) a appelé f.s. de degré k, admettant les nceuds t; <t, <
, [ty + @[, s(x) est un polynéme de degré

fonctions s(x) telles que
a) Dans chaque intervalle ]-w®, t, [, [t,, t, [,
ot

inférieur ou égal a k.
b) s(x) € C*'(R).

Ainsi le noyau de Green que nous avons défini ci-dessus est une f.s. de degré k admettant

pour seul noeud le point t; de méme so(x) est une f.s. de degré k admettant les noceuds t,,
Toute f.s. de degré k admettant les nceuds t,, , ty est déterminée de maniére unique par
la donnée du polynéme Q,(x) de degré < k auquel elle est identique pour x <t; et par la donnée des
..., t, respectivement.
x* si x 30
x €0

N WV

sauts v,,..., Y, de sa dérivée ki®me aux points t,,
On peut 1'écrire sous la forme
-t )k avec X, =
i T lo si
< t, forme

s(x) = Q) + 3 7, (x
iT1

1 - Propriétés.
R AT C T L

- L'ensemble des f.s. de degré k admettant pour nceuds des points fixes t; <t, <
un espace vectoriel de dimension (n + k + 1) qui contient l'espace vectoriel des polynémes de
< k.
En effet, les (n + k + 1) fonctions 1, x, (x — tn)': sont linéairement indé-

degré
- Par intégration (resp. dérivation) d'une f.s. de degré k on obtient une f.s. de degré (k + 1)

(resp. (k -1)).
En effet, considérons une fonction f ECk [a, b]. f(k)(x)E c® [a, b] peut étre approchée uni-

pendantes.
- THEORENE - Toute fonction €C* [a, b] peut étre approchée uniformément ainsi que ses dé-
formément sur [a, b] par une fonction en escalier h,(x) continue & droite et admettant pour points
s

rivées jusqu'a l'ordre k par des f.s. de degré k et leurs dérivées jusqu'ad l'ordre k.

B de discontinuité les points t,, , t, € [a, b].
Considérons le probleme différentiel
s™ (x) = hy(x) x € [a, b)
0 gp<sk-1

S(D)(a) - f(D)(a)

I1 admet pour solution dans [a, bl :
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k-1 k-1

(x - a) *(x =~ t)
s(x)=f(a) +(x-2a) f'(a) +... + ——— f(k'l)(a)+/‘ ————— h(t) dt.
k-1! e k1!
s(x) est une f.s. de degré k admettant pour nceuds les points t;,..., t,.
D'autre part,
N k-1
(x - a)*! *(x - t) (k)
f =f + - f! Foo. o+ ——— %D ——— f{ (t) dt
(x) = £(a) + (x - a) £'(a) — 1M [ = T
Donc :
-p-1
x -t
£(x) - s P(x) = ———(__5(__ (£ ) —h(t)) dt 0<p gk-1
a k-p-1!
K-
® (b-a)”

1£% (x) - ™ (x)] < —, S[upb] () - hy(t)| 0 <p k-1
- p-1! tela,

Et en posant |lgll, = Sup lg(x)l,

x€|a, b

k-
I - s, 22 ey 0<p ko
I TR Speks

Ve>0 3h, : ||f(p)—s(p)||m < €

- COROLLAIRE - Toute fonction €C° [a, bl peut étre approchée uniformément par une f.s. de
degré k.

I1 suffit, en effet, de remarquer que d'apreés le théoréme de Stone-Weierstrass,

Ve>0,Vfe€ C’[a, b],3 un polynsme p/x) : lf-pl, < ¢

THEORENE - Etant donné une fonction arbitraire f(x), il est possible de l'interpoler en (n + k + 1)
abscisses ol elle est définie soit x; <x; <... <X ,;,, au moyen d'une f.s. de degré k admettant
les noeuds t; <ty <... < t, si et seulement si les inégalités suivantes sont satisfaites :

Xy <ty <Xyp, Xo <ty <Xpyg, ..., X <ty <Xpgn (1)

Ce théoréme a été établi par Schoenberg ([44]) comme une conséquence d'une propriété de la
fonction fréquence de Polya.

Remarque Importante : Les inégalités précédentes sont vérifiées si les nceuds t,,..., t, sont choi-
sis parmi les points d'interpolation x,,..., X, .
3 - PROPRIETES MINIMALES DES f.s. DE DEGRE IMPAIR

Nous énoncerons dans ce paragraphe et dans le suivant un certain nombre de théorémes dont
on trouvera la démonstration au chapitre suivant.

Notons Sg.i(A) l'ensemble des f.s. s(x) de degré (2k — 1) admettant pour noeuds les points de
la subdivision : ¢

A={x, %,,..., x,}E R,

et telles que dans chacun des intervalles ]1- o, x, [et [x,, +®[, s(x) soit un polynéme de degré
<k-1.

THEORENE - Etant donné n nombres réels y,,..., y, et un entier k tel que n > k, il existe une f.s.
et une seule 0(x) € Sy, _{(A) telle que :
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o(xy) = y; 1<ign.
Notons que si n =k, o(x) est le polynéme de degré (k- 1) ayant au point x; la valeur y,; pour
i=1, 2,..., k.

f.s. de base : Ce sont les n fonctions linéairement indépendantes : o;(x) € Sy, _(A) (1 <i <n)
telles que o(xy) =855 1.1, j ¢n.

o(x,) =y; (1 <isn==0(x)= Y y o(x).
=1

[N

Premiére propriété minimale.

Soit [a, b] un intervalle contenant A et f(x) une fonction € H* la, b].

Considérons la f.s. 0(x) € Sy_,(A) qui interpole f aux points de A.
b b
Vs €Sp1(8) [ [sMx) - 1)) ax >,f (6® (x) - £9(x)1” dx
va a

1'égalité ayant lieu si et seulement si s(x) = 0(x) + Pg.y(x) odt Py.y(x) est un polynéme de degré
k-1,

Deuxiéme propriété minimale.

Pour toutes les fonctions ¢ € H [a, b] qui interpolent f aux points de A :
b 2 b
f lp™(x)]" dx %f 6™ (x)1? ax
a “‘a

L'égalité est vérifiée si et seulement si ¢ (x) = o(x).

Troisiéme propriété minimale.

Considérons la fonctionnelle linéaire :
g* (f) = kg’l fbf(”(x) dg,(x)
p=0 &
oll g, est une fonction & variation bornée sur [a, b], pour 0 < p <k-1.

On peut poser le probléme de 1l'approximation linéaire de g*(f) de la facon suivante :

a) La sub;iivision A étant donnée et n >k, on cherche & déterminer des nombres réels B,
tels que 8*(f) =Y Bgf(x,) soit égale & g*(f) pour toute fonction f appartenant a 1l'ensemble des po-
lyndmes de degré € k - 1.

b) D'aprés un théoréme dd & Sard ([37]) on sait que :

g0 - g0 = [ k) 20 at,

K étant indépendante de f.
Si n =k, les coefficients B, sont déterminés de. maniére unique.

Si n >k, K dépend de (n - k) parametres.

i3

b 2
S'il existe un jeu de coefficients A, (1 § q < n) tels que [K(t)] dt soit minimal lorsque
a a
n

=A, (1 £q <n)on dira que ¥ A, f(x,) est la meilleure approximation de g*(f).
q=1

n
THEORENE - La meilleure approximation de g*(f) par Y, B, f(x,) est obtenue lorsque B, = g* (o).
a1

Ce théoréme établi par Schoenberg a montré le lien qui existait entre deux théories qui
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s'étaient développées parallélement, celle des f.s. polynémiales et la théorie de la meilleure ap-
proximation de Sard, ([37]).
4 - PROPRIETES DE CONVERGENCE DES f.s.
- Soit [a, b] un intervalle contenant la subdivision :
Ap=1x%y,..., xn} et HA,,” = Max (x;—a, Xj4;— X3, b=-%,; 1 £i<n-1)

Si oy (x) € Sy, (8,) est la f.s. qui interpole une fonction f € H* [a, b] aux points de A, :
n

. . b (k) (k) 2
(i) ||£1:ﬁ+o [ [of2(x) - £%9(x)1" dx = 0
(ii) lim o (x) = £®(x)
A -0 »

uniformément sur [a, bl pour p=0, 1,..., (k-1).

B - DETERMINATION NUMERIQUE DES f.s. POLYNOMIALES D'INTERPOLATION

1 - METHODE DES SAUTS DE DERIVEE

Toute f.s. polynémiale d'interpolation de degré 2k — 1 peut s'écrire sous la forme :

k-1

n 2%k-1
o(x)= ¥ a, 4+ Y Ay (x = x;), (2)
p=0 i=1
Elle est telle que :
o(x,) = ¥p 1 <psn (3)
1 q
Y Aj(x;-x%y) =0 0<qgk-1 (4)
i=1
La connaissance des coefficients a,, ..., a,,, A,,..., A, détermine complétement o(x).

La méthode la plus simple de calcul de ces coefficients consiste & résoudre un systéme li-
néaire déduit directement de (3) et (4).

Mais ce systéme est mal conditionné et 1'on obtient de mauvais résultats dés que n > 6
pour k = 2,

Nous allons indiquer maintenant une méthode qui donne de meilleurs résultats.

Notons 6‘; 1'application linéaire q{ui a tout vecteur 4 € R", ayant pour composantes (u,,..., u,)
n ~

fait correspondre le vecteur 6: u € R de composantes : (8 (W ; Xy,..., Xee)s.oon (T Xpgs..., X5))
ol :

k+i u k+i
S(U; xy,..., Xyay) = Y, avec w(x) = T] (x - x;)
is s Xgi & ) i i)

£

Notons H la matrice associée a 1'opérateur 6‘;, et 7\ le vecteur € R’ de composantes A;,..., A,

LENNE - 3§ €R* . X - *H] .
Posons :
U ={q GRn:u1= (%)) 1 <1i<n}

Py.4(x), polynéme de degré inférieur ou égal & k- 1.
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On sait que Hd =041 € U.

Notons S le complémentaire orthogonal de U dans R", muni du produit scalaire :

n
@,N=Y4,% U, e R
i=1

S est de dimension (n - k).

- D'aprés (4) X € S. Comme H est de rang (n - k), ses colonnes forment une base de S et
A="H{Q, € R"". Notons & le vecteur de composantes (6(xy),..., o(xa)) et ¥ le vecteur de com-
posantes (y,,..., y,).

1 1 e 1
2k-1
(x5 — %) 0 e 0
2k-1 2k-1 ~
(%3 - x;) (x3 — x3) R
K = ; T
: 2k-1 . 2k-1 . 2k-1° .
(x, - x,) (xg—x,)  ....... (%, —x,.q) 0
L —
HG =HKAX-=HK''H{I -G
HO =Hy=—=>Gpn=Hy (5)

G est une matrice symétrique dont les éléments g;; sont tels que g;; =0 pour 1 <i £j-k.

Nous donnons ci-dessous une procédure -algol ([17]) qui calcule successivement 1, A et les
coefficients ag,..., a,_ ;.

2 - METHODE D'INTEGRATION

a) Considérons une f.s. de degré trois.
Sa dérivée seconde est formée de segments de droite.

Dans chaque intervalle [x,;, x;,] 1<ig<n-1

X — X X - X4
6"(x) = 0"(x,) —2—— 4+ 0"(x34) ——
Xiv — Xy Xi4 — X§
Posons :
cf"(xj)zMj l<jsn e 1;=x;,-%x; 1<j<n-1

On sait que M, =M, =0 (cf. ch. VI. A, 3).

En intégrant deux fois ¢''(x) et en tenant compte des conditions de continuité, il est facile de
montrer que M,,..., M, , sont solutions du systéme linéaire ([481]):
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_ - - _ _
L+l 13 FMz Y3~ Y2 _ Y2~ Y1
3 6 15 1,
13 13+ 14 14
6 .3 6
X =
lie + 1o Tog
3 6
"l laatly N Yo~ Ya-1 Yn-1— Ya-2
_ n-1 -
6 3 ln ln-l
Avec :
M;y 3 My 3 Vit li41 Y 1y
o(x) = (X34, - x) + (x — x;) +( -Miﬂ—) (x—x1)+( — - M, M ) (X541 — X)
614y 1in i+l 6 lin
pour x € [x;, %x,,] 2 <i<n-1)

Cette méthode donne de trés bons résultats.
Nous allons en donner une généralisation dans le cas ol o(x) est une f.s. de degré 2k-1([17)

b) Développons la f.s. de degré 2k-1, o(x), en utilisant la formule de Taylor

1 X k-1
[T -1, o™ at.
k-1! "

1

o(x) = P, , (x) +

On en déduit que :

~ Xn (k)
85 5 x,,..., xm)='/x'1 g, (t) a(t) at 1<

-
N
o]
I

P

ol g (t) est la différence divisée d'ordre k du vecteur de composantes

k-1 k-1
(x5 =t), ..., (Xy—t) )

par rapport & X;,..., X;,

j‘xn gi(t). o’(k)(t) dt:(s(?, Xi, . Xifk) 1<ign-k (6)
1

Il est facile de voir que les fonctions g,(t) sont linéairement indépendantes sur [x,, x.l.
I1 suffit pour cela de remarquer que

g,(t) = 0 si tg X, ou t»x;,
D'autre part, dans l'espace de Hilbert, £°[x,, x.), 0“Yx) minimise |lu||£2[x ., jParmi tous les
éléments u € £° [x,, x ] tels que 1-%n

(g, w)

= ¥ $ i S -
£2[11.Xn] 6(}’, Xireons Xi*k) 1< n k

(7) -

11
En effet, tout élément u € e’ [x,, xp] vérifiant les conditions (7) peut étre considéré comme la
dérivée ki®me Jiune fonction s € H* [x,, x,] telle que s(x;) =y,

1gign.
I1 en résulte que :

n-k
a®t) = T uy gt
J=1

A partir des conditions (4) on peut calculer p,,

.+ M, donc on peut déterminer o®(t).
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I1 suffit pour cela d'inverser la matrice symétrique :

(85 &) par j<i+k
A= [alj] Oﬂ aij = é * J£[1' n]

0 j 2i+k

On peut déterminer complétement o(t) en utilisant 1'une des deux méthodes suivantes :

@) On intéegre k fois o*)(t) et on calcule les k constantes d'intégration en écrivant que :
=y <j <k,
G(Xij) YIj 1 J k
les points Xy, étant réguliérement répartis sur [x,, x,].

B) Dans chaque intervalle [x,, x;, ,] (1 <i¢n-k+1), on détermine o(x).

On en déduit o'(x;),..., c*V(x,) et on calcule dans chaque intervalle [x,, x,,] (1 ¢<j ¢n=-1)
les coefficients du polynéme Pj(x) de degré 2k — 1 tel que :

P¥%x,)=0%(x) i=j j+1 0<q¢k-1 1lgjgn-1

Nous indiquons ci-dessous les procédures Algol correspondant aux différentes méthodes que nous
avons citées.

PROCEDURES ALGOL

Nous donnons ci-dessous une procédure permettant de calculer les coefficients M;(j = 0...,n).
Ch. VI B.2. a).

Procédure COEFSPLINETROIS (N, X, Y) résultats : (M) ;
valeur N, X, Y ; entier N ; tableau X, Y, M ;
commentaire cette procédure calcule et place dans le tableau M[O0 :N] les valeurs des dérivées
secondes en X[INI=0,...,N) de la fonction-spline d'interpolation de degré trois prenant les N + 1
valeurs Y[I] aux abscisses ¥X[I], [I] variant de 0 a N avec X[I] <X [I+1] et N > 3
début entier I ; tableau D[1 : N.— 1] ; réel A, B, C, E
pour I:=N-1 pas -1 jusqual faire
début A : =X [I+1]-X[); B: =X[I]-X[I-1];C:=YI[I+1]-Y([I];
E:=Y([Il-Y[I-1]; si I=N-1 alors
début D[I]: = (X[I+1]-X[I-1])/3;
M[I]: =C/A-E/B
fin sinon début D{I]: = (12 xD[I + 1] x (X[I+1) =X [I-1])- Ax A)
/(36 xD [I+1]) ;
M([I]: = C/A-E/B-AxMI(I +1]/(6xD[I + 1])

B

>

fin
fin ; M[0]:=M[N]:=0 ; pour I: =1 pas 1 jusqua N -1 faire
si I=1 alors M[I]: = M[I]/ D [I] sinon

MI] :=(6x M[I] - (X [I] - X [I- 1) x M [I - 1])/(6xD[1])
fin COEFSPLINETROIS ;

Méthode d'intégration locale,

procédure METH INTE LOCA (K, N, X, Y, D) ; valeur K, N, X, Y ;
entier K,N ; tableau X, Y,D ;
commentaire cette procédure calcule dans le tableau D[1:N, 0:K-1] les dérivées d'ordre 0 a8 K -1
aux points X [1:N] de la fonction-spline prenant aux points X [I] les valeurs Y[I] (d'ord‘re K) ;
début réel procédure DER POL (K,H, C, T) ; valeur K, H,C, T

entier K, H ; tableau C ; réel T ;
commentaire cette procédure calcule pour la valeur T la dérivée d'ordre H du polyndme de
degré K-1 qui s'écrit C[1] +... + C[K} x TAK - 1) ;
début réel S, U ; entier I,J ;

S:=CI[Kl ; pour I:=1 pas 1 jusqua H faire S :=Sx(K - 1)

pour J: =K -1 pas -1 jusqua H +1 faire

début U : = C[J] ;

our I: =1 pas 1 jusqua H faire U :=Ux(j-1I) ;

S := SxT +U

B
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fin ; DER POL : =38
fin DER POL ;
procédure GRESOLSYSLINE. ..
réel procédure FI (I, H, T) ; valeur I, H, T ;
entier I, H ; réel T ;
commentaire cette procédure calcule pour la valeur T la dérivée d'ordre H de la fonction 4 - 16 ;
début tableau I1.[0 : K] ; entier P, R ; réel 5, U ;
si T>X [I] alors
début pour R : =0 pas 1 jusqua K faire
si X [I+R] <T alors
début U :=S:=(T -X[I+R];
pour P : =1 pas jusqua 2xK-H-2
: SxU ; L[R] : =S
fin sinon L[R] : =0
pour R : =1 pas 1 jusqua K faire
pour P: =0 pas 1 jusqua K- R "R faire

s
o
oy
2]
(]
n
"

L[P]: (L[P+1]—L[P])/X[I+P+R]) [I+P)); S :=1L[0);
pour P: =1 pas 1 jusqua H faire S ;-Sx(z xK - P) ;
FI: =S
fin sinon FI: =0

fin FT;

réel procédure DIF DIV TA (J, L) ; valeur J, L ; entier J ;
tableau L ;
commentaire cette procédure calcule la différence divisée du tableau L [0 : K] sur les points
X[J:J+K);
début entier I, R ;
pour R : =1 pas 1 jusqua K faire
pour I : =0 pas 1 jusqua K-R faire
L[I] : = si ABS (LII+1]-LI[I])=0 alors 0
sinon (L[I +1]1- LII)/(X[J +I+RI-X[J+1)) ;
DIF DIV TA : = LI[0]
fin DIF DIV TA ;
CALCUL DES LAMBDAS :

pour I:=1 pas 1 usgua N K fa1re
début pour J : = pas 1 jusqua si i1+ +K-1¢N-K alors T+K- 1 sinon N - K faire

début pour R : =0 pas 1 jusqua K faire
L[R] : = FI(I, 0, X[J +R]) ;
A[J,I]:=A[1,J]: =DIF DIV TA (J, L)
fin ; pour J : I+KR__1 lusgua N - K faire A[I, J] AlJ,11: =0 ;
pour R: =0 pas 1 jusqua K faire LI[R] : = TYI(I+R);
B(I]: = DIF DIV TA (I, L)

fin ;
GRESOLSYSLINE (A, B, LAMBDA, N-K, IMP) ;
aller 4 SUI ; IMP : ECRIRE ('IMP') ; SUI :
pour I: =1 pas 1 jusqua N faire
début si I < N-K+1 alors
début pour J: =1 pas 1 jusqua K faire
début S:=U[I+J-1];
pour Q : =1 pas 1 jusqua
siI+J-2<N-K alors IT+J-2
sinon N - K faire
S:=S-LAMBDA [Q] x FI(Q, 0, X[I+J -1]) ; B[J]: =S ;
pour Q : =1 pas 1 jusqua K faire
si Q=1 alors A[J,Q]:=1.0 "~ sinon
AlJ,Ql:=X[I+J-1] (Q 1)
fin ; GRESOLSYSLINE (A, B, C, K, OS) ;
0OS

fin ;

pour J : =1 pas 1 jusqua K -1 faire
début S: = DER POL (K, J, C, X [I]) ;
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pour Q : =1 pas 1 jusqua
8i I-1 < N-K alors I -1 sinon N-K faire

S: =S+ LAMBDA [Q] x FI(Q, J, X [I])) ;
DI[I,J]: =S

fin

fin ; E—o;r I:=1 pas 1 jusqua N faire D [I, 0]: = Y [I]
fi_n METH INTE LOCA (STRATEGIE A) ;
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CHAPITRE VII

FONCTIONS * SPLINE " GENERALISEES

Les premidres fonctions '"spline' étudiées ont été les f.s. polynémiales d'interpolation.

En 1946 Schoenberg les introduisait dans 1'étude du lissage des courbes ({38)). Holladay en
1957 démontrait les propriétés de courbure minimum de certaines f.s. d'interpolation de degré
trois. En 1962-1963 Walsh,Ahlberg et Nilson ([48]) étendaient ces propriétés aux f.s. périodiques
de degré trois et établissaient leurs propriétés minimales et certaines propriétés de convergence.

De Boor et Schoenberg ([15]), un peu plus tard, énoncaient les mémes propriétés pour des
f.s. non périodiques et de degré impair.

En 1964 Schoenberg ([42)) introduisait les f.s. trigonométriques et Walsh,Ahlberg et Nilson
([2]), ((3]) énoncaient certaines propriétés minimales et les propriétés de convergence de f.s.
d'interpolation relatives & des opérateurs différentiels de la forme :

-1
L = p(x) D' 4+ p,(x) D +... +p, (%) D +pyx)
ol :
p(x) € C'[0,1] 0<kgn

Greville avait étudié peu avant le cas d'opérateurs différentiels a coefficients constants.

En 1959 Golomb et Weinberger établissaient deux propriétés minimales des f.s. définies dans
un espace de Hilbert, ([25)). Leur point de vue qui était tres voisin de celui des auteurs que nous
avons cités semble avoir été ignoré.

Dans ce chapltre, nous généralisons la définition des f.s. donnée par Schoenberg. Le point
de vue que nous adoptons nous permet d'établir, trés simplement, les résultats déja connus et de
les généraliser. Nous donnons en particulier la forme générale des f.s. a n variables définies
sur certains ouverts de R".

Dans le cas des f.s. relatives & un opérateur différentiel ou aux dérivées partielles T nous
montrons le lien qui existe-entre la f.s. et un noyau de Green de T.

1 - DEFINITION DES FONCTIONS "SPLINE' GENERALISEES

Soit H un espace de Hilbert séparable défini sur le corps des réels R. Sif, g €H, (f, gk
représentera le produit scalaire de ces deux éléments et |]f||H la norme de f. On notera aussi 8
1'élément neutre de H.

Dans la suite tout sous-espace linéaire fermé appartenant a4 un espace de Hilbert H sera
considéré comme un espace de Hilbert admettant la norme et le produit scalaire induits par ceux
de H.

Considérons deux espaces de Hilbert séparables X et Y définis sur R et une application 1li-
néaire et continue T de X sur Y.

Notons X, le noyau de T et X: le complémentaire orthogonal de X, dans X : X=X, X,-1e
symbole ® désignant la somme directe de deux ensembles.

T etant continue, T existe.
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Vx€X et Vy €Y (Tx,y) =(x, T'y),

T est linéaire, continue et applique biunivoquement Y sur X,. Considérons aussi N fonctionnelles
linéaires et continues définies sur X, linéairement indépendantes et représentées par les éléments
k; € X. Ces fonctionnelles engendrent un sous-espace linéaire K C X. Notons ¥ son complémentaire
orthogonal : X =K & Y,

Hypothéses - Nous supposerons que :
a) X, est de dimension q.
b) N » q.
c) ¥NX, =6 .

Premier probléme - @, désignant l'ensemble des éléments ¢ € X tels que :

(ky, 9)y=0; 1gigN oER
nous cherchons s'il existe un élément 0 € ®, tel que :
To = Min || T
ITo| Min ITel,

Sig €2, V9EQ, , 9=y, +¢,b EY.

En particulier, si {s;} désigne la base de K telle que :

n
(ki: Sj) = 61) ) S = 2 a;
-1

. Sj G@aﬂK.

—

Et Voed,s 9=s+¢ , ¢EVY.

LEYHE - TY est un sous-espace linéaire fermé de Y.

En effet, considérons une suite hy € TY qui converge vers h€ Y. h,=TY, RUNSIVS

Puisque T applique X sur Y, il existe, d'aprés un théoréme de Banach ([11]), une suite
d'éléments de X, x,=T¢, qui converge vers un élément x € X tel que h = Tx.

Vn T((j,»n--xn)=9Y_—;~,xn=(1Jn+an,anEX1

Puisque k; = ki + ki 5,k

> i, 1

EX,, k ,EX,

(kg %) = (k5 &), = (k; 4 an)xl et %13},, (k; 4 an)x1 = (k;, x)y

Comme Y N X, = 0y, il existe parmi les éléments k; 1, (1 £ i < N) q éléments linéairement
indépendants.

Ainsi, la suite a, convergeant faiblement dans X;, qui est de dimension finie q, converge

aussi fortement dans cet espace.

lim a,=a €X, et lim ¢,=x-a=¢EVY,
n—->o

n > ®©

Puisque T est continue T¢, =h ——>T¢ =h. c.q.f.d.

13
Remarquons maintenant que T &, se déduit de TY par la translation d'amplitude Ts. Si a est la
projection de Ts sur TV, il existe un élément unique ¢, € Y tel que T(bs = a.

Posons o =s - dy s cEQ,.

To est la projection unique de 6; sur T®, et [Tol, = Min ”Tcp||Y
Ped,

Définition - ¢ est la f.s. de &, relative a T.

74



Fonctions "Spline' de base - Les éléments o; = 8; — sy (1 < j < N) sont linéairement indépendants.

En effet,

N N N N
By= X Ay oy= % Ay sj— X Ay ¢sj-_—_~,~2 Aj Sj=0Bx==>A;=0 1gj<N

ARG ]
j=1 i= J=1

-
-
0
-

Les vecteurs ¢; engendrent un sous-espace linéaire S C X de dimension N.
N

THEOREKE - o = ¥ a; o; est 1'élément unique de @, tel que :
i=1

ITol, = Min [ Tol,
?<0,
L'unicité de o résulte de l'hypothése c).
N N
COROLLAIRE - ¥x, €X,,¥ (k;, x,), 0; =x, ; en effet, si ¥ (k;, %)y 05=x',
j=1 =1

(ky, % = (kyLx)y 1< § <N =[Txil, < [ Tx,],

et comme [Tx |, =0, [Tx\[,=I[ITx [, =—>x}=x,.

2 - PREMIERES PROPRIETES DES FONCTIONS "SPLINE"
a) Puisque To est orthogonal & T®, donc & TV,
(To, Ty =0,V € ¥e=(T To, ¢ =0,¥¢ EY =T ' TSCKNX,

Inversement, si T T p, EK N X,, alors (T o, T(b)y =0, VyE V.
Donc :

IToll, = q}‘fﬁj‘ 1Ty Iy > @, ={9p€X : (k, 9) =(kj,p)>1<j <N}
o

et :
N
p = X (ky, p) 0, €S
i=1
D'ol :
T TS=KNX,
b) Etant donné x € X considérons :
N
Oy = D oy Oy ol oy = (kj, X)X
i=1
IT oy = Min ITol, @ ={9E€EX : (k;,)x=(k;, x) 1<j<N)
Pe Wy
Xx-0,E¥=—=(T(x-¢c), To)y=0 1gj<N s
et :
IT(x-0)l, = Min IT(x-0)l,
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3 - DEUXIEME PROBLEME

h étant un élément quelconque € X on veut l'approcher par un élément :

=

1
—-

A,

5 Ky

k= j

J
tel que e = h — k vérifie :
(e, x), =0 Vx, € X,

Alors e EX,et Vx €EX, (e, x), = (g, Tx), avec e =T g.

Nous cherchons 'la meilleure approximation de h'" si elle existe, c'est-a-dire le vecteur k
tel que [gl, soit minimal.

THEORENE - Parmi tous les coefficients A; tels que e € X,, les coefficients A; = (h, oy), sont les
seuls & minimiser |g Il -

En effet, pulsque e=h- 2 A; k; € X,, e parcourt l'intersection de h — K avec X, et g décrit
un translaté de T (K N X,) c est a-dire un translaté de TS.

Pour que | g|y soit minimal, il faut et il suffit que g soit orthogonal & TS, c'est-a-dire que
e soit orthogonal & S. Pour cela, il faut et il suffit que :

(e, o,k =0 1<igN

c'est-a-dire que :
N
(h-3 A k,0,),=(h,0)-A =0 1<igN
j=1

En se restreignant a certains éléments de X, Golomb a établi une autre propriété minimale des
fonctions ''spline' ([25]) :

THEOREME - Soit :
C,r)={x € @, : || Tx ”v <r, r> 0}

h € X, (h, o), est le milieu du segment de R décrit par les nombres (h, x), ou x € C,(r).

Remarquons tout d'abord que C,(r) étant convexe, (h, x), décrit un intervalle de R lorsque x
décrit C,(r).

D'autre part, (h, x)y-(h, 0)g=(h, b)y od x - 0= €V,

Puisque :
2 2 2
x €C(r), [T+ =Tl +1T¢|, <r
et :
1
ITdl, < (x?- IITGII )? =
La propriété cherchée est alors une conséquence immédiate du lemme suivant : s

LENNE - T1 existe ¢* € V¥ tel que [T 4", < a et :

(h, ¢7), = " s”pa l(h, )]

En effet, comme ¥ N X, =0,, T applique biunivoquement ¥ sur TVY. ¥ (resp. TY¥) étant un sous-
espace linéaire fermé de X (resp. Y) la restriction V de T & ¥ est un isomorphisme, la trans-
formation adjointe V. de V existe et c'est aussi un isomorphisme.
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Notons h’ la projection de h sur Y.

-1
wp |(h, ¢) ] = Sup  [(h,¢)l=  Sup (0, )l = Sw (VB V¢)
Iyl < el <t lvel g <o Ivellpgce
. AR
=g ——————— est 1'élément cherché de Y.

* 1

a o
V70 Ty

4 - PROPRIETES DUALES
Considérons la transformation W telle que :
wx =T"! x, on X=X, +%,, X, €EX;, x, € Xy,
et soit :

L={YEX :(6,,, Yx=a; ER 1gigN}

N
THEORENE (Joly) k = Y, a; k, est élément unique de T, tel que :
i=1

W k| = Min |W
W ki, = Min [ Wy,

Remarquons d'abord que k € X,.

En effet, si y est un élément quelconque € I,
. N N N
(izl a; ky, Xx)x = 12 (0,2, Y)x- (kiy X)x= ¥ (04, Vadx- (Kyu xp)g = (g, X))x=0
- -1 i=1

Notons B = {BE€X : (0;,,, B)x=0 1< 1igN}

*-1

(Wk, wg), = (1" (li‘l a k), T g)

Puisque T Ts=T TS, = K N X, (S, étant la projection de S sur X,),

-1
(Wk, WB), = (To,, T = By), 0, €S,

et :
N
(Wk, WB), = (0,, B,y = (T o 0, ,, B,) =0
i=1

Donc Wk est orthogonal & B et aussi a4 I, qui est un hyperplan translaté de B c.q.f.d.

Remarque 1.

L'existence et 1'unicité de la f.s. peuvent étre établies aussi quand on considére, au lieu
d'un nombre fini, une infinité dénombrable de fonctionnelles linéaires et continues représentées
par des éléments k;, i > 1 linéairement indépendants.

En effet, notons ¥' le complémentaire orthogonal de k; dans X. Posons :

1
Ds

=09 et o, ={p EX: (k;, P)y=0; ER 131}

-
u

1

Supposons que ¥ N X =0, et que o ne soit pas vide.

On montrerait comme ci-dessus que TY est fermé, donc aussi TP, et qu'il existe un élément
unique o € P, tel que :

ITol, = Min [Tel, .
ped

a
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Remarque 2.

Considérons deux applications linéaires et continues T, (resp. T,) de X sur Y (resp. Z) et
de noyaux X, (resp. V).

Posons @, ={p€ X : T, ¢

Supposons :
(i) X, de dimension finie ou TY fermé

=a€ Z}.

(ii) @, non vide et 3, N X, vide.

(iii) ¥ N X, = 64.
On peut établir comme ci-dessus l'existence et l'unicité d'une f.s. ¢ telle que

a

“Tl o ”y = Min ” TIQ ”Y .
ped

B - EXEMPLES DE FONCTIONS "SPLINE"

Nous utiliserons ci-dessous les mémes notations qu'au paragraphe A de ce chapitre

1 - FONCTION "SPLINE" RELATIVE A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

a) Considérons les espaces X =H® [0,1], Y = £2[0, 1] » et un opérateur différentiel T qui
o relative & T et aux fonctionnellés k; (1 < i <N), est telle

applique'X sur Y (Cf. Ch. I). La f.s.
T T ocE€K NX, clest-a-dire :

que :
N N
T To = _Zl A k;  avec 21 A kg =6y
i= i=
Donc :
. v
T To =} A ki,
i=1
Posons :
*-1 N
Y, =T k, ,€EY, TG=Z7\1Y1
i=1

Si G(t, u) est le noyau de Green du probleme différentiel

Tx = e)( x € Xz.

N 1

a(t) =o(t)+ ¥ A G(t, u) v,(u) du
i=1 0
XN

o, €X, Ay Ky =0
i=1

&

On détermine complétement o en écrivant que (k;, o) = a;

Remarquons de plus que :
1 1
Joctt, w v du=(k(2), [ G, w) Gz, w du),

b) Propriétés de convergence.
» t,} une subdivision de [0, 1].

THEORENE : Soit A ={t,,...
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Posons :

1-t,; 1<ign-1)

" An” = Max (tl’ ti+1 - ti:

Si op,(t) est la f.s. qui interpole une fonction x € H® [0, 1] aux points de A :

(i)  lim [T(5y -x)|, =0.
4,10 n

(ii) I lir”n 0&:)(’:) = x(p)(t) uniformément sur [0, 1] pour p=0,1,..., (q-1).
A,ll=o0 .

Considérons une suite infinie de subdivisions de [0, 1] : Ay = {tjp : 1 < i ¢ m}

et les fonctionnelles k': telles que :
(k?, x) =x(t,) Vx€X,

Notons K" le sous-espace vectoriel de X engendré par les vecteurs k:', s k: et ¥"le complémen-
taire orthogonal de K" dans X.

Supposons tout d'abord que : Vm, K;,; DK,.

Nous allons montrer que si }'1_)rn [[2a]] = O, la fermeture de U‘le N X, est X,
G n=

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi.

1=

Vi, €X, Vm (T MK, ) =0

-
0

1

les coefficients A; étant tels que :
m
(z A, kP, xl)x =0 Vx,€X,.
i=1

Notons v, ,..., Vg, q éléments formant une base de X,.

I1 existe des coefficients A; qui ne sont pas tous nuls tels que :

j+a
z Ay vplty) =0
1=]
Jj+a
,—‘( >‘1 ¢2 (tim) =0

i=j

Si || Anll est suffisamment petit, le systéme ci-dessus, linéaire par rapport aux coefficients A; a
un déterminant non nul.

On en déduit que :

Vl(tjm) ..... Vl(tjl(q m)

=0
Vq(tjlﬂ) ..... Vq(tjm,n)
¢2(tjm) ..... ¢2(tj¢q,m)

c'est-a-dire :
Iw; € X, ¢ byltia) = wyltyy)  Jgici+aq
Puisque X; est de dimension q et que w; coincide avec ¢, en (q +1) points, Gy (t,) = wilty) lgigm;

w € X,, lorsque |A,| est suffisamment petit.
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Posons : b =dy - w

1 ‘ 1
VEE ls tia 1 100 = [ 00 azle (f az)' ([ (o’ az) < he, 0. 1ol

Comme ceci est vrai quel que soit m, ¢(t) = 0 Vte [0, 1].
Donc :

¢ =6y et by=w = 8.

Placons-nous maintenant dans 1'hypothése ol les ensembles K ne sont pas emboltés.

Considérons une suite de points distincts {0; : j »1} dense dans [0, 1]. Notons a; I'¢lément de
X tel que :

(aj, x)x =x (6;) et A, l'espace vectoriel engendré par les éléments a ..., a,. Supposons que
Apyy DA, (cas d'une suite obtenue par dichotomie de [0, 1], par exemple).

On sait que :
Vx, €X,,¥n >0,3n,Vm>n |x,- gall, <M

g, €étant la projection de x, sur A, telle que :

m
g, = Xy a3

o s
j=

-

avec :

m
>y oy =0,

-
—

m étant fixé, a tout point 8; on peut associer un point t4 € {t;,} qui pour p suffisamment élevé sera
aussi voisin de 9; qu'on le voudra et tel aussi que :

t4t si j#L
Nous noterons X; la forictionnelle correspondante : (X,-: x)x = x(t;).

Posons :

si t, =t g+lgjgm
Pp = (N 81ty =t 1<j<ggqg
0 si t, #t}

les coefficients A; étant déterminés par les relations :

p
1}‘:1 Pp %(t,) =0 1<r<aq.
13
c'est-a-dire :
q m
}_. Ay v (tY) =—.§_. By v(t}) l<rggq.
i=1 J=q+1

q m m
= X A=) v, () == ¥ uy vt == ¥ b v, (1) - v, (6,)] lgr<gq
i=1 =1 i=1
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Les équations ci-dessus nous montrent que, m étant fixé, A;- p; est aussi voisin de zéro qu'on

le désire a condition que p soit suffisamment élevé.

-

(Xz“ f;l Pip Kys Z)x

q m
NTERR X".E by X, )y

Comme :

1
<ty -8 12zl

.
fj z'(t) dt
(]

3

|2(8,) - 2(t})| =

et comme d'autre part :
lz(t)] < A Jzl, (Cf. Ch. 1),

on en déduit que 1l'on peut choisir m et p de fagon que :

)
]
I, - ?:1 Pip Ky "x < E
Ainsi :

Vx, €X,, Ye>0, 3n,Vm>n : [x,-h, [, <€

X
ol h, est la projection de x, sur K, N X,.
Donc :

Vn>0,¥y€Y,3n,Ym>n,I,e T (K,NX,): |y, ~yl, <7,
puisque T*! est continue et applique X, sur Y,
Comme : TSy = T (K, N X,)

3, €S, : T sy = Y,.

et :

Y¥n>0,Vx€X,3dn,Vm>n, 35, € S, : | Ts -Tx[l, <

Si op, est la fonction''spline''relative a4 l'opérateur T qui interpole x aux points de la subdivision
{t;n} on sait que :

|[T0Am—Tx{|Y < [ Tsy-Tx[|, €1 c.q.f.d

Démontrons la deuxiéme partie de ce théoréme :

Posons :

U oAm—x, ¢m(tim)=0 1 <ig<m.

by= ¢+ ¢

1,m

¢me X by €X .

2,m” 2

Comme la restriction L de T a X, est un isomorphisme,

Iy, 1, < 1L ITe |,
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Lorsque m —— | T¢, |y, —> 0 et ¢, ,(t) tend uniformément vers zéro sur [0, 1], ainsi que ses
dérivés jusqu'a l'ordre (g —1).

D'autre part :

W = : £0

Pour m suffisamment grand, on peut trouver q points.

ti,..., ty€ A, assez voisins de 6,,..., 9, (respectivement) pour que le déterminant du systéme :

q
¥ aj v, (t4)

— 4.t 1<jsaq,

"
-

soit aussi voisin de W qu'on le désire.

I1 en résulte que :

lim a;=0 1 <r <m
m—>®

et que :
I ¢1.m”x—'_> 0 quand m —> o,

Donc :

I q,.ml]x ——>0 quand m —s>©.

Dans un segment contenant q points successifs de 4, ¢, s'annule au moins g fois et sa dé-
rivé pi®™Me ay moins (g - p) fois, 1 < p< q- 1. Soit 8 un point de ce segment o $lP(8) = 0.

I ¢

m

(q-l)(t)l - Ije‘t»qj;q) (u) du

1
p: (Q)
sle=8lP1a, "l calsal . 14",

et lim tl);q' D

m—>®

(t) = 0 uniformément pour t € [0, 1].

On en déduit facilement que :

%i_l;r}n q);q-p)(t) -0
uniformément pour t €[0,1] et 1< p < q.

2 - FONCTION "SPLINE"' RELATIVE A UN OPERATEUR AUX DERIVEES PARTIELLES

Considérons les espaces X = H'(Q), Y = A, € [H (2)]" et 1'application T, de X sur,Y qui ont
été définis au chapitre V.

Considérons N fonctionnelles linéaires et continues définies sur X linéairement indépendantes
et représentées par les éléments 1, € X. Ces fonctionnelles engendrent un sous-espace vectoriel
de X.

Notons ¥ son complémentaire orthogonal.

Si A, est le noyau de T; de dimension p et &;son complémentaire orthogonal dans X, nous
supposerons que :
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Notons :
®a={CPeXZ(1i,(P)k=ai€R IQiSN}
I1 en résulte :

Jo unique €, : [T, ol = Min [T, ¢
Pe0, "
Comme on l'a fait au paragraphe précédent on pourrait montrer que :

ot = o) + 3 A (G, W, v,@)), .
i

N
0,E b, > o1, = 6
i1

ol :

*
1,=0 41, ,,1, €0, L, €0, et 1 ,=A v,

J i, 1 1

G(t, u) est le noyau de Green relatif a A, qui est orthogonal & A, quand on le considére comme
fonction de x.

Les propriétés de convergence établies ci-dessus pourraient étre démontrées aussi dans
ce cas.
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CHAPITRE VIl

SUR CERTAINES APPLICATIONS DES FONCTIONS ' SPLINE ”

A.l1 - INTERPOLATION ET APPROXIMATION DES FORMES LINEAIRES

A cause de leurs propriétés minimales, les f.s. polyndémiales donnent, en général, de meil-
leurs résultats que les polynémes dans l'interpolation des fonctions et 1'approximation des formes
linéaires.

De nombreuses formules optimales d'interpolation et d'approximation de dérivées ou d'inté-
grales, ont été déterminées par Sard ([37)).

Golomb et Weinberger ([25]) ont établi aussi certaines formules optimales et donné des ma-
jorations précises de l'erreur.

En utilisant d'autres opérateurs que 1l'opérateur différentiel D" on pourra déterminer des fonc-
tions ''spline' qui seront utiles en Analyse Numérique.

2 - APPROXIMATION DE FONCTIONNELLES LIEES A "LA SOLUTION DE CERTAINS OPERA-
TEURS LINEAIRES

a) Soit L. une application linéaire et continue d'un espace de Hilbert X dans un espace de
Hilbert Z.

Supposons que le probléme :
Lu=g u€X g€z
(L, =B LEX 1gign

admette une solution u et une seule.

Supposons aussi que l'on veuille déterminer une approximation de la valeur d'une fonctionnelle
linéaire et continue définie sur X, appliquée a u et représentée par un élément 1 €X (par exemple
la valeur de la solution u en un point t).

Choisissons parmi toutes les fonctionnelles définies sur Z, certaines d'entre elles, linéaire-
ment indépendantes, représentées par des éléments h; € Z, (1 < j < pJ), (par exemple les fonction-
nelles telles que les nombres (h;, g), puissent étre calculés avec précision).

Puisque L est continue : (h;, Lwv); = (L.,, vk Vve x, .

La donnée des éléments h; €Z correspond & la donnée d'éléments 1;,, € X qui définissent
p fonctionnelles linéaires supplémentaires sur X.

Nous savons que :
(1,0, wx=1(h;, g) 1<js<p.

Supposons aussi que les p fonctionnelles 1,,..., 1, soient linéairement indépendantes.
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Le systeme :

n

(1, w, =B L<i¢n

(ljml u)x= (hj, g)z 1« i <p

n'est pas équivalent, en général, au probléme posé.

Cependant, si les fonctionnelles h; sont convenablement choisies, on peut obtenir une bonne
approximation de 1, en déterminant, comme nous l'avons indiqué au chapitre précédent, la meil-
leure approximation de 1 au moyen d'une combinaison linéaire :

n+p

2.
Jj=1

n+p
Y A 1; sera telle que :
i1
n+p

(1—21 ?\jlj,x)x=0 Vx € X,
i

X, étant un sous-espace linéaire de X de dimension k< n + p (par exemple, l'ensemble des poly-
nomes de degré inférieur ou égal a k- 1),

3 - UTILISATION DES f.s. DANS LA RESOLUTION D'UN PROBLEME VARIATIONNEL PAR LA
METHODE DE GALERKIN

Soit Q un ouvert de R et V un sous-espace vectoriel fermé dans H' (Q) muni de la topologie
induite par H'(Q), avec HL(Q) C VC H' (Q). Notons 6y . 1'élément neutre de V. .

Considérons sur V la forme bilinéaire a(u, v) vérifiant les hypothéses hl)

+alu, v) s c ||u||v Hv][v c>0 VYu,veEWV.
++a(u, u) > o IIuH?, «>0 VYu€E vV

a(u, v) = @u, v), = (u, a v), olt & et @ sont des isomorphismes de V sur lui-méme.
Soit f € H°(Q) : on sait que :
JU unique €V : a (4, v) = (f, v) Vyve v,
HO(Q)

Nous ferons maintenant les hypothéses suivantes h2) :

(i) v € H" (Q) (q > 2). Cette propriété se déduit dans de nombreux cas du théoreme de Friedrichs

(148).

(ii) V admet une base formé d'éléments w;, € H (9 G > 1).

Notons Wn le sous-espace vectoriel de HYQ) engendré par les éléments {wy,..., w,} et W
la fermeture de Ql W, dans HYQ). WCV algébriquement et topologiquement,

De plus U € W.

Siu, vEW alu,v)ce ful,. vl <c lul, - Ivi,.
Donc a(u,v):(Au,v)w=(u,A*v)w Yu, vEW. s
Bt puisque [a(u, v)| = |(@u, v}, I<la] - Jul, - Iv,
*
Al g < Mgy ot I g < I

A est une application de W dans lui-méme.

Posons :

*

k.= A w, i1 k. € W.
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Les éléments k; sont linéairement indépendants.

En effet,
n n
YA k=0 =(w, ¥ Nk) =0 VYweEw
i=1 i=1
(aw, 3 2ow), = (aw, £ now)
= (Aw, ¥ M w =\Qaw, AW,
= i i W §1 i i v
n
=a(w, Z)\iwi)=0 Vwe W
i=1
n
_—_—>i§?\ia(wj,wl)=0 1 <jgn
= A =0 1<1isgn puisque det [a(w;, w;)]#0
Notons K" le sous-espace vectoriel de W engendré par k,,..., ki, ; uL=J1 K" est dense dans W.

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi.

Il existerait w € W, w # @, tel que :

1
D

(W, kK)y=0 i1 =—>(Aw, w,),=(qw, w;), =0 izl =aw-=06 =w -

Posons ¥"={(EW : a(¢, w,)=0 1< ign)
w-¥" o K",

Soit L. un opérateur différentiel linéaire qui applique continfiment H* (@) sur H°(Q).

Notons T la restriction de L &4 W, X, le noyau de T et X, son complémentaire orthogonal
dans W.

Supposons que les hypothéses h3) soit vérifiées.

(iii) L applique W sur un sous-espace vectoriel fermé E C H°(Q).
(iv) X, est de dimension finie r.
(v) ¥"N X,=6y si n » r.

Alors la transformation T" adjointe de T existe et c'est un isomorphisme de X, sur lui-méme.

Posons :

T ={9EW : a9, w,) = (f, w,) 1 <ign}

HO(Q)

Des hypothéses hl, h2, h3, on déduit comme au chapitre VII que TY" est fermé dans E et
qu'il existe un élément " € W unique tel que :

n .
IT g, = Min, [Tolag

o" est une f.s.

THEORENE - 1lim o" = U fortement dans W.

n-> o
Dem - Notons oj les f.s. relatives a T telles que :
a(cj“,wi)=<5ij 1g<i,jgn

Les éléments o'; sont linéairement indépendants car :

n n
SN o?:Swﬁa(Z XjG;',w)=0 Vw € W =a(i MO}',WJ:O 1 gign=>A=0
i=1 =1

[
-
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Soit S" l'espace vectoriel engendré par les f.s. o;‘.
n
11 est facile de montrer que : ¢" = ¥ (f, w,)

d—

* n n
. =K NX f. . VII),
Z 0@ o et que T T S , (Cf. Ch ),

D'autre part, U1 (K" N X,) est dense dans X,.

En effet, puisque Gl K" est dense dans W :
nz
Vw, € X,, Ve >0, 3n,3k €K' : |w, -k, <¢

n
c'est-a-dire si k = 2 A, k; :
!

n n
[wy = 2 A ko, + 1Y M kially<e  avee k =k ,+k,,, k EX,, k. ,EX,.
i=1 i=1

De l'hypothése (iv) on déduit qu'il existe r scalaires U; qui ne sont pas tous nuls et tels que :

n

2 )\i k1'1=W1=

i=1

My ki, g
1

T-[ Sl

Posons : u;=0,i>r et 0;=A; -1, 1 €1 <n.

Alors :
n n n 0
X0k, =6 et ¥ op ke UK NX,).
i=1 i=1 p=1
Ainsi :
n 0 r r
sz_}:‘ ook lly =lwa= 0 ki, ly = lwy = B Ak, - 3w Ko ly < e+ Z“lil" ki ol
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Pour n suffisamment grand ||w1||w est aussi petit qu'on le veut. Il en est donc de méme de
bi (1 g igsr)etde:

r

pX gl - ki il -
i-1

Puisque T est continue et applique X, sur lui-méme U TS" est dense dans E.
- n=1

Ve>0,3n,Ym>n,3s"€s": ||Ts"'—Tu|]"o(Q) < E

[T o™= Tul < | Ts" - Tu| < €

HO(Q) HOWQ) T

Posons o"—u = (" €¥" :
lim T ¢" = By, fortement dans H° (Q).
m-_>o

Comme Y" N X, =6, dés que m > r :

lim ¢" = 6, fortement dans W. c.q.f.d.

m->®©
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B - FONCTIONS 'SPLINE" D'AJUSTEMENT

1 - Nous ferons dans toute la suite les mémes hypothéses qu'au début du chapitre VIL
Considérons l'ensemble Z = Y x R®
Si u=(y,..., a4,...) yE€Y a €R 1g¢igN
et v=(t,..., by,...) t€Y Db, eRrR 1

1

sont deux éléments quelconques de Z nous poserons :

(w, v), =(y, thy +p (1}3‘1 a, bl) , P scalaire positif.
et :
1
lall, = ((a, w,)?
Avec le produit scalaire et la norme ainsi définis,Z est un espace de Hilbert.

Considérons l'application L :

XDx—tslx=(Tx,..., (k;, x) )E Z

X

a) L. est continue car :
2 X 2) !
PLxl, <SITE + X Ik g7 - Il

b) L applique biunivoquement X sur V = IX :

Lx, = Lx, =1L (x,-X,) = 6
=X, -X, €Y Nnx =X, =X,
(ki:xl—xz)xzo 1<1$N

¢) V est un sous-espace linéaire fermé dans Z.

Si x,€X et si Lx, =uy=(Yps.--» Bps-..) —>u=(y,..., a;,...) dans Z quand n—— o,
alors |Tx, - yl, —> 0 et (k;, %), - a—>0 pour 1< i <N quand n—>.

Puisque T est continue et applique X sur Y,

I, €X : Tf, =y, et lm f, =f€ X ([11])

n >o
Donc Tf =y. Or :

T(Xn_fn) = eY,:Xn_fn =b, €X,

Mais (k;, x,)y = (k;, f)y + (k;, b))y —>a,; pour 1 < 1< N quand n——>®. Donec :

(ky, by)y—>a; — (k;, £l

pour 1 <i <N quand n —®,

Puisque X est de dimension finie et N > q, b,——b €& X; quand n——> . De plus,

(k,, b)y=a, -(k;, f)y, 1<ig<N.

et x,—>b+f=x €EX quand n——> o, avec Tx =y et (k;, x)y=2a; 1< 1<N. Il en résulte que:
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d) L' est continue.

e) L existe : VXxEX , VuEV . (Lx, u), = (x, L u)y.

f) 19 applique biunivoquement V sur X :

N
Siu=1Ix, L' u=1L' Lx:T*Tx+p [Z (k;, X)y. ki].
i-1

2 - FONCTIONS 'SPLINE'" D'AJUSTEMENT.
- Etant donné a =(6;,..., a;,...) € Z il existe un élément et un seul s, tel que :

ILs, - al, = Min |Lx - al,
Z X €X

Si p, est la projectionde a sur V : s, = L' P, ; S, est la f.s. d'ajustement relative & T et au
point a.

a) Notons ¢, la f.s. ordinaire relative & T (Cf. Ch. VII) telle que : (k,, o) = (k;, S,); pour
1 <ig N,
IT oally < | Tsal,
Mais :
ILs, - al, < Lo, —al, .
D'olr :

lLs, -al, = [Lo,—al, et sa=o0,

b) Fonctions 'spline'" de base.

Posons a; =(8,, 0,..., 0, 1, 0,... 0).

Y
i
N N
Notons p, la projection de a, sur V et s, = ' p; ; as= » o, a; se projette sur V en p= 3 o p, et
i-1 i=1
inversement p peut étre considéré comme la projection de a sur V.

1x), =(k

2= (g, %)

Vx €X, (p, - a,, Lx)z=0——-—*>(l_f Ls;, x), =(a,, 10 Xy

Donc L' L s; =p k;. Or L' L applique biunivoquement X sur lui-méme.

Les éléments s; sont donc linéairement indépendants.

N

Ils engendrent un espace 5 & N dimensions appartenant & Il'espace des fonctions 'spline"
S (Cf. Ch. VII).

Comme S est de dimension N, §=8.

COROLLAIRE -

N
Vx €X, 1};'1 (ky, X))y 8; =%,

&
c) Notons s, la f.s. relative & l'opérateur T telle que (k,, x), = a; (1 ¢igNet s, 1'élément
de X; qui minimise :

[k, %)y - o, 17

7[42

1

On montre facilement que :
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lim s, =8
Pr>®

lim s, =8
P >0 L
ol s, est la f.s. d'ajustement relative & T et au scalaire p.

3 _ AUTRES PROPRIETES DE MINIMISATION DES f.s. D'AJUSTEMENT
a) THEOREME - Si Ca(r) ={x €X

pem - (h, x)y = (h, s.)x = (g, Lx — Ls,); avec h = Lg
Or :

[Lx-al, <r}, pour Vh € X, (h, s,), est le milieu du
segment de R décrit par les nombres (h, x)y, x appartenant & Cy(r).
gEV.

I(g) ILx - Lsg)z' < "g ”Z. ”LX— Lsa”z
Donc (h, %), € [c, d] avec

1
3

2 2
< lel,- tx-al, - [Ls,-al;}

1
c=(g, Ls)y— lgly - (r?- |Lsa-alp?

d=(g, Ls,), + l gl -

o

(r? - [Ls,-a[?}
D'autre part, si X est un élément od |(g, Lx),| atteint sa borne supérieure quand x|, =1
lgl, = sup I(g, Lx),| = (g, Lx),
Lxll,=1

Si:

o [Lx|, =1

- 2
X, =8, -% {r’- |Ls, -af,}, [Lx,-af,=r

2 et
— 2 !
De méme, si x,=8, +x {r’- |Ls, - al, }?

(g, Lx,), =c
2
IIsz—aI]z=r2 et (g, Lx,),=d
Dot :

d
(h, s)y = &5

2

tels que

b) h € X, k; € X et les scalaires «;, (1 ¢i ¢ N)étant donnés, nous allons chercher & appro-
N
cher (h, x)y pour ¥x € X au moyen d'une combinaison linéaire

Y c¢; a;, les coefficients c¢; étant
=1

-
=

N
(h—E ¢ ki, x,

)x=o

(ky, x;)gy pour 1 ¢ i ¢ N

Alors,s'il existe x; € X, tel que

Doy

Vx, € X,

N
(h, x)x-Y ¢ ;=0
En général,on a Vx€X

i=1

N N N
(h, x), - Y ciai=(h-—2 I ki,x)x+2
i=1 i=1

c; [k, x)y—a;]
i=1

i

N
=(y, Tx);+ ¥ ¢
i=1

[k , x) -] = (G, Lx-a),
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ol :

N . <
h-3Y ¢ k; =T y et G=(Y,...,__,...)

i=

©

N

Définition - a = (GY see.s O; 5...) étant donné, nous dirons que Z c; a; est la meilleure approxima-
i=1 '

tion de (h, x); pour Vx € X lorsque les scalaires c; seront tels que IIG”Z soit minimale.

THEORENE - Quel que soit a, on obtient la meilleure approximation de (h, x), si et seulement si

c; =(h, s;).

Dem - Considérons G, et G, tels que :
N N
(h, x) =X ¢ o =(G, Lx-a), et (h,x), - d « =(G,, Lx-a),
i-1 i-1

Posons ¢; —d, = pr; et k, , =T e, sachant que k, =k, ,+k, ,, k. €EX et k, ,EX, :
i i i i, 2 i i i, 1 2 i, 1 1 i, 2 2

1,

G, - G2=(—p [:2 r; si],..., ri,...)

1

N

Puisque T T S =K N X, (Cf. Ch. VII), p[ r, ei]=Ts,s€S et :
1

i=
Gy-Gy=Ls-b , b=(8,,..., B»...)

ol Bi=(ki’ S)x_ri~

Or nous savons que :

car :

N 0 si i#j
ky= 2 By k; dodt B = =b, = a,
=t 1 si i=j
Donc si:
N N
s=2 08 =8, r;=Y ar, et B =aqa.
i=1 i=1 ¢
Et b=a. G décrit un tranlaté de Il'espace vectoriel U engendré par les vecteurs Ls; — a;
l1<igN,

|G|, sera minimale si G est orthogonal a U.
Ceci aura lieu quand ¢, = (h, S;i)y -
Alors (g, Ls; —a;)y=0 pour 1 < i < N ==(G, Ls, - a), = 0.
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Remarque importante.

La théorie des f.s. d'ajustement peut étre faite aussi comme la théorie des f.s. ordinaires
dans les cas plus généraux indiqués dans les remarques 1 et 2 du chapitre VII.
4 - AUTRE ENONCE DU PROBLEME DE L'AJUSTEMENT AU MOYEN DE f.s.

Posons :

W, = (x€X: |Txl, < y)

et
N 1
Ez(x) = g;z [(ki’ x)x - ai]zéz
. -1
S, étant la f.s. définie ci-dessus, cherchons s'il existe un élément %X € W, tel que :
Eo(X) = Min E,(x) pour 0<y <|T sal,
X ely
Considérons :
U, =S NW,
U, est un ensemble non vide puisque U, D X,.
U, est convexe et fermé.
D'autre part :
N 1
Ea(x) = iz [(kl, x)x- (kj: Sm)x]2§2 = F(X - sm)
i=1

ol :
1

N 2
F(x) = 3 Yk, x)xf%”
i=1

11 est facile de montrer que F(x) vérifie 1'identité de la médiane et que c'est une norme sur S.

Il existe donc un élément et un seul s € S tel que :
E,(S) = Min E,(s)
seUy

S est le point de U, qui est & la plus courte distance de s,

De plus, |[Ts|y = y. En effet, s'il n'en était pas ainsi il existerait un élément 0 = A S + uSe € S
avec A>0,U>0 etA + 1 =1, tel que [T o],

Comme la boule de centre s, et d'équation F(s - So) < E,(§) est strictement convexe, en
aurait :E,.(0) = F(o - s,) <E,(8) ce qui est impossible.

Supposons maintenant qu'il existe un élément X # s , tel que :
%) - F,(5) XeW,.
Notons G la f.s. telle que (k,;, O)g = (k;, X)y pour 1 < i < N.
Puisque X € W, et que [T G|, < [T ;N:IIY GET,
E,(8) = E,(8) c”s: s

Il en résulte que (k;, X)x=(k;, S)y pour 1< i< Netqueys= [TS], < I TX |, <y c'est-a-dire que
| TX|l, =y. D'aprés la propriété d'unicité de la f.s.: ¥=0.

THEORENE - Tl existe un élément unique S € W, tel que E,(8) = Mm E.(x); S est une f.s. et |T's ||Y =

xXew y
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PROCEDURE ALGOL

La procédure LISPLINE 1(N, X, Y, K, EPS,Z) permet de calculer les valeurs ajustées Z, en
N points d'abscisses X, par la minimisation de :

e [ UM ax + S o) - 3,

1 i=

Y est le tableau des valeurs Y%

-

Procédure LISPLINE I(N, X, Y, K, EPS, Z) ;
Valeur N, X, Y, K, EPS ;
entier N, K ; réel EPS ; tableau X, Y, Z
début
Procédure GRADCONJUGUE (A, X, XO, N, ECART) ;
(Procédure en bibliothéque)
Procédure COEFSAUDERISPLN (X, Y, N, K, LAMBDA) ;
tableau X,Y, LAMBDA ; entier N, K ;
commentaire Cette procédure calcule dans le tableau LAMBDA [1:N] les sauts de dérivées
de la spline-fonction d'interpolation de degré 2xK — 1 et passant par les N points X [II, YI[I] ;
début entier I, J, H ; tableau A[1:N, 1:NJ, L[1:N], MU,B[l1:N-K]J], G[1:N-K] ;
Procédure GRESOLSYSLINE (A, B, X, N, IMPOSSIBLE) ;
(Procédure en bibliothéque)
Procédure DIFDIV (X, Y, N, K, G) ;
Tableau X, Y, G ; entier N, K ;
Début tableau L [1 : N] ; entier [I, J]
si K> N alors aller a END ;
Pour I: =1 pas 1 jusqua N faire L[I]: = Y [I] ;
Pour J : =1 pas 1 jusqua K faire
Pour I : =1 pas 1 jusqua N - J faire
LII): = (L[]~ L{I+1))/(X[1) - X [I+J));
Pour I:=1 pas 1 jusqua N - K faire
G[I] = L[I] N
aller a JO ;
END : ECRIRE ('IMDIFDIV pour', K)
JO : fin DIFDIV ;
Pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
début pour I: =1 pas 1 jusqua N faire
L[] :=siJ>1alors 0.0
sinon (X[I] - X[J])*(2xK -1) ;
DIF DIV (X, L, N, K, G) ;
pour I:=1 pas 1 jusqua N - K faire
AL, J):=GII] fin ;
Pour I:=1 pas 1 jusqua N-K faire
début pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
L[J] : =A[I,J] 5
DIF DIV (X, L, N, K, G) ;
pour J: =1 pas 1 jusqua N-K faire
Al1,J]:=GI[J] fin ;
DIF DIV (K,Y,N,K,B);
GRESOLSYSLINE (A, B, MU, N-K, IMPOSS) ;
Pourl: =1 pas 1 jusqua N faire
Pour J: =1 pas 1 jusqua N - K faire
début A[I,J]:=1.0
si J>1 V I>
alors A[I,J] :=A[I,J]-1.0
sinon pour H: =0 pas 1 jusqua I-J-1, I-J+1 pas 1
jusqua K faire
AL J):=A[I,J]/(X[I]-X[J + M) fin ;
Pour I: =1 pas 1 jusqua N faire
début LAMBDA[I]: =0.0 ;

>

J+K
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pour J : =1 pas 1 jusqua N - K faire
LAMBDA [I] : = LAMBDA [I] + MU [J] x A [I, J] fin ;
IMPOSS : fin COEFSAUDERISPLN ;
entier I,J, U ;
tableau YBASE, LAMBDA [1 :NJ, A[l1:N, 1:NJ];
U:=1;
Pour I:=1 pas 1 jusqua 2xK-1 faire U: =Ux1;
BASE : Pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
début pour I:=1 pas 1 jusqua N faire
Y BASE [I]: =si I=J alors 1.0 sinon .0 ;
COEFSAUDERISPLN (X, Y BASE, N, K, LAMBDA) ;
pour I: = 1 pas 1 jusqua N faire
A[J, 1) : = LAMBDA [I] fin ;
K IMPAIR : si K> (K+2)x 2 alors
début pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
A[J,1):=-A1[J, 1] fin ;
REGLAGE : Pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
Pour I:=1 pas 1 jusqua N faire -
A[I,J]:=UxEPSx AI[ILJ];
Pour J: =1 pas 1 jusqua N faire
AlJ, J1:=1.0+A0, J ;
MINIMUM : GRADCONJUGUE (A, Y, Z, Y, N, —8) fin LISPLINE 1 ;
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