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INTRODUCTTION

Le mot "spline" désigne en anglais la latte flexible quiu-
tilisent les dessinateurs pour tracer une courbe "lisse" f passant
par des points (xiyi) (i = 1,..,n) donnés. La latte est astreinte &

passer par les points x; au moyen d'un godet pivotant fixé en chacun

de ces points., Ces godets sont munis d'une rainure dans laquelle passe
la latte. Dans la position d'équilibre qu'elle prend, la latte mini-

mise 1'énergie de flexion

SOLNNRFILES

X

Lorsque (1 + f'z)3 est peu différent de un, la courbe que décrit 1la
latte est une fonction-spline d'interpolation de degré trois (elle

est formée de morceaux de polyndmes de degré trcis) ou d'ordre deux
(elle minimise le carré de la dérivée seconde). Dans ce travail nous

k3 L4 - 3 . ” e
nous interesserons a des fonctions-spline plus générales,

Le premier chapitre sera consacré 2 la définition mathéma-

tique et aux propriétés des fonctions-spline.

Dans le deuxi&me chapitre nous expliciterons deux fonctions-
spline particuligres ; 1la premiere étant celle que nous avons appelé
fonction-spline d'Hermite, la seconde une fonction spline d'interpocla-

tion généralisée,

Dans les troisidme, quatridme et cinquiéme chapitres nous
présenterons des méthodes numériques et des procédures permettant

d'obtenir la fenction-spline d'interpolation,



Dans le sixi&me chapitre nous exposerons des méthodes per-

mettant d'obtenir les fonctions-spline du chapitre deux.

Enfin dans le septigme chapitre nous montrerons quelques
exemples d'applications des fonctions-spline & 1'obtention des meil-

leures formules au sens de Sard [12] o



CHAPITRE 1
FONCTIONS-SPLINE,

DEFINITIONS ET PROPRIETES

§1-1 FONCTIONS-SPI,INE D' INTERPOLATION

Les résultats expesés dans ce paragraphe sont dus & Schoenberg (E13]),
De Boor (C6J), Ahlberg et Nilson (C13],[27,[33).

A -~ Définitions

A B voudra dire que A est défini par B

o
|

£ (m)

T x.v)

désignera la dérivée d'ordre m de la fonction f,

désignera 1'ensemble des applications de 1'espace X dans l'espace Y,

m

C T {féA (R,R) : f(m) est continue:}-

SZk-l (xl,@M,xn) Jdf ensemble des fonctions-spline de degré 2k-1 se raccordant

aux abscisses Xl,“,,xn avec x1<x2< seed X s k22 et n>k soit par définition

e

1) fe k-2

£€ S, 4 (x1 ) u.,xn)<...-—.,:>

2) dans chacun des intervalles ] -@ le

2

®
[xl,xzj youes [Xn—l’xnj , [xn,+ L f est un

polyndéme de degré au plus égal a 2x-1,




D'apres la définition précédente on peut écrire :

n
_ 2k-1
£E Sy g (rphees x))ED EG) =2, GO+ g Ay -x)t
avec la convention :
(E)m B B si E>o
+ df o si E£o

Pm (x) désigne un polyndme en x de degré au plus égal a m,

B - Propriétés :

o

lemme Soient n abscisses x1< X2< coe & X et n ordonnées Yyseeesy, e

I1 existe une fonction-spline et une seule de SZk-l (xl,,ooa,xn)

(n3k, k22) notée s telle que :

(1-1) - s (x.) =y, i=1,....,0
i i
(1-2) - s (x) est un polynéme de degré k-1 pour xgx; et X2 %
AN

Grioyy) 5 o l,vee,n

s (x) étant un polyndme de degré k-1 pour x < % il peut s'écrire :
= Zk-1

(1-3) s (x) = P g (x) + E )\i (x - Xi)+

i=1

La condition 1-1 (pour i = 2,...n) nous permet de déterminer les coef-

ficients >\1, A >‘n—=1 en supposant connu le polyndme P La condition

9300 k1"

1-2 est satisfaite pour xg Xy par 1'écriture 1-3 ;



s(lekx)'i o (pour x;xn et 4 = k,.oo, 2k-1) et la condition s(xl) = y, nous per-

mettent de déterminer les coefficients du polynéme Pk 1 et }\n d'une maniére

unique,

Dans toute la suite de ce paragraphe, on désignera par s la fonction-
spline vérifiant les conditions (1-1) et (1-2)
spline de degré 2k-1 sur A .

. On 1'appellera la fonction-

Posons :

H Exl,x J = f € C(x K ) f ((kzt)> de < +eo} avec k)1

(re e
IA = kfé Cl‘ (EX]-;XH:LR) : f (Xi) = yi}

x
~n
0 [:xl,xn:]= 'L2 [xl,xn] = {f € c?%(R,R) s (gf(t))' 2 dt + @

Théoréme 1-1-1 (De Boor [£6J)

fe Hk Cxysx ] ﬂ IA}

. k .
seit £ € H [xl,xn] f\ IA » montrons que :

Démonstraticn



-2 r(k)(x) s(k)(x) dx

En intégrant k-1 fois par parties, on obtient ;

X k-2 X=X
/n . . . &

(1_5)/ r(k)(x) S(k)(x) dx = § (-3 r(k-—l-J)(x) S(k+J)(X)]
“x, j=o - g=x

1

X

n
+ (ml)k_ld//r r' (x) s (Zk_l)(x) dx
x

1



D'aprés (1-2) on a :

(1-5) peut alors s'éerire :

*n n-t j+l
r(k)(x) s(k)(x) dx = (—1)k"1 § r' (x) s(Zk_l)(x) dx
v Xy j=1 Xj

Mais d'aprés (1-3), S(Zk_l)(x) est une constante égale 2 s?k—l dans chacun des
intervalles (Xj’xj+1) j=e6,..., n-1, on a donc :

A n-1 |

r(k)(x) s(k)(x) dx = (—1)k+1 s?k—l r (x,,,) -r (X.))
j j+l j
X, j=1

Mais d'apres (1-1), r (xj) opour j =1,,..,n donc :

r(k)(x) s(k)(x) dx = o

et (1-4) est ainsi démontrée ; on a donc :

x x
O w2 )2 | K
(1-6) f (s (x)> dx ¢ (f (x)) dx pour tout f € H CxyHx 7 ﬂIA
X, X

C.Q.F.D,



On peut donc dire d'aprés le théoreme précédent que la fonction-

spline s représente la fonction la plus lisse (au sens de

*n
)
(:; (xz) dx minimum) parmi les fonctions dont le graphe passe par les
*1

n points (Xi’yi) (i =1,...,n) de R2

La fonction-spline s a d'autres propriétés d'approximation trés in-
téressantes dont quelques unes sont contenues dans le théordme suivant.

(Schoenberg[16]) que nous citerons sans démonstration.

Théoréme 1-1-2 :

Soit f€ Hk [a,b] et (xl’X2’°"’Xn) € R" tel que a<x1<x2<.,.<xn<b

On note A= (x., £ (x.» . et s la fonction-spline d'interpolation
i i‘/i=l,...,n Vi

de degré 2k-1 surA . On posellall= Max [(x, - a) ,(b - x ), (x, - x. .)
1 n i

i-1
pour i = 2,,.=,n:]

On a alors : .
b
(k) (k) 2
1) 1lim (sA (x) - f (x)) = 0
HAI>0
a

2) lim ( Max I sﬁ?)(x) - fce)(x)l> = o pour 4 = o,...,k-1

lai>o %€ [a,b]

Nous verrons au septime chapitre une autre propriété treés importante
des fonctions-spline d'interpolation pour la meilleure approximation de fonc-

tionnelles linéaires au sens de Sard ([12]).



§1-2 FONCTIONS-SPLINE GENERALISEES

A - Définitions :

Les résultats de ce paragraphe sont dus & Atteia ([4D.

Dans toute la suite X et Y désignerons des espaces de Hilbert sépa-

rables sur R, (f,g)X et #fu « Feprésenterons respectivement le produit scalaire

et la norme dans 1l'espace X, GX est 1'élément neutre de X.

Posons

L,

I

[=N

f{f"ﬁ ﬁ(X,Y) : £ linéaire et continue}

X, ={X€X : T (x) = §Y-}-est appelé noyau de Tegt(X,Y) dans 1'espace X. .

- On a le théoréme suivant :

Théoréme 1-2-1- :

Soit TESL kg(X,Y) telle que T(X) = Y et soient n éléments

kj (G =1,...,0) de X linéairement indépendants. On suppose que si q est la

dimension du noyau X1

de T dans X alors n)q et Xln{xeX : (kj,x)x
= o0 pour j = 1,..,,n}= 6

X

Alors, pour tout y = (yl,yz,... ,yn)E R%, il existe un élément unique
s€ X tel que

I T(s{)’]l y = Min (" T ()1} Y)
- fe (by

N

avec § =4 fFEX : (k.,fs =y.,, j=1,...,n
avee 9 { NIRRT ,

ﬁ'b




- 10 -

Remarques :

a) D'aprés une propriété bien connue des espaces de Hilbert (voir Riesz

et Nagy [20]), se donner n éléments kj (j = 1,...,n) de X revient & se donner

n fonctionnelles Kj (3 = 1,...,n) sur X avec pour tout.fE€X, K,j (f) = (kj,f)x.

, _ .k _= N , .
b) Si on prend X = H [xl,xn] , Y Lz[kl,xn] » T =D 1'application
fe X—> f(k)eY, KJ. les applications f € X—> Kj (f£) = (kj,f)x = f (‘xj) pour
j = 1,°5.{n (avec X1<X2<'°z~< xn) alors la fonction-spline généralisée s est

identique a la fonction-spline d'interpolation (1-3), (Hk[xl,xnj est un espace

k >4
Yo" o,
de Hilbert avec le produit scalaire (f,g) = £ g ).

i=o X
1

Nous appellerons fonction-spline d'interpolation généralisée une fonc-

tion-spline généralisée dans laquelle les fonctionnelles Kj (j =1,...,0) ne

font intervenir que les valeurs de f (et de ses dérivées) en un point Xj°

B - Propriétés :

On désignera dans toute la suite du chapitre par o la fonction-spline
de 1'ensemble{f€X : (kj,f)X = 61 j j= l,u,.,n} relative & T, i variant de
3

1 &2 n (nous appellerons 1escr} (i = 1,...,n) les fonctions-spline de base).

On a le théoréme suivant :

Théoréme 1-2-2 :

La fonction-spline d'interpolation généralisée de ¢y relative a T

s'écrit : 2
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Atteia a montré comment les fonctions-spline de base pouvaient servir

en analyse numérique en énongant le théordme 1-2-3

Soient T€& € (X,1), (telle que T(X)=Y) LELCX,R) et KJ.E«‘f‘@(x,R)

pour j = 1,...,n des applications données. On se propose de chercher les coeffi-
n

cients Aﬁ (i =1,...,n) €ER tels que ZZ::; Aj Kj soit la mei}leure approximation
j=1

de L (dans un sens que nous allons préciser),

n

Posons : E =1 - :>: Aj Kj on a Eése\@ (X,R).
j=1
T Y
X ;/
E //% + D'aprés le théoréme de Sard ([12]}p. 311), si 1'on a
4 » E(f)=0 pour tout fE€X tel que Tf=_ alors il existe
R

ced B (Y,R) tel que Ef=G<T(f)) pour tout £€ X. Comme
Y est un espace de Hilbert, il existe g€Y tel que

Ef = <g,T(ny (Riesz et Nagy [ 20]).

On va chercher les scalaires Aj (3 =1,...,n) tels que : |g || v

soit minimum., Ces scalaires sont déterminés par le théoréme suivant ;

Théoréme 1-2-3 :

Les scalaires Aj (j =1,...,n) rendant |ig “Y minimums sont uniques.
Ils sont définis par les relations

A, =L (o) j=1,...,n.
3 7

Pour la démonstration de ce théoréme voir Atteia [47.
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Remargue :

Posons X Hk [a,b] et Y = L, La,b].

2

f

Les produits scalaires sur X et Y étant définis par :

b

k b
(f.8)y 32 fg et (fg) = E f f(1)g(1)
i=p a

T étant 1'application D%EéﬁE(X,Y) telle que pKe = f(k)°

D'aprés la relation (1-8) 1'erreur peut s'écrire pour tout fE€ X

b

(k)

f(k)(x) g (x) dx (on a bien Ef = o pour £ = o)

Ef =

On retrouve la formule de Sard ([12] p. 25) exprimant le reste Ef

sous la forme d'une intégrale a noyau. Le noyau est ici la fonction g.

Dans notre cas les coefficients Aj (j = 1,...,n) sont tels qu'ils ren-
b

dent .J/ gz(x) dx minimum,
a
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CHAPITRE 2

ECRITURE ANALYTIQUE DE DEUX FONCTIONS-SPLINE PARTICULIERES.

Nous avons vu au chapitre 1 que la fonction-spline d'interpolation

d'ordre k (ou de degré 2k-1) passant par les points (Xi’yi) (i=1,...,n

et x1<x2<...<xn) pouvait s'édcrire,

n

, 2k-1
(2-1) s() =P . () + :;1 A (-xY

et devait vérifier les conditions

2-2 ) =y, j = 1,...,n
(2-2) s(xJ yJ j
(2-3) s(e)(x) =0 pour xyx et -8 =Kk,eu., 2k-1

Nous allons dans ce chapitre chercher une écriture analytique pour

des fonctions-spline plus générales qui seront toutes relatives a 1'opérateur

T=D",

§2-1 FONCTIONS-SPLINE D'HERMITE

Neus allons chercher la fonction h vérifiant en xl,xz,...,xn

avel X. <X, X oo 1 T i
( 1<K <Xn) es relations

(2-4) h(xi) =y i=1,...,n

(2-5) h'(x,) = y', i=1,...,n
1 i



(les nombres Yyseees¥, s y'l...,y'n étant donnés) et minimisant

n 2
3(h) = (h(k)(t)) dt (ks3)

%1

Posons

(2-6) @ o {fEHk [xl,xn] : f(xi) =y, et f'(xi) = y'i-( i-= 1,.,.,n)}

On cherche (dans la terminologie de §1-2) 1la fonction-spline de @

..k ok 3
relative & D (avec X = H [xl,xn] et Y = L2 [xl,xn]).

On peut vérifier facilement que les hypothéses du théoréme 1-2-1 sont

satisfaites (avec 2myk-1), La fonction-spline d'Hermite h existe donc. Nous

allons chercher son expression analytique en utilisant le calcul de ‘variations

(Gelfand et Fomin [77)

Ecrivons le développement de Taylor de fer[xl,xn] (Smirnov r247

k-1 X
@7t =T L £ Dy w7 [ f® ol
: a

r=o

a étant un point quelconque de 1'intervalle [xl,xn].

D'apres (2-7) la fonction f sera parfaitement déterminée si on cofinait

(k) f(r)

f et (a) pour r = 0,...,k-1,

Nous devons trouver la fonction fé.Hk[xl,xn] qui rend minimum :

Xn 2
(2-8) J(f(k)) = f <f(k)(t)) dt
X]. '
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(en prenant a = Xl) et qui vérifie les conditions

k-1

X, .
(2-9) § sT'(X°"X1)r f(r)(x1)+~zElTTT J/ ] f(k)(t)(x.-t)k_ldt=y. i=l,...,n
=0 : J - ‘ Xl J J
(2-10) f:l e Sy S -—~l——-uijf(k)(t)(x L T
=7 (=D 7571 1" (k-2)1 A i Y7y Tl

(2-9) et (2-10) peuvent encore s'écrire en adoptant la convention :

E si Es o
(2-10") (E)/g =

+ .
o si E.g 0

et en posant

/
Fe(&) _(o) () (k-1)
(2-11) Gj\f ,f (xl),f (xl),.»ﬁ,f (xl),g)

k-1 '
= -1 1 r (r) 1 (k) k-1
= Xn_xl)‘%;;' | (xj—xl) f (x1)+»TEjI7T £ (t)(xj—t)+

pour j =1,...,n

et
k-1 N
*( (k) _(o) (k-1) _ 1 1 r-1_(r)
(2-12) Gy NE7, 7 () sl £ (xl),E>— o) §_ (r_l)!(xj-xl) £ (xp)
n 17 r=1
1 (k) k-2
T * (t)(xj—t)+

pour j =1,..,.,n
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les conditions (2-9) et (2-10) s'écrivent

*n (k) _(o) (k-1) ) _ .
(2-13) J; Gj<;f , £ (xl),..c,f (xl),t dt = yj j=1,...,n

Utilisons la méthode dite des "multiplicateurs de Lagrange" pour

trouver une fonction f réalisant le minimum de J en (2-8) sous les conditions

(2-13) et (2-14).(Voir Gelfand et Fomin [7] p. 45).

On doit avoir :

n
Q_/ (k) >2 * % J -
(2-15) ay[\ £277 () +Z (uj G tuy @ j> 0

pour y =f(k)(t),f(o)(x1),n,f(k-l)(xl)
Seit :
n u Ll*
(k) i k-1 i k-2 ) _
(2—.16) 2f (t) +Z<‘(‘k—_{v (Xj*t)+ + ‘(E‘_]_W (Xj-—t)+ ) =0
3=1

n
(2-17) ?El:g—) % uy = o
n 1 .
j=1

n *
1 Ei r M r-l) N _
(2-18) (xn_xl) > (r! (Xj—xl) + '(?}i)_' (Xj—xl) /=0 r=1,...,k-1
i=1
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ou encore en faisant les changements de variables.,

Pj=="’2—(E:%‘-!muj etp?=-2—(§1—25T u? (j=1,...,n)
.
(2-19) £ - Z(ﬁ?ﬁ)‘ G0+ R G2
=1
: n
(2-20) ziigj =0
j=1

)
o
\\__/
{
o
R
I
[
b
|
et

/0 -
(2-21) (=L (x -x )" 4 oF (x,-x )" !
\ T j1 301
j=1

Nous savons que si
X

/n 2 " 2
y <h(k)(t)) dt = Min <[ (g(k)(t)) dt) alors la fonction h vérifie
X
1

X gen

les conditions (2-19), (2-20) et (2-21)(voir [77 p. 45).

Nous savons d'autre part d'aprés le théoréme 1-2-1 que la fonction
h est unique., La fonction-spline d'Hermite h va donc vérifier les conditions
(2-19), (2-20) et(2-21).

On a la relation

: k-l kel ko k-l
(2-21") (xj t)+_ (xj t) + (1) (¢ Xj)+
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h peut donc s'écrire d'apres (2-19)

13 ’ n
(k) _ } 04 k-1 =% k-2 k ; 05 k-1
h 7 (t) = E:%—(xj—t) D5 (xj—t) ’>-+ (-1) (%:%— (t—xj)+

=1

=1

- ¥ (t-x )k-2

Posons :

0j ’J‘+)

n
_ § VARLE k-1 % k-2
1 (t) = . < ?:]- (xj-t) + pj (Xj—t) )

D'apres les relations (2-20) et (2-21) on a :

Qéli (Xl) =o pour i =o,,,,,k-1
donc Qk—l =0
On a donc :
n
_ k), ,_ k Ei_ k-1
(2-22) K" (p)=(-1) > (k—l (t—xj)+ -
5=1

En intégrant k fois on obtient :

n

j (2k-1)1
j=1

* k-2
pj (t—Xj)+ )

_ ok N (k-2 o y2k-1_ J* (k-2)1 2k-2
(2-23) h(e)=p,  (£)+(-1) 2 (p. o T (t—x ) 03 (2hoDyT (t—xj)+ ,)
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Si on fait le changement de variable

_ k _(k-2)! A% _ K+l (k=2)! %
>\j = (D (2k-2y1 P35 °©t i -1) (k-7 Pj

La fonction-spline d'Hermite s'écrit :

n A
. . E -2/ \w . Ay )
(2-24) | n(e) = Pk—l (t) + (t-—xj)+ < ; + ?EE%TT (t-xj)+
i=1 .

Les Aj et'x?‘(j = 1,...,n) doivent satisfaire les relations

(2-25)

Remarquons que la fonction-spline d'Hermite h dépend de k+2n para-

metres (k pour le polyndmes P et 2n pour les coefficients,kj et/\? ). Les

k-1
conditions (2-25) nous donnent k conditions et on a 2n conditions d'interpola-
tion :

h (Xi) =, i=1,...yn

i = ! { =
h (xi) vy i=1,...,n

qui nous permettent de déterminer d'une maniére unique la fonction-spline

d'Hermite (2-24),.
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§2-2 FONCTION-SPLINE BASEE SUR DES FONCTIONNELLES COMBINAISONS DE DERIVEES.

0

Etant domnés Ky (€R (1= 1,...,n et j = o,...,k-1), (xj,yj)eR2
.(j =1,...1) (Xr<x2<.?.<xn) nous allons chercher & exprimer analytiquement la

fonction ”gde Hk[xl,xn] telle que :

”Xn 2 ’xn 2
LS /oy
(2-26) | \iJ (k)(t)) dt = Min | | f(k)(t)) dt
s g J .
1 1
: k-1
(2-27) avec ¢ =4 f& Hk[x x ] K f(j)(x ) = our i =1 n
= 1°%pd ¢ i,] i’ Yy P
j=o

npk et k2.

Nous allons d'abord vérifier que les hypotheéses du théoréme 1-2-1

sont satisfaites

k _k _ e s .
1) D H [xl,xn] = L2 [xl,xn] propriété connue des espaces L2 [xl,xn] et

Hk [xl,xn] (voir Riesz et Nagy [20] p. 48).

2) Le noyau de Dk est l'ensemble des polyndmes de degré k-1 qui est de
dimension k;on a donc bien k.
k-1
3) Les n fonctionnelles Ljééﬂ\fg(Hk[xl,xn],R) avec Lif=;§:jKi’jf(j)(X1)
j=o

sont linéairement indépendantes.
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En effet les fonctionnelles«g. 3 e f( )(x ) A=1,...,n; j=1 seeesk~l)

3

sont linéairement indépendantes donc les L (i =1,...,n) qui sont des combi-
naigsons linéaires des~€ j sont llnealrement lndependantes (On suppose ev1dem-

’
ment que L #o quel que soit 1).

4) Les L (i=1,...,n; j=o0,... k-1) doivent vérifier la condition :
, .

L, P =opour i = 1,...,n ¢z~ P

k-1 =0

k-1

ol Pk-l désigne un polyndme de degré k-1,

La fonction—spline“g étant ainsi unique d'aprés le théoréme 1-2-1
nous allons comme au paragraphe 2-1 utiliser le calcul de variations pour la

déterminer,

La fonction«spline*g peut s'écrire (Smirnov [247)

k-1 X
(2-28) £ ) DI e L A S e f L9 o)1 g
periop x; ; ;

ou encore (voir 2-10')

’ k-1 b4
L (x) ") k-1
(2-29) € () =§m o7 (xex )T J? " (x Pt wDT (k i) / £ (£) . (x-£) 7 de -
rw”:g "‘"‘x
1

On en déduit :

k-1 X
AN "- . n .
(2-291) £ Dy = > T )T ey f A (1) () K0
X ,

r=1i
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ou encore :

- X
1

k-1-1
. . T R . n N .
r=o . X

La fonctionﬁg(x) sera entiérement déterminée si on connait
) - D (e .
4/(k),/5(0)(x1),,..,fb(k 1)(xl). Elle doit satisfaire (2-26) et appartenir 2

l'ensemble @ (2-27), ce qui peut encore s'écrire en posant

&) { (o) 7 (k-1) ) _
(2-31) Gi(JZ DA CIDFPRNS 4 (x)), x) =

k-1 k-l-§ (T
% ? 1 7T () 1 (k) k-1-] |

Ki,j 1 (x %) _xl) s/ (Xl)'i‘ (17 ] ,8 (%) (xi—x)+ g
j=o r=o0 n

pour i = 1,...,n

X
n
2-32) ;¢ (k),ﬁ(“(xl),,..,ﬂ(k‘“(xl),x) =y, i=1,...n

_:’X

1

On doit avoir (voir (2-15) )

2 B,
(2-33) B% [(Je(k) (x)) +Z/\i Gi] = o0 pour y= ’e(k) (x) ’)E(o) (xl) sees ,8“‘ D (Xl) .
i=1



_ 923 _
Soit :
n k-1 K
20y 4+ ) A S R N S
i (k-1-7)! i 7+
i=1 =0

On a.(en utilisant (2—29')> :

P-]
36, / 1 (xl—x ) ,€(p)(x )
FEIGPEN 2 i,3 E ,g<r) \ o
/P/ ( (x )\ (p-i)! (xn Xl)
r

<xi_x1)r"j
(2-34) = g Ki,j X (r_j)!(Xn_xl)

j=o

Les conditions (2-33) peuvent donc s'écrire :

n
(k) k-1-7j
(2-35) £ = - E § (k i -0k

et
n r K
(2-36) % /\i % ?;%§%T<(xiwxl)r_3 =0 pour r = o, 1,,.., k-1
S i=1 i=o

(2-35) peut encore s'écrire d'apreés (2-21")

' 2 k-1-j
(2-37) D) (o RO ? § LD A (ke x, >k -1-]
— 2(k-1-3)1 + 1.3
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avec
ol k—l >\ K
1 i 71,9 k-1-3
= o = —_—] - J
Qg ) 7 E | 2 G-iopT )
i=1 j=o

D'apres (2-36) en a Qk(l)(x ) = o pour i = o,..,k-1 donc Q.1 = ©°.

' ‘ k-1
ae(k)(x) s'écrit donc (en faisant le changement de variable GoN ’xi*—>ki)

)
( ) n k"l j
K)o oy _ D k-1-]
(2-38) ™ () -> ‘Ai > (-1-pT Si,5 %0
i=1 j=o

D'ou :

(2k—-3-1) -j-1)! 1,J

j N
(2-39) | £y = P (x)+;_>\ § NS L G 26731

Les}\i (i = 1,...,n) doivent satisfaire les relations

n
K, .
(2-40) ; A:i ;;1 T%f%TT (xi—xl)r-J =0 pour r=o0,1,..., k-1

i=1 i=o

Remarquons que la fonction- spllne'g dépend de k+n paramétres et que
nous avons k+n conditions pour determlner ces paramétres ;

n conditions "d'interpolation" pour la fonctionnelle, & savoir :
k-1

E K, ,/Q (3) xi = yi pour i = 1,,,,,n

j=o
et 1es k conditions (2-40) pour les >\ )\2 ")\n'
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CHAPITRE 3
DEUX METHODES POUR L'OBTENTION

NUMERIQUE DES FONCTIONS-SPLINE D'INTERPOLATION

Dans ce chapitre nous allons décrire deux méthodes suggérées par

Gréville ([9]) pour obtenir les fonctions-spline d'interpolation d'ordre k.

Nous avons vu dans le chapitre 1 que la fonction-spline s'écrivait

n
= 2k-~1
(3-1) s(x)= Pk-l(x) + g Ay (X—Xi)+
i=1
avec
(3-2) s(x) polynéme en x de degré k-1 pour x > X

Les deux méthodes qui vont suivre ont pour but de calculer directe-
ment les coefficients de la fonction (3-1). Dans la premidre méthode que nous

avons appelé "méthode polynomiale", les k coefficients du polyndme Pk—l sont

d'abord calculés et on en déduit les coefficients Ai (i =1,...,n). Dans la

aux points X, (i=1,...,n) qui sont d'abord obtenus ; nous avons appelé cette

méthode : "méthode des sauts de dérivées".
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§3-1 METHODE POLYNOMIALE.

A - Propriété :

On a la propriété suivante

Propriété 3-1-1

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

s<:voir (3—1%) se réduise & un polyndme de degré k-1 pour x 2> X,
est que :

n

(3-3) E Ay (xi-a)r = o pour r = o,,.., k-1

i=1

avec a constante arbitraire € R.

Démonstration
D'aprés (3-1) la fonction s peut s'écrire pour x > X
Cs(x) = Pk_l(x) + QZk-l(x)

avec :

n
- 2k-1
Q2k-1(X) = E Ay (x—xi)
i=1

Pour que le polynéme Q2k-1 de degré 2k-1 soit en fait de degré k-1,
il faut et il suffit que ses dérivées d'ordre k jusqu'a 2k-1 s'annulent en

un seul point X = a soit :
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Qzéfi (a) = 0o pour r =k, ,2k-1
ou ¢
n
- I 1o
8"‘513”' E Ny (ax P2 6 pour v = kL., 201
=1

Ce qui est bien équivalent & la condition (3-3).

C.Q.F.D.

B - Exposé de 1la méthode

Ecrivons le polyndme Pk—l de (3-1) sous la forme :
_ 2 k-1
P (x) = r, +r, (x—xl) + 1, (x—xl) o+ (X-Xl)

Le probléme est donc de trouver les coefficients ri (i=1,...,k)

et Ay (i=1,...,n) tels que :

k-1 n
} i E 2k-1 .
(3-4) r+ ri+l(xj—x1) + Ay (xj—xi)+ =y; pour j = 1,...,n
i=1 i=1
et

n
(3-5) E Ay (xi—xl)r =0 pour r = 0,...,k-1 en prenant a = 3 dans la
i=1

propriété 3-1-1,
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L'équation (3-4) peut encore s'écrire pour j

n

i=1

Le syst&me & résoudre s'écrit :

n
r, o+ g Aj =y, car d'aprds (3-5) on a E Ay =0
. i=1

N
d

k colonnes;__;

n colonnes
1 1l o - _— - -
c o
2,2
N
AN
c, ) O
%,3 ~ o~
| N
<N
N .
~
~ N .
| < N
~ ~N
1 ~ N
~ ~
' ~ ~N
~ ~
~
| <N
c c
n-1,1 mn-1,2 n-1,3 — = = — — —"p_1,n-1D

[




- 29 -

En posant
(/(x. x )l gy je i
joi4+l ] =
C=(c, ,) avec ¢, , = pour i,j = 1,,..,n-1
1,] 1,]
: ( o sij> i
1 1 1 -—— 1
c!> (xz—xl) (x3—x1) ——— (Xn'gxl)
X = i f
' i
[ k-1 k-1 ! k-1
_u (xzaxl) (x3-x1) —m—- (Xh'xl) B
T . ,
X = transposée de la matrice X
1 M 1
i
\ |
|
| ! l
r= \ /8= L y= | K=
i
1 ‘ ‘
! !
r i
k. | )
m?‘n_. V]

Le systéme linéaire peut alors s'écrire :

(3-6) K4+ Xr = y

(3-7) X’E = 0
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On en tire :

’e = »K_ly - K_1XTr

En portant cette valeur de ’g dans (3-7) on obtient :

x€= xxly - xxlx%r = o

On pose : A=XK X' B=gx K'ly

On peut trouver la matrice r des coefficients de Pk-l en résolvant

le systéme de k équations 2 k inconnues :
(3-8) Ar = B

Ayant calculé r en résolvant le systéme (3-8), on obtient les coef-

ficients /@par :
(3-9) £- K—1 (y - XTr)

-1 )
La matrice K = s'écrit :

ol

¢t = (* ) i=1,..., n-1
j=1,..., n-1

ll-l Q ¢ o0 2¢ 20 oo

al a20‘.ll.ll.lan

n-1-

_ *
avec a, = - c, .
] Z 1,1

i=]
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C - Procédure algol

procédure METHODE POLYNOMIALE (X, Y, N, K) RESULTATS : (R, L) ;

valeur X, Y, N, K ; tableau X, Y, R, L ; entier N, K ;

commentaire cette prbcédure calcule dans les tableaux R [1:K] et L [1:N] les
coefficients de la fonction-spline d'ordre K passant par les N points

X, Y [1:N] (avec X [1] « X [1+l] et N> K). Cette fonction-spline s'écrit :

n

- E y2k-1
R1 + R2 (t-xl) + oee. Rk (L—Xk) + Li (t-Xi)+ ;

i=1

début procédure GRESOLSYSLINE (A, B, X, N, IMP@SSIBLE)

.
3 e e

voir annexe .,,... ;

tableau A [1:K,1:K] , C[1:N, 1:N] , B[1:X] , D[1:N] ; entier I1,7,Q ; réel S;

pour J:=2 pas 1 jusqu'd N faire

début pour I:=1 pas 1 jusqu'a J-2 faire ClI,J] :=o0 ;

N pour 1:=J-1 pas 1 jusqu'a N-1 faire

début S:=o ; pour Q:=J-1 pas 1 jusqu'a T-1
faire 8:=5 - ( ( X [I+1] - X [Q] )M (2+k-1))y
¢ [Q, J];
C [T, J] := (8 + si 1=J-1 alors l.o sinon., o)/
COX 041 - X {17 ) 1 (2xk-1) )

fin
v
fin ; pour I:=1 pas 1 jusqu's N-1 faire C[I, 1] := o :

3

C [N, 1] :=1 ; pour J:=2 pas 1 jusqu'a N faire

début S:=0 ; pour Q:=J-1 pas 1 jusqu'a N-1 faire

S:=8-C [Q,J] ; C [N,J] :=S

fin ;
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pour I:=1 pas 1 jgsqu'é K faire
si T=1 alors |
début B[I] := Y[I] ;
I‘ -pour- J:=1 pas 1 Jjusqu'a K féiré.

ATI,J) := si J=1 alors 1.0 sinoﬁ‘ 0

- fin sinon

»gghgt-BgE£~J:=1:pas 1 jusqu'a N faire

A si J=1 alors D[J] := (X[N] - X[1] ) }(I-1) sinon

début 8§:=.0 ;-EQEEUQ:=2 pas 1Vjusqu'é N faire
S:=S + C[Q,J] x (X[Q] - X[1]) T (1-1) ;
D[I] :=5 ’ ’

fin ; S:=.6 ;

pour-Q:=1 pas 1 jusqu'd N faire .
$:=8 + D{Q] x Y[Q] ; B[I] :=8 ;
pour J:=1 pas 1 jusqufé K faire

- début 5:=.0 ; pour.Q:=1 pas.1l jusqu'a N faire

$:=8:+'D[Q] x (si J=1 alors 1.0 sinon si
Q=1 alors .0 sinon (X[Q] - X[1]PPI-1)) ;
ATT,J] :=8

fin
/

fin ; GRESPLSYSLINE (A,B,R,K,IMP) ; aller 2 JO ;
IMP : ECRIRE ("IMP') ; aller a -END ; .JO :

our I:=1 pas 1 jusqu'a N faire
:81 I=1 alors D[I] := Y[i] -~ R[I] sinon
début $:=.0 ; pour J:= si I#N alors 2 sinon 1

pas 1 jusqu'a si I¢ﬁ a1drs_I+1 sinon N faire
§:=8 + D[J] x C[I,J] ; C[I,1] :=§

fin ;
pour I:=1 pas 1 jusqu'ad N faire L[I] := C[I,1] ;
END : v
fin METHODE POLYNOMIALE ;
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D - Efficacité de la méthode

Nous avons comparé les résultats obtenus & 1'aide de la méthode poly-~
nomiale ci-dessus aux résultats exacts calculés en double précision (chaque
opération se fait sur 16 chiffres significatifs) 2 partir de la méthode d'in-

tégration du chapitre quatre,

Les résultats numériques obtenus (sur calculatrice I.B.M. 7044), nous
ont permis de constater que la fonction-spline calculée 2 partir de la procé-
dure précédente s'écarte nettement de la vraie fonction-spline pour Ny8 et k=2,
Ce (mauvais) résultat était prévisible, car 1l'obtention de la fonction-spline
par la méthode polynomiale nécessite 1'inversion d'une matrice triangulaire in-

férieure d'ordre n qui est visiblement trés mal conditionnée,

D'autre part, l'erreur commise sur les coefficients Xi (i=1,...,n)

croit rapidement avec l'indice i car, pour les obtenir par (3-9), on doit ré-
soudre un systéme triangulaire inférieur ce qui entraine une propagation des

erreurs, le calcul de Xj faisant intervenir Xj—l""’xl'

Pour k>3 les résultats ne présentent plus d'intérdt, 1'erreur &tant

trop importante.
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§3-2 METHODE. DES SAUTS DE. DERIVEES.

A - Exposé de la méthode :

Soit Hié. '(Rn,RF—k) 1'opérateur donnant les différences divisées
d'ordre k d'un vecteur u = (ui,n..,un)E;Rn par rapport 2 x =‘(X1;;;,xn)€ R",

(On suppose n-> k)

On a par définition :

(3-10). HE (w) = (5 veers 85 u

Xiseoos¥ g

< ..U s Sk u
122 %k y ML )

ey 8 u_ )ERK
X )at-x :
n-k n

ou 8x.,l.'-l.., . désigne la différence divisée d'ordre k du vecteur
R T

u de R" par rapport aux points xj (j = 1,...,k+i)

"On a par définition :

: kb
(3-11) - 8 u = § —3
XyiseeesX o - ul(xj)

avec

k+i .

wk = ] (x—xJ.)

5=t



- 35 -

Vo2 e k Ve la f ' .
L'opérateur linéaire Hx peut s'écrire sous la forme d'une matrice

a n-k lignes et n colonnes :

N
<€ /7
F;(XXXX "
X X X X X
n‘.. n"k
N X X X X X _} |
Si on pose :
HE = (a, .) on a
X s J
0 s1 1> jouj> itk i=1,...,n-k
(3_12) aij = Kk - pour .
J = ].,-ou’n
l l (x,-x )_1
h=0 Jj Ti+h

i+h#j

Comme nous 1'avons vu au paragraphe précédent, la fonction-spline
que nous ‘cherchons s'écrit

n
- 2k-1
(3f13) | s(x) = Pk—l(x) + % Xj (x-xj)+ A
. . j=]—
et doit satisfaire les conditions

(3-14) S(Xi) = i=1,,..,n

n
r
(3-15) } Xj (xj—xl)
=1

n
o

' ® O0,...,k-1
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Posons ) = (Xl’-ﬁw’Kn>€-Rn; on a la propriété suivante,

Propriété
n-k KT
Il existe PE R tel que 3 = He ?3

Démonstration :

Posons

U =Iiy€lfl: il existe un polynéme P, de degré k-1 tel que pk_l(xi)=yii=1,..,,n}

D'aprés une propriété bien connue des différenées.divisées,’on a:
k
Hy (y) =0 <c=> yE€U

, P k n
donc U est le noyau de la transformation linéaire HX dans R .

Posons R = U(:)S , S désignant le complémentaire orthogonal de S (avec le

produit scalaire (x.y) = ; X, vy )

i=1

N

D'aprés la relation (3-15) on a )\ orthogonal & U donc \€S. U étant

de dimension k, S est de dimension n-k. La matrice H;
T

k -
colonnes de HX forment une base pour S, il existe donc P& Rr"™ k unique tel que :

est de rang n-k dont les

(3-16) x = H P C.Q.F.D,
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, k
Faisons agir l'opérateur de différences divisées HX sur le vecteur

h =<;s(x1),...,s(xn{>€ Rn, on obtient

k. _ _k
(3-17) HX h = Hy Ky

K et ) étant les mémes matrices qu'au paragraphe précédent.

En utilisant (3-16), (3-17) s'écrit

T
k. k k
HXh—HXKHX90

La fonction-spline (3-13) doit vérifier les conditions (3-14),

on a donc en posant G=H_KH

' Xk
(3-18) ¢CP=H,y

Notons que (3-18) représente un systéme linéaire de n-k équations

5 . . n-k 5 .

a n-k inconnues qui sont les composantes du vecteur ®©de R" . D'aprés 1'uni-
cité du vecteur ¥ , ce systeme admet une solution unique, La matrice G est
obtenue en prenant les différences divisées d'ordre k des colonnes de K et en-

suite des lignes de la matrice ainsi obtenue.

Si on désigne par 8x f(x)‘x la différence divisée d'ordre k_de
iaoau, .

i+k

la fonction f sur les points KireeesX , On a :

i+k

Kk i=1,...,n-k
(3-19) H, K= (c, ,)
j=1,...sn
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avec

(3-20) c, ., = 8§ (x-'x,)zkm1
} l,J xi,...X, J +

itk

On a donc :

(o]

1,3 0 pour itk < ]

Les éléments de G s'écrivent donc ¢

g, .~ 8 O (t)
i,j xj,.. .,xj+k i

(3-21) avec (pi(t)_ = § (x-t)ik'1

X,5e4.%,
i’ i+k

D'aprés la définition de la fonctiongoi, on a :

¢g(t) =0 pour t 3 X

On en déduit donc

gi}j =0 pour j 3 i+k

La matrice G est donc une matrice symétrique (d'aprés 1'expression

de g, .) ne comportant que 2k-2 sous-diagonales non nulles,
1,]
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x X
X %
X X

X X X X |

X X ,: )
X X .

X X .o,
X X X X

La méthode des sauts de dérivée consiste & résoudre le systeme
linéaire (3-18) et on a ) & l'aide de (3-16). Les conditions (3-14) permettent

ensuite (surabondamment) de calculer les k coefficients de Pk—l'

B - Procédure algol et exemples numériques.

procédure SAUTS DE DERIVEES (N) ORDRE : (K) POINTS : (X,Y) COEF DU POLYNOME
: (C) SAUTS DE DERI (LAMBDA) ; valeur N,K,X,Y ;

entier N,K ; tableau X,Y,C,LAMBDA ;

commentaire cette procédure calcule dans C[1:K] et LAMBDAT1:N] les coefficients
de la fonction-spline 4-1 ;

début procédure GRESOLSYSLINE ... voir annexe ... ;

reel procédure FI (I,T) ; valeur I,T ; entier I ; reel T ;

commentaire cette reel procédure calcule la valeur que prend en T la
fonction 4-21, on suppose 1< I< N-K ; -
début tableau L[0:K] ; entier P,R ; si

si T » X[I+K] alors FI := ,0 sinon

début pour R := 0 pas 1 jusqu'd K faire
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L[R] := si X[I+R] > T alors (X[I+R]-T)?(2XK-1)
sinon .0 ; pour R := 1 pas 1 jusqu'ad K faire

pour P := 0 pas 1 jusqu'ad K-R faire
L[P] := (L[P+1]-L[P])/ (X[ T+P4R]-X[I+P]) ;
FI := L[0]

fin
fin FI ; »
- réel procédure DIF DIV (J,L) ; valeur J,L ; entier J ; tableau L ;

commentaire cette réel procédure calcule la différence divisée du tableau
L[0:K] sur les points X[J:J+k7], on suppose 1 & J K N-K ; ”
début entier I,R ; '
pour R :
pour T := 0 pas 1 jusqu'a K-R faire
L[I] := (LLI+LT-L{I])/ (X[ I+I+R]-X[J+I])
DIF DIV := L[O] |
fin DIF DIV ;
tableau G[1:N,1l:si N-K < K alors K sinon N-KJ], H[1:N-K],
L{0:K], Bl1:N] ;
entier V,I,J,R ; reel P,S ;
CONSTRUCTION DE G ET B :

1 pas 1 jusqu'ad K faire

pour T := 1 pas 1 jusqu'ad N-K faire

début pour R := 0 pas 1 jusqu'a K faire

L[R] := Y[I+R] ; B[I] := DIF DIV (I,L) ;

pour J := I pas 1 jusqu'a

si I+k-1< N-K alors I+K-1 sinon N-K faire

début pour R := 0 pas 1 jusqu'a K faire
L{R] := FI (I,X[J+R]) ;
G[J,I] := G[I,J] := DIF DIV (J,L)

fin ;
pour J := I+K pas 1 jusqu'a N-K faire G[J,I7] := G[I,J] := .0
fin ; CALCUL DES FI :
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GRESOLSYSLINE (G,B,H,N-K,IMP) ;
IMP : CONSTRUCTION H- TRANSPOSE :
pour T := 1 pas 1 jusqu'a N faire

pour J := 1 pas 1 jusqu'a N-K faire
siJg>1I y L= J#K alors G[I,J] := .0 sinon

début S := 1.0 ; pour R := O pas 1 jusqu'a I-J-1,I-J+1
pas 1 jusqu'a K faire S := S/ (X[ T]-X[J+R]) ; G[1,J] := S
fin ; CALCUL DES LAMBDA :

pour I := 1 pas 1 jusqu'd N faire

début S := .0 ; pour J := 1 pas 1 jusqu'a N-K faire
S := S4G[I1,J]XH[J] ; LAMBDA[I] := S
fin ; CALCUL DES COEFFICIENTS DU POLYNOME :
our I := 1 pas 1 jusqu'ad K faire
début V := ENTIER ((N-1)/(K-1)); R := (I-1)XV4l ;
S := Y[R] ; pour J := 1 pas 1 jusqu'a R-1 faire
S := S-LAMBDA[JIx(X[R]-X[J]P T (2XK-1) ;

B[I] :=S ; pour J := 1 pas 1 jusqu'a K faire
G[T,J] := si J=1 alors 1.0 sinon X[R]t(J-1) ;
fin ; GRESOLSYSLINE (G,B,C,K, ENNUI) ; ENNUT :
fin SAUTS DE DERIVEES ;

Nous donnons également une reel procédure permettant de calculer la
valeur que prend en un point t la fonction-spline (3-1) dont les coefficients

-~

sont calculés & 1'aide de la procédure ci-dessus.

reel procédure SPL SAUT DERI (N,K,X,C,LAMBDA,T) ;
valeur N,K,X,C,LAMBDA ; entier N,K ; tableau X,C,LAMBDA ;

reel T
début reel S,V,U ; entier J,P ;
$ := C[KIXT+C[K-17 ;
pour J.:= K—Z pas 1 jusqu'a 1 faire
S = SXT+C[J] ; J := 0 ;
pour J := J+l tant que T> X[J]  JE N faire
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début V := U := (T-X[JI])x(T-X[J]) ;
pour P := 1 pas 1 jusqu'ad K-2 faire V := VXU ;
vV o= vx(r-x[J]) ;

S := S+LAMBDA[J]xV

fin

fin SPL SAUT DERI -;

Remarque :

La procédure SAUTS DE DERIVEES calcule d'abord les sauts de dérivées

d'ordre 2k-1 aux n points d'interpolation, Pour calculer les k coefficients

du polynéme Pk-l (voir 3-1), on utilise k conditions d'interpolation S(Xi) =y

en répartissant uniformément les k points X, sur les n points XyseoosX

(voir & ce propos §4-2-C).

Pour étudier l'efficacité de la procédure ci-~dessus, nous allons la

comparer a la méthode d'intégration (en double précision) du chapitre quatre.

Considérons la fonction
2 2
y(£) = (27 + t-1)/(t" - t+1)

dont le graphe a l'allure ci-dessous.

ANY

\/ﬁ

N
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Soit S,k la fonction-spline d'ordre k, calculée & partir des procé-

dures SAUTS DE DERIVEES et SPL SAUT DERI, qui prend les valeurs y(xi) aux points
X; (i=1,...,n) appartenant & 1'intervalle [-8,+87. On note g; K la méme fonction-
3

spline calculée é-partir de la méthode d'intégration (voir chapitre quatre),

On note :

Fn,k - HSn,k - s, ,kH = Max lsn,k(t) - gg,k(t)l
te[xl,xn]

On prendra n=5, pas de 3, jusqu'a 32 ; avec k=2,3. On obtient les

résultats suivants (divisés par 10_7).

q

n.p 5 P8 P11 fia Pz T2 T2z e P29 Pz

Dk=2 0 6 163 1171 7 213 7 245 © 330 © 475 ' 425 1240° 652

. .
. 3

: k=3 : 7 :828 :9043 :6250 :12143:20157:24287:42944:75012:74009:

Pour k 2 4 1'erreur devient trop importante et la méthode ne présente

plus d'intéret,dés que n » 17 (on a F = 1,6x10_2).

17,4
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_CHAPITRE: 4 -
METHODE D'INTEGRATION POUR LES
* FONCTIONS-SPLINE D'INTERPOLATION
Cette méthode va consister 2 déterminer la dérivée d'ordre k de
1a,fbnction—épliné d'interpolation ‘d'ordre k-dont’ le graphe passé par les n points\'
(x;5y,) (i=1,...,n) de Rzg La fonction-spline elle méme s'obtiendra par inté-
gration. On supposera toujours mk,

§4-1 FONCTIONS-SPLINE D'ORDRE DEUX

Pour l'ord:é deux; la fonction~spline s passant par les n+l points

(Xi’yi) (i=0,n,,,n)fs'écrit (voir 1-3)

1

(4-1) s (x)=ax+b+ § X4 (x-xi)i (xd<x1<...<xn)

i=0

(On rappelle que c'est parmi toutes les fonctions de Cz[xo,xhj dont
. - . £ . . n 2
le graphe passe par (Xi’yi) (i=0,...,n) celle qui minimise (s
X

0]

A - Exposé de la méthode :

La fonction s de (4-1) est formée dans chaque intervalle [xi_l,xi]
(i=1,...,n) de polyndmes Pi(x) de degré trois. Comme s € S3(x0,,=.,xn) (voir §1-1),

les polyndmes Pi(x) (i=1,...,n) sont tels que :
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(4-2) Pi(xi)=Pi+1(Xi)=yi (i=1,...,n-1) et Pl(x0)=y0 Pn(xn)=jrn
(4-3) Pgﬂ)(xi)=P§€i(xi). pour £ = 1,2 et i=1,...,n-1

(4-4) P{(xo)=P;(xn)=O d'apxras (1-2)

2 o
Comme s€ C [xo,xn] et que s(x) est formée de polyndmes de degré trois,

la fonction s" a un graphe continu et formé de segments de droites.

s"(x) A

Dans chaque intervalle [xi_l,xi] (i=l,...n) on a :

X,-X X

X, |

(4-5) s"(x)=s"(x, ,) —= +os"(x,) —at
i-17 x,-x, i x,-%,

i Ti-1 i *i-1

La dérivée seconde de la fonction-spline (4-1) peut donc s'obtenir 2

partir des valeurs de s" aux points X, (i=0,...,n) (voir Ahlberg et Nilson r2m.

Posons : M, = s"(x,) 3=0,...,n et E. = X,-X j*l,...,n
] J J J '

j-1
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]
=
i
Q

On a d'apres (4-4) M

Nous avons donc n-1 cqefficientszMjmé déterminer,

La relation (4-5) s'écrit

(4-6) s"(x) = M. 4 2 Mo x€ [x, 4 %]

Intégrons deux fois, on obtient

S Mooy M 3 g
a';s(x) = 6l2,.(X£‘X) + gjg;f (g—xi_l) +Cx+D  xelx, ; x.]

A1

Les: ﬂeux constantes ' 1ntegrat10n CetD sont determlnees par les
deux condltlons de contlnulte (v01r (4-2)).

sCe) =y, et é(xi_l)'= Vi

“ﬁﬂﬁwf;w D16ﬁ~;mtdﬁt calcul fait. -
Mg o3 M '
) ST a0t gy G D7 (g

yi—]. . Ml 121 - e T .
+ (,Q. - ) (x -x) pour xe[xi_l,xi] i=1,...,n
i

Pour ‘déterminer leé'Mi (i=1,...,n-1), écrivons qu'aux points x,

(i=1,...,n-1) la fonction s' est continue.
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Soit : s'(x,-) = s'(x.+)
1 1

Ce qui nous donne tout calcul fait

. D, . - -y,
(4-8) @i M +‘£1 £1+1 M +‘£&+l M - Vi1 _ YiVia i=1 n-1
6 Ti-1 3 i 6 i+l £, £ Yo

i+l i

On a ainsi un systeéme de n-1 &quations 2 n-1 inconnues qui s'écrit
sous forme matricielle :

£.. 2

;V\ &4- }M—Z_.g,’h—?_—gjh‘B

0 n“a
L1 Tm-2

l\’\ | ' g‘,\ ’3%‘_4 jfh';yh—l

n-1 . :
'e'h e‘h—’l

Ce systéme tridiagonal se résout trés facilement par la méthode

d'élimination de Gauss (en tenant compte du fait que le systéme est tridia-
gonal).
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B ~ Procédure algol

Nous proposons une procédure permettant de calculer les coefficients

J

spline au moyen de la relation (4-7).

M, (j=0,..,,n), ce qui permet d'avoir une expression analytique de la fonction-

procédure COEFSPLINETROIS (N,X,Y) résultats : (M) ;

valeur N,X,Y ; entier N ; tableau X,Y,M ;

commentaire cette procédure calcule et place déns le tableau M[0:N]

les valeurs des dérivées secondes en X(1] (1=0,...,N) de la fonction-spline
d'interpolation de degré trois prenant 1és>N+1 valeurs Y[I] aux abscisses X[I],
I variant de 0 & N avec X[I]X[I+1] et N3

début entier I ; tableau D{1:N-17 ; reel A,B,C,E ;
N

pour I:=N-1 pas -1 jusqu'a 1 faire

début A:=X[I+1]-X[1] ; B:=X[I17]-X[I-1] ; C:=Y[I+17-Y[1] ;

/P E:=Y[I]-Y[I-1] ; si I=N-1 alors

début DIT):=(X[I+1]-X[I-1])/3 ;

M[I1]:=C/A-E/B

fin sinon début D[IJ:=(12xD[I+1x(X[I+1]-X[I-17)-AxA)
/(36xD[I+17) ;
M[1]:=C/A-E/B-AxM[ I+17/ (6xD[ I+17)

fin

fi; ; M[O]::M[N];=,Q ; pour I:=1 pas 1 jusqu'd N-1 faire
si I=1 alors M[1]:=M[T]/D[I] sinon M[I]:=
(6xMT71-(X[T]-X[I-17)xM[I-17)/(6xD[I7)

fin 7 COEFSPLINETROIS ;

Les coefficients Mj (j=0,...,n) a&ént été calculés 3 1'aide de 1la

procédure précédente, nous proposons une réel procédure permettant de calculer

la valeur que prend la fonction-spline d'interpolation s au point t.
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reel procédure SPL (N,X,Y,M,T) ; valeur N,X,Y,M,T ;

entier N ; tableau X,Y,M ; reel T ;

commentaire cette .reel procédure calcule la valeur SPL que prend au point T
la fonction-spline d'interpolation d'ordre deux se raccordant aux points
X[0:N],Y[0:N] et ayant M[J] (J variant de O & N) pour dérivées secondes en
X[J], On suppose X[O]ngX[N] ;

début entier K ; reel A,B,C ;

K:=1 ; JO : si T<X[K] ou K=N alors

aller 2 SUITE sinon -

début K:=K=1 ; aller & JO fin ;

SUITE : A:=x(K]-x[k-1] ;

B:=X[K]-T ; C:=T-X[K-1] ;

SPL:=(M[ K-1]XBXBXB-+M[ K]XCXCXC+
(6xY[K]-M{K]X AXA) XC+ '

(6xY[K~1]-M[K-1]XAXA)XB) / (6XA)

fin SPL ;

C - Précision de la méthode :

Afin d'apprécier la précision des prbcédures COEFSPLINETROIS et SPL,
nous avons écrit ces procédures en effectuant tous les calculs en double pré-

cision (seize chiffres significatifs pour chaque opération).

Notons sdn(t) la fonction-spline calculée en double précision et s(t)

la fonction-spline normale ; ces deux fonctions étant calculées sur n points

x, de l'intervalle [-8,+8] avec vy = y(xi) (i=0,...,n-1).

Posons

Fn = ||sn—sdn|| = Max Isn(t)—sdn(t)l
te'[xo’xn—lj
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On obtient les résultats suivants pour différentes valeurs de n

(les nombres sont divisés par 10_8)0
:no: 30 : 60 : 200 : 300 : 400 : -500
Fn 8,9 : 8,9 : 8,9 : 65,5 : 11,9 : 14,9

On voit que la méthode donne de trés bons résultats, méme pour umn
nombre de points n trés élevé. La valeur de cette méthode tient au fait que le
calcul de s(t) pour teé[xi,xi+1] ne fait intervenir que deux coefficients
M, et Mi+i;(Dé plus le systeme linéaire 2 résoudre pour obtenir M, (i=0,...,n)

w

est simple et bien bonditionné’(diagonale prépondérante) .
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§4.-2 FONCTIONS-SPLINE D'ORDRE QUELCONQUE

A - Exposé de la méthode :

On a la propriété suivante :

Propriété 4-2-1

Soit X un espace de Hilbert et Soi (i=1,;;;,m) m éléments linéai-
rement indépendants de X. Soient W 1'espace engendré par les Qoi
(i=1,...,m) et W™ son complémentaire orthogonal.

Posons A={CEX : ((Pi c) = a; i=1,...,m} alors 1'élément

Fe A tel que 11c*1 = Min [lel) appartient a W,
CEA
Démonstration :
On a :

w¢=(,€ex : (fpiﬂ?) =0 i=1,.,,,m}

Soit cleA on a :

v I
A= c1+wJ' et ¢* | P c*_l_ W™ donc c¥e W

Propriété 4-2-2 :

La fonction-spline d'interpolation d'ordre k qui vérifie

(4-10) S(Xi) =y, (i=1,...,n)  est telle que :

X

" (k) -
(4-11) ® (£) s (t) dt = & y pour i=1,...,n-k
1 X, X,
i i+k
*1
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. 1
avec P (t) = . & (x-t)
i (k-1)! X,...X, +
i i+k
(6x | g £(x) désigne la différence divisée de la fonction £
177 4k
sur les points Xi’°"’xi+k

Démonstration :

Ecrivons le développement'én série de Taylor de s :

‘ <
s(x) = f’k (x) + (kll)' | (x-t):(__l g(k)(t) dt

Prenons la différence d1v1see de cette fonctlon sur les points

xi""’xi+k avec i=1, ..,n—k, il v1ent :
X R
GX x s(x) = TE%TTT SX x (x-t)li'1 s(k>(t) dt
S RREL I | | .’x XX
) . } 4 :
X : , L
=j P, @© s ) ar
*1

Et d'aprés (4-10)

~r
a0

n ®),
J/f ©, (t) s () dt = &8 y pour i=1,...,n-k
i X,...X,
i i+k

%
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Les fonctions ?2 (i=1,...,n-k) sont linéairement indépendantes,

Démonstration :

On a :

(4-12) ?ﬁ‘t) = 0 péur sti ou Xi+ﬁst

i+k

et la différence divisée sur k+1'points d'un polyname de degré k-1 est iden-

car tgx, entraine que (x—t):{__1=(x—t)kn1 POUT X=X ,...,X

tiquement nulle donc‘Pi(t) =0 ; de méme si

e ; o 7 ]
X, <t on a (x—t)+ = 0 pour =x; X donc ¢E(t) = 0.
Montrons que :
-k
E Ny Pp=0 sur[xp ] =0 =, ==y =0
i=1

Soit t € ]xl x2[ on a d'aprés (4-12)

n-k
}: v P (t:)=>\1 CP1 (£) =0

i=1

Comme ?3 (t)>0 pour te 1% Xk+1[ on a3}, =0.
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Seit te.]xz,x3[on montre de méme que
n-k

= = — = O
§ v Py (e) A §01 (t) +)\2§427(t) 0 =1,
i=1 )

En répétant n-k fois ce calcul on ‘obtient

M Ay T o=, =0 C.Q.F.D.

D'aprés la propriété 4-2-2 1la fonction-spline d'interpolation s

d'ordre k Qérifiaﬁt-s(xi) =y, ' “(i=1,°,,,n) est telle que
(s(k),??) = 5X x Y pour i=l,...,n-k
i’k
et
(k) - . v k ., - .o N
I1s™ 11 = Min |lc|l (carVcea,dfen [xl,an.f(xi)-yi pour i=1,,,.,n}

ceED

2
AN . = i= -
avec {}:e L[x x ] : (c,?&) Sx.---X. y pour i=1l,...,n 5}
1 n . i i+k

La norme et le produit scalaire étant ceux de 1'espace Lz[xl xnjb

D'aprééfié‘propriété 4-2-1 (et en utilisant 4-2-2) on a :

n-k
13 s®y =) hy PO

]

i
ot

Les conditions 4-11 nous permettent de déterminer d'une manidre

unique les xl,xz,...,xn_k. On a en effet
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{ |
ey -5
1 Xi...xi+k

Soit
n-k *( »
(4-14) § Xj (PJ.,QDi) = 8xi"'xi+ky pour i=1,...,n-k
- j=1

Propriété 4-2-4 .

_ (_1) . s {= -
(4-15) ((Pix@) = @DT % h(j,t) i=1,...,n-k
* j=1,...,n-k

(4-16) avec h(j,t) = 5x,...x (t—x)f_k_1

3 j+k
Démonstfation :
On a :
@i(t) = —(‘123-13_' €5Xi“”’Xiﬂ((x—t)i'1
1 lZ—H{ (x —t)i_1 ik ( )
= DT - TD%ITE;T— avec W (x) = th X-X_
et

G o (1) k-1
F}(t) )A 5xj..-.xj_l__k(t x)+
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car (x—t)$—1=(x—t)k—1+(—1)k(t—x)§~

j+k k-1
(t) = (-D" (e-xp) )~
(k-1)! o W', (x)
=3 J r
Donc
X
n
(cpi,q;j)?f ®, (£) P; (t) dt
b
1

i+k j+k
o R § E f R S AN 5
41D = feraenT L - TG aj Gy s el

Or (en intégrant par parties).

X : - :
n v ‘
k-1 k-1, _ (k=D 1(k-1)! o \2k-1
J; (Xp—t)+ f(t_xr)+ dt = CEE V(xp xr)+
1 .
4-17 s'écrit donc :
B ik o j+k 2k-1
(x -x.)
Y 5 ) = ( 1) \ 1 g r+
®;%5) = T W (x) W (x.)
Rl — ip — -2
DT p=1 =] .

et d'aprés la définition 4-16

(D T= h(.x)
@ 0) = 1§EiTTT"E T e
p=i P

0k _
OR1yT O < 40,0 C.Q.F.D.
v; : TEAREER]
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LEgmerque
D'aprés 4-12 on a :
(mi,mj) =0 pour jyitk (i,j=1,...,n-k).
0¥
: = 5 _ [ . .
En posant Xj CTENR j1e systéme 4-14 s'éerit
n-k
(4-18) E A, O h(j,t) = § y i=1,,..,n-k
_ §Tx e x, RisewonXy 0
j=1
L'équation 4-13 devient :
n-k Kk
(4181 (e =—————(2k'1)1!( . > s ———-——Elzli), 5X < (t—x)i-l
(-1) —— N 3T Tk
j=1
Et en intégrant k fois :
n-k
(4-19)  s(e) = B (£) + N, b Nt
j=t  J itk

Pour que la fonction (4-19) soit la fonction-spline d'interpolation
cherchée, il faut vérifier quelsi on utilise (par exemple) les conditions

s(xi) =y (i=1,...,k) pour déterminer le polyndme P de (4-19) alors on

k-1

aura S(xi) =y, pour i=k+1,...,n.
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En effet d'apres la construction-de s(t) on a :

X
n
(5-20) f cpi<t>s(1f’<t>dt =6

le

x s(x) = 6x x ¥ peur i=1,,..,nk
EREL , FERRERL PN

Comme s(xj) = y; pour j=1,...,k, 1'équation (4-20) entraine
(pour i=1) que S<Xk+1) = Yy, En répétant ce raisonnement pour i=2,...,n-k,

on vérifie que 1'on a s(xi) = y; pour i=l,...,n.

B - Procédures algol

On obtiendra les coefficients de 1a foriction-spline 4~19 en calcu-

lant dfabord les coefficieqts'kl,..,,xn Kk 2 1l'aide du systéme linéaire de n-k
équations 2 n-k inconnues 4-18 ; lés coefficients du polynéme Pkbl seront en-

suite obtenus en utilisant k conditions d'interpolation S(Xi) =y (i=1,...,k),
Le systéme 4-18 peut s'écrire sous forme matricielle :
AM=b

La matrice A est une matrice symétrique car ses &léments sont égaux

3 (wi,@j) (3 un coefficient pras), d'autre part d'aprés 4-12 on a Qpi,wj) = 0

pour j > i+k. La matrice A aura donc 1'alluze ci-dessous
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@19) ey )
§\ \\
~ ~N
\\\ \\ O
° ~N
o < N
° N ~
. N\ ~
o - AN ~N
_(_z.k_:ll,!_ A = (CD 50, ) \\ \\
T 1°P N <
-1 RN > @ S0 )
N N Pro2k+1Pnk
\\‘ \\\ :
~ .
\ -
\\ \‘ :
o N
AN N
~ AN
\\ \\ )
(mn—2k+1’mn—k)"'(mn-E”mn—k)

procédure INTE SPLINE (N) ORDRE : (K) PTS A INTERPOLER : (X,Y)
RESULTATS : (LAMBDA,C) ; valeur N,K,X,Y ; entier N,K ; tableau X,Y,LAMBDA,C
commentaire cette procédure calcule dans les tableaux LAMBDA[1:N-K] et C[1:k]

.
3

les coefficients de la fonction-spline 4-19 d'ordre k (n > k) et qui passe par
les n points X,¥Y[1:N]. On suppose X[I] < X[I+1] pour I=1,...,n-1 et k » 2 ;

début procédure GRESOLSYSLINE (A,B,X,N,IMPOSS)...voir annexe... ;
N

reel procédure H(J,T) ; valeur J,T ; entier J ; reel T ;

commentaire cette procédure calcule la valeur que prend la fonction
4-16 pour J et T donnés ;

début tableau L[0:K] ; entier P,R ; reel S,U
N si T> X[J] alors

.
3

début pour R := 0 pas 1 jusqu'ad K faire
si X[J+R] < T alors
début U := S := (T-X[J+R])x (T-X[J+R]) ;
pour P := 1 pas 1 jusqu'a K-2 faire § := SXU ;
S := sx(T-X[J+R]) ; L[R] := s




fin sinon L[R] := .0 ;

pour R := 1 pas 1 jusqu'a K faire

pour P := 0 pas 1 jusqu'a K-R faire

si ABS (L[P+1]-L[P])=0 alors L[P] := 0

sinon L[P] := (LP+1]-LlP]) / (X[J+B+R]-X[J+P]) ; H := L[0]
fin sinon H := ,0

\V
fin H ;

reel procédure DIF DIV TA (J,L) ; valeur J,L ; entier J ;

tableau L ‘

commentaire cette.procédure calcule la différence divisée du tableau
L[O:K] sur les poinﬁs‘X[J:J+K] ;

début entier I,R 5

) pour R := 1 pas 1 jusqu'a K faire
pour T := 0 pas 1 jusqu'a K-R Ffaire
Ll1] := si aBs (L[1+1]-L[1])=0 alors .0
sinon (L[I+11-L[ID)/ (X[J+14R]-X[J41]) ;
} DIF DIV TA := L[0]

£in DIF DIV TA ;
tableau All:si N-K < K alors K sinon N-K, l:si N-K < K
alors K sinon,N—K], B[l:gi N-K < K alors K sinon N-K], L[0:K] ;

entier I,J,R ; reel S ;

CALCUL DES LAMBDAS :

pour I := 1 pas 1 jusqu'a N-K faire

'~ début pour J := I pas 1 jusqu'd si I+K-1 < N-K alors I+K-1 sinon N-K faire

début pour R := 0 pas 1 jusqu'ad K faire
L{R] := H(I,X[J+R]) ;
AlJ,1] := Af1,3] := DIF DIV TA (J,L)
fin ; pour J := I4K pas 1 jusqu'a N-K faire A[T,J] := A[J,1] := 0 ;
pour R := 0 pas 1 jysqu'd K faire L[R] := Y[I4R] ;
BLI] := DIF DIV TA (I,L)
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GRESOLSYSLINE (A,B,LAMBDA,N-K,IMP) ;
aller a SUT ; IMP : ECRIRE ('IMP') ; SUI :
pour I := 1 pas 1 jusqu'd K faire

début S := Y[I] ; pour R := 1 pas 1 jusqu'a si

I-1 < N-K alors I-1 sinon N-K faire
S := S-LAMBDA[RIXH(R,X[1]) ;
B{1] := s ;

pour J := 1 pas 1 jusqu'ad K faire

si J=1 alors AlT,J] := 1 sinon
début s := x[1] ; pour R := 1 pas 1 jusqu'a J-2 faire
S sxx[1] ; Al1,3] := s

]

fin
fin ;

GRESOLSYSLINE (A,B,C,K,0S8) ; OS
b4

in INTE SPLINE ;

La reel procédure permettant d'utiliser les coefficients calculés & 1'aide de

la procédure précédente peut s'écrire.

reel procédure SPLINE INTE (K,N,X,C,LAMBDA,T) ; valeur K,N ;

commentaire cette procédure calcule la valeur que prend en T la fonction-spline
4-19 ayant pour coefficients C[1:K] et LAMBDA[1:N-K] ;
début reel procédure H(J,T) ; ... voir corps dans INTESPLINE .., ;

reel S ; entier J ;
S := C[K] ; pour J := K-1 pas -1 jusqu'd 1 faire
S := sxT+c[J] ; J := 0 ;

pour J := J+l tant que T > X[J] AJ <N faire
S := S+LAMBDA[JIXH(J,T)

\4

fin SPLINE INTE ;
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C - Efficacité et conclusions

Aprés avoir effectué avec la procédure "méthode d'intégration" les
mémes essais numériques que pour la procédure "sauts de dérivées" (voir 3-2B),

on constate que ces deux méthodes donnent des résultats pratiquement équivalents.

Nous pouvons cependant constater que pour obtenir une fonction-spline
de degré trois (k=2) passant par n points (avec n > 20 par exemple), ces deux
méthodes sont nettement moins précises que la procédure "coefsplinetrois" du

paragraphe' 4-1-C.

Ce résultat n'est pas étonnant car pour obtenir la fonction-spline
a l'aide des procédures "sauts de dérivées" et "méthode d'intégration" on

opére en deux phases

1) On calcule les coefficientsvki (i=1,...,n pour "sauts de dérivées"

. . s . s et o k
et i=l,...,n-k pour "méthode d'intégratior) correspondants 4 la dérivée s( )

d'ordre k de la fonction-spline,

2) On calcule les coefficients r, (i=1,...,k) du polyndme P

(k)

obtenu aprés intégration de s .

k-1

. Les erreurs que l'on commet proviennent principalement de cette deu-

xieme opération. En effet, pour obtenir les coefficients r, du polynéme, on

utilise k conditions d'interpolation parmi les n conditions s(xi) =y

(i=1,...,n) ; deux stratégies sont alors possibles

I) On utilise les 'k premiers points X, (i=1,...,k). (C'est la méthode

utilisée dans la procédure "méthode d'intégration" écrite ci-dessus).
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Uz a alors une trés bonne approximation de la fonction-spline au voisinage de
ces points. Si st(t) désigne la vraie fonction-spline et s la fonction-spline

ainsi calculée, la suite

Fi = Max ‘s(x)—st(x)‘ i=1,...,n-1
xelxpox, )
est alors une suite croissante (F, < F, )
. i i+l

2) On peut utiliser k points X, aussi uniformément répartis que
possible sur [xl,xn] (méthode utilisée dans la procédure "sauts de dérivées"
voir 3-2-C). Le maximum de la fonction Fi devient alors inférieur 3 celui obtenu

en utilisant la premidre stratégie.

Ces erreurs proviennent en fait de 1'écriture méme de la fonction-

spline sous la forme (dans la méthode d'intégration)

n-k
s(t) =P (t) +~; A, B (t—x)Zk—1 (voir 4-19)
k-1 ] X.se0. X, +
--—-~J.=l ‘ i j+k

Ainsi, le calcul de s(t) fait intervenir d'autant plus de coefficients
Xj que la variable t'est plus élevée. Les erreurs de calcul inévitables commises

sur les Xj (j=1,...,n-k) entrainent donc une erreur croissante avec t sur la

fonction s(t).

Pour essayer d'obtenir la méme (trés bonne) précision qu'avec la pro-
cédure "COEFSPLINETROIS" (voir §4-1-B), il faut effectuer la deuxiéme phase
"localement". Pour cela on va chercher & obtenir en chaque point X, (i=1,...,n)
les dérivées d'ordre 1 a k-1 de la fonction-spline. (On pose s(J)(xi) = yi

i=l,...,n et j=1,...,k-1),
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Deux stratégies sont alors possibles

1) Stratégie A : Pour chaque point X, (i=1,...,n-k) on obtient

yi (j=1,...,k-1) au moyen de 1'expression 4-19 de la fonction-spline., Le poly-

ndéme P étant déterminé chaque fois en utilisant les k conditions d'interpo-
k-1 £haque P
I ‘. . 2 , .
1ati = =0,....k- ) éri a fonction-spline
ation F(xi+r) Yi+r r=0, ?k 1? on a alors yyen dérivant la f P

ainsi obtenue. Pour n-k < i < n on dérive la fonction-spline calculée pour i=n-k.

2) Stratégie B : Au moyen de 1'expression 4-18' on calcule les valeurs
yk = s(k)(x ) pour i=1,...,n. Dans l'intervalle (x,,x, .) la fonction-spline
i 5 %y pour ool 125941
est un polyndme de degré 2k-1. On peut déterminer ce polyndme en utilisant les

valeurs yj et y? de la fonction et de sa dérivée d'ordre k en des points.xj

voisins de X, - Nous allons développer cette méthode pour k=3,

Dans 1'intervalle (Xi— xi+2) (pour i=2,...,n-2) la fonction-spline

13
peut s'écrire :

)5

s(6) = Pg(e) + A (ewx)> + 0 (e-x, )

On détermine les 8 coefficients (6 pour le polyndme et 2 pour A et

A') de cette fonction au moyen des 8 conditions

(k) _ .k o iy .
s (x ) =y, et s(xr) Y, pour r=i-1,,..,i+2  __

1 2
On a alors Vi et y; en dérivant le polynbme PS(t) au point X, Pour
" 2 .. . . . ) .
avoir y, et v (i=l,n~1,n) il suffit de dériver les fonctions-spline obtenues

dans les intervalles [xl,xz] et [Xn—l’xn] (pour i=2 et i=n-2),
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A partir des coefficients yi et y, (i=1,...,n et j=1,...,k-1) on

utilise une méthode d'interpolation (voir par exemple Golomb [8] P.190 et
Heurtaux [27]) pour avoir (comme dans la procédure "coefsplinetrois") les po-

lyndmes Pi(t) dans les,lntervalles [Xi’xi+1] (i=1,...,n-1),

Cette méthode impose cependant de garder en mémoire (k+1)Xn coeffi-

cients (en tenant compte des X; et v (i=1,...,n)) ; alors que dans la procé-

dure "INTE SPLINE" on ne conserve en mémoire que 2Xn coefficients (n-k coef-

ficients Xi, k coefficients Ci’ n coefficients Xi).

Nous proposons deux procédures (correspondant aux deux stratégies

A et B ci-dessus) permettant d'obtenir la fonction-spline localement.
p P

D - Méthodes d'intégration locale.

a) Stratégie A :

procédure METH INTE LOCA (K,N,X,Y,D) ; valeur K,N,X,Y
entier K,N ; tableau X,Y,D

commentaire cette procédure calcule dans le tableau D[l:N,O:K—l] les dérivées
d'ordre O & K-1 aux points X[1:N] de 1la fonction-spline | prenant aux points
X[1] les valeurs Y[I] (ordre K) ;

début reel procédure DER POL (K,H,C,T) ; valeur K,H,C,T

3

AN\ entier K,H ; tableau C ; reel T ;

commentaire cette procédure calcule pour la valeur T la dérivée d'ordre H
du polyndme de degré K-1 qui s'écrit C[1]+...+C[KIXT ¢ (K-1)

début reel S,U ; entier I,J ;

b

S := C[K] ; pour I :=1 pas 1 jusqu'a H faire § := SX (K-1)
pour J := K-1 pas -1 jusqu'a H+1 faire
début U := ¢[J] ;

b
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pour I := 1 pas 1 jusqu'a H faire U := UX(J-I) ; S := SXT+U
fin ; DER POL := §
fin DER POL ;

procédure GRESOLSYSLINE.,.voir annexe... ;
reel procédure FI (I,H,T) ; valeur I,H,T ;

entier I,H ; reel T ;

commentaire cette procédure calcule pour la valeur T la dérivée d'ordre
H de la fonction 4-16 ;

début tableau L[0:K] ; entier P,R reel S5,U ;

T siT>x[(1] alors

début pour R :=.0 pas 1 jusqu'a K faire
si X[I4+R]i< T alors
début U := s := (T-X[I4R]) ;
pour P := 1 pas 1 jusqu'a 2xK-H-2
faire S := SxU ; L[R] := S

fin sinon L[R] := .0

pour R := 1 pas 1 jusqu'a K faire

pour P := 0 pas 1 jusqu'ad K-R faire
Llp] := (Llp+1]-L[P])/ (X[ 1+P+R) -X[ I+P]) ; S := L[0O] ;
pour P := 1 pas 1 jusqu'a H faire S := SX(2xK-P) ; FI := S

\ fin sinon FI := ,0
fin FI ;

reel procédure DIF DIV TA...voir le corps de INTESPLINE.., ;

tableau A[1:N,1: si N-K < K alors K sinon N-K],
BL1:N], L{0:K], LAMBDA[1:N-K], c[1:K] ;

entier I,J,R,Q,V ; reel S ;

CALCUL DES LAMBDAS :

coo. (voir dans le corps de POL INTE en remplagant 1'appel de procédure
CJH(TL,X[I4R]) par FI(T,0,X[J4R])) ettt iiieiieanennn. .. SUIL :
STRATEGIE A :
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pour I :=1 pas 1 jusqu'a N faire

début si I < N-K+1 alors
début pour J := 1 pas 1 jusqu'a K faire
début S := Y[I+J-1] ;

pour Q := 1 pas 1 jusqu'a
si I+J-2 < N-K alors I+J-2

sinon N-K faire
S := S-LAMBDA[Q]xFI(Q,0,X[1+J-1]); B[J] := s ;
pour Q := 1 pas 1 jusqu'd K faire
si Q=1 alors A[J,Q] := 1.0sinon
ALJ,Q] := X[1+J-1] t (Q-1)
fin ; GRESOLSYSLINE (A,B,C,K,08) ;
0s :

fin ;
pour J := 1 pas.1 jusqu'd K-1 faire
début S := DER POL (X,J,C,X[1]) ;

pour Q := 1 pas 1 jusqu'a

si I-1 < N-K alors I-1 sinon N-K faire
S := S+LAMBDA[Q]XFI(Q,J,X[I]) ;

plI1,J] := 8

fin

fin ; pour T := 1 pas 1 jusqu'a N faire D[I,0] := Y[T]
¥
fin METH INTE LOCA (STRATEGIE A) ;

b) Stratégie B (k=3)

I1 suffit de faire les modifications suivantes 2 la procédure précé-

dente :

- on remplace partout k par 3.

- on ajoute aux déclarations du bloc de procédure METH INTE LOCA :
tableau Y3[1:N],AA,BB,CC[1:8] ; reel T,U,V ;

- on remplace la partie STRATEGIE A lecesess.fin METH INTE LOCA ;

par :
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STRATEGIE B :
v3[1] := v3[N] := 0 ; v3[2] := LAMBDA[1]XFI(1,3,x[1]) ;
pour I := 3 pas 1 jusqu'a N-1 faire

début S :=0 ; T := X[1] ;

pour J := I-2,1-1 faire
S := S+LAMBDA[J]XFI(J,3,T) ;
v3({1] := s

fin ;

pour T := 2 pas 1 jusqu'a N-2 faire

début pour R := 1 pas 1 jusqu'd 8 faire
A début BB[R] := si R < 4 alors Y[I-24R] sinon Y3[I-6+R] ;

pour J := 1 pas 1 jusqu'a 8 faire

si R < &4 alors
début si J=1 alors AA[R,J] :=1

sinon si J < 6 alors AA[R,J] := X[I-2+R] 1 (J-1)

‘sinon si J=7 et R > 3 alors

CAA[R,J] := (X[I-24R]-X[I])t 5

sinon si J=8 et R=4 alors

AA[R,J] := (X[T42]-XT141]) 1 5

sinon AA[R,J] := 0
fin sinon
si J=4 alors AA[R,J] :
J=5 alors AA[R,J] :
J=6 alors AAER,&] :
J=7 et R > 7 alors
AA[R,J] := 60X(X[I-6+R]-X[I]) t 2 sinon

6 sinon
24XX[1-6+R] sinon
60xX[I-6+R] t 2 sinon

] n
e [N
] ]

2]
[

si J=8 et R=8 alors

AATR,J] 1= 60X(X[I+2]-X[TA1])1 2

sinon AA[R,J] := 0
fin ; GRESOLSYSLINE(AA,BB,CC,8,0UF) ; OUF :
p[1,0] := Y[1I] ; pour R';= 1,2 faire
D[I,R] := DER POL (6,R,CC,X[I]) ;

si I=2 alors
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début D[1,0] :
p{1,R] :

Y[1] ; pour R := 1,2 faire
DER POL (6,R,CC,X[1])

fin ;

si I=N-2 alors

pour J := N-1, N faire

début plJ,0] := y[J3] ;
D[J,1] := DER POL (6,1,CC,X[I])+5xCCL7Ix (X[ J]-X[N-2]) 1 4+ si
J=N-1 alors .0 sinon 5XCC[8]x(X[J]-X[N-1]) t 4 ;
D[J,2] := DER POL (6,2,CC,X[J])+20xCC[7]x(X[J]-X[N-2]) * 3+ si
J=N-1 alors .0 sinon 20xCC[8]x(X[J]-X[N-1]) t 3

fin
fin

fin METH INTE LOCA (STRATEGIE B) ;

Nous proposons une procédure permettant de calculer la valeur que

prend & 1l'abscisse t la fonction-spline ayant les coefficients di . (i=1,...,n ;
2

j=0,...,k-1) calculés a l'aide de 1'une des procédures ci-dessus, Nous nous 1li-

mitons & k=3,4 (pour k quelconque voir Heurtaux [27]).

reel procédure POL INTE (K,N,X,D,T) ; valeur K,N,X,D,T ;

entier K,N ; tableau X,D ; reel T ;
commentaire on suppose K=3 ou 4 et X[1] < T < XIN]
début reel procédure Q(P,K,A,B,X) ; valeur A,B,P,K,X ;

N entier P,K ; reel A,B,X ;
si K=3 alors
début si P=0 alors Q := ((6xX+3)xX+1)x(1-X) 1 3
sinon si P=1 alors Q := Xx(B-A)X(1+3xX)x(1-X) ' 3
simon Q := ,5XXXXX(B-A)x(B-A)x(1-X) t 3
fin sinon si P=0 alors Q := (((20XX+10)XX+&)XX+1)X(1-X) 1t 4
sinon si P=1 alors Q := ((LOXX+4)XX+L)X(B-A)XXX(1-X) 1 4
sinon Q := (X 1 3x(1-X) 1t 4X(B-A) ' 3)/6 ;
eatier P,I ; reel A,H,S,B ;
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I:=1; J0: siTg X[I+1] alors aller a SUITE sinon
.début I := I+l aller & JO fin ; _ L
SUITE : H := X[I+1]-X[1I] ; A := T-X[I] ; B := X[I+1]-T ;

S = .0.; pour P := 0 pas 1 jusqu'ad K-1 faire

s := 5+Q(P,K,X[1],X[1+1],4/H)xD[I,P]+

(si P + 2x2=P alors 1 sinon -1) xQ(#,K,X[1],X[1+17],B/H)XD{I+1,P] ;
. POL INTE := S

fin POL INTE ;

Afin d'étudier 1l'efficacité des procédures "METH INTE LOCALE" et

"POL INTE", nous les avons écrites en double précision. Soit s: n la fonction-
3

spline d'ordre k sur n points obtenue en double précision et S n la fonction-
3

spline normale correspondante,

Pour x&.e[—8,+8] et y, = f(xi) (i=1,...,n et f(x) = (2x2+x—1)/

(x2—x+1) voir le graphe de f en §3-2), en posant

*

n,k

F = Max Is (£)-s; (&)l
k,n te[—8,+8] k,n k;n
On obtient les résultats suivants pour Fk 0 (divisés par 1Om7).
3
a f o5 ;11 ¢ 17 : 23 ;29 i 32
k=3 : : : : : : :
stratégie A ! 2 i 1262 : 26 : 21074 . 20855 : 14926 : ..
k=3 : : : : : :
stratégie B 1 23 12 15 16 22
k=4 : 1
stratégie A | 2 : 13813 : 10767 : F = 10~
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On constate que la méthode d'intégration est dans tous les cas
meilleure que les deux méthodes du chapitre trois. La stratégie B (et sa géné-
ralisation a un ordre k quelconque) est d'autre part plus efficace que la stra-
tégie A. Cependant dés que k augmente, il faut résoudre pour chaque i (i=1,,.,,n)

un systeéme linéaire d'ordre de plus en plus élevé (ordre 4(k-1) pour k » 3).



- 72 =

CHAPITRE 5

FONCTIONS-SPLINE D'INTERPOLATION A

POINTS EQUIDISTANTS

Nous avons vu au chapitre 4 une méthode (dite d'intégration) pour

obtenir numériquement les fonctions-spline d'ordre k se raccordant en des points

X, (i=1,...,n) quelconques. Nous allons étudier dans ce chapitre ce que la
méthode d'intégration devient dans le cas ol les points x, (i=1,...,n) sont
équidistants.

Nous utiliserons des fonctions Lp introduites pour la premidre fois

par Schoenberg [13] puis utilisées sous d'autres formes par Ahlberg, Nilson (1]

- et Weinberger [197 . Ces fonctions L nous permettrons diobtenir un algorithme
g p P g

de résolution particulilrement efficace basé sur une idée de Weinberger 197 .

§5-1 ETUDE DE FONCTIONS AUXILIAIRES

Nous reprenons dans ce paragraphe quelques passages de 1l'article [13]

de Schoenberg.
A - Définition :

< sk P s es
Nous désignerons par ® 1'opérateur de différence centrale d'ordre

k utilisant un pas égal a 1'unité.
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On a par définition (voir Kuntzmann [?53 )

(3.1) sPE(x) = > ¢t (DY Fx + R 2w
p 2

u=0
et
1 p.p-1-
5-2 L = e}
G- LW =ghr ¥k
. p-1
La fonction X, étant telle que :
xp_1 si x> O
xp—1 =
+
. 0 si xg O
~

Remarquons que la fonction Lp peut encore s'écrire :

P
. - e _ (35 _ Pyl p-1
(5-3) Lp(x) g Xj [g (3 2)] i
j=0
R SRR, B,
avec ), -1 Cp (-1)

D'aprés (5-3) c'est donc une fenction-spline de degré p-1 se raccor-

o

dant aux points xj =3 - 3 (j*@,.g.,p)
(5-3%) Remarquons aussi que pour x ;,%'et Xg % on a Lp(x) =0
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En effet pour x >

(SN o)

on peut écrire d'aprés (5-2)

=L _sp p-1_

Car la différence centrale d'ordre p d'un pdlyname de degré p-1
est identiquement nulle (Kuntzmann [ 251 ).

On a par exemple la repréSeﬁtﬁEion‘gréphique'suivante pour L4(k)’
\

A L4(X)

2/3

X
) 2 -
B - Propriétés :
Théoréme 5-1-1 :
n S " N
. .y 2k-1 . . ‘s
Soit s(x) = Pk_l(x) + Ay (x-—1)+ une fonction-spline d'inter-
i=0
polation d'ordre k se raccordant aux points i=0,...,n. Il existe
une suite {vj} (3= - k + L,...,n+k-1) ﬁniqug telle que
n+k-1. o
(5-4) | s (x) f,z, Vg D)
j=-k+1 ‘

Démonstration dans Schoenberg EJB] page 72.
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La forction-spline (5-4) est telle que

n+k -1

. ko, } k .

(5-5) A7s(x) = A ijZk(x—J)
J=—k+1

A désigne 1'opérateur de différence progressive d'ordre 1
(Kuntzmann [257) . |

On a en effet :

n+k-1

g(x+1)»= g ' vr L2#<x+l—r)

r=-k+1

Faisons le changement de variable j=r-1

n4k-2
s(x+1) = > VJ.JF‘1 Lo, (x=1)
=k
soit :
- ntk-1 '
As(x) = E AVj sz (x-3)
j=-k+1

et en répétant l'opération k fois on obtient la propriété.

Propriété 5-1-3 :

(5-6) L;j)(x) =89 (x) pour O ¢ j ¢ p-1



- 76 -

On a en effet.

\ _spd _1 k-l _.p_ 1  p-2_ '
LG =8 DT X S0 T X =8k,

En dérivant j fois de cette fagon on obtient (5-6).

Propriété 5-1-4 :

La fonction-spline (5-4) est telle que :
n+k-1
() _ E 12 . .
(5-7) s (x) = 8 vy L2k—p (x-j) si p est pair
J=k+l
n+k-1
(p) _ P 1
(5-8) s F(x) = ) vj+% L2k-p (x—j-z) si p est impair
J=k+l

Voir démonstration dans Schoenberg [13] page 73.

Remarque :

Dans les formules (5-5), (5,6) et (5,7), on suppose les suites

vy (j& 2Z) infinies en posant v,=0 pour j < - k et. j > n+k.

3

§5-2 DESCRIPTION DE LA METHODE

Nous allons étudier une méthode permettant d'obtenir la fonction-

spline d'interpolation s de degré 2k-1 dont le graphe passé par les n+l points

(i,yi)eR2 i=0,...,n.

A - Propriété de la fonction-spline :
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©7 supposera dans toute la suite n.y k+l. (si n < k il suffit de faire passer

¢at les n points un polyndme de degré k-1).

Nous avons vu au chépitre 1 que la fonction-spline s devait satis-

faire les conditions :

(5-9) s(i) = ' pour i=0,...,n

et

(5-10) s(x) polyndme de degré k-1 pour x ¢ O et x >,

Montrons 1le théoréme suivant

Théoréme 5-2-1

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction-spline
(5-4) se réduise 2 un polyndme de degré k-1 pour xg Oet xpnn

est qu'on ait

Av, =0 ‘”‘pourjj;—k+1,.3.,—1,n—k+1,;.,,n;1,

Remarquons d'abord que la condition (5-10) est équivalente 2 la
condition :
. W, . o » o
(5-11) s (x) =0 pour tout X€ J-,0]U[n,+of

k
L'opérateur A est 1'opérateur de différences progressives de pas
1 d'ordre k (Kuntzmann [257).
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Démonstration
On a : : n+k-1 . X : .
, d .~ .. .
s(k)(x) = % Vj % Lo (x-3)
| ekl

D'apras (5-6) on peut encore écrire :
<,n+k—1‘i

s(k)(x) = % vj Gk Lk (x-1)

j=-k+1
Comme on a la relation :

5% E(x) = Akf(x—%)

. On peut encore écrire :
n+k-1
(k) k k
= A L — =
s (%) Vj Ly (x-j 2)
j=-k+1

(Remarquons que la différence progressive est prise par rapport & x)

Soit d'aprés (5-5)

n+k-1 .
(5-12) V‘:’s(k)(x) = ¥_—- :Ak Vj.Lk (x—j—%)
j=-k+1

Or par définition on a :

. ky _ . k k c . _ .
Lk(x—sz) = 0 pour lx—J—§4 > 5-301t iz x;et jg x—k
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Donc pour x ¢ 0 , (5-12) s'écrit :

~1
s(k)(x) = g n Vj'Lk (x—jf%)

j=-k+1
et pour x 3 n , (5-12) s'écrit :
n-1

s () > v g

j=n-k+1
"~ Les fonctions Lk étant toujours positives on aura :
(k) _
s "(x) = 0 pour tout x€ ]-,0]U[n,+=[

- 81 et seulement si

Ak Vj =0 pour j=-k+l,...,-1,n-k+1,...,n-1 C.Q.F.D.

La condition (5-9) s'écrit :

n+k-~1

E Vj LZk (l—J)>= Yy pour i=0,.;.,n

j=k+l

Faisons le changement de variable p=j-i

n+k-1-1
(5-13) % Vp+i L2k (p) = Yy pour i=0,,..,n
p=-k+l-1i :
_ 2k-1_ __2k-1, _2k-1
En effet Lok (-x) = Loy (x) car (—x)+ X + %X dopc
62k(_x)2k—1= 52kx2k_1.

+ +
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Comme L., (p) = 0 pour p g -k et p p +k (5-13) s'écrit :

k-1
hY = i=0, ...
i Lo (p) y; pour i=0, ,0
p=-k+1

On obtiendra donc la fonction-spline d'interpolation (5-4) satis-
faisant les conditions (5-9} et (5-10) en calculant les n+2k-1 coefficients

V—k+l""’ Vn+k—l satisfaisant les conditions

k-~
(5-14) § Vp+i Lo (p) = ' pour i=0,...,n
p=-k+1
et
k ,
(5-15) A Vj =0 pour j=<k+1l,...,-1,n-k+l,...,n-1

B - Calcul des coefficients V. :

L'équation (5-14) est une équation aux différences finies. Nous

allons chercher une solution particuliidre de l'équation (5-14) qui satisfasse
1'équation (5-15).

a) Solution de 1'équation homogéne :

Posons Vp = hP, 1*équatioﬁ homogeéne (5-14) s'écrit :

k-1

(5-16) I (h) = E P () =0 pour i=0,...,n

p=-k+1
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Ou encore :

. 2k-2 2k-2
_ } p-k+14i _ pi-k+l E P
Ii(h) h Lo (p-k+1) = h L (p-k+1)
p=0 o S p=0
Posons :
2k-2
- = - | p -
(5-17)  Qy_, (B) = (2k-1)! g b L, (p-k+1)
p=0

On aura donc :

_ 1 i-k+1 - i=0. - n
(5-18) I, () = 37 b Qy_p (B) =0 pour i=0,...,n

Les solutions de 1'équation (5-16) serons donc les racines du poly-

néme Qy , (h), car d'apres (5-16) h=0 n'est pas racine de I, (h) =0.

Le polyndme (h) a des propriétés trés intéressantes
poty 2k-2 ,

(Weinberger [197]) que nous allons étudier.

Posons

£
(19 Q, 0 = da1) 1 Z nh L, (i-'g)
i=0

On peut remarquer que pour-€=2k—2 on retrouve bien le polyndme (5-17)

Théoréme 5-3-1 :

Le polyndme Qﬂ (h) vérifie la relation de récurrence

(5-20) | Qp () = (h+D) Qp_; (h) - h(h+l) Q'p_, () £=1,2,...
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Dégonstration :

* Montrons d'abord le lemme suivant :

Les fonctions L, vérifient la relation de récurrence :

k
(5-21) (k-1) L <_—+1> a1 <-—+1+1) (KL i)
k k+1 2
pour i=1l._ .., ,k et keN
‘Explicitons le premier membre de (5-21)
= (k-1) L (K4) 4 (141) 1, (K441
L (g + x (2
" Qui s'écrit encore d'aprés (5-3)
i-1 i
(k-i) § (s syk-1 1+i j PPN S |
= DT Cﬂ DY @D+ %E?%%T_ } cp (-1 (i-3+1)°
j:o j=0
ou encore e
i i
(k (k-1) § j-1 j-1 (1+1) i R
j=1 , ‘ j=0

On a les relations :

j-1 _J J o pd ktl-j
Cx Ck+1 1 et g ~C

k k+1 - k+1

On peut donc écrire :

S j j=i,. . k-l (k1) 3= (14+1) (k+1- J)
LE e § Ck+l -0 G-+ k+1
j=1

e
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¢ | - DI o) R (Geia1)

Démontrons maintenant le théordme 5-3-1.

D'apres (5-19) on a :

= (fhtl) Qpq () - h(h—l)-Q/e_l (h)

£

- N =5 | £-1 . , i
Z («e—l) h L,e+1 (T - i) +/8' Z— (1fl) h Lag+1_

i=0

Utilisons (5—21) pour k=f@l, H s'écrit :
by
= /e' i {-e_—l. i £ - 1
i=1
Par définition des fonctions L, on a :

k

£+l + 1) @+1) LB 5 (- £+2 +1)

Donc :
=4 L(Bﬂ) Lpio (2> + (3+1) Z bt L£+2
Y
- ey ZE:: wlry Gl - Qp )
=0

et le théordme 5-3-1 se trouve démontré.

" C.Q.F.D.

_i]
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Tl svdgme 5-3-2

Les racines du polyndme qe(h)>sbnt toutes réelles, négatives et

distinctes. Les racines de qegh) séparent celles de Qg_l(h);

Ce théoreme a été cité sans démonstration par Weinberger [19],

Nous allons faire un raisonnement par récurrence.

Le théoréme est vrai pour Q1 (h) et Q2 (h), en effet leurs racines

sont -1 pour Q1 (h) et —3 732 et —O 268 pour Q, (h (h).

Supposons que le polynémélqe’i (h) ait ses£-1 racines distinctes
et négatives. Soient § i l -2—1) avec (€ 1 < § < 0) ces racines. Soient

ai (i= 1,,.. ﬁ 1) avec (a 1 < oy < O) 1es racines de Q‘e L (h). On a toujours °

o; €18, 155, [1 L 2,01,
D'apres (5-20) on a :

__ga(h) = &, Un+1) (h-g))...(h-gp 1) -Kyh(htl) (heg))...(h-gy )

Posons

e

~

"
)

s
i

7 ) (g (hegy )

G2

~

=

~—
i

= Kph (b-1) (h-a;)...(h-ap ,)

Les racines Ny (i=1,...,0) de Qp sont les abscisses des points

d'intersections des graphes de H et G.
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I 1 . .
\j) —_€-¢ ] §i+1’ gi [ alors G(x) change une fois de signe.
1 %i [ donc ;1 existe n, e] @ 1 % f
(:)— %"Ej §i+1,'§. [ alors G(x) change de signe dans 1'un ou 1'autre
des intervalles ] §,+1,

2'] et [~ Z> g [ il existe donc
tel que G(hi+1) H(ﬂ ) “ '

ni+l

C)-E:= §l, H(x) a alors une racine double et ne change pas de signe
dans fE a1’ §l 1], comme G(x) change de 81gne dans chacun des intervalles
1€ s € § s g il ex1ste n et ﬂ. dans chacun de ces intervalles
7141 -1t +1 i

tels que G(ﬂi+1) = H(ni+l)‘et G(ni) = H(ni)-

C) § < _Q < 0 ; dans ]51, Or H(x) change de signe en —‘%'alors que

G(x) garde un signe constant, il existe donc M €]§ » O tel que G(ﬂ ) = H(n ).

Comme il ne peut exister de racines positives pour Qgﬂx) (car tous

ses coefficients sont positifs) et qu'on vient de montrer qu'il existe £-1

racines négatives ni telles: que :

. . _ 1
on a forcément une racine nee]—m, 52—1[ telle que na— ﬁ;‘(car Qe(x) est un

polyndme & coefficients symétriques).

Le théoréme 5-3-2 est donc démontré.
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Désignons par h, (i=1,...,2k-2) les racines du polyndme Qe _9°

On suppose h1 < h2 < h3 < e & h2k-2 < 0 avec

(5-21") h, = —1 (i=1,...,2k-2).

T by g4

La solution particuliére de 1'équation homogene (5-14) s'écrit donc :

2k-2
L E * i .
5-22 , =W, - c* h (j=-k+1,...,n+k-1)
(5-22) Vi ™Y ; p P .
p=1

(5-14).
b) Solution particulitre de 1'équation avec second membre.
Désignons par 6 (£(x)) la différence divisée de la
h,s...,h,,
1 2k-2
fonction f sur les points hl""’th-Z et posons‘;
) » xp+k—2 si p+k-2 > 0
hl""th-z
(5-23) y_=

0 | si p+k-2 < 0
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(Remarquons que *p =0 ‘pour p g k-2)

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 4,

=)

- * = _-1— : = -
(5-24) v Vg ® g Ey j=-k+1l,...,n+k-1

est une solution de l'équation aux différences finies (5-14).

Démonstration :

Lemme :

On a la relation :

k-1 L, () o
(5-25) } Yoricy T (D - %5 1,370,....n
Pkl 2k |

BT

hece

Considérons 1'équation aux différences finies

4o

J ¢ Py T Ry

k-1 L 1 si i=j - - -
(5—26) ‘ ® _M = § =
/ i+p LZk(-k+1) 1,3

p=-k+l « B 0,si 1] "

j représente une quantité fixée prenant les valeurs 0,1,...,n.

i représente la variable qui est un nombre entier variant de O a n.

(5-26) peut encore s'écrire :

2k-2 LZk(p—k+1)

® &

ip-ktl L, (kD) 7 Uiy i,5=0,...,n
)

P
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Faisons le changement de variable x=i-k+l, on obtient :

% -
E%:% Ly, (p-k+1) §=0,...,n
o e =5
s T Ly (kat) o Paekeel, § x=-kHL, ... ,nkel

LZk(p~k+1)
ou en posant a = =Y

(3=27) oy Ay Py T A Byt A g P T Syeer,y IT0eeeom

Les fonctions hxl, hxz,..

aux différences finies homogeéne dérivée de (5-27).

"hx2k—2 sont des solutions de 1'équation

Une solution particulidre de (5-27) peut s'écrire
(Guelfond [4] page 305),

t+1 t+1 t+l
hy Ry ... o S
\ 1 |
I J |
Vt+2k -3 b t4+2k-3 | t+2k~3
hy B, STT.... by ts

X X X
x-1 hy By weevees BT,
(5-28) Px = Tttk-1,
t=-ktl pttl pE+l pE+l
' l ' 2 % ¢ 8 ¢ 0o : 2k-2
[ f
| [} 1
b E+2k-2 b t+2k-2 ' t+2k -2
h]_ h2 000000 th—z
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ou encore (on a des déterminants de Van Der Monde)

t+1 s b4+l el b+
2k-2 - B b BT
r . x . . . . .
x-1 =i D7 RT ) ped2k-3 [ee2k-3 pt+2k-3 §t+2k-3
Z 1 T r+l1 2k-2 5
- Tt+k-1, ]
ekt (b, b, ... h. OF O n) J
172 °°r Pok-2 isp i
t+1
x=1  2k-2 (b gbpgyeebye gy 5T, (hy-n)
(-1" n* ' 11’p#r o1
— — xr ‘ ‘ t+ _ t+k-1,]
k+1 1 (hic.hr_lhrhr+loah2k_2). ar (hy h))
i >p
x-1  2k-2 e 1 .
o B et %%%? (yr_yp) t+k-1, 3
p=1
p#r
3011:_21(”2 pXitk-2 )
Zk-g si -j +k'-2+x50
=l (hn)
p=1 " P
pFr

0 , si J+k -2 4+x0




"~ 90 -

Ce qui peut encore's'écrire d'apres la définition des différences

divisées.

Sij HK -2 +x50
(5-29) - 0, =

0 o | si-j+k-2+xg0

D'aprés la définition (5-23)

®, = wx-j comme ®_ est solution de (5-26) on.a :
E Yorieg L, "0,y BIT0nem o CED.
p=~-k+1 2k

Le théoreéme est'une conséquence 1mmed1ate du &emme,

- Vérifions que v (dans (5-24)) est bien une solution de (5- 14).

k-1
Yoo Z Z @

J = ; v p+i ¢p+1 J L2k(—k+ly
p=-k+1 . p=-k+1l h=0 ’

et d'aprés (5-25)

= 6 .= ’='
J ? 'yh ik v pour i Q"i"n

h=0
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c) Obtention des coefficients V.,

Posons
: k-2 h j+k-2 , '
(5-30) n, = E : jEZ
- ] = 1)k &2 (h_-h,)
t= 1
t#r

Montrons le théoréme suivant

Théoréme :
La solution de 1'équation aux différences finies (5- 14) verlflant(s 15)
s'éerit :
j+k~3 y, k-1 Y
Gl vi=) L (&)~ L e T TG Mgty

r=1 i=1

pour j=-k+l,...,n+k-1.

Les Ci (i=1,...,k-1) sont les solutions du systeme de k-1 équations

a k-1 inconnues :

k~1 y n y
. 0 r k
Y = L e A\
"(5 32) E *i+n-k+j Cj LZk(_k+1) . ¢i+n + z . L2k(—k+1) ¢i+nwk—r

j=1 r=0

pour i=1,,.,,k-1.

Démonstration : La solution générale de (5-14) peut s'écrire :

2k -2
(5-33) v, =¥ _ > c* nd j=-k+1,...,n4k-1.
J ] r r

r=1
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On doit chercher les 2k-2 constantes C*r.(r=1,...,2k—2) telles que

vj (j=-k+1,...,n+k-1) vérifie (5-15).
La condition (5-15) é'écrit :
2k-2

(5-34) ATy, = Akv - ) c” A hi = 0 pour j=;k+1,...,51,n—k+1,..,,n-l

Mais d'apres (5-24), on a :
= y
k- % k h
A = —
vy T o ; Vinm L, (&t
h=0

In k

(5-35) = —_— AT,
L2k(-k+1)

j-h

™~

=
I}
(o)

La différence progressive Ak wj-h dépend des fonctions

B . 1 p -
wj—h’ Wj—h+1’°°7’»wj—h+k ; or d'aprés (5-23)
¥ = O pour p ¢ k-2, on aura donc :

k
A Wj—h = 0 pour j-h + k « k - 2 avec h=0,...,n,

Soit :
(5-36) Ak ¢j—h = 0 pour j=-k+l,...,-2 quel que soit h entier de [O,n],

On aura donc, d'apres (5-35)

k
A V? = 0 pour j=-k+l,,.,.,-2
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(5-34) va donc s'écrire

2k-2
(5-37)  aFwv o > ¢* 2w =0 pour jek4l,...,-2
] T r
r=1
2k-2
(5-38) ak V?— % C*r ak th = 0 pour j=-l,n-k+l,...,n-1
r=1

. h k-r : 2k-2 .
¢ r - kr E Ci h r
(h_-1) Tr(hr—hp) =
p=1l.2k-2
pFr
On a donc :
2k-2 2k-2  2k-2 p k-2
} ® ] E Z r
C"_ h” = C,
;:El ’ ’ r=1 i=1 ’ (hr_l)k:”»(hr“h )
» p=1,,2k<2 P
p#r
2k-2
- ; Ci nJ+l
i=1
(5-33) s'écrit alors :
2k -2
*
- vV, = -
(5-39) ; vj ;7 Ci nj+i
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On va donc chercher les Ci'(i=1;};;,2ke2)’vérifianf :

2k~2
k
- A = =4 -
(5-40) ? Cr nj+r 0 pour j=-k+l,..,,-2
Cr=1 . .
et
2k-~-2
. k * Ak = 1=
(5-41) Y 5" E C. ﬂj+r 0 pour j=-1,n-k+l,...,n-1
r=1

D'aprés la définition (5-30) de ﬂj on a :

k _ .
A nj+r = ¢j+r pour j+4r 3 -k+2

La condition (5-40) peut donc s'écrire :

2k -2

(5_42) Cr \l’j'f'r = 0 pour J=-k+1gvov-o:'v_2
r=1

Comme ¢j+r =0 pour j+r ¢ k—2i_

On aura ¢j+r =0 pour r=1,,..,k et j=-k+l,,..,-2

On peut donc prendre
“ktl T Ck42 T tvr TiCppip T O pour wériffer (5-42)..

L'équation (5—41)‘s'écrit_alors,;
. N

k. x E k . .
ATV - Cr A ﬂj+r”“~0 j=-1,n-k+1,,..,n-1,

r=1



Remplacons V? par sa valeur (5-24) ; on obtient (en remarquant

qu'on a toujours j+r y -k+2)

n y k
r k
- ———— | — =
(5-43) } L., (-k+1) 4 uj--r § Cr ¢j+r 0
2k
r=0 r=1 _
pour j=-1,n-k+l,...,n-1
Or on a
(Ak ¥ ) = 5 pour r=0 n
j-r’j=-1 k-1 ° “0O,r Yot

Donc pour j=-1, (5-43) s'écrit :

L gy (-k41) vk—l - € ¢r—1
= C, wk—l car ¢r-1 = 0 pour
r-1 ¢« k-2 ou r < k-1

) Yy
_ 0
(5-44) on a donc Ck = LZk('k+l)

Il nous reste & déterminer les constantes cl,cz,.”,ck 1°

Le systéme d'équations (5-42) s'écerit :

k-1 n
(5-45) > ¢y, =209 ¥ ——&'———Ak\v
r ' j4r LZkZ—k+l) Tl ik + L2k(—k+1) j-r’
r=1 r=0

pour j=n-k+l,...,n-1
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Faisons le changement de variable i=j-n+k ; (5-45) s'écrit :

k-1 . | n

k

(5-46) § c_ ¥ = o Voo o+ t: Af
T r Tidn-k+r LZk(-k+1) * Tign L, (~k+1) itn-k-r

diobtenir

r=1 r=0
pour i=1l,,..,k~1.

Le systéme de k-1 équations & k-1 inconnus (5-46) nous permet

1 coefficie P
es coeff nts Cl’ Cp 1

La solution de (5-14) et (5-15) s'écrit donc d'aprés (5-39)

k-1
v, = vE - c oM. o0 M our i=kal e
| j r g4r T L, (k+l) 4k P j yeoes
' = L2k
r=1 ; .
ou encore
j+k-3 k-1
T ‘l‘« yr yO
Vj - L j"'r L (*k+1) - Cr 'nj_l_r - L ("k‘l"l) (nj+k'¢j)
r=1 =1
pour j=-k+1,...,n+k-1
car wj—r = 0 pour r 3 j+k-2 C.Q.F.D.

§5-3 PROCEDURE ALGOL :

A ~ Procédure

L'obtention numérique de la fonction-spline d'interpolation dont le

graphe passe par les points (i,yi) (i=0,..,n) se fait en trois &tapes. On cher-

che d'abord les racines h, (i=1,..,2k-2) du polyndme QZk—Z (voir (5-17)),

&
R



- 97 -

On calcule ensuite les coefficients cj (j=1,.:,k=-1) en résolvant le systeme
linéaire (5-32) ; enfin les coefficients Vj (j=-k+1,..,n+k-1) sont obtenus

par la formule (5-31).

On peut remarquer que les racines du polyndme Q2k—2 peuvent &tre

calculées définitivement pour différentes valeurs de k, Il suffit d'ailleurs

de calculer k-1 racines d'aprés (5-21'),

Nous donnons les valeurs obtenues pour k=2,3,4,5 (les racines de

Q2k—2 ont été obtenues en utilisant la méthode de Newton).

k=2 -3.7320508
k=3 -23.203854 -2.3224738
k=4 -109. 30521 -8.,1596274 -1.8681796

k=5 -471.40749 ~-23.136040 -4,9566167 -1.6447438
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procédure SPLINE PTS EQUI (Y,N,K,NU) ; valeur Y,N,K ;

entier N,K ;

commentaire

tableau NU ; Coate
cette procédure calcule dans.NU[ =K+1,N+K-17 les coefficients

de la fonction-spline (5-4) prenant les valeurs Y[I7 aux points I (I varie

de 0 3 N). On suppose 2 ¢« K¢ 6 et Ny Kitl ;

début entier I ; tableau H[1:2¢K-2] ; aiguillage AIG := E1,E2,E3,E4,E5 ;

début

procédure GRESOLSYSLINE (A,B,X,N,IMP) ; ... voir annexe ..., ;

aller & AIG[K-17 ;

E1:H[17 := -3.7320508 ; aller & OUF ;

E2:H[1] := -23.203854 ; H[2] := -2,3224738 ; aller & OUF ;

E3:H[1] := -109.30521 ; H[2] := -8.1596273 ; H[3] := -1.8681796 ;
aller & OUF ; E4:[1] := -471.40749 ; H[2] := -23.136040 ;

HP3] := -4.9566167 ; H[4] := -1,6447439 ; aller a OUF ;

E5:H[1] := -1958.6430 ; H[2] := -59.989344 ; H[3] := -11.140867 ;
H[4] := -3.6740380 ; H[57 := -1.5122482 ; OUF ; |

pour I := K pas 1 jusqu'a 2yxK-2 faire H[I] := 1/H[2XK—1-I] ;

réel procédure ETA (J) ; valeur J ; entier J ;

N

commentaire cette réelle procédure calcule la valeur de la fonction
(5-30) ;
début réel S,T ; entier I,R ;

N s =0 ; pour T := 1 pas 1 jusqu'a 2yK-2 faire

début T := 1 j pour R := 1 pas 1 jusqu'ad I-1,I+1 pas

1 jusqu'd 2yK-2 faire T := Tx(H[I]-H[R]) ;
S := SHH[T] +(J+K-2)/(Tx (H[I]-D4K)
fin ; ETA := S ' ‘ »
fin ETA ;
réel procédure DELTAPRO (K;F,X) ; valeur K,X ; entier K,X ;

réel procédure F ;

commentaire cette réelle procédure calcule la différence progressive

de pas 1 et d'ordre K de la fonction F au point X 5



- 99 -

début tableau L[0:K] ; entier I,J ;

] pour I := 0 pas 1 jusqu'ad K faire L[I] := F(X+I) ;

pour J := 1 pas 1 jusqu'a K faire

pour I := 0 pas 1 jusqu'a K-J faire
L{1] := L[T+1]-L[1] ;

DELTAPRO := L[0]

éiﬁ DELTAPRO ;

réel procédure PSI (P) ; valeur P ; entier P ;

commentaire cette procédure calcule la valeur de la fonction (5-23) ;

début entier I,J ; tableau L[1:2xK-2] ;

N s8i P < -K+2 alors PSI := .0 sinon
début pour I := 1 pas 1 jusqu'd 2xK-2 faire
LLI] := H(1] * (P+K-2) ;

our J := 1 pas 1 jusqu'a 2xK-3 faire
pour I :=1 pas 1 jusqu'a 2xK-2-J faire
Ll1] := r]-L{141])/ W[ 1]-H[I+]) ;
PSI := L[1]
fin
fin PSI ;

réel T ; entier I,J ;

tableau FI[1:K-1,1:K-1],C,B[1:K-1] ;

pour T := 1 pas 1 jusqu'ad K-1 faire
FI[I,1] := PSI (I+l+N-K) ;
pour J := 2 pas 1 jusqu'd K-1 faire
début pour I := 1 pas 1 jusqu'a K-2 faire
FI[1,J] := FI[I+1,J-1] ;
FI[K~1,J] := PSI (J+N-1)

fin ;
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pour I := 1 pas 1 jusqu'a K-1 faire
début T := Y[O]XDELTAPRO (K,PSI,I+N-K) ;

pour J := 1 pas 1 jusqu'a N faire
T := T4Y[J]XDELTAPRO (K,PSI,I+N-K-J) ;
B[I] := T+Y[0]XPSI(I+N) :

fin ; GRESOLSYSLINE (FI,B,C,K-1,IMPOSS) ;

IMPOSS : pour J := -K+l pas 1 jusqu'id N+k-1 faire
début T := 0 ; pour I := 1 pas 1 jusqu'd J+K-3 faire
T := T+PSI(J-I)xY[1] ;

our T := 1 pas 1 jusqu'ad K-~1 faire
T := T-C[I]XETA(J+I) ;
NU[J] := T-Y[0]X(ETA(J4K)-PSI(J))

fin

'
fin

A4
fin SPLINE PTS EQUI ;

Remarques :

a) La fonction-spline ayant les coefficients vj (j=-k+1,...,n+k-1)

calculés a 1'aide de la procédure ci-dessus s'écrit :

. n+k-1 .
_ 2k .\ 2k-~1
s(t) = E TR (e-3)
o jm-k+1
OoOu encore
(5-47) s(t) = (2k-1)! g vj Loy (t-3)
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avec i = Max (-k+1, entier (t-k) +1)

et q = Min (n+k-1, —entier‘(i—tek))

(entier (x) = plus grand entier < x). .

b) Si on désire avoir & partir de 5-47 1'expression analytique de la

fonction-spline s* d'ordre k qui prend les valeurs y, aux points X, = at+ih

(1=0,...,n), il suffit d'"activer" la procédure SPLINE PTS EQUI (Y,N,K,NU) pour

obtenir les coefficients vj, L'expression de la fonction-spline est alors

(5-48) s¥ (t) = s((t-a)/h)
B - Efficacité :

Les essais numériques effectués nous ont montré que la procédure
ci-dessus ne donne pas de meilleurs résultats (en simple précision) que les mé-
thodes d'intégration locale du chapitre quatre. L'erreur sur s(t) est d'autant

plus grande que la variable t est plus prés de X Le calcul des vj (formule 5-31)

fait en effet intervenir d'autant plus de fonctions | que j est plus élevé,

L'erreur est donc maximum pour j=n+k-1,

La méthode demeure tout de méme trés intéressante, car les fonctions

k .. . B}
ﬂi, wi et méme A ¢i qui interviennent dans les formules 5-31 et 5-32 peuvent

étre calculées une fois pour toute (et avec une grande précision), pour diffé-

rentes valeurs de k et de i. L'obtention des coefficients vj (et par suite de la

fonction-spline s) devient alors trés simple & partir des formules 5-31, 5-4 et

5-48,
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CHAPITRE 6

EXTENSION DE LA METHODE D'INTEGRATION AUX

FONCTIONS~-SPLINE GENERALISEES

Nous avons étudié dans les chapitres quatre et cing deux méthodes
numériques particuligrement efficaces pour obtenir les fonctianspline d'inter-
polation. Nous allons voir comment ces méthodes peuvent s'étendre au calcul
des fonctions-spline généralisées. Nous nous intéresserons plus particulieére-
ment aux fonctions-spline obtenues au chapitre deux, Nous ferons une étude es-
sentiellement théorique de l'extension de ces méthodes, en essayant de mettre
4 jour les problémes numériques qui peuvent se poser pour leur mise en pratique

effective,

§6-1 METHODE D'INTEGRATION APPLIQUEE AUX FONCTIONS-SPLINE D'HERMITE.

Nous développerons la méthode pour les fonction-spline d'Hermite
d'ordre trois 2 titre d'exemple ; l'extemsion & un ordre k quelcongue ne pré-

sentant pas de difficultés théoriques particuligres,

A - Exposé de la méthode

Comme dans le paragraphe 4-3 du chapitre 4 nous allons chercher & ex-

primer la dérivée d'ordre 3 de la fonction-spline d'Hermite,

Nous rappelons (voir chapitre 2) que la fonction-spline d'Hermite

y , , 3 s
d'ordre 3 est parmi toutes les fonctions de H [Xl,xn] vérifiant
’

- ) ] = 1 i=
s(xi) y; ets (xi) v'y i=1,...,n
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“n (3),.,\?
celle qui minimise <S (t)] dt.
*1

Propriété 6-1-1 :

(6-1)

(6-2)

(6-3)

(6-4)

(6-5)

La fonction-spline d'Hermite d'ordre k qui vérifie :

= 1 - 1 s
s(xi) y; et s (Xi) v'y (i=1,,..,n)

vérifie aussi les 2n-3 conditions suivantes

5 (3)
$i(t)s (£)dt = § y' = Bi pour i=1l,..,,n-2

‘ X
0% 105540

et

X
/nq<t>s(3’<t>dt=< Vo) 4R (x x )y ayt ) =
y Vi Vi 2 i TR Y g T
../Xl
pour i=l,...,n-1

Avec

y.(e) = 8 (x-t)

L %1% 40 +

et

Q. () = l'(x -t) (t-x.) 7
i 2 i+l + i+
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Démonstration : : Corn

Le développement de Téyldr’d'ofdfé k"de‘ié.fohction S‘.peut‘s'écrire :

X
n

ST = s G + 5" Gex) + o) 5P (orae

i

Prenons la différence divisée de la fonction s' sur trois points

XKy g% (i=1,...,n-2) on obtient d'aprés (6-1)
X
¥ (£)s P ()de = 6 y' pour i=1,.,.,n-2
i X, X, 3 X,
< i77i+l 7 i+2
1

ce qui démontre (6-2)..

Ecrivons d'autre part le développement en série de Taylor autour du

point x, (i=1,...,n-1) de s et-s', on a :

S ' x-x)2 &
(6-6) s(x)ms(xi)=s'(xi)(x-xi)+s”xi) —-§£——' er £§§El—— S<3)(t)dt
i
o .S NS
(6-7) s'(x)—s'(xi)=s"(xi)(x—xi)+ (x—t)s(B)(t)dt
X
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En combinant ces deux équations on obtient :

(x—xi) /
(6-8) — <s'(x) - s'(xii>— KS(X) - S(Xi{> = - s'(xi) (x—xi)

X
+—§-/ (2005 - ce02] P (0

X,
i
Soit pour X=x, . en remplacant s(xi) et s'(xi) par leur valeur et

en simplifiant

X
’ Q, (e 3(3)(t) dt = (y, - )+ Lk, x) (vy'.+y',..,) pour i=1 -1
! YiVip? T 7 Fia ¥ VY gt/ pou seeesn
X

1
C.Q.F.D.

On vérifie facilement (voir démonstration de la propriété 4-3-3) que

les 2n-3 fonctions ¢i et Qi sont linéairement indépendantes. En utilisant la

propriété 4-3-1 on sait que la fonction g qui vérifie

pour i=1,...,n-2

TN
3
{}
™
'—I

b, (0 g () a

1
X
n
J/ Qi (£) g (t) dt = ai pour i=l,...,n-1
1
X
o2
et qui minimise g (t) dt s'écrit
X
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n-2 n-1
(6-9) g(t) = % Kj wj (t) + g uj Qj (t)
3=1 =1

Vérifions que la primitive s d'ordre k de g vérifiant (par exemple)

les conditions s’(xl) =»y’1, s'(xz) = y'2 et s(xl) =y, vérifie toutes les con-

ditions (6-1),

D'aprés les réultats du paragraphe (4-3), la fonction s est telle que

s'(xi) = y'i d'autre part en utilisant (6-8) on a :

X
n

S(Xi+1) - S(xi)'=% (y'i+1+y'i) (xi+l—xi) tj/ Q; (£) g () dt

X

1

Soit d'apreés (6-3)

(6-10) s(x, ) - s(x,) =y i=1,...,n-1

i+l i i+1771

Comme s(xl) = yys on a aussi d'apres (6-10)

s(xi) =y i=2,...,n
La fonction s primitive d'ordre k de la fonction g vérifiant trois
des conditions (6-1) est donc la fonction-spline d'Hermite cherchée, soit

s = ge)

B - Algorithme :

Les conditions (6-2) et (6-3) wont nous permettre de déterminer d'une

maniére unique les coefficients Ki (i=1,...n-2) et Mi (i=1,.,.,n-1)
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Les conditions (6-2) et (6-3) peuvent en effet s'écrire :

-2 n-1
Xj (wj,wi) +-§ uj (Qj,wi) = Bi pour i=l,..,,n-2
j=1 . j=1
(6-11)
n-2 n-1
E Xj (¢j,Qi) +~§ uj (Qj,Qi) = o, pour i=l,...,n-1
j=1 j=1
. X
. n
avec (h,g) =J/ h(t) g (t) dt
x, ,

Le systéme linéaire (6-11) est un systéme "symétrique" de 2n-3

équations & 2n-3 inconnues,

Remarquons que les fonctions wi et Qi ont les graphes ci-dessous

A wl(t)

*i427%4

\ A

X, .-X,
i+l TiT b e e e e - - -

e e o o e 2

\ ot

X.
i i il il
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Soit
ai(t—xi) pour t:é[xi,xi+l]
= 1 _ i=1,...,n-2
v, (©) a', (¢ Xi+2) pour te€ [xi+1’xi+2]
0 » ailleurs
avec
a, = L a', = -1 et £, = x x
T TSy , = , . = X, =X,
i i(gi+'ei+l) i £i+l(£i+21+l) i i+l “i
L (x, ,-t) (t-x.,) si ﬁe [x.,x, ]
2 i+l i 1’7141
et Qi(t) =
0 ailleurs
On trouve :
1
(W, ,0,) = EYS S )
i’ 3( i+ i1
2
£i+l

G0, .
17+l 6£i<£i+1&i+1>2

3
N i
(‘[’i’Qi) - 24(214—1“1)
3
( 0O ) = i+l
IR i+1 24(Ei+zi+l)
2’
(Qi’Qi) = 156
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N . - . o P »
Le systéme linéaire & résoudre a 1'allure suivante :

A

]

!

]

- A B

]

I

1

!

v

A

§

1 .
K

; |

n ! 1 (! o

1

)

§

!

Vv

Ou encore :

]
™

AN +BuU

BTX + Dy

]
Q

Soit en tirant K de la deuxiéme équation :
-1 T
w=D" (o - BN

En portant dans la premiére équation on obtient

(A - BD"lBT) A =B - BD_la

. -1 N . 5 , . .
(La matrice D est trés simple & obtenir car D est une matrice dia-

gonale)., La matrice :

-1.T s . 1 21 2
F = A - BD "B est symétrique et tridiagonale ses éléments sont (tout

calcul fait)

o1 . _ Ay £ 5
PR _W— 3 . L. ., - '2
i, i 8¢ i+ i+1) i+1,i i,i+l 6(£i+£%+1) C£i+£%+l) 4(£i+1f i+2)

pour i=l,...,n-2
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La matrice colonne

g =8 - BD g

a pour éléments

(04
g, =B, - > —ig + %i%l- pour i=] n-2
i i Z 2 H\ L. L. rreeo
i 