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INTRODUCTION

Réaliser la synthése d'une fonction Booléenne incompléte
avec un ou plusieurs opérateurs donnés consiste & trouver un réseau dont les
organes sont uniquement les opérateurs spéeifids et dont la sortle est compa=
tible avec la fonction.

Il y a deux voles possibles pour aborder le probléme de
la synthése 3

- 1'une consiste & partir de la Ffonction f & réaliser,

telles que :

- Maj (81: 82: 83) = i

& rechercher % fonctions gl, ge, gj

Puis & recommencer le procédé jusqu'a obtention des varia-
bles, Nous avons appelé ces méthodes : méthodes de fractionnement, Ia deuxidme
vole consiste & élaborer & partir des variables des fonctions de plus en plus
complexes jusqu'd obtention de la fonction cherchée; nous avons appeld ces
méthodes, méthodes de composition.

Ies principales méthodes de fractionnement sont chronolo-
giquement celles de Cohn et Lindaman, celle de MYATA, celle de THOMA,.

La méthode de Cohn et Lindamen est résumée dans une formule
permettant par réductions de passer d'une fonction de n variables 3 3 fone=
tions de n-1 variables. C'est une méthode intéressante quand le nombre de variae
bles n'est pas trop élevé. Elle condult & des réalisations dont le nombre de
coucnes est hssez'élevé,

! ‘Ia méthode proposée par MYATA est ume variante de 1l'applica-
tion de la formule de Iagrange; elle repose sur la remarque sulvante :

si1 £ =AB+C)etsiB.C=0 alorsf = MJ (4,B,¢)

sif =A4BC siB+C=1 alors £ = Maj (A,B,C).

i




w L e

f(xsyyx) = X f(lsy:X) + X’f(O,Y,X)
on fera d'abord £ = Majix £(1l,y,X), x°£(0,y,X), 1/

puLs 3

x £{1,7,X) = x [y £(1,1,X) + y'£(1,0,X)]
on pose 3

x=4 3y f (1,1,X) =B; y£(1,0,X) =¢C
on a bien

x ¥ (1,¥,X) = A(B+C) avec BC = O,

Comme toutes les Tormules déduites de la structure canorigus.
la méthode est rapide, simple mais conduit & des réalisations coliteuses.

Citons encore la méthode proposée par THOMA, et consistant
4 supprimer une variable si la fonction est monotone par rapport & cette
variable (sinon on se raméne d'abord & ce cas).

Ta principale méthode de composition est celle d¥Ackers et
Robbins.,

Ackers et Robbins présentent la fonction sous forme d'un
tableau. Ils remarquent que ce tableau doit satisfaire & certaines conditioms
pour que la fonction soit réalisable; ces conditions sont en falt les comiis
tiong de sous-imparité. Par adjonction de colonnes nouvelles (les complémenit::
des variables, O et 1) ils obtiennent un tableau satisfaisant. Une fonction
est alors représentée par une colomme de 1 et de O et une solution par une
colomne de 1.

Si les algorithmes proposés par Ackers et Robbins sont diisi=
cilemept applicables dés que le nombre de lignes et de colomnes du tableau
est élevé, cette notion de tableau, les régles d'élimination introdultes
sont & la base de toutes les méthodes par composition.

Citons encore les travaux d'Amarel Cooke et Winder recherc
P+l

2p+L°

En ce qui concerne la recherche d'un réseau de cofit minimal

par fractionnement des réseau pour les fonctions du type S

le probléme se trouve résolu dans le cas des réseaux arborescents par




le théoréme d'amélioration du & Monsieur le Professeur KUNTZVMANN.
L'algorithme qui en découle a été programmé et se trouve exposé au
chapitre 2.

Ie but du travall fait ici est double H
- Rechercher des propriétés des réseaux de coiit minimal et borner
supérieurement ce cofit.

- Mettre au point, programmer et comparer des algorithmes de syntheése
permettant de tralter un assez grand nombre de variables.

Dans le chapitre 1, on s'est efforcé de dégager certaines
propriétés des fonctions impaires croissantes, générées par composie-
tion de 1l'opérateur majorité. Toute fonction n'appartenant pas & la
famille impaire croissante sera transformée en une fonction de la
famille.

Ies chapitres? et 3 sont consacrés & 1'étude d'algorithmes
de synthése et & la comparalison des programmes correspondants.

Dans le chapitre 4 on a utilisé les propriétés du chapitre
1 et les algorithmes du chapitre 2 pour :

- rechercher des propriétés des réseaux de cofit minimal

- obtenir pour certaines fonctions particuliéres des réseaux de cofit
aussi faible que possible.

- obtenir pour le nombre de couches et le cofit des bornes supérieures

augssi faibles que possible.

o
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CHAPITRE - I -

GENERALITES

DEFINITIONS ET PROPRIETES.
DECOMPOSITION DES FONCTIONS IMPAIRES.
GENERATION DE FONCTIONS PAR L'OPERATEUR MAJORITE.

INTRODUCTION AUX METHODES DE COLONNES
TABLEAU ASSOCIE A UNE, FONCTION REALISABLE.







I - DEFINITIONS ET PROPRIETES

T I . . T I )

L'opérateur majorité est un opérateur & % entrées et

une sortie qui réalise la fonction Booléenne :

f =xy + xz2 + yz (:;}

"Il y a d'autres expressions Booléennes équivalentes &

la formule :

- £ = (x+y)(x+2z) (y+2)
e f=xy+2z2.(x07y) 3

les formules (EZ)et duales 1l'une de l'autre font
immédiatement apparaltre des propriétés de 1'opérateur.
- les entrées x, y, z sont permutables : 1l'opérateur
donne une fonction symétrique par rapport & ses
% entrées.
- la fonction de sortie est croissante par rapport &
chacune des entrées:
¥ ' = 81 1'on fait en particulier y = x ou a
o f=x.x 4+xz2+Xx.2=X
- On ne peut obtenir le complément d'une entrée par
1'opérateur majorité.




I]=1=5bh = Definition par les opérateurs a seuil,

Un opérateur a seuil est un opérateur & p entrées,

une sortie, caractérisé par un nombre arithmétique S appelé seuil

et p nombres oL, » “2’ oo up respecti#emenxs affeetés aux entrées

i, 2, ... p, et appelés poids.
L'opérateur & seuil ainsi défini a pour sortie ¢ une

fonction des entrées Xys % eees xp définie de la maniére suivante

b
1si > %o Xy 2 S8
i=1

2,
- f

it

- f 0O dans les autres cas.

i

Z.,désigne une somme arithmétique :

fl

oy xi = “i si xi = 1, = 0 si xi 0]

seull a

g

L'opérateur majorité est alors défini comme un opérateur
% entrées, une sortie, dont le seuil est 2 et les poids :
ml = m2 a’aj = ] |

Soit : f=1 si x+y+2 =22 Il s'agit ici d'une somme

arithmétique des valeurs
des variables.

£f=0 si x+y+2 <2
On retrouve la forme algébrique : pour que x+y+z > 2
il faut et il suffit que deux au moins des trois variables soient
égales & 1; ce qui s 'exprime en Booléen par : Xy + %z + yz = 1.
Notation - Dans toute la suite on désignera par "Maj (u,v,w)" la fonc-

tion sortie d'un opérateur majorité dont les entrées sont

u, v, W.




I = 2 - FONCTIONS IMPAIRES - L[12]

I -2~ a=- Définition : Une fonction f(X) est impaire si

o e e exy e #2300 W ) €53

£ (X) =£ (X) = £°(x*)

Ces fonctions sont encore dites auto~-dusles,

J]«2=b= Ezopriétés e

- De deux points symétriques de l'hypercube, l'un appartient &
1'ensemble représentatif de f, l'autre pas.
Fn effet : si £(X) =1 ona f£5(X) =1 =£"(X")
d'od £(X’) =0
- Une fonction impaire de n variables compte toujours 2np1

points dans son ensemble représentatif.

- Conséquence de la propriété précédente :
2 fonctions impaires ne sont jamais liées par une inégalité
f > g ou g 2 fT.

Exemples de fonctions impaires :

f(x) = x est impaire ; f(x) = x° également
£(x%y,2,t) =x(y> +2° +t’) +y z’ t’ est impaire.

I -2 «c - Ecriture des fonctions impaires :

Soit £(x.X) une fonction impaire; comme pour toute
fonction on peut écrire :
f (x, X) =xf (1, X) + x° £(0, X)




-5 =

Ecrivons la conditions d'imparité pour £
£(x, X) = £(x, X)
Soit : x £ (1, X) + x°£(0, X) = [x + £(1, X)I[x* + £(0, X)]
x £ (1, X) + x°£(0, X) =x £(0, X) + x°£(1, X)

i

faisons x = 1 ; 11 vient s

£ (1» X) = fx (O.v X)

Réciproque :
Si f(x, X) est une fonction de la forme s
£(x, X) = x g(X) + x’g" (X)
Alors f(x, X) est impaire.

En effet s

F(x, X) =[x + & X)Ix* +g (X) ]

il

i

x g(X) + g5(X) . x* = £ (x, X).

I1=2=4 = Developpement en ¢ d'une fonction impaire

Soit £(X) une fonction impaire et ¢(Y) une fonction
quelconque donnée; aucune hypothése n'est faite sur X et Y; les deux
ensembles peuvent avoir des composantes communes ou non, 1'un &tre
inclus dans 1'autre ou non.

On se propose de chetcnér guelles conditions devront
remplir deux fonctions y(X, ¥), g(X, ¥) pour que 1l'une des deux

écritures ci-dessous soit possible :

1} ) =o(Y) . ow(X, ¥) + o’ (Y) 8(X, X)

2 £(X) =(Y) . v(X, ¥) +8 (X, ¥)




Pour cela nous dresserons un tableau comportant les
colonnes f, @, ©’, ¥, O} sur chaque ligne on met les valeurs respec-
tives de f et ® et on en déduit les valeurs que doivent prendre §
et &, lorsque la valeur de ¥ (ou de &) est sans importance nous in-
diquerons cela par le symbole habituel d'indétermination c'est=d-
dire 4.

Cas de 1l'écriture 1

£ ©® o’ ¥ €
1 1 0 1 [
1 0 1 @ 1
0 1 0 0 &
0 0 1 [} 0

¥(X, Y), (X, Y) sont déterminées comme 2 fonctions incomplétes dé-
finies par :

o(Y). £(X) < v (X, ¥) € £(X) + o’ (¥)

I
e’ (Y). F(X) € o (X, ¥) € £(X) + 0 (Y) ;
v ! '

Ecriture 2“
£ cp ¥ O
1 1 i} [ Y +0=1
1 0 ] 1

( 0 1 0 0

o . 0 '] 0




On voit qu'ici la détermination de ¥ et € n'est pas compléte; en ef=-
fet sur tout point XY de 1l'hypercube correspondant & la lére ligne
du tableau (£(X) =o(Y) = 1) ¥(X, Y¥) et © (X, Y) sont déterminés 1'un
par 1l'autre.

81 X et Y sont tels que 1l'on choisit ¥ (X, ¥) = @ il
faut ©(X, ¥) = 1 ce qui, joint aux conditions de la deuxiéme ligne

donne :
¥(X, ¥) + (X, ¥) 2 £(X)
6(X, Y) est déterminé par ses deux bornes;

¥(X, Y) est déterminé seulement par une borne supérieure,

ce qui nous donne les relations définissant y(X, Y) et o(X, Y)

@’ (¥) £(X) sl & (X, Y) < £ (%)
IV I Yy (YY) < f(X) +e’(¥)
£(X) <€ ¥ (X ¥Y) +8 (X, V)

Cas particulier : o(Y) est impaire :

Si @(Y) est impaire on peut prendre
y (X, ¥) = 6 (X, ¥)

En effetrs
v ‘. .
Eeriture 1 : & (X, ¥) < ©(Y) + £(X) entraine & (X, Y) 2 ¢(¥).f(X)

ox, ¥) > o' (¥) . £(X) entraine 65(X,¥) < o’ (¥) + £(X)

f

soit P(¥).£(X) € X ¥) < @ (¥) + £(X)




En se reportant a la 2&me indgalité du sys{;‘eme I on voit que Gx(X,Y)
est une solution pour ¥ (X, ¥)

£(X) = p(¥) . (X, ¥) +0°(¥Y) & (X, ¥)
III

o’ (¥) . F(X) g oX, Y)< o (¥) + £(X)

Ecriture 2 : & (X, ¥) < £(X) entraine Q;E(X-, Y) > £(X)

® o (x ¥)> ¢ (¥) . £(X) entraine 6" (X, ¥). € £(X)4’ (¥)

d'aprés @ &* satisfait & la condition de borne supérieure sur

d'aprés e®(X, Y) > £(X) entraine &(X,¥) + (X, ¥) > £(X)

e*(x, Y) satisfait bien & toutes les conditions sur v (X, ¥).

£(X) =0 (Y) &X, ¥) + oX, ¥)

@P’ (¥). FX) < o (X, ¥) € £(X)

Exemple £(x, ¥, 2z, t) = xy’ +xz + xt” + y’at’

p(x, ¥y, 2) = Xy + xz + yz

N

P+ =x+yz+ 2zt
£+ @’ =y +xz +2’t" +x’z" + xt’
of = xz + xyt’

@’f =xy'z’ + x’y’'z J°
Ecriture 1 xy’z’ + xX’yzt’ € € € x +yz + 2zt
prenons O = x + zt’ o = xz + xt?

xy' + Xz +xt’ +y’zt’ = (Xy +x2 +yz) (%2 + xt°) + (X°y’°+ X’2°+ ¥y 2°)

(x + zf’)




Ecriture 2 xy'z" +x’y'zt’ £ & g * + xz +xt’ 4+ y'zt’

‘XY
prenons ¢ =xy’ +y’at’ & = vy’ o+ xz 4+ xt’

= (xy + xz +yz2) (y+xz + xt°) + xy’ + y’=zt’
Remarque : Dans le cas ou 1l'on utilise 2 fonctions ¥ et @ est=1il possi=
ble de choisir Vv = @ 2
C'est impossible; en effet posons U=y = 6 -

On obtiendrait quelle que soit 1l'écriture :

f g U g ¢t

Soit ¥ (X, ¥Y) =€ (X, ¥) = £(X)

I - 3 - FONCTIONS SOUS IMPAIRES [12].

@ a6 £ an o oo an ey e

£(X) est une fonction sous impaire si
£(X) . £(X°) =0

Conséquence : De deux points syméiriques de l'hypercube’un au plus

appartient & 1'ensemble représentatif de f£(X).
- 8i £(X) est une fonction sous impaire il existe au moins une fonc-
tion impaire h(X) telle que : -

[

v h(x) 3 £(x)

o o o s e o 3 L D P o o B G A £ M 4 0 54 £ 2 G 1 R 5 5 50 o £ £ o B 3 2 5 B e o 4

Pour que la fonction £(X) soit sous impaire il faut

et 1) suffit que tout couple de monSmes m1

f(X), ait au moins une lettre commune apparaissant sous le méme as=

s> M, compatibles avec
<

pect dans les deux monOmes.
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Démonstration.

e Condition}nécessaire oo

Supposons que les deux mondmes m1 et m2 n'aient pas

de lettres communes sous le méme aspect.
Appelons X1 les letires communes & m1 et mz,

Elles apparaissent dans m, sous une forme que nous noterons X1 et

, 1
dans m, sous la forme opposée que nous symboliserons par X’1.

X2 sont les lettres directes de m_, n'apparaissant pas dans m..

1 2

X*’% sont les lettres accentudes de m, , n'apparaissant pas dans m,,
Y2 sont les lettres directes de m2, n'apparaissant pas dans ml.
Y’ sont les lettres accentuées de m., n'apparaissant pas dans mi.
7 est 1'ensemble des variables n'apparaissent ni dans m, ni dans m,.
les ensembles de lettres X1, X2, X3, Y2, ¥3, Z sont disjoints 2 a 2.
On a :

m1 =X1L . X2 . X’3

m, = X1 Y2 ¥'3

Considérons les cdeux mondmes b, et u,
[~4
Mg X1 .X2X’3Y2 Y32

Mo, = X1 X°2%3% .Y27Y'32

)

¥

ona M i < m < f
My < m, < f

Moy et M o sont compatibles avec f; or ils représentent 2 points

symétriques de 1'hypercube; il y aurait 2 points symétriques X et X’
pour lesquels on auralt

£(X) = £(X°) = 1

ce qui est impossible puisque £(X) est sous impaire.




== Condition suffisante == ‘
Soit £(X) donnée par une somme de mondmes tels que
deux d'entre eux ont toujours une lettre commune sous le méme aspect.
Soit X un point de 1'hypercube ol £(X) = 1.
Soit m, un mondme tel que ml(X) = 1,

1

Soit alors m2 un mondme quelconque compatible avec
£(X); puisque m1 et M, ont une lettre au moins en commun sous le

méme aspect on a ¢ mg(xﬂ) = 0

Ceci étant vrai quel que soit m, compatible avec fj
on en déduit g
£{X*) =0

Ia fonction £ est done sous impaire.
Corollaire.
ies fonctions impaires étant un cas particulier de

fonctions sous-impaires, la propriété est vérifiée par les fonctions

impaires.

I = 4 - FONCTIONS CROISSANTES (RAPFELS)

T = 4% = a - Définition f£(X) est une fonction croissante, si, pour

D EB I EH RN D EH eI D €

X2 3 X on a : £(X2) = (A1)

Conséqﬁenceéﬁ
‘7 Une fonctlion croissante posséde une éeriture en sonme
mes de produits, sans lettre accentude.,
Tous ses monOmes premiers sont donc croissants et
comme il n'y a pas de consensus possible, ils sont tous obligatolires ;
d'ou :

= Une'fonction croissante posséde une base premiére unique.
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I =4 = b~ Points caractéristiques 4’ une fonction croissante [12].

On appelle points caractéristiques de premiére espéce
d'une fonction croissante, les points de 1'hypercube dont le mondme
de Lagrange est obtenu en ajoutant a chaque monSme‘premier de la fonge
tion, les lettres manquantes sous forme accentude.

Ia donnée des points caractéristiques de premiére

espéce suffit 4 déterminer entiérement la fonetion,

I = 5 = FONCTIONS IMPAIRES ET SOUS IMPAIRES CROISSANTES.

I =5« a -~ Poinctions impaires croissantes = Définition.

£(X) est impaire croissante si elle est & la fois impaire et croise
sante, Comme fonction croissante elle posséde donc une éeriture
sommes de produits sans lettres accentuées et tous ses mondmes pree

miers sont obligatoires.

Beamoy e

Ecriture développée en x d'une fonction impaire
croigssante. .
Soit f(x, X) une fonction impaire croissante; f£(x, X) peut s'éerire :
fx, X) = x g(X) + h (X)
ou g(X) et h(X) sont des fonctions croissantes.
. En vertu de 1l'imparité on a :
Fx, X) = £=(x, X) - soit
xg(X) + h(x) = [x + £ (x)] hﬁ(X) = xh#(x) + gn®,

¥

Si on fait x = 0o on obtient
h = g h
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D'ol une écriture possible 3
ol h(X) est sous impaire

(g) f(x, X) = xhx(x) + h(x) \ croissante puisque hx(x)>h(x)

Cette propriété est caractéristique des fonctions impaires croissantes;
en effet, si une. fonction croissante peut s'éerire suivant la formile
{i) avec h(X) sous impaire croissante, elle est impaire croissante

car par dualité (1) redonne f§E =

Exemples de fonctions impaires croilssantes.

f(x) = x est impaire croissante
£(x,y,2,t,u) = xy + X2t + XU + yzu + ytu est également impaire

croigssante.

I=5-= ¢ - Beriture développée en ) d'une fonction impaire croissante.
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Soit £(X) une fonction impaire croissante; si %(Y) est une fonce
tion impaire croissante domnée (X et Y étant quelconques) on a vu
au I-2=daqu'il était toujours possible de trouver une fonc=
tion 6 (X, Y) telle que :

@O 2 = ov) FX ¥) +6 (X, V)

& (X, ¥) étant définie par : o©°(Y) . £(X) € & (X, ¥) € £(X)
On remarque immédiatement que © est sous impaire. Est-il possible de
trouver © (X, ¥Y) croissant et satisfaisant & la formule 1 2

¥ \

Ceci ‘est toujours possible; en effet appelons g(X, ¥)
1'enveloppe supérieure croissante de o’ (Y) £(X).
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Par définition de l'enveloppe supérieure croissante on a :
gX, ¥) > o’ (Y) . £(X) |
f(X) est croissante et f£(X) = o’(Y) . £(X); g(X, ¥Y) étant la
plus petite fonction croissante supérieure & ¢’ (X) . £(X) on a :
g(X, ¥) € £(x)

g(X, Y) est une solution pour © (X, ¥).

Remarque 1.
Tl est trés facile de déterminer g(X, Y) sans passer
par o’ (Y).
En effet, posons k(X, Y) = o(¥) . £(X)
/r?(x, 0 - m). n(X, ¥) =’ (¥Y) . £(X) ;
on a : £(X) = k(X, ¥) +h (X, ¥) |

£(X) étant croissante 'f(x) = £(X) = k(X) +’ﬁ(x, Y)

/N : - N
h(X, Y) peut &tre considérée comme la somme des monSmes i ajouter
a k(X, ¥) = (YY) . £(X) pour obtenir f£(X).

. AN
d'ou : h (X,¥Y) = g(X, ¥).

Remarque 2.
Aucune hypothése n'a été faite sur X et Y; en parti-

culier 1l pourralt trés bien se produire le cas ou g(X, Y) = £(X)
exemple : f = xy + xz + xt + yzt

" Copo=uv + uw + VW

of = (uv + uw + vw) (xy + xz + xt + yzt)
Pour obtenir f on doit ajouter a o0 £ tous les mondmes de £. Un tel.
développement est trivial. Nous allons donner une condition pour que

ce cas ne se produise pas.
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Théoréme. v
Pour que dans le développement d'iune fonction impaire croissante
f(X) par rapport & une fonction impaire croissante w(Y),de la forme
£ = o(¥) ¥ (X, ¥) + v (X, ¥)
on puisse trouver ¥ * # £ 1l faut et il suffit qu'un mondme premier
de ¢ soit diviseur d'un mondme premier de £ ou égal & un mondme
premier de f.

Démonstration.

--Condition nécessaire ==
Nous avons vu gue pour obtenir 1l'enveloppe supérieure croissante de
o’'f on pouvait prendre la somme des mondmes qu’il faut ajouter &
f pour obtenir f.

Si aucun monSme premier de ¢(Y) n'est diviseur d'un
mondme premier de f(X) ou égal & un mondme premier de f(X) le pro=
duit (YY) . £(Y) sera formé de mondmes tous divisés par des mondmes
premiers de f.

== Conséquence ==
Pour restituer £ il faudra ajouter & of tous les mondmes premiers
de f A v
a'ol : o’ f = g(X, ¥) = £(X)
Or toute fonction croissante Y* (X, Y) permettant 1'écriture vue

plus haut est définie par :

)

’ 8(X ¥) < v X, ) < £(x)

on auralt ¥° (X, Y) = £(X).

-=Condition suffisante ==
Si un mondnme n de (Y) est,soit diviseur d'un mondme premier de
£(X), soit égal & un monBme premier de f(X), le produit o(Y) . f(X)
restitue ce mondme premier de £(X) soit m; pour restituer la fonction

f(X),{il ne sera pas nécessaire d'ajouter & ®(Y) . £(X) le mondSme m.
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d'ou :
g(X, ¥) < £(X)
on peut donc en particulier prendre w*(x, Y) = g(X, Y) et on a
_ ®
bien Y . f.

Remarque . ,
L'écriture #in-i obtenue est impaire croissante en

v, X, Y.
Exemples de déVeloppementso

) = £ =Xy + xz 4+ xt + yzt
® = Xy + Xz + yz
P Ff=xy +xz +yzt d'ou £ = @ Ff +xt
£ =@(x +1t) +xt = (xy+xz +yz) (x +1t) +xt

it

B) - Xy + Xz + xt + yzt
@ =3y + xu + yu

®er = Xy + Xzu + xtu + yztu ; f =0 Ff +xz +xt + yzt

soit ¢ £ =0 (xy + xz + xt + zt) + xz2 + xt + yzt

I =5« d = Fonctions sous impaires crolssantes.,

Nous avons vu gqu'une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction soit sous impaire est que deux mondmes quel-
conques, inférieurs & la fonction,aieht une variable en commun, sous
le Wéme aspect dans les deux mondmes.

“ Dans le cas des fonctions sous impaires croissantes,
cette propriété se traduit de la maniére suivante :
Théoreme.
Une condition nécessaire et suffisante'pour qu'une somme de mondmes
sans lettre accentuée définisse une fonction sous impaire croissante
est que tout couple de monc~es compatibles avec cette somme ait une

lettre directe commune au j

a4




Condition nécessaire,
Ia condition de sous imparité est que 2 mondmes quelconques aient

une lettre commune; les mondmes définissant la fonction étant croise
sants, cette lettre ne peut €tre que sous forme directe.

Si deux mondmes sont compatibles avec la somme ce
sont soit des monlmes de la somme, soit des multiples des monOmes
de la somme; ils ont donc nécessairement au molns une lettre directe

commune .

Condition suffisante.
Ia somme de mondOmes croissants définit une fonction croissante;

cette somme étant telle que deux mondmes quelconques compatibles
avec elle ont une lettre commune, la fonction définie est bien sous

impaire.

Corollaire.
Ies fonctions impalires croissantes étant des fonetions sous impaires

croissantes possédent cette propriété.




II - DECOMPOSITION DES FONCTIONS IMPAIRES
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II - :» = DEFINITIONS ET PROPRIZTES.

Il = 1 = a - Définitions.

L X R Y

Décomposition disjonctive. Une fonction Booléenne f(X) posséde

une décomposition disjonctive si on ‘peut la mettre sous la forme :

£ =g L), 21
YUzZ=2X ;YnZéﬂ

Si Y se réduit & une seule variable le cas est

trivial et n'est pas considéré comme un cas de décomposition.

Somme directe. Une fonction f£(X) posséde une décomposition en somme

directe si on peut la mettre sous la forme :

£(X) = g(¥) + h(z)
YUZ=X 35¥YnN2=46¢

Produit direct., Une fonction £(X) posséde une décomposition en pro=

duit direct si on peut la mettre sous la forme :

£(X) = g(¥) . h(z)
YUZ=X 5YnzZ=¢
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II - 1 = b = Propriétds.

Décomposition des fonctlions sous impaires,

Théoréme 1. =

Une fonction sous impaire ne posséde pas de décompom=-
sition en somme directe.

En effet, supposons que la fonction sous impaire £(X)
_puisse se metire sous la forme

f(X) = g (¥) +h (1)

Soit m, un mondme inférieur & g(¥);
Soit m, un mondme inférieur & h(Z);
m et m, sont tous deux inférieurs & £(X); ils ont done, puisque f£(X)
est sous impaire, une lettre commune au moins sous le méme aspect
d'aprés I = 3 = b. |
d'ou :

Ynz# g

Corollaire 1., ' =

Par dualité : une fonction sur impaire ne posséde pas
de décomposition eri produit direct.

Corollaire . 0 = »

' Une fonction impaire étant a4 la fols sous impaire et
sur impaire ne posséde pas de dépompOSition hi en somme directe ni
eh produit direct. '

Théordme 2. -

Si une fonction sous impaire f(X) posséde une décompo=-
sition en produit direct f£(X) = g(Y) . h(Z) 1l'une au moins des deux
fonctions g, h est sous impaire. '
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Démonstration,

Si gt¥) n'est pas sous impaire il existe deux mondmes
~premiers m, et m, de g(Y) n'ayant aucune lettre commune sous le méme
aspect.
g(Y) = m +m, +g (¥)

De méme h(Y)

i

E £
By +n, + hl(Z) n, et n, n'ayant aucune lettre

1 2
commumne ,
Diolt 3 £(X)

]

[ m o+ m, + gl(Y) 11 n, +mn, + hl(Z) ]

d'ot : m, n n, sont inférieurs a £(X).

1 e T By
m1 et m, n'ont aucune lettre commme par hypothése

ny et n2 n'ont aucune lettre commme par hypothése.

m, et n, non plus car Y N Z = @; de méme pour m, et n,.
Dol ¢ m, n, et m, n, n'ont pas de lettre commumne ce qui est impossi=
ble puisque £(X) est sous impaire.

Comme YN Z =g il faut que m,

lettre commme d'ou contradiction.

et m, (ou n, et ng) aient au moins une

1

Corollaire 2 - 1,

Par dualité : si une fonction sur impaire posséde une
décomposition en somme directe, une au moins des deux fonctions de

cetle somme est sur impaire.

Types de décompositions pour les fonctions impaires [14].

Si £(X) est une fonction impaire décomposable de la
forme g [v, 7 1a décomposition est obligatoirement de 1l'un des deux
types sulvants :

- g Ly, 2] impaire; ¢(Y) impaire.
- g (%, 2] = &’[w, 2°] ; ©(Y) paire.

{




Nous allons étudier les cas de décomposition de fonctions impaires
pour lesquelles g(®, Z), ®©(Y) sont impaires. Nous appellerons ces

décompositions, décompositions impaires.

II =~ 2 = DECOMPOSITION IMPAIRE D'UNE FONCTION IMPAIRE.

II = 2 = a = Condition nécessaire et suffisante de décomposition impaire.
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Pour que la fonction impaire f(x, X) posséde une décomposition impaie
re de la forme g Lo (x, ¥) 2z]il faut et il suffit que £(1, X)
posséde une décomposition de la forme

£(1, X) = U(Y). V(2) + U (¥) v&(2)

Dans ce cas

i

olx, Y) = x U(Y) + x* US(Y)
g, 2) =@ v(zZ) + 9 V(z)

--Condition nécessaire ==
| Soit la fonction impaire g(p, Z) donnée ci-dessus avec

® = plx, ¥) = x U(Y) + x’U*(¥).

Comme g est impaire, si on remplace dans g(p, Z), ol
par une fonction impaire, g [op(x, Y), Z] reste impaire.

Pour que g [w(x, Y), 2] = £(x, X) il faut que ceci
soit vérifié pour x = 1.
Sait g {@(1,Y), z] = £(1, X)

= u(y) . v(z) + v’ (¥) Vi (2)

Condition suffisante : f£(1, X) = U(Y) v(Z) + u (Y) . V*(Z)

xU(Y) + x’U%(Y)
Ww(zZ) + @’ V(Z)

i

Posons o(x, Y)
et glp, 2)

i
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On vérifie alsément que g [p(1, ¥), 2} = £(1, X);
Comme f(x, X) et g [m(x, Y), Z] sont impaires cela suffit pour que 1l'on ait :
f(x.v X) = S[Cp(xa Y)’ Z]

IT =2 = b = Qécomposition d'une f'onct_:gg.r_x crolgsante en x.

Soit £(x, X) une 'fonction impaﬁ.re, croissante en x; supposons
que f(x, X) possdéde une décomposition impaire; on a

£(1, X) = U(Y) . V(2) + U () . vE(2)
on a : . . , ;
glos 2) = ¢ V(Z) + @' V(2)
plx, Y) = xU(Y) + x’Ux(Y).

Nous allons montrer qué s1 f(x, X) est croissante en x alors
& Lp, 2] est croissante en ¢ et @(x, Y) est croissante en x.

En effet, on a

£(1, X) > £(0, X)
Mais £(0, X) = £5(1, X) d'od £(1, X) > £(1, X)

ce qul entraine £(1, X) est sur impaire.
£(1,X) = U(Y) V(2) + U7 (¥) . V' (2) = [u(¥) + v (@)]

(v’ (¥) + v(z))
f(1, X) peut &tre considérée comme un produit de fonctions; pour que ce pro=
duit solt sur impair, il faut que chaque facteur soit sur impair.
D'ol ¢ - ,
o o UY) + V*(Z)' sur impair; U’(Y) + V(Z) sur impair
| D'aprés un théoreme vu en IL = 1 = b UY) + VE(Z) sur impaire

avec YN Z =@ entrafne que 1l'une au moins des deux fonctions est surimpaire.
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Supposons U(Y) sur impaire; U’(Y) est alors sous impaire
et cela entraine pour la méme raison : V(Z) sur impaire.

Soit u(¥) > vt s v(z) > vR(2)
o(x, ¥) = x0(Y) + x’vX(Y) + u(y) . v5(¥)
o(x, ¥) = x0(Y) + U%(Y)

@(x, Y) est bien croissante en x.

8@, 2) = 9 V(2) + V(@) +v(2) . V*(2)
=@ v(z) + V&(z)
g, Z) est bien croissante en ¢. D'ou :

Théoréme., Si la fonection impaire f(x, X), croissante en x, posséde une dé-
———p————

composition impaire g [qu, Y), 2] alors @(x, Y) est croissante en x,
g(p, Z) est croissante en ®.

Remarque 1 -
On a supposé U(Y) sur impaire; si V*(Z) est sur impaire
cela entraine U’(Y) sur impaire et on se raméne au cas ci-dessus
en posant U, (¥) = U’ (¥); vl(z) = v*(2)

Remarque 2 -
Puisque V(Z) > V*(Z) on a en fait comme condition
de décomposition : )
. £(1, X) = U(Y) V(z) + v¥(2)
U(Y), v(z) sur impaires,
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II - 2 - ¢ = Décomposition impaire d'une fonction impaire croissante,

Nous avons “u que si f(x, X), impaire et croissante
en x posséde une décomposition impaire g [ o, X), Z], alors :

- £(1, X) = U(Y) . V(2) + V¥(2)

- ©(x, Y) est croissante en x -

- ¢{p, Z) est croissante en ¥,

Nous allons montrer que si f(x, X) est croissante

alors ®(x, Y) est croissante et g(p, Z) est croissante.

f(x, X) étant croissante on a f(1, X) croissante
soit U(Y) V(Z) + V*(Z) eroissante.

Puisque U(Y) . V(Z) + V*(Z) est crcissante et que

YNZ=40»ysi zZ, > Z, on aura :

u(y) v(z1) + \f'i(z1 Yoz ule) v(z,) + V*(Zg)
ceci étant vral quel que soit Y prenons Y tel que
u(Y)=0
on a alors :
>
V(z,) > Vi) sz, > 7,

V*(Z) est done croissante; d'od V{Z) croissante.

De méme si Y, > Y, on a U(Y,) V(2) + vi(z) > u(y,) v(2) + vE(2)

on peut prendre Z tel que : .
. . V(z) = 1 V(Z) = 0; ceci est.toujours possible
puisque V(Z) est sur impaire; sinon on aurait V(Z) = V*(Z)

£(1,X) =»V*(Z) = V(Z) impaire
et f serait indépendante de ¥ et
u(y,) # U(Y2) U(Y) est croissante.
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D'ol :
'Théorémé -
Si la fonctlon 1mpaire cr01ssanxe f(x, X) posséde
une décomposition impaire on a :
£(1, X) = U(Y) V(z) + v*(z)
- U(Y) sur impaire croissante.

- V(Z) sur impaire croissante

i

xU(Y) + *(v) est croissante
® V(Z) + V°(2) est croissante en {o, Z)

®(x, Y)
g, z)

]

IT = 2 - 4 - Fonctions croissantes., Une condition nécessaire de
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décomposition,

Supposons f(x, X) = ykl(X) + ka(X) une fonction impaire,
croissante par rapport & toutes les variables.

Supposons f(x, X) décomposable sous la forme :

g [®, 2] =9 v(z) + v*(2)
P(x, ¥) = xU(Y) + US(Y)
YUZ =X Ynz=4g¢

On a : f(x, X) = x UV + vy + vE " (:)

Nous avons vu que U et V sont des fonections sur ine

i

i

paires croissantes.
¥ ' Pour rendre la forme (1) irréductible nous allons
faire dés'éliminations 3
ces éliminations sont d'un seul type :
- un mondme de V© est égal & un mondme de V ou un
mondme de UY est égal & un mondme de U.
Soit m, < V* et m

1 1

les mondmes du produit x U~ml seront éliminés par m1 de V*.

est aussl mondme premier de V}




Nous pouvons done dans xUV remplacer V{Z) par vl(z) obtenu en
supprimant m, ~dans V({Z). De méme un morbme .y est premier de Uﬁ{Y)
et de U(Y).
Alors m?v(Z) élimine_xmév(z) de »U{Y) . v(Z).
On peut done également remplacer U(Y) par Ul(Y).
b'ouw s
£lx, X) = x U (Y) L v, (2) + URY) v (z) ¢ VE(2)
Cette forme stant complétement réduitve, comme 11
n'y a 4u une vase premiére pour fix, X) on en déduit :
k (X) = U (¥) . v (2)

Dot uce condition nécessaire de décompositions

Pour qu'une fonction impaire croissante f(x, X) se
décompose =v g [opix, ¥), 2] il faut que, lorsque la fouction est
sous Fovime de pase vremifre, ie coeffolent de x S01T W

direct.

i une fonetlon iupaire sroissante écrite sous Jorms

premiére admst pour coefPiclent de x une fonetion sur
s elle e posséde pas de décomposition majoritaire de la forme
kit )a ZJ

Ceci sst évident puisqu’une Fonetion sur .mpaire ne

pas”de décomposlition en produit direct.

Exempls . F{X) = Xy + x2t + xz2u + XLu + ¥zt + yzu + ytu

Prenons le cosfficient de x:
¥ 4+ zt 4 zu 4+ tu cevte fonction est sur impaire dono pas de

prodult dirvect possible.

% et y dérant symétrigues 11 est lnutlle d'examiner y.
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Prenons le coefficient de z 1
xt +xu+yt+ yu= (x+t) (y+u) |
I1 y a une décomposition possible : .
f(z = 1,x, ¥, t, u) = (x+y) (t+u) + xy + xtu + ytu
= (x+y) (t+a)4xy.

Ia fonction est décomposable sous la fome :
g=0(x+y)+xy
w(z, t,u) = z(t + u) + tu.
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TIT ~ GENERATION DE FONCTIONS PAR L'OPERATEUR MAJORITE

e s «a

T

ITf = 1 - FAMILLE IMPAIRE CROISSANTE ET OPERATEUR MAJORITE.

IIT = 1 - a =~ Opération de composition [12].

o - s e G

L'opération de composition consiste & remplacér, dans
1'expression d'une fonction Booléenne, une variable par une fonction.
Exemple s f{x, ¥, z) = xyz2° + xX’y°z.
Formons la fonction h = f(g, y, z) avec g = xy’\+ tu
on obtient :
h=yz’tu + x’y’zt’ + x’y’zu’

ITI =« 1 - b = Opération de réduction [12).

3 0 €3 @0 o o BROR

L'opération de réduction consiste & égaler deux ou plusieurs
variables dans 1'expression d'une fonection Booléenne.

Exemple : f(x, ¥, 2, t) = xy + xz’ + xt + yz't

Si on fait la réduction z = y on obtient :

.
g

£, =xy+ xy' 4+ xt = x.

IIT = 1 = ¢ - Famille de fonctions L124,

Une famille de fonctions est un ensemble de fonctions, fermé
par rapport éux opérations de réduction et de composition.

Exemple Famille de fonctions croissantes, Ia réduction d'une fonc-

tion croissante donne une fonction croissante; si dams 1'expression d'une
fonetion croissante on remplace une variable par une fonction eroissante

on obtient évidemment une fonction croissante.

{




L'ensemble des fonctions impaires croissantes forme une famille.
Nous allons montrer que par réduction et composition de la majorité .
on obtient la famille impalre croissante.

Hzpothéses s Les seules quantités dont on dispose sont les variables

directes.

Théoréme 1 ~
Toute fonction impajre croissante peut tre générée par composition
de 1'opérateur majorité.

Démonstration.

Ie théoréme est vérifié par les fonctions impaires croissantes de
jbvariables au plus : en effet les seules fonctions impaires crois-
santes de 3 variables au plus sont x et Maj (%,y.2).

Supposons le vrail pour toute fonction impaire crois~
sante de n~1 variables au plus.

Soit £(x, X) une fonction impaire croissante de n
variables de la forme :

£(x, X) =x v (X) + ¢ (X)

¥(x) étant une fonction sur impaire croissante de n-1 variables, peut
gtre considérée comme une somme de p fonections impaires croissantes
d'au plus n-1 variables et p< n-1. Supposons p = 2.

on a : £x, X) = x [y, (X) + LOOT + v, (X) . v (%)

[4

= Maj Lx, v, (%), v,y (X) ]

Supposons que la propriété soit vraie si p < P, et supposons

P =D, + 1.
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onaf (x, X)=x{ v (X)+¥ (X +...+y¢ (X)+vy
Pot1 1 2 s Pot1

(x) ]

IO x{x[?l(X)-!-”a-e-‘i’po(X)] #1008, ()

¥ (x)
' Pota, }

+ Ypo+l(X){xEY1(X)+, .ot ‘i’po(x)] + oy, (XD, wpe(x)}

p

en posant £ (x, X) = x [¥. (X)+...+ ¥ X)) + v, (X)...y_ (X) ona:
Ps 1 Py 1 o

£ (x, X) =x [fp (x, X) + ¥

b x)] + fp (x, X) . Y, (xX)

o+l o) o+l o o)

£ (x: X) = Maj [xr f (xs x): ¥ (X)J
Pot+1 Po Po

Yp (X) est impaire croissante de n-i variables done réalisable

)

par hypothése;

fp (x, X) est de n variables; le coefficient de x étant une
softme d'au plus p, fonctions impaires d'au plus n-1 variables est

réalisable; d'ou f (x, X) est réalisable.
Pot1

Théoréme 2,

Moyennant les hypothéses faltes (variables directes
comme seules entrées de 1'opérateur majorité), la composition de
majoritéé.ne génére que des fonctlons impaires croissantes.

I1 est évident que toutes les fonctions générées sont croissantes
puisqu'elles peuvent s'écrire sans lettre accentuée.

Pour démontrer la propriété il suffira de démontrer
que la composition, par 1'opérateur majorité, de fonctions impaires

croissantes donne mne foniction imvaire croissante.
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Soient ml, me: ¥, - 3 fonctions impaires croissantes; d'apréé le

3 |
théoréme 1 elles peuvent €tre obitenues par composition de majorités.,
Pour que Ma] (ml, L wj) solt impaire il faut et il suffit que
. "

: % _ x
[Maj (cpl, ®, cp3) 7= (cpl P, + w0, cp3 + 9, cpj)‘ =
L4 * 38 ¥ *x *
@) + @) @ + )0, +05)

or ©,, me, mB étant impaires, on a :

i

% : I '
Py = 3 W = @, 5 9 =0

d'Ofl H [ Maj (Cpl,cpg,q;j) ]* = (CPJ_

+

D) (g +P5)(w, + 95)
Remarque : Comme on le volt facllement la réduction n'apporte rien de
plus puisque c'est une composition particuliére.

Conclusion : Avec les variables directes comme données disponibles, on
pourra réaliser par composition de majorités toutes les fonetions “

impaires croissantes et elles seules.,

L4

III = 2 - GENERATION DE FONCTIONS QUELCONQUES .

III = 2 = a -~ Génération de fonctions impaires non croissantes.
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Nous avons vu au début de ce chapitre que 1'opérateur majorité ne
pouvalt réaliser le complément; en d'autres termes la sortie réalise
une fonction croissante par rapport é'l“entréeq

‘ Si on met x & l'entrée la sortie sera croissante
en x.
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Si on met x’ & 1'entrée la sortie sera décroissante
en x.
Etant donné une fonction impaire non croissante en x
 soit f(x,X) elle s'éerit :

£(x, X) = x g(X) + x* g(X)
Si 1'on pose X’ =u on a :
Ck(x, u, X) = x g(X) + ug (X)
et k(x, x*, X) = £(x, X).

Si 1'on effectue cette opération pour toutes les variables non direc-

tes de X on aboutit & une fonction :
H(x, u, X, U) = x G(X, U) +u G1(X, U)

cette fonction est sous impaire croissante; en effet, le dédouble=
ment des variables 1'a rendue croissante.
2 mondmes de x G(X, U) ont en commm la variable x.

2 monOmes de u Gl(X, U) ont en commun la variable u.

Soit 2 mondmes 1'un de xG(X, U), 1'autre de uGl(X, U? £(x, X) est
impaire :2 mondmes ont toujours une variable .commune sous le méme
asmect; les compléments des variables X ayant été remplacés par U

2 mondmes ont toujours une lettre commune directe.

Remarquer On peut toujours ajouter a H des multiples arbitraires de

Xy Uy sans détruire la sous imparité et en conservant le résultat;

en effet :

’ » — - = »
H(x, x*, X, X’) = f(x, X). Xy Uy A=zOsiu =x",,

H(x, u, X, U) étant sous impaire croiésante»il existe une fonction

impaire croissante au moins ®(x, u, X, U) telle que

i

w(x, u, X, U) > H(x, u, X, U)
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d'ol 3
o(x, x°, X, X’) 2 H(x, x*, X, X*)

soit puisque :
H{x, x°, X, X°) = £(x, X)

olx, x°, X, X*) & £(x, X)

o(x, u, X, U) étant impaire ®o(x, x°, X, X*°) 1l'est aussi (la réduction
et composition de fonctions impaires donne des fonctions impaires)
d'ol :

o(x, x*, X, X*) = £(x, X).

Conclusion.
Si 1'on dispose comme données d'entrée des variables directes et des
variables complémentées, on pourra réaliser toutes les funetions
impaires. |

Dans toute la suite nous nous préoccuperons done

seulement de la réalisation de fonctions croissantes. Si une fonection
n'est pas croissante, on lui associera une fonction croissante obte=
nue par dédoublement des variables comme cl-dessus.

III. = 2 = b= géﬁéEiE&SEaQG fonction sous=impaires cggissantes
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(sur impaires croissantes).
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SZit ka) une fonction sous impaire croissante. Nous avons vu que si
1'on se donne uniquement les variables X, i1 est impossible de la
réaliser avec up résesu majoritaire.

Par contre, si l'on se donne, en plﬁs des variables, la constante O
comme entrée disponible, alors il est possible de réaliser f£(X)
comme intersection de fonctions impaires et par suite au moyen de
l'opé}ateur majorité puisque :

Maj (u; v, ¢) = uv.
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Par dualité la donnée des variables et de la'conétante~1 permetirs
de réaliser des fonctions sur impaires comme somme de fonctions ime

paires puisque :

Maj (u, v, 1) =u + v

Remarque.

IIT - 3 =

Pour pouvoir réaliser une fonetlon quelconque, il
sera donc nécessaire de disposer simultanément des deux constantes
O et 1.

FORMULES DE TRANSFORMATION POUR UNE FONCTION CROISSANTE INCOMPLETE.

L'idée est de considérer les constantes O et 1 comme
deux variables nouvelles u et. v et d'associer & la fonction crois=
sante incompldte £(X), une fonetion croissante incompléte g(u, v, X)
qui posséde des représentations majoritaires et télle que :

- Toute représentation majoritaire de g(u, v; X) devient une repré-
sentation de £(X) si on y fait : u=1; v = 0,

- Toute solution . ®(X) de la fonction incompléte £(X) se traduit,
par les mémes formules de transformation en une fonction
¥ (u, v, X) qui est une solution de g(u, v, X).

IIT = 3 - a = Rechérgge_de fonctions' impaires crolssantes cogpatibles

’ : avec une fonc}}gn_incompléte ecroissante dongég;

W L A TS e O R S S S N

Etant donné une fonction incompléte croissante £(X), donnée par sa
borne inférieure f£(X) et sa borne supérieure £(X), une condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction impaire
croissante compatible avec f(X) est que :

- £(X) soit sous impaire croissante.

- F(X) soit sur impaire croissante.
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Condition nécessaire. _
Elle est évidente : toute fonction (X) compatible
avee £(X) satisfait par définition & la double inégalité :

£(X) € oX) < £(x)

Si 1'on veut que ®(X) soit impaire croissante, £(X) étant croissante
il faut que £(X) solt sous impaire croissante, F(X) sur impaire crois-

sante.

Condition suffisante,
considérons la fonction £(X) + £%(X); cette fonction
est sous impaire eroissante. ' |
En effet, si elle ne 1'était pas, il exlsterait un

couple de points, symétriques sur 1l'hypercube, X et X’ tels que
£x) +FRX) = £(X°) + EFX) =2
Mais £(X) étant sous impaire croissante, £ *(X) également (car £(X)
est sur impaire croissante) ceci ne peut se produire que si @
£X) = F(X") = 1

£ *(X’) =1 = £ (X); soit f(X) = 0 ce qui entraine £(X) = 0
ce qui est en contradiction avec 1'hypothese Q(X) = 1.

I1 existe done une fonction impalre crolssante cp(X) telle que :

v '

®(x) Z £(x) + f *(x)
soit o(x) = £ X)

Par dualité on a : ®(X) < f(X) . £/X) soit
o(X) € £ (X)

da'ol : £(X) € o) < f (X).

[




JIT = 3 = b = Foncfions croissantes incomplétes quelcongues.
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Introduisons la variable suppiémentaire t et son complément t°
{t est en fait la constante 1 et t° la constante 0).
£(X) est donné par ses bormes £(X) et £(X)
Considérons les deux fonctions impaires s
g, (t, X) = t£(X) + £’ £(X)
gy(t, X) = t5(X) + ¢'F *(x)
et solent Yl Y2 H
*
Yl étant un prodult de fonections impaires est sous impaire. Il existe
donec une fonction impaire croissante g(t, u = 1] X) avec

g 2> ?1 ce qul entraine par dualité g < Y2

8 < Y,=8 +8 =tf+ £ soiteg[tu XI<tTX + 725X

Si dans les 2 membres on fait t =1 t"  =u=0 ona :

g(1, 0, X) € f£(X).
D'autre part :
glt, u, X) > ¥, =g, g, =tf + 3

> £(X) '

solt g(1, 0, X)
Toule soiution de Yl est donc une solution de f.

Solt maintenant o(X) une solution de £(X). Considérons la fonction
impaire ’

nit, X) = tcp+tcp
on a 3 £ < o < £ d'od m* 2 ?*

1 = = o B P
or 1'1, 8, - & = tf + t’f d'ou : h(t, X) }\yl(t,x)
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et comme h est impair, par dualité on a h < YT = Yy
Toute solution de f admet une transformée qui est solution de la

fonction incompléte, transformée de f.

IIT = 4 - CONCLUSIONS.

Ie probléme de la synthése des fonctions Booléennes
par der rdézcaux comportant uniquement des_opérateurs majorité se
posera donc pour nous de la maniére unique suilvante :

Trouver une fonction impaire croissante compatible

avec une fonction croissante donnée dont les bornes sont
- une fonction sous impaire croissante g pour la borne inférieure.

- la constante 1 pour la borne supérieure.
Par dédoublement des variables et par les formules de
transformation vues plus haut, toute fonction £(X) sera transformée

en une fonction g ayant ces propriétés.

Définition,
Nous appellerons fonction réalisable une fonction péssédant les
propriétés suivantes 3 |
= sa borne inférieure est sous impaire croissante

- sa borne supérieure n'est pas spécifiée.

Nous voyons que les transformations vues plus haut assoclent & toute
fénctién, une fonetion réalisable.

Il est bien évident qu'une fonction impaire croissante est réalisable.




Exemples ., 1= f£=xy+ xz +xt + yzt
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v - ;ﬁ?RODUCTION AUX METHODES DE COLONNES
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TABLEAU ASSOCIE A UNE FONCTION REALISABLIE.

L'origine de ces méthodes est l'article de S.B. Ackers
[3]. 11 introduit la notion de tableau et de transformation d'une
fonction en une fonction réalisable.

Nous ne falsons que rappeler ici sa méthode en abré=
geant 1'exposé et en nous servant des notions algébriques vues plus
haut.

IV - 1 - Tableau associé & une fonction réalisable,
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Soit une fonction réalisable donnée par sa Borne infé-
rieure £(X). Le tableau associé est en fait la liste des sommet.
caréetéristiques de lére espéce de f(X). Il s'agit d'un tableau
dont les colonnes représentent les variables et les lignes les sommets
caractéristiques de £(X).

On obtient le tableau ci-contre :

o B P XK
B O O P«
B O B O N
B O O o

-E £f= xy+x'y f=x+y

On a vu qu'il suffit de fabriquer la fonction :

X ¥yt u=x’ v=y’ w=t
11120 o o

g = tlxy + x’y’) + t’xy’ 0O 0 1 1 1 0
o d'ol le tableau 110 0 0 1 1

g =tf +t'T ¥ soit
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IV = 2 = Propriétés du tableau d'une fonction réalisable.
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Nous allons en fait retrouver sous une autre forme les
propriétés des fonctions sous impaires. Ia forme initiale de ces
propriétés (exprimée en termes de lignes et de colonnes) est due &

Ackers

Théoréme 1.
Deux lignes du tableau ont toujours au moins un 1
en commun dans une méme colonne. _
Cela traduit le fait que pour une fonction sous im-
paire croissante deux mondmes premiers ont toujours une variable

directe commune.

Théoréme 2.
8i deux lignes Ii et Ij sont telles que Ij >'Iﬁ, on
peut supprimer la ligne Li' )
En effet cette ligne contenant plus de 1 que LJ
correspond & un monSme non premier donc & un sommet non caracté-

ristique.

Théoreme 3.

Pour pouvoir supprimer une colomne x 1l suffit
d'avoir un ensemble de colonnes ayant la propriété suivante :
= sur tout couple de lignes du tableau:oﬁ x est la seule variable
valant 'l sur les deux lignes du couple, l'une au moins des colonnes
nouveliéS‘vaut 1 sur ces deux lignes.
- cet ensemble de colonnes peut toujours 8tre réalisé par des fonc-
tions une couche.

En effet, supposons Y‘= [yl, Vps vee yp} 1'ensemble
des colonnes nouvelles.

i
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81 cet ensemble satisfait & la condition corres-
pondant & x, on peut supprimer x du tableau sans que celui ci
perde la propriété de représenter une fonction réalisable; en effet
solit li 1J un couple de lignes :

- ou bien x_ = 1 sur ces deux lignes (xk # x)

k
= ou bien 11 existeun r 1< r < p avec ¥, = 1

sur ces deux lignes. _
D'autre part, soit li 1j un couple de lignes pour lequel x est
la seule variable & valoir 1 sur les deux lignes du couple.
Alors, il y a une variable Xy valant 1 sur 11, O sur 1

J

1? 1 sur 13.

yk_= Maj (x, xi, xj) vaut 1 sur les 2 lignes du couple et est une

il y a une variable x'j valant O sur 1

fonction une couche.

Remarque
Un cas particulier de cette propriété est la régle d'élimination

introduite par Ackefs :

- 31 une colonne 84 et une colonne x‘j sont telles que :
> .
X, xJ
alors on peut supprimer x

3
Exemple‘: f=xyz + xyt + xyu + xzt + xzu + xtu + yzt + yzu + ytu + ztu
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X ¥y z t u vy Vs
1 1 1 1 0 0o}1 1 Proposons nous 1l'élimination de x
2 1 1 0 1 0o}j1 1
3 11 0 0 1(1 1 .l.,.-(j,zvl-neraJ(x, Vs t) ou v, =
4 1 0 1 1 o1 o Maj(x, y, u) ou Vs =
5 1 0 1 0 1(0 1 Maj(x, z, t) ou v, =

Maj(x, z, u).

1 _
6 L 00 1 1111 il s v, = Maj(x, y, z) ou v. ou
7 011 101l1 0 25 5 | 2

vy OU Vg = Maj(x, t, u)

8 0O 1 1 0 110 1 : ‘
9 0O 1 0 1 1. 1 1 13.14; vl ou v4 ou v5 ou v6
10 0O 01 1 110 O

v1 et v2 suffisent car figurant dans les 3 coﬁpleso

L'adjonction de v1 et v2 permet alors de supprimer x,.
(ici on peut aussi supprimer y).




CHAPITRE - 2 =

METHODES DE SYNTHESE
I MINIMUM ARBORESCENT
IT METHODES DE SYNTHESE PAR COMPOSITION

IIT METHODES DE FRACTIONNEMENT
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INTRODUCTION

RESEAU_MAJORITAIRE

s 00 v o - 0 0 M A D 9 T o

Définition : On-appellera réseau majoritaire un réseau sans boucles,
ayant une sortie unique et dont les organes actifs sont uniquement
des opérateurs réalisant la fonction majorité.

Réseau arborescent. Un réseau majoritaire sera dit arborescent si chaque

sortié d'opérateur est entrée d'un opérateur au plus.

Colt d'un réseau majoritaire. On appellera cofit d'un réseau majoritaire

le nombre d'opérateurs majoritaires entrant dans la composition

du réseau,

COUT D'UNE FONCTION

U T O S0 0 O G G TR R A S S 4N D S T

Etant donné une fonction ®(X) on peut se proposer de
rechercher un réseau majoritaire dont la sortie soit compatible
avec ®(X). (31 9(X) est une fonction compléte la sortie réalise

®(X) ).
Cependant nous savons qu'une méme fonction peut &tre

représentee par plusieurs reseaux maJorltaires de colits différents,
On appellera cofit 4' une fonction le minimum du cofit
d'uﬂ réséag dont la sortie est compatible avec cette fonction.

Colit arborescent.

Ce sera le minimum du colit d'un réseau arborescent

dont la sortie soit compatible avec la fonction.
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I - RECHERCHE D'UN RESEAU ARBORESCENT DE COUT MINIMUM
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La méthode proposée est une généralisation par
Monsieur le Professeur KUNTZMANN d‘une régle
d'élimination introduite par Ackers & propos
des réseaux majoritaires.

I = 1~ AMELIORATION D'UNE SORTIE D'OPERATEUR.

| Soit un réseau arborescent quelconque et ei un opée
rateur de ce réseau.
Ia sortie de 61 réalise une fonction'fi(x) pour un
cofit arborescent c, . _
Améliorer la sortie de 84 par ‘rapport & ®(X) consis=
te 4 remplacer la partie de réseau située en amont de cette sortie

par un réseau arborescent de colt o, réalisant la fonction gi(x)

i
et satisfaisant aux conditions suivantes :

= £;(X) = ®(X) entraine g, (X) = ®(X)
-0y < c; ou 0i =y
valeur au moins de X telle que : @(X) # ¢

et gi(x) # fi(x) pour une

Théoréme d'amélioration.

Dans un réseau arborescent l'amélioration d'une sore

tie conserve ou améliore toutes les sorties situées en aval.

Démonstration,

Soit fi(x) la sortie de 1'opérateur 84

i

Soit gi(X) son amélioration.
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Soit 6, un opérateur situé en aval de 9

J

fj(x) est la sortie de 6, avant amélioration

J

gJ(X) est la sortie de BJ amélioréde .

Comme il s'agit d'opérateurs croissants on a
fj(x) = A fi(X) + B

Ie réseau étant arborescent A et B sont indépendants du réseau ei;

1'amélioration de sa sortie ne change ni A ni B; d'ol :
gy(X) = A g;(X) +B

Montrons que fj(x) = p(X) entraine gJ(X) = p(X)

solt : A £,(X) + B = p(X) entraine A g;(X) + B = o(X)

Ceci est vral si1 A = Q, ou si B = 1.
Reste le-cas A = 1, B = 0 soit 3
fi(X) = ¢p(X) entraine gi(X) = o(X) ,
ce qui est vérifié par hypothése puisque gi(X) est une amélioration
de £(X).

Conséquence.
Si la sortie de 1'opérateur 04 est non améliorable,

on peut obtenir cette sortie par un réseau arborescent de méme cofit
et dont aucune sortie intermédiaire n'est améliorable.

4

I = 2 - Appllcation 4 la recherche du minimum arborescent

Supposons - cannus tous les réseaux de cofit < k-1, non
améliorables par rapport & ¢p(X).

Construisons un réseau de cofit k; ce réseau est for=
mé de sous réseaux non améliorables par rapport & ?(X),
Soit £(X) la sortie du réseau.




Mise
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S1 £(X) est améliorable son amélioration est un réseau de cofit
inférieur ou égal a k. |
On trouvera donc l'amélioration d'une fonction en la comparant &
toutes celles déjé fabriquées.
Si £(X) est compatible aveec ®(X) alors f£(X) représente une solu=
tion arborescente minimale de o(X); en effet, car si f(X) est
améliorable, son amélioration est également compatible avec (X)
et aurait été trouvée d'abord.
| Il suffit donec de construire, relativement & ©(X)
les fonctions de colit 0, 1, 2, .... etc...
On ne conservera que les fonctions non améliorables et pour cela il
suffit de comparer une fonction de colit k avec celles déja exis=
tantes; 2 cas sont possibles si £(X) est améliorable :
- 1l'amélioration de £(X) est de colit inférieur & celui de f(x);on le
constate immédiatement et £(X) est éliminé, '
- 1'amélioration de £(X) est de colit égal & celui de £(X) mais n'a
pas encore été fabriqué.
f(X) est alors considérée comme non améliorable et retenue.
Si g(X) est 1'amélioration de £(X), on remplacera f£(X) par g(X);
d'o& la reégle:

Soit £(X) une colonne de colit k : elle sera supposée non amélio-
rable uniquement si aucune colonne de colit k existante ne 1'élimine.
Elle ne:'sera considérée comme définitivement retenue que lorsque
toutes les colonnes de colit k auront été fabriquées et qu aucune

ne 1l'aura éliminde.

en oeuvre pour les réseaux majoritaires.
Si £(X) est amélioré par g(X) relativement & p(X) on obtient, grace

aux conditions de sous imparité la régle d'amélioration.

i




- 47 -

Si £(X) est améliorde par g(X) alors :
- 51 oX) =1 f(X) = 1 entraine g(X) = 1

Soit s1 f et g sont les colonnes correspondantes du tableau :
= si1 colit £ > cofit g f < g

~
- si colit £ = cofit g f < g

D'ol la régle de mise en place d'une colonne f de cofit k-

Pour toutes les colonnes ¢, pour lesquelles le

colit est inférieur & k voir si 1l'inégalité :

ey > f
est vérifide’ s'il existe un 1, tel que ey > £, f est amélio=
)
rsble, ey est son amélioration et f n'est pas retenue.
(o]
- Pour toutes les colonnes e de cofit égal & k on vérifie
- - 8'11 existe un J, tel que :
¢ > f
J0
31 oui cJ est uné amélioration de £ et f est éliminde.
o
Sinon : on cherche s'il existe un Jl tel que :
c < f
Jq

Si ey existe elle est amélioré par f et on la remplace par celle=ci.
. :
¥ '
I«3 - E§emple de mise en oeuvre.

on o e

Soit & réaliser la fonction :

f =xy + xz + xtu + yzt + yzu
Nous formons le tableau de f et fabriquons les réseaux de colit 1
comme combinalsons de varilables :

i




=
{t

;= Maj (x, ¥, 2) 3 my = Maj (x, ¥y, t) ;m3=MaJ (x, y5 u) ;

i

Mag (x, z, t) ; mg=Maj (o 2z, u) 5 mg=DMaj (x, t, u) ;

My 5 |
m, = MaJ (¥, 2z, t) 5 mg=Maj (v, z, u) ; mg = Ma (ys t, w) ;
m o = MaJ (z, t, u).
Xy z t u m1 m,, m3 my, m5 n% ‘m7 mg m9 m o5
4 . // P

11000121t 1 o o oo le1 0o e
1 010o0lftjolfofr i1 o oo 0 poT
1001 1ffo} 1)1} |1 p1 bebo] o1yt
o111 offafatof1-jo o fTi{71| 1|1
01 10 2fft o1 jo f1 Fo JiriT1f a1,
m6,améliorée par X, t, U, m, gmj sy m5 est éliminde,

m7 et e, améliorées par y, z, m, sont éliminées,

1

m égale a m9 est éliminée.

I1 reste donc 6 colonnes de colit 1, non améliorables.

Nous alldns fabriquer les colonnes de cofit 2 en combinant 2 varia-
bles avec une colonne de cofit 1.

Afin de ne pas perdre trop de place,nous avons placé dans le tableau
clsdessous, uniquement les colonnes de colit 2 non améliorables et

qui sont au nombre de 4.

xtyl z) tiu m1 m2 m3 m4 m5 m9 mll‘ m12 m13 m14
11fojofjolfri a1 oo o 11114 1] o
1o 1jofoljritojo 1| ul]o 1 {14 o) 1
ifof o 1baffod 1 |12 2} o1} 1 4] 1) 1
Waf 1 afojl 2] 2o} 2] o} 1 {of 1) 1
of 14 1f oy 24 2§ oo f 2 f O} 1 } 1 0§ 14 2121
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On passe aux réseaux de cofit 3; ils sont obtenus de 2 maniéres :
-~ combinaison de deux variables avec un réseau de colit 2.

- combinaison de deux réseaux de cofit 1 avee une variable.

Dans les 2 cas on obtlient plusieurs sclutions; donnons en une de
chaque type :

f = MaJ (xs Y mll&)

e

X

1




IT - METHODES DE SYNTEESE HEURISTIQUE PAR COMPOSITION
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Principe commn & toutes lesaméthodgg par composition;a
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Une fonction réalisable f(X) de n variables sera
représentée par son tableau associé tel qu'il est défini au chapitre I.
Si o(Y), Y& X, est susceptible d'entrer dans la
réalisation de £(X), ¢(Y) sera considérée comme une variable nouvelle
et adjointe au tableau comme colonne supplémentaire; cette colonne
vaudra 1 sur la ligne Ly représentant le mondme m si o(x) > m, ,
0 dans le cas contraire.

On étudiera alors la fonction g(®, X) telle que si

v =o(Y) alors g [p(Y), X] = £(X).

g}assification des méthodes parnsgmposition°

A = Méthodes par élimination de variables

B = Recherche de colonnes obéissant 4 des critéres de distance.




- 51 =

IT - A - METHODES PAR ELIMINATION DE VARIABIES.

Définition de la majorité composée.
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On appelle majorité composée & p + 1 variables la fonction impaire
croissante :

M(yys ¥ps coen ¥) = X (yy + 05 + on +3) + Yy Vpoyy

I1 existe pour une telle fonction une réalisation de colit p.
En effet, soit

= Maj(x,
m, J( Yl, y2)
m, = Maj (x, m, yj)
mp = Maj (x: mp 1’ Yp)

. SRTEp—
¥y >m1 T2 oo Mpet ) M3y
Y, ¥y Vo

Propriété d'élimination des majorites composees

i 30 W KHR S G {308 €78 GV Q59 €D €19 RN G (LS 153 €1 030 £% K3 BN ORE TTY 4 CFD 6N B =3 €3 a0 oo o 11 o e "o . S 05D A A G O

v ' Etant donné une fonction £(X), représentée par son

tableau, 11 est possible avec une majorité composée & au plus n-1
variables, d'obtenir une colonne qui par rapport & une colonne x4
choisie du tableau :

- vaut 1 sur toutes les lignes 6& X = 1

= vaut 1 sur une ligne déterminée oi X, = 0




I,
J
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Soit f(X) représentée par le tableau ci-dessous.

x1 x2 e xp sans xn=1 xn
1 1 PRI N 0 0 Choisiﬁsons par exemple la
variable X et la ligne
T, =u . dnevicllo oo e
L - o - . » N ]/l
1 . . . . . 1
0 . . . . 1
O . . . 0 Soit p le nombre des variables
X. s X.s ... X valant 1 sur L.
. . . . . . . : 1 &) i
. . . . . . . Ona p =2 2
1 . Y . 1
Posons Y = [xl, Koo oo xp}

Formons M (Y) =x (X, + X_ 4+ ..o +X ) + X, X vo.. X
X, n 1 p

2 172 """ Tp

Mx(Y) = 1 sur la ligne I& puisque X, =X, = ... = X = 1 entraine

xl. x2.,. xp = 1

Soit une ligne L, sur laquelle X, = 1

J
D'aprés la propriété de sous imparité les deux lignes Li et Iﬁ
ont un 1 au moins en commun; supposons que c'est Xy
' - . i = g l .
Dlot : x X, =1 sur IJ et M (Y) aussi.

n

Mx (Y)w>"xn et satisfait donc bien aux conditions posées.
n
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IT - A = 1 = MAJORITE COMPOSEE : MINIMISATION LOCAIE.

II = A -1 = a = Principe.

- e 1 83 G0 €5 6

On se propose de trouver, pour une fonction £ de n
variables, un réscau .Lormé d'opérateurs majorité composée et obéise
sant aux deux lois suivantes

« 8i majorité composée de u

» U, ...u_intervient dans le résenu
1 2 P

alors

s W.s o.. U_ élimine u

1)= Majorité composée de U, U, b 1

2)= Cette majorité composée est la colonne de cofit minimum
éliminant u . '
On conviendra que les majorités composées entrant dans le réscou
d'une fonction de n variables ont au plus n entrées et sont donc

de cofit inférieur ou égal & n-2,

Définition d'un pas de 1'Algorithme.
On appellera pas de l'algorithme l'ensemble des opérations suivantes :
« 3'il y a p colonnes dans la table on recherche l'ensemble de

toutes les colonnes de colit minimal éliminant au moins une des p

colonnes et ce, de maniére & ce que chacune des p colonnes soit
éliminée par une colonne nouvelle au moins. Ies colonnes nouvelles
(au nombre de q par exemple) sont adlors adjointes au tableau qui

comporte' alors p + g colonnes.

Ies deux conditions de (i) vont nous permettre d'obtenir des pro-
priétés trés intéressantes car elles diminueront le nombre d'essais

et le nombre de colonnes & conserver.
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II = A - 1 = b = Convergence.
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Soit x une des colonnes initlales du tableau.
Supposons que x = O sur p lignes.

A la fin du ler pas il existe une colomne m1 avec

ml' > x
m1 est une colonne ayant au plus p-- 1 des p 2zéros de x. Au bout
de p pas au plus il y a ura une colonne n'ayant plus aucun zéro; en
effet, au 2éme pas m,, élimine m, donc a au moins deux des zéros de
x en moins, etc...

IT«A=1=2¢ = Propriétes a' limination.

23 03 O €D D 63 £ G0 G £5) T oD G0 o G € D €53 D g

Théoréme 1 =

Si Mx(Yl) élimine x alors quel que soit Y, 2,

on a 3

Mk(Yé) < Mx(Yi) sur toute ligne du tableau.

Démonstration.
Soit : Y, = {yl, Vps oo yp}

Y2 = {yl.’ ya) X ypj yp+l’ c e 0 yq}

’

Soit une ligne ou M (YQ) =1
? l

2 possibilités : x =Ooux =1
8ix =0 11 faut, pour que M (Y ) 1 que 1l'on ait :

1]

V=V = e =Y

= ,,. =y =1
d'ol YV, ST = aee =Y ?
1 2

P p+1
D 1 entraine

N&(Yl) = 1 sur cette ligne
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Si x = 1 alors par hypothése :
Mx(Yl) = 1
Corollaire. Si ,Mx(Yl) élimine x alors il est inutile de fabriquer
Mx(Yg) pour tout Y, O Y,.
En effet, Mx(Yl) > Mx(YQ)

et comme Y, O Yl (inclusion stricte) on a :
sy ° > ”~
colit : [Mx(YQ)] | Colit [Mx(Yl)]

Théoréme 2.
sSi MX(Yi, Y2) é1limine Y:L alors Mx(Yl) élimine égale=~

ment Y1 et cqﬁte moins cher,
Démonstration.
Y, =0y vy o s 3]
Y, = {yp+1, vee s yq}
Soituneligneoﬁyj=1 183 Sp

i

cela entraine Mx(Yl’ Y2) 1 sur cette ligne.

Six = 1 alors Mx(Yi) = 1 également sur cette ligne puisque
y‘j (3 Y1 et yJ = 1 sur cette ligne.
Six = Oﬁtialors Mx(Yl’ Y2) = 1 sur cette ligne entraine y, =y, =
Vp = Tppy = =00 = yq sur cette ligne d'ou :
yl = y2 =, ,, yp = 1 entraine

Mx(Yl) = 1 sur cette ligne.




Théoreéme 3.
Si Mx(Y) é1limine v; seul (y &€ Y) alors il existe un

Vi € Y tel que Maj (x, vy yk) élimine vy et colite moins cher que

Mx(Y), .
I1 s'agit d'un cas particulier de la propriété précé=
dante, le cas ou p=1.

Soit une ligne ou yy=1

2 cas possibles : x =1, x =0 _
Si x = 1 alors Maj(x, yj, yk) = 1 sur cette ligne quelle que soit Yy

8i x = 0 alors Mx(Y) = 1 entraine

il

Yy = e = yj= cos = yq 1 sur cette ligne et ceci

est vrai pour toute ligne ou x = 0, yj =1,
Conséguence : Quelle que soit y, &Y et y, # Yy
on a sur une ligne ou x =0 yJ = 1 s
Ma.J (xs yj’ yk) =1

Enfin, il existe au moins une ligne ou vy = 0 et Mx(Y) =1
cela entraine
= x = 1 sur cette ligne
- il existe un ykéi.(Y et valant 1 sur cette ligne;

enaghoiqsant cet Yy ona:
Maj (x, ¥y V) > ¥y

II = A - 1«4« Application : mise en oceuyre de_la méthode.

60w e ey B e s e o3 o o et

L'utilisation systématique du théoréme 2 conduirait
4 des structures différentes de celles fixées dans 1l'hypothése :

MX(Y) figure dans le réseau si elle élimine x.
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Par contre l'utilisation du théoréme 1 va nous pere

mettre d'éviter des essais inutiles.
En effet, soit Mx(Y) une colonne.

1) - 81 M _(Y) élimine x il est inutile de calculer la
valeur de Mx(Y’ Z).

2) si M (Y) est @liminde par M (z), M (z) éliminant x
il est inutile de fabriquer M, (¥, Y, ).

En effet, le seul cas ol Mx(Y, Yl) pourrait figurer
dans le tableau est :

MX(Y, Yl) élimine x.
Si x= 1 Mx(Y, Y1) 1 et Mx(Z)

#
-

i

stx=0 MY, ¥) 1 soit M (Y) =1
Mais Mx(Z) > Mx(Y) entraine pour cette ligne Z = 1 d'ou :

1 entraine Y

Mx(Z) > MX(Y, Yi)

Pour éviter que le cofit de N&(Y, Yl) ne soit inférieur & celui de

M_(Z) on fabriquera les colonnes par colits croissants.

Pabrication des colonnes : liste de réference

- o %D 0 e T G D e 0 00 00 £W £ £ G5 £ T O I €1 S G Y 6 D €D 0 ™ e i N0 e

Pour toute colonne Xy du tableau initial on fabriquera

les majorités composées M, (Y) par cofits croissants.
v ' i
B On placera dans le tableau les colonnes M (v)

éliminant x; et étant de cofit minimal. 1

D'autre part, on constituera une liste de référence.

Cette liste comportera les noms des colonnes Mx (Y):
' i
- qui éliminent Xy

- qui sont élimindes par une colonne éliminant X, -
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D'aprés ce qui a été vu plus haut, soit & fabriquer
Mxi(z). 81 M (v) avec Y © 2 figure dans la liste de référence,
il7est inutile de fabriquer MX(Z).

Au pas suivant, il est inutile de fabriquer les majoe
rités composées relatives aux variables initlales. On fabrique seu-
lement celles relatives aux colonnes nouvelles trouvées etc...

Jusqu'a obtenir une colonne de 1.

II - A =1 =¢e - Exemple :

o 13 e aes @ w0 G

X ¥y 2 t u m, m2 m3 m,
1 1 0 1 0 1 1 1 0
1 01 10 1 1 0 1
01 1 0 1 1 0 1 1
10 1 0 12 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1

Majorités composées relatives a x :

2 o € e0 on) ¢ms &30 a2 00 £ o oD £ en aR 06 @0 an

-M(x, ¥, z) élimine x et est & metire dans le tableau
donc dans la liste de référence également,

m o= M(x, ¥y, 2)

¥ [

J = M(x, y, t) est éliminée par m , on la met dans la
liste de référence.’ ,
- M(x, ¥, u), M(x, z, t), M(x, 2z, u) sont élimindes

par m, et prennent place dans la liste de référence.

- M(x, t, u) élimine x et est & retenir tant dans le
tableau que dans la liste de référence :

‘ m, = M (x, t, u)
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Relativement & x, toutes les majorités de cofit 1 figurent dans
la liste de référence; il est donc inutile de fabriquer celles de
cofit supérieur.

Majorites composées relatives a y.

Toutes celles de cofit 1 contenant x ont déja été
examindes. Reste pour le colit 1 :

M(y, z, t), M(y, z, u) sont éliminées par m

m o= Mx, y, z) = M (x, =)

m1 figure donc également dans la liste de référence relative & y;
d'

4

wﬂw,thMw,Lu)@ﬂmmtmmwe%&,ﬂéHMMy.
My, t, u) = m3 élimine y et sera retenue.

Toutes les majorités de colit 1 relatives & y, figu-
rant dans la liste de référence, il est inutile de calculer celles
de colit supérieur.

Magorités composées relatives_ & z.

0 o e o £ 0 6B o2 e

Toutes celles contenant x et y ont été vues: ce sont

my qui élimine =z et les autres sont élimindes par m ; elles figu~-

1
rent donc toutes dans la liste de référence relative a z.

Reste Maj (z, t, u) qui élimine z et est & retenir

my, =M (z, t, u) '

Relativement & z toutes les majorités de colit 1
figurent dans la liste de référence; il est inutile de fabriquer

les autres.
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m, élimine t et est de cofit 1.

C'est la seule majorité de cofit 1 éliminant + ; toutes les autres

sont & rejeter comme étant de cofit plus élevé,

yggorltés composées relatives a u.

- o R 033 ey o e D aam

m, élimine u; c'est la seule majorité de colit 1 éli-

minant u; il est inutile d'examiner les autres.

Pas suivant.

0 ar) €T €9 @ a0 oM o 6O B B

Parmi les majorités composées relatives a m1 on trouve

MaJ (m,, t, u) qui est une solution pour f.

DD

ITI - A = 2 - METHODE PAR SELECTION DE MAJORITES COMPOSEES :

PROGRAMME MAJOCO

Introduction :

Ia méthode précédante offre le méme inconvénient pra=
thue que celle de minimisation arborescente : au cours de la synthése
on est amené & conserver et par suite & manipuler un nombre considé-
rable de colomnes ce qui conduit & des programmes lents et pouvant
traiter un petit nombre de variables seulement.

Ia méthode présentée ci-dessous, conduit a des soluw
tions peut 8tre plus coliteuses que celles fournies par la méthode
precedenie mais conduit & un programme beaucoup plus rapide et per=

mettant de traiter un plus grand nombre de variables.
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IJT « A = 2 = a = Principe de la méthode
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Soit une fonction f(X) et son tableau; on construira

des colonnes nouvelles de la maniére suivante :
' = si xl, xg, .
un pas donné, pour tout iJ 1 £ i & myon recherche la colonne

);
Mx (Yi) qui élimine x. et qui est de colit minimal; on forme donc
ai%si m colonnes.

s X sont les colonnes du tableau &

i

A 1l'aide d'un critére de cofit et de qualité on choisit

1'une de ces colonnes soit Mx (Yj)‘ Cette colonne est alors adjointe

J

au tableau comme colonne nouvelle; par construction elle élimine xj;
on fait toutes les éliminetions possibles sur le tableau puis le

cycle recommence jusqu'ad obtention d'une colonne de 1.

Convergence,

Comme dans la méthode précédente, au bout d'un nombre
de pas au plus égal au nombre de zéros du tableau initial, on obtient
une colonne de 1.

II = A -2 = b= Mise en oceuvre de la méthode,
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Soit la fonction réalisable f£(X) représentée par son
tableau T, o |
Considérons le sous tableau Ti correspondant & la
varg.able.xl et obtenu de la maniére suivante.
Ti est formé de l'ensemble des lignes du tableau T
4 = 1; on fait Xy

T, > c'est-d-dire qu'on supprime la colonne x

pour lesquelles x = 0 sur ces lignes dans le tableau

i°
Sur le sous=tableau T.,-on cherche l'ensemble de

colonnes xi, Kps aoos xp satlsfalsant aux conditions suivantes :

1




w OP

= la fonction x4 + X + ... + xp vaut 1 sur chaque
ligne de T |

g
= il existe au moins une ligne du tableau T sur laquelle
la fonetion xl. x2 cevs xp = 1
= 11 n'existe pas d'ensemble x, , x, , X satisfaj-
11 12 iq

aux deux conditions ci-dessus avec q < D.
Si l'ensemble des colonnes X,, X.5 ... xp satisfait & ces conditions

1" 2
on a : (

[N&i(xl, - xp)] . f >g%rif H
-la colonne Xg est éliminée par Mx(xl’ oo xp),

Toutefols, nous n'allons pas adjoindre au tableau T

les colonnes N& pour toutes les valeurs de 1.
i
Introduction d'un critére de coit et de qualité.

On “rend comme colit de la majoritéjcelui trouvé’au
début de I - 1, ¢ est=d=-dire p-1 si la majorité composée est & p + 1
variables. '

Nous avons vu que, relativement & la colonne xi du

tableau T, la majorité composée Mx (Yi) avait la propriété suivante :
i
= c¢'est la majorité composée de colit minimal éliminant Xy

¥
- soit alors ki le cofit de cette colonne

= soit li le nombre de colonnes du tableau T éliminédes
par M (Yi), on a toujours 1, > 1 puisque M (Yi) élimine x

1 i i’
a4 la colonne M_ on attache la quantité :
i . i -
_ S
( oi -1
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Ceci étant fait pour tout. i on choisit la colonne Mx pour la=
quelle cJ est minimum, ' J

Cette colonne est la seule colonne nouvelle que l'on
adjoint au tableau T & ce pas. On fait sur le tableau T toutes ler
éliminations possibles et le cycle recommence Jjusqu'a obtention

d'une colonne de 1.

IT = A = 2 = ¢ « Exemple,

w0 €3 98 o G e o

Soit la fonction réalisable suivante dont oh ne donne
que la borne inférieure :

f(x, ¥y, z, t, u) = xzt + Xyt + yzu + xzu + tu

On la représenté par son tableau ci-dessous.

x{ ¥l z1 t] u

1y O] 11 1
1} 1] 0} 1

-
G A A

Nous allons rechercher les majorités composées éliminant

X, ¥, 2, t, u par la méhode décrite ci-dessus.

- Elimination de x; le tableau est formé des lignes Iﬁ’ 12, Iﬁ

Yy + 2z couvre le tableau; de plus yz = 1
sur 13 ol x =0 .

¥y z t u
0O 1 1 0 L

On retiendra done :

m =Maj(x, y, z) coit 1

On constate en adjoignant cette colonne

que x, ¥, z sont éliminés ; dtou c, =

3
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Pour 1'élimination de y et de 2z on trouve la méme fonction.
= Elimination de t, lignes I1, I2, 15

x z u On trouve x + u qui convient d'ol 3

m, = Maj (x,t,u) = Cofit 1

¥

0O 1 0

1 0 0 On constate sur le tableau de f que
N .

0o o 1 m, élimine x it t d'ol :

°t T 2
= Blimination de u : lignes I3, I4, IS5
x y z tt On trouve z + t qul convient :

m, = MaJ (z, t, u) = Cofit 1
m élimine z et wu d'ou :

0 oL
0 0 1 u 2
m = m = m, = Maj (x, ¥, z) a un facteur de qualité minimum,

On pose m, o= Maj (x, ¥, 2)
X ¥ b4 t u ml
1 0] 1 1 0 1 Ia
1 1 ¢} 11 0 1 I2
ot 1¢y13 o0l 1liz
1 o0 1f 011 }IA
. . ot o}l oj1}l1tolis
Aprés élimination de x, ¥s 2, on a Il = I2; I3 = IA4.

Il reste t, u, m‘,L et

Maj (t, u, ml) couvre le tableau; c'est done une solution :

f < Maj Ct: u, Maj (X, Vs Z)]
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IT - B - ADJONCTION DE COLONNES OBEISSANT A DES CRITERES DE DISTANCE.

Préliminaire. Dans la représentation d'une fonction réalisable par son

tableau, une solution est représentée par une colonne de 1. Nous
allons sélectionner par différents critéres des colonnes ayant le
plus de 1 _possible°

Définition . Soit x une colonne du tableau d'une fonction réalisable
f; on appellera distance de x & f le nombre de lignes de f
pour lesquelles :
x = 0

Une solution de f sera donc une colonne a distance O.

om0 D . T B 2R £ O £ G G 00 O D 30 G B0 &3 03 (0 % T S5 29 100 A QU F T 0GR G2 D 0 78 T

Cette méthode, qui conduit & d'excellents résultats
offre 1'avantage d'8tre trés simple tant dans son principe que dans

la mise en oeuvre.

IT = B~ 1« a = Principe de la méthode.

Etant donné un ensemble de colonne {cl, Cos vn cp}
du tableau d'une fonction f on adjoindra une colonne nouvelle c¢

, p+l
formée de la maniére suivante :
¥ g
Copp = Ma.j (ci, L ck)
1l igvp 1 £ 3 £ p; 1< k £0p

avec les 2 conditions suivantes :




a) quel que soit 1 Lr £ p on n'a pas

e, >

r cp+1

b) i, Jj, k sont choisis de telle sorte gque cp+1 soit

& une distance minimale de f parmi les colonnes nouvelles formées.

Si cp+1 = f cp+1 est une solution.

Sinon on recommence pour p + 1.

II = B« 1 « b = Mise en oeuvre de la méthode.
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Soient Xgs Xy eees X les colonnes du tableau de f
représentant les variables initiales.

On forme toutes les majorités de 3 colonnes :

u MaJ (x,, Xpys xj)

Yy —.Maj (Xn 2 *na1’ xn)
Pour chaque colonne U on calcule la distance de % a f soit d(uk).
On sélegtionne alors la colonne ukl de distance minimum & f.
Uy est compardea toutes les colonnes du tableau soit a Xys Xns o woes
X_ .
n .

S'il existe une colonne X, telle que
¥ B

>
Xr = uk 1

W est rejetée et on prend LI veuant ~ médiatement aprés dans
1'ordre des distances croissantes.

Soit ukj la colonne telle que @

-ukj

{

n'est éliminé par aucune colonne du tableau.
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- 5'il existe une colonne u, dont la distance & f est inférieure
a celle de ukj alors u, est é1liminé par une colonne X du tableau

de £ (xg > u)).

Ia colonne ukj est alors adjointe au tableau de f;

elle est appellée xn+1

°

Si a des 1 sur toutes les lignes du tableau

_ *n+1

c'est une solution de f.
Sinon on remplace n par n+l et le cycle recommence

Jusqu'a obtention d'une colonne de 1. '

II - B= 1 = ¢ = Convergence,

- - e T B T e

Nous avoms vu que toute colonne nouvelle inférieure
a4 une colonne du tableau est éliminée; si une colonne nouvelle cou-
vre seulement 2 lignes du tableau elle sera éliminée par une varia-
ble.

D'autre part, nous avons vu qu'étant donné 3 lignes

il y a toujours une majorité simple qui les couvre.

Conséquence :

Si le tableau de f est a P lignes, au bout de eg

pas au plus, tout ensemble de 3 lignes sera couvert; au pas sulvant

on trouvera au moins une colonne couyrant 4 lignes, etec...

Exemple ¥  * f =xy + xu + xzt + yzu + ytu

Dressons le ‘tableau de f.

Xy z t u m1
11 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1
1.0 1 1 0 0
01 1 0.1 1
01 ¢ 1 1 1
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Considérons la liste de toutes les majorités et donnons leurs
distances & f.

Fonctions distances a T

Maj (x, ¥, %)
Maj (%, ¥, t)
Maj (x, ¥y, u)
Maj (x, z, t)
Maj (x, z, u)
Maj (x, t, u)
MaJ (v, 2z, t)
Maj (y, 2z, u)
Maj (y, t, u)
MaJ (z, t, u)

S VI e o L

o W W

On constate que Maj (x, ¥, u) est & distance minimum de [ et
n'est pas éliminé par une des variables.

On pose m, = Maj (x, y, u)

et on l'adjoint au tableau (& droite du double trait, tableau ci-

desous ).

m, élimine y et u; aprés réduction des lignes 11 reste le tableau

ci-dessous:
x 2z i my Majorités " Distance a f
"1 0 0 1 Maj(x, z, t) 3
1 11 0 Maj(x, z, ml) 1
0 1 0 1 Maj(x, t, m, 1
0 0 1 1 Maj(z, t, ml) 1

Il y a 3 majorités équivalentes; le programme choisit

la premidre,

m

, = Maj (x, z, m

N
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En adjoignant m, au tableau précédent, x et z sont éliminés et

11 reste :

]
[

Ma.j (ts mly m2)

SO I
J

!

Les performances de cette méthode seront vues dans la partie program=
mation. On peut prévoir que le programme sera assez simple; les
résultats sont tout & fait raisonnables et les temps d'exécution

trés acceptables.

II - B = 2 -~ SOMMES ET PRODUITS -~ PROGRAMME MAJORF.

ITI =« B« 2 =« a « Principe de la méthode.
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Soit f(x, y, X) une fonction réalisable donnée par son
tableau T. On se propose de rechercher une colonne u telle que
m=MaJ (x, y, u) élimine simultanément x et 7.

v ‘ i Pour que m satisfasse & cette condition, il faut et
11 suffit que : u =1 sur les lignes de T sur lesquelles :
x+y=1

xy = 0
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ITI -« 3= 2 -~ b = Mise en oeuvre de la méthode.
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Appelons T_ le tableau de f£(X).
Pour tout couple de colonnes xo R yo on forme
i i
o, =X, + v, et on calcule la distance do de o arf.
i 1 i i °1

n ~nolsit le cauple X » ¥, pour lequel do est
minimum. Si plusieurs couples satisfont & ce critére, on choisit le
couple x> ¥, pour lequel la fonetion X, ¥, est & distance minima-

le de f. (En particulier tout couple X0 Yo T2l que Xy o ¥, = 0
sur toutes les lignes de T _ est rejeté).

Solt alors X s ¥ le couple choisi;

On extrait de To’ le tableau T, formé des lignes de To pour

) 1
lesquelles :

X, + ¥, = 1

S'il existe z tel que z = 1 sur toutes les lignes de T1 alors on
forme m = Ma}j (xo,yo, z) que l'on adjoint au tableau T ;
m élimine X, et y .

Sinon on recherchera sur T, un couple x4,y1 par les

1
mémes régles que celles qui ont permis de trouver X y

On recommence ce processus Jusqu'd ce qu'on ailt un
tableau Tp défini par X + ypml pel yp-l =0 et tel
qu'il existe zp = 1 sur toutes les lignes de Tp.

¥

=1 3 X
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On forme alors m = MaJ (xpal, y
adjoint au tableau TO°

Pl zp) que l'on

_ On procéde & toutes les éliminations possibles.
Puis le cycle recommence Jjusqu'a obtensior d'une colonne valant 1
sur toutes les lignes de T, -

IT - B - 2 = ¢ = Convergence.

B @2 CH G EH ED ©D I T 6B 6D

Appelons Ti le tableau obtenu au pas i de la manié-
re suivante :

Sur Ti le choix du couple Xys ¥y conduit a un tableau
couvert par une colonne Zge
D'aprés ce qui a été dit plus haut on forme alors

mi = Maj (xi’ Yi, Zi)

et sur le tableau Tiimi élimine X et vy (mais pas nécessairement

sur le tableau de f).

Soit 1i le nombre de lignes du tableau Ti ct Ci le

nombre de lignes de Ti sur lesquelles m, = 1.

On a évidemment 1 204

a) = Quel que soit i on peut affirmer :

I3

N . b) = S1 q est le nombre de lignes du tableau de f
on aura

si i > ¢

si 1 =2
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au bout d'un nombre fini de pas, on aura :

1i = ci = q.

11 y aura une colonne valant 1 sur toutes les lignes du tableau de f.

f = xyz + xvw + yuw + zuv

Formons ci~dessous le tableau de f,

X ¥y z u v w m1
L, 1 11 0 0 O 1
L, 10 0 0 1 1 |l 1
1_3 01 01 0 1 lla
L, 0o 011210 Yo

Ies meilleures sommes sont x + u, y + v, 2z + w;
mails les produits correspondant valant O sur toutes les lignes, ces
couples sont rejetés.

Les autres couples sont alors équivalents.

Prenons le couple x, y. le tableau défini par x +y = 1; xy = O
est formé des lignes IE et 13 sur lesquelles w = 1.

On pose donc m, = Mag (x, ¥, w) que 1l'on adjoint au
tableau de f. x et y doivent alors &itre éliminés mais on consta-
te Que!'w“ est éliminé également. (colonne & droite du double trait
sur le tableau de f ci-dessus).
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On obtient le tableau ci-dessous :

Z u v ml me
L1 1 o 0 1 0
12 o o0 1 1
13 0 1 0 1
L4 i1 1 1 0 1

On trouve trols sommes maximales : z + mi, u + ml,

v + m1 3 ces trols sommes sont équivalentes au point de vue produits.

Prenons 2z + ml.

Ie tableau défini par les lignes ol z + m o= 1;

Z . m:L = 0 est formé des lignes I?, 13, Iﬁ’

N
<
<
=

1
I? 0 0 1 1
13 0 0 1
1
L4 1 11 0

z est éliminé sur ce tableau.

On trouve les 3 couples équivalents (u.v),(u.ml),(v.mi).

) > ~
Choisizsons u, v; les lignes ouu+v=1,u . v =0

1.

H]

1 .
On forme donc m, = MaJ (u, v, mi) que 1l'on adjoint au

tableau de f. (& droite du double trait).

sopf I@ ?t 13 sur lesquelles m

u et v sont éliminés et il reste 3 colonnes : z, ml,
m; ona :
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zZ v:} f

= <

IT - B=2 - e - Modification de la méthode : Programme MAJORF.
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Ia méthode exposée ci-dessus nécessite en fait une
place considérable en maéhine par suite du nombre de sous-tableaux
nécessaires; il a donc paru préférable de la modifier de la maniére
sujvante : »

- 81 T est le tableau de f on définira 2 colomnes
X, ¥, par les mémes régles que précédemment ce quil nous conduit &
un tableau Tl'

Sur T1 on cherchera la majorité de 3 colonnes située
a4 distance minimale de Tl; cette majorité sera adjointe & T0 et le
cycle recommence.

la convergence sera assurée de la méme maniére : il
suffit d'appeler li le nombre de lignes de T, et c; le nombre de
lignes de 'I‘1 couvertes par la majorité choisie,

Exemple : f =xy + xz + xtu + yzt + yzu
¢ N | Dressons le tableau ci~dessous de la fonction :

X ¥y z t u m1

Ljr 1 o o0 © 1

Lt o 1 0 O 1

13 1 0 0 1 1 0

( L,yo 1 1 1 © 1

IB 6 1 1 0 1 1




Ies meilleurs couples sont x +y et x + 2 équivalents au point
de vue produits.

Choisissons {x, y}; T, est alors défini par les
lignes ya, ;3, L4 L5 ;

x b2 z % u
1 0 i 0 0
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 1 1 0 1

Ies meilleures majorités sont & distance 1. Choisissons par exemple :

Adjoignons m, au tableau de f (& droite du double trait). On consta=

1

te que m1 élimine y et z. Il reste le tableau ci- dessous :
X t u m, o,
l1 1 0 0 1 1
12‘ 1 1 1 0] 1
13 0 1 0 1 1
14 0] 0 1 1 0

On trouve plusieurs couples équivalents :

1 o wl; Choda? ooond pal exemple u + ml.

Ie tableau défini par u, m, est formé des lignes

xﬁml,t-l-m

1

11, 12, 13 couvertes par

l'l12 = Maj (X, t, ml)

On a alors f = Maj (u, m

1 )

( X

)

Mo
*
e
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III - METHODES DE FRACTIONNEMENT.

Rappelons que 1l'on appelle méthode de fractionne-
ment une méthode consistant & trouver pour une fonction réalisa=-

ble £(X), un ensemble de 3 fonctions P s me, mB telles que
Maj (wl ®Q_, mj) soit une représentation de f(X) et telles que la

méme méthode, appliquée & P40 o @3 etc ... conduise aux varia=
bles.

III - 1 - FORMES SYSTEMATIQUES.

Il s'agit de formules analogues aux formules de

Lagrange.
Exemple : Ies formules de Coln et Lindaman dont nous donnons ici

un exemple [2].
£(x, ¥, 2, X) = MaJ {Majlx,y,£(x,x’,2,X)], Majlx’,y’,f(x,x’2,X)],

f(x, x, z, X)}.

JII = 1 = a = Forme systématique pour fonctions cr01ssantes

Soit f(x, ¥y, z, X) une fonction non forcément impaire;

si elle est croissante (ou monotone) en x, ¥y, z on peut toujours la

mettre sous la forme :

f(x,y,z,X) = Maj [f(x,x,z,x), £(x,¥,5,X), f(st:Z;X)] {,’3‘.\:
¥ .

ou

f(x:y,z’X) = Ma.j [f(y:y,Z:X), f'(X,Z,Z,X), f(X,y,X,X)] @

Nous ferons la démonstration uniquement pour la formule (i)

[
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Ia formule étant respectée par toute permutation circulaire de x,

¥, 2, 11 suffit d'examiner les 2 cas :

xzy‘:z; x:y’:z.
a) » X =y =2 la formule est évidente.
b) ~ x=y=12z"; £f(x,y,2,X) étant croissante en x, y, z on a :

f(x: Ts Vs X) = f(x,X,X,X) > f(x;x’x,,X) > f(X’,X,XyX}
d.Oﬁ H Maj[f(x:xaxxx)’ f(xrx,X”X): f(x’,x,x,x)ﬂ = f(X,X,X,,X) =
f(x:ysz’x)-

On voit que si f(x,y,z,X) est croissante par rapport & toutes ses

variables la répétition de cette formule conduit aux variables.

Exemple : f =3xy + xz + xtu + yzt + yzu
y=x £(x,x,2,t,u) = x
X =2 f(Z;sz,t,u,) = 2
2=y o R (x,y,ystsu, ) = xy + xtu + yt + yu.

f =Maj [x, 2z, (yx + yt + yu + xtu)]
¥X + yt + yu + xtu = Maj [y, x, Maj (y,t,u)]

£=Maj {x,z, Maj [x, y, Maj(y,tu,)] }

I3

11t - 1}— b - ggggg_gystématigue pour fonc§§g§§_quelco§ques.
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Soit f(x, ¥, z, X) une fonction quelconque.

Considérons les 3 fonctions D5 oo mE obtenues de la maniére
sulvante :
Dans l'expression de f on considére x et x’ comme 2 variables

i




indépendantes; de méme pour y et y’, z et 3z’.

ml est obtenue en remplagant x par y, ¥y’ par x’ ce que nous
noterons

©y est obtenue en faisant :
y = z

L] *

z’ -y

mj est obtenue en faisant :

z = X
x>~ 3z’
On a alors :
Maj (@1, ¥s @5) = £
Démonstration :
f = xyz A1 + xyz’A2 + xy’zA3 + x’yzA4 + xy’z’A5 + x’yz’A6 + x’y’zA7
3.2 ’
+ X’y’z A8
= > E 4 + 2 ;] 3 2, > + 2 + 3 >
wl yzA1 + yz A2 + x yzA3 X yzAu + x'yz A5 + x’yz A6 X zA7 %’z A8
0= sz1 + xy’zA2 + xy’zA3 + x’zAu + xy’A5 + x’y’zA6 + x’Y’zA7+ x’y’A8
V¥ xyAi + xyz’A2 + xy’A} + xyz’A4 + xy’z’A5 + yz’A6 + xy’z’A7+ y’z’A8.

En raison de la symétrie circulaire par rapport a
X, ¥, 2, 11 suffit d'étudier les cas :

11

|x, v, 2| =

o O O =

11
0 1
0 0
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Six=y=2z=1 f = A? le cas est évident
Six=y=2=0 f = Ag de méme;
x=0;y =12 = 1. f = A4 | 0y = A1 + A3 + A4 + A7
%““"4 |
05 = 0

Ma.j (Qplﬁ CPQ: Cp3) = (Pl CDE = A4 = f,

x =y =0; 2 =1 f = A7; v, = A7
Dy = 0

Maj (cpl, ®ys cpj) = P9, = A,

Remarques .
1) = 9, est croissante en y décroissante en x
N est eroissante en 2z décroissante en y
® est croissante en x décroissante en z.

2) - si £(x,y,2,X) en monotone en x, X alors Dys @ys Oy

sont également monotones en xi.

Application & la synthése. .

¥ ' Partant de f(x, y, z,X) on pourra en appliquant cette
forme aboutir & un ensemble de fonctions monotones par rapport &
toutes les varilables sauf une.
31 pour cheque fonetion on dédouble la variable non
monoforme, on obtient un ensemble de fonctions monotones; & ces
fonctions monotones on applique la formule vue plus haut pour les

fonctions croissantes; on aboutit ainsi & un ensemble de fore tions
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crolssantes de 2 variables au plus qui sont alors de la forme :

Xy = Maj(x,y,0) ou x +y = MaJ (x, y, 1)

Exemple ; ,
f =xyz +xy°z2” + x’y’z
R O R L x’yz’ fx’z = x’y +x’2z +yz = Maj(x’,y,z)
y " 2 - s ’ .3 s ) »
9, =xz +xy° +x’y’z = xz +xy° +y'z = Maj(x,y",2)
Z"‘ y’ .
zZ - X 3.9 ) s ) B
} 9w, =xy +xy°2” + xy’z’=xy + xz2° =x(y +2")
s ’ 3
x’= z')
x? _\
¥
— 1/
Y"'"—'"""”""‘""]

_J
_

\_/
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IIT - 2 - SYNTHESE PAR MAJORANTS DE MONOMES PREMIERS
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Soit £(X) une fonction réalisable représentée par
son tableau. On se propose de rechercher 3 fonctions sous impaires

croissantes :

®, < £(X), o, < £(X), < f£(X) telles que

cgi

Pour que 3 fonctions wl, wg, ¢, satisfassent & la question il faut
-
et 1l suffit que toute ligne du tableau de f soit dans deux au

moins des 3 fonctions.

Recherche de trols fonetions par des sommes de variables.

On se propose de rechercher Dy s @y wB de la

maniére suivante :

Si 045055 O sont 3 sommes de variables?

3

%, = somme des lignes de f contenant au moins une variable de ¢

somme des lignes de f contenant au moins une variable de o

B
i
¥

m3 = gsomme des lignes de f contenant, au moins une variable de o

4

¥ : ~ 2. o
Pour que 04, Ty, 03 satisfassent a la condition sur les 0y il
suffit que tout mondme ler de f soit dans deux au moins des
trois sommes; ce qui revient & dire :

g, +o, > T

1 2
> t
0'1+C)'3 f
( 02 + 05 > 7
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IIT = 2 = b = Mise en ceuvre de la méthode

°
o6 ol T e €03 £ O AT A £ 00 653 B 633 09 €90 (23 5D G 10 £ £33 59 6% £ (70 O 0

On considérera des sommes de variables V.., 22, 25 et 1'on posera :

1

o, = lettres communes.a 21 et Eé

= - - 4 u p¥
02 a 1 et 3
o' == o L] é. Z etz

3 27" 3 |
Théoréme : Si 3.sommes de variables 21, 22, 23 sont telles que :
o » . >

a) -5, >£(X); %, > £(X); R £(X)
b) = Maj (Zl, s 23) =Xy FEy b o+ X

alors 01, Oys 03 déduites de Zl, % 25 par la régle précédente

2}
conviennent :

z
Wy (5 %, L5

it

* z »
Zl YQ + Ll 5 + 22 by 3
=01+k1+02+k2+03+1%

ou k k k. représentent des sommes de mondmes & 2 lettres;

10 %0 K5
comme 3
Ma.j(Zl, 22, 23) =X1 + e +‘Xn
on a &
. ) 01+62+05=x1+...+xn

Soit alors m un mondme premier de f£(X); une au moins des 3 sommes

a o (o)
2 Yno

1 est supérieure & m puisque :

3

g +0 g_ = o v
1 2+3 x1+ +Xn
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Supposons que 01 > m

Si o, > m ou 0'3 > m, le théoréme est démontré.

*
i O_ = . <
Sinon, puisque 01 + 02 + 3 Xy + .. + X, ona m 01
= mw +‘ h
- p=smo+t
d'ou : .
*
g, = m 4+ hQ
23 ne contient aucune lettre de m; en effet, - 17 ¢ ~“outsane i une
’ 2 . : 2 »
soit Xy L W 23 contiendrait Xy done 03 également.
Si 23 ne contient aucune lettre de m on n'a pas 25 . #
ce qui est contraire & 1'hypothése.
Application : T f(X) entraine gf < f*(x)

On obtient toutes les sommes majorant f en prenant
~ . *
les duaux de tous les monomes croissants compatibles avee £ .

Ia recherche de % monSmes 21, s 23 se traduit
alors par le probleéme suivant :

- Etant donné la fonction g(X) = x1 + x2 + eo. + xn trouver une
solution majoritaire pour g en disposant pour entrées, de colon=

nes représentant des sommes de lettres.

Ie tableau de g(X) a pour lignes X X ....xn et

2’
pour colbnnes les sommes de lettres supérieures & f£(X); il y a un
1 en ligne i colonne Jj si Xj contient X4

On constate que ce tableau est en fait la table de

vérité des points ou f(X) = 1, dont on a permuté lignes et colonnes.
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si @, < £{X) ; ¥, < £(X); s < £(X)
alors la convergence est évidente: en effet, P10 P mE comptent

respectivement moins de lignes que £(X); en les traitant par le
méme procédé on finira par aboutir & des tableaux & 3 lignes, que
1'on couvre par une majorité au plﬁso

Pour démontrer la convergence il suffit de montrer

que le procédé utilisé conduit & 3 fonctionms @, strictement

’@23 3
inférieures & £{X).
Pour cela nous allons construire une telle solution

-en utilisant les deux propriétés suivantes,

Théoréme 1. Si £(X) est une fonction sous impaire croissante et
si ml et m2 sont deux mondmes premiers de £(X) wyau. une seule
lettre commune alors il existe m > moom n'étant pas mondme
premier de fﬁ(x). _

- m et m, existent toujours, sinon tout couple de monSmes premiers
de £(X) aurait au moins 2 lettres communes et on pourrait suppri=

mer des variables

Soit m, = x0l m, = xn? n et n, n‘ayant aucune lettre commune

n, n'est pas premier de f*(X); en effet, s'il 1'était, on aurait

o> ) 2 £,

or n, ne contenant aucune des lettres de nQ on ne peut avoir ni > £(X).
Théoréme 2. Sif=m+ g est une fonction sous impaire crolssante

écrite sous forme de somme de ses mondmes premiers, si m est un
mondme premier,»alors s1 n est le mondme produit de toutes les
lettres absentes de m la fonction’

‘h=n+g

est également sous impaire croissante.
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En effet, si h n'est pas sous impaire croissante un
mondme de g et n n‘ont aucune lettre commune; ce mondme serait
alors formé d'un sous ensemble des lettres de m et m ne serait

pas un mondme premier de f.

Application.

Soit Zf un mondme premier de f(X).

D'aprés le théoréme 1 , on peut toujours trouver x, < 21 tel que

i

D BT

* n'est pas premier de f*(x).

et 211

Remarque.

8i x,; était premier de f*(x) on aurait :

£f(X) = x; g et le réseau réduit a X, serait une solution pour f(X);

un tel cas sera considéré comme trivial.
Appeions alors m* la somme de toutes les lettres ne
figurant pas dans Zl
Posons : o, o= m’”’L + X,
2 i
23 = m* + B 11
on a : £(X) = Zf + g(X).

D'aprés le théoréme 2 on a :

¥ M .
R 169
d'ou w4 Xy > g(X) + 2 f

* 3
i+ 211 > g(X) + Ti

Soit : %, > £(X); 23 > f(X)I




Conséguence H Ies % sommes 21, 22, 23 ewintent effectivement
et satisfont bien a la premiére condition.

On pose alors :

o]
i

lettres communes a T et ¥

1 2
02 = lettres communes & Zl et ZB
o, = lettres communes & et Z
5 2 3
Soit 3 01 = xi et puisque xi n'est pas compatible avec fEE

on n'a pas x; > £ d'ou :
CP1<f

02 = 211 Par construction 211 n'est pas compatible avec

f%(X) donc on n'a pas o, > f£(X) d'ou :

2

<

9, f

03 = qui ne contient aucune lettre de 21 done w} ne
contient pas Xf et

< £,

®3

Exemple : f =xy + xtu + xtv + ytv + yuv

f*= xy + yt + xtu + yuv + xv

1 &2 a3 34 a5 é6 a7 a8 a9 ald all a12 al3 a14 a15 a16 a17

< £ o <4 X
O O O+ B
O O B ko
O B O B .
B O O B P
o = e
e
ol T o B S =
S B B P O
B O B B O
N N = e
O O B B O
r O O O &
P PO O B
= O B O M
e RO
O - = O
PO P O
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On a la solution possible Ma] (al, a )

10* %15

21 =X +Yy o SY Ftru+v 215 =x+t+u+v
01 =y 02 =X | 03 =t +u-+v
d'on
® 1= y
vy =X
cp3 = xtu + xtv + ytv + yuv

Avant de reprendre le procédé surq)j, essayons de le réduire

x est éliminé par t,

y est éliminé par v

d'ou :

Maj(t, u, v) est une solution

O O B PN
= R O o«
O = b o]
P O O Pigc
= = P ols<

pour cpj

Soit la solution f < Maj [x, y, Maj (%,u,v)]

IIT - 3 - DECOMPOSITION PAR CHANGEMENT DE VARIABILE.

U S N T S 0 G S T W T W W R TN S i)

Soiﬁ f(X) une fonction réalisable. Rappelons que l'on
appelle réalisation de £(X) un réseau dont la sortie :
“ - est égale & f(X) si f(X) est impaire croissante.
~ est supérieure & f(X) si f(X) est sous impaire

croissante.
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On se propose de remplacer l'étude de la synthése de la fonction
réalisable £(x, X) par celle de la fonction impaire croissante
g [ o(x, ¥), 7] telle que s

p(x, ¥) dimpaire croissante.
Ye X 7 X; XN 2Z=g.

Ia méthode consistera & choisir w(x, Y) de maniére que 1'étude de
glp , Z) soit plus simple que celle de f£(x, X). Pour cela on procé-
dera de maniére & utiliser la remarque suivante‘

Si h(x, X) est une fonction réalisable, on peut
1'éerire : h

h(x, X) =x ¢, (X) +y¢ 5(X)

avec w T(X) ?) we(X)o

Si WQ(X) est formé d'un seul mondme alors :

*®
Xy, (X)) +y,(X)
est une réalisation de h(x, X) et c'est précisément la majorité
composée dont on sait trouver une réalisation.

III = 3 = b = Mise en oeuvre de la méthode.

fx, X) = qul(x) +¢2(x)
et on a puisque f(x, X) est réalisable
>
“(x)

¥ [

*
¥ 2(X)

si ¢2(X)' est formé d'un seul mondme on sait trouver une solution.

Sinon, on peut toujours séparer en deux les rcniwes dey 2(X)$
par exemple :

¥ o(X) =k (¥)) + h(Y,) YE X5 YLEX,

* ¥* )
ona, k (Yl) . he(Yg) > wl(x).

%
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Si 1'on pose ¢ (x, Y1) = X kg (Yl) + kQ(Yl)

o est impaire croissante.
. SN *
Soit alors g( o ’YQ) = h2 (Y2) + h.2(Y2)

g est également impaire croissante,
g Lo v, 1] = [05(,) + ky(¥)] B(%,) + hy(Y,)

= x(Y,) ny(¥,) + ky(Y,) ny(¥,) + hy(Y,)
Mais k,(¥,) < y,(X) <y < ny (1)
alod s ky(¥,) < W(Y,) soit ky(¥,) . hy(¥y) = ky(¥y).
sott gl o(x, ¥,) 5 ¥,] == (¥,). h(Y,) + I (¥,) + hy(¥)
on a puisque k’;(Yl) . hg(Yg) > ‘lfl(X)

g Lok v), v,1 2 £2(x, X)

g [olx Yl)’ Y2] est bien une solution.

Si 1'on impose a ke(Yl) d'8tre & n-2 variables au
plus alors o (x, Yl) est une fonction impaire croissante de n-1

variables au plus.

Convergence. ¢ (X, Yl) étant de n-1 variables au plus, s'étudie par la
méme méthode.
. I
4Q,ua.nt a gl cP,Ye) = p h2(Y2) + h2(Y2,) H
_Siwhg(Yg‘) compte un seul mondme le probléme est résolu. Sinon il

suffit de traiter g comme f en remarquant que h, (Y2) compte moins
de mondmes que | 2(X).,




Remarque . Si la coupure faite sur y , est telle que kg(YQ)
est réduit 4 un monSme, cette méthode s'apparente & la majorité
composée. En fait, il est possible de faire la coupure comme on
le veut et 1'on verra au chapitre U4 une maniére de pratiquer la
coupure, permettant de calculer une borne supérieure du cofit des

fonctions impaires croissantes.

T am o S By O @

11T = 3 = d = Exemple.

£ = xyz + xyt + xyv + yzt + yzu + ytu + ytv + xzuv + xtu + xzt + ztv
f=y0xz +xt+xv+zt+zu+tu+ tv]+xzuv +xtu + xzt + 2ty
Posons ¢
k2=z,t.v k§:z+t+v
vhesxzuv+xtu+xzt hi:ﬁx+zu+zt+tu+tv
cp1=y(z+t+v)+ztv d'ol s

gl( cpl,x:) =cp1(x + zu + zt + tu + tv) + xzuv + xtu + xzt
= X (Q01 + zuv + tu + zt) @, Zu +cplzt +cpl‘tu +cpltv

Prenons :
* o9
k,a—ncpl(zt+zu+tu) Ky, =@, +zt + zu + tu
I1 reste alors h2 =@ 1tv )
W, =X (cpl+ Zu + zt + tu) + @, zu +Cplzt +C{51tu
=% (@ ¢ -
By =P, (P, + e+ V) +¥ v =y [0y, 0, MaJE 50 b V)

et on a cofit £ = cofit g, + cotit wp t colit 0,

Cofit 8y = 2,




<

i

i

#

- 9l =

x( py + zt + zu + tu) + o, 2t +cpizu + o, tu

Maj [x, P s Maj(z, t, u)l qui est de cofit 2

y(z + t +v) + ztv = Maj [y, z, Maj (y, t,v)] Colit 2

D'ol au total : cofit 6

N — 1)L
TN 7 Y1
Y,
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I = INTRODUCTION
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ITI - RESULTATS







I - INTRODUCTION.

I -1 - CHOIX DU IANGAGE DE PROGRAMMATION.

Ie but poursuivi n'était pas tant d'obtenir des
programmes d'exploitation que de pouvoir comparer les performances
et qualités des Algorithmeé.

D'autre part, il importait de ne pas consacrer un
travail tropr important & l'écriture et & la mise au point des
programmes .

Pour ces raisons, le langage ALGOL a été choisi; en
effet, ce langage présente les deux.avantages suivants 3

= généralité : AIGOL est susceptible d'8tre exploité

sur des caleulatéurs différents.

= rapidité de 1l'écriture et de la mise au point des

programmes .

I - 2 - PROBLEMES POSES PAR IA PROGRAMMATION BOOIEENNE.

I -2 = a = Problémes inhérents au calculateur.

€569 6D 63 £ 63 09 £ 9 6D 653 6 6 £ 59 6D €653 63 63 63 55 5 6N €5 6D 6 65 6 £ R 15D G0 D e

ILe calculateur & notre disposition est un IBV 7044
possédant %2768 mdts machine de 36 positions binaires chacun; le
mot est 1'unité de mémoire directement accessible.

Une fonction Booléenne se présente comme une expres-
sion littérale; l'unité 4'information est la lettre ou le chiffre
(représentant une variable) ou le symbole (union, intersection,
complément, ete...).

Or, le mot machine est beaucoup trop grénd pour

recevoir un symbole : en machine on peut faire tenir une lettre sur
{ - .




un bloc de 6 positions binaires : le caractére; le caractére permet
dgone 1'enregistrement d'expressions booléennes. Mais il nfest adres=
sable gque par 1'intermédiaire du mot machine; le traitement d'une
information de ce type conduit & une programmation lourde et délica=
te.

I1 est beaucoup plus intéressant d'adopter un ©cdre
lexicographique pour les variables.

On peut alors choisir comme unité d'information le
mondme que 1l'on place dans un mot machine. Une variable étant earacu'
térisée par son rang occupe une position‘déterminée dans un mot
machine représentant un mondme; 1'absence de variable se traduira
par 1'absence d'information (c'est=d=dire 1'information 0) dans la
position correspondant au rang de cette variable.

les problémes de synthése entrainent en général la
manipulation et le stockage d'une quantité considérable 4'informas=
tions. Le probléme de la place nécessaire est fondamental. Ce point
est si important qu'il conditionne les méthodes de synthése : pour
qu'une méthode ait de 1'intérét il faut qu'elle permette de conser=
ver en cours de calcul le minimum d'information compatible avec

1'obtention d'une solution.

I -2 Db ~ Problémes posés par le langage AIGOL.

mgaaﬂmcux:mna@canmaa==mmnc==nmm==wmaaua

¥ ’ Une variable en Algol n'est pas "banale"; suivant sa
naturé‘(féelle, entidre, Booléenne) certaines opérations sont possi=
ples d'autres non.

En particulier :

Sur les mémoires correspondant & des variables entié=
res (ou réelles) les opéfations Booléennes {union, intersection,

complément) ne sont pas possibles;




Sur les mémoires Booléennes les opérations arithméti-
ques ne sont pas possibles.
Or, une variable déclarée Booléenne ne contient qu'une

des deux informations VRAI ou FAUX; ceci ne permet pas de traiter une

mémoir¢ - .-x:  contenant par exemple un monSme booléen.

routefois la structure du compilateur utilisé permet
les tolérances suivantes:

Si A est une mémoire correspondant & une variable
Booléenne, on peut placer dans cette mémoire par une artifice (procé-
dures en autres langages) des données quelconques.
A est alors considéré comme VRAI si A # O

A est alors considéré comme FAUX 51 A .

D'autre part, si A et B sont deux variables Booléennes et C une
variable Booléenne 1'instruction.
¢= A U B;
a pour effet de placer dans la mémoire correspondant & C 1'union
des contenus des mémoires correspondant & A et B. (de méme pour 1'ine
tersection).
Par contre pour la complémentation et la comparaison
il n'y a pas cette tolérance :
si A est Booléen C = NON A vaut VRAT si A(35) est faux (A = O)
C = NON A vaut FAUX si A(sg5) est vrai (A # 0)
A€B ne?considére que les valeurs logiques VRAI ou FAUX correspon-
dant aux deux mémoires et ne compare pas leurs contenu position &
position.
Il a donc été nécessaire d'adjoindre un certain
nombre de procédures permettant d'eff@ctuer toutes les manipulations

qui sont nécessaires.

1t
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Citons les principales dans le cas de fonctions
croissantes :

comparaison de deux mémoires Booléennes

#

Complément d'une mémoire Booléenne
Elimination de multiples

]

Comptage du nombre de lettres d'un mondme.

]




II - PRESENTATION DE PROGRAMMES.

Pour chaque programme nous rappellerons de maniére
succinte le principe de la méthode, celle-ci étant exposée plus en

détail dans le chapitre 2.

IT - 1 = PROGRAMME 'ARBRE’.

Ce programme fournit, pour une fonection impaire crois=
sante (ou une fonction incompléte réalisable) une représentation

arborescente de cofit minimal.

Principe de la méthode,

Formation de colonnes représentent des fonctions de

A R 49 9 a o ‘P e
couts arborescents croissants; €limination des colonnes améliorables

(Voir chapitre 2 = I = ¢).

Oaractéristiques du programme .

Langages utilisés :

Corps du programme en AIGOL
. Entrées sorties FORTRAN
5 procédures en code machine IBM 7044.

Dimensions.

3068 unités syntaxiqués

Programme compilé : environ 3200 instructions machine

Durée de compilation : 1 mn.

Procédures en code :

0 D T O 03 T O O R T3 U e D

CALCULOT (U, V) :

Permet de connaitre le nombre exact de mémoires dispo=

nibles pour les tableaux, compte tenu de 1'encombrement du programme

et des sous=programmes nécessaires.




= (Y -

TROU(A);-

Fabrique 35 mémoires ayant la configuration suivante :
la iéme mémoire contient un 1 dans le iéme digit, des 0O partout
ailleurs.

Ces 35 mémoires (sous forme d'un tableau appelé
MASQUE [1:35]) permettent de sélectionner un digit quelconque de la
mémoire Booléenne A par 1l'opération :

C := AN MASQUE [I];
place le i°™ digit de A en C.

CARAC (A, B, C)

Place dans la mémoire C, au 5eme caractére, le B

&éme

caractere de la mémoire A.

Permet d'entrer les données en machine sous forme
littérale sans aucun autre codage et de former & partir de la chaine
représentant cette expression, le tableau d'Ackers correspondant, &

1'aide d'une séquence d'instructions AIGOL utilisant cette procédure.

COMPAR (U, V, A, B, C, F)
Booléens U,V, F; entiers A, B, C.

Cette procédure dont le rdole est assez complexe permet

d'accélerer le déroulement du programme.

I1 s'agit d'une "entiére procédure".
U symbolise une colonne du tableau des colonnes déja existantes.
V‘symbqlise la colonne nouvelle calculée,

A symbolise l'adresse de lére colonne du tableau des colonnes exis-
tantes & traiter.

B symbolise 1l'adresse de derniére colonne du tableau des colonnes
existantes & traiter. '

C vaut O si 1'on traite des colonnes de cofit < cofit de V
C vaut 1 si 1'on traite des colonnes de cofit égal & colt de V

F représente la colonne du résultat & obtenir.




Déroulement de la procédure :

= Comparaison de V & F

8i V=F COMPAR = 3 Fin procédure.

= 81V #£PF

Comparaison de V aux colonnes U[A], Ula+1], ...
ula+B]

ler cas 3 C = O

si v gU[I] COMPAR = 0  fin procédure
sinon T = I41 ;3 Si I = B COMPAR = 1 ~ Fin procédure,

Peme cas 3 C =1

Fin procédure

i

Si v £ UI[I] COMPAR
siv > U [I] CcoOMPAR
sinon si I = B COMPAR

Fin procédure

]

Fin procédure.

I

TRANS(A); entier A. '"entidre procédure"

Place en TRANS 1'image DCB du nombre entier A.
Utilisation : permet de sortir par le méme ordre &'impression, tantdt
des lettres, tant8t des nombres. ' i
Utilisée dans la sortie des résultats.

Capacité du programmec ,

v ) Fonetions ayant au plus 35 monOmes premiers .
Te nombre de mémoires disponibles pour les colonnes a4 fali iquer est

d'environ 15000.

On trouvera aux deux pages ci=-zprés :
= 1'organigramme de prindipe‘du programme ARBRE

= 1'organigramme de la procédure COMPAR.

i




CEBUT PROGRAMME ARBRE
! OR GAMIGRAMME DB PRINCPE
Kiw 4 :
vy N

Formalien d'unc
celonne ¥ de wil @

eut , oy
, { V=F?) 4
Napesmsmggomsaoie s
i
¥
N . LAY . EY
J@Ui f ¥V oesb Climine pae A ‘\é
< \ eolonne de wmul oG Y
, - /
o £
éﬁww ;
{”f A" &“thmt;. T TR Q £3138
S ’
L4

L cwlenne de coll &

% by Y

[ Mise on place de 5 Supprasien du i
-V dans ¢ Pabkicauw ) wihgnne eliminie
N S
% i ; L 4
 Teuley les cotonnes @let\% NON ‘
oLl & senl Porwmees ;’j >
. i@m A
Q= Q4 4
v -
?p‘
t 'w‘ 3
Sfer-h‘es %3
Qe;.%"uir% s’ é
}

¥
FiN




9539{ - 101 -

Y
[comeara 3
2 |
compaR: 4 | Y COMPARS ©
. A
1
—tpn- <
Y11Y
| FIN

Organioramma de Pv:or.éo\urc COMPAR (U,\I, h,B,C,’)




IT = 2 = PROGRAMME MAJOCO.

Ce programme fournit, pour une fonction réalisable

une solution & 1'aide de majorités composées.

Principe de la méthode.

Si xi est une colonne du tableau on cherche une

,‘O.X
k2 kq

colonne Mi = Majorité composée de xi_et de x

s X
Ky

fﬁﬁ, élimine x
i i

M; de colit minimal 4

la colonne M, (1£1 £ n = nombre de colonnes du tableau) pour
laquelle la quantité Cy = Cofit : . est minimum
Nembre de colonnes éliminées.

est adjointe au tableau (Voir Chapitre 2 = II = A = 2.)

Caractéristiques du programmé.

e,

Corps du programme en AIGOL
Procedures en AIGOL et en langage MACHINE IBM TOUU
Entrées sortiqs;FORTRAN

Dlmensions - et )

’ S 5241 unités syntaxiques

Environ 5500 instructions pour le programme compilé.

Durée de compllation :2m 2Cs.




D o o me oo T 6T 6B an G2 B o oy @ o o o 07 O £ Gl @ & OO OO FD &

DEFMASQUE(A); Booléen Aj;
Tdentique & TROU(A): fabrique 35 masques.

DEFNOMASQUE(A); Booléen A;

Fabrique 35 mémoires compléments des précédantes.

&
Permet de supprimer le i medigit d'une mémoire A
par 1'instruction :

A :=A N NONMASQUE [I];

UNILIG(U,V); Booléens U, V;

Compare les 2 monOmes U et V
S1U > V alors U = FAUX;
31U < V alors V = PFAUX;

Un ensemble de procédures regroupées dans la procé-
dure PRT permet de faire sur un tableau donné toutes les réductions
possibles (lignes et colonnes) Jjusqu'd obtenir un tableau irréduc-
tible.

Une procédure AIGOL appeler MAJCOMP(M) permet pour
la Meme colonne du tableau:

De calculer la majorité composée de colit minimum
éliminant cette colonne. ,

" De calculer combien de colonnes du tableau sont
éliminées par cette majorité composée.

Cette procédure laisse intact le tableau de travail.

Possibilités du programme.

Fonctions complétes : Jusqu'a 11 variables.

Fonctions incomplétes : jusqu'd 18 variables & condi-
tion qﬁe le nombre de points de définition soit inférieur ou égal a
3500.
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Présentation des données.

A l'entrée : les données entrent sous forme du tableau
d'Ackers codé; un mondme est frappé sur 6 colonnes et est codé en

octal.

En machine : un mondme caractéristique par mémoire.

Nous donnons aux 2 pages ci~aprés :
- un organigramme de principe de MAJOCO
- un organigramme de la procédure MAJCOMP(M) .
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IIT = 3 - PROGRAMME MAJMAX.

Ce programme fournit pour une fonction réalisable une

solution par majorités.

Principe de la méthode.

Adjonction au tableau formé des colonnes XpsenesX

M
de la colonne X, ., = Maj (X, Xy X
avec 3 1 £ 1 £ M; 1 £ J & M
1 & k £ M; distance de £M+1 au tableau est minimum,

(Voir Chapitre 2 = II = B = 1).

Caractéristiques du programme .

o a4 65 £ G @2 tH 6 KD £ £

Corps du programme eh AIGOL.
3 procédures en code machine IBM TO44
Entrées sorties FORTRAN

Dimensions.

B ez 6D 69 G an a7 e e &

3035 unités syntaxiques soit environs 3200 instruce-
tions pour le programme compilé,

Durée de compilation : 2 mn,
Procédures en_code.
Les mémes que dans le programme MAJOCO soit :

DEFMASQUE(A), DEFNONMASQUE(A), UNILIG(U,V).

Procédures AIGOL

= e o o % I o O GX 6D 63 £ G

De méme que dans le programme MAJOCO et dans MAJORF
(voir ci-aprés) on utilise une procédure appelée PRT pour réduire

les tableaux.
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Cette procédure utilise deux procédures auxiliaires :
COMPCOL : élimine les colonnes majorées par 4d'autres.

COMPLIG : élimine les lignes minorées par d'autres.

A noter que ces 2 procédures sont de tailles différentes; en effet,
la disposition adoptée est : 1 mondme par mémoire.

ILa comparaison de 2 monfmes est alors une opération
simple : comparaison des deux mémoires correspondantes par la
procédure UNILIG(U, V);

Par contre la comparaison de 2 colonnes X, et X

N N i J
revient & comparer le ieme et le Jeme digit de toutes les mémoires
du tableau.

Possibilités du programme 3 les mémes que MAJOCO

Fonctions complétes : jusqu'd 11 variables

Fonetions incomplétes : jusqu'a 18 variables a
condition que le nombre de points de définition soit inférieur a
3500. |

Présentation des données : comme pour MAJOCO

Sous forme du tableau d'Ackers
Nous donnons aux 2 pages ci= apreés
= un organigramme de principe du programme
- un organigramme de la procédure COMPCOL.

¥ \
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DEBYT PROGRAMME MATMAX
b4 PROCEDURE - COMPCOL
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II = 4 - PROGRAMME MAJORF.

Fournit pour une fonction réalisable une solution

majoritaire.

Principe de la méthode.

A 1l'aide de deux critéres de distance on détermine

une paire de colonnes X X. de la maniére sulvante :

i’ 7y
- Xi + XJ 3 distance minimum du tableau T1 de f.
- Xi . Xj & distance minimum de f.

Xi’ XJ étant ainsi choisis on forme le tableau T2;

T2 est formé des lignes de Tl ou Xi_® XJ = 1

Sur T2 on calcule la majorité & distance minimum que 1'on adjoint
aTi.
(voir ctapitre 2 = II = B = 2).

Caractéristiques du programme .,

o o5 oD G GR E53 G0 £ 6T CD GR I3 S W 1T W

Corps du programme en ALGOL
4 Procédures en code machine IBM 7044
Entrées sorties FORTRAN.

Dimensions. '

m @ an 63 6D 5D 6 60 6D D 63

4641 unités syntaxiques soit environ 4600 instruc-
tions pour le programme compilé.

Durée de compilation : 2 mm.

Procédures utilisées.

25 oo 1 9 £ G 0N G0 6 £ £ €0 TR 6N WO R 0 WD €D @

DEFMASQUE(A) , DEFNONMASQUE(A), UNILIG(U,V).
DETECTPAIRES(U,V,W) Booléens U,V; entier W,




81 une colonne Xi du tableau est telle qu'il.n'existe aucun  couple
de lignes pour lequel Xi soit la seule variable a valoir 1 cette
procédure fournit le nom de la variable ayant cette propriété.

Utilisation : D'aprés une propriété due & Ackers une
telle colonne peut &tre éliminde; toutefois, afin de ne pés.perdre '
de solutions qui pourraient &tre intéressantes, cette procédure
'n'est utilisée que lorsque le nombre de colonnes devient trop impor-
tant.
Procédures Algol : PRT déja vue.

MAJMAX : calcule la meilleure majorité sur T2

PATREMAX : détermine la meilleure paire sur T1.

Nous donnons aux deux pages ci-aprés :
= un organigramme de principe du programme

= un organigramme de PAIREMAX.

Capacité du programme : identique & celle de MAJOCO et MAJMAX.

Fonctions complétes : jusqu'a 11 variables
Fonctions incomplétes : jusqu'a 18 variables & condi-

tion que le nombre de mondmes caractéristiques soit inférieur & 3500.




- 113 - PROGRAM g MAJ ORF
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II - 5 = PROGRAMME MAJORE.

Principe de la méthode.

Partant d'une fonction impaire croissante de. n
variables, on obtient une fonction de n variables ayant un mondme
4 2 lettres et une fonction de n-1 variables. Partant d'une fonction

de p variables ayant un mondme a 2 lettres, on obtient 2 fonctions

de p-1 variables ayant un mondme & 2 léttres.(voir chapitre 2-=III=3).

Caractéristiques du programme.

Langages utilisés :

Corps du programme en ALGOL
7 procédures en code machine IBM TO44
Entrées sorties FORTRAN.

Dlmensions 2

4370 unités syntaxiques

(environ 4400 instructions pour le programme compilé).
Durée de compilation : 1 mn 40 s.

Procédures utilisees 8

@3 06 £ o D AN 0 €9 €D €3 Co o O oo ow o on

7 procédures en code :
- TROU(A) Booléen A
identique & celle de ARBRE: fabrique 35 masques.
- PASTROU(A) : fabrique 35 mémoires compléments ~©S
précédentes.
- ENTREECARAC (U,V,W) entiers U, V,W;
Place le 5&éme caracteére de U dans le W caractére
de V.




- 116

SORTIECARAC(U,V,W) entiers U,V,W.
Place le Véme caractére de U dans le 5éme caractére
de W.
COMPTELETTRES (TAB, P,U,V,W). Booléen TAB;
| Entiers P,U,V,W.

Recherche parmi les mémoires TAB, TAB+1, ..., TAB+P celle ayant le
moins de 1.

Place son adresse par rapport a TAB er W

Place en U le nombre de 1;

Si 2 mémoires ont deux 1 (2étant le minimum possible) place en V

1'adresse par rapport & TAB de la 2éme mémoire ayant deux 1.

Utilisation. Recherche du monOme ayant le moins de lettres; en
particulier détecte le cas ou une fonction posséde au moins deux
mondmes & 2 lettres.

ELIMIN(U,V,S) Booléens U,V; entier S;
Cette entiére procédure permet de savoir si le mondme contenu dans

la mémoire V est éliminé par 1'une des mémoires U, U+l, ..., U + S,

TRANS (A) entier A.
Méme procédure que dans le programme arbre. A étant un nombre entier
cette entiére procédure place en TRANS le code DCB du nombre A.
Une procédure AIGOL s DUALES.
¢ ' Calcule la duale d'une fonction croissante.

Capacité du programme.

Fonctions ayant Jusqu'a 500 monSmes et au plus 34
variables. '

Présentation des données.

[

Entrée en machine sous forme d'expression littérale.

Traitément : sous forme de tableau d'Ackers.




Nous donnons aux deux pages ci-aprés :

un organigramme de principe du programme.

8

un organigramme de la détermination des deux va=

riables x et 7y intervenant de la maniére suivante :

f = xh1 + yh2 + h3

ou h, est indépendant de x

rhjyest;iﬁdépendant de x et y.

On pose

it

: 3%
x%(y+h2) + y 5

oh® +n

T =ohy +hy

i
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ITI - RESULTATS.

ITI = 1 - FONCTIONS ETUDIEES.

Il n'était pas nécessaire d'étudier comme exemples
des fonctions de moins de 6 variables; en effet, si n € 5
on connait des représentations minimales pour toute fonction impaire
croissante.
R 9 exemples ont été étudides, représentant des fonc=
tions complétes ou incompldtes, réalisables, d'un nombre de varia-
bles allant de 6 a 15.

ITIT - 2 = RESULTATS.

En ce qui concerne le programme ARBRE, programme
donnant une solution arborescente de colit minimal, aucun des exemples

de 12 et 15 variables n'a pu &tre traité durant un temps de 20 m.

Nous donnons ci=dessous & titre d'exemple la solution

fournie par chaque programme pour une méme fonction.

‘ I1 s'agit d'une fonction incompléte de 8 variables
dont nous donnons la borne inférieure; rappelons que la borne

supérieure étant duale de la borne inférieure est .inutile ici.

F.= cdefg + bdeg + abedg + beceg + acfg + abech + beeh + cefh + abdh

+ acdfh + defh.
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ARBRE (programme de minimisation arborescente).
F = Maj (c, 38, 49)
38 = Maj (e, b, h)
49 = Maj (d, £, 42)
42 = Maj (a, b, 8)

MAJOCO F = Maj. comp. (14, 13, e)
14 = Maj. comp. (d, 12, 13)
13 = Maj. comp. (10, e, d, 11)
12 = Maj. comp. (f, h, 11)
10 = Maj. comp. (¢, d, 9, b)
11 = Maj. comp. (b, g, 10)
9 = Maj. comp. (a, ¢, h)

MAJMAX F = Maj (11, g, 13)
11 = Maj (10, ¢, d)
13 = Maj (11, £, 12)
10 = Maj (e, h, 9)
12 = Maj (11, a, c¢)
9 =Maj (b, ¢, 4)

MAJORF F=Mj (9, 11, ¢)
9 = Maj (b, e, h) .
v 11 = Maj (d, 10, a)

10 = Maj (d: £, 8)




MAJORE

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

M

]

i

MaJ
Ma.j
Ma.j
Ma.j
Ma.j
Ma.j
Ma.J
Ma.j
Maj
Ma.j
Maj
Ma.j
Ma.j
Ma.j

Ma.j

(10, 11, 12)
(17, 18, 19)
(a, ¢, 9)
(13, 14, 15)
(£, &, 11)
(b, 9, 10)
(h, 9, 13)
(£, 8, 14)
(e, 4, e)
(20, 21, 22)
(h, 16, 17)
(f, b, 18)
(d, g, 16)
(a, b, 20)

(f, h, 21).




Tableau des résultats.

Nous donnons ci-dessous, pour chaque programme, le

colit de la solution obtenue et le temps d'exécution, ceci pcur chacun

des exemples étudiés.

ARBRE MAJOCO MAJMAX | MAJORF | MAJORE
Coit en ~ temps| Colit en  temps Colit en temps |[Colit en temps | Colit en temps
pérateurs en s.| opérat. en sec.| Opérat. en sec.|Opérat. en sec.| Opérat. en sec.

5 61 9 16 5 8 5 4 9 4
4 52 9 28 6 12 4 6 15 8
3 13 5 14 4 7 4 3 26 13
12 240 14 T4 12 23 56 34

15 200 15 68 15 40 48 29

18 180 14 81 15 46 61 36

9 160 9 4y 7 35 55 31

13, 210 10 54 i} go | 6 38

19 660 21 420 22 302 £ 193




III = 3 - EXFLOITATION DES RESULTATS.

IIT = 3 = a = Etude des cofits.

Afin de comparer les cofits des sclutions fournies par
les différents algorithmesiil était nécessaire d'avoir un élément
de mesure; or, pour un colit réel trouvé, supérieur ou égal & 7, le
programme de minimisation arborescente n'a pu fournir de solution
en 20 mn,

Les courbes ci=dessous ont donc été tracées de la ma-
nigre suivante : on a porté en abecisse un "cofit minimum" expérimen-
tal qui est s '
= celul fourni par le programme de minimisation arborescente quand

celui=-ci fournit une solution.
-~ le cofit de la solution de cclit minimal obtenue par 1l'un quelcon=

que des 4 autres programmes dans les autres cas.

En ordonnée on a porté le cofit de la solution fournie

par le programme,

L'ensemble des points obtenus n'est pas sur une cour= .
be, mais couvre une zone; cette zone est évidemment limitée en bas

par la lére bissectrice (valeurs minimales).

¥ ' On a tracé pour chaque programme la courbe correse
pondant’é"la limite supérieure du cofit expérimental et une courbe

de valeur moyenne du collt.
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Premiéres conclusions.

Ie programme MAJORE, correspondant & une méthode de
fractionnement donne des résultats trés mauvais.

D'abord en comparaison des autres algorithmes : les
colits sont de 5 & 10 fois plus élevés.

D'autre part, si C, augmente les résultats s'écars

tent de plus en plus de la premiére bissectrice.

Ies 3 programmes MAJOCO, MAJMAX, MAJORF semblent
donner de trés bons résultats.

De plus et ce résultat est intéressant, les solutions
fournies sont trés voisines 1l'une de 1l'autre au point de vue cofit;
les méthodes de composition seraient donc assez voisines au point de

vue cofit de la solution,

Nous laisserons donc MAJORE de cdté et étudierons
pour les trois algorithmes correspondant & MAJOCO, MAJMAX, MAJORF
l'écart relatif du cofit ACm

Cin

Cm est le colit minimum obtenu.
Pour AC on a évalué l'écart de la maniére suivante :
= pour un point P d'abeisse c, et d'ordonnée C (il s'agit des points

réellement obtenus par 1'expérience) on a posé :
v '
- AC = CM - Cm

C,, étant 1l'ordonnée du point situé sur la courbe de borne supérieure

M

du cofit, & 1l'abeisse Cop

AC

= ginsi évalué correspond donc & un écart relatif expérimental

¢ maximal,
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Cpy MAJOCO MAJMAX MAJORF
Ac_ Ac AC
AC o AC o Ac o
m m m
3 5,8 1,9 1,6 | 0,53 1,6 0,53
4 5,2 1,3 1,81 0,45 2 0,5
5 h,7 0,94 2 0,4 2,4 0,48
7 3,7 0,53 2 0,3 2,8 0,4
10 2,6 0,26 2 0,20 3,3 0,3%
11 2,6 0,241 2 0,18 3,2 0,3
14 2,1 0,15 2 0,14 3,3 0,24
15 2 0,13 2 0,13 3,2 0,21
19 1,9 0,1 2 0,11 3 0,16
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Conclusions tirées de 1'étude des cofits comparés.

les 3 programmes MAJOCO, MAJMAX, MAJORF correspondent
a4 3 néthodes de composition. MAJORE correspond & une méthode de
fractionnement. ‘ o _

Nous avons vu que MAJORE donnait au point de wvue
colit des résultats trés mauvais; par contre les 3 méthodes de compo=
sition semblent donner des résultats trés acceptables d'une part,
et trés voisins d'autre part. _

De.l'étude des colits relatifs comparés des % program=
mes par composition nous tirerons les conclusions suivantes :

-Poﬁr Cm > 15 les 3 programmes donneront des solutions
29§04 st entre elles d'au plus 20 °/,; de plus cet écart tendrait
a décroitre.

On remarque que MAJOCO étant le plus prés de la
premiére bissectrice et s'en rapprochant le plus rapidement, il

semblerait qu'il donne les meilleurs résultats quand Cm croit.

Il est peut &tre possible d'expliquer pourquoi
MAJOCO dorne les meilleurs résultats.

En premier lieu des % algorithmes, c¢'est celui ou
1'on examine le plus grand nombre de possibilités; nous verrons
d'ailleurs comme conséquence que ce programme est le plus lent des
trois. ' .

¥ ! 'D'autre part, il va dans cet algorithme un critére
de choik fondé sur le cofit; lorsdﬁe les critéres de distance lais=
sent la possibilité de choisir entre plusieurs colonnes, on prend
la premiére venue dans le cas de MAJMAX et MAJORF tandis qu'on
utilise dans'MAJOCO un critére de qualité faisant intervenir le
cofit (voir. Ch. 2).

f

{
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Ies conclusions tirées de 1'étude des coflits seront les sulvantes.

: = Primauté des méthodes par composition sur les
méthodes de fractionnement; ces dernidres fournissent des solutions
bien plus mauvaises que les premiéres et cet écart ne fait que
eroitre avec le colit.

’ = Tes méthodes par composition fournissent des
solutions :
- qui semblent trés acceptables en valeur absolue
= trés voisines l'une de 1l'autre : leurs résultats tendent &
se rapprocher 1l'un de l'autre si le cofit croit.

IIT = 3 = b = Qggparaisgg;gg point de vue rapidité.

m o a e 6% an D D G a0 G OO 3 €T R G (T8 €33 €0 50 69 00 65 e

Nous avons étudié deux séries de courbes.
D'une part, pour chaque programme le temns d'exéecution en secondes,

en fonction du colit de la solution qu'il fournit.

D'autre part, des courbes comparées : temps d'exécution pour une
fonction donnée, en fonction du colit de la solution de colit minimal

obtenue pour cet exemple par 1l'un quelconque des 5 programmes.

Nous n'avons pas tracé la courbe correspondant au
programme de minimisation ARBRE ::-en effet, on ne dispose que de
trois points ce qui est in$uffisant” D'autre part, les-essais ine

fructueux montrent que le temps d'exécution est nettement prohibitif.

4
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Premiéres conclusions.

Si 1'on s'intéresse uniquement & 1l'aspect graphique
des résuitats une premiére constation s'impose :

= la dispersion des points expérimentaux ne permet
pas théoriquement de tracer une courbe mais simplement de délimiter
une zone.

Dans le cas du programme MAJORE cette zone s'avére
extrémement étroite au point que sur le graphique nous aVOns'traeé
une courbe. \ o

Nous pouvons donc supposer que le programmé MAJORE
permet, avec une assez bonne précision de déterminer la relation

temps d'exécution = colit de la solution fournie.

Une explication est possible :

= Dans les % autres algorithmes le nombre de pas du programme COrress

pond exactement au nombre de colonnes fabriquées; mais ce nombre ne
correspond pas au colit de 1alsolgtion foqrnie ¢ on peut trés bien
fabriquer dés éolonnes n'intervenant pas dans la solution; c'est ce
qui explique la relative dispersion des points.

Par contre, dans le cas du programme MAJORE chaque
pas correspond & une fonction apparaissant effectivement dans la
solution, - | ’

¥ N Ceci est d'ailleurs commun & toutes les méthodes de
fractionnement : quelle que soit la méthode employée tout résultat
calculé est effectivement utilisé dans la solution; il sera donc
possible dans le cas d'une méthode par fractionnement de relier de
maniére précise le cofit et le temps, ou le colit et le nombre de

variables.

1t
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Temps rapportés.

‘ On a tracé cette fois des courbes donnant le temps
a’ exeeutlon, fonetion du cofit minimal.
Il faut s'attendre cette fois & ce que les résultats
de MAJORE ne donnent plus une courbe mais une zone comme les autres

programmes .

Comme précédemment nous n'avons tracé aucune courbe

en ce qul concerne le programme de minimisation.

8 N et
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Conclusions tirdes de 1'étude des temps d'exécution.

= (lassification - Ie programme MAJORE est le vlus

rapide. De plus les 4 programmes se classent au point de vue rapidité
d'exécution dans l'ordre inverse de celui ou ils se classent au point

de vue colit (graphique des cofits relatifs).

L?explication correspond & celle donnée précédemment :
= MAJORE est le plus rapide :

- parce que tout résultat intermédiaire qu'il fabri=-
que intervient dans la solution.

- un résultat intermédiaire n'est pas choisi parmi
toutes les combinaisons possibles mais déterminé par
un choix treés rapide entre un trés petit nombre de
possibilités. e

I1 est normal que MAJOCO soit le plus lent car il

examine le plus grand nombre de possibilités.

L'étude du graphique en échelle doublement logarith-
mique fournit des conclusions provisoires intéressantes.

‘Dans les limites du nombre de points expérimentaux
et des valeurs les plus élevées que ‘1l'on a pour Cm’ il semblerait
que pour Cm > 12 1les 4 courbes tendent vers des droites ce qui

correspondrait & des courbes temps = fonction puissance du cofit .

Si 1'on admet cette hypothése on constate que la

¥ [

pente de,MAJOCO est nettement plus faible (environ 1,3) que celle
des 3 autres (supérieure a 3).

Approximativement, dans 1'hypothése de courbes puis-
sances MAJOCO donnerait des temps inférieurs & ceux des autres

programmes pour Cm > 25, - '

€




Si 1'on se place au point de vue temps d'exécution
MAJORE, dans les limites ci-dessus (Cm £ 25) est le plus rapide
des 4 programmes.

Toutefois, si 1'on voulait obtenir des solutions de
colit avantageux en se contentant d'un temps d’exéeution raisonnable
les 2 programmes MAJMAX et MAJORF semblent le mieux répondre a la

question.

III = 4 - CONCLUSIONS

ez e

III = 4 « a = Intérét du programme de mlnimisation
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le programme de minimisation ARBRE a des performances
trés mauvaises au point de vue temps. Toutefolis, son intérét provient
de ce que :

- 11 prouve que la minimisation est possible; on
pourrait en effet imaginer une machine suff'isamment rapide pour obte=-
nir des résultats acceptables.

- D'autre part, il a révélé un facteur intéressant.
Contrairement & ce qu'on aurait pu imaginer ce n'est pas la place
disponible en machine qui est restrictive, c'est le temps; on abou=
tit & des temps considérables bien avant que toute la machine ne
soit pleine. ' '

¥ i

Ies méthodes heuristiques de synthése par composition
offraient un inconvénient.

‘ Rien ne permettait de dire & priori quelle était leur

sfficacité au point de vue colit; et surtout, si 1'on se place & un

point de vue théorique on pouvait uniquement affirmer qu'‘une telle




méthode était convergente : on ne pouvait prévoir au bout de combien
d'essais. L'étude de la programmation de trois méthodes par composi-
tion permet de voir :

- que ces méthodes sont trés intéressantes au point de vue cofit, et
trés voisines l'une de 1'autre.

= que pour 2 d'entre elles au moins les temps d'exécution sont tout
4 fait raisonnables.

Si 1'on se place au point de vue pratique de 1'exploi=
tation on peut considérer que le temps d'exécution est un facteur
d'importance négligeable par rapport au cofit de la solution fournie,
a condition toutefois que ce temps d'exécution reste dans des

limites raisonnables.

De ce point de vue, les méthodes heuristiques par
composition peuvent &tre considérées comme d'excellentes méthodes,

rapides et donnant des solutions de cofit trés raisonnable.

III = 4 = ¢ = Intérét théorique des méthodes par fractionmement.
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les méthodes par fractionnement ont toutes un point
commun : on ne fabrique que le strict nécessaire pour 1'obtention
d'une solution. On ne fait que treés peu de choix et le “emps pris en
machinq par ces choix est insignifiént par rapport au reste.

" , Conséguence : Comme nous l'avons vu dans le cas de
MAJORE le temps sera une fonction du cofit, que l'on pourra déterminer
avec précision.

D'autre part, la plupart des méthodes de frationnement
permettent de calculer mathématiquement une borne supérieure du cofit

en fonction d'un paramétre de la fonction.

i
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Dans le cas du programme MAJORE, comme nous le verrons au chapitre 4
on peut obtenir une borne supérietre du colit en fonction du nombre
de variables.

Nous verrons que cette borne obtenue ést déjd assez

faible (moins du quart de celle obtenue par la formule de Lagrange ).

Ie fait que des programmes heuristiques par composi=
tion donnent des résultats de colit nettement moindre tendrait a
monter que 1'opérateur majorité est un opérateur “"économique': il
permet de réaliser la synthése d'une fonction avec trés peu

d'opérateurs.
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CHAPITRE .4 .

ETUDE DU COUT

PROPRIETES DES RESEAUX DE COUT MINIMAL

H
[}

11 ETUDE I'E FONCTIONS PARTICULIERES

8

III -~ BORNES SUPERTEURES DU MINIMUM DU NOMBRE DE COUCHES

v BORNES INFERIEURES DU COUT

8

BORNES SUPERIFURES DU COUT
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INTRODUCTTON

Nous avoné vu au chapitre II un certain nombre.dé.
mé thodes de!synthése. Ie présent chapitre est consacré a 1'étude
du colit des fonctions représentées par un réseau madoritaire. on
dégagera dans ce chapitre des propriétés indépendantes des algo=
rithmes de synthése et on calculera des valeufs numériques limi-
tes,tant pour le cofit que pour le nombre de couches.

Nous donnons d'abord un ensemble de bropriétés ca=
ractéristiques des réseaux'minimaux de fonections impaires qrois-.
santes, puis nous étudions certaines fonctions trés particuliéres
et dont l'utilisation est fréquente.

Ies résultats de ces deux études seront alors utie
les & 1l'établissement de valeurs limites tant pour le cofit que

pour le nombre de couches.




I = PROPRIETES DES RESEAUX DE COUT MINIMAL.

I = 1 - FONCTIONS N'INTERVENANI JAMAIS DANS UNE REPRESENTATION DE

COUT MINIMAL.
S st 1 Soit £(X) une fonction impaire croissante de n va=
riables, (n > 3). Si une fonction impaire croissante i au

plus deux mondmes premiers de f(X), elle ne peut intervenir dans

une représentation minimale de f(X).

En effet, il y a pour ces deux mondmes, au moins
une variable gui les couvre; on peut donc remplacer dans le réseau,
le sous-réseau réalisant la fonction par cette variable qui est de
colit 0.

Théoréme 2. Soit f(x, y, z, X) une fonction impaire croissante
de n variables (n > 3). S'il est impossible d'obtenir, par
réduction a partir de f(x, y, z, X) la fonetion xy + xz + yz, alors
Maj (%, ¥, z) ne peut figurer dans zucune représentation de cofit

minimal de f(x, ¥y, z, X).

Démonstration.

fx, v, 2z, X) = xyz.hl(x) + Xy hg(X) + X2 hB(X) + vz hu(X)
. + x‘h5(x) +y h6(x) + 2z h7(X) + hB(X).

¥

hl(X),th(X), v s h8(X) sont des sommes de mondmes dépendant de X

et indépendantes de x, y, z.
Considérons un mondme m de hQ(X) dom=moLom,
Réduisons dans f toutes les lettres de m a x, toutes celles de

m, a y. Soit fr la fonction obtenue.




£, dépend effectivement de x et y; en effet, xy hg(X) est alors
devenu xy; ce mondme ne peut &tre éliminé que par un mondme prove=
nant de x hB(X), de y h6(X) ou de h8(X).

Si xy est é1liminé par un mondme de h8(X), le mondme
xy m n'aurait pas été premier.

De méme si xy étalt é1liminé par un mondme de x hB(X)
ou de y h6(X); on peut donc écrire :

frzxy+ 0}

. dépend effectivement de 3 variables au moins; ¢ contlent done
au moins une variable différente de x et y et ne contient pas de
mondme & une lettre,

Réduisons & 2z toutes les variables de ¢ autres que

x et ys. on obtient une fonction fr :
1

£, o=xy + ¢ (x, ¥, 2).
Ty

fr‘ dépend effectivement de 3 variables; comme elle est impaire
1

croissante ce ne peut €tre que :

£f =Xy +xz +yz
g
ce qul est contraire & 1'hypoth&se; conséquence : le mondme xy m

n'existe pas d'ou :
hy(X) = Q_ '
On &urait de méme : hBGX)i= hu(X) =0 et f(x, y, 2z, X) s'éerit =

f(x, vy, z, X) = xyz hl(X) + x h5(X) +y h6(x)‘

+ 2z h7(X) + hg(X).
d'ol :
Pour la fonction Maj (x, ¥y, z) on est dans le cas du théoréme d'éli-
minatiop : x (ou y ou z) couvre tous les mondmes couverts par

Maj (x, ¥, z) et colite” moins cher.
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I - 2 - FREQUENCE MINIMUM D'UNE VARIABLE DANS UN AU

I =2 - a - Position du probléme. [Ad]

Considérons le probléme de la synthése d'une fonec=
tion impaire, (pas nécessairement croissante) & 1l'aide de 1'opéra=
teur majorité.

Si la fonction‘f(x, x), impaire, est monotone en x
on a : '

£(x, X) = x (%) + PR x)

ou ¢p (X) est sur impaire et indébendante de x.

Or une fonction sur impaire peut toujours &tre cone
sidérée, et cela de plusieurs maniéres, comme une somme de deux
fonctions impaires: soit par exemple :

P(X) = @, (X) + 9, (X)
Py et cp2 etant deux fonctions impaires; d b3

£(x, X)

i

% lo,(x) + @ (0] + @ (X) . P,
soit :
f(x, X)

way [x, ®,(x), ®,00].

I1 existe done ur wésenu, peprésentant f(x, X) et
tel que la variable x apparait une seule fois dans ce :7 uiiL

Mais,méme si f(x, X)rest croissante par rapport a
toutes ses variables,les fonctions ® (X) et @, (X) ne sont pas
en genéral croissantes; or, si 1l'on se propose de représenter
une fonction impaire croissante, on n'a & sa disposition que les

variables directes.

Nous allons nréciser dans ce cas une borne inférieure

du nombre d‘occurences d'une variable x dans le réseau d'une fonc=

tion impaire croissante f(x, X).




I =2 «Dbe« Cas d'un réseau quelconque.
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Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on
puisse représenter une fonction impaire croissante f£(x, X) par un
réseau majoritaire dont une seule entrée est égale & x est que le
coefficient de x dans le développement f£(x, X) = xy¢. (X) +¢ *(X)

pulsse 8tre considéré comme une somme de deux fonctions impaires
croissantes.
Condition nécessaire.

Supposons que X apparaisse une seule fois comme
entrée dans un réseau majoritaire représentant f£(x, X).
- Soit ¢ la fonction sortie de 1l'opérateur dont une des
entrées est x.

o = x( @, + cp2) + P, @, ®, et g, impaires croissantes.

Quel que soit le nombre d'occurences de ® dans le
réseau on peut toujours écrire :
£(x, X) =P g + g

ou g est sur impaire croissante indépendante de x puisque ¥ est

le seul sous réseau cortenant x.

£0x, X) = [x(9,49,) +9, s+ 8" =x[pg+q, 5+ +
P 0, g+ =x[Pg+g)+ @g+e)] +

(v, + ") (@ g + )

Ie coefficient de x est une somme de 2 fonetions impaires croissantes

ce qui est contraire & 1'hypothése.
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Condition suffisante. Elle est évidente :

si £lx, X) == LV (X) + 4,007 + ¢, (xX) . ¥, ()
on a :
f(xx X) = MaJ [xs ¢1(X)9 \I’a(x)J
Exemple :
f =xy + xz +xt + yzt.
Développons en x ¢
fF=x(y+2 +1t)+yzt

Ie coefficient de x est une somme de 3 fonetions impaires crois-
santes au moins; il faudra 2 entrées au moins égales & x.

Développons en y 3

f=y (x + 2t) + xz + xt

Ie coefficient de y peut &tre considéré comme une somme de 2 fonce
tions impaires croissantes : x et xz + xt + 2zt , 1l est possible

de trouver un réseau ou y apparait une seule fois.

y - t
z L::} -‘\\ £
. . |
I-2-c-Casdlun séom rboresoent,
»67 4
Théoréme 2., Soit £(x, X) une fonction impaire croissante de n

variables.
*
£(x, X) = x ¢(X) + ¥ (X)
ou W(X) est une fonetion sur impaire croissante de n=1 vaisbles.
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Si ¢(X) est, considéré comme somme de fonctions impaires croissantes

de toutes les fagons possibles, une somme d'au moins p fonctions

impaires croissantes, alors dans tout x. majoritaire arboresw

cent représentant f(x, X) p-1 entrées au moins sont égales a x.

Démonstration, Ceci est évidemment vrai si p = 2; d'autre part, le

théoréme précédant le démontre si p = 3.

Supposons le vrai pour les fonctions ou on a p-1
fonctions impaires au moins dans le coefficient de x; soit f(x, X) une
fonetion impaire croissante telle que le coefficient de x soit une
somme d'au moins p fonctions impaires croissantes.

Supposons un pégeay - Arborescent représentant f(x, X);
Soient 8.5 By» 33 les 3 fonctions du dernier étage telles que :

f(x: X) = Maj (81: ges gj)

X apparait q1 fois dans le égcau € 51’ q2 fois dans le résecau
de &, a5 fois dans le réscan e &5 et supposons :
< -
q1+q2+q3 p 1
f(x, X) dépendant effectivement de x on peut toujours supposer
> 1

qj.

8, =x(h1 +h, + ... h ) +h . hy ... hy

1 1
Rappelons qu'il existe une représentation de 8, dans laquelle x
apﬁhraiﬂ_au plus tl- 1 fois : c'est la majorité composée de x;
1 On peut donc toujours supposer que @

tl -1 £ a
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De méme g, = x{k, + ... 4k Jo+k ook,

Soit

(%,

2
o

= A ] - 3 P! . ‘ - | J4h, . h
X) =[xl + 1y 4 oun 1t3, 2 YO 1t31[x(h1+ e +.nt1)F11 vy,

ok T+ [ xfn 4 5 Yo N
Kyt etk )tk Lk T [xthg+ ..o+ h 3+ hyooh

» 2 | 1 * gl

)k kg e K] o=x [(11+ ceek 1

J{n,+ ... +h
2 ? ; '

tj 1 tl

2

I1 est possible de metire le coefficient de x sous la forme d'une

somme de {Tonctions impalres croissantes du Lype

ou

: . L ) . ”\
= hiéllw .Q¢+1c3+ LSRR kt?) + 1‘;uulvj, kK ...k, (3/

I3 faut au plus t, fonotions du type (E} s b fopetions du typs (g%
e Lt

ie voefficient de x dans f(x, X) pourrait se metire sous la forme

A"une somme d'au plus t

1 + t? fonctions impalires croissantes

¥
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Soit :
1 o .s‘ q1 + q2 +2 &£ q1 + 9 + q3 +1 < p

Soit t, + t2 < p

ce qui est contraire a 1l'hypothése,

Remarques . On a supposé q3 > 1; il est trés possible que
q =q, = 0 ce qui revient a dire tl = t2 = 1 et ne change rien &

la démonstration,

it

D'autre part, le cas ou gi x est possible; ceci
ne serait valable que pour un des 8,3 il suffit de supposer que

c'est g_.

2
I -3 - RELATIONS ENTRE IES COUTS.

Rappel d'une_géf}gition :  Soit f(X) une fonction impaire crois=

I e T . - -

sante de n variables (n > 3). On appellera réduite d'ordre p
de T 1la fonction ¢btenue en réduisant p + 1 variables dans f,

Exemple :
f =xy+xz +xt + yzt
faisons y = x on a fr = x qui est une réduite d'ordre 1
1
y =3 f =2xz +xt + zt
r
. 2 s
I=,3-a~ Colit des réduites.
Théordme 1. i Soit £(X) une fonction impaire croissante de n

variables (n > 3). Il existe au moins 1 fonction,réduite d'ordré 1
{ ,

de f, et de colt strictement inférieur & celui de f.




Démonstration. Soit une représentation minimale de £(X); soit Cf son cofit,

Il y a au moins un opérateur du réseau dont les trois entrées

sont des variables; soit MaJ (xi, xj, xk); fxi, xj, xkg < X .

Considérons la fonction f, obtenue en faisant Xy =%y dans fT.

On obtient un réseau représentant fr en remplacant dans le
réseau de f chaque occurence de X, par X, . Dans ce réseau 1'opérateur
MaJd (xi, xj, xk) a maintenant pour entrées xi, xi, xk; sa sortie vaut xi et
on peut le supprimer en le remplacant par la variable Xy

On a done pour £ un réseau de cofit Cf - 1.

Done :

s,
Cofit tfr]\< Cp = 1 d'ol :

Cofit fr < Cofit f.

On pourrait faire de méme avec la fonction obtenue en faisant
Xy =X ou xj = Xy
Remarque 1. Il est évident que toute réduite de f est de cofit au plus

égal & £: le réseau de £, sur lequel on fait lesyremplacements de variables

correspondant aux réductions donne une représentation de la réduite.

Remarque 2. I1 y a des fonctions pour lesquelles certalnes réduites sont
de méme cofit que la fonctlon elle-méme.
Exemple : f=(xy+xz+7y2) (t +u)+tu est représentée par le

réseau cl~dessous qui est minimum. ’
N A—

Z ’ u

¥ [

faisons la réduction t = x ; on obtient xy + xz + xu + yzu qui nécessite

également 2 opérateurs.

{
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Applications. Ce théoréme permettra dans certains cas d'obtenir des

bornes inférieures de colt pour des fonctions et par suite des c¢olits
minimum rigoureux. On en trouvera des exemples dans 1'étude de fonc=
tions particuliéres.

I« 3%=b =~ Colits comparés des fonctions de n et n~1 variables.

2 B D T T 2 2B o0 W T X 0T O G B B I TR SO G O o S e o

Théoréme 2. Toute fonction de n variables peut €tre considérée
comme une réduite d'une fonction de u + 1 variables.

Démonstration.

£(x, X) = x (X) +¢F(X)
f(x, X) est une fonetion de n variables

¢(X) étant sur impaire croissante on peut toujours éerire
P(X) = h(X) + y(X;

ou w(X) est impaire croissante de n-1 variables.
Considérons alors g(x, y, X) = xyn(X) + {x+y) ¢(X) + wx(x)

Si l'on fait v = x on a g(x, x, X) = £{x, X)

1id, ¥, X) = yh(X) + (%) = ©%(X)

g1, v, X) = [y )] VX)) . o(X) =y ¥IX) . p(X) + cp*(x). o (X)
=y y(X) + o (X) = g0,y X) :

¥ !
g est inpaire croissante.

Corollaire. Si Cn est le cofit de la fonction de n variables la
plus chére on a :
2 C
G G

En effet, si f(X) est la fonction de n~1 variables de

colit le plus élevé elle est réduite d'une fonction de n variables,
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II - ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES.

IT - 1 - DEUX REPRESENTATIONS DE COUT MINIMAL.

IT-1=-a= Représentation;gg la majorité composée.

Y

On appelle majorité composée & p + 1 variables la

fonction impaire croissante :

1 P )
= + = + D) + cee
£=x8 +8 =x(y +y, y,) + ¥, Y, Yo

- Théoréme 1. Toute réduite de f est de cofit strictement inférieur
& celui de f.
Démonstration. _f étant symétrique par rapport aux variables ¥y yg,

cves yp les réduites de f se rangent en deux classes d'équivalence :

« celles obtenues en falsant ¥4 y‘j ¢ on obtient
1 p-1
el + Sp'_1

= celles obtenues en faisant yk = X; on obtient la
variable x qui est de cofit 0.

x S

Soit une représentatibn minimale de f: un opérateur
au moins du rézcoun st tel que ses 3 entrées sont des variablesj
1l'une de ces variables peut &tre x mals deux d'entre elles au
mo%ns sgront prises dans 1l'ensemble {yl, y2, ces s yp}; soit'yi‘et yJ.

En falsant la réduction vy = yj, la sortie de 1'opém
rateur valant yj, celuil ci peut &tre remplacé par ¥y la réduite
posséde une représentation de cofit strictement inférieur i celuil de

f. p '
: L _
Théoréme 2. f(x,Y) = XS, + 8, = x(y1+yé+... yp) + ¥y Y ..,yp

est de,colit p=1.
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1, 2. | |
Nous avons xS, + S, .= x(y, +y,) +y, ¥, = Mad(x, v, vp)

Supposons que ce soit vrai pour les majorités composées & p
variables :

£(x, X) =0 {yy + ¥, + et Ypur ¥ yp) Y e Yy

B i

w X [x(yl 4 y2 S PR yp~1)*“y1 y? ...y’[ |'\' ;}{(yl-* e e H yp_l)

4 e ]
= % 37 + gP?

X(‘yl Ty )pml p=1

5t ypsl) +y

.y v ¥
1 yd =1
vossede une représentation de colt p-2.

D'oa £ = MaJ [x, ¥y, x(y1+...+yp‘1)+y1... yp_lj est de cofit p=2 + 1 =

p
p=1.
Cette représentation est minimale : par hypothése la

représentation‘de xS:1 + Sp-l de colt p~2 est minimale et d'aprés

p=1 . p=1
le théoréme préeédant xS~ + s est ds colit strictement supérieur
s ) 1 r=1
4 celul de x Spm1 + Spv1 .

II = 1 = b = Représentation minimale de 35 .

AU A IS A IC WA SAR O O B R A M G . O

Borne inférieure du colit pour S=.

3 2 3o
S = x 8, ¢ 0
¥ ! 2 4 -
= x(yz + yt + yu + zt + zu + tu) + yzt + yzu + ytu + ztu.

Qj est une Tonction totalement symétrique; toutes les rédultes sont

du méme type, done du méme coflt; étant donné qu'une réduite au moins,
est de cofit strictement inférieur & celui de f, toutes les réduites

sont de colt strictement inférieur a celui de f.

«
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Palsons par exemple la réduction z = y
On obtient la fonction g

g=x (y + tu) +yt + yu

o

y (x +t +u) + xtu

it

g

Nous avons vu que le cofit minimum de cette fonction était de 2,

Dion

Cotit (sg) > 3

3

Une représentation minimale de SS°

s
o’
2D I

= x(yz + yt + yu + zt + zZu +Vtu) + yzt + yzu + ytu + ztu

N/

Nous allons montrer qu'il n'y a pas de représentation de cofit 3
’possible, ‘

‘ Si une représentation est de cofit 3 1'une au moins des
% fonetions entrant dans 1'opérateur final est une variable; S? étant
totalement symétrique on peut toujours supposer que c'est x. 2

Tl est impossible qu'une autre entrée soit une variable : la réalisa.
3

tion seralt de la forme MaJ(x,y.p) = xy + (x+y) ¢ et 35

ne comporte
auncun mondme & 2 lettres.

Reste donc le cas ourles 2 autres entrées sont des
fomctions. Si ce sont 2 opérateurs disjoints, il y a 6 entrées dise-
ponibles pour B variables : 1 variable au moins est répétée : ce ne
peut tre x car on aurait un mondme 4 2 lettres; reste 4 variables
pour 6 entrées : 2 variables y et =z seraient répétées et on aurait

un mondme a 2 lettres.
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Reste le cas du réseau ci-dessous :

— 1)

, X g
. J T )

~

I1 y a 5 entrées disponibles pour 5 variables; 1 variable doit étre .~
répétée; ce ne peut 8tre x pour les mémes raisons que cisdessus; -

ce ne peut &tre que v {(ou z, t, uj.

la fonction s'éerirait :

x(®, +oy) +®, 9,
avec @, = Maj(y, z, wl); %, 9, =(yz + yp, + 2P, ) ®,

I1 y 2 un terme en ¥, et ml = oy o+ 3
ou o désigne t ou wu.
On aurait un mondme A& 2 lettres : c'est impossible;
d'ou :
Cotit [ sg] > b

On a par contre :

S:; = MaJ {x, Maj(y, Z, t)) Nh‘j [unYMaJ(“-Zat)]] ’

I3

qui est & 4 opérateurs
Unevtelle représentation est done minimale.

b4
Z ——!--—--‘)—q———-—
: ) X
W —l—.——w-nuj" '\.

i u
U
]
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Remarque : Nous verrons en III que cette représentation est

minimale en nombre de couches également.

IT - 2 - REPRESENTATION DES FONCTIONS DU TYPE x Si‘ + S;:-H'ml

1 .

Sk désigne la somme des produits 1 a4 1 de k wvariables. Pour qu'une

. telle fonctlon soit impaire croissante il faut et il suffit que

1l .
Sk soit strictement sur impazire croissante soit :

> 1

j30d -y

Nous supposerons cette condition remplieet appellerons, par

abréviation gx(k, 1) une telle fonction.

IT = 2 = a ~ Représentation de g (5, 2).

gx(S, 2) = x(yz+yt+yutyv+zt+zutzvetuttviuy ) +yztusyz tvyzuv+ytuv+ztuv

y(xz+xt+xuseveztu- ztv+tuv Jxzt+xzutx tutxtvexuv4xzv+z tuv

ylx(z+t4u ) +ztudv (x+ztrtuizu) + Xzt+xtutxzul+xzt+xzusx tutx tv+xuvexzy

i

+2tuv

x(z+t+u) + ztu fonection de cofit 2

i

}

®, v{x+zt+zuttu ) xzt4xzutxtu = Majlv,x,Maj(z,t,u)]
de woflit 2

Nous obtenons gx(S, 2) = Majly, cpl,CDE) qui est de cofit 5.
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u ~———~L—ﬂ’ A 1
y J
i W -
w —_/ v ——t

| cofit [gx(_‘f),?)j < 5

= 2 = b - Formes systématiques pour les fonctions gx(k, i

D O G G O S T O AT (5 3 S e S (D O A O £ 9 M M G (R T 3 SR IR 020 W R D 2 K R 0 LA e A L T, W T By B

a la forme systématicue suivante :

gx<k’ l) == Maj [y: sx(krls 1“1): gx(kﬁl: 1) ] I

effet, posons pour alléger 1'éeriture :

P = Maj[Y: gx(k“l’ 1“1), Sx(kﬁl, l)]

1.1 kaltl 1 k=1 l=1 k=1+1
= y[x 81 T Skt + x8 ., + ,sk-wl] +(x Sio1 * Si )
L 1 k-nl+1
v (x ‘Sk Lt S )

Core Qdel ol kel el kel
= xly Si‘inl ¢ Bq F Skmi ] hig Sl Sz(wl
6l 1

or

K » &1 entraine k=1 2> i soit § | < 3
B i =1
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dton @
T 1-1 1 k=1 ke 141
o=ly S, 7+ Sl o+ vy Sy o+ S
1 Jm 11 )
o = X Sk + Sk' = gx(k’ 1)
Remarque . Dans le cas : k = 5§, 1 = 2 la formule ci~dessus conduit

& une représentation moins avantageuse gue celle trouvée en II=2«=a;

toutefois cette formule offre 1'avantage d'€tre systématicue.

Cas particulier. k=2 1. On est alors dans le cas des fonctiors ime
paires croissantes totalement symétrioues, d‘un nombre impai: de
c s 1+1
variables S
rizbl So141

Ia formule précédente, appliquée & ce cas particulier redonne la

décomposition dderite par Amaycl Cooke et Winder [5].

1 .
51w’ gy('s??“’l, l=1) j I

En effet, 81 k = 21 ¢

- . Fliml=l4l 1 1
o L=l ] ES { . iy = '0
By (=1, 1) =y ey ] 01=1 Y 85101 ¥ 5514
21
5 00wl
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p+l

IT = % = APPLICATIONS A CERTAINES FONCTIONS S, il

Représentation de Sg.

Y _ 3
S, = MaJ [x, 85. sy,(s, 2)]

b
5

une réalisation de colit &,

Nous avons vu pour S2 une réalisation de colt 4 et nour gy(5,2)

Dans la réalisation de gy(5, 2) intervient une majorité de 3
variables dont aucune n'est y.

Dans Sg, fonetion indépendante de y il y a une majorité de 3

variables; il suffit de choisir celle intervenant dans gy(s,e).

De cette maniére on a :

Colit sf; < 1 + Colit (sg) + Cofit [gy(5,2)] -1

Soit une réalisation de cotit 9.

Colit (si;) < 9

Représentation de Sgo

Par application de la formule Il on obtient :
5 - l" ’ ‘ 3
89 MaJ [X; 373 Ey(7’ 3) ]
Posons f@lr = S7 3oy est une fonection e dépendant ni de x ni de y.
Colit (sg) =1 + Cofit (s‘,;) + colit [gy(?, 5)]

Par application de I on obtient :
9 = Ma' » 52 6 3
gy(7 3) J [z 5y(6 ) sy( ,3)1
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. . “z e 2" -
8, (6, 3) =57 = @,

@ est Indépendante de x et de z.

On peut done derire @
P, =2

@2 =y

W £
A OV
; +

(2]

.:.
(2]
[ g

S1 1'on fabrique ml sulvant le développcuent cl-dessus, la reprée
sentatlon de @2 nécessitera un. seul opérateur supplémentaire.
Nlou :

cofit (8 Lf’) = 1 4 Colit (sf;) + 1 4+ 1 + Colit [gy((S,Q)]

8,(6,2) = - Maglt, %(5,1)3 8,(5,2)]

Dans la réalisation de gy(S,Q) il v a une majorité indépendante de ;;
celle~ci peut done entrer aussi dans la réalisation de la partie

COMMING &e ©, et 0 o

Dans g (5,2) 11 entre une fonction de 4 variables de la forme
y(u+v7w) + uvw; une telle fonctlon peut également servir dans la
représentation de g (5,1).

uoit 3 opérateurs a compt@r en moing.
Colt {S2) = 3 + 9% 1 + Colit [gy(j,i)j + Cofit [gy(fsge)]m:f;

=35 4+ 94+ L +4+5«73=19

Cofit (sg) < 19




Réalisation de S?la

6 _ 5 : | 5 =
Sll = Maj [x, 39, gy(.(), 4)] v 89 Cpl

Cofit (Sfl) = 1 + Colt (Sg) + Colt [gy(9,4)]

VI, ) au) = ad o
B (9:4) = May [z, g (8,3), 8y(8,4)l g, (8,4) = 57 = @,

Comme précédemment le cofit de ¢, et @, sera

Colit (sg) + 1.

i

Colit (Sil) 1 + Colt (sg) + 1 4+ 1 + ColGt [gy(8,3)]

]

22 + colit [g,(8,3)]

8,(8,3) = May [t, g.(7,2), g,(7,3)]
gy(7,2) = Maj [u, gy(6,1),‘gy(6,2)]
g, (7.3) = Mg [u, g,(6.2), £,(6.3)]

gy(6,2) intervenant & la fois dans gy(7;2) et dans gy(7,3) sera
réalisée une seule fois.

e ) o ot
g,(6,3) = 5,

7 T ®

3

Dans la réalisation de @_ intervient, nous 1l'avons vu plus haut,

3 D

unev fone'tion du type 85 indéperdante de y . Celle ci pourra donc

interveﬁir”dans la réalisation de la partie commune de wl et v¢2.

D'ol : Cofit gy(8,3) =1+1+ Colit, [gy(6,1)] 4+ Coiit gy(6,2) +
Cott(sy) = 4 + 1 = 8 + Coit [g (6,1)] + Cofit (6, (6,2)]

cotlt (g, (6,1)] = 5 '

gy(6’2? = Maj v, sy(5,1). gyiﬁgﬁ)]
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Comme précédemment on peut trouver pour g (5, 2) et gy(S,l) un sous
¥ _

réseau  ommun & 2 opérateurs.

1

Soit Cofit [gy(6.2)J 1 + Cofit [sy(B,l)J + Cofit [gy(5,2>] -2

1+4+5-2=28

Al

845 +8=21

Soit cofit [gy(B,})]

Cofit (s? =22 + 21 = 43

)

T

Colit, (sfl) < B3

i

II - 4 = REALISATION DES FONCTIONS LINEAIRES.

II - 4 -~ a - Réalisation de_x O y ©_z.

Il s'agit d'une fonction impaire non croissante.
Comme elle n'est croissante par rapport & aucune variable il faut
dédoubler x y et z.

2 2 3

On posera : X = u; y = Vv; 2 = w;

X0y 0 z=xyz+xy'z’ +x’yz2’ +x'y’z = xyz + xvw + uyw + uvz

Nous obtenons une fonction sous impéire croissante de 6 variables.
v Ny , Nous avons pour cette fonetion une représentation

de cofit 3 vue au chapitre 3 « IT = 2 =« b =

x by ®z = Maj EY’: Ma'j(x: ¥, Z,): Maj [z,x’,MaJ(x,y,z’)] ]

-

x v—w——————\\ X '-\\»

L

| " Z:__________J z ._________.,J
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Cette réalisation est d'ailleurs minimale : il faut 6 entrées
libres; on ne peut utiliser moins de 3 opérateurs pour connecter
les 3 variables et leurs compléments.

IT = 4 = b = Réalisation des disjonctions d'un nombre impair de

D i A S S VO S () D ST IR e S Y W A GO S G W D TS 0 S S S T U S O T N U 5 G 3% W T 3 A O D O SR 0 R

variables.

Théoreme . Il existe pour la disjonction de 2p+l variables

une réalisation de colt 3(2p=1)

Cette représentation existe si p =1
Supposons qu'il existe une telle représentation pour les fonctions
ou p < P, = 1 et soit :

f = xl @ x2 @& ... x2p0+1

3 cas sont possibles :
a)= 2p,+1 est un multiple de 3. 2p +1 =3 k k < p,

2pO 4 1 étant impair k est impair.

Groupons les variables par paquets de 3 :
X ® x. 8 x_=u ; X, ® x_ @& x, =U3 .... X ® x
1 @ 3 Y 0 %y 5 ¥ g T Ul 2py1  “2p,
& x = u
R
211)0‘.~ k '
On comn:it pour u1 et ui une réalisation de colit 3 pour chaque.
g = u @ u, ®....0  estde colt 3(k-2)
K
a cela il faut ajouter les colts des ¥ euinx 4y ui. cer U ui

Soit 6 k,
Soit une réalisation de cofit 3k = 6 + 6k = 9 k = 6
= 3(2p, +1) = 6 = bp = 3

=3 (g, = i)
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b)= 2pg *1 =3k +1 1+k <p

2p  + 1 étant impair 3 k est pair et k l'est également.
Groupons les 2po premiéres variables par paquets de 3 :

= U ;

= ; : @ @ = H ¢ e v e
x, @ x» ® x u x4 X x6 u, x2p_2 ® x2p0_1®x2po X

1 2 > 1 5 2
et réalisons la fonction :

g = u1 & U, ® ... Bu

& x
+
: k 2po 1
g est une disjonction d'un nombre impair de variables, il en existe
une représentation de colt :

3(k+1=2) = 3 (kel)
Pour obtenir f il faut remplacer Ups Wis Usys eoe Uy Uy
par leurs réalisations en fonction des xi; on a un cofit total de 6k.

Colit £ = 3k = 3 + 6k = 3 (3k = 1)

or 3k = 2po
Soit Colit = 3(2po - 1)
c)= 2p, + 1 = 3k + 2. 2+k < p

2p, + 1 étant impair 3 k l'est aussi et k également.

Groupons les 2po-1 premiéres variables par paquets de 3.

u:L = x1 ® x2 ® x3 P uk = xep % <] x2p -2 @ x2p -1
v \ (¢) o] o
et considérons la fonction :
g =1 ] u, 6 .... @ u, ® x @

2p

X,
o 2po+1

k étant impair k + 2 l'est également et g est réalisable
avec un colit de 3(k+2=2) = 3 k ;
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A cela s’'ajoute le colt des fonctionS‘ul, cee

soit un coiit total de 6k
Soit en tout 9k = 3 (3k) = 3 (2p0~1)

II - 4 - ¢ - Disjonction d'un nombre pair de variables.

0 . s S T ST D U T O WP N W W S S Sy T TR S B AN T O W VR O L 0 A

Il suffit de remplacer f par f & 2z en faisant
ensuite z = O,

D'ou pour une fonction de 2p variables un coiit
de 3 (2p-1) également pour 2p variables effectives.
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IIT - BORNES SUPERIEURES DU MINiMUM DU NOMBRE DE COUCHES.

IIT - 1 - FONCTIONS IMPAIRES QU SOUS_IMPAIRES CROISSANTES.

O 0 5 S 0 1 04 £ e WD -

IIT = 1 - a = Borne supérieure du nombre de couches d'un réseau

couvrant un nombre donné de lignes.

Etant donné le tableau d'une fonction réalisable on
se propose de déterminer une borne supérieure du nombre de couches
d'un réseau couvrant ce tableau et ce, en fonction du nombre de
lignes du tableau.

Supposons donc que tout. ensemble de p lignes de
ce tableau pulsse €tre couvert par une fonction & Xk couches au
plus. A

On peut alors fabriquer un réseau k+l couches avec

% réseaux k couches qui couvriront en tout :

I Min(q, r) avec q + T = p.

On voit que pk+1 sera maximum pour q = r,.

s

Si pk est impair on peut donc généraliser en écrivant

P
Py = P + B (Z)

¥ K

Or on sait que po = 2; en effet, tout ensemble de 2 lignes est
couvert par une variable.

On peut donc calculer le nombre maxinmum de couches permettant de

~couvrir un nombre donné de lignes par récurence.

i
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Nombre de lignes Borne supérieure
du nombre minimum
de couches

p & 2 0

p = 3 1

p = 4 2

5 < p < 6 3
7T < p £ 9 4
10 £ p £13 5
4 £ p £19 6
20 € p €28 7
29 £ p €4 8
13 < p g 63 9
64 < p < o4 10

IIT - 1 - b = Fonctions 1mpa1res croissantes.

- T S R0 o o e - . - -

Soit f£(x, ¥y, z, X) une fonction impaire croissante.

Nous avons vu au Chapitre 2 une forme systématique :
£(x, ¥, 2z, X) = Ma.j [£(x,%,2,X), £(x,¥,¥.X), £(2,5,2,X)]

f(x,x z,X), f(x,y,y,X), £(2,¥,2,X) sont des fonctions de n-1 varia-
bles au - plus En appliquant systématiquement la formule c:«dessus,
au bout de n=3 couches , on aboutit & des fonctions de 3 variables
au plus c'est=d=-dire des fonctions 1 couche au plus d'ol :

Théoréme . Toute fonction impaire eroissante de n variables pos;

séde une représentation & n-2 couches au plus.
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Exemple : Reprenons 1'exemple de Sé; d'aprés le théoréme ci-dessus
11 doit exister une représentation 3 couches; celle trouvée au chapitre
4 = IT - en a d'ailleurs 3 =,

' ‘ NMontrons que 3 est le minimum du nombre de couches.
Etant donné que le nombre minimum d'opérateurs est 4 la
seule possibilité, dans le cas d'une représentation 2 couches est :
Ve (p,5 @y mj) ou ;s Pps @5 SOMt des fonetions de 3 variables.
_ On peut toujours, & cause de la symétrie totale supposée
@, = Xy + Xz + yz.
I1 y a 9 entrées libres; comme il y a 5 variables, l'une
d'entre elles solt x n'apparait qu'une fois donc dans p, d'ol 1
f=x(y+z)¥Y + h

Or, 11 est impossible delmettre le coefficlent de x sous la forme
(¥ + z) ¥ ; la représentation trouvée précédemment &tait donc également
minimale en nombre de couches.

III - 2 - FONCTIONS CROISSANTES.

Si 1l'on considére la forme systématique vue au chapitre 2,
consistant & failre 3 réductions pour obtenir 3 fonctions de n-1 variables
cette méthode est valable pour toutes les fonctions croissantes; par ce
procédé, au bout de ne2 réduction, on aboutira 3 un ensemble de fonctions
croissantes de 2 variables au plus; ces fonctions ont une représentation
1 couche au,plus. d'ol

Théordme : C- Pour une fonction crolssante de n  variables, il existe
une représentation & n-1 couches au plus.
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C[IT = 3 - FONCTIONS QUETCONGUES .

, ‘Wous utiliserons de préférence 4 la formule de Lagrange
-aui donn&rdlt Zn=z couches, une forme qyﬁtématique vue au-

-

cnapltre & - 111 =,

Soit f(x, y, z, X) une fonction quelconque de n variables,
'On a vu qu'en considérant x et x’ comme deux variables 1ndépendantes
on effectualt l'operation consistant & remplacer dans 1'éeriture de f,
chaque occurence de x par y sans toucher & x’ et chaque occurence

de y’ _par x’; symboliquement on avait noté cette opération :

X =y '
v~ x’ On appelle Py la fonction obtenue.
DRI A SR |
2’ -y . . @, est la fonction obtenue
z = x v , '
Xz~ 2 L ”3 est la fonction obtenue

?, est croissante en y, décroissante en x.
CPQ - - z, - Yy
- had » - z.
Wj X
P Py WB sont done des fonctions monotones par rapport & au
mofhs-dehx de leurs variables et on avait vu que :
Ivhd(wll ¢2’ w ) = fc

Au bout d'un nombre d'opérations de ce type égal & E(—) ou
(—) est le plus grand entier inférieur ou émal a 5 , on obtient

un ensemble de fonctions monotones par rapport & toutes les variables
sauf une.
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En dédoublant cette dernidre variable comme il est indiqué au chapitre
1 « II, on obtient des fonctions monotones d'au plus n+l variables.
En leur applicant la méthode de réduction des fonctions

croissantes, on aboutit aux variables au bout de 1n couches av plus,

Diol :
Théorame . Pour une fonction quelecongue de n variables, il

o » . ~ .o '
existe une representation majoritaire a n + E (g) couches au plus.

Remargue 1. , I1 est possible de rendre la formule plus préeise.
Soit £f{X) une fonction de n varlables, qul est non monotone par
rapport & p d'entre elles ., p £ n

Il suffit d'appliquer la formule des fonctions quelw
conques aux p varlables par rapport auxquelles la for-tion n'est
pas mcnotone .,

 la borre supérieure du nombre de couches peut alors
s'écrire :

ne1i1-s+ Eég) + 1
i=1si p# O i=0 si p=20

On veit que si p = 0 {foretion monotone par rapport & toutes les

variablas ) ou retroove ret,

Remargue . Ev géneral il y a une certaine incompatibilité entre

un faible nombre de couches &t un faible colt.
‘V 4

En particulier les uwéthodes de réalisation conduisant

»

& .n nombre de couches faible conduisent & urn nombre & 'opérateurs

2leve .
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IV - 1 - BORNE INFERIEURE STRICTE DU COUT D'UNE FONCTION DE N VARIABIES.

Définition d'une entrée libre‘d'qpérgteur.
Dans un réseau on appelle entrée libre d'un opérateur

une entrée gqui n'est pas connectée & la sortie d'un autre opérateur.

v P

Tneoreme . Denk oun resesn majoritsirs arborescepnt le nowbre
dientress iivres du réscay est indérendant de la structure de celuim

¢y et vaut 2p + 1 s'il y a v opérateurs.

DEMONS Lration. La propriévd est vérifide si p = 1.

Supposons la vérifiée par les réseaux ayant au plus p=1 opérateurs;
soit un réseau arborescent ayant p opérateurs.

Un opérateur du réseau au moins, posséde 3 entrées
libres. Le réseau étani arborescent la sortie de cet orérateur est
connectée & L'entrée d'un seul autre opératéur.

Supprimons L'opérateur (ou l'un des opérateurs) dont

>

les 3 enirees sont libres; nous avons par rapport au réseau initial
= guppringé 3 entrées libres

« ardis une entrée libre,

Jeciv aupprimé 2 entrées libres; le réseau restant est

N

a p - 1‘omérabeuws, done il posséde 2(p=1) + 1 entrées libres. le
réégau initial avait 2(p=3) + 1 +2 = 2p +1 entrées libres.

Remarqgue . 8i un réseau majoritaire comporte n entrées libres
il est de colt minimal lorsque'il est arborescent.

En effet, supposons le non arborescent : on peut le

rendre arborescent de deux maniéres i
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- en dédoublant un opérateur utilisé plusieurs fois :

colit et nombre d'entrées libres augmentent.
- en coupant les liaisons pour rétablir 1'arborescence 3

le nombre d'entrées libres augmente.

Application 1. Borne 1nfér1euré du cofit d'une fonection impaire croissante

de n ‘variables. -

Si une fonction impaire croissante dépend effectivement de
n variables, il faut pouvoir disposer, dans tout réseau la représentant,
d'au moins n entrdes libres; or le réseau ayant n entrées libres et de
cofit minimal est arborescent et de colit < n .

Soit : la borne inférieure da cofit d'une fonction impaire
crolissante de 2p‘variab1es est pi&oelui d'une fonection impaire crolssante
de 2p + 1 variables P égalemént;

Remarque : Cette borne peut €tre effectivement atteinte comme le montre
. 1'exemple de cette fonction de 5 variables ayant un réseau de cofit 2

£ =xy + (x+y) (zt+zustu)

e N N
o y J

Application 2.

Borne inférieur du cofit arborescent d'une fonction impaire

[

croissahte. N

~ Soit £(X) une fonction impaire croissante de n variables,
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On peut écrire :
- *
£(X) =x (x) +Y (x,)

xUX =X x N X =g

(Xi) est une fonction sur impaire croissante de n-1
variables,
I1 est alors possible de trouver p forctlons impaires
croissantes de n-1 variables au plus 1(X1), 2(Xl)....... p(Xl)
telles que :

=Y Lrp(X) = “{/ (x)

-~ p est minimum,

D'aprés un théordme vu au chapitre } tout réseau majoritaire
arborescent représentant f est tel que p=1 entrées au moins sont égales 4 x.

Soit P, le nombre ainsi trouvé.

On peut de méme chercher Py Dysevesrs D3 iy, z,....,l} =X,

Ia somme px + py L S pl représente alors un minimum strict du nombre

d'entrées libres pour tout réseau arborescent représentant £ au moyen de maJjo=-
dtés et le plus grand entier inférieur ou égal a %—(px + P+ ...+ pl) un

Y
minimum strict du cofit majoritaire arborescent de £(x, X).

Exemple d'application.

f(x, ¥, 2, t, u) = xy + xz + xtu + yzt + yzu
Il s'agit d'une fonction impaire croissante de 5 variables; le minimum absolu
des foncpions.de 5 variables est :
”"%-(5~1) = 2 opérateurs,
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Cherchons le minimum arborescent du cofit pour cette fonction.
Développons en x ¢ £ = x(y + z + t u) + yzt + yzu
Ie coefiicient de x est une somme de 3 fonctions impaires
croissantes au moins; d'ou
Py=3=1=2
f étant symétrique par rapport & y et 2z 1l suffit de calculer py.

L2

f =y (x+ 2zt + 2zu) +2zx + xtu

Ie coefficient de y peut €tre considéré comme somme de 2
fonetlons impaires croissantes : X et par exemple z(x+t4u)4xtu
d'ou :
py=pz=2—1=1
f étant symétrique par rapport & t et u 1l suffit de calculer Py
f=1t(xy +yz) +xy + x2 + yzu
£ =4y +x2 +xu+yz)+xy + x2 + yzu
1& encore 2 fonctions impaires croilssantes suffisent : par exemple :

x(y + 2 +u) + yzu

et Xy + Xz + y2
a'ol : Py = By =1
Soit
px+py+pz+pt+pu=2+1+1+1+1=6
D'ol le cofit arborescent minimum : 6 =73

2
. Ce cofit est d'allleurs effectivement atteint par les réseaux

¥

de coflit minimum représentant f.
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IV = 2 « UTILISATION D'UNE PROPRIETE DES REDUITES.

Si £(X) est une fonction impaire croissante de n variables
onavuen I =3 =« a« que 3

- toute réduite de f(fonction obtenue en réduisant 2 ou plu-
sleurs variables dans f) est de cofit au plus égal & celui de f.

- 1 fonetion réduite au moins, est de cofit strictement infé-
rieur a celui de f.

Cette propriété permet dans certalns cas d'obtenir des bornes
inférieures de cofit,

Exemple, - P(x,¥,2,t,u) = Sg = Xyz + Xyt + xyu + xzt + xzu + yzt + yzu +
ytu + ztu,

La fonction étant de 5 variables nous avons vu que le minimum

absolu est*% (5=2) = 2,

Cherchons le minimum arborescent :

=Y

f=x (yz +yt+yu+zt+zu+tu)+yzt+ yzu + ytu + ztu
2 fonctions impaires croissantes suffisent : par exemple :
y(z + t +u) + ztu

et
zt + zu + tu

d'olu s

p, =1

X ,
Ia fonction étant totalement symétrique p; =p =p =7p

4

4 N
px + py'+hpz + pt + pu =5
Le minimum arborescent trouvé est également 2.

On a vu par ailleurs que pour cette Ffonction le cofit minimum

était de 4,
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Utilisons le théoréme sur les réduites. f étant totalement symétrique,
toutes les fonctions obtenues en réduisant 2 variables sont équivalentes,
done de méme cofit; donc elles sont toutes de colit strictement iInférieur &
celul de f.

Faisons par exemple la réduction vy =X
fr = x(z +t +u) + ztu

Cette fonction a pour cofit minimum 2. (fonection de 4 variables) d'ou :
Colit £ > 2

Soit une borne inférieure du colit égale & 3,

Onavuaen IT = 1 = b = que le colit minimum de cette fonction est de 4.
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V - BORNES SUPERIEURES DU COUT PQUR IES FONC‘I‘IONS IMPAIRES CROISSANTES.

V - 1 - BAPPELS ET REMARQUES.

V ~1=2a = Utilisation de la formule de lLagrange pour les fonctions

quelconques.

Soit f(x, X) une fonection quelconque de n variables;
on a :

£(x, X) = x£(1, X) + x’£(0, X)

= Maj {1, Majlx, 0, £ (1,X)], Maj [x*, 0, £(0,X)] }
Si 1'on appélle Cn une borne supérieure du cofit pour une fonct;on de
n variables on peut écrire :

C, € 2 Cpm1 3

c

-l < .
nl\QCn_2+3
4o sses st s s 0
< ™
C2 § 3 Car Cl=0
Soit en multipliant par 2 les termes de 1'inégalité

¥ [

de la 2éme- ligne, par 22

pour la 3éme ligne etc... par 2"'2 ceux de

la derniere ligne il vient :

C < 3+3.2+3 32+...+}.fh2

n
¢, € 3™ - 1)

——

' c, €« 2@ -1
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Vv = 1 ~ b = Cas particulier des fonctions croissantes, {ou monotones)

£(x, X) = xf(1, X} + £{0, X!
= Maj {1, £00,X), Majlx, 0, £(1, X)] }
34 Kh est une borne supérieure du coit pour une fonction croissante

de n variables, on peut écrire :
K &£2+2K
0o ne

¥ i

” & 2 +2 K .

Kne1 S n=g

K2 5. 2 car Kl = Q

Ies seules fonctions croissantes de 2 variables sont xy et x + ¥

toutes deux de colt 1.
ies seules fonctions croissantes dépendant, effectivement de

% variables sont 3

XYy + 2 et x + yz Colt 2
XYZ et x +y + 2 Colit 2
Xy + XZ + YZ Colit 1

On peut donc admettre que 3 Kj L 2

Soit
KL + 2 K
Kn s e n=1
¥ ! K < 2+ 2K
el =7
K, € 2
v & Bt & D . o oid
o€ 2+ R }
o TED N .
Kn X Ev = 1)
¢ nN=1 - . ;
. € 2 = 2 (n 2 35)
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V = 2 - CAS DES FONCTIONS IMPAIRES CROISSANTES.

Ies fonctions impaires crolssantes sont un cas particulier
de fonetions croissantes.,

Si on s'autorise 1l'utilisation des deux constantes O et 1,
nous obtenons le résultat vu ci-dessus.

Par contre si 1l'on s'interdit leur utilisation ces formules
ne sont plus valables.

Toutefols, la formule des fonctions croissantes pourra ser=

vir de référence pour juger de la valeur des formules obtenues ci-dessous.

V-2 - a~ Cas_général d'une fonction impaire croissante de n _variables.

P G0 i o S 0 SO N U G W S IR

Nous allons utiliser une méthode de synthése vue au chapitre 2.

Soit £(x, ¥y, X) une fonction impaire croissante de n
variables.

206 ¥, X) = x Ly ¥, (X0 + 001 + Y500 + YT 0

y ‘Vl(x) +-V;(x) est sur impaire croissante.
en posant :

g(x, ¥, X) =x Ly + WQ(X)'j +y “V; (x).

On a vu que :
£(x, ¥y, X) = glx, y, X) \1’1(X) + V’f(x)

Soit en considérant g comme une variable nouvelle.

v om0 =g¥ 0+ YT ®
On a : “Cofit L] = Cofit [h) + colt [g)
Dans cette formule, on remarque :
; que h(g, X) est une fonction impaire croissante de n-1 variables au plus.
- que g(x, ¥, X) est une fonction impaire croissante ayant la particularité
d'avoir un mondme & deux lettres. }

{




« 8i 1'on appelle Cn une borne supérieure du coiit
pour une fonction de n wvariables,.
= 31 1'on appelle Q, une borne supérieure du coiit

pour une fonction de n  variables ayant un mondme & 2 lettres on a :

Gy < Cpgt @ @

V =2 = b - FEtude particuliére des fonctlons impalres croissantes

S D S O A AN D T O D . T G G W R ) O, G W O S T T T o - T D U T

ayant un mondme & deux lettres.

P - - G A 0 OZD e T Bt

Soit g(x, ¥y, z, X) une fonction impaire croissante,
ayant un mondme & deux lettres, et de la forme :
. X, *
8(x, ¥s 25 X) = x [y + 2 0, (X) + 0, (0] + 5 L2 0, (X) + ) (X) ]

On sait que l'on peut écrire :

Ve Lg(x, x, z, X), 8(x, ¥, ¥, X), &(z, ¥y, 2z, X)]

it

g(x, y, z, X)

i

g(x, x, z, X)
g(x: Ys V> X)

X

My + o, (X)] +y CP§(X) =g, X ¥, X)

il

g{z, v, z, X) = z[y + cpl(X)] +y CP*‘(X') = &, (v, 2z, X)

gl (x, v, X), gp(y, z, X) sont deux fonctions impaires croissantes

d'au plus ne=1 varlables et ayant un.mondme & 2 lettres.

Dlod i . Q € 2@, +1 @
Application, L'utilisation des 2 formules 1 et 2 va nous

permettre de calculer une borne supérieure du colit en fonction du

nombre de variables.
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g, € 2
< 4]
% € 29, +1

En remplagant Qn par sa valeur on a
Cu, < 2
1
< C . -
. |\ 05 K3 (,4 +3 ,2
En additionnant terme & terme on a :

¢, < 3 (2% +2t 4 ... 42

= -

n=by | o 3)

~
¢, < 3 (2™3 1) -n+ 3

N=3
c. g 3.28"%n




Ce résulitat représente, dans le cas particulier des fonetions
impaires croissantes une amélicration de 25%/, par rapport
a celui ovtenu en utilisant la formule de iagrange appliquée
aux fonctions erolssantes.

Cependant une amélioration du résultat ci-dessus
a encore €te possible par 1l'étude systématique du colit pour des
valeurs faibles 4= n,
V-2~ c - Etude des fonctions de n  variavles pour n <. 9

Fonctions de 5 variables,

Toute fonction impaire croissante de B variables
ayant un mondme & 2 lettres possede une réalisation de coQt L 3.
Sg seule fonction impaire croissante de % variables

n'ayant pas de monSmes & 2 lettres posséde une représentation de

colit 4.

Ponctions de 6 variables.

Une étude systématigue en machine de tous les types
de fonctions impaires croissantes de 6 varisvles ayant un mondms
a 2 lettres a donné un colit au plus égal a &,
Une étude des fonctions n'ayant pas de mondme & 2
lettres a permis a'affirmer que :
S

P’

Dans le cas de 7 variables, on a obteni :

e o

t:f_w ? \< ( ) { /? §

T

Dans le cas de U varisbles, 1l a fallu se contenter de la formule,
ce guli donne ¢

0, < 19 G B

/CJ) ~ .~ t} ~ p




Par contre dans le cas de 9 variables, 11 a été possible d'obtenir :

; (&) d'ou : C. < 70
Q < 3 g £ 7 |
Partant de ces 2 valeurs Q et C_, on aboutit pour n > 9 & des

9 9

formules qui sont :

n-8
n

C & 5=n+37 .2

Par rapport & la formule précédente, le gain est de 40°/, pour ns20.
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V' = 3 = RECAPITULATION DES RESULTATS.

T O ) S G N O

Nombre de Nombre maximum Colt Borne supérieure

variables de cauches minimam du colt
2 2 3 3
3 h 4 K
4 6 5 21
5 7 6 e
6 9 7 9>
7 10 8 18¢
8 12 9 381
9 13 10 765
10 15 11 1533
11 16 iz 306¢
12 18 13 6141
13 19 14 12285
14 2l i5 24573
15 22 16 49149
16 24 17 98301
17 ! 25 13 196605
18 27 ) 19 393213

. 19, . 28 -ly 786429
20 % 30 21 1572861

¢

Les valeurs sont calculées pour des fonections ne possédant aucun

caractéere de monotonie, d'imparité de, sous ou sur imparité.
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V=3« b =~ Fonctions croissgntes.

D D S D D 5 R D A N QD D D T D 0

Nombre de Nombre maximum Cofit Borne supérieure
variables de couches minimal du cofit
3 2 2 2
4 3 3 6
5 4 > 14
6 5 4 30
7 6 4 62
8 7 5 126
9 8 5 254
10 ] 6 510
11 10 6 1022
& 12 11 7 2046
r 13 12 7 4004
14 13 8 8190
15 14 8 16382
i 16 15 9 32766
17 16 9 65534
18 17 10 131070
ﬂ 19 18 10 262142
; 20 19 ' 11 524286
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ns impaires croiss

- - D S 0 . S

antes,
- R

Nombre maximum

Nombre de Cofit Borne supérieure

variables de couches minimam du cofit
3 1 1

4 2 2 2

5 ) 2 4

6 4 3 7

7 5 3 15

o 6 4 >4

9 7 4 70

10 8 h 143

11 9 5 290

12 10 6 585

13 1: 6 1176

14 12 7 - 2259

1% 13 7 L6226

16 ik 8 9361

17 18 8 18832

18 16 9 37775

19 17 ; 9 75662

20 ‘ 18 10 151437
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