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- INTRODUCTION -

Nous nous intéresserons ici au domaine de la logique mathématique et

en particulier & la démonstration automatique de théorémes,

Un théoréme, en logique, est une expression pouvant &tre obtenue 2
partir d'axiomes et de régles de déduction donnés., L'ensemble de ces axiomes,
régles et des théorémes, qui peuvent en &tre déduits, constitue un systéme

formel.

Si nous considérons tout d'abord la logique classique, il en existe
une interprétation qui établit une correspondance entre les formules du systéme
et 1'ensemble des valeurs 'vrai' et 'faux'., Cette correspondance est telle que

tous les axiomes et tous les théoremes, et eux seuls, soient vrais.

Notre but est de montrer ce que peut apporter, a la démonstration
automatique, 1'emploi de méthodes avancées de manipulation des fonctiouns boo-
léennes. Nous arriverons a des résultats pour le cas des propositions et ce~
lui des prédicats a une variable, mais, comme l'on peut s'y attendre, la mé-
thode employée sera difficilement utilisable pour des prédicats contenant plus

d'une variable.

Nous considérerons ensuite la logique intuitionniste et essaierons
de faire un travail analogue 2 celui effectué pour la logique classique. Il
faudra tout d'abord essayer de valuer les systémes formels de la logique in~-
tuitionniste, Nous pourrons alors montrer que tout axiome et tout théoréme,
de cette logique, peut &tre écrit comme identique & 1 dans une algébre de Post
2 n valeurs mais la réciproque ne sera pas vraie. Nous pourrons alors donner
une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu'une expression soit un

théoréme et un algorithme efficace pour vérifier cette condition.






- CHAPITRE T -

TRANSPOSITION EN LANGAGE BOOLEEN DU CALCUL CLASSIQUE DES PROPOSITIONS.

I - Généralités :

Un systéme formel est constitué d'axiomes, et de reégles de déduction

qui permettent & partir de formules valables d'obtenir d'autres formules valables.

Nous considérerons, dans ce chapitre, uniquement des formules de prope-
. . [} -~ . ) ~ . [} . . -
sitions, c'est-a-dire des formules obtenues & partir d'expressions logiques mne
dépendant pas de variables et prenant directement une des deux valeurs 'vrai' ou
"faux', Si les propositions de départ sont notées A, B, C, D,..., les formules

considérées sont construites & l'aide des opérateurs —i, A, V, 7, &,
p s 3 5 3

Dans le cas de la logique classique des propositions, il est possible
d'attacher & toute proposition une des valeurs booléennes O et 1 (correspondant
respectivement a 'faux' et 'vrai') et d'interpréter les connecteurs logiques com-
me des opérateurs booléens de maniére que les fdrmules valables et elles seules
soient des identités & 1. Nous nous proposons d'analyser 2 1'aide de 1'algébre de

Boole, les procédés de reconnaissance proposés dans différents systemes.,

IT - Représentation des opérateurs logiques en algdbre de Boole :

Les expressions logiques obtenues a partir des différents opérateurs

sont interprétées de la maniére suivante :

1)——1 A représente la négation de A, c'est-a-dire est vraie si A est

fausse et inversement, donc en algébre de Boole peut s'exprimer par A'.



2) AN B est une expression vraie si et seulement si A et B le sont

donc correspond au produit booleen A.B.

3) AV B est une expression vraie si et seulement si au moins une des

formules A ou B est vraie donc peut se représenter par la somme booléenne A + B,

4) A - B est une expression vraie si et seulement si A est fausse ou

B est vraie donc peut s'exprimer, en algébre de Boole, par A' + B.

5) A ¢9B est une expression vraie si et seulement si A et B sont si-
multanément vraies ou fausses donc, en algdébre de Boole, s'écrira

AB + A'B' = (A'+B)(A + B'").

I1 existe aussi 1l'opérateur d'implication généralisée =) portant sur

des chaines de formules et dont 1l'interprétation est la suivante :

S1 T et p sont des chaines de formules, l'expression M= p est vraie
si 1'une des formules de T est fausse ou si l'une des formules de p est vraie,

D'oll si ﬂl""’nn désignent les formules de T, pl""’pm celles de P nous pou-

. T - 1 ~5-di 5o
vons exprimer M@ par T, A T, Ao A ) v Py V...V Dm c'est-a-dire en alge

‘bre de Boole par

! ! 1 !

n : =T m
(“1'"2“' n) + 0y + Py it Dm Py Fet T+ P, + Py +o.ut Dm.

Le symbolisme logique emploie aussi le signe j— pour indiquer une dé-
duction T F__B, c'est-a-dire qu'a partir des formules de I' supposées vraies nous
pouvons ; déduire B vraie., Etant donné que toute formule valable prend la valeur 1,
et réciproquement, nous pouvons remplacer dans notre travail — par =3 . En effet
la seule possibilité qui contredirait I'y\ B est que toutes les formules de T
soient vraies et que B soit fausse. Donc T |— B peut &tre considérée comme vraie
si B est vraie ou si l'une au moins des formules de I' est fausse, ce qui revient
bien & 1'interprétation de 1'implication généralisée. Il faut cependant remarquer
que j—— B signifie que nous devons montrer que B est identique & 1, il faut donc

interpréter l'expression vide comme un 1 et non comme un zéro,



Systéme de Klecne :

Remarquons que les systémes logiques ne prévoient pas toujours une
méthode systématique de reconnaissance des formules valables, soit par exemple

le systéme de Kleene :

Opérateurs employés : 1, A, Vv, "

L'opérateur ¢—y est défini comme une intersection d'implicationms.

Axiomes : Ils sont au nombre de 10.
1. A~ (B™A).
2. A7B) (A~ (B™0) " (A~0)).
3. A~ (B~ AN B).
4, AN B~ A,
5, AN B - B,
6. A= AV B.
7. B~ AV B,
8. (A~ C) = ((B=C)~ (AVB=0C)).
9. (A= B) =» ((A5—B) »—7 A).

10, = —/@A = A,

Régle de déduction : A, A - B}—B.

Pour déduire une formule il faut l'obtenir par la régle de déduction a

partir d'une suite de formules qui sont soit des axiomes soit des formules déja

déduites,

L'établissement de cette suite de formules n'est en général pas simple

et ceci ne nous donne pas un procédé systématique de reconnaissance de formules

identiques & 1,

Soient encore les systémes de Church :




a) Dans un premier systeme le seul opérateur employé est 1'implication

et il est introduit une constante f qui prend toujours la valeur O.

Il existe deux régles de déduction et trois axiomes :

l. A, A=B}—B. , 2. A|——SEA|

b p
(ot SB Al représente une formule qui résulte

de la substitution dans la formule A de chaque
occurence de b par B.)

3. p= (q »p).

4, (8= (p~q)) » ((§=p) = (8-4q)).

5.((p = £) = £) = p,

b) Dans un deuxidme systéme les deux opérateurs implication et négation
sont employés., Les régles de déduction et les axiomes sont les m@mes que pour le

systéme précédent sauf le dernier qui est remplacé par :

(—mp=— q) ~ (¢ -0p).

ITI - Méthode proposée :

Importance de l'opérateur implication :

Les opérateurs V, A, ¢ s'expriment tous en fonction de 1'opérateur =

et de la négation, en effet :

- AV B s'écrit en algdbre de Boole A + B donc devient :—p A = B.
- AA B s'écrit AB = (A'+B')' donc devient :—— (A = —B).
- Ay B s'écrit (A'+B)(B'+A) c'est-a-dire :——((A 5 B) = —(B = A)) .

D'autre part nous avons vu que la déduction pouvait &tre considérée
comme une implication généralisée donc s'exprimer en fonction de 1'implication,
de l'intersection et de 1'union par conséquent en fonction de 1l'implication et

de la négation.



Considérons maintenant toutes les formules en écriture d'algébre de
Boole et en utilisant seulement 1'implication et la négation avec la notation
préfixée (dont le principal avantage est de nous permettre de supprimer les pa-

renthéses) :

- xXxy=x't+y

Avec cet opérateur implication nous pourrons obtenir toutes les expres-
sions identiques & 1 en considérant la forme canonique. En effet, en algébre de

Boole, considérons une fonction f(x) écrite sous forme canonique :

= !
f X f1 + x f0

avec la notation utilisée nous obtenons

= o - 1
f= fox - f1 x'0

Or pour que f = 1 il faut et il suffit que :

Donc P lz oo lx - 1x'0.§ (0

Pour vérifier si une expression écrite avec l'opérateur implication
est identique & 1 il suffira alors de la ramener systématiquement & la forme

(1). Nous ferons cela en considérant que :

- La forme canonique a la propriété que toute opération sur f se produit de mé-

me sur f) et f] donc - fg == o £ g) X == f g x'0 (2)

0

- i 41A=A, 4 AO=A", Al =1, »0a=1.} (3)

Méthode pour identifier une expression a 1

Si une formule contient plusieurs lettres nous 1'écrivons sous forme
d'expression lexicographique par rapport & la premidre, A par exemple, en consi-

dérant que A = QA'+ 1A, que A' = 1A'+ 0A, que toute lettre Y = YA'+ YA si Y est
q q



différente de A et A', et en utilisant (2). Nous faisons alors toutes les ré-

ductions possibles & 1'aide de (3). Nous pouvons avoir comme coefficients, dans
la nouvelle formule obtenue, d'autres formules ne contenant pas A, nous faisons
alors de méme par rapport & B et ainsi de suite jusqu'ad ce que nous ayons épui-
sé toutes les lettres si nécessaire, Si 1'expression est identique 3 1 les for-

mules intermédiaires puis la forme finale doivent &tre identiques a (1),

Remarque : cette méthode revient en fait 2 considérer un nouveau systdme axio-

matique composé uniquement de reégles de déduction qui sont les suivantes
f
1 . .o . .
(Sf FI représentant une formule qui résulte de la substitution dans la formule

_F de chaque occurence de £, par f2)

X X!
F I_S—)F—» 0X - - 1X'0 l » S"’F-’ 1X - = 0X'0.

Y 1
F{—SF YX = » YX'0 | (avec Y # X et Y # X').

F‘——-S_l‘r_)_' - o - ! |
ngOX flglxo
(si f == - fOX—;-» f1 X'0 ; g=-- gOX—%—» g X'0 ; fO’ fl’ 8y 81 étant

soit des constantes, soit des variables de la forme Y, soit des implications

entre de telles variables),

1y —-YQ -Y1 -0Y
F‘_._S—; rl ;Fl---SYi F| ; F =8, FI; F—5 F

- [RREY '
7 F"'SlF 1X 1X 0|

Une formule F sera un théoréme si elle peut se ramener par ces subs-

titutions 3 1.

Essayons cette méthode sur diverses formules. Nous les écrirons tout
d'abord avec la notation employée en considérant que :
~Ay B s'écrit - A'B
~ A A B ou, en algébre de Boole, AB = (A'+ B')' et par comséquent nous obte-

nons : — — AB'O,



- A¢3B est un produit des implications (A—B) et (B - A) donc s'écrit :
- - AB - - BA 00,

Nous vérifions ainsi systématiquement la validité des axiomes du
systéme de Kleene qui sont des expressions identiques & 1,
Considérons par exemple le deuxiéme :
(A- B)» (A- (B~ C) = (A- C))qui s'écrit en notation préfixée
- - AB- - A~ BC~- AC :

~ AC =- - - 0CA- - - 1CA'0 =~ - 1A - - CA'0,
~ BC =~ - - BCA~ - ~ BCA'0,

(Ce qui montre que si £ =~ BC : f, =~ BC, £, =~ BC),
- A-»BC=-->-0- BCA-» -~ 1- BCA'O =- - 1A~ - - BCA'O,
- -2 A- BC— AC =- - - 11A~ - = = BCCA'O,
== - lA- - - - BCCA'O,

- AB =- - 1A - = BA'O.
- - AB->-> A- BC~— AC=-~->- 11A- -~ B -~ BCCA'O

=- - lA- - - B - - BCCA'O.
Nous devons alors considérer la formule - B - - BCC,
- BC =- - 1B~ - CB'O,
- - BCC =~ - 1CB -~ - CCB'0O = - - CB - - - CCB'O.
- B-»~-BCC=--»->0CB-—-~-1- CCB'0O =-~ 1B~ ~ - CCB'O,

Nous devons considérer maintenant la formule - CC,

4 CC=>-=00C~»~-=-11C'0=-»=-1C-- 1C'0=1

Donc :

- B- - BCC=-- 1B~ ~ 1B'0 = 1

Et : > - AB—~ A= BC- AC=-~ la~~ 1A'0= 1

Un théoréme du systéme de Kleene pourra &tre vérifié avec cette mé-
thode sans établir de suite de formules mais systématiquement, par exemple :

C- C ou ~ CC qui a été démontré dans le cas de 1'axiome précédent,



Les régles de déduction peuvent se vérifier aussi facilement, par

exemple :
A, A» B}|—B s'écrit sous la forme (A (A- B)) - B et avec la notation

utilisée » - - - ABA'OB,

Or :

-~ AB = - 1A- - BA'O,
.= = ABA' = > - - 11A - - - BOA'O = - - 1A~ - B'A'O.

- = = ABA'0 = - - - 10A - -~ - B'0A'0 = > - 0A- - BA'O,

-+ - - - AB'OB =+ - - OBA - - = BBA'0O =~ - 1A - - - BBA'O,

Et comme nous avons vu que : - BB = 1,

—-= == ABA'OB = » =» 1A - 1A'0 = 1,

La reégle de déduction s'identifie bien 2 1.

De méme écrivons le théoréme de la déduction sous cette forme :

', Ab—B s'écrit (T A A) = B ou- - - TA'OB.
Tr—A- 3B s'écrit T =» (A~ B) ou~-I'» AB.

I1 est alors treés facile de le démontrer en prouvant que les deux expressions

sont identiques.

En effet : _

W TA' =2 == T1A 4 o o TOA'0 = & o 1A o o TA'0,

- = TA'0 =5 25 10A > - - T'0A'0 = - OA - - TA'O,

= > = TA'OB = o = —+ OBA— =~ 'BA'0 = = » 1A » » » I'BA'0

D'autre part :

=+ o AB =2 = = ['1A = —» = T'BA! == - 1A - - - T'BA'OQ,

Remarque : au lieu de la forme lexicographique pour 1l'opérateur implicatiom,
nous aurions aussi bien pu utiliser la forme lexicographique en ni ou en somme

et produit (c'est d'ailleurs ce que nous ferons au chapitre II).



IV - Systéme de Wang :

Ce systéme mérite une mention spéciale car il propose un algorithme

de reconnaissance systématique,

Opérateurs employés : s Vs Ay P s =

Implication généralisée : 1'expression fondamentale dans ce systéme est re-

présentée par un séquent T=)p olt 7 et p sont des chaines de formules pouvant

8tre vides,

Pour montrer qu'une expression est identiquement vraie il faudra se
ramener a M=3p, T et p contenant une formule commune. En effet, en algibre

de Boole ceci s'écrit : n'l Fooot W'n + g teo.t p et sera identique a 1 quel-
que soit les valeurs de ﬂl,goo, ﬂn, Pl’°°°’pm si et seulement si une variable

est & la fois sous forme directe et complémentée :

P=Tfi=pjo

Les formules identiques & 1 devront donc toutes se ramener systéma-

tiquement a la forme :

PP, m=P, 0 (4)

-~

Régles permettant de se ramener & une telle forme :

Si & et § sont des formules uniques, T, p, £, © des chaines de formules

1) Regles sur 1'opérateur — :
, =50, pl-E=8,—?, p,
6, p=9T, 8—0,—1%, p=ym.

2) Reégles sur 1'opérateur A
(§=§9, é: p)’ (€=?ea \b‘s P) — g%e> & A ‘1‘, P
e, 8, Y, p=3T—06, & A v, P =41,
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3) Régles sur 1'opérateur V :
€E=26, &, §, p—8=6, 3V {, p,
(es @3 p%ﬂ)s (63 ¢> P=}‘ﬂ)l"“ea§v¢, P=m. .

4) Regles sur l'opérateur - :
g, éée’ ‘l’a pl-—§==)9, 2 wa o
(e, ‘U, p%n): (93 p=2T, @) — es R ‘V, p=m.

5) Régles sur 1l'opérateur ¢ :
(2, E=30, §, 0), 4, £330, 8, ) —E= 9, 20y, 0,
&, ¥,8,p=23m, O, p3m, &, H 0, 2y, o m,

Ces regles utilisées a rebours, nous permettent d'éliminer systéma-
tiquement chaque opérateur contenu initialement dans la formule étudiée. Car

si nous considérons ces régles en algebre de Boole, nous nous apercevons :

1) Qu'elles sont basées sur le fait que pour exprimer un séquent en
algebre de Boole nous écrivons une somme de variables sous forme complémentée,

si elles sont a gauche de =) , ou directe si elles sont & droite de =

2) Qu'elles permettent d'écrire la formule étudiée sous forme seule-

ment de sommes de variables complémentées ou non.

En effet :

- Les régles 2 un antécédent sont telles que la formule, contenant 1'opérateur
a éliminer, s'exprime en algébre de Boole directement sous forme d'une somme

de variables :

1) @A ¥ placée & gauche de = devient (¥)' = &'+ §' d'od la possibilité

o

de remplacer @ A ¢ par &, ¥ toujours & la gauche de =¥

2) ¢V { placée 2 droite de =) devient & + § d'oh la possibilité de rem-
placer @ V § par &, ¥ toujours & droite de = .
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3) @~ | placée a droite de =) devient '+ § d'olt la possibilité de rem-

placer 2 » ¥ par & 2 gauche de =) et de garder ¥ 3 droite.

- Les régles a deux antécédents permettent d'éliminer les produits en trans-
formant une somme contenant un produit de variables en deux sommes contenant
d'une part une variable de ce produit et d'autre part toutes les variables
de la somme initiale. Alors pour vérifier que le séquent initial est identi-
que & 1, il faut et il suffit de vérifier que les deux nouveaux séquents le
sont car pour que : ¥V = 1 il faut et il suffit que d = § = 1,

D'oll 1'élimination des opérateurs
1) A, @A { étant placée 3 droite de == devient 8 d'ott remplacement du
séquent initial contenant ® Ao | par deux séquents contenant 1'un ¢,

1'autre ¥ a droite de =y .

2) V, @V | étant placée 2 gauche de = devient (& + ¢)' = &'y’ d'o
remplacement du séquent initial contenant ® V { par deux séquents conte-

nant 1'un &, 1'autre {§ 2 gauche de = .

3) », &~ ¢ étant placée 2 gauche de =3 devient (g'+ §)' = &' d'od rem-
placement du séquent contenant & - { par deux séquents 1'un contenant

% & droite de = , l'autre contenant § & gauche de )
g

8¢y , 2V a droite de =y devient 3y + 2'¢' = (8' + 4)(3 + ¢").
e ¥

W’

gauche de =) devient (®'+ ¢') (8 + ¢).

D'oll pour chaque cas le remplacement du séquent unique par deux séquents per-
mettant de faire disparaftre le produit, ces deux séquents contiennent & et ¥

placés convenablement par rapport & ==

Finalement ces régles permettent d'écrire toute formule sous la for-
me de séquents M=) p., La formule initiale est d'ailleurs égale au produit de
ces séquents car les régles permettant d'obtenir deux séquents & partir d'un
seul ne sont qu'une application de la distributivité de 1'addition booléenne

par rapport 2 la multiplication, en effet
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E'b 9 + 8y +T = (E'+ 0 +8 +mM((E"+ 8 +§ + M), c'est-a-dire

(E= 6, & A g, m = (E=>0, & ME=0, ¥, M), De plus 1'écriture employant
1'opérateur = permet de considérer toutes les variables sous forme directe
car il suffit de faire passer une variable complémentée de 1l'autre cOté de cet
opérateur pour l'avoir sous forme directe (régles sur 1'opérateur—)., En lan~-
gage d'algébre de Boole la méthode de Wang revient donc & écrire toute expres-

sion sous forme d'un produit de sommes de variables.

Méthode d'identification & 1 de Wang

Pour obtenir la forme (4) nous cherchons dans la formule initiale
1'opérateur de plus grande portée, nous 1'éliminons par la régle correspon-
dante, Nous faisons de méme pour l'opérateur de plus grande portée dans la
ou les nouvelles expressions obtenues et ceci jusqu'a 1'élimination de tous
les opérateurs si nécessaire, L'expression primitive sera identique & 1 si tou-
tes les nouvelles expressions obtenues contiennent une méme lettre de part et
d'autre de = .

)

Nous remarquons que pour qu'une expression initiale ou intermédiaire
puisse &tre identique & 1 il faut, évidemment, qu'elle contienne au moins deux
fois une méme lettre car aucune régle ne permet de mettre une lettre de part
et d'autre de = . Donc dés que nous rencontrerons un séquent ne remplissant
pas cette condition, il sera inutile d'éliminer les opérateurs restants et nous
pourrons en déduire immédiatement que la formule initiale n'est pas identique

al.

V - Reconnaissance systématique d'expressions identiques & 0

Nous n'avons, dans ce qui précéde, considéré que des expressions
identiquement vraies. Or il peut &tre aussi intéressant de vérifier de méme
qu'une formule est soit identique & zéro soit ni identique & 0 ni identique

& 1. La méthode de Wang transforme la formule initiale en un produit de sommes
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et sous cette forme il n'est pas possible de voir systématiquement que nous

avons une identité & O, Il faudrait donc, si la formule f considérée n'est pas
identique 2 1, étudier — £, La transformation qu'aurait déja subit f serait
inutile si nous arrivions & la conclusion que — f est identiquement vraie, La
méthode de 1'opérateur implication nous permet de vérifier qu'une expression est
identique & zéro sans pour cela prendre son complément. En effet f est identi-

quement nulle si et seulement si fo = f1 =0,

Donc dans le cas d'une expression identiquement nulle, en employant
les mémes regles que celles qui nous permettent d'identifier une expression 3 1
a 1'aide de 1'opérateur implication, nous devons obtenir des expressions inter-

médiaires et finales de la forme :

0===-0x-- 0x'0,

Si 1'expression de départ n'est identique ni 2 1 ni & 0, les coeffi-
clents f, et f, seront soit des constantes (mais nous aurons £, # fl) soit des
variables, Dans ce cas ces variables se rencontrent dans chaque expression in-

termédiaire, en ordre lexicographique ; en lisant de gauche a droite nous ob-

tenons l'ordre inverse de celui dans lequel les variables ont été utilisées.

Considérons des exemples illustrant le cas de formules non identiques

Q7
—

a=- -~ = AB'0AO,

= AB' == == OB'A o == LB'A'0 = = » 1A=- = B'A'0,
= = AB'O = » = OA - =~ BA'0,

== AB'OA = o » 1A~ = 1A'0.

o = = = ABTOAD = = = 0A - = 0A'0 = 0.

b == BA' =» = = - CB'0AD,
= = CB' =« = = CB'A~ = =~ CB'A'0,
= CB'0 == = = = CB'OA = = - = CB'0A'0,
- = = CB'OA = = = = CB'A—» - 1A'0,

“ = CB'0AD = = = = = CB'0A > - 0A'0,

l
i
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.~ BA' =5 1A - - B'A'0.
.= = BA' = 5.2 - CB'0A0 = 5= = - CB'0OA - - BA'O,

Si nous considérons = = CB'O par rapport & B
- CB' ==~ - 1B.» - CB'O,
~ - CB'0 == — 0B = - CB'O,

Et.» - BA' » = = CB'0AQ = » - = - 0B — = CB'0A - — BA'O.

-y

VI - Comparaison des méthodes de Wang et de 1l'opérateur implication :

a) La méthode de Wang pourrait paraltre plus systématique que celle
de 1'opérateur implication car elle traite l'expression & identifier 2 1 immé-
diatement sous sa forme primitive, alors, que pour utiliser la deuxi®me métho-
de, il faut tout d'abord écrire la formule donnée avec 1'opérateur unique consi-
déré. Mais ceci peut se faire également d'une manidre systématique et &tre pro-

grammé,

b) Si la formule étudiée n'est ni identique & O ni identique 2 1,
la méthode de Wang nous permettra de l'écrire sous forme d'un produit de som-
mes de variables complémentées ou non, La méthode de 1'opérateur implication
nous permettra d'obtenir la formule sous forme lexicographique par rapport a
un opérateur donné., D'autre part cette méthode nous indique si la formule étu-
diée ou sa négation est un théoréme ou, si ni la formule considérée ni sa néga-
tion ne sont des théorémes. La méthode de Wang nous permet seulement de conclure

si la formule donnée est un théordme ou non,

c) Une formule logique étant donnée, pour démontrer si elle est un
théoréme ou non, la méthode de Wang consiste 2 éliminer systématiquement, 1'un -
aprés 1'autre, tous les opérateurs contenus dans cette formule. Si celle-ci
n'est pas un théor2me dds que nous rencontrons un séquent ne contenant pas deux
fois une méme lettre, il est inutile d'éliminer les opérateurs restants car nous

pouvons en déduire immédiatement que la formule initiale n'est pas valide.
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Mais Wang n'utilise pas cette possibilité dans son programme et ne s'arréte
que lorsque les séquents obtenus ne contiennent plus aucun opérateur. Nous

appliquerons donc, les régles de déduction de Wang, au moins autant de fois que

la formule contient d'opérateurs (un opérateur étant compté autant de fois qu’il

apparait dans la formule).

La méthode de 1'opérateur implication revient 2 considérer la formu-
le donnée comme une fonction booléenne des différentes propositions élémentai-
res qu'elle contient. Nous cherchons les coefficients de Lagrange par rapport
a2 la premiére lettre dans l'ordre lexicographique. Si ces coefficients sont des
constantes ou si 1'un deux est égal a une variable, nous nous arrd@tons immédia-
tement, sinon nous continuons par rapport & la deuxiéme lettre, etc... Nous
appliquons donc les régles, nous permettant d'obtenir les coefficients par rap-

port & une lettre quelconque, au plus autant de fois que la formule étudiée

contient de lettres différentes.

D'autre part, avec la méthode de 1l'opérateur implication, nous cher-
chons 2 chaque pas deux coefficients. Donc quand nous considérons ces coeffi-
cients par rapport a la lettre suivante nous devons étudier deux nouvelles for-
mules si nécessaire (c'est-a-dire si aucune n'est égale & une constante ou une
variable) au lieu d'une. Avec la méthode de Wang nous étudions, au pas suivant,
deux séquents au lieu d'un si 1'opérateur éliminé, au pas considéré est celui

d'équivalence ou suivant la position des opérateurs A, V, = par rapport 2 = .

Si nous considérons uniquement le fait qu'une formule est un théoréme
ou non et le nombre de pas nécessaires pogr arriver au résultat, dans le cas gé-
‘néral, la méthode de l'opérateur implication sera la plus intéressante si la
formule étudiée contient moins de lettres que d'opérateurs, dans le cas contrai-
re celle de Wang sera meilleure. Dans le cas ol le nombre de lettres est égal
au nombre d'opérateurs, la méthode de 1l'opérateur implication pourra encore
8tre la plus intéressante car nous n'utiliserons pas obligatoirement toutes les

lettres alors que la méthode de Wang nous oblige 2 éliminer tous les opérateurs,
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Remarquons, de plus, que la seule possibilité pour obtenir une formule conte-
nant plus de lettres que d'opérateurs est d'avoir n lettres différentes et
(n - 1) opérateurs, ce qui sera assez rare, la formule considérée ne sera

d'ailleurs pas un théoréme.

d) Etudions quelques exemples avec les deux méthodes.

1) — (@vQ =y — P (3 opérateurs, 2 lettres)

Méthode de Wang :

= — P, PyQ (1)
P = PyQ (2)
P= P,Q (3)

Méthode de 1'opérateur implication :

— PyQQ= — P s'éerit (((P-0)-Q ~0) . (P~ 0)
£ = ((1-0=-Q=-0)-(1-0) =1

(D

= (((0-0)-Q) = 0)~» (0-0) =1

f0
Il suffit donc.de considérer la premigre lettre.

2) = (= P p—iQ) » (P€Q) (5 opérateurs, 2 lettres)

Méthode de Wang :

T PATIA=P & Q (1)
/| P,/ Q= P& Q (2)
—|Q=>P&3Q, P (3)

. wP, Q (&)
P=$Q, P, P/ (5)

Q=»P, P, Q
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Méthode de 1'opérateur implication :

(/P ,71Q) - (PEQ) s'éerit avec 1'opérateur implication seul :

(- 0)>Q) = 0) = (((P>0Q)= ((Q-P)= 0)) = 0)
£, = (((1»0)=Q -0 - (((L-Q » ((q=1)=>0))~-0) =1

®
£, = (((0-0)~Q) = 0) » (((0-Q) = ((Q-»0)=>0)) > 0) =(Q~0)—~(((Q-»o)-0)+\0> |

£ =(1-0)- (((1>0)=0)-0) =1
o1 [ ().

00 = (0. 0) 5 (((0- 0) - 0)=-0) =1,

3) Py (Qy R)=pP y Q, R (3 opérateurs, 3 lettres).

Méthode de Wang :

(1)P%PVQ3R QVR=§PVQ,R (!
(2) P=>P, Q, R Q=>PyQ, R R=3P,Q, R (2)'
Q=3P, Q, R R=3P, Q, R (3)'

Méthode de 1'opérateur implication :

La formule étudiée s'écrit avec l'opérateur implication :

I3

(P->0)> ((Q=»0)>R)) > ((((P-0)-Q) - 0) - R)
£, = ((1»0) - ((Q=0) = R))= ((((L-»0)=Q)=»0)~R) =1
f0
£

il

((1-0)-R)~»((1-0)-R) =1
ol (2)

foo=((0—+0)~oR)—»((O—»O)-—*R)=R-—>R
f =1-1=1

ool (3)

f =0-0-=1

000

= ((0-0) - ((Q - 0~ R)-(((0~ 0)- Q)*d)~*R)=((Q - 0)-R)~((Q~ 0) » R)

(D



Remarque : il serait aussi intéressant de comparer ces deux méthodes a 1'aide
du temps nécessaire, sur machine, pour démontrer si une formule domnée est

vraie ou non, Mais ceci est difficile, la méthode de Wang ayant été program-
‘mée pour IBM 704 et le programme, correspondant i la méthode de 1'opérateur

implication, ayant été utilisé sur IBM 7044.

VII - Programme correspondant & la méthode de l'opérateur implication

Nous pouvons & partir de la méthode utilisant 1'opérateur implica-
tion et & l'aide de l'organigramme ci-aprés, écrire une procédure ALGOL qui
nous indiquera, si, une formule f de propositions donnée sous sa forme pri-
mitive est vraie, fausse ou indécidable (c'est-a-dire telle que ni f ni— f

ne soient vraies).

Nous écrirons cette procédure pour des formules contenant que des

variables directes, une variable complémentée A' sera remplacée par — AO.

Cette procédure utilise elle-m@me deux autres procédures, la pre-
miére nous permettant d'obtenir les coefficients d'une lettre quelconque par
rapport a celle considérée pour écrire la forme lexicographique, la deuxiéme

nous donnant les coefficients d'une implication de la forme - fg.

L'ensemble de ces procédures comprend 1 115 unités syntaxiques
auxquelles viennent s'ajouter 1 023 unités syntaxiques, correspondant 3 une
procédure TRANSFORM nous permettant d'obtenir une formule donnée sous une for-

me contenant uniquement 1'opérateur implication, si nécessaire.
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Ce programme, dont le listage suit, a été utilisé sur IBM 7044,

procédure X(M, K, FO, F1) ;‘valeur K ; entier K, M, FO, Fl ;

.début

fin ;

si K=M alors début FO :=0 ; Fl := 1 fin

sinon FO := Fl1 := K

procédure I(X, Y, RO, R1, M, K1, K2, Q, T, C);

entier M, K1, K2, Q ; entier tableau RO, R1, T ;

procédure X, Y ; booleen C ;

début entier procédure F(A, B) ; valeur A, B ; entier A, B ;
début si A=0yB=1 alors F :=1
sinon si A =1 alors F :=B sinon F := A+B
fin
" aiguillage AIG := El, E2, E3, E4 ; entier J ;
booleen tableau B[1:4] ; ,
B[1] := K1 20, K220 ; B[2] :=KI1<0,KkK220;
B[3] := KL 2 0 5 K2< 0 ; B[4] := vrai ;
cpour J :=1, 2, 3, 4 faire si B[J] alors allera AIG[J] ;
ELl : X(M, K1, RO[17, RI[1]) ; Y(M, K2, Ro[2], RL[2]) ;
.allera TERM ;
E2 : Ro[1] := T[0,17 ; R1[1] := T[0,2] ; Y(M, K2, RO[2], R1[2]) ;
allera TERM ;
E3 : Ro[2] := tl0,1] ; Rr1[2] := 7{0,2] ; x(M, k1, ®RO[1], RL[1D) ;
allera TERM ;
E4 : RO[1] := T[0,1] ; RO[2] := T[q,1] ; Ri[1] := 7[0,2] ; R1[2] := T[Q,2] ;
Q :=.Q-1;
TERM : T[0,1] := F(RO[1], RO[2]) ; t[0,2] := F(r1[1], R1[2]) ;

fin ;

si C alors début T[Q+1,1] := tl0,1] ; T[Q+1,2] := T[0,2] fin
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procédure TRANSFORM(KI, OP, CI, K, KK, C, T0, T) ;
entier T, TO ; entier tableau KI, OP, K, KK ;

booleen tableau CI, C ;

début entier R, M, L, Q, N1, N2 ; entier tableau S[O,TO] ;

pour R := 1 pas .2 jusqua 2 X TO faire
EDONNEE ;

]

pour M := 1,2 faire KI[R,M] :
pour R := 1 pas 2 jusqua 2 X TO faire
début OP[R] := EDONNEE ;

si KI[R,2] = -1 , KI[R,1] = -1 alors début

N2 := s[Q] - s[Q-17 ; N1 := T-N2 ; Q := Q-1 fin

sinon si KI[R,2] = -1 alors N2 := T-S[Q]
sinon - si KI[R,1] = -1 alors N1 := T-S[Q] ;

si OP[R] =1 alors début

K(1+1] := KI[R,1] ; K[L+2] := KI[R,2] ;

clL+1] :=CI[R] ; L := 142 ; T := T+l fin ;

si OP[R] =2 alors début

K[L+1] := KI[R,1] ; K[L+2] := 0 ; R[L43] := -1 ; K[L+4]:=KT [R,2];

ClL+3] := CI[R] ; L := L+4 ; T := T+2 ;
KI[R,2] = -1 alors C[L-5-2 X N1] := vrai fin ;

e

S

si OP[R] =3 alors début

k{2 x (s[Ql+N2)+1] := K1[R,2] ; k[2 x (s[Ql4N2)+2] := 0 ;

pour M :=1 pas 1 jusqua 2 X N1 faire

k[2 x (s[Ql+N2)+21] := kk[2 x (s[Q]+N2)-] ;

K[1+3] := K1[R,17 ; K[L+4] := R(L+5] := -1 ; K[L+6] := O ;
cclr#s) = c1lR] 5 L =146 5 T = TH3

si KI[R,1] = -1 alors début C[L-5-2 X N1] := wrai ;
si Ki[R,2] = -1 alors C[L-7-2 X N1] := faux fin

| fin ;
si OP[R] =4  alors début

pour M :=1 pas 1 jusqua 2 X Nl faire
kL2 x s[ol+M] := kkl2 x (s[Qlw2)+M] ;
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pour M :=1 pas 1 jusqua 2 X N2 faire
K[2 x (sfQ)w1)#M] := Kk[2 x S[Q]M] ;
K[L+17:=KI[R,2];R[L+2] : =KI[R,1];K[L+3] :=-1;K[L+4] :=0; C[ 3] s = wrad

pour M :=1 pas 1 Jjusqua 2 X Nl faire

K[L+4+2 X N24M] := RK[2.x (s[Q]+N2)+M] ;

M =2 x (N24N1) ; R{L+54M) := Kk1[R,1] ; K[L+64] := KI[R,2] ;
K{L+74M] := R{L+8M] := K[L+9-M] := -1 ; K[L+104M] := O ;
clL+9] := ClR] ; L := L+104M ; T := 2 X T45 ;

si KI[R,1] =-1 o KI[R,2] =-1 alors début

cl2x(s[QJ]+N2)-1]:= faux; c[Zx(s[Q1+N1+ZXN2)+3]:=c[2x(s[Q]+N1)-1]

:= vyrai fin

fin
pour M :=1 pas 1 jusqua L faire KK[M] := K[M] ;
st CI[R] alors début Q :=Q+l ; S[Q] := T fin ;
N1l := N2 := 0 ; |

fin
fin
procédure IMPLICATION (N, T, I, X, K, C) ; valeur N, T ;
entier N, T ; procédure I, X ; entier tableau K ;

booleen tableau C ;

commentaire Une formule étant donnée sous forme d'implications,
N représente le nombre de variables, T le nombre d'implications I,
Les valeurs du tableau K seront données de telle sorte que les
implications soient faites de droite & gauche ;
début  entier M, P, L, R, S, Q ;
entier tableau G0,G1[1:N1,J[0:N],ROE,R1E[1:2],TE[0:T,1:2] K[ 1:2xT1N ];
M:=1;P :=0; :
RETOUR : R :=1 ;8 :=2 ;Q :=0 ;
RETOURL : I(X, X, ROE, R1E, M, K[R], K[s], Q, TE, c[R]) ;

commentaire M représente la variable par rapport & laquelle est

écrite la forme lexicographique.K[R] et K[S] représentent les numéros
des variables sur lesquelles portent 1'implication I, Ils seront né-
gatifs si X est une implication. C[R] et Q nous permettent de garder

le résultat de I s'il doit &tre utile ultérieurement.
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si C[R] alors Q := Q+l ;
s1 §<2X T alors début R :=R+2 ; § := S+2 ; allera RETOURL fin ;
Go[M] := TE[0,1] ; 61[M] := TE[0,2] ;
ECRIRE (co(M], c1[M]) ;
si (M+1 s GOIMIAGO[M] < 2xM+1)y, (M+1 < G1IMIAGLIM] € 2xM+1)
alors allera TERM ;
si GO[M] = 0v Go[M] = 1 alors allera SUITEL ;
pour L :=1 pas 1 jusqua 2 X T faire KK[L,M] :
pour L :=1 pas 1 jusqua 2 x T faire si K[L]
M := M+l ; allera RETOUR ;

SUITEL : si G1[M] =0 GI[M] =1 alors allera SUITE2 ;

P := P+l ; J[P] := M4l ;

K[L] ;
M alors K[L]:=O';

poyr L :=1 pas 1 Jjusqua 2 X T faire KK[L,M] = K[L] R
our L :=-1 pas 1 djusqua 2 X T faire si K[L] = M alors K[L]:=1 ;

M := M+l ; allera RETOUR ;
SUITE2 : si Go[M] # G1[M] alors allera TERM ;
si M=1 alors début si GO[M] = 1 alors ECRIRE (vrai)
sinon ECRIRE (faux) ; allera TERMI

[

fin
si M =J[P] alors début GL[M-1] := GO[M] ; P := P-1 ;
M := M-1 ; allera SUITE2

fin

~sinon début GO[M-l] = co[M] ; Mo

I

M-1 ;

pour L :=1 pas 1 jusqua 2XT faire K[L]:=RK[L,M] ;
allera SUITEL ;

fin
TERM : ECRIRE ('('INDECIDABLE')') ;
TERML :
fin ;

entier tableau KI[1 : 10, 1 : 2], K, KK, op[1 : iO] ; entier T ;
booleen talbeau CI, C [1: 10]

TRANSFORM (KI, OP, CI, K, KK, C, 4, T) ;

IMPLICATION (2, T, I, X, K, C)

fin ;
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Ce programme nous a permis de montrer la validité, en particulier,

des formules suivantes :

- —1 (X1 y X2) » — X2 (formule considérée pour activer, ci-dessus, les

procédures).
Nous obtenons comme résultat :

1 ' 1 (coefficients par rapport a X1)
VRAT
-(X1 = X2) - ((X1 - (X2~ X3)) » (X2 ~ X3))

(deuxiéme axiome du systime de Kleene)

résultat : 1 10  (coefficients par rapport 2 X1)
1 6 (coefficients par rapport & X2)
1 1 (coefficients par rapport a X3)

VRAI

(Les coefficients différents de 1 sont représentés par la somme des
numéros des variables apparaissant dans la nouvelle formule obtenue ; 1'emploi
du langage ALGOL, uniquement, entrafnant 2 considérer les variables sous forme

numérique),

-(X1 A (X1 - X2)) - X2 (r2gle de déduction du systime de Kleene)

résultat : 1 4
1 1
VRAI

-((X3 A X1) » X2) ¢ (X3 = (X1 -~ X2)) (théor2me de la déduction)

résultat : 1 20
12 1
1 1

VRAI

Dans les cas d'utilisation de la procédure TRANSFORM le travail to-
tal a duré 1 minute 13 secondes, la recherche de la validité ou non d'une for-
mule durant de une 3 deux secondes, Dans le cas contraire le travail total a

duré 49 secondes et la recherche de la validité a duré en moyenne 1 s,



- CHAPITRE 1II -

CALCUL DES PREDICATS UNAIRES EN LOGIQUE CLASSIQUE.

I - Ecriture des formules de prédicats en algébre de Boole :

1) Symboles de prédicats :

En logique un prédicat A(X1’°°°’Xn) est tel que les variables

Xl,oo

lui-méme ne pouvant &tre que vrai ou faux., En algébre de Boole ce sera donc

.»X_ prenment respectivement leurs valeurs dans un ensemble (0,...,k),

une fonction de n variables non booléennes en général (n pouvant &tre nul :
dans ce cas nous avons une proposition c'est-a-dire une fonction constante),
qui, pour les différentes valeurs données aux variables, prendra une des va-

leurs booléennes simples AO, A1’°°°’A 0
(k+1) -1

2) Formules de prédicats :

Si nous donnons des valeurs aux variables, la valeur de la fonction

correspondante donnera une formule de prédicats,

En logique si A et B sont des formules, nous en obtenons de nouvel-
les a2 1'aide des opérateurs -, A, V,— , =3 et des deux nouveaux opérateurs

in et Hxi? De m@me que pour le calcul des propositions, en algébre de Boole,

elles s'écriront ;

A-B:A+B;ArAB:AB;AyB:A+B ;= A=A"; AeB = A'B'+ AB,
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Nous pouvons aussi exprimer, en algdbre de Boole, les formules vx A(x) et

4% A(x) obtenues 2 partir des quantificateurs Vx et 4x en considérant leur

interprétation :

- ¥x A(x) est vraie, c'est-a-dire en algébre de Boole prend la va-
g

leur 1, si pour tout x A(x) =1 donc si Ay = A =...= A =1 ce qui peut

s 'exprimer par Ay Ap-.-A =1 et Vx A(x) est fausse, c'est-a-dire en algdbre

de Boole égale & zéro, si A(x) a au moins une valeur nulle donc si

A A ... = ouvo donc écrire :
o &1 Ak 0 et nous pouvons e

P vx A(x)

]
o:l>

>
—
~

1 si A(x) prend au moins une fois la valeur 1

- De méme dx A(x)
donc si Ay + A+t A =1let 3x A(x) = 0 si A(x) est nulle pour tout x

c'est-a-dire si AO + A1 +ooot Ak = 0 donc nous pouvons écrire :

1x A(x) = Ay + Atk AL

Nous noterons dans ce qui suit : ¥x A(x) =m A; ix A(x) = & A,
i i

Ceci peut se généraliser évidemment & des prédicats 2 plusieurs

variables. Par exemple :

k
’ > I3 .
vz, 3x2 Vx3 A(Xl’ Xy 33) s'écrira E A, ., ., mais de telles

expressions sont peu maniables. Dans toute la suite nous considérerons uni-

quement des prédicats & une variable.
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-~

Les quantificateurs nous conduisent donc & introduire des. sommes
et produits. D'autre part les prédicats eux-mémes peuvent s'écrire sous forme

de sommes et de produits. Pour cela considérons des fonctions 6i(x) telles
que 6i(x) =0sii#xet éi(x) =1 si x = 1, Nous pouvons alors écrire

Alx) = A0 50(x) fouot Ai 6i(x) tooot A 6k(x) = E Ai 6i(X)°

II - Reconnaissance systématique d'expressions identiquement vraies

En raison de la présence de sommes et produits dans les expressions
3 manier, l'opérateur implication est peu commode et nous utiliserons comme

opérateurs la somme, le produit et le complément.

1) Introduction de variables généralisées

Si nous écrivons les formules de prédicats, comportant des quanti-
ficateurs, sous forme de sommes ou produits des différentes valeurs de

1'expression E(x) sur laquelle porte le quantificateur (3x E(x) = Z‘Ei ;

i
¥x A(x) =1 Ei ol Ei peut 8tre une expression booléenne quelconque de varia-
i
bles indicées A, B, Ci°°°) et si nous écrivons tout prédicat A(x) = T A 6i(x),

i
nous pouvons considérer toute formule F de prédicats comme une fonction boo-

léenne de sommes et produits de l'une des formes ci-dessus., Nous pouvouns, de
plus, toujours nous ramener & des expressions Ei qui soient sous forme de som~

me de produits et écrire Ej =_Ai Bi + A'i Ci oll Bi et Ci pourront &tre des

constantes ou des expressions booléennes quelconques de variables indicées
sous forme de somme de produits, et ol Ai pourra &tre une constante ou une

variable simple. Nous avons donc % Ei =X Ai Bi + X A'i Cjw D'autre part nous
i i i i
pouvons aussi écrire E, = (Ai + Ci)(A'i + Bi) et par couséquent

T Ei = T1 (Aj + Ci) m (A'i + Bi)° F peut alors &ftre considérée comme une fonction
i i ) i
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booléenne d'expressions G de la forme : T (Ai + Bi)’ il (A'i + Bi),
i i

)X . !

. Ai B, ; A i Bi°

i i

Toutes ces expressions G peuvent s'exprimer en fonction de T Ai
i
ou % Ai et d'expressions ne dépendant plus des Ai' En effet nous pouvons
i
constater que :

-si™ Ai =1 c'est-a-dire si tous les Ai sont égaux a 1 : T (Ai + Bi) =1,
i i
L A', B, =0,
. 171
i
-sim Ai = 0 c'est-a-dire si au moins un des Ai égale zéro :
i
m (A, +B,) =TB,, A" B, =ZB, (les éléments repérés par 1'indice j
i 1 i j NP S [ j
vérifiant Aj = 0).

Ce qui permet d'écrire :

Y
m(A, +B.) =mA, +7B,.
, i i A
i 1 J

P
by A'i B, =2 B, & A’i°
i oy dg

\

De méme si nous considérons & Ai Bi et (A'i + Bi) :
i i

- 81 % Ai 0, donc si tous les Ai sont nuls, alors X AiBi = 0,1 (A'i + Bi) =1,
i i i
- si X A, =1, donc si au moins un des A, est égal 3 1, Z A, B, =% B,
; & i i i1 K k
m(A', +B,) =7 B (les éléments repérés par 1'indice k vérifiant A = D).
: i i K k

Ce qui entrafne :

' - 1
T:[(Ai+Bi) TTBk+T.TAi“
i k i
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Si nous considérons maintenant les expressions booléennes T Ai
i
et T Ai comme de nouvelles variables X et Y, nous pourrons écrire toute for-
i
mule F de prédicats sous-forme d'expression canonique par rapport & ces deux

variables :

F (T Ai, )X Ai, G) = F(X, Y, 6) = FO(Y, G) X' + Fl(Y, G) X.
i i

F (X, Y, G) = (FOO(G) Y' o+ Fol(G) Y) X' + (FlO(G) Y' + Fll(G) Y) X.

En tenant compte que X = T Ai’ Y= A X'=1% A'i et Y' =T A'i :
i i i i
Ay = ' 1
F (X, Y, 6) =F,,(C) g AT+ E01(G) ? A ? A", + F,(6) g A

Donc pour que F soit identique 2 1 (ou & 0) il faut et il suffit que :

Foo = By = Fyp = 1 (0w Foy = Fyy = Fpy = 0).

Remarque : la valeur de F10 est indifférente, ceci provient du fait qu'elle

correspond aux valeurs des variables T Ai =1lety Ai = 0, valeurs incompa-
i ‘ i
tibles. Nous pourrions écrire F d'abord par rapport a Z Ai puis par rapport
i
am Ai' Nous aurions alors X = T Ai’ Y= Ai’ X'=m A'i, Yy' =% A'i et ce
i i i 1 i

serait le produit YX' qui deviendrait nul et par conséquent la valeur F_ . qui

01
serait indifférente.

Nous allons essayer d'étudier systématiquement toute formule de pré-
dicats d'une maniére analogue & celle utilisée pour les propositions. Nous
avons 2 la place de fonctions de variables simples, des fonctions de variables
généralisées de la forme G. Nous remarquons que ces variables généralisées
peuvent 8tre toutes considérées comme non complémentées car

(mME)'=%E',, @E) =qE',,
. 1L . 1 R 1 . 1
1 1 1 1
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2) Description de la méthode permettant de reconnaftre qu'une for-

mule de prédicats est identique a 1 :

a) Nous devons, tout d'abord, considérer les régles supplémentaires :

Lo =36l , TG =m8 (=0 i (3
1 1 1 1 :

b) D'autre part il nous faut trouver systématiquement les coeffi-

cients G GOl’ G,, correspondant a une expression G par rapport a X et Y

00’ 11

considérées, Si nous prenons X =T Ai’ Y=1 Ai’ deux cas se présentent :
i i

- G ne contient pas de variables indicées Ai

Goo = Go1 = 611 = C

- G contient des variables indicées Ai,G'peut alors s'écrire Z % H od Z re-

présente X, Y, X' ou Y', % une somme ou un produit et ol H ne contient pas

de variables indicées Ai‘ Donc :

Hoo = Hop = Hyp = B et Gyy = 2o ¥ H, Gyy = 25y # H, 6y = 2y # H.
ZOO’ 201, le sont obtenues facilement en considérant que :

= ! = = =
mA =0 AL+ 1TAL (Zop = Zo1 = 0> 27 = ).
i i i _

! = ! = = =

§ A i 1 ? A it 0 2 Ai, (zO0 201 1, z11 0).

= ! = by ! = = =
DA = 1TA DA DAY S1TA FOTALL (25,20, 2, =2, = 1.
i i i i i i
mA ;=0 m Ai +TA : ; A ;=0 ; A +1 m A i (zOO 1, 201 z11 0).

. . 1
1 1 1 1 1 1
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Y . » P ' I3 Pl ]
¢) Connaissant GOO’ GOl’ G11 de chaque variable généralisée G d'une

formule F de prédicats nous obtiendrons les coefficients FOO’ FOl’ F11 par

rapport & X et Y en employant deux expressions analogues & (2) qui nous don-

nait £ et £ d'une formule f de propositions., C'est-a-dire :

0 1
\

= ! 1

G+K (Goo + KOO) Yo+ (GO1 + KOl) YX' + (G11 + Kll) X
. N (2)!
- ' 1

G K (GOO KOO) Y' + (GO1 Kol) X' + (Gll Kll) X
et : J

Foo = Co0 * Koo 5 Fo1 = CGp1p * Koy 5 Fyq = Cpp X0

Evidemment aucun des trois coefficients ne contiendra la variable
indicée correspondant a X et Y mais ils dépendront d'expressions de la forme

mE,ZE,TE,ZE,Z Ek’ m™E
i i i1 3k k
indices i, j, k étant tels que J A K =8 et J y K=1.

" ; les ensembles I, J, K respectivement des

Supposons, de nouveau, que X = T Ai et Y =5 Ai' Le coefficient F11
i i
correspondant au cas ol tous les Ai = 1 nous remplacerons T Ek et & Ek par
k k
T Ei et X Ei’ nous aurons alors une expression contenant uniquement 1'indice
i i
i, 1'indice j n'apparailssant jamais dans ce coefficient, De méme 1'indice k

n'apparait jamais dans le coefficient F_. et comme nous sommes dans le cas

00
ob tous les Ai = 0 nous remplacerons T E, et ¥ Ej par 1 Ei et & Ei° De plus
i i i i

nous pouvons écrire ME, =T E, ME et Z E, =% B, +% B ce qui entraine

A | k I k

i j k i j k
que le coefficient'FOl dépend alors de deux couples de variables, T Ej et & E,

i 3
d'une part et T Bk, X Bk d'autre part, ayant des valeurs indépendantes,
k k

Les coefficients FOO et Fll sont des expressions analogues & F mais

contenant la variable indicée Ai en moins. Nous les étudierons de méme que F
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~

par rapport & Bi si nous considérons que les expressions G sont de la forme

m(B, +E,), m(B', +E.), £ B, E,, 2 B', E, ot B, est maintenant une variable.
.1 i . 1 1 R 1 1 1

i i i i

simple ou une constante et Ei une expression booléenne quelconque ne conte-

nant pas les variables indicées Ai et Bi° Le coefficient F_ . dépend d'expressions

01

de la forme m(B, + E,), "(B', +E.,), L B, C,, ZB'., C,, m(B,_+¢ ), m(B' +¢C),
j 3 Iy L L R Bk, ko k

£ B C,ZB' C, il faudra donc 1'étudier par rapport aux variables T B, et

I k 'k I k 'k i j

z Bj et ensuite les coefficients obtenus par rapport aux variables T Bk et Bko

i k k

Alors toutes les expressions comportant des variables indicées en B auront a

leur tour disparu et nous étudierons les coefficients obtenus a partir de FOO

et F . soit par rapport a mC,, ¥ C. soit par rapport a mC,, 2 C, et T C , M C
A S | 4 4 m m

01
i i 4 m m
(si Bz =0, Bm = 1), et les coefficients obtenus & partir de F01 soit par rap-
port 2L C,, MC, ouZ C , ™ C_soit par rapport amC, , % C,, (B, =0 et
PR S B g S0y

= = = T = = m

Aj 0), ij, z ij (Bm 1, Aj 0), Ckm, X Ckm(Bm 1, A 1), ) Cp2
m m m m _

z Ckz(Bz =0, 4 = 1) et nous continuerons ainsi jusqu'd ce que nous ayons
z .

épuisé toutes les lettres indicées si nécessaire,

Nous remarquons qu'aprés chaque nouvelle élimination d'une lettre
indicée nous doublons le nombre d'indices des variables restantes quand nous

nous occupons de coefficients analogues 3 F Ceci nous permet cependant

o1’
d'arriver au résultat en un nombre fini de pas, puisque & chaque pas nous éli~-

minons toutes les apparitions d'une lettre quelque soit 1'indice qui la concerne.

3) Formule de départ non identique & 1 :

Si la formule de départ est identique & 0 la méthode décrite nous

conduira évidemment au résultat de méme que dans le cas des propositions,

Si elle n'est identique ni & 1 ni 2 0 nous obtiendrons, évidemment,
comme pour le calcul des propositions, la formule sous une forme lexicographi-

que par rapport aux variables non indicées, 1l'ordre lexicographique obtenu
P graphlg
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étant encore l'inverse de l'ordre dans lequel les variables indicées ont été
utilisées mais de plus dans certaines sous-expressions nous rencontrerons 2
nouveau un ordre lexicographique portant sur les différents indices de la mé-

me variable indicée,

4) Exemples d'utilisation de cette méthode :

a) Considérons tout d'abord un exemple olt nous n'avons que des expres-
-sions G contenant soit Ai seule soit ne contenant pas Ai’ il est possible dans

F

ce cas d'étudier directement les coefficients FOO’ 01°

F ar rapport 4 T B,
11 P PP !
et % Bi sans faire intervenir deux indices différents pour B.
i

4x(A(x) = B(x)) - (vx A(x) -» 3x B(x)) c'est-a-dire :

(TA'", +B.)'+ (MA)'+ T B, =mA mB', +T A', + T B,

. 1 1 R 1 R 1 R 1, 1 R 1 R 1

1 1 1 1 1 1 1
mTA, mB',=(0xmB',)SA", + Q1. TB'",) TA, =0T A", +TB'", MA,.
. 1, 1 . 1 . 1 . 1 . L , 1 R 1, 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

ZA, +2B,=(L+YB,)LA". +(0+%B,)TA, =13S A", +% B, TA,.
. 1 . 1 . 1 . 1 , 1 . 1 R 1 . 1, 1

1 1 1 1 . 1 1 1 1 1
TA nB', +Z2 A"+ B, =18 A" +(0B', +T B,) TA,.

. 1, 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1

1 1 1 1 1 1 1 1

Dans cet exemple il est aussi inutile de considérer les coefficients

obtenus par rapport a X Ai’ ceux-ci ne dépendant plus de Ai‘ Nous avons donc

i
= = = = 717 R!
Fo = Foo = Fo1 let Fy ﬂiBi+ZiBi.
Nous allons étudier Fl1 par rapport a T Bi et ¥ Bi :
i i
mB', +X B, =(1+0) B, +(0+1)% B, EB', +(0+1)TB,.
A A | .1 AR SR | , 1
i i i i i i
=1mB', +1%B, B +1mB, =1,
., 1 1, i .1
i i i i

Et 1'expression initiale est donc bien une formule identiquement vraie,
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b) Soit un exemple contenant un prédicat non précédé de quantifica-
teur :
A(x) = 4x A(x) (Axiome du systéme de Kleene).

Nous pouvons 1'étudier par rapport & l'opérateur implication ce qui donnera

une écriture assez simple puisqu'il ne dépend que d'une variable,.

~ LA, LA =222~ 00% A~~--0 8 IMA' OTTA, » - -% &, 1 r A'.0.
A B SR | S i k™7 47, k™7 7 i
i i i k i i k i

1.

o o= 1 TA ~»~1TA'", 0OMTA, 1% A".0
. 1 . 1 . 1 . 1
1 1 1 1

c) mA' +B',) +m(A'.+C',) + T A. B, :
. 1 1 . 1 1 . 1 1

1 1 1
T(A'+B'.)) =1mA' +TB'" T A TSA', +TB' TA..
i i i i i K k : i { i K k : i
(A" ! (A" ' = ! ! mc! ' ' ! .
i( i+Bi)+i(Ai+Ci) lﬂAi+(EBk+ka)L;AiEiAi+(EBk+11'<TCk)TiTAi
YA, B, =0TA" +ZB ZA TA', +T B TA'.,
. 11 ) i k . i i k , i
i i k i i k i
m(A! ' ' 1 = ! 1 1 1 1 '
.(A ;B i)+1"r(A A i)+2_ A.B.=1 i A i+(”B HC k+EBk);Ai;A i+(TTB L HTC k+ZBk)T:rAi
i i i i k k k i 7i k k k i

Pour le coefficient F11 nous pourrions remplacer les indices k par

des indices i mais ici ce n'est pas utile puisque seul le coefficient k apprait,

Etudions 7 B' + 7 C', + % B par rapport 4 T B et © B

k & kK ok K & K
mTB' +MC  +E B =(l4#C" +0)T B'" +(0 + T C' +1) T B % B' +(0 + mC'. +1)1 B, .
kS Ko ko kT Kk Kk B K ok Kk &g K
=17BR' +1%B ZB' +1%38 =1
K k K k K k K k
Et : m(A' .+ B',)) + (A", +C',) + L A, B, =1,
i 1 1 i 1 1 i 1 1
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d) Considérons maintenant une expression identique ni 2 1 ni 2 0 :

m(A' +B',) +m(A' +C',) +T A, B, C,.
4 i i i i i { i 7ii

YA B, C,=0mA'", +Z B € T A A" +%B C mA',.
i1 i i

i i L L L
m(A'.+B',) +m(A'",+C'.) +T A, B, C,
i 1 1 i 1 1 i 1 1 1

= ' ' 1 ! ! T
1m A" +(mB el C k+§: Bka)Z AiZ A i+(rr B k+nc k+2 Bka) m Ai,

i Pk fx fx i otk fk fx

=1mA +(mB" HTC'" 4 BC)IE AT A' +(G7 B'.+C' .+ B.C.
1 1 1 1 1 1

i k k k k k kk i i i i i

Etudions m B' + T C' + % B par rapport 2 M B, et & B
K k K k K k k K k K k

mB' 41C" 4+%B C
K k K k K k 'k K k K k K k 0 km K kk k K k o km

1mB' +(mcC¢' +%C ) TBIB' +(MC'.+TC )TmB

i

k k km k k k km k*

k k m k 'k k m k

(14mC'. +0) TB' +(0+mC', +EC, ) TB TB' +(O0#TC'. +XC, ) T B

i

) mA,,
R 1
1

K k

F11 =T C! +Z Ck peut s'éerire F., =T C' + ¥ C. que nous trouverions évi-

k k m , 11 k k k k
et ¥ C

demment identique & 1 en l'écrivant par rapport a T Ck K’
k k

. - . = 1 oL ™
Etudions F01 mC o z Ckm ﬂ C'knﬂ o ) + 5 Ck par rapport a Ckﬂ
k m m 4 m 4

m€' mwceC' ,+TC =(C'" + ¥C, InC +ZC ZC'ZZC L C TC
o km 2 k4 m km o kmo km 2 kz 2 ) k4 kmz- kg

. ' N
Etudions m C m + X Ckm par rapport a 1M C
m m - m

km €8 & Crn
- m

' = ' ? CTT o=
ﬂckm+zckm.1nckm+120km+1 Ckm 1,
m m m m m

Dot 1la formule finale :

mA' +B',) + (A" +C',) + T A, B, C, =
; L i ;1 ey 1l

1TrA'+(1ﬂB' +(1 g +zc % C! ZC +Zc ncM)EB T B!

i kK g g ke kTR TR T Ty Tk
+11TB)ZA ZA' + (1 7B, +(1TTC'z+ZC Te, B
i ”z‘

k i 1 i i : 4 ' m zu
+LC mC,)EB B, +1TMB)TA,
m oy, A T A R |
i i i i

et & C :
) k4
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e) Nous pourrions aussi utiliser ceci pour démontrer que le résultant
de la somme de deux relations Rl(A,B) et RZ(A’B) est égal a la somme des résul-

tants, en vérifiant que :

1, ® (4,B) + R, (4,8) ¢» 3,k (4,B) + 1,R,(4,B))

Les quantificateurs portent tous sur la mlme variable, nous pouvons considérer

que nous avons un probléme de prédicats & une variable et si pour simplifier

nous n'écrivons plus les variables nous avons & montrer que :
R.,+R,;)e>XR ,+XR .' est une tautologie.

2( 1i 21) (§ 1i ? 21) o &

De méme nous pouvons démontrer que le produit des résultants de deux

relations est supérieur au résultant du produit de ces relations en montrant que :
3, R (4,B),R, (4,B)) » (3,R (A,B)A3, R,(4,B))
c'est-a~dire :

IRy Ry ER) TRy,
1 1 1

est une tautologie.

En opérant de méme que pour les exemples précédents nous obtenons

facilement les résultats cherchés,

III - Déduction :

Nous voudrions aussi, avec la méme méthode vérifier les régles de dé-
duction faisant intervenir des prédicats. Considérons une déduction ['(x) p= B,
elle signifie que le membre de droite B peut &tre construit & partir des expres-
sions situées & gauche de I' et ceci quelque soient les variables dont ces der-
niéres expressions dépendent. C'est-ad~dire que si pour x donné F(x)}——-B nous
devrons avoir Vx F(x)k__ B et par conséquent, de mBme que pour le calcul des

propositions, nous pouvons remplacer F(x)r-_B par ¥x ['(x) =) B.
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Vérifions par exemple une régle de déduction du systéme de Kleene :
C~ AX)— C - Vx A(x)

Ce qui se raméne 2 la déduction : ¥x (C - A(x)) — C - ¥x A(x).

Nous aurions donc & démontrer 1'identité & 1 de :

m(C'+ Ai) R (I Ai) or C étant indépendant de x

1 1

TC'+A,) =TTC'+TA =ConAhA, et (Co>mA,) > (ComA,)
. 1 . . 1 . 1 . 1 . 1
1 1 1 1 1 1

peut 8tre considéré comme une formule du calcul des propositions, évidemment

identique a 1.

Démontrons maintenant que si deux relations sont telles que

Rl(A,B,C) < R2(A,B,C) alors les résultants par rapport & C sont tels que :
Sl(A,B)‘$ SZ(A’B)° Ce qui reviént»é prouver que :

Rl(A;B,c) - RZ(A,B,c)k_.aC Rl(A,B;c) *'HCRZ(A,B,C)

Si nous n'écrivons plus les variables nous avons a montrer que :

e} Tr 1 —y = f !
TR (F Ry ) = IRy BRy, = DRy RY,, W RY

i+ S R,.., est une identité a 1.
i i i i i i

2i

Considérons cette formule par rapport a X Rli et T R1i
i i
R 1 = ' 1 S R! vt .
ZR R TOMRYATR, DR DR FTRY TR
i i k i i k i
N Pt o=
DRy RFTRFERY,
i i i
- 7T R' 1 1 o ,
LR 4+ (B R AR DT Ry IR (R + TRy ) TRy,
i k 1 i L1 k i i

- 1 . ! ; '1‘ ‘ Z i - t
LR oF @R IR AZRy ) DRy ZRY 4 (B R FER)) TR
i k k i i i i i i

i

i

: ’ = T B! +. 8 TT v
Etudlons EOl R ot )X R2k ;“RZj par rapport & R2k et & th’,
k k oo . k k
IR

LR'.,+ X = TR' ) ZR' >N
R') + 2R+ ; R, (l+0+;R2,? R' + (1+1+§R2j) i RZkk R F (0+1+?R23 "

k k i ik
=] TR'. . +1ZR., Z“R'.+1 7R, =1.
2k 2
K 2k K 2k K 2k . 2k

2k 2k”°
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De méme
' = ! Y R! =
ERYHFIRy, S1IR, F1ILR), &R+ TR, =1,
i i i i i i
Donc
! ! = T ! Z ! = .
;R11R21+?R11+2R21 liRli+1§RliiRli+1?Rli 1

IV - Programme pour les formules de prédicats 3 une variagble

De méme que pour le calcul des propositions nous pouvons écrire une
procédure ALGOL, utilisant la méthode décrite dans ce chapitre, qui nous indi-
quera si une formule F de prédicats & une variable est vraie, fausse ou indéci-
dable. La formule F de prédicats sera auparavant écrite sous forme d'implications
de variables généralisées de la forme X Ei et 1 Ei’ Ei étant sous forme de somme

i i ,
de produits de variables indicées. Nous utilisons ici 1'opérateur implication &

la place des deux opérateurs somme et produit car céci nous permet de réduire

le volume du programme.

Par rapport au calcul des propositions la procédure considérée ici
sera plus longue, au point de vue écriture, car elle devra rechercher les va-
leurs de 3 coefficients au lieu de deux, & chaque pas, et surtout modifier la
formule initiale en dédoublant les variables quand elle devra étudier les coef-
ficients de la forme FOl' Nous devrons aussi écrire une procédure supplémentaire

G G,, de chaque variable

nous permettant d'obtenir les coefficients G 01’ 11

00’
généralisée G. L'ensemble de ces nouvelles procédures comprend 4542 unités

syntaxiques.

Ce programme dont le listage suit, a été utilisé sur IBM 7044 :
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Début
procédure X(M,K,P,FO0,FO1,F11) ; valeur K ; entier M,K,P,F00,FOL,F11l ;
début si K=M alors début si P=1 alors début FOO := 0 ; FOLl := -1 ; F11 := 1 fin
sinon début FOO := 1 ; FOl := -2 ; FI1 := 0 fin
fin sinon FOO := FOl := F11 := K -
fin ; |

entier procédure PROD(A,B,N) ; valeur A,B ; entier A,B,N ;
début si A0V B=0v (A = -1 A B=-2) y (A= -2, B=-1) alors PROD := 0

sinon si A=l v B=1 alors début si B#1 alors PROD := B sinon PROD := A
fin
sinon si A< 0V B <0 alors début si B> 0 alors PROD := A sinon PROD =B
fin
sinon si A=B alors PROD := A sinon PROD := N+2
fin ;
entier procédure SOM(A,B,N) ; valeur A,B ; entier A,B,N ;

début si A=1 vy B=1y (A= -1 A B= -2) v (A= -2 A B= -1) alors SOM := 1

sinon si A=0 v B=0 alors début si B#0 alors SOM :=-B sinon SOM := A
fin
sinon si A < 0y B <0 alors début si B> 0 alors SOM := A sinon SOM := B
fin

sinon si A=B alors SOM := A sinon SOM := N+2
fin ;
procédure PS(X,PROD,SOM,M,N,NE,B,C,P,K,H00,H0L,H11,R) ; valeur B,C ;

entier M,N,NE,B,C,H00,HO1,H11,R ; entier tableau P,K ;

procédure X ; entier procédure PROD, SOM ;
début entier § ; entier tableau FOO,FO1,F11[1:N] ;
X(M,K[R,1], P[R,1], HOO,HOL,H1l) ;

si N> 1 alors début § := 2 ;
RETOUR : X(M,K[R,s], P[R,s], Foo[s], Fol[s], F11[s] ;
PROD (HOO,FOOLS], NE) ;
PROD (HO1,F01[S], NE) ;
PROD(H11,F11[S], NE)

si C=1 alors début HOO :
HO1 :
HI1 :

fin
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SOM(H00,F00LS], NE) ;
somM(#o1,Fools], NE) ;
SOM(H11,F11[S], NE)

sinon début HOO :
HO1 :
H11 :

si SN alors début S := S+1 ; allera RETOUR fin

fin ;
si (B=C v M=NE)AHO1<O alors début si B=l alors HOl := 0 sinon HOl :=1 fin;
si B=2 alors début si HOO = NE+1 alors HOO := 1 ;
si HOL = NE+1 alors HOl := 1 ;si H11=NE+1 alors H1l:=l
£in
sinon début si HOO = NE+l alors HOO := O ;
si HOl = NE+1 alors HOl := 0 ; si HI1=NE+1 alors H11:=0

fin
fin ;
procédure IP(PS,X,PROD,SOM,R00,RO01,R11,M,N1,N2,B1,B2,C1,C2,P1,P2,K],K2,T,Q £,MNSLS2);
entier M,N1,N2,B1,B2,C1,C2,Q,\NE,SLR;booleen C ; procédure PS,X ;

entier procédure PROD,SOM'; entier tableau ROO,RO1,R11,P1,P2,K1,K2,T ;

début entier procédure F(A,B,N) ; valeur A,B ; entier A,B,N ;

début si A=0 V B=1 alors F := 1 sinon si A=l alors F := B sinon F := N42
fin

aiguillage AIG := E1,E2,E3,E4 ; entier J ; booleen tableau D[1:4] ;

D[1] :=Bl1 >0, B2>0 ; D[é] := BlL<O0OAB2>0;

D[3] :=Bl> 0, B2<0 ; D[4] := vrai ;

i
]

pour J := 1,2,3,4 faire si D[J] alors allera AIG[J]
E1 : PS(X,PROD,SOM,M,N1,NE,B1,C1,P1,K1,R00[1], RO1[1], R11[1], S1) ;
PS{X,PROD, SOM, M,N2,NE,B2,C2,P2,K2,R00[ 27, ROL[2], R11[2], S2) ;
allera TERM ;
E2 : Roo[1] := Tlo,1] ; Rro1l1] := tl0,2] ; R11[1] := T[0,3] ;
PS (X, PROD, SOM, M,N2,NE, B2,C2,P2,K2,R00[2], RO1[2], R11[2], S2) ;
allera TéRM ;
E3 : RooL2] := 1[0,1] ; RO1[2] := T[0,2] ; R11[2] := T[0,3] ;
PS(X,PROD,SOM,M,Nl,NE,Bl?Cl,Pl,Kl,ROO[l], RO1(17], R11[1], s1)
_@L.Ll_e_r_@_ TERM ;




E4

TERM : T[0,1] :

fin ;
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: Roo[1] :=7(0,1] ; RO1[1] := Tl0,2] ; R11[1] :=T{0,3] ;
roo[2] :=1lQ,1] ; Roil2] :=7[q,2] ; r11[2] := 1[q,3] ;
Q := Q-1 ;

F(RooL1], ROO[2], NE) ;
T[0,2] := F(RO1[1], RO1[2], NE) ;
1[0,3] := FQR11[1], R11[2], NE) ;
si C alors début T[Q+1,1]):= Tl0,1];T[Q+1,2]:=T[0,2];T[Q+1,3]:=T[0,3] fin

]

procédure IMPLICATION(T,NE,PS, IP,X,PROD, SOM,N,B,P,K,C,CB) ; valeur T,NE ;

début

entier T,NE ; procédure PS,IP,X ; entier procédure PROD,SOM ;

entier tableau N,B,P,K,C ; booleen tableau CB ;
entier A,M,L,R,S,Q,D1,D2,AA,LL ; booleen V ;

_entier tableau G11,600,G01[1:2XNEx(NE-1)], H,J[0:2xNEX(NE-1)],

R0O,RO01,R11[1:2],TE[0:2XTXNEA2], T1[1:2xTXNmA2],
PP,KK [1:2XTXNEA2, 1:2XNEX(NE-1), 1:2XNEX(NE-1)],
BB,CC,NN[1:2XTXNEA2, 1:2XNEX(NE-1)],
PG,KG [1:2XTXNEA2 , 1:2XNEX(NE-1), 1:2],
BG,CG,NG[1:2XTXNE®2, 1:2] ;

booleen tableau CBG[1:2XTXNEA2, 1:2] ;

pour L := 1 pas 1 jusqua 2XT faire début
N[L] := EDONNEE ; B[L] := EDONNEE ; C[L] := EDONNEE fin

"M:=1;Dl :=0; D2 :=0 ;

RETOUR2

RETOUR1

: éi M> NE alors allera TERM ;

R:=1;8:=2;Q:=0;

: IP(PS,X,PROD,SO0M,R00,R01,R11,M,N[R], Nls], B[R], B[s], c[r], c[s],

P,P,K,K,TE,Q,CB[R], NE,R,S) ;

i CB[R] alors Q := Q+1 ;

S < 2xT glggi,ggggg R :=RHE2 ; S := 842 ; allera RETOURL fin ;

ci1lml := 18(0,3] ; coi[M] := TE[0,2] ; Goo[M] := TE[0,1] ;

ECRIRE (GOO[M], o1[M], c1i[mM]) ;

si (1 < GOO[M] A GOO[M] < NE) v (Ml < GOL[M] , GOL[M] < NE) v
(ML < G11[M] A G11[M] < NE) alors allera TERM ;

si 00[M] = 0 v GOO[M] = 1 alors allera SUITEL ;

5]
=

|2 |
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pour R := 1 pas 1 jusqua 2xT faire
début BB[R,M] := B[R] ; CC[R,M] := c[R] ; NN[R,M] := N[R] ;

pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire
début PP[R,L,M] := P[R,L] ; KK[R,L,M] := K[R,L] ;
si K[R,L] = M alors
début si P[R,L] = 1 alors K[R,L] := 0 sinon K[R,1] := 1 fin

fin
fin ;
M := M+l ; allera RETOUR2 ;
SUITEL : si G11[M] = 0 v G11[M] = 1 alors allera SUITE2 ;
D1 := DI+1 ; H[D1] := Ml ;

pour R := 1 pas 1 jusqua 2xT faire
début BB[R,M] := B[R] ; cC[R,M] := c[R] ; wN[R,M] := N[R] ;

pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire

début PP[R,L,M] := P[R,L] ; KK[R,L,M] := K[R,L] ;

si K[R,L] = M alors

début si P[R,L] =1 alors K[R,L] := 1 sinon K[R,L] := 0 fin

fin
fin
M := M+l ; allera RETOUR2 ;
SUITE2 : si GOO[M] # G11[M] alors allera TERM ;
si GOL[M] = 0 v GOL[M] = 1 alors allera SUITE3 ;
D2 := D2+l ; J[D2] := M+l ; T1[M] :=T

pour R := 1 pas 1 jusqua 2xT faire
début BB[R,M] := B[R] ; CC[R,M] := c[R] ; NN[R,M] := N[R] ;

H

pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire début
RK[R,L,M] := K[R,L] ; PP[R,L,M] := P[R,L] fin

fin ;

pour R := 1 pas 1 jusqua 2XT faire si B[R] # C[R] alors

début pour L := 1 pas 1 jusqua N[R] faire

si (R[R,L] = M) A (V) alors allera CHGT

fin ;
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pour R := 1 pas 1 jusqua 2XT faire pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire
si K[R,L] = M alors début si B[RI=1 alors K[R,1]:=0 sinon K[R,L]:=1 fin ;

Si V alors V := faux ; M := M+l ; allera RETOUR2 ;
CHGT : pour R := 1 pas 2 jusqua 2XT faire

début pour L := 1, 2 faire
début BG[R,L] := B[R+L-1] ; cG[R,L] := c[R+L-1] ;
NG[R,L] := N[R+L-1] ; cBG[R,L] := CB[R+L-1]

fin ;
pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire début
KG[R,L,1] := K[R,L] ; KG[R,L,2] := K[R+1,L] ;
PGR,L,1] := P[R,L] ; PG[R,L,2] := P[R+1,L] fin
fin
S :=

pour R := 1 pas 2 jusqua 2XT1[M] faire
début AA := 1 ; si BGLR,2] # -1 alors

début pour L := 1 pas 1 jusqua NG[R,2] faire
si KG[R,L,2] = M alors début LL := 1, allera RET fin

sinon si L = NG[R,2)] alors LL := 2

fin  sinon LL :=1 ;
RET : pour L := 1 pas 1 jusqua NG[R,LL] faire

si KG[R,L,LL] = M alors allera ETI ;

si BG[R,LL] = 1 alors

début T :=T+2 ; B[S] := BG[R,LL] ; c[s] := cGlR,LL] ;
N[s] := n[s+1] := Ne[R,LL] ; B[s+1] := 2 ; B[S+2] := -1 ;
B[S+37] := c[s+3] := Nls+3] := 1 ;
si CG[R,LL] = 1 alors C[S+1] := 2 sinon C[8+1] := 1 ;

pour L :=1 pas 1 jusqua NG[R,LL] faire

début si KG[R,L,LL] = NE+1 alors K[S,L] := K[S+1,L]:=(2xNE-M)M1
sinon K[S,L] := KG[R,L,11] ; P[S,L] := PG[R,L,LL] ;
A := KG[R,L,LL] -M ;
si KG[R,L,LL]#0,KG{R,L,LL]#IAKG[R,L,LL] # NE+1
alors K[S+1,L] := NE+A sinon si KG[R,L,LL] # NE+l
alors début si KG[R,L,LL]= 1 alors K[S+L,L]=0 sinon

K[S+1,17 := 1 fin ;
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si PG[R,L,LL}=0 alors P[S+1,L1:=1 sinon P[S+1,L] := 0
fin ; K[S+3,1] := 0 ; a
si LL=1 alors début B[S+4] := -1, si AA=2 alors
début B[S+5] := -1 ; CB[S-2] := vrai ; S := S+6 fin
sinon § := $+5 ; CB[S+4] := CBG[R,LL] fin sinon S := S+4
fin sinon si BG[R,LL] = 2 alors N
début T := T+l ; B[S] := 1 ; B[s+1] := BG[R,11L] ; c[s+1] := cclR,LL];
N[s] := N[s+1] := NG[R,LL] ;
si CG[R,IL] = 1 alors C[s] := 2 sinon cl8] := 1 ;
pour L :=1 pas 1 jusqua NG[R,LL] faire
début si KG[R,L,LL]=NE+l alors KLS,L] := R[S+1,L]:=(2xNE-M)+]
sinon si KG[R,L,LL] = 1 alors K[S,L] := 0 sinon
si KG[R,L,LL]=0 alors K[S,L]:=1 sinon k[S,L]:=KG[R,L,LL];
P[S+1,L] := PG[R,L,LL] ; A := KG[R,L,IL] - M ;
si KG[R,L,LL]#0 o KG[R,L,LL]#1 A KG[R,L,LLIANE+l
alors K[S+1,L] := KG[R,L,LL] ; |
si PG[R,L,LL] = 0 alors P[S,L] := 1 sinon P[S,L] := 0

fin
si LL=1 alors début B[S+2] := -1 ; si AA=2 alors
début B[S+3] := -1 ; CB[S-2] := vrai ; S := S+4 fin
sinon S := $+3 ; CBLS+2] := CBG[R,LL] fin sinon § := S+2
fin sinon début B[S] := -1 ; si LL=1 alors
début si AA=2 alors début
B[S+1]) := -1 ; S := S+2 fin
‘sinon S := S+1 ; CB[S] := CBG[R,LL]

fin  sinon § := S+l
fin ;
allera TERMG ;
ETT : pour L := 1 pas 1 jusqua NG[R,LL] faire début
si KG[R,LL]=M alors début si BG[R,LL] = 1 alors KG[R,L,LL] := 0
sinon KG[R,L,LL] := 1

fin ; P[s,1] := PG[R,L,LL] fin ;
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B(s] := BGlR,LL] ; c[s] := cglR,LL] ; N[S) := NG[R,LL] ;

pour L := 1 pas 1 jusqua NG[R,LL] faire

si (C6[R,LL]=2 A PG[R,LL]=1) Vv (CG[R,LL]=1 A PG[R,L,LL] =0)
alors K[S,L] := KG[R,L,LL] sinon début A := KG[R,L,LL] - M ;
si KG[R,L,LL]#0 A KG[R,L,LL1# 1 alors K[S,L] := NE+A

sinon K[S,L] := KG[R,L,LL] fin ; ‘ -

si L1=1 alors début si AA=2 alors début B[S+l] := -1 ; § := S+2

fin

S+1 ; cB[S] := CBG[R,LL]

sinon § :
fin sinon 8 := S41 ;
TERMG : AA := AA+l ; si AA=2 alors début si LL=1 alors LL := 2
sinon LL := 1 ; allera RET

fin
fin ; V := vrai ; NE := 2XNE-M ; M := M+l ; allera RETOURZ ;
SUITE3 : si GO1[M] # G11[M] alors allera TERM ;

si M=l alors début si G11[M] = 1 alors ECRIRE (vrai)

sinon ECRIRE (faux) ; allera TERMI fin ;

si M=J[D2] alors début GOL[M-1] := GOL[M] ; M := M-1 ;

si y alors V:=faux ; D2:=D2-1 ; NE:=(NE4M)/2;T:=T1M] ; dllera SUTE3 fin ;
si M=H[D1] alors début Gl1[M-1] := ¢11{M] ; DL := DI-1 ; M := M-1 ;

our R := 1 pas 1 jusqua 2XT faire début

pour L :=1 pas 1 jusqua NE faire début

K[R,1] := KK[R L,M] ; P[R L] := PP[R,L,M] fin ;

B[R] := BB[R,M] ; cLR] := cc[Rr,M] ; N[R] := NN[R,M] fin
allera SUITE2 fin ;

GOO[M-1] := Goo[M] ; M := M-1 ;

pour R := 1 pas 1 jusqua 2XT faire début

[
N
3

pour L := 1 pas 1 jusqua NE faire début
K[R,L] := KK[R,L,M] ; P[R L] := PP[R,L,M] fin ;
B[R] := BB[R,M] ; C[R] := cc[R,M] ; N[R] := NN[R,M] fin ;
allera SUITEL ; '
TERM : ECRIRE ('('INDECIDABLE')') ;
TERML :

fin ;
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entler tableau P,K[1:32, 1:77, N,B,C[1:32] ; booleen tableau CB[1:32] ;‘
K[l,l] =1 K[Z,l] =2 5 K[3,1] :=1 ; K[3,2] =2

P(1,1] := p[2,1] :=P[3,2] := 1 ;

IMPLICATION (2,2,PS,IP,X,PROD,SOM,N,B,P,K,C,CB)

Hi

fin ;

Ce programme nous a permis d'étudier, en particulier, les formules

suivantes :

- 3x(A(x) - B(x)) = (vx A(x) » 3x B(x)) (formule considérée pour activer
ci-dessus les procédures)

c'est-a-dire : % (A'.+ B,) » (T A, - & B,)
it 1 S

Nous obtenons comme résultat :

FOO FOl Fl1

1 1 4 (coefficients par rapport & T Ai et ¥ Ai)
i i
1 1 1 (coefficients par rapport a T Bi et T Bi)
i i
VRAIL
-%L A, B, - A, B,
i7i i1
résultat : 1 A 4 (coefficients par rapport a T A, T Ai)
i i
1 1 1 (coefficients par rapport 2 T B;» I Bi)
i i
5 5 5 (coefficients par rapport a T Bj’ % B,)
[
1 1 1 (coefficients par rapport 2 MW B , B )
. k k
k k
1 1 1 (coefficients par rapport 8 M B , ¥ B, )
k k
k k
1 1 1 (coefficients par rapport AT B , £ B )
K k K k

VRAI
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- A(x) » 4x A(x) ou T A, B, T A,
A e S

résultat : 1 1 1 (coefficients par rapport a T Ai’ X Ai)
i i

VRAI
-2 B, T A, B,
A S S |
i i

résultat : 4 4 4 (coefficients par rapport & T Ai’ z Ai)
i i

1 0 0 (coefficients par rapport & m Bi’ z Bi)
i i

INDECIDABLE

Pour 1'étude d'une formule, le travail total a duré 2 minutes 12
secondes, la recherche de la validité étant effectuée en 1 seconde. Ce program-
me a été aussi utilisé pour étudier six formules simultanément, le travail to-
tal a duré 2 minutes 20 secondes, et la recherche de la validité a été effec-

tuée en deux secondes,

V - Syllogisme :
1) Définition :

Considérons un certain ensemble E et des propriétés P(x), R(x), S(x)
des éléments x de cet ensembie. Le syllogisme consiste, une relation étant
donnée d'une part entre P(x) et R(x), d'autre part entre R(x) et S(x), 2 dé-
terminer la relation existant entre P(x) et S(x). Le syllogisme est basé sur

les quatre relations, de départ, suivantes :

A : tous P sont R, ce qui peut s'exprimer sous forme de formules de prédicats :

vx (P(x) -~ R(x)).
0 : quelques P ne sont pas R, c'esta-dire : 49x (P(x)A— T R(x)).
I : quelques P sont R ou : 94x (P(x)s R(x)).

E : aucun P n'est R, c'est-a-dire : ¥x (P(x) =—R(x))
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Si Pi’ Ri’ Si reperent la vérité ou la fausseté de P, R, S pour

chaque valeur de x, les relations de départ peuvent s'écrire, en algébre de
Boole :

A=m(®P'+R,) ;0=%P R' ;I=%P R, ;E=m("+R".).
j i ] ; L i g L1 i i 1

Nous considérons dans la suite le syllogisme renforcé qui consiste
a assurer l'existence d'une des propriétés dans le cas A qui devient :
il existe P et tous P sont R ce qui peut s'écrire :
A=32 P mP@'+R,).
i 5 11
J
Nous utiliserons aussi les relations déduites des précédentes en

échangeant P et R, ce qui nous donne :

~

= 1 . B = B
A ;Ri TT(Rj+PJ.) ; 0 ;Ripi.
i j i
2) Produits d'indicateurs
A partir de relations de la forme précédente, appelées indicateurs,
OpR d'une part et PRs d'autre part, nous allons chercher la relation existant

entre P et S en considérant le résultant par rapport & R de ces deux indica-

teurs.
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Nous pouvons établir la table suivante :

A % R R S f E
A A TP, £S, :TLPELS':EPEP'.S, :TLPITP, 5P mP'.4S',)
° R Ui BT SR DUOE Sl b I Sl IRk Yl R
: i S R i 7 N R S
g I A : 0 ‘wp, % s, ¢ I 3 0
° «, 1,,. . . .
: :l jti :
0 P, T S, .TP TP S TP TS T P,TS %P, T S TP
R P ST S TS | - A T N D T 7 S DO
0 0 ‘TP TS TR, TSR S EITS. (TP S
g J J i lJ#l J'l ji‘él J:i lj l i 1
I . 1 TP, TS .T P, T S' %P, £ §..ZP TS, . 0
S S TS S T I S T S T B B
E P 0 'SRm(P' .+ ST )T P, S, i%s, ot (T : 1
° c, 1, o, 1 1 . , 1 . .
i S . . : °

Certains résultants obtenus sont égaux & un indicateur multiplié soit

-~

par ¥ Pi soit par. & Si,‘Nous retrouvons donc cet indicateur a condition que
i i
P et § ne soient pas des propriétés identiquement fausses, Nous avons ainsi :

~t

A T=(P)0; A E=(P)E;0 %= (ER) 0 ; B, A= (R,) E ;

i i i i

De plus le but du syllogisme étant tel qu'une relation valable entre
P et R et une relation valable entre R et § noﬁs permettent de déduire immédia~
tement une relation valable entre P et S, si le résultant, obtenu & partir de
deux indicateurs, est inférieur & une -autre relation intéressante entre P et S,
nous pourrons aussi considérer cette autre‘relétioﬁ comme résultant, Car si

=1 entrafnent que Tpg = 1 et si T o< F(P,S) nous avons bien

opg = L PRrs
F(P,S) =1 sig

PS

pr - Prs = It
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.Ainsi nous pouvons considérer que :
A,O-0;A E-E; 0. X-0;E A= E.

De méme A et A étant inférieurs ou égaux & I, chaque fois que nous rencontrons
A et A dans le tableau nous pourrions les remplacer par I,

D'oi A. A= 1 ; A, A- I. Et comme (T Pi) E<o0, (T Ri) E < 0 nous avons
i i
encore :

A, E- 0 ; E. A~ 0.

Les autres produits étant soit supérieurs soit non reliés par une
relation aux indicateurs, ils ne donnent pas de propriétés intéressantes entre
(- I 3 » 3 3 .
P et S sauf 0. E et E, 0 qui indiquent qu'il existe au moins une valeur de x

telle: que les propriétés P(x) et S(x) sont fausses ensemble,

.Mais il peut &tre aussi intéressant, ayant une relation entre P et
S, de connaitre les relations entre P et R et entre R et S & partir desquelles
elle peut 8tre déduite. Remarquons que nous saurons seulement qu'il existe au

moins une propriété R telle que ces relations soient valables.

Or le résultant T_ .= 1 de deux indicateurs g

PS et PRs est, par défi-

PR

nition, une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe au moins un R

= = 3 : <T .
tel que Opr 1 et pRS 1. Donc si nous avons une relation F(P,S) PS et si
F(P,S) = 1 nous pourrons en déduire que Tpg™ 1 donc qu'il existe au moins un $S

=1, 2P, T8, 2 Lp TS, 2 t
tel que Opr et pRS 1. Par exemple * P j j I donc X Pl j SJ A e
z P, s, 2%, ce qui entratne qu'il existe R tel que si :
i ] '
IPS = 1 alors IPR =1 et IRS =1,
APS =1 alors IPR =1 et IRS =1,
APS = 1 alors IPR =1 et IRS =1,

Deméme 2P, ZR', 20 ; ZPp,2R',Z(Zp,)E,
A SRR A ]
i b i i
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Et nous pouvons faire ceci pour la plupart des résultants sauf pour ceux de la
forme ¥ Pi (£ R,) non comparables avec les indicateurs. Remarquons que

i j#i :
E. E = 1 entraine qu'il est toujours possible pour P et S données de trouver R

telle que EPR ='ERS =1,

3) Syllogisme et prédicats unaires

Supposons que nous ayons une formule de prédicats notée k,

. > 7T e 1 p = 0] =
a) sik pg €t S il existe R telle que PR 1 et RS 1 nous savons

que TPS= 1 donc k = 1. Pour connaitre la validité de k il suffirait donc de

montrer la validité de P et de O,

b) si K € TPS et si k est une formule vraie donc si k=1 alors TPS— 1

donc il doit exister R telle que pPR= 1l et O =1, D'ot si nous possédons deux

RS
propriétés P et S telles . qu'il soit impossible de trouver R telle que pPR et

ORS soient égaux a 1 simultanément, nous pourrons en déduire que k n'est pas

vraie,

En quelque sorte si une formule de prédicats est comparable 2 un
produit d'indicateurs, il sera possible d'établir sa validité ou sa non-
validité par syllogisme. Mais ceci ne sera pas généralement, simple, en par-
ticulier pour établir la non-validité, et ne semble pas présenter d'intérét
par rapport a la méthode, décrite au début de ce chapitre, beaucoup plus

systématique.






- CHAPITRE TIII -

VALUATION DE LA LOGIQUE DES PROPOSITIONS.

I - Valuation de la logique classique des propositions par 1'algébre de Boole :

Rappelons qu'il est possible de démontrer que tout axiome ou tout
théoréme, de la logique classique, prend la valeur 1 en algébre de Boole et que,
réciproquement, une expression booléenne quelconque identique & 1 correspond

bien & un axiome ou & un théoréme en logique classique.

En effet nous vérifions facilement que les axiomes du systéme de
Kleene, par exemple, en écriture booléenne, deviennent égaux 3 1. De méme,
tout théoréme prendra la valeur 1 puisqu'il se déduira d'une suite de formules
qui seront soit des axiomes soit obtenues a partir des formules précédentes et
de la régle de déduction, or celle-ci est telle que si A=l et A'+ B = 1 alors

B=1.

D'autre part, toute expression booléenne f peut &tre considérée com-
me une fonction des lettres qu'elle contient et s'écrire par rapport 2 une de

ces lettres, A par exemple, sous la forme :

£(4,X) = £,(X) A" + fl(X) A.

Supposons tout d'abord que f ne dépend que de A, elle sera identique

0

notation habituelle de la logique classique. Or il est possible de démontrer,

a1l si et seulement si f.= f1=.1 donc si f = A'+ A c'est-3~dire— AV A en

2 1'aide d'un systéme d'axiomes quelconque, de la logique classique, que
~—1 Ay A est un théoréme. Ce qui entrafne que toute formule identique a 1

contenant une seule lettre est un théoréme,
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.Supposons maintenant que f dépend de plusieurs variables et que

fO(X) et fl(X) sont des théorémes. En logique classique f s'écrira
(fO(X) ATTA) (fl(X) A A). Cette formule est un théordme, ce qui se montre

trés facilement en considérant le systéme de Wang. Le séquent de départ

=) fO(X) A/ A fl(X) A A se décompose en quatre séquents :

= £,(%), £,(X).

% fO(X) ’ A,

=)-—-1 A, A qui devient A =9 A,

De méme que le quatriéme séquent, les trois premiers se raméneront 3 des expres=

sions de la forme m, P=) P, P puisque fO(X) et fl(X) sont des théorémes par hy-

pothése. Donc si fO(X) et fl(X) sont des théorémes f(A,X) est aussi un théoréme,

Or f(A,X) est identique & 1 si et seulement si fO(X) et fl(X) le
sont. Si fO(X) et fl(X) ne dépendent que d'une variable et sont identiques 2
1, elles sont des théorémes et par conséquent f(A,X) aussi, Si fo(X) et fl(X)

dépendent de plus d'une variable, nous pourrons les écrire sous forme de
Lagrange par rapport & leurs variables jusqu'd ce que nous obtenions des expres-
sions, ne dépendant plus que d'une variable, qui seront alors des théorémes ; ce

qui entralnera que fO(X) et fl(X) sont aussi des théorémes et que, finalement,

£f(A,X) est un théoreme.

Donc toute expression booléenne identique & 1 est un théoréme en

logique classique.
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IT - Semi-valuation de la logique intuitionniste :

1) Impossibilité d'une valuation finie :

Les systémes d'axiomes utilisés en logique intuitionniste se dédui-
-sent de ceux de la logique classique en supprimant celui correspondant au
principe du tiers exclus (principe selon lequel pour toute proposition A, on a
soit A soit-—TA)° Nous ne pouvons pas établir une correspondance entre 1'algebre
‘de Boole et la logique intuitionniste car si nous considérons que chaque propo-
sition peut prendre seulement deux valeurs, nous retombons évidemment sur la lo-
gique classique. Essayons donc d'associer & chaque proposition intuitionniste

une des n valeurs (n fini) 0, &.,..., & » 1, p valeurs choisies correspondant
1 n-2

& 'vrai'. Il faut alors, que nous puissions écrire que tout axiome ou tout théo-
réme est identiquement vrai et que toute régle de déduction est vérifiée, Le
théoréme A - A, valable en logique intuitionniste, nous entraine donc 2 écrire :

x -~ x = 'vrai' pour x =0, 1 ou @i(l £ i< n-2), De plus la régle de déduction,

A, A- B}—B, nous donne 'vrai' - y # 'vrai' si y # 'vrai', Ce qui nous permet

de montrer que si A = 'vrai' ou B = 'vrai' alors Ay B = 'vrai', En effet les

deux axiomes, du systéme de Kleene, A - A vy B et B Ay B ne seront pas iden-

tiquement vrais si dans le cas A = 'vrai' (ou B = 'vrai') Ay B # 'vrai',

Supposons, alors, que nous puissions trouver effectivement une valua-
tion telle qu'a tout axiome et tout théor2me de la logique intuitionniste nous
puissions associer une valeur correspondant & 'vrai'. Réciproquement nous vou~
drions pouvoir dire que toute expression identique 2 une valeur 'vrai' est un

axiome ou un théoréme, Or un théoréme de Godel s'énonce

Dans le calcul intuitionniste des propositions, on peut prouver A v B

si et seulement si on peut prouver soit A soit B, pour toutes formules A et B,
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Considérons (n+l) propositions élémentaires différentes

-Al, Ayserns A An+1 et la formule logique : U (Aﬂ - Ak) =F .1 Si nous
‘ 1£4<ksn+l
associons toutes les combinaisons possibles des n valeurs O, @1,..., & 9° 1

n—
aux (n+l) propositions, nous avons pour chaque combinaison considérée deux
propositions, au moins, correspondant 2 la m@me valeur. Donc d'aprés ce qui pré-

cede nous aurons, au moins, une implication A= Ak = 'yrai' et par conséquent

F = 'yrai'. Or Fn+ ne peut 8tre un théoréme, de la logique intuitionniste,

n+l 1

puisqu'aucune implication de la forme A% - Ak n'en est un. Ce qui prouve qu'il

est impossible d'avoir une valuation finie de la logique intuitionniste pour le
calcul des propositions, méme si plusieurs valeurs correspondent & 'vrai', Aussi
le fait de supposer, dans ce qui suit, que seule la valeur 1 correspond a 'vrai'
- semble n'enlever rien d'essentiel 3 la généralité du probléme et nous permettra,

en particulier, de simplifier 1'écriture.

2) Recherche d'une semi-valuation :

Nous allons donc essayer de considérer une semi-valuation qui nous
permettra de n'identifier 3 1 qu'un minimum de formules qui ne sont pas des

théorémes en logique intuitionniste.

Remarquons tout d'abord que toute semi-valuation doit &tre telle que :

x2*x=1,x-1=1pour x=1, 0 ou @i 1<1i<n-2,

Ceci provenant du théoréme A~ A et de A~ (A~- A), cas particulier du premier

axiome du systéme de Kleene.

Nous allons, maintenant, supposer que 1 - y = 1 si et seulement si

y =1, de manidre, 2 pouvoir affirmer que tout théoréme prendra la valeur 1

dés que nous aurons vérifié que tous les axiomes, d'un systéme quelconque, sont
identiquement vrais. Sinon pour déterminer si la semi-valuation est valable

il faudrait vérifier, effectivement, que chaque théorgme correspond bien 2 la

valeur 1 ce qui ne semble guére possible.
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_Avec 1'hypothése choisie nous avons vu que :

xyy=1 si x=1 ouy=1. De méme 1és axiomes ApA B- A, Ap B= B et
Ao (Bfa/A A B) entrainent :

XAy =1 siet seulement si x =y = 1.

Considérons, aussi, le théoreme (-— Ay B) » (A= B) et supposons que —l1 =1 ;
pour A =1 et B # 1 nous obtiendrons (1 Q B) - (1-» B) = 1= (1~ B), ce qui
entrainerait 1 = B = 1, or ceci est impossible d'aprés ce qui précede, Donc
h_jl # 1, et, nous poserons =11 = 0, Comme le théor&me A -»——A nous permet
d'écrire que si A = 1,— —A = 1, nous en déduisons que-—fO = 1, Et pour

A=0, B = éi (1 £1i<n-2), le théoréme (— Ay B) » (A~ B) nous donne, alors,
1y @i) - (0~ @i) =1, c'est-a-dire 1 = (0 = @i) = 1 donc Oﬂ§i= 1(1 £ i sn-2).

Nous savons de plus que si E est un théoréme en logique classique
alors — —E est un théoréme en logique intuitionniste., Soit donc E une formule,
théoréme en 1ogique classique mais non en logique intuitionniste, si nous asso-
cions aux propositions élémentaires la composant tous les groupes de valeurs
possibles, nous ne devrons jamais obtenir la valeur 0 (— — 0 = 0), nous pour-
rons obtenir la valeur 1 (—y—11 = 1) et nous voudrions, pour que la semi-
valuation présente effectivement un intérét, pouvoir obtenir des valeurs Qi
afin que tous les théorémes de la logique classique ne soient pas identiques 2
1. De maniére qu'un maximum d'expressions, de la forme E ne soient pas identi-

fiées & 1 nous choisirons —1-1§i =1 pour 1 £ i £ n-2, car nous aurons alors
un maximum de valeurs possibles a associer & E, Si —— @i = 1 pour tout i,

quelconque,

alors — &, 1 et— @i # §j° En effet supposons que pour i = i
.

- @io = éj alors—1-1610 = Qj = 1, or ceci ést impossible car, alors,
‘1‘1§j = 0, Donc si-1-1§i = 1, pour tout i, — Qi =0 (1 £1ig<n-2), Si pour
tout i— §, =0 alors §, ~ 0 # 1, en effet 1'axiome (A~ B) = ((A-— B)>— 4)

nous donne pour A = Qi’ B=0: (@i - 0)- (1-0)=1cet §i - 0 = 1 entraine-

rait 1 = 0 = 1 ce qui est impossible d'aprés ce qui précede.
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Pour A =1, B =1, ce méme axiome entrafne 1 - ((1 - 0) = 0) = 1 donc

(l-+0)-0=1, et, comme pour tout i Qi = 0 # 1, la seule valeur possible

pour 1 - 0 est 0., Nous déduisons, alors, de (Qi - Q) - (l,ﬁ 0) =1, que

@i = 0=0(1<1i<n-2), Soit maintenant 1'axiome A-= (B - A) pour A = Qi’

B =1, ce qui nous donne @i - (1=~ @i) =1 et ce qui entratne 1 - @i # 0. De

méme les axiomes A A B- A et Ap B= B entrainent qui si A =0 ou B = 0 alors
AAB=0car x= 0=1 si et seulement si x = 0, L'axiome A~ (B~ A » B) nous
permet d'écrire que si A # 0 et Bb# 0 alors A A B # 0 ; en effet si
BFOB-0=0cetsiA#0A=-0=0, Deméme (A~ C)-((B~C) ~ ((A B) = C))
entraine si A=B=0 A v B =0, et ce méme axiome nous permet d'écrire que

0y Qi’ @i v 0, Qi \ Qi ont des valeurs différentes de 1 ; ces mémes quantités
ainsi que Qi v éj sont différentes de O car B - Ay Bet A= Ay B ne pour-
raient pas alors &tre identiques 2 1. De méme Qi = &, # 0, sinon Qjﬁ(éiﬂéj)# 1

et 1'axiome A~ (B - A) ne pourrait pas 8tre vérifié comme étant identiquement

vrai,

En résumé, si nous choisissons une semi-valuation telle que 1~ y # 1

siy F£ 1 et-w'—1§i = 1 pour tout i, nous pouvons dresser le tableau suivant :

AR A~ B Ap B . AyB A B
R o 1 o iin
0.8 . ) I C 1.0 .
: 0 : éi: 1 : 0 : zz#o et #1 : 1 : 0 :
0 1 1 : 0 : 1 : 10

: : : : : i : :
: Qi: 0 : 0 : 0 : 24#0 et # 1 : Q : 1 :
: : 11 : ij : ij : :
) Qi: §j:x5 # 0 . Vs #0 et # 1 : Zg £0 0.0
: : : : ii : ii : : :
: ii: §i: L . s O et # 1 : %5 FO et £ 1: 0 : 0 :
: i, o ji : ji : : :
Qj:@i:XS # 0 . Y5 #0 et # 1 : %5 # 0 : 0 : 0 :
SRR T oygro et #1 ‘oio
:1:0: 0 : 0 1 101
L 1] 8 xgh0 et xgFl | ygf0 et # 1 1 oo
1 1 100

1 1 : : 1
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Supposons maintenant que la semi-valuation que nous voulons obtenir,

soit telle que pour i et j fixés nous ayons @i - éj =1 et éj - Qi =1 ; et

considérons le symbole d'équivalence défini, en logique, de telle maniére que

la formule A¢yB soit 1'abréviation de (A= B) o (B - A), D'aprés le tableau

précédent nous aurons x¢y = 1 si et seulement si x =y =1lety~ x=1,

Soient les régles de déduction suivantes, valables en logique intuitionniste :

ABI—A%2CeB%C; AOBH—Cx2AEC % B

(% représentant 1'un des trois symboles =, A, V)° Le théoréme de la déduction
restant valable en logique intuitionniste, les formules
(A¢—9B) » (A% C€E3B%C) ; (AeB) -~ (C * A¢» C % B)

sont des théorémes en logique intuitionmniste et par conséquent doivent pouvoir
étre vérifiées avec la semi-valuation, En particulier pour A = @i, B = Qj nous
devons donc avoir : éi % C e éj #C=1etC=% @ie—a C =x Qj = 1. Les expres-
sions de la forme @i % C et éj # C (de méme C % Qi et C % Qj) pourront donc

prendre soit la méme valeur 0, 1 ou Qk (1 £ k £ n-2) soit deux valeurs diffé-

rentes Qk et § (1 <k #4<n-2) mais telles que §k€—5§z = 1, c'est-a-dire

telles que @k - Q% 1 et §£ = 8 =1, ces deux valeurs jouant donc le méme

k
réle que @i et Qjo Donc si une formule de logique intuitionniste est donnée

et si nous voulons déterminer si elle est identique & 1 ou non, que nous rem-

placions certaines propositions élémentaires par §i ou par éj nous obtiendrons
soit le méme résultat soit deux résultats de la forme Qk et Qz ; si cette

formule n'est pas un théoréme et si en remplacant certaines propositions élé-
mentaires par Qi nous obtenons, cependant, pour valeur de la formule 1, nous

obtiendrons aussi 1 en remplagant les mémes propositions élémentaires par Qj’
il serait donc inutile de considérer les deux valeurs différentes @i et éj

et une semi-valuation & n valeurs telle que éi - éj =1 et éj - Qi =1

(i et j étant fixés) reviendrait donc & une semi-valuation & (n-1) valeurs oil
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Une telle semi-valuation semble donc sans intér8&t et par conséquent nous en

choisirons une telle que, pour i et j donnés, si §i - §j = 1 alors Qj - Qi #1,

Ceci entraine immédiatement, d'aprés le tableau précédent, que si x &3 y = 1
alors x = y et réciproquement ; donc, comme A A A ¢ A et Ay A ¢ A sont des
théorémes en logique intuitionniste, @i A éi = 51 =1§i v §i° De méme, les théo-
5 P i i
rémes Ay Bé&3 By A et A\ Bé> B 5o A nous permettent d'écrire 22 = z4,

ij _ ji iy _ ji _i_ i . o
5 2z~ et g Y5 » ¥g = Vg - Le théoréme Ay (B A—1B)é3 A, nous donne

de plus, si A = @i, B=1, Qi v 0 ¢ Qi

Z

1 donc Qi y 0= @i et par conséquent
0y §i = Qi ; et de méme pour A = Qi’ B =1, grace au théoréme A A (Ay B) ¢y A,
nous obtenons Qi A 1€1 donc §i ALl= Qi d'olt 1 4 §i = §i° La régle de déduc-

tion Ab— (A~ B) €3 B, entrafnant que A~ ((A~ B) ¢ B) est un théordme, nous

permet de montrer que pour A = 1, B = Qi 1= Qié—i @i = 1 donc que 1~ 61 = éi

pour 1 < 1 € n-2,

Résumons, 2 nouveau, dans un tableau les résultats obtenus & 1l'aide

des hypothéses suivantes : 1 = y # 1 si y#1, 8, =1 pour tout i,
A

si Qi -8 =1 alors ® - & #1pour1<i#j<n-2,
] ] L

Al B A-3B AAB 0 AyB  —Al—B
"oiof 1 0 0 1
: 0 : 8, 1 0 $, :1:0
3 .ll l . o *
S0 1 1 0 1 10
: éi: 0 : 0 0 §i 0 1
fi§if ij xle#O yle#O et#l’ 251J# 0 ‘0o’
8 .8, 1 ®, $ :0:0 :
oln ll l l ° ° .
.8 . B ) ji Ji_ 1] i _ 1§ . ‘
PRy Ry Xs #0 Yo Vs 25 25 : 0 : 0
.01 1 § 1 00
¢ 1 : 1 . .
¢ 1 :0 0 0 1 : 01
"1t 8 % 1 00
. . 1 1 i . .

: 11 1 1 1 :0:0
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Nous remarquons alors que u— t = 1 est une relation d'ordre sur

l'ensemble des valeurs 0, 1 et QL_(l £ i £ 1n-2), En effet pouf tous éléments

u, t et v-de cet ensemble,

- u=u-=1,

1 alors u = ¢,

- siu-t=1 et t=-u

- giu-=t=1 e t—v=1 alorsu-v=1

(ceci d'aprés 1'axiome (A- B) » ((A- (B~ C)) -~ (A~ C)) ).

De plus cet ensemble est un treillis distributif par rapport aux opérateurs

y_et p car (& pouvant &tre remplacé soit par y soit par ).

- uxu*=u.
- u%t=1t%u.
- (uxt) ®#v=us%x (t £v) (Ceci étant entrainé par les axiomes

(AAB)ACesAp (BpCetAy (ByCesAy (By C)).

- (uy t) pu=uy (£ o w =u (nous obtenons cela en considérant les axiomes

Ay (ApA B¢y Aet Ap (Ay B) e 4)

- U (’Crv v) (up t) vV (u A v) (Axiome Apr By Cley(Aa By (B A C)).
I1 serait intéressant qu'une semi-valuation ainsi choisie soit de
plus en plus puissante si n augmente. Or nous avons vu qu'aucune valuation

n'est possible, car, en particulier, 1l'expression U(A,~ Ak) qui n'est plus
' 184<ksn
un théoreme en logique intuitionniste prend cependant la valeur 1 si nous consi-

dérons que 1 » y # 1 si y # 1, et, si nous nous plagons dans le cas d'une semi-
valuation (n-1) valeurs. Nous voudrions donc, pour n valeurs, ne plus pouvoir
identifier cette formule 2 1. Pour cela il faut qu'aucune des implications
AZ - Ak (4 < k) soit égale & 1 pour au moins une des combinaisons possibles

des n valeurs associées aux n propositions élémentaires Am (m=4 oum= k),
Une combinaison possible associée aux propositions Am devra donc &tre telle que

A #1 (pour k = 2, 3,..., n-1, n) A #0 (pour 4 =1, 2,..., n-2, n-1) et
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AE # Ak pour tous 4 et k, Donc la seule possibilité est d'associer 1 2 Al et 03
Ah’ la valeur Qi associée a une proposition AZ (2 £ 4 £ n-1) devra 8tre telle
que Qi *xéj £ 1 si Qj est associée é‘Ak avec 4 < k, Nous pouvons, par exemple,

coe By I o N ® . .
associer 1 a Ah-l’ 9 a Ah?z,.ou, n-3 a A3, -2 a A2 en choisissant 1la

semi-valuation telle que éi - @j # 1 pour i > j (toutes les permutations possi-

bles de & ¢ 9 sont aussi convenables si nous choisissons la semi-valuation

1,0‘00, n-
correspondante, mais elle ne présentera pas un plus grand intérdt, jusqu'ici

aucune des valeurs Qj ne se différentiant par rapport aux autres). Ceci et
1'axiome A A B~ A entrafne que Ql A Qj - §1 =1, et, par conséquent que

@1 A §j = éj A él = §1 (1 £j<n-2); et de méme, 1'axiome A , B » B, nous

permet alors d'écrire @1 - éj =1 (1 €j<n-2), Nous en déduisons & 1'aide
du théoréme Ay (A A B) &3 A, que éj v (§j A 51)49 Qj = 1 donc que

2y L @j (1<j<n-2),

Si nous voulons, de plus, qu'une semi-valuation de n valeurs nous
permette de reconnaitre comme non théordmes toutes les formules reconnues com-
me non théorémes par une semi-valuation de moins de n valeurs, nous sommes
conduits 3 choisir la semi-valuation telle que pour (n-1) valeurs quelconques
nous obtenions les mémes résultats que ceux obtenus dans le cas de la semi-

~

valuation 3 (n-1) valeurs., Ceci nous entrafnerait & choirir §2 - Qj =1
(3= j<n-2); §3 - Qj =1 (4 £ j < n-2) et de manidre générale gi - % =9

N ——

pour 1 £ i < j <£n-2, c'est-a-dire 2 considérer u~- t = 1 comme une relation

d'ordre total. Nous avons alors Qi Y; Qj = éj et Qi A §j = Qi pour 1 £ i< j < n-2,

En effet 1'axiome (A~ C) - (B2 C)~> (AyB~C)),pour A=C=2% B = Qi’

i i § = Q = é 3 !
interdit que LV Qj 1 et entraine Y éj | avec k < j, et, d'autre part
l'axiome A~ A\ B donne §j - ék =1 c'est-a-dire j £ k, donc nous obtenons

bien Qi v Qj = Qj, De plus le théoréme A A (A v B)¢y A nous permet d'écrire,
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si®, ve, =8, que? A8 =8 A% = ®  (Ces deux égalités se vérifient
i’ 7] j i j i i

3
aussi trés facilement en utilisant le fait que l'ensemble des valeurs

0, 1, Qk (1 €k < n-2) est un treillis par rapport aux opérateurs v et A, donc
que Qi V‘jSet @i A Qj sont respectivement le plus petit majorant et le plus

‘grand minorant de Qi et §j° De plus comme éi Y, Qj # 1 pour tous i et j,

1'ensemble des valeurs Qk seules est un sous-treillis de 1l'ensemble précédent).

Remarquons, dés maintenant, que l'hypothése Qi - §j = 1, pour
1 <1< j<n-2, nous a permis d'écrire Qi % Qj # 1. Donc la condition néces-

saire éj - Qi # 1 (qui est d'ailleurs entrainée par 1'hypothése précédente),

~

pour que 1'expression U (A, = Ak) ne soit pas identifiée a 1, devient suffi-
1<d<k<n :
sante et la semi-valuation choisie est bien alors de plus en plus puissante si

n augmente,
”

I1 nous reste 3 déterminer les valeurs de Qj - Qi pour 1 € i < j <n-2,

/

Pour cela considérons 1'axiome A - (B - A) et écrivons Qi - (Qj - Qi) =1,

? - @i peut donc prendre une valeur ® telle que i € k ; mais d'aprés 1'axiome

(A= B) - ((A-» (B~ C)) » (A~ C)) nous avons
(3.-8,) » ((@~(3-8.)) - (2-8,)) = 1 donc (2, »(3-2))~ (3-8) =1
]l 1] ] J 1 ] 1 ] j i joi
et comme (QjAQi) = (Qjﬂ(éj*éi))l= 1 (d'aprés 1'axiome A~ (B - A)) nous devons
donc avoir &, - ¢ =% - (8,28 ) ;518 - 8% =8 (i<k)k devra &tre tel
j i ] ] i 3 ik
K- 1 ce qui n'est pas possible puisque

Qj - Qi = Qk # 1. De plus 1'axiome précédent nous permet encore d'écrire

1-8)- (1~ @ -8 )»-@0-2) = 1, c'est-a-dire
J ] 1 i

que j > k 2 i sinon éj - 8

. - (% - A8 y=1:gid =8 = . :
j ((L - ( j §i)) i) 1; si j { @k et si j > k> i alors

@ (@ %)) = 'apra i préce - % =9 >
; ( K i) 1 etd épres ce qui précdde Qk o 4 avec k> 4 =21 donc

i> 4 et éj - @z F 1.
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Donc nous ne pouvons pas prendre Qj - éi = ék si k> 1, et, la seule poséibi-

lité est &, -8 =8 (-223>1iz21).
j i i

Finallement, en prenant comme hypothéses que : 1= y # L siy #1 ;

-1'ﬂ§i =1 (1 <1i<gn-2); si éi - @j =1 alors Qj - Qi £1(1<i<j<n=2);

Qi - Qj =1 (1 <1i<j<n-2), nous remarquons que nous obtenons une semi-

valuation a n valeurs, généralisation de la valuation de la logique classique

par 1'algdbre de Boole. En effet, si nous posons 0 < & < ... < Qn- < 1, nous

1 2

pouvons écrire :

.
xy y = max (x, y).
J x Ay =min (x, y). ’
xay=1 si x€y;x>y=y six>y. .
—7x =0 si x#0e —0=1, /
\

Cette semi-valuation nous place d'ailleurs dans le cas de 1'algebre
de Post & n valeurs (1l'union et l'intersection correspondant respectivement 2

la somme et au produit ; O correspondant a O, @1 al, §2 a2,..., % an-2,

n-2
1 a n-1).

Nous constatons facilement, qu'avec cette semi-valuation, tous les
axiomes du systéme de Kleene par exemple, prennent la valeur 1, et,
qu'évidemment la régle de déduction est vérifiée, Par conséquent tous les théo-

rémes de la logique intuitionniste pourront &tre identifiés a 1,

IIT - Propriétés de la semi-valuation choisie :

a) Cette semi-valuation valable pour un nombre fini quelconque de
valeurs ne donnera certainement pas la valeur 1 pour des formules qui ne sont

pas des théorémes en logique classique.
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En effet dans le cas contraire, la formule considérée serait égale
ad 1 lorsque nous associons aux propositions élémentaires les différentes com-
binaisons possibles des n valeurs, en particulier des valeurs 0 et 1 uniquement;
Or d'aprés la semi-valuation choisie, les résultats sont les mémes quand nous
appliquons les opérateurs a ces deux valeurs particuliires que nous soyons dans
le cas de n valeurs (n > 2) ou de deux valeurs, donc la formule serait identique
a 1 par la valuation de la logique classique, ce qui est impossible. (Les deux
valeurs 0 et 1 sont effectivement les mémes pour tout n, 1l'une représentant

'vrai' et 1'autre 'faux' par convention).

b) A partir de n = 3, cette semi-valuation nous permet d'écrire de
nombreux théorémes de la logique classique comme non identiques a 1, (pour
n = 2, tous les théorémes de la logique classique prennent, évidemment, la va-
leur 1 et ce cas ne nous permet aucune différentiation entre les deux 1ogiqﬁes)
en particulier —4—A - A et Av ~1 A, axiomes ou théorémes correspondant au
principe du tiers exclus, ce qui présente un certain intérét, étant donné
l'obtention des systemes d'axiomes de la logique intuitionniste & partir de ceux
de la logique classique. Nous pouvons citer comme autres exemples de théorémes

classiques non identifiés a 1

ANBVTIB)EI A Ay By—iBea3By—mB ; Ay Bn(— ApA—1B) ;...

c) Nous avons vu que cette semi-valuation est telle que, pour un n
donné, il existe au moins une formule qui n'est pas un théoréme et qui n'est

plus identique & 1, alors qu'elle 1'était pour tout m inférieur a n.

Mais nous rencontrerons évidemment des formules logiques qui ne sont
pas des théorémes intuitionnistes et qui, cependant, restent identiques & 1

pour tout n fini, comme par exemple :

— Ay—=A; — (A, B —1 Ay B ;... Nous remarquons que, dans ces
formules, 1'opérateur de plus grande portée relie des expressions sous forme

de négation, Il est donc évident que nous obtiendrons une identité & 1 puisque
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les expressions sous forme de négation prendront alors uniquement une des valeurs
0 et 1 et que les résultats dfis aux autres opérateurs seront alors obligateire-
ment O et 1 d'aprés la semi-valuation considérée, D'autre part le résultat ne
peut &tre O puisque si E est la. formule donnée,—-—E est un théoréme en logique
intuitionniste et puisque tout théoréme intuitionniste est identique a 1 avec

la semi-valuation utilisée.



- CHAPITRE 1V -

- RECONNAISSANCE SYSTEMATIQUE D'EXPRESSIONS IDENTIQUEMENT VRAIES

POUR UNE LOGIQUE A 3 VALEURS -

I - Lien entre une logique non classique et 1'algdbre de Post :

Nous avons vu au chapitre précédent qu'il peut 8tre établi une cor-
respondance partielle entre la logique intuitionniste et 1'algébre de Post &

n valeurs, notées 0, %_,... ¢ , 1 pour conserver a la valeur 1 sa signi-
’ >l > n-2

fication de 'vrai' habituellement considérée en algébre de Boole, Cette méme

propriété peut encore &tre exacte dans d'autres cas de suppression d'axiomes

de la logique classique, Un exemple de ceci est en particulier donné par Wang
qui étudie 1'indépendance de 1'axiome A - (B - A),

Il peut donc y avoir un certain intérdt 2 savoir déterminer systé-
matiquement si une expression de 1'algébre de Post est identique & 1 ou non,
Nous allons donc géhéraliser la méthode employée dans le cas de la logique
classique et de 1'algébre de Boole. Nous le ferons, en particulier, pour 3

valeurs, ce qui s'étendra immédiatement 2 n valeurs (n fini et supérieur a 3).

IT - Utilisation du théoréme de Lagrange en algébre de Post

Toute fonction £, en algébre de Post & n valeurs, peut s'écrire par-
rapport & une de ces variables sous la forme :
n-1

£(Y, x) = L £ (V)L (x).
K0 k k
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ol Lk(X) est une fonction telle que Lk(k) = n-1 et Lk(x) =0 si x#k,

Dans le cas de 1'algébre de Post & 3 valeurs (0, &, 1) ce théoreme

s'éerit

£, x) = £,(1) L)G) + £ (V) L) + £,(V) L (x).

Nous pouvons en raisonnant de méme que dans le cas de l'algébre de
Boole, prouver qu'une expression quelconque est identique & 1 en nous servant

de cette nouvelle forme de Lagrange.

En effet f(x) = £ L (x) + fg Lé(x) + f

o Y Ll(x) ne peut 8tre identique

1

a1l (ou a 0) que si et seulement si f0 B fyEf

1 1 (ou f0 mfy = f1 E 0),

D'autre part une transformation fonctionnelle quelconque de f(x) se traduira,
aussi en algébre de Post, par la méme transformation sur les coefficients

puisque ceux-ci sont encore les valeurs de la fonction,

Donc pour identifier une expression a2 1 en algdébre de Post, nous la
raménerons, avec une méthode analogue & celle utilisée en algébre de Boole,

systématiquement 2 la forme :

L2100 + 1100 + 11,00 | L'

ITII - Relations entre les différents opérateurs utilisés en logique intuition-

niste et exprimés en algébre de Post :

I1 serait intéressant d'obtenir entre les différents opérateurs des
relations analogues & celles existant en algdbre de Boole, et de pouvoir ex-
primer toute expression, contenant ces opérateurs, en fonction de la somme,

du produit et de la négation par exemple, Remarquons, tout de suite, que si
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ces relations existent, nous pourrons seulement affirmer qu'elles sont valables
en algébre de Post mais non obligatoirement en logique intuitionniste puisqu'il

n'y a pas équivalance entre celle-ci et 1'algébre précédente.

Nous pouvons vérifier tout d'abord, en considérant les tables des
opérateurs A, V et — , que les deux relations suivantes, valables en algébre

de Boole, se conservent

—(ApAB) = —Ay —B ; —(AyB)=-—"Ap\B

(ou —AB =— A+ —B; —(A+B) ==—A—B en écriture habituelle de

1'algébre de Post. Ces égalités restent vraies pour n valeurs).

Ces deux relations permettent de considérer les expressions, de
1'algebre de Post, contenant uniquement ces trois opérateurs, sous forme de

somme de produits de variables directes ou niées.

Soit maintenant une implication A - B et essayons de l'écrire sous
forme de somme de produits. Par analogie avec l'algébre de Boole nous allons

comparer cette expression 8 — A + B. Ecrivons le tableau des valeurs

A:B:A-B :-1 A+ B :

foio 1 1
02 1 1
o1 1
c8:0: o0 0
L ¢
T 1
1°0° o0 0
L8, @ b
151 1 1
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Les valeurs de A~ B et de— A + B différent seulement pour A = B = 8,
. A~ B doit &tre égale, dans ce cas a 1, il faudrait donc ajouter a — A + B

Q, et 2 0 pour A = $, B = 0 et pour

une quantité égale a 1, pour A = B

A=1, B=20. Or 1la fonction LQ(A) 1 si et seuleﬁent si A= Q, et, est égale

2 0 pour les autres valeurs de A. Donc le produit Lg(A) Lg(B) sera égale a1

si et seulement si A =B =@ et 2 0 dans tous les autres cas. Nous pouvons donc

écrire : A= B= — A+ B + Ls(4) L@(B).

(Pour n valeurs nous obtiendrions de méme

A" B=—A+B+ T L@i

) 1y ®).).

1€i<i<n-2 ]

Remarquons que :
— A~ B==7A+3B +LgR4) Ly (B).
Or Ly (—14) =0 donc — A~ B="1774A+B.
Deméme : A» —B= A+ —B+Lg (&) Ly (—B) = —mA+ —B.

Donc dés que nous rencontrerons une implication, portant sur au moins une ex-

pression sous forme de négation, nous pourrons la remplacer par une somme,

IV - Méthode pour identifier une expression a 1l :

a) Une expression donnée, avec les opérateurs utilisés en logique,
sera transformée sous forme de sommes de produits en utilisant les relatioms
du paragraphe précédent plus celle relative & 1'opérateur d'équivalence,

c'est-a~-dire :

(A= B)A(B ~ A)=(— A+B+L3 (A)Lg (B)) (— B+A+L5 (A)Lg (B))
AB + — A -— B + Lg(a) Lg(B).

A 3B
AedB

b) Nous nous raménerons systématiquement 2 la forme (1)' en utili-

-sant les égalités suivantes :
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EW) x g(0) = (£ % g)) (M) + (£, x gg) Lg(a) +(£; & g, )Ly (A).

(% représentant une somme ou un produit).

(D ¢ £ = (= £) L) + (= £5) LgA) + (—£) L (A),

Lg(£(8)) = Lg(£) 1 (&) + Lg(fp) Lg(a) + Lg(£) Ly ().

A=0L (&) +%15 (A) +11L (4),

0
B LO(A) +B LQ(A) +BL

1
(4), si B # A.

B 1

c) Si la formule considérée contient plusieurs lettres nous 1l'écrivons
sous forme d'expression de Lagrange par rapport & la premidre, A par exemple,
a l'aide de (I). Nous étudions alors les coefficients obtenus par rapport a B
et ainsi de suite jusqu'ad ce que nous ayons épuisé toutes les lettres si néces-

saire, Si l'expression de départ est identique & 1 les formules intermédiaires

puis la forme finale seront alors identiques a (1)'.

Remarque : Une expression identique & 0, évidemment, se raménera de méme 2 une

expression de la forme 0 LO(A) + 0. L5(4) + 0 Ll(A)°
Une expression ni identique & 1 ni identique & O se trouvera, avec

cette méthode, de méme qu'en algébre de Boole, écrite sous forme lexicographi-

que en algébre de Post,

V - Exemples d'utilisation de cette méthode :

1) Vérifions tout d'abord que certains théorémes valables en logique
classique et non en. logique intuitionniste, ne se raméneront pas 2 1 en algébre

de Post :
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a) A y—A ou A +-— Aen algébre de Post.
= ¢
A=0TL(4) + LQ(A) + 1L, (4).

— A =1L (4 +01Lg(a) +0 L (4).

A+—Aa=1L,08) +2 L300 + 11,4 # 1.

b) (((A-B) - 4) - A) :
A~ B =—7 AB+L5(4) 1g(B) = 1 L (4)+(B+Lg(B)) Ly(A) + B L, (A).

(A= B) » A=-— (A~ B) +a+15(a) Lg(A~ B).
= 0 Ly (A)+(— (B41g(B) + ®) Lg(a) + 1 1,(8).
= 0 Ly (D+H(— B—Lg(B)+) 14(4) + 11, ().

(A=~ B) ~ B) + A+ Lg(8) 1y((A~B) = &)
1 LO(A)+((—, — B+l (B))3 +84L5 (o B—.LQ(B)+@))L§(A)+1 L (&),

((A- B) = A)

1
n
n

1L () #3415 (= B o Lg(B) + 8)Lg(8) + 1 L (A).

 Etudions ® + Lé(—-‘ B—1L§(B) + 8) par rapport a B :

—B— LB +8=1L(8) +215(8) +2 L (B).

% 4+ 15(—B—Lg(B) + @) =2 L (B) +115(B) + 1L (B).

Et :

(((A=B) = &) = 8)=1 L (A)+@L,(B)+1 15(B) + 1 L (B)Lg(a) +11L,(A) # 1.

Remarque : si une formule E est un théordme en logique classique, mais n'en
~est plus un en logique intuitionniste, nous n'obtiendrons aucun coefficient
égal 3 0 car — —E doit &tre identique & 1. Et réciproquement si aucun coeffi-
cient n'est égal 2 0, la formule étudiée est un théoreéme en logique classique

1 et— —E est un théoréme en logique intuitionniste ( et en

car, alors,——E

logique classique) si et seulement si E est un théoréme en logique classique.
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2) Considérons maintenant un théoréme de la logique classique conte-

nant seulement les opérateurs — et o : — (A A —A).

En algébre de Post nous avons
(A= A) =—A +— =4
—A=1 LO(A) +0 Lé(A) +0 Ll(A).

A= 0L (4 +1 L(a) + 1 L;(4).

——|A+—\—1A=1LO(A) +1L§(A) +1L1(A)El.,

Ce qui nous permet effectivement de dire que — (A pA=—mA) est un théoréme classi-
que mais non de conclure que'cette formule est ou non un théoréme en logique
intuitionniste. Cependant dans ce cas nous pourrons répondre par l'affirmative

grice a4 un théoréme cité par Kleene :

Si E est une formule de propositions contenant aucun symbole logique
excepté Ao et — et si E est un théoréme dans le calcul classique des proposi-

tions, alors E est un théoréme dans le calcul intuitionniste des propositions,

Remarquons que, bien que —1(A A— A) et —m Ay — —A, du point de
vue de l'algébre de Post, peuvent &tre considérées comme des formes différentes
d'une méme expression, elles ne sont cependant pas toutes les deux des théo-

rémes en logique intuitionniste.

3) Pour vérifier une régle de déduction nous pourrions en algébre de
Post, pour les mémes raisons qu'en calcul booléen, la transformer en implica-
~tion généralisée. Mais il est évident que si nous obtenons une identité a 1
nous pourrons seulement conclure que la régle est valable en logique classique

et que, dans le cas contraire, elle n'est valable dans aucune des deux logiques.

Soit -~ Ap~ A~ B¢ — A, Nous obtenons en algébre de Post

—A- (A B&y —A) et sous-forme de somme de produits
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R= o~ At+(— A+B+Lg (A)Lg (B)) — A+ — (— AtBiLg (8)14(B) )—,-,A+L§ ( A+B+L5 (A)Lg (B) YLy (—4)
{%HAnﬂ@Am%ﬂm%wnﬂmﬂhAﬁ%ﬂm%wnwwﬁgﬂmm%@%®%m»

Or i A=11,(A) +0 Lg(A) +0 L, (A).

— = A=0 LO(A) +1Lg(8) +1 L, (4).

P == M4B4L; (D15 (B) = 1 1 (&) + (B4Lg(B)) Ly(A) + B L (a).

PmA=1L(4) +0 Lg(A) +0 L, (4).

P A=0L(8) + (B + Lg(B) Lg(A) +—B L (4).

L3(P) Tg(— 4) = 0 L (&) + 0 Lz(4) +0 L, (a).

P—y At =P o — Mg (P)Lg (5 4)=1 1 (A)+ — (B+L5(B)) Lg(A) + —B L (4).

R=1L,(4) +11g(A) +1L,(8) =1

La régle de déduction considérée est donc valable en logique classique
mais le fait d'avoir obtenu une identité & 1 n'entraine pas sa validité en lo-

gique intuitionniste. Nous ne pouvons rien dire non plus sur la formule

— A~ (A- B¢ —A), & laquelle nous ne pouvons pas appliquer un théoréme

analogue a celui cité a 1'exemple précédent,

Remarques : 1 - Nous n'avons étudié 1'identité & 1 de formules logiques que
dans le cas de trois valeurs. Nous aurions pu faire de méme pour un nombre n
quelconque de valeurs mais la recherche, 23 chaque pas, de n coefficients de-
viendrait vite trés longue. De plus ceci ne paralt pas trés utile car, bien
que la semi-valuation, par 1'algébre de Post, soit de plus en plus puissante

si n croit, le nombre de formules, qui ne sont pas des théordmes et qui ne res-
tent pas identiques & 1 pour n alors qu'elles le sont pour tout m inférieur 2
n, semble assez faible, Par exemple sur 97 théor2mes de la logique classique,
cités dans Introduction to Metamathematics de Kleene, quatorze ne le sont plus
en logique intuitionniste, douze ne s'écrivent pas comme identiques & 1 en

algébre de Post et les deux autres le restent pour tout n,
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.2 - Si nous ne voulons pas uniquement chercher & identifier & 1
des formules logiques écrites en algdbre de Post, mais aussi des expressions
quelconques de cette algdbre, l'opérateur de glissement pourra intervenir, Cet

opérateur est défini de la manidre suivante :

A A1

o @
1

1 0

Nous ne pouvons pas 1'exprimer simplement en fonction des autres opérateurs
considérés. Aussi quand nous étudierons des expressions le contenant nous

devrons ajouter la régle supplémentaire :

A = ) LO(A) +1Lg(A) +0 Ll(A).

D'autre part nous aurions pu introduire cet opérateur dans 1'écriture
de 1'implication en fonction de la somme et du produit, En effet

A- B=—A+B +——1A2-—1Bz. Cependant il semble préférable de considérer les
fonctions Lg(A) et Ly(B) puisque, de toute manidre, elles apparatssent dans

1'écriture de 1'expression sous forme de Lagrange,
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