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Introduction

Le développement des matériaux composites est né de la volonté d�allier les qualités
techniques (haute résistance, capacité à amortir les vibrations, résistance à la corrosion,
etc.) au besoin d�allégement dans un même matériau. Un matériau composite résulte de
l�association d�au moins deux matériaux di¤érents, aussi bien par leur forme, que par
leurs propriétés mécaniques ou chimiques, pour tenter d�accroître leurs performances.
Les performances macroscopiques sont conditionnées non seulement par les propriétés
intrinsèques des constituants, mais aussi par leur liaison.
Les matériaux composites existent déjà à l�état de nature, et sont depuis longtemps

utilisés pour résoudre di¤érents problèmes technologiques. Cependant, à partir des an-
nées 1960, l�introduction des composites à base de polymères ouvre une nouvelle phase de
développement industriel. Ainsi, ces matériaux sont progressivement utilisés davantage
et cela, surtout à partir des années 1980 où ils remplacent de plus en plus les maté-
riaux métalliques, dans diverses applications et domaines : conception et fabrication de
composantes automobiles, articles de sports, pièces navales et aéronautiques, etc.
Dans le domaine aéronautique, le marché actuel requiert de nouveaux avions, à grande

portée et à forte capacité d�accueil. L�exemple le plus frappant est celui de l�A380, avec
lequel Airbus prévoit un marché de 1300 avions pendant les 20 ans à venir [PH01].
L�introduction de nouvelles tailles et de nouvelles conditions de mise en service exige un
choix approprié des matériaux pour chaque application spéci�que. L�objectif principal
demeure toujours le même : allègement de la structure et réduction des coûts. La part
accordée aux pièces fabriquées en matériaux composites est en augmentation à chaque
projet, notamment dans le cas des programmes AIRBUS A340/500-600 et A380. Elle
atteint 20% sur les avions commerciaux. Par exemple, sur l�A320, les pièces de structure
réalisées en composite sont principalement [Cin03] : les radômes (pièces qui protègent les
instruments de navigation de l�appareil contre les chocs) ; toutes les parties mobiles de
la voilure ; la dérive et les plans horizontaux arrières, réalisés à partir de pré-imprégnés à
renfort unidirectionnel ou tissé de carbone dans une matrice Epoxy ainsi que les nervures
d�aileron qui sont fabriquées en composites monolithiques avec des renforts de �bres de
verre dans une matrice thermoplastique polysulfure de phénylène (PPS) composants de
l�A340-500/600.
Di¤érents procédés de mise en forme des composites sont utilisés : parmi ceux-ci, le

LCM (Liquid Composite Modeling), la mise en forme sous autoclave, la mise en forme
sous presse (thermoformage). La plupart d�entre eux dans le cas d�une matrice thermo-
durcissable sont assez lents et très coûteux : le temps de cycle de cuisson est généralement
de plusieurs heures. Dans ce cas, l�utilisation des composites à matrices thermoplastique
et à �bres continues (CFRTP) permet de réduire considérablement les coûts et les temps
de production du fait de leur cycle de mise en forme plus court, de leur facilité de
stockage. Dans le cas du thermoformage (emboutissage de préimprégnés préalablement
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chau¤és) des CFRTP, le renfort se présente soit sous forme de mats continus, nappe dis-
tribuée de façon unidirectionnelle, pour la production de formes développables, soit sous
forme de tissés, entrecroisement de réseaux de �bres, pour la production de formes non-
développables. Ce procédé s�avère alors pertinent d�un point de vue industriel puisqu�il
permet l�obtention de pièces structurales à géométrie complexe en une seule opération
et en des temps de cycle relativement courts.
La théorie concernant la mise en forme des composites à formes développables a

fait l�objet de nombreuses études [Eur92, PQDH95, DJL+96], parmi les plus récentes
on peut citer celle d�A. Cheruet [Che01, ACP02]. C�est pourquoi nous nous intéressons,
dans ce travail, à la mise en forme des formes non-développables, où plusieurs mécanismes
spéci�ques de déformation entrent alors en jeu, ou sont activés de façon plus sévère, tels
que la réorientation et la réorganisation des réseaux de �bres, le cisaillement intra-pli, le
plissement et le �ambement local des �bres.

Objectifs et plan de la thèse

Cette thèse s�inscrit dans le cadre d�une collaboration entre le LMSP, le centre com-
mun de recherche d�EADS et ESI GROUP : l�outil de simulation mis à disposition est
le solveur PAM FORM. Notre thèse répond alors à un double objectif, qui correspond
aux deux grandes parties de la thèse.

La première partie présente les principaux travaux portant sur la modélisation des
milieux �breux tissés. Ceux-ci sont nombreux et très divers quant à la nature du modèle
choisi pour représenter le comportement du milieu. Ainsi, nous verrons que ces modèles
se distinguent essentiellement selon qu�ils adoptent une approche discrète (chapitre 1) ou
une approche continue (chapitre 2). En e¤et, l�approche discrète est généralement utilisée
dans la modélisation des préformes non imprégnées ou des tissus : on s�intéresse alors à
chacun des constituants du milieu �breux (�l, maille, �bre. . . ), le milieu continu n�existe
pas en tant que tel, et la structure �breuse est donnée par l�ensemble des constituants à
l�échelle microscopique ou mésoscopique en interaction.
L�approche continue, quant-à-elle, considère le milieu comme continu ; son comporte-

ment macroscopique intègre des spéci�cités qui traduisent le comportement particulier
lié à sa composition �breuse à l�échelle microscopique. Cette approche est souvent utilisée
parce qu�elle permet de mieux prendre en considération les mécanismes de déformation
intervenant dans la mise en forme des composites. Toutefois, la multiplicité des modèles
proposée révèle la di¢ culté à prendre en compte de manière simultanée les di¤érents
types de mécanismes ; on verra que la combinaison de di¤érents modèles distincts per-
met de pallier cette di¢ culté.
L�objectif de cette première partie est donc de proposer une synthèse organisée, même

si celle-ci ne prétend pas à l�exhaustivité, des di¤érentes approches utilisées dans la
modélisation des milieux �breux tissés.

La seconde partie propose un travail d�analyse expérimentale, puis de simulation de
la mise en forme de pièces à géométries non-développables par emboutissage. L�analyse
expérimentale (chapitre 3) porte sur deux types de tests : le préformage et le thermofor-
mage réalisés respectivement sur des renforts tissés non imprégnés et sur des composites
à matrice thermoplastique. L�objectif est, dans le premier cas, d�observer les mécanismes
de déformation en jeu et de mesurer quelques grandeurs caractéristiques, et dans le se-
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cond cas, de se rapprocher des conditions réelles de mise en forme par emboutissage des
CFRTP à l�échelle industrielle.
Le chapitre 4 s�intéresse à la simulation numérique du procédé de mise en forme, et

en particulier, à la loi de comportement utilisée dans le solveur PAM FORM. Plusieurs
tests sont e¤ectués dans ce cadre : ils nous permettront notamment de comparer les
résultats obtenus par simulation avec ceux obtenus expérimentalement. La formulation
utilisée ayant fait ses preuves dans le cas de la mise en forme de composites à renforts
unidirectionnels, nous proposons, en guise de conclusion, quelques pistes pour construire
une autre loi de comportement pour des composites à renforts tissés.



Première partie

Modélisation des milieux �breux
tissés



Chapitre 1

Approche discrète

De nombreux modèles peuvent être classés dans l�approche discrète. A�n de les pré-
senter de manière claire, nous avons choisi de les distinguer de deux manières : une
distinction peut être opérée entre d�une part, les modèles dits géométriques, et d�autre
part, les modèles dits mécaniques. Les premiers s�appuient, comme leur nom l�indique,
sur des calculs géométriques et en particulier sur l�algorithme du �let (§ 1.1.1.). Par
opposition, les seconds font appel à une modélisation mécaniques de leurs composants.
Trois types de modèles sont classiquement regroupés sous cette appellation : les modèles
à particules (§ 1.1.2.), les modèles masses/ressorts (§ 1.1.3) et les modèles à barres (§
1.1.4.). Pour les modèles à particules et les modèles masses/ressorts, la modélisation fait
entrer en jeu des ressorts ainsi que le poids des particules. Ce qui di¤érencie cependant
ces modèles, c�est le fait que, dans les modèles masses/ressorts, tous les mécanismes de
déformation sont représentés par des ressorts. Au contraire, dans les modèles à parti-
cules, les di¤érents comportements en tension et en cisaillement sont en général couplés.
Les modèles à barres, quant à eux, proposent en général une modélisation éléments �nis
de la structure. Le comportement des mèches est modélisé par des éléments poutres ou
des barres rigides qui sont superposées dans certains cas à une couche de coque censée
traduire soit les interactions entre les mèches, soit le comportement de la résine.

1.1 Drapage géométrique

On distingue deux méthodes pour la résolution du problème du formage par drapage
géométrique. La première est analytique, plus adaptée à des pièces de géométrie simple, et
dans laquelle on suppose que l�expression analytique de la surface à draper est connue. La
deuxième est numérique ; elle est applicable à des géométries plus complexes et suppose
d�une part que le domaine de dé�nition des �bres est modélisé par un quadrillage régulier
et, d�autre part, qu�un maillage géométrique (représentant une bonne approximation) de
la surface est connu et peut être ainsi utilisé à la place de l�expression analytique de la
surface. L�avantage est qu�aucune restriction de zone n�est imposée à la surface à draper
[BC03].



1.1 Drapage géométrique 3

1.1.1 Méthode analytique

Les recherches sur le drapage des tissus ont été initiées en 1956 par Mark et Taylor
[MT56] (modèle similaire au réseau de Tchebytchev). Ils ont résolu analytiquement la
redistribution des �bres d�un tissu orienté sur la circonférence de surfaces de révolution :
cones, sphères et sphéroïdes. La réorientation résultante a été déduite comme étant une
fonction de la coordonnée constante de la hauteur de la circonférence.
Dans cette approche, une expression analytique de la surface à draper est nécessaire

à la formulation du problème. On considère que les mèches sont distribuées de façon
continue dans le tissu. Les réseaux chaîne et trame sont en contact à leur entrecroise-
ment en formant des pivots de façon à permettre une libre rotation des mèches. Et de
ce fait uniquement la rotation sans glissement des mèches est prise en compte. La mé-
thode s�apparente à celle de la construction d�un réseau de Tchebytchev sur une surface
paramétrique proposée à la �n du XIXème siècle par Tchebytchev [Tch78].
Dans ce modèle, les points d�intersection des réseaux chaîne et trame de coordonnées

cartésiennes (x1; x2), (x1 + dx1; x2) et (x1; x2 + dx2) se transforment dans un espace
paramétrique au niveau de la surface à draper en (S�; S�), (S�+ @S�

@x dx; S� +
@S�
@x dx) et

(S� +
@S�
@x2
dx2; S� +

@S�
@x2
dx2) (�gure 1.1).
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Fig. 1.1: Traçage d�un réseau de Tchebytchev.

En faisant l�hypothèse que les �bres sont inextensibles (la distance entre (S�; S�) et

(S� +
@S�
@x1
dx1; S� +

@S�
@x1
dx1) doit être égale à dx1 et la distance entre (S�; S�) et (S� +

@S�
@x2
dx2; S�+

@S�
@x2
dx2) doit être égale à dx2) et que l�équation de la surface est in�niment

di¤érentiable, on obtient le système d�équations aux dérivées partielles suivant :�
@S�
@x1

�2
+

�
@S�
@x1

�2
= 1 (1.1a)�

@S�
@x2

�2
+

�
@S�
@x2

�2
= 1 (1.1b)

Deux positions dans la con�guration de référence séparées par (dX1; dX2; dX3), vont
être séparées par une distance ds dans la con�guration déformée appelée longueur d�arc.
La �gure 1.2 montre le passage entre la con�guration de référence et la con�guration
déformée.
La surface à draper peut être alors décrite dans le système de coordonnées curvilignes

(S�; S�) exprimée en fonction du système de coordonnées cartésien (x1; x2; x3) de la
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Sα Sβ

1x 2x

3x

1X 2X

3X
ds

3dX

1dX 2dX

Fig. 1.2: Con�guration de référence et con�guration déformée.

con�guration déformée (�gure 1.2) :

x1 = x1(S�; S�) (1.2a)

x2 = x2(S�; S�) (1.2b)

x3 = x3(S�; S�) (1.2c)

Les composites tissés se déforment principalement par cisaillement intra-plis (dé-
formation de treillis : �gure 1.3). La distance entre deux réseaux parallèles diminue,
l�incompressibilité matérielle implique un épaississement dû à la perte en super�cie du
tissu.

0w w

0l 0l

c

Fig. 1.3: Déformation de treillis

Si la variation de la distance entre deux points de contact est donnée par le tenseur
de dilatation �ij , la longueur d�arc est dé�nie alors par :

ds2 = dxkdxk =

�
@xk
@Xi

@xk
@Xj

�
dXidXj (1.3a)

�ij =
@xk
@Xi

@xk
@Xj

= a��
@S�
@Xi

@S�
@Xj

(1.3b)

a�� =
@xk
@S�

@xk
@S�

(1.3c)

pour un tissé, le tenseur d�élongation a la forme suivante [LR02] :

�ij =

24 1 
 0

 1 0

0 0
�
1� 
2

��1
35 avec 
 =

c

w0
(1.4)
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On obtient �nalement le système d�équations aux dérivées partielles 1.1 qui, avec le
système d�équations 1.5, dé�nissent le problème de drapage qui peut être résolu pour
les coordonnées curvilignes (S�; S�) et le cisaillement 
 en terme des coordonnées de la
con�guration non déformée (X1; X2)

�11 = a��
@S�
@X1

@S�
@X1

= 1 (1.5a)

�12 = a��
@S�
@X1

@S�
@X2

= 
 (1.5b)

�22 = a��
@S�
@X2

@S�
@X2

= 1 (1.5c)

�33 = a��
@S�
@X3

@S�
@X3

=
�
1� 
2

��1
(1.5d)

Heisey et Haller [HH88] sont les premiers à avoir tenté de résoudre numériquement
ce sytème d�équations aux dérivées partielles. Aono et al. [Aon96] ont aussi proposé
un modèle se basant sur cette approche. Cependant, l�algorithme résultant s�avérant
très coûteux, ils ont dû simpli�er le problème en un problème d�intersection entre deux
sphères et la surface à draper.

Problème d�intersection

Robertson et al. [RHSY81] et Van West et al. [VWKP89] ont réduit le sytème d�équa-
tions aux dérivées partielles, décrit dans le précédent paragraphe, à un problème de calcul
d�intersection entre deux sphères et la surface à draper.
Le tissu est représenté par un quadrillage rectangulaire où les côtés d�une maille re-

présentent les directions chaîne et trame reliées par des noeuds représentant les points
de croisement des mèches dans le tissu. Chaque n�ud (i; j), est calculé alors par l�inter-
section entre deux sphères d�origine (i� 1; j) et (i; j � 1) de rayon a et b respectivement
et la surface à draper (�gure 1.4) en respectant les deux conditions suivantes :

1. la distance entre le point calculé et le point précédent dans la direction chaîne et
trame est égale à l�espacement entre mèches dans les deux directions respective-
ment.

2. les coordonnées des points doivent satisfaire l�équation de la surface.

Pour déterminer l�ensemble des noeuds formant le drapé de tissu, il su¢ t de résoudre
le système d�équations suivant :

(xij � xi�1;j)2 + (yij � yi�1;j)2 + (zij � zi�1;j)2 = a2 (1.6a)

(xij � xi;j�1)2 + (yij � yi;j�1)2 + (zij � zi;j�1)2 = b2 (1.6b)

F (xij ; yij ; zij) = 0 (1.6c)

où F (xij ; yij ; zij) est l�équation paramétrique de la surface.
Cette approche analytique présente trois inconvénients majeurs : elle ne peut pas être

appliquée à des surfaces de formes libres ; l�expression analytique de la surface à draper
limite son application à des surfaces de géométrie simples [Lar91] ; en�n, elle présente un
manque de �exibilité dans la spéci�cation des conditions initiales. C�est pourquoi cette
approche a été assez vite délaissée au pro�t de la méthode numérique.
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Fig. 1.4: Calcul des points dans un problème d�intersection.

1.1.2 Méthode numérique

Une surface à draper de géométrie complexe peut être discrétisée pour avoir une ex-
pression algébrique plus appropriée à un calcul numérique [VWKP89, Ber93]. Le drapage
est alors basé sur l�hypothèse que le tissu se déforme principalement par cisaillement et
que l�extension des �bres et la présence de la résine peuvent être négligées [KNK73]. Le
tissu reste dans une position �xe sur la surface drapée après modélisation.
L�algorithme du �let se résume aussi à un problème d�intersection. Après indication

d�un point d�impact et deux directions initiales de �bres, des points supplémentaires sont
générés à une distance similaire des points précédents créant ainsi un maillage quadran-
gulaire. Trochu et al. [THB96] ont montré que l�avantage, en combinant l�algorithme
du �let avec une paramétrisation de la surface, consiste en la construction d�un modèle
de surface continu et di¤érentiable, évitant les di¢ cultés qui surviennent quand le plan
tangeant ou la courbure locale de la surface sont discontinus à travers les éléments de
surfaces.
L�algorithme reçoit en entrée : l�équation de la surface paramétrique, l�équation ana-

lytique de deux plans (P1) et (P2) et les longueurs a et b (distance respectivement entre
mèches du sens chaîne et mèches du sens trame). La taille du maillage (n;m) est déter-
minée à partir de la longueur chaîne et trame Lwp et Lwt le long des axes principaux par
n = Lwp=a et m = Lwt=b. Les axes principaux du tissu ainsi que le point d�impact sont
dé�nis par l�intersection des deux plans avec la surface paramétrique (�gure 1.5).
On commence par draper l�un d�eux à partir du point (0; 0). Les arcs entre ce point

et les frontières respectives de la surface sont divisés le long du sens chaîne et du sens
trame selon les longueurs spéci�ées a et b. Ces longueurs élémentaires dé�nissent la taille
de la grille qui sera générée sur la surface. L�étape suivante consiste en la résolution du
système d�équations 1.6a, en générant rangée par rangée les noeuds du maillage.
La spéci�cation d�une distance directe entre les noeuds (a ou b) a pour conséquence

une plus grande surface de couverture que ce qu�il en est réellement puisque la portion
des �bres excluant les noeuds reste e¤ectivement sous la surface de l�outil [RHY84,
VWKP89]. On peut être tenté de réduire l�intervalle du �let (distance entre les n�uds) :
ce qui peut impliquer une erreur sur le drapage voulu. Un meilleur moyen serait de
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Fig. 1.5: Illustration de l�algorithme du �let : (a) exemple de grille dé�nie par le tissu,
(b) construction d�un élément sur une surface paramétrique.

mesurer la distance des �bres voisines de a sur la surface courbée, comme indiqué dans
les travaux de Robertson et al. [RHSY81]. Cela implique une distance directe entre les
n�uds, a0 de la forme

a0 = 2R sin
� a
2R

�
(1.7)

où R fait référence à la courbure locale de la surface à draper comme indiqué sur la
�gure 1.6.

'a
a

R

Fig. 1.6: Correction de la distance noeud à noeud.

Plusieurs ra¢ nements ont été proposés en imposant la condition que le chemin �-
breux entre deux n�uds soit géodésique [HH88, LR94, Wee91], sous l�hypothèse que le
frottement entre le tissu et la surface à draper soit négligé.
En traçant les trajectoires à partir du noeud (i � 1; j) et (i; j � 1) le long de la

surface, une solution peut être déterminée où la distance géodésique entre le couplet
(i; j) et respectivement (i� 1; j) et (i; j � 1) est égale à a.
La discrétisation de la surface peut être faite soit au moyen d�éléments courbes

[VWKP89], soit au moyen d�éléments à facette plane [Wee91, LR94] réduisant consi-
dérablement le temps de calcul par la donnée d�un système linéaire à résoudre. Dans ce
contexte, Smiley et al. [SP88] ont introduit des éléments courbes bi-dimensionnels spline
cubiques et des surfaces de Coons. Van West et al. [VWKP89] et Long et al. [LR94] ont
présenté une méthode de drapage de surfaces tri-dimensionelles basée sur des éléments
respectivement bicubiques et bilinéaires.
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Plus récemment, Borouchaki et al. [BCBdL01] ont proposé un algorithme utilisant un
maillage géométrique de la surface qui peut être obtenu par une technique de maillage
adaptatif. Les lignes géodésiques obtenues sont approximées par des polylignes tracées
sur la surface. Plus tard [BC03], ils ont proposé un algorithme d�optimisation permettant
de dé�nir à partir de la donnée de trois sommets de la maille tracée sur la surface, son
quatrième sommet.

Il n�existe pas de solution unique pour la méthode de drapage géométrique. La géomé-
trie des surfaces à draper utilisée dans la plupart des articles publiés est telle que quand
la position d�une paire de croisement de mèches est spéci�ée, le drapage est déterminé
de façon unique. Bergsma [Ber95] a introduit des stratégies a�n de trouver des solutions
pour l�algorithme de drapage sans prédé�nir les chemins initiaux. Il a aussi introduit un
mécanisme basique pour incorporer le phénomène de blocage dans sa simulation.

Fig. 1.7: Illustration du drapage par l�algorithme du �let.

Alternativement aux modèles du �let, Van Der Weeën [Wee91] a présenté une mé-
thode énergétique de drapage assez e¢ cace en 1991. Au lieu de créer une nouvelle maille
sur des bases géométriques, celle-ci est tracée sur la surface en minimisant son énergie
élastique et en ne se basant que sur l�énergie de déformation pour tracer les noeuds. A
partir de 3 noeuds, le quatrième est obtenu en minimisant l�énergie de déformation le
long de la surface élémentaire :

U =
1

2

Z Z
�el�ement

h
(�11 � 1)2 + (�22 � 1)2

i
dX1dX2 (1.8)

�11 et �22 sont respectivement les dilatations dans la direction chaîne et trame. L�équa-
tion 1.8 considère l�énergie de déformation due à la tension des mèches dans le sens
chaîne et trame uniquement, tandis que l�énergie de défomation en cisaillement n�est
pas considérée. La précision du modèle est acceptable dans l�hypothèse où la résine près
de sa température de transition vitreuse n�apporte pas de déformations en cisaillement
importantes. Cette approche tente de modéliser l�élongation des �bres alors que celle-ci
est négligée dans le modèle du �let.
Entre autres, Van Der Weeën [Wee91] a présenté et comparé trois algorithmes de dra-

page géométrique : l�algorithme du minimum d�énergie élastique décrit précédemment,
l�algorithme du �let et l�algorithme de mosaïque. L�algorithme de mosaïque ést une ver-
sion simpli�ée de l�algorithme du �let, basée sur la représentation de la surface par des
éléments de facettes triangulaires. Un nombre important d�éléments est nécessaire pour
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une meilleure précision de l�approximation de la courbure de la surface. L�algorithme
du minimum d�énergie élastique paraît assez e¢ cace, mais nécessite plus de ra¢ nement
pour une meilleure précision. Les trois modèles sont assez sensibles à l�équation de surface
utilisée et le choix de la contrainte de drapage dicte le modèle drapant.
Bergsma et Huisman [BH88, Ber93] ont eux aussi proposé une approche énergétique

pour la modélisation du drapage. Pour chaque maille tracée, on minimise la somme des
déformations angulaires, l�énergie de déformation en cisaillement étant proportionnelle
à la déformation angulaire. Quelques recommandations, bien que très limitées, ont été
signalées : pour les pièces ayant une symétrie matérielle, le point d�impact doit être
placé dans le plan de symétrie [BH88, Ber93], pour les pièces obtenues par formage, le
point le plus haut est suggéré comme point d�impact [Ber93]. McBride et al. [MCL97]
ont considéré la géométrie détaillée d�une mèche pour la modélisation de la préforme.
Ils ont identi�é un élément de volume et décrit sa con�guration par un ensemble de 4
courbes sinusoïdales. La géométrie de l�élément de volume a été formulée comme étant
fonction de l�épaisseur, de la largeur de la mèche, de l�espacement entre mèches et l�angle
entre réseaux chaîne et trame. L�épaisseur du tissu et l�espacement entre les mèches ont
été supposés indépendants de l�angle ; cependant la largeur des mèches est supposée
dépendante. En connaissant l�angle, la géométrie peut être déduite. Cette formulation
est combiné avec l�algorithme du �let pour prédire l�orientation du tissu et sa géométrie
après déformation.
Dans le modèle du �let, on suppose que la distance entre noeuds reste constante alors

qu�en réalité, on est en présence d�un phénomène de glissement et de compaction latérale
des mèches qui causent un changement signi�catif de cette distance (�gure 1.8).Ceci peut

Distance initiale

Chaîne Trame

Augmentation due
au glissement

Fig. 1.8: Glissement entre mèches.

être évité en introduisant une variation de distance dans le modèle du �let. Un glissement
entre les mèches peut induire une erreur de prédiction, ou, tout simplement, rendre le
modèle invalide. Des chercheurs de Materials Science Corporation [Cor86] ont proposé
un modèle de glissement, fonction de l�angle de déformation :

a = a0

�
1 + S

�
1� �

90�

��
(1.9)

a étant l�espacement entre mèches du pli déformé, fonction de la distance initiale a0 du
pli non déformé, l�angle de cisaillement � et un paramètre matériel de glissement qui
peut être déterminé expérimentalement.



10 Approche discrète

1.2 Modèles à particules

Les systèmes à particules ont été utilisés au départ à des �ns d�animation graphique
sur ordinateur par Reeves et al. [Ree83]. Ils ont dé�ni un modèle à particules qu�ils
ont appelé "nuage de particules primitives", qu�ils ont développé ultérieurement pour
la visualisation de plusieurs types d�animation. Le premier modèle à particules utilisé
pour la simulation du drapage de tissus était celui de Weil [Wei86] qui a utilisé une
procédure géométrique à deux pas pour simuler le drapage d�un tissu rectangulaire à
partir de plusieurs points contraints. Le tissu est généralement représenté sous forme
d�un ensemble d�éléments structuraux micro-mécaniques qui peuvent être transposés
dans le cas de composites tissés. Ces éléments, appelés aussi particules, interagissent et
doivent être choisis assez �ns pour mieux représenter le comportement du tissage.
Parmi ces modèles à particules, deux types de modélisation, que nous présentons suc-

cessivement, peuvent être distinguées selon la manière dont sont dé�nies les interactions
entre particules.

1.2.1 Fonctionnelle d�énergie potentielle

Dans ce type de modélisation, les interactions entre particules sont dé�nies par des
fonctionnelles d�énergie potentielle. La contribution énergétique de chaque particule
consiste en la somme des énergies potentielles dues à la compression/tension, la �exion,
le cisaillement du �l et la gravité. L�énergie totale de tissu est tout simplement la somme
des énergies de toutes les particules. Un modèle à particules a été développé par Breen et
al. [BHG91, BHW94, BHW95] qui dé�nit le tissu comme étant un réseau de particules
représentant le croisement des réseaux chaîne et trame (�gure 1.9). La modélisation ba-
sée sur ce système de particules est en général indépendante du temps. Dans le premier
pas de temps, on calcule l�e¤et de la gravité et la collision entre le tissu, la surface à
draper et les objets l�environnant. Dans le pas d�après, on utilise une technique stochas-
tique de minimisation d�énergie pour trouver un minimum d�énergie locale du tissu et
pour renforcer les contraintes entre particules. Finalement, on introduit des perturba-
tions pour produire une con�guration �nale asymétrique. Les fonctionnelles d�énergie
sont données par un recalage des données expérimentales obtenues, par exemple, par le
Système d�Evaluation de Kawabata (KES) [Kaw80a] en négligeant l�e¤et d�hystérisis qui
sera expliqué dans la suite du chapitre.

TU

GU

CU

FU

Fig. 1.9: Modèle à particules en terme de fonctionnelles d�énergie potentielle.

Les di¤érentes contraintes et interactions sont représentées au niveau du �l par
des fonctionnelles d�énergie potentielle qui captent les relations géométriques simples
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entre particules dans un voisinage proche. C�est une application du concept du renforce-
ment des contraintes géométriques sur des surfaces paramétriques par des fonctionnelles
d�énergie de Witkin et al. [WFB87]. L�énergie potentielle totale d�un tissu est la somme
des di¤érentes énergies mises en jeu (équation) :

UTotale = UR + UT + UF + UT + UG (1.10)

UTotale est l�énergie totale de la particule, UR est une énergie arti�cielle de répulsion, qui
tient les particules à un minimum de distance entre elles, UT est l�énergie de tension qui
connecte chaque particule avec les quatre particules voisines, UF est une énergie due à
la �exion du �l dans le plan du tissu, UC est une énergie de cisaillement due à la �exion
autour d�une mèche dans le plan, UG est une énergie potentielle due à la distribution
de masse de la particule. L�énergie de tension, souvent petite, peut être négligée si le
drapage est uniquement dû au poids du tissu.
Pour une meilleure représentation du comportement réel du tissu, un modèle équi-

valent contraint a été proposé par House et al. [HDB96]. A l�équation de l�énergie po-
tentielle totale, ils ont rajouté une fonctionnelle qui contraint la particule à rester à une
distance �xe entre deux mèches (�gure 1.10). Les fonctionnelles sont ensuite di¤érenciées
par respect au système de coordonnées utilisé pour produire des e¤orts non-linéaires
fonction du déplacement de la particule.

Itération 0 Itération 1 Itération 0 Itération 1

AppliquéF

RéactionF

RéactionF

AppliquéF

CF

CF

CF

CF

(a) (b)

Fig. 1.10: Chaîne modélisée par : (a) uniquement des e¤orts de tension, (b) des e¤orts
de tension et de contraintes cinématiques.

Sagar et al. [SPH03] ont proposé une méthode énergétique pour trouver une con�gu-
ration géométrique déformée d�une maille élémentaire de tissu utilisant le même principe
que la méthode à particules. On détermine l�énergie totale potentielle d�une cellule élé-
mentaire pour les états de déformation en tension, �exion et compression, qu�on minimise
par rapport aux variables géométriques pour trouver un état d�énergie potentielle sta-
tionnaire.

1.2.2 Fonctionnelle d�e¤ort

De façon similaire aux fonctionnelles d�énergie, des fonctionnelles d�e¤orts ont été
développées pour représenter l�interaction entre particules par Terzopoulos et al. [TF88]
et Eischen et al. [EDC96]. Les noeuds sont associés à des éléments carrés sur la surface
qui, pendant la déformation du tissu, sont autorisés à se déformer dans le plan du tissu
et dans la direction transverse [Eis98].
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Pour calculer les contraintes internes, les noeuds du réseau sont supposés être connec-
tés par des ressorts linéaires qui simulent les propriétés élastiques du tissu. Les rigidités
de ces ressorts sont reliées aux propriétés physiques et matérielles du tissu par la donnée
du module élastique, du module de cisaillement, du coe¢ cient de poisson et de l�épais-
seur.

a

b

TensionF

TensionF

(a)

CisaillementF

CisaillementF
(b)

FlexionF− FlexionF−

2 FlexionF
(c)

fM fM

Fig. 1.11: Modèle à particules : (a) e¤orts de tension, (b) e¤orts de cisaillement, (c)
e¤orts de �exion.

L�équilibre des e¤orts agissant sur une particule (i; j) est renforcé à chaque point
nodal et peut alors s�écrire sous la forme suivante :

P + FCout + FExt + FTens + FCi s + FFle = 0 (1.11a)

avec FCi s =
p
2=2FTens (1.11b)

où P est le poids de la particule, FCout est une force d�assemblage de plusieurs surfaces
de tissus avant drapage et FExt est une force d�interaction avec les surfaces externes
(potentiel de collision).

Par le biais de ce modèle, Cordier et Magnena-Thalmann [CMT02] ont simulé le
comportement du tissu et son drapage sur une maquette virtuelle d�humain. Ils ont
proposé un algorithme hybride de drapage combinant les avantages de la méthode à
particule et des déformations géométriques évitant ainsi les coûts de calcul excessifs de
la détection de collision en segmentant le tissu en trois sections dans leur simulation. La
méthode est, par exemple, utilisée pour représenter le port d�habits dans l�industrie du
prêt à porter et requiert les propriétés mécaniques du tissu et la forme du produit �nal
comme entrée. Le but principal n�est pas d�avoir un état de déformation ou de contraintes
mais plutôt la forme générale du produit �nal. C�est probablement pour cette raison
qu�on ne trouve pas d�applications adaptées à cette méthode dans l�industrie mécanique.
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1.3 Modèles masses/ressorts

Dans les systèmes masses/ressorts [Pro95, HP98], toutes les contributions énergé-
tiques du tissu sont modélisées en terme de masses ponctuelles représentant les points
de contacts entre chaîne et trame et des ressorts qui dé�nissent les principaux méca-
nismes de déformation du tissu : tension, �exion et cisaillement (�gure 1.12).

Ressorts de tension

,i jP

, 1i jP +

1,i jP +

,i jP

, 2i jP +

2,i jP +

Ressorts de flexion

,i jP

, 1i jP +

1,i jP +

Ressorts de cisaillement

a

,i jP
1,i jP + 2,i jP +

, 1i jP +

, 2i jP +

b

Fig. 1.12: Système masse/ressorts [Pro95].

En combinant les avantages des méthodes géométriques et les modèles physiques,
quelques chercheurs ont présenté des modèles hybrides. Rudomin [Rud90] a utilisé une
de ces méthodes mixtes. Il a développé une technique géométrique pour créer une estima-
tion grossière de la forme générale du tissu pendant par plusieurs points contraints. La
technique produit un ensemble de polygones en 3D. Il a suggéré que sa méthode pouvait
servir de con�guration initiale pour un modèle physique du tissu. Plusieurs auteurs ont
proposé par la suite des extensions et des améliorations par des techniques de remaillage
[HPH96, Vil02].
Zhang et al. [ZY01] ont proposé une technique de maillage multi-niveaux a�n de

produire une simulation plus réaliste du drapé de tissu. La masse n�est plus en interaction
uniquement avec ses voisins immédiats, mais aussi avec toutes les masses avoisinantes
(�gure 1.13). Le lien entre les di¤érentes masses est soumis aux règles suivantes :
� Les ressorts de tension lient les masses directement connectées entre elles. Ils sont
responsables des plus fortes tensions internes en traction et en compression.

� Les ressorts en biais sont sur la diagonale et lient deux masses qui sont sur deux
triangles partageant une arrête. Ces mêmes ressorts servent aussi à représenter la
�exion.

Magno et al. [MG01] ont rédigé une note pour la modélisation mésoscopique en
grandes perturbations de matériaux textiles. Ils ont formulé à l�échelle de l�ondulation
d�un �l une loi de comportement micropolaire en grandes perturbations dans laquelle on
modélise le matériau par un treillis de poutres ondulées périodiques ; par passage à la
limite sur la taille de la cellule de base, on obtient une loi de comportement micropolaire
d�un matériau continu équivalent au matériau discret initial. La microrotation décrit les
e¤ets locaux de rotation des �ls sur l�échelle d�ondulation d�un �l.
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Ressort de tension
Masse

Ressort flexion et
de cisaillement

P

Fig. 1.13: Système masse-ressort (ne sont représentés que les ressorts de biais liés à la
masse P).

Ben Boubaker et al. [BBHG02] ont proposé un modèle du type Provot [Pro95]. L�éner-
gie potentielle totale est la somme des énergies potentielles de tension, de �exion et de
cisaillement plan auxquels ils ont rajouté une énergie qui décrit la torsion du tissu. Dans
un travail plus récent, ils ont essayé d�introduire l�e¤et des couplages entre les directions
chaîne et trame [BHG03].

1.4 Modèles à barres

Dans ce type de modèles, les �bres dans une maille élémentaire sont représentées par
des éléments �nis de type poutre ou barre rigide. Les interactions entre ces derniers,
comme le cisaillement, la compaction et le blocage en cisaillement, sont généralement
modélisés par des ressorts.
Dans ce contexte, Ascough et al. [ABB96] ont utilisé un modèle d�élément poutre

en grand déplacement pour la simulation du drapage d�un tissu. Le comportement en
�exion est gouverné par la rigidité des éléments poutres. L�objectif était de prédire la
forme générale du tissu du drapé de tissu plutôt que l�investigation de la réorientation
des �bres. Cependant, une représentation plus réaliste du drapé de tissu demande un
ra¢ nement du maillage de la structure et, par conséquent, augmente considérablement
le temps de calcul.
Un modèle plus �n a été proposé par Kato et al. [KYM99] : ils utilisent une repré-

sentation en maille élémentaire basée sur un modèle en treillis du tissu. Une maille du
tissu (Figure 1.14) est représentée par des barres (Fils chaîne et trame), des ressorts de
tension dans les directions des �ls (B et C), des ressorts dans la direction bias (D) et des
barres dans la direction transvere (E), une couche enduite comptant pour le cisaillement
pouvant être représentée par une plaque (R).
Sidhu et al. [SARP01] ont présenté un modèle où les �bres sont représentées par

des éléments poutres et où les di¤érentes interactions sont, cette fois, représentées par
des éléments coques. Les éléments poutres sont utilisés pour modéliser les mèches et les
éléments coques (matériau �ctif) pour modéliser le frottement et les autres interactions
entre les mèches. Le matériau �ctif constituant les éléments coques est appelé milieu de
transition.
L�élément coque possède des mèches connectées à chacun de ces noeuds. L�uniformité

entre les éléments est obtenue, dans le modèle complet, par le fait que chaque élément
coque di¤ère d�un autre par simple rotation. Les éléments représentant les mèches ne
sont pas connectés entre eux, c�est-à-dire qu�ils n�ont pas de noeuds communs de façon



1.4 Modèles à barres 15

a
b

B
DE

A

C

ξ

η
R

a

b

Fig. 1.14: Modèle en treillis du tissu.

à introduire un certain glissement dans le modèle. A cause de l�absence de symétrie
due à l�emploi d�une connectivité non conventionnelle, les éléments coques se déforment
dans un mode cyclique non-uniforme. C�est pour cette raison que les mêmes auteurs ont
proposé un nouveau modèle appelé modèle de damier où la symétrie dans la direction
de chargement et celle des mèches ont été traitées (�gure 1.15).

(a) (b)

Fig. 1.15: (a) Elément de volume pour le modèle de damier, (b) les deux types de
connectivité entre éléments poutres et modèle de transition.

Tanov et al. [TB03] ont utilisé ce type de modélisation pour simuler le gon�ement
d�un airbag latéral de voiture par éléments �nis. Les mèches du tissu sont dé�nies par
des barres rigides inter-connectées avec deux ressorts sur les diagonales de la maille
élémentaire (�gure 1.16).

a

b

a

b

(a) (b)

Fig. 1.16: Représentation de la cellule élémentaire (modèles à barres) (a) : un ressort
sur la diagonale, (b) : deux ressorts sur la diagonale.

Sharma et Sutcli¤e [SS04] ont représenté une maille élémentaire dans un réseau de



16 Approche discrète

barres inter-connectées. Pour introduire une rigidité de cisaillement dans la maille élé-
mentaire, un ressort est ajouté sur la diagonale. Un calcul éléments �nis permet la
prédiction du drapage.
King et al. [KJS05] ont adopté une représentation plus �ne se basant sur le modèle

analytique de Kawabata [KNK73]. Les mèches sont représentées par un réseau de barres,
souples en tension et in�niment rigides en �exion, articulées à leurs extrémités. Les e¤ets
de la �exion des mèches sont modélisés par des ressorts tandis que la disposition des
éléments est située hors plan pour prendre en compte l�e¤et d�aplatissement du tissu.

1.5 Conclusion

Les procédures de drapage géométrique sont assez simples dans leurs applications et
leur implémentation ne requiert pas de puissants moyens de calcul. Les résultats sont
relativement concordants avec la réalité si la forme du produit est convexe. Les solutions
obtenues peuvent être assez médiocres quand l�apparition des plis ou le glissement sont
observés. La méthode ne prend pas en compte les conditions de mise en forme et ne peut
représenter les propriétés du composite. L�hypothèse de rigidité de cisaillement nulle
dans le plan peut, elle aussi, conduire à des erreurs de prédiction dans le cas de tissus
denses. L�approche peut s�avérer impossible avec l�existence de discontinuités ou de trous
dans le produit à draper.
Les modèles du type mécanique (particules, masses/ressorts et à barres) procurent,

par l�absence d�un nombre important de paramètres d�entrée, une certaine simplicité
d�utilisation et une relative facilité de construction. Ils traduisent bien la particularité
de la structure interne au niveau microscopique ou mésoscopique. La di¢ culté, cepen-
dant, réside dans le très grand nombre de composants représentés à l�échelle locale et
la simulation peut être très coûteuse dans le cas d�une géométrie complexe. Peu de tra-
vaux se sont intéressés à l�intégration du comportement de la résine dans le cas de tissus
imprégnés.
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Chapitre 2

Approche continue

Les procédés de formage des composites incluent de larges déplacements, de grandes
rotations et de grands cisaillements intra-plis qui peuvent avoir un e¤et signi�catif à
la fois sur le procédé et sur les propriétés structurales du produit �ni. La formabilité
d�un composite pré-imprégné se trouve limitée par l�architecture du renfort, par ses
propriétés mécaniques (comportement de la résine entre autres) et par la géométrie des
outils. Plusieurs mécanismes de déformation entrent en jeu : une grande déformation et
un blocage en cisaillement ; l�extension des �bres et leur rupture au-delà d�une certaine
limite ; la �exion et le glissement entre �bres dus aux déplacements des mèches dans le
plan et hors-plan ; en�n, la compression des mèches et les �ambements locaux des �bres.

L�approche continue peut être classée en deux catégories. La première regroupe les
modèles qui proposent une formulation de la loi de comportement globale à partir de
la modélisation séparée des mécanismes de déformation régissant le milieu : on parlera
de comportement découplé /multicomposants (§ 2.1.). La seconde catégorie renvoie aux
modèles qui supposent un comportement unique, qui est généralement modélisé par un
comportement orthotrope initial qui peut évoluer au cours de la mise en forme. L�équa-
tion constitutive prend, en général, en considération les interactions entre la matrice et
le renfort grâce à di¤érentes méthodes d�homogénéisation (§ 2.2.).

2.1 Comportement découplé/multicomposants

Les modèles multi-composants consistent en une combinaison de plusieurs modèles
de comportement, chacun décrivant un mécanisme de déformation spéci�que à un char-
gement donné. Dans ces derniers, les �bres sont assez souvent représentées par un com-
portement élastique linéaire. Les mécanismes de déformation donnant lieu à une mo-
délisation découplée sont principalement : le comportement visqueux de la résine, la
réorientation des �bres, le cisaillement intraplis, la �exion.

De nombreux travaux sont consacrés à l�étude de ces mécanismes de déformations.
Dans les sections qui suivent, nous présenterons ces di¤érents mécanismes subis par le
matériau au cours de sa mise en forme, ainsi que les approches liées à leur modélisation.
Les comportements de la matrice, puis ceux du renfort sont traités séparément.
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2.1.1 Comportement du renfort

2.1.1.1 Cisaillement intraplis

Le cisaillement intraplis est le principal mécanisme de déformation dans la mise en
forme des composites [TG89]. L�apparition des plis survient généralement quand le ci-
saillement nécessaire à former une pièce d�une géométrie particulière est trop élevé.
La sollicitation en cisaillement implique dans l�éprouvette des variations d�orientation

entre les réseaux chaîne et trame, on parle d�e¤et "treillis" : durant le cisaillement, des
changements importants apparaissent dans la géométrie de la maille élémentaire qui
engendrent des non-linéarités de type géométrique à l�échelle mésoscopique liées aux
réarrangements des mèches et à leur écrasement latéral. La forme des sections ainsi que
les paramètres d�agencement du tissu s�en trouvent modi�és.
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Fig. 2.1: Comportement en cisaillement typique d�un composite à renfort tissé.

Les essais de cisaillement plan pratiqués sur des renforts tissés montrent que ces der-
niers exhibent typiquement trois phases principales de cisaillement reportés sur la �gure
2.1. La première (I) correspond à un comportement élastique de faible rigidité où le
cisaillement est dû à une �exion dans le plan des mèches. La deuxième (II) correspond
à une linéarité du comportement suivie d�une rigidi�cation progressive due à la rota-
tion avec frottement des réseaux de �bres : les mailles élémentaires n�étant pas toutes
rigoureusement identiques, ces contacts n�interviennent pas tous au même moment.
Le début de la dernière zone (III) correpond à la �n de cette rigidi�cation lorsque

toutes les mèches parallèles sont en contact. Tous les interstices dans le tissu sont alors
fermés ; le tissu est dit "bloqué", les contraintes au sein du renfort deviennent très élevées,
les rotations supplémentaires sont limitées par la compressibilité latérale des mèches qui
explique la forte rigidité observée. Par conséquent, les e¤orts de cisaillement et de com-
pression établis à cette limite sont compensés par le plissement du tissu et un �ambement
local des mèches qui créent des plis dans le renfort. Comme le tissu subit ces trois phases
de déformation, l�architecture du renfort change de manière à s�y accomoder [GLP68].
L�angle de cisaillement entre réseaux chaîne et trame peut alors être utilisé comme

mesure de la déformation de cisaillement [PC97]. Avant qu�une déformation ne survienne,
cet angle est de 90� (�gure 2.2.a) pour les composites tissés. Plus le tissu est cisaillé,
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Fig. 2.2: (a) Etat initial, (b) pendant le cisaillement, (c) blocage et (d) apparition de
plis après blocage.

plus la densité des mèches dans le sens chaîne et le sens trame augmente, et ce jusqu�à
ce que l�angle de cisaillement critique soit atteint (�gure 2.2.c).
L�angle de blocage est dé�nit comme étant l�angle avant lequel le tissu �ambe. Il peut

être utilisé comme unité caractéristique décrivant le potentiel d�un tissu à être conforme
à une surface particulière. Si la géométrie de la pièce à reproduire ainsi que l�angle de
blocage sont connus à priori, on peut alors prévoir si le tissu en considération aura des
plissements ou non.
La réponse en cisaillement peut toutefois être modi�ée. Le changement dans l�espa-

cement entre les mèches résulte d�un glissement autour des zones de contact ou d�un
changement de la géométrie des mèches. Ce type de déformation dépend des e¤orts agis-
sant dans le plan et peuvent ainsi modi�er cette réponse. Sharma et al. [SSCL01] ont
mesuré la géométrie des mèches et ont trouvé que le glissement survient même à de
faibles taux de cisaillement et qu�il est signi�catif dans les zones où l�e¤ort de drapage
était appliqué dans une direction asymétrique du renfort. Wang et al. [WPP99] ont me-
suré le glissement et ont reporté la même sensibilité directionnelle. Le glissement dépend
alors du type de renfort et de la géométrie des constituants.

2.1.1.1.1 Tests de caractérisation Plusieurs travaux ont été conduits sur le dé-
veloppement de tests pour la détermination des propriétés de cisaillement des tissus.
Ces méthodes de caractérisation sont choisies de manière à faire varier les e¤orts dans le
plan ; elles permettent de comprendre comment les contraintes dans le plan in�uencent
la réponse du matériau au cours de sa mise en forme.

i. KES-F (Kawabata Evaluation System for Fabrics)

C�est un ensemble d�équipements de mesure qui sert à caractériser le comportement
d�un tissu sous un faible chargement de �exion, de cisaillement et de traction et qui
permet, entre autres, la détermination de sa rugosité et de sa compressibilité [Kaw80b].
La procédure de caractérisation du cisaillement plan consiste à bloquer un échantillon

de tissu le long de deux bords opposés et à l�étirer par application d�une tension souvent
de 10 N/m sur l�un des bords (�gure 2.3). Ce type de test est similaire à un test de
cisaillement manuel qui est souvent appliqué pour déterminer qualitativement l�angle de
blocage.
Hu et Zhang [HZ97] ont analysé les contraintes générées dans ce type de test. Ils ont

conclu que, du fait de la présence de coins et de la présence simultanée de tension et
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Direction du cisaillement

Tension

Fig. 2.3: Test de cisaillement selon KES-F.

de cisaillement, l�échantillon (de dimension 200�50 mm) n�est pas tout à fait sujet à un
cisaillement pur.

ii. Cadre déformable

L�essai du cadre déformable (Picture Frame Test) est le test le plus utilisé actuelle-
ment dans la caractérisation du cisaillement plan d�un renfort donné. Il inclut le cisaille-
ment d�un échantillon (de dimension souvent 200�200 mm) où deux coins diagonalement
opposés du cadre sont écartés à une vitesse de déplacement constante. Si les �bres sont
supposées inextensibles, le renfort est sousmis typiquement à un cisaillement pur avant
qu�il y ait apparition de plis. Pour éviter tout e¤et de bord, l�échantillon doit être posé
minutieusement et bloqué sur les côtés sans pré-contraindre le renfort. Il peut être soit
épinglé, soit maintenu par des barres [MB97].
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Fig. 2.4: Essai du cadre déformable.

La procédure est simple et les résultats obtenus sont raisonnablement reproductibles
[Dum03a]. Puisque la déformation du matériau est essentiellement homogène au sein
de l�échantillon (en négligeant les e¤ets de bords), la cinématique du test est aisément
calculable, facilitant ainsi une analyse rhéologique des résultats dans le cas de composites
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à matrice polymère. L�avantage majeur de ce test est que l�angle de cisaillement ainsi que
le taux de cisaillement sont directement reliés au déplacement et au taux de déplacement
de l�articulation [HCL04].
La �gure 2.4 montre la déformation à laquelle est sujet le matériau testé. La relation

entre le système de coordonnées de référence Xi et le système de coordonnées lié à la
matière xi est donné par
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Le tenseur taux de déformation ainsi que la quantité invariante DijDij utilisée dans la
représentation de la dépendance de la réponse de la matière au taux de cisaillement
peuvent alors être calculés et valent
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La longueur de chaque côté de l�échantillon carré est généralement de 200 mm tandis
que l�épaisseur varie selon le renfort testé. La longueur du côté du cadre est notée LBar.
L�expression reliant le déplacement de l�articulation à l�angle 
 est

d = (2LBar) cos
��
4
� 

2

�
�
p
2LBar (2.3)

et la relation reliant le taux de déplacement _d au taux de cisaillement _
 est

_d = LBar _
 sin
��
4
� 

2

�
(2.4)

Dans une étude expérimentale, la vitesse de déplacement de l�articulation est géné-
ralement choisie constante, ce qui implique une variation du taux de cisaillement pour
des valeurs di¤érentes du taux de déplacement (�gure 2.5).
Ce type de test fournit aussi un excellent moyen de validation de modèles théoriques

utilisés dans la prédiction du comportement rhéologique d�un matériau composite donné
[MB97]. Etant donnée la courbe force déplacement obtenue expérimentalement, il su¢ t
d�égaliser l�énergie de déformation relative à la loi de comportement utilisée à l�énergie
fournit au cadre

F _d =

Z


�ijDijd
 (2.5)

Pour minimiser l�e¤et de la viscosité, les essais sont généralement conduits à une
vitesse de 5 mm/mn. Typiquement dans l�essai du cadre déformable, la vitesse est de
10 mm/mn [NHP99]. Le fait de réduire cette dernière n�altère pas signi�cativement la
caractérisation matérielle du cisaillement. Cette spéculation a été reportée par Wang
[WPP99] qui a montré que la variation minimale du module de cisaillement est obtenue
pour une plage de vitesse allant de 1 à 10 mm/mn.
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Fig. 2.5: In�uence de la vitesse de déplacement sur le taux de cisaillement.

Une loi de comportement élastique est souvent utilisée pour la modélisation du ci-
saillement avant plissement. Plusieurs auteurs utilisent ce test pour déterminer la rigidité
de cisaillement du tissu. Le module de cisaillement calculé est utilisé comme donnée d�en-
trée dans la simulation de la mise en forme des renforts secs ou pré-imprégnés. Même si
l�essai de cadre déformable a toujours besoin d�une campagne d�essai intensive, il reste
toujours le test le plus utilisé pour la caractérisation des propriétés mécaniques du tissu
et reste un outil indispensable.

iii. Extension bias

Ce test peut être e¤ectué selon deux procédures possibles. La première suit le système
FAST (Fabric Assurance by Simple Testing) : elle est dévelopée par CSIRO [Min95] pour
le contrôle et l�assurance qualité d�un tissu. Elle consiste en une série d�instruments et
de méthodes de tests relativement moins robustes et plus simples d�utilisation que ceux
du KES. Ce test est très semblable à ce dernier pour ce qui est de la caractérisation des
rigidités de �exion, de cisaillement et de tension sauf qu�il permet, en plus, de spéci�er
la stabilité dimensionnelle d�un tissu.
Ce test emploie principalement l�extension bias comme mesure du cisaillement. La

procédure suit aussi la norme ASTM D1774-93 qui consiste à étirer un échantillon rec-
tangulaire de longueur 200 mm pour 75 mm de largeur. Ce dernier, dont les directions
chaîne et trame sont orientées à �45� par rapport à la direction de chargement, est
maintenu par des mords de façon à prévenir un éventuel glissement.
La �gure 2.6 montre les zones remarquables sollicitées dans ce test : la zone A est

soumise à un cisaillement pur, alors que la zone C reste non déformée. La zone B est
soumise à la combinaison d�un glissement et d�un cisaillement. On peut montrer que
l�angle de cisaillement dans la zone B est la moitité de l�angle de cisaillement total.
Le matériau peut être caractérisé par le rapport de la longueur et la largeur du tissu

où la longueur doit être au moins deux fois la largeur du tissu. L�angle de cisaillement
dans ce cas est mesuré à partir de la grille initiale constituée par les �bres, et donné par
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�

2
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Fig. 2.6: Echantillon idéalisé soumis à un essai d�extension bias.

De façon similaire à l�essai du cadre déformable, l�extension bias est de principe
simple à produire et fournit aussi des résultats relativement reproductibles [Pot79, Ske76,
PW00, RBM00]. Le test peut aussi servir dans la détermination de l�angle de blocage.
Contrairement à l�essai de cadre déformable, l�échantillon dans ce test est moins sensible
aux e¤ets de bords et la fusion de la résine autour des barres de maintien, durant des
essais à hautes température, a moins d�in�uence que dans le précédent test.
Par contre, l�analyse des résultats passe principalement par une analyse optique com-

pliquée des échantillons qui peut l�être encore plus dans le cas de test à hautes tempéra-
tures. Le champ de déformation n�est pas homogène (combinaison de cisaillement pur et
de glissement) et ne permet pas une analyse rhéologique précise des échantillons [JC95]
[MB97].

iv. Analyse des e¤orts

Parce qu�on ne peut pas mesurer précisément l�épaisseur du tissu au cours de la défor-
mation, l�estimation des contraintes locales est assez di¢ cile, voire impossible [SSC03].
Dans ce cas, un e¤ort par unité de longueur N est utilisé pour l�analyse des résultats
expérimentaux.

yN
LNLN

sinxN φ
SN

SN

2φ
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y
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cosyN φ
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Fig. 2.7: Lignes de chargement au sein du matériau dans le système de coordonnées
global (Nx et Ny) et dans le système de coordonnées matériel (NL et NS).

Dans le cas de l�extension bias, les e¤orts sont obtenus par l�hypothèse d�une distri-
bution uniforme le long de la largeur et par le rapport de la force mesurée Fx et de la
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largeur W à l�emplacement de la jauge.

Nx =
Fx
W

(2.7)

Pour la traction biaxiale, on suppose une distribution uniforme autour de la section
au voisinage de la jauge centrale donnée par W �L , de façon à exprimer les e¤orts par
unité de longueur comme suit

Nx =
Fx
W
, Ny =

Fy
W

(2.8)

Pour mieux comprendre et modéliser les mécanismes de déformation, il est utile de
décomposer l�e¤ort en composantes de tension NL le long des mèches et des composantes
de cisaillement NS agissant parallèlement à la direction des mèches (�gure 3b). Les
conditions d�équilibre donnent

Nx sin� = NS cos�+NL sin 2� cos� (2.9)

Ny cos� = NS sin�+NL sin 2� sin� (2.10)

où � = �=4 � �=2 est l�angle entre les mèches et l�axe x. Ces e¤orts sont alors obtenus
comme suit

NL =
Nx sin

2 �+Ny cos
2 �

4 sin2 � cos2 �
(2.11)

NS =
Nx sin

2 ��Ny cos2 �
4 sin2 � cos2 �

(2.12)

pour l�extension bias, les équations suivantes peuvent être utilisées en mettant à Ny = 0:
Pour l�essai du cadre déformable, les e¤orts par unité de longueur sont reliés à l�e¤ort
appliqué F par

NS =
F

2L cos(�=4� �=2) (2.13)

Il n�est pas possible de déduire avec précision les e¤orts agissant le long de la direction
des mèches. Ceci dépend de la pré-contrainte dans le matériau et du changement de la
géométrie durant la déformation.

v. Normalisation de l�e¤ort

Le problème majeur dans l�utilisation du cadre déformable est que les résultats dif-
fèrent substentiellement d�une étude expérimentale à une autre bien que les conditions du
test pour un échantillon donné soient les mêmes. Une question peut alors être soulevée :
"comment corréler et comparer les données expérimentales obtenues dans les di¤érents
laboratoires ? Doit-on normaliser l�e¤ort de réaction du cadre déformable par rapport à
longueur ou la surface de l�échantillon testé ?" [PXC+02].
Plusieurs travaux, notamment celui de Harrison et al. [HCL04], ont suggéré que l�e¤ort

de cisaillement ou l�e¤ort axial produit par les composites tissés devraient être normalisés
par rapport à la taille de la surface de l�échantillon en admettant que l�e¤ort mesuré est
directement proportionnel au nombre de zones de contact subissant la déformation. La
procédure suggère que l�argument de normalisation soit la longueur des côtés plutôt que
la surface.
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Fig. 2.8: Schéma de deux essais de cadre déformable de dimensions di¤érentes (renfort
est maintenu sur tout le bord) [HCL04].

La �gure 2.8 montre deux essais de tailles di¤érentes où le renfort est maintenu sur
tout le bord du cadre. L�énergie nécessaire pour déplacer le coin est

Pi = Fi _di (2.14)

i = 1 ou 2 représente respectivement le premier essai ou le deuxième. Fi sont les e¤orts
mesurés et _di sont les taux de déplacement des articulations. On note que

_di = _
 sin
��
4
� 

2

�
Li (2.15)

Si le taux de cisaillement _
 est le même dans les deux tests (�gures 2.8.a et 2.8.b) et
le matériau est cisaillé d�un même angle, alors la dernière équation peut s�écrire

_di = kLi (2.16)

où k est la même constante dans les deux équations et on a

Pi = kFiLi (2.17)

Si l�énergie dissipée par un matériau incompressible donné à une déformation donnée
et un taux de déformation donné, augmente de façon linéaire avec le volume du matériau
déformé, alors, pour une épaisseur initiale constante, l�énergie de contrainte générée en
cisaillement dans le cadre, à un angle et à un taux de cisaillement donnés, va croître
linéairement avec l�aire de l�échantillon.
Cet argument est donné sous l�hypothèse que le matériau est homogène indépendam-

ment de la taille de l�échantillon et donc

P _ V _ A0 _ L2 (2.18)

où V est le volume du matériau et A0 est l�aire initiale. Ceci peut être écrit

Pi = cTL
2
i (2.19)
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où T est l�épaisseur du matériau et c la dissipation d�énergie par unité de volume qui est
constante à n�importe quel angle et taux de cisaillement donnés. L�équation est substituée
à 2.14 pour donner

cTLi = kFi (2.20)

et qui peut être utilisée pour montrer que

cT

k
=
F1
L1

=
F2
L2

(2.21)

où cT
k est une constante pour un angle et un taux de cisaillement donnés. On peut

alors, en considérant l�énergie nécessaire pour étirer le cadre, montrer que deux cadres
de dimensions di¤érentes vont donner un même rapport entre l�e¤ort et la longueur de
côté quand ils sont cisaillés du même angle. Ce résultat est implicite en utilisant une
approche de la mécanique des milieux continus.
Peng et al. [PCC+04, PXC+02] ont proposé une procédure de normalisation plus

générale que la précédénte dans le sens où deux types d�échantillons y sont considérés,
un renfort rectangulaire maintenu sur tout le bord (�gure 2.8) et un autre maintenu
uniquement sur une partie du bord limitant ainsi la surface utile à l�étude (�gure 2.9).

1 1,F d&

2 2,F d&

(a) (b)

CadreL

Cadrel
Renfortl

RenfortL
1A

2A

Fig. 2.9: Schéma de deux essais de cadre déformable de dimensions di¤érentes (renfort
maintenu sur une partie du bord) [PCC+04, PXC+02].

La normalisation est, de façon similaire, e¤ectuée par une analyse énergétique des
deux types d�essai où elle est dépendante de la con�guration de ce dernier, l�argument
de normalisation étant la longueur. La normalisation se réduit à un rapport de longueur
dé�ni par l�équation suivante

�F2
�F1
=
L2Renfort=LCadre

l2Renfort=lCadre
(2.22)

�F2 et �F1 sont les e¤orts atteints en �n de course par les points A1 et A2. L�équation
précédente se simpli�e dans le cas du premier échantillon de la �gure 2.8 en mettant
LRenfort = LCadre et lRenfort = lCadre.
Les arguments utilisés dans la normalisation de l�essai du cadre déformable s�ap-

pliquent aussi au test d�extension biaxiale. Les résultats peuvent alors être normalisés
par l�utilisation d�une longueur caractéristique pour une comparaison de ces derniers
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conduits à un même taux de cisaillement ou à une même vitesse de déplacement. Par
contre, une méthode de normalisation de l�extension bias pour une comparaison avec
l�essai de cadre déformable est moins évidente à cause de la nature di¤érente des défor-
mations dans les deux cas.
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Fig. 2.10: Comparaison entre l�essai de cadre déformable et l�extension bias.

Harrison et al. [HCL02] ont comparé les réponses de l�essai du cadre déformable et
l�essai d�extension bias pour la détermination du facteur cTk calculé auparavant dans le
cas de l�essai du cadre déformable. Ce facteur peut être utilisé pour la normalisation des
données des tests d�extension bias par comparaison avec les données de l�essai de cadre
équivalent normalisé.
En utilisant un modèle assez simple de déformation et en incluant la contribution

relative des zones A et B à l�énergie de déformation dans l�essai d�extension bias pour
normaliser l�e¤ort appliqué, ils ont trouvé une bonne concordance entre les résultats
analytiques et expérimentaux. La �gure 2.10 montre trois géométries di¤érentes des
deux tests : (a) cadre avant et après déformation, (b) une géométrie hypothétique avant
et après déformation utilisée pour le développement des arguments de la normalisation et
de comparaison des résultats produits par les deux tests et (c) un test typique d�extension
bias.

2.1.1.1.2 Modélisation de la contrainte de cisaillement Généralement et pour
des �ns de simpli�cation et de réduction de coût des simulations numériques de la mise
en forme d�un renfort sec ou pré-imprégné, la contrainte de cisaillement est prise en
compte par le biais de la loi de Hooke où un module de cisaillement est à spéci�er.
Toutes les études se basent principalement sur la cinématique du cadre déformable pour
la détermination du module de cisaillement avant et après blocage. Une combinaison
de l�étude d�équilibre et du modèle de l�essai de cadre déformable constitue une bonne
prédiction des propriétés du tissu.
Les équations d�équilibre de la maille élémentaire sont utilisées pour prédire les pro-

priétés du tissu théoriquement. La contrainte de cisaillement est obtenue par interpola-
tion des courbes expérimentales de l�essai de cadre déformable, le module de cisaillement
étant le rapport de cette contrainte par la déformation de cisaillement [LCLS05]

GCi s =
�Ci s
�Ci s

(2.23)
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Il est di¢ cile de mesurer ou de décrire un état de contrainte dans un renfort tissé, c�est
pour cela qu�on utilise plutôt une formulation en e¤ort par unité de longueur divisée en
composantes de tension et composantes de cisaillement le long de la direction des mèches
ainsi que celle de cisaillement.
Sharma et al. [SS04] ont représenté le cisaillement par un comportement élastique

non linéaire traduit par l�utilisation d�éléments élastiques sur la diagonale des éléments
utilisés. Ces derniers possèdent une réponse non-linéaire en contrainte fonction de la dé-
formation de cisaillement �Ci s = f(�Ci s). Elle a été implémentée en utilisant les courbes
de contraintes/déformations Nx = f1(�x) dans l�option élastique plastique de solveur
MARC.
Cette courbe est obtenue à partir des essais de cisaillement en extension bias. En

égalisant l�e¤ort extérieur appliqué à l�élément de volume de largeur initiale
p
2L�elt avec

l�e¤ort de cisaillement dans l�élément, ce qui donne

Nx
p
2L�elt = A�Ci s (2.24)

ainsi la réponse de l�élément �Ci s = f(�Ci s) est reliée à la réponse de la matière Nx =

f1(�x) par un simple facteur d�échelle
p
2L�elt
A :

Dans le cas de quelques composites à matrice thermodurcissable, les modèles de type
IFRF présentés (§ 3.2.1.1.1) échouent à eux seuls à représenter les données expérimen-
tales lors d�un essai de cadre déformable. Des données expérimentales montrent que la
plasticité est plus appropriée que la loi élastique pour la simulation de la rigidité de
cisaillement (indépendante du taux de déformation) [YZM03].
Dans les travaux de Yu et al. [YZM03], le modèle IFRF a été modi�é par l�ajout d�un

matériau viscoplastique à écrouissage isotrope. Pour re�éter le fait que la viscosité du
modèle est une viscosité équivalente du composite, le modèle de cisaillement est écrit
sous une forme générale

Cisaillement intraplis = f(taux de déformation, structure �bres/matrice) (2.25)

où le pro�l de la déformation dans le plan est dominé par les déformations de treillis. Deux
modèles peuvent être utilisés pour une implémentation EF, un modèle élasto-plastique
pour modéliser le cisaillement intraplis à travers le moment dans le plan agissant contre
la variation d�angle des �bres. La loi de comportement de l�articulation peut être écrite
sous la forme ou par le biais une loi d�écrouissage isotrope dont le pro�l de déformation
est contraint par la déformation de treillis.

M = fM ( _�; �) ou � = f�(_�; �) (2.26)

où fM et f� sont déterminées plutôt expérimentalement.
Quelques matériaux présentent un comportement di¤érent en cisaillement par rapport

à la direction de chargement [YHL05]. Dans ce cas, la contrainte de cisaillement peut
être déterminée par l�utilisation d�un système non orthogonal et par l�utilisation d�une
base de vecteurs covariants dans un essai de cadre déformable (�gure 2.11).
L�e¤ort résultant lié au cisaillement est le suivant :

Fs =
FR(
)

2 cos(�=4� 
=2) (2.27)
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Fig. 2.11: Cinématique de l�essai de cadre déformable et construction de la base
covariante normée (g1;g2) [YHL05].

Les contraintes actuellles agissant sur le spécimen peuvent être exprimées en se basant
sur le système de vecteurs non-orthogonal (g1;g2)

g1 = g11e1 + g
2
1e2,

q�
g11
�2
+
�
g21
�2
= 1 (2.28)

g2 = g12e1 + g
2
2e2,

q�
g12
�2
+
�
g22
�2
= 1 (2.29)

où e1, e2 représentent un système de coordonnées �xe durant le cisaillement du cadre.
La contrainte instantannée dans le specimen pendant le cisaillement peut être exprimée
à l�aide du système de coordonnées non-orthogonal comme indiqué sur la �gure

� = �12g1 
 g2 + �21g2 
 g1 (2.30)

=
Fs
lc

�p
g11g1 
 g2 +

p
g22g2 
 g1

�
(2.31)

La rigidité du matériau peut être déterminée par la di¤érentiation de l�équation par
respect à l�angle 
 dans la con�guration déformée, ce qui donne

d�

d

= G1

�
2g11g

1
2 g11g

2
2 + g

1
2g
2
1

g11g
2
2 + g

1
2g
2
1 2g21g

2
2

�
+G2

�
g11g

2
2 � g21g12 0
0 g11g

2
2 � g21g12

�
(2.32)

où G1 = 1
lc

n
dFs
d


p
g11 + Fs

p
g11(g11 � 1)

o
et G2 =

�
Fs
lc

�p
g11:

On obtient �nalement l�incrément de contrainte, contribution du cisaillement, en fonc-
tion de l�incrément d�angle de cisaillement par la relation

�� =

8<:
��xx
��yy
��xy

9=; =

24 0 0 2G1g
1
1g
1
2 +G2(g

1
1g
2
2 � g21g12)

0 0 2G1g
2
1g
2
2 +G2(g

1
1g
2
2 � g21g12)

0 0 G1(g
1
1g
2
2 � g21g12)

358<:
0
0
�


9=; (2.33)

relation qui peut être ajoutée au calcul des contraintes par exemple dans le cas des
modèles IFRF où la rigidité de cisaillement est nulle à un taux de déformation nul.
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1. Modèles tenant compte de la mesostructure et détermination analytique de l�angle

de blocage

Un nombre important de modèles analytiques basés sur la mesostructure du tissu
ont été développés pour l�étude de son comportement. Ces modèles peuvent être utilisés
pour quanti�er les propriétés mécaniques d�un milieu continu tissé [HGB69]. Le plus
souvent utilisé est celui de Peirce [Pei37], qui fournit un cadre mathématique pour relier
les paramètres qui décrivent la con�guration d�un tissé par des mèches circulaires.
Beaucoup d�articles ont employé une version modi�ée du modèle géométrique de

Peirce où la section est rapprochée à la forme réelle des mèches (non-circulaire). Warren
[War92] a utilisé ce type de formulation pour prédire la réponse du tissu dans le cas
d�un test de tension uni et bi-axiale le long des directions des mèches. Il s�est basé dans
son étude sur la théorie des poutres en couplant la tension des mèches avec les e¤ets de
�exion hors-plan. Sagar et al. [SPH03] ont aussi utilisé un modèle modi�é de Peirce pour
déterminer la con�guration du tissu par rapport à un chargement donné. Cependant, tous
les modèles analytiques ne sont valides que dans le cas de chargement spéci�que. Par
exemple, les modèles de Warren et Sagar supposent une distribution orthogonale des
familles de �bres et donc aucun de ces modèles ne permet une prise en compte de la
déformation de cisaillement.
Un des premiers modèles proposés dans la littérature, est celui de Prodromou et Chen

[PC97] qui ont proposé un modèle cinématique simple. Leurs calculs sont e¤ectués sur
la maille illustrée �gure (2.12). Par cisaillement, la valeur initiale est à 45� de l�angle
diminue jusqu�à ce qu�elle atteigne la moitié de l�angle de blocage.

0L
0 2θ

0L′

0L

0L′

2θ

L

L′

Fig. 2.12: Cinématique du cisaillement avant (a) et après déformation (b) [PC97].

La magnétude de l�angle de cisaillement fonction du déplacement va varier selon le
type de renfort en fonction de l�espacement entre deux mèches successives

cos � = cos �0(1 + "l) avec "l =
L0 � L00
L00

=
L cos � � L0 cos �0

L0 cos �0
(2.34)

L représente l�espacement entre les mèches et L0 la moitié de la diagonale de la maille
élémentaire. Prodromou et Chen ont supposé que la valeur minimale de l�angle de blocage
survient quand la distance entre réseaux chaînes et trame est nulle, ce qui correspond à
la relation suivante

�B = arcsin
t

L
(2.35)
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Par le biais de ce modèle, on peut montrer que l�angle de blocage dépend uniquement
du rapport largeur de mèche et espacement entre celles-ci (appelé facteur d�espacement) :

SF =
taille de la mèche

espacement entre les mèches
=
t

L
(2.36)

Dans la plupart des cas, les directions chaîne et trame ne sont pas forcément équiva-
lentes. Dans le cas d�un tissu non équilibré où la largeur de la mèche dans le sens chaîne
est di¤érente de celle dans le sens trame, il est possible de relier l�angle de blocage avec
les dimensions des macropores où l�angle maximal atteint en cisaillement est associé avec
la disparition de ces derniers [MLDB00].

2t

1t

l

Fig. 2.13: Macropores de tailles di¤érentes (tissu déséquilibré) [RBM00].

Rozant et al. [RBM00] ont proposé une modi�cation du modèle de Prodmorou pour
l�adapter à des géométries de mèches non identiques comme indiqué sur la �gure 2.13 où
la largeur des mèches dans le sens trame t1 est plus grande que celle dans le sens chaîne
t2. Quand la distance entre les mèches dans une direction donnée est nulle, la distance
entre le centre de deux mèches est égale à la largeur de la mèche. Puisque la distance
entre deux centres de rotation autour des zones de contact entre les mèches est constante
d�un point de vue géométrique, l�angle de blocage, �B, est donné par

�B = arcsin
t2

t2 + l
(2.37)

où le quotient t2
t2+l2

dé�ni le facteur d�espacement cette fois.
Des modèles plus évolués qui tiennent compte de la morphologie de la microstructure

du renfort ont été également proposés. Grosberg et Park [GP66, GLP68] ont présenté
un modèle qui prend en compte l�ondulation des �bres, ignorée auparavant pour éviter
les complications mathématiques que cela engendre. Ils ont montré que les modes de
déformation du tissu incluent plusieurs formes dépendantes du degré de cisaillement :
une déformation due à l�intersection rigide quand l�e¤ort de cisaillement est très faible
pour avoir un frottement, un glissement des mèches aux points de contact (ceci prend
e¤et avec l�apparition de frottement dans les zones de contact), une déformation élastique
à la �n du glissement et �nalement, plissement du renfort.
La �gure 2.14 montre une représentation du cadre déformé. Quand le renfort est

cisaillé, les e¤orts agissant sur les mèches peuvent être divisés en e¤orts de cisaillement
et e¤orts de tension agissant perpendiculèrement et parallèlement à la direction de la
mèche. A des faibles angles de cisaillement (0� �! 2�), les e¤orts de tension ont un e¤et
négligeable et peuvent ainsi être ignorés [KC99]. Par conséquent et pour cette plage de
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Fig. 2.14: Décomposition, au niveau des mèches, de l�e¤ort en composantes de tension
et de cisaillement [NHP99].
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Fig. 2.15: Dimensions de la maille élémentaire dans le cas d�un tissu déséquilibré.

déformation (appelée zone de glissement initiale), le renfort peut être considéré dans un
état de cisaillement pur.
Il est nécessaire de comprendre comment le modèle de cette zone initiale a été dé-

terminé, puisque son principe est fondamental dans la détermination des modèles des
propriétés thermoélastiques du milieu présentés dans la section ().
Cette zone de déformation a été bien étudiée par Grosberg et Park [GLP68] à travers

quatre principales hypothèses : elle existe uniquement que pour une faible variation de
l�angle de cisaillement où les e¤orts de cisaillement élémentaires sont décrits par

f1 =
FP1
L
, f2 =

FP2
L

(2.38)

les longueurs de contact dc entre les mèches sont les mêmes dans les deux directions, les
mèches sont inextensibles pendant la déformation de cisaillement, et la déformation des
mèches est due uniquement à leur �exion.
Page et al. [PW00, PW02] ont analysé d�un point de vue mésoscopique les mécanismes

de cisaillement et de glissement des mèches dans un renfort �breux sur la base d�un
travail expérimental antérieur. Une série de test a été conduite pour la caractérisation des
propriétés des mèches et du renfort. L�analyse est divisée en deux parties : établissement
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de la relation force déplacement par la considération d�un état de cisaillement uniforme et
la considération d�un état de cisaillement non-uniforme causé par la variation de l�angle
de cisaillement. Ils ont montré que pour un renfort ayant une grande rigidité de �exion,
le glissement en question peut être signi�catif.
En reformulant la solution présentée par Grosberg et Park [GLP68], Nguyen et al.

[NHP99] ont apporté deux principales modi�cations. La première étant la redé�nition
de l�e¤ort normal V créé par la pression exercée par les mèches aux points de contact et
qui de suite induit une résistance au cisaillement par frottement. La deuxième étant la
révision de la solution donnée par les premiers auteurs.
La dé�nition de cet e¤ort normal a été initialement donnée à travers le travail théo-

rique et expérimental de Peirce [Pei37]. Une approche possible est de considérer les
mèches comme étant des barres rigides dont l�extrémité encastrée pour la prédiction des
e¤orts normaux de contact [KNK73]. Cependant, si les barres sont rigides et si la dé�ec-
tion se produit au centre par application d�un e¤ort normal, l�hypothèse d�inextensibilité
n�est plus valable. Pour remédier à ce problème, l�encastrement est respectivement rem-
placé par une liaison pivot et une liaison pivot glissante à chaque extrémité [NHP99].
Dans ce cas, l�e¤ort normal est donné par

V =
48EIh

P 31;2
(2.39)

où P1 ou P2 la longueur des mèches dans la direction chaîne et trame respectivement
(�gure 2.15) et la solution révisée incorporant l�e¤ort normal est exprimée comme suit :


 =
F

8EIL
(P2 + P1)

�
L� dc

�
1� as

dc

��2
(2.40)

F =
�V dc24

�
as
dc

�2 �
3� 2asdc

�
1
4L (P2 + P1)

h
L� dc

�
1� as

dc

�i (2.41)


 : 0 �! as
dc
= 1 (2.42)


 est l�angle de cisaillement dans le renfort et F est l�e¤ort de cisaillement résultant.
Dans la suite de l�analyse, on maintient le même élément de volume mais les mé-

canismes de déformations en cisaillement di¤èrent. Les surfaces de contact entre des
mèches adjacentes augmentent avec la rotation de celles-ci. Cette résistance de contact
est considérée maintenant comme un mécanisme dominant plus que le frottement aux
points de contact. L�idéalisation de ce mécanisme de contact les a ramené à proposer un
modèle élastique de rigidité k situé dans la zone de contact à travers une longueur de
contact dc.
L�angle maximal de cisaillement, résultat des déformations en tension et de cisaille-

ment le long de la direction chaîne et trame, peut alors être décrit par


 =
1
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�
h
�f2P1
kdc

+ f2dc
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�
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��
� 2

dc

(2.43)

Sun et al. [SP05] ont proposé, dans la même lignée, un modèle mécanique basé sur
les modes de déformation de Grosberg et Park [GLP68]. Leur apport par rapport à ces



2.1 Comportement découplé/multicomposants 35

derniers est la correction de la formule erronée du moment de friction entre les réseaux
chaîne et trame localisée sur les zones de contacts. Le modèle mécanique développé donne
une meilleure approximation analytique que le modèle de Nguyen et al. [NHP99].
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Fig. 2.16: (a) Section dans la direction chaîne ou trame. (b) Mèche ondulée soumise à
un e¤ort f [SP05].

Les hypothèses restent les mêmes que celles données précédemment, la stucture courbe
de la mèche étant représentée entièrement avec deux di¤érentes courbures dans le sens
chaîne et dans le sens trame. En considérant l�équilibre de glissement, l�angle de cisaille-
ment est �nalement donné par


 =
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(2.45)

Les paramètres portant l�indice 1 et 2 se réfèrent respectivement à la direction chaîne
et trame selon la �gure 2.16. puisque le glissement prend place graduellement, �0 varie
entre 0 et � dans la formule précédente.

2.1.1.2 Comportement en tension

Du fait même du tissage et de l�alternance des �ls, le tissu présente une ondulation
naturelle de ses mèches. Lorsque l�on exerce une traction dans une direction, les �ls
sollicités vont avoir tendance à devenir rectilignes. Dans le cas où l�une des directions
est libre et l�autre sollicitée en traction, on observe alors que la direction sollicitée est
rectiligne tandis que l�autre est fortement ondulée. Pour d�autres cas intermédiaires, un
état d�équilibre est atteint, où les deux directions ont subi des variations d�ondulation.
Généralement ce comportement biaxial se produit à de très faibles déformations (< 1%)
[BGH01, Boi97]. La rigidité est donc très faible en début de sollicitation, puis retrouve
une valeur identique à celle des mèches (�gure 2.17). A partir d�une certaine valeur de
déformation, le matériau subit un endomagement pur qui se traduit par une �ssuration
successive de l�ensemble des �bres.
La mesure des modules d�Young chaîne et trame permet la mise en évidence de la

désondulation des �bres et l�in�uence que la résine peut avoir sur ce phénomène. En e¤et,
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Fig. 2.17: Schématisation d�une courbe de traction d�un renfort tissé

dans le cas de tissu sec, le contact entre les �bres est un contact parfait carbone/carbone.
Dans le cas imprégné, il existe de la résine entre les �bres ce qui crée une certaine
adhérence et modi�e la nature du glissement puisqu�il y a, dans un premier temps, un
écrasement de la résine et dans un second temps un écrasement des mèches.
Boisse et al. [BCGS95, Boi97] ont dé�ni un modèle qui compte uniquement des ten-

sions dans la direction des mèches avec prise en compte de l�e¤et biaxial. Pour une
implémentation éléments �nis, les directions des mèches sont confondues avec le repère
local de l�élément, le tenseur des tensions est donné par

T = T 11h1 
 h1 + T 22h2 
 h2 avec T ii =
Z
S
�iidS (2.46)

h1 et h2 étant respectivement la direction des mèches dans le sens chaîne et trame, S
étant la section d�une mèche et la contrainte �ii est obtenue par le biais de la loi unidimen-
sionnelle élastique linéaire de Hooke, T 11 et T 22 peuvent être fonction des déformations
axiales "11 et "22 pour re�éter le comportement biaxial en petites déformations:
Dans un travail plus récent [BZG05], ils ont pris en compte l�e¤et de cisaillement par

l�intermédiaire d�une relation linéaire entre le couple de cisaillement et l�angle entre les
mèches appliqué à l�entrecroisement de celles-ci, la rigidité de cisaillement possédant une
valeur plus élevée lorsque l�angle de blocage est atteint.
Mohammed et al. [MLDB00] ont proposé une analyse mathématique sur la base de

la théorie d�élasticité en grandes déformations de cisaillement. Le tenseur de Cauchy
associé à la con�guration initiale est donné par l�équation :

� = �pI+2E�+
X

TiFii 
 Fii (2.47)

où p est une pression hydrostatique arbitraire pour satisfaire la condition d�incompressi-
bilité, E est la matrice de rigidité. Le dernier terme dé�nit la condition d�inextensibilité
des �bres. Qui et Pence [QP97] ont écrit le dernier terme comme suit :

� = �pI+2E�+
X

tif
0(C11)Fii 
 Fii (2.48)

où ti est un paramètre matériau pour chaque direction (ti = 0 correspond à un matériau
néo-Hookéen et ti !1 correspond à une complète inextensibilité des �bres). (C11)

1
2 est
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l�élongation (dilatation, extension) dans la direction des �bres Fii et C11 élément de la
matrice représentant le tenseur de dilatations C = FTF. f 0(C11) est la dérivée première
de f(C11) où f(C11) = 1

2(C11 � 1)
2. Ces équations ont été utilisées a�n d�analyser les

courbes de cisaillement. Cette analyse a été appliquée avant la limité de blocage en
cisaillement et l�apparition de plis dans le tissu.
Une analyse de régression a été faite pour déterminer E11, E12 et ti à partir des don-

nées de �12 et �11 en fonction de 
: Les valeurs des paramètres déterminés couvrent une
large plage de données de cisaillement avec blocage et il n�y a pas que les petites défor-
mations qui sont données par le module sécant à une déformation de 1%. La nature non
linéaire des données expérimenatles et des coubes de prédiction est due essentiellement
au changement d�angle entre les directions de �bres au cours du cisaillement.
Cherouat et al. [CB01] ont proposé, un modèle qui peut être classé dans l�approche

discrète et qui a le mérite de deux familles complémentaires d�éléments : des éléments
membranaires pour la représentation de la résine et des éléments poutres pour la repré-
sentation de la déformation chaîne et trame. Un comportement viscoélastique isotrope
est attribué à la résine, celui des �bres est considéré isotrope non-linéaire et résulte
de trois mécanismes de déformation : cisaillement (avec e¤et de treillis), élongation en
tension et rotation relative.
En utilisant le tenseur de contraintes objectif de Green-Naghdi, le taux de contraintes

tourné dans la direction des �bres
�
�̂f , dépend de la dilatation D̂f dans la même direction

et peut être écrit en chaque pas de temps par

�
�̂f = Ef (�f )D̂f (2.49)

D̂f =
_�f
�f
Nf
i 
N

f
i ; Ef (�f ) = �Ef (1� e�

_�f=�f �sh) (2.50)

�f étant la dilatation des �bres dans la direction N
f
i . La loi de comportement des �bres

est non-linéaire et écrite en fonction du module longitudinal d�élongation Ef (�f ). Ce
dernier est fonction de la dilatation principale �f , du module élastique des �bres �Ef et
du facteur d�ondulation �sh.

2.1.1.3 Flexion

De manière générale, les lois de comportement des composites à renforts tissés sont
formulées dans le plan du tissu en considérant, pour une implémentation éléments �nis,
une hypothèse de contraintes planes dans la majorité des cas. Pour ce qui est des pro-
priétés hors-plan, elles sont souvent considérées indépendantes des propriétés matérielles
dans le plan. Les lois de comportement sont intégrées dans l�épaisseur a�n d�obtenir la
rigidité de �exion ou de torsion du renfort par exemple.
Cette façon de faire est assez avantageuse surtout dans le cas de la formulation en

contraintes planes. En conséquence, moins d�attention a été apportée à la relation entre
les propriétés dans le plan et les propriétés en �exion du tissu. Kang et al. [KYC95]
ont montré qu�il existe une di¤érence signi�cative entre la rigidité de �exion calculée à
partir des lois de comportement formulées dans le plan et les valeurs obtenues expéri-
mentalement : la di¤érence se traduit généralement par une rigidité anormalement plus
élévée que celle obtenue expérimentalement et donc étroitement dépendante de la loi de
comportement dans le plan choisi.
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Puisque les renforts tissés sont très �exibles et aussi sensibles à de petites variations
de chargements, la mesure de la rigidité requiert une instrumentation plus ou moins
sophistiquée. Plusieurs études expérimentales ont été menées sur la �exion dans le do-
maine de la recherche textile. La recherche sur la �exion des tissus étant devenue très
importante par l�automatisation des processus de fabrication incluant des manipulations
hors plan du tissu, plusieurs types de tests standard décrit dans (§ 2.1.1.1.1.) ont été mis
au point : le KES [Kaw80b], FAST [Min95] et ASTM [AST87].
La caractérisation de la �exion des tissus reste un problème non résolu dans le sens

où il n�existe pas de test assez �able qui permet d�établir un ensemble de valeurs qui
dé�nissent de façon unique un modèle de matériau. Le Système d�Evaluation de Kawa-
bata [Kaw80b], est souvent le test le plus utilisé pour la détermination de la rigidité de
�exion d�un tissu. Dans ce test, le tissu est monté verticalement pour éviter les e¤ets de
la gravité et les moments de �exion sont mesurés au fur et à mesure que le tissu �échit
à un taux constant de 5 cm�1/s vers l�avant et vers l�arrière. Dans les tests standards
ASTM [AST87] pour la mesure des rigidités de �exion, une longueur de �exion est dé�-
nie par la longueur horizontale du tissu quand l�angle que fait le tissu avec l�horizontale
fait 45�. La rigidité de �exion est approchée alors par

B = w

�
L

2

�3
(2.51)

où L est la longueur de �exion et w est le poids par unité de surface. Ce qui suppose que
B soit une constante, ce qui n�est pas forcément le cas pour plusieurs types de renforts.
Les résultats obtenus par le KES ont montré que les courbes de �exion présentent

une forme d�hysterisis représentée par un recouvrement lors d�un essai cyclique de charge
décharge observé dans les essais types de KES. Il est à noter que ces e¤ets d�hysterisis
sont dus principalement au frottement entre les mèches, à l�apparition des plis et à la
compaction hors plan des mèches qui en résulte.
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Fig. 2.18: Comportement en hysterisis constaté par l�essai de �exion du Système
d�Evaluation de Kawabata.

Il existe plusieurs mécanismes qui exercent une in�uence sur le comportement en
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�exion des renforts. Les e¤ets d�hystérisis peuvent s�expliquer par des contributions élas-
tiques non linéaires au début du test, visqueuses et de frottements de Coulomb dans les
zones courbes du résultat du KES-F. La détermination du drapage du renfort dépend
étroitement de la représentation de ces e¤ets [HC98, JP98] et n�importe quel modèle à
développer doit alors en permettre la reproduction.
La plupart des modèles s�appuie sur une approximation des courbes obtenues par le

biais des di¤érents tests évoqués auparavant, soit sur des approches de type théorie des
poutres ou autres. La modélisation de la �exion des tissus a été introduite par Peirce
[Pei30] qui a appliqué la théorie des poutres pour l�analyse des tissus �exibles. Griesse
et Taylor [GT96] ont décrit une approche énergétique pour trouver la forme �nale d�un
tissu �échi. Les énergies potentielles et de �exion stockées dans le tissu sont formulées en
se basant sur une théorie de friction. Ils ont cherché une approximation analytique de la
forme d�un tissu encastré à une extrémité et �échi sous l�e¤et de son propre poids. Cette
fonction analytique peut être utile pour calculer la rigidité de �exion ainsi que l�énergie
potentielle et de �exion du tissu �échi à partir des données expérimentales.
Alternativement, pour une rigidité de �exion donnée et un poids par unité de surface,

la forme du tissu �échi peut être calculée par une fonction analytique. Jiang et al. [JHK99]
et Lomov et al. [LBB+02, LVBL03] ont utilisé le Système d�Evaluation de Kawabata
pour la caractérisation des propriétés de �exion des NCF (Non Crimp Fabric) et ont
présenté un modèle prédictif pour le calcul de la rigidité de �exion. Pour estimer les
propriétés isotropes de �exion, la rigidité tient compte de la di¤érence de courbure des
mèches di¤éremment orientées sous un chargement de �exion. L�interaction entre les plis
et la couture pouvant être négligée, la rigidité de �exion d�un renfort multiplis peut être
donnée alors par

Bfabric =
X

Bi cos
2 � (2.52)

où Bi est la rigidité de �exion d�un pli et � l�angle entre la direction du pli et la direction
de �exion.
Les modèles analytiques basés sur un recalage des données expérimentales recueillies

par des essais de KES possèdent généralement trois composantes ; une composante élas-
tique linéaire ou non-linéaire, une composante d�amortissement et une composante de
frottement. Grosberg [GP66] a tenté d�introduire un modèle de frottement comme indi-
qué sur la �gure 2.19 pour une représentation linéaire assez grossière de l�hyterisis. Un
moment de friction s�installe dans la zone de contact et d�intersection entre les réseaux
de �bres. Quand la résistance à ce moment est dépassée, le tissu peut �échir et la �exion
est alors modélisée par une relation linéaire moment-courbure.
Plus récemment Lahey [Lah02, LH04] a présenté un modèle s�appuyant sur une repré-

sentation analytique de la courbe moment-courbure capable de simuler le comportement
du tissu et d�extrapoler les courbes obtenues au zones non couvertes par les essais de
KES (�gure 2.20). Le modèle suit les techniques de modélisation proposées par Bliman
et Sorine [BS93] résultant en une équation di¤érentielle de second ordre en la courbure
du tissu.
Le modèle en question a été implémenté, mais ne permet pas d�avoir des résultats

satisfaisants à cause de l�impossibilité de couplage des déformations hors plan et celles
dans le plan du tissu [Lah02]. Aucune méthode satisfaisante n�a été trouvée pour traiter
ce problème et donc le modèle était incapable de simuler correctement le drapage de
tissus.
Yu et al. [YZP+05], quant à eux, ont proposé une analyse de la �exion de renforts
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Fig. 2.19: Modèle de �exion de Grosberg [GP66].
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Fig. 2.20: Modèle analytique de �exion de tissus [LH04].

tissés par le biais de la théorie des poutres. La rigidité de �exion est donnée dans le
cas d�un module axial asymétrique. Pour bien représenter la rigidité réelle du tissu, un
comportement bilinéaire en �exion est supposé pour une certaine plage de tension et de
compression de façon à réduire la rigidité obtenue.
Par asymétrique, on sous-entend que les modules respectifs en compression et en

traction sont di¤érents. Ces modules sont déterminés par une méthode assez simple,
l�équation d�équilibre étant donnée par

M =

Z
A
�xydA (2.53)

Les déformations �x peuvent être dé�nies en se basant sur la cinématique de tension
de �exion indiquée sur la �gure 2.22. Les contraintes de compression et de traction, pour
une déformation de �exion, sont données par�

� = Et�; � > 0
� = Ec�; � < 0

; �x =
y � �
R

(2.54)

où � est la distance de la ligne centrale à l�axe neutre. Ec et Et sont respectivement les
modules élastiques en compression et en traction.
Ils ont considéré une poutre de section rectangulaire pour l�analyse de l�e¤et du

module asymétrique sur la rigidité de �exion (largeur b et hauteur h). La rigidité de
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Fig. 2.21: Flexion pure d�une poutre [YZP+05].

�exion de la poutre résultante s�écrit alors

M = Bf� = EtI�	(�) (2.55a)

Bf = Et

�
bc3

12

��
�

2
(1 + �)2(1� �

4
) +

1

2
(1� �)2(1� 7

4
�)

�
(2.55b)

	(�) =

�
�

2
(1 + �)2(1� �

4
) +

1

2
(1� �)2(1� 7

4
�)

�
; I =

�
bc3

12

�
; � =

1

R
(2.55c)

où � = 1�
p
�

1+
p
�
, � = Ec=Et et � = � c2 :

Pour les modules symétriques (� = 1; Ec = Et), 	 = 1 et donc l�équation 2.55a
est équivalente à la formule générale de �exion M = EI�. La relation entre le facteur
asymétrique � et le facteur de �exion 	 montre une réduction non-linéaire de la rigidité
de �exion quand on considère un module asymétrique.
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Fig. 2.22: Distribution de la contrainte dans la section de la poutre, (a) cas
symétrique, (b) cas asymétrique [YZP+05].

Quand le module de compression est égal à la moitié du module en traction, la rigidité
de �exion devient à hauteur de 57% de la rigidité du module symétrique (Ec = Et). On
note que le facteur � est utilisé pour simuler proprement le comportement en �exion
d�une préforme (de l�ordre de 0.015 d�après les tests expérimentaux).

2.1.1.4 Glissement interplis

Lors de la mise en forme d�un composite à plusieurs empilements de plis sur des
géométries à simple ou à double courbure, un glissement aux interfaces communes de
deux plis consécutifs survient. Pour étudier ce phénomène, un dispositif de traction à
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Zone du test
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Plateaux chauffés

F,V

Pli extrait du laminé

Fig. 2.23: Dispositif expérimental d�étude du glissement interplis [MRM93].

chaud sous pression d�un monopli dans un laminé a été développé par deux équipes
di¤érentes [MRM93, MM95], [MS94].

La �gure 2.23 représente le schéma de principe de ce dispositif qui permet d�étudier les
e¤ets de la température d�utilisation, de la pression normale, de la vitesse de glissement
et de la séquence d�empilement. La vitesse de traction est déterminée en spéci�ant le
temps durant lequel le mords de traction a parcouru une distance préalablement �xée.
L�e¤ort de traction est quant à lui donné par une mesure directe.

La contrainte de cisaillement à l�interface est alors déterminée en utilisant la surface
cisaillée aux interfaces ainsi que l�e¤ort nécessaire pour maintenir constante la vitesse de
traction :

� =
F (t)

2l(L� V t) (2.56)

où L et l sont la longueur et la largeur du monopli, F est l�e¤ort de traction, � est la
contrainte de cisaillement transverse et V la vitesse de l�essai.

La �gure 2.24 montre une courbe typique obtenue à partir de ce test [MS94]. La
partie précédant le premier pic est assimilée à un comportement élastique. Les mesures
de l�e¤ort et du déplacement engendré permettent la détermination de la contrainte
élastique de glissement. En dessous de cette contrainte, aucun glissement n�est constaté ;
au-delà de cette contrainte, le glissement est possible et irréversible. La deuxième partie
de la courbe correspond à la stabilisation de l�e¤ort et permet déterminer la contrainte
de cisaillement transverse.

A�n de démontrer que le glissement interpli est gouverné par le �lm de résine consti-
tuant l�interface entre deux monoplis, un �lm polymérique de même nature que la ma-
trice du composite est introduit entre les monoplis avant la pré-consolidation du laminé
[MM95]. Dans ce cas, des e¤orts moins importants de cisaillement transverse sont me-
surés attestant ainsi d�une meilleure lubri�cation du mécanisme de glissement.

Dans les deux cas d�étude, les auteurs relèvent la même in�uence de chacun des
paramètres étudiés : une augmentation de la température permet un abaissement de la
viscosité et une diminution de l�e¤ort de traction. L�e¤ort de traction est plus important
dans le cas d�un empilement à orientations identiques que dans le cas d�un empilement
à orientations alternées. Ceci est dû au fait que les �bres de chaque monopli successif
orienté à 0� s�interpénètrent et créent ainsi des interactions entre elles.
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Fig. 2.24: Courbe typique du glissement interplis.

2.1.2 Comportement de la matrice

2.1.2.1 Modèles visqueux

La façon la plus simple est de traiter la matrice comme un �uide purement visqueux
en faisant l�hypothèse que les �bres y sont distribuées de façon continue. Les directions
locales des �bres sont notées par le vecteur unitaire a pour un renfort unidirectionnel
et par les vecteurs unités a et b pour un renfort bidirectionnel. Ces derniers sont dits
mécaniquement équivalents si la réponse du milieu n�est pas a¤ectée en interchangeant
a et b.

a

a

b

(a) (b)

Fig. 2.25: (a) Renfort unidirectionnel, (b) Renfort bidirectionnel.

Les modèles continus visqueux unidirectionnels découlent des modèles élastiques li-
néaires à renforts �breux établis par Spencer en 1972 [Spe72, Spe84] qui peuvent être
appliqués aux matériaux visqueux et viscoélastiques. Le cas le plus simple est celui d�un
composite dans lequel le renfort est constitué d�une seule famille de �bres où la contrainte
de Cauchy s�écrit

� = �pI+ TA+ 2�TE+ 2 (�T + �L) (AE+EA) (2.57)

p étant une contrainte hydrostatique, T une tension dans la direction des �bres, A =
a
 a, et E le tenseur de déformation de Green-Lagrange.
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Pour l�obtention de l�équation 2.57, deux approximations sont généralement faites :
l�incompressibilité (trE = 0) du matériau d�une part ; et l�inextensibilité (trAE = 0) des
�bres, d�autre part.
Dans ce cas, le passage à une réponse viscoélastique caractérisant un milieu poly-

mère se fait par application du principe de correspondance viscoélastique de Christen-
sen [Chr79] : ainsi les solutions des problèmes élastiques peuvent être étendues a�n de
donner des solutions au problème viscoélastique équivalent. Dans ce cas, un matériau
visqueux isotrope transverse représentant un composite à renfort unidirectionnel peut
être décrit par

� = �pI+ TA+ 2�TD+ 2 (�T + �L) (AD+DA) (2.58)

D étant le tenseur taux de déformation, �T et �L sont respectivement les viscosités
transversale et longitudinale du �uide.
Ce modèle, établi par Rogers en 1989 [Rog89] et qui porte le nom de "matériau à

renfort �breux idéalisé" (IFRF), a bien fait ses preuves en ce qui concerne la simulation
de mise en forme de pré-imprégnés unidirectionnels [PQDLH92] [MOB98].
A partir de ce dernier, McGuiness et al. [MB98, MB97] ont proposé d�intégrer une

loi puissance pour prendre en compte la non-linéarité de la viscosité à la température de
mise en forme. Cette loi munie du modèle visqueux, à faible taux de cisaillement, s�avère
pertinente pour représenter le comportement d�un unidirectionnel, à certaines tempé-
ratures de thermoformage, spécialement le APC-2. A des températures plus élevées, le
matériau peut suivre des lois plus compliquées que celle-ci ; dans ce cas, le modèle de
carreau de Shuler et d�Advani [SA96] suit mieux la prédiction des essais expérimentaux.
La particularité des travaux de McGuiness et al. reste celle de l�essai du cadre dé-

formable (cf. § 2.1.1.1.1.i.) pour la mesure des viscosités le long et transversalement à
la direction des �bres du modèle théorique. L�avantage est que l�essai du cadre repro-
duit �dèlement les conditions pratiques de mise en forme, à savoir des forces directes
dans le plan pour produire de grandes déformations en cisaillement, contrairement au
viscosimètre où la déformation de cisaillement est produite par un chargement de petites
amplitudes à la surface.

2.1.2.2 Autres types de modèles

Pour les composites à renfort unidirectionnel [LR02], on peut supposer que, à la
température de mise en forme, le glissement entre les �bres parallèles n�est pas limité et
que la nature du milieu nécessite que les contraintes ne soient pas uniquement liées au
taux de déformation mais principalement à la déformation elle-même.
Cette constatation suppose alors que le composite soit considéré comme solide élas-

tique plus que �uide. La température de formage se situant entre la température am-
biante (Tamb) et la température de fusion (Tfus) de la matrice, on peut alors supposer
des propriétés élastiques de la matrice comme suit

Em(T ) = �TEm(Tamb) + (1� �T )Em(Tfus) pour Tamb 6 T 6 Tfus (2.59)

�m(T ) = �T�m(Tamb) + (1� �T )�m(Tfus) pour Tamb 6 T 6 Tfus (2.60)

où �T représente un taux entre 0 (température de fusion) et 1 (température ambiante).
Pour une première approximation, on peut prendre �T = 0:5. Les propriétés d�un com-
posite à renfort unidirectionnel peuvent alors être obtenues comme étant celles d�un
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solide élastique isotrope transverse en utilisant tout simplement la loi du mélange

EL = VfEfL + (1� Vf )Em; ET =
Em

1� Vf (1� Em=EfT )
(2.61)

GLT =
Gm

1� Vf (1�Gm=GfLT )
; GTT =

Gm
1� Vf (1�Gm=GfTT )

(2.62)

�LT = Vf�fLT + (1� Vf )�m; �TT =
ET
2GTT

� 1; �TL =
ET
EL
�LT (2.63)

où les exposants L et T représentent respectivement les directions longitudinales et
transversales du composite.
Wiersma et al. [WPA98] ont montré que les strati�és en composites à renfort unidi-

rectionnel à matrice thermodurcissable cuits à haute température peuvent exhiber un
phénomène de retour élastique.
Dans leurs travaux, ils ont proposé un modèle thermoélastique pour le calcul des

déformations et des contraintes résiduelles qui surviennent au cours du refroidissement
entre la cuisson et la sortie à température ambiante. Les équations micro-mécaniques
de Sharpery ont été utilisées pour le calcul des coe¢ cients d�expansion thermique en
fonction de la fraction volumique des �bres

�L =
Ef;L�f;LVf + Em�m (1� Vf )

Ef;LVf + Em (1� Vf )
(2.64)

�T = (1 + �m)�m (1� Vf ) + (1 + �f;LT )�f;LVf � �L�LT (2.65)

Les indices L et T représentent respectivement la direction des �bres et la direction
transverse.
Le modèle thermoélastique prend uniquement en considération les phénomènes élas-

tiques réversibles et ne peut, à lui seul, expliquer le phénomène de retour élastique
constaté expérimentalement. Le composite, étant constitué de matrice viscoélastique et
de �bres élastiques, la matrice apporte plus de contribution dans le changement des
modules élastiques et la viscosité comparée à celle des �bres. L�épaisseur d�une couche
est considérée comme étant homogène par rapport à la distributions des �bres et de la
matrice. Le comportement viscoélastique du composite est décrit par la caractérisation
des �bres comme étant des ressorts élastiques et la matrice comme étant un élément
de Maxwell composé d�un ressort élastique et d�un amortisseur visqueux (travaillant
uniquement en déformations déviatoriques).

fE

fE
mE

mE
η

η

Direction longitudinale Direction transversale

Fig. 2.26: Modèle de Maxwell avec éléments de matrice et de �bres.

Les déformations au sein des �bres et la matrice sont exprimées respectivement comme
suit

"f � E�1f : �f (�bres) (2.66)
�
"m � E�1m :

�
�m +C :

�
�m (matrice) (2.67)
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où E et C sont respectivement le tenseur d�élasticité et de �uage de quatrième ordre
respectivement. Un modèle plus ra¢ né a été proposé par Adolf et Martin [AM96] où la
connection entre les deux composantes se fait par la loi du mélange en considérant que
les déformations sont les mêmes dans la direction des �bres et que les contraintes sont
les mêmes dans la direction transverse.

�1 = Vf�f;1 + (1� Vf )�m;1 (2.68)
�
�2 = Vf

�
�f;2 + (1� Vf )

�
�m;2 (2.69)

Une couche d�UD est donc modélisée par une combinaison de ressorts élastiques et
d�un élément de maxwell. La �gure 2.26 montre une représentation simpli�ée (en négli-
geant les e¤ets de Poisson) de la combinaison de ces éléments pour la direction longitu-
dinale et la direction transversale de la couche UD. La relation contraintes-déformations
peut être écrite en notation de Voigt comme suit :n �

�
o
= � [E] � [C] � f�g+ [E] � f ��g � [E] � [R] � f�g (2.70)

[E] étant la matrice de rigidité, pour matériaux orthotropes, [C] une matrice non-
symétrique représentant le �uage et [R] une matrice de retardement liée la matrice de
�uage. Les propriétés élastiques sont maintenues constantes pendant le cycle de cuisson
et la viscosité est supposée être proportionnelle au temps de relaxation [BA94].
Cherouat et al. [CB01] ont proposé un comportement viscoélastique isotrope de la

résine, celui des �bres étant considéré isotrope non-linéaire. Ce comportement est formulé
dans le domaine temporel en utilisant le temps de relaxation �k et le tenseur de relaxation
de quatrième ordre Cmkij comme paramètre matériel. En approximant les fonctions de
�uage par des séries de Prony, la dérivée de la contrainte viscoélastique de la résine dans
le repère lié à la matière s�écrit

�
�̂
mR

= Cm(�) : D̂mR résine (2.71)

Cmij (t) = Cm1ij +
kX
l

Cmkij e
�t=�k (2.72)

où Cm1ij ; Cmkij ; et �k sont des données expérimentales de la résine.
Holzapfel et Gasser [HG02] ont proposé un modèle viscoélastique en grandes défor-

mations. Le modèle est basé sur une formulation hyper-élastique auquel on rajoute des
invariants supplémentaires pour dé�nir une énergie potentielle de déformation tenant
compte de la structure �breuse. Les matériaux présentant une isotropie, une isotropie
transverse ou une orthotropie avec ou sans dissipation, sont traités comme étant des cas
particulier du modèle global.
Cependant, quelques constations expérimentales non exhaustives [Cog92] suggèrent

que quelques composites à renfort �breux exhibent un comportement plastique et visco-
plastique. Une théorie continue de plasticité concernant les matériaux renforcés par une
seule famille de �bres a été proposée par Mulhern et al. [MRS69] et a été étendue dans
le cas de deux familles de �bres par Smith et Spencer [SS70].
Dans un souci de généralité, Spencer a formulé une théorie de viscoplasticité [Spe01]

qui contribue à une meilleure compréhension du comportement de ce type de matériau
à nature anisotrope (comportement plus approprié que la plasticité seule dans le cas des
composites à matrice polymère).
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2.2 Comportement homogénéisé et approches multi-échelles

Les propriétés élastiques et thermiques des composites dépendent étroitement de
l�orientation des �bres. La technique de modélisation largement utilisée pour la prédic-
tion de ces propriétés pour les strati�és composés de plis unidirectionnels est la théorie
classique des strati�és (Classical laminate theory - CLT) qui est appliquée au niveau des
plis où la distribution et l�arrangement des �bres est supposé homogène [Lam04].
Dans ce type d�études on conserve l�orthotropie initiale durant la phase de déforma-

tion au cours de la mise en forme. Cette technique ne peut pas être appliquée directement
pour les renforts tissés puisqu�il existe un changement signi�catif de l�angle et, par consé-
quent, une nature non homogène de la distribution des mèches et de leur ondulation. Les
propriétés thermoélastiques du composite doivent donc être incluses dans le modèle a�n
de pouvoir prédire les distortions induites lors du formage du produit et le modèle doit
dé�nir ses propres variables internes pour tenir compte de ces évolutions structurales
majeures.
Beaucoup de recherches ont été consacrées à l�emploi des méthodes d�homogénéisation

pour dé�nir l�évolution des paramètres microstructuraux, tels que la variation d�angle, et
prédire la forme de la pièce. La méthode consiste généralement en la modélisation d�un
élément de volume assez représentatif du milieu et de résoudre un ensemble d�équations
gouvernantes pour obtenir les propriétés mécaniques homogénéisées du milieu équivalent
en se basant sur une description géométrique de l�élément de volume [HK99, TUKZ99].
Dans cette section, on décrit les lois de comportement issues principalement de la

méthode d�homogénéisation et ses dérivées. La première partie consiste à supposer un
comportement orthotrope évolutif ou non et à déterminer les propriétés thermoélastiques
globales ou macroscopiques du composite. La deuxième partie se consacre plutôt au
comportement visqueux basés sur le modèles de Rogers [Rog89] et l�obtention du modèle
global par homogénéisation.

2.2.1 Comportement élastique et thermoélastique orthotrope

Contrairemement à la section précédente où les modèles sont généralement schéma-
tisés par un nombre de modes de déformation découplés, le comportement du milieu �-
breux ici, sous l�hypothèse de propriétés matérielles homogènes, est modélisé en utilisant
la théorie bien dé�ni d�un comportement élastique linéaire ou non linéaire orthotrope.
Les méthodes d�homogénéisation peuvent prendre en compte la forme de la section et

le pro�l curviligne des mèches, ainsi que les caractéristiques matérielles et géométriques
du renfort et de la résine. Comparées aux méthodes numériques, les méthodes analytiques
sont plus e¢ caces même si elles introduisent plusieurs hypothèses dans la détermination
des propriétés mécaniques du composite. La plupart des méthodes ont été proposées
pour des composites consolidés en service [WDG92, SS01] applicables sous l�hypothèse
de petites déformations.
Beaucoup de recherches ont été consacrées à l�emploi des méthodes d�homogénéisation

pour dé�nir l�évolution des paramètres microstructuraux, tels que la variation d�angle, et
prédire la forme de la pièce. La méthode consiste généralement en la modélisation d�un
élément de volume assez représentatif du milieu et de résoudre un ensemble d�équations
gouvernantes pour obtenir les propriétés mécaniques homogénéisées du milieu équivalent
en se basant sur une description géométrique de l�élément de volume [HK99, TUKZ99].



48 Approche continue

2.2.1.1 Détermination de la matrice de comportement

Le modèle de comportement global des composites textiles dans ce type d�analyse est
généralement celui d�un matériau homogène anisotrope et préférablement orthotrope de
façon à simpli�er les codes de calcul utilisés pour le thermoformage ou le comportement
en service de ces structures [TY02].
A l�échelle locale, le comportement est décrit par une loi thermoélastique orthotrope

donnée par l�équation suivante8>>>>>><>>>>>>:

�lxx
�lyy
�lzz
� lyz
� lzx
� lxy

9>>>>>>=>>>>>>;
=

26666664

C l11 C l12 C l13 0 0 0
C l21 C l22 C l23 0 0 0
C l31 C l32 C l33 0 0 0
0 0 0 C l44 0 0
0 0 0 0 C l55 0
0 0 0 0 0 C l66

37777775

8>>>>>><>>>>>>:

8>>>>>><>>>>>>:

�lxx
�lyy
�lzz

lyz

lzx

lxy

9>>>>>>=>>>>>>;
��T

8>>>>>><>>>>>>:

�lxx
�lyy
�lzz
�lyz
�lzx
�lxy

9>>>>>>=>>>>>>;

9>>>>>>=>>>>>>;
(2.73)

où
�
�l
	
et
�
�l
	
sont les contraintes et les déformations locales respectivement ;

�
�l
	
sont

les coe¢ cients d�expansion thermiques locaux et
�
C l
�
la matrice d�élasticité orthotrope

locale ; �T est le gradient de température uniforme dans l�élément de volume calculé
à partir d�un état de référence non contraint. L�obtention du comportement global est
déduit à partir de transformations usuelles (une homogénéisation périodique dans la
plupart des cas), ce qui conduit généralement à une matrice de rigidité globale pleine de
la forme8>>>>>><>>>>>>:

�Gxx
�Gyy
�Gzz
�Gyz
�Gzx
�Gxy

9>>>>>>=>>>>>>;
=

26666664

CG11 CG12 CG13 CG14 CG15 CG16
CG21 CG22 CG23 CG24 CG25 CG26
CG31 CG32 CG33 CG34 CG35 CG36
CG41 CG42 CG43 CG44 CG45 CG46
CG51 CG52 CG53 CG54 CG55 CG56
CG61 CG62 CG63 CG64 CG65 CG66

37777775
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��T

8>>>>>><>>>>>>:

�Gxx
�Gyy
�Gzz
�Gyz
�Gzx
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9>>>>>>=>>>>>>;

9>>>>>>=>>>>>>;
(2.74)

Les propriétés e¤ectives macroscopiques sont directement extraites à partir des ca-
ractéristiques des constituants à di¤érentes échelles du composite. Ceci est possible dans
la mesure où on spéci�e un volume élémentaire représentatif ou un élément de volume
répétitif au sein du matériau, ce qui est assez trivial dans le cas des composites textiles
étant donnée sa structure maillée obtenue grâce à des technologies de tissage permettant
l�obtention d�un motif assez précis.

Echelle macroscopique Echelle mesoscopique Echelle microscopique

Fig. 2.27: Di¤érentes échelles au sein d�un renfort tissé.

Ce type d�analyse est alors indispensable pour l�évaluation des e¤ets de plusieurs
paramètres d�échelles sur le comportement global de la structure composite : poids et
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architecture du renfort, état de la résine, fraction volumique des �bres, ondulation et
morphologie des mèches ainsi que les propriétés mécaniques de chaque constituant. Les
principales échelles utilisées dans l�étude sont illustrées dans la �gure 2.27 et dé�nies
par : l�échelle macroscopique (celle du strati�é ou du plis), l�échelle mesoscopique (de la
maille ou de l�élément de volume) et l�échelle microscopique (celle des �bres).
Les modèles de prédiction des propriétés mécaniques et thermomécaniques des com-

posites tissés à l�état non déformé pour une analyse des structures en service ont reçu
une attention particulière pendant les quinze dernières années. Ils peuvent être classés en
trois catégories di¤érentes ; les modèles analytiques, les modèles micromécaniques et les
modèles numériques. Un choix possible de l�élément de volume est indiqué sur la �gure
2.28.

Fig. 2.28: Volume élémentaire représentatif d�un refort tissé.

Modèles analytiques
Les modèles analytiques s�appuyent essentiellement sur la théorie classique des stra-

ti�és [Red04]. L�approche la plus simple est de substituer l�élément répétitif d�un pli par
quatre couches successives comme indiqué �gure 2.29. Les deux directions des �bres sont
représentées par des couches unidirectionnelles équivalentes. Pour calculer la réduction
de rigidité de la mèche à l�apparition de plissements, on suppose un état de contrainte
uniforme dans les deux directions de �bres, la résine étant représentée par les deux
couches supérieure et inférieure.

Fig. 2.29: Approximation analytique basée sur la théorie classique des strati�és.

Toutes les propriétés thermoélastiques du strati�é nécessaires pour l�application de
la théorie classique des strati�és sont ensuite obtenues par di¤érentes techniques d�ho-
mogénéisation [CI91, NS92a, NS92b, Nai94, BJPV98]. L�idée principale est d�introduire
un paramètre d�échelle (longueur caractéristique) pour décrire la �nesse de la micro-
structure de façon à avoir une séquence de problèmes à résoudre pour chaque choix de
ce paramètre. En le faisant tendre vers 0, on obtient un problème limite qui sert à la
détermination des propriétés macroscopiques thermoélastiques e¤ectives du matériau.
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Les rigidités obtenues sont généralement assez conformes aux résultats obtenus expéri-
mentalement [Ste95].
Modèles micromécaniques
Des modèles plus sophistiqués basés sur des approches énergétiques [CF97] et micro-

mécaniques ont été présentés par plusieurs auteurs [Has83, Cha83, BH97, VIV98][BH97].
L�idée principale consiste en la minimisation de l�énergie de l�assemblage dé�nie comme
énergie moyenne dans chaque élément de volume. Ces modèles prédisent les états de
contraintes et de déformation tridimensionnels à l�intérieur de sous-éléments obtenus
par décompositition multi-échelles comme le montre la �gure 2.30 qui consiste en des
couches équivalentes de mèches ou de résine [WM90, SM97].

Fig. 2.30: Approche micromécanique.

Les hypothèses simples d�un état de déformation et de contrainte uniforme (isodé-
formation et isocontraintes), comme le stipule, entres autres, la loi du mélange [Sch68],
sont largement appliquées même si elles sont connues pour leur sous-estimation des pro-
priétés transverses du composite. Parmi ces modèles, on peut distinguer les modèles qui
prédisent les propriétés élastiques [JTS00, TT01, TY02] et ceux qui prédisent les coe¢ -
cients thermiques [RH70, Cha89] à partir de l�échelle micro, généralement basés sur les
mêmes hypothèses.
Modèles numériques
Les modèles numériques consistent en l�analyse éléments �nis tridimensionnelle du

comportement thermo-élastique des composites tissés (�gure 2.31). Leur principal avan-
tage est de permettre une construction de la structure avec tous les niveaux de complexité
possibles [DAB96].

Fig. 2.31: Analyse éléments �nis.

En général, cette méthode requiert le développement d�un modèle EF détaillé de
l�architecture du renfort. Son principal inconvénient est le coût excessif de la constuction
de la géométrie et le nombre de degrés de liberté extrêmement élevé nécessaire à la
représentation de tous les détails (plus d�un millier de ddl pour un seul élément de
volume) [ZH90, WSC95, SWC97].



2.2 Comportement homogénéisé et approches multi-échelles 51

2.2.1.2 Actualisation des propriétés matérielles

Moins d�attention a été accordé à l�in�uence du thermoformage sur les propriétés
élastiques et thermoélastiques des composites à renfort tissé. Le thermoformage induit
des déformations signi�catives dans la structure du composite et a¤ecte considérable-
ment ses propriétés. Les composites pré-imprégnés utilisés dans la mise en forme par
thermoformage sont di¤érents des composites conventionnels consolidés dans le sens où
ils présentent un potentiel de déformation largement plus grand que les premiers.
Dans ce type d�approche, les modèles sont généralement construits sur la base d�un

système de coordonnées non-orthogonal. Ils possèdent généralement une orthotropie ini-
tiale qui sera actualisée par la prise en considération de la réorganisation des réseaux de
mèches, les propriétés élastiques du milieu sont déduites généralement par homogénéi-
sation.
Dans ce cadre, Blanlot et Billoët [BB95] ont proposé une approche mécanique dans

laquelle le comportement est considéré orthotrope évolutif (dans la direction qui coïncide
avec la bissectrice des directions de �bres). La formulation numérique peut caractériser
l�évolution d�une loi hypoélastique orthogonale par l�actualisation des bissectrices. La

eβ

eα

Chaîne

Trame

θ+θ−

Fig. 2.32: Positionnement du référentiel pour la loi de comportement évolutive [BB95].

loi de comportement est obtenue en intégrant dans l�épaisseur le comportement local,
supposé indépendant, des deux réseaux chaîne et trame, par la relation :

�C�� =
1

h

Z
h

h
CCha{̂ne�� (��) + CTrame�� (�)

i
dz (2.75)

où CCha{̂ne�� (��) et CTrame�� (�) sont les lois de comportement initiales homogénéisées des
réseaux chaîne et trame, exprimées dans les bases tournées repectivement de �� et de
+�. Cependant, le calcul des propriétés matérielles dans le référentiel tournant n�a pas
été spéci�é.
Lim et al. [SSR00] ont proposé un modèle élastique qui considère l�extension et le

réarrangement des �bres pour n�importe quel type de composite textile par l�imposition
d�une série d�états de déformation à une maille élémentaire. L�actualisation des coor-
données nodales de l�élément de volume permet la prise en compte de l�arrangement
des �bres pour l�état de déformation suivant. Les matrices générées sont alors stockées
en constituant une base de données des propriétés du matériau pour la simulation du
formage.
Une formulation basée sur un système de coordonnées local considérant que l�axe x0

le long de la direction des �bres et l�axe y0 sont orthogonaux (�gure 2.33) a été proposé
par Yu et al. [YPC+02]. Sous l�hypothèse de petites déformations, l�e¤ort agissant sur la
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structure est obtenu par la considération de la cinématique et des propriétés des mèches.
Leur travail utilise un élément de volume d�un tissé et une méthode d�homogénéisa-
tion pour extraire les propriétés mécanqiues par dérivation analytique des propriétés
matérielles. L�actualisation des directions de �bres est faite par le tenseur gradient de
déformations.

xO

y

',x α

'O

'y

Avant déformation Après déformation

γ

a

b

Fig. 2.33: Déformation en cisaillement impliquant tous les référentiels utilisés dans
l�étude [YPC+02].

Par la prédiction de l�évolution de l�orientation des �bres, le modèle peut prendre
en compte l�e¤et de l�orientation sur l�anisotropie ainsi que les e¤ets de la di¤érence de
rigidité des �bres.
Les mêmes auteurs [YZP+03], dans le cadre de la simulation de la mise en forme

par hydroformage et par le biais de la même loi de comportement, ont pris en compte
la rigidité de cisaillement où les directions des �bres sont actualisées à partir des dé-
formations qui permettent de calculer la rotation des mèches autour de leurs points
de contacts. Pour dé�nir un système de coordonnées local, la bissectrice des directions
chaîne et trame est utilisée. Un des axes du sytème de coordonnées va être situé à 45�

dans le sens trigonométrique et l�autre à 45� dans le sens des aiguilles d�une montre,
à partir de la bissectrice. La contrainte de cisaillement censée agir dans ce système de
coordonnées orthogonal est transformée dans le système de coordonnées lié à la matière ;
puis elle est ajoutée à la loi de comportement comme rigidité de cisaillement.
Une autre approche, en considérant un système de coordonnées non orthogonal, est

proposée par Xue et al. [XPC03] où le tissu en considération est supposé avoir un plan
de symétrie qui coïncide avec la surface moyenne du tissu. Dans cette formulation, un
ensemble de trois systèmes de coordonnées est choisi. Le premier est le système de
coordonnées orthogonal global d�axes x et y �xés dans l�espace. Le deuxième est le
système de coordonnées local d�axes x0 et y0 orthogonaux. L�axe x0 coïncide avec la
direction actuelle de la direction chaîne.
Le troisième est le système de coordonnées matériel, O0��, où � et � sont choisis de

façon à coïncider respectivement avec les directions chaîne et trame. Les axes � et � sont
orthogonaux dans la con�guration initiale mais ne le restent pas pendant la déformation
de cisaillement comme indiqué sur la �gure 2.34. La déformation est divisée en deux
modes principaux, le cisaillement intraplis et la tension/compression dans la direction
des �bres.
Pour le premier mode, un élément de volume est isolé �gure 2.35. Puisque le système

de coordonnées O0�� n�est pas orthogonal, les propriétés complémentaires des contraintes
de cisaillement ne sont pas nécessairement valables. Elles sont remplacées par deux com-
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Fig. 2.34: Déformation en ciasillement impliquant tous les référentiels utilisés dans
l�étude [XPC03].
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Fig. 2.35: Composantes de contraintes dans le repère local.

posantes dépendantes de contraintes, � �� et ���.
Puisque les composites tissés ne peuvent supporter des e¤orts en compression, les

déformations négatives ne possèdent pas de contribution dans la capcité du matériau à
résister à ce type de chargement. Une déformation e¤ective le long de chaque direction
de �bres a été dé�nie et les propriétés du matériau sont obtenues par recalage sur des
courbes de traction biaxiale en fonction de cette dernière [CXPK03].
En 2005, Xue et al. [XCC05] ont développé un modèle constitutif intégrant les spéci�-

cités micro-macro pendant la déformation, basé sur les propriétés géométriques des �bres
selon le modèle (�gure 2.36) de McBride et Chen [MC97], des mèches et de la maille
élémentaire, des constantes matérielles des constituants du composite et de l�orientation
des mèches. La stratégie de modélisation débute par une description géométrique des
mèches et de l�élément de volume pendant la déformation de cisaillement. Ensuite une
analyse mécanique de l�élément de volume est faite pour obtenir les matrices de rigi-
dité et de souplesse associées aux modèles géométriques, suivi de la détermination des
propriétés en cisaillement à utiliser avec le modèle décrit précédemment. Une technique
simple combinant la loi de mélange pour les composites unidirectionnels est utilisée pour
prédire les propriétés en tension du composite.
Dans le même ordre d�idées, Peng et al. [PC05] ont utilisé un modèle non-orthogonal

où un système de coordonnées convecté, dont les axes dans le plan coïncident avec les
directions chaîne et trame du tissu (�gure 2.2.1.2), est �xé à un élément coque pour
modéliser le composite.
Les composantes contravariantes et covariantes respectivement des tenseurs de contraintes

et des déformations sont introduites dans le système de coordonnées convecté. La trans-
formation entre les composantes contravariantes et covariantes et le système de coordon-
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Fig. 2.36: Elément de volume et section droite D-D.

nées cartésien des tenseurs de contraintes sont nécessaires dans le développement de la
loi de comportement non-orthhgonale. Les propriétés e¤ectives non-linéaires du maté-
riau dans la loi de comportement non-orthogonale sont obtenues par recalage direct sur
des essais de traction uniaxiale et biaxiale du tissu.
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Le tenseur de déformation en un point matériel est exprimé dans la base contrava-
riante

�
gi
	
et dans le système de coordonnées cartésien feig respectivement par

" = ~"ijg
i 
 gj ; ~"ij = Pmi Pnj "mn (2.76)

Le tenseur de comportement C de 4 ème ordre dans la base covariante fgig s�écrit

C = ~Cijklgi 
 gj 
 gk 
 gl où ~�ij = ~Cijkl~"kl (2.77)

gi = P ijej ; ei = Q
j
igj ; P ji Q

k
j = �

k
i = P

k
j Q

j
i (2.78)

où ~Cijkl sont reliées aux composantes cartésiennes Cmnop par

~Cijkl = QimQ
j
nQ

k
oQ

l
pC

mnop (2.79)

Ces équations donnent la transformation de la matrice de comportement du système
de coordonnées non-orthogonal au système de coordonnées cartésien et vice versa. La
matrice de comportemtent dans le système de coordonnées cartésien [C(")] peut être

transformée à partir de celle contravariante
h
~C(")

i
dans le système de coordonnées

convecté par

[C(�)] = [T1]
T
h
~C(�)

i
[T1] (2.80)
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et par conséquent

fd�g = [T1]T
h
~C(�)

i
[T1] fd�g (2.81)

Il s�agit donc de déterminer cette matrice dans le système de coordonnées non-orthogonal
et ensuite de le transformer dans le système de coordonnées catésien.
Zhang et al. [ZF00, ZHL04] proposent d�intégrer la compaction latérale des �bres dans

le modèle de comportement orthotrope classique suivant le même choix de construction
du système de coordonnées non-orthogonal.
Dans ces types d�analyses [ZF00, YPC+02, XPC03, PC05], pour re�éter la réorien-

tation des �bres, un système de coordonnées cartésien local est �xé dans l�élément où
un système de coordonnées non-orthogonal coïncide respectivement avec les directions
chaîne et trame. Le système de coordonnées local coïncide initialement avec le système
de coordonnées global dans la con�guration initiale. Après déformation, le système de
coordonnées va subir une rotation de corps rigide par le tenseur de rotation. On obtient,
ensuite, directement les relations suivantes pour les directions de �bres actualisées qui
sont transformées par le tenseur gradient de déformation.

e0i = R � ei, f 0i = F � f i, i = 1; 2 (2.82)

où fi est la direction de la �bre i:

Une autre approche, pour la prédiction des propriétés thermoélastiques du composite,
par le biais d�un modèle de réorientaion des réseaux de �bres, consiste en l�utilisation de
l�algorithme du �let. Vu-Khan [VKL95] a montré, par son modèle de "sous-plis" (4 plis
�ctifs d�unidirectionnels) combiné avec la théorie classique des strati�és, que ce dernier
peut être utilisé pour prédire les caractéristiques thermo-mécaniques équivalents des
renforts déformés en tournant les plis �ctifs du modèle dans la direction correspondant à
la nouvelle direction des mèches après déformation. Les paramètres requis pour le calcul
sont les constantes thermo-élastiques des plis �ctifs.
Hofstee et al. [HVK00] ont présenté deux modèles pour l�analyse de la rigidité élas-

tique d�un composite thermoplastique à renfort tissé après déformation de thermofor-
mage. Leur approche est une extension des méthodes proposés par Vu Khan [VKL95] et
Smith [SRL97] dans le sens où la géométrie après extension et cisaillement est re�étée
dans le modèle. L�aplatissement est dé�ni en fonction de la longueur de l�ondulation,
la hauteur de la mèche et la dimension dans le plan de la zone d�entrecroisement. Un
volume élémentaire représentatif pour chaque pli du strati�é est modélisé de manière à
prendre en compte la réorientation dans le plan des réseaux de chaîne et trame. Un état
d�isocontraintes ou d�isodéformations dans l�élément de volume est imposé a�n de tenir
compte de l�aplatissement. Une analyse paramétrique est ensuite e¤ectuée pour établir
les e¤ets des grandes déformations lors du thermoformage sur la rigidité du strati�é. La
cinématique proposée est, entre autres, un intermédiaire entre les modèles de drapage
géométrique (algorithme du �let étendu [HVK01]) donnant une prédiction de l�orienta-
tion locale des �bres après cisaillement et une analyse structurale éléments �nis obtenue
par l�imposition d�un maillage sur le drapage obtenu (�gure 2.37).

2.2.2 Comportement visqueux

Une approche alternative dans l�utilisation de la méthode d�homogénéisation pour la
simulation numérique de la mise en forme des composites est présentée dans les travaux
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( )a

( )b ( )c

Algorithme du filet

VER

Fig. 2.37: (a) Algorithme du �let pour l�obtention de la direction des �bres, (b)
algorithme du �let étendu pour le calcul des propriétés e¤ectives du composite, (c)

simulation EF avec un maillage superposé au �let [HVK01].

de Hsiao et Kikuchi [HK97, HK99] où un modèle d�orientation des �bres par le tenseur
gradient de déformation a été utilisé pour représenter l�évolution de la microstructure
du renfort pendant la mise en forme.

D�après les travaux de Spencer et Rogers [Spe72, Rog89], la caractérisation rhéo-
logique des composites à �bres continues ne considère aucune analyse de l�e¤et de la
microstructure provenant de l�interaction entre �bres individuelles et la matrice. En
se basant sur l�hypothèse que les �bres demeurent rigides et qu�elles sont noyés dans
un �uide visqueux non-Newotonien, les propriétés matérielles, sont obtenus par homo-
généisation et sont tabulés dans une base de données par l�intermédiare d�une loi de
comportement macroscopique.

La loi de comportement, basée sur le concept de coque visqueuse d�Onate et Zienkie-
vicz [OZ83], dépend du taux de déformation et de la température à l�échelle de l�élément
de volume choisi. Le problème thermique couplé est inclut dans la formulation implicite
par la résolution simultanée de l�écoulement et du transfert de chaleur. Pour capturer le
changement de la microstructure, un modèle de réorientation des �bres a été implémenté
pour prédire l�angle entre les directions chaîne et trame.

L

l

Fig. 2.38: Elément de volume de la structure composite périodique [HK99].
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Un développement asymptotique de premier ordre des champs principaux permet de
capturer les e¤ets d�échelles dans la loi de comportement. En appliquant le résultat de
ce développement à l�équation d�équilibre sous sa forme faible, on obtient l�expression
de la loi de comportement homogénéisée tenant compte de la suspension des �bres dans
un �uide visqueux

�Hij (x) = �P (x)�ij + F (x)aiaj + �DHijkl(x) � exkl(v0) (2.83)

où DH est le tenseur des coe¢ cients d�écoulement homogénéisé, P la pression hydrosta-
tique et F la tension dans les directions des �bres.
Un développement asymptotique similaire de la température permet d�e¤ectuer une

analyse du transfert thermique du processus de thermoformage. Une équation micro-
scopique gouverne la conduction thermique dans les éléments de volume. L�équation
macroscopique qui gouverne le problème de transfert thermique du strati�é est couplée
avec l�équation d�écoulement homogénéisée précédente par l�intermédiaire de la viscosité.
Les orientations locales des directions chaîne et trame sont notées par les vecteurs uni-

taires a et b respectivement. Pour simpli�er l�écriture (�gure 2.39), la première direction
est choisie de façon à coïncider avec la direction chaîne.

1x

2x nb
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nφ
n

aθ 1x

2x 1n+b
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1nφ +

1n
aθ +

ijε&

Fig. 2.39: Réorientation des directions des �bres dans un maillage éléments �nis global
après déformation [HK99].

Les composantes des directions chaîne et trame sont actualisées par

tn �! tn +�t (2.84)

an+11 = cos �na + cos �
n
a _"11�t+ cos �

n
a _"12�t (2.85)

an+12 = cos �na + cos �
n
a _"12�t+ cos �

n
a _"22�t (2.86)

bn+11 = cos �nb + cos �
n
b _"11�t+ cos �

n
b _"12�t (2.87)

bn+12 = cos �nb + cos �
n
b _"12�t+ cos �

n
b _"22�t (2.88)

où _�ij est le taux de déformation élémentaire de la membrane obtenu par une analyse
éléments �nis globale ani et b

n
i sont les ième composantes des vecteurs a et b à l�instant tn.

� est l�angle entre les vecteurs �bres et l�axe élémentaire x1 de façon à ce que l�orientation
des �bres soit calculée et actualisée élément par élément en utilisant ces relations.

Dans cette même perspective, Thevenin et al. [TP96] ont développé un modèle de
prédiction des di¤érentes valeurs de viscosité pour un �uide bi-phasique par homogé-
néisation, pour la simulation de l�écoulement de la résine lors de sa mise en forme. Son
approche se base notamment sur les travaux de Spencer et Rogers [Spe72, Rog89]. Les
�bres sont remplacées par des inclusions isotropes et purement visqueuses. Ils ont com-
paré les viscosités transversales et longitudinales pour un �uide visqueux qui ont déjà fait
l�objet d�investigation dans les travaux de Christensen [Chr93] et de Co¢ n et al. [CP95]
où elles sont évaluées respectivement par des méthodes énergétiques et cinématiques.
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2.3 Conclusion

Pour les composites tissés, les modèles basés sur l�approche continue sont préférés
à ceux relevant de l�approche discrète, pour la richesse d�informations qu�ils peuvent
procurer pendant la phase de mise en forme en terme d�analyse des contraintes et des
déformations. En général, pour ce type de modélisation, le matériau peut être traité
comme homogène ou non-homogène.
L�avantage de l�utilisation de la méthode d�homogénéisation est sa capacité à localiser

les déformations microscopiques au sein du composite. Quand les taux de déformations
sont obtenus par un calcul global, les déformations locales sont calculées par une étape
de localisation. Les propriétés homogénéisées instantanées sont ensuite déterminées par
interpolation. Cette approche peut prendre en compte toutes les caractéristiques géo-
métriques et mécaniques associées au renfort et à la résine. Cependant, elle reste très
coûteuse en terme de temps de calcul et très compliquée à mettre en oeuvre d�un point
de vue développement.
Les modèles découplés/multicomposants sont plus e¢ caces dans le traitement des

problèmes aux limites et facilement intégrables dans un code de calcul industriel. Par
la prise en compte des di¤érents mécanismes de déformation du milieu �breux tissé
de façon découplée, on accède à une meilleure caractérisation expérimentale de chaque
comportement séparément. On peut alors e¤ectuer un choix au niveau de la complexité
de la modélisation par le biais du nombre de paramètres décrivant le comportement du
milieu. Cependant, et dans un objectif de simulation de la mise en forme des composites,
il y aura toujours un équilibre à trouver entre précision des modèles choisis et temps de
calcul.
On s�intéresse dans ce cadre aux modèles de comportement visqueux qui s�appa-

rentent à ceux présentés (cf. § 4.3.2.), comme modèles de comportement de la matrice
implémentée dans le solveur PAM FORM. Les hypothèses liées à leur formulation (inex-
tensibilité des �bres et incompressibilité de la matrice) fournissent une certaine cohérence
avec la nature anisotrope du milieu et une prise en compte des deux constituants à la
température de mise en forme. Une attention particulière sera donnée au développement
d�un modèle �uide visqueux à deux directions de �bres correspondant au comportement
d�un composite à renfort tissé.
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Chapitre 3

Analyse expérimentale de la mise
en forme par emboutissage

A�n de préparer la phase de simulation du procédé, il est nécessaire de disposer de
connaissances de nature expérimentale relatives à l�état de la structure au cours d�un
cycle complet de mise en forme par emboutissage. Pour cette raison, nous avons conduit
deux types de tests expérimentaux portant sur des pièces présentant une forme non-
développable.
Le premier concerne les tissus non imprégnés et consiste en la mise en forme de

renforts tissés pour l�obtention de préformes sèches (§ 3.1.). L�objectif est alors d�observer
les mécanismes de déformation en jeu et de mesurer quelques grandeurs caractéristiques,
telles que les variations angulaires, entre direction chaîne et trame du renfort.
Le second type de test consiste en une série d�essais de thermoformage de composites

à matrice thermoplastique (§ 3.2.). L�objectif est de se rapprocher des conditions réelles
de mise en forme à l�échelle industrielle.

3.1 Préformage

Cette première partie consiste en la mise au point d�un montage d�essais de mise en
forme de renforts non imprégnés et son instrumentation. L�objectif de cette étude est l�ob-
tention de formes �nales de renforts embouties pour une comparaison simulation/essais,
les grandeurs mesurées seront du type cinématique (champs de déplacement, variations
d�angles), mais aussi e¤orts sur les outils (poinçon, serre-�an). Le travail est e¤ectué
dans le cadre d�un projet de �n d�étude au LMSP (ENSAM Paris) [SD03].

3.1.1 Descriptif du dispositif expérimental

On dispose d�une machine d�emboutissage à froid représentée par la �gure 3.1. Elle
est formée d�une matrice, d�un serre-�an et d�un poinçon qui viennent se gre¤er sur
une machine de traction/compression MTS située au LMSP. Celle-ci se compose d�une
table comprenant 6 rainures en T réparties régulièrement et d�une traverse montée sur
4 colonnes sur laquelle est positionné un vérin hydraulique.
Une cellule de force peut être montée en tête du vérin muni également un capteur de

déplacement. La machine peut être pilotée à la fois en déplacement ou en e¤ort. La vitesse
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du poinçon peut varier entre 5 et 50 mm/s. La pression exercée par le serre-�an est de
l�ordre de 0.5 Mpa. Ce dernier possède la particularité d�être monté par l�intermédiaire
de 3 biellettes spécialement disposées pour former une glissière permettant l�obtention
d�une pression uniforme sur le tissu.

Fig. 3.1: (a) Ensemble poinçon/matrice/serre-�an, système de mise en pression,
système d�acquisition de données. (b) Echantillon embouti avec serre �an relevé.

La matrice est débouchante a�n de permettre l�observation du tissu une fois embouti,
et l�ensemble est posé sur quatre pieds cylindriques usinés. Un manomètre permet de
visualiser grossièrement la pression en première approche, puis une mesure précise est
réalisée grâce à un système d�acquisition des mesures.

3.1.2 Préparation des renforts

Etant données les dimensions de la machine (serre-�an : 400�400 mm), les échan-
tillons à mettre en forme doivent être des carrés de dimensions 390�390 mm, ce qui
évite au tissu de dépasser du serre-�an. L�échantillon utilisé est un ta¤etas en �bres de
verre équilibré. La tenue du tissu une fois découpé étant faible, il est nécessaire de le
maintenir correctement le plus longtemps possible. Il faut donc découper le tissu une
première fois pour obtenir un échantillon légèrement plus grand que l�échantillon désiré
avec des bandes de scotch sur sa périphérie pour délimiter la taille �nale de l�échan-
tillon. On procèdera à une seconde opération de découpe de ces morceaux juste avant
l�emboutissage.

Fig. 3.2: Validation du dispositif expérimetal (P=20 bars, V=1 mm/s, D=75mm).
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Etant donné que le tissu est non imprégné, la pièce produite est inexploitable à cause
de sa grande souplesse qui fait qu�elle ne conserve pas sa forme �nale. Il faut donc enduire
le tissu à l�aide d�un agent �geant (type colle ou résine) qui, en séchant, conservera la
forme obtenue tout en minimisant son e¤et sur le procédé.

3.1.3 Validation de la machine

Une première série d�essais a été réalisée a�n de valider le dispositif expérimental pré-
cédemment décrit. L�échantillon embouti possède bien la forme souhaitée. Le décollement
entre le poinçon et l�échantillon embouti s�e¤ectue sans problème. Cependant, à cause de
la course élevée du poinçon, le tissu présente des discontinuités dans la répartition des
mèches qui se tassent au niveau des bords de la matrice (�gure 3.2, P étant la pression
au niveau des vérins, V la vitesse de déplacement du poinçon et D le déplacement).

Fig. 3.3: Flan embouti : (à gauche) sans imprégnation, (à droite) avec imprégnation.

Deux autres essais ont été réalisés a�n de déterminer l�in�uence de l�imprégnation
par une colle (�gure 3.3), le premier tissu est embouti tel quel, le deuxième est enduit
d�une colle. Les conditions de mises en forme sont les mêmes que pour le précédent essai
en réduisant cette fois de 15 mm le déplacement du poinçon.

3.1.3.1 In�uence de l�imprégnation

La �gure 3.4 montre les courbes force/déplacement dans les deux cas. Le contact
entre le poinçon et le tissu s�e¤ectue à partir de 10mm de déplacement (valeur à partir
de laquelle l�e¤ort sur le poinçon n�est plus nul). On distingue ensuite 2 zones ; partir
d�un déplacement de 32 mm, l�e¤ort exercé sur le poinçon dans le cas du tissu imprégné
devient plus important. Cette valeur correspond au début de la désolidarisation des �bres
entre elles.
Il est cependant di¢ cile de conclure sur l�in�uence néfaste de la préimprégnation dans

la mesure où l�on s�intéresse aux déformations des échantillons. De plus, nous verrons
par la suite que nous ne pouvons pas accéder aux déformations si la colle est enduite
après l�opération d�emboutissage car cela modi�e fortement la position des �bres. La
suite des essais s�e¤ectuera donc en encollant les échantillons avant emboutissage.

3.1.3.2 Répétabilité des tests

On a véri�é la répétabilité des essais sur trois renforts emboutis dans les mêmes
conditions (P=20 bars, V=1 mm/s, D=40 mm). Au vu des courbes force/déplacement,
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Fig. 3.4: Courbes e¤ort / déplacement dans le cas d�un renfort sec et imprégné.

les trois tissus semblent se comporter de la même manière, avec toutefois un écart de
l�ordre de 10% après 40 mm de déplacement du poinçon (�gure 3.5).

Fig. 3.5: Répétabilité des essais.

3.1.3.3 In�uence des paramètres de mise en forme

Profondeur d�emboutissage A ce stade des essais les pièces produites présentait
souvent des discontinuités au niveau des �bres, pour une profondeur d�emboutissage >
40mm, A�n de réduire, le nombre de paramètres in�uants d�apparition de défauts, la
suite des essais est réalisée avec cette profondeur.

Pression du serre-�an Nos di¤érents essais nous ont montrés qu�il fallait exercer
une pression juste su¢ sante pour éviter des plis mais également su¢ samment faible pour
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laisser le tissu travailler.
Nous sommes donc parvenus à obtenir des pièces satisfaisantes en libérant le serre-�an

et en isolant le circuit hydraulique.

Les tissus Trois types de tissus à base de �bres de verre ont été testés. Le premier
est un ta¤etas structural relativement équilibré, à �bres continues et à mailles de 4mm.
La majorité de nos essais ont été e¤ectués avec ce premier tissu car c�est celui dont nous
disposions en grande quantité. Nous avons ensuite e¤ectué nos tests sur un tissu à �bres
discontinues et à mailles légèrement plus �nes. En�n, nous avons e¤ectué quelques essais
avec un tissu très di¤érent qui n�a pas forcément vocation à être utilisé comme tissu
structural. Mais il nous semblait tout de même intéressant d�analyser le comportement
d�un tel tissu (�gure 3.6).

Tissu 1 Tissu 2 Tissu 3

Fig. 3.6: Types de tissus utilisés.

Imprégnation Il est extrêmement délicat de déposer su¢ samment de colle sans en-
dommager le tissu. L�espace dont nous disposons dans la partie supérieure de la machine
nous contraint à utiliser un pinceau mais qui avait tendance à réarranger la disposition
des �bres et ainsi à modi�er la forme �nale du tissu. Cependant, vu la nature souple
du renfort, il est impossible d�obtenir des pièces explitables en �n d�emboutissage sans
imprégnation du renfort.

3.1.4 Exploitation des résultats

3.1.4.1 Acquisition

La méthode consiste à quadriller les échantillons de renfort avant emboutissage et
à observer la manière dont le quadrillage se déforme (�gure 3.7). On relève les coor-
données de chaque point du quadrillage avant et après déformation, ce qui permet de
calculer les variations angulaires ainsi que les variations de longueur au sein du renfort.
Le quadrillage doit être su¢ samment �n pour avoir une représentation �ne des champs
de déplacements.
Ce quadrillage est e¤ectué à l�aide d�un pochoir réalisé dans une plaque d�acier aux

dimensions des échantillons à emboutir (390�390 mm) dans laquelle ont été découpées
des croix correspondant aux intersections des lignes du quadrillage désiré. Il su¢ t alors
de déposer le pochoir sur un échantillon et de déposer de la peinture sur le pochoir.
L�acquisition des coordonnées est e¤ectuée par un système Zébris composé d�un stylo

de pointage muni de deux émetteurs ultrasons qui transmettent la position du stylo vers
un récepteur. Le pointage se fait manuellement, la précision restant satisfaisante pour
une première approche.
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Fig. 3.7: Quadrillage utilisé pour la mesure des variations angulaires après déformation.

Fig. 3.8: Déformation du quadrillage après emboutissage.

3.1.4.2 Traitement

Les données sont rassemblées dans un �chier texte et traitées ensuite sous MATLAB.
L�approche est simple, on a choisi dans premier temps de représenter les variations
angulaires : à partir des points obtenus, un produit scalaire entre les vecteurs construits
dé�nit le cosinus de l�angle, et un produit vectoriel en dé�nit le signe.
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Fig. 3.9: Ordre du pointage des points.

L�ordre dans lequel sont palpés les points a de l�importance. En e¤et pour l�exploi-
tation sous Matlab, les points sont pris dans l�ordre du pointage et mis sous forme de
matrice pour la construction de la �gure 3D. Les points doivent être relevés dans l�ordre
suivant la �gure 3.9.
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3.1.4.3 Résultats

Pour chaque essai, nous disposons de toutes les variations angulaires et de toutes
variations de longueur longitudinales (selon la chaîne) et transversales (selon la trame).
Pour parvenir à représenter ces variations, nous avons choisi de les représenter de la
manière suivante : les variations angulaires sont dé�nies à partir des points obtenus : un
produit scalaire entre les vecteurs construits entre les noeuds du quadrillage dé�nit le
cosinus de l�angle, et un produit vectoriel en dé�nit le signe. Les variations de longueurs
sont obtenues à partir de la moyenne de la variation de distance entre deux noeuds
consécutifs, dans le sens longitudinal et transversal de l�échantillon.

3.1.4.3.1 Tissu à 0�/90� La distance entre les noeuds du quadrillage garde relati-
vement la même valeur au cours de la déformation (le tissu dans le cas général est sujet
à des petites déformations < 1 %), le mécanisme prépondérant étant l�e¤et de treillis),
on a choisit de représenter, dans ce cas, que les variations angulaires.

Fig. 3.10: Variations angulaires au sein du renfort pour di¤érentes profondeurs
d�emboutissage.

La �gure 3.10 montre les variations angulaires obtenus pour di¤érentes profondeurs
d�emboutissage. La variation angulaire maximale passe de 32� pour une profondeur de
50 mm à 72� pour une profondeur de 80 mm. Cette dernière est la valeur maximale
que peut atteindre le renfort au cours des essais et représente l�angle de blocage du
tissu avant �ambement et apparition des plis. Les coins du tissu restent globalement peu
a¤ectés par cet augmentation (�gure 3.8). L�angle de blocage est fonction généralement
de la structure du renfort et de l�espacement entre les mèches avant chevauchement (cf.
§ 2.1.2.1.2.1.).

3.1.4.3.2 Tissu à -45�/45� Des mesures ont également été e¤ectuées sur un tissu
découpé à 45� (�gure 3.11). La forme obtenue est caractéristique : on observe un avale-
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ment du renfort dans les coins (alors que celui-ci avait lieu au milieu des côtés pour un
tissu à 90�).

Fig. 3.11: Variations angulaires, tissu à -45/45.

Seul un échantillon, dont les dimensions sont légèrement inférieure à celles de l�échan-
tillon standard, a été embouti dans de bonnes conditions.

3.1.5 Perspectives

Une analyse plus approfondie est menée par la technique de stéréovision au sein du
LMSP qui permet de mesurer l�évolution de la forme 3D d�un objet en enregistrant
plusieurs paires stéréoscopiques relatives à di¤érents états de déformation du renfort. Le
but est la mesure champ de déplacements et des déformations de la surface du renfort
(référence J. Launey).
L�étude peut être aussi étendue à d�autres types de renforts ou à plusieurs séquences

d�empilement pour en déterminer entre autres les di¤érents angles de blocage ainsi que
l�évolution de l�angle de cisaillement.

3.2 Thermoformage

La présente étude a été e¤ectuée dans le Laboratoire de Matériaux Composites de
l�ENSAM Lille. Son objectif a été principalement la reproduction des conditions réelles
de mise en forme sur une presse conçue à cet e¤et.
Elle a pour objectif principal la réalisation d�une campagne d�essais de thermoformage

de divers types de composites en maîtrisant l�ensemble du cycle de fabrication.

3.2.1 Dispositif expérimental

La �gure 3.12 représente une vue d�ensemble du banc d�essai avec ses trois parties
(marc le grand). La première est constituée d�un convoyeur qui va permettre le transfert,
selon deux con�gurations décrites un peu plus loin, du �an dans le bloc de chau¤age.
La deuxième est un bloc de chau¤age composé de deux rampes infra-rouges, fournissant
chacun une puissance calori�que de 10 kW et permettant de réchau¤er le �an jusqu�à une
température de 450� C. La précision en température est de �3� C pour des températures
allant jusqu�à 250� C, et pour des températures supérieures à 250� C, l�erreur avoisine
�5� C. La troisième est une presse hydraulique de fermeture maximale de 50 T munie

Majed
Rectangle

Majed
Rectangle
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d�outillages préalablement chau¤é selon le matériau à emboutir. La �gure 3.14 illustre
la géométrie des outillages utilisés.

Fig. 3.12: Banc d�essai de thermoformage.

L�ensemble du cycle de thermoformage est contrôlé en mode automatique par super-
vision de tous les actionneurs. Il est possible d�y régler :
� la pression fournie au vérin de la presse
� le temps de maintien de cette pression lors de l�emboutissage et en �n de cycle
� la température des outils
� le temps de montée, de maintien et de descente de cette température
� la hauteur d�emboutissage dans le cas d�un emboutissage calé
� la température de �an désirée
La pression fournie aux vérins actionnant la fourchette qui permet de monter et

descendre l�ensemble serre-�an ou serre �an/pose �an, est régulée indépendamment du
reste de la presse. Celui-ci possède son propre dispositif de réglage et permet de faire
varier la pression fournie à chacun des deux vérins de 1 à 6 bars.
Comme nous le verrons par la suite, quelques modi�cations de la presse ont du être ef-

fectuées pour permettre une répartition homogène de la température dans le �an chau¤é,
jusqu�à présent non-atteinte. Ces modi�cations sont essentiellement : l�implantation d�un
serre-�an chau¤ant muni d�un thermorégulateur, d�une part. D�autre part, l�utilisation
d�un ensemble permettant la réalisation de pièces à hautes températures de mise en
forme, l�objectif principal étant l�amélioration du cycle de température de thermofor-
mage.
Deux bancs d�acquisition de données sont disponibles. L�un permet d�obtenir les tem-

pératures du serre-�an et du �an tout au long du cycle de thermoformage d�une pièce,
l�autre permet d�avoir la pression fournie au vérin de la presse par l�intermédiaire de l�ar-
moire de commande. Le banc d�acquisition des températures est constitué d�un boîtier
sur lequel douze thermocouples de diamètre 0,5 mm peuvent être branchés. Il est relié
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Fig. 3.13: Disposition des thermocouples sur le �an étudié.

à un PC permettant de visualiser les données acquises au fur et à mesure de l�évolution
du cycle de thermoformage.

A B

C
A : Poinçon

B : Matrice

C : Bague de centrage

Fig. 3.14: Outillages utilisés.

La pression réelle fournie au vérin s�est avérée être constante et égale à 13,5 bars
quelle que soit la consigne donnée (�gure 3.13). Le passage, initialement prévu lors de
la conception de la machine, entre le pilotage en e¤ort et le pilotage en déplacement est
assez délicat à manier : tous les essais ont donc été réalisés avec une pression fournie au
vérin de 13,5 bars environ.

3.2.2 Utilisation d�un serre-�an chau¤ant

Dans les précédentes campagnes d�essais réalisées sur la presse, les pièces produites
présentaient de nombreux défauts dus à une répartition non uniforme de la température
à la sortie des fours IR. Cette dernière était principalement causée par le serre-�an qui,
en étant intercalé entre le �an et les fours IR, gênait le rayonnement d�atteindre toute la
surface du �an. Un serre-�an chau¤ant a été conçu à cet e¤et, son l�objectif est l�amé-
lioration du cycle de température de la mise en forme. Le principe est de faire circuler
un �uide caloporteur dans le circuit prévu à cet e¤et à l�aide d�un thermorégulateur.
Tout un ensemble de problèmes est apparu dès lors que le serre-�an associé aux

tuyaux de raccordement au thermorégulateur a été mis en place. La presse n�ayant pas
été conçue pour ce type de procédé, il a donc fallu apporter un ensemble de modi�cations
a�n de palier tous les problèmes rencontrés.

3.2.3 Matériaux utilisés

Trois types de matériaux ont été utilisés dans la campagne d�essais :
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Fig. 3.15: Relevé de pression obtenu avec le banc d�acquisition correspondant à la
consigne : 2,5 bars/min, 5 bars/min, 7,5 bars/min, 10 bars/min.

Fig. 3.16: Serre-�an chau¤ant raccordé au thermorégulateur.

3.2.3.1 Le PP Twintex

Le Twintex de Saint-Gobain Vetrotex est un matériau utilisé dans de nombreuses ap-
plications et notamment dans les transports (automobile et marine). C�est un composite
thermoplastique à matrice polypropylène (PP) renforcé par des �bres de verre. Il o¤re
une très grande résistance aux chocs (Choc Charpy sans entaille ISO 179 : de 220 à 445
kJ/m2 ). Il a, de plus, un excellent comportement en présence d�eau. Sa température
de mise en forme se situe entre 160 et 190� C et varie en fonction des conditions de
chau¤age et de la fraction volumique de �bres.
Deux épaisseurs de plaques ont été utilisées : 1 et 2,5 mm, de densités respectives de

745 et 2980 g/m2. La structure du renfort étant du sergé 2/2.

3.2.3.2 L�Hexform

L�Hexform fabriqué par Hexcel Composites est un matériau à hautes caractéristiques
mécaniques. Il possède une matrice époxy spéciale renforcée par un tissu en �bres de
verre ou de carbone. Sa température de mise en forme se situe entre 150 et 180� C. Le
renfort utilisé présente une structure tissée équilibrée.
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3.2.3.3 Le Cetex

Le Cetex fourni par la société hollandaise Ten Cate Advanced Composites est l�un
des thermoplastiques les plus étudiés à l�heure actuelle dans le milieu de l�aéronautique
et de l�espace notamment pour EADS. La raison principale de cet intérêt particulier est
que ce matériau possède des caractéristiques mécaniques et thermiques supérieures à la
plupart des composites de sa catégorie. La matrice est en Polyphénylène Sul�de (PPS)
associée à 60 % de �bres de carbones. Sa température de mise en forme se situe entre
280 et 320� C et nécessite un outillage permettant d�atteindre ces températures.
Plusieurs plaques ont été prévues pour la présente étude dont les références sont les

suivantes

Pour le jeu de poiçon-matrice d�entrefer 2,5 mm
Référence 1 CFO 286-007 : Carbone CD 286, 7 plis (0/45/0/45/0/45/0).
Référence 2 CFO 286-006 : Carbone CD 286, 6 plis (0/45/0/0/45/0).

Référence 3 CFO 206-009 : Carbone CD 206, 9 plis (0/45/0/45/0/45/0/45/0).
Pour le jeu poinçon-matrice d�entrefer 1 mm

Référence 1 CFO 206-002 : Carbone CD 206, 2 plis (0/0).
Référence 2 CFO 286-002 : Carbone CD 286, 2 plis (0/0).

Tab. 3.1: Références des plaques Cetex utilisés dans la campagne d�essais

Nous verrons par la suite que l�utilisation du serre-�an chau¤ant ne permet pas d�at-
teindre la température de mise en forme de ce matériau. On proposera, pour pallier
cette di¢ culté, l�utilisation d�un �lm thermalimide �xé à un pose �an convoyé conçu à
cet e¤et.

3.2.4 Campagne d�essais

3.2.4.1 Cycle de mise en forme

La première étape de mise en forme consiste à positionner le �an sur le serre-�an (ou
pose-�an) et à ramener l�ensemble entre les deux rampes infrarouges. Il est alors chau¤é
au-delà de sa température de fusion et transféré sous presse où, après emboutissage il
sera maintenu sous pression a�n de permettre sa reconsolidation (�gure 3.17). La pièce
obtenue est ensuite refroidie à température ambiante. L�ensemble poinçon/matrice est
facilement interchangeable, et se monte sur les plateaux de la presse. Deux con�gurations
de poinçon/matrice sont possibles, permettant d�emboutir des pièces d�épaisseurs de 1
et 2.5 mm. Il est aussi possible d�intercaler entre la matrice et le poinçon une couche de
silicone.

3.2.4.2 Cycle de température

Les premiers essais ont été e¤ectués sur le Twintex, et l�Hexform par le biais du serre
�an chau¤ant.

Twintex et hexform Les �gures 3.18 et 3.19 montrent les relevés de températures
comparés à une courbe "idéale" de température de mise en forme pour les �ans en
Twintex et Hexform. Quatre phases peuvent être distinguées, la première partie (I)
correspond à la phase de chau¤age au four infrarouge, ce qui précède étant le temps
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Serre flan
chauffant

Mise en forme sous presse Chauffage IR
Ensemble poinçon / matrice

Fig. 3.17: Di¤érentes étapes de mise en forme.

nécessaire à la montée en température du serre-�an chau¤ant. La deuxième partie (II)
correspond à la phase de transfert du �an sur les outillages. La troisième (III) correspond
à la fermeture de la presse et au maintien sous pression de l�ensemble. La dernière (IV)
correspond au démoulage.

Fig. 3.18: Evolution de la température au cours de la mise en forme (Twintex, �an
carré).

Après la phase de transfert et lorsque le �an est positionné sur les outillages, ce dernier
doit avoir une température correspondant à sa plage de température de mise en forme
(160 � 190� C pour le Twintex, 150 � 180� C pour l�Hexform). Des thermocouples ont
été positionnés le long du diamètre ou la largeur du �an (�an cylindrique ou circulaire)
a�n de suivre le cycle en température étape par étape, ceci n�était faisable que pour
le Twintex puisque la température n�avait pas trop d�in�uence sur la tenue des bandes
adhésives utilisées pour maintenir les thermocouples à la surface de la pièce (�gure 3.13).
Les premières analyses ont révélé une chute importante de la température à la �n

de la phase de chau¤age et au cours de la phase de transfert à la presse, ce qui causait
l�apparition de plusieurs défauts de type irrégularité de la surface utile de la pièce,
�ambements locaux des �bres et absence locale de résine (zones sèches) (�gure 3.20).
Le procédé de mise en forme utilisé a été amélioré au fur et à mesure de l�évolution de

la maîtrise de l�ensemble des paramètres, la consigne donnée aux rampes infra rouges et
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Fig. 3.19: Evolution de la température au cours de la mise en forme (Twintex, �an
circulaire).

Zones sèches ExcroissanceFlambements locaux des
fibres

Irrégularités

Fig. 3.20: Types de défauts constatés.

au thermorégulateur ainsi que par l�isolation thermique du boîtier couvrant la partie de
transfert. La �gure 3.21 montre l�amélioration du cycle en température entre les premiers
tests sur le Twintex et ceux obtenus en �n de campagne.
On note une grande amélioration quant à la qualité de la pièce �nale. Les pièces

obtenues présentent généralement un bon état de surface et la résine est uniformément
répartie sur toute la géométrie.

Cetex Ce matériau nécessitant une montée en température proche des 300� C pour
permettre sa mise en forme, il n�était pas possible d�utiliser le serre-�an-chau¤ant puisque
le thermorégulateur est limité à une température de fonctionnement de 200�C. Nous
avons conçu, à cet e¤et, un ensemble permettant d�étendre un �lm thermalimide, sur-
lequel on vient placer le �an. Ce dernier est ensuite convoyé de la même manière que
précédemment, et vient se poser sur le serre-�an (�gure 3.22) avant la montée sous presse.
Cette solution a permis d�obtenir directement une bonne répartition de la température
le long du �an.
Il n�était pas possible de faire des relevés de température sur le �an directement,
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Fig. 3.21: Evolution de la température après isolation de la phase de transfert
(Twintex).

c�est pourquoi aucune courbe d�évolution de la température au cours du cycle de mise
en forme n�a pu être obtenue. Le seul indicateur est un capteur infrarouge situé à la
sortie de la phase de transfert qui permet de savoir si le �an est à la bonne température
ou pas.

Fig. 3.22: Etapes de mise en forme modi�ées.

3.2.5 Déformées obtenues

La �gure 3.23 montre des exemples de matériaux emboutis après obtention d�un
cycle adéquat de mise en forme. Les pièces obtenues présentent généralement un état
de surface satisfaisant et une bonne répartition des mèches sur la zone utile du renfort.
Des micrographies ont été e¤ectuées sur quelques échantillons pour véri�er l�absence de
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porosités sur deux sections perpendiculaires du �an [Bot04].

3.2.6 Perspectives

Cette première phase d�exploitation de la machine a permis de relever quelques dif-
�cultés liées au thermoformage des composites à matrice thermoplastique à l�échelle du
laboratoire. Elle peut être étendue à d�autres essais ayant pour but l�optimisation des
conditions de mise en forme et l�in�uence d�autres paramètres tels que la forme du �an,
la séquence d�empilement du strati�é et son épaisseur et la géométrie des outillages sur
le produit �nal. L�état de déformation dans le renfort peut être étudié, comme c�était
le cas pour les tissus secs, par mesure directe des coordonnées d�un quadrillage tracé
préalablement ou par stéréovision. On peut aussi s�intéresser à l�évolution de l�état de
la structure au cours du formage par l�obtention de pièces non complètement embouties
en intercalant des butées pour di¤érentes courses du poinçon.

Twintex

Hexform

Cetex

Twintex

Fig. 3.23: Déformées obtenues pour les di¤érents matériaux utilisés.



Chapitre 4

Simulation numérique de la mise
en forme

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la loi de comportement implémentée dans
le solveur PAM FORM sous la référence « matériau 140 » . Après une présentation de
l�approche en dynamique explicite caractéristique du solveur (§ 4.1.), nous décrivons
quelques spéci�cités liées à la modélisation de la structure (§ 4.2.).

La loi de comportement est ensuite présentée en deux temps (§ 4.3.). Dans une pre-
mière étape, puisque nous ne disposions d�aucune information sur la loi de comporte-
ment, nous avons conduit di¤érents tests élémentaires a�n de déterminer l�in�uence des
di¤érents paramètres et de caractériser, au moins grossièrement, cette loi. Dans la se-
conde phase, nous avons eu accès, de manière partielle, aux codes sources du matériau
140. Nous avons alors pu véri�er la validité des tests réalisés précédemment, et surtout
expliciter d�autres parties de la loi de comportement, soit de manière directe avec les
informations dont nous disposions, soit à l�aide de tests complémentaires.

Puis, nous présentons, parmi les tests réalisés, les trois principaux (§ 4.4.). Le premier
vise à simuler la mise en forme par emboutissage d�un renfort non imprégné ; les résultats
obtenus sont comparés avec ceux de l�analyse expérimentale du chapitre 3 (cf. § 3.1.).
Le second présente la simulation numérique de l�essai de cadre déformable à partir du-
quel nous montrons que les variations des contraintes principales viscoélastiques ne sont
pas liées aux variations angulaires. Alors que l�essai de cadre déformable fait intervenir
uniquement une déformation de nature homogène de cisaillement, l�intérêt du troisième
test est de faire intervenir simultanément plusieurs types de déformation de nature non
homogène : ce test porte sur la mise en forme par emboutissage d�un composite à matrice
thermoplastique. Cela nous permettra alors d�analyser le comportement viscoélastique
de la résine dans l�échantillon soumis à plusieurs types de déformations de manière si-
multanée. Nous comparerons ensuite les résultats avec ceux obtenus expérimentalement
dans le chapitre 3 (cf. § 3.2.).

En�n, nous proposerons quelques pistes pour construire une autre loi de comporte-
ment prenant en compte la nature tissée du renfort, à la di¤érence du matériau 140 (§
4.5.).
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4.1 Approche en dynamique explicite

L�approche explicite est une approche qui s�est avérée souvent plus simple et e¢ cace
que à mettre en �uvre que l�approche implicite. Traditionnellement utilisée pour résoudre
des problèmes de dynamique (impact/crash), elle apparaît, actuellement, comme une
méthode alternative pour simuler les problèmes de mise en forme.

Méthode des di¤érences centrales

La méthode des di¤érences centrales fait partie des schémas d�intégration temporels
les plus utilisés. Elle est développée à partir des formules de di¤érences centrales pour
la vitesse et l�accélération où elle est appliquée ici dans le cas d�un maillage Lagrangien.
Le temps de la simulation noté par tS est divisé en pas de temps �tn; n = 1 à nPT

où nPT désigne le nombre de pas de temps. Les exposants indiquent le pas de temps :
tn et dn = d(tn) sont le temps et le déplacement, respectivement, au pas de temps n.
L�algorithme utilisé est à pas de temps variable. Cela est en e¤et nécessaire pour

des calculs pratiques puisque le pas de temps stable change avec la déformation du
maillage et la vitesse de propagation de l�onde change avec les contraintes. Pour cela, les
incréments temporels sont dé�nis par

�tn+
1
2 = tn+1 � tn, tn+

1
2 =

1

2

�
tn+1 + tn

�
, �tn = tn+

1
2 � tn�

1
2 (4.1)

La formule des di¤érences centrales pour la vitessse est alors donnée par

_un+
1
2 � vn+

1
2 =

un+1 � un
tn+1 � tn =

1

�tn+
1
2

�
un+1 � un

�
(4.2)

Elle peut être convertie à une formule d�intégration en réarrangeant les termes comme
suit

un+1 = un +�tn+
1
2vn+

1
2 (4.3)

L�accélération et sa formule correspondante sont données alors par

�un � an = vn+
1
2 � vn� 1

2

tn+
1
2 � tn� 1

2

, vn+
1
2 = vn�

1
2 +�tnan (4.4)

On observe que les précédentes formules sont dé�nies aux points centraux des inter-
valles de temps qui sont appelés demi-pas. Par substitution de 4.3 dans 4.4, l�accélération
peut être exprimée directement à partir des déplacements

�un � an =
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1
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�
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�
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1
2�tn�tn�
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(4.5)

Dans le cas de pas de temps similaires, l�expression de l�accélération se réduit à

�un � an = un+1 � 2un + un�1

(�tn)2
(4.6)

L�équation du mouvement à un pas de temps n s�écrit

Man = fn = f ext (un; tn)� f int (un; tn) (4.7)
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et est sujette à

gI (u
n) = 0, I = 1::nC (4.8)

qui est une représentation généralisée des nC conditions aux limites en déplacements et
autres containtes sur le modèle qui peuvent être des fonctions algébriques linéaires ou
non linéaires des déplacements nodaux.
Les équations pour actualiser les vitesses et les déplacements sont obtenues en sub-

stiuant 4.7 à 4.4, ce qui donne

vn+
1
2 = vn�

1
2 +�tnM�1fn (4.9)

A chaque pas de temps n, les déplacements sont connus. Les forces nodales sont
déterminées à partir de la relation entre les déplacements et la mesure de déformation
utilisée (qui dans notre cas sera le taux de déformation D) et de la loi de comportement
reliant les contraintes à cette mesure de déformation.
L�actualisation des vitesses et des déplacements nodaux peut être accomplie sans

résolution d�aucune équation pourvu que la matrice masseM soit diagonale. C�est l�une
des caractéristiques saillantes de la méthode explicite.
L�amortissement est modélisé par une force linéaire visqueuse fA = CAv de façon à

ce que la force totale soit f �CAv:
L�inconvénient majeur de cette méthode reste sa stabilité conditionnelle. Si le pas

de temps dépasse une certaine valeur critique �tcrit, la solution diverge. Ce pas de
temps critique, appelé aussi pas de temps stable, pour un maillage où les éléments sont
constants en déformation est donné par

�t = ��tcrit, �tcrit =
2

!max
6 min

e;I

2

!eI
= min

e

le
ce

(4.10)

où !max est la fréquence maximale du système linéarisé, le est la longueur caractéristique
d�un élément, ce est la vitesse de propagation de l�onde dans l�élément e et � un facteur
de réduction des e¤ets de non-linéarités (compris généralement entre 0.8 et 0.98).
Cette condition s�appelle condition de Courant [CFL28] et le taux � est appelé le

nombre de courant. Le coût d�une simulation en dynamique explicite est indépendante
de la plage de fréquence d�intérêt et dépend uniquement de la taille du modèle et du
nombre des pas de temps. Le pas de temps critique diminue avec le ra¢ nement du
maillage et l�augmentation de la rigidité du matériau.

4.2 Modélisation de la structure

Pour la modélisation du laminé, on utilise un empilement d�éléments coques. L�élé-
ment utilisé est un élément quadrangle à quatre noeuds et à intégration réduite développé
par Belytschko et Tsay [BL84]. La formulation utilisée est une formulation corotation-
nelle en vitesse de déformation. Les e¤ets de rotation de corps rigide du matériau sont
traités par la �xation d�un système de coordonnées à l�élément. Ceci fournit un moyen
simple d�éviter les complexités de la mécanique non linéaire du fait de l�objectivité des
relations décrites dans ce système.
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4.2.1 Repère utilisé

Pour une simulation éléments �nis, le problème de formage impose une formulation
incrémentale en grande déformation. Une attention particulière doit être faite dans l�uti-
lisation des systèmes de coordonnées choisis pour décrire le comportement du matériau.
Le repère local tournant avec la matière est dé�ni à partir des coordonnées nodales

de l�élément. Le vecteur ê3 est supposé être normal aux vecteurs r13 et r24 qui relient
respectivement les noeuds 1 et 3, 2 et 4. Ses composantes sont données par

ê3 =
r13 � r24
kr13 � r24k

(4.11)

1N

2N

3N
4N

3e

12r

13r

24r

1e

2e

Fig. 4.1: Construction du repère corotationnel.

L�axe ê1 est dé�ni à partir du vecteur r12 en renforçant la condition de normalité
puisque cette direction n�est pas perpendiculaire à ê3: L�erreur est faible si les déforma-
tions de cisaillement transverses sont inférieures à 10%.

ê1 =
r12 �

�
rT12ê3

�
ê3

r12 � �rT12ê3� ê3

 (4.12)

Le dernier axe est obtenu par ê2 = ê3 � ê1.

4.2.2 Cinématique de l�élément

La géométrie de l�élément est dé�nie par sa surface de référence ou surface moyenne,
et son épaisseur h. La vitesse d�un point de la coque est dé�nie par la vitesse de la surface
de référence vm et la vitesse angulaire �

v = vm � ze3 � � (4.13)

Les composantes co-rotationnelles du tenseur taux de déformation, dé�ni dans le
repère décrit précédemment, sont :

D̂ij =
1

2

�
@v̂i
@x̂j

+
@v̂j
@x̂i

�
(4.14)
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en substituant 4.14 dans 4.13, on a

D̂11 =
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+ ẑ
@�̂2
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(4.15)
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2D̂23 =
@v̂m3
@x̂2

� �̂1 ; 2D̂13 =
@v̂m3
@x̂1

� �̂2 (4.17)

Les composantes du tenseur taux de déformation et du tenseur de contraintes de
Cauchy sont notées par

D̂ =
�
D̂11 D̂22 2D̂12 2D̂13 2D̂23

�
(4.18)

�̂ =
�
�̂11 �̂22 �̂12 �̂13 �̂23

�
(4.19)

Les deux matrices sont conjuguées dans le sens où le travail interne par unité de
volume est :

W = D̂T �̂ (4.20)

On considère que la coque est en état de contraintes planes de façon à décomposer
la contrainte, en contraintes dans le plan et en contraintes de cisaillement transverse
comme suit

�̂ =

�
�0

�00

�
; �0T =

�
�̂11 �̂22 �̂12

�
, �00T =

�
�̂13 �̂23

�
(4.21)

D̂33 est calculée à partir de �̂33 = 0.

4.2.3 Discrétisation éléments �nis

L�équation du mouvement à un pas de temps n s�écrit

Man = fn = f ext (un; tn)� f int (un; tn) (4.22)

L�équation du mouvement est donné par un opérateur topologique adéquat

f int = A

�
f e

me

�
(4.23)

où les forces nodales f e et les moments me sont donnés par le principe des puissances
virtuelles :

��etI m
e
I + �v

et
I f

e
I = ��̂

et
I m̂

e
I + �v̂

et
I f̂

e
I =

Z
V e
D̂ � �̂dV (4.24)

où V e est le volume de l�élément e, la répétition d�indices indique une sommation sur les
noeuds de l�élément et me

I et f
e
I sont donnés par

f e =

8<:
fxI
fyI
fzI

9=; , me =

8<:
mxI

myI

mzI

9=; (4.25)
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La surface de référence de l�élément est approximée dans la con�guration de référence
et dans la con�guration déformée par des fonctions d�interpolation8<:

xm

ym

zm

9=; = NI (�; �)

8<:
xI
yI
zI

9=; (4.26)

où xI , yI et zI sont les coordonnées de l�élément I:
L�élément utilisé est un quadrangle à quatre noeuds bilinéaires de fonctions d�inter-

polation :

N1 =
1

4
(1� �) (1� �) ; N2 =

1

4
(1 + �) (1� �) (4.27)

N3 =
1

4
(1 + �) (1 + �) ; N4 =

1

4
(1� �) (1 + �) (4.28)

La vitesse de la surface de référence ainsi que sa vitesse angulaire sont approximées
par les mêmes fonctions d�interpolation

vm = NI (�; �)vI (4.29)

� = NI (�; �)�I (4.30)

La vitesse de déformation est donnée par

D̂11 = B1I v̂1I + ẑB1I �̂2I ; D̂22 = B2I v̂2I + ẑB2I �̂1I (4.31)

2D̂12 = B1I v̂2I +B2I v̂1I + ẑ
�
B2I �̂2I �B1I �̂1I

�
(4.32)

2D̂23 = B1I v̂3I +NI �̂2I ; 2D̂13 = B2I v̂3I �NI �̂1I (4.33)

et peut être décomposée en composantes membranaires, de �exion et de cisaillement
transverse

8<:
D̂11
D̂22
2D̂12

9=; =

24 B1I 0 0 0 0
0 B2I 0 0 0
B2I B1I 0 0 0

35
8>>>><>>>>:
v̂1I
v̂2I
v̂3I
�̂1I
�̂2I

9>>>>=>>>>;+ ẑ
24 0 0 0 0 B1I
0 0 0 B2I 0
0 0 0 B1I B2I

35
8>>>><>>>>:
v̂1I
v̂2I
v̂3I
�̂1I
�̂2I

9>>>>=>>>>;(4.34)

�
2D̂13
2D̂23

�
=

�
0 0 B1I 0 NI
0 0 B2I �NI 0

�8>>>><>>>>:
v̂1I
v̂2I
v̂3I
�̂1I
�̂2I

9>>>>=>>>>; (4.35)

qu�on peut écrire

D̂ = D̂Mem + D̂Flex (4.36)

D̂Ci sT = D̂Ci sT (4.37)

où D̂, D̂Mem, D̂Flex et D̂Ci sT sont les déformations dans le plan, membranaires, de
�exion et de cisaillement transverse respectivement.
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En utilisant la partition de la vitesse de déformation et de la contrainte, on aura alors

��etI m
e
I + �v

et
I f

e
I =

Z
V e

�
D̂0T �̂0 + ��D̂00T �̂00

�
dV (4.38)

où �� est facteur de pénalisation qui sert à renforcer la condition de normalité de Kirchho¤
quand la coque devient mince.
Les e¤orts nodaux, en se référant à [BL84] sont obtenus par

f̂1I = A (B1If11 +B2If12) + 
IQ
M
1 (4.39)

f̂1I = A (B2If22 +B1If12) + 
IQ
M
2 (4.40)

f̂1I = A (B1If11 +B2If12) + 
IQ
B
3 (4.41)

m̂1I = A

�
B2Im22 +B1Im12 �

1

4
��f23

�
+ 
IQ

B
1 (4.42)

m̂2I = A

�
�B1Im11 +B2Im12 �

1

4
��f13

�
+ 
IQ

B
2 (4.43)

m̂3I = 0 (4.44)

où f�� =
R
�̂��dẑ et m�� = �

R
ẑ�̂��dẑ:

4.2.4 Calcul des contraintes

Les contraintes sont calculées à partir de la loi de comportement en contraintes planes.
Les composantes du tenseur des contraintes f�̂gn sont calculées dans le repère local

(ê1; ê2; ê3)
n; les composantes du tenseur de déformation

n
D̂
on+ 1

2
sont, elles, calculés

dans le repère (ê1; ê2; ê3)n+1.
Le système de coordonnées (ê1; ê2; ê3)n+1 est obtenu par une rotation �Q lié au spin

W de (ê1; ê2; ê3)n:

�Q =
I� �t

2 W
n+ 1

2

I+ �t
2 W

n+ 1
2

(4.45)

La formule de Hughes-Winget [HW80] est la version discrétisée de l�intégration ro-
tationnelle. C�est elle qui, dans notre cas, est utilisée numériquement pour réaliser le
cumul tensoriel dans le repère local de l�élément.

f�̂gn+1 = f�̂gn + [C]
n
D̂
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.46)

[C] étant la matrice de comportement du milieu.

4.3 Loi de comportement

Le matériau de type 140 dé�nit un élément coque de matériau composite bi-phase.
Ce modèle de matériau est illustré par la �gure suivante (�gure 4.2) et consiste en la
combinaison de trois comportements : un modèle de comportement élastique global de la
coque, un modèle viscoélastique pour la résine et un modèle de comportement élastique
pour les �bres.
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,G υ

1 2( , )Max E E µ

1E 2E

Fig. 4.2: Elément 140 de PAM FORM.

La contrainte est calculée à partir de la somme des trois composantes de contraintes
liées à chaque modèle

f�̂gn+1 = f�̂gn +
�
��̂Tot

	
(4.47)�

��̂Tot
	
=

n
��Glob

o
+
�
��̂V E

	
+
n
��̂Fibi

o
, i = 1; 2 (4.48)

où
�
��̂Glob

	
,
�
��̂V E

	
et
�
��̂Fibi

	
sont respectivement les incréments de contrainte du

modèle global, de la contrainte viscoélastique et de la contrainte élastique dans chaque
direction de �bres.
Cet élément a été explicité à travers plusieurs tests qui ont permis de déterminer la

nature de son implémentation. Les sections qui vont suivre donnent les détails de sa
composition.

4.3.1 Comportement global du monopli

Ce constituant a un comportement élastique linéaire. Les propriétés à fournir en
entrée sont le module de cisaillement dans le plan G et le coe¢ cient de Poisson �. Le
module de cisaillement peut être fourni soit par une constante, soit par une courbe en
fonction de l�angle entre les �bres. Ce constituant a été introduit pour contrôler les
instabilités numériques et pour stabiliser les calculs.
On peut spéci�er dans les données un angle de blocage �Bl à partir duquel le module

de cisaillement G est substitué par un module de cisaillement « après blocage » GBl.
L�incrément de contrainte lié au comportement global est donné par

n
��Glob

o
=
h
CGlob

in
D̂
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.49)

avec

h
CGlob

i
=
EGlob

1� �2

266664
0 � 0 0 0
� 0 0 0 0
0 0 1� �

2 0 0
0 0 0 1� �

2 0
0 0 0 0 1� �

2

377775 ; EGlob = 2G (1 + �) (4.50)
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4.3.2 Comportement viscoélastique de la résine

Le comportement de la résine est considéré viscoélastique (un ressort et un amortis-
seur en série). La rigidité du ressort est dé�nie comme le maximum des modules d�Young
des �bres, son coe¢ cient de Poisson est �xé à 0.5 a�n de modéliser l�incompressibilité
de la matrice.

1 2( , )Max E E µ

Fig. 4.3: Modèle de Maxwell.

L�incrément de déformation dans ce modèle est la somme des incréments de défor-
mation élastiques et visqueux

n
D̂
on+ 1

2
�tn+

1
2 =

n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2 +

n
D̂a
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.51)

La contrainte viqueuse s�écrit selon le modèle �uide idéalisé pour un �uide visqueux
à une seule famille de �bres présentée § 2.1.2.1., d�expression

�V is = 2�TD+2 (�L � �T ) (AD+DA) (4.52)

Les directions des �bres sont supposées être initialement droites et parallèles dans le
repère local de l�élément (ê1; ê2; ê3). Elles restent dans le plan 1-2, avec un angle initial
� par rapport à ê1.
En notation de Voigt, la contrainte visqueuse s�écrit comme suit8>>>>>><>>>>>>:

�11
�22
�33
�23
�13
�12

9>>>>>>=>>>>>>;
=

26666664

CV11 0 0 0 0 CV16
0 CV22 0 0 0 CV26
0 0 CV33 0 0 0
0 0 0 CV44 CV45 0
0 0 0 CV54 CV55 0
CV16 CV26 0 0 0 CV66

37777775

8>>>>>><>>>>>>:

D11
D22
D33
2D23
2D13
2D12

9>>>>>>=>>>>>>;
(4.53)

avec

CV11 = 2�T
�
1� 2m2

�
+ 4�Lm

2 (4.54)

CV22 = 2�T
�
1� 2n2

�
+ 4�Ln

2 (4.55)

CV33 = 2�T (4.56)

CV44 = �T
�
1� n2

�
+ �Ln

2 (4.57)

CV45 = CV54 = (�L � �T )mn (4.58)

CV55 = �T
�
1�m2

�
+ �Lm

2 (4.59)

CV66 = �L (4.60)

CV16 = CV26 = 2 (�L � �T )mn (4.61)
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où m = cos � et n = sin �: En contraintes planes et en supposant que la résine possède
la même viscosité dans le sens longitudinal et transversal, la relation 4.52 s�écrit

8<:
�11
�22
�12

9=; =

24 CV11 + CV33 CV33 CV16
CV33 CV22 + C

V
33 CV26

CV16 CV26 CV66

358<:
D11
D22
2D12

9=; =

24 4� 2� 0
2� 4� 0
0 0 �

358<:
D11
D22
2D12

9=;
(4.62)

La contrainte viscoélastique dans le cas de la �gure 4.3 est donné alors par

�
�V E

	n+1
=
�
CV
� n
D̂a
on+ 1

2
=
�
�V E

	n
+
�
CMat

� n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.63)

tandis que l�incrément de contrainte viscoélastique
�
��̂V E

	
s�écrit

�
��̂V E

	
=
�
CMat

� n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.64)

avec [I] est la matrice identité, [D] étant la matrice de viscosité pour une seule direction
de �bre tirée de la loi de comportement pour un �uide visqueux renforcé avec une
direction de �bres

�
CMat

�
=
EMat

1� �2

266664
0 � 0 0 0
� 0 0 0 0
0 0 1� �

2 0 0
0 0 0 1� �

2 0
0 0 0 0 1� �

2

377775 ;EMat =Max(E1;E2) (4.65)

�
CV
�
=

266664
4� 2� 0 0 0
2� 4� 0 0 0
0 0 � 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

377775 (4.66)

n
D̂r
on+ 1

2
est calulé à partir de la relation suivante

n
D̂r
on+ 1

2
=
h
[I] + �tn+

1
2
�
CV
��1 �

CMat
�i�1 �n

D̂
on+ 1

2 �
�
CV
��1 �

�V E
	n�

(4.67)

dont la démonstration est�
�V E

	n+1
=
�
CV
� n
D̂a
on+ 1

2
=
�
�V E

	n
+
�
CMat

� n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.68a)n

D̂a
on+ 1

2
=
�
CV
��1 �

�V E
	n
+
�
CV
��1 �

CMat
� n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.68b)n

D̂
on+ 1

2 �
n
D̂r
on+ 1

2
=
�
CV
��1 �

�V E
	n
+
�
CV
��1 �

CMat
� n
D̂r
on+ 1

2
�tn+

1
2(4.68c)n

D̂
on+ 1

2 �
�
CV
��1 �

�V E
	n
=
h
[I] + �tn+

1
2
�
CV
��1 �

CMat
�i n

D̂r
on+ 1

2
(4.68d)n

D̂r
on+ 1

2
=
h
[I] + �tn+

1
2
�
CV
��1 �

CMat
�i�1 �n

D̂
on+ 1

2 �
�
CV
��1 �

�V E
	n�
(4.68e)
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Or, d�après les tests de �exion d�un cantivelar réalisés en annexe B, on en conclut
que la viscosité n�a aucune in�uence sur la �èche. Dans la formulation viscoélastique,
seules les déformations membranaires sont prises en compte. Cela nous amène à réécrire

l�ensemble de ces relations, en considérant l�équation 4.36 et en remplaçant
n
D̂
o
parn

D̂Mem

o
dans la relation 4.51.

4.3.3 Comportement élastique dans les �bres

Le comportement des �bres est considéré élastique linéaire. L�incrément de contraintes
formulé dans la direction des �bres

�
��̂Fibi

	
f
s�écrit comme suit

n
��Fibi

o
f
=
h
CFibi

in
D̂Fib
i

on+ 1
2
�tn+

1
2 (4.69)

4.3.3.1 Déformations dans les directions matérielles

Quelques tests élémentaires ont été e¤ectués a�n de dé�nir le cumul tensoriel des
déformations dans les directions matérielles : Cisaillement simple, Extension simple et
Extension suivi de cisaillement. Le post-traîtement ne permettant pas l�accès aux défor-
mations dans le système de coordonnées global, on compare trois mesures de déforma-
tions logarithmiques, ln(l=l0), ln(U) et ln(V), pour di¤érentes directions des �bres avec
la solution donnée par l�élément 140. On donne les solutions analytiques en ln(l=l0) pour
les di¤érents tests, les solutions analytiques en ln(U) et ln(V) sont données en Annexe
A [Bil03].

Aa

Ba

a

Ba

Aa

0l
l

x

y

L
0α

B

A 'A

'B

Fig. 4.4: Cinématique du cisaillement simple.

4.3.3.1.1 Cisaillement simple D�après la cinématique du cisaillement simple (�-
gure 4.4), pour une direction quelconque d�une direction matérielle, la longueur initiale
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de la �bre est calculée par

l20 = (yB � yA| {z }
Y

)2 + (xB � xA| {z }
X

)2 (4.70)

l2 = (yB � yA| {z }
Y

)2 + (xB0 � xA0)2 (4.71)

�
xA0 = xA + yA

a
L

xB0 = xB + yB
a
L

avec
a

L
=
aA
yA

=
aB
yB

(4.72)

soit

l20 = X2 + Y 2 l2 = Y 2 + (xA � xB +
a

L
(yB � yA))2 (4.73)

l2 = Y 2 + (X +
a

L
Y )2 (4.74)

ce qui donne
l2

l20
=
Y 2 + (X + a

LY )
2

X2 + Y 2
(4.75)

et

Ln
l

l0
=
1

2
Ln

�
Y 2 + (X + a

LY )
2

X2 + Y 2

�
(4.76)

Finalement

Ln
l

l0
=
1

2
Ln
�
1 +

a

L
sin�0

�
2 cos�0 +

a

L
sin�0

��
(4.77)

Ax

'Bx

u

Bx

'Ax

0l l

x

y

yL
0αA

B

'A

'B

0xL
xL

Fig. 4.5: Cinématique de l�extension.

4.3.3.1.2 Extension simple De la même manière et d�après la �gure 4.5, la lon-
gueur initiale et actuelle de la �bre est donnée par

l20 = (yB � yA| {z }
Y

)2 + (xB � xA| {z }
X

)2 (4.78)

l2 = (yB � yA| {z }
Y

)2 + (xB0 � xA0)2 (4.79)
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On dé�nit

Y = yB � yA = l0 sin�0 (4.80)

X = xB � xA = l0 cos�0 (4.81)

ce qui donne

l20 = X2 + Y 2 (4.82)

l2 = X2 + �2Y 2 (4.83)

avec � = Lx0+u
Lx0

=
xA0
xA
=

xB0
xB

Dans ce cas
l2

l20
=
X2 + �2Y 2

X2 + Y 2
et Ln

l

l0
=
1

2
Ln

�
X2 + �2Y 2

X2 + Y 2

�
(4.84)

On obtient �nalement

Ln
l

l0
=
1

2
Ln
�
sin2 �0 + �

2 cos2 �0
�

(4.85)

Aa

Ba

a

Ba

Aa

0l
l

x

y

L
0α

B

A 'A

'B

u

''B

''A

( )1 Bxβ −

( )1 Axβ −

0xL
xL

Fig. 4.6: Cinématique du cisaillement suivi d�une extension.

4.3.3.1.3 Cisaillement puis extension D�après la �gure (4.6), les coordonnées des
points A"et B" sont calculées à partir des coordonnées A�et B�en �n de cisaillement
comme suit

xA00 � aA = � (xA0 � aA; ) (4.86)

xB00 � aB = � (xB0 � aB) (4.87)

yA00 = yA0 = yA et yB00 = yB0 = yB. La longueur initiale de la �bre est donnée par

l20 = (yB � yA| {z }
Y

)2 + (xB � xA| {z }
X

)2 (4.88)
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Pour calculer la longueur �nale d�une �bre

xB00 � xA00 = � (xB0 � xA0) + (aB � aA) (1� �) (4.89)

xB00 � xA00 = � (xB0 � xA0) +
a

L
Y (1� �) (4.90)

avec � = Lx0+u
Lx0

:

Les coordonnées A�et B�sont calculées à partir de la cinématique du cisaillement
simple

xA0 = xA + yA
a

L
(4.91)

xB0 = xB + yB
a

L
(4.92)

Si

Y = yB � yA = l0 sin�0 (4.93)

X = xB � xA = l0 cos�0 (4.94)

on obtient

Ln
l

l0
=
1

2
Ln

 
Y 2 +

�
�X + a

LY
�2

X2 + Y 2

!
(4.95)

et �nalement

Ln
l

l0
=
1

2
Ln

�
sin2 �0 +

�
� cos�0 +

a

L
sin�0

�2�
(4.96)

En suivant le même raisonnement dans le cas, cette fois, d�une extension suivi de
cisaillement, on obtient

Ln
l

l0
=
1

2
Ln

 
sin2 �0 +

��
1 +

u

Lx0

�
cos�0 +

a

L
sin�0

�2!
(4.97)

4.3.3.2 Résultats

Dans le cas d�extension simple, les tenseurs de Cauchy-Green Gauche et Droit sont
les mêmes pour une direction à 0� et 90�, ce qui fait que U et V possèdent les mêmes
valeurs propres et vecteurs propres. Dans ce cas, les déformations lnU et lnV sont aussi
les mêmes et égaux à ln(1 + u) dans la direction d�extension et sa direction transverse
(�gure 4.7). Ce qui n�est pas le cas pour les autres directions.
On voit bien, après cette série de tests, que la déformation suit une loi en ln(l=l0)

dans le sens des �bres. Ce fait est dû à un cumul tensoriel des déformations de nature
rotationnelle, on peut supposer que l�incrément de contraintes dans la direction des �bres
s�écrit comme suit

f�g = [C] f"g = [C]
Z t

0
fDg dt (4.98)

Si la rotation est choisie de façon à suivre une direction matérielle (la direction des
�bres f suit par exemple une direction convectée par le tenseur gradient des déformations
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Fig. 4.7: Déformations obtenues en extension simple (0/90).

Fig. 4.8: Déformations obtenues en cisaillement simple (30).

F), la mesure de déformation dans cette direction est égale au logarithme de l�élongation
� de cette direction [Rou97]. Cela se traduit par

f � "fib�f = ln(�fib) = ln( l
l0
) (4.99)

Il n�est pas possible de cumuler des déformations logarithmiques de ce type dans
d�autres directions matérielles à l�aide d�une intégrale rotationnelle. En e¤et, les axes
constitutifs restent orthogonaux par dé�nition et, pour que cela soit possible, il faudrait
que les directions matérielles restent orthogonales au cours de la transformation [Rou97].
ce qui suppose l�utilisation d�un système de coordonnées orthogonal lié à chaque �bre
(�gure 4.10). On verra par la suite comment est construit ce système de coordonnées.cela
nous amène à écrire l�incrément de contrainte dans le repère local de l�élément de la façon
suivante

n
��̂Fibi

o
=
h
PFibi

i h
CFibi

in
D̂Fib
i

on+ 1
2
�tn+

1
2 (4.100)

Reste maintenant à déterminer quels sont les systèmes de coordonnées utilisées et�
PFibi

�
résultante, pour la représentation des directions des �bres et les transformations



4.3 Loi de comportement 91

Fig. 4.9: Cisaillement puis extension (a=3).

Avant déformation Après déformation
1e

2e 1'Nif

1e

2e
2'Nif

1N
if

2N
if

Fig. 4.10: Système de coordonnées lié à la direction d�une �bre.

associées dans le système de coordonnées local de l�élément. Ceci fait l�objet du para-
graphe suivant.

4.3.3.3 Réorientation et système de coordonnées lié à la direction des �bres

Le suivi des directions matérielles en grandes déformations nécessite le suivi des
directions de �bres, a�n de mieux représenter l�anisotropie du milieu. L�objectif de cette
section est de déterminer comment ces dernières sont actualisées et par rapport à quel
système de coordonnées.
Pour cela, on possède comme seule donnée d�entrée deux paramètres Ri et Si qui

dé�nissent les coordonnées de la �bre i. Le reste des données étant inaccessible, nous
avons mené di¤érents tests sur le matériau 140 pour savoir comment sont réactualisés
ces paramètres ; puis, nous avons déterminé la formulation qui en découle, formulation
qui a été enlevée pour des raisons de con�dentialité exprimées par ESI.
Les �gures 4.11 et 4.12 montrent quelques valeurs de Ri et Si pour un essai de

cisaillement simple.
Après consultation des déformations utilisées dans l�élément 140, il s�en suit que

celles-ci s�expriment comme suitn
D̂Fib
i

o
=
h
PFibi

i�1 n
D̂Mem +BfD̂Flex

oh
PFibi

i
(4.101)

où
�
PFibi

�
étant la matrice de passage entre le système de coordonnées lié à la direction

des �bres et le système de coordonnées local de l�élément et où Bf représente un facteur
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R=0.5       S=-0.5 R=0       S=0

Fig. 4.11: Cisaillement simple (�bres à 0 et 90).

R=0.707       S=0 R=0       S=0.707

Fig. 4.12: Cisaillement simple (�bres à +45 et à -45).

de �exion qui sert à rendre compte de la structure �breuse du milieu et donc de sa
souplesse.
L�incrément de contraintes lié au repère local de l�élément, dans ce cas, est calculé à

partir des déformations dans la direction des �bres par

h
��̂Fibi

i
=
h
PFibi

i0B@Ei
24 D̂Fibxxi 0 0

0 0 0
0 0 0

35n+
1
2

�tn+
1
2 +Gi

24 0 0 D̂Fibxzi
0 0 0

D̂Fibxzi 0 0

35n+
1
2

�tn+
1
2

1CAhPFibi

i�1
(4.102)

où Ei est le module d�Young de la �bre i et Gi = Ei
2 .

L�in�uence du facteur de �exion Bf sur la �èche d�une poutre en �exion est indiquée
(Annexe B). Il sert à diminuer la rigidité en �exion pour assouplir la structure. Ceci
est équivalent aux travaux présentés § 2.1.2.3, où un facteur de �extion est déterminé
à partir d�une analyse par la théorie des poutres [YZP+05]. Cependant, la complexité
engendré au niveau du modèle global du milieu, comme par exemple dans les travaux de
Lahey et al. [Lah02, LH04], nous impose un choix entre précision du modèle global et
coût de calcul. D�un point de vue industriel, le choix se pose généralement sur le dernier
critère.

4.4 Tests e¤ectués sur la loi de comportement utilisée

4.4.1 Préformage

L�objectif de cette partie est la simulation numérique, à l�aide du solveur PAMFORM
et de la loi de comportement décrite dans le paragraphe précédent, du préformage d�un
renfort non-imprégné de résine sur une surface non développable. Dans un premier temps,
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on établie la mise en données des di¤érents paramètres régissant le comportement du
matériau composite. Nous comparerons ensuite les résultats des simulations avec ceux
obtenus expérimentalement et qui ont fait l�objet du chapitre précédent (cf. § 3.1.). Ce
travail a été réalisé dans le cadre d�un projet de �n d�études que j�ai encadré au LMSP
(ENSAM Paris) [LV04].

Serre-flan Poinçon

Flan
Matrice

Fig. 4.13: Montage du dispositif d�emboutissage.

La géométrie des outillages et du �an a été modélisé sous Catia V5. L�ensemble des
surfaces utiles intervenant dans la simulation est représenté sur la �gure 4.13. Le poinçon
est de forme pyramidale à base carrée d�angle au sommet 40� tronqué par une sphère
de rayon 200 mm. Le problème admettant deux plans de symétrie, nous n�avons gardé
qu�un quart de la géométrie.

Fig. 4.14: Maillage des di¤érentes parties du dispositif expérimental.

Le maillage des outils a été e¤ectué sous Patran V2003 par transfert des �chiers
IGES obtenus précédemment. Ces di¤érents éléments sont �nalement assemblés dans un
même �chier. Leur positionnement relatif est réalisé à l�aide du post processeur PAM-
GENERIS (�gure 4.14), ainsi que la mise en données relative à leurs caractéristiques
matériau et leurs conditions aux limites en e¤orts et en déplacement.

4.4.1.1 Caractéristiques matériau

4.4.1.1.1 Cisaillement intraplis Le tissu utilisé est le même que celui exposé au
chapitre 2 (§ 2.1.) où nous en avions spéci�é les caractéristiques, reste à spéci�er ces
dernières en cisaillement.
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Fig. 4.15: Courbe de cisaillement du ta¤etas de �bres de verre T6 et approximations
linéaires.

D�après [Dum03b], la courbe d�évolution de l�e¤ort global en fonction de l�angle de
cisaillement plan dans un essai de cadre déformable est représentée �gure 4.15. L�angle
de blocage identi�é est de l�ordre de 0,9 rd, soit 51,5�. Les rigidités de cisaillement G et
GBl, respectivement avant et après blocage, sont de 0,7 MPa et 15,27 MPa.

4.4.1.1.2 Matrice thermo-visco-élastique Dans le cadre de l�analyse expérimen-
tale, nous avons utilisé des renforts enduits manuellement de colle à faible viscosité a�n
de �ger la forme �nale obtenue après emboutissage. Les données constructeurs four-
nissent une plage de viscosité de 13 kPa.s à 1 MPa.s. Nous avons �xé cette dernière à
une valeur intermédiaire de 0.1 MPa, pour limiter l�in�uence de la colle.

4.4.1.1.3 Fibres élastiques Des tissus unidirectionnels ou bidirectionnels peuvent
être représentés. L�angle initial des �bres est à spéci�er par l�utilisateur. Les coe¢ cients
entrés, en fonction des essais de caractérisation expérimentaux e¤ectués sur le site d�Or-
léans du LMSP, sont donnée tableau 4.1

Densité 1,6 10�9 ton/mm3

Module d�Young des �bres 35400 MPa

Tab. 4.1: Caractéristiques du renfort

Le système d�unité qui correspond aux caractéristiques du problème est le millimètre,
secondes. L�unité de masse est la tonne, ce qui permet de réduire considérablement le
temps de calcul par l�entrée de faibles valeurs de densité. Toutes les grandeurs d�entrées
lors de la mise en données du problème suivent ce système d�unités.

4.4.1.2 Conditions aux limites

4.4.1.2.1 En déplacement Le problème étant à priori symétrique (toute ondula-
tion et/ou instabilité de forme est/sont exclue(s) ), le �an est bloqué le long de ses bords
où les axes de symétrie passent. La vitesse d�avance du poinçon lors des essais a été �xée
à 1 mm/s.
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Dans un premier temps, nous avons placé les di¤érents éléments de l�outillage a�n que
les espaces entre eux et le �an soient égaux à la demi épaisseur du �an (�gure 4.16.a).

Matrice

Flan

Serre-flan

0,25 mm

0,25 mm
Poinçon

Matrice

Flan

Serre-flan

0,37 mm
0,25 mm

0,37 mm
Poinçon

(a) (b)

Fig. 4.16: Positionnement des outillages par rapport au �an.

Cependant, les e¤orts de contacts obtenus étaient très élevés par rapport à ceux
obtenus expérimentalement (de l�ordre de 30 000 N). En e¤et, en observant l�épaisseur
du �an en �n de course nous avons remarqué que celle-ci était plus grande que le jeu
entre la matrice et le serre-�an.

Fig. 4.17: Répartition de l�épaisseur du �an en �n de course.

Fig. 4.18: Répartition de la variation angulaire des �bres en �n de course.

En e¤et, cette épaisseur est de l�ordre de 0.54 mm en �n de course dans la zone entre
le serre-�an et la matrice, alors que le jeu entre ces deux outils n�est que de 0.5 mm. Le
�an est donc bloqué entre la matrice et le serre-�an, ce qui engendre des e¤orts de contact
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considérables. Cette variation d�épaisseur est fortement liée à la variation angulaire des
�bres, comme l�illustre la répartition suivante.
Nous avons donc augmenté progressivement ce jeu a�n que l�épaisseur du �an en �n

de course soit inférieure à la distance Matrice/Serre-�an. Cette condition a été véri�ée
pour un jeu de 0.7 mm entre la matrice et le serre-�an, soit 0.2 mm de plus que l�épaisseur
initiale du �an.
La distance réelle entre la matrice et le serre-�an est de 0.74 mm. C�est le jeu que

nous �xons pour le reste des simulations (�gure 4.16.b).

4.4.1.2.2 En e¤ort Les pistons ne fonctionnant pas correctement, les essais sem-
blaient être réalisés sans qu�aucune pression ne leur soit appliquée. Le serre-�an dans ce
cas exerce une légère pression qui sert uniquement à éviter le plissement du renfort en
�n d�emboutissage.
Trois couples de surfaces pour chaque contact maître/esclave ont été dé�nis. Les

coe¢ cients de frottement entrant en jeu dans ces contacts ont été �xés à 0.4 [ETM96,
NL02].

4.4.1.3 Analyse de sensibilité

De nombreux paramètres entrent alors en jeu dans la simulation du procédé. Cette
analyse va permettre d�e¤ectuer des choix, quant au maillage du �an par exemple,
et d�ajuster certains paramètres physiques. Di¤érents résultats fournis sont analysés :
les courbes d�énergies (énergies cinétique et de déformation), les courbes d�e¤orts de
contact selon l�axe vertical de la machine (e¤orts de contact Flan/Matrice, Flan/Poinçon,
Flan/Serre-�an), les déformées (avalement, ligne médiane) et les variations angulaires
entre �bres.

Fig. 4.19: Energies cinétique et de déformation en fonction du temps pour une densité
de 1.6 10�3 ton/mm3.

4.4.1.3.1 Ajustement du pas de temps Dans un calcul explicite, le pas de temps
n�est pas directement modi�able. Avec une vitesse de descente du poinçon de l�ordre de
1 mm/s, le temps de calcul est multiplié par 104, ce qui n�est pas envisageable, dans la
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mesure où l�espace de stockage du disque est limité. La solution la plus courante dans
ce cas est de diminuer la densité du matériau a�n d�augmenter la vitesse de calcul.
Cette pratique est couramment utilisée dans le domaine de la simulation numérique

et ne perturbe pas les caractéristiques mécaniques de la structure si les modi�cations
gardent le problème quasi-statique [WAN 98], [REB 92] et si les e¤ets d�inertie de la
structure restent négligeables.
Nous avons choisi d�e¤ectuer nos simulations avec une densité arti�cielle de 1.6 10�3

ton/mm3, au lieu des 1.6 10�9 ton/mm3 réelles. Les courbes de comparaison de l�énergie
cinétique avec celle de déformation permettent de véri�er que les e¤ets d�inertie restent
négligeables (�gure 4.19).

4.4.1.3.2 Choix du maillage du �an Nous avons comparé quatre types de maillage
uniformes dont les caractéristiques sont récapitulées dans le tableau ci-dessous a�n de
comparer les résultats et le coût du calcul par rapport à la �nesse du maillage.

Flan Nombre de ddl

1 7000
2 18000
3 28000
4 112500

Les courbes d�e¤orts obtenues, en l�abscence d�amortissement, présentent plusieurs
oscillations. Celles représentées dans la �gure 4.20 sont leur interpolation par des poly-
nômes de degré 6.

Fig. 4.20: E¤orts de contact entre poinçon et �an pour di¤érentes tailles du maillage.

On remarque que les e¤orts de contact diminuent avec la �nesse du maillage. Ce-
pendant, on n�observe pas de stabilisation malgré la réduction de la taille des éléments.
Au niveau des déformées, avalement et ligne médiane, aucune variation liée au maillage
n�est constatée. Il semble donc que l�analyse de la géométrie n�o¤re pas un critère �able
de choix de la �nesse du maillage.
Aux vues de ces résultats, nous choisissons de retenir le maillage intermédiaire de

28000 ddl comme compromis entre temps de calcul et précision des résultats.
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4.4.1.4 Comparaison simulation / analyse expérimentale

Suite à la mise en données du problème et à l�analyse de sensibilité précédente, les
résultats numériques obtenus par le modèle déterminé auparavant seront comparés aux
résultats expérimentaux. Les principales caractéristiques de ce dernier sont récapitulées
dans le tableau suivant

Vitesse d�avance du poinçon 1 mm/s
Temps de simulation 40 s
Densité du �an 1,6 10�3 ton/mm3

Module d�Young des �bres 35400 MPa
Rigidité de cisaillement 0,7 MPa
Angle de blocage 51,5�

Rigidité de cisaillement après blocage 15,27 MPa
Viscosité 0,1 MPa
Coe¢ cient de frottement Flan/outillages 0,4

Tab. 4.2: Caractéristiques de la simulation

Nous proposons de comparer ces résultats dans deux con�gurations : la première où
l�orientation des �bres est à 0� / 90�, la seconde où l�orientation des �bres est à �45�

/ + 45�. Pour chacun de ces cas, la comparaison porte sur les 4 éléments suivants : le
pro�l de l�avalement, le pro�l de la ligne médiane, les variations d�angles et les e¤orts de
contacts.

4.4.1.4.1 Orientation des �bres à 0�/90� La �gure 4.21 montre que montre que la
simulation et l�analyse expérimentale donnent des résultats assez proches si l�on regarde
le pro�l �nal obtenu.

(a) (b)

Section 1

Section 2 Bordure 2

Bordure 1

TrameChaîne

Fig. 4.21: Comparaison des déformées obtenues (a) expérimentalement et (b)
numériquement, pour une orientation (0/90). (b) Position des sections et des lignes

servant à la comparaison.

A�n de comparer de manière plus �ne la géométrie obtenue, nous distinguons quatre
pro�ls remarquables : deux pro�ls d�avalement (bordures 1 et 2) et deux pro�ls de la
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ligne médiane (sections 1 et 2) (�gure 4.21.b).

Pro�ls d�avalement et de la ligne médiane

Pour le pro�l d�avalement suivant la première bordure (�gure 4.22.a), l�avalement
du modèle numérique est quasiment identique à celui obtenu expérimentalement ce qui
n�est pas le cas pour de la deuxième bordure (�gure 4.22.b).

Fig. 4.22: Pro�l de l�avalement suivant (a) la bordure 1, (b) bordure 2 (0/90).

Cela est probablement lié aux conditions de découpe du renfort ou à un léger dés-
équilibre de ce dernier : les trames n�ont pas le même comportement que les chaînes.
Il faudra aussi revoir l�orientation chaîne/trame du �an expérimental après découpage
pour savoir de laquelle des deux con�gurations le modèle est le plus proche.

Fig. 4.23: Déplacement suivant (a) la section 1, (b) la section 2 (0/90).

Nous observons une di¤érence dans le pro�l de la ligne médiane, entre simulation et
expérience (�gure 4.23. La hauteur de l�embouti expérimental est inférieure de 4 à 5 mm
par rapport à la simulation. De plus, l�angle formé par la matrice au bas de l�embouti
semble di¤érent.
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Il est di¢ cile de distinguer clairement quel mécanisme entre en jeu dans l�obtention
d�une telle di¤érence. Cependant, lorsque le �an et la matrice sont enlevés, la colle
enduisant le �an n�est pas tout à fait sèche, et nous sommes en présence d�un phénomène
de retour élastique appauvri par l�utilisation de la colle, mais pas complètement résorbé.

Variations d�angles et e¤orts de contact

Fig. 4.24: Distorsions angulaires après emboutissage pour une orientation à 0/90, (a)
simulation, (b) expérimental.

Il est di¢ cile d�établir une comparaison entre les deux résultats. Il existe des simi-
litudes mais toutes les zones repérables d�après la simulation, ne sont pas visibles sur
les résultats expérimentaux (�gure 4.24). L�angle minimum obtenu sur le modèle est de
l�ordre de 68�. Expérimentalement, il est de 47�.

Fig. 4.25: Comparaison des e¤orts de contact Poinçon/Flan (0/90).

Les e¤orts de contact obtenus par le calcul sont plus faibles que ceux obtenus expé-
rimentalement (�gure 4.25). D�autre part, on ne sait pas ce qui ce passe durant l�em-
boutissage expérimental. Le �an peut plisser et entrer en contact avec l�outillage, ce qui
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impliquerait des e¤orts supérieurs dus aux frottements. De plus, les surfaces des contacts
sur la machine d�essai ne sont pas parfaitement lisses ce qui suggère qu�une investigation
plus détaillée des e¤ets de frottement serait pertinente.
On peut donc conclure que la simulation donne de bon résultats pour une orientation

des �bres à 0� /90�. Les e¤orts de contact, sans être égaux, sont du même ordre de
grandeur et les pro�ls géométriques sont assez proches.

4.4.1.4.2 Orientation des �bres à -45 /+45 Là encore, de façon globale, le ré-
sultat de la simulation est très proche de l�expérience (�gure 4.26). De la même manière,
nous utilisons quatre pro�ls, deux pro�ls d�avalement (bordure 1 et 2) et deux pro�ls de
la ligne médiane (Section 1 et 2) (�gure 4.21).

(a) (b)

Fig. 4.26: Comparaison des déformées obtenues, (a) expérimentalement et (b)
numériquement, pour une orientation à(-45/+45).

Cette fois-ci, les résultats de la simulation di¤èrent nettement des résultats expéri-
mentaux pour une orientation des �bres à 0�/90�. L�allure reste globalement la même ;
cependant, les di¤érences augmentent d�autant plus qu�on se rapproche des bords pour
ce qui est du pro�l de l�avalement suivant la première et la deuxième bordure (�gures
4.27.a et4.27.b).

Fig. 4.27: Pro�l de l�avalement suivant, (a) la bordure 1, (b) la bordure 2 (-45/+45).

Il est à noter que nous avons eu plusieurs di¢ cultés pour l�obtention de tels pro�ls
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après emboutissage. Les bords du �an se déforment sur toute la longueur. Il ne reste
donc plus de « ligne de référence » sur laquelle on peut aligner les deux pro�ls. De plus,
peu de tests étaient concluants pour cette orientation : des défauts de type décollement
des �bres et de répartition non uniforme des mèches ont été constatés.

Fig. 4.28: Déplacement suivant, (a) la section 1, (b) la section 2 (-45/+45).

Pour la ligne médiane suivant les deux sections (�gures 4.28.a et 4.28.b), le pro�l
est quasi identique, l�allure du modèle reste très proche de l�analyse expérimentale. Les
di¤érences observées, allant jusqu�à 5 mm, peuvent être attribuées au retour élastique
du renfort après emboutissage.

Variations d�angles et e¤orts de contact

Il n�y a pratiquement pas de variation en �n de course pour les résultats expéri-
mentaux. Cependant, le résultat de la simulation donne une répartition assez di¤érente
(�gure 4.29). A titre indicatif, l�angle minimum obtenu sur le modèle est de 72�. Expé-
rimentalement, il est de 51�.
La di¤érence entre les e¤orts de contact poinçon/�an pour une orientation des �bres

à -45�/+45� est, cette fois-ci, plus nette (�gure 4.30). Cependant ces e¤orts restent du
même ordre de grandeur et ont la même allure. Ce résultat peut, d�une part, s�expliquer
par les di¢ cultés rencontrées au niveau expérimental sur ce type de séquence (mesure
et exploitation des résultats). D�autre part, le solveur ne gérant pas le tissage du �an,
des divergences peuvent apparaître à -45�/+45� alors qu�elles n�étaient que faiblement
repérables à 0�/90� (composantes des directions de �bres nulles sur les diagonales de
l�élément selon § 4.3.3.3. en début de simulation).
Conclusion
La comparaison est assez satisfaisante, les résultats que nous obtenons numériquement

sont assez proches de ceux obtenus expérimentalement, pour une orientation des �bres à
0�/90�, mais nettement moins pour une orientation à -45�/+45�, notamment au niveau
des e¤orts de contact. Ce qui rend la comparaison délicate et di¢ cile, sans lui enlever
sa pertinence, c�est le fait que l�analyse expérimentale n�est pas parfaitement maitrisée.
Ainsi, les machines utilisées sont testées, et progressivement améliorées et validées, au
�l des campagnes d�essais.
De plus, un certain nombre d�éléments liés à l�analyse expérimentale peuvent expli-
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Fig. 4.29: Distorsions angulaires après emboutissage pour une orientation à -45/+45,
(a) simulation, (b) expérimental.

Fig. 4.30: Comparaison des e¤orts de contact Poinçon/Flan (-45/+45).

quer en partie les di¤érences observées : quadrillage sur le �an plus grossier que dans le
modèle numérique, manque de données sur le frottement entre outillages et �an, retrait
élastique en �n de course, apparition de défauts, choix de la méthode et des appareils
de mesure, etc...

4.4.2 Essai de cadre déformable

L�objectif de cette section est la simulation numérique de l�essai de cadre déformable
(décrit § 2.1.1.1.1.ii.). Pour cela, on utilise un échantillon carré représentant le composite
à sa température de mise en forme. Un cadre de dimension 200 x 200 mm est étiré au
niveau de l�articulation supérieure à une vitesse de déplacement de 100 mm /mn. La
mise en données de l�essai est donnée par la �gure 4.31 et par le tableau 4.3.
A�n de bien représenter la cinématique du cadre, les conditions aux limites en dépla-

cement sont dé�nies comme suit :
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d&

Fig. 4.31: Maillage utilisé pour la simulation de la cinématique du cadre.

� rotation de corps rigide des noeuds sur les côtés du cadre.
� rotation uniquement autour de l�axe z des noeuds des articulations.
� vitesse entrée selon l�axe y de l�articulation supérieure.

t = 0 s t = 0.266 s t = 0.333 s t = 0.933 s

Fig. 4.32: Variations angulaires au sein de l�échantillon testé.

Le matériau représenté ici est le Cetex, composite à matrice en polyphénylène sul�de
(PPS) et avec renfort en �bre de carbone. Il possède les caractéristiques suivantes :

Module d�Young des �bres 230 GPa
Module d�Young comportement global 22.95 GPa
Viscosité 25 MPa.s à 320�

Densité 1.6 10�9 kg/mm3

Epaisseur 2.5 mm
Coe¢ cient de Poisson 0.35
Tmps de simulation 60 s

Tab. 4.3: Données de la simulation

Dans cette simulation, on ne spéci�e ni l�angle de blocage en cisaillement, ni la rigidité
de cisaillement après blocage a�n d�introduire de fortes variations angulaires. L�objectif
est en e¤et d�expliciter le comportement viscoélastique et en particulier de mesurer
l�impact de ces fortes variations sur ce type de comportement.
La �gure 4.32 donne les variations angulaires entre les directions de �bres à di¤érentes
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étapes de la simulation. On remarque que cette variation commence sur les bords pour
atteindre le centre de l�échantillon en �n de simulation. Ces variations sont d�un ordre
élevé, entre 9� et 87� en �n de simulation, valeurs mesurées respectivement sur les bords
du cadre et au centre de l�échantillon, les bords du cadre étant soumis aux variations les
plus importantes.

Fig. 4.33: Premières contraintes principales viscoélastiques.

Fig. 4.34: Deuxièmes contraintes principales viscoélastiques.

D�après les �gures 4.33 et 4.34 présentant les mêmes étapes de simulation, les contraintes
principales viscoélastiques sont réparties de façon homogène sur toute la surface de
l�échantillon.
Cela signi�e que les variations des contraintes principales ne sont pas liées aux varia-

tions angulaires. D�ailleurs, c�est ce que montre également la �gure 4.35 où on a choisi
trois n�uds sur l�échantillon de façon à faire intervenir plusieurs zones sujettes à di¤é-
rentes variations angulaires. D�après les courbes obtenues par la simulation, la première
contrainte principale viscoélastique reste pratiquement constante au cours de la défor-
mation, et elle a une valeur très faible.
Or, étant donnée la loi de comportement en contraintes planes décrite section § 4.3.1.

et étant donné que le renfort est soumis à un état de cisaillement pur, il en résulte que
les contraintes principales de nature visqueuse se réduisent uniquement à une relation
directe avec les contraintes de cisaillement. Cela explique la nature homogène de la



106 Simulation numérique de la mise en forme

Fig. 4.35: Contraintes principales viscoélastiques.

répartition des contraintes.

Fig. 4.36: Courbes e¤ort / déplacement (cisaillement +, cisaillement -).

La �gure 4.36 montre que la réponse du milieu reste inchangée, par rapport à deux
directions de chargement di¤érentes. Cela s�explique par la nature de la loi de com-
portement implémentée. En e¤et, sa formulation ne prend pas en compte l�in�uence de
l�architecture du renfort.

4.4.3 Thermoformage

Alors que l�essai de cadre déformable fait intervenir uniquement une déformation de
nature homogène de cisaillement, l�intérêt de la mise en forme par emboutissage est de
faire intervenir simultanément plusieurs types de déformation, de nature non homogène.
Cela nous permettra donc d�analyser le comportement viscoélastique de la résine dans
l�échantillon soumis à plusieurs types de déformations de manière simultanée.
L�objectif de cette section est de simuler la mise en forme par emboutissage de compo-

sites thermoplastiques que nous avons analysée précédemment de façon expérimentale
(cf. 3.2.). Ce travail de simulation a été mené avec deux matériaux distincts, chacun
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Poinçon

Matrice
Flan

Serre-flan

Fig. 4.37: Montage et maillage des di¤érents outillages.

étant utilisé pour une forme di¤érente.

Fig. 4.38: Comparaison des déformées obtenues expérimentalement et numériquement,
pour une orientation (0/90).

Dans le premier cas, le matériau représenté est le Cetex, à matrice pps et �bre de
carbone ; le �an est à géométrie carrée, de dimensions 170 x 170 mm. Dans le second
cas, le matériau représenté est le Twintex, à matrice polypropylène et �bres de verre ; le
�an est de forme circulaire, de diamètre 170 mm.

Cetex Twintex
Module d�Young des �bres 230 GPa 50 GPa
Module d�Young global 22.95 GPa 22.95 GPa
Viscosité 25 MPa.s à 320� 5.400 MPa.s à 200�

Densité 1.6 10�9 kg/mm3 1.975 10�9 kg/mm3

Epaisseur 2.5 mm 2.5 mm
Coe¢ cient de Poisson 0.35 0.25
Temps de simulation 4 s 4 s
Vitesse du poinçon 10 mm/s 10 mm/s

Tab. 4.4: Paramètres de la simulation

La �gure 4.37 montre la géométrie des outillages utilisés dans la simulation : la
direction initiale des �bres dans les deux cas est de 0�/90�. Etant donnée la nature
symétrique du problème, on traitera uniquement un quart de la géométrie.
Les paramètres utilisés au cours de la simulation pour le Cetex et le Twintex sont

récapitulés dans le tableau 4.4
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La �gure 4.38 présente les pièces obtenues, expérimentalement et par simulation, pour
le �an carré et le �an circulaire.
La �gure 4.39 donne une représentation des variations angulaires au sein de l�échan-

tillon. On remarque que dans le cas du renfort à 0�/90�, les variations angulaires les plus
élevées sont concentrées sur la diagonale du �an.

Fig. 4.39: Distorsions angulaires en �n de simulation.

Les �gures 4.40 et 4.41 représentent les contraintes totales principales au sein du
milieu pour les deux types de matériaux. Celles-ci sont très élevées par rapport aux
contraintes principales viscoélastiques observées dans les �gures 4.42 et 4.43.

Fig. 4.40: Contraintes principales Totales (�an carré).

Etant donné que le comportement est régi par un comportement global élastique
d�après la relation (5.49 ), le comportement total s�en trouve modi�é et les contribu-
tions des contraintes élastiques globales et dans les directions des �bres priment sur le
comportement viscoélastique.
Les �gures 4.40, 4.41, 4.42 et 4.43 sont obtenues pour deux noeuds, choisis respecti-

vement dans une zone non sujette à des déformations de cisaillement importantes, mais
davantage à des déformations membranaires (noeud 1), et à l�inverse, dans une zone
marquée par de fortes variations angulaires (noeud 2).
Contrairement à la di¤érence observée entre les contraintes principales pour les deux

noeuds, surtout en début et en �n de simulation, les contraintes principales viscoélas-
tiques incluant toutes les contributions dans le plan et de cisaillement montrent ici une
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Fig. 4.41: Contraintes principales viscoélastiques (�an circulaire).

Fig. 4.42: Contraintes principales viscoélastiques (�an carré).

certaine similitude et restent pratiquement constantes au cours de la déformation et
possèdent une valeur très faible.
Les résultats obtenus dans le cas de la simulation de la mise en forme par emboutissage

sont similaires à ceux obtenus dans le cas de la simulation de l�essai de cadre déformable.
Avec la loi de comportement viscoélastique utilisée ici, les variations angulaires ne sont
pas prises en compte. En e¤et, ce modèle qui est un modèle utilisé dans le cas de renforts
unidirectionnels n�o¤re aucun couplage entre les deux directions de �bres et de fait, ne
re�ète pas cette propriété normalement caractéristique du milieu �breux tissé possédant
de fortes directions d�anisotropie.

4.5 Développement d�une loi visqueuse pour un renfort bi-
directionnel

Un composite à renfort tissé peut être vu comme �uide visqueux à la température de
mise en forme (hypothèse assez viable compte tenu du fait que les �bres expérimentent
de petites déformations et de grandes rotations dues à l�e¤et treillis). Sa réponse étant
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Fig. 4.43: Contraintes principales viscoélastiques (�an circulaire).

anisotrope et possédant des propriétés directionnelles, le tenseur des contraintes vis-
queuses doit re�éter cette nature et de fait doit dépendre des principaux invariants des
grandeurs mis en jeu à la température de mise en forme, non seulement ceux liés à D,
mais aussi ceux liés à a et b.
Dans ce type d�approche, le composite est modélisé par un �uide visqueux. La dé-

marche est la même que celle e¤ectuée pour la construction d�un modèle �uide visqueux
isotrope ou isotrope transverse représentant un composite à renfort unidirectionnel. On
cherche à identi�er un modèle visqueux linéaire anisotrope, de façon à ce qu�il soit li-
néaire en D. Cette restriction peut être retirée : la modélisation sera certes plus générale
et plus complète, mais proportionnellement, son traitement sera plus compliqué et plus
di¢ cile à appliquer en pratique.
Dans la théorie de représentation des fonctions tensorielles [Boh86, Zhe94], La loi de

comportement, dans le cas général, est construite (pour un nombre quelconque d�argu-
ments tensoriels) à partir d�une liste de générateurs et des invariants fondamentaux de
ces arguments, et représentée par une fonction à valeur tensorielle du second ordre. La
théorie stipule que cette fonction, représentant la contrainte visqueuse, peut être écrite
sous forme d�une combinaison linéaire comme suit

� = �iHi (4.103)

Ii invariants principaux (4.104)

Hi générateurs (4.105)

�i étant des fonctions des invariants principaux des champs séparément et de la combi-
naison des champs mis en jeu, Hi représente la base tensorielle constituée de la même
manière.
Ces résultats datent d�il y a trente ans et sont répertoriés dans des tableaux re-

groupant aussi les di¤érents groupes de symétrie données pour un matériau donné et
leur in�uence sur la représentation de la loi constitutive (généralement les symétries à
l�échelle cristalline : monoclinie, triclinie, isotropie transverse et autres ...). On a choisi
ici de traiter le problème indépendamment des symétries pour re�éter la nature aniso-
trope du milieu considéré, l�hypothèse d�orthototropie n�est plus valable au cours de la
transformation.
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Dans le cas simple des �uides isotropes visqueux incompressibles, la contrainte ne
dépend que du taux de déformation D. L�incompressibilité implique que la contrainte
soit décomposée en un terme sphérique qui correspond à une pression hydrostatique
arbitraire et un terme déviateur qui correspond à la contrainte visqueuse du milieu

� = �pI+ � (4.106)

Dans ce cas, et par exemple pour les �uides de Reiner-Rivlin, la formulation de la
contrainte visqueuse est donnée par

� = fct (D) (4.107)

D�après la théorie de représentation des fonctions tensorielles et des tables données
dans les travaux de Zheng [Zhe94], la contrainte visqueuse est une fonction tensorielle
isotrope de ses arguments, la liste de ses invariants et de ses générateurs est

Liste des invariants Liste des générateurs
� 7! � � 7! I
D 7! trD;trD2;trD3 D 7! D;D2

dans ce cas la contrainte visqueuse s�écrit comme suit

� = �1I+ �2D+ �3D
2 (4.108)

où �i = f
�
trD;trD2;trD3

�
:

En supposant une théorie du premier gradient, et tenant compte du fait que � doit
être déviateur le tenseur des contraintes s�écrit

� = �pI+ 2�D (4.109)

Il est connu que le modèle de Reiner-Rivlin est très restrictif pour décrire le compor-
tement des �uides non-newtoniens réels ; cependant il nous sert ici comme modèle utile
et simple pour illustrer l�approche dans le cas des milieux anisotropes non-linéaires.
Mc Guiness et O Bradaigh [MB98, MB97] ont proposé une forme modi�ée de ce

dernier. Sa validité est restreinte à un seul type de matériau testé et sa reproductibilité
n�est pas assurée pour d�autres.

� = 2�D+ 2�E (4.110)

Dans le cas d�un �uide visqueux isotrope transverse représentant un composite à
renfort unidirectionnel, sous hypothèse d�incompressibilité et d�inextensibilité des �bres,
la contrainte n�est plus fonction uniquement du taux de déformation, mais aussi de la
direction des �bres a

� = �pI+ TA+ � (4.111)

� = fct (D;a) (4.112)

où A = a
 a et la liste des invariants et des générateurs, dans ce cas est donnée par le
tableau 4.5
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Liste des invariants Liste des générateurs
� 7! � � 7! I
D 7! trD;trD2;trD3 D 7! D;D2

a 7! a � a a 7! a
 a
D;a 7! a �Da;a �D2a D;a 7! [a
Da]S ;

�
a
D2a

�
S

Tab. 4.5: Liste des invariants et des générateurs pour une loi à une direction matérielle
préférentielle

avec [G]s = G+GT et [G]A = G�GT , la contrainte visqueuse s�écrit alors comme
suit

� = �1D+ �2D
2 + �3 (AD+DA) + �4

�
AD2 +D2A

�
(4.113)

et les quatre paramètres �i sont fonctions uniquement de trD
2, trD3 et a �D2a avec

trD = trAD = 0.
En supposant une théorie linéaire en D, l�expression �nale du tenseur de contrainte

dans le cas d�un �uide visqueux à une direction de �bres est donnée alors par

� = �pI+ TA+ �1D+ �3 (AD+DA) (4.114)

Cette loi a été explicitée par Rogers [Rog89] sous la forme suivante

� = �pI+ TA+ 2�TD+ 2 (�T + �L) (AD+DA) (4.115)

où �L et �T sont respectivement les viscosités dans la direction longitudinale et trans-
versale du milieu, et porte le nom de "matériau à renfort �breux idéalisé" (IFRF).
Dans un but de généralisation du comportement visqueux à un milieu contenant deux

familles de réseaux de �bres et pour re�éter la nature anisotrope d�un composite à renfort
tissé, on peut construire un modèle �uide visqueux en utilisant la même démarche.
On considère que, cette fois, les champs tensoriels mis en jeu lors de la mise en forme

sont les taux de déformations D et les deux directions de �bres a et b.

� = fct (D;a;b) (4.116)

Pour un milieu continu incompressible et inextensible à deux directions de �bres,
l�expression de la contrainte de Cauchy s�écrit en fonction d�une pression arbitraire et
des tensions dans la direction des �bres [Spe00] :

� = �pI+ TAA+TBB+� (4.117)

La contrainte est alors une fonction à valeur tensorielle symétrique du second ordre,
dont la liste des invariants et des générateurs est donnée dans le tableau 4.6
La théorie générale est une théorie quadratique et la formulation dans ce cas est plus

compliquée. En supposant une théorie linéaire en D comme pour les �uides visqueux
isotropes transverses, la contrainte visqueuse est écrite sous la forme suivante

� = �0I+�1A+ �2B+ �3D+ �4
�
C+CT

�
+ �5 (AD+DA) (4.118)

+�6 (BD+DB) + �7
�
(CD+DC) +

�
CTD+DCT

��
(4.119)

�i = fct (trD;a � a;b � b;a � b;trAD;trBD;trCD) (4.120)
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Liste des invariants Liste des générateurs
� 7! � � 7! I
D 7! trD;trD2;trD2 D 7! D;D2

a 7! a � a a 7! a
 a
b 7! b � b b 7! b
 b
D;a 7! a �Da;a �D2a a;b 7! [a
 b]s
D;b 7! b �Db;b �D2b D;a 7! [a
Da]S ;

�
a
D2a

�
S

D;a;b 7! a �Db;a �D2b D;b 7! [b
Db]S ;
�
b
D2b

�
S

D;b;a 7! b �Da;b �D2a D;a;b 7! D [a
 b]A �D [b
 a]A

Tab. 4.6: Liste des invariants et des générateurs pour une loi à deux directions
matérielles préférentielles

où A = a
 a, B = b
 b et C = a
 b.
La contrainte visqueuse, traduisant ainsi la présence de la résine aux températures de

formages, représente alors un intérêt particulier. La façon la plus simple est de modi�er
la formulation qui découle du comportement élastique linéaire anisotrope pour l�adapter
au cas �uide [JC95],

� = 2�D+ 2�1 (AD+DA+BD+DB) + 2�2 (CD+DC) (4.121)

S�appuyant sur le fait que les deux directions de �bres sont équivalentes (hypothèse
inappropriée pour plusieurs variétés d�architectures du renfort) , cette démarche a été
nuancée plus tard par Spencer 4.123. D�une part, aucune correspondance entre modèle
élastique et visqueux n�a été explicitée ; d�autre part, ce dernier avait une restriction lié
à un potentiel élastique qui n�existe pas dans le cas visqueux.

� = 2�D+ 2�1 (AD+DA+BD+DB) + 2�2tr (CD) (CD+DC) (4.122)

Dans un souci de généralisation et de prise en compte de la réorientation des �bres
ainsi que de l�architecture du renfrot, le comportement de la résine peut �nalement être
décrit par [Spe00]

� = 2�D+ 2�1 (AD+DA) + 2�2 (BD+DB)+2�3
�
CD+DCT

�
+2�4

�
CTD+DC

�
(4.123)

Si l�expression est certes compliquée, son intérêt réside cependant dans sa capacité
à couvrir une large gamme de renforts et à prédire la réponse du milieu selon le type
de chargement (�gure 4.44). Elle met aussi en évidence un seul paramètre capable de
simpli�er la caractérisation du matériau via un essai de cadre déformable.
Si le matériau est équilibré, les deux directions de �bres sont inter-changeables on

aura �1 = �2 et �3 = �4 ce qui ramène l�expression 4.123 à

� = 2�D+ 2�1 (AD+DA+BD+DB)+2�2
��
C+CT

�
D+D

�
CT+C

��
(4.124)

La non linéarité de la viscosité traduisant sa dépendance au taux de cisaillement et
à la température peut être prise en compte soit par une loi de carreau, soit par une loi
de puissance [SA96].



114 Simulation numérique de la mise en forme

Fig. 4.44: Réponse du modèle visqueux à deux directions de �bres dans un essai de
cadre déformable (V = 100mm/mn, �:::= 0.05�0.2 MPa.s, LBar = 150mm).

4.5.1 Contraintes planes

L�expression de la contrainte visqueuse décrite dans le précédent paragraphe est déve-
loppée pour un composite représenté à l�état �uide pour un renfort tissé. Les paramètres
�, �1, �2, �3 et �4 dans l�équation 4.123 sont les viscosités caractéristiques du milieu
anisotrope et sont en général fonction de l�angle entre les deux directions de �bres a et
b.
Cette relation est basée à la fois sur l�incompressibilité de la résine et l�inextensibilité

de la résine. Dans le cas de l�élément 140, les contraintes dans les directions de �bres
sont calculées à partir des déformations dans ces directions. Par conséquent, le tenseur
taux de déformations D ne véri�e plus la condition d�inextensibilité des �bres et un taux
de déformation modi�é D� doit être introduit a�n de corriger cette lacune [Lam04]

D� = D+ c1A+ c2B+c3I (4.125)

A = a
 a et B = b
 b (4.126)

où D� satisfait les conditions d�inextensibilité et d�incompressibilité : A : D� = 0,
B : D� = 0 et I : D� = 0.
Avec ces conditions, les constantes c1, c2, et c3 sont

c1 =
1
d

��
3gB � I2B

�
(A : D)� (3gB � IAIB) (B : D)

+ (gABIB � IAgB) ID]
(4.127)

c2 =
1
d

��
3gB � I2A

�
(B : D)� (3gB � IAIB) (A : D)

+ (gABIA � IBgA) ID]
(4.128)

c1 =
1
d [(gABIB � IAgB) (A : D)� (gABIA � IBgA) (B : D)
+
�
g2AB � gAgB

�
ID
� (4.129)

où

d = gAI
2
B + 3g

2
AB � 2gAB + gB � 3gAgB (4.130)

IA = A : I, IB = B : I, et ID = D : I (4.131)
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et
gA = A : A, gB = B : B, et gAB = A : B (4.132)

Dans ce cas, en multipliant l�expression par la fraction volumique de la matrice a�n
de délimiter les contributions de chaque constituant du composite, les composantes du
tenseur des contraintes visqueuses en contraintes planes sont données par

�11 = 2VmD
�
11

�
� + 2�1a

2
1 + 2�2b

2
1 + 2 (�3 + �4) a1b1

�
+ 4VmD

�
12 (�1a1a2 + �2b1b2 + �3a1b2 + �4a2b1)

� 2Vm�D�33
(4.133)

�12 = 2VmD
�
11 (�1a1a2 + �2b1b2 + �3a2b1 + �4a1b2)

+ 2VmD
�
22 (�1a1a2 + �2b1b2 + �3a1b2 + �4a2b1)

+ 2VmD
�
12

�
1
2� + �1

�
a21 + a

2
2

�
+ �2

�
b21 +B

2
2

�
+ (�3 + �4) (a1b1 + a2b2)

�(4.134)

�22 = 2VmD
�
22

�
� + 2�1a

2
2 + 2�2b

2
2 + 2 (�3 + �4) a2b2

�
+ 4VmD

�
12 (�1a1a2 + �2b1b2 + �3a2b1 + �4a1b2)

(4.135)

4.5.2 Formulation incrémentale

L�incrément de contrainte lié au comportement global est donné parn
��Glob

o
=
h
CGlob

in
d̂
on+ 1

2
�tn+

1
2 (4.136)

La contribution des �bres est conditionnée, cette fois-ci, par sa fraction volumique
Vf . L�incrément de contraintes lié au repère local de l�élément, dans ce cas, est calculé à
partir des déformations dans la direction des �bres par

�
��̂Fibi

�
= Vf

�
PFibi

�0B@Ei
24 d̂Fibxxi 0 0

0 0 0
0 0 0

35n+
1
2

�tn+
1
2

+Gi

24 0 0 d̂Fibxzi
0 0 0

d̂Fibxzi 0 0

35n+
1
2

�tn+
1
2

1CA�PFibi

��1 (4.137)

avec n
d̂Fibi

o
==

h
PFibi

i�1 n
d̂Mem +Bf d̂Flex

oh
PFibi

i
(4.138)

D�après § 4.3.3.3., la direction des �bres est actualisée par rapport au système de
coordonnées local de l�élément par

fNi = xNfi ê1 + y
N
fi
ê2 (4.139)

ce qui fait que pour les directions a et b

a = a1ê1 + a2ê2 (4.140)

b = b1ê1 + b2ê2 (4.141)
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L�incrément de contrainte visqueux, dans le repère corotationnel, est dans ce cas
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1
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Cette loi de comportement peut être ainsi retenue pour enrichir la formulation actuelle
où la contribution visqueuse est basée sur un modèle de Maxwell incluant une seule
direction de �bre, comme indiqué (§ 4.3.2.).



Chapitre 4

Conclusion générale et perspectives

L�intérêt d�un outil de simulation du procédé est essentiel dans une perspective de
réduction des coûts de la mise en forme des composites. Avant de procéder au travail de
simulation, il est nécessaire d�avoir une bonne connaissance des modèles de comporte-
ment susceptibles d�être utilisés dans la simulation de la mise en forme des composites.
Ainsi, nous avons dressé un panorama des principaux types de modèles de mise en forme
des milieux �breux tissés. Dans ce cadre, les modèles basés sur l�approche continue per-
mettent de mieux caractériser les mécanismes de déformation au cours de la mise en
forme et de mieux prendre en compte les évolutions structurales au sein du milieu, et ce,
à di¤érentes échelles. La prise en compte, de façon découplée, des di¤érents mécanismes
de déformation du milieu �breux tissé permet d�obtenir une meilleure caractérisation
expérimentale de chaque comportement séparément. Il reste alors à choisir le niveau de
complexité de la modélisation, dépendant directement du nombre de paramètres décri-
vant le comportement du milieu, sachant que la précision du modèle se gagne souvent
au détriment du temps de calcul.

Une phase d�analyse expérimentale a ensuite été menée a�n de disposer de connais-
sances supplémentaires concernant l�état de la structure au cours d�un cycle de mise en
forme par emboutissage, et a�n d�avoir des données expérimentales pour proposer une
comparaison simulation / essai. Un premier type d�essai a été réalisé sur la mise en forme
de plusieurs types de tissus en �bres de verre. La déformation se fait prioritairement en
cisaillement et inclut de grandes rotations des réseaux de mèches qui se traduisent par
de fortes variations angulaires. Le tissu est soumis dans ce cas à de petites déformations,
inférieures à 1% généralement. Une méthode simple d�analyse des données a été utilisée :
elle consiste à relever les coordonnées de points répartis sur un quadrillage sur le tissu
avant et après déformation. On représente alors les variations angulaires entre réseaux
chaîne et trame. Cette méthode pourrait être étendue à d�autres types de renforts, et
à plusieurs séquences d�empilement. Un second type d�essais a été e¤ectué sur la mise
en forme principalement de deux types de composites à matrice thermoplastique par
thermoformage.
Etant données les di¢ cultés de mise au point des protocoles expérimentaux concer-

nant la mise en forme des renforts tissés, imprégnés ou non-imprégnés de résine, nous
considérons avoir obtenu des résultats satisfaisants concernant la qualité des pièces pro-
duites (état satisfaisant de surface, bonne répartition des mèches sur les zones utiles

Majed
Rectangle
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du renfort). Cela a été possible grâce au travail d�amélioration du procédé que nous
avons mené simultanément : il s�agissait, d�essai en essai, de déterminer l�in�uence des
di¤érents paramètres (tels que, dans le premier cas, l�in�uence de la profondeur de l�em-
boutissage, la pression du serre-�an,. . . ) sur les mécanismes d�apparition des défauts.
L�objectif a été d�optimiser le cycle de mise en forme, en modi�ant, quand cela était
possible, certains outillages de la machine : cela a par exemple été le cas pour la mise en
forme de composites à matrice thermoplastique, et à usage industriel, tel que le Cétex,
qui nécessitait un chau¤age à haute température.

Parallèlement, nous avons mené un travail de simulation à partir de l�utilisation de
la loi implémentée dans le solveur PAM FORM. Nous avons vu, à l�aide de tests, et à
partir des éléments d�information obtenus, que cette loi, qui s�inscrit dans une approche
continue, combine plusieurs modèles, permettant ainsi de prendre en compte di¤érents
types de mécanismes de déformations.
Nous avons procédé tout d�abord à des tests de simulation de l�emboutissage de

renforts non-imprégnés a�n de comparer les résultats avec l�analyse expérimentale. La
comparaison a porté essentiellement sur les e¤orts de contact entre �an et poinçon, sur
les variations angulaires au sein du renfort ainsi que sur des critères géométriques tel que
l�avalement sur les bords du renfort. A partir de cette comparaison, on peut dire que la
loi implémentée o¤re une approche convenable dans le cas des renforts non-imprégnés. Il
est par contre di¢ cile de conclure de manière dé�nitive quant aux di¤érences observées :
en e¤et, nombre d�entre elles peuvent s�expliquer par certaines imperfections liées à la
démarche expérimentale. Ainsi, cette dernière, qui reste encore assez peu développée,
peut sans doute être nettement améliorée.

En présence de résine dans le cas des composites thermoplastiques, la loi de compor-
tement implémentée est e¢ cace pour représenter les comportements dans des renforts
unidirectionnels. Cependant, dans le cas des renforts tissés, quelques tests montrent que
le comportement visqueux ne re�ète pas la nature anisotrope du milieu. C�est le cas de
l�essai de cadre déformable et de la simulation du procédé de thermoformage qui ont
été e¤ectués : dans le premier cas, les déformations sont de nature homogènes, dans le
second, elles interviennent simultanément dans le plan et hors plan.
Nous avons donc proposé quelques pistes pour construire une loi de comportement

qui tiendrait mieux compte du caractère bidirectionnel des �bres. L�une des perspectives
de recherche qui découle directement de ce travail consisterait à implémenter cette loi
de comportement, et à la valider par di¤érents types de tests.

Ce travail pourrait également être prolongé par une investigation comparée de plu-
sieurs lois de comportement à l�aide d�un protocole de recherche expérimental basé par
exemple sur un essai de cadre déformable pour caractériser le comportement du compo-
site à sa température de mise en forme : cela permettrait de mieux mesurer l�intérêt de
construire une nouvelle loi, intégrant un nouveau type de paramètre. Une autre perspec-
tive de recherche serait de prendre en compte les fortes épaisseurs. En e¤et, ce problème
se pose déjà : par exemple, avec le programme de l�A380, les fortes épaisseurs mises en
oeuvre font évoluer les règles de conception et de dimensionnement, ainsi que les mé-
thodes et procédés. Sur les plans numérique et expérimental, il s�agirait alors d�adopter
d�autres stratégies adaptées au grand nombre de plis.
.
.
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Annexe

Annexe A

Annexe .A Solutions analytiques en ln(U) et en ln(V)

.A.1 Cisaillement simple

.A.1.1 Déformation en ln(U)

Les indices fGg et fFibreg dé�nissent l�expression respectivement dans le système
de coordonnées global et dans le système de coordonnées lié à une �bre.
Le tenseur des déformations est donné par
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Pour une direction des �bres, à un angle �0 avec la première direction du système de
coordonnées global

["]fFibreg =
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La première composante de ce tenseur représente la déformation dans la direction des

�bres
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.A.1.2 Déformation en ln(V)
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.A.2 Extension simple

Dans le cas d�extension simple, les tenseurs de Cauchy-Green Gauche et Droit sont les
mêmes, ce qui fait que U et V possèdent les mêmes valeurs propres et vecteurs propres.
Dans ce cas, les déformations lnU et lnV sont aussi les mêmes et égaux à ln(1+u) dans
la direction d�extension et sa direction transverse, ce qui n�est pas le cas pour les autres
directions.

.A.3 Cisaillement puis extension

� Gradiant de la déformation :

[F]fGg =

24 1 + u a 0
0 1 0
0 0 1

35 (151)

� Cauchy-Green Droit
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CT
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� Cauchy-Green Gauche

[B]fGg = [F]fGg
�
FT
�
fGg =
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� Calcul des valeurs propres de C
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avec
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� Calcul des vecteurs propres de C�
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ce qui donne
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Les valeurs Propres de B et C sont identiques :
� Calcul des vecteurs propres de B :
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.A.3.1 Déformation en ln(U)

L�indice fBPg se réfère à un calcul en base propre.
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[U]fBPg = [N]TfGg [U]fGg [N]fGg (170)

ce qui nous permet de calculer U en base globale

[U]fGg = [N]fGg [U]fBPg [N]
T
fGg (171)

avec
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et donc
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ce qui donne �nalement
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.A.3.2 Déformation en ln(V)

De la même manière, on calcule V
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B12

�2 0

0 0 1

37777775 (177)
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[V]fBPg = [n]
T
fGg [V]fGg [n]fGg (178)

ce qui nous permet de calculer V en base globale

[V]fGg = [n]fGg [V]fBPg [n]
T
fGg (179)

avec

[V]fBPg =

24 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

35 (180)

et donc

[V]fGg =

24 n11 n12 0
n21 n22 0
0 0 n33

3524 �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

3524 n11 n21 0
n12 n22 0
0 0 n33

35 (181)

=

24 n211�1 + n
2
12�2 n21n11�1 + n12n22�2 0

n21n11�1 + n22n12�2 n221�1 + n
2
22�2 0

0 0 n233�3

35 (182)

ce qui donne �nalement

["]fGg = [n]fGg [LnV]fBPg [n]
T
fGg (183)

=

24 n211Ln�1 + n
2
12Ln�2 n21n11Ln�1 + n12n22Ln�2 0

n21n11Ln�1 + n22n12Ln�2 n221Ln�1 + n
2
22Ln�2 0

0 0 n233Ln�3

35(184)
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Annexe B

Annexe .B Flexion d�une poutre console

Dans ce test, une poutre de longueur L =100 mm et de largeur l =10 mm est encastrée
à une extrémité et est soumise à un e¤ort F à son extrémité. Dans la première partie,
on s�intéresse à l�in�uence de la viscosité sur la longueur de la �èche résultante, dans la
deuxième, au facteur de �exion discuté § 4.3.3.3.

F

.B.1 In�uence du facteur de �exion Bf

Dans cette partie l�e¤ort est supposé constant et �xé à 3 N tandis que la rigidité
de �exion varie par variation du facteur de �exion Bf (entre 1 et 0.00001). La �gure
(45) montre que ce facteur possède bien une in�uence sur la souplesse de la structure à
travers les valeurs de �èches obtenues.
Ep= 5 mm
E= 1 e3 MPa
�= 0.3
�= 1.6 e-6 Kg/mm3
F = 3 N

.B.2 In�uence de la viscosité

Ce test est e¤ectué avec les mêmes paramètres que le précédent pour une valeur de
viscosité qui varie entre 1.10�25 et 1.1010 MPa.s. On constate bien que cette dernière ne

Majed
Rectangle
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Fig. 45: In�uence du facteur de �exion sur la �èche obtenue.

possède aucune in�uence sur la valeur de la �èche de la poutre (�gure 46).
Ep= 5 mm
E= 1 e3 MPa
�= 0.3
�= 1.6 e-6 Kg/mm3
F = 3 N
Bf=1

Fig. 46: In�uence de la viscosité sur la �èche obtenue.



MILIEUX FIBREUX TISSES : MODELISATION ET SIMULATION DE
LA MISE ENFORME DES CFRTP A GEOMETRIE NON DEVELOPPABLE

Résumé :

Dans une perspective de réduction des coûts de la mise en forme des composites, il est essentiel
de disposer d�un outil de simulation du procédé et donc d�une bonne connaissance des modèles de
comportement susceptibles d�être utilisés. Plusieurs approches liées aux di¤érentes échelles des milieux
�breux tissés sont analysées ; la constitution des lois de comportement de ces milieux dépend étroitement
des propriétés directionnelles induites par chaque famille de �bres.

Une analyse expérimentale puis numérique de la mise en forme par emboutissage de pièces à géomé-
trie non-développable a été menée. Elle porte sur le préformage et le thermoformage réalisés respective-
ment sur des renforts tissés non imprégnés et sur des composites à matrice thermoplastique. L�objectif
est, dans le premier cas, d�observer les mécanismes de déformation en jeu et de mesurer quelques gran-
deurs caractéristiques, et dans le second cas, de se rapprocher des conditions réelles de mise en forme par
thermoformage des CFRTP à l�échelle industrielle. Le solveur PAM FORM est utilisé pour la simulation
du procédé.

Après avoir caractérisé la loi de comportement qui y est implémentée, nous avons e¤ectué plusieurs
tests à partir desquels une comparaison est proposée entre les résultats obtenus par simulation et ceux
obtenus expérimentalement. La formulation utilisée ayant fait ses preuves dans le cas de la mise en forme
de composites à renforts unidirectionnels, nous proposons quelques pistes pour construire une autre loi
de comportement pour des composites à renforts tissés.

Mots clés : milieux �breux tissés, mise en forme des composites minces, CFRTP, approche continue,
modèles visqueux, simulation de la mise en forme.

WOVEN FIBROUS MEDIUMS MODELLING :
MODELLING AND SIMULATION OF DOUBLE CURVATURE FIBER

REINFORCED THERMOPLASTIC COMPOSITES FORMING

Abstract :

To tend to reduce costs of composites forming process, it is necessary to have at one�s disposal a
simulation tool and a good knowledge of the behavior models, likely to be used. Several approaches
related to the various scales of the woven �brous mediums are analyzed ; the construction of constitutive
laws for these mediums depends closely on the directional properties induced by each family of �bers.

An experimental and a numerical analysis of doubly curved parts stamping are carried out : stam-
ping of dry woven reinforcements and thermoforming of pre-impregnated thermoplastic composites are
performed. The objective is, in the �rst case, to observe the deformation mechanisms concerned and to
measure some characteristic sizes, and in the second case, to approach the real conditions of CFRTP
thermoforming on an industrial level. Solver PAM FORM is used for the process simulation.

After characterizing the constitutive relation implemented, several tests are carried out and a com-
parison is proposed between results obtained by simulation and those obtained in experiments. The
formulation used having proven reliability in the case of unidirectional reinforced composites, we pro-
pose some tracks to build a constitutive law for woven reinforced composites.

Keywords : woven �brous mediums, sheet composite forming, CFRTP, continuum approach, viscous
models, forming simulation.
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