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INTRODUCTTION

Ftant donnés une fonction continue f(t), définie sur un intervallefa,bjet
un sous-espace vectoriel V de 1'espace des fonctions continues sur 1l'intervalle [a,bJ
si g (t) est un élément de V, on se propose d'étudier les méthodes numériques qui
permettent de déterminer un élément g* (t) € V (s'il existe) qui approche le mieux la
fonction f(t), sur touthl'intervalle[a,b], au sens de Tschebyscheff, c'est-a-dire tel
que

Max

Inf (Max
t e La,b]

lf(t) - g¥ (t)i= gev tela,bl

[2) - & @] =0, (O.
On étudiera également le cas ol 1'on considére, non plus 1'intervalle [a,h],
mais un certain nombre de points ti (i =1, ..., m) dans 1'intervalle [a,bJ . Le pro-

bléeme est alors de déterminer g* (t) (s'il existe) tel que

Inf Max
geV i=1,.,,m

Max

i=1,..,m | £(e) -8 (&) |

l£Ce) - g% (ep] =

Dans le premier chapitre, nous rappellerons les théoremes fondamentaux de
1'approximation au sens de Tschebyscheff, concernant 1'existence, l'unicité, et la
caractérisation de la meilleure approximation, dans 1l'intervalle des fonctions con-

tinues sur un intervalle [a,b] .

Nous étudierons dans le chapitre II une méthode dérivée du deuxiéme algo-
rithme de Remez, méthode qui permet d'atteindre la meilleure approximation en faisant

croftre une borne inférieure de la déviation maximum,pv (£y.

Le chapitre III et le chapitre IV seront consacrés respectivement a la mé-
thode de décomposition de la norme et au premier algorithme de Remez. Ces deux métho-
des ont pour principes la correction de la fonction g(t) afin de faire décroitre la

quantité tf7§’b3 [£Ce) - g(o)].

Dans les chapitres V et VI on étudiera les méthodes de recherche de la meil-
leure approximation sur un ensemble discret de points (Méthode de Stiefel et méthodes

de programmation linéaire).



D'autre part, il semble utilse de citer les travaux de Mahely [6J et de
Herz [4} . Les méthodes qui en découlent permettent d'atteindre la meilleure appro-

ximation en partant d'une fonction g(t) suffisament voisine de la solution.

Afin de pouvoir confronter 1'efficacité des méthodes étudiées, nous avons
choisi des exemples numériques simples qui sont traités successivement par chaque
: ! ° » 3 - e -~ . e -~ » ..
méthode. Toutes les expériences numériques ont été réalisées a l'aide de la machine

a4 calculer IBM 7044, & 1'Institut de Mathématiques Appliquées de Grenoble,



CHAPITRE I

THEOREMES GENERAUX SUR L'APPROXIMATION (1)

1) Théoreéme I Théoréme d'existence d'une meilleure approximation

Soit E un espace vectoriel sur R (ou (C)), normé 2 1'aide d'une norme notée

I llet soilent f13 fz, oo fn n éléments de E qui engendrent une variété linéai-
re V finie. Pour g ¢ V on pese :

Etant donné f € E, on pese :

p = inf § f-g ]
geVv

On se propose alors de trouver, s‘il existe, un élément g € V tel que

hf-gxll = p
Soit ¢ (g) = lf-gll. o (g) est une fonction continue de g € V

Montrons que le minimum, s'il existe, est atteint pour un g qui se trouve &
1'intérieur dlune certaine boule compacte.

Scit g, un élément de V
o= I £-g I Zp
)
Alors powr tout g € V tel quellg - gOH 2

on a :
]
- = — - - >
le-g I 3 [Ne-g i - He-e 1l | > 2o
Donc un &lément g* (s'il existe) tel que [if-g*ll = p ne peut &tre qu’a 1'in-

1

tériewr de la boule fermée de centre g, et de rayon 2

(1) Voir Achieser [1]



e

La fonction @ (g) étant continue sur la boule compacte
ﬁg—gon 2y o (g) atteint sen minimum.
Alors 1l existe g* € V tel que

f£-g* 1= p

g* = K*l fl + oeoe. + k*n fn est appelée la meilleure approximaticn

de f par des éléments de V.

2) Théoréme II : Condition d'unicité de la meilleure approximation dans 1'espace des

, ; N . P m
fonctions continues, 2 valeurs réelles, définies sur un compactide R

On considére 1l'espace vectoriel des fonctions continues, 3 valeurs réelles, dé

. m
finies sur un compact T de R .

Soient f1 (®), .coes fn(P) (P e M ) n fonctions de cet espace, linéairemen

indépendantes.

On considere le polyndme généralisé

F(P;x) = x, £. (P) + ..... +x_ £ (P)
171 non
On appelle ;
L(x) = L(x;f) = max | £(P) - F(P;x)|

pef
L'espace des fonctions continues, & valeurs réelles, définies sur M est un espace

vectoriel normé avec la norme

€ = max I £(P) 1
pe ]

D'apras le théorzme I, il existe au moins un x* tel que :

Li{x*;f) = ing L{x;f)
‘ xER
Condition de Haar :(1)
Une condition nécessaire et suffisante pour que la solution F(P,x*) soit uni-

que, 2st que tout polyndme généralisé F(P,x) non identiquement nul n'ait pas plus de

n-1 zéros dans Wn .

(1) voir ACHIESER [1].



On va rappeler les démonstrations dont les principes jcuent un rBle dans les

méthodes numériques.

Condition nécessaire

On montre que si F (P ;&) a n zércs dans M s, soit Pl, ces o Pns alors on peuf

construire une fonction gui posséde une infinité de meilleures approximations.

Si Pl’ cenn Pn sont n zéros distincts de F (P ; )
seso T C =
alfl (Pl) + 0 fn (Pl) 0
af, (P) + ....+0a_ £ (P) =0
171 n n n n
Alors
fl(Pl) ooooo . fn(Pl) ;

!

det | =0
i i
i i

De la, il existe n scalaires c¢_., ..., c_ tels que
1 n

lek (Pl)+ cow FC fk(Pn)=o pour k = 1, ....n .

En faisant une combinaiscon linéaire des équations précédentes, pour tout

ClF(Pl;X)+C2F(P2;X)+,°,+an (Pn;x) = 0

Soit A un scalaire tel que

max | A F(P;a)| <1
Pe 9|

On considere alors g (P) une fonction continue sur %{ telle que

le(P)] £ 1 pour P & M)

et g(Pi) = signe (c¢,) pour c; #0(1=1, ...., n)

Considérons alors la fonction

() =g (® [ 1-]nEE@ ;).

-



Elle est continue sur 7ﬁ

En raison du choix de A, |f(P)| § 1 pour P e M
~ f(Pi) =g (Pi) = signe (Ci)

Si

L(x,f) = Max |f(P) - F (P,x)| alors
pell

L(x,£f) > 1. En effet si L (x,f) < 1 alors pour tout PpeMm
fsp) - F (P:x)I <1 et en particulier

lf(Pi)— F(E x <1 =1, ...,0

comme £(P,) = signe (C.,) , C, # 0
i i i

|signe (C.,) - F (r.,x)| <1
i i

alors signe F (Pi :x) = signe (Ci) = signe f (Pi) pour C, #0

or C, F (P1 :x) + C

1 F (P2 X))+ ... F cn F (Pn ; x) = 0,

2
Donc L (%, f) > 1 et en particulier pour la meilleure approximation de f.

Soit € un nombre tel que |€|S 1. Alors

[£(P) - er F(P;o)|< £ +le M F(R;0) | =

]

le®) {1 - F(P;a);}ﬂe N F(P Q<
\

<1 -]AFEi+e MNF (P, W) =

1 - (1-let ) CIXxF(Pp; a)l) £ 1

Pour tout € avec -1<€ <1, € A F (P ; @) est un polyndme de meilleure approxi-
mation pour f (P).

£(P) a une infinité de meilleures approximations.

Condition suffisante :

Pour la démonstration de la condition suffisante, on rappelle les énon-

cés de deux lemmes (Achieser [17 ).



Lemme 1 : si

P

(1) #0 (1<€i<k<n)

£.(p) £, (P.) ....... £ (pP,)
lk 1+
f

Alors a tout entier q (k < q € n) on peut faire correspondre des points Pk+1’°°°’ P

tels que :

! i
| § £ 0
3 v

Lemme 2
Si les points Pl’ P2’ oo oy Pk {(k < n) sont tous distincts, alors un au moins
des déterminants d'ordre k de la matrice

est différent de zéro.

Lemme 3 :

Si le nombre de points de 7” ou
[£f(P) - F (P,x)i=1L (x) =L (x; £)

est inférieur a n, alors F (P ; x) n'est pas la meilleure approximation de £ (P).

Soient Py» +evc o P (m < n) m points dans 1 pour lesquels on a

1£(P) - F (P, x)| =1L (»)
En raison du lemme 2 le systéme
fEPk) %1 + £, (Pk) Et e fn(Pk) g, = f (Pk) - F (Pk, x)
(k =1, 2, ..., m)

peut &tre résolu en 51 ceso §n°



Soit R (P) = £ (P) - F (P,x)

On choisit alors au voisinage de chacun des points Pk(k =1,2,....

ﬂk tel que

W = min [R ()l >0
Pﬁwk
et
min 7 e, 8
peil,
De plus soit Mk = max fF (P ; 8))
Pe‘)k/‘k
M = max F (P;€) , L* (x) = max ] R (P)I
pe ] * Pe Jij*
avec Ji* = ‘i - Wil - %{2 - e - }Vm

Alors M =1L (x) - L* (x) > 0.
Soit € un nombre tel que

i
, M ! m
< < — —_— : —
0 € min { M M 5 ceaasy N%I }

]
"
+
®

On pose x'i g, (i =1, ceees )

Alors :
[£(P) - F (P 5 x")| =[£ (P) - F (P;x) - ¢ F(P;E)]|
=[R (P) - ¢ F (P;e) |
! - w2l | ; - F(P;8)
[£(@) - F (2 ; x| <R (B) {1 e fibs )l
e €
L L (x) i 1 - E);
pour P ¢ Jif, (k = 1,2, ..., m)
et
[£(P) - F (P 5 x")| <|R (P)I+ elF (P ; 8)]

" LY (x) +e M<L (%)
pour P e ji*

,m) un ensemble



Alors L (x') = max | £(2) - F (2 ; x")l <L (x)

P e

ce qui démontre le lemme 3. A partir de ce lemme on pourrait développer une méthode
numérique pour se rapprocher de la meilleure approximation tant que le nombre des

points de JI| tels que [£(P) - F (P ; x)I=1L (x) est inférieur & n,

Montrons alors que la condition de Haar est suffisante. Supposons qu'il exis-

te deux meilleures approximations F (P ; x) , F (P ; y)

Alors F (P ; E%Z ) est aussi une meilleure approximation puisque :

(R 5 _ el <2 1F @50 - £ @I T @5y - £ @)

D'aprés le lemme 3, si on pose :

L=.L (CEL)y=1L() =1 (y)

alors 1'équation

[£(P) - F (P ; §§Z)§ = L posséde au moins n solutions
av
Pl, cons Pn dans ]H .

Pour que §f(Pi) - F (Pi : §§X), =L

il faut que

£(P) - F (B; 5 %) = f () -F (B, 5y) =L
puisque :
- EAY gl _ Xy, 1 - . Y
L -}f(Pi)-F(Pi, 5 442 £(P)-F(P;;5)+ 5 £ () - F (B, 5 3 )
1 1
SIE @) -F @ 5 R+5 (8 @) -F @ ;)|
et que

£ (¢) - F (, s 0| L JEE) -F @ 59 <L

1

Alors le polyndme F (P ; x-y) non identiquement nul a n zéros distincts dans

/| ce qui est en contradiction avec la condition de Haar.



3) Systéme de fonctions de Tschebyscheff

Définition
On appelle systeme de fonctionsde Tschebyscheff relatif a un intervalle bor-
né fermé ‘[a,b] de la droite réelle un ensemble de n fonctions continues,a valeurs

réelles, fl(X), ceeos fn(X) définies sur [ a,b] et qui satisfait la condition de Haar.

La condition de Haar est équivalente & la propriété "d'interpolation"

Si 1'on se donne n abscisses X . X dans [a,b] et les valeurs correspondantes de

1 3
la fonction f :
. . ~ ' f
f(xl) ooooooo , £ (xn) il existe un polyndme et un seul Xl fl(x)+ ceo t+ Kn n(X) tel que
pour i =1, ...,n.
A f ; =
1 ](Xi) 4+ oeree + A £ (x;) = £ (x;)

~

On considere 1'espace des fonctions continues & valeurs réelles, définies sur

-~ 1 .
ia,b; , muni de la norme

| £ii= max I £ (x)]
x ¢ [a,b]

La propriété suivante sera utile au paragraphe 5, pour la démonstration du théoréme de

Tschebyscheff.

X sont n - 1 points distincts de 1'intervalle[a,b]

Lemme : Si Xl’ x2, coes X 9

il existe un polyndéme (et un seul a un facteur prés) non identiquement nul

F (x, M) = A fl (x) + kz f2 () + coo. + Xn f (%)

1 n

dont les zéros sont x ooy X

1’ n-1

Si X, est & l'intérieur de l'intervalle [a,b], le polyndme change de signe en
Xy .

Le polyndme
£ (x) £, (x) .... £ (%)

£fo(x,) £.(x) ... £ (x)
D(X;X, ;% s00,X ) = 171 201 o

1°°2 n-1

( Yooo £ (x )

£, Xn—l n n-1

1%a-15




qui est non identiquement nul (théordme II, lemme 2) s'annule aux points Xis KpseerX o
et n'a pas d'autres zéros, puisque fl’ co ey fn forment un systéme de Tschebyscheff.
F(x ; A) = €D (x ; X1s Xys ooy xn-l)

C étant un facteur constant,

Si F (x ; 0) et F (x ; B) non proportionnels admettent Xis e+es X, cOmme z&ros
alors on peut trouver A et U tels que :
AF(x; @) + 4 F(x ; B) s'annule en x € [a,b] X # Xps ooy B go

Alors le polynéme AF (x;0) + L F (x ; B) admettrait n zéros, ce qui est en

contradiction avec l'hypothise que les f oo fn forment un systéme de Tschebyscheff.

13

D (x ; X1s Xy o xn—l) # O toutes les fois que x n'est pas un point Xps o eens X oo

. . . S T 0o s
Alors D (x ; x oo e xn—l) change de signe en x, sl x est a8 1l'intérieur du

1,
segment [a,b] , et en aucun autre point.

4) Généralisation du théoreme de De La Vallée Poussin

Soit fl(x), ceee fn(x) un systéme de Tschebyscheff relatif a 1'intervalle [ a,b]

f(x) €(€[a,b] espace des fonctions continues & valeurs réelles définies sur l'interval-

le [a,b]
i i < <
Si en n‘+ 1 points Xy X, vees < X
E(x;)) = F (x;, @) =+ (-1)" &, pour i =1, ..., n+l avec A, > 0.
Alors
p=inf [L (@] = inf  [max _[£(x) - F (x, a)l]
aeRrn CER x€[ a,b]

est tel que p 2 min [Klg cees Xnﬁl 1 s

En raisonnant par l'absurde, supposons que F (x ; O*) soit la meilleure approximation

de f et que

NF (x ; a%) - £l < rﬁin[)x. A

1; T n+1]



- 10 -

Considérons
d(x) = F (x;0%)=F(x;a) = F(x;o*)-f - (F(x;0) - £)
d (Xi) est la différence entre (-1)" Ki et un nombre plus petit en valeur absolue.

Alors les d (xi) ont des signes alternés pour i = 1, ..., ntl et le polyndme

F (x ; o - a) = d (x) aurait n zércs dans[a,b] ce qui est contraire a la condition

de Haar.

5) Théoréme IIT :
Théoreme de Tschebyscheff pour la caractérisation de la meilleure approxima-
tion de 6 [a,b].

Si (S) est un systeme de Tschebyscheff relatif & 1'intervalle [a,b] et si

f (x) € €[a,b)alors la meilleure approximation de f (x) dans [a,b] est caractérisée
par le fait que :
|f (x) - F (x ; @)| atteint sa valeur maximale en au moins n + 1 points

10 e oy et que tout i =1, ..., n

; ) = - (f (xi) - F (xi ;)

de 1l'intervalle [a,b] , soient x

f(xi+1) - F (.

-Condition nécessaire

Supposons que f(x) - F (x ; @) prenne la valeur L 2B [ £(x) - F (x ; o)l

avec des signes alternés en au plus q points comsécutifs q & n :

vy < Yy < ... < yq dans [a,b]

Alors [a,b] peut étre divisé en q intervalles

D) [a,xlj (%45 2,1 oga,,,[xq_l, b]

tels que g < Y4 < x, < ... < yq-l < Xq—l < Yq <b

et tels que alternativement dans les intervalles (1) une des deux inégalités suivantes
soit vérifiée avec

u<§ >0 :

“LEEf(x) -F (x ;)<L -y
ou

SL4+u< f(x) -F (x; @) £L



-11-

De plus, on suppose f (x_ .) =F (x ;o)
ﬂ g-1 g~1
Y s
‘ ...%: — —— J— et en U S ) S p— - -
L 7
% i \\ ‘
ﬁ § AY N
oo 1 /
dyi \ o 9. S LC}};“
o . N -
A f' 5 ‘ 1,?_
\( i
N i
’ !
— N, R
| e
|

On choisit X entre x

et de facon telle
q-1 q s

[qul’ X1

L+ < f(x)-F(x;a)<L-u
et dans [X -1’ X} on choisit

< <

xq xq+1 oo oo xq+2m_1

avec m =

partie entiére [ Eii}

Qo

g+2 m-1 est égal soit n-1soitan-~- 2

On construit :

F(x:B) = F (x;0) + €D (3%, o0, xn)

13

ave
N fo(x) £,(x) ...
- 1 2

D (x;xl,aoo,xn) =

)uooeocae

fl(Xl)fZ(xl)"°°°

. Lo ju'
\
by
AN 0
IR s
A A B

que dans l'intervalle

fn(x)

fn(xl)

fn(x )

n-1
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avec X =bsiq+2m-1=n-2

n-1

On choisit € tel que

max |€ D (x;x

oa,xn) | < u
asx<h

10
€ peut &tre choisi tel que
signe{f(yl) - F (yl;a)} = signe {e D (x;xl,..,,xn_l)}
dans 1'intervalle [a,xl]

D'aprés le lemme précédent

1’°°°’Xn)g= signe gf(yk)—F (yk;@)}

signe {e D(x;x

< x < = ooeQ- = a,
avec X 4 b4 X, pour k 1,2, g-1 et X a
Alors |f(x) - F (x ; B)l < L dans [a, Xq—l ]
Siq+2m-1=mn -1 cette inégalité est encore valable dans [Xq—l’ b]

Siq+2m-1=mn- 2 alors pour a £ x < b nous avons‘f (x) - F (x ;B) <L.

On sait que [£(b) - F (b ; B)|< L
Si 1'inégalité est stricte alors F (x ; B) est une meilleure approximation que F (x ; ).
Si }f(b) -F (b ;B| =1 alors on choisit F (x ;v ) tel que :
F (b ;v) [ f(b) -~ F (b 3 B )] > 0 de fagon telle que pour & > 0

[£ (x) - F (x ;B8) -8 F (x;vy )<L pour a< x< b,

I

Condition suffisante.

Si f (x) - F (x ; &) prend la valeur

L = max |£ (x) - F (x, @) len n + 1 points avec des signes alternés,
asx<h

d'aprés la généralisation du théoreéme de De La Vallée Poussin

LZp>2L

donc p = L et F (x ; & ) est la meilleure approximation,
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CHAPITRE I1

METHODE RELATIVE AU DEUXIEME ALGORITHME DE REMEZ (1)

1) Généralités

Soient E un espace vectoriel normé muni d'une norme notée l| llet V un scus-
espace de E de dimension finie n.

Soit f un élément de E qui n'appartient pas & V. On pose :
pv (£) = inf Wl £ - g ||
gevVv
D'aprés le théoreme d'existence, il existe g% € V tel que

N - grli=p (£

Propriété
Si 1l'on a une fornctionnelle linéaire continue de E__5 R telle que

IL (£)]

ler) JL i €1 avec ||L || = Sup TE T
’ H

feE
2em) L(g) =0 pour tout g eV

alers L (£f)i< pv(f)

en effet

ﬁ? E;Z,I g%-%ﬁééé?f < 1
dion

L (6)I < if - g+t = Py (£)

o 1
(1) Voir MEINARDUS [7} , REMEZ [9| , FRASER AND HART [3]
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Théoreme

I1 existe une fonctionnelle linéaire continue L de E dans R ayant les 3 pro-
priétés suivantes
: Ll =1
2) L(g)= 0 pour tout g e V
3) L(H)=rp, (D)

~

Considérons 1'espace vectoriel V¥ & n + 1 dimensions engendré par V et f. Tout

élément h de V* peut s'écrire d'une fagon unique, sous la forme

h=8f+g avec g € V

Soit L (h) la fonctionnelle linéaire continue de V* dans R telle que

L (h) =B 0y (f) , elle a les propriétés

»
e

1 L) =0 (D)
v
2) L (g) = 0 pour tout g e V
3) JlLi* =1 si 1l'on pose
v ~N
B = o 1ED]
heve MBI
h # o

en effet pour B # O

g e+ gl =8l HlE+E1 2[8le, (=] @+l

log

v
et donc [[L||* <1

Pour h = £ - g*

T (£-g) =1 (5 =p () =[f- g

donc ”ill* = 1,

D'aprés le théoréme de Hahn Banach, il existe une fonctionnelle linéaire L,

de E dans R, continue, telle/que
~N
Izl ==
N
et pour touth € V* L (h) =L (h).
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Remarque

Si l'on a une fonctionnelle linéaire L vérifiant les conditions 2) et 3) du

théoréme et telle que )[Lli< I, alers, on a 1'égalité |ILIf = 1.

En effet : Supposons que l'on ait |[L< 1 alors, il existe A > 1 tel que
L* = AL soit tel que [|L*/f § 1. Du fait de la propriété énoncée avant le théoréme, on

aurait
[Lx (D) 1< e, (£
Or comme L(f) = pv(f) , L* (£) = A x Py (£) = pv(f)

ce qui est en contradiction avec la propriété.

2) Application & 1'approximation des fonctions continues sur un intervalle [a,b]

Considérons pour E l'espace vectoriel normé g[a,b] des fonctions continues, a

valeurs réelles, définies sur un intervalle finiia,bl , muni de la norme :
(£ = Max [£ (£) ]
t € [a,b}

Soient fv(t) (vw =1, ..., n) n fonctions appartenant 2 67[a,bj , formant un
systeme de Tschebyscheff (possddant la propriété d'interpolation) et qui engendrent un
sous espace V C B [a,b].

Soit g* (t) la meilleure approximation de f par des éléments de V

£ - g*ll = tnf £ - g
g eV

On sait d'aprés le théoréme de caractérisation de la meilleure approximation

(chapitre I, théoreme III) que si g* (t) est la meilleure approximation alors il exis-

te au moins n + 1 points extrémaux alternés §u € [a,bJ (W =1, ..., ntl) tels que :

- [E L - 6]
e, (£ =1, ..., ntl)

£ (éu) - g* (éu) =1, ..., n)

£ (g) - & @u)j

N n+1
En se restreignant aux points gu on considére les vecteurs de R
e, ) _ |5 @p IR e )
. . . et f .
1 . 2 1. n .
£ (§n+1) Ef O R G £E€E_ )

2 n+l | n n+1 . n+1
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Puisque le sous espace V posséde par hypotheése la propriété d'interpolation

- -

. o+l . . .
sur lglntervalle[a,bl , les vecteurs fl’ esons fn € R satisfont la condition né-

cessaire et suffisante pour que la meilleure approximation du vecteur f par des com-

binaisons linéaires des vecteurs fl’ oo oy fn soit unique (voir chapitre V) avec

la norme"f!§= Max £ E D).
u=1,.. 0+l M

Cette meilleure approximation correspond & la meilleure approximation de la
fonction £ (t) , par des éléments de V, sur l'ensemble discret des m + 1 points éua
Montrons que si g* (t) est la meilleure approximation de f (t) sur l'interval-

1e[a,b}, alors g* (t) est aussi la meilleure approximation de f (t) sur 1'emsemble dis

cret des n + 1 points eXtrémaux alternés §H° (qui est unique).

Fn raisonnant par 1l'absurde si g* (t) n'est pas la meilleure approximation de
p g p PP

£(t) sur 1'ensemble des points gu, alors il existe gl(t) eV tel quepud =1, ..., o+l
1 £ - f< |f - g* )
(1) 1£G) -5y GPI< ) -t (g) |

Si on pose d (t) = (f (t) - g* (£)) - (£(r) - gl(t) = gl(t) - g* (t) alors d(t) € V
et pour d =1, ..., n +1

ld (gu)l >0 et signe d (g) = signe (£ (£)) - g* (§)).

d'aprés 1l'inégalité (1)).
en
Alors d(t) s'annule au moins n fois dans l’intervalle[a,b]s ce qui estycontra-

diction avec la condition de Haar sur l'intervalle [a,b] (équivalente & la propriété
d'interpolation sur l'intervalle [a,bJ ).

n+ . e .
Sur R 1 toutes les fonctionnelles linéaires continues sont de la forme :
n+1

- £l
L (y) = 2 A e ™
y) = Z= o Y y
Choisissons les A tels que :
£y - >
1) L (fv> = = Ku £, (§u) =0 pour y =1, ..., n
2) il = 1 (norme pour L fonctionnelle de Rn+1 s R)

soit zzlkul= 1
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Alers les XH sont déterminés de facon unique au signe prés et sont # O,

La fonctionnelle L est unique au signe prés.

1

En appliquant le théoréme précédent (E étant R et V le sous espace de dimen-
siocn n engendré par les f;)‘ On sait qu'il existe une telle fonctionnelle (vérifiant le
conditions 1 et 2) mais en plus telle que sa valeur pow f soit pv (£). C'est donc cel-

le 12 au signe prés. Alors

L (%) =Xbpv (£f). avece X = + 1 ou - 1.

Or
i
= Dyl=a ec 1£(5) - g% (g1 =0, (D),
Donc
L (f) = = AL’ (f (gu)—g“ (§u))=pv(f) o= )\’H signe (f(gu)-gﬂ(gu))
=va(f)
n+l
Z;: X A signe (f (%J)— g* (§u)) =1
M=1
or
ntl l I
' A =1
o
en retranchant les 2 égalités, il vient
n+1 r _
5 Fstame O signe (£ ) - g () - 1] 1o

Or I:signe (Ku) signe (f (gu) - g* (§H)) est égal a2 - 1 ou + 1.
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Pour que 1'expression précédente soit nulle, il faut que
X signe (Ku) signe (f (gu) - g* (iu)) =1

Soit
signe (ku) = K signe (f (gu) - g* (éu)),

comme f (§H) - g* (gu) alterne en signe avec { alors

signe Xu = X' x (-1)u avec L' =+1 ou -1

Or cette propriété n'est pas liée & un choix particulier des abscisses gu :
en effet, si 1l'on prend n + 1 abscisses tH’ quelconques, en ordre croissant (distinc-
tes) on pburra toujours trouver une fonction continue f£(t) et la meilleure approxi-
mation g* (t) sur l'intervalle [a,bJ ,vtels que les points tH soient les points ex-

trémaux de £ (t) - g* (t).

Donc quels que soient les abscisses tU’ les ku associés vérifient
signe Xu = Xx (—l)H MLW=1, ...., n+ 1),

avec X =+ 1 ou -1

lare conséquence pour la meilleure approximation sur un ensemble discret

Etant donnés n + 1 points tU (W =1, ..., n+ 1) contenus dans un intervalle

[a,b] une fonction continue £ (t) sur cet intervalle et n fonctions fV'(t) (v=1,...,n)

possédant la propriété de Haar sur l'intervalle [a,b] soient

- | £ (tl)
f . le vecteur correspondant
£ (tn+l)
ntbl = £,(ey) . .
de R et fv . qui engendrent un sous espace vectoriel V
I f (¢ )

v ntl
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n+1 =

de R " alors la meilleure approximation de f par des éléments de V

(avec la norme §E§§= Max ?f(%d)l) soit g* € Rn+1 existe, est unique et
u=1l,...,n+l

posséde la propriété que pour U = 1,..., nt+l les £ (tH> - g¥ (tu) sont alternés (et

égaux en valeur absclue & la déviation maximum) .

2eme Conséquence.

Etant donnés n + 1 abscisses tM quelconques (on peut construire les XM corres-

pondants) on consideére g appartemant au sous espace engendré par fl(t), cees fn(t)

tel que :

g () + (-D* A =f () purp=1, ..., n+1

M M
avec :
=
g () =4 %, & ()
On a n + 1 équation a n + 1 inconnues : les LN (v=1, ..., n) et A,
: o+l
Comme d'aprés la définition des Xu E;% KH g(tu) = 0
£(t
— °( 1) n»l.l
si £ 4 g€ R
f(tn+1>

alors :
: _ o+l ( %f% ( u

L(f) = 2—2 A £(t) =2\ : -1 A

(£ b=l fu M u=1 ) W
n+l
Comme les XM alternert en signe avec | et que E;% ?KH§= 1

alors

L ()1 =] ,

d'oli la double inégalité :
L (o =higo (B <llE-gll
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3) Méthode de construction de g*

Soit Mo = {tcu} u=1, ..., n+1 un ensemble de n + 1 points

¢

o (o] o]
a<t . <t _ <....<¢t <b
= 1 2 ntl >

Déterminons g_ (t) tel que :

o . M s0 _ o _
go(t u) + (D5 AT = £ (¢ u) pour bk = 1, ..., n+ 1

(:) avec

n,
g, (t) = véi x, f, (£)

ot £ (¢) (v=1, ..., n) est une base pour le sous espace vectoriel V.

C'est un systéme linéaire de n + 1 équations & n + 1 inconnues : les x et A,

V
- n+l o o
On considére L_ (f) = 2;3 A f (t° ) telle que :
0 =1 M M
L, (g) = 0 pour tout g € V. et fLli=1.
Comme au paragraphe précédent les Xou sont déterminés & un signe preés.
Alors
Dol =1L (D1 g P (D) <lif - g i
o v o"
Nous cherchons alors un nouwl ensemble M1 = {tlu}.tel que la fonctionnelle

linéaire correspondante vérifie :
L (] <l ]
o 1 '
Considérons la fonction $o(t) = f (t) - g, (t) et soit £ un point de [a,b]
tel que| @ (&)1 >tLO (51 .

On pourra prendre par exemple § tel que!mo () |= Max [ ® (0§,
t&[a,b]
Alors on peut échanger un point de MO avec € de facon que ]Ll(%)| >jLO o1,
4 condition que MO ne soit pas déja l'ensemble des points extrémaux alternés et dans

ce cas, il n'existe pas de £ tel que lmo (g)\> ILO (%)‘
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1

.
e
o z

| ‘

Siag<g<t, et signe mo(g) =

Pour 1 <
o

Si ¢t <
v

0

Sit,<E<t

AY

., .0
t
si n+l1

A

v<an e

£ < ¢° et signe mo(g)

V+1

o
v+1

<5 £ b et signe wo(§§

et signe mo(g) =

- signe @O(tol) on prend £ & la place de £°

et signe mo(g)

, ) s o
signe @o(t 1) on prend £ & la place de t 1°

= signe @O(tov) on prend € 2 la place de °

= signe mo(tov+1) on prend £ 2 la place de

signe wo(ton+1) on prend £ a la place de £°

ntl’

W

o+l
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(o]

o o
. < F < , s N
Si t £ < b et signe mo(g) signe mo(t n+1> on prend § a la place de t,

n+1

Montrons que pour ce choix de 1'ensemble M1 on a :

|14 ()1 > 1L (£)1

Soit € =+ 1 oue =-1.

Pour L =1, ..., n+ 1 !mo(tlu)] 2 ILO (%)i est si [ est l'indice tel que :
1 -

. _
Jo_ (t uo)l > |1, (D]

De plus pour p = 1, ..., n + 1

signe @_ (tlu):signe (e © (tou))

Alors :
- n+1 1 1 nt+l 1 1 o
L (D) =25 M e e ) =g A lo (e u)l signe (¢ ¢ (c%))

En raison des signes de kl

] gf% 1 1
[ D= 2 I e, ()]

Alors : %f} ' . .
N T S a1 1 .
[Ll(f);= ]Lo(f)]+ 4=t (A u l{icpo(t Ll)] _}LO (£) | )ﬁ

!(L1 H >, O |
De plus pour U # Mo | 9 (tlu)l = |L$ (£f)| donc

p _ e R 1 =z
[, D= L. (£) | + |{x " x(ICpO (t i~lO)I - |1 (1)
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4) Etude de la convergence du deuxiime algorithme de Remez

A lap émeitération, 1'ensemble Mp est remplacé par un ensemble Mp_{_1 de la
méme maniére,

La suite in (£) ] forme ainsi une suite strictement croissante et bornée su-
périeurement par pv (f) , donc c'est une suite convergente. (Sauf si pour un indice
p on atteint exactement la meilleure approximation). Montrons que-si cette suite ad-

mettait une limite B différente de e, (fy B < ey (£)) on aboutirait & une con-

tradiction.
. 1 . o o P . P

Considérons la suite (t EEERES t n+l),~n,,, (t TERLEEE , t n+1)’ .

Puisque pour tout p = 0,1,2, ... et pour tout M = 1, .., otl oua a<¥ tPH.S.b, la
"

suite précédente est prise dans un compact de Rnil°

Montrons que pour i fixé (4 =1, ..., nt+l) , il existe un c{4) > 0 tel que

P P

~ t .

(t 1l t p*) > C () pour tout p

En effet, en raisonnant par l'absurde, supposons que pour tout € > 0, il
P s PP q

existe un rang p tel que

ti¢+1 - tp < €
Alors, on pourrait extraire une sous suite
q q q q
1 1 n n

(t EEREE £ n+1)’ c.., (£ CIREEY t n+l), .... convergente vers

(El, , En+1) et telle que pour l'indice M fixé précédemment on ait
t =t .
ey M

Alors, on pourrait trouver g € V tel que g (Ej) = f (Ej) pour j = 1, ... M,M42,. .0l

La fonction f(t) - g (t) étant continue, pour € < Kl il existe M > o tel que

pour tout t tel que {t - Ej i< m , on ait : ,

g (£) - £ ()] < € (pour tout j).

q
De plus, on peut trouver N tel que pour a, > N, on ait {t nj -

i

1<

pour tout j.



2

La différence
a q q q q q q q - q
g () -g T e ™) = (E ™) g P (e m)) (e ™) -3 (x "))
3 J J N} ] J

9 L
est du signeqde £(t, ) -g " (¢ j)° Or cette différence alterne en signe pour les

n+l points ¢ ©

‘ , - g
Alors la fonction g - g " ¢V aurait n zéros dans l'intervalle {a,b} , ce

qui est en contradiction avec la condition de Haar.

Donc pour p fixé (M =1, ..., n+l) il existe C (U) > O tel que (tpu+1—tpu)?c(u)
pour tout p.
L'indice U parcourant un ensemble fini si C = min (c W) >0 , alors
M=1,..,n+1 :

il existe C > o tel que pour tout M et pour tout p :

Montrons que les Kpu dépendent de facon continue des tp}“Lu

Les Xpu sont obtenus en résolvant le systéme :

WP g (P AP R S AR ARG SN I
WP (P AP e (P s AP £ (Py=- £ ()
1 n 1 2 'n 2 n n n n+1
et en normalisant
AP = Xp / E%%: pr [ (avecn))\.p = 1)
e . o+l
les coefficients de la matrice et le second membre dépendent de facon continue des
tiiu De plus le déterminant de la matrice reste supérieur en valeur absolue 3 un
certain nombre & > 0. (Il ne peut s'annuler puisque pour tout U = 1, ,... n et pour
tout p tpu_‘_1 - tpLi > C). Il en résulte que les coefficients de la matrice inverse

sl
et donc aussi les kpu dépendent de facon continue des tpuo

Alors il existe un nombre d > o tel que pour tout p et pour tout U

Mpul;d>o
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En effet, pour pl fixé, il existe d {ul) Z 0 tel que EX%J; z d <u1) sinon

PR — p 4
on pourrait extraire une sous suite [ A nU | convergente vers zérc lorsque P >
1
| Smrl - Pn ; i
et strictement décroissante }l " I < A -, Decetie gous-suite, on pourrait
1 M .
n
extraire une nouvelle sous-suite telle que (pour =1, ..., n+tl) ¢ U converge vers
- q q |
une limite t et A np converge vers 0. Les A m@ étant des fonctions continues des
1
qn qun - ~ +
points t u on a lim " = A et ces hg devraient 2tre tous différents de
9>~
zéro car il correspondent aux EH qui sont tels que
t&+l - tM 2C pour b =1, ..., m
ce qui est en contradiction avec
q
1im I APl =0
P ul
sl
Cette propriété é&tant valable quel que soit Ml’ il existe d=min d(u),d>»0
M=1, .. ,n+l
tel que pour tout U et pour tout p :
(WP s a=»o
U |
Or d'apres le ¥ précédent
- . fyptl ‘ £y
L - Z A | £) - £) |
[Ty (O 3Lp<f}§ > | o x Co () - L (D))

24 ox G (D —ILp D

Scit
(0, () =L (D)) - (o () L (D)) zdx (o, ()~ 1L (D))

(1-d) x (o, (D) - [L (DD 2 o (O -1 (D

I1 est toujours possible de prendre d < 1 puisque c'est une borne inférieure
P P P q

k=1-4<1
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Alors o (D) - |L ., (Dl kx (o (B - 1 (£ ).

La suite §Lp (f)i converge vers la valeur Py, (f) . La rapidité de convergence est su-

périeure 2 c¢elle d'une progression géométrique de raison k.

5. Applicaticn numérique

sin (t)

On considére la fonction dans 1'intervalle [o, n/ZJ et on se propose

de trouver un polyndme pair de degré < 6 tel que

sin (£) _ (x t6 + x t4 + x t2 + Xﬁ)} soit minimal, en employant

Max { T 1 5 3

te:[o,%j

" la méthode précédente,

. . ) ) )
Prenons comme points de départ les points t i T —§—§_§6 X 1
pour i = o, 1, 2, 3, 4 (suffisamment éloignés des points extrémaux de f(t) - g* (t).

Pour les applications pratiques, cn peut prendre comme points de départ les points de

. . o . .
Tschebyscheff. Dans le cas présent, si 1'on prend pour t i les points de Tschebyscheff
relatifs & l'intervalle [09 ﬁ/ZJ la fonction g, est telle que f - 8, est de l'ordre de

10"35

C 7 . . . s
Avec t~, =5——, x1 (i =0, 1, ..., 4) la fonction g_ correspondant a ces
. o

points est telle que

| £ - g ll= o5 1596 x 107

A chaque itération le systéme(:)est résolu par une méthode de Gauss sans divi-

sion et le maximum de 1'erreur

[ £ (&) - (x1 t6 + %, f4 + %, t2<+ X4)! est cbtenu en prenant le maxi-

mum de
6 . ~ 4 i 2 L p =
| £ (ti) - (X1 t, T X, b F g £ Xa)i avec t.

T
2 x 100

pour i = 0, ...., 100 et en opérant par dichotomie 3 partir de ce maximum,

~
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On trouve pour la meilleure approximation

x*¥ = -0, 000 185 24693
x*¥, = 0, 008 313 2721
x*, = - 0, 166 656 84
x*, = 0, 999 999 24

On a pour résultat :

- -6 . -6
A=0, 75 x 10 <Hhf-g*¥ll < 0, 76 x 10
En faisant la tabulation de l'erreur :
4 2 sin t
XYt 4+ ox* ot 4+ ox¥ T 4 ox¥, - ———
1 2 - T3 4 t
On obtient les pcints de déviation maximum
Points de déviation maximum Valeur de l'erreur

- 0, 000 000 75996

0, 6 0, 000 000 75996

1, 12 - 0, 000 000 75251

1, 44 0, 000 000 75996
% = 1, 5707963 - 0, 000 000 76
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Le programme ALGOL qui suit permet d'obtenir le polyndme de meilleure appro-

ximation de degré £ n, pour une fonction f(t) continue sur l’intervalle[a,b]n

. o . . - PR .
Au départ les points t i (i =0, ..., ntl) sont pris équidistants sur 1l'in-

tervalle [a,b] .

toi =ix(b-a)/ (a+1)

La résolution du systéme linéaire sera faite par une méthode d'élimination de
Gauss sans division et afin de faciliter cette résolution dans le cas ol b > a > o

-
on écrira la matrice du systéme :

n n+1
(e, e D -1
(e )" (tn)n—l U | 1
(e )" (to>“‘“1 e (-1)+2

afin que les plus grands coefficients se trouvent au dessus de la diagonale prin-
cipale,
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Pour déterminer le maximum de 1'erreur en valeur absolue ¢ (t) = £(t) - pn(t)

: . o . ;
on peut chercher le maximum sur un ensemble de m + 1 points t ., = 1 x (b -2a)/m
(i =0, ..., m) et & partir de l'abscisse t; ainsi trouvé, on peut opérer a l'aide
t
)

d'une méthode d'interpolation pour les 3 points

A 1'expérience, il est apparu plus efficace de procéder par dichotomie a

partir de ti .
o
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Procédure REMEZ (FCTF,N,P@,PI,X,EPSI1) ;
Réel procédure FCTF ; entier N ; réel P@, PI,EPSI1 ;
Réel tableau X ;

Commentaire CETTE PROCEDURE CALCULE LE POLYNOME DE MEILLEURE APPRYXIMATIGN DE
DEGRE < N, X, I G Xy > DE LA FONCTION FCTF (Y) SUR L'INTERVALLE
- (Pp, PI) PO < PI, PAR LA METHODE DU DEUXIEME ALGORITHME DE REMEZ ;
Début entier M ; M : = 100 ; N . = N+2 ;
Début réel tableau A [1:N, 1:N+1), X@ [0:N];
entier I,J,K,C@MPT ;
Réel H,T,INTE,XIP,U ;

Réel procédure PHI (Y) ; valeur Y ; réel Y ;

début réel S ; entier P ; S : = 0 ;
pour P:=1 pas 1 jusqu a N-1 faire
S:=S + X [P} x (si P = N-1 alors 1.0 sinon P -P-1))) ;

PHI : = S - FCTF (v. ;

fin ;

Procédure RESOL ;

Commentaire RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE
PAR ELIMINATION DE GAUSS ;
début réel S ;

pour K:=1 pas 1 jusqu a N-1 faire

début pour I:=K+1 pas 1 jusqu a N faire
début si A [K,K] =0 alors allera DS@RTIE

sinon pour J:=K+1 pas 1 jusqu a N+1 faire
A(1,J7]:=A[1,3]x A[K,K]- Alr,x)x A[r,J]

fin

fin
X[N) := aN,N+1] / A[NN];
pour I:=N-1 pas -1 jusqu a 1 faire

début S:=0 ;

T

pour J:=N pas ~1 jusqu'a I+l faire
$:=5-A[1,J]x X [J];
x[1]: = & (r,m1] + )/ afr,1]

fin

fin ;
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Procédure TRANS (Z,E) ; réel Z,E ;

début_réel Z4 ;
WIEDER : Z4 : = PHI (XIP + E x U) ;
si ABS (z4) > ABS (Z) alors
Début XIP:=XIP + E x U ; Z:=Z4 ;
allera WIEDER fin
sinon début si E > 0. 001 alors
débur E:=E/10 ; allera WIEDER
fin
fin
fin ;
Procédure DIC ;
début réel YO,Y1,Y2 ;
si (XIP < PI - 0. 0001) et (XIP > P@) alors
début
Y1:=PHI (XIP) ; Y2 := PHI (XIP + U) ;
YO:=PHI (XIP - U) ;
si Y1 x(¥2 - YO) > O alors TRANS (Y1, 0.1)
si Y1 x(Y2 - YO) < O alors TRANS (Y1, -0.1)
fin

fin ;

Procédure ECHANGE ;
début réel Z,MU,T@,INT ;
entier L ; L:=0 ;

MAX:MU:=0 ;
T¢:=(PI-PP) /M ;
pour L:=0 pas 1 jusqu a M faire
début INT:=ABS (PHI (LxT@+P@)) ;
si INT > MU alors

début MU:=INT ; K:=L

fin
fin ;
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XIP:=KxTG+P@ ;
Z:=PHI(XIP) ; DIC ;
ECH:si ABS (Z) - ABS (X[N}) < 0 alors aller a S@RTIE ;

I:=0 ;
si XTI}~ XIP > 0 alors

début si Z x PHI (XI[T] ) > O alors
début XI[I]:= XIP ; aller a SUITE
fin
sinon début pour J:=N-1 pas -1 jusqu a 1 faire
XI [J]:=X1[J-1};
XI[0] :=XIP ; aller a SUITE

RIT:T:I+1 ;
si XI[I]> XIP alors
début si Z x PHI (XI[I-1]) > 0 alors
début XI[I-1]:=XIP ; aller a SUITE
fin

sinon début XI[Ij:= XIP ; aller a SUITE

-t
fin

fin ;

81 I < N-1 alors aller a RIT

I:=N-1 ;

si z x PHI (XI[N-1]) > 0 alors
début XI{N—l]: = XIP ; aller a SUITE
fin

sinon début pour J:=0 pas 1 jusqu a N-2
faire XI[J]:= XI[5+1];
XI[N-1] := XIP ; aller a SUITE

4

fin

fin ;
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INITIAL :
U:= (PI-P@)/M ;
pour I:=o pas 1 jusqu a N-1 faire
XI[1}:= (I x (PI - PP)) / N-1 ;

pour I:=N, pas -1 jusqu a 1 faire
début INTE:=XI[N-I];

pour K:=1 pas 1 jusqu a N-1 faire

A[1,K]:= si K=N-1 alors 1.0 sinon INTE 4 (N-1-K) ;
Ke=N 5 A[T,K] := (-1DF(E+1) 5 Kol
A{L,K] :=FCTF (INTE)

fin

RES@PL ; COMPT:=0 ;
ITERATI¢N:H§=X[N]; C@MPT : =COMPT+1 ;
pour I:=1 pas 1 jusqu a N-1 faire
X@[I):= X{I]; ECHANGE ;
pour I:=N pas -1 jusqu a 1 faire

début INTE := XI[N-T];

pour K:=1 pas 1 jusqu a N-1 faire

A{I,K]: = si K=N-1 alors 1.0 sinon INTEf(N-1-K) ;
K:=N ; A[I,Kj:= (-1)'?(I+1) ; K o:o= N+1

A [1,K] := FCTF (INTE)

fin ;

RESPL ; si (ABS (X[N]) - ABS (H) > EPSI 1)

alors aller a ITERATION ;

DS@PRTIE :
SPRTIE :
fin

fin
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Résultats numériques

1) Approximation de et par des polyndmes de degré & n dans 1'intervalle {O,lj

Xl t + ... + xnt + xn+1
n = 3

x*, =0, 279 979 03

x%, = 0, 421 699 46

x*, = 1, 016 603 4

x*, =0, 999 1.3726

\Al= 0, 00C 544 72 & p < 0, 000 544 74
n =4

x*, =0, 069 704 983

x*, = 0, 139 696 84

x*, =0, 510 140 51

x%, =0, 998 685 26

x*, = 1, 000 027 1

1] =0, 000 027 10 < p < 0,000 027 21
n=>5

x*, =0, 013 903 832

x%, = 0, 034 800 498

x*, = 0, 170 401 79

x*, = 0, 499 096 34

x*, =1, 000 079 4

x*. =0, 999 998 86
(vl =0, 000 001 13 < p < 0, 000 001 16

(La procédure EXP (t) donnant les valeurs de et avec une erreur < 10—8

est sans

doute calculée & 1'aide d'un polyndme de meilleure approximation. Pour le calcul d'une

meilleure approximation de 1'ordre de lO“6 1'utilisation de la procédure EXP (t) est

encore correcte).
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2) Approximation de [ (1+t) par des polynémes de degré < n dans l’intervalle[o,ll.

X, £t + .... +x t+X o
1 n n+l

Les' valeurs de [I' (1+t) ont été calculées & l'aide du développement en série de

Tschebyscheff donné par Clegpschaw (1) {en tenant compte des erreurs d'arrondi (1+t)

est ainsi calculée avec une erreur < 10_7)

n=3

x*1 = - 0, 141 304 54

x*z = 0, 666 832 01

X*S = - 0, 525 527 45

x*4 = 0, 998 645 03

Il = 0, 001 354 97 < p £ O, 001 355 00.
n==a

x*l = 0, 174 579.99

x*2 = - 0, 484 168 62

x*3 = 0, 875 541 90

x*4 = - 0, 565 560 64

x*5 = 0, 999 803 69

Al =0, 000 196 30 < p < 0, 000 196 33

Voir CLENSHAW [1]
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[A]

100

420

693

947

574

999

037

325

668

819

006

0511
252

564
829
874
985
577
999

001

133
169
747
878
167
962

10 <

2 278

203
940
867
573
528
993

22 £

451
893

709

310

746
458
062
998

08 <

-37-

43
25
50
9G
17
88

0 < 0, 000 037 13

81
63
59
61
29
02
77

o < 0, 000 006 25

00
28

19
43
10
83
11
92

o < 0, 000 001 11
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o?
-X
e

X

3) Approximation de e x f dx

t
dans l'intervalle[é,lOJpar un polynbdme de degré & m :
: t + oo
x1 x2 t + + Xn t + Xn+l
o0
-X

e
X

. t P " s . .
Les valeurs de la fonction e X jf dx ont été calculées a l'aide du dévelop-

t

pement en série de Tschebyscheff donné par Clenschaw [1]

n=3
x*l = - 0, 000 353 654 78
x*2 = 0, 000 904 104 5
x*3 = - 0, 102 619 14
x*4 = 0, 480 516 28

Ix]= 0, 00C 494 15 < p < 0, 000 494 17

(1) Voir CLENSHAW [2]
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PR\ ~X
4) Application de f(t) = - jﬁ ex dx - log (1t{)
t
1; a . 4 3 2
dans 1'intervalle [m4, + 41 par un polyndme de degré < 4. Xy t +x2t +x3t +x4t+x5.

La fonction f (t) a été calculée 2 1l'aide du développement donné par Clenshaw (1).
En divisant tous les coefficients du systéme par 102 le programme donne les résultats

suivants :

x* =0, 019 089 561

1
x>'~‘2 = 0, 100 177 56
x*B =0, 179 504 85
x*4 = 0, 805 734 88
X*5 = 0, 668 247 92

|2l =0, 183 023 30 < p < 0, 183 024 20

(1) Voir CLENSHAW [2}
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CHAPITRE 1II1

METHODE PAR DECOMPOSITION DE LA NORME (1)

+
Soit B un espace vectoriel normé complet sur le corps des réels, muni d'une

novme @ ; f, g, h, «.s... désignent les élements de B.

Soit L (%) une application linéaire de R dans B. Elle est complétement dé-

. . . n .
terminée lorsque l'on connait les images de la base fondamentale {ei%de R. Soient

f1 = L (el), sy £ =L (en)
L .
X ——> xl f1 + x, f2 + ... F Xn fn

Soit B l'ensemble des fonctionmelles linéaires continues de B dans R. C'est

le dual de B. Soient E, é} h, ... € B

f_._f___;.<f, f> = £ (f) ¢ R.

On sait quaﬁ est un espace de Banach relativement & la norme tp définie par

5 (F) = 1< £, £>]
P (B P 7 (D)
f€B

Soit I une application linéaire de R" dans B

Pour £ € B et x € R < f, L (x) >¢ R

. T A . 1s . . e e n P .
Si f est fixé, on considére l'application linéaire de R dams R qui & x fait
correspondre le nombre

< f <
x, <E £ >+ .o+ x <E £ >

.. s T . . . P n
Ainsi a f on peut faire correspondre une application linéaire de R dans R,
N . . n . . P, 1 | .

c'est & dire un élément du dual de R qui peut etre identifié & R lui-méme.

LT < f, f. > _ n

£ 5LT(E)= e 1 = 2z e R

(1) Le principe de cette méthode a été exposé par le professeur N. GASTINEL au

Congrés sur 1'approximation a GALESBURG (Nov. 19632 -
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Ona < f, L (x)>»=< LT (£), x > pour tout x € R" et pour tout f € B.

- L . . - . .
L~ est l'application transposée, on dit aussi adjointe de L.
Décomposition de la norme ©.

Définition
On dit que la norme @ est décomposée si pour tout £ € B il existe Ef € B tel
que
< Ef, f>=0u (f),

Application & la recherche de la meilleure approximation dans 1'ensemble g)des

. . N . P n
fonctions continues, & valeurs réelles définies sur un compact K de R .

1. Décomposition de la norme.

] n be; . N .
Soit K un compact de R et % 1'ensemble de fonctions & valeurs réelles, con-

tinues sur K. 6> est un espace de Banach relativement & la norme
v (x) = Max Ix ()1
t €K

. . N @
On sait que 1'espace dual %2 est isomorphe & 1l'espace $2 des mesures M, avec

signes, régulizres sur K :
Si u est une application linéaire de € dans R, continue, alors il existe uu

€ 55 telle que pour tout x & €

~

u (x) = {{ x d
La norme sur 3 est v (u) = Ii[ ldu, [,
On a (Inégalité de HBlder)
lu @€ o % ild%§==®(m 3 (u).

On sait que 1'égalité & lieu si et seulement si

1) La mesure b, @ le signe de x c'est i dire

f x d K, 0 pour tout E CK et M mesurable
E

2) Le support de uu est l'ensemble des points t tels que

[ () = o (x).
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2. Décompcsition naturelle de la norme de %’°

On considere £ €8 , @ (£f) = Max |f (£)}
t €K

1

Soient el = g't ; fHo) =o (D), e =ft; £e) = -9 (f)},

Z

Mo étant définie par des masses de poids total & > O placées aux points e+ et par
£
des masses de poids total - B< 0O en e et des masses nulles dans K - e+ - e .
jfdu— = o (f) f du- - ! d u-
K “f /+ Zf /- Zf

[0.+B_] v ()

Si on pose & + B =1

'L 13 dU;f = @ (f) et X ld Hgf | = ég la Ugf |+ gi ld u Ef%
g ldfu;fl = a0+p =1

O - .
L'application de ﬁ dans L qui a f fait correspondre Z¢ est une décomposi-

tion de norme telle que © (Ef) = 1.

Une telle décomposition est appelée décomposition naturelle dans %2.

Soit f e . Vv un sous espace vectoriel de ‘§ ayant pour base fl’ oo oy fn° Soit
L 1'application linéaire de R" sur V définie par :

X ____EL__.a,L (x) =

I
X
h
+
+
»
Fh

On suppose que f n'appartient pas a V.

Soit r = L. (x) - £, Le probléme de meilleure approximation revient & chercher
x* tel que

w (f - L (x*)) = Inf o (f - L (x))
xeRn
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~
3. Théoréme I : Caractérisation de la meilleure approximation dans %5‘

- n . . . — . :
Pour que x* € R soit tel que L (x*) soit une meilleure approximation d'une

. 9 . . ) . .
fonction f ¢ % relativement au sous espace vectoriel V, il faut et il suffit que

L (z.,) =0 €RM clest-a-dire

< Er’ L (x) =0 pour tout x € R".

Condition nécessaire,

Soient r* = L (x*) - f et o, (£) =0 (r*)

D'aprés le théoréme I du chapitre II, il existe une fonctionnelle linéaire

que 1'on note ici v e ¥ telle que

< v, L(x)>=0 pour tout x € R"

v (£f) = Py (£)

A
=

h
\Y

]

) =1

Alors v = - z -
En effet, puisque

P () =<v,f> =<y, £ - L (x%) >< 0 (V) x @ (-r¥) = o, (£)

1'inégalité de H8lder devient une écalité ce qui entraine que [l- est une mesure
g g q q o

de méme signe que -r* et a pour support les points extrémaux de r*

v = - Zr*,

Condition suffisante.

Si dans R" il existe x* tel que pour tout x ¢ R"
<z, L& >=0
alors, d'aprés 1'inégalité de HBlder

<z, £3)=]< 2, £-1 () >] <8 (z_) x @ (-1).
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o f>=< Z s> f-L (%) >=-0 (r*)
Alors d'apres l'inégalité précédente

@ (r*) € ©» (r) pour tout x dans R"

x* fournit donc une meilleure approximatiom.

. . . . T -
4, Algorithme du rapprochement maximum en norme , Sur les directions L (zr),

Si x est donné dans R on se propose de trouver x' tel que ® (r') <o (r).

Soit x, donc LT (Er), donné avec LT (Er) # 0. On consideére la fonction de

]

W) = L (x-AL (D) - D)

v (r - AL e (Er))°

Lorsque A varie de O & +o0 la fonction W (A) est une fonction continue de A,

telle que (o) =@ (r) et 4 () tend vers + o si A tend vers + o
Soit %k le lieu des points & de Rn, tels que si p = L (E) - g
v (p) S (n)

KN

n e .
%i est un ensemble convexe de R contenant x* dans son intérieur.

Théoréme II :
Pour tout x différent d'une meilleure approximation x* , Ll (Er) n'est pas
nul (d'aprés le théoréme I chapitre 3).

La direction LT (Er) est perpendiculaire & un hyperplan d'appui en x, a ??x

7
et dirigee vers l'extérieur de %?X
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Si g 8(6 < le produit scalaire

T - - - -
- =< - =< - - <
<L (zr),g X > z , L (E-x)> z_, L (g) - £> z, T >

D'apres la décomposition naturelle de la norme ®

<z, e3>l <v (.

Alors le produit scalaire < it (Er), £ - x> est £O pour tout € € ﬁk.

LT(;r) est perpendiculaire 2 un plan d'appui en x 2 ‘gx,
. s T ,-
On considére x - L L (zr)°

Deux cas se présentent

a) T1 existe KO > o tel que pour o < A K XO

X - A LT (Er) € %?X , Xo correspondant au point x ot 1'on sort de
€.

b) Seul x € %x pour tout A,

Dans le premier cas i (XA) est telle que

M (0) = (r) L (ko) =¢ (r) et pour
o<>x<k,O (A€o (n).
Définition : |
Pour tout x # x* avec LT (Er) # o s'il existe une valeur de A # O, soit
m telle que pour x' = x - m 1T (Er)

© (x') =inf  © (r-ALL (2)).
A
On dira que la décomposition Er est adaptée a L.

1
i) : . N .
#o est alors la meilleure valeur de A pour approcher x* a partir de x, dans

la direction de LT (Er), au sens de la norme O,



46

5. Application & la recherche de la meilleure approximation dans 1'espace £ (a,b)

des fonctions continues & valeurs réelles, définies sur un intervalle Ja,bl

On.considére sur l'espace vectoriel € [a,b] 1la norme

® (f) = max I (£) 1.
t ¢ [a,b]
Soit V un sous espace vectoriel de € [a,b] ayant pour base fl, oo eos fn et

possédant la prcpriété d'interpolation (condition de Haar). Soit f € £ [la,b] mais
n'appartenant pas & V. On cherche la meilleure approximation de f par des éléments
de V.

Posons r (t) = £ (£) - (x, £, (&) + .... +x £_(t))
171 n n

et M = max ) lr(t) 1= o (v).
te 'a,b!
On considére l'ensemble des points ti (i =0, 1, .vc.. ,P)

t, € [a,b] tels que

Il
=

EXCRN

Soit

z =0 x signe (r (t)) x 8 +a, x signe (r (£.)) x 0 + .....
T o o o 1 1 1

+ o x signe (r (£ )) x S
p p P

ou él’ coos ép représentent les distributions de Dirac aux points to’ con tp°
De plius o, > O pour L =1, .... P et &O Foeea. F @p =1,
On cbtient ainsi une décomposition naturelle de la nmorme ®.
<z , f,>=<0 xsigne (r (£)) x8 + cooeuenenn. cooe
T - T 1 o o c
L7 (z) =

+ 0 x signe (r(t )) x o f, >
P & P p’ 1

A
N
rh
V
I

<o x signe (r (£ )) x & + e eeeoaeenes
) o o

+ 0 x signe (r (¢ )) x% , £ >
p P P n
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Ttération de 1'algorithme de § 4.

. . . T - A , \ :
Soit X donné. On calcule L (zr ) et par un procédé de dichotomie , on se
o

déplace suivant la direction LT (z_ ) vers 1'intérieur de @

jusqu'au point Xy
o o

ou (rl) est minimum. Puis on itére & partir de %,

Remarque :

Dés que r (t) possdde plus d'un point t, tel que \r (ti)l = M, la surface de
&; au point x peut avoir une pointe’ On n'est plus assuré qu'il existe XO > o tel

que pour o < A € A - L LY (z) €%
o r X

™~

~

Pour tenter dféviter cette difficulté , on consi-

dérera non pas l'ensemble des points ti tels que

. It (ti)' = M, mais 1l'ensemble des maxima de|r(t)i
lj(«\ Eic (et s'il y a lieu les points a et b) tels que
, ! i M-€ < ‘f(ti)-(xlfl(ti)+ cootx £ (£,)) | M4+ €
" ] nn i
Y % ‘

pour € donné.

6. Application numérique

Approximation de sin (t) |t dans l'intervalle [o, W/Z] par un polyn®me de degré
6 pair :



Dans ce cas

. . 6 . 6
o, signe (r(to)) X t6O + Q. signe (r(tl))xt 1+°°°+ap signe (r(tp))xt >
o signe (x(t ) x t° s signe ((t))xc
R ign r X
. o signe (r to X 5 T oeeccose p signe p P
L™ (z) =
T
o  si it e e eecoaccacasesassas e +a_ signe (x(t_))
o, Sisne (r(to)) p St& b
Pour i =1, ..., p on prend
1 1
a, == x
i p 1z 4
\[t iTti+ti+1
6
by
afin que chacun des vecteurs 4 intervienne
b
02
t .
i

1

dans le calcul de LT

On prend comme

<°
1

: -
N
fl

(z ) avec une norme euclidienne égale a 1.
T

vecteur de départ
- 0, 601

0,01
-0, 15

1

Le maximum de l'erreur est

M = Max _
° eefo]]

lro (£)] = 0, 03912901
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Pour ce vecteur de départ, il existe un seul point

t =m/2 tel que Jr ()| = M.
o o

On étudie la méthode, en faisant varier € qui permet de déterminer les points

t, i=1, ....p tels que

M-e< | £ () - (% £,(t.) +....+x £ (£)]|SM+e
: i 1 7171 n n i

k
. . eme ; 9
Soient & la k itération le vecteur
k
X
4
i
. Ik 6 k sin (t)
et = Max X, t + .....
Mk a %1 + + X 4 T
H

tefo,m/2]

1) On prend € = Mk/S

Le procédé s'arrdte aprés 8 itérations

My = 0, 004 279 548 7
x81= 0, 000 876 704 43
8 ‘

x°,= 0, 005 533 284 8
8 _

x°,= -0, 155 350 52
8 |

x°,= 0, 995 784 10

Le maximum de l'erreur est atteint en 3 points avec des signes alternés

t =0

o}
t1 = 1, 159 68 )
t, = m/2
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2) On prend € = L / 10

Le procédé s'arréte aprés 9 itérations

My = 0, 004 184 700 5

x9l = -0, 000 903 827 29
9 _

', = 0, 005 511 876 8
9

%, = -0, 155 367 03
9

x, = 0, 995 815 30

Le maximum de 1l'erreur est atteint en 3 points avec des signes alternés.

t =0
o
t1 =1, 151 81
t, = 1/2
2 é k
éme %Xl
Soient a la k itération le vecteur E
E
i
=
R
{
k 6, k &4 k 2 k _sin (£)]
et Mk = Magw X 1 t7 4+ x 9 t + x 3 t + x 4 s
té[o,_z‘—g

1) On prend € = Mk/5
Le procédé s'arréte aprés 8 itérations,

M_ = 0, 004 279 548 7

8
8 =-0, 000 876 704 43
x 1
8
x ,= 0, 005 533 284 8
8
x ,=-0, 155 350 62

x ,= 0, 995 784 10
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Le maximum de 1'erreur en valeur absolue est atteint en 3 points, avec des signes

alternés.,
t =0
o
t1 =1, 159 68
t2 =1/2.

2) On prend € = Mk/lo

Le procédé s'arreéte aprés 9 itérations

My = 0, 004 184 700 5
9

x” == 0, 000 903 827 29
9

x”,= 0, 005 511 876 8
9

x ,=- 0, 155 367 03
9 _

x ,= 0, 995 815 30

Le maximum de 1l'erreur en valeur absolue est atteint en 3 points avec des signes

alternés.
t =0
o
= 15
ty 1, 1 81
t2 = 17/2

3) On prend € = Mk/IOO
Le procédé s'arréte aprés 7 itérations ,

My = 0, 004 303 917 2

x = -0, 000 972 186 35
x72= 0, 005 618 420 9
x73= -0, 155 225 79

x .= 0. 995 718 78
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Le maximum de l'erreur en valeur absolue est atteint en 3 points avec des signes

alternés.
t =0
o
t1 = 1, 153 85
= 2
£, 1/

Dans les trois cas précédents, lorsque la valeur absolue de l'erreur r(t)
. . . . . . T ,=
atteint son maximum en trois points to, tl’ tZ’ sur la direction L (Zr) telle qu'elle
. . . T, - ’
a été calculée, il n'existe pas toujours un Xo tel que pour 0K A <Ay x - & (L (Zr))

appartient a f:x et seul x appartient a %ge

7. Méthode dérivée de la méthode du gradient conjugué.

a) On va rappeler le principe d'une méthode qui permet de minimiser une expres-
. . n . P . .
sion F (x), x étant un vecteur de R, & l'intérieur du domaine convexe F(x) < cons-
tante dans le cas ol 1'on peut calculer le gradient.

Exemple : résolution de Ax - AB x = o avec A symétrique B symétrique définie positive.

T
On considére F (x) = = Ax le minimum de F (x) fournira la plus petite

x B x

valeur propre.
Soit X donné. On peut calculer le gradient en x_ soit r, normal a la surface

F(x) =F (xo)° Soit x, un point sur r_ avec rlT r_ = o. On suppose que les vecteurs

z r, et r, sont de longueur 1.

{ ! . On considére

R > u, =r_ +r
- o] 1

\ )
\
-7
[

P

17 5t

<
1l
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On cherche par dichotomie

sur la direction uy le point X4 tel que F (xll) =F (xl)
sur la direction T le peint X1 tel que F (x21) =F (xl)
sur la direction vy le point %31 tel que F (x31) =F (xl)

X,,* X, et tangente en x. & r

.o . . ;
On considére l'ellipse passant par X110 X915 Xgq 1 1 o

Alors le centre de l'ellipse est pris comme point x,. F (xz) < F (xl)o On itére le

9
procédé a partir de Xy, en calculant rys le gradient en %, et en utilisant les vec-
teurs
u, = r_+
2 1750
v, =-r., +
2 1 TR

b) Pour la recherche de la meilleure approximation on ne peut plus utiliser une

ellipse puisque le vecteur L (zr) n'est plus normal & la surface EX, lorsque <.

présente un angle aigu au point x,
On se propose alors dfutiliser le procédé suivant : Soit X un vecteur donné.

comme un paragraphe précédent.

On calcule LT (Er ) et on détermine %y

0 d
A partir de x, on calcule LT (Er ). 8i 1'on noteHLT (z ) ''1a norme euclidienne
n 1 ’
du vecteur LT (Er) € R pour @ =5 on considére les trois vecteurs.
T (7
v, = L Zy]
Pt ot
7 1 .
L” (z, L (z. )
v, = —— + 1/

et V, = ———— - 1/a
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On se déplace a partir de x4 suivant les trois directions Vs Vg -V
cherche par dichotomie ms My, Mg trois scalaires tels que aux points X, - m
Vos Xy T Mg V3 les erreurs correspondantes reprennent en norme la valeur M1°

On considére

m = Max (ml, M, m3) et on prend

X

o = x~(m/2) x vy
Alors ¢ (r2) <o (rl)°

On itéere le procédé a partir de X,

On prend comme précédemment pour vecteur de départ

O = _—
X 17 0, 001
x02 = 0, 01
x°3 = -0, 15
xo4 = 1
M_ = Max fr, (£)}= 0, 039 129 o1
t€ {o,m/2 ]

Le procédé s'arréte aprés 7 itératims

M_ = 0, 003 087 595 1

7
x71 = _ 0, 000 227 775 1
x72 = 0, 004 491 445 1
7
x', = -0, 156 941 27
x74 = 0, 996 997 83

Le maximum de 1l'erreur est atteint en 3 points avec des signes alternés

t, =0
£, =1, 113 324 8
t, =m/2

~

< . oz N .eme ., | . 5
Dans cet exemple € a été pris égal a la i itération a Mi/lo

3

1

et on

Vi, X

1

2
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CHAPITRE Y

LE PREMIER ALGORITHME DE REMEZ (1)

APPLICATION AU CAS DES POLYNOMES

1. Soit £ (t) une fonction appartenant a l'espace %?[a,b] des fonctions continues,
a valeurs réelles définies sur un intervalle fermé la,b].
On cherche le polyndme de degré inférieur ou égal & n soit

p*  (£) = x%¥ t0 4+ ... + x*
n 1 n+1

tel que p*n (t) soit 1la meilleure approximation de f(t) sur 1l'intervalle [a,bj au

sens de Tschebyscheff,
On prend la norme

HE] = Max [E(t) 1.
te {a,b]

Soit pn(t) un polyndme donné. On pose

© (t) = £ (t) - P () et L =Jo|-= m?x } “oo (b))
t€ja,b

On se propose de trouver un polyndme w(t) de i < n tel que
fo-wl <ol

= t *
On pose p = |f -p n”/

(1) Voir REMEZ [9)
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Soit R un nombre positif donné o < R < L.

On considére les ensembles FC [a,b) et H¢[a,b] tels que respectivement

o (t) 3 R et® (£)<-R

/
k /
R U NV —— S ——
i"\ /':’! o //
\ c /] b /!
WP, "W/ N I e 1 >
S U WU AN 0 - N SO oY A L
CTw T SO Y
Lo L 2 .
\¥ o/ N | /
: L 5/ B v
RN . l Vo
N ‘ /

Soit C 1le plus petit segment qui peut contenir FUH. Dans C - (FUH) on con-

sidére 1'ensemble des intervalles 1 I

12 Lo eees Im_qui séparent un segment de F et

un segment de H.

Si m > n alors d'aprés le théoréme de De La Vallée Poussin la déviation ma-
ximum p (pour la meilleure approximation) est telle que p > R. On obtient ainsi une
borne inférieure de la déviation maximum.

On appelle A la valeur maximum de la borne inférieure R que 1'on peut ainsi
obtenir.

A< PSS L
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. Si le nombre m des intervalles I, <o Im est < n + 1 pour tout R aussi

petit qu'on veut, alors on prendra A = 0.

Aprés avoir déterminé L et A on prend :

Ry = A+ 81 (L-4), R, = A + 8, (L-A)

avec o < By < f, < 1.

Soient Fl’ Hl’ FZ’ H2 les F et H correspondant & R. et R

1 2°
Soient I., I,, ..., I m< n les intervalles correspondant 3 R
1 2 m

1
On cherche un polyndme de correction w (t) tel que :
Max Gf(t)—pn(t)—w(t)l) - P < 0 x (Max (lf(t)—pn(t)l) - p)
t€ {a,b] te [a,b)

avec 0 < 1,

e e
P T . . ‘
EZ, 7/ T
; / i
/ / :
R i _ . - — /_ e R 1/
B Lo
! / :
; i
? L
} Y i
; \ i v - D
R NS / P
' B T Ha | 7%
ti oo "”T 32.
4 L v
Y 17
\ |
| | V
R, — S
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On détermine un polyndme & (t) qui soit > o sur Fl et négatif sur Hl, On peut
trouver des points §1, oo o §m tels que respectivement §1, oo ey §m appartiennent aux
intervalles Il, ceoos Im et tels que.la distance minimum & 1'ensemble F2 U H2 soit su-

périeure # un nombre & > 0. (Cela est possible en prenant par exemple §i au milieu
de l'intervalle Ii’ bien que cette détermination ne soit pas toujours la meilleure

pour l'utilisation de l1l'algorithme).
Un polyndéme de degré £ n qui s'annule en gl, cooas gm est de la forme

@ xq (&) x (¢ - gl) X ... x (¢t - gm), O étant un scalaire et 9 m (t) un poly-

) Rl

ndme de degré < n - m.
(Dans le cas ou il n'y a aucun intervalle I alors on prendra :
& x t)).
qn( ))

On considére comme polyndme 4 n (t) (de degré < n-m) un polyndme qui garde un

signe constant sur l'ensemble F1 U Hl et tel que

min | 9 () |/ max I (£) | >r > 0.

te F,UH, te [a,b]

(Un tel polyndme existe puisque l'on peut prendre 4 m (£) =1)

Alors le polyndme qn_m(t) x (¢ - §1) X .... x (t = §m) est un polyndme de degré

< n qui garde sur F, un signe constant et sur H, le signe opposé.

1 1

On considere un polyndme de la forme w (t) =& x q _ (£) x (t—g)x,,ox(t-gm)

le signe de & étant tel que w (t) > O pour t F_ et par suite w (t) < O pour t€H1°

1
On pose € = signe (&) . Alors il existe Qo > 0 tel que pour || = ao si
w (£) = ¢ x a x qn—m(t) x (t-@l) X ... X (t—ém)
On ait :
Max (1£Ct) - p (&) - w(e) D - p £ 9x(Max 0f (&) - p (1) - p)
n n
te [a,b] te [a,b]

avec 06 < 1,
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En effet, considérons & >0 tel que Max lw (©)= Ry, - Ry
 tefa,b]
Alors :
R, - R
2 1
f@o{ > - > 0 et pour tout
(b-a) xMax lq (e) 1
n-m
te fa,b]
< _ 5 < .
t ¢ [a,b] F, UH, ona |u (t)] R,  donc :

to (0 —w () | < [9(e)]+ Jw(t)| <R, +R, - R, = R,.

c'est-a-dire :
Max Fole) - w(e)] <R,.

2
tefa,b] - F UH,

Si on ajoute 2a (t) le polyndme w(t) et si on considére :
P, poly

L, ={lo - wll = Max to(e) - w (v) ]
té {a,b]

alors :

Sur 1'ensemble [a,b] - F. U H

1 1
L - max [o(e)-wit)]> L-R,=(1-8,) (L-4) 3 (1-8,)(L-p).
t¢ [a,b] ~F UH,
Sur 1'ensemble F1UH1_F2UH2’ ©o(t) et w(t) sont de méme signe et 1'on a :
RlSlcp(t)f<R2 etlw(t)lst-Rl
Siw(t) >0
R, > ot) - wlt) > olt) - R, + R, >-R,
Si (t) <0 !
RS e(t) - w(t) < olt) + R, - R; <R,
L - max [ o(t) - w(e) > L-R, = (1 - g,) (L-8) >(1-8,) (L-p).

tEFlUHl-FZUH2
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Sur 1l'ensemble F UH ]u)(t)i < R2—R

Ul et [o(t)l >R

1 2

lo(e) - tw()! = R >0 donc fo(e) | > Jult)!

et @(t) et w(t) sont de méme signe

L-max ltp(t)-—w(t)]>}(xo[x Min | qn_m(t)l x Min ! (t-gl) .o °(t—§m)
t€F2UH2 téFZUHZ t€F2UH2
R, -R
> 2 111 X T X max | q ()] = o™
(b-2a) max J|q_ ()]
-m tefa,b]
tefa,b)
R,-R
2 1 m § \m
2 — o xrX 8 > (92—91)(L—A)r ( b—_;
(b-a)
o)

2 (g8 xTx (507 (@-0).

Alors on peut écrire :

L1 - A< g x (L-A)

Ll -p <8 x (L-p)

avec

§ = Max (92, 1 - (92—91) r ¢ 5)™
b-a
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2. Etude de la convergence du premier algorithme de Remez.

Montrons alors que par itération du processus pour 91 et ez fixés la méthode

est convergente.
Propriété :

La longueur des intervalles Im est bornée inférieurement quelle que soit 1'ité-
ration.

En effet, soit_}&,Bg,un intervalle ouvert Im
(o) = R1 et ®(B) = - Rl ou inversement). Alors il existe 1 dépendant
de la fonction f, du degré n, de 1'intervalle [a,bj, de R1 et de L, tel que B-a > 1>0.

La fonction f étant uniformément continue sur[a,b], pour tout € > 0, il existe

%,(6) tel que si )tl -t < 7?(6)

2 |

lee) - £ (e | <e.

Puisque pn(t) £(t) - (t), on a

YA\

e, I <Uell + Wl
et si on pose m= f

rpn\’ s m+ L

D'aprés un théoréme de Markov on sait que

K 2 %x (m + L) 2
el & o — x 0
et par suite
fp. (@ - p (B)! < 2 (mtL) n2 (8-a)
i n n

(b-a)
Alors on ne peut avoir & la fois

g-a < L :
et

(b-a) Rq

8 -a < ,
2 (m+L) n
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sinon d'aprés la premidre inégalité [£(a) - £ (B)| < R, d'aprés la seconde inéga-
1lité
- <
lp, (@ -p (B P <R

qui est en contradiction avec 1'hypothese.
(b-a) x Rl)

Ce qui entraine J® (@) - @ (B)] < 2 R1

Alors B - & 2 1 = min (ﬁ)(Rl), 5
2 (m+L) n

Or@t (Rl) ne peut tendre vers zéro que si Rl —> o,

1

Les longueurs des intervalles Im sont donc bornées inférieurement.

1 ne peut tendre vers zéro que si R, —> o,

11 est alors possible de choisir & > o de fagon indépendante de 1'itération.

Si a la peme itération L_ = max [ (t) !l , L converge vers P et la rapidi-
tefa,b) P P

té de la convergence est supérieure & celle d'une progression géométrique de raison
P

6 < 1.

Remarque :

Dans le cas général de l'approximation d'une fonction f par des éléments d'un
sous espace V (autre que celui des polynémes) le principe du premier algorithme reste
valable mais 1la détermination des points gi par exemple conduit & des difficultés

pratiques.

3. Relation avec la méthode de décomposition de la norme.

Soit pn(t) une approximation de la fonction f(t) qui ne soit pas la meilleure

approximation
p_(t) = xol L+ xothl
avec
Max 1 £(e) - P, ()] =L
té [a,b]
<°
Soit X le vecteur de Rn+1 . 1
"o
X
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Comme pour le chapitre IIT on consideére l'ensemble G?x des vecteurs
o)
n+1 /)
e R 1 tels que
N
M nt1
ﬂf(t) ( Wl e cees Wn+1)|i < L. Nous avons vu que (3 % est un ensemble convexe.
ol

Si 1'on pose

zg 4 tez ,=exq (8 (t—gl)x”“x(t—gm)
alors 1 fournit une direction qui pénétre dans 1'ensemble f;x
. o
g “nt1 '”y”‘/v,
/‘/ P / g I
/I-/
V;L)\\\\ ''''''''
!
Pour un A = Xl >0 on a :
Max [I£(e) - p_(£) - xl( Zot + zn+1) ff =1,
t [a,b]
Alors il existe un KO tel que :
n , n
- t - = - - "
| £Ce) pn( ) Ko(z1 t + ... + zn+1H] inf I £(Ce) pn(t) X(zlt +,,%zn+%
ké[o,le

On peut alors déterminer KO par dichotomie.

4., Application numérique

Lorsque m < n on a :
w(t) = a 9 (t) (t~§1) X ... X (t—§m) On peut alors prendre les points

;1

gl, eees gm au milieu des intervalles Il, oo o’
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Pour 9, m(t) on pourrait poser 9, m(t) = 1, mais la correction porterait alors

uniquement sur les m + 1 coefficients de pn(t) de plus bas degré. On essaiera alors de
trouver un polyndme 9 de degré le plus élevé possible (a° 9 (t) & n-m) et qui

emplifie la correction dans le voisinage du maximum de l'erreur en valeur absolue,

Lorsque m = n on a :

w (t) =a (¢t - gl) X ... x (t - gn) et la direction

2+l

ne dépend que de la position des points €, «..., E_. On tentera alors d'améliorer
1 > Pn

cette direction en ne prenant plus les points él, aoey gn au milieu des intervalles

Il’ 12, ..., I mais en les déplacant de la maniére suivante :
- ~ W
e « +% »75/ ® éme
LA T T e Soit Ik le k intervalle a, et bk ses bornes
- ( » (ak < bk)° On prend alors § du coté du plus
e %ﬁ‘/ P PR maximum m , par rapport au centre de l'inter-
Ll.;_‘ i /,' %,
| R valle I .
k
v
R
Exemple :
Approximation de et par un polyndme de degré 5
5 4 3 2
. t T
Xy t + X, t + Xq tT + x4 t + X5 + Xe dans l'intervalle [O,IJ

Vecteur de départ

x,© =0, 012 992 350

x2° = 0, 036 803 726

x3° = 0, 168 888 69

x4° = 0, 499 556 87

x5° = 1, 000 030 3

X6° = 0, 999 999 67

L= % (&) - efli= Max [p%5 (©) - e = 0, 000 013 411

tef0,1]
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Soit ®_(t) = et - (xo1 £+ xoz-t4 + x4° 34 xo4 2 4 %°
On a pour les points a et b et pour les maximums de 1'erreurs

P, (o) = 0, 000 000 33

®_ (0,05) =-0, 000 000 313
D, (0,19) = 0, 000 000 596
® (0,43) =-0, 000 000 299
®, (0,62) = 0, 000 000 536
mo(o,857) =-0, 000 003 78

® (D = 0, 000 013 41

A_ =0, 000 000 3

Si 1'on prend 91 =0, 1

R, =0, 000 000 3 + 0, 1 (0, 000 013 4 - O, 000 000 3)

~ 0, 000 001 6

On a :

R (0, 96) = R

0, (0, 93) ’l'—Rl

P (o, 76) ¥-R,
On prend §1 =9 96 ; 0, 23 0, 945

= .3 59 .

q, () =t x (t - 0, 685) (o (0, 685)2 0)

Alors

w(t) =@ e (£ - 0, 685) (¢t - 0, 945)

Q (t5 - 1,63 & + 0, 65 t3)

avec & > 0,
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Comme au chapitre précédent on se déplace par dichotomie & partir du

xo1 1

point suivant la direction

(o))
w

OO O

‘o
X
6

On trouve :

o = 0, 000 &

xll = 0, 013 392 352
Xlz = 0, 036 151 722
x13 = 0, 169 148 68
x14 - 0, 499 556 87
xls = 1, 000 030 3
x16 = 0, 999 999 67
L, o= | Pl5 (t) - e"Jl= 0, 000 004 64
A =0 a; = 0, &
R, =0, x L, ¢ 0, 000 001 8
cp1(0,27) = R,
©,(0,61) = R;
ml(o,99) =-R,
alors on prend gl = 0’612+ 0,29 . 0, 80

q (t) = t3 x (¢t -0, 125) , avec 0. > o (¢0,(0,125) 2 0)
n-m 1
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1
on se déplace par dichotimie suivant la direction - 0, 925
0,1
0
0
0
On trouve o =0, 000 02
X = 0, 013 414 351
x22 = 0, 036 131 371
x23 =0, 169 150 88
x, = 0, 499 556 87
2
X 5 = i, 000 030 3
X26 = 0, 999 999 67
L2 =0, 000 004 43
R1 = 0, 000 000 8
o, (0, 22) = R,
®, (0, 64) = R
?, (0, 72) =-R,
@, (0, 77) =-R,
?, (0, 84) = R,
On prend gl = 0, 70 §2 =0, 78 et 9 m (¢) =t - 0,2

Alors : ,
w(t) = o (£-0,2) x (£ - 0,70) x (¢t -0, 78) avec A < 0O
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on se déplace par dichotomie suivant la direction

0
0]
-1
: 1, 68
-0,84
0,11
3 .
X = 0, 013 414 353
3
X, = 0, 036 131 367
x>, =0, 169 114 58
x34 = 0, 499 617 82
x35 =0, 999 999 73
X36 = 1, 000 003 6
L3 = 0, 000 003 57
0
Une simple translation suivant le vecteur | O permet d'obtenir
¢
0
0
-1
4
X 1 - 0, 013 414 353
x42 = 0, 036 131 367
x43 = 0, 169 114 58
x44 = 0, 499 617 82
x45 = 0, 999 999 73
X46 = 1, 000 002 6

L, = 0, 000 002 57
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A, =0
R, = 0, 000 001 8, ¥ 0,4
v, (0,07) =R
?, (0,33) = R
®©, (0,58) = R
v, (0,67) =-R
®, (0,82) =-R
©, (0,90) = R
9, (0,96) = R

0, (0,99) =-R

On prend 51 =0, 625 gz = 0,86 §3 = 0, 975
2
et q_ () = (¢ - 0,2)
2
wl) =a (x - 0,2) (x -0, 675) (x -8 0,86) (x - 0,975)

1
-2,86

3,01
-1,41

0,29
-0,021

on se déplace par dichotimie suivant la direction :

x>, = 0, 013 634 353
XSZ = 0, 035 502 158
x53 =0, 169 776 64
x54 = 0, 499 306 17
XSS = 1, 000 063 3
x56 = 0, 999 997 97

L, = 0, 000 002 0
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CHAPITRE \

ETUDE DU PROBLEME DISCRET

METHODE DE STIEFEL DANS LE CAS DES POLYNOMES

On rappelle les théorzmes démontrés par Stiefel (1) qui par 1l'introduction
de la notion de référence permettent la caractérisation de la meilleure approxi-

mation dans le cas d'un ensemble de points, discret,

De plus ces résultats conduisent & une méthode numérique pour 1l'approxima-
tion par des polyndmes de degré < n qui permet la comparaison avec les résultats

numériques obtenus & l'aide des autres méthodes et & 1'iatroduction des méthodes
de programmation linéaire.

Soit f(t) une fonction continue 2 valeurs réelles, définie sur un intervalle

[a,b].

Soient m points (i = 1, ..., m), t; €[§,b] » ty # tj pour i# j et m > n+l.
On considére n fonctions continues fj(t) (j =1, ..., n) sur 1l'intervalle
[a,b] qui engendrent une variété linéaire V de & (a,b).

Le probléme est de trouver un ensemble de n paramétres Xis eees X (s'il

existe) tel que

Max J=x, £, () + ... +x £ (t,) - £(t,) | soit minimal.
. 171 i nn i i
i=l,...,n
D'aprés le théoréme I du chapitre I on sait qu'un tel ensemble Xis eees X
: n

existe,

1. Caractérisation et unicité de la solution.

On suppose que les fonctions fl(t)’ ceas fn(t) vérifient la condition d'in-
terpolation sur l'ensemble discret des m points ti c'est-a-dire

Pour tout ensemble de n absc isses tG (distinctes) prises parmi les m points
t., si

1
g(t) = x, £ (&) + ... + x fn(t)

alors il existe un g (t) et un seul tel que f (to) =gt ) pourg =1, ..., n.
o

(1) Voir STIEFEL [12]
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Définition
On appelle référence [tc} un ensemble de n + 1 abscisses distinctes parmi
les m peoints ti°

Théoreme I

I1 ex1ste,X1, ceos Kn+1 tels que :

Xl g(tl) + eees kn+1 g (tn+1) =0 pour g€V,

On considére la matrice A telle que

a5 = fj (ti) pour j =1, ..., n;1i=1, ..., n+ 1.

n lignes quelconques de la matrice A sont linéairement indépendantes d'aprés la

propriété d'interpolation. A
Alers il existe un vecteur ,1 tel que
kn+l
(Xl, xnﬂ) x A =0 d'olr :
Xlg &1)+ ”°°+kmﬂ g(ﬂﬁﬁ =0 pour tout geV,

C'est la relation caractéristique.

Définition :

g (t) € V est appelée fonction de référence relative a la référence{tc] si
signe h = signe A ou bien
a o

signe hO = - gsigne A pour tout g.
c

Si 1'on pose h =g (¢ ) - £ (¢t )
o) a (o)

Alors d'aprés la relation caractéristique :

Xl [f (tl) + hl] + >\,2 [f(tz) + thH coo + Xn—l—l [f(tn+1)+hn+1] = 0.
n+l gil
n+l " n+1
gl”;hg=_ A £ (e)
o=1 ot o o= c

a
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- Définition :

g(t) est appelée "meilleure fonction de référence" relative & une référence
si
[t@] pour tout g
h =h sgn A
o) c

|hjest appelée "la meilleure déviation de référence'.
»n f
2% 5
Lyl
a

Si g(t) est une fomtion de référence quelconque

h@ g (t ) -~ f (t )

Zk (tc) hg)

h _

L
lkcl z

A h
— 0 O

|

l

xg[

Comme signe hU signe X ou signe hO = - signe KG pour tout o

pAENIY
AR

o

Théoréme II

La meilleure déviation de référence relative & la référence [t ]est la moyenne
pondérée des erreurs]h | de toute fonction de référence avec pour coefficients des
ncmbres positifs (tous non nuls) alors

Min |h g ‘h | < Max ih i,
0] e
o) o)

Dans le cas ol g (t) n'est plus une fonction de référence alors
Inl € Max inj.

» { O
a

Corollaire
g(t) étant une fonction de référence si l'on a 1'égalité Max !hcf = 'h| alors
o)

g(t) cofncide avec la meilleure fonction de référence a [EJO

La meilleure déviation de référence relative 2 la reference[t'}est telle que
gl -
Inl = &2

Zo RO
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On a
E:: lxﬂ} x  (max jh | - éhgi)
0=Max |h | - |{h]= < 2
- ’ O'l i 21)\0{
o
donc
lh [ = max } h i = lh% pour tout g.

(0]
0

Soient m abscisses t1 < t2 < e < tme (n+1<m.

I

—
-

o

°
-
g
o

Soit g(t) une approximation avec h, =g (ti) - £ (ti) (i

Théoreme III, Théoreme dféchange.

Soit une référence [t ] et une fonction de référence liée a [ t 1.
c

~

Soit ti un point appartenant & l'ensemble des m abscisses (t

mais n'appartenant pas a la référence[tgje
Alors 11 existe tp appartenant a [tg] tel que g (t) est une fonction de réfé-
rence relative & la référence formée par les points de [tc]tels que t_ # tp et le

oint t..
p i

La méthode d'échange

On considére une référence [t 1 . On construit g (t) la meilleure fonction
o)
de référence liée aft 1-
o

Pour i = 1, ...., m les hj sont tels que

. i ~ 2 12
Siu = %hg alors on arréte le procédé.
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Sinon, soit t, un point pour lequel l'erreur prend la valeur U en valeur absolue. Alors
d'aprés le théoréme précédent, il existe une nouvelle référence [t*d]contenant le point

ti et telle que g(t) soit encore une fonction de référence relative 2 [t*&,

Pour les erreurs h*d, en n points on a’]h*ai = |h | et en un point l'erreur est
égale a H.
On construit alors la meilleure fonction de référence relative a [tg}; soit h*
la déviation correspondante.
D'aprés le théoréme II (h* étant la moyenne pondérée) on a :
[h] < |n*] < u.
Si \h* | < U on itére le procédé en construisant une nouvelle référence,

On ne peut prendre deux fols la méme référence du fait que 1'on a 1'inégalité
stricte [h I < !h*l pour deux références successives,
La méthode s'arréte apreés un nombre fini d'échanges puisque le nombre de réfé-

rences [tg] que 1'on peut prendre dans l'ensemble tl, cooos tm est un nombre fini.

Supposons que la méthode s'arr&te pour une référence[t&]et pour la meilleure

fonction de référence g (t).

Soit H la déviation de référence et Hi (i=1, ..., m) les erreurs aux points
t..
i
Alors Max [H, | = H,
La fonction g(t) ainsi trouvée est une solution du probléme de Tschebyscheff.
En effet :

Soit § (t) une fonction quelconque appartenant au sous espace engendré par
N

fl’ coes fn ayant pour erreur hi aux points ti..Alors :

LY ~N
.Max 'hi, > Max fhgf > H = Max ]Hi[
i=1l,...,m
De plus Stiefel a démontré (1) que la méthode d'échange est équivalente a un
probléme de programmation linéaire (cf chapitre VI). Cette méthode permet d'obtenir

la meilleure approximation sur un ensemble discret lorsque l'on a pas l'alternance,

(Dans le cas ol il y a alternance la méthode d'échange se raméne & la méthode

développée au chapitre II adaptée au cas discret).

(1) Voir Stiefel [11]
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Théoreme IV

Si 1*ensemble des n fonctions f15 ceos fn posséde la propriété d'interpolation
sur 1'ensemble des m points ti’ la meilleure approximation est umique. Elle est carac-
térisée par le fait que c'est la meilleure fonction de référence liée A& une certaine
référence‘[tc], telle que le maximum de la valeur absolue de l'erreur (sur l'ensemble

des m points ti) soit égal 3 la déviation de référemnce.

(On peut montrer d'une fagon analcgue au théoréme II du chapitre I que la con-
dition d'interpolaticn sur l'ensemble des m points ti est une condition nécessaire

et suffisante pour que la solution soit unique).

Remarque 1 :

On veit que dans le cas général la meilleure approximation sur un ensemble dis-
cret de m points (méme lorsqu'elle est unique) peut ne pas avoir la propriété d'al-

ternarce.

Par contre si lfon a m peints dans wun intervalle [a,b] et que les fonctions

f ceeoy fn vérifient la condition de Haar sur tout l'intervalle [g,bj d'apres le

13
§ 3 du chapitre II, la meilleure approximation a la propriété d'alternance,

Remarque 2 :
I —— m

On peut démontrer quela fonction g(t) telle que 2%3 hzi soit minimal est une
fonction de référence (1). Elle peut donc fournir une fonction de départ pour la mé-

thode.

2. Etude de 1'approximatiocn discrite lorsqu'il y a altermance.

On suppose que lon a m points (tl, cooes tm) dans un intervalle [a,b] et que
les fonctions fl’ ceees fn vérifient la condition de Haar sur tout l'intervalle [a,b].
On sait alors que la meilleure approximation a la propriété d'alternance.

On peut alors employer la méthode donnée au chapitre II adaptée au cas discret.

sin t .
Exemple : Approximation de i par un pclyndme pair de degré 6 sur l'en-
semble des points ti =1x gb peur i1 =0, 1, ...., 20.
o % 6 ., . b — . . .
Soit x* t + X%, t + ... + X", la meilleure approximation.

(1) Voir STIEFEL [10 ]
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On trouve :

A =0, 000 000 73 < p < O, 000 000 76

x*, = - 0, 000 185 304 47
x*, = 0, 008 313 477 6
x¥, = -.0, 166 656 99
x¥, = 0, 999 999 24

3. Approximation par un pclyndme de degré £ n - 1

. f ; . n-1
Si on prend pour fonctions de base fi’ cons fﬂAies puissances de t : L seasbyd

la relation caractéristique peut s'écrive :

g ()
Z{:: g =0 A= —
o3 ™

G‘tgc (%) T# g

(#{d"xg)

Si la suite des abscisses [Fgl est prise de gauche a droite par ordre croissant

alors on retrouve le résultat que les RO ont des signes alternés,

Dans le cas des polynémes, pour le calcul numérique de la meilleure fomction de
référence relative & une référence [t@} on peut utiliser la propriété que la différence
divisée dfordre n d'un polyndme de degré m ~ 1 est nulle.

On pose h = (-1)% &

: o)
£t )=£(c )+ (-1)" h
g{@} (d}i)

81 1'on note 50n (f) la différence divisée d'ordre n de la fonction f sur l'en-

semble des abscisses {tc]

n _ _ n n 139
éo (g) =0 = ﬁc (f) + hx o - (-1}

De 1a on tire :
st ()
h = v ——Gee
8" (-1)7
o}
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Connaissant h et les différences divisées d'ordre inférieur a n pour les fonc-

tions f et (-1)Y on peut calculer les coefficients de g( ou utiliser la formule de

Newton).
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"PROCEDURE' CHEBFIT(MsNsXsYsA) FF TENTIER!' M,N FF
'REEL' 'TABLEAU' X,YsA FF ' N
'*COMMENTAIREY MEILLEURE APPROX D'UNE FCT Y(X)
DONNEE PAR M COUPLES DE POINTS XsY PAR UN
POLYNOME DEGRE N FF
'DEBUT!' 'REEL' 'TABLEAU' Te(1FM)esAXe (1FN+2) oy
AY e (1FN+2) ¢ sAHe {1FN+2) ¢ sBY o (1FN+2) o sBHe { IFN+2) e FF
"ENTIER' 'TABLEAU' IN.(1FN+2J)e FF 'REEL' TMAXsH FF
"ENTIER' T14JsIMAXsK FF '
INITIALIZE F
KF=(M~-1)/(N+1) FF
'POUR' IF=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N+1 'FAIRE!
INe (I eF=(I=1)%K+1 FF INe(N+2).F=M FF
STARTF 'COMMENTAIRE' DEBUT ITERATION FF
'POUR!' ‘IF=1 'tPASt' 1 'JUSQUA' N+2 'FAIRE!
'DEBUTY AXo(I)eF=Xe(INel(I)el)s FF
AYo{I)eF=Ye{INe{I)e)e EF
AHO(I)QFz("I)**(I‘l’
'*FIN' FF
DIFFERENCEF 'COMMENTAIRE' DIFFERENCES DIVISEES FF
'POURY IF=2 'PAS' 1 'JUSQUA' N+2 'FAIRE!
'DEBUT
'POURY JF=I-=1 'PAS' 1 1JUSQUA' N+2 'FAIRE"
'DEBUTY BYe(J)eF=AYe{(J)e .FF :
BHO(J)OFzAHQ(J).
'FIN' FF
*POURY JF=1 'PAS' 1 1JUSQUA' N+2 tFAIRE!
'DEBUT!Y AYe(J)eF=(BYol(J)e=BYe(J=1)e)/(AXe(J) e=AXe(J=1+1)e) FC
AH.(J)0F=(BHO(J)O—BHC(J“l)o’/(AX.(J’O*AXOtJ~I+1)h)
TFIN®
'*FIN' FF
HF==AYa (N+2) e /AHe (N+2) s FF
POLYF 'COMMENTAIRE' COEF DU POLYNOME FF
'POUR' [F=0 'PAS' 1 'JUSQUA* N 'FAIRE!
IDEBUTY Ael(I)eF= AYelI+1)e+AHe(I+1)e¥H FE
BYe(I+1)eF=0 FF ' B
‘FIN' FF _
BYe (1) eF=1 FF TMAXF=ABS(H) FF IMAXF=INe{1ll)e FF
tPOUR® IF=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N 'FAIRE!
IDEBUT' .
"POURY JF=0 'PAS' 1 'JUSQUA' I-1 'FAIRE!
tDEBUT ! ;
BYe (I+1=J)sF=BYe(I+1~J)o=BYal(I=J)e%*Xe(INe(I)e)s EF
Ao(J)oF=Ao(J)-+Ao(I)Q*BYQ(I+1—J)0
sFINl .
tEFINY FF : ’
ERREURF 'COMMENTAIRE' CALCUL DEVIATION FF
'POURY IF=1 'PASY' 1 'JUSQUA' M IFAIRE!
IDEBUTY Tel({Il)eF=As(N)e FF
"POURY JF=1 'PAS' 1 'JUSQUA' N 'FAIRE!
To(I’anTO(I).*XO(I)O+AO(N-J)O FF
TQ(I)oF=To(I)o-Yo(I)o FF
tSI' ABS(Tel(I)e) VINFEG*TMAX 'ALORS' 'ALLERA' L1 FF
TMAXF=ABS(Tel(l}e) FF
IMAXF=] FF
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L1F 'FIN' FF
1POUR' IF=1 tPAS' 1 'JUSQUA' N+2 'FAIRE!

tDEBUT Y
151 IMAX'INFER'INe(I)e 'ALORS' 'ALLERA! L2 FF
1S51' IMAX=INs{I)e tALORS' 'ALLERA' FIT
tFINY FF :
L2F 1ST' Tel{IMAX)e*¥Te{INe(I)eietINFER'O t ALORSY «fALLERAY L3 FF:*"
. INe(I)eF=IMAX FF *ALLERAY START FF . Lo
L3F 'SI' INe(l)e'INFER'IMAX 'ALORS‘ ‘ALLERAY L4 FF
FPOURY IF=1 tPASY 1 '"JUSQUA' N+1 'FAIRE!
IN-(N+3*I)0F=INO(N+2“I)0 FF o
INe{1l)eF=IMAX FF
TALLERAY START FF . B ‘
L&F 'SI!' INe{N+2) 4" INFEG*IMAX *ALORS?' 'ALLERA' L5 FF
INoe(I-1)eF=IMAX FF : . :
YALLERA'Y START FF
L5F 'POUR!' IF=1 'PASY' 1 'JUSQUA' N+1 'FAIRE!
INel(IjeF=INe{I+1l)s FF
INe (N+2) eF=IMAX FF
tALLERAY START FF
FITF
PFINY FF

* Scurce :; Communications cf the ACM

voel 5. N 5, Mai 1962
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4, Application numérique,

Approximation de la fonction et (1) sur l'eunsemble des points
t; = i/20 pour 1 = 0, ..., 20 par un polyndme de degré & 5

_ 5 4 3 2
ps(t) =x U+ x, b g £ x, T Xt X

On trouve :

lH] = 0, 000 001 090

x*, =0, 013 910 789
x¥, = 0, 034 779 367
x*, = 0, 170 424 55
x*, = 0, 499 086 37
x*, = 1, 000 080 7
x*, = 0, 999 998 90

D'aprés la tabulation on voit que :

t
Max le - pr. (&) [ = 0, 000 001 192,
i=0,...20 *

Pour la meilleure approximation p

0, 000 001 09 < p < O, 000 001 12

(1) Pour eF on a utilisé ici la fonction standard EXP (T) sur IBM 7044.



Tabulation de 1'erreur.
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w

(" %) -

w

= O O 0O O O ©C O O O

05

15

25

35
40
45

55
60
65
70
75

85
90
95
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©C O O O 0O 0o o o0 0o o

[}

S o

oooooopog

i

w

> “w “

“

p?’x‘s (t) — et

000
000
000
G600
000
000

, 000

000
0Co
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000

, 000

001
001
000
000
000
001
000
000
000
000

001

000
000
000
000
001
000
000
000
000
001

095
073
969
045
760
118
939
387
268
820
058
909
402
253
864
162
924
149
775
983
192
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Autres exemples numériques:

g t | .
Approximation de e sur l'ensemble des points

b, = i/20 pour i = 0, ..., 20 par un polyndme :

degré < 3 Py (£) = 3 t3 + X, t2 o+ %, t + x,

On trouve :

0, 000 543 18 < p < 0, 000 543 24

xt =0, 279 940 50
x*, =0, 421 767 80
x*3 =1, 016 573 5
X"“4 = 0, 999 456 81
. _ 4 3 2
degré < 4 Py, (t) = 3} £t + %, [ e £+ X, t + g

0, 000 027 07 < p £ 0, 000 027 15

x*, =0, 069 693 393
x%, =0, 139 721 84
x*, =0, 510 124 09
x*, = 0, 998 688 30
x*, = 1, 000 027 1

Approximation de [* (1+t) par un polynbme de degré < 5 sur 1'ensemble des points

£, = i/20 pour i = 0, ..., 20, 1)

- 5 4 3 2
ps(t) =% X, b g B X, % £ oxg

H =0, 000 035 40 < p < 0, 000 035 41

xk, = - 0, 100 744 65
x*, = 0, 421 670 63
x¥, = - 0, 695 037 38
x*, = 0, 948 342 49
x*o = - 0, 574 231 09
x*, = 0, 999 964 61

(v r (1+t) est calculé a 1l'aide du développement donné par CLENSHAW [ZJ
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COMPARAISON AVEC LES RESULTATS OBTENUS AU CHAPITRE TII

i

. t
Fonction e

Probléme continu : intervalle 0,1 Probléme discret :emsemble ti=i/20(i=0,“2&
n=3 0, 000 544 72 spcgo, 000 544 74 0, 000 543 18 £ pd;f 0, 000 543 24
n=4 0, 000 027 10 £p SO, 000 027 21 0, 000 027 07 £ p, < O, 000 027 15
n=5 0, 000 001 13.<p <0, 000 001 16 0, 000 001 09.< p, < O, 000 001 20

fonction ™ (1 + t)

n=5 0, 000 037 10 $p €0, 000 037 13 0, 000 035 40 £ py < 0, 000 035 41
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CHAPITRE iv

METHODES DE PROGRAMMATION LINEAIRE POUR LA RECHERCHE DE

LA SOLUTION DU PROBLEME DISCRET

A) Méthode par abaissement de la borne supérieure de l'erreur.

1) Enoncé du probleme

Soient m points ti(i 1, ..., m) pris dans un intervalle fa,b]. Soit
g(t) une fonction continue & valeurs réelles, définie sur 1l'intervalle [a,bl.
On considére n fonctions wj (¢) (3 =1, ..., n) appartenant 2 € [a,b} s

avec m > n + 1,

t
g(t))
Soit g le vecteur & m composantes g .
g(tm)
et V 1'espace vectoriel engendré par les
t
cpj( 7
n vecteurs mj . pour j =1, ..., n.
cpj(tm)

On considére la norme

el = Max E-{CION ,

i=l,..,m
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Le probléme est alors de trouver un ensemble de n scalaires iy eees X
tels que :
'Max ]xl 9, (ti) oot x wn(ti) - g (ti)} soit minimum.
i=1,..,m
On pose :

p= Inf Jo-gi .
o
©evV
D'aprés le théoréme I du chapitre I on sait qu'il existe g* € V

tel que :
lg* - g ll, =op.

On supposera par la suite que le sous espace V vérifie la condition d'inter-

polation, ce qui assure l'unicité de la solution g*.

2) Le probléme borné des moindres carrés (1)

Soit R > p. On considére 1'ensemble VRC'V
VR={cpev o - gy SR},

VR n'est pas vide puisque g* € VR°

Soit la norme :
g, = | & &%,
k=1

On pose pz(R) = Inf [o-g HZ
meVR

-~

Le probleme borné des moindres carrés consiste & chercher Pr € RV tel que :

flog -8, =0, ®.

On appelle @* la solution du problémenon borné des moindres carrés c'est-a-
dire ©* tel que :

lo* - g, = Inf Jo -gl, =0,
2 eV 2 2
On pose L = | (OIS gHm .

(1) Voir KRABS [5]
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On va rappeler les théoremes principaux démontrés par W. Krabs (1) qui per-
mettent de mettre le probleme précédent sous la forme d'un probléme de programma-

tion linédaire.

Théoréme 1

Le probléme borné des moindres carrés a une solution unique.

Théoréme 2

Une condition nécessaire et suffisante pour que wR € V_ soit solution du pro-

R
N " . P . . m .
bléme borné des moindres carrés est qu'il existe v € R tel que les produits sca-

laires

(g - Qp -V, ) =0 pour tout ¢® € V

(v, P - ®) 20 pour tout @ € Vp

Théoréeme 3

Si pS R<RK L alors 0y (R) < P, (R)

Théoréme 4

Une condition suffisante pour que mR € VR soit solution du probléme borné

: < . . m
des moindres carrés est qu'il existe v € R tel que :

(g - O = Vs ) =0 pour tout ¢ € V
Vi > 0 entraine ka - gk = R
< . i ~ = -
vk 0 entraine ® gk R
En effet

(V,QOR—CP)=(V,CPR-g)—(V,Cp—g)

2. Lo
3;;0 vk(R—(mk—gk)) + 7= vk(—R—(Cpk - gk))

pour tout peV.

(1) Voir KRABS  [5]
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Comme ¢ € VR est équivalent a

R (@k_gk) > 0, R - (@k-gk)-s 0 pour tout k alors (v, mk-m) >0

”~

Les conditions du théoréme 2 sont bien vérifiées.

- . . . o . .
3) Condition nécessaire et suffisante pour que ® € VR soit solution du

probléme borné des moindres carrés correspondant a R,

Nous allons montrer que la condition suffisante donnée au théoréme 4 est en
fait également nécessaire.
Si le sous-espace V & n dimensions est représenté par les vecteurs colonnes

3 m composantes, linéairement indépendants a eo o aj,,,o, an avec aijqu (ti),

12
P . n P P
tout vecteur ¢ &€ V peut s'écrire ® = Ax., x € R, A étant la matrice (m,n) ayant pour

élément a...
1]

. T . . . . T .-
La matrice A~ A de dimensions (n,n) n'est pas singuliére et on pose D (A7A) 1 R
soient e =/, \vecteur & m composantes et
1
+
y =Re+g-~-~-pP=Re+g-AZX
y_ =Re-g+®P=Re-g+ AKX,
+
y
Soit v le vecteur a 2 m composantes y = g

les vecteurs @ € VR sont caractérisés par le fait que yk »>O0Opour k =1, ..., 2 m,
Soit H la matrice (m,m), H = A D AT et I la matrice unitaire d'ordre (m,m). -

Alors on peut montrer que pour R fixé p < R L le probléme borné des moindres

carrés est équivalent au probleme suivant de programmation quadratique
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si b est un vecteur connu (b =R (I + H) e - (I - H) g)sous les conditions

(B, I) vy =D
y20
minimiser la forme quadratique

1 T T
¢ (R, y) = 5Y y-Re y.

(ot (H,I) représente la matrice & m lignes et 2 m colonnes formée par la juxtaposi-
tion de la matrice H (m,n) & de la matrice unité I (m,m)).

D'aprés un théoréme de P. Wolfe, v > o y € R2m est solution de ce probléme
quadratique, s'il existe W3 0, W € R2m et u, u ¢ R" tels que

T —_—
@f7 o
( vy - W+ (I) u~Re=0

W

+
+ . s
> W représentant les m premi2res composantes de

De 1la en posant W =(w

+

W et W les autres et soit v = % (W - W ) on obtient le théorzme 5

Pour R donné une condition nécessaire et suffisante pour que wo € VR soit
3 N P , . , , m
solution du probléme borné des moindres carrés, est qu'il existe v € R© tel que
o T
(g ~@® -v) ©=0 pour tout p € V

v, 20 entraine mok - = R

k &

. o}
< - = -
('vk 0 entraine ® Kk 8, R

En tenant compte des notations matricielles données au début du paragraphe,
le théoréme de caractérisation de la solution du probléme borné des moindres car-
rés peut s'écrire

Pour R donné ¢ = Ax est solution du probléme borné des moindres carrés cor-

. . m
respondants s'il existe v € R tel que : .

(’AT (g -Ax - v) =0
3 4 - i -
( v,z 0 entraine (A x)k g

I
=5}

-
< 0 entraine (A X)k -8

Il
!
==}

Vi
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Si 1'on pose comme en (1)

+
y =Re+g-AZXx
.,y =Re-g+Ax
. . + -
et de plus si on décompose v =V -V avec
+ - . .
v, = max (vk,O) v, = max (—vk,o) les deux dernigres conditions

de (3) s'expriment

-+

+
_— =
Vo >0 Yk 0

v >0 ———> v = 0.

Alors si l'on change les notations en écrivant :

y+ v g - ADAT g)
: ; v =1 _ ; h = T ;
v v -g + ADA™ g)

<
Il

D'aprés le théoréme 5 pour R € [p, L] , ©® = Ax est solution du probleme
< : < . . 2m
borné des moindres carrés correspondant s'il existe v € R avec :

f+F v

X

v Re + h + Hv

y30 v3O0R3O.

Vi > 0 entraine Vi T 0

4) Relation avec le probléme discret de Tschebyscheff.

On considére le probléme suivant :

(B Sous les conditions
y=Re+h+HV

y 2o, vzo, R3 0
2m

_ R 2m
VPO ——s ¥ = 0 , minimiser R (y € R™, v € R )
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Pour résocudre ce probléme, on :eut employer une méthode du s.mplexe utilisant

les pas de Jordan, telle que & chaque pas la troisiéme condition soit vérifiée.

Cette méthode donne le minimum R = p = min J© - gl
wev
En abandonnant la condition Vi >0 —> Vi = 0 on obtient le probléme @3}

de programmation linéaire
Sous les conditions

(E, -H, -e) |v] =h

W od
———
PR

minimiser la forme linéaire

y
(0, 0, 1) <v> = R
R

(0O étant un vecteur & 2 m composantes nulles)
W, Krabs a démontré que le probléme (::) est équivalent au probléme de Tschebyscheff.

5) Résolution du probléme II

Sous les conditions

v Y\
(E, ~H, e) [ v ] =h v >0
R Y
a
minimiser la forme linéaire (0, O, 1) v =R
R /
On a
x=f+Fv X € Rn

h+Hv+Re

y

1
Pour résoudre ce probléme, on utilise une méthode du simplexe. Au départ, omn

considere la solution du proliéme non borné des moindres carrés qui correspond & x=f,
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La méthode consiste & échanger les variables a l'aide de pas de Jordan (1) en
diminuant R a chaque pas.
Si -h = max (—hk) alors on peut choisir au début comme variables de base

ko k

¥, Pour k # ko et R.
Aprés un certain nombre d'itérations, on note Yo Vg les variables qui ont été

échangées et Vos Vo celles qui restent.

- 1 2 .
x = a4+ A Yy + A v, T d R
_ 11 12 ,
(%) v, = b1 + B vy + B v, ¢ R
21 22

Ryz = b2 + B vyt B v, + <y R.
On cbtient la derniére solution de base en posant
Yi» Vo =0

Alors on doit avoir d'aprés les conditions (4) Ck =0 —> bk >0

b b
et 0 < max - EE- £ R £ min - EE
> <
Ck>o k Ck 0 k
bk
max - E; >~ 0 sinon R pourrait atteinte la valeur zéro contrairement a 1'hypo-
Ck7 o k

these.

Le plus petit R possible correspondant a la solution de base Vs Vo T 0 est

R = max _ E&
Ck>0 Ck

Soit par exemple :

b

Zko bk
- C = max - "C—— .
2k C, >0 k
o k
b
Zko
R=-— entraine pous la solution de base y =0
C 2k
2k o
c
_ , 21 22
On 2y, b >, B Ve T EZ; Bk Yok T Cox R.
o o k kok k o o

(1) Voir STIEFEL [11]
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Si on annule y alors
2ko

21 22
b B B
2ko 7—. kok 77 kok

Ro-o. T & o Yne T A= T Yk

2k k 2k k 2k

o o )
Il y a alors deux cas
N 21 22
i} Tcus les B et B < 0 et dans ce cas le R obtenu par la
kok kok ~

solution de base est minimal et en faisant yl=v2=0 on a la solution du

probleme.

22

ko k1

2) Ou bien il existe par exemple B > 0 et alors on peut choisir

V2k1> 0, et Vo = 0 pour k # kl et y, = O pour avoir R plus petit.

Choix de v,

1

On doit avoir :

fvlk_blk—l_B kklv2k1+(:1k15<>0
(5) ) 29
\ Yo = b2k + B Kk v + C2k R > 0 pour tout k,
2 2k
1
comme C,, > O d'aprés (4)
2k
o} b B22
2k k k
R:._. o _ ___O—l. v _|_ l y
CZk CZk 2k1 CZk 2k
o o o
et avec V2k > 0 , R diminue surement lorsque 1l'on prend :
1
sz = 0 . En remplacant R par sa valeur dans (5), il vient

(o]
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12
b2ko 12 8 kokl
ber - c,., + (B - c..) v > 0
1k~ T, 1k Kk, C2k§ 1k 2k,
b B2
ok K k
Dbyt T Cop T (Bzzkk - C o Cog ) Vo, > O
2k 1 2k 1

B > i squi 3 = >
bk + Bk v2kl > 0, qui est équivalent a Bk 0 —— bk > 0
£ —
k . k
max - = < Vo < min ol
> <
Bk 0 k 1 Bk 0 k
b
. k
soit ¢ = min -5
Bk< 0 k
si ;>0 alors on peut prendre v2k1 = 0.
1 p2 5 =
D'aprés le choix de V2k1 g  ure autre composante que kao de v1 ouy,

s'annule.

En échangeant par un pas de Jordan

Yor et Vor on obtient
o 1
x=a' + A’ly1 + ar? v, + d'R
11 12
= L T ] ]
vy b 1T B y1+B v, + C 1 R
21 22
= R! 1 1 1
vy b 2+ B y1+B v, + C 9 R

v, ayant une composante de plus et y, une composante de moins.

1

On appelle 'cas normal" le cas décrit précedement ol une composante de y est

échangée avec une composante de V.



On a programmé la méthode, prcposée par W. Krabs pour résoudre ce probleme dans
le cas normal. Cette méthode utilise le fait que 2 chaque pas de la méthode si
y = [¥ et v = /V J » & la place des composantes de y, des composantes de v
ly \v_
deviennent variables de base. Comme les composantes de y correspondantes s'annulent,
si & un pas de la méthode Ax - g atteint son maximum pour des composantes d'indices
kl, ceos kr la nouvelle solution x est telle que A x - g atteint son maximum aux points

kl’ cevoy kr, et kr+1o

Méthode simplifiée dans le cas normal

En posant hl =g - Af Hl =AD AT
+ o+
le probléme II peut s'écrire avec y =( yl) v = ( _)
v
Sous les conditions
T =Re+h, +H v -H, v
v e+ hy v o-H v
_.— ~ 1 _i_,q"‘»? —-
y =Re hl Hl v hl v
(y+, v, VT, v o> 0, R>0 minimiser R.
Si F, = - DAT

1
+
= + — :
X f 4 F1 v F1 v
y+= Re+g-Ax

y=Re-g+A x.

En changeant les notations, on pose maintenant

h=h, H=H
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Le probléme s'éerit alors

sous les conditicns

, m
‘{y=Re+h+HvV ye€ R
"'f » . *
{ O\< v & 2Re minimiser R.
avec x = f +Fv , y=Re+g - AZX,

De la on tire

g -Ax=h+Huv.

Soit v tel que 0 gy = Re+h+Hv K2 Re on pose h =H v

qui représente le vecteur erreur,

Soient k . kr les indices pour lesquels

1
lﬁkll = =Iﬁkri= iﬁld) =R O.

On cherche alors un vecteur v tel que :

v, =0 pour k # k., ..., k
k ! t 2 Rsih
r k
=-‘ v = o)
(1) ykg R + hk“ + j;& B v )
g P o e ° 0 sih
k
o
pour ¢ =1, ..., T
5
< = R h 1 v < 2R
(2) 0y, =R+b + &2 Hy vkp <2R
L pour k # kO =1, .o., T

et de plus R

N
=

fF+Fv+Fv=x+Fv

®i
1l

En posant

y=Re+h+HV
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“La condition (1) assure que pour g = 1, ..., r

r
Ek + Z Hk " ‘-Ik, = R.
o p=1 c PP

Calcul des Gk =1, oo, Tu
: aQ

La condition (1) peut s'écrire

i

r
: ) - - _ s

i_ (Hk ) (signe by ) Ve =R -

p=1 o 0 o P

Deux cas se présentent

1) si ¥ = 1 on pose K = H . signe hk

2) sir 2,2

Dans la condition (1) en retranchant la réme égalité des r premiéres,

il vient

r
Z: (Hk signe h, - H signeh ) v. =0
=1 5 P 5 rp rp

(c=1, ..., v - 1),

Si le systéme & une solution alors

v, =a A\ A scalaire réel ( p =1, ..., 1)

si ap est la solution prise pour a_ = 1. Les ap sont solutions du systéme linéaire

r-1 '
E;: (Hk K signe hk - Hk . Sisne hk ) ap
p=1 p o o) TP T
= - (Hk . signe 5» - H , signe Ek )
g T “c rr T
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Alors on pose :

i

Condition pour que R<R

I1 faut que A # O.

On peut écrire K A = R - R pour R < R on doit avoir :
K # 0 et signe A = - signe K.
On pose A = - u signe K. avec u > O R-R=-u |KI

Si on pose :

T
Xk = 5;i Hk kp ap + Hk kr pour r 2
Hk kl pour r = 1

la condition (2) s'exprime :

0<R-IKlu+ Ek - K (signe K)u € 2R - 2|Kiu

k#kp (p =1, ...1)

et si :
r, = - [KI - K, signe k R = k| - K, signe K
R + h
u < min - ———-EE = wl
Ktk T
<
rk 0]

R -

u < min -———EE = W2
kel Ry
Rk>0

Comme lﬁkl <R W, >0, W, 0

Alors en posant u = min (wl, Wz) la condition (2) est vérifiée et R =R - |Kju > O.
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<
Il
i

u (signe K) ap (o=1, ..., r) sir > 2

u (signe K) sir=1

<
I
i

,..-
-

si K = 0 alors on arréte la méthode.

D'aprés le choix de u = min (Wl, Wz) pour au moins un k # kl, cees kr
soit k = kr+1 on peut écrire :
- Ef -
h + . H v l = lg - (A x) = R,
k1 T ) ket
Le vecteur erreur atteint son maximum pour les composantes kl, .o kr et pour

une nouvelle composante k .
pos r+1

6) Résultats numériques.

a) Approximation de “on par un polyndme de degré 6

6 4 2
X, t +x,t +x,t +x, sur l'ensemble des points t.
1 2 - T3 4 P i
;= ix /20 pour i =0, ..., 20,
On constate que, contrairement & ce qui était prévu, l'erreur n'atteint pas a
chaque pas sm maximum en au moins un point de plus. Cependant la borne supérieure de

la valeur absolue de l'erreur est diminude 2 chaque pas.
On obtient

o £ 0, 000 000 738

x* = -0, 000 185 293 86
x*¥, = 0, 008 313 447 6
x*, = - 0, 166 656 99
x* = 0, 999 999 27
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On rappelle que par la méthode du deuxiéme algorithme de Remez adaptée au pro-

bleme discret (chap. V § 4) on avait obtenu :

0, 000 000 73 £ p < 0, 000 000 76.

b) Approximation de et par un polyndme de degré < 3

2 ' .
Xy t + X, to o+ Xy t + x, sur l'ensemble des points ti

t, = i/20 (i =0, ..., 20)

o £ 0, 000 543 193

bed
I

* =0, 279 940 41

1

x*, = 0, 421 768 00
x*, = 1, 016 573 4
x*, =0, 999 456 81

On rappelle que la méthode de Stiefel (ch. V, § 3) donnait comme résultat

0, 000 543 18 < p < 0, 000 543 24,

Dans le cas de et par un polyndme de degré £ 4 sur l'ensemble des points
£, = i/20 (i = 0, ..., 20) aprés 160 itérations, on obteint p g O, 000 079 alors
que la méthode de Stiefel donnait comme résultat O, 000 027 0L 0, 000 027 1.

t . ~ . .
Pour e par un polyndme de degré < 5 sur le méme ensemble de point 1'écart

est encore plus important.
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B- LE PROBLEME DUAIL ET SON RAPPORT AVEC LA METHODE D'ECHANGE DE STIEFEL

1) Etude du probléme dual.

Comme on l'a vu au paragraphe précédent le probléme de Tschebyscheff est

équivalent au probléme de programmation linéaire suivant

Sous les conditions

y y
(I,—H,—e) v h, v ?O

y
minimiser R = (0, 0, 1) (v

\r

Le probléme dual est alors

sous les conditions

z< 0

T
-ezg 1

rendre maximum la forme linéaire L (z) = hT zZ.

D'apreés une propriété de la dualité le minimum p de R est égal au maximum

de L (z) et pour tout z, L (z) < p.

En changeant z en -z et en tenant compte , d'aprés les définitions de h, H

T T T
que H =H, e H=0, h H=0, HH=H

il vient

sous les conditions

; Hz 0
{ z 0
:
?
4

\\Y4

T

. T .
e z K1 rendre la forme linéaire L(z) = - h z maximum.

- . T A <
On peut démontrer que la condition e z £ 1 peut - &tre remplacée, sans
z =1,

changer la valeur du maximum L (z) par eT
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z
La condtion H z = 0 si l'on pose z = ( est équivalente a

ADAT 7z - ADAT z = AﬁAT (z+ -z )=0 ou encore AT (z

De‘plus

w2 = Al g - f 7 - amTg - )T 27

+ -

= gT ADAT (z -z ) - gT (z+

- z ) et comme Hz = 0

' Le probléme s'écrit : sous les conditions

AT (z+ -z )=0

+ =

z, 2% > z+

T - T -

e z+ + eT z =1 rendre maximum la forme L{ _} = - g (z+ -z )

' b4
+ m

En posant u = z - 2 et |luﬂl = 2;: ‘ukl on a
Sous les condition :

AT u=20

ﬁuﬁl =1 rendre maximum la forme linéaire it (u) = - gT u

Ce probléme pourrait &tre résolu par la méthode dféchange développée par

Stiefel dans le cas de 1'unicité de la solution.

Nous avons programmé une méthode équivalente exposée par W. Krabs. Cette mé-

thode est basée sur les deux théorémes suivants

Théoréme 1
Soit E un espace vectcriel normé sur le corps des réels (C), V un sous

espace vectoriel et g € E avec g ¢ V. Alors

. 1
p = inf few - gll = max Tl
wevV Lef ‘'E
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avec
_ IL(2)|
“L ” E - Sup ”;’—
z€E
z#0
et f ={L € E*: L (9)=0 pour pey et L (g) = 1}

Led.

Le calcul de p revient alors 2 calculer le minimum de i B

Théoréme 2

On considere E = R™ avec £ = max |f |
W k
k
et V un sous espace engendré par les vecteurs linéairement indépendants
al’ cees By n<m et g % Vv

On sait que pour L € E* il existe y ¢ E avec

m

L (x) = yT x = %3 Yy ¥ Pbour tout x ¢ E,
et
| lyi s
Alors : .
1
p=1inf o - gl| =max —— avec
wev “ yex Il

T . T
Sﬁ =§ yerR" : y 3, =g (=1, ..., n) ety g

.
Le calcul de la borne minimale p est ainsi équivalent & la solution du pro-
bléme suivant '

m .
On cherche un vecteur y € R tel que sous les conditions

m O pour j =1, ..., n
(1 2 a, ¥, =b,
k=1 3 ] .
1 pour j=n+ 1
(en convenant de poser : an+l,k = gk)

m
On ait : uy" = g ; Iy | minimum,
1 =1 k
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Pour la résolution de ce probléme, on utilise une méthode du simplexe modifiée
qui donne la solution du probléme de Tschebyscheff.
Comme les vecteurs aps eees a sont linéairement indépendants et g non combinai-

t

son linéaire des aj la matrice ayant pour élément (ajk) j=1, see, o+l k=1, .c., m

est de rang n + 1.
11 existe une solution du systéme (1) y € R"  avec Vi = 0

pour k # k., ..., k si det (a, ) # 0
1 n+l Jku (=1, .o, i+l ;L =1, oo, n+l)

un tel y est appelé solution de base.

A partir du systéme (1) on peut écrire :

m-n-1
y. =4 + Z C (-y ) pour g =1, ..., n+1
K Mgy =1 ™ TRy
nt+l
avec C = E d . a, v=1, ¢e., m=-1n-1
Y =7 M kg
n 0 pour i # V
et STT d. . = b =
=1 Mi ok, [SAY
1 pour g =V
W,Vv=1; coo, n+ 1)
Pour la solution de base
=4
Yip U, 0+l
M L nt+l
Cette méthode permet de traiter le cas ou il y a dégénérescence (la solution du
probléme n'était pas unique). Si tous les du il # 0 alors il n'y a pas dégénérescence,
On pose :
C = Max | ot C signe d | - E%% jc |
v | v Unt-1 3 SRV,
Un+1#0 un+1=0
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On peut montrer que si C >~ 1 alors il existe y avec
y 1 WY i 1

Si cette condition n'est pas vérifiée C < 1 et si la solution n'est pas
dégénérée (ce qui est la cas puisque 1'on suppose la condition d'interpolation

vérifiée) alors on cbtient la solution du probléme de Tschebyscheff en résolvant le

systéeme
n+1 . _
2;; ajk Xj = signe dU ntl L 1, e, n+1
j=1 V!
c'est & dire
ntl
L= 2 d , signe d (=1, ..., n+ 1)
SRRV R VR Bt il VRS J
et en particulier
- ol L= gl
a1 2;; 1du ot | ‘Eg“l
M=1
sin (t)

Dans 1'application numérique pour 1'approximation de par un poly-

t
ndme pair de degré 6 sur l'ensemble des 21 points ti =1ixn/20 (i =0, ..., 20)

eén prenant comme départ la solution des moindres carrés correspondante dés la premiére
itération , on obtient

C =1, 000 9

Cette méthode qui permet de résoudre le probléme de Tschebyscheff dans le cas
ol 1e nombre des points ti n'est pas trop grand ne parait pas adaptée au cas ol le
nombre des points est suffisamment grand pour pouvoir comparer les résultats avec

ceux des méthodes donnant la solution du probléme continu,
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