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CHAPITRE 1

LE PROCEDE D’EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

$ 1.1 - INTRODUCTION

Pour résoudre numériquement des équations dans lesquelles interviennent des opérateurs dif-
férentiels ou intégraux on ne considére souvent que les valeurs de fonctions en un nombre fini de
points de leur domaine de définition : les opérateurs sont remplacés par des approximations qui ne
font intervenir que ces points, Aux équations primitives on substitue ainsi un ensemble fini de re-
lations entre les valeurs pontuelles de certaines fonctions, Cette méthode est appelée la discrétisation
du probléme. Elle est en général caractérisée par un certain pas h : dans le cas simple ou le do-
maine est un intervalle de la droite numérique et ol 1l'on a choisi des abcisses équidistantes, h re-
présente 1l'écart entre deux points successifs : le pas peut, plus généralement, é&tre un parametire

convenable dont dépend 1l'ensemble des points utilisés, Le pas h est souvent de la forme—%— ou F est
imposé par la géométrie du probléme, Si &(n) désigne la solution obtenue avec h =—I% (cela peut-étre

la valeur d'une fonction en un point, l'intégrale d'une fonction, une valeur propre etc.) on exige :
lim ®n) = @
h>® ®

oli & est la solution exacte du probléme. En pratique ®(n) admet souvent un développement de la
forme :

&n) = @ +Al +—2(ﬂ

® n n?

ot C est une fonction bornée de n, Et méme, en prenant quelques précautions, on peut s'arranger
pour que les premiers termes impairs du développement disparaissent :

Dl

_ B
®(n) = §, +._._n§ + =

(D, fonction bornée de n),
Bz

n2
pourra donc former & = a, ®n,)) + a, (n,) qui sera en général plus proche de &, que P(n,;) ou B(n,):

Pour n assez grand, ®n) - &, se comporte donc comme

.Connaissant ®(n,) et ®(n,) on

3 n? n?
= 1 2
Pty Y Ty X o)

%o-
. . 12 1 \2 * . . .
Si 1'on porte ®(n,) & l'abcisse (T) et ®(n,) en (—r-l—-) , @ est obtenue par extrapolation linéaire en
1 2

zéro. En passant n, = k x n,, l'erreur s'écrit :

¢ - g = nl'; (1 { k2) (D(nx) - 2%"))

Ce procédé simple a été suggéré par L, F. Richardson [44] et étudié surtout dans l'article qu'il
a intitulé : "The deferred approach to the limit", [43] ; voir aussi N. Bogolouboff et N, Kryloff {3],



§ 1.1
Comme l'erreur due au terme en ’;1'12—1 (donc en h?), a été éliminée, Richardson a appelé cette mé-

thode une "h’ - extrapolation'. Si ®(n) admet un développement de la forme

- B, B, D(n)
P(n) ®°°+—£'2_'+F+ Yl

en considérant des combinaisons de 3 termes,

*¥

® =a%n)+b ®(n,) + c Pn,)

Lo . . . B B,
on peut éliminer dans un certain sens la contribution de -n—g et f‘% : on aura alors une h' - extra-

polation, Plus récemment le procédé a été utilisé par Salvadori [47]. Osborne [41] a étudié 1'"h? -
extrapolation'" pour des problémes de valeurs propres. Signalons enfin que la méthode du double-
ment du pas pour évaluer l'erreur dans l'intégration approchée d'une équation différentielle est basée
sur le méme principe [25].

Le but de ce travail est de généraliser 1'idée de Richardson et de l'utiliser systématiquement.
Nous pensons que pour certains problémes, la régle de calcul rudimentaire que consitue 11 ''n?
extrapolation' peut ainsi devenir une véritable méthode donnant d'excellents résultats.

Le chapitre 1 est consacré a 1'étude du procédé en tant qu'extrapolation d'une fonction,

L'existence d'un développement en puissances de %—pouvant étre difficile & prouver en pratique,

il est bon d'assurer la convergence du procédé lorsque l'on a seulement :

lim @(n) = &
n-»®
On donne au chapitre 2 une condition portant sur le choix des pas successifs, nécessaire et
suffisante pour que ceci soit réalisé, La stabilité est également étudiée,

Le chapitre 3 étudie l'application du principe de Richardson a l'intégration approchée. On
considére l'application de llextrapolation au résultat de la formule des trapézes, fonction du pas
d'intégration,

Comme cas particulier on trouve au passage la méthode de Romberg [45] que celui-ci a in-
troduite d'une tout autre maniére, L'application de l'extrapolation & 1l'intégration double (ou multiple)
nous semble particulierement intéressante : on obtient de fagon simple des formules dont la silhouette
de validité, de forme triangulaire est de plus en plus grande.

Le chapitre 4 étudie de maniére analogue 1'application de l'extrapolation & des formules de dé-
rivation approchée,

Les chapitres 5 et 6 sont consacrés- aux équations différentielles (problémes de conditions ini-
tiales ou de conditions aux limites), aux équations aux dérivées partielles (en se limitant & des
exemples simples) et aux équations intégrales. On obtient des conditions suffisantes d'existence des

premiers termes des développements en puissances de% pour ces différents problémes, Des exemples
numériques montrent que pour certains problémes l'extrapolation est tres efficace.

Enfin les chapitres 7 et 8 traitent de 1'évaluation d'intégrales par la méthode de Monte-Carlo.
De nombreuses techniques de réduction de la variance sont déja connues : presque toutes nécessitent
une étude préalable de la fonction a intégrer. Nous développons une méthode qui n'a pas cet incon-
vénient mais qui, en revanche, suppose l'existence des premiéres dérivées : on applique 1'échantil-
lonnage systématique sur une transformée de la fonction a intégrer. Le paragraphe 7. 4 f{fait le
lien avec le procédé de Richardson. La méthode de Monte-Carlo ainsi modifiée est utilisée pour
résoudre des équations intégrales de Fredholm de 2&me espéce,

Les principaux algorithmes de calcul out été donnés sous forme de procédures Algol [4]. De
nombreuses expériences numériques ont été effectuées afin d'apprécier la valeur pratique des mé-
thodes. :




§1.2
§ 1.2 - EXTRAPOLATION D'UNE FONCTION. ERREUR

Au lieu d'étudier la fonction ®{n) quand n tend vers l'infini nous considérons, ce qui revient
au méme l'extrapolation de la fonction v au point zéro.

v(-%) = v(h) = ®(n)

Supposons donc que v(x), x € [0, Q] posséde n dérivées sur [0, Q] ; (dérivées a droite en zéro).

On a donc :

x2

v(x) = v(0) + x v'(0) +57 V'O +.. 4 Xt

a1y VYO xS , (1.2.1)

ol S est une fonction bornée de x € (0, {].

Soit {hk} une suite d'abcisses positives strictement décroissantes et tendant vers 0 quand k tend

vers l'infini., Nous supposerons dés maintenant h, =;h)k— ou m_est un entier. Formons le procédé
d'extrapolation destiné & fournir une valeur approchée de v(0) :
L) = XA vn) (1.2.2)

k=1
Les coefficients A"k sont choisis pour que le procédé L  soit exact pour tout polyndme de degré
n -1 )

I"n(I:’n—l ) = Iﬁ-l(o)

On a donc :
A" = [T——— (k< n) (1.2.3)

Progression des calculs :

On prend en fait la valeur en zéro : L"(v) d'un polyndme de degré ¢ n - 1 qui coincide avec
v aux abcisses h,, h,, ..., h. Mais on ne connaft pas a priori la valeur de n.

On s'intéresse a la suite des valeurs {L (v)} pour n = 1, 2, 3 etec. (I'arrét est en général dé-
clenché par un test convenable sur les valeurs obtenues). Nous allons comparer entre elles les trois
méthodes suivantes :

a) Méthode de Lagrange
b) Méthode de Neville
¢) Méthode de Newton.

Nous évaluerons le colit du passage de L (v} a L, ,,{v) en nombre d'additions-soustractions (A. S.)
et de multiplications-divisions (M. D.). (On suppose pour simplifier que ces deux dernidres opérations
sont d'un cofit égal). Pour passer commodément d'un degré au degré suivant on est amené a con-
server en mémoires (dans le cas d'un traitement sur calculateur électronique) un certain nombre
de quantités : on notera selon les méthodes le nombre de mémoires nécessaires et la nature du
contenu.

a) Méthode de Lagrange

On utilise directement les formules (1.2.2) et (1.2.3) et la relation suivante qui s'en dé-
duit

n+l hn+l

A& 7%

T XA ' (1.2.4)

n+l L2

Pour passer de L (v) & L, (v) on garde en mémoires les n quantités :

n+1(
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Al v(h), A, vih) ..... s, A v(h,)
On les multiplie respectivement par :

h,., h,,, hoyy
- h P h, -h T *hyy, - h

On calcule :

n h,
a3 v = (TT5—5—) vl
J=1

n+l

(Noter que les dénominateurs de ce produit ont déja été calculés pour les facteurs multiplicatifs pré-
cédents). On effectuera ensuite la somme des n + 1 guantités A v(h;) qui sont gardées en mémoires
pour le degré suivant.

Le passage de L, a L, cofite 4n (M. D.) + 2n (A. S.).

b) Méthode de Neville

Il s*agit en fait d'une variante du procédé d'Aitken [26). Appelons B, (x), X5 ..., X, x) le po-
lyndme de degré < n - 1 qui coincide avec v aux abcisses x,, X,, ..., X,

On a la relation :

Po(x1, Xp -.v5 X1, Xn X) (¥ - %)
Pn(xb X3 <o Xns Xn+ls X) (X - X1+1) (12.5)

Pn'+1(X1, ceeyp Xns Xps1s X) =

(x, - xnu)

Pour alléger l'écriture, notons La(v) la valeur en zéro du polyndme de degré n - 1 qui coincide
avec v aux abcisses

hmg hm—l: LI ) hm—n+1 (m> n)

(L (v) représente ici le L (v) précédent)

La formule 1.2.5 s'écrit alors : (x = 0)

(M) X Loaa(v) = (hae)) X Ih(v)

Latv) == (1.2.6)
(hm-n+l - m+l) )
En posant L} = v(h,), on a la disposition en triangle suivante :
[ |
Iy L) L} | LI L;
G N NN
I
L} LI 1 L L}
L] PTLi L3 (1.2.7)
' [
TRE TN
] Y \1,5
[ \
L3

Pour passer de L, = L, & L, = L’7} on garde en mémoire les n quantités Li(i< n) et on ajoute au
tableau trlangulalre la colonne des L', en utilisant la formule (1.2.6).

Ce passage cofite 3n(M. D.) + 2n(A. S.).

c) Méthode de Newton

Nous employerons la notation condensée suivante pour les différences divisées :




$ 1.2
h) = 5, etc.

{On pose v(h;) = &)
La formule de Newton s'écrit avec ces notations {26] :
Py (®) = & + 8,(x - hy) + 8p(x - h) {x - h,) + ... +8, (x-h) (x-h) ... (x-h_)(128)

On construit un tableau triangulaire analogue au tableau (1.2.7) pour obtenir les différences divisées :

t 1
5, 5, 5, L8, &
[}
812 623 | 53|+ ] 6-45
[ 4
8123 : 8234 : 8345 (1.2.9)
t
! 61234 ! 52345
e e — = \_'\ \L
6123!&5
en employant les formules
S .. 61:,12+1...,k-1 - 51:+1,...,k
’1'+1’ ey -
k2 142 k h,; _ hk
Pour passer de L,(v) & L,,,(v) on garde donc en mémoire les n quantités &, &_1 ., ..., O1 2. .0

Le calcul de la n+ léme colonne coiite n (M, D.) + 2 n (A. S).

On forme ensuite L ,;(v) par la formule suivante :
]“n*’l(v) = Ln(v) + 6l,2...n,n+l x (- hn) x Q

oll Q représente la quantité (- h)) (- h,) ... (- h,_,) calculée au tour précédent. Dans ce cas-ci ‘ol
'on veut obtenir les valeurs des polyndmes pour tous les différents degrés successifs on n'utilise
pas le schéma de Hdrner. Le passage de L,(v) & L,,(v), cofite donc en tout :

n+2 (M. D.)et 2n + 1 (A. S.)

Conclusions :

La méthode de Lagrange est nettement la moins économique des 3 méthodes. La méthode de
Newton est moins cofiteuse que celle de Neville mais cette derniére présente toutefois l'avantage
de manipuler dans le tableau triangulaire des quantités qui sont du mé&me ordre de grandeur (les
L. représentent toujours la valeur en zéro d'un certain polyndme).

Calcul de l'erreur : (hypothése : v dérivable n fois sur [0, @)

®) Appelons Q,(z) le polynéme de degré n - 1 qui coincide avec v aux abcisses hy, ..., h;
(on a Q,(0) = L,(v)) et posons w(z) = (z - h;) (z - hy)) ... (z - h).
Etudions la fonction g définie par :
\ v(0) - Q (0
glz) = v(z) - Q,(z) - k wlz) avec k = T

g s'annule pour z = hy, h,, ..., h, 0.

g' admet donc au moins n zéros distinéj:s dans [0, @] et finalement g'n!(z) = vir}¥z) ~ k x (n!) s'an-
nule au moins une fois en & € [0, Q], dlon
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L'erreur est donc de la forme :

L) - v(0) = -2y gy = (-1 (Tny) x YOO VG (1.2.10)
> =1 " (T m, ) n
. k=1
B) On peut également mettre l'erreur sous forme intégrale [26]
L(v) - v(0) = [% £(t) virxt) at (1.2.11)

o

Pour exprimer £,, écrivons le développement de Taylor de v avec reste sous forme intégrale :

V) = vio) + 2@ om0, ol o Y o

™ o -1 x vini(t) dt (1.2.12)

En tenant compte du fait que L est exact pour tout polyndme de degré n - 1, on obtient :
hby - )"
n fk

L,(v) - v(0) = Y A, T

vini(t) dt (1.2.13)
k=l .

Si g,(t) est une fonction valant 1 dans l'intervalle [0, h,) et O ailleurs :

An' _ n=1
f«“(t) - 2 K ek(t) (hy 1)

E— (1.2.14)

k=1

Pour étudier £, posons

o AN g (t) (hy - t)I7h
) .
oty (j -0t
@, est une fonction constante par morceaux, nulle & gauche de 0 et & «droite de h : elle a au plus
n - 1 changements de signe & l'intérieur de 1'intervalle [0, h,].

On a la propriété :
M) = - @) (=2, ..., n)

{Sauf pour ®, aux points de discontinuité de @)

Les fonctions @; sont continues en 0 et h; et valent zéro en ces points pour j = 2,
h, c'est évident ; pour l'abcisse O, cela est dl au fait que :

., n : Pour

n
Y Alh)it=0 pour j=2, ..., n
k=1
(Ce sont les équations mémes qui définissent les A}).

On voit alors facilement que ®, admet au plus n - 2 zéros & l'intérieur de [0, hj] ; en continuant
®,_, admet 1 zéro au plus et & = £, ne change pas de signe dans l'intervalle [0, hil.

I SO PO L £, (ny
et dt = ZmT o L - )"t at = =

D'aprés l'expression des A, (1.2.3), on obtient :

Z An h‘n - 1n+1
[ ewm a - L—nk—,h)— SRRy IS (1.2.15)

1
n. k=l

(Notons que (1.2.10) et (1.2.11) appliqués avec v(n)(t) =1 donnent (1.2.15).

Ainsi les noyaux £, sont alternativement positifs et négatifs (positifs si n est impair)
et admettent un seul extremum entre 0 et h;. £.(0) = £(h) = 0. (2)"? est encore con- (1.2.186)
tinue partout mais n'est plus dérivable aux abcisses h, et zéro.

10
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On peut démontrer (Kuntzmann [26]) que le noyau garde un signe constant en utilisant (1.2.5)
pour certaines fonctions v.

$ 1.3 - ABCISSES EN PROGRESSION GEOMETRIQUE DE RAISON%-

I1 est particulidrement intéressant de choisir les abcisses (c'est-a-dire en pratique les pas

successifs dans une méthode de résolution approchée) en progression géométrique de raison—l— : cela

2
revient & choisir m; =1 ;m, = 2 ; ... ; m, = 2%, Appelons encore L%, le procédé d'extrapolation
basé sur les points

h h h
9m-1 4 gn-2 e g m-n

valable pour tout polyndme de degré n - 1.

On remarque que L représente en fait le procédé L, appliqué avec des abcisses moitié. Ces
deux formules étant exactes pour des polyndmes de degré n - 1, le procédé a Lg., + b Ly avec
a +b =1 le sera également. On peut choisir a et b pour que ce nouveau procédé soit exact pour
les polyndmes de degré n.

L" et (a L7,, + b L]) utilisent les mémes abcisses : ils sont donc identiques.

Ecrivons l'erreur sous forme intégrale :
h

Latv) - v{(0) = f2 £0(t) vni(t) dt (1.3.1)
On montre que :
£h(2t h
2(n_l) pour t e[o, ————2Mhn]
£onlt) =
0 ailleurs

n "
La formule a L,y + b L,(avec a + b = 1) a une erreur :
h

fo T ert) yelt) dt

avec
a £"(2t h
——"n‘(.—l—) + b £{t) pour t G[O, oSy ]
et =y, 2 T w2 h (1.3.2)
b an(t) pour t E[————— ]
2m+l-n’ 2m—n
Posons :
R = - -,/;t £Mx) dx (1.3.3)

L'erreur (1.3.2) devient :

h__ h
n+ n 2™ L n n+
[- &3 v+ [P g vien() dt

m+l

On a déja £nH0) = 0 ; On choisit a et b pour que

nt h -
Ei(z) =0 (1.3.4)
Cela donne :
2 o -1
a1 b= o

qui ne dépendent que de n,

n



§ 1.4
n+l

On obtient donc L[} par la formule commode suivante qui est un cas particulier de la for-
mule de Neville (1.2.6) :

2" n 1 :
Lya =57 -7 Laa- 37 Ln (1.3.4)

Le noyau correspondant B;ﬁ est défini par la formule :

zn- _1 1 j:ZtE:(x) dx pour t E[o, Eﬂn—l;l?|+_l.]

E::;(t) B _h_ h h
2" -1 ‘/:2 £a(x) dx pour t E[Zn_nu, onn ]

(1.3.5)

Pour faire progresser les calculs on pourra adopter le schéma triangulaire (1.2.7) et la formule
(1.3.4).

$ 1,4 - EXTRAPOLATION BASEE SUR DES POLYNOMES PAIRS

Comme nous 1'avons signalé dans 1l'introduction ($1.1), on peut presque toujours faire ''dispa-
raftre' les termes impairs du développement de ®(n). Nous allons donc reprendre rapidement 1"tude
précédente pour une fonction w dérivable jusqu'a 1'ordre 2n sur [0, 2] et dont les dérivées d'ordre
impair sont nulles en zéro : '

w!#?*0) = 0, (p = 0,1, ..., n ~ 1)

On a donc :

2 2n-2
w(h) = w (0) 2 w'() + ... + (z_nh‘:’_z—)!

X w2-2(0) + h*"S(h) (1.4.1)

ot S est une fonction bornée de h. On forme le procédé M, sur les m&mes abcisses h, que pré-
cédemment :

Mow) = 3 B wihy) (1.4.2)

k=1
tel que :

Mn(Qznd = Qun2(0) pour tout polynome Q,, , pair et de degré 2n - 2

Les relations (1.2.3) et (1.2.4) deviennent :

1
Br = TT 1. ﬂ_)z kg n
Ta h;
(1.4.3)
1 h2 +1 n
n+l . __°ntl 0 AR
Be' =, -m B
et les méthodes de Lagrange, Neville et Newton s'adaptent sans difficulté.
L'erreur est de la forme :
2 (2n) )
M, (w) - w(0) = ? w 2(&) avec £€ [0, Q] (1.4.4)
(TT mk) (2n)?
1
o)
Ma(w) = w(0) = [T, (t) wi2)(t) dt
[+]
avec
n Byre(t) (hy - 1) (
= 1.4,5)
Mezift) kzﬂ (2n - 1)!
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$ 1.5
Pour étudierdk, , en posant

R Be £ (t) (b, - t)I?
WO = L TG

on peut procéder comme ¥ 1,2,
On remarque cependant que 4’]( 0*) est différent de 0 pour j pair.

Ainsi, ¢, a au plus n - 1 zéros & l'intérieur de [0, h)] et de méme ¢,. ¢, _, et ¢,; ont au
plus n - i zéros dans (0, h;l. ¢, , est donc de signe constant et $,, = MMz, est monotone.

n+l n
f;gmzn(t) dt =—(-('2r11% x TT () (1.4.6)

=1

Les noyaux Jd,,sont donc alternativement positifs décroissants (n impair) et négatifs croissants.

Abcisses en progression géométrique de raisoné—

Soit Mn le procédé d'extrapolation exact pour tout polynome pair de degré 2n - 2, utilisant les
mémes abcisses qu'au $1.3. On a une relation analogue a (1.3.4) qui permet une progression des
calculs selon un schéma triangulaire comme en (1.2.7) :

Mot o 20 e 1 e (1.4.7)
m+1 22" _ 1 +1 22n _ 1 m . X,

Si 31‘6:" désigne le noyeu de M,, on a la relation de récurrence suivante :

1  pa h
27 _ 1 M,(x) dx pour t €] 0, gnei=n
mant(y) = (1.4.8)

——n. nP__ 2n _h h
92 1 j;Z " OMn(x) dx  pour t € grIns gaen

w2 = [ oo dt

2m—n

$ 1.5 - PROCEDURE ALGOL POUR LE PROCEDE D'EXTRAPOLATION DE RICHARDSON

La fonction v sur laquelle porte l'extrapolation n'est pas en général une fonction simple con-
nue explicitement : v(h) est le résultat d'un calcul approché fait avec un pas h. On suppose que Vv
est donnée sous forme d'une procédure Algol. Des exemples d'utilisation seront examinés dans les
chapitres suivants.

a) Par la méthode de Lagrange

procédure RILAGRANGE (V) vitesgse : (ALPHA) maximum : (L)
précision : (EPS) pas : (HD) type : (T) résultats : (R, S) ;
valeur ALPHA, L, EPS, HD ; réel procédure V ; réel ALPHA, EPS, HD ;
entier L, T ; tableau R, S ;
commentaire. Cette procédure effectue une extrapolation a zéro sur la fonction V. On calcule V{(H)
pour des pas H successifs qui sont approximativement dans un rapport ALPHA (ALPHA 3 1,25) et les
résultats sont rangés dans le tableau R. Le tableau S recoit les valeurs extrapolées successives.
On arréte le procédé quand on a calculé L + 1 valeurs de V ou quand 1'écart relatif entre 2 valeurs
successives de S est inférieur & EPS. L'extrapolation est basée sur les polynomes ordinaires ou sur
les polynomes pairs selon que T vaut 1 ou 2. Les bornes de Ret S doivent &tre {0 : L] ;
début tableau W0 : L] ; entier tableau KI[0 : L] ;
entier N, M ; réel HE, U, A, WS, SS ;

N:=0;K[0] :=1; K[ := 2 ;

>
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$ 1.5
RET : HE := HD/K N1 ; RIN] := V(HE) ;
gi N # 0 alors aller &3 EXTRAPOLATION ;
S{0] := W0} := R[0O] ; N := N+ 1 ; aller & RET ;
EXTRAPOLATION : WS := 1,0 ; SS := 0 ;
pour M := 0 pas 1 jusqua N - 1 faire
début U := (KINJ/KIM]) *+ T ; A :=1.0 - U ;
WM] := WMI/A ;
WS := WS x U/A ; SS := SS + W[M]
fin ;
WIN] := ABS(WS) x RIN] ; SIN] := SS + W[N] ;
si ABS ((SIN] - SIN - 1]) / SIN]) » EPS y N < L alors
début N := N + 1 ; )
KIN] ;= ALPHA x KN - 1]
aller & RET

H
fin

b) Par la méthode de Neville

Nous appellerons cette procédure RINEVILLE ; le reste de la téte de procédure est inchangé
par rapport & la procédure RILAGRANGE (y compris le ‘commentaire).

Nous n'écrivons que le corps de procédure :

début tableau W0 : L] ; entier tableau K0 : L] ;
entier N, I, KN ; réel HE;
N:= 0; K[0] := 1 ; KI[1] := 2 ;

RET : HE := HD/K [N]; WIN] := R[N] := V(HE) ;

si N # 0 alors allera EXTRAPOLATION ;
S0] := R[0] ; N := N + 1 ; allerd RET ;
EXTRAPOLATION : KN := K[N] ; pour I := N - 1 pas - 1 jusqu'd 0 faire
W] := W + 1) + (WI + 1T - W)/ (KN /KO) + T - 1.0) ;
SIN] := WI0] ;
gi ABS ((SIN] - SIN - 1])/SIN)) > EPSA N < L alors
début N : = N + 1 ;
K[N] := ALPHA x KN - 1] ;
allerd RET

fin
fin

c) Par la méthode Newton

Appelons cette procédure RINEWTON. Nous ne donnons que le corps de la procédure (téte
inchangée).

début tableau W, HE [0 : L] ; entier N, I ; réel HC, P, DP, HEN ;
0 ; HE[0] :=-HD¢T;HC:=HD;DP:=1.0;
: WIN] := R[N] := V (HC) ;
# 0 alors allerd EXTRAPOLATION ;
s{o] 5= RIOT; N := 1 ; HC := HD/2,0 ;
HE[] := - HC * T ; allerd RET ;
EXTRAPOLATION : HEN := HE[N] ;
EourI::N-l p__s] usuaOfalre
W := (W[ + - W[I] ; HE [[]1 =~ HEN) ;
DP := DPxHE[N-l] ; SNl ;- P := P + DP xWI[0] ;
si ABS (P - S [N - 1])/P) ,EPS AN <L alors

début N := N+ 1 ; HC := HD/ENTIER (HD * ALPHA/HC + 0.5) ;
HE[N] := - HC ¢+ T ; allera RET

& 2
Wz

E

T

fin
fin
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CHAPITRE 2

CONVERGENCE ET STABILITE

§ 2.1 - UN THEOREME DE CONVERGENCE

Dans la plupart des cas, le cofit d'un calcul de v(h) ou w(h) n'est pas indépendant de h ; au
contraire, ce cofit augmente trés vite quand h tend vers 0 ; il suffit de penser a la discrétisation
d'un probléme aux dérivées partielles elliptique sur le carré unitaire : on aboutit & un systéme li-

1
néaire de (m - 1)° équations avec m = P On semble donc avoir intérét & faire diminuer aussi len-
tement que possible les abcisses hi. Dans le cas du probléme évoqué, le choix le plus économique

1
serait h; = T Les théorémes de convergence que nous allons établir montrent que ce choix est im-

possible et qu'une progression trop lente peut conduire & une divergence. L'application des procédés
L, ou Mn se justifie quand les fonctions v ou w admettent un développement limité & droite au voi-
sinage de 1l'origine. C'est souvent le cas en pratique, mais comme il est en général difficile de le
prouver, il est raisonnable d'exiger que les procédés L, et M, convergent encore dans le cas mi-
nimum, c'est-a-dire lorsque v ou w sont seulement continues & droite en x = 0. Le théordme sui-
vant permet de choisir les abcisses h; pour qu'il en soit ainsi :

Théoréme 1: Soit {x,} une suite d'abcisses positives strictement décroissantes et tendant vers 0 quand
k tend vers l'infini et L, le procédé d'extrapolation défini au § 1.2 basé sur les n premiéres abcisses.

Une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait :

lim LJ{G) = G(0)

n.y®

pour toute fonction G continue a droite en x = 0 est qu'il existe un nombre o > 1 tel que pour tout

Xn
h+1

h on ait :

> a. C'est ce que nous appellerons la condition (a).
Plus généralement, on peut énoncer un théoréme relatif & un procédé d'extrapolation basé sur

les puissances successives d'une fonction strictement croissante.

Théoreme 2: Soit ¢ une fonction numérique définie sur [0, Q] strictement croissante et continue a droite
en zéro, On note 9" la fonction telle que :

enx) = [loxN", n=0, 1, 2, ..., ;
A, le procédé d'extrapolation
ANG) = ¥ ap Glxy)
tel que "
Ao (TT,2) = TTa4O)
pour tout "polynome' de la forme

[}

829"+ ane 9"+ L.+ oa, 0
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$ 2.2

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1l'on ait :
lim A(G) = G(0)
o

pour toute fonction G continue & droite en x = 0 est qu'il existe un nombre « > 1 tel que pour tout
h on ait : '

P(0) - plx) 5
(0) - @lxn+)
Exemples: ) ;
a) ¢(x) = x on obtient le procédé L, et le th. 1
b) @(x} = x? on obtient le procédé M,
c) p{x) = e~
d) ¢{x) = sin x (x [ s 2])

$ 2.2 - RAPPEL D'UN THEOREME DE BASE

Pour démontrer le théoréme 2 nous ut111serons le théoréme général suivant (Favard [10] tome 2
pages 40 - 41 ; Krylov R3] page 61 ; Kantorovitch et Akylov [22] pages 229 - 234) :

Théoréme 3 ; Soit L une application linéaire continue et {L,} une suite d'applications linéaires continues
d'un espace de Banach S dans un espace de Banach T. Une condition nécessaire et suffisante pour
que l'on ait :

lim La{s} = L{s)
ny®
pour tout s € 5 est que :
1/ lim Lga) = L{a) pour tout a € A ou A est une partie dense dans S, (A = 8).
> o

2/ 11 existe une constante M tel que pour tout n :
u In “51 < M

I xl, désigne la norme d'un élément x €S, |yl, la norme de y€ T et [ |;; la norme habituelle
d'une application linéaire continue de S dans T.

Condition suffisante : Supposons les 2 conditions vérifiées et prenons un s quelconque de S. II faut
montrer que [L.(s) - L(s) [, peut &tre rendu arbitrairement petit pour n > N. On a l'inégalité :

IL(s) - Ls)l, < ILfs) - L)l + [Loa) - L)l + [L(a) - L)l

Prenons un nombre € > 0 arbitraire : on peut choisir a € A tel que fa - s, < e. Comme la con-
vergence a lieu pour a € A, il existe N tel que pour n >N :

ILa(a) -~ L(a)l; ¢ ¢
On a donc :
ILos) - Le)ly < JLul, % Is - aly + €+ [LlgxesM+ Ll + ) xe=Kxe

Condition nécessaire : Supposons que la convergence ait lieu pour tout s €5. La premigre condi-
tion est évidemment vérifiée, Choisissons un nombre €& > 0 arbitraire.

Pour tout s € 8§ il existe N. tel que pour tout n > N, on ait ¢

nLn(s) - L(S)HT < €

16



$ 2.3
Pour tout s € S on peut donc trouver M, tel que pour tout n on ait :

ILo () < Ms

D'apres le théoréme de la borne uniforme de Banach-Steinhaus, ([58] page 135) il existe M tel que
pour tout n et tout s on ait :

ILats)l, < M Is

donc :
1ol < M

La condition nécessaire est donc démontrée.

$ 2.3 - DEMONSTRATION DU THEOREME DE CONVERGENCE (th. 2)

On peut raisonner, en fait, sur la suite convergente g = {G(x,)}. Soit S 1'espace de Banach
des suites convergentes avec la norme |gl, = sup lgkl. La droite numérique jouera le r6le de

1l'espace de Banach T du théoréme 3. Appelons ¢ l'elément de S tel que ¢ d;"(x}-) et A l'ensemble
des éléments qui sont combinaisons linéaires finies de (*.

A est dense dans S : A = S. On démontre facilement cette propriété a l'aide du théoréme de
Stone-Weierstrass. En effet, {0, x,} est une partie compacte de R ; A est une algeébre de fonctions
continues & valeurs réelles qui séparent les points de {0, x): si x; 7 x; il existe toujours a € A
tel que a(x;) # a(x;) (prendre par exemple a = ¢ qui est strictement cro1ssante) Puisque A contient
les fonctions constantes, de la forme A x ¢°, la fermeture uniforme A de A (c'est-a-dire au sens
de la norme introduite) est l'ensemble des fonctions continues sur {0, x} c'est-a-dire S. L'appli-
cation A, de S dans R :

An(g) = 2 a: g,
k=1 B
est une fonctionnelle linéaire continue de norme

Iaaly, = X lodl
. k=1
La fonctionnelle A définie par Ag) = lim g« est aussi linéaire continue et sa norme vaut 1. Nous
k-0

sommes donc dans les conditions d'application du théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante
pour que l'on ait :

lim A,(g) = A(g) = G(0)
n-»®

pour tout g € S est qu'il existe M tel que pour tout n on ait :

PRCARS (2.3.1)

k=1
Montrons que la condition (o) du th. 2 est équivalente a (2.3.1).

Condition suffisante :

Supposons la propriété (a) vérifiée :

() - 96 L0 avee > 1
9(0) - 9lxpa) ~ vee

a) Les coefficienis gp sont bornés :




§ 2.3

Posons :

On a alors :

n-l 1 P
n g i =
o k]:l[ . f h

B, converge en croissant vers p. On a donc pour tout n : on <P

b) Les coefficients ¢} sont bornés :

D'aprés une formule analogue & (1.2.4) on a :

ntj _ 1 1 . . 1 n
WA - e e - el (9@ - eG) %
P0) = Plxns;) 9(0) = 9 (%ne) 9(0) - P(xner)

1
Les facteurs multiplicatifs sont bornés par s = - 1 Si § est un nombre arbitraire inférieur & 1, il

y en a au plus un nombre ! (dépendant de @ et & seulement) qui sont > 6 : prendre l tel que :
1
at>=+ 1
8
On a donc :
lap*i| < st xp = E

c) Etant donné un nombre r <1 on peut lui associer X entier tel que, pour tout i et tout m
on ait :

ia’g*ﬂ <r a2l

On a la formule :

X < 1 : 1 n
% 90 - o) 90 - gk M
P0) - gl Pl0) - P(Kne1)

L'entier I étant choisi comme en b), le produit des ! premiers facteurs (& partir de la droite) sera
inférieur &4 s'. Les facteurs suivants sont tous inférieurs & & < 1. Il en faudra un nombre fini fixé
¢ pour rendre le produit total inférieur a r : ’

8§ xsl< r

On prend pour X l'entier immédiatement supérieur & :

=logr _logs
ot log6+lx(1- logé)

qui ne dépend pas de i et m,

d) 11 existe M tel que pour tout n : 2 | af |€ M.
k=1

. n n-entier (ni¥ix X X n
En effet : 2 IO‘H: Z + ...+ Z + Z
k=1 et k=n-2)+1  k=n=y+l

§XE irentier(n/x)_{_ . +I'2+I‘+1§

donc :
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§ 2.4
x E
-

= M

I, = X leql <3

k=1
indépendant de n.

La condition suffisante de th. 3 entraine alors celle du th., 2.

Condition nécessaire :

Montrons que si la condition (x) n'est pas vérifiée, les quantités

n

2 ol
k=1
ne sont pas bornées par un nombre M indépendant de n.

Tous les facteurs dans l'expression de of sont > 1. Il suffit que l'un d'eux ne soit pas borné
pour que o, et par suite

lan |
1

N

ne le soient pas.

Or, pour tout W > 1 on peut trouver n tel que :

9(0) - olx,) ,, 1

¢(0) - 9(x,) Two

(c'est la négation de la propriété (a))
donc :

1
1900} - 9(xa)
¢(0) ~ P(xn-1)

La condition nécessaire du théoréme 3 permet alors d'affirmer qu'il existe un g € S soit encore
une fonction G continue & droite en zéro pour laquelle on a divergence. Cela termine la démonstra-
tion du théordme 2, '

1

Remarque : Un choix d'abeisses tel que x; = T est donc & éviter : il ne vérifie pas la condition (a).

$ 2.4 - STABILITE DU PROCEDE D'EXTRAPOLATION

Le coefficient ¢ > 1 étant choisi, on prendra les abcisses successives par la formule hj, = z;'

Si les abcisses sont de la forme—%- (k; entier) on aura :
1

ki«1 = Entier (a x k;) + 1

En pratique on ne pourra pas prendre un coefficient o trop voisin de 1. Si 1'on.commet une erreur
inférieure & ¢ en valeur absolue (arrondi ou autre) sur chaque v(h;), l'erreur sur L,(v) sera infé-

rieure a :
3 n
€ x . |Ak|

k=1

La quantité
n
2z A
k=1
tend en croissant vers une limite quand n tend vers 1l'infini, Il est intéressant d'étudier numéri-

quement cette limite en fonction de o, Ce sera une borne (indépendante de n) du coefficient par le-
quel on multiplie 1'erreur €.
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§ 2.4

Y. () = 1um ¥ |A]]
k=l
n
T (a) = lim Y | Bl
2 e ey
s _ 2
On a évidemment 3, (a) = 21 @)
a 2 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3
S
2, () 8,25 10 14 21 | 87 79 250 1680
2, (o) 1,97 2,2 2,5 3,0 | 3,8 5,3 9,05 22

Si 1'on veut un facteur < 10 il faut prendre a~ 2 pour L et a~ 1,4 pour M,

Par ailleurs, pour évaluer v(0), il semble raisonnable d'exiger que les abcisses interviennent
avec un poids d'autant plus grand en valeur absolue qu'elles sont plus proches de zéro.

On démontre que ceci est réalisé :
pour L si a>» 2
pour M, si azV2

Ces deux valeurs semblent &tre les plus intéressantes. Les expériences numériques le confirment
(voir chapitre 6).
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CHAPITRE 3

APPLICATION DU PROCEDE D’EXTRAPOLATION DE RICHARDSON
A L'INTEGRATION NUMERIQUE

$ 3.1 - EXTRAPOLATION SUR LA FORMULE DES TRAPEZES

Considérons la formule des trapézes avec un pas h = % pour le calcul de l'intégrale définie

1
f F(x) dx. On supposera l'existence des premiéres dérivées de F jusqu'ad l'ordre utilisé dans les
o

formules :
me1 . . .
+ +
rop =Y EG/m) 4 F((j+1)/m) (3.1.1)
m m . 2
L'erreur se met sous la forme :
T, F - [ FX) -——f B, (%) - B) F'¥(1) at (3.1.2)
avec Bz(t) polynéme de Bernoulli de degré 2 : B,(t) = t? -t + %
B, nombre de Bernoulli : B, = BQ(O) :
_B2(t) fonction périodique, de période 1, coincidant avec B,(t) sur l'intervalle .[0,1].
On introduit les polyndmes de Bernoulli de degré supérieur [9] définis par les relations :
1
4B B0 ST B ax = 0 (3.1.3)

et En(x) la fonction pénodique, de période 1, qui coincide avec B (x) sur [0,1]. On pose B, = B,(0),
nombre de Bernoulli. (Pour les propriétés de ces polyndmes voir [10], [13], {26]).

En intégrant par parties la formule (3.1.2) on obtient :

-1 h2n 1 —
T, F = j; F(x) dx + 2=1 Tp),a[F"P V(1) - F2e-1(q)] '(2—n):fo (B, (ﬁ) - By,) F(t) dt (3.1.4)

Posons T, F = w(h). Le développement limité de w au voisinage de l'origine n'a pas de termes im-
pairs., w(h) se comporte au voisinage de zéro comme un polyndme pair de h. Pour que ce développe-
ment limité existe il suffit que les premiéres dérivées de F existent,

1
Pour trouver w(0) = f F(x) dx on peut appliquer le procédé d'extrapolation M, du § 1.4 :
[}

M,(T, F) = M,(w) = ¥ BX{Tm, F) (3.1.5)

k=1

(On a choisi des pas h, =~mi, h étant un pas de départ et les m, des entiers).
k

La formule d'intégration approchée (3.1,5) donne le résultat exact si F est un polynéme de
degré 2n - 1 au plus,
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$3.2

Evaluons l'erreur :

n-1 2
M,(T, F) - j;lF(x) dx = anfol Fa) + % DB (ree-yy) L pe-io)) % fol F(x) dx

p=1  2p!
S [ (Buf) - ) T o)
. - per "B o gt .
M, (T, F) -fo F(x) dx = G j;l[kzgl (—“)—2— (Bz,, (h_k) - BZH)]F‘Z )(_t) dt (3.1.6)

L'erreur s'exprime sous forme d'une intégrale portant sur la dérivée 2n éme de F, le noyau étant
l'expression entre crochets.

Essayons de majorer l'expression (3,1.6) :

| M(T, F) - folF(x) desZL:!_ j;] kzl %n (Em(h—tk) - By, )| dt (112,[?’% IFl) e
n B} _ . BT B
/;l k2=I1 (m:)2" (BZ" (ﬁ—k) ) Bz") s El ((m:)z" j;l‘Bz“(—l::) - By, | dt )

Comme B ). B arde un signe constant (voir propriétés des polynémes de Bernoulli [13]) on
= \h, 2n 8

a d'aprés (3.1.3) :

j;l IEZn (Etk-) - Byl dt = lBZnI

Et finalement :

h | Bp | )

1 : 2n ' n
M5, F) - ) PO ax <oy 1Bal (2 e ) ((Max 170) (3.1.8)

te{0,1]
La borne est donc de la forme !

k, 20 ( Max  |F(1)])

te[0,1]

D'aprés le théoréme 2 du chapitre 2 on peut choisir les m, de la fagon suivante :
m,,, = entier (g x m,) + 1 avec q > 1 ‘ (3.1.9)
On a vu au § 2.4 qu'il fallait de préférence q > V2.

1 .
M, (T, F) converge alors vers j; F(x) dx quand n tend vers l'infini si T, F converge lui-méme
quand m tend vers l'infini,

Comme la formule des trapézes converge pour tout F intégrable Riemann, il en sera de méme
pour le procédé M, T,.

Dans le paragraphe suivant, nous étudierons plus en détail le cas ot q = 2.

3.2 - CHOIX DES PAS EN PROGRESSION GEOMETRIQUE DE RAISON—%— ; METHODE DE ROMBERG

. h
Si 1'on applique le procédé du paragraphe précédent avec les pas successifs h, = o1 on obtient

une méthode particulierement intéressante qui a été utilisée pour la premidre fois par Romberg [45].
Celui-ci 1'a d'ailleurs introduite d'une toute autre facon qui ne montre pas qu'il s'agit en fait d'une
extrapolation sur la formule des trapézes considérée comme fonction du pas. Dl'autres auteurs se
sont intéressés a cette méthode : Stiefel {521, [53) et Rutishauser [46], [52] ont étudié les coeffi-
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$ 3.2

cients de la formule de quadrature, l'erreur de la méthode et le mode de convergence quand la
fonction est holomorphe sur [0,1] dans le plan complexe : Bauer [2] a étudié le noyau d'erreur.

Introduisons d'abord quelques notations :

Appelons T, la formule d'intégration qui résulte d'une extrapolation basée sur les pas :

h h h

TT’ W 2 seeean gm-n

(3.2.1)
Ty donne le résultat exact quand F est un polynéme de degré 2n - 2 quel que soit m> n,
On a donc :

T,';‘; = sz-l

h

On procéde comme aux paragraphes 1,3 et 1.4 : T, représente en fait la formule T, appliquée
avec un pas moitié, Ces deux formules étant exactes pour des polynémes de degré 2n - 1 on peut
choisir a et b (avec a + b = 1) tel que la formule : .

a Tpyy + b Th

soit exacte pour des polyndmes de degré 2n + 1. Cette nouvelle formule utilise en fait les mémes
abcisses que Tp,, et elle est une combinaison linéaire de T. ..., Tr,izs eeoess Toes @ il s'agit donc
de la formule T}, Les coefficients a et b sont bien entendu les mé&mes que ceux trouvés en (1.4.7) ;
il s'agit en fait d'un cas particulier de la méthode de Neville pour polyndmes pairs :

n+l _2_2" Tn 1 n
Tm*l - 22" -1 m+l = 22n -1 Tm (302-2)
La progression des calculs se fera donc suivant le tableau iriangulaire suivant :

1 3 T; T exactes pour polynémes de degré. 1.

\ g \T§ \Tl/ﬁ N " | .
\ ‘L \ J/ ' y | (3.2.3)

'
. Tﬁ 1" 1 1 7.

Si la précision de T, ne suffit pas, on ajoute une 5&me colonne qui fournit Tg et ainsi de suite.
Examinons les premiéres formules :

T

1
T%-—g

[T

(3.2.4)

= = [F(0) + 4 F(0,5) + F(1)] (St h = 1)

On trouve donc la formule de Simpson,

Désignons par ®s(t) le noyau dlerreur de T3 :
W o 1t
2 = —_
B = -5y (B2 h) - Bz)

TIF - fl F(x) dx = j;l Bt) F'2(t) dt

1]

Posons :
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$ 3.2

Bi(t)

n

M, 5- }2125 (BG) - BZ)%
A (sey -] 2O =]

1

Lterreur de T2 F s'écrit :
1
TZ F -fo F(x) dx = fol B2AL) F'2(t) dt
et en intégrant 2 fois par parties :
1 - 1 3 (3) 2 Y e (%)
T2 F -fo F(x) dx - j; B3 (t) FOAL) dt fo Bt FL) dt

avec
w0 - - [ 15 @) -5 ()]

T = - (4}'.1)x3[% (B8 - ) - & G) - Bu)]

Si l'on désigne par %g la fonction périodique, de période 1 qui coincide avec . sur [0,1], on passe
de ®2a ¥, par les formules suivantes :

(3.2.5)

BYL) = %[%ﬁ(zt) - ‘zsi(t)]

BA(t) =f‘ B(t) dt (3.2.6)
Tyt) = [* B dt-

La formule suivante, Tj s'écrit :

16 1 2
3 I e— 2 - —
BT -1 T
64 1 20 1, 1
45 T3 = 45 T2 + 45 Tl (3.2c7)
L

(7 F(0) + 32 F(0,25) + 12 F(0,5) + 32 F(0,75) + 7 F(1))

90

(cette derniére ligne suppose h = 1),
On obtient la formule du type interpolation de Newton-Cotes & 5 abcisses,

Pour n> 3, T"ne colncide plus avec les formules de Newton-Cotes ou avec des formules con-
nues par ailleurs, On peut dés maintenant dégager les avantages des formules Th par rapport aux
formules de Newton-Cotes par exemple :

o) Sil'on veut passer d'une formule de Newton-Cotes d'un certain degré a une autre de
degré plus élevé il faut pratiquement refaire tous les calculs et de plus la formation des coefficients
n'est pas simple ; au contraire la formule (3,2.2) permet d'atteindre de facon simple et itérative
des formules d'ordre aussi élevé qu'on le désire. Chaque fois qu'on ajoute les abcisses d'une for-
mule de trapézes de pas plus faible, oun utilise les résultats de toutes les formules de trapézes pré-
cédentes, On tient compte au maximum des résultats déja acquis.

B) Kuzmin [27] a mountré que les coefficients de Newton-Cotes augmentaient indéfiniment
en valeur absolue quand l'ordre n tend vers 1l'infini, Ainsi une petite erreur sur un calcul de la
fonction F peut donc produire une grande erreur pour la valeur approchée de 1'intégrale. Si l'on
appelle NC(n) la somme des valeurs absolues des coefficients pour la formule de Newton-Cotes
d'ordre n.et SR(n) la méme quantité pour T", une erreur de t £ sur chaque valeur de F produira
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§ 3.3

sur la valeur finale les erreurs NC(n) x € et SR(n) x e, Or, NC(n) tend vers l'infini avec n, Au
contraire, d'aprés le tableau du § 2.4, comme T, provient d'une extrapolation pour polynémes pairs
avec o = 2 on peut déja affirmer que SR(n) < 2, (On obtiendra un résultat plus précis au § 3.4).

Y) Rappelons le théordme de convergence de Polya-Steckloff [42], [50] : Pour que le-
procédé de quadrature approchée Q. (f) = kil qQ H(xp), (avec xp € [0,1]) converge pour toute fonction
continue sur [0,1] il faut et il suffit : :

1/ qu'il converge pour les polyndémes ;

2/ qu'il existe une constante M tel que pour tout n on ait

n < M
£ 1
(La condition suffisante a été montrée par Steckloff en 1916 ; la. difficile condition nécessaire a été
montrée directement par Polya en 1933 sans le secours du théoréme de Banach-Steinhaus. Il s'agit
bien en fait d'une application directe du théoréme 3 du $§ 2.2), Puisque NC(n) n'est pas borné, il
existe des fonctions continues pour lesquelles le procédé de Newton-Cotes diverge, En revanche Tj
converge pour toute fonction continue (et méme pour toute fonction intégrable Riemann,voir $ 2,1 et
$3.1). ’

$ 3.3 - ETUDE DU NOYAU D'ERREUR
Appelons ‘B;:(t) le noyau d'erreur de la formule T

™ F - j;l F(X) dX = fol BL) Frot) dt (3.3.1)

On passe de ‘Ei: a %2::; par les formules suivantes qui généralisent (3,2.6) :

S (@020 - Bh)

"

B onsalt)
n+ t n
wpae) = [ B0 (3.3.2)
N v
T = [ s a
Nous étudierons le noyau pour h = 1, Pour h =?1on a répétition de la méme forme de noyau dans

chaque intervalle de longueur-ﬁ.

x(1 - x)

BYt) = 5 (B,(1) - B, = T

. P N . 1
est une fonction symétrique par rapport aladroite x = 5 et strictement croissante positive pour X E[O,%].

Supposons que B2" posséde ces propriétés et montrons qu'il en sera alors de méme pour %g::g :

Etudions géométriquement la fonction :

‘822',"(2 t) - ®Nt)  pour t E[O,%]
Pour tE[O,:ll- ],‘%::(Zt) = B(2t) et l'on a :

B2r(2t) > B (L)

a4 cause de la propriété de croissance,
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§3.3

Pour

l l 20
tE [4, 2], B2 (2 1)
est décroissante alors que ‘Eg:(t) est croissante : la fonction

B2t) - B(L)

admet donc au plus un zéro dans l'intervalle [O,%] .

520,
Tzt), e T
i | S, | N
2n, ! ! B 1 l, \\\ ! \\
. \
Badt) : : ,’ \II\\ N
I ! | / N \
| : | ,/ | AN \\
| | | / [ AN
Pl Iy ! AN
| I 1y ! SN
| | Iy | N\
| | |7 | \$
L cV i \
A 0,25 b 0,50 0,75

L'arc AB est la transformé de 1'arc CB par une affinité d'axe Bb et de rapport - 2, On a donc

ab = 2bC

W=

Bor,{t) s'annule donc pour t =

X o1 . X R
B2"*Yt) est donc strictement croissante de 0 a 3 et strictement décroissante ensuite de

2n+2

il 1 .
Comme ‘GEM;(—Z-) = 0, puisque

/2 A, n B 172 on
fo Fr(2t) dt = j; B(t) dt,

n . s 1
?Szn:; est strictement positif sur 10,5 [.

On a :

%Zrﬁl(l - t) = _ %2n+l(t)

2n+2 2n+2

car

N

n

+. 1 n 1 n
Wk -0 - o a - [0 s a

I

0
= ft B2 (1) dt = - B2
0

2n+2

Donc %21 (t) est négatif pour t € ] —;‘,1[

2n+2

On montre de méme que

@YY - f) = gEN*R(t)

2n+2 2n+2

2n+2

Finalement on trouve que %,

Comme :
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$ 3.4
Bymp (1) = B505(0) = 0 (3.3.3)

1a fonction W% est positive.

Autre évaluation de l'erreur :

Les noyau:{ dterreur étant tous positifs, on a :
1 - 1 2n {2n)
T F - [T P ax = 7w Few) d
= @ E) « [T a

avec £ € [0,1]

o m ) e

L on | - S |
j; Boalt) At = - 2n! kz By (2*-1
=1

Du fait que l'on a :

on obtient :

1
=
S
o8}
N
a3
~~
-
o
x= 3
—~
2|~
L
~
~
2
~

L ar -

D'oit finalement l'expression suivante pour l'erreur :

h2n an F2n (g)
21’1'. 2n(n—1)

™F - [ FX - avec EE[0,1] (3.3.4)

n 1 2 3 4 5 6

Bzl
21\(n-1))< (2!1) [l

0,833 333 x 1071 | 0,347 222 x 10-3| 0,516 699 x 105 0,201 836 x 10-°] 0,199 096 x 10-'3} 0,492 127 X 1018

$ 3.4 - SIGNE DES COEFFICIENTS
La formule T, est de la forme :

T, F = ¥ BUT\F) = Y 6§ F(y)
1

t
k=1

Les B} peuvent &tre négatifs mais Y, | B}|reste borné par un nombre voisin de 2.

k=1
On a :

n

218l <3 B

i k=1
car plusieurs formules de trapézes avec pas différents peuvent utiliser une méme abcisse de sorte
que des coefficients B) de signe contraire peuvent se compenser,

Dans le cas présent, cette compensation est tellement efficace que tous les 9‘. sont positifs,
(Ceci n'est plus vrai si les pas successifs des formules de irapezes utilisées ne sont pas dans le

1
rapport -2-) En effet :
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§ 3.4

Appelons E, l'ensemble des points de [0,1] utilisés par la formule des trapézes T, de pas 2T1-1
Si PE€ E,, il peut aussi éventuellement appartenir & E, ,, E_,, mais si P ¢ E, alors P ¢ B,
pour i< Kk,

Les E_ sont strictement emboités.

Considérons la formule T, et une abcisse P quelconque qu'elle utilise, Supposons que PE E_,
E. ., .., E__ (r quelconque< m - 1), ‘

m-r

Le poids affecté & P est alors :

B Bn_, B,
>t praran Ry

(Si P se trouve en 0 ou 1 il faut encore multiplier cette quantité par %)

m
Montrons que ce poids est positif quels que soient m et r, z—mf'l est positif ; le deuxiéme terme

m
m-1
2m—2

termes sont toujours décroissants en valeur absolue :

est négatif ; le 3&me a nouveau positif, et ainsi de suite. Il suffit donc de montrer que ces

B:—j+l . :-J
om-] 2 zm—j—l
soit :
| Bl > 2 |BY| -
Kk 1 m 1 k-1 1 u 1
_— ] —— > 2 ———— X —_—
Dl 1. (i)kf»l—] jokez gi-k-1 _ g 11 - (i)kj ekl gi-k -
ce qui revient a : )
1 1
2> 2 x
13\k
1 - (Z) |
pour tout m et k (k + 1< m)
Or ceci est bien vérifié puisque :
’ ":2‘?‘ 1< : 1Y
L | 1 - (Z)

On a donc bien démontré que les coefficients effectifs 6, du procédé de quadrature approchée T
étaient tous positifs., On rappelle que 2 8, = 1.

1
Supposons que 1'on commette sur chaque calcul de F une erreur inférieure & € en valeur ab-
solue (due- aux arrondis successifs) si l'on employait la formule directe I 8, F(y;,), V'erreur d'ar-
rondi serait inférieure & e également,

n

Si on utilise la formule plus commode z B, Ti F (en prenant les formules (1,4.3)) I'erreur

. n . k=1
d'arrondi sera inférieure a (2 |B,:‘|) €, soit inférieure & 2e, Il en est de méme si 1'on utilise
k=1

comme au paragraphe suivant la progression des calculs (3.2,2) suivant le tableau triangulaire(3,2,3),
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$ 3.5
& 3,5 - PROCEDURE ALGOL POUR L'INTEGRATION SIMPLE ET EXEMPLES NUMERIQUES

" La procédure ci-dessous utilise la méthode de Romberg (extrapolation sur la méthode des tra-
pézes avec des pas successifs dans le rapport 1/2), Elle emploie le schéma de calcul (3.2,2) et
(3.2.3) et réduit le plus possible le nombre d'évaluations de la fonction. Elle s'arréte automatique-
ment quand deux résultats successifs sont suffisamment proches 1'un de l'autre.

réel procédure INSIRO (F, A, B, ORDMAX, PREC, SORT, RES) ;
valeur A, B, ORDMAX, PREC ; réel procédure F ; Booleen SORT ;
réel A, B, PREC ; entier ORDMAX ; tableau RES ;
commentaire : Cette procédure calcule 1'intégrale de F sur l'intervalle [A, B]. On trouve une suite
d'évaluations par des formules exactes pour des polynémes de degré de plus en plus élevé, Si 1'écart
relatif entre deux résultats successifs est inférieur & PREC, on arréte le calcul en donnant & SORT
la valeur vrai. Si l'on va jusqu'au degré maximum 2 x ORDMAX on arréte le calcul en donnant &
SORT 1la valeur faux, Le temps de calcul maximum correspondant & 2 * ORDMAX évaluations de F,
Le tableau RES porte plusieurs évaluations de 1l'intégrale, la plus précise étant en principe RES [1]
qui est affecté a4 INSIRO, Si PE est le paramedtre effectif qui remplace ORDMAX, le tableau effec-
tif qui remplace RES doit avoir comme bornes d'indices [1 : PE + 1] ;
début réel L, T, P, MA ; entier N, J, I, FAC ;
N:=1;L:=B - A ; SORT := faux ; MA := RES [1] := L x 0,5 x (F(A) + F(B)) ;
pour J := 1 pas 1 jusqu'a ORDMAX faire
début T := 0 ; P := L/N ;

pour I := 1 pas 1 jusqu'a N faire T := T + F(A + P x (I - 0.5)) ;

RES [J + 1] := (P x T + RES [J]}/2.0 ; FAC := 1 ;

pour I := J pas - 1 jusqu'd 1 faire

début FAC := 4 x FAC ;

RES [I] := RES [I + 1] + (RES [I + 1] - RES [I])/(FAC - 1)

fin ;
_s_;i—ABS ((RES [1) - MA)/RES. [1]) ¢ PREC alors allera TERME ;
MA := RES [1] ; N := 2 x N

fin ;

allera AFFECT ; )

TERME : SORT := vrai ;

AFFECT : INSIRO := RES [1]

fin

Remarque : On pourrait aussi employer l'une des 3 procédures d'extrapolation du § 1.5, avec AL-

PHA = 2 et T = 2 appliquée & la formule des trapézes de pas H. Pour calculer fle-"2 dx on em-
0

ployerait par exemple le programme suivant :

début réel procédure F(X) ; valeur X ; réel X ; F := EXP (- X* 2) ;

réel procédure TRAPEZE (H) ; valeur H ; réel H ;

0

début entier N, J ; réel U ; N := 1,0/H ; U :=
pour J := 1 pas 1 jusqu'a N - 1 faire U := U + F(J/N) ;
U := (U + (F(0.0) + F(1.0))/2.0)/N ; TRAPEZE := U

>

fin ;
tableau RE, SE [0 : 5] ;
déclaration de la procédure RINEVILLE, § 1.5 ;
RINEVILLE (TRAPEZE, 2.0,5, 13-4, 1.0, 2, RE, SE)
Le résultat le plus précis sera en principe porté par la composante du tableau SE d'indice le plus
élevé qui ait recu une valeur,

Exemples numériques :

. . - 1 1 v
Exemple 1 : Considérons I = ‘/:) T T o001 dx = 4,615 147 avec un pas de départ de h = 7, (Noter

que llintégrant varie entre 1 et 100), Nous donnons le tableau complet (3,2,3) jusqu'a Tg. (page
suivante),

w =

E’xemple‘.? : j;l e** gin(2xm) dx = - 6,070 236 avec un pas de départ h = 1,
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$ 3.6
Exemple n° 1
18,295 168 10, 615 406 7,056 412 5,510 689 4,905 156 4,698 465 4,637 174 4,620 734
8,055 486 5,870 081 4,995 449 4,703 312 4,629 5867 4,616 744 4,615 255
5,724 387 4,937 140 4,683 837 4,624 651 4,615 889 4,615 155
4,924 644 4,679 8186 4,623 711 4,615 750 4,615 144
4,678 856 4,623 491 4,615 719 4,615 142
4,623 438 4,615 711 4,615 141
4,615 709 4,615 141

4,615 141
Exemple n®2 :
Ty =0
T2 =0
T3 = - 6,175 024 04
T, = - 6,079 999 80
T, = - 6,070 180 88
T¢ = - 6,070 23628 ~

$ 3.6 - AUTRES PROCEDES ANALOGUES

®) Extrapolation sur la formule des rectangles symétriques, qui admet un développement ana-
logue en puissance de h :

R -3

=t h? pif ot 1 5 (L "
Rm—jo‘ F(X)dX-Z" . [Bzh-z)-Bz(Z)]F (t) dt
et en intégrant par parties :

1 nea Ezp(%) 2p-1) (2p-1) W e ot 1 g5 (1 t2n)
Rm=j; F(X) dX+ ¥ T [F'#-2(1) - F'2-1(0)] -—2;!]; (an(g-g) -an(g))F (t) dt

p=1
On peut donc encore appliquer l'extrapolation M, :

M,(R,) = ¥ B{R,

k
k=1

Dans le cas ou m, = :T x 2! on peut obtenir des résultats comparables i ceux obtenus pour Tq,

En particulier :
a) R} obéit & la formule de récurrence 3.2.2.

b) &, noyau de R, s'obtient par les formules (3.3.2) en prenant soin de changer le

noyau de départ :
2 -1)-50)]

1 . 5 R
c) ®R2" est une fonction positive, croissante de 0 & 3, symétrique par rapport & la droite

[\
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no= /1
£ B, (5) o)
(2 n)'. 2n(n—l)

Q) | RF - [ P ax -

La formule R] est de la forme :
R, F =kZIB;Ri =X n Flz,)
= 1
Appelons F, 1'ensemble des points de [0,1] utilisés par la formule :

Ri = Rzm-l
h
Contrairement au cas de T, ($ 3.4), les ensembles F, sont tous 2 a 2 disjoints :
En effet, supposons que pour m> n il existe deux entiers i et j (0g jg 2" -1 ; 0g ig 2" - 1)
tels que :

j+0,5 _ i+0,5
2” 2m

soit 2™"(j + 0,5) = (i + 0,5),
on aboutit & une contradiction : le membre de gauche est un entier alors que celui de droite ne peut

pas 1'8tre, Puisqu'il y a des B’, négatif, il y aura des 7; négatifs ; on a :

2 IBY =Z Inl<> (voir § 2,4)
k=1 1 .

On peut, ici aussi, employer des pas successifs h, en progression géométrique de raison différente
de 0,5,

Exemple : h, =—12—; m, = partie entiere (1,5 x m,_ )+ 1 (voir § 2.4) ; on adopte alors les formules
. «

(1.4.3) pour faire progresser les calculs, La procédure du ¢ 1.5 est directement applicable,

B) Extrapolation appliquée & des formules d'ordre plus élevé :

On peut partir d'une formule dont le degré de validité est plus élevé que celui de la formule
des trapézes, Soit par exemple la formule de Gauss & 2 abcisses exactes pour les polyndmes de
degré 3 : )

L F(x) + Flx)]

avec

X, <

3 0-5) w-p 0+

Appelons G,ﬁ une telle formule appliquée avec un pas =
La formule :

16 1

3 L 2 _ L n?

G; 15 G G,

m+l m+l 15

est alors exacte pour des polyndmes de degré 5. On peut progresser en triangle, pour trouver G|,
en utilisant les formules (3.2.2) (3.2.3) (remplacer la lettre T par G). La premiére ligne du sché-
ma triangulaire disparait.

De méme plus généralement on peut partir d'une formule de Gauss (ou d'un autre type d'ailleurs)

exacte pour des polyndémes de degré 2q - 1 et symétrique par rapport & x = 5
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Appelons Gl cette formule appliquée avec un pas 2:‘_ : les q - 1 premieéres lignes du tableau

(3.2.3) disparaissent tandis que 1es suivantes se construisent de maniére inchangée, On montre fa-
cilement que §27, le noyau de Gn posséde les propriétés (3,3.3) démontrées pour B"

Ce procédé a l'avantage d'allier la précision et 1'économie des formules de Gauss au caractére
simple et itératif du procédé d'extrapolation qui augmente de 2 4 chaque tour le degré de validité de
la formule, En pratique, nous conseillons comme formule de départ une formule de Gauss d'ordre
modéré (q = 4 ou 5 par exemple) : il n'est pas souhaitable de prendre d'emblée une formule lourde
et on limite ainsi le nombre de constantes,

$ 3.7 - FORMULE DES TRAPEZES A 2 DIMENSIONS

Nous nous limitons pour simplifier 1'écriture & des calculs d'intégrales doubles, On peut étendre
sans difficulté aux intégrales multiples le procédé décrit ci-dessous.

Considérons le calcul de 1l'intégrale :

f: j;lf(x,y) dx dy

On note T, la formule des trapézes appliquée sur la variable x avec un pas I11—et T, 1'équivalent
x y .

pour y,
T, f= —la 2 f(j/m, y) + £((j + 1)/m, y)] (3.7.1)

est encore une fonction de y ; on peut lui appliquer T,
y

m-1  m-1
T (T, 0) - 1—m X X [f/m, i/m) + (G + 1)/m, i/m)+ £i/m, @i+ 1)/m)+£(+ 1)/m, (i + 1)/m)]
I (3.7.2)

on note :

= '35+t (%, y)

f
syt asxaty
A(f,,) = f,,x, 1) - £, ,(x, 0) et de méme AL L)
' (3.7.3)
A(E,, ) = £,,(1,1) - £, (1,0) - £ (0,1) + £, (0,0)
En appliquant la formule (3.1.2) on obtient : (avec h = %)
o=ty e oL [ (B d
m T X, ¥y) ax - 21 J, ( Z(h)_ - B, ) fz,o X (3.7.4)

Et en appliquant & nouveau (3.1.2) sur (3.7.4) il vient :
S e e - A5 [ () - B2) 50 o]
j f f(x, y) dx dy --—”'01 (Ez(%) - B2) (_/;lf0’2 dx) dy

_h_; j;l (E (ﬁ) - Bz) T (fz,0) dx

T, T, £
Y

x

d'olt finalement :
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T = [ 1 _hTsz (B.(L) - B,) o,
IS G - B 7.9
TSI (B() - B) B(i) - Be) T

Pour obtenir 1l'analogue de (3.1.2) on va falre porter les intégrales doubles sur les dérivées f
telles que i+ j =2 : de cette facoun le facteur I’ apparaftra devant les 3 intégrales doubles :

nes [l -5 L (B(E) - B) fe
Lz Jf B - B.) (3.7.6)
(R B(D) B
En intégrant par parties on obtient la formule suivante qui fait intervenir les f; , avec i+ j=4 :
T, T f- ff f+§!- B, fol B, £, dx +% B, ['8, f0 dy
A EE) - )
I (BG) - B
g I EE) - B) 6 - )

<A
3

(3.7.7)

Le graphique ci-dessous montre la génération des termes par intégration par partles : le terme
sur la diagonale fournit alternativement 1 terme puis 3 termes :

»

3

i

N

e o
QO = N

r/

= NW U -3 0

DO
N

123 45 67 8 9101112

L 4

Ecrivons encore le résultat pour le rang suivant (i + j = 6)
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K’ 1
nnre ff e P e oy g
k#
+—4—,B“j:A(f03)dx+4 qu (£,,0) dy
_n

+ o (B 8,8, (6,0

(3.7.9)

A B - - T EE) - B) foo
-ﬁfff (Be(®) - B) o - 6%ff E(E) - Bt
<o B E) B E) 5

Les intégrales doubles portent sur fo,6 3 a4 f3,93; L,23 f6 o+ Notons que certaines intégrales peuvent
étre transformées en intégrales 31mp1es de fagon évidente, 11 y a bien d'autres facons d'exprimer
le reste de la formule des trapézes 3 deux dimensions ([36], [38], [49]). Celle-ci est parfaitement
symétrique en x et y et est particuliérement commode pour le but poursuivi ; elle est de la forme :

T, T, f = Qyh) + 1 S(h) (3.7.10)

y X
oli Q, est un polynéme pair du 4&me degré et S une fonction bornée.

Pour exprimer facilement la formule générale nous poserons :

M, o= B, B, (8,0 = B, 8, (£, )

t
e = gyf dx (une primitive quelconque)
fs,--l = faxs dy (3.7.11)

fa,.° ‘/: _/: f(x, y) dx dy

En supposant n pair, il vient :

B2r BZs

n-1
?m T I PZ=0 12 iﬁ aTES BEyygenn
+ 5 _1" T G &)-3.) (& &) -8) 1.,
(3.7.12)
n/2.1
go (21) (2.] ff (B21 (h) - 2j) f2i,25
t+j=n
i= n%ﬂ (21) (ZJ)' ff (B2" (h) - Bz") fz“’zji
qui est de la forme : -
’:E‘m ’1:‘«\ f= an_z(h) + " S(h) (3.7.13)

ol S est une fonction bornée de h.
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Quand n est impair, la formule (3.7.12) est légérement modifiée comme le tableau (3.7.8) le
laisse prévoir mais elle reste de la forme (3,7.13).

$ 3.8 - EXTRAPOLATION SUR LA FORMULE DES TRAPEZES A 2 DIMENSIONS ET PROCEDES
ANALOGUES

Les formules (3.7.12) et (3.7.13), sous réserve de l'existence des dérivées partielles écrites,
montrent que l'on peut appliquer le procédé d'extrapolation M, sur la fonction w(h) = T, T, f avec

1 ;
=— = f(x, dx dy.
h  Pour trouver w(0) ff (x,y) dx dy

On choisit {m,} une suite d'entiers rangés par ordre croissant tels que la suite %—i vérifie

my
la condition (g) du théoréme 2, § 2.1.

M (w) = MJ(T, Tp 1) = 2 Bp I, (3.8.1)

avec I =T, L, f et B, coefficients d'extrapolation relatifs aux abcisses calculés d'aprés (1.4.3),
y

k

Notons que 1'on pourrait employer des pas différents pour les variables x et y P Q. a
k k
condition que -g—“.soit constant par rapport a k.,
k
L'extrapolation M, étant exacte pour un polynéme pair de degré 2n - 2 on a :
= ff £+ M, @ sm) (3.8.2)

Les formules (3,7.9) et (3,8.2) montrent que l'erreur de la formule d'intégration M(I,) peut se
mettre sous forme d'une somme d'intégrales doubles portant sur les dérivées partlelles L,;,2j avec
i+ j=n,

n
Par exemple, pour i> - + 1 et n pair, en posant j = n - i :

2
B2' o 2n )
it I [ £ 0 o (BuE) - ) | e @59
Si l'on appelle F,; ,; = Ma[x ] | £2;,2(x, )| on peut écrire des majorations de l'erreur de la forme :
x,y€[0,1
M, (1) - ff ] < K, Ei,Z] : (3.8.4)‘.

,_
. i+j=n
On peut prendre par exemple :

B

Ky = (212)1 23)' ( 2 I B )Zn) (3.8.5)

La formule d'intégration M, (I,) est exacte pour des monomes de la forme xi x yl avec
i+ j<2n - 1, On obtient ainsi de fagon simple des formules d'intégration double dont les
silhouettes de validité, de forme triangulaire, sont de plus en plus grandes, , (3.8.6)

Convergence :

La Suite%——
k
m tend vers llinfini entraine la convergence de M,(I,) quand n tend vers l'infini, Le procédé d'in-

zvérifiant la condition (@) du th, 2, $ 2.1, la convergence de I, vers ff f quand

tégration approché M,(I.,) convergera donc vers fff pour toute fonction f intégrable Riemann,
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Par ailleurs, si 1'on choisit :
m,,, = partie entiere (¢ x m,) + 1 (3.8.7)
et en mettant le procédé sous la forme :

M,(I,) = X6 fx,y;)

1

On aura :

T lel< ¥ I8l (3.8.8)

i k=1 .
n
D'aprés le $ 2.4, ¥ |Bj| est borné par un nombre peu différent de 22(06) (voir tableau (2.4.3)).
k=1
(On aurait exactement 22(0&) si les abcisses successives étaient exactement dans le rapport «).

Pour @« = 2

n

mk+1=2ka) Ztetl <2 IB;|<2

i k=1
Comme pour lintégration simple, ce cas présente des propriétés intéressantes, Si Iy désigne le
procédé provenant d'une extrapolation de la formule des trapezes sur les abcisses :

h h h

2m-1 2 m-2 gm-n

on a la formule suivante, cas particulier de la formule de Neville :

2n
In*l -t 2 In - 1
m+l 22n -1

LM (3.8.9)

m+l 920 _ 1

qui permet une progression commode des calculs,

Si l'on reprend dans ce cas 1'étude du signe des coefficients O, comme au $ 3.4, on s'aper-

goit que certains coefficients 6, sont négatifs (contrairement & l'intégration simple), Les ensembles
E, de points des formules de trapézes successives I} sont encore emboités, On observe bien une

compensation comme au § 3.4 entre les B] positifs et négatifs (de sorte que ) 16| est strictement
7

inférieur a | BPl) mais cette compensation ne suffit pas pour rendre tous les 9; positifs, Cecin'a
k=1

aucune conséquence numérique puisque Y |6,| < 2, ce qui assure une bonne stabilité,

1

Indiquons enfin explicitement les premiéres formules obtenues :

Formule I? (avec h = 1)

A

j4
1 .
*— 3¢

2 .

1 2 1

4 L 4 19 . .
1 - * - » i
L 1 2 3

( Dénominateur ] )

our les poids' ] Silhouette de validité
p . ’
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Formule I3 (avec h = 1)

1 2 3 4 5 i
Silhouette de wvalidité

Dénominateur
pour les poids : 90)

Autres procédés analogues :
On peut partir d'une autre formule que celle des trapézes (comme au $ 3.6) : Par exemple la

formule des rectangles suivantes :

1 "‘"lf(i+0,5 j+0,5)

1w
R, = =7
\13"‘*'“ ngo. m m

.
o

La formule de récurrence 3, 8,9 s'applique sans changement, Plus généralement si G(F) =Z_ m; F(x;)

t
est une formule d'intégration simple exacte pour les polyndmes de degré 2q - 1 et symétrique par
1
= —, lant
o2 on appelan

rapport au milieu de 1'intervalle, et G, la méme formule appliquée avec un pas h
Bi(x) = ¥ m; Bjx - x)
1

@ = B,(0)

@ =0pour j =1, 2, ..., 29 - 1

B, =1

n- ressp @B, B
();}m xm f= ff £+ g th :i:: 2;;25fs f2r-1,25-l
s=qs:Pp~q
e { g T (BQ) -0) (80) - )

n/2-1 B, _
-z (2i>1(22j)'.j JI (@) - @)
i+j=n

- 5 e I @) - e

s=nreer 21121

i+j=n

En appelant G° la formule précédente appliquée avec le pas h/2"% on peut appliquer la formule de
récurrence (3,8,9) avec n> q (en remplacant I par G) pour trouver des formules plus puissantes.

37



$ 3.9
$ 3.9 - PROCEDURE ALGOL POUR L'INTEGRATION DOUBLE ET EXEMPLES NUMERIQUES

B
La procédure ci-dessous calcule ‘/: T odx f f(x,y) dy en utilisant la formule de récurrence

(3.8.9). Elle donne la possibilité de prendre deux pas de départ HD1 et HD2 différents en x et en
y. Elle économise le plus possible les calculs de la fonction f,

réel procédure INDOURO (FF, Al, B1l, A2, B2, N1, N2; ORDMAX, PREC, SORT, RES) ;.
valeur Al, Bl, A2, B2, N1, N2, ORDMAX, PREC ; :
réel Al, Bl, A2, B2, PREC ; entier N1, N2, ORDMAX ; Booleen SORT ;
tableau RES ; réel procédure F ;
commentaire: Cette procédure calcule l'intégrale de F(X, Y) sur le rectangle [Al, Bl] x [A2, B2].
On choisit des pas de départ (Bl - Al)/N1 et (B2 - A2)/N2 pour X et Y. On trouve une suite d'éva-
luations par des formules dont les silhouettes de validité sont de plus en plus grandes. Les résul-
tats sont portés par le tableau RES, le plus précis étant RES [1] qui est affecté & INDOURO. Si
1'écart relatif entre deux résultats successifs est inférieur & PREC, on arréte le calcul en donnant
4 SORT la valeur vrai. Si 1'on va jusqu'a la silhouette maximum, on donne & SORT la valeur faux.
Le temps de calcul maximum correspond & N1x N2 x 4+ ORDMAX évaluations de F, Le tableau
effectif qui remplacera RES doit avoir [1 : ORDMAX + 1] comme bornes d'indices ;
début réel L1, L2, Pl, P2, U, MA ;

entier I, J, K, FAC ;

11 := Bl - Al ; L2 := B2 - A2 ; SORT := faux ; U := 0.0 ;
P1 := L1/N1 ; P2 := L2/N2 ;
pour I := 1 pas 1 jusqua N1 -~ 1 faire
pour J := 1 pas 1 jusqua N2 - 1 faire
U := U+ F(Al + PL x I, A2 + P2 x J) ;
U :=U x 2,0 ; ‘
pour I := 1 pas 1 jusqua N1 - 1 faire
U :=U+ FAl + P1 x I, A2) + F(Al + P1 x 1, B2) ;
our J := 1pas 1 jusqua N2 -1 faire
U := U+ F(A1l, A2 + P2 x J) + F(B1, A2 + P2 x J) ;
U:=Ux 2,0 ; '
U := U + F(A1l, A2) + F(Al1l, B2) + F(B1, A2) + F(B1, B2) ;
MA := RES [1] = Ux P1 x P2/4,0 ;
our K := 1 pas 1 jusqua ORDMAX faire
début U := 0,0 ; P1 := L1/N1 ; P2 := L2/N2 ;
pour 1 pas 1 jusqua N1 faire
pour 1 pas 1 jusqua N2 faire

c
n

F(Al + P1 x (I - 0.5), A2 + P2 x (J - 0.5)) ;

1 pas 1 jusqua N1 =~ 1 faire

1 pas 1 jusqua N2 faire
F(A1 + P1 x I, A2 + P2 x (J - 0.5)) ;

1 pas 1 jusqua N1 faire

a

B E i =]

LU Ko 2 Lo

HC:C:L,HC:L'»—(C:Q_.HII
SRy

1l

pour

pour := 1 pas 1 jusqua N2 - 1 faire

U := + F (Al + Pl x (I - 0,5), A2 + P2 x J) ;

U := x 2.0 ;

our := 1 pas 1 jusqua N1 faire

U := U+ F(Al + PL x (I - 0.5), A2) + F(A2 + P1 x (I - 0.5), B2) ;

pour J := 1 pas 1 jusqua N2 faire : :
U := U+ F(Al, A2 + P2 x (J - 0.5)) + F(B1, A2 + P2x (J - 0.5)) ;
RES (K + 1] = RES [K]/4.0 + U x P1 x P2/8.0 ;

FAC := 1

o}
o
=
Yt

pour K pas - 1 jusqua 1 faire
début FAC := 4 x FAC ;
RES [I] := RES [I + 1) + (RES [I + 1] - RES [I])/(FAC - 1)

fin ;
si ABS ((RES (1] - MA)/RES [])s PREC alors allera TERME ;
MA := RES [1] ; N1 := 2 x N1 ; N2 := 2 x N2

fin ;

allera AFFECT ;

TERME : SORT := vrai ;

AFFECT : INDOURO := RES [1]

fin
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Donnons encore la procédure ALGOL basée sur la formule des rectangles, Nous l'appelons
INDOUREC. Le reste de la t&te de procédure est inchangé par rapport & la précédente. (Le temps
de calcul maximum devient toutefois N1 x N2 x 4+ (ORDMAX + 1). Nous n'écrivons que le corps
de la procédure INDOUREC' :
début réel L1, L2, P1, P2, U, MA ; entier I, J, K, FAC ; L1 := Bl - Al
SORT :- faux ; U := 0.0 ; P1 := L1/N1 ; P2 := L2/N2 ;
pour I :=1pas 1 jusqu'a N1 faire

1 pas 1 jusqu'a N2 faire .
U + F(A1 + PL x (I - 0.5), A2 + P2 x (J - 0.5)) ;
RES [1]) := MA := Ux Pl x P2 ;
pour K := 1 pas 1 jusqu'a ORDMAX faire
U 0 Nl := 2 x NI ; N2 := 2 x N2 ; Pl := L1/NL ; P2 := L2/N2 ;

; L2 := B2 - A2 ;

début = 0
"pour I := 1 pas 1 jusqu'a N1 faire
pour J :=1 pas 1 jusqu'a N2 faire
U = U+ FAL + P1 x (I - 0,5), A2 + P2 x (J - 0.5)} ;
RES [K + 1] := Ux Pl x P2 ; FAC := 1

pour 1 := K pas - 1 jusqu'a 1 faire
x FAC ;
RES[I] := RES [I + 1] + (RES[I + 1]« RES[I))/(FAC - 1)

Q.
[0}
o
g
]
>
Q
N
S

§ABS ((RES (1] - MA)/RES [1}) ¢« PREC alors allera TERME ;
MA := RES (1]

fin ;

allera AFFECT ;

TERME : SORT := vrai ;

AFFECT : INDOUREC := RES (1]

fin

Exemple numérique :
Considérons le calcul de
y=2 x=1
= i dx d , 399
I j;=0 fo sin(nx) exp (y) dx dy # 4,067 399 44

avec un pas de départ de 1 en x comme en y,

résultats approchés erreurs
Ig
procédure INDOURO | 4,067 380 6 19 x 107
(trapézes)
5
R5
procédure INDOUREC 4,067 391 9 7 x 107
(rectangles)

Notons que 12 coflite ici 3 fois plus que R;.

Plus précisément :

I" cofite (2" + 1)? calculs de £

n

R} cofite 3- L calculs de f

Le co0t de I7 est donc 3/4 du coit de R pour n ass'ez grand. (mais on peut espérer avoir
une meilleure précision avec R7)
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CHAPITRE 4

ETUDE DE LA DERIVATION APPROCHEE

Les formules de dérivation étudiées dans ce chapitre permettent 1'évaluation de la dérivée
d'une fonction dont les valeurs sont calculables en des abcisses quelconques, Ces valeurs ne sont
pas entachées d'erreurs de type expérimental mais seulement dlerreurs d'arrondi relativement petites .

$ 4,1 - FORMULES UTILISANT DES POINTS TOUS DU MEME COTE

Soit f une fonction définie sur (0, Q]. On suppose, sans le dire chaque fois, 1l'existence des
dérivées jusqu'a l'ordre utilisé dans les formules, Nous cherchons des formules approchées utilisant
les valeurs de f sur [0, Q] pour calculer f'(0) (dérivée & droite éventuellement), Considérons la for-
mule la plus rudimentaire : '

#(h) - £(0) _

£1(0) ~ 5 C(h) (4.1.1)
L'erreur s'exprime simplement :
1 h (21
= f1 —_ -
C(h) = £1(0) + ¢ j; (h - t) £2%t) dt
(4.1.2)
h
= £1(0) + 5 £7'(€) £€ (0, h]
et en intégrant plusieurs fois par parties :
} b K £Y0) A S () I N R SR ) Ly
C(h).—f'(0)+ 2t f(0)+—"§!——“ cese +—°ﬁ—,.—— +h .£ Tf (t) dt (4.1.3)
C(h) = B_; (h) + 1" S(h) (4.1.4)

avec S fonction bornée de h,
En effet :

}l—lf;h (h—r;.—tl £Yt) dt = n° f01(1 -T) £V (h T) dT = " S(h)

Appliquons le procédé d'extrapolation L, (voir $-1,2) & la fonction C pour trouver C(0) = £'(0). Soit
{h,} une suite d'abcisses décroissantes tendant vers 0, Le procédé L, utilise les n premiéres ab-
cisses h,.

L.(C)

1
R £1(0) + A',’( (hk)"_/; (1 -1 f("”’(hkT) dT

(4,1.5)

|~ 3

k=1

£00) +—+ J, [Z A, &lt) (—}%ﬂ ]f‘"”’(t) dt

(€ (t) = 1 entre 0 et h, et 0 ailleurs),
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L'erreur de dérivation de la formule L, (C) est donc mise sous forme intégrale portant sur
la dérivée n + 1éme de f, La formule L (C) utilise n + 1 points : h;, h,, ..., h, et zéro, Elle est
exacte quand f est un polyndme de degré n, L (C) est donc simplement la formule classique qui con-
siste, pour trouver une valeur approchée de f' en un point h , & faire coincider un polyndéme de
degré n avec f en n + 1 points (dont h,) et & prendre la dérivée de ce polyndme en h,, Il faut seu-
lement remarquer que tous les points utilisés sont d'un mé&me co6té de h,,

Progression des calculs

Appelons comme au § 1.2 b) C! la formule de dérivation approchée qui utilise

vhm-‘ hm_1: e hm-n+l et 0 (m>/ n)
ci\ = Clh,) = f(_hm)_h:LO) (4.1,6)

m

On a en fait une extrapolation sur la fonction C., On a donc la formule suivante qui permet la pro-
gression des calculs :

n n
cmt oL Boner X Crer = hpay X Cy
+1 -
" hm_n+l - hm+1

(4.1.7)

Cette relation simple ne semble pas 8tre directement généralisable & 1'évaluation des dérivées d'ordre
supérieur 3 1 ou méme & 1'évaluation de dérivée premitre en une abcisse quelconque : elle est due
au fait que 1'on évalue la dérivée en un point (zéro ici) qui fait partie des abcisses utilisées, Dé-
rivons 1'identité d'Aitken (1.2.5) apreés avoir ajouté le point zéro :

Prix, vees Xgs 0,%) x (x - x) - P (X, ..., X, 0,x) x {x - x;)
X1 - X,

Plo(x, X oo, %, 0,%) =

+ Pn(xl’ c0 ey xn-l’ Oxx) - Pn(xz: LRCRCE ) xna O,X)

X - Xp
La deuxiédme partie du terme de droite ne disparailt que lorsque x = 0 et 1'on trouve la formule
(4.1.7). Pour une abcisse quelconque, il faut construire deux tableaux triangulaires :
Si E| désigne la valeur en x = a du polynéme basé sur h,, h,,, ..., by

et F, désigne la dérivée en x = a de ce polyndme, on a les 2 relations :

o= F"'n x (a - hm+l) - F:nl x (a - hm-n+1) . E:‘ -~ Em"+l
m+l hm_,ﬁ.]_ - hm+1 hm-rH-'l - her
n n (4.1.8)
L, Eix (a-h,) -En (@-h )
Em+1 =

hrn—ni-l = hm+l

Pour les dérivées d'ordre plus élevé, il faut manipuler plusieurs tableaux, que le point ol 1l'on

évalue la dérivée appartienne ou non & l'ensemble des abcisses utilisées.

Etude du noyau d'erreur :

(voir Kuntzmann [26] page 152)
f
LC) = 1(0) + [ e ") at (4.1.9)

Pour étudier ¢,(t), donné par (4,1.5), posons :

n Al )
o) - § v Et) (- 1)

k=1 It by
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Pour j > 2, les CIDJ- sont continues pour tout t : en t = 0 cela provient du fait que :

Y A'W?' =0pourj=2,3, ..., n;%(0"=0
k=1

n

Pour j 1 : On a continuité partout sauf au point t = 0 ; @,(0*) = 1,

n

Pour-j 0 : & est constante par morceaux. @, est discontinue en 0, h,, h, ;s «ev, by

On a la relation : <I>:.+1(t) = ~®it) (5= 0, 1, ..., n-1) sauf au points de discontinuités de e
mentionnés ci-dessus,

Tous les @; sont nuls en dehors de [0, h,l.
@, change de signe au plus n -'1 fois & 1'intérieur de [0, h] (sans compter les extrémités h, et 0).
@, change de signe également au plus n - 1 fois a l'intérieur de [0, h] (du fait que @ (0*) = 1).

®, change de signe n - 2 fois au plus & l'intérieur de [0, h,] (en effet ,(0*) = @,(h;) = 0) et ainsi
de suite,..

€, = ® ne change pas de signe dans [0, h] (4.1.10)

On a donc :

o2
L,(C) - £10) = [ e,(t) Y0 at

Q
- g) x [ et) dt avee L€ [0, b

' Q
Pour trouver f

[

€. (t) dt il suffit d'appliquer la formule L.{C) a la fonction :

tn+l

) = (n + 1)¢

on a :

f(n"'l)(t) =1
et

2 ¢ A (h)r
[ewm e 2T

et en tenant compte de l'expression des A", (¢ 2.1) :

(9] n+l d
[ e at = Cuo [T G
° (n+ 1)}
On a donc finalement :
(_ 1)n+1 n .
L.(C) - fY(0) = TR (k=1 {h,) ) " (E) - avee £ €[0, hy) (4.1.11)

Convergence :

Pour toute fonction f dérivable & droite en 0, la fonction C est continue & droite en zéro, Le
théordme de convergence du § 2.1 permet donc d'affirmer que le procédé L (C) converge vers la
solution pour toute fonction dérivable a droite en zéro si et seulement si les abcisses h vérifient

la condition (o) ; on prendra tout simplement des abcisses en progression géométrique de raison
B<1:

hy,,= B x by
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§ 4.2

. : 1
Abcisses en progression géométrique de raison 5

Appelons Cp 1a formule qui correspond & une extrapolation sur la fonction C basée sur les pas

h
-2—2_—1—-, R qui est exacte quand f est un polynome de degré n. C",, et C. sont exactes pour
des polyndmes de degré n : a C,, +b C, utilise les mémes abcisses que C::i, et est exacte pour
un polyndme de degré n si a + b = 1. En choisissant correctement a et b on peut la rendre exacte

pour le degré n + 1 donc identique & C!l, On a la formule suivante, cas particulier de (4.1.7) :

n+. 2“ n 1 n
Cm*i = 2n -1 Cm+l = EF_:.TC"‘
(4.1.12)
h
1
Cm - C(zm—l)
Appelons @7 le noyau de la formule C,.
On a la relation :
R er (2t) h .
e, (t) = pour t € O,W et 0 ailleurs
Donc :
crit f - £1(0) = [7 en’(t) £ N() dt (4.1.13)
0o
avec
—;1— [2 €(2t) eht) ite] 0 - -
. 2" _ 1 m - m ] s1 ’2m+l—n
eq (t) = (4.1,14)
-1 h h ’
-1 e@r ; P ¢
2n - 1 ,“(t) sl t e [2m+l—n-‘ 2"""]
Posons :
t »
enft) = - el (t) dt
wo = - [ el

En intégrant par parties et en tenant compte du fait que :

h

eno) = ey (o
on'a :

crtt - o) = [ eni(t) £ dt
o

Le noyau el de C™?! gioptient donc par la formule de passage :

m+l

- 2t .
T?T—l_i f Cr(x) dx pour t € [0,2"}3?]
- t
enalt) = o
-1 == . h h
2TT—1— t2m- er(x) dx pour t G[—zm, W‘]

$ 4.2 - FORMULES UTILISANT DES POINTS SYMETRIQUES

Soit f une fonction définie sur [- @, + Q.
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§ 4.2

Appelons D(h) la formule de dérivation approchée :

_ f(h) - f(- h)
D(h) = oh (4.2.1)
On a l'expression suivante pour lterreur :
° (h + t)® (b - 1) 5
= ft AT U e B-4uy .s
Dp) = 110) + [ g0 a + L5 9w a (4.2.2)
et en intégrant plusieurs fois par parties :
b 3) 5) B e A (h + t)* (o2
D(h) = £1(0) + 7 £9°(0) +—+ 5 £7%0) + s+ o 170 + S £ @
(4.2.3)
(h - t) (2n+1)
s f e O
D(h) = Q,,.4h) + K" S(h) (4.2.4)

avec S fonction bornée de h, On peut donc appliquer le procédé dlextrapolation M, (voir § 1.4) sur
la fonction D pour obtenir D(0) = f£(0).

£ n 2n
M (D) = £(0) +2+1,_ N [kzl B ¢,(t) (hk—zl;#)— ] £l2nvilg) gt (4.2.5)

ou g,(t) vaut 1 entre - h, et h, et zéro ailleurs,

La formule M, (D) est exacte pour les polynémes de degré 2n et utilise en fait 2n abcisses
symétriques 2 & 2 par rapport & l'origine. On obtient la méme formule en faisant passer un poly-
ndéme de degré 2n - 1 par ces 2n points et en prenant sa dérivée en zéro (la validité s'étendra au
degré 2n a cause de la symétrie),

Noyau d'erreur :

M,(D) - £'(0 j @, (1) £27H(t) dt (4.2.6)
Comme au paragraphe précédent on pose :

¢ Bpogft) (b, - |ty
El it x (2h) ’

on a ¢, = @,,

o) =

Les q,j sont continues paritout pour j > 1

¢, est discontinue aux abcisses i h,.

On a cl)'jﬂ = - sauf pour j = 0 aux points + h,, Les fonctions q,j sont paires,

¢0 change au plus n -~ 1 fois de signe & l'intérieur de [0, h,], (aux points h, h,_,, ..., h,).
4;1 change également au plus n - 1 fois de s’igne dans [0, h)], car ¢,(0) # 0. De méme ¢»2.

Mais ¢, change au plus n - 2 fois de signe car ¢ (0) = 0, et de méme pour ¢,» En continuant ainsi,
‘1’2,'-1 et ¢,; changent au plus n - j fois de signe; ¢,,_, garde un signe constant et ¢, = @, est mo-
notone et de signe constant dans [0, h,;], On a donc pour llerreur :

M, (D) - £1(0) = (f ®t) dt) x £"E) avec EE [- hy, + hy]
(4.2.7)

ek

L B ()™

e e
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§ 4.3

O T 00

M,(D) - £1(0) = EEETE

(%) (4.2.8)

En résumé : Les noyaux ®,, sont pairs : dans V'intervalle [0, h;] ils sont alternativement po-
cps . L2, . A . (4.2.9)
sitifs décroissants (n impair) et négatifs croissants (n pairs).

Abcisses en progression géométrique de raison%

Soient DP la formule basée sur les abcisses :

h h h

et leurs symétriques, et ®>" le noyau d'erreur correspondant, On a les formules de passage :

Dn+l - . 22n

-l
m+1 22n -1 Dm+l =

2% -1 n

1 2t 2n - h +h
—-—22,, 1 ft ®;"(x) dx pour tG[———zm,,l_n s 2m+1_n]

n 1 A ang _h_ h
@L(t) = ZT:—I—ftZ ®%(x) dx pour t E[zm_n s 2T—] (4.2.10)
1 Z_;h__" 2n -h i h
PrCa—y j: ®°Nx) dx pour tE[——z,,_n 3 ]

a)2n+2(t) =ft G)2n+](t) dt
m+l h m+l

2m=n

$ 4,3 - PROGRAMME ALGOL ET EXEMPLES

Nous preundrons comme exemple les formules du § 4.2 avec les abcisses en progression géo-

métrique de raison %
réel procédure DERIVEE (F, A, H, ORDMAX, PREC, SORT, RES) ;
valeur A, H, ORDMAX, PREC ; réel procédure F ; Booleen SORT ;
réel A, H, PREC ; entier ORDMAX ; tableau RES ;
commentaire ;: Cette procédure calcule la dérivée de F(X) pour X = A, On calcule F en des abcisses
prises dans ltintervalle [A - H, A + H], On trouve une suite d'évaluations d'ordre croissant, Si
1'écart relatif entre deux résultats successifs est inférieur & PREC on arréte le calcul en donnant
4 SORT la valeur vrai., Si l'on va jusqu'a l'ordre maximum on donne & SORT la valeur faux, L.es
résultats sont affectés au tableau RES, le plus précis RES [1] étant aussi affecté & DERIVEE, Le
temps de calcul maximum correspond a 2 x (ORDMAX + 1) calculs de F. Le tableau effectif qui rem-
place RES doit avoir [l : LE + 1] comme bornes d'indices si LE est la parameétre effectif qui rem-
place ORDMAX ;
début réel MA ; entier J, I, FAC ;
SORT := faux ; MA := RES [1] := (F(A + H) - F(A - H))/2.0/H ;
pour J := 1 pas 1 jusqu'a ORDMAX faire
début RES [J + 1] := (F(A + H/2.0) - F(A - H/2.0))/H ;

FAC :=1 ;

pour I := J pas - 1 jusqu'a 1 faire

début FAC := 4 x FAC ;

RES [I] := RES[I + 1] + (RES [I + 1] - RES [I])/(FAC - 1)

fin ;
si ABS ((RES [1] - MA)/RES [1]) €« PREC alors allera TERME ;
MA := RES (1] ; H := Hf2.0

fin

allera AFFECT ;
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$4.,4
. TERME : SORT := vral ;

AFFECT : DERIVEE := RES [1]
fin

Le programme peut s'écrire également en utilisant l1'une des procédures définies au ¢ 1.5. Le
parameétre ALPHA vaut donc 2 et T est pris égal & 2 puisqu'il s'agit d'une extrapolation pour poly-
némes pairs, On applique l'extrapolation a la fonction V(H) = (F(H/2) - F(-H/2))/H. On prend H = 1
comme premiére valeur, On traite la fonction F(X) = 1/(X - 1) dont la dérivée en zéro vaut - 1.
début réel procédure F(X) ; valeur X ; réel X ;

F := 1.0/(X - 1.0) ;

réel procédure DER (H) ; valeur H ; réel H ;

DER :- (F(H/2.0) - F(- H/2,0))/H ;

tableau RE, SE [0 : 10] ;

procédure RINEVILLE ..... voir déclaration § 1.5 ..... ;

-RINEVILLE (DER, 2.0, 10, 5.0, -5, 1.0, 2, RE, SE)

fin

RE [I] sont les valeurs de V(H) pour des pas H successifs

SE [I] sont les valeurs améliorées plus précises,” SE [I] est en fait une combinaison linéaire con-
venable des RE [Jlpour J =1, ..., L.

On trouve les résultats numériques suivants :

H I Sans extrapolation Avec extrapolation
RE [I] : SE (I}

1 0 -1,3333333 - 1,333 3333
1/2 1 -.1,066 666 7 - 0,977 777 7
1/4 2 - 1,015 872 9 - 1,000 352 7
1/8 3 ~ 1,003 921 6 - 0,999 998 62
1/16 4 - 1,000 9775 - 0,999 999 98

L'erreur sur RE [4] est environ 2 x 107 alors que l'erreur sur SE (4] est 2 x 10°%,

$ 4.4 - QUELQUES EXTENSIONS POSSIBLES

L'application de l'extrapolation & la dérivation approchée étudiée dans les § 4.1 et 4,2 n'a pas
conduit & des formules nouvelles, Cela est di aux formules de départ employées, Il n'en sera plus
de méme pour les cas traités ci-dessous. Comme pour l'intégration approchée, diverses extensions
sont possibles :

a) formules 4 1 dimension :

On peut employer la méthode d'extrapolation pour évaluer des dérivées d'ordre plus’ élevé ou
méme des expressions différentielles, La formule de départ employé comporte souvent davantage de
points que celles utilisées en 4,1 et 4,2, Dans ce cas on n'obtient pas en général des formules clas-
siques : comme pour l'intégration approchée, les formules obtenues ne correspondent pas au degré
de validité maximum, Elles s'obtiennent facilement d'une maniére itérative,

Exemple : Evaluation de la dérivée seconde de f(x) en zéro. Prenons comme point de départ une for-
mule F & 4 points 0, h, 2h, 3h, valable pour les polynémes de degré 3. On a alors :

F(f) - £(0) = A, b® + Ay B + A B + ...
On employera le procédé 1), La premiére ligne du schéma triangulaire (1.3,6) est supprimée, Les
valeurs de I} sont remplacées par F(f) calculée avec un pas —Znh_—z

Le tableau ci-aprés donne les nombres de points, degrés de validité et dispositions des pre-
miéres formules obtenues : '
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§ 4.4

Nombre de Degré de X ces

Formule points validité Dispositions
L2 4 3 - + —+ }
12 6 4 ' ' ' 4 ' +
L 8 . 5 — ': + + t }
I’ 10 8 bt } }

B) formules i plusieurs dimensions

L'extrapolation peut-&tre appliquée au calcul de dérivées partielles ou
rivées partielles, :

Considérons la formule D, pour le calcul de la dérivée partielle

Pt
.ax By (0: 0) - fl,l(oa 0)
_f(h, h) + £(- h, - h) ~ f(h, - h) - f(- h, h)
Dw f = a2 -

On a alors :

D f=f ,0,00+h®A,+h A, + 1 A + ...
1,1 2 Y4 6

Xy ¥

A, contient f, (0,0); £, ,(0,0) ; £, 4(0,0)
A, contie.nt f5,0(0,0) ; £, (0,0) ; £, ,(0,0) ; £, ((0,0).

d'expressions aux dé-

etc,
Appliquons le procédé M, ; Donnons explicitement la premidre formule obtenue :
M; (D, ) : Silhouette de validité
+1 =1
‘128 1207
- ]
302 3n2
0
+t =
302 3h2 «
-1 +1
1202 12p9
i
Exemple
fix, y) = — . 2% (0,0)=-025 ; h =05 ; h, =025 ; h, = 0,125
=4 1+ev ° 23xo3y R ’ T ’ ! H ’
D f - 3 erreur sans erreur avec
xy T pour h = 0,125 M;(D,,, 1) extrapolation extrapolation
- 0,249 994 75 - 0,249 999 97 525 x 1078 3 x 107
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CHAPITRE 5

APPLICATION A L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Nous allons étudier dans ce chapitre l'application du procédé d'extrapolation du chapitre 1 a
l'intégration approchée des équations différentielles,

Pour les probldmes de conditions initiales il existe déja de nombreuses méthodes dlintégra-
tion dont 1'erreur de discrétisation est petite, Par contre il est toujours difficile pour les problémes
de conditions aux limites de discrétiser avec une erreur infinitésimale d'ordre élevé : le procédé
de Richardson permet dans certains cas d'augmeuter cet ordre et diobtenir une précision difficile
& atteindre par les autres méthodes ; ce phénoméne sera encore plus net pour les équations aux
dérivées partielles de type elliptique et les équations intégrales de Fredholm traitées au chapitre
suivant. 8i V(h) désigne la solution approchée en un point fixe obtenue avec un pas h, l'efficacité
du procédé de Richardson est lide & l'existence de constantes Ci{(i=0,1, ..., r - 1) et d'une
fonction B bornée de h € [0, h,] telle que llon ait :

r-1

V() = X C; b + 1’ B(h) pour tout h € [0, h,]
(|B)| < K)

On appliquera le procédé M, ($ 1.4) quand les C; sont nuls pour i impair,

Nous allons examiner l'existence d'un tel développement dans quelques cas simples,

$ 5.1 - ETUDE DU COMPORTEMENT DE LA SOLUTION APPROCHEE EN FONCTION DU PAS h
POUR UN PROBLEME DE CONDITIONS INITIALES '

Considérons 1'équation différentielle y' = f(y, x) avec la condition initiale v{a) = a, y{x) dési~
gnera la solution exacte.de cette équation. Nous employons la méthode d'intégration approchée d'Euler

{méthode de la tangente) avec un pas h, La formule de passage de l'abcisse x, = a + nh 3 l'abeigse
Xpsr = a + (0 + 1)h est la suivante :

Yorr ® Yo + hilyn, xo) (5.1,1)
on prend y, = & On intégre dans l'intervalle [a, bl, D désigne le domaine en x, y suivant ;
agxXghb, ~2w<cy<+ ®
On note l'erreur dlintégration
& = Yo = yixa)

pour l'abcisse x,. Dans toute la suite on suppose 0 < h < (b - a), Les méthodes de démonstration des
théorémes suivants sont inspirées de P, Henrici [18].

of of

Théoreme 1 : Si f(y, x) est continue sur D et posséde des dérivées partielles 3y et é—x—également con-

tinues sur D, si en plus {gy—f—l est bornée par une constante ¥y sur D, alors llerreur e, de la mé-

thode d'Euler & l'abeisse x, € [a, b] vérifie :
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§ 5.1
les <h x K

oll K est une constante indépendante de h et n,

Démonstration : Avec ces hypothéses, 1'équation différentielle a une seule solution exacte y(x) qui
posséde une dérivée seconde continue sur [a, bl.

Appelons :

1
NG =5 SRR

bl fyr ()|

]
Par définition on a :
ym+1 = ym + hf(Ym’ xm)

Et pour la solution exacte, en utilisant le développement de Taylor :

2
Yikmd = Yk + hily(xd, x) + 3o y*(E)

avec & € [Xn, Xpaals
En soustrayant :

2

ensr = €p + h [H(y(Xa) + €ns Xn) = Hy(xa)s Xa)] —%— y'HE)

On obtient donc :
lewsa| < len| + b Fifen| + B N(xon)
m=20,1, ..., n -1 ; e =0
soit encore :

[emer] < 80 x A+ B avee A =1+hF

= i N(x,)

jos}
]

On en déduit :

A -1y _ 1+hRm) -1
el <« B(5=7) hN(xn)[————————Fl ]

On voit facilement que :

(1 + (X"—-%)__Fl)n g et (x € [a, b])

n
dtonr :
eFl(xn-a) -1
|en| <h N(Xn) X (———Fll—) (5.1.2)
11 suffit donc de prendre :
Filb-a}
K = N(p) x S+ (5.1.3)

1

Théoreme 2 : Nous faisons les mémes hypotheses qu'au théoréme 1 mais nous considérons une for-
mule dtintégration de la forme :
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§ 5.1
Voer = Yo + b £y, x,) + 8(m, h) x h* C

ol C » 0 est une constante indépendante de m et h et oll 8(m, h) vérifie :
|8(m, h)| <1

pour tout m entier et tout h (0 <h ¢b - a).

On a alors encore la majoration suivante pour l'erreur e, :
lea < h x K*

ol K* est une constante indépendante de n et h,

pémonstration : La démonstration est analogue & celle du théoréme 1 ; B est remplacé par h¥N(x,) + C) ;

il suffit de prendre :

Fitlb-al

K* = (N(b) + C) (9——F1—'——1)

Théoreme 3 : Nous supposerons maintenant que f(y, x) est continue sur D et qu'elle admet: des déri-

2 32 32
vées partielles %’ff'—a{xif— ——f—; £

continues sur D.

? 3
Nous supposons en outre que les quantités l-a—;—l et I:gy—fl sont bornées sur D par i et F, res-

pectivement, Alors l'erreur de la méthode d'Euler a 1'abcisse x, € [a, b] obtenue avec un pas h

vérifie :

e, = h e(x) + b’ B(n, h)

oli B est une fonction bornée de n et de h, (|B(n, h)| < H) et e(x) la solution de 1'équation différen-

tielle :

de

Le - n

- L (y(x), x) x e - —;— y'x) ; ela) =0

Démonstration : On a encore la formule de passage :

Yo+ = Ym + h f(ym-v xm)

D'aprés les hypothéses, la solution exacte y(x) posséde une dérivée troisieéme continue, et

1'on peut écrire : .

2

3
¥(Xps1) = Y{Za) + h Hy(x,), xa +—hé- vy (xw +%._ yrr(e)

avec g € [Xn %l
En soustrayant on obtient :

1’ %4
ens1 = €n + h [f(y(X:) + €m Xa) - H(y{Xa), Xm)] ——z—y"(xm) -3 y'E)

L'expression entre crochets s'écrit :

1 12 * 2
£} (y(%a)s %n) &0 +—— (¥% Xn) €%

(y* se trouve entre y(xa) et ya).

€m

En appelant €, la quantité h

, on passe de &z & €p+1 par :

50

e FTIe AT



§ 5.1

Emi= & + h [f,(y(x), x,) & - ‘;‘y“ (xd1+ 12 p_
avec
< et * PR ST )
Ipm|\ | yz(ya X0 | ea +3|. ly' (e |

On sait déja (théoreéme 1) que :

eFilb-a) _ 1)

lorl = 1% < ¢, = N x ( =

h
Posons :
Gy = Max Jyrent)|

tefa,b)

On a alors :
1
|pm|<F2 XC§+EG3=02

On est dans les conditions d'application du théoréme 2 ; la formule de passage de e, & €,1 cor-
respond & une formule d'intégration approchée de l'équation différentielle (y(x) supposé connu):

de _ 4 1 iy -
™ fy(y(x), x) x e - 5 y'"(x); e(a) = 0
soit :
de _ . _
F gle, x) ; e(a) = 0 :
' . X g g . 3g
IL.es dérivées partielles Se et 3% sont continues et B_el est borné sur D, Posons :

L, = Max] I£! (y(x), %)

xé[a,b
e''(x) existe et est continue sur [a, bl.
On a donc d'aprés le théoréme 2 :
Lytb-al)
18, - elxJ)]| g h[% Max |e''(x) |+ Cz](-(al——L)

x€la,b L,
<hH
ot H est indépendant de n et h,
D'ou :
e, = h e(x,) + h® B(n, h) avec |B(, h)| <H
Théoréme 4 : Supposons que f(y, x) soit continue sur D et admette des dérivées partielles jusquta
o1 Pt
9

f .
—2‘| et |_a 3| soient bornées sur D par

'ordre 3 continues sur D, Supposons que les quantités |-§ . I;y 53

F,, F, et F3 respectivement.

Alors l'erreur de la méthode d'Euler a l'abcisse x,€ [a, bl obtenue avec un pas h vérifie :
e = hoelxy) + K glx) + K A(n, h)

oll A est une fonction bornée de n et h
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§5,1
(lA(n, h)| <J)

et £(x) la solution de 1'équation différentielle :

2= 1 (y(x), x) e + I (zb’(x): X o) - % S - enz(x)

dx

e(a) = 0
et e(x) la méme fonction qu'au théoréme 3.

Le principe de cette démonstration est analogue & celui de la démonstration précé-

4
e = & + h [f(y(xa) + e X) - fy(x), %01 -5~ y''(x,) —%y“'(xm) ——2—‘ yiH(E)

Démonstration :
dente, La solution y(x) admet une dérivée quatriéme continue et 1l'on a
2

Posons :
e, = h e(x,) + g, x n?

(en dépend en fait aussi de h).
On sait déja que |€n| < H (théoréme 3).

La quantité entre crochets peut s'écrire :

1] . 2
£ (7(Xa)s Xo) X €q + 22 (Y(X“Z)’ %) X €y gy (vt x) x €
¢

On obtient alors en simplifiant par h :

{elta) - e(xa) - h[f', (y(x2), %) elx) - y—z.‘x—’] b b lewn - 60 - B (2 (30 ) elxa)?

3
. ___y"'fxm) + (5%, %) &) +2_'.ym(g) T T ) e

- w [€a bt + 217 e(xn) € = O
2

La quantité entre accolades s'écrit :
2 3

e(tarr) = e(x) - he'(xd) == eMlxa) +gy €"M(E)

(e""! existe et est continue avec les hypothéses faites).

On trouve donc en divisant & nouveau par h :
11,2 (y(xn), Xn) e(xn)® _ y"'Exm) ) e"(zxm)] P

Em1 = EnT B [f; (y(Xp)s Xq) €p + > 3
avec .
G F CI ¥, Hb- B
vl s+ Zgr— + = : AiruEs 2
On a posé :
Gy = Max ly™t)| ; E = Max le(x)| ; E; = Max let(x)]
xe[a,b] xs[a,b]

tefa,b]

52

B



§ 5.2

On obtient donc les €n par intégration approchée de 1'équation différentielle suivante :

E:fv,(y(x),x) XE+W9(X)2 _yttx) o e'x)

(avec e(a) = 0)
dx 2 3! 2
au moyen d'une méthode voisine de celle d'Euler : on est dans les conditions d'application du théo-
réme 2 :

leq - (x| <h [Max le! )| + 03] (eLl(b - ) =hJ

x€fa, b] 2

donc €, = &(x,) + h A(n, h) oi A est une fonction de n et h bornée par J, ce qui achéve la démons-
tration,

Remarques :

1/ En faisant les hypoth&ses convenables sur les dérivées d'ordre plus élevées de f(y, x) on
peut conclure & l'existence d'un développement en puissance de h jusqu'ad un ordre quelconque,

2/ On peut aboutir & la méme conclusion pour d'autres méthodes que celle d'Euler (Runge Kutta,
par exemple), Pour des méthodes plus puissantes, les premiers termes de développement en h sont
nuls,

3/ Les hypothéses f',, f'%y2, f''',3 bornées dans D peuvent paraitre difficiles & remplir : on
peut en fait les alléger : si l'on sait que la solution y(x) et les diverses solutions approchées (x,,
v,) restent dans un domaine compact et convexe en y : D; C D pour tout n et tout h, ce qui a lieu
dans la plupart des cas pratiques) alors il suffit d'avoir f',, f'*2 et f'''3 bornées dans D;, ce qui
est acquis par la seule continuité de ces quantités (ce sera le cas pour l'exemple n°1 du § 5.2),

4/ On peut obtenir des résultats analogues pour un systéme d'équations différentielles d'ordre
quelconque,

<

§5 2 - EXTRAPOLATION SUR LA FORMULE D'EULER, PROCEDURE ALGOL ET EXEMPLES NU-
MERIQUES

Pour un x fixé, appelons v(h) la solution approchée obtenue en x avec un pas h (qui est for-

cément de la forme = 1:I

qu'avec des hypoth2ses convenables sur f(y, x), v(h) admet un développement en puissances de h de
la forme :

a’ N entier) par la méthode d'Euler, Les théorémes du $ 5.1 montrent

r-1

v(h) = cy + cih + c2f + ... + c,h™ + K B(h) (5.2.1)

ol les ¢; sont des constantes (co = solution exacte en x) et B une fonction bornée de h, On peut donc
employer le procédé d'extrapolation L, basé sur les r pas hi, h, ..., h, (voir chapitre 1),

On prendra souvent :

h X -
b s RSy 0
.
Soit E (x) le résultat en x de l'intégration par la méthode d'Euler avec le pas 2:11. On forme
alors En(x) de proche en proche par la formule :
2P EP - EP
E:& = TBE%L (5.2.2)
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Formules de passage basées sur une extrapolation :

Au lieu de faire toute 1'intégration (jusqu'au bout de l'intervalle considéré avec un pas h, puis

puis h et ainsi de suite, on peut effectuer le passage de t; & t; + h d'abord avec un pas h, en-

h
2 4

suite %’ 2— etc, Si l'on appelle encore E:. la valeur numérique obtenue en t + h par la formule de
la tangente entre t; et t; + h avec un pas 2,{,1—_1, on peut appliquer (5.2,.2) pour obtenir des formules
de passage plus puissantes,

a) Formule E>
:

El=2E, - E]

Cette formule correspond 2 la méthode de la tangente améliorée [25],

b) Formule Eg

E} - S ®) -2 B}t ]

Cette formule correspond a la formule de Runge-Kutta suivante :

a-1
Yia =Y +h Z Aaﬁ fiﬁ
B=0
f,’,l@ = f(Yt/S’ ti + 6/3)
Yie1 T Yiq

avec les constantes suivantes :

=

2
A5o=0;A51=A52=A53='§;A5q=-l

Son développement de Taylor coincide avec le développement de Taylor de la solution jusqu'en
I (voir tableau,[25] page 55) ; l'erreur sur un pas est d'ordre n'.

Les formules itératives E, sont d'un emploi commode : pour intégrer sur un pas, on calcule
les E, successifs jusqu'a stabilisation avant de passer au pas suivant : on dispose ainsi d'un certain
contrdle sur l'erreur par pas.

PROCEDURE ALGOL :

procédure EQUADIF (F, A, B, YO, H, ORDMAX, EPS, T, Y) ;

valeur A, B, YO, H ; réel procédure F ; réel A, B, YO, H, EPS, T, Y ; entier ORDMAX ;
Commentaire, Cette procédure inteégre 1'équation différentielle Y' = F(Y, T) avec Y(A) = YO dans
l'intervalle [A, B,

On prend un pas de base H, Pour trouver la valeur de la fonction & la fin de chacun de ces
intervalles élémentaires on emploie la formule de la tangente avec des pas différents en progression
géométrique de raison 1/2 et on fait une extrapolation de Richardson. On passe au pas suivant quand
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l'erreur relative est inférieure 4 EPS (erreur par pas H) ou quand on a pris ORDMAX + 1 pas dif-

férents,

Les résultats sont portés par T et Y ;

début tableau RES [1 : ORDMAX + 1] ; réel MA, HE, YE, RE ;
entier J, FAC, I ; T := A ; Y := YO ;
INTEGRE : MA := RES [1] := Y + H x F(Y, T) ; HE := H/2,0 ;

pour J := 1 pas 1 jusqua ORDMAX faire

début YE := Y ; TE := T ;

ITER : YE := YE + HE x F(YE, TE) ; TE := TE + HE
si TE< T + H - HE/2,0 alors allera ITER ;

RES [J + 1] := YE ; FAC := 1 ;

pour I := J pas - 1 jusqua 1 faire
début FAC := 2 x FAC ;
RES [I] := RES [I + 11 + (RES [I + 1] - RES [I])/(FAC - 1)
fin ;
si ABS ((RES [1] - MA)/RES [1]) < EPS alors
allera TERM ; MA := RES [1] ; HE := HE/2.0
fin ;

TERM : Y := RES [1] ; T := T + H ;
si T < B - H/2.0 alors allera INTEGRE

:

fin

Exemples numériques :

Nous donnons trois exemples d'utilisation de la procédure précédente avec

les valeurs suivantes

des parametres : EPS = 107 ; ORDMAX = 8 ; H = 0,4.
Bxemple n° 1: vyt = -2t y*; y(0) =1 ;

Solution solution approchée Erreurs par Erreurs
t exacte par EQUADIF R. K. cla§s1que EQUA?IF

x 10 x 10

0,4 0,862 068 9 O,862l068 6 409 - 0,3

0, 0,609 756 1 0,609 755 9 297 - 0,2

1,2 0,409 836 0 0,409 835 8 + 147 - 0,2

1,6 0,280 898 6 0,280 898 4 - 225 - 0,2

2,0 0,200 0000 0,199 999 8 - 177 - 0,2

La comparaison a égalité de colt avec les méthodes classiques est assez difficile

. en effet,

la procédure EQUADIF divise chaque intervalle de base (de longueur 0,4 ici) en sous intervalles de
plus en plus petits jusqu'a obtention de la précision demandée, Nous donnons & titre indicatif l'erreur
pour la méthode de Runge Kutta avec un pas 0,4,

Exemple n° 2 :

“

y' =y s y0) =1 ;

: Solution Solution approchée R Ifmc‘:el::zique EEQrI?Z\g‘ISF
exacte par EQUADIF « 106 « 106
0,4 1,491 824 1,491 824 91 - 0,86
0,8 2,225 541 2,225 539 272 - 2
1,2 3,320 117 3,320 113 610 - 4
1,6 4,953 032 4,953 025 1213 - 1
2,0 7,389 056 7,389 042 2262 - 14
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Exemple n° 3 : y' = By/(L +t) ; y(0) =1

| somen | sotmton apronee | B B
x 10 x 10
0,4 7,529 53 7,529 52 4152 - 0,1
0,8 34,012 22 34,012 14 24920 - 0,8
1,2 113,379 90 113,379 55 91400 - 3,5
1,6 308,915 7 308,914 6 259620 - 11
2,0 729,000 0 728,996 6 625560 - 34

Remarque

Si l'on remplace la formule d'Euler par la formule de passage suivante :

h
Ymelr = Ym + 5 [f(y"u Xm) + f(ynu, xm+l.)] (5.2.3)

les termes impairs du développement en puissances de h de la solution approchée en un point fixe
x disparaissent. On pourrait donc employer le procédé M, pour polynémes pairs ($ 1.4), Cependant,
comme la formule (5.2.3) est implicite, y,,, ne peut &re obtenue qu'itérativement, et il est a craindre
que ceci alourdisse le procédé,

§ 5.3 - ETUDE DU COMPORTEMENT DE LA SOLUTION APPROCHEE EN FONCTION DU PAS h
POUR UN PROBLEME DE CONDITIONS AUX LIMITES

Considérons le probléme particulier suivant :

g o=y, x) ; yla) = A ; yb) =B (5.3.1)

Méme pour cet exemple simple, la situation est plus compliquée que dans le cas d'un probléme
de conditions initiales : il peut y avoir selon les cas plusieurs solutions, une solution ou aucune ; de
méme il peut y avoir plusieurs solutions, une solution ou aucune pour le systéme d'équations ob-
tenu en discrétisant (5.3.1). Pour simplifier nous ferons les hypothéses suivantes dans tout le para-
graphe 5.3 :

f (y, x) continue sur D = [a, b) x 1~ o, + ol (5.3.2)

—ai existe, est continue et vérifie 0 5a—fs ¥, sur D.
oy oy
(F, est une constante).
on sait alors qu'il existe une solution unique y(x) deux fois continlment différentiable vérifiant
(5.3,1) (voir 18).

Théoréme 1 : On suppose que f(y, x) posséde des dérivées partielles continues jusqu'tad 1l'ordre 2, On
pose :

Gy = Max |y'*t)]
te[a,b]
Appelons y;, i = 1, 2, ..., N -1 une solution du systéme d'équations :
2
- Vit 2% - Yin+th fly;, x) =0 5 y,=A ; ¥ =B
avec h = (b - a)/N (on suppose l'existence d'une telle solution) et posons en = yn - y(Xa.), erreur a

1'zbcisse %, = a + (b - a) X_S_
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On a alors :

2

_(b s a)_2 G_" h

leal « = 12

Remarques :

1/ On peut parfois établir l'existence et l'unicité de la solution approchée y; : c'est le cas si
'zl est bornée par L, sur D et si h est suffisamment petit ; par exemple :

2 R 1 32 x 12
—J
h' < min (Fl b - a) L, Gq)

2/ Il suffit que les dérivées partielles d'ordre 2 de f(y, x) existent et soient continues pour
que y(x) soit 2 fois coutinfiment différentiable.

3/ Nous démontrerons le théoréme 2 suivant qui contient le théoréme 1 comme cas particulier,
Théoréeme 2 : Avec les mémes hypothéses que pour le théoréme 1, on suppose que les y; vérifient :
2 4 .
- Yiat 2y - Vi t h f(y,;: Xi,) =-h 8(i, h) K

ot K est une constante et |6(i, h)| <1 pour tout i et tout h ; on a alors :
(b - 3)2 Gy 2
¢ —— = (g
™ . (12 K ) n
Démonstration : On sait que :

Cylre) + 2y(xi) - Y0k + B K(ylxd, xd) = 0'(0, h) S p

avec |0"i, h)] < 1.

En soustrayant avec la relation vérifiée par les y; on obtient :

- ej1 + Zei - €541 + h2 f‘)’(y;-' X,:) e; = e”(i, h) [%+ K]hq

avec y% compris entre y; et y(x;) et [8'(i, h)| < 1.

- Appelons J la matrice carrée tridiagonale de dimension N - 1 ayant des 2 sur la dia-
gonale principale et - 1 sur les deux sous-diagonales,

- Appelons G la matrice carrée diagonalé de dimension N - 1 ayant f',(yi x;) comme
éléments diagonaux. Les éléments de G sont compris entre 0 et Fy,

Le systéme linéaire qui donne les e; peut s'écrire :
(J+h G)e=h (12+K)e

oll o est un vecteur dont les composantes sont inférieures a 1.

En utilisant des propriéiés des matrices monotones et irréductibles (voir [18] page 358), on
peut démontrer que la matrice J + W G est inversible pour h assez petit (h2 < —Fl——) et que les élé-
1
ments de son inverse (J + h? G)-l sont non négatifs et inférieurs aux éléments correspondants de
J' (J est inversible),

Appelons j, . les éléments de J? on a alors :

-

lea| <h* %‘+ K) Zl( in,n)
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On peut calculer explicitement les éléments de It

(N - m) n singm
N <
jm,n =
m(N - n) .
. T 7 sin>m
N
On a
N-1 2
. . m(N-m)_ (xp-3a) (b-x) (b-a)
£ o 2 21 S A
d'ol :
(b - a)® (Gu 2
L = " —
|em| S 7 12 + K) h

pour tout m et tout h (ﬁ < Flg )

Thgior‘eme 3 : On suppose que f(y, x) posséde des dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre 4 et que

of .
Ia—y—zl soit bornée par F,.
Supposons que les y; vérifient :

SVt 29 - Yin * By x) =0 i=1,2, ..., N-=1;y =A ; Y =B
On a alors quel que soit h et n (h2 <—f47‘-) :
P/

e, = b’ e(x,) + h B(u, h)

ol B est une fonction bornée de n, h et e(x) la solution (qui existe et est unique) du probleéme aux
limites :

2
%x%= glx) e -le—y‘“’(X) ;ela) =0 ; eb) =0

avec g(x) = ' (y(x), x)
Démonstration : La solution exacte y(x) vérifie :

[
- h
- yix) + 2y(xg) - yixga) + n’ f(y(x;), x;) = 1—21‘ n v x ) +—_360 8; Gg

avec Gg = }Z/I[afl Iy o)l et Jogl<1
ay

(En fait 9; dépend aussi de h),
En soustrayant avec la relation que vérifie les y, et tenant compte du fait que :
{11 2 .‘, .
fyr x - fy(xs), x) = £1,(y(xa), x0) e + ——?f—y-—x’ e:
on obtient pour &; = e;/H

— — — — 1
S Bt 28 - Gt H (f'y(}’(xi): xi) § -—lgy“”(xi)) =n 9y C,

avec |04 g1
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Go . B o _
360 T 2 C1 Ca

C2 =

¢; est donc obtenue par résolution approchée du probléme :

d’e
dx?

- f,(y(x), %) e -55 ¥V ela) =0 e(d) = 0

Ce probléme admet une solution unique car :
0 < f'y (}’(X): X) < Fl

(il vérifie les hypotheéses (5.3.2)).

On est alors dans les conditions d'application du théoréme 2 :

2
- E
& - elxa)l < @4—3) §L+ Cz) W avec By = Max_le'*'(t)]
tefa,b]

< Hh?

donc :

e, = h? e(x,) + h' B, h) avec |B(n, h)| <H

Théoreme 4 : Or31 suppose que f(y, x) posséde des dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre 6 et
o’ f

3;3] sont bornées sur D par F, et Fy respectivement. Les y; vérifiant les mémes re-

ot
que |37l et |

; 1
lations qu'au théoréme 3, on a pour K < ?—:
1

en = b’ elx,) + h' gx) + 1 A(n, h)

ot A est une fonction bornée de n et h, et g(x) est la solution (qui existe et est unique) du pro-
bléme aux limites :
d’e
dx?

(‘H(

= f'Y(y(x): X) e + % f"y(}’(x), X) e(x)2 - 3—1-60 y(ﬁ)(x) . 1% e X)

gla) =0 ; g(b) =0

pémonstration : La démonstration est analogue & celle du théoréme 4 du § 5.1,

On pose :
e; = W oe(x;) + h' €4

On sait que |g;| <H.

On trouve pour €; :
€.+ 26; - £ 2 g 3 x Lo 3 ox. 32 oL e 1 oy e
- E; g; - Ee1+ 00| Y (y(x;), x;) €4 F 2 2 (y(x;), x;) e(xy) - 360 yooxg) - 12 e xy |+ 8; C3

avec | 8;| € 1 et :

E
C; -2 G, +—22— (2 EH + (b - a) HY +

B Cl . 2
8t 3 T

3 gt o6

indépendant de i et h,

Les g; proviennent donc de 1'intégration approchée du probléme aux limites donné dans 1'énoncé
du théoréme pour £(x).

Ce probléme vérifie les hypothéses (5.3.1) donc a une solution unique.
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On peut appliquer le théordme 2 :

(b - a) et (t)| 2 .2
| e, - e(x,)] §—— (teM[ixb] 13 + 03) h = J K

d'ou :

e, = W oelx,) + b e(x,) + 1 A(n, h) avec |A(n, h)| < J

Remarques :

1/ On peut, en faisant des hypothéses sur les dérivées partielles d'ordre plus élevé de f,
obtenir ltexistence de développements en puissance de h jusqu'd un ordre quelconque.

2/ On peut obtenir des résultats analogues pour des méthodes numériques plus puissantes dque
celle utilisée ici,

3/ Sil'on peut affirmer que la solution y(x) et les diverses solutions approchées appartiennent
4 un domaine D; compact et convexe en y alors il suffit que les dérivées partielles par rapport a
y soient bornées sur D, ce qui est acquis par leur continuité (ce sera le cas pour l'exemple traité
au $ 5.4).

$ 5,4 - EXEMPLE D'EXTRAPOLATION POUR UN PROBLEME DE CONDITIONS AUX LIMITES

Nous considérons le probléme (5.3.1). Si l'on appelle w(h) la solution approchée en- un point
fixe x € [a, b) avec un pas h = b 1—\Ia’ (x et h doivent étre pris de fagon & ce que l'on ait x = nh,

n entier), les théorémes du $5.3 montrent qu'avec des hypothéses convenables sur f(y, x) on a :

2r-2

w(h) = do+ dyh® + dy B + ...u. + dgyrp B 4+ b B(h)

f
)

ol les d; sont des constantes et B une fonction bornée de h. On peut donc appliquer le procédé M,
(§ 1.4) basé sur les polyndmes pairs.

Exemple :
Considérons le probléme aux limites :

3
yregyt s oy0) =4 5 y@) =1

Notons que les hypothéses (5.3.2) ne sont pas vérifiées, En fait le probléme admet deux so-

C'est cette solution que nous allons chercher numériquement

4
lutions dont l'une est y(x) = mz.

pour x = 0,5 (y(0,5) = 1,777 777), On discrétise avec un pas h = 2—11\—1- comme au paragraphe précé-

dent :
- Yia t 2¥; = Yia * K (y; x) =0y, =4 5 Yo = 1)
Pour résoudre ce probléme on peut se donner une valeur y, de départ de la forme :
Vi =¥ tp o xh

et corriger p itérativement afin de trouver y,, = 1,

Appelons y(x, p) la solution trouvée avec un certain y : on choisit la correction Ap telle que :

3
y(1, p+ AR # y(1, w) +4p x—B%(l, w =4

60



$5.5

Pour trouver g—ﬁ(x, w) = nix, p) on résoud l'équation supplémentaire :

't o= £ (y(x), x) x 7 avec n, = n(0) = 0
ny = nh) = h

Selon la valeur de départ donnée & b on converge vers l'une ou l'autre des deux solutions du pro-
bléme,

Les résultats sont rassemblés dans le tableau suivant (la troisiéme colonne du tableau repré-
sente le résultat de l'extrapolation M, portant sur la deuxiéme colonne) :

. . Erreur solution Erreur solution
Solution Solution avec .
h . normale avec extrapolation

normale extrapolation 5 5
x 10 x 10
1/2 1,854 88 1,854 88 77 11 77 11
1/4 1,800 79 1,782 76 23 02 4 99
1/8 1,783 88 1,777 95 611 18
1/16 1,779 33 1,777 178 156 1

Remarques :
1/ En combinant les résultats obtenus avec les pas 1/2, 1/4, 1/6, 1/10, 1/16 (qui sont dans

un rapport approximatif 1,5) au lieu de 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 (qui sont dans un rapport 2) on obtient
une erreur dix fois plus petite,

2/ On peut se donner y'(0) = W, intégrer par les formules de passage de la tangente pour une
équation du deuxiéme ordre :

B2
Yian T Y3 hyt, +"2_ Hy;s x3)

y|1;+1 = Y',; + h f(y,;: X,;)

,On corrige W comme on l'a fait pour p afin d'atteindre y,, = 4. Mais avec ce procédé les
puissances impaires du développemeunt ne disparaissent pas ; il faut donc employer le procédé L,.
Les résultats sont moins bons :

: . Erreur solution Erreur solution

Solution Solution avec .
Pas ) normale avec extrapolation

normale extrapolation 5 5

x 10 x 10

1/2 0,920 554 0,920 554 - 857 22 - 857 22
1/4 1,555 880 2,191 206 - 221 89 + 413 42
1/8 1,685 461 1,689 653 - 92 31 - 8812
1/16 1,734 840 1,785 988 - 42 93 + 821
1/32 1,756 996 1,777 429 - 2078 - 34
1/64 | 1,767 543 1,777 174 - 1023 - 0,3

§ 5.5 - EXEMPLE D'EXTRAPOLATION POUR UN PROBLEME DE VALEURS PROPRES
Considérons 1'équation d'Airy :

y'+ Axy=0 y(0) = y(1) = 0
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. 2VR ‘
Les valeurs propres sont les racines de Jdir3 ('—3—-) = 0 et les fonctions propres correspon~-

dantes
VA
y = Vx Jus (%— x3’2)

Cherchons par exemple les deux premidres \}aleurs propres qui sont voisines des nombres 18
et 80, On résoud le probléme avec un pas h :

Y, = 0

n

1
o

Yia = (2 = M x) yi +y,, =0 avec é

v, = y{i x h)

On peut trouver le A convenable par itérations en résolvant plusieurs fois un probléme de con-
ditions initiales, On se donne Yo = 0 et y; = h, Appelons y(x, A) la solution obtenue avec un cer-
tain A,

o3y, A)

La quantité z(x, A) S5 Obéit a 1'équation :

z'"" 4+ Axz + xy = 0
On résoud cette équation en méme temps que la précédente :
Zi.y ~ (2 - A oxy) z,;~l~z1;ﬂ-l—h2 X;5; = 0

en se donnant z, = 0 ; z; = 0,

En partant d'une valeurs approchée A'°' on détermine la correction AA'°' de la facon suivante :
v ATy, N+ X xoa(n, K = 0

» . i1 {o) 1 : : .
et on recommence l'intégration avec ce nouveau A = A%+ ar' et ainsi de suite,

Appelons A(h) la valeur propre obtenue avec un pas h., La discrétisation étant symétrique en
h, les termes impairs du développement en puissance de h de Mh) disparaissent et oh peut ainsi
employer le procédé M, (chapitre 1), En appliquant la procédure RINEVILLE pour polynémes pairs
(T = 2) sur Afh) avec un pas de départ HD = 0,2 et un rapport ALPHA = 1,5 entre les pas succes-
sifs, ont obtient les résultats suivauts : .

a) lére valeur propre : Valeur de départ A'®' = 18

Valeur exacte : 18,956,
solution solution erreur solution erreur solution
Pas normale extrapolée normale extrapolée
‘ a pot x 10 x 103
~C
1/5 18,251 18,251 - 705 - 705
1/10 18,777 18,953 - 179 - 3
1/15 18,876 18,956 - 80 <1
b) 2éme valeur propre : Valeur de départ AR 80
Valeur exacte ; 81, 886,
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solution

solution

erreur solution

erreur solution

Pas normale extrapolée
normale extrapolée x 107 « 10°
1/5 69,232 169,232 - 12 654 - 12 654
1/10 78,565 81,676 - 3321 - 210
1/15 80, 402 81,896 - 1484 - 10
1/25 81,350 81,886 - 536 <1
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CHAPITRE 6

APPLICATION AUX EQUATIONS INTEGRALES ET AUX EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

$ 6.1 - ETUDE DU COMPORTEMENT DE LA SOLUTION APPROCHEE POUR UNE EQUATION IN-
TEGRALE DE FREDHOLM DE DEUXIEME ESPECE

Considérons 1'équation intégrale suivante :
1
t(x) = [ Kix, y) #y) dy + glx) (6.1.1)
Nous supposons que g soit continue et deux fois continfiment différentiable sur [0,1], que
K(x, y) soit continue et posséde des dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre 2, Supposons que

(6.1.1) admette une solution unique. On sait alors que cette solution admet une dérivée seconde
continue,

Pour calculer l'intégrale on emploie la formule des trapézes avec un pas h =1F:
o1 . n’ B, 6(x) V.
f(x) = IN 2 K(x, x3) f(x;) + K(x, x;40) f(x5.)] + glx) + —— (6.1.2)

i=0
avec :
2

x; = j/N ; |8« 1 ; V, = Max _;2 K(x, y) f(y)

Xy

En {fait on donnera & x les valeurs x; (i = 0, 1, ..., N) et on obtiendra des valeurs appro-
chées f; pour les f(x;) en résolvant le systéme linéaire de N + 1 équations & N + 1 inconnues :

f; =_211\I_ Z [K(x;: x,) f + K(xu xJ+]) f]+l] + g(X) (6.1.3)
. j=0

Pour simplifier nous faisons 1'hypotheése :
IK(x, )« k<1 (6.1.4)

En soustrayant (6,1.2) et (6.1.3) on obtient pour e; = f; ~ f(x;) :

a1 B, V,
A 2
e 9N Z K(Xt-: Xj) e; + K(X,;: Xj+1) ej+1] + h ) 8; avec |9,~| <1 (6.1.5)
j=0 +

qui est un systéme linéaire de la forme :

2

h B: V2

(I ~hbK) e = 0
2
En adoptant pour les vecteurs la norme |e]| = max lei| on obtient pour les matrices carrées

correspondantes (transformations linéaires) :

N
lal = max (2 lagl)
j=0

64

g T




§ 6.1
8 est un vecteur de norme || 6 <1,

hK est une matrice carrée de norme [[hK| <k <1 (d'aprés g.1.4).

D'aprés un théoréme classique, on sait que I - hK admet un inverse et que :

-1 1
I - b)Y < ———
On en déduit :
K B, V,
el = max |e;} ¢ —2 "2
i 2(1 - k)

Théoréme 1 : 51 1'on suppose que K et g ont des dérivées secondes continues (dérivées partielles pour
K), que la solution de (6,1,1) est unique, que K vérifie (6,1.4);, la solution approchée par (6.1,3)
existe et est unique et l'erreur vérifie :

2

|f,; - f(X;)I <h K

olt K est une constante indépendante de i et h. (K = %)

Remarque :

L'hypothése (6.1.4) a été faite pour simplifier la démonstration, On peut en fait démontrer
sans utiliser (6.1.4) que pour h assez petit la matrice I - hK est inversible et que la norme de son
inverse est bornée par rapport & h (L, V., Kantorovich, Functional Analysis and Applied Mathema-
tics, édité par G, E. Forsythe, page 66),

Théoréme 2 : Avec les mémes hypothéses qu'au théordme 1 on remplace (6.1.3) par :

1 & i :
fio= 5 X K, x)) £+ Kxi, xpa) fj0]+ glx;) + p(, h) x CKf (6.1.6)
j=0

avec |p(i, h)] < 1 et C constante., On a encore :

*

£ - f(xi)| <K K

_1
(1 - k)

La démonstration est analogue a celle du théoréme 1.

B, V2
2

(K" indépendant de i et h) ; (il suffit de prendre K =

+ C').

Théoréme 3 : En plus des hypothéses du théordme 1, on suppose maintenant 1'existence et la conti-
nuité des dérivées d'ordre 3 et 4 de K et g (dérivées partielles pour K),

L'erreur vérifie alors :
e; = fi - f(x;) = K e(x;) + b B(@, h)

ol B est une fonction bornée de i et h et e(x) la solution de 1'équation intégrale :

y=1 :
1 B a
e(x) = f K(x, y) ely) dy + ﬁ[; [K(x, y) f(y)]] (6.1, 1)
y=0
Démonstration : La solution exacte f(x) vérifie :
h o B w6, B
f(x;) = 5 ZO[K(Xi: Xj) f(Xj) + K(x;, Xj+1) f(Xj+1)]+ glxz) -7,. B, T1(X1;) - #“—Fw
j .
9
avec T, (x) =[B—y [K{x; y) f(y)]] ;
y=0
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.a‘t)
oo (K, ) f(y)),

Fy = Max

X3y

En soustrayant avec (6.1.3) on obtient en posant & = ei/h2

2 0,
4!

By Fy

& -

o

N-1

— — B
Y (K(xi, x) & + Kixi, x0) &nl + z—le (x3) +
j=0 .

qui corrgspond 3 la résolution de (6.1.7) par une méthode (6.1.6). On peut appliquer le théoréme 2
et on obtient :

e

1—1‘? - e(xy)] <M K

ce qui démontre le théoréme 3.

Théoreme 4 : En plus des hypotheses du théoréme 3 on suppose l'existence et la continuité des déri-
vées d'ordre 5 et 6 de K et g. L'erreur vérifie alors :

e; = K e(xs) + h' €(x;) + B A, h)

oll A est une fonction bornée de i et h et &(x) la solution de 1'équation intégrale :
y=1 y=1

1 ) 3
ex) = [ Kix, y) ely) dy + %[3—3}, (k(x, e(x))]y=o+ f—;.[-i’—j(x(x, v) f(y))]

La démonstration est comparable & celle du théoréme 3.

y=0

$§ 6.2 - EXEMPLE D'EXTRAPOLATION POUR UNE EQUATION INTEGRALE

Considérons l'équation 1'intégrale :
g
f(x) = j; z cos(x + y) f(y) dy + ©x

La condition (6.1.4) est vérifiée, En plus toutes les dérivées partielles existent jusqu'a un
ordre quelconque. Nous cherchons la solution pour une abcisse fixe : x = 0,5 ; solution exacte :
£(0,5) = 1,006 856 727,

La solution approchée w(h) obtenue avec un pas h admet un développement pair jusqu'd un
ordre arbitraire :

2r-2

wih) = £0,5) + dy b® + dy b+ ... +dae B + h*" B(h)

On emploie le procédé M,. Nous essayons des pas successifs dans un rapport 2 puis dans un
rapport 1,5,

Premiére expérience (o = 2) :

R ’ R Erreur solution Erreur solution
n-= Solution Solution avec R
. normale avec extrapolation
1/h normale extrapolation 9 P
x 10 x 10
4(2 1,036 148 056 1,036 148 056 29 291 329 29 291 329
A
8 1,014 122 635 1,006 780 828 7 265 908 - 15 899
16 1,008 669 689 1,006 856 786 1 812 962 ) 59
32 1,007 309 750 1,006 856 728 453 023 1

66




$ 6.3
Deuxiéme expérience (& = 1,5)

R . Erreur solution Erreur solution
n = Solution Solution avec .
) normale avec extrapolation
1/h normale extrapolation 5 9
x 10 x 10
4 1,036 148 056 1,036 148 056 29291 329 29 291 329
6 1,019 799 918 1,006 721 407 12 943 191 - 135 320
10 1,011 502 579 1,006 857 023 4 645 852 296
16 1,008 669 689 1,006 856 727 1 812 962 0

On constate que le coefficient o = 1,5 conduit & la méme précision que o = 2 mais avec un
cofit moindre, '

Pour atteindre une précision 107 sans extrapolation, (solution normale), on serait amené &
résoudre un systéme linéaire de dimension excessive.

§& 6.3 - ETUDE DU COMPORTEMENT DE LA SOLUTION APPROCHEE POUR L'EQUATION AUX
DERIVEES PARTIELLES DE POISSON

Considérons le probléme suivant :

2 2
Ju + Jd°u
X2 3y?

= f(x, y) sur le carré unitaire [0,1] x [0,1] (6.3.1)

u(x, y) = 9(x, y) sur le contour du carré.

Supposons que la solution soit quatre fois continfiment différentiable et notons Gy le maximum
sur le carré des dérivées partielles dlordre 4 (en valeur absolue). Pour trouver une valeur appro-

chée u;; de la solution u(x;, x;), (xk =%) on résoud les équations suivantes :

2 4
. W - Wiel,j - U ger - Uiyt dug + b f(xg, x) = 9;,5,,C

(6.3.2)

ot {954,5,n] €1 et C constante.

En adaptant un raisonnement fait par Kantorowitsch et Krylow, (Nsherungsmethoden der hé-
heren Analysis, (1956) pp 220 - 225) on trouve que l'erreur : :

en,m = un,m - U(Xn, xm)

vérifie pour h assez petit :

lenal <B K (6.3.3)
ol K est une constante indépendante de n, m et h,
Exactement on a :
2 [GuZG + CIN
lennl < B T2 (w, + 6C)
Si w est la solution de Aow' = - 1 avec w = 0 sur le contour, on a posé N = max lwix, y)| et

Xy ¥

Ny le maximum des dérivées partielles d'ordre 4 -sur le carré (en valeur absolue).
Supposons maintenant que la solution u(x, y) soit six fois continfiment différentiable,

En posant &m,n = en,n/H on obtient :
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P— 2 1 (3% 2w o G
-~ €+1,) - €5.1,5 - €i,jer - &g 1 T o4y f h [—1—2(¥+ —3—}“‘) = h' 8y 180 (6.3.4)

donec, si l'on appelle e(x, y) la solution de :

3%  3d%e _ 1 [3u, 3w
27T 20 " T5 rl iy
39X Y 12 | 9x 3y

avec e = 0 sur le contour et en supposant cette solution quatre fois continiment différentiable on a :

l-e—h—z— - e(%Xe, xd] <h* H (6.3.5)

pour h assez petit, ou H est une constante indépendante de m, n, h.

On a donc :
mn = K e(%n, xa) + h' B(m, n, b) avec |B(m, n, h)| < H (6.3.6)

On peut obtenir des développements dlordre plus élevé en faisant les hypotheses correspondantes.

$ 6;4 - EXEMPLE D'EXTRAPOLATION POUR L'EQUATION DE LAPLACE

Exemple n°1 :

Nous prenons le probléme (8,3.1) avec f(x, y) = 0, le procédé (6,3.2) avec C = 0 et
u(x, y} = sin (x) e + sin (3x) e sur le contour, On cherche u (0,5 ; 0,5) = 5,260 90,

Deux valeurs du rapport o entre les pas successifs ont été essayées,

Premiére expérience : (a = 2)

. s Erreur solution Erreur solution
n = Nombre Solution Solution avec normale vec ext olatio
1/h d'équations normale extrapolation ads a ra5p ation
x 10 x 10
10 81 5,304 78 5,304 78 4 388 4 388
20 361 5,271 91 5,260 95 1101 5
40 1 521 5,283 57 - 5,260 178 267 - 12
Deuxiéme expérience : (¢ = 1,4)
n = Nombre Solution Solution avec Erreur solution Erreur solutlo}fl
. . normale avec extrapolation
1/h d'équations normale extrapolation 5 5
‘ : x 10 x 10
10 81 5,304 78 5,304 78 4 388 4 388
14 169 5,283 36 5,261 05 2 246 15
20 361 5,271 91 5,260 86 - 1101 -4
28 729 5,266 49 5,260 82 559 - 8

On constate qu'a partir de la deuxiéme ou troisiéme ligne, les résultats avec extrapolation ne
s'améliorent plus, Cela provient du fait que l'erreur de résolution du systéme linéaire affecte déja
le sixiedme chiffre des résultats de la deuxidme colonne, On a employé la méthode de Gauss-Seidel
en abaissant le résidu maximum en dessous de 10 (on ne peut pas faire beaucoup mieux avec la
représentation - machine des nombres utilisés ici),
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L'extrapolation, qui concerne l'erreur de discrétisation, ne peut abaisser l'erreur totale en
dessous de l'erreur de résolution du systéme linéaire.

Troisiéme expérience : (@ = 1,4)

_ . . Erreur solution Erreur solution
n = Nombre Solution Solution avec .
. X normale avec extrapolation
1/h d'équations normale extrapolation 5 5
x 10 x 10
2 1 6,208 79 6,208 79 94 789 94 789
4 9 5,525 19 5,297 33 26 429 3 643
6 25 5,381 23 5,262 14 12 033 124
8 49 5,329 18 5,260 93 6 828 ] 3
12 121 5,291 44 5,260 88 3 054 -2

On remarque qu'en partant d'un pas grossier (h = 0,5) on a obtenu un excellent résultat en
moins de temps. Les colts des trois expériences sont proportionnels aux nombres 21, 7, 1.

On ne peut atteindre le sixidme chiffre significatif & cause de l'erreur de résolution de sys-
téme linéaire (notons que celle-ci est devenue plus faible, les systémes étant de dimension moindre),
Si 'on voulait atteindre la précision 10° par résolution normale, sans extrapolation, on serait amené
a prendre un pas trés petit, c'est-a-dire & résoudre un systéme linéaire de dimension considérable,

Exemple n°® 2

Ty

: Equation de Laplace sur un coude,

1

Conditions sur le contour : f

u(x, y) = 0,2 [e™ sin qy + e™ sin 7nx]

/ Point P : u (0,25 ; 0,75) = 1,802 274
X ; . . =
0 /// X Point Q : u (0,75 ; 0,75) = 2,984 195
0 0,5 1
Point P :
n = Nombre Solution Solution avec Erreur solution Erreur soluthn
. : normale avec extrapolation
1/n d'équations normale extrapolation 6 6
x 10 x 10

4 5 1,850 307 1,850 307 48 033 48 033

8 33 1,815 111 1,803 377 12 837 1103

16 161 1,805 553 1,802 300 3279 26

32 705 1,803 095 1,802 270 821 - 4
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Point Q :
- Nombre Solution Solution avec Erreur solution Erreur solutlo.n
. . normale avec extrapolation
1/h d'équations normale extrapolation 6 ?
x 10 x 10
4 5 3,070 424 3,070 424 86 229 86 229
8 33 3,007 103 2,985 995 22 908 1 800
16 161 2,990 037 2,984 237 5 842 43
32 705 2,985 659 2,984 190 1464 -5
Remarques :

2
(% - 1) équations pour l'exemple du probléme de Laplace).

si les domaines ne sont pas du 'type rectangulaire' (au sens large).

2

s
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On a traité dans ce chapitre des problémes de type "conditions aux limites". I1 est souvent
difficile pour ces problémes d'introduire des opérateurs de discrétisation trés puissants ; par ail-
Jeurs le cofit de calcul augmente beaucoup quand le pas diminue (Résolution d'un systéme linéaire de

Il peut donc étre trés intéressant, si le comportement de la solution le permet, de preundre
des pas grossiers et de faire une extrapolation. Notons que la méthode ne s'applique pas facilement






CHAPITRE 7

EVALUATION D'INTEGRALES PAR UNE METHODE DE MONTE-CARLO
APPLICATION DU PROCEDE DE RICHARDSON

§ 7.1 - INTRODUCTION

On désigne par "méthode de Monte-Carlo' un certain nombre de ‘procédés de calcul qui peuvent
en fait étre trés différents ; leur seul point commun semble,étre qu'ils utilisent des nombres aléa-
toires, Ces procédés sont appelés suivant les cas : simulation, échantillonnage ou méthode de
Monte-Carlo, La distinction ntest pas toujours bien établie entre ces trois termes dont les sens se
recouvrent en partie. Cela est sans doute di au fait que Von Neumann, Ulam et leurs successeurs
n'ont pas inventé la théorie de l'échantillonnage mais lui ont ouvert, sous le nom de Monte-Carlo,
un champ d'application nouveau et trés vaste, entrainant ainsi des développements importants de
1'ancienne théorie. De nombreux problémes de la physique (surtout atomique) dont la nature & l'ori-
gine, était probabiliste, ont été décrits d'abord & 1'aide d'équations mathématiques parfois trés com-
pliquées, L'innovation a consisté principalement & inverser cette démarche habituelle qui rameéne les
problémes de probabilité & des équations mathématiques. En effet, 1'apparition des calculateurs élec-
troniques a permis de simuler en machine le processus aléatoire tel que la physique le fournit, et
méme de résoudre numériquement certains problémes mathématiques ol n'intervenait pas le hasard,
au moyen d'une analogie probabiliste, Ces nouvelles perspectives ont entrainé un développement con-
sidérable des techniques de réduction de variance : certaines étaient déjd connues dans, leur prin-
cipe mais la théorie de l'échantillonnage n'en faisait pas un emploi aussi systématique (cela ne
justifie toutefois pas les noms nouveaux donnés & ces procédés) ; d'autres sont effectivement nou-
velles et dlles aux propriétés spéciales des populations considérées,

On appelle "simulation" la simple reproduction d'un phénoméne physique dans une machine a
calculer. On parle pluiét de '"méthode de Monte-Carlo' lorsque le phénomeéne physique -a été forte-
ment modifié pour améliorer la précision des résultats et a fortiori lorsque le processus aléatoire
mis en machine n'a d'autre rapport avec le probléme proposé que de conduire numériquement & sa
solution (ce qui est rare en pratique).

En résumé, ce sont donc le recours & certaines analogies mathématiques, 1l'utilisation systé-
matique des procédés de réduction de variance et le genre de problémes traités qui constituent
1'originalité des méthodes de Monte-Carlo.

Dans les deux chapitre qui suivent, nous considérerons le calcul d'intégrales et la résolution

d'équations intégrales & 1l'aide d'une variable ‘aléatoire dont on sait construire des réalisations dans
le calculateur et dont la moyenne est égale & la solution cherchée, Pour réduire la variance nous
ne ferons pas appel & l'origine physique du probléme, que nous ne connaissons pas, mais nous uti-
liserons plutdt les méthodes habituelles de l'analyse numérique : on appliquera en fait les procédés
d'extrapolation du chapitre 1,

$§ 7.2 - QUELQUES PROCEDES DE REDUCTION DE VARIANCE

Soit f une fonction numérique, intégrable Riemann sur l'intervalle [0,1]., Une variable aléa-
toire, de variance finie et dont la moyenne est égale a2 I = fl f(x) dx est appelée estimateur de I,
o

Dans la suite, & ou &; désigneront des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées
sur l'intervalle [0,1] ; si |f| et f?sont intégrables Riemann, f(£) est un estimateur de I dont la va-

1
riance vaut v = f (f(x) - 1)? dx.
-]
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La méthode de Monte-Carlo élémentaire consiste & prendre n ¢, indépendants et a former

5=

n
f€,) qui est un estimateur de I de variance -X—

=1

Cette méthode peut étre considérée comme un échantillonnage de population : considérons
N points équidistants de 1'intervalle [0,1] ; N est grand : par exemple 10°, p étant le nombre de
décimales utilisées pour exprimer g, On a une population de N éléments, la caractéristique du

.eme .= 3
J élément étant X; f(N).

On veut estimer :

N
=L ~
M—szﬂxl_l

a4 l'aide d'un échantillon de n éléments, Les techniques suivantes, utilisées en théorie de 1'échan-
tillonnage peuvent donc étre transposées : Cochran [5] Deming [8],

«) Echantillonnage stratifié :

On divise l'intervalle [0,1] en S sous-intervalles ou strates de longueur 1,(h =1, 2, ..., S).
Dans chaque strate on tire ns abecisses x;,, au hasard (distribution uniforme sur la strate considérée).

S
2 Ny = n
h=1
Appelons :
"
Yo =L2 f(xi,n)

N =1

la moyenne des ordonnées dans la h®Me strate, L'estimateur stratifié sera alors :
S

Ysr= 2 1o Yy
=1

Supposons pour simplifier que l'on ait pris n, = 1, x n,
On a alors le théoréme suivant :
v 1
— - Var (Y9 == X 1, (Y, - D° (7.2.1)
n n =
ol Y, désigne la moyenne de f{ dans la héme strate,

Cela signifie que 1'échantillonnage stratifi¢ est intéressant quand on peut grouper dans une
méme strate des éléments ayant une caractéristique comparable, Si les strates constituent une image
restreinte mais fidéle de la population totale on gagnera peu. Dans notre cas, si f est continue, on
peut prévoir que la stratification sera avantageuse si les strates sont suffisamment petites,

B) Echantillonnage pondéré :

Cette technique a pris le nom d''"“Importance Sampling', en anglais, pour la méthode de
Monte-Carlo, Soit g une fonction densité pour l'intervalle [0, 1]

flg(x) dx =1 ; gx)>0

et X une variable aléatoire admettant g comme fonction densité :

N {0:9)
g(Xx)

est une variable aléatoire telle que :

x)
x)

Bz = 1; Var 2) - [ (B8 1) g0 e (7.2.2)

On choisit g pour diminuer Var (Z). Le choix optimum, impossible & réaliser en pratique est de

[
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. Quandf> 0, g = S S conduit & une variance nulle, On essayera

‘/;l f(x) dx

de se rapprocher du choix optimum, Cette technique s'étend 4 presque tous les problémes traités
par la méthode de Monte-Carlo (pour les équatiouns différentielles, les équations aux dérivées par-
tielles et les systémes d'équations linéaires voir Curtiss (*)). En revanche son emploi est difficile :

elle nécessite une étude préalable et peut conduire pour de mauvais choix de g a4 une augmentation
de la variance.

Y) Méthode de la variable de contrdle : (Fieller and Hartley [11))

C'est en fait la méthode de régression de 1'échantillonnage. Supposons que l'on puisse trouver
une variable aléatoire auxiliaire C de moyenne connue J et telle que le coefficient de corrélation
p entre Y = f(£) et C soit voisin de + 1 ou - 1 ; alors on pourra utiliser l'estimateur :

Y, =Y +b(J-C)

Y,

i=

avec Y =

s
5=

i (7.2.3)

-

(Y, et C; sont des réalisations des variables aléatoires Y et C). On peut choisir b a priori : dans
ce cas on a E(Y,) = I rigoureusement. Si 1'on prend b en fonction des Y, et C; on introduit un lé-
ger biais qui est négligeable quand n est suffisamment grand, En supposant que 1e calcul de Y, cofite
k f01s le calcul de Y, pour que Y, soit avantageux il faut :

Var (Y)

Var (%) < X

clest~a-dire :

v+ b2w - 2bp VVvwsg

=<

ol w est la variance de C.

Le terme de gauche est minimum quand :

b=p \/— E[(c - J (3;2]-1)]

Avec ce b optimum, la méthode de régression est avantageuse quand :

p|> V1 -

Par ailleurs, pour qu'un certain b laisse un domaine possible en p pour lequel Y; est avantageux,

il faut :
(1 -—V——;‘:) \/—;:?<b< (1+ﬁ1) \/WI

Un mauvais choix de b peut rendre cette méthode moins efficace que la méthode simple.

Pour approcher le b optimum on peut prendre :

B -

(*) Sampling methods applied to differential and différence equation, Seminar on scientific computation, I B M
corp. (1949),

Monte-Carlo Methods for the iteration of linear operators. J. of Math. and Phys. Vol 32 n° 4 pp 209 - 232 (1954).
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Remarquons qu'en posant Y; = a + b C; + E; et en cherchant les a et b (méthode des moindres

carrés) qui minimisent Z E? on trouve pour b l'expression précédente. En pratique, la variable C
1

est difficile & trouver et le gain assez faible,

La méthode de la variable de contrdle est peu utilisable pour les méthodes de Monte-Carlo.

8) Méthode des variables compensées : (Antithetic variates, Hammerley and Morton [17],
Morton [39])

Soient Y* et Y? deux variables aléatoires de méme moyenne I, de variances v, et v, et de coef-
ficient de corrélation p, On forme le nouvel estimateur de I :

Y, =b, Y'+ b, Y2 avechb, +b, =1 (7.2.4)

L'estimateur Y, sera avantageux si p est suffisamment proche de - 1.

Plus précisément, si Y, coite k fois Y?til faut avoir :

B v, + b2 v, + 2b, b, p VT, <—kvl—

Le membre de gauche est minimum pour :

b = 1 -pV A
11T +M-2p VA
p, =t =P VE
2 1+ A-2p YA
)\z..v_l

\Z

Et la condition de rentabilité devient :

(1-p2) <l_
1+A-2p VA Kk

On peut supposer A € 1 : Si A > 1, on comparerait plutdét Y, & Y? dont la variance serait inférieure
a celle de Y', d'oll permutation des roles de Y' et Y?, ce qui raméne & un A inférieur & 1. On
trouve finalement la condition :

,-1<p<%[\/_—\/(k-l)(k-)¢)] (7.2.5)

Dans le cas raisonnable olt k = 2, A = 1 il suffit que p soit négatif pour que Y, soit avantageux,

Pour k = 2 le point (A, p) doit se trouver sous la courbe suivante :
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Si f est une fonction croissante, Y! = f(£) et Y? = (1 - ) fournissent un exemple simple de telles
variables compensées, Bien que cette méthode semble plus efficace que la méthode de la variable
de contrdle, elle n'est pas d'un emploi facile : méme avec une étude préalable on ne trouve pas
souvent deux variables compensées efficaces.

Un procédé, introduit par Hammersley et Morton [17] se rattache & la mé&me idée de com-
pensation :

Y = af(a€) + (1 - @) £(1 (1 - «) & = T, I (7.2.6)
Pour certaines fonctions (monotones, par exemple) Y,; peut &tre avantageux avec un coefficient o

convenable. La détermination du o qui rend var (Y,;) minimum est trop compliquée : on peut se con-
tenter de rendre T, f(x) aussi constant que possible ; par exemple :

T, £f(0) = T, £(1) soit f(a) = (1 - a) £(1) + a £(0) (7.2.7)
Les auteurs envisagent également la variable aléatoire :
Yoy = @ fla) + (1 - o fla+ (1 - a)E) = S, £(E) (7.2.8)
avec o tel que S, f(1) = S, f(0) soit :
(1 - 20 fla) = (1 - a) £(1) ~ o £(0) (7.2.9)
La détermination des a qui satisfont (7.2.7) ou (7.2.9) n'étant pas toujours facile et méme possible,
on congoit que 'emploi successif des opérateurs T, et S.. par exemple Tz T, ou Tg S soit encore

plus  délicat. Néanmoins, on constate la propriété suivante : Si o est tel que (7.2.7) est vérifiée
alors :

Sy, T £f(1) = 8y, T, £0)
et par conséquent :
Stz Ta £(1) = 81, Ta £(0) (7.2.10)

Si 1l'on pose :
21 = X + J
U, fx) = = 2‘:) 1(*=2) (7.2.11)
j=

S}, représente en fait U, avecn = 2", Cela suggére 1'idée suivante, qui sera la base du paragraphe
7.3 : appliquer llopérateur U, sur une fonction f* transformée de f d'une manidre convenable, T,f
est un exemple simple de f* ; la seule exigence est de conserver BE(f*(5)) = B(f(g) = I,

D'autres techniques ont été proposées, Citons le procédé de Roulette russe et éclatement (Split-
ting) [21, surtout employé dans les problémes de transport de particules, 1tutilisation de valeurs
moyennes etc. Toutes ces méthodes demandent une étude préalable de la fonction ; nous développons
dans le paragraphe suivant un procédé qui n'a pas cette exigence mais qui suppose en revanche
V'existence des premiéres dérivées,

& 7.3 - ECHANTILLONNAGE SYSTEMATIQUE SUR UNE FONCTION MODIFIEE

Ltintégrale sur [0,] de la fonction U, f définie en (7.2.11) vaut 1, La variable aléatoire
U, f(E) est donc un estimateur de 1.

Reprenant les notations du début du § 7.2, on a divisé la population de N éléments en n strates

égales. Appelons X;; le jme glément de la i®Me strate, X;; = f(ﬁ +—J—), i=0,1,2, oo, n = 1

N
N . . A o . N
j=0,1, cees T T 1. L'estimateur U, f(£) consiste & choisir j au hasard de 0 a Py 1 et & prendre
1 ¢ s . : < .
Yoy = o Xi;. Ce procédé est utilisé en échantillonnage classique sous le nom d'échantillonnage
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systématique, Cochran [5]. On peut donc transposer tous les théorémes qui s'y rapportent. Nous
n'en citerons qu'un :

L'échantillonnage systématique conduit & une variance plus faible que 1'échantillonnage simple
(& nombre égal de calculs de f) si :

1 G x o+ !
— 15_.‘0 ((ELL) - Uy twf @ [0 - I ax 1.3.1

(On peut également comparer & l'échantillonnage stratifié),

Nous nous proposons d'exprimer la variance de U, f(§) sous forme d'un développement limité
suivant les puissances croissantes de —rt—l en utilisant la formule de sommation d'Euler-Mac-Laurin

(Fort 13}, Kuntzmann [26]) :

21 X+ j
Ua f(x) _—m_J:o f( m
n -1
- [Tt ax + 21 —B"%f—-- R, (x) (7.3.2)
o m=-1
ne = [ R e |«
j=0

avec

AfY = f“”(]_) - f(u)(o)

B,(x) : polynéme de Bernoulli de degré v
B,(x) : fonction de période 1 coincidant avec B,(x) sur l'intervalle semi ouvert [0,1[, (Favard [9], [10]).

Cette formule suppose l'existence des n premieres dérivées de f sur llintervalle [0, 1].

Comme f'"! est continue sur [0,1] on a :

_g‘ fm(t + J) f £OU) dt + e,(t)

m,o

€, convergeant uniformément vers 0 quand m tend vers l'infini., On a donc :

R.(x) = fl-]i—@——'—t) (f £01) dt + (1)) de

n!

D'aprés les propriétés des polyndmes de Bernoulli, le premier terme de la somme est nul et on
trouve :

1 - *
- f Bl t) - filt) gy - E“r(fn) (7.3.3)

g convergeant uniformément vers 0 quand m tend vers l'infini.

D'apres (7.3.2) et (7.3.3) on a :
. n B,(x) A"t et (x)|?
Var (U, %81 = [,,21 Wl sy
on sait que :
1 1

fo B (x) B,(x) dx = (- 1)"'“’@—“;\?)%&, p21, vl (7.3.4)

B; désignant le i®Me nombre de Bernoulli, B; = B,(0).

%
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(La dissymétrie entre p et v dans le membre de droite n'est qu'apparente ; on peut remplacer
; T [ q P

(- 1Y par (- 1), car si p et v sont de parité différente, p+ v est impair (avecu + v > 2) donc
B, = 0).

wty

On trouve finalement (en supposant n pair) :
urvsn (- 1)1/-1 Afv-lA gr-1 B

Var [U, f(E)] = Z BY 4 —— £y (7.3.5)
v,p=1 mv# (g + V)t

oll g} est un nombre qui tend vers 0 quand m tend vers l'infini, Explicitons pour n = 8 :

ty)

_ (et @A) - arteras® (')’ - 288 afP' 4 281" Af

Var (U, f(E)]

12 m? 720 m* 30 240 mb
(7.3.8)
N (Af(B))z - 2 AfKZ)Af(tH_l_ 2 Afu', Af(il _ 2 Aflo) Af(é) N 1 E+
1,209,600 m?8 my "

Il est alors visible que pour diminuer la variance de U, f(£), (ou au moins pour obtenir qu'elle tende
vers 0 comme l'inverse d'une puissance plus élevée de m) il faut effectuer une transformation préa-
lable de la fonction f qui n'altére pas la valeur de l'intégrale et telle que la nouvelle fonction g
vérifie Ag'i! = 0 jusqu'd un rang en j aussi élevé que possible,

On rappelle que g = T,f défini par (7.2.68) avec « choisi tel que (7.2.7) soit satisfait véri-
fie Agle) = 0,

Nous essayerons plutdt de trouver des transformations qui soient indépendantes de la fonction f.

Nous allons utiliser la propriété suivante (Halton and Handscomb {16]) :

A(IJS f)(r) = Af(r)
(7.3.7)

1
A(U k)(r) - (_ l)r+1 - Af(r) si k(X) = f(l _ X)
s g+l

Or, U, f comme U; k sont des fonctions dont 1'intégrale sur [0,1] vaut I quel que soit s ; il en sera
de mé&me pour la combinaison linéaire g = a U, f+ b U, f si a + b = 1, On peut choisir a et b pour
que :

Aglrl = 0
soit :
oo AFT 4 pr M =0
On obtient :
g = (s U -t U, f) /(s - 101
Il faut remarquer que si 1'on avait Af'""' = 0 on a toujours aprés transformation Ag'r'’ = 0. Il est

donc possible d'appliquer le procédé plusieurs fois de suite, Considérons par exemple :

2™ U, f - f

Sf: 2r+1_1

(7.3.8)

r-r'

" pye e 27 - s
AS" ¥ =0 et A(ST 1) = ——— Af

orel _ 4

L'application successive'd'opérateurs S" permet d'obtenir une fonction S, f ayant la mé&me intégrale
que f et telle que A(S, £)')' = 0 pour j<n -1

(7.3.9)

S,f=87%8"2,....8 8¢
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D'une manidre analogue on a, d'aprés (7.3.7) :
se o L
D'f=3 (U, £+ 70,k
0 si t est pair

A D =4 g (7.3.10)
Su1 Af'Y! sit est impair

(On n'utilisera en pratique que D' f = D f),

En combinant les opérateurs S° et D on obtient :

F,f=8" . ... s*Df¢

(7.3.11)
AF, £ =0 pour j<2n -1
On vérifie aisément que la fonction S, f est en fait de la forme :
Sef= X Ny U,, f (7.3.12)
h=i 2
oll les X} sont des constantes convenables,
De méme F, f s'écrit :
c (Up-y £ 4 Uy k)
F, f= ¥ W x -1 2"t (7.3.13)

h=1 2

Il n'est pas du tout obligatoire de prendre des combinaisons de U, f ou m est une puissance de 2 :
Posons :

b

n
vV, f = h2=:1 ) Un, f (7.3.14)

olt les m, sont des entiers distincts rangés par ordre croissant,

Pour que l'intégrale de V, f soit égale & I il faut :

a) Yo =1

k=

-

En utilisant (7.3.7) on voit que les conditions :
b) A 07 =0 (5=0,1,...,n-2)

aboutissent & un systéme. linéaire de n - 1 équations en 6; indépendantes de la fonction f. Le sys-
téme a) + b) admet toujours une solution unique.

De mé&me on peut trouver les @ pour que :
(Un, £+ Uy k)

n vérifie
h=1 h 2 .

(7.3,15)
A(an)(j, =O (j=0: 1‘ s ey 2n"2)

Dans le cas particulier oll m, = h on obtient les premigres fonctions suivantes ([29], [30]) :

Vi ix) = -[f<x)]+ [f(g-) + 1(25 1)]

s 3ow]- 2 [1G) D] ) 5 )] s
A ]ee [0+ sl )] - 2[00 2 < s3]
@) ) - )]
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W! f(x) = %[f(x) + £(1 - x)]
W3 tx) = - %[f(x) +H1 - x)]+ %[f(g) o351 + 1 (5) 135 x)]
W i(x) = 41_[f(x) + f(1 - x)] —% [f(}z—{) + f(x; 1) + f(l 5 x) + f(2 ; x)]

(7.3.17)

@) 4 B ¢ ) o () ) o5
=l ]
22l ]2l ]

§ 7.4 - EXTRAPOLATION APPLIQUEE A UNE FORMULE DE QUADRATURE D'ABCISSES ALEA-
TOIRES

W3 i(x) = - ;%a[f(x) + 21 - x)]

La quantité U, f(x) est en fait le résultat de la formule de quadrature approchée dite ''des rec-

tangles', d'abcisse x et appliquée avec un pas h = % pour calculer I = fl f(x) dx.
o

L'estimateur U, f(¥) est donc la formule des rectangles appliquée avec une abcisse aléatoire.
C'est ce point de vue qui sera étudié dans ce paragraphe,

Posons :
U, f=;l—J:f X+J) (a0
= [* 1) at + » B”(jz A Ik E"(:,_ 2 £'°%t) at
& ' . '
:jo' £(t) dt + "Zl B (xv),‘Mw-l) - fol (Bytx - ;)'.- Al o)) at

v=1

n-1 B (x) At g
Uy, £= [ 8t) at + ¥ —H— -

[ v=1 Ve

ol _n(x - ;—1) - B,(x)) £"'(t) at (7.4.2)

On peut donc appliquer 1'extrapolation de Richardson, comme au chapitre 3, & la fonction v(h) = U, .
pour un x fixé. Les puissances impaires de h n'étant pas nulles, c'est la procédé I, qui convient.

On suppose que L, est relatif aux abcisses h;, h,, ..., h, avec h, = —

m les m, étant des entiers

rangés par ordre croissant,

L(v) = L, (Up, f) = P, £ =

n

=fol £(t) dt -—2 fol [2 (m) (B (x -—) - Bn(x))] £70(t) dt (7.4.3)

Le reste de la formule B,, s'exprime sous forme d'une intégrale portant sur £,

On montre aisément que l'opérateur U, « (m = % appliqué & la fonction V, f définie en (7.3,14)

donne en fait P, f.

(f) = Uny (V, 9) (7.4.4)
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11 revient donc au méme d'appliquer 1'échantillonnage systématique U, sur une fonction préalablement
modifiée V, f comme au § 7.3 ou de considérer l'extrapolation de Richardson appliquée & la formule
des rectangles d'abcisse  tirée au hasard.

Essayons de borner la variance de B, o f :

Hi

Var (P, , f) j;l (B, f- _/‘: £(t) dt)? dx

= (f:)z ‘l;l 3_/;1 [ :2;1 A, (_%;)n (ﬁn(x ——1:—;) - Bn(x))] £ (t) dtg dx

2 . (7.4.5)
‘@ LLAE s G @) - 50)] xemr e
o L r (L 0 G (B o) - )] )
k=1
Evaluons séparément 1l'intégrale intérieure :
n n — 2
[§E A G Bl -g) - o) e
z AL A
2 Ty Gy [ @ ( ’“ﬁ‘j) - B®) (B (x - ;) - B ax
En utilisant (7.3.4) et la périodicité de En on montre que :
7 B w1 (01 t
LB -5) B ) & F - Gt B G )
‘/;l f%,,(x -—ht—;—) B.(x) dx =,—(-—(£—;~;(1—'ﬁ (h ) ete,
On a donc finalement :
2n n
Var (B¢ 1) s'-(—g-;)z— (Max | #701 ¥ [ gkzl ("’é"'%'n:?"
j=1
(- 1 (1) = = o=
[ 1(2n)£n ] « [an({% ~—Z—k) + B,, - B, (;lt—) - Bz(;f—k)] %dt
o o A x A
Var (B¢ 0 < o (Max |£70)] F « (k_glm)
=1
f:;an t _w) + B, - B, (h ) - :§2,,(-;—k)% d
Var (P, ¢ f) € (ThxiF ( Z l(ﬁk!r)z (4 Iiahl) (Mtax FE ()] P (7.4.6)
Remarque : en utilisant le fait que pour tout x : ‘
(B, f-1|< (2": “') 12B,] (Max [£7(1)])

On obtient une borne pour Var (P, s f) mais elle est moins bonne que la précédente,

Valeur asymptotique de la variance :

n+l "
Pn,x f=l+——y al B (X pfin-t! (2 mk)n) = (nh+ 1)1 fl Z )n+l (Bml(x '-_) n+l(x)) fintdly) at

* k=1
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Posons :

-1 n An — i n
S(h, X) = _(n T 1) \ fl 2 (‘m—_—k;""l [Bn+l (X - —}-l— ) - B,,+1(x):| f( +1 )(t) dt
On a alors :

| A%
w0t (Z

) (Max [£7H@0)) = @,

k
(m, >

h" B n

k=1

2n n

n A
= A2 o) [ B ax
k=1

2n+), Af(n-l) n A: 2% 2% 2
+ (L&) [Beshxd+n [ S, %) dx
k=1

o

2n

1 2
Var (P,¢ 1) = (Af"1)2 ( ) IB,,| + b2 R(h) (7.4.7)

(2n)! m,

avec

n-1
|R(n) <'Aj[ Lo (=) IB) o+ @)

T my
k=1
Cas particuliers :
a) Prenons m, = 27 ;
On a alors :
n A: 1
= (- 1%
kz=]_ (2k-l)n ( 7’ ———_—(n—zl)n
Dans ce cas B, f = Uye (S, 1), (voir (7.3.9)) avec m = 1—r11- :
h?" (Af™1)2 | B, |
Var [Un ¢ (S, D] = 2 4+ 1" R(h) (7.4.8)

(zn) |. 2(n-1ln
ot R(h) est une fonction bornée de h.

B) Prenons maintenant m, = k

On obtient alors :

o A 1
kgl (k)n - (' 1) ln!

L'estimateur P, , f représente alors U,e (V) £) (voir (7.3.14) et (7.3.186) :

h2n (Afn—l)Z IanI

Var [Um,f (Vn f)] = (21’1)'.(1’1'.)2

+ K" R(h) (7.4.9)

R(h) étant encore une fonction bornée de h,
L'opérateur U, , éppliqué a la fonction Df (voir 7.3.10) correspond & l'application de la for-
mule d‘intégration & 2 abcisses : % (f(x)} + f(1 ~ x)) appliquée avec un pas h = r—i— pour calculer

fl £(t) dt. Cette formule est du méme ordre que la formule des trapézes :

[
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et K By (x) AfP-V
U, (08 = [ 8(0) at + $ B(zz(\}f))l

V=1

(7.4.10)

ey fl[EZn(X - tﬁ) + EZn(x + tﬁ)

- ), 5 - B, (x) ] £1200(t) at

On peut donc appliquer l'extrapolation M, (chapitre 3) & la fonction w(h) = U, , (Df) dont le dévelop-
pement en h est pair,

h
M, est relatif aux abcisses h, o
k

Le reste de la formule d'intégration obtenue s'écrit :

M(w) = M,(U,, (DD) = Q, 1= [T1t) at - (zf)'.fol % Bl()"

k=1
[En (x -5-) *+ Bun(x ++0) ] (7.4.12)
3 S - Bp(x) | £2(t) dt
On remarque que U, , appliqué & W, f défini en (7,3.15) représente en faitQ,,, f :
o W, 0 = Q, (7. 4. 12)

L'échantillonnage systématiqhe U, appliqué a la fonction W f correspond donc & la formule de qua-
drature inf d'abcisses aléatoires.

On peut borner la variance de Q, , comme en (7.4.5) ; on obtient :

Var (Qu,¢ %) S(%n").. ( Zl(B—ml,z—) (4 | Byal) (Max |£'2t)|)? (7.4.13)

k=1

On a de méme qu'en (7.4.7) l'expression asymptotique :

v . on-1y2 [ 1 W Yn+2
ar Que ) = Ty (A" (= ) (- Bi) + ™ R(h) (7. 4. 14)
! m, :
k=1
olt R(h) est une fonction bornée de h,
Cas particuliers :
i . B 1
- -1 — —
a) m, = 2 ; Z (2%-Tyen = gin-lin
k=1

Dans ce cas Q, . f représente U, . (F, f) (voir 7.3,11) :

h‘&n (A f2n—l)2 | Bl}n I

- 4n+2
Var [U, , (F, f)] = Gt i + h R(h) \
“ B 1
2 me sk X (e T T

Qn,¢ f représente alors U, . (We f) (voir 7.3.15 et 7.3.17) :
hl&n (Aon-l)Zleun'
(4n) 1 (nt)*

Var (U, (W )] = + hW™? R(h)
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CHAPITRE 8

APPLICATION A LA RESOLUTION D'EQUATIONS INTEGRALES PAR UNE
METHODE DE MONTE-CARLO

$ 8.1 - ETABLISSEMENT D'UNE SOLUTION APPROCHEE AU MOYEN D'UNE SOMME DINTEGRALES
Considérons 1'équation de Fredholm, 2&me espéce :
1
als) = gls) + [ Kes, 1) o) at (8.1.1)

dans laquelle g et K sont des fonctions continues et mé&me, & premiéres dérivées continues ; K est
supposé symétrique.

Pour simplifier 1'écriture on notera :
Jas) = [TK(s, ) Ot) at
(<]

(8.1.2)
A B(s)

-0 =) - ["Ks, t) Ht) at

L'équation devient A & = g,

La méthode de Richardson ([28], [51], [55]) pour les systémes linéaires peut-&tre adaptée aux
équations intégrales,

Nous cherchons une solution approchée de la forme :
ol = mgta Jg+a, J? g+ o+ a;, g1t g (8.1,3)
avec :

39 g = TR (s, 1) glt) dt

, Yo
ot K'*) est le i®Me itéré du noyau K.
Appelons r; le résidu correspondant :
r o= Al@ - 20) = g - Al
Le résidu peut encore s'écrire :
r =Qr(J)g="R (A)g (8.1.4)
les polyndmes R; et Q; du I®me degré étant liés par la relation :
R; (1 - x) = Q; (x) avec R, (0) =1
Soient A, les valeurs propres et (I)«; les fonctions propres correspondantes, solutions de :
A, =M O
En utilisant le théoréme de Hilbert-Schmidt on a :

Jg = (1 -A) g & (n3> 1)

i=1
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avec g; = fl g(s) @; (s) ds. La série converge uniformément. Apreés quelques transformations on
o

obtient la formule suivante :
rp = R(1) g + ¥ [Re(A) - R g; & (8.1.5)
i
(la série converge uniformément),

Si la série 2 g, @, converge uniformément vers g (sauf cas particulier, cela nécessite que
1

les @; forment un systéme complet de fonctions) alors la formule précédente peut s'écrire plus sim-
plement : '

Ly Z R, ;) g @
1

11 suffit alors que R; tende vers 0 uniformément par rapport aux abcisses {A;} quand I teund
vers 1'infini pour que r; tende uniformément vers 0.

Les conditions précédentes ne sont pas toujours réalisées, En particulier, 'elles le sont rare~
ment si les valeurs propres sont en nombre fini, Nous avons utilisé dans les exemples traités le
théoréme suivant :

Si Z |gi <I>t.| converge ponctuellement vers une fonction g* bornée sur [0,1], il suffit alors que R;

1
tende vers 0 uniformément par rapport aux abcisses {A;, 1} quand I tend vers l'infini pour que ry
converge uniformément vers 0,

Choix de Ry

Supposons que l'on puisse déterminer deux nombres a et B strictement positifs tels que
a <€ A < B pour tout i, Dans les exemples traités (n° 1 et 3) ci-dessous on.a : a =2, B =5 ; (la
série de Neumann ne converge donc pas). On considére un nouvel intervalle V = [a, b] qui contienne
[, B] et l'abcisse 1 ; (ici a =1, b = 5), On prendra pour R; le polyndme de degré I admettant
entre a et b l'extremum le plus petit possible en valeur absolue tout en vérifiant R; (0) = 1,

La solution est fournie par les polyndmes de Tchebycheff ([28], [35], [55]) :

cos (I¢) _ b4+ a -2
R; (M) = oh (19,) avec cos (¢) = 5 - A € [a,b]
(8.1,86)
b
b (9) = 5o

Connaissant R; on remontera facilement aux coefficients a; de la formule (8.1.3) qui sera en fait
utilisée pour le calcul.

Méthode de Monte-Carlo élémentaire :

On désire évaluer :

(21

®‘I’=a°g+a1Jg+a2J g+;..+aI_lJ(I‘l’g

a l'abcisse s = s,

Les g, étant des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1], posons :
Z, = a, g(s,)
Z, = a, K(s,, &) x g(&)

Z, = a, K(s,, §) x K(E,, &) x glg) (8.1.7)

ZI-l = ar, K(So: E,)l) x K(é]_: F,z) X so00 X K(EI_ZJ EI_]_) X g(EI_l)

84



$ 8.2

Les Z; sont des variables aléatoires telles que :

E(Z;) = a; J' glso)
I-1
z =3 Z; vérifie donc E(Z) = @')(s,).

i=0

Utilisation des opérateurs du chapitre 7 :

Considérons 1'application de 1'échantillonnage systématique de pas i sur la fonction modifiée

W) f. Cela revient & employer la variable aléatoire :

U, W £(5) =% 5: [f(éz i)+ f(l - iz 1)]

1=0

evaluer [ f(x) d
pour évaluer J f(x) dx.
U, WiEE) = % a; 1(B)
1
les B; étant des fonctions simples de E.

Pour calculer flfl h(x, y) dx dy, on employera de méme l'estimateur :
o °
1‘,}

(U, WY (U, W h(E, £) = £ ¥ o o, h(B} B°)
v .

ol les B; sont des fonctions simples de E, et les B;‘ les mémes fonctions mais portant sur f,. On
procéde de méme pour calculer

39 gs) = [T, fol K(so, t) x Klt;, t)) x ... x K(t,_,, t) glt) dt, ... dt,

o

$ 8.2 -~ RESULTATS NUMERIQUES ..
DESCRIPTION DES EQUATIONS INTEGRALES TRAITEES

Equation n°1 :

(as + b) (at + b)]

2o|-a

K(S, t) = - es+t[i+
Ky

avec U, = e2 -1 ; u,=e?2+ 1 ;

Py - u2
a
L T
by 2

f(s) = s,

Les valeurs propres sont situées dans l'intervalle [2,5] ; on choisit le polyndme R, (M) relatif
4 l'intervalle [1,5] :

Y =acgta, Jgta, JP g+a; I g

ao 0,957 446 808
a, = 0,617 021 276
0,191 489 362
0,021 276 595 7

az

Ay

85



$ 8.2

Rq()\) reste inférieur & 0,045 dans l'intervalle [1,5]. On s‘intéresse & la solution pour s = 0,5, On
a ®'*{0,5) = 0,239 alors que @U0,5) = 0,246,

Equation n°® 2 :

= % cos (n(s + 1))

Les valeurs propres sont situées dans l'intervalle [0,5 ; 2] ; on choisit le polyndme R;‘(}\) relatif a
1'intervalle [0,5 ; 2] : )

On s'intéresse a la so_lution

O = a, g+ a1 Jgra, I g+a; JB g

Equation n° 3 :

K(s, t) = -

0o | =

fncd

—_
n

~—
il

pour s = 0,5,

exp (2s - 1)

a, = 0,994 818 652
a; = 1,131 362 389
a, = 1,247 180 737
a; = 0,624 199 932

On trouve ®'*Y0,5) = 0,983 pour &(0,5) = 1,007.

19(2s - 1) (2t - 1) + 25(2s - 1F (2t - 1)%

Les valeurs propres sont situées dans lintervalle [2,5] ; on prendra R, et les a; comme pour
1'exemple 1,

On cherche la solution pour s =

0,7. On a 3"*(0,7) = 0,940 alors que ®0,7) = 0,976,

Dans tous les exemples, on pourrait obtenir une précision meilleure en retenant plus de termes :

exemple :

&'%(0,7) = 0,963,

chiffres significatifs,

I1 faut remarquer que la méthode de Monte-Carlo ne donnera que 2 ou 3

Les 7 procédés suivants ont été comparés (voir § 7.3).

1/ Monte-Carlo élémentaire
2/ U, W

3/ w;
4/ U, W3
5/ U, Vi
6/ W,

7/ U, v,

Pour évaluer les intégrales multiples on applique ces opérateurs successivement sur chaque
dimensions avec des éi différents et indépendants. On obtient ainsi 7 estimateurs différents pour

oi(s,).

Pour chacun de ces estimateurs,
la moyenne, On peut estimer que cette moyenne est une variable aléatoire sensiblement gaussienne,
L'écart-type est estimé expérimentalement, On a alors une probabilité peu différente de 0,95 de se
trouver dans llintervalle + 2 x écart-type autour de la moyenne, Les 7 estimateurs précédents ne
font pas intervénir le méme nombre de calculs de K et g. En jouant sur le nombre de réalisations
nous avons comparé les 7 procédés 3 égalité de codt (méme nombre de calculs de K et g). Cela
correspondait dlailleurs & des temps-machine sensiblement égaux.

on effectue un certain nombre de réalisations et on en fait
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Le tableau suivant donne 2 x écart-type x 10* pour chaque méthode et chaque équation :
méthode, 1 2 3 4 5 6 7
Equation J/
1 610 98 19 3 16 2 66
2 445 78 116 7 32 42 65
3 1 340 114 144 14 45 11 74

Les 6 méthodes introduites (2 & 7) donnent dans les 3 cas un résultat plus précis que la mé-

thode de Monte-Carlo éiémentaire (1).

Les graphiques suivants montrent l'évolution de la solution en fonction du temps, Les deux

courbes symétriques par rapport & la moyenne donnent 1'évolution de l'intervalle : 2 x écart-type dans
lequel on a 95 % de chance de se trouver,
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