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JCHAPITRE I

GENERALITES SUR LES NORMES DE VECTEURS ET DE MATRICES
CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE - DECOMPOSITION |

D'UNE NORME - APPLICATION AUX PROCEDES ITERATIFS

. DEFINITION . 1.
Soit un éSpace vectoriel E. On appelle norme v
espace une appllcatlon qul , % x ¢ E, fait correspondre N(x) €& R; :

: telle que :

1) N(x) = 0 est équivalent & x = 0
2) N(ax) = [A{ N(x) pour tout NER
3) N(x+y) 2 N(x) + N(y) x et v quelconques £ L

Soit N(x) une norme sur E. Et soit T(x):une applicasion
. linéaire de E dans Tui-méme, | o
A x ¢ E faisons correspondre M(x) =N (T(X)? . Ctest

unehpplloaflon de E dans R

~ Proposition I : Pour que M(x) soit une norme sur B, il fiu-
il suffit que T(x) ne soit pas singuliere.
Proposition II: Pour que la norme M(x)'soit équivalente & N(x),
11 faut et il suffit que T(x) soit continue
 dans R.(complet): | ' v o
Pfoposition ITT- ?1,T( x) est une applloa?lon llnealre, continue
| et biunivoque d'un espacc vectoriel noarms
et compiet E sur lui-méme et Nl(x) et Ng(x)
dev:z normes équivalentes sur E, 11 exicte Jﬁ“vr
constantes a et b telles que quelque 301t

- -

. it Tat Tl
x e EL 20 1350

a () <, (7)) b Ny (x)



B - NORMES DE HOLDER,[1] -

S0it un vecteur x,e;}Rn et ?i,' 1 =1,2,0000.5n
les composantes de X. /i=n e LT |
. DN "r § |
Soit CIPP(X) = diw ‘ 3 ii *
' "\_‘i=‘1 IR

Y?f(x);est la norme de Hold_elf’-pour r.

_ Parmi ces normes, trois soht souvent utiliSéesven
analyse numérique ; ce sont les normes correspondant aux valeurs
.de r =1, 2, 7w,

10 \/fi(x) = // ‘ :" i‘i
' | 5_*:1 | |
| [ 278 PRRYL |
2° @5é(x) =1 gf } clest la norme "Euclidienne"
( Ve } /’ @ T
) l—’-—'l / . : ' [ —
olx) = ixi = Vx.x
. f
30 /?g’(x) = Max % ; ‘i |

Pour ces normes, il est intéressant de connaitre les

nombres a et;b tels que

g(@ﬂ(X)g@ (x) < bl (x)

]f 1 ] J = ;5 i
° 0 n { & / {0
1 ?/Q(X).Ffl(X)Q\Vn ?/g(x) H f/(x)ﬁ\{ 1(x) n \f,a(x)
o _4 J / /0 o ; PR
2% == (x) (%) LG (x)s G/ (%) (0 (x) 7 Vn (L (x)
o [N FeAT B AR
1 . e ,’ v /
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NORMES DE MATRICES. {1}
1°) DEFINITION

o . i P - 2 R N .

So01t fhn llespace vectoriel & n~ dimensions des
matrices carrées sur R (ou C).

On appelle norme sur VVIU une application N(A) de'yHD

dans R+ telle que
1° N(R) =0 == A =0
2° N(AA) = Al N(4) A e R

3° W(A+B) < N(A) + N(B) A% pe ]

N(A) sera dite Norme multiplicative, d'aprés Ostrowski 7§si,aux

ey

trois conditions précédentes, s'ajoute la suivante

o N(A.B) L N(A) . N(B)

Théoreme I : Toubte norme multiplicative est une norme générale dans
(/Y oY
8
Théoréme II: Toutes les normes sur }%fn sont équivalentes., Clest-a-
dire, qu'étant données deux normes N1<A) et NE(A>5 il
existe deux constantes a et b telles que :
4 N
,(8) £ bl
Théoréme III : Pour. toube norme multiplicative N(A) sur W?QS
N, o
on a N(A)/f AA , si AA

A de plus grande valeur absolue,

p) LW L)

désigne la valeur propre de

2°) EXEMPLES. [1

. . Y n
a) Soient deux normes de vecteurs up&(x) et «%b(x) sur R,
: 1 .
n . . A i
x & R, et solt A une matrice ¢ 4Hna
i i i (A x) \
Soit 8, .(A) = Max | !
1y \ e ( % ) /1
x# 0% [
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'Théorémé IV Si J.(A) est une norme de matrice sur qﬁn' De pius,‘

si i=j, c'est une norme multiplicative.

En effet,
& = o= ('/ /f'; — . — -
Oi,j(A> 0 = Ii(A x) =0 = A=0 pglsque
X est gquelconque
[ 7 i . :
/ *%i(k A x) | o ,
84 j(A A) = Max i'“ | or‘ii(A Ax)=2l l(Aﬁ
39 '/’/ !
x#O\tTﬂX) / l
o )
8; 4(A8) = |A] Max [— = a8, L(a)
SJ \ "./'V.<X> ] lBJ
X o 0} fJ

Bnfin ‘f) | (1+B) xﬁgﬂf§<Ax> + ' (Bx)

L Bk

S. L(A+B) = Max | - }
P) / PP ;
1,3 W) = T
d'ou
a , < i qQ
ulsj(A+B) & SlyJ(A) 4+ ijj(B)
[ (ax) E
Done S J.(A) = Max ! — / est bien une norme.
X # 0 \ !JJ(X) !
Si i1 = j, on peut écrire :
oo (0 .
\ j \,_.:,_,.« N
! i(A.B.X) ] i(A,B,x) ( i(Bx)
a2 o VY
(s (x) (i@X) : 4 (%)
4 \ v ; { 'f; - \.\.
[ Hma) ), ¥aBax) | [ @) |
Max | ¢ Max | ( Max | —= j
i Iy, / \ ey { ‘i
_X# 0 \ ,’P 1(X) // \\ 1 BX) / } {i(X) !
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goit 8 ,;(A.B) 5%,.81,1(A> . 85y
Donoy" Si i(A)reStAUne norme multiplicativas(l

b) On peut étendre les normes de Hoider aux normes de matrices

- On obtient ainsi, oorrespondant a

A |
si A = (;13) matrice d'ordre n.
N — /;«‘ » a . : J ; DI - :\‘
- | 0T L
. 5 i)

CONDITIONNEMENT D'UN SYSTEME LINEAIRE

1°) NOTION DE CONDITIONNEMENT

f 1%

13

/l

-g}
\j N

Con81derons les deux byatomes de trois equatlons

;tr01s inconnues sulvants

;'Zx + 3y -z =5
5,000 0%

T Jex + 3y - 0,999 99 7 =
[ 2,000 03 x.+ 3y - z = 5,000 03
f‘ﬁx + 3y -z =5
I S
I 2x + 3,000 01y - z = 5,000 03
{L,ooo 01 x + 3y -~ z = 5,000 O4
En posant ¢, . = A X,
b 1) ]

. O LlS av OD.S

e
:812 = ?-O ,000. 09 et
E—O,OOO 09

t

- solution

solution

- b

Suivanu le systeme eh la Solutlon con51deres,

o X =

01

y

il
Ao

i
=
no

et i,j=1 ou 2
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, - 0n dppelle éij: Vectuur reblduel » et llon dit. que
de telo syotcmes sont "mal oondltlonneu . En effet, deux VeObGUPo
bien qu'assez" ¢loignés", peuvent 8tre considérés comme des bolutlonu

des deux systemes parce que les é€léments des vecteurs résiducls sont
| tres faibles et peuvent Btre considérés comme 1dpnthues & zero par

'-,un calculateur electronlque On voit ainsi qu'une méthode itérative

peut aussi blen converger vers l'unades deux solutions quel que Soitj
“le systeme oon51dere

Différentes deflnltlons du conditionnement dtun oYutCmU
linealrc ont été données par Turing ;9j 5 Lonseth gioj s Todd ;11;,
“Von Neumann et Goldstine 112: . Nous utiliserons dans tout ce qdiL
va suivre la définition ddnnée par Gastinel glﬁ} .

2°) DEFINITION GENERALE

S0it B un espace vectoriel topologique, normé et complet;
Soient Nl( x) et Na( x) deux normes équivalentés . sur E, Soit T une

'appllcatlon de E dans lui-méme, satlsfalsant en un p01nt Ko a la
proprlete sulvante '

(P) : Il existe un voisinage V, de x_, tel que, pour tout x é‘VO,V

on peut trouver deux nombres positifs P1 et P2 tels que
‘ N {T(X) - T(x_ )
yd g 1 A O ‘/'l
Py < ' NP
12 NP
Ng(x X )

Défihition : On appelle conditionnement général d'une équation

‘ T(x) = T(xo), T étant une application de E dans lui-
méme satisfaisant a la propriété P, pour x, et relative-
ment aux normes Nl(x) et Ng(x), le rapport |

1

Fa

51 T est une application lindaire et non singuliére,

la propriété (P) est toujours satisfaite, et les nombres

Pl et Pa nedependent pas de X s d'apres la proposition.’

IIT exposée au paragraphe A.



SOV SO S ' ' L i
Soit Qi‘j(A>‘le conditionnement d'une matrice A non singulicre:
s ; A .

relativémént aUX normes ﬂf;(x) et <?5(X)Q,Et>soit x la
solution exacte du systéme A x = b, b ’
1( Ax) - A(XO‘) )
| Q;j(

/f Pf
oo ) \;‘42‘
O

s

nous aurons

P. = Max { -,i% ’ o } =3, .(A), et S, (1) est ﬁne‘norme,

[ A S de matrice,

o
S
o
P
=
Nl
il
L4%~“54Q3a1_mf

"/;’;' i ,; <8
' 2<X>9 %75<X) $Ont 1es
normes de Holder, nous avons les inegalites

Nous avons vu que, si ‘f&(x),*%'

A 5

N S ERCTC I SN CORTIE { CORAN SCOR EA A CORYS

De {1) , nous pouvons écrire

‘

551(Ax) P ;a{y (Ax) {gxl(Ax)

=
3
o
Pt
b
N
"y
o
Famme
b
N
4
=~
no
—~
>4
it



Soit = - '(A“l) _ - _(A_i) L Spn 12(A)
21 22
:d'oﬁ‘s
’ 1 1 7 1
- v ~ - 1 . -\ - 1
Vn 5o (A77) Sig(A) 822(A ) SQQ(A)
Soit
17 <
1) & 2o(8)

De méme de (2 , nous avons

{/ / , . ' s
: 2<AX> P ,1(AX) P \E(AX)

Soit C
Spp (A7) Sp1 (A7) |
Solt
' 1 1 < 1
In T s, s s, (s (8)
20 22 21 12
1 Y
e s
ou —= 22(A>;\\ 12(A)
V1
d'ou
1 , \ s

De' méme, des inégalités {4 et {5 ci-dessous

g / '_) - ’I‘.l/ . - l"f X !/-"/./: 1 ( / - / L » ( £l -
» { Y £ . L (x)

nous obtenons 1'inégalité ié/ relative au conditionnement dl'une

matrice A donnée par rapport aux normes <%%_(x) et ‘f%(x)o
1

—
I

YA
A) - i a},J;,,Q(A) = Vn. 3 22<A) 6



Mals, comme mous 1e verrons plual01n3’11 ne faut surtout pas
~.conclure de 1a‘01m111tude des 1negalltus fj} et 6 que les
:oondltlonnements g une ‘matrice A donnee, relatifs aux normeo'

e 1( x) et . ifé(x) et aux. normeg}<f et fa(x) soient les
mémes, Ils varient entrc lea memes llmltes, mais. ‘pas obliga=~-
tolrement de la méme maniére,

%° ) INTERPRETATION GEOMETRIQUE

(ﬂX)
, ano ce qui Sult nous etudlerons Lle rapport

(Ax) étant une norme de vecteur sur R et F(x) la .
,norme euolldlenne, , . |
,'Toutes les normes de veoteurs'étant équivalentes, il existe
 deux nombres a et b tels que - ' o

D (ax)

w
i~
(o3

o1 done ‘3<§2(A) est le conditionnement de la matrioe,A-relatif

aux normes 5§i<x> et ’fg(x), nous avons

‘\ ) ’ _ a
pelh) =
Soit By le lieu des points x tels que 5? (ax) £ :

'wsoiﬁ ﬂi la frontiere de Bi“ Ty est le lieu des p01nts X tels
- que <}1(Ax) = 1, | B
 Pour étudier le rapport ,~—%m~ , déplagons le point x

sur m,. Nous aurons ainsi

a = min A %—-l—~ Dy est la distance maximum

] By d'un point de T, & 1'origine,
' , 1 1 ‘ , R
et Db = Max , = — dm est la distance minimum

]’ e . L ...,
=l 4, ~ d'un point de 5, & ltorigine.



- 10 -~
v La boule B est un corps Symétrique ayant'pour centre d
symétrie 1'origine, Les boules B que nous allons étudier par la
plus souvent
suite sonfydes polyedres convexes, clest-a~dire que la frontiére
‘ﬂi de Bi est constituée par des faces planes gui appartlennent

aux plans ayant des équations telles que la condition
ﬁ;i(Ax) =1 soit satisfaite,

Ainsi, si ﬁyo(x) = <f~(x) norme de Holder, l'équation
d'un plan P sera : ‘

gzn . K¥=n j
S a. .x 1 =1 e. = L9
g P S i
i=1 | k=1 '
Et si (v (x) = %fi(x), 1'équation générale d'un tel plan sera
g k:n . :
S |
D VEAEE
i k=1

APPLICATION A CERTAINS PROCEDES ITERATIFS POUR LA RESOLUTIOV DLo
SYSTEMES LINEAIRES. 14

Soit un systeme linéaire Ax = y de n équations &

13 . (3 a N - oy n
n inconnues. A : matrice non singuliere, x et y appartiennent & R,

Nous appelerons . le vecteur solution de ce systéme,

Chaque ¢quation du systeéme définit un hyper-plan

(ou plan). Le point ¢v est le point commun aux n hyper-plans définis

‘par le systene,

Y n
Soit XO un vecteur de R,

r(x ) = A X, -y est dit "vecteur résidu" en X

r(x ) =0 si, et seulement si, X, =W

N \ I - n
ol Xo # 03, et si (£, est la norme euclidienne sur R, nous nous

2

\
proposerons d'obtenir un vecteur Xy tel que

L N o }
(07 i i : L !
\I‘L 2 ‘;\ ‘ (X >/ ;;'m L\. 2 \‘~ g (XO )



S E I
On dit que le vecteur ) esﬁ ﬁlus pres de la Solutidn 4
que xé‘au sens de cette norme. |

Pour définir .» nous disposerons des n plans

ro(x) = A, x - vy =0

—h
no
—~
>
~
it
>

o X —~y2 = 0

LA B LN B R Y B BE I I I S N I SR S I I Y

-8 8 6 0 8 6 0 9 6 0 & B0 4 OO O LG E OB

Mals on peut obtenir d'aubtres plans en remplacant une
des équations ci-dessus par une combinaison linéaire de

. . n
celles-ci. Si z est un vecteur colonne quelconque, z & R~

m

27 (Ax - y) =0 est 1'équation d'un plan passant par ‘..

La norme euclidienne (ix. est la seule & posséder
cette‘propriété qu'il est immédiat de trouver dans un plan
arbitraire passamt par ) wun point Xi plus rapproché, au sens
de cette norme, de . Ce point est la projection orthogo-

nale de‘xo sur ce .plan.,

T1 serait intéressant de pouvoir définir une norme qui ne serait
pasila norme euclidienne et qul aurait la propriété de nous:

permettre d'pbtenir un point Xi plus proche, dans le sens de .

cette norme, de (' que x_, mais aussi que X4 projection ortho-

. 0
gonale de X, sur le plan .. 5« |

Mais, en,attendantude pouvoir définir une telle norme,
S0it x1 la projection orthogonalede X sur plan

2t (Ax = y) =0



Ce plan est pefpendiculaire au veoteur'Af.z, donce

wxlrdoit 8tre tel qu'il existe un scalaire A tel que

*q

mais, comme

T
Lo

T

=X + A A,z
0

Xq est dans le plan, nous avons

z" . (Ax, ~v) =0

L

soit ZT_(A xO FALVA LA Lz e y) =0

d'lon A =
ou A=
par suite
X1>= X

" F - DECOMPOSITION D'UNE NORME . [l

Définition

s Nous dirons qu'une norme ' a été démsomposée
- \

si l'on a pu trouver une application z faisant

A z(x) = RY, telle

que l'on ait, quel que soit x

correspondre & x = R

De plus, la décomposition est dite "bornée" gi

Cpsx)p LK, K> 0 pour tout x. |
Exemples de décompositiors de normes pour les normes de Holder,
' Tis@\.l; ; | |
Ly = > T
i 1 (X ) v.v:_“:...b.., . ) ‘i T i
S 1= 1 ) ; :



avec

sign ( }n)

!

. ? - ;
oll la fonctionﬁ(;i) est définie - par

; Y . .
sign iy) = +1 si .20
g ( ;l> | 2 E 7
sign ( §i> = -1 si E 40
R 7
2°) e_;:g,/;'%(x) = Max i fy { z7(x) . X
joon ‘ 3o~ -
‘ i=1,2,,,.,0 °
avec
‘ ’ T Y
z(x) = {sign ( 7, | Tl = Max
it S
! i ! ‘ 33190«0311
f
0
5°) @ (x) = jxl
(2 U
_ .
= X X =,ZT(X) . X
il |
avec z(x)':
1 ¥
L°) Pour les normes de Holder
i=n A/
o = (5 5
R O R R nz
Vi
.. e T
on peut écrire <ﬁ7}(x) =2 (x) . x

NN g



| a’ec'»‘ ' T T -1
avec sign ('glj . ilr
RPN
sign ( {,) « |7,
- ? 2 2
1
z(x) = — Tl LT T T T
< fd=n Rt

’sz.u. Pﬁ T i} F O R - —
DA oy | -1

gt sign ( () . ! -

. . { !

Plus généralement, on sg;pwiéj que si B est une matrice

. s P ) . . v (f
symetrique definie positive ,\/x
i

B x z>(€Yx) est une norme.
En remarquant que XT,B.X = (BX)E,X, on voit que. :

‘Q{i'}(x) =2

!

X) . X | avee z(x) = b x

st s it A

VZXT B x
"G" PROCEDE ITERATIF ASSOCIE A UNE.DECOMPOSITION D'UNE NORME

1°) Soit (!Q(X) une norme sur R, et une application z
de R dans lui-méme, telle que

1

- ({?ij = zi(x) . X

Nous avons un procédé qui permet de faire correspondre

a X, un plan passant par (o @ celuil qui correspond &4 la valeur

. b
z gr(xo)[ de 7 .

D'apres (1} Nous .aurons

(Jff‘ i k,‘ ’
fé} X, = X = é T(XO)/ AL 7 ( ( )3
‘\'-»’- 41 - Q iy . i 2 . ¢ A ¢ :}'\\ r XO l‘



- 15 -

2°) Convergence du procédé |U!

Oy )\
o~ , e irix ) _ : .
. s A (R T . '
{5 = - v ( ;
Soit  {3) X =X 4 T e . AT, 2 {P\Xna1>) |
by \{ : .
AT,z \r(xn_ilﬁ |
|
Vix_ ) |
= - N - ! n-1 >
ou X, =X, 4 “f \A(Xn_l 4J)j . ~>
V(e )|
, T f \
en posant V(Xn-i) = A", z ip( n—i)’
A cause de l'orthogonalité, nous pouvons écrire
N P LD i o i o
I 0 - i = it - - 1 - v
‘\3{/ : Xn Xn-'j_” ,;Xn Xn_i ,_'
; ,"2 gn T wi
_| ul.- Xl’l—l ” . ‘ 1 - 1J<Xn_1)‘§ _
en posant O o0
P : ) 7 {A(Xn_l -0)] 4
L{x = .
n-1 i '!2 ii 52
j - L | ; i
I %01 N .V(Xn—i)&
v‘n/:‘ \ 2
. C‘L {A (Xl’l—i - )} . . ma
Si m_ = min , on a L(x_ ,) p
a Hx - (! n-1t-2 '
Vo1 7 ) LN
D'autre part
i m “ 2 m : IV s
{ 2 TR : 2 R Y=t .
RN TR RICHINI I VM EIEICNI S R (Y
2 2 ' i i //'
NT(A) = 4 ajy eb, en supposant [iz(x) (| £ K _

Or, les normes de matrices sur R~ etant cquivalentes,
7 (Ax) '

si M, = Max il existe une constante Rtelle que

| x |l

i
!
N(a)  R.M,



d'ou 5 :

i il 2 2 z 2 .2

v, ) € k" LR L = kT
s01t " 5

Lz, ) 7 — (=)

n-1 k2 MA

~ Ve <‘V AX / . \}(/ ‘ e
ou m, £ - <~ M, et si & est le conditionnement de

A l\X“ A

A relatif aux normes (@(x) et lix|
nous avons

._ “ 1 e
L(Xn—i) ~ 2

de (4} nous pouvons écrire :

o

\ .
| i
e, \ e
PG AR S X i a t -
Ko n-1 /1 2 (
i i
P e
) o | ¥ \n
. Lhss o W { P —ee )
solt jifir -~ X i oo - x /1 - ‘
nte i % KQ i
a

Tout procédé itératif associé & une décomposition d'une
n ’
norme sur R, avec ||z (x)!

' borné sera convergent.,

H - CONCLUSION

Nous nous proposons dans ce qui suit de définir de nouvelles

normes de vecteurs, d'étudier le conditionnement d'une matrice

relatif & ces normes et 4 la norne euclidienne, et dlessayer
sur machine les procédés itératifs obtenus lorsqu'une
amélioration de conditionnement a été obtenue.
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CHAPITRE IT

NORMES D E VECTEURS

A - NORME COMPOSEE D'UN ESPACE VECTORIEL

I - DERFINITION

S0it E un espace vectoriel, soit X . B et soient

n normes rgg(x) de vecteurs sur L. Soit, de plus ¢ (u) une
g n } -

norme de vecteur sur R+ .

f@)(x)

Posons N(X) = ' (u) =‘%/£(§i(X), i%é(X)3.¢..e...gif%(X};;

L'application qui fait correspohdfb )
X% E .5 NX) & R est-elle une norme ?

1°) N(X) = 0wy () = 0 &= u=0e>Y(X) = 0% x=0|

(30)]

' 2’0 ) N(}\,X) = //é/?‘(/ (?\X)g (‘{/2(7\}()3 LBC IR B NN {]";)n

- 7\ Lo (K)o ’2 (X) s evaonns . ?7‘1;5('5'}1(X>f

1]
>
=
>
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3°) Soient deux vecteurs X et Y appartenant a L.

() )+ (0 (x)

i R 1
MKW)=gﬁﬁﬁxwu %émﬂﬂw.”uogyhﬂﬂw _3

Si :ﬂ}(u) est une fonction monotone, non d@cro¢usante,
des composantes du vecteur u, nous pouvons écrire

(e (.
4 (Y) ng(X+Y)

‘é(X'I”Y)

.
—~
=<

~——

s1V = et si oW o= ) € ()
l(/ : .
(1) g-a_n.<X+Y>
N(X+Y) = (0) i wv) D Cilw) o+ AT = (X)) + N(Y)

N(X+Y) o N(X) + N(Y)

Théoréme If : Soit E un espace vectoriel léé(Xi) C(i=1,...,n)

n normes de vecteurs sur E,

P n , 1
u - R+ un vecteur ayant pour composantes les
ﬂﬁi(Xi) & R_ . L'application N(X) qui fait
correspondre & X - B N(X) = j}(‘) & R
( (T’(u) étant une norme de vecteur sur ﬂ ,et une
“fonetion monotone non ddéroissante des compo-

santes du vecteur u). est une norme sur E,



oo
O

IT ~ EXEMPLES

n n
I°- Norme sur R", somme de normes sur R .

1°) Définition

,l [N

)

Soit (1 (X)

i=1

€

a .

R
i +

1T

et 81 les

sur R (d=1,..0..

o n o, o
(01(X) est une norme sur R~ si X « R

coefficient quelcongue

n

'?i(X) sont des normes

)

Siu= (X)) et u; = fﬁi(X), nous avons
A= , o
u = o. U, et U
AT T My
i=1
2°) Décomposition

Soit zi(X) un vecteur de R™ qui nous permet de

décomposer la norme }Ti(X)
Ve ‘ . T
(‘i(X) s Zj_ <X) N X
i=" \
Construisons z(X) = = oy zi(X), clest un
=1
vecteur de Rn.
A=
7 , T
z (X)) J X = o o4 zi(X) . X
i=1
i=
= oy 0= x)
i=1

z(X) ainsi défini nous permet donc de décomposer -

7

(X)), De plus, si iz.(X), est borné, nous aurors



ey (%)< Kk, dtob iz (X)E =l zi(X)% < E &zi(x)gA
‘ i l=1 L i=1
o A=
dtod lz(x)ig - kg £ K
i=1
fiz(X))i  est aussi bormé.
3°) Normes particulizres
'1..3.‘,:,,2:" ‘
o 7/ an L _ &/ /o
1- {;1(X): S {i(x) avec {i(X) = %1\X)
ey ,
=L quel que soit i.
qfl(X) norme de Holder

3= 2,00 = o
Nous voyons qu'en choisissant tous les @é égaux,
nous multiplions la norme de Holder correspondant

par une constante.
L)y Conditionnement

- Pour simplifier leg calculs, nous allons étudier
“relatif 4 la matrice-unite
le conditionnemen®dans le cas particulier dlunc

norme sur Rg tres simple,
soit () = (X)L (X)
En effet, étudions la boule B, , lieu des X

\ o

tels que_qj}(x) < 1
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Figure 1

~En pointillé (vwoir figure 1), nous avons le lieu
des points tels que Max ( §x1§,'§xgi ) =1 :
En tirets, nous avons le lieu des points tels que
2x1§ + ixei = 1, et en traits pleins, c2lui des |
points telsque

\xq] + |%y| + Max (}xi!,ixgl) =1

Nous voyons que nous obtenons un octogone irrégulief
dont les sommets les plusvéloignés de l'origine sont
ceux tels que A qui sont plaoés sur les axes, et les
moins éloignés, ceux tels que B, qul correspondent au

cas ou jxli ’xzi
I C o R
OA = 5 si Xi = 0 x2 = —
A 1
! X
OB = —3—— gi Xl = x2 = -—3—

Nous voyons que, par rapport aux normes ‘wi(X) et V
le conditionnement est déja 1légdrement amélioré,

Or nous pourrions le rendre encore meilleur.en éloi-
gnant de 1'origine les sommets tels que B, de fagon
4 ce que OA = OB. Pour cela, nous allons modifier un
peu la norme Q;(X).



Soit  i(X) = a1<g1(x) + o <§é(x) Clest encore une norme.

e

oy et Uy E. R+
E N ‘ 1 '\f"é”
Nous allons avoir : OA = — et OB = 5 T

Soit, en posant 0A = OB, 2009 + Uy = S (al + a2)

Dtou, en choisissant 0y = 2 , nous aurons

I
TN
[0
<t
K

no

i

OH | Lo —T. . Vo
OA - = E; s 2

ﬁf(X) = <F3(X) +v2 iﬁijx) aura un conditionnement
légerement amélioré puisque, nous l'asons vu, celui-ci est
égal au rarnort de la plus petite distance d'un point de la
surface de Bg & l'origine et de la plus grande distance,
R

qu'un huitieéme du lieu des points tels que. QT < 1.

Voyons cequi se passe dans . La figure 2 ne représente

En effe’, la figure étant symétrique par rapport & 1'or1g1ne,
il nous suffit de 1l'étudier pour X, ~ O,

iz :
En pesant Xy = 0, nous retrouvons le probléme précédent

et si nous cloisissons (jE(X\ = ‘fg(x) + V§ <{7(X) nous savons
que. les points A et B sont équidistants de llorigine et tels
que
OA = 0B = ~——l“77*
1 +§/2

Le s~ mp* " et pouldzstant des plans de coordonnées,
.est--‘g dl”“ gtie nous avons Xy =Xy = X3 = X, soit

fgi(x) =3x + V2 . x
soit x(3 +V2) =1 d'od x = R - m—

!



Nous voyons que les sommets.tels que C sont plus proches
de l'origine que les sommets A ou B, Il n'est pas possible de
pouvoir trouwer déux valeurs pour oy et O telles que les
sommets A, B et C 501ent equidlstants de 1l'origine, Aussi,
est-ce la norme (,X(X) _ ‘1 (x) +V2 .i%an(x) que nous allons
étudier, dans 1l'dspace R O, ‘

La boule telle que gp( ) €1 est un polyédre convexe,

symétrique par rapport &- ltorigine et tel que ses sommets les
1

plus-éloignés de-1lorigire seront tels que. OA = —
1 +V2

El’l effet, Sl Xi:: O pOUI" 1 1 2,..,.,3 1 j+1,..-,1’1

LeS'sommetS‘lesvplus%praohesmseront~ceux%teis~que;C
dans‘leéeaS*Oﬁ&x{;; X quel quersolt i = 1,44 000000l

dlou
T — |
KP (X)=n}xf + V2 dxl =1 d'ol Ix] = 1
| n+Ve
soit 0C = —2 /

n+y2



- ol .

Nous voyons que lorsque n . croit, 0C décroit, clest-
a-dire que le point C se rapproche de plus en plus de l'hyper=
plan (BDE dans Rj), torsque n tend vers 1'infini, OC tend
vers 1/\yT et deviendrait le point de la surface de la boule
le plus proche del'origine, c'est-a=-dire que le conditionnement

sera toujours supérieur &

oc  1+Ve ~ _1

OA Vn a Vo

dtol une amélioration certaine,
Nous awons ainsi défini une norme de vecteur sur R

tellé gque le conditionnement de la matrice unité relatif & cette
norme et & la . norme euclidienne est meilleur que celul
relatif aux normes de Holder dont nous nous servons pour la
construire. Bien entendu, nous avons étudié ce conditionnement
pour la matrice unité et il est possible que la transformée

par une matrice A de la boule B, que nous venons dtétudier
soit telle que l'amélioration du oghditionnement solt moins

bonne ou supérieure,

5°) Essais
- Nous avohs effectué deux sortes dlessals, les

premiers avec la matrice. du potentiel qui est une matrice
creuse, les seconds avec une matrice pleine, dont les ¢léments
sont quelconques. Tous les essals ont été faits avec des
matrices d'ordre 25. Le vecteur solution a été arbitradrement
choisl et 1l est tel que x; = i, Le vecteur second membre
a été calculé & partir de la matrice du premiér membre et du
‘veoteur~solution; puis, connailssant ainsi le vecteur~-second
membre nous avons appliqué la méthode itérative pour retrouver
le vecteur-solution.

Tous les essals ont été faits sur ordinateur I.B.M.
7090 en lapsage FORTRAN, |

Ayant construit la norme (*/(X) a partir deo deux normes
de Holder .;1 x) et Cé’(x nous avons comparé la méthode
itérative relative & <P(X) et celles relatives aux'deux
normes deHolder, . : ‘
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Bien entendu, pour tous ‘nos essals, nouo avons ch0151
la méme pre01olon "de caloul pour ° pouvoir les comparer, et
nous sommes partls du méme vecteur initial X ce Vecteur a
été choisi tel que tous ses éléments sont egaux é 1;

Nous avons vu au chapltra prccedent que nous avons la

formule récurrente suivante ;

(‘/'; {' ‘\. ‘ ’ »
Zir(X,)) | T

;o

“AT& z | r(X i

a) Matrice du potentiel (voir page suivante)

a : avec la norme (;EEX) dévHolder, nous avons
¢ ‘ S ‘

obtenu le vecteur-solution en 338 itérations -

i=n '

(L(x) = ; x| " ol les x. sont les éléments de X, -
1 o H H l - : o

iz 1

B : avec la norme 67‘( ) de Holder, nous avons-

obtenu le vegteur solutlon en 5 500 1teratlons{; ‘ﬂ

Nous nous sommes econncs dela grande dlfference entrD
les deux méthndes nuisque les conditionnements pour la

. c ot . 1 . e
matrice-unité sont les mémes et ézaux & — malgll faut .

noter qu'é chaque itération dans ce cas particulier, il n'yfa[f*

que 5 éléments du vecteur qui sont modifiés.

Note . La précision . &%é telle que le 7ecteur-solutior <=oi*
obtenu & 10°/, prés.
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Matrice du”potentiel"

B I 0 0 o1
I B 1  0 0
A = 0 I B 1 0
0 0 T B i
o0 0 0 T B|
ﬁr 1 0 0 0]
1 -l 1 0 0
avec B =0 1 -4 1 0
0 0 1 - 1
0 0 0 1 -4l

et o I est la matrice-unité,



En effet
) = e x|
- T
VLX) = 2(X) L X
; 0
ol '
z(X) = |sign (Xj)
0
-0
-
%O
1
Lo
0
0
1
. : N \“ i"‘4 oo qu
dtou A” z{ r(x,) =¢1
. ‘ 4 O
O
0]
1
0
0

- 27 -

ot les x, sont les éléments de X

si EX31 = ng in}

et sign(xj)

(&

it

i

il

/ﬁ+1

“

s

si X, O
J

si

X .

matrice du potentiel

+1
-1

£ 0



Nous aurons donc

Xn,l
Xn,2
Si Xn = Xn,i
|
|
X
n,n
etk T Sk pour k# 3-5, 3=1, 3, j+1, j+5
; R
e . Girx)))
x L= X, o+ 4, —
nrlgy o g o T g / ’2
HA . zkrﬂxnm;
X .‘({;ir( n)} G, : . .
Xn+1,§ = En,d T 17 ) NE pour ¢ =j-5,j~1,j+1,3+5
;!A .z (T (xn)/)g!;

Ceci dans le cas général, car lorsque j=1, il n'y a que 3
éléments de X qul sont modifiés et il y en a 4 si j=6 par

exemple,

§ ¢ avec la norme QD(X) =‘f’(X) + Vo .C{{Kx) ol

C(i(x) et QQW(X) sont les deux normes
précédentes, nous avons obtenu le vecteur-solution
en 327 itérations, c'est-a-dire qu'il y a une légére
amélioration de 3,3 °/, par rapport aux résultats
‘obtenus avec la norme i%ﬁ(X).
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b) Matrice pleine (voir page suivante)

o : pour la norme f{i(x); nous avons obtenu

558 itdrations

B : pour la norme (£/(X), nous avons obtenu
' 1 136 itérations

¥ : pour la norme:

Rt .

(X) = Cf{(x) V2 Ci(X) : 340 itérations

U/
{ oo

s
~rt

v

Nous woyons que dans le cas de cette
matrice pleine, l'amélioration est plus
sensible que pour la matrice creuse :; en effet,

ltamélioration est ici de 39°/o.
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TT° NORME DU MAXIMUM SUR R"

1°) Soient ! normes %?(X) de vecteurs sur RO, et un
vecteur X & Rn. ’
v e 3
Ltapplication ﬁj:s (X) = Max . (t.(/i(x)/x

j-:igoooy'('i ‘

’ n
est une norme sur R,

2°) Décomposition
Soit zi(X) un vecteur qui nous permet de décomposer

la norme (Ti(x)

,"x ) . T ‘ . ...,7 ~’i
\éi(X) - Zi(X) ° X . 1”1300000035
SN i

Supposons par exemple que Max (Q{i(X)/ = *jk(x)

izlsoooos@ )

Noug aurons

L g = 77 =
Q)= ) =m0 =2

ZK(X)‘est un vecteur qui nous permet de décomposer
la norme @ﬁ(x), A chagque norme Q{Q(X) correspond un
vecteur qui permetﬁde la. décomposer et le veckbur de
décomposition de @;(X) sera celul qui correspond & la

norme gqul a la plus grande valeur,

I1 est bien évident que silﬂzi(X)H é;ki pour tout i,
ﬁz(X)ﬁ sera bornée et ainsi nous avons une méthode

itérative relative & cette norme qul sera toujours

convergente, |

3°) Conditionnement

a) Etude générale
Comme précédemment, nous allons étudier géométri-
quement le conditionnement d'une matrice relatif
4 cette norme du maximum et & la norme euclidienne.
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Soit B, le lieu geometrlque des p01nts tels que 5%? <71
- Pour ohaque norme sur R , TIOUS aurons une boule B s et sz
nous avons choisi sur R™ 2 normes différentes, nous
- obtiendrons @ boules gqul vont se couper, .

Soit B le lieu des points tel que @;(x) Max |1 { (X) <1

: : . Fat i=1 .y
B sera 1'intersection des B, - P14 seeit

o

-

En effet, supposons que X soit tel que C(/’(X)/ 1 quel
que soit i, X B' quel que soit i, et X appartient &

l‘anTSQCthn des B
1~‘

bt
’”“‘\

| ; B. d'autre part si ( (x) £ 1 pour tout i,
i=1 ‘

o -
Max (\Uj.(X))’é 1 donc X € B pulsque (;,;(X) £ 1

et .

Réciproquement si X £. B tel que Q@) € 1

Supposons que Max (?ﬁ(x)} = Q%(X) =f%(x) <1
I . : \ Y

Or Q?( ) est la norme qul a la pluu grande valeur, par

oonsequent .
(x//lj(X):\Z %Q(X) <j-:‘1;au¢QOOJJ 1SJ+:'.9¢°“'Q
‘ . l’—\x N
et X E. Bj_ if——-ijooaooot// d.Ol’lC X é'_ .!} Bj_
g i=1
t=r
donc, nous voyons que B = f ! Bi
' i= 1

B) Etude dans le cas de deux normes partloullereo
Soient les normes de Holder sur R3

) = >

i
e



n
Considérons les boules B. telle que (¥ (X)L 1
. 1 P e
te —_ £ ) TN\
et By telle que = fi(x) < 1 k> 1

Nous voyons que B,. est un cube dont le centre est
1%origine et que By est un icosaddre,

La figure > ne représente gqu'un huitiéme des deux
boules correspondant au cas ol les composantes de X sont ,
toutes positives, Nous étudierons le conditionnement sur cette
figure puisque tous les polyeédres sont symébriques par
rapport & 1l'origine.

Si k = 1, 1'icosaedre est tout entier contenu dans
le cube et il n'a en commun avec celui-ci que ses sommets,
par contre des que k est supérieur 4 1, lesdeux boules B,
et B1 se coupent et leur intersection sera la boule B, lieu
des points tels que

f Ao 75, \ P
Max == (0 L ) ) Lot

Nous allons choisir k de facon & ce que le conditionne-
ment soit le meilleur possible. _

Toutes les fPapsess du cube sont & la disténoe 1 du
cenftre 0 ; nous pouvons choisir k de fagcon a ce que celles
de l'icos@edre soient, elles aussi, & la distance 1 de

1'origine,
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Dans le cas. particulier de la figure & 3 dimensions,
nous aurons si  k =V3 |

/

oh=y3  od=1 ap=an=\3-1 0D V1 e (y3-1)°

OH = 1

Tous les sommets du polyedre intersection des deux
autres, sont tous tels que le sommet D getp 2 la méme distance
de 1l'origine, Toutes les faces de ce polyédre sont ¢quidistantes
de 1llorigine Od = OH = 1

Dans ce cas particulier le rapport 0d_ . L

0D T
\/J~ +(y 3-1)

w2 0,807

Nous voyons don¢ que nous avons obtenu une tres nette
amélioration du conditionnement pulsque celul melatif aux normes
C%%(X) et (P(X) est le méme et ¢égal & soit 0,578,

=
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De méme pour l'ordre n, en choisissant k ={'n, le lieu
: v

B des points tels que .

BR) = Max ‘/i,. “x), Yol
R \ ‘n \\ ‘\ d K

sera 1l'intersection des lieux des points tels que =

e T,

1 (7

1‘1 1 et B sera un polyedre

() {1 et L (x)

HIN

N

yn
convexe, symétrique par rapport & 1'origine, ayant tous ses
sommets dans les plans définis par deux axes de coordonnées, et
dont toutes les faces se btrouvent & la distance 1 de l'origine.
Le sommet D étant dans un plan défini par deux axes de

coordonnées, choisissons deux de ces axes : solent Xi et xi+1o

~Nous avons

= X T sscseseeeas — ] = X, = se0nasecsn = XK = X =
*q 2 *i-1 i+2 ’ n~1 0

ta i = 1
Dtautre part X541

E N
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=0, : .
;%&' ixjg = VH d'ou  ‘Xi5-:b/n - 1
3=1
1=0N
NN/ *
soit 0D = ( »  x) -yt (Va - 1)°
i=1 |

0d = 1 Le rappoft de la plus petite distance de la
surface du polyedre B & la plus grande distance
du dexrtbre, sera donc '
0d_ _ 1 \5 1

oD V/H—E\fﬁ+2 - vn

Nous pouvons remarquer que l'amélioration du condition-
nement diminue lorsque n augmente, et alors qu'elle était trés
5 (0,807 au lieu de 0,578), elle l'est beaucoup
moins pour n = 100 ol 8% = 0,111 au lieu dd 0,100 pour les

normes ﬁ%é(x)vet Cf;ﬂX).

nette pour n

i

1}

I1 est & remarquer que nous avons fait les calculs
dans le cas tres particulier de la matrice-unité, aussi le
conditionnement d'une matrice quelaonque relatif & la norme
du maximum et & la norme euclidienne peut-il ne pas &%re
meilleur que celul relatif & d'autres normes ; nous verrons
plus loin un exemple pratique d'un cas ol l'on obtient le
méme nombre d'itérations lors de la résolution d'un systeme

linéaire,

Pratiquement, le procédé itératif associé & la norme
du maximum consiste, & chaque itération, & faire un choix entre
les procédés relatifs aux normes C’&(X) et 'CKZKX), A chague
itération, on choisit la méthode qui nousvrappgochera le plus.
de lasolution, Si 1l'on ignore a priori quel est le conditionne-
ment,pour une matrice donnée de l'une des deux normes, qui est

le meilleur, on choisira la meilleure des deux méthodes,’
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’) Choix des normes ({{('X).

Nous voyons que la norme du maximum nous permet d'amé-
liorer d’une maniere générale le conditionnement d'une matrice,
par rapport & celul relatlf aux normes ’27( X) 4 partir desquelles
nous définissons la norme du maximum, \

Dans le cas particulier que nous avons étudié, le
conditionnement des deux normes CEE(X) et ‘L/(X) était le méme
(pour la matrice-unité) et celui de la norme du maximum était
meilleur que celui des normes ,f(X) et t¢7( X) ; mais cette
amélioration n'est pas oblig at01re pour toutes les normes,

En effet, choisissons deux normes 1/ et CCW telles que
les lieux B et B! des points tels que respeotlvement
QQ(AX)Igii et Qﬂ'(AX)él solent tels que les représente la
figﬁre I. Nous voyons que dans ce cas, le conditionnement de
la méme matrice relatived las norme du maximum sera nettement

supérieur & celui relatif 4 la norme

M;B' . Lf“x) et & celui relatif & la norme
e, "\/"73.(:"'"" -L\ | { {; (X) .
\\V/,/”\ “\\\/f Mals il est treées difficile d'avcir
//*tgt‘ - ‘ . une idée du conditionnement d'une
(‘ /f,;"fwu” R\ matrice relatif & une norme et pour
’ o qu'il v ait une amélioration certaine
Figurel du conditionnement, 1l vaut mieux que
les conditionnements relatifs aux
normes f}{(x) ne soient pas trés
Ceicle, B! différents.,
/;ifxf //r“)i En effet, supposons que 1l'une cdes
AT AT / :
é;// ; \7// boules B (figure II) telle que
///X “;;;;i Cg?(AX) < 1 soit"assez proche”d'une
P hypersphére, son conditionnement sera
- trés bon ; supposons celui de Q(‘(X)
tel gque la plus courte distance de la
Figure II - limité de B' & 1'origine soilt tres

inférieure a celle de B, nous voyons
que le conditionnement relatif & la norme du maximum ne sera

pas aussi bon que celui relatif a (;(X), En effet, la norme

‘.
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du maximum permet, en choisissant des normes quelconques,
d'améliorer certainement le conditionnement le moins bon,
mais pas obligatoirement tous les conditionnements relatifs

& toutes les normes choisies, Aussi, a-t-on intérét & choisir
des normes telles que les conditionnements relatifs & ces

normes pour une matrice donnée, ne soient pas trop éloignés,
L°) Essais

Comme précédemment, nous avons effectudé deux
séries d'essais, les premiers sur la matrice du posentiel,
et les seconds sur la matrice pleine gue nous avons déja

utilisée

o ¢ Matrice du potentiel

oIl
(7 AN ; . o .
Pour \f&(X) = X, nous avons eu 338 itéra-
. — o tions
i=1 :
Pour “(X) = Max x; | nous avons eu 3300 itérations
i=1,...,0
-voir essais précédents-
b 4 1 - ;o F
Pour i3(X) = Max | —& (& (x), (T (x)
: \ vn L4 ( i /‘_,
nous avons obtenu encore : 338 itérations
' i 8
En effet, lors du choix enbre les normes —=- ‘[i(X)
/ \

et (%z , cl'est toujours la norme ,E; ?”(X) qui est
la plus grande, yn

Dans ce cas particulier (1 /, ( . (X) pour

tous les X sur lesquels nous avons itéré, Clést
pourquoi nous, avons obfenu exactement le méme

résultat que pour la norme C%Q(X).
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Matrice pleine

Pour }{&(X) nous avons obtenu 558 itérabtions

Pour C{fﬂx) nous avons obtenu 1136 "

Pour ﬁ}(X) = Max (f%r (%), Qv(ng nous avons
N . \/n l‘ 1 i ) ‘

obtenu %97 itérations

Tci, L'amélioration est seulement de 29°/o , alors

que pour les essals précédents, nous avions obtenu

340 itérations au lieu de 397. Mais, bien entendu,

i1 n'est pas impossible que pour une autre matrice,

nous obtenions de meilleurs résultats. En effey,

en changeant quelques éléments de la matrice pleine,

utilisée geur le précédent essal, nous avons obtenu

les résultats suivants

Remarque

&) 175 itérations
0 sl
(%) 1y ", soit ded

une amélioration de 34°/,

. Nous avons noté que lors de tous les essals que
nous avons faits, le nombre dtitérations nécessaire
pour obtenir le veeteur-solution (& précision
égale) étalt toujoﬁrs plus grand pour la norme
4§;X) que %1(X)’ oe qui reviendralt & constater

qﬁe 1e conditionnement d'une matrice relatif & la

norme (%i(x) serait meilleur que celul relatif

& la norme f{gﬁx). Or le conditionnement de la

matrice unité est théoriquement le méme pour les

deux normes et égal & 1/./n. D'autre par,

étudions le systeme
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et utilisons les deux méthodes ftératives en partant d'un

L]

X =D
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o0 T est la matrice-unité d'ordre n

méme vecteur initial XO

nous obti "drens
itéré quel que soit le vecteur XO d'olt nous sommes partis:
avec la norme
nécessaires avec la norme (ﬁ&(X) dépendra du vecteur

initial XO et pourra €tre inférieur ou supérie.a 4 n.

- DEFINITION

Soient n espaces €y et un cespace vectoriel E, produit

Xn =Db , Xn

%i(x). Alors que le nombre d'itérations

L

direct des sous=-espaces €4

Soient, dl'autre part, n normes de vecteurs

\Y

Xi & £4e De plus, donnons-nous une norme de vecteur
D(u) sur R, UER
ty
Xg‘
Soit X £ B et X = | ot X, € €, 121,2,0000,D
;
X
' n N
i ‘ l: vl <X )
(11
/
toly)
s - N
/ < <0 = - e
kﬁj(Xl) R soit U U & R
%ﬁ( n)

1

’

*® 81 R EREEE

We oot o068 sBO0LE a0

o
(s

\.,(/ i

Qﬂi(Xi) est une norme de vecteur quelconquefsur 1t

étant le n

-

_\me

D

vecteur

LI IS 4 81’1

(Xi>3 121929 es oD
espace Si,
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DW= DLy, @) E )

Soit N(X) = (?;(U) N(X) est-elle une norme sur E 9.

solt X

Il

0 &=

2°) N(AX) = (A, R )
S DM G B0 g0

_ '1 (IA).v} = A . & (u)

i

m. N(X)

X et Y
3°) Soient deux vecteurs appartenant & E

| 18
G(v,)
Xj et Yi . ai i=1,2,.,..,n. Soit, de plus: V = -
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(11 NeX+Y) :‘9’\,_'(1 (Xy+¥4)s ¢ a(X£+Yg)g.~......, o (x +v)
(/‘,/ (\//'; .
Cry) ) Fly)
et, si fiﬂ(U) est une fonétion monotone non décroilssante
des composantes du vecteur U, nous pouvons écrire dans R
(R partic de R des vecteurs & composantes > 0)
j.r . ‘.,.
Al /0 o . 1
Sf 1<X1+Y1> f2(X24Y2>"'°""°” %'n(xn+yn)/
Bl @ (v)
\\\\:‘ \(1 9on|ou|coo, (X )+ n( n
Soit
(10 wewy) L )y < Sy e G
N(X+Y) & N(X) + N(Y)

Théoreme I 1. Soit E le produift direct d'espaces vectoriels

e .
1

complets
n
sur R,
S01it une fonction
({/

monotone des

faisant correspondre aXé R

norme de vecteur sur b

j-:lggsmooaa_yns

quelconque de vecteur sur si.
telle que @K?E\X

n
sur R

avec

(0 (X.) une norme
SR

() (U)

une norme

1)900.‘.’.’..9 (l'ill. (X ))

ntntl
non-décroissante

. Ltapplication
- N(X) & R
N(X) = (U),

est une
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II - EXEMPLES

Nous allons maintenant donner quelques exemples de

normes appartenant & la famille ci-dessus.
a) Norme combinaison linéaire de normes sur des sous-espaces

1°) Définition

n. Ny

. Ilb 14 o .
SOlt R = R/l)}(‘Rd;ktooé-ooo-o'oj:(R S n. =1

n. n,
; £ N - 1 . .
Soit ~ri(Xi) une norme quelconque sur R avec xi<: Rt

It

. o o
soit, de plus ()(U) une norme de vecteur sur R

=]
e _ T o
W= 2 e )
i=1
oy 1 (X,)
y f - ) ' e
ol U = % TQ(A2> en posant L{i(xi) = U,

% )

i=i
bl ~ ,
fg T - 5
Py =y el
i=1"
Les ai & R+ permettent de pondérer les normes des Sous~espaces,
Nous avons bien :
LN N \
o (U) . . . i
‘< ) = . > O pOLll” 121,52_9-00005-!{
o U L7 ’ :
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X
1
B
. . Ed ' n
Si X = N(X) = () (U) est une norme sur R
X
n
2°) Décomposition de N(X)
- Soit zi(Xi?un‘vecteur décomposition de la norme Q{(Xi)
tel que \
(¢ (x.) = 77 (X,) . X, quel que soit X
tid i i’ i ’ i
Construisons
T o T, o\ S
Z (X) = l\‘O(l Z:]_ (Xl) s “0(2 Zg(Xg);j e 006060600006y .‘C(;: Z’ (Xl{
T i T | T
z°(X) . X = oy 21<X1)‘X1 + oy zg(xg),x2 F ieeeeesenecs
evereeeee a7 (X)X

j_:*
— {f/)
= / . i
ya i Y
i=1 ‘

(x;) = n(x)

Le vecteur z(X) tel que nous l'avons défini ci-dessus

nous permet dorc de décomposer la norme N(X) de Rn,

Supposons ﬁzi

iéz.(X,X;est borné, Nous aurons

i
- i={
fod e
120010 = o oSz (x) )
i § AN T e S
=

i

.~ 2 .2 2
<Y o5 kS =K
L 1 1

i

dror 1z £ X

(Xi)ﬂ 7 i, pour tout i, c'est-a-dire que
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Nous voyons donc que ] z(X)!l

est borné et nous

pourrons donc définir un procédé itératif & partir des normes

U
sera convergent,

¢K(Xi) qui, comme nous l'avons vu

au chapitre précédent,

3°) Parmi ces normes, nous pouvons en définir trois

particulieres,
B

1=t
i _ X P v > d
) 151<X) =70y (1<Xi> ol Ti<X ) est la norme de Holder
i=1
j=n, -
YL = S £ 1 tes
(1% = > ?ij! gi )5 sont les composantes
J=1 ! '
By
du vecteur Xi & R
Remarque ﬁbﬂ(x) = ({i(x) siog =1 i=1,e...0,0
Ay N o Ny ' - :
B) \fﬁg(x) =) 0y ‘f2<Xi) ol 6{2(Xi) est la norme ecucli
i=1
N ) — Yiosr H
dienne fg(xi> = 1% ]
. \.\; ' / L B . s R
\72(X)v4, f2<X> 51 ay = 1 quel que soit i,
iz}
l.:. B '4\\ (/,.’ . ey ] . N d .
¥) Q?WXX) /o oy r&§Xi) ol \féjxi) est la hprma e
i=1 ' ' S
Holder ({i(X.> = Max V4
’ 1 - ” f( ]_J
” polee T
. n 3 .
avey X, ¢ Rt
Remarque :} &“’ S1 oy = 1.quel que soit i,
, i
De plus si n, = 1 quel quesoit 1, X & RL .

nous avons

O x

%ﬂ(x>

i
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4°) Etude du conditionnement d'une matrice relatif
oy R L
la norme Q%)(X) et a la norme euclidienne,

e

=7
1} t’\ “':\4‘; wwwww ’ " LY 4 ., )
.Qk)(X) = éiw” oy if}(Xi} ol L(i(xi) est uné norme de
i=1 ‘

Holder guelconque,

Toutes les normes de vecteurs étant équivalentes, il
existe deux nombres a et b tels que

a <'{'i7m<x) < Iy g %m (x)

Soit M = max oy et  m= min o,
‘ i:iﬁ P é’ i:ig LY 0/
n nk
R 9 - (/- t o
Supposons que %Kxx) - "fxﬁxk) X & R X R
n = ;’ oy
A
1=1
/’:f\ N\ ; ~ A
ey, m(X) Y o, {l/ ﬂ( kﬁ> Z;/ m (( ‘(K)
¥ N , . AR A o
or Q) Q0 don D)y m <\‘€fw(x) (1)
mé < (y e O(xy £ STy
De méme 5 a %E(Xi) LT oy 'al‘yi} <L 4¥~f1<Ai)
soit (D)< M ¥ (X) €y
- S (1 &
Des. inégalités (i}'e“ (ﬁ} , nous pouvons déduire les suivantes
o o
o @ (x) < D (x) o ¥, (x) %)
= L0 L gE) Cvan o0 W
Vis! t e B ~ e

4

o <O R
"’ (”§X> SRS SO0 %E§X) 12/
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K'inégalité |3) nous permet d'écrire

1 , Q“i(AX) ) dﬁ(Ax) . (%}1(AX>
= n— G
{g(x) ((/g(x) (2<X)
soit '
L 1 £ 1 7« . /
V21 2%
d'ou )
n W IS N T
i 1 i ¥ Yy,
solt o e T 12(A)_§s ( @2(A>

.Y C
ol {)ij(A) est le conditionnement de
la matrice A relatif aux normes

) l//';

u.(i<x) et (J.(X).,

o
"De méme de {3} , nous avons

"_%*_ @}(X)‘é; %ﬁ(xj g —2 ﬁ?(x) . et nous arrivons en

Sy m

faisant le méme calcul &

Fpal) & ng— P ()

d'ol la double inégalité

\/ v Ny
1 o, 4 <N pd Mooy,
De (g} et (g} , nous obtenons de méme
1 m ' M
n i DaA) g 2'(;2(‘\) i X22<A>

[N
=

. et M K’E(A){\ X&,Q(A) /> n u Xy “(A)
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En choisissant tous les 0 égaux a 1, nous avons m = I,
clest-a-dire que nous resserons uﬁ peu les bornes, mais, en
fait, ces inégalités ne nous permettent pas d'avoir une idée
exacte du conditionnement d'une matrice quelconque relatif &
la norme {f}(X) et & la norme euclidienne. |
Toutefois,vil n'est pas impossible que, pour une matrice donnée,
en choisissant les (%§<Xi) et les a, en fonection des propriétés
de cette matrice, l'on arrive & construire une norme telle que
le conditionnement’ de cette matrice relatif & cette norme et &

la norme euclidienne soit meilleur,

b) Norme maximum de normes sur des sous=-espaces

1°) Définition

i=y
n, - n n; N
. n : _F >
SOlt R = R 1 P R 2";.'."4 e e e o000 e 0N R ’ ‘:'__/4 l’li = I
' ' i=1
vy nj ' ni
Soit kfg(Xi) une norme quelcongque sur R ~ avec X, & R
aoir 7 F, : :
Soit (D (U) = Max ‘Fﬁ(xi> 77y (U) est une norme sur R
- i:19 . OQ \ e
Posons
u
1
u
U = |2 avec U, = (fé(Xi) Cﬁ(U) = Max
| ’ . i:j-s 00 ¢ {/f‘
i
u
n
u, & R

fde
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x

I1 est évident que si uy croft (ou déeroit), (¢ (U)
croft (ou décroit), ou reste constant. (@ (U) est bien une

fonction monotone non décroissante.

T I
Done i1y (X) = (})(U) est une norme sur R% si
T x
%
X2
X = |1 X £ R"
i
i
Xy
, T
2°) Décomposition de Q% (x)

Solt Zi(xi> un vecteur décomposition de la norme
Lﬂ&(xi) tel que

Si  Max A <%¥(X ) = (7)(Xk) _— <Xk> . X, , construisons
{

Ty C '
le vecteur z (X) = (Qiy Ops wovnooees 0, 1 ZK(XK)’ Oppq oo

@0 @ @ ¢ oo g _Qn_-is _Q_n)
ns ‘ _
1@5 "O"j_.é:— R i:j—;ggoootoogk—igk'{‘igoo.oononeocgn
T T . A
z7(X) . X = 2 (xk) X = (D (X)



- 1o -

Le vecteur z(X) tel que nous l'avons défini ci-dessus nous

permet donc de décomposer la norme (ﬁ)(X) = Max %i(Xj)-‘
‘ P i -

Si | Zk(x)”<<~K :#}TZ(X>§if<fk J‘Z(X)!‘ est donc borné,

%°) Normes particulieres

De méme que précédemment,en choisissant les @%(Xi)
parmi les normes de Holder, nous pouvons définir troi

normes particulieres,

(
& Y ., S e
o) \igl(X) —/Max \fi(Xi> ol Al(Xi> = éiw“ l}ij!ul Xi~ L;lc
\izlywnoQ j: ‘ - ‘t
Einb
}: N
D x) £ ¢
) _ O (- 5 @ ot 1 .
B) 2, (X) = Hax | &fé(xi) oll \Q(Xi) est la norme
i=1,5.0.{ euclidienne
p o
B x) L B
¥) @ (X) =M () o @(X,) mu R.
b [45] - ax K cot g ou _ % i = ax % ;IJ (
izi,,.. j=1;ooosni b !

30 Conditiohnement

by . .
81 (i(X) = Max Q/(Xi) ol Qé(xi) sont des normes
izlgaooz |

quelcongues de Holder, nous obtenons les inégalités suivantes
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7

—= 2 (X) é;&y(X):?A¢a.%é(X)

Nous voyons ainsi que ces inégalités sont "plus larges”
que celles obtenues & partir des normes de Holder elles-mémes,
et,‘d'une maniére générale,le domaine de variation du condition-
nement -%5%2(A) sera lui-m8me adsez large, Mais nous aurons au
chapitre TII une utilisation pratique de oettefnorme,‘

PROBLEME DE LA MEILLEURE NORME

Nous venons de voir que le principal probleme relatif
4 1'étude des méthodes itératives de résolution des systemes
linéaires n'était pas de fabriquer des:normes‘(il semble que
1'on puisse en fabriguer tres faeilement),mais était d'étudier
le conditionnement d'une matrice A donnée, relatif & une norme
‘quelcongue et 4 la norme euclidienne,

Nous avons vu au chapitre I que.. la vitesse de convergence
dépendalt directement de ce oonditionnement, et était dlautant

plus rapide que celui-ci ¢talt proche de 1.,

Nous avons jusqu'ici fabrigué des normes, et partant
de ces normes, nous avons essayé d'améliorer le conditionnement.
Mais, pour chague matrice non singuliere, 11 existe une norme

%?(X) telle que le conditionnement soit égal & 1,
W(AX)

W

En effet, étudions le rapport
o X4

2 :
1 P i S, ey
ey =11a™ 21l 11 est bien évident que ——BE o g

. -1, ' Y ) :
mais A 7 n'est pas gonnw,. Neanmoins, on peut essayer dlapprocher
le plus possible une telle norme,
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"

Soit A une matrice non singuliere et symétrique,A =A

oy ses valeurs propres et u; ses vecteurs propres,

A.-l.ll = .........:.L...

. ‘ : i3
Les n vecteurs propres de A forment une base de R,

: L
Soient Xy les composantes d'un vecteur X& R sur cette base,

J=1
= /%%
i=1
TN S I SR ) R b
2
= x% (A 1) . X
fi=n '~ .,
P T -1\
x‘%!/’ XinUi;. <A ) » X
i=1 /
= ;" x . - % - UT g. X
A o 1)
Vi=l i i
= 'zl (x) . %
. A= %
en posant z(X) = - % . Uy ol x, sont les
o L ..... e o
i=1 i

composantes de X dans
la base formée par les
u, et «, sont les

i i
valeurs propres de la

matrice A,
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Nous voyons que‘la norme idéale peut €tre calculée
en fonction de la matrice A, Bien entehdu, les valeurs propfes
et les vecteurs propres de A ne sont pas connus, mals, en
connaissant au moihs les directions des vecteurs propres, nous
pourrions essayer de nous en rapprocher le plus possible, et
ainsi, arriver & définir une norme de vecteur telle que son
cénditionnement soit le plus pres possible de 1., Dlautre part,
1'expression ci-dessus nous montre 1'intér8t qu'il y a a
faire intervenir le plus possible dans la définition de la
-norme, les valeurs caractéristiques d'une matrice ; c'est sans
doute ainsi que l'on arrivera & définir des normes telles que
le conditionnement de la:matrice & partir de laquelle cette
norme aura été définie, soit le meilleur possible, Ctest le but
de la surdécomposition gque nous allons définir au ohapitre'

suivant.



- 53 -

CHAPITRE III
SURDECOMPOSITION  DE  NORMES GENERALES

L. - INTRODUCTION

Nous avons vu, & la fin du chapitre précédent, que,
dans la. recherche d'une norme & laquelle nous voulons associer
un procédé itératif de résolution d'un systeme linéaire,
nous avions tout intérét & ce que la matrice du ler membre de
ce systeme intervienne dans la fabrication de cette norme,
L'inverse de cetbte matrice (ou une matrice s'en approchant)
étant, en général, inconnu , difficile et cofliteux a calculer,
il n'est pas possible de fabriquer facilement une telle norme.
Nous allons exposer ici un procédé de - GASTINEL {15} qul est
une généralisation des méthodes relatives & la décomposition
simple des normes que nous avons exposée au chapitre I,

Comme nous le verrons, ce progédé de surdécomposition de normes

permet de faire intervenir plus facilement les propriétés de

i

la matrice du- systéeme, ‘ y;l
, %
. n :2 \‘(,
301t x un vecteur de R X =1 j & R
‘, i
2
n

‘ A tout vecteur x falsons correspondre une matrice HX
de type (n,q) avec q fixe et tel que 1 < q< n,

Considérons la variété linéaire XZ(H ) o lieu des
VX

tels que

e
*
s

y =X +‘Hx A FEN ) g4 pour x fixé
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Soit, de plks, un systeme lindaire
Ax = b | o (1)

A : matrice carrée d'ordre n, b‘é'Rn. On suppose que A est
non singuliére et que le systéme (1) admet une solution et
une seule quel que soit b, Soit £1AaRn cette solution,

. - .n ,
Nous pouvons ecrire Alx - i) =0 ¢ R, et, pulsque

H, est du type (n,q), nous avons :
'H; A (x -0) =0 ¢ rY (2) et cela quelle
que soit HX,' |

J30it 1'ensemble des X tels

T T T opd
(& HX) x - H b =0 ¢ R,
Clest une variété lindaire W o o lleu des points x.
Ce lieu passe par {: . (Hx A)
‘Etudions.l'intersection de W o et de V .
| (H, A AT H_)
X X
Pour qu'un point x! appartienne & celle-ci, il fautet 1l
suffit qu'il existe un /% tel que
_ T Ao oph
x' =x + A Hx - W R

H Az + AT H /Y J-H b=0 & R

solt, en posant B = Hg (b - Ax) & RY
T T A NG| -
SN = @
Hy A A H 5 B #R | (%)

Le systéme (3) est un sysbéme linéaire de g équations

& g inconnues,
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Définition : A étant une matrice donnée, nous dirons que

voit

Donc

lfappliqation faisant correspondre & x 3~7HX
est réguliére par rapport & A si la matrice de
type (q,q) : Hg A At H . est non singuliere pour

tout x.

Dans le cas ou Hx est réguliére par rapport a A, on
que le systéme (3) admet une seule solution :

A =(ut a aT HX)‘"1 . B

X
T -l T
= (H, A A HX) . 1, (b - Ax)
T . T . -1 T . | ]
= A i 1
(Hy A A H )™ L H A x) - (G1)
W T et V T ont un seul point commun :
(5, A) (A" H)
T T T S T
r A Jia
X X + AT Hy (HX A& A HX) H Al x)
= X + AT H .'A\
X

Remarque : De (%) nous pouvons écrire

ou
Donc
dtou
Soit
Or

solit

d'ol

goa AT H A = H A x)
X X X
HT A(SLox-a H A )=0 & R4
X hid .
HoA(A-x)=0 £ & or /e R
fﬁT Hi A (Li-x' ) =0 scalaire
(AT He Sb, (£L-x') =0 scalaire
x = x + AT H_ /Y
A C R
e oxt =Ty A

X

(x - x')L (#/+= x') = 0 scalaire
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Les deux vecteurs (x-x') et (Lk-x') sont demns ortho-

gonaux et nous pouvons écrire

o 2 L2 T 2 o
I P xHite =M ox ot llyli est la norme
euclidienne

W - xll 2 Sia o el 2 2 ik - w0 112

ity - xt] @

Ep posant I, = 0¢ Ly < 1
- . L 2 .
o - x|l
nous avons
> _ i c i
I R N N T (1)
\’}X - X] ’l Z - AT Hq. A AT H //\\‘
X ¢
plE A AT E
dtou L, = - , Soit dlapres llexpression

N T T II] ,Il - 1 T T A
L - { L {( 1 ! A
(= x)" A H (HX A A IX) Hy A AT H A

1 X -
{\u - Xllg
m m - m
(- x)F at HX(H; aat H.) ! Hi Al - %)



..57_
II. - DECOMPOSITION D'ORDRE DONNE q, D'UNE NORME GENERALE /(x) SUR R™

ET PAR RAPPORT A UNE MATRICE A DONNEE D!'ORDRE n.

1°) PROBLEME

Soit ¢ un nombre (1 £ a éjn) et A donnés, ainsi qu'une

. Ve ’ ' n
norme générale %{x) de vecteurs sur R,

Existe~t-1il une application K faisant correspondre a
X F**%Kk? KK appartenant & l'ensemble des matrices du type

s

(n,q) et telle que pour tout x & Rn, on ait

T T T -1 .7 T T
x o (KX A A KX) K, X . Trace (KX AA KX)

2°) DEFINITION

Si K existe, nous dirons que la norme Cr(x) a été
QquQnﬁL“O“ﬁ“ rour l'ordre gq et par rapport a la matrice A,
Si les éléments de KX sont bornés, on dit que cette surdécompo=

sition est bornée,

3°) ETUDE

Pour q = 1, Kx est un vecteur, Kg A AT KX est un

scalaire, donc identique & sa %Srace.Digh:

T, T . -1 T T _
(K, A AT K )™ L x . Trgoe (K, A A K ) =

ol K- X = (p(x)
i _2{ . \\
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C'est le probléme de la décomposition .simple que nous
avons exposé au chapitre I.

| On peut donc dire que la décomposition simple est un

cas particulier‘de la surdécomposition d'ordre 1, et relative

& n'importe quelle matrice,

Théoréme : Soit g, 1£4a <ln, Arune matrice d'ordre n non
singuliére,, w’une norme de vecteurs sur R™ , donnés,
I1 existe une infinité de surdécompositons de QD

par rapport & A, On peut choisir K de sorte que°

1° ses q colonnes soient de directions conjuguées

par rapport & la forme XT A AT X

2° . ses éléments soient bornés.

Soient E (4=1,.....,0), g vecteurs de Rn formant un
systeme de vecteurs conjugués par rapport a XT A AT X, clest=-
a~-dire que

T T. _ < C .
EY A A Ey = N s (1,3

t

19.ooan‘aosq>

Les E. peuvent dépendre de x, On peut donc supposer que
KX est de la forme

KX = (al Eis ag Egs oconnotuo;oooog aq Eq)
ou . '
T T T T
— nd 1 \
AANK = (g AA Ef, a, AA Boseveareeene, ap A AT E )

et, pulsque

oy By
T
oy
Kr - )
X — -
T
a B
q q
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on aura : e , ' e

k' oA AT K = ' N
X . .

xoH

T T , ‘ : , N .
KX A A Kx = matrice carree d'ordre g, non singulieére, si,

et seulement si, tous les o # 0, quel que soit 1.

T _ T
Posons x Ei = }i
nous aurons X K = (« ? o ¥ o \%
e 11, 2 ‘72, $ 00 080000085 q {q
. T T T -1 T T T
\ ,
d'toll x KX(KX A A KX) K, ¥ . Trace (KX A A KX)
' i=q / di=q
ST e S e
l" it g i}
- e <' \\ }},..'.....,,._
:1 ¥ / \l=1 /

Supposons que, 1'on ait constamment

fd=a. o\ 1~9 2
i;} {1\ 'i ( \ "'%y
Ni=1T N /

nous avons

i :g ,
‘\\\ .
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Si nous changeons x en Ax, et si les Ei ne dépendent

de x gu'en direction, nous voyons que les gi se changent en
A ?i’ et par conséquent
N )\'X ) — A (X ) a— i H — \ }
ﬁ;i@ § = IS = T(AX) = %, (x)
. 2 \\\ 3 2 H !
- ) 7 1
i=1 i=1"

Le. rapport “/(x) prend donc toutes ses valeurs si x

est astreint & se déplacer sur la surface de la boule,%?g(x) =1 ;

on voit dogggque les Xf Ej = ‘?i (i=1,29......,Q) sont
tels que \?i soit borné inférieurement, donc les ai sont
i=r

bornés supérieurement, donc. .les éléments de Kx.le sont aussi,

Nous voyons donc qu'il existe des surdécompositions
bornées de normes, et nous pourrons encore en trouver d'aubtres.

ITI.- PROCEDES ITERATIFS ATTACHES A UNE SURDECOMPOSITION DE NORME

Soit un systéme linéaire d'ordre n,et soit une norme de

vecteur “(x). Si nous nous donnons un nombre g (1 <q n), i1

N

. ‘ . . n
existe une matrice L. telle que pour tout vecteur x € R~ :

T
X,)

g 2 T 4 -r!I‘ T Lol T T
{ — 1 a
lﬂ (X) x° K (k{ ALK ) KX X . Trace (K .A.A

. n e
S0it x un vecteur de R°. Nous définissons

r(x) = Aldi- x) ol L1 est la solution du systéme (1)

A r(x) faisons correspondre Kr(x) et nous pourrons écrire

drapres (3')

A - g
A= T, aaT )~ g



.

T
| E— ’ .
or x' =X+ A "Kr(x) . /\

T

dlob x! = x + A Koy i Koy o A B K] Koy r(x)

Partant d'un vecteur initial XO, nous obtiendrons un

. vecteur vx, par la formule suivante

1

-

T [T T \ -1 T

n’ \ n’ n’/

CONVERGENCE DE PROCEDES ITERATIFS ATTACHES A UNE SURDECOMPOSITION

Théoréme : Tout procédé itératif, associé & une surdécomposition
XK, bornée d'une norme %ﬁ, d'ordre q, par
rapport & A; pour résoudre le systeme Ax -~ b = O
(A non singuliére) est toujours convergent ; sa
convergence est directement atbachée au conditionne-

7’ 4 . 4 1) " n
ment generalise de A et de la norme euclidienne sur R,

D'aprés la formule (4) du parag. = I, nous avons vu
gque l'on peut obtenir un vecfeur x' plus voisin en norme
euclidienne de la solution Ji que X,

Si 4 r(x) = A (4= x), nous faisons correspondre K..s
matrice du type (n,q), nougaurons d'apres (5)

o’ T T -1
_ .r{X) L (Kr AL AT, Kr>«- L r(x)
1 P e
’ - x
s ('/-2 : \‘; T T - . - T
Soit si Y(r(x)) = r(x) K, (K o Ay A7 K )77 K o) iTr (K ALK
v / r r
(ﬂg ' } )
Li _ (r(x), . 1
1 - th Trace (K A , AT,K )




Mais

Trace (Ki A.AT

2 (K2 a) <ag.n.n

Ko) =N
r r

si Db(A) = Max ;a,,! (c'est une norme de la matrice 4)

i,5
. (72{' )
donc L, ( .\P(Xg/ . 1 ‘
i - xdl n” .o . bT(A) L DT(K,)
et si D7(K,) ¢ M° pour tout x pulsque K, est borné
.. 2% fr(x)) 1 1
Li Il !2 L[] 5 2 L ] 2
Hh e xd n .q .M b7 (A)

Or, on sait, (chapitre I) que si 82%(A) désigne la norme de

matrice 1
(8 Lt
3 A) = Max
'{(X>
(' (ay) :
t\ - > ——‘—‘l—"—:i— . donc
Lyl 7 Sy (BT
LN 1 1
Vs 2 42 -1y .2
1 .7 | n, qg . M S5g (A77).p7(4)
901 1 _ X Cps ST
oit _ . =40, un condltionnement de L pour
() LN, (A7)
les normes SZW et b, donc
“ | 2
b0 2 . A
= 3 2

p \
() R FURNY LY PR T S
™~ | n’ o, q .M /
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Soit, en partant d'un vecteur initial X, et en itérant p fois

/ ' 7
it : . . » i li “
| N (! b 0
:i f}, — ‘X‘l {! \:\ S’ I XO'I . “,‘// 1 - j’A
- \ ¥, 2
y nn., qg.M
/! f Y 4P
i ? //. i ™ i " ?’
bho~ x EE s {LJZ - x"” | V- 24 ; }
pto o’ "1 3 =
1 , n. qg .M /

ce quil démontre la convergence de 1'itération, et met en

évidence une fois de plus, le rble du conditionnement du systeme,

IV, - EXEMPLE DE“SURDECOMPOSITION

B1 I.
i
I ”21
I B, I
J
\\
S01t une matrice de la ™~ ~
forme : A = ' T~
' I Bi I
N i
I B !
1’.;,;
I = matrice unité
Bi = matrice d'ordre n symétrique Bi = B?; done A = AT

I]'\ .

A est une matrice triple diagonale par blocs, symétrique A = A

de type (ng, ng).

Nous pouvons nous donner q = n ef choisif Kx du type

.
2

(n", n).



.0 Xy
0 X2
I .
Soit K= 0 | et x= |, od X, € R" XTK—_—X?
e X,
i i
p
0 X,
U
'k: .
i
N T : .
d'ou AV K = |- sauf pour 1 = 1 ou il =n
B.K.
i~i
K. -
i
0]
Nous avons dbne
KT A AT K = EKT K + KE Bi Ki pour i = 2,¢00e0, n~1
k' onoal k- Kf K+ KEJP Bj K, pour j= 1,n

<L/etant donné, il nous suff'it de déterminer pour x connu,

i et Ki tels que

Ki)flK? X;. Trace (KT A !.-\I1 K)

K. + KI B,

T
1 i

}—’f\)

%) = X1 K. (2K

T
1 i
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SupposonsquetKi soit inversible, nous aurons :

e T 2 -1 . T 2 .
‘(1) %{ (x) = Xi‘(zz + By ) X+ Trace Ky (2T + Bi)Ki si

ixgyo’oacgﬂ"l

'(1')({:}2(99) - xg (1+ 13?)‘1 X, . Trace K‘;’ (T + B%)Kj s1 3=1,n

Sypposons, de plus, que K, soit diagonaleg, Ki = A1 A # 0

(1) peut s'éerire :

L2, 2T 2,-1 2 2
/ — i
) qi_(x) = AL Xy (21 + Bi) X; 7o N (21 + Bi)
0 N2 ‘
ot NT(&) = a%. = norme euclidienne de A,
Lo A
' 1,3
d'od la détermination des Ai
¥ » |
A, =2 (=) 1 (2)
i * ~1/2
' N (21 + B%) (%Y (21482) 7 1.
1 S A ] i
pour i=2,..44,0-1
L
+ U (x 1 5
A. = ( ) s ) . 1/2 (2!)
! N (T + B°) (x2t2) L x, )
J N J J/

poﬁr j=1,n

Le probléme de la détermination de K revient done a .

choisir 1l'indice 1 convenablement,

Nous avons vu au chapitre II, % B (b) que, si nous
. 7 -0 5 o &
avions n normes %ﬂi sur R et un vecteur x ¢ R tel que
: {



X4

X5

.

i

x= |, _avec Xija RY la~norme (e%x) telle que

|

Xn

kﬁ (x) = Max C(i(xi) est une norme de vecteur sur R

Nous pouvons donec choisir i tel que :
7 -

g2 _ (7

»{i(xi) - M§x '(5(Xj)

Pour simplifier les calculs au maximum, nous pouvons choisir :

Ai -t 1 5 ce~qui déterminer les normeé C{é de R
N(2I + BY) :
i
| 1/2 ,
_,,' i _ T ) 2 '-1 * e . -
C{i(xi) = (Xi (C.I+Bi) Xi) Si 1 =2, senseees, D=l
y | (T 2y=1 v1/2 . . . |
@) = O ) x )2 st oy=1n

Nous remarquerons sur cet exemple que les é1éments de K sont
pornés en module quel que soit x et qudies éléments de la
matrice A apparaissent dans la matrice (2T + B?) dltordre n
dont 1l'inverse, dans'oertains cas partiouliers, peut €tre
 assez facilement calculé,

En‘effet,‘danS le cas particulier de la matrice du potentiel,

par exemple, nous avons



= B pour tout 1
B

Il

_avec

0O O

1 0

e
SN .

B est’donc une matrice triple diagonale et symétrique.

Or, nou® verrons au chapitre suivant. comment calculer 31mp16mert

l'inverse d'une matrice triple

2
En posant (2I + B )

.2
i

diagonale telle que B,

(1M51-+BMB- 12 1) ob

= -1, nous décomposons la matrice (2T + Bg) en un produit

de deux matrices triple diagonales et pouvons obtenir: son

inverse,

La formule récurrente obtenue au paragraphe III de ce

méme chapitre devient

X
n+l

i

i

n

- AT K

r

(K

T
T

T . \v=1_7T
JALA .Kr) K, r(x)
T .2 -1 T
1 Kr’i +,Kr5i B KP’i) K, - r(xn)
or Kr i est une matrice dlordre n.
diagonale et inversible ; nous
pouvons donec écrire
KX . =K .
1 rsl



T
Kpgg = X ~ A K K
0
0
Soift Ii = ‘
I
0
Nous voyons gue Kr .
d'ou
_ T
el = *n A. : Ii (
et
T
el = Fn T A Ij (
Nous voyons que si
Xi,m
X2,m
X = |
m i
|
!
[
Xm,m

seules les composantes X
IEn effet '

la matrice du type (ng,n) telle que,
divisée en soﬁs—espaoes,\oeu&—oi étant
numérotés de 1 & n, le 1 °Me espace
soit le seul dont la décomposition
soit non nulle et égal & la matrice-
unité dl'ordre n sur ce sous-espace.

-1

L1 =44
o1 + B°)74 13 . rix) pour i=2,,...,0-1|
I+}32)"1 I? . P(Xn) pour j=1,n -

sur. le-

n
o..oao)}{ T‘{‘g

est la décomposition de X

produit direct R© 4 R «

.« g’
i,m *

. X,
i-1,m” “i,m

s et X

i+1,m

seront modifiées,
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ngﬁI-i-l:Xk,m k_=1,29.¢oooaoo;—-2, j_+29 ec.na.ﬁn
Lict,met = Fiet,m T V4
Ximeit “Xim BV
Xivt,mer = Fivt,m TV
0
0
En posant V = i (21+E32)-1 v r(x )= i% V‘?Rnggt
posan = I, I, - n)= i ERT e
V. & R"
1
0
2v=1 _T o ‘ }
v, = (I +B7)7 I . or(x) S1 1= 2,40 veene, n=1
( 2.\-1 _T .
Vi o= (I + BY) 1 .r(xm) sii=1, n

V, = ESSAIS

Nous avons essayé cebte méthode sur 1'ordinateur
I.B.M., 7090 suivant le méme schéma que pour les essais précédents
clest-a-dire que nous avons choisi n = 5, solt A = matrice du
potentiel d'ordre n2 = 25, Le vecteur solution étant arbitrai-

rement choisi, et tel que X; = i si X, sont ses éléments.
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Nous avons commencé par inverser les matrices
‘ 2
(2I + BY)

sulvant, puis, partant toujours du méme vecteur initial XO

et (I + Ba) suivant larméthode exposée au chapitre

tel que toutes ses composantes soient égales &4 1, et demandant

la méme précision de calcul qu'aux essais précédents, nous

avons obtenu le vecteur solution au bout de 125 itérations,
Nous rappelons qu'éd nos précédents essals, nous avions obtenu

pour résoudre le mEme probléme 338 itérations avec la méthode

relative 4 la norme 5
! KN
(X)) = D Fx, |
%’1( ) J F440
' i=T .

soit une amélioration de 63 °/, par rapport & cette méthode,
et qu'avec la norme '

C

Y

G = G0+ Ve Fom)

qui, jusqu'alors, nous avait donné les meilleurs résultats,

il nous avait fallu 327 itérations,

Nous avons donc ici une preuve prabtique de 1'intérés
gqu'il y a & falre intervenir le plus possible les éléments
caractéristiques d'un systéme dans toube méthode itérative des-

tinée & le résoudre.
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¢ H A P I T R E IV

METHODE POUR INVERSER LES MATRICES TRIDIAGONALES

SIMPLES

I, - INTRODUCTION -

Comme nous venons de le voir, la connaissance de

- 1'inverse d'une matrice est souvent nécessaire, soit pour
résoudre directement un systéme, connaltre son conditionnement
normalisé {18} , fabrigquer une norme & laquelle correspondra
une méthode itérative qui permettra d'améliorer une solution
approchée, etc,... Nous étant intéressés & la matrice du
potentiel, nous avons essayé .de 1l'étudier, car sa structure
simple de matrice tridiagonale par bloc nous a semblé intéres-
sante, Mais c'est surtout l'étude des matrices tridiagonales

simples qui nous a donné les résultats les plus intéressants.

Nous nous proposons donc d'étudier les matrices

A = (aij) tridiagonales simples, telles que A

;al 1 O o0 a0 o .o . . O
1 a 1 0 1
0 1 a *

1 l 5 !
“ . !
A = ! I N o
‘ [ . N :
: | S . .
S L0 oo
: | ~ ~
: 0 .1 an_l 1
O » 0 @ .« 0 € ‘.QDOOO 1 a
) n
" _i
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A est une matrice carrée d'ofdre n, non singuliere,
symétrique. Tous les termes des diagonales qui sont de part
et d'autre de la diagonale principale sont identiques ; nous
les prehons égaux & ‘1. |

L. o= a, - = 1 4,., = Q.. = i S i+2
444 i 41,i+1 1] ji = O pour j i

o
IT. - DECOMPOSITION DE LA MATRICE A. - Llé]

On sait gue toute matrice symétrique peut €tre décompo-
sée Par la méthode de Cholesky. En effet, il existe une
matrice triangulaire inférieure telle que

A =R, RE

Soit rij le terme général: de la matrice R : nous

avons les formules

k=n K=n_

9%/ 0 Tiet Tkg T/ Tikt Uik RN
k=1 k=1

S01t

k=1
\ [y »

3 :L_ """" ik o Tig pour 1 \<\J
k=1

Nous pourrons donc calculer les rij par les formules suivantes:

/ k=1-1
| Fi1 T \ fy 7 L Tak
B A =
Y
(1) — -1
] ‘ %Fi 1 :
/ 1 ; . .
<rji = T, i aij - ﬁ;T' Ty rjk | pour 1 <1J
. 4

Nous aurons donc au départ Tyq = \/ai1




En tenant compte de la structure tridiagonale de la

matrice B, ces formules deviennent

[ p.. = t/a. o e | e g”
] !’ 11 \“I, 1 i’j_._l e 11 \/ ,
" ‘ .
s .
é ' 1
(2) %:r1+1,1: —
ii
| i N
Vg T 0 pour j > i+2
\
En effet :
r ‘_— “,,.5‘.4_
11 7™
S ey
=1 T 22 w 2 a
Ve \ 1
/ 9 '
r - 1 (a ) =0 puisque  a 5
31 e 13 ] 13
V8
1 \ [ ;
T30 = r o= tla - _
e T 33 5 5
20 \/ 2
r, ., = 1 (a,,) =0 puisque a .
o 14
r = 1 (8. - T T )':: 0 PUiSque a -0
v roo \fen T a1t T -
et %;L‘ = ()
Ty =0




..7Ll -

supposons que tous les r. j'tels que 1 >>j+2 solent

5

nuls jusqu'da 1 =0 et j =k

ry; =0 si 5 -k > 2 le terme suivant qui sera
ir 9 e X .
calcule, sere. donc,‘rﬁgc+1
Tkt T T r - ( i1, 07 Ui, 10%1 F Tiat,or TopLo F e
o k+1,k+1 ’ 25 b 2e "

\

t

4 0 &8 0 ¢ 0 4 8 2 0 + rk+1)k: ° r},’f’,,k‘__))
/

= 111 !,';_‘_‘ : AN 4 . N~ I
Or &y, gy 0 puisque - (k+l1) > 1 et par hypothése tous

I,
les r, . sont nuls si 1Lt et j Lk, donc nous aurons :
i,] &S S »

T 0

Lo kel T

Si ¥ - k = 2, nous aurons r, y 4, Qui sera non nul
. i AT e

Skl T r

et rﬁg terme suivant calculé, sera non nul aussi.

Supposons donc que nous ayons calculé tous les termes

‘de la meatrice R jusqu'a oo le terme gque nous allons
v
calculérsera donc r§+1y1
T, = 1 (a, . ) Oor a., & = 0 donc
L+1,1 ryq 1,¢+1 R W |

T, =
r+1,1
Adnsi, nous vérifions par récurrence que la matrice R

. . NPT C s (]
sera triangulaire inferieure et bidiagonale [17; .




...‘—(Sm

T O 4« &8 06 0 06 6 0 0 8 O 0 0 & & & & 8 3 ¢ % 0 Q8 0 & 9 O
11 ¢
T
Toq 20 '
0 r T
. 52 b¥)
R = . -
: . T o
. \ '
: r ) r 0
f n-1,n-2 n-1,n-1
0 -0 r
n,n~1 n,n

Partant des formules (2), noug pouvons donc calculer

les termes de la matrice R.

Pilzzvaii
r
| -
1 ;/ 1 \[ aa, -1
\/al \ \i 1
f a. a,.8_-5_~
32 1 2,185 = 1 3% !{ b a1a2—1 84851
‘Posons Ni': 1 Ng = a4 . Nous aurons
e N
_\/ s g I 2
rig =V, soit ryq \/ T
, . i % N -
~ .._‘ ,—'—"'——I . = - —— = i_\,.
21 T\ 22 y 2 I, \ T
Y » . !/H,NMWN
y = ~ B $ ) [ :‘\
En posant Nj a, N2 Jl nous aurons L E}~—N§~
oONL, o N AN, - N
S r 5 :H 2 T = \i a - __2_... — / 5 5 2
3 ' o N.
2 5 3

=
N
N
SN
=

o

|
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- \/M_Nzﬂ.“
Soit, en posant N,- a,N, - N T, =
) BP0 BN B B T,
D'une muniére géhérale, posons
Ni+1 = a, Ni - Ni-i avec N1 =1 N2 = ay
Nous aurons
l.,._._....._..._... ‘ I e ! v [pa—
N y 2 1 i-1
Ty,i-1 ST, ®F Tip TR T Tt T
i i { i
L N, - VTR
Y 81 N4 Nl—i 3 ij'k1+1
- N T,
v i | | i
Supposons que nous ayons oaloulé‘ T =i/ ktd
k,k | NK
, /
Nous aurons ”
LN : &/ N,
Tvit,k = l‘/ NK et Pledd, ket :i‘/ % Nk
’ Vo Mkt R / k+l
soit
. M Pl oM 1 N
k+l,k+1 J - Nk+1 ; Nk+1
Ainsi, nous voyons que, partant de l'algorithme suivant :
Ny =28y Ni - N 4 avec Ny =1 et Ny = ai{
i
et suivant les formules : Y (3)
LT - V[
T = l\; -—Ni"l et T = i/l_]:_tl_ )\
i,i-1 / Ni ii | Ni J

nous pouvons facilement calculer tous les termes de la matrice R.
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ITI, - INVERSION DE LA MATRICE A.

a) INVERSION DE LA MATRICE R.

Nous avons vu que la matrice A est égale au produit

de la matrice R par sa transposée RT

A =R . R
T
done amto (R*1> . R‘l
. "'1 _ { o
Soit R = | U1

V) %/ij = terme général de la mabrice

4
—_L Y
R™" inverse de R,

R étant une
une matrice triangulaire inférieure,

Nous aurons donc les formules suivantes

. . . . s . "'1
matrice triangulaire inférieure, R

sera aussi

| ~ 1 ,
P s G .
( 1,1 ri;i i+l,1
':) - . . . ‘\ .
& i, 0 st J > 1
B S e L P o R £ T R E T E e R U P R P PE P R L
rii. r’gg QO & o @ ®» 0 0o & 0 & 0 0 ¢ @ O ¢ 0 8 0 6 5 & 6 8 0 0 .0 A 0 6 O ¥ e o> 9 * & & 0 r)n.-l’,n"lﬂ rngl’l
st J1i
K=n_
| .
ou, en posant i | rkk rll“ Php e . rnn
k=1
k=j-1 k=1 ' k=n
. T T
b Ty ] Tkt L Tk
) c=1 K=3+1 k=141 . .
D= /o
(1,7 Ty * k=l ' ;@n IS
T - |
C Tk L Tk o Tk
k=1 k=] k=141




i=-1

kK=j-1
. [
Soit | g rkk-l
. _ k=1+1
4,3 k=g T
[
1 Tek
k=1 . |
Or, nous avons vu que nous avions
\IN, L N
Fi,1-1 7 \, et Fi1 7 \\“N‘u‘l'
\ Ni i
d'ou ,
=l TN, [N, \VINL, N
L Pker = \TE \/ N+1 V L \/
5 - i , [ ] . L] L] o0 o N . \\T.
sz;1 j+1 N R T I
VN,
- \/._._,J___
De méme
k=1 I
**M ‘ f
o p “_\ UYL s ‘\ i1
ey N Vi1 /VNi—i VM
Vi Mg
\\\/ N.j
d'ol
Zf Ni . Nj Nj :
/r) — . s o $ — ‘ . . .
Ci,3 T YN, TN, B si g (i
] v i A \/ﬁi - Ny
Dlautre part
VN N,
Vi = P11, = T = -
| 3 : ) ! : R
! | i+l M[ﬁi°Ni+1
d'ou les formules gqul nous permettent de calculer les Pi ]
/
. : Nﬁ N
V. . o= e si 1 > ]
1, : ) 4
! \/ﬁi‘ Ni+1 '

(31)
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b) INVERSION DE LA MATRICE A .

LT _
Nous avons A™T = (Rnl) N
Soit oy ] le terme général de la maprice g1
-1
A= ey )
k=n
AN 5t ) 5 T =
“1,97 / Vix - {k,g ot Pik =\
k=1 '
et { 0 sik (j
s Ik
O \
! = r
dl'ou « ) a Vet e })kj pour 34% i
K=]j
et oy j = aj i car A étant une matrice symétrique,

a1 prest aussi,
En utilisant les formules (3'), nous avons

K=n N N
o5 ;= >? v /ﬂ_}»uwﬁ_ . e pour J >&i
=3 Y NN VNN
solt _
/ Kfn A
| 1 | N
0. . =0, . = NV.N..% avec N o1 (b))
133 Jsl L1 'J \ Z_.._,,.. N N ,’ J/; (
\ k=] KTkl

Nous voyons ainsi que, partant de 1'algorithme qui nous
permet de calculer les n+l premiers nombres Ni
= a. N, - N, ' avec N1 =1 et N, = a

Nigg =8 Ny - Ny 4 o = 84s

nous obtenons diréctement'les termes de l'inverse de la matrice A
Mais, du point de vue calcul numérique, la formale (4) semble
peu utilisable, Ef effet, elle oomporﬁe pour J pctit un

asgez grand nombre de divisions, ét le calcul fait en utilisant
un calculateur électroniquey‘peut ne pas nous donner la valeur

exacte des o j? surtout pour des matrices d'ordre un peu grand,
3

o
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Une étude des termes ai"j nous a permis de constater

E

gu'ils étaient fonction des P et que 1l'on pouvait écrire

N / \
‘ — l [ oy,
“,0 T TN T | Pay) |
\ [k=3+1,342,....,n0
ou P(ak) est une expression fonction des a, avec k variant de
j+1 & n. |

En effet, pour une matrice A d'ordre € par exemple,

nous avons obtenu

N

Ny ) ,
0y q= N7 (a2a3a4a5a6 - a2a3a4 - a2a3a6 - a2a5a6» a4a5d6
+,a2 +oay ¥ a6)
Ny
0qn= T, (a3a4a536 - 8zl - Ag8g - agac o 1)
Ny
%13 = N, (ayagag - 2y - ag)
Ny N, N
aqy = g (Ageg = 1) “15 = 7w, % ¢ M6 T TR
7 7 7
N
o, = —= (a,a,a.a. - 2.2 a,a, = a.a, + 1)
22 N7 Y3576 Y 36 576
N2
Goz = N, (ayagag - ay - ag)
N ‘ N N
2 ) 2
Oy = (a,a, - 1) ¢ Qo = — Ay 3 Onp = =
24 N7 576 25 N7 6 26 NT
el
Ozz = N7 (aua5a6 -~ ay - a6)
N, N, N
A5l N, (a5a6 -1 s agg = i, T i,




N N N
. 4 a _ 4 _ o
Gy =T (BB - 1) 5w = a5y =
7 \ ; { 7
N - Ne
U = —— g S
55 N 6 56 N
7 7
N
6
O( ==
66 N7
Posons ¢ P =1
| n
Pn~1~ an
Phao™ L &1 Tna1 ” Fa
Pn—5: dh-p an—i ®n T fpee T B T 8 Fpo 7 Py

Nous voyons que nous pouvons déduire les Pi par la formule
récurrente suivante

Dans ce cas, nous pouvons €crire pour l'exemple précédent

d'une matrice d'ordre 6

Lo
66 N6
%56 = T, Y6 %55 T W '
T 7
N N N
I ) 4 :
I S R P _ ayy = = Py
46 N7 6 45 N7 , 5 b4 N7

Ainsi, nous voyons gue nous aurons la formule suivante

pour calculer les,rxi

3




N, -
o= , = e P ‘ 6
f,3 7 % o o)
n+1
ol les Pj - {P(ak)} les Pj se calculant par
\ /
\ /k=j+1,....,0 la formule (5)

En effet, supposons que nous ayons calculé oy 3 pour
) S
1<i<n et k< §<n-1, nous aurons

Ny ~

/ k=n \ N
PN 1 . i .
o, .= N, N.{ > | = ——=—— P dlaprés (4) et
SEEEEE A NK’NK+1 } Nppg 6
\ k=] / (6).

Calculant les termes o en faisant déecroitre les
, .

indices, nous avons déja calculé o.

i,j+1
1,941 = MiNgert 2 NN )“ v Py
: \k=j+1 k* k+1 ‘ n+1
- Des expressions de ai,j et ai,j+1’ nqus pouvons deduire
‘Tlf';;—l:l" 1 ‘ J+1
> =
/..;_._...... N 'N N oN.
Feg] kK*k+1 n+1""j+1
k=n
g 1 ) P1
2 N, N N N,
rong; kK*k+1 n+1°"J
K=n
B 1 . ;> 1
T ONLWN, an N, .N,
_ 1 . i
Ny-Nypq SRR EE]




P
i ! L i+1
Soit J _ N ;
Nn+ioNJ- ].\‘I’JnaNj—i—i Nn+1°Nj+1
j+l = Pj er'Jr‘l
N T
= Moo By 7 Maig
NJ ’ Nj+1
N P. -
i J+l ] +1
Soit PJ—{-]_ - . y) ] n (7)
N

- Le terme suivant gque nous voulons calculer sera «

i,3-1 °

C(. N = N. R N. |
lﬁJ"'j- J—l { - .
\ k=j-1 Kk k+1
; k;:n \\‘
1 T 1
L My Ny L TR
\ =3 I'
' \
. / 1 . }
= N- 'y N. ( + J
J-1 | Nj*i'NJ Nopp e Nj /
= i ( n+1 + 'Nj_loP]
| N.
n+1 \ j 3
Or |
— _ ’ .
Nyeg =83 Ny = Nypy d'apres (3)
ey P, = Ay W p
N, T3 N ;
J j
N,
=4, P, - —atl p




v \
N, / +1 ' N 1 | }
dron o, s 4= 7 g +.a, P, ”fi%?" P
sd n+d 3 J J j J
, \
_ Ny | P41 Pj - N
= kaj Py - N
n+l J /

¢) RESUME

Si A est une matrice tridiagonale dont les termes des
diagonales de part et d'autre de la diagonale principale sont
identigues & 1, elle peut &tre facilement inversée en utili-
sant les algorithmes suivants |

= ay N.l - Ni—i avec N1v= 1 . et N2 = a

Niﬁi

P. =g, P, - P

o1 i Py 141 avec P =1 et P = g,

. | z z o 1 |
Si a, . est le terme general de A 7, nous aurons

n étant l'ordre de la matrice A que l'on veut inverser.




IV, - CAS COMPLEXE

Dans le cas o les Oy sont des nombres complexes, les
algorithmes quil nous permettent de calculer les Ni et - les
Pi sont encore valables, mais pour pouvoir calculer sur
machine les termes de l'inverse, il nous faudra les décomposer
en deux algorithmes différents.

' 2
Soit a. =Db, + ic¢ ot 17 = -1
J J J
N1 = 1 N2 = a2 = b2 + 1 ¢ é N 1= aj Nj - NJ“1
= (b, + ic.)N.~ N.
( J J) j=1
Posons N, =N_ + i N
J T’j -OJ.
N, = partie réelle de N, et N, = partie imaginaire
J | J de N,
. J
N =a, N, - N
J+1 JoJ j-1
= (b.+ i'c.)(NP.+ iN, )-(Nr. + 1N, )
J J j-1 J-1
/ \ . /
:ngNP - CJ NC - Nr b 1 zb'NC + C.Nr =N :
R S S j -
=N_  + 10N
lﬂj+1 Cj+1
dtou
/ N =b, N -¢,N =~0N
. T c. r.
! i % T
(8) / N =b. N +c.N =~-N
| AR I RS P




De méme, nous avons
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DS Rie I B oE fp =t fn-1 = %y
En posant P, = Pr + 1 P, , nous avons
J J
P, , = (b, +ic,)(P. +1P )~ (P + 1P )
J-1 J Ty ¢y 341 C i1
= (bjpr ~ ¢, P =P ) + 1 (b P, ¥ CjPr - P,
g J+1 J J
= Pr 41 PC
j-1 j-1
d'ol
.' P . = b. P , =~ C., e ™ I .
I Tr, -1 jord J el r,Jj+1
{
(9) |
<Pc,3—1 =5 oy 7% Frg 7 Fepu
| .
{ avec Py =1 Pron-1 = Py Fon =9 Fonag
d'ou
Nk Pf
&, 5 =
kv
i N
n+1
_ (N, re ¢k Pog‘) +1(Nrk Fop P Ny Py )
Nr,n+1 * No,n+1
.Y
= ﬁk/ + 1 :,‘K{Z-’




-
f
" | -
Bkg = Ng R N2 %Nr3n+1<NrkPr§; chPc@ )
r,n+l" c,n+l |

Ry

|

* Nc,n+1 (NrkPoﬁ * ch Pr@ )t
’ |
r
A 1 .
Ygi T2 2 Nr,n+1 <Nrch€ * chPra )
N +
- P, -
Nc,n+1 (Nrk ri N F )

ck "¢l

V. "~ CAS PARTICULIERS

1°) CAS od a, =a 4 s

En effet, supposons que nous ayons une mafrice
tridiagonale telle que les termes de la diagonale principale

soient symétriques par rapport au centre de la matrice.

a: 1 O 4 @ 6 ¢ G 0 0 L3 L g @ o 0 3 0 ) O
1 . ;
a 1 :
1 5 |
t
0 1 8. .
§ -~
A = ' ) .
I N , ; -~
' ‘a 1 0
5
' 1 an 1
O ¢ & 8 0 ® 0 9 9o &6 ¢ 8 0 . @ 09 0 ° 1
i 0 a1
Nous avons a, = a a. = a et ainsi a, = a
1 n 2 n-1 i n+l-i
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Nous pouvons, bien entendu, calculer les termes 0y s
en utilisant les formules (3), (5) et (6), mais celles-ci
se simplifient par la double symétrie de la matrice A.

En effet, nous avons : Pjni = aj Pj - Pj+1

aveec P =1 et P = 8
n

n-1 n
d'on Pn - Ni Pn—i R N2
dfon P 5 -1 -1 7 Py
= ap Ny - Ny
= N3
et ainsi, si Pk = Nn+1—k et Pk+1 = Nnukg noﬁs avons
Pk~1 e

an+1-k,Nn+1-k B Nn*k
Noroae = Mined)-(x-1)

Donc, dans ce cas particulier, nous pouvons calculer directe-

. . -1 .
ment la matrice inverse A par les formules suivantes

i

a. N, - N avec N
171

Nit1 ie1

Nioo Mgy

Nn+1
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2°) CAS OU TOUS LES a; SONT ~EGAUX

Dans le cas des sous-matrices de la maftrice du
potentiel par exemple, nous avons tous les termes ay qui
sont égaux & -4, Il est bien évident que le signe négatif ne
change rien aux formules, il suffit pour gu'elles restent
exactes de multiplier tous les termes de la matrice par -1 ;

dans ce cas, seuls les termes vy de la matrice R changerons

+1,1
de signe, Nous aurons

r, , =
i+l,d N.

Mais toutes les autres formules restent exactes et
1'on obtient le mhe inverse (au signe des termes pres, bien
entendu).

a) PROPRIETES DES NOMBRES Ni

Nous avons déjd vu que dans le cas ol a, = a_ . .
| avons deja a s 1 o} 8y ntled
. P . @ Ce
nous aurions de meme Ni = Pn+i 12 et que nous avions ainsi :
N, N
I
O(i'jx()(‘i: N -
J n+l
 avec N. = N, N. -~ N, puisque a, =@, = N V!

Ny = My

En effet

= - N '
Ni+2 N2 Ni+1 ] i




Ny =Ny o Ny - Ny Ny = G - g
Ny = N, N5 - Ny N,
Ny = N2 y - Wy Ny
= NQ(NQ N3 - Ny Ng) - Ny N3
= Ng Ny = Wy Ng - Ny Wy
= Ny (Ng - Ny) - Ny Ng = N§ - Ng
Ng = Ny Ny = Ny N,
= NE(NQN4 - NiNB) - NN,
= N (N2 - N,) - N, NN
2 1 1732
= Ny Ny - ¥y W,
Supposons que Ni+k = Nk . Ni+1 - Nk—i ' Ni pour tout i+k
Niperr = Mo Mo = Ny My ey dtapres (3)
=My (N Nypg = My g Ny) = Ny Ny g
=Ny (NN y= N g M) = NN Ny - N o )
= Ny (N My = Ny W ) = N (N My - N )
= Nipq Mepq - Ny Ny
d'ou Ni+k+1 = Nk+1 Ni+1 - Nk Ni guels que soient i et k.,
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B) Deuxiéme propriété

o
Meet @ Meoq = My - 1
EBn effet :
2 2 2
2
Nle =N -1
Ny = N, (NQN5 - N1N2)
2 2
= N, N3 - Ny N
=N, (N + N.) = N N2
33 1 172
.2 2
= N3 + Nle N, NZ
- D 2
= N5 + N5 - 1 - Ny
5
= No =~
3 - 1
N, = -
NN N3 (N2 Ny, - Ny NB)
=N, N, N N, N
R Ty S !
= N, (N4 + Ny Ng) - N, N
2 2
= NC o+ N, (NN, - N°)
L 1 V2 T
2 2 2
= N4 + N} -1 =~ N3




N 2
Supposons qug NK+1 . Nk-l = Nk -1
MMy o = My (M Ny = Ny )
=N, N N - N, N
T2 Tk Tk+l T 71 Tk
= N (N + N, N, .) =N i
kK+1 M k+1 1 k-1 1k
2 2
= Mg P Np Ny Mg - Ny N
2 2 2
=W, .4 + Ny (NK - 1) - N, N
2
=N -1
\ 2 .
Donc Nk+1 Nk-i = Nk -1 quel que soit k

¥ ) Troisiéme propriété

K= |
N N 1 _ NK+1-j
J N, .N - ON. .
£=] k* " k+1 Ju+l
 Soit S, la somme des k premiers termes.
Nj Nj
Nous aurons : S, = : +
| . Nj Nj+1 Nj+1 Nj+2
N,
| (——
Nj+1 NJ N
: (
= N, , + N.)
Nj+1 Nj+2 j+e J
) N2 Nj+1
Nj+1 Nj+2
N,

Jj+2
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, Nous

1 /
j+k’Nj+k+1 y

N

N . .

Vi Myaeea

ISR

/.
= . { NK;N

Nj+k Nj+k+1

k+1'Nj+1

N,
J)
auvrons
- N, Nj) + N, )
0
o WL+ Nj)
2 5
5 (- 1))
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d'apres la %éme propriété

4

. 1 / \
"kl Vs e N e \ Me Mepg Nopg = My Ny Nk~1/
N
k+1 (
= N, N, N, NL)
T - o
Nj+k'hj+k+1 k “j+1 k=1 "]

d'apreés la 2éme propriété

NK+1

o ———————————t——. . -

Nj+k+1

Nous pouvons donc en conclure que la somme des ¥-j+l1 termes Sm

N

_ m
o Nj+m

(€]
|

N?—j+1

N§+1 .

Et ainsi nous retrouvons la formule qui nous permet de calculer
les «,

1,7
/ \
,./ ka:: . \
o.. =N, N, | > r
ij ~ Ly N, N ;
& k:j k k41 /
= Ni . Sm avec m=n~j + 1
_ i In+1-—j
Nn+1

b) CALCUL DIRECY DES N EN FONCTION DE i
N |
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N, = a a = terme de la diagonale principale
N. = N2 -1 a, = a quel que soit 1
57 1 |
3 J.
Wy = N - 2N,
b 2 .
Ny = Ny = 3l + 1
) N
N6 = N2 - MNQ + }NE
6 I 2 .
N7 = N2 - 5N, + 6N2 -1
ol 5 )
N8 = N2 - 6N2 +»1ON2 - MNE
Nowsicpgurmdionss donce écrire
_ il . i-3  (i-4)(i-3) i-5 _ (-6)(i-5)(i-%) i-7
N, = Ny ° - (1—2)N2 + ST N;™7 - 51 NS+
Soit donc
B i-%3  _(i-3)!  i-5 i-4)) i-7
Nj_ = I\Ig “(1'2)N2 + 2;(5}."5): NP_ | v"‘ 3:(1”7>;N2 + CRC N Y
k-1 <2i-k~1) '
o] ° T wn
e 4 (=1) 2 ] - , N; K_+ ceeaes
, (“é‘“}i <i~l§)l
avee K = 1,3,5, 00000551 81 1 est impalr

Oll k P 135353;51500-33-—1.*1 Sj_ i eSt paiI’

En supposant la formule vraile jusqu’é_i:jwl, nous auromns




v-' . b.. ._6 -_ .'-
0 (oS W)
k-3 .
7 (BdZk=dy, |
. 9 0060 8 e o +(“'1) _2 Ng-k“i'ocoootoooo‘
(-:5—)1 (3-k)! '
7(§§2>e terme de la somme
w2 myyd=E L (G-5) (M) -6 _(3=5)1 3-8 |
—-Ng (J-3>N2 + 21 Ng 31(3_8)1 N2 + ® 900600003 ¢
k-1 <2J~k—5>, '
et (21) B ARl
(L)1 (g-k-1)1 |
(Kél)e terme de la somme
N2 Nj—i - Nj~2
31 o aved=3 . (3=5)(3-%) J-5 _ _ (§-5)1 37
N2 (J—B)Ng + 21 N2 53(,}"'8)1 N2 T aseeocne °
k-1 (?.Lj;k“} ), ]
ceer H(-1) F Kj Ng’k + : ceeeoes .
<*§*>'(J'k~1>'
<3 . a5 L _(3=6)(3-5) -7
- Ng + <J~4)Ng J 21)(3 )Ng F eneeereeannnes
k“1 (2)—k~3)£ ,
0800 0 +("'1)2 k 52 Ng.—k’*' ¢ 0o s o0 e
2RV (4. 1
(=52) 4 (3-k)!
(3-377 + wl = (5e2) w72




(j-5g§j—4) Ng~5 +(j-4)Ng_5 = (3-4) (_ié%_ + 1)Ng—5
_ (3—4)§3~3) Ng—-S
3%32})1 Ng-7+ (1)-6%‘1-5) Ng-? _ K(3-5)(.1-I-6)(.1-—7) . (J*S?(J*S)/}Ng"7 |
= (J-5)(j~6) ( %77 ¥ 2} T
= (3-5)(3-6) 57— g7
SR O 12 B A P
= 3T (g e
(2dzk=3 3, o @d=e3y,
2 * j=k N 2 : NJ—k
ELrG-1r 2 E2)ige)r 2
2i=k=3\, |
- ( 2 )‘ ( 1 + 1 )Mj—-k
E2)1 (=) EL o JETR
(2j~k-3),
_ 2 (20mk) + k= 1 yyd-k
(52)1(5-k-1)1 (1) (k) P
(2izk- Y ‘
) 12 (Bl = 1 yui-k
(55%)1 (J-k)! 2 2
(g.ﬂ:.}i:.'_l.)r
B 7/ wd-k

D'ol nous avons Nj

formule est vraie,

et

nous vérifions par récurrence que la




-1 j-3 (#-3)1 -5 (3-4)1 ~7
NJ = N2 - (J-Q)Ng + 2,(3_5)2 Ng - 52(1_7)1 Ng o S
. (Blk=dy, ik
-1 NS L.l
' r (-1 (E=dyr(g-x)r @ |

avec k {1 et k toujours impair
Nous pouvons écrire en posant « = j=k et B = ~l:%:;~—~

=wdmt ooy J=3 j=5)4 J=5
Nj——'Ng <J-2)N2 +21 3—51 N2 +o--oo-ouoo.aoo

B (o4 ) !

v 3 8 4 0 0 0 a' B, N +°°‘..‘..°D

VI. - EXEMPLE

Dans le chapitre précédent, nous avons traité un exemple
sur la surdécomposition, exemple dans lequel il nous fallait
inverser les matrices

r 21 i 2]
| 2T + B" | et I+ B

ot I est la matrice unité et B une matrice tridlagonale.

Ll‘ "1 O n.oococo'tcoeo--tioounnp O

~1
-1

o
3
= = O -

O .sontnoo.oaooooon-noo'toO -
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B2 est une matrice pentadiagonale et (21 + Bg) et
(I + B ) sont donc aussi des matrices pentadiagonales, mais
nous pouvons les décomposer facilement en un produit de deux
matrices tridiagonailes.
2
)

En effet (21 + B B+iVe1)B-1V2 1)

%)

i

It

et (I +8B (B+1i1I)(B~-1iTI) ol 17 = -1

Or une matrice du typé (B+ i I) ol o« R est bien une

matrice tridiagonale ; nous pouvons donc 1 'inverser,

Dans notre exemple, B est dlordre 5 c'est-é=-dire que

w4+i 0 0 0 0

-1 bei o -1 0 0

(B+11)= 0 -1 bei -1 0
0 0 -1 h4i -1

0 0 0 -1 b1

Nous cvoyons que tous les a; song égaux a4 I 4 pour (B )

et 4 ¥4 V2 pour (B L1 2 I) ; par conséguent, nous aurons

Ny = Php1es
oM N
T Mgt TR
’ n+1
En posant
N, = .+ 1 N
J rJ cJ
Nr,J+1 = AHrj - Noj - Nr,j-l
E 4
ii No,j+1 - Noj * Nrj h Nc,j—l pour inverser (B + i I)
!
| avec N4 = 1 Nr2 =4 N01 = 0 N02 = 1

T
&

)




et
( Mo, gu1 = Moy = V2 Yoy 7 Mgt
§
/ : _
| c,j+1 HN J +-VE.NCJ - No,j—ll pour inverser (B + 1 VE I
i
!
{ -
\ avec er =1 N_» =.4 N.q =.O N02 ;‘VE
1 = 1 ! o~ N!
{’ Nr,3+1 4 Nrj * Noj NP,J~1
} 1 = 4N, -ND, - N -
\ c,j+1 ci  rj c,j~1 pour inverser (B - i I)
! = ! e )- 1 fraad ! ZZ e
! avec Nri = 1 NP2_~ f Nci 0 N02 1
\
! - N! — ' L.
Njg = Vg Neo = W et Nio = -Nop
d'olt
! — 4 ! ——
Nrj = Nrj ‘ et NO3 = N03
S1 N!'., = N_, et N'., = =N', nous aurons
rJ rJ cJ cJ
! = - - = »
Nr,j+1 4 Nrj ch , Nr,j—l Nr,j+1
. ! 2 . - = e
et NC,J+1 4Nej Nrj * No,j-i Nc,j+1

13 0 ! - »
De m@me pour inverser (B - i VE I) nous aurons une suite de
o / N . .
nombres_Né = Ny, clest-a-dire que si

N. =N, + 1N .
J rJ cJ

b
. =N , -1 N .
Ny = lpy = 2 05 |
Soit @) , le terme général de (B + i o I). Posons

)




n+l- 9
= Nn+1 . ak% |
(BE+ o I)“1 = (B+1ia I)"i. (B - 1ia I)"1
- ~—Nl—- . (E+1F) , “***%}"- (E ~ 1 F)
n+1 n+1
- (B° + F°)

Nr,n+1+Nc,n+1

E et F matrices & termes réels

e, . terme général de E

kj
f. . terme général de F
kJ

Soit (ekj + 1 fkj) le terme général de (E + i F)
] - !
ekj + i fkj = akj
=Moo Ny
= Np« NQ en posant = n+1-]
= <NTK + i ch)(NrQ + 1 Ncﬁ )
d'ou ,
iy = Npae o Moy = Moo » Moy
g = e Moy F Moy Moy

Nous obtenons ainsi les termes des matrices E et F et apreés
les avoir élevées ay carré, nous obtenons le terme général de

la matrice inverse de (B2 F o I).
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VII. - RESULTATS NUMERIOUES

Cl'est par cette méthode que nous avons invemsé les matrices

(82 + 1) et (B2 + 2I) k lors de l'essal sur la durdécomposition

des normes de vecteurs.

1°) INVERSION DE (B° + T)

_ _ _ 4 _ | _1- PN
N, =1 Nyp = v N = 18 Ny = Wb N =117 N =20¢
N 4 =0 N, =1 N5 = 8 N, =45 NC5:216 N_ =936
d'ou ‘
2 2 2 2

r,n+l * N,cn+1 - Nr,6 * Nc,6 = 919 360

64 584 %1 824 11 440 3 536 9%6
|31 824 76 024 35 360 12 376 3 536

2 _\-1 1 | - . - l
et (B7+I) "= 515 360 11 440 35 360 76 960 35 360 11 440
3 536 12 376 35 360 76 024 31 &24
0%6 3 536 11 440 31 824 o4 534
2°) INVERSION DE ( B 4 21)
N, = 1 Nr2 = L qu5 = 13 qu =}32 Nr5 =27  Ng= -324
2 16" 88 400 1566
N,=0 N, ,=-—N_, === N, = —=— = e =
cl. c? V2 %) \/é ch YE chH /2 ch V5

2 2
1 or = 1
dtou Nr6 + No6 = 1 %31 154




et (B

2

+21)

-1

185 gi1

29 212
1
= 1331 1557+ 171
% 456
783

- 103 -

29 312
98 712
42 768

15 554
3 456

771
768
495

768
771

3 456
1% 554
42 768

98 712
29 312

29
85
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