N

N

Sur le calcul des piéces coniques de révolution travaillant
a la flexion
Min-Yuan Ma

» To cite this version:

Min-Yuan Ma. Sur le calcul des piéces coniques de révolution travaillant a la flexion. Modélisation et
simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1956. Francais. NNT: . tel-00277384

HAL Id: tel-00277384
https://theses.hal.science/tel-00277384
Submitted on 6 May 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00277384
https://hal.archives-ouvertes.fr

THE GBS

présentées

E LA FACULTR DES SCIENCES
DE

=

LYUNIVERSITE DE GRENOBLE
pour obtenixr
le Titre d'Ingénieuvr=Docteur
pa ¥
MA Min=Yuvan
ILicencié ds-scilences mathematigues
Ingénieur I.5.G.

a5 530y s bt D DS ALY DR W) PCI €U TS (S0 R BNKD T

SUR IE CALCUL DES PIECES CONIQUES UE
REVOLUTION TRAVAILLANT A LA FLEXION

lere THE 5 B

o0

SUR LA DET ERNINATION DES VITLoSh:
CRITIWUES BT Do PULSATIONS PROPRLS
DYUN ARBRE TOURAANT A SECTION CIRCULALIRE

2eme T HE S E

Y

o aet s ey ey $T ea) K oSy By [ 5 e sy 5103 L9

soutenues le Juin 1956 devant la Commission dl'Examen

WMo FORTRAT Président

W KRAVICHENKO

GALLIS 50T Examinateurs
FANRBWEWLIWEN






THESES

. PRESENTEES

..A LA FACULTE DES SCIENCES
DE L'"UNIVERSITE DE GRENOBLE
POUR OBTENIR
mE'TITHEZD¢INGENIEUR~DGCTEUR
" PAR

MA min-yuan
Licencié es-sclences mathématiques

Ingénieur I:EvGe

1'®* T HE S E : SUR'LE CALCUL DES PIECES CONIQUES DE
' REVOLUTION TRAVAILIANT A L& FLEXION

2 T HESE

. e

SUR LA DETERMINATION DES VITESSES
CRITIQUES ET DES PULSATIONS PROFRES
D'UN ARBRE TOURNANT A SECTION CIRCULAIRE

Yoo S '
Seutenues, leaa(,gu;n 1956, devant, Lo Commission d'Examen:

Y

- FQ&ERA‘T -  Président,
| ERAVICHENKO .

GALLISSOT Exominateurs






FACULTE DES SCIEKCES DE L'URIVERSITE DE GRENOBLE

Doyens Honeoraires

MM, © AU : Recteur de |‘Académie d°ilger
FORTRAT : Correspondant de !''lastitut

Doyen

12

M. MORET, Correspondant de ! institut

Professeurs houncraires

MM, FAVAR. . - roessen ia Sorbonne
FORTiLir, “rofesseur & 1a Sorbonne
ERILL", Professeasr * la Sorbonne
DE LiTARDIERL, {orrespondant d= }'institut
ESCLAKGON, Professeur * la Sorbonne

Professeurs
MMs FORTRAT . Physique Général:, lorrespon M. BENOIT . Radio-Electricité
dants de TTinstine CHENE @ Chinis papetitre
~MORET &Z‘;é;;é;n?ae‘ﬂgsgf;:{ ~or= NOBLECOURT: ticrographle papetilre
ANDRIEUX : Crinic, Lorrespondant de WEIL i Physiaue
Tlinstityt FELICH : PHysique
NEEL ; i:éuéguze'cfiz,m?tﬂg rens KUET alin ¢ Analyse appllquée
CHABAUTY ;?;?“ Gitienentiv el inte WRERC s iroshinte et Electrones
PARDE @ Hydrole e 1. .iale SANTO : Mécanique des fluides
DORIER  : Zoologie EAREILr @ Géolo ie appliquée
HEILFANN : Chinie G ZENDA . Botannique
KRAVTCHENKC : i'écanique rationnelle TALLGT o Physique

Professeurs sans chaire

MF, REULLOS © Physique mi, LALVAND o Mathématiques
TRAYHARE @ L{hi e REEB : Mathématiques

SILEBER * Mécanique des fluides

lialcres de Couferences [onoraires
MY, OFFNER © Sotannigue
CASTEX : Essais Flectriques

Halires de Cuniérences

M. SOUTIF @ Physigue MM. SALLISSOT @ écanique
CRAYA : écanique MOUSSEHEGT & Physiaue
Fle LUTZ : Hatnée . tiques BONH1{ER : Chinde
MM, AYART @ Physiaus BOUCHEZ : Physique Nucléaire

“1CHEL ¢ Géoloie
Secrétaire Principal : . GRENIER

HSecretvaire ¢ M, EICHET






<3
[}
€3]

)
=

Ew

1[’8

w2
et
(]

e

sl

[
()
—.
=
Fes
[

et

£t
P
-
wq
-
ey
et

.

Pl

[
=






AVANT-PROPOS

Les piéces coniques de révolution se rencontrent dans tellement
de réalisations industrielles qu'il est inutile de les énumérer.

Le calcul de ces piéces travaillant ¢ la flexion a donné liey 4
de nombreuses €tudes théoriques pomi lesquelles nous citons spécialemen
celles de MEISSNER, DUBOIS, WENK et TAYLOR, sans parler des Traités
d'Elasticité de LOVE, L'HERMITE, et FLUGGE,

Une lecture superficielle de ces études pourratt faire croire
que le calcul des piéces coniques ¢ épaisseur constante travaillant 4 la
flexion est entiérement résolu, c'est-g-dire mis sous une fome utilisqg

ble pour les bureaux d'étude industriels,

Il nous a semblé qu'il n'en était pas ainsi et que les proces-
sus indiqués par ces auteurs conduisaient le plus souvent g des calculs
extrémement longs et cofiteux, méme pour ceux qui disposent de machines 4
calculer et quelquefois méme nécessiteient L'élaboration de tables numé.-
riques nouvelles, a priori, difficiles ¢ établir.

('est sans doute la ratson pour laquelle des bureaux d'études,
mémne d'un standing mathématique élevé, continuent g calculer ce genre de
pieces pur des approximations assez grossiéres vérifides ou non par des

essatl s.

Fous avons essayé d'élargiv l'oeuvre accomplie depuis ces qu a-
rante derniéres années en conciliant la rigueur mathématique nécessaire
en la matiére et les facilités d'utilisation exigées par les praticiens.

Bien entendu, nous avons été amenés g exposer g nouveau dans le
premierschapitres de notre étude certains résultats déjg connus.

_ In poursuivont les calculs littéraux pour éclairer les bhénome -
nes fhysiques, rous en avons déduit successivement les formules {ratiques
des coefficients d'influence pour les quasi-plaques circulaires d'une pan
et pour les quasi-cylindres d'autre part. lous en avons méme indiqué leud
domasine d'application. A4 la fin de notre étude, nous avons montré commend
on peut méme trouver, ¢ partir des formules protiques des coefficients
d'influence des quasi-cylindres, des formules applicables pour Les cones
complets. Et lo comparaison de ces derniéres avec les résultats obtenus
récemment par M. TAYLOR et WENK montre que nos fomules domnent des $ ré-
cistons trés grandes.

Commencé en 1953 a des firs furement industrielles, ce travail
a débuté dans le cadre de notre activité d'Ingénieur aux Etablissements
NEYRPIC q GRENOBLE. M, ESCLANGON. Professeur i la Sorbonne, a bien wouly
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y voir le sujet d'une thése et assumer la directior de nos recherches.
Yous lui devons beaucoup, tant pour les directives qu'il nous o donmnées
que pour nous, avoir introduit auprés des Haftres de L'Université de
GRENOBLE dont les critiques et les conseils judicieux nous ont été si
Jhrofitobles, Fous leur en exprimons tci notre reconnaissence et nos re-
merciements, Lt nous remercions tout spécialament w, FORTRAT, Corres—
pondant de L'Institut de s'étre intéressé d ce truveil et d'avoir accep-
té la présidence de la Commission d'examen,

M. ESCLANGON avait eu la bienveillante intention d'assister
& la soutenance, Sa tragigue dispamtion nous prive du plaisir et de
lL'honneur de sn présence. En sigme de gratitude, nous nous pemetions
.de dédier ce travail ¢ sa mémoire.

Le développement mathématique nécessité par ce travail - en
tant que thése — a dépussé nos prévisions initiales et nous o porfois
imposé des calculs qui peuvent parafire longs et arides, mais dont le

Crésultat - du moins j'ose llespérer - doit &tre trés souvent d'épurgner
ces. difficultés mémes ¢ l'Ingénieur. La Direction des Etablissements
NEYRPIC a largement tartagé ce point de wvue. [Llle nous o accordé tout
le temps nécessaire pour conduire ce traveil & son terme et nous a ou-
torisé a le présenter comme t@@ss. ce dont nous la remercions profon—
dément. ’ :

Nous profitons de ceilte occasion pour remercier spécialement
Mo ANGLES d'AURIAC, Ingénieur aux Etablissements NEYRPIC et chargd de
Conférences 4 la Faculté des Sciences des conseils et des engouragements,
qu'il nous a constomment donnés.

+
'




CHAPITRE |

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES CONES
ET LEUR INTEGRATION

Considérons une enveloppe mince de révolution, d'épais.
seur constante I, dont la surface moyenne est un cBne de sommet G,
d'ouverture <o et ¢'axe vertical OZ dirigé en sens inverse de la pesan-
teur., En prenant un triédre trirectangulaire direct 0XYZ comme référen-
ce, un point P de la sur face moyenne sera réréré par les coordonndes

r = QP

€ étant 1'angle tri onordtrigue que fait le
plan ZOF avec le plan Z0QL. Au point P, nous
prenons un triedre trirectangulaire direct
local Px,y,z,, tel que ‘

0 Pxy est dirigé vers les r croissants
//b Py, est dirigé vers les u croissants,

4 Nous pouvons alors exprimer les déplacements du point P
dans OXYL par les quantités u, v, w rapportées au triedre Ex,y.2, .

Dans le cas ol la charde appliquée sur l'enveloppe admet
tout plan passant par OZ comme plan de symétrie, c'est-a-dire celui que
nous nous proposons d'étudier, on sait qu'il n'y a pas de phénomene de
torsion et que

vz O

Les déformations caractéristiques en P a savoir

€, ! 1l'élongation le long de Px,
€o ¢ 1l'élongation leilong de Py,
1 1
- ——m—— . variation de la courbure cdue 4 la flexion le lons de Px
o 0. (1+e. ) © 1
Ivyq vy ATy
1 i
- variati ; p T i »
;Z (T riation de la courbure due & la flexion le long de Py,
.3 ‘g

7

gont lides aux J¢ lacements u,w par les relations suivawtes*:

LY

% Nous supposons dan: Gette dtude qu'il s'agit de petites déformations.




i du
€, = =
u 1

£2 = o rtga

(1) 4 1 1 d’w
TR A
1 1 _ 1 dw
EZ - R251+€Q5 T roer

\
En adoptant les notations usuelles des Ingénieurs, dési-
gnons par : (Voir figure ci-contre)

Fpo o, Fg ! les tractions {rar unitée de longheun

Zf I;Eyjiﬁ dans la direction Px, , Py,
Mp
I QT ~ M. MS : les moments de flexion (par unité ds
l P F;*_ ! . longueur) le long de Py, , Pxy
VOF - T : 1'effort tranchant (par unité de

longueur) selon Fz,
Nous avons alors, d'apres le principe de la résistance des
matériaux,

R R R N Y
i-n -1y dr r rige
Eh =h du u w
Fg = I:ﬁ? (nesrez) = e h\a;'+ (; " tiea
(€] ¢ B’ 1 1 1 1, e Av W
S 10 oo UL Sl o Pt e =
g ih’ i 1 1 AN oh” Sy
) 15 S v 1~ Sk v o
ou i
(6)  wo=
dr
et
7 . le coefficient de FPoisson

E : le module de Young

A propos des forces extérieures aiissant sur les éléments
courants de l'enveloppe conique, les cas a considérer sont tri: nombreux.
Mais ceux qul intéressent particuliérement 1'industrie scent les suivants
poids propre de 1'enveloppe, charge hydrostatique, et enfin, force centri-
fuge lorsque 1'enveloppe tourne autour de son axe de révolution, Ainsi, en
désignant par

—



le poids spécifique Adu matériau constituant 1l'enveloppe
w . la vitesse angulaire de rotztion
q : la pression hydrostatique en P
Q¢: la pression hydrostatique en O

&t le poids Spécifigue de 1'eau,

On a alors

G = gp - O.cosd.r

Sur 1'élément de 1'enveloppe contenant le point P et dé-
fini par dr, d¢, ces trois catégories de forces extérieures sont situées
dans le plan ZOP et ont respectivement pour valeur

A%
! f, = phr sino.d¢.dr
I P -—-"’Fj ! : ' . N
I (NN f, = (qo - C,r.cosa).r sind.d¢,dr
| N\ ) 2
l Vs W {L W' r sing
| fg = phresine.de.dr, e
@ i €
Ii’ £ : l'accélération de la pesanteur;
0

les composantes de leur résultante dans le triédre Px,y,2, sont alors

2 2 . 2
wrsin o, .
(-~ phr cosa + ph — e sing.dt.dr
é

0

2
i W r’sina cos(
[~ pbr sine - (g0 - Or cosa) r - ph o] sing.dB.dr

ainsi on trouve finalement, en écrivant les équations d'éguilibre en P,
les relations suivantes

2.2 2
( d(rPr) : & rsin’g
- Fg - phr.cosa + ph ————n = 0
dr 3
&
2 2 .
d(rT) _ cost . 2 W sing cosy
{4) < - * Fg —— — phr sin¢ - (gor - 6r cosd) - ph — e §
dr sing &
¢ {rie,)
~ M o+ o=y
L v dr
b (o), (L), () forment un systeme de ¢ équations o & inconnues | by By, WML, b

¢, 1, W,

N

or, des deux prenieres équations de (i), on décduit

¥Fg -y ¢ F, = ER (uv_r—;-ro-‘




‘,
i

¢ puis des deux derniéres équations de (&)

3
Eh g
Mg - 1 M =

.
* Ty

le T

et enfin, des deux premieres équations de (<), on déduit en intégrant

ph r” or®
~ T, 480 — - - (o -
zcosq 2

rF cosa).tga = K

(L)

r

avec K, constante d'intégration., Ces
des relations intrinseques du calcul

trois relations ainsi trouvées sont
des cBnes.

bkn €liminant ¥, Fg, U on volt que le systeme se ré.

£ Gr Mo
duit a
th du a o) ro r q, br?
= D + ¢2) + ph 1-2Tsin’a) + 207 (1en) = —— cosa(1-3n)
tga dr dr r «sing b9 3
. r?0%ina cosa K
- +
np 5 g0
th W 4 (r? hor Gt r®
—( —)=r o) -1 (r7) + sk (sinaen) + —— (1) - ——cos0,(5-1¢)
tga tgd dar <sing b9 S
{v) < 82 .
. r wsind cos¢ K
+ ph —— e [} ——
g tga
Aw ‘
5; =y
2
_d% de ¢ 12(-n’) 6) -
5;7 dr r B Eh

et en éliminant ensuite u, w dans (&), le systéme considéré se réduit défi-

nitivement &

dw
7) — =
( dr i
dgw dp ¢ 12(1un ) ( )
Pt e s e e e (PT) = 0
dr dr r Eh
o] a*@r) alr) @) Phr .. 3 gér”
r ot - b (E - [5-2 (e+n)cos @] — — gor + cos
dr dr r tgw <sing 2 3
r2Q2sina cos( K
- o) pn = -

£ rtga

° 0 o w




Avant d'entreprendre l'intégdration de ce systeme, nous
faisoue les deux remarques suivantes '

1°) la plupart des livres d'élasticité et de la résistance des matériaug n
donnenla la place de (L) cue les équations sans second membre, it notre
étude cor'le cette lacune.

2°) vu les difficultés gu‘entralne 1'inté/ration de (%) méne sans second
membre, beaucoup de chercheurs ont fait des approximations sur (8)
pour le simplifier, Ces simplifications consistert & prendre, a la
place de (&) sans second membre, le svsieme

d%  de  12(1-1)

GG L ¢ S )
dr dr Eh
a“(r7) d(r2)  Eh
A - 0
T vi%a
ou le systeme
9 o 2
d% 12 (1-n")
r —y = ——p— (r7) =0
dr th
a’(r7) Eh 0
r . + ‘ =
dr” tg a ¢

Or ce fenre de simplification de (8) entralne des mocdifications im-
portantes dans les systeémes d'équations de départ () que les hypo-
theses de 1'#lasticité et de la résistance de matsriaur ne sauvraient
admettre, Et de plus 11 nous a €té si¢nalé gque ces aprroximations ng
sont mfme pas justifiables dans des cas conerets au point de vue mad
thématique, et physiquement ces approximations comfortent des erreuys
non néjligeables anx conditions & la limite, par exemple sur @

L3

/ s
Pour resoudre ce systéme, nous posons avec A. Love*

I3 2
2r = ¥
dr = xdx

* Voir A LOVE - The mathematical theory of Elasticlity, 4° ddit. 1927, p.592




les deux équations de () deviennent alors

d“o 1 do ap 24 (1t

Ay
Tt s (r7) =0
dx X X x Eh
2 ‘ ; iz o T 2 o ~
A“@T) 1¢(r) «(r7)  gin 4K XTS5, L a4 390 o
() T T m e g B e o PR e e (c+rycos af~ —= x
adx X oodx - X e w Xhu ging & “
4l , UMY wsing cosa
+ — X €080 — —— [h -0 X
< < #

‘De méme avec A. Love, nous cherchons la solution générale
du systeme homogéne dédult de (v), en posant

4 e
/1c(1-17)

A= T
h™ty "¢

T o= kix
¢ = Ly ()

ot Z, wune fonction de Bessel d'ordre « satisfaisant i

2
‘2, 1 4z, 4
i L NP
a6 ¢ dg "

nous trouvons que :

1 1 N
T o= e Uy (v)
<4 (l—ﬂ )

La constante k doit satisfaire a

ghlox\* Lin
+ = 0
2a (1-17)  t¢'ua
c'est-a-dire
k4 = - og

k=2 (1+1) , # (1-1) 51 =V -1

En désignant par J () les fonctions de Bessel de premiere
espece ;Y()celles de seconde espece d'aprés Weber, et

ky = 1+i , k, = 1-i

on voit gque J,(kyAx) , Yp(k,Ax) , J,(v,ax) , Y, (lt,Ax) sont indépendantes
et forment un systéme complet des équations homogénes déduites de (u).Donc
on a les résultats bien connus

® 00 ¢

% yoir ALLOVE : Mathematical theory of Elasticity




i

@ o= oand (i) o1 Yo (kihx) + C Ju(ehx) + L Y, (b ohx)

i:h . .
r7T = :*g—t—”‘gﬂv - A& J 9 (" 1}\)() -5 Y2 (1" 1/\X> + CJ o <Lj_2>\x) + L YQ (]tz}\x) 1
A oo

oL 4. I, C, L sont des constantes d'intédration,

E. Meissper a indiqué en 1413 quelques unes des solutiond
particuliéres du systeme d'équations (£)7.

Luant 4 nous, nous nous prorosons les solax
tions particulicres du systeme (o) avec second nombre par la ndthode de
variation des constantes qui est, au point de vue théorigue, plus systé.

matique.

Alnsi, en posant, pour simplifier les €eritures

. 2
a0 CHN W sind cos «
8 T e COSU - e }_’h e
rh 5 2 54
b s o o - (e+1)eos Tal - 22
sind b “
b
[l
L0
le systeme (U} s'écrit alors
2 a .
da, 14y 4 24 (1-n)
e B - - (I‘T) = 0O
dx X (ix X Eh
{10) .
" (r7) 1 alrr)  u(re) 2Lh . . ©
——— - F oy QT ax v bx o4 oy
ax X dx X g x
rosons
dA dab dc an .
— T2 (M) e — Vo Qo) v D T, (kM) v Y, (ki) = o
dx ¢x dx dx
da als dcC ar ‘
- T (kg hx) o — Yo (kyhx) + — Jo (kohx) + — Yo (kphe) = ¢
CX dx dx dx
le systeme (li) devient
; . _ 2, 2
L da V] . ald ) NS L dc N ? N i .o 4 ;0 0
= kil JE{rx) - Y (i) I kQAiT— Jé(k2kx/+ - Yo (g )= N CER S P
dx Ix ax ax izh x
N ((i.‘% DV 3 N f_x}C 2 N \ di § I
Vg g U] + — Yy (L1//"J + A JQO"Q’\\/ b YQ(“”Q/‘)‘/‘J Y
‘ X X Gx Ix
R

Comme on a

Kovelr MEILINER @ as Elastizidtsproolew., Physik.Zeitschr, Bd I+, 191,
#% oIl wAToon ok trastise n the theory of SESSEL Functions, p. 7o, Lyt
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r

2(6). v, (6) = —

(18

[
»N
—
N

-
<
SR
—

.

&
R

t

[«

on déduit facilement des = dernjeres éguations que

2 .2
di WA d 5 c .
I . N fax® 4 bx? 4 ;] Yo (kyhx)
4 1 1
an N T ¢
=7 ?~?[ax5 vobx o i}Jz(k1Ax)
4 1 N
dc NN c
Ve L “"'T“E““ [axs v bx” —]Y2 (k?}\x>
dx 4 1 L h X
2, 2 |
dp mAN"tgTa a C
—_— = _LM - [axa + PxT o -] Jg(kg)\x)
dx 4 1 1 h X

On voit ainsi que la recherche de la solution particu-
liere de (1U) consiste & calculer les intégrales suivantes

Ly ()
/ G

AT

3 ~ -
J 8% z,(8) ag
5 - )
J €75, (0) ao
ol 7 désigne une fonction de Bessel.

Or, il est tres facile de trouver que

d n N a-1
e 102, (B)1 =€ 1y (8)
d -n -n-1
"—-C-i-—é [U Zn (u)] = - ¢ 'L'Jn+l (E)
Lols %, (6
f —3;—<——)— a6 = _ /1( )
v V]

, Ce qul montre que la solution particuliere du (10) est
définie par
i
2, .2
A i
= 18
il b (0

L \8 \ P sy 1 C oy
6 Lk M) s (g ix) (4 hx) “Ya 0‘11’\"()1"“7“51:& (e Ax) sYs (leyhx) )< -
\ki}\ 1"1/\)(

v, (raix)

}




L2, 2 ' R
At 1 N . R 1 .\ 8 \ Jq ()
B = - ot Oeghx) ST g (kg n) & (g ) 0 4 (kg Ax +b~—734 ((e %) T g (eghx) ]
4 1 L h{a <l'1)’\> ° ( Y X) 3< ' )% (<1/ / 4( ' )] (]"'.1} ¢ ( Y ) . l"'J_;\X
IL/XQ‘t;_'Qa 1 r N I3 . 4 | 1 Y1 (]{42>\)( .
¢ - {a g L) 7Y g (e phx) o (eghx) Y Qe o) T+ [ (i 2/‘X> Yo () ]-c RE
4 11 h (’./\) (1{2/\) ko ohx
i'Qa { 1 ( ) ( ) ( ) >4» ( )\)()-( b_ 1 [(l( )‘ ).’j_ (‘ }\)()‘1 J1<k27\>( }
= b, M) (kX )T 4 (e phx) |+ leohx) Jdgik, R &
RiEnN a (1 ,/‘58 2 L% 2 4\ ) ] Wz)\ 2 Jg o) ) o

£n formant les expressions AJg(k1XX)+BY2(k1hx) R
2 (kohx)+L7, (kohx), on rencontre les expressions suivantes :

JJ(W) t,(8) - 35 (6) Yo (8) -
Jo () Yo (€) - J4(8) Y, (C)
J2(6) Y4(8) = J,(B) Y,(8)

&

on verralt qu'il est tres facile de trouver gque

De la on trouve :

2 2
tg X
AJ o (kg AX)+BY, (k, Ax) = {a[x*+61 =] + bx” + 5}
4Lkh A x
2 2
. tg o X c
Cp (e phx)+0Y 5 (kphx) = {alx*-6i 5] + bx® + —}
4Eh }\ X
on a alors la solution particuliere du (10)
tg e “ c
¢ = Jax” o+ bxT o+ ]
ZEh X
S 2
ri = —g.ax
A

! [iemarquons qu'il est tres facile de vérifler directement

que ces expressions satisfont au systeme (10).
F J

¥ Voir Wotson @ A4 lrealise onthe 7‘/1@07 of Bessel fonctions, p- #6 sees
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Alnsi la solution générale du systeéme (y) est donnée

par
2 _ . 2,
e, 3 L& 4+ rh 3 oy 2 9N wsing cosa , LK
¢ = —— [ —qox +=bcostux "~ ——( _ 2 os ). X~ —h - R
wh o4 3 sing 4 z 4 ¢ X el
(1i) + AT5 (g Mx) + B (i hx) + CTo(kphx) + DY (kphx)
deos 5 (o) wsing cosd iLh . )
PT = 4 —p X ( %b N S (875 Qe M) 437 5 (b ,AX) =CJ 5 (o) DY (1,0 )]
N A 2 N Nt

Enfin, 1'intégration du systeme formé par (7) et (L) se
termine par le calcul de w défini par

= J e.dr = | o X, 83X

on voit que 1l'on doit calculer des intégrales de la forme

Zy désignant une fonction de Bessel d'ordre L. Or nous savons que
J Cip(8)ab == 2o (8) - 62,(3) + H,

ou H; une constante d'intégration ; on trouve finalement

. ) 2, .
tt ‘@, 3 a1, Ph O o+ 4 O G sing cost 4 i
(1<) —QgX +~wroqa x°_ S S A Pl x4 lofx Ly H,
kh 10 J sino 1o o P g tgd

i
* {8 [edo (%) + kyhody )] + B Yo (e ) + by WY, (g ) ]

- C ’ [ZJO (kQ}\x> + l‘:Q}\x Jl (ki}\)()} -— I:; {,'(,YO (kQAx> + kg)\x Yl (1{2}\3()]}

Les 5 autres inconnues, u, rt., rlg, My, Mg, les plus in-
téressantes au point de vue de la résistance des matériaux, sont données
par les formules sulvantes ou ne fifurent que des signes de dérivation

w LEQ d(r7) rh 2 e 2 o g
U= —+ — {r - n(rT) + &sin &-n).r - ~—~«6r cos
tg0  Lh dr &sing < o
3 2
T W sind cos( K,
+ ph — e T} ——i
¢ tgo

* Le cas particulier ou p=0 de la solution géndrale (il) a fait l'obJet a*une note & 1'Acaddrie des Scian-

ces (Voir CoruAlSe t 230 puy90-992 du G Mars 1955} oans laqueiffe, certaines notations alffirent |dgire-

ment de celies que nous empioyons ici,
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ph 2 1‘2 6

PFp = PTLbEE + — v T+ (Qo — — — T COSE).LER + K
zcosd 2

rF ho( v
‘0= NerF + F u -

6 o Ml tia
Eh do o
My % g (— +]—
r Atg d dr er)
M M i v
= b ey
670 T g

les calculs effectués nous résumons les expressions de la solution générals
de notre probléme dans le tableau sulvanti

2
5 ( sind cos® izh . ,
T = &.:2905a~3(8+ﬂ)Ph x e AT (M) + BV () - 0oz (kahx) — Lo (kalr)]
)\ >\ g A TJDE' ¢4
dor . o’ ' . 4 phr 5 (5vr)ph QQSinQd . K
R A B v -
ich | . \ .. ) - 17 (ko))
**T—*”MJQQQW>+1ﬁ2@ﬂ“)*‘ﬂz&d A A
N riga
2 ( £ leﬁgsinQCL , U(Lﬁﬂ)
Fg = qortgt — Or’'sin® (1 — —z—p] + phr.tgdesing + ph — 1 -
AT ¢ Nr
igh kgl . kA
+ m A . _J2<1’1>\.X) —_— > Jl (1(1?\)()] + 'L‘llz (k1>\x) —_ 2 ‘1'1 (]’]}\X)]
| kM _ - koA .
- C [Jg(kz)\)() - 2 Jl (}(2)\}()) - L :_YQ (1.{2>\X> - 2' Y1 (}’.2>\X>’j,
2 2.2
tg a3 8 rhr | B r wsind nost
= - — + - Or S Q) — 3 - 2 len)e o - (GH1y)ph t :
0= o by or g breost - o 5 - lemees o] - (L) g rigo
+ Alp(egx) + BYg(kahx) + Cog(kohx) + Do (koAx)
1 Sm)  6em 1+ ph . ru’singeosd B
iy = 2B BB e ET R fan)oos S0 (64 )P (1)
A o o . sing ¢ rot o
£h ] ko hx ky .
" ST & 1) Joleahx) - 1 Ja(eax)] + B [Q-n) va(eadx) - - 73 (ko) ]
£ <
k }\X k‘Z)\X "
w0 [(1em) Jalkahe) - =22 3y (kohe) ]+ Lo L) Yo lodx) ~ —— Y1 ()]s
< <

[ RIY
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L, S(i+) & (iwn) 1+ ph o ., ru’sindcosa W
Mo = Xwi~ ; Qo TCOS U o Sindi3~b(b+n)cos OU—(3+H>(l+bﬂ)ph : — ~7);Y{;§f
+ lJ‘ f, [ . \ ) kl . ) . \ k 1/\’\X .

: XT;%"?& {a [@-n) Jg2ldx) + 1) 3 Jaleo)] + B () valedde) + 1y 5 7y (khx)]

‘ e phx . ' Vo hx
+ ¢ (-n) Jalkex) + m ”T""'11G§2AX>} + L {(3-n) Tolohe) + 1 —— 1y (kohx) ]}
W = tGQG ;3 2 b &rScost Ph r’ . o . utTh »Pu’e inocosa .
- - — Qor + — cosl - G (ot 0 = e PH e — lodr- =
T S o] S e It c( n)cos ]| 3 p + o ogr, + H
i i k1>\x . . i 1‘:1>\X .
- X?’{A 2 (kado)— (1~ XYF) “:;"~51@H%X)J + 8 7o (o) - (- Xg;) —— 1y ()]
i, kokx ‘ i kohx
- C T2 (ko) - @ﬁﬁ;)”f’Jl&Q“H -1 WQ@&NO~O"*T?) 73 (hgh) 1)
“~ : &
; tga 1xn ., Orocosd | . 7.(1-n), ph rfl » }rSMQSinacosa'ﬂ 5y (3-n)
e qol - e (1O gt ——— ~eNs | =ph —+ .
g . 0 ST N wsind’ pin moF ;o 3 N ]
I ( . H
+— logr-1) 5t —
tgo ot ) tga
. i i kyhx i PV
T y—— {A ET\;IQ(}(.:J\X) - o e ! Ji (]{3}\}()} + 3 {T}YQ (}(1>\K) - T e ! Ty (}( 1)\)’)]
Atda Ar » : Ao %
i kohx ) i Y ,Ax .
- ¢ g (eohx) + X% 2 J1<k2)\x)‘] - Dmtalkox) + T 1 (ko) 1

ofi H est une constante qui differe légerement de i, .

. =
i =v -1, Or, u,

Dans ces expressions, figure le symbole
m ¢onc indgérendan-

W, Mg, Mp, @ Foy, I'n et T
tes du signe de 1 . Nals en changeant i en -1 dans les expresslions ci-

=
Sy

sont des /randeurs physitue

dessus, on sailt que

k, devient kg
ko, devient Il

on déduit par cons€quent que

A deviendra C
5 deviendra U
C deviendra A
L deviendra I

et K, H demeurent Incrangees. Ce qui montre que A, &, C, L sont de la for-

me
A= a ib
L = ¢ i d
C=a-1b
L =c¢-1d
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ot a, b, ¢, d sont réelles,

On volt donc que la solution gén‘rale de l'enveloppe co-
nique de révolution travaillant & la flerxion symétrique dépend en appa-
rence de six constantes réelles. Or, la constante H qui s'introduit dans
lestexpressions obtenues est due a la translation d'ensemble dans la di-.
rection de 1'axe C.. Donc les déformations de l'enveloppe au sens propre
du mot ne dépendent que de 5 constantes réelles. La détermination de ces
5 constantes dépend évidemment des conditions aux lirites, c'est-a-dire
de 1'état des sections limites et des efforts qui y sont aprpliqués ; tou-

1
tefois signalons que les calculs sont normalement compliqués’ *

Une fols les constantes déterminées, on' peut calculer &
chaque point P les efforts 7, Fn, F; et les moments de flexion Mn, Mg,
ainel que les contraintes,

, En effet, les contraintes au point P sont données par les
formules habituelles : & savoir

1) contraintes moyennes en P

oy
Or:..z
h
I
o%—‘:—ﬁ
7 h

2) contrainte maximum due o l'effort tranchant

W
ol

3) contraintes maxima dues aux flexions

o
OI‘ = ‘};—g MI’
) G

avant de terminer ce chapitre, nous faisons les deux re.
marques sulvantes

(I) Dans l'établissement des équations du ¢Bne, nous aurions dfl tenir
compte du fait que la pression est appliquée sur la surface intérieure

LR Y

*

F.DUBCIS a consacré énormdment de temps i faire des calculs numériques sur des exemples cheisis mais rela-
tivement simples. Voir:

MEISSNER:: Das Elastizititsproblem, Physic Zeitschr, B i% 151)

F.DUBOIS : Uber die Festigkeot der Ke',«:shale. :urich 1917
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ou extérieure du cOne, mais non sur sa surface moyenne, d'ou une pe-
tite modification sur l'expression de la pression. De méme nous au-
rions dfl ajouter des petites modifications qux expressions du

h

. .

roids et de la force centrifude. Or pour —-— petit, c'est-a-dire
rsaineg

dans le domaine de l'envelarie mince, ces mocifications sont telle.
ment minimes que nous les avons néyligées des le début de notre
étude, '

(I1) Mathématiquement, la solution générale est valable pour r quelcon-
que, méme tres petit et tendant vers zéro., Or physiquement ceci
n'est pas vrai. £n effet, sans tenir compte des objections soulevées

dans la remarque précédente, on sait mé.

Z) | our

me que, pour T assez petit défini par

rtsy 1
< -
h b2

(c'est-&-dire au sommet du cGne) il niest
plus possible de parler de la surface
moyenne ; et en conséquence, les dqua-
tions ne sont plus valables,

[t
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CHAPITRE 1|

CAS PARTICULIER :
LES QUASI-PLAQUES CIRCULAIRES

Nous appelerons dans ce chapitre "quasi-dlague circulai-
re” un cBne de révolution dont le demi-angle au sommet est voisin de ﬁ .
Et cette appellation est, pour le moment , purement intuitive, . <

"

_Géométriquement, nous savons qu’un cdne dont le demi -

i
anfle au sommet ¢ tend vers -
< -
intuition nous conduit 4 penser que la solution générale du cBne obtenue
dans le chapitre I doit s'approcher de celle des plaques circulaires pour

it n
0 voisin de — et s'identifier & elle pour ¢ = — ,
2 b2

tend vers une plaque circulaire, wt cette

b

Or pour ¢ voisin de , on sait que

A

tdu devient tres grand

A devient tres petit

alors les équations de (b),{0) du chapitre I se présentent sous forme
d'indéterminations et la solution.“énérale du cBne contient des termes
dénués de sens précis. Devant ces indéterminations on est obligé de se
demander ce que deviendront les equat’ons at la solution qanaral@ clu céne
dans ce cas !

Nous allons élucider cette question.

L'abord nous savons que les équations de (), (3),(«) du

n
chapitre I sont toujours valables pour ¢ voisin de - et méme rour ¢ =
<

[ =}

ainsi que les deux premieres relations intrinséques du cBne obtenues
d'apres les édquations de (<).

Guant & (L), four lui donner un sens précis pour g voisin
; 11 est logique de rewplacer

=

de

o g

K par k.tga
et on' trouve ainsi

LEEREENY
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2 2 . 8
rf.  phr r bsirg r
(o) rT 2 e o e o g = e = K
tgu Zsing < 5 teu
— 7L .
avec k une constante ordinaire., En efflet, pour ¢ = — , on en déduit

rh o 90 2
e T e, — Kk

rf = -
' 2 P

qui n'est autre chose que la solution de la deuxieme équation de (4)

T
pour o = — .
<
Or, sl dans le chapitre I nous écrivons pour ¢ quelcon.-
que la relation de [.) sous la forme suivante
. 2 2 . 3 -
ri,  phor r Ssinu r K
rT = - - Qg == t ey
tgo “2sing < 3 tga tea
on en déduit que
a(r7) 1 d(rF,) r Ssina o
= —e—yo—ie — pPh —oe ~ QT+ ———— T
dr tra dr sing tee
2 2 0 of
a®(rm) 1 a(rr)) r C2ising
P ——p & =T ————pre - ph o - g T * ————, T
L&

dr tou dr sing tga

£t en éliminant ainsi (rT} dans {(v), on voit gque (&) devient

dQ(rFr)i afr,) (.  Eh . wFrisinc L
r i+ - + ., = = (ohrh — ———rhre ing
dr dr r tés,(l \ t}f(x’
(6l 2 . 2 . 2y . -2 2 . , 2 ‘, 3
. dodyp ¢ 12(1") ; 1 (1-n )r or r K, 12 (1-n") Ssinar
—te— o — o~ — Th= =P -Qg— - ——jt—
dr'ar r thtge T En° zsing . tgd Ehtgw | 3

et les systemes (&), (&), sont deux systemes édquivalents,
Alnsi, on volt que le systeme Tormé par (&), el

dw
—_—— = q)
dr

sont aussi les équations du c®ne et admettent comme solution la solution
générale obtenue dans le chaplitre I, ‘
T

Or pour ¢ voisin de - , nous venons de voir qu'il est lo-

gique, de prendre X = ktge pour mieux comprendre le phénomgne. Nous écri-
vons donec (&), sous la forme suivante

o9 e a
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A d?rFr) d(ri,) rE Orisine 1

i+ S S (3+1) phmee——— + —— (= Eh@+ (&+1)phr sina ;
(5) dr dr r g tgo
2 & 2 ' 2
a9 de ¢ (- ph r 1 (i) Ssine
el T e () S i e
dr dr r e sind 2 i Bh
g it i
et comme pour ¢ voisin' - : est trés petit, nous pouvons €crire alors la solution de
2 L

i

(£)' sous la forme suivante

: S 1 o l -, 1 -
PLI‘ = Zo t ;é'(‘x Ag T -{g:& Kot esos T 't,zfn(;‘ ) *oasee
© =Yg ¥ _i* v+ Loy + + o +
b téa 1 m i vase t,gna in voee

En effet, pour résoudre un systéme d'équations différentielles dérendant 4'un pal
rametre E trés petit, comme

Ao (b, 8)U" + Ay (8,€)U" + AL (b,E)U + Ag(t,E)V = 2 8t'fr(5)-pr<t) r>0
T r

Bo(t,e)V" + 1 4 (t,e)v" + Ba(t,e)V + Balb,e)U = D e5. g (€)dg (t) s >0
S

ou : les dérivations sont prises par rapport a t,
les A(t,e), B(%,£) sont des polynomes en &,

les £(§), #£(e) sont des fonctions quelconques en E.

on peul toqjouhj employer la méthode de liemri POINCAME. Ainsi, pour la recherche de la so
lution générale du systéme sans second membre, on pose :

U=Ug+E Uy * € Uy * vunas

V = V() + 8V1 + EQ VQ + 2580
et 1'on fait 1'identification par rapport aux pulssances de €,

Quant o la recherche des solutions particulitres du systéme avec second membre,
on peut utiliser la remargue sulvante qui facilite les calculs pratiques

Solent u, v, les solutions particuliéres du systéme suivant :

. . B . - U S \
{ agl" * Aglt F AL+ AV = eTE (Y

V" By ¥ BVt Ly = 0

I1 est évident que [, (xju, 7.{€)v sont les solutions partimlieres du systeme

{ AU + AUt + AU+ AGV = er.fr(é>.?r(t)
.
iiov" + [“],V' + BQV + B;;U =0

Ce qui revient .. dire que dans la recherche des solutions parti-lieres on peut

. . cfeN . . '
considérer les f(g), ¢(€) comme des constantes sans les développer en ggrie de &
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On en déduit que pour la recherche des solutions particuliéres du systéme avec
second membre, on pose de nouveau :

12
U= ug tEuy fE Uyt ..,

2
Vo= VO + €Vl -+ 8 \12 +

“ro

et 1l'on fait 1'identification par rapport aux puissances de € en considérant les £(e), & (e)
comme des constantes ordinaires, ‘

v

On peut rméme ¢rouper les < opérations ensemble et décrire d'emblée la solution
générale du systéme avec second membre sous la forme

L?

: 2
UO+8U.1+€UQ+-0n

V=Yg *+ €Vy + €2V2 toeee

et on fait 1'identification par rapport aux puissances de € en considérant les f(e), ¢ ()
comme des constantes ordinaires, ‘

1
Ainsi en remplagant ri,. , ¢ par les développements en série de T dans (5)" et

en identifiant les coefficients, on trouve que : gt

12, . . 2, 2
d LQ fi/(_o j:o » @ sin O 2

P —pe + — = — = — (3+7)) ,ph ———— 1,
dr dr r ¢
2~~ . ..
d P dz‘.l /iy . - .

P + ——— = —= = —~ EhYo + (&) ph sind, r
dr dr r

r d Zneg . Ly _n+l

3

-Bht,, (0 21)

ar’? dr r
z . 2 2
. d%¢  dY. Yo 12(-n) ( ph ) r :
+ g -— Qe
dr” dr r ‘th ‘ sinq <
2 ;2 .
RS vy Y, B{-n >,[ , bsina °
'er ar r Eh 3 ’
A1 dney  Tper 22010
r o7 - = — %y » (02 1)
dr” dr r Eh

Ces équations admettent toutes comme solution générale

.
Ay o by T ¥ X

1
R e L

ol X 5 ¥y déslgnent 'les solutions particuliéres et 1'on voit ainsi qu'en posant :

* Cette considération reste valable four les dquations et les systemes d'ordre plus €levé,
; .




b b
L i T
tga tgha
("1 ("1
CF Lot i e L
bgu 1y
d, d,
G = dg ¥ =+ L+ — L.,
tga tgla
Py, ¢ se mettront sous la forme suivante
. i i 1 1 '
rr = a -+ br o+ X toe— X T + x + .
0 1 LI Y A . @
r r tdq tglg B
1 1 1
$ =¢C - +dr + y5 + — Y1t vea. t y
r ga téna n + v .0

ou les ¥, v sont des solvtipns rarticulieres des équations suivantes

—19 .

2 . 2
Losin o,

P =y + —— - — = _ (3+1) ph — T,
dr dr r 2
2
d x, ax, X, 1
T Y - — = - khle =+ dr + yo] + (¢+1).ph sing. r ,
dr dr r r .
< n+l 6xn+1 xn+l ( )
r + - = - Eh oy n21
ar’ or r n g
. L 2 2
Vo o yo 12(1-17) rh r
r - - e = —— D Lk : + o) —]
Ar dr r =h sing <
N 02 o
vy dyy, oy, 12(1-n) L 1 dsing J
T e e e e -+ r + X + r
dr? dr r Eh r ©
s :
Vel Wner o Ypeg 12 (1-1%)
r + -~ = 3 xp ’ (n;l)
dr dr r Lh
Dela on trouve immédiatement qQue
. 2 . .2
S w S1ln ¢ g4
XO = - pb - .
& 3
- 2 . 2
Gli-n’) . 8(-n7) ph y L
Yo = e )i ir - Zr LO{} ry - —g , * Qdg/.r
h 4 h sing :

et on peut calculer, sans difficulte,
X \'4

F Y

de proche en proche les différents

Pour faciliter les discussions,
inté{rations < 'une fagon plus systématique. En e

nous pouvons traiter cesg
ffet, désignons par
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I [yl

I'opération sur v pour avoir 1'intégrale particuliére de 1'équation suyi.-
vante,

d "z dz Z
I’—-g+..._.....: §
dr dr r Y

On voit que 1'opérateur I [ ] est lingéaire, c'est-a-dire
I'[Wi + ol = I [y,] 4 I (o)
I =[nqd = n.,l :[ud
n ! constante ordinaire,

De plus, le symbole ImV[w])m entier positi%}est tres
bien défini par :
S ) IS SN0 AE 5 O SRS St ) B B D

.
° 1 .
0 000 e e

m fois

Lt remarquons encore que si n est une constante, on a

1

I{al = 2 [« r+ 2r Log 1)
4
m 1 m+1
I [r ] Z e, r pour mgL , m¥ - 2
m (m+z) _
Ainsi, on a
1
I [-]=-1
r
. 1 1
I-{1] = - 1% =] = - -7+ 2r Log r]
r 4
et
1
I [r] = - rQ
. 1
I [rQ] = rs
&
d'ou
r® = 51 Ir]

Lonc on peut écrire
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2 . 2
usinTe .,

xg = - 3(i+1) ph— ir]
‘ b
1 (-1 , 1. 1s(1-n®) |, ph 2
R — + qo). 1 [r]
rh r h sino

. iz(-ws)klsﬁJ 16 (-1 )(ph

Xy = - EhC-IE£}~ bha. I r)- — +qo)18[r]+C;+n)phsinanI[r]

+-—~———-r-——-
r r h sing
7 24 . /. 2 pe 2 2 . 2 . . 2
Lo \“L—'n / r“Lw le (\‘L”’{‘l ) Fo ie (l"n ) . w Sin ¢ 3r 1 1% (‘L‘“ ) ¢ . .3 1
J1 = —g——B, I -l +“"""T‘""""I LT J- ——'—8"_"”-’ (o‘*‘ﬂ)ph P 1 [I‘_]'F P STRECRESIEANE [FJ
ith T th Eh £ Eh

Conime & partir de n>1 , on a

x .. = - Eh Iyl
. 2
T i (1-n") ]
e T T Pl
on eﬁ décdult alors
2
le (l'—'l.\ ) 2
o ® e 10
l&i (l-—nz) 2
Ynte -“‘?z-—"* I [Jn]

Xntem T (-1) | T } Qm[xn]
) — 2 1
Inegm = (—1)m { iiﬁ%vﬂ_l " 1" n]

‘ R ' . 2 4 I3 N . n .
Ainsi, on trouve qu‘en utilisant la notation de A défini dans le chapi-
tre I

‘ 2
.l,&.\l—T\ ) .’ 4 L0
T —— = 1 )\ té G }
r

gqui est un nombre hien défini mfme pour les valeurs de tga tres grancdes

on a
m !
r 4, 2 2m oy
x’l‘*’},’.l" -\ - }'\ té o } I LXIJ
g 4, 2 AT opag 1
X iop = - oh L= A tegta s 1 (1l
m
14 4 2 “2m
Yieen = U= At ) I y,]

i L4 .2 m+l  Lm+l
Voo m oeme { oo ATbg%0 Y T I x, ]
& el E‘l K
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Xy , ¥, par les va.

En remplacant dans ces expressions
m entier positif

trouvées, on trouve finalement que pour

leurs
g (M el 1k : 3 1. o7 2l
- B {= 2% [c,l ()= - {- 24w 1 Ble{o - —— pheing} 1 ir]
r Ekh r Eh

x
H

1+em
3 ph e g 2D
o G o) e )
&L n
] P uS S v wgsin2a g
nt+i ahte 1. . . ;i
X, om = {- Vg {anl ‘L,:L—j + 0.1 [rl- {5G+n) ph —— — ©dsing} I [r]J
- r
1 o o umif el 1 2wl .. wisin®u o
Yivgm = - TE»{— Mgty la ] + b1 [r]-{3(@+) ph - bsing} I (r]
I r
L4 .o Il emte 1 k cmtdg 2N . emtl
o = C 00T T L L gt R
r -. r _kh

3 h . ) P
e (L) et I‘”“*&]]

2rh sing

Nous constatons que ces formules sont valables mBme pour

Ainsi la solution de (L)' est définie par

m=20 .
1 21, I 1
A D N &F oy I L s BN L L ol R
r r r r
+ b {r - A1) + 214 [r) - A8 ) ¢+ L)
Eh 1 1 1 1
e — T[] o AT e APIRE) - AT+ L)
tgy r r r r
Bh 1 .
- d — {1lr] - M 1%[2] + 2°%1%p) - AP e] ¢ L. )
bga r
2
1% (11 1 1 1 P
ok ( \ ) { 8[_J N )\4I5[~] . }\BI7[——-] ~ )\1219th " o(.a.}
h™ tga r r r r

2 . 2
wosin“yu 5 8.
- 3(5+)ph — (1e] - 214 e] 4 A°18%r] - AR ¢ L)

g
88sina {- *1%[r] + A°18(r] - A% 0e] + A1) L. )

phsinu . 5 . \
{rlr) - A*1%[r] + Aelb[r} A e v

4+

P
-
+
ta

2
©  ph 1e(i-n") |, 5 L1
2 G se) e (P] S WIO] ¢ AT ) - 0 e )

&
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v ii‘“;i-{ E1 - NIRRT )
L:}J h t r -r .
b ld(l—'f\) 4_9 8_5 127
Em{[]—)\l'[r]+}\]f[r]—}\l[] veeed}

.fc.{%-x‘*ﬁ[;]m r‘]-A“’x‘*fL

o d {r = N3] + 0%% ) - AERR) 4+ ..l }
+%fﬁi~—{*’{‘]-x [l 3313£;]~?\‘21@[§1+....}

_ slemPh Y sin’ 1‘(1‘“) T3] - N8 + 27 (0] - AM0] 4.l

rh g h tgQ

&0sing 14( 1-1,%)

. {1%0e] = N2%[e) + M1 [e] - A0 ] L)
Ih  h° tga
+ w {)\412'[1"] - 7\814'[1'] + }\1216;[1‘] - 7\1618[1"] T
- -2
B R LTS B U S LIS RIELOUIS I
© 8ing th h

L'ailleurs, il est assez facile de vérifier que riL o, 9
ainsil définies satisfont formellement a (&)'. Et i1 ne reste qu'a cal-
culer

Il est tres faclle du reste de montrer que pour m entier positif,

m+3

Im[r] - 1.2 oy
m! m+zj!.

Quand a l'expression

1
™[]
r
nous savone d'abord gque
' 1
I [—] = —- 1
r
1 r 1
Ig[w] T - —~rLog r
r 4 2

Puisque
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1 1001
I[r"Log r] = {r™L Log r - (T 4+ -
n(n+2) n n+g

,
0¥l

on déduit que

1 . 1
Ilr Log r] = — {r2 Log r - (- + ~>.r2}
1.3 i 3
1 : 1 1 1 1
Iz[r Log r) = — {r'3 Log v = (& + = & 2 4+ —),rs}

1.00c.4 < 4 1 d

et d'une fagon générale on peut €crire en posant

aWC\M@ =0

+
<+
S

1.2 1
In[r Log r] = - {rn+lLog r - (w(n) + w(n+2) -] - -

- P+
n!(n+z H z) ’ ’

il apparalt ainsi -
1

. 1 1
e e LA 1) N L P P
r| Yy &

= =t v og v - (y(n) + w(new) - 1).0741}
n! (n+g) !
£t finalement, on obtient en résumé :

1.z .
"[r] =. P+l m entier positif
Lr] m!(m+zj! P ’

If=-1 |
r
-1 . .
" f—l-] = e ™o (wl—z) + W) - 1).r"1} moentier > &
r (g 1! 4

Comme dans les expressions de rf'. , ¢ développées en série en R4II»J
le rapport de d'Alembert est de la forme

’

c'est-a~dire

i
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1 (1-n%) . r? 1
o bt g (m-1)m(m+1) (m+s)
1 {1-n®) e 1 Log r — ¢(mi) - w(m) + 1
) Rt o (neg) (meg) @e1)m Log r ~ yn-4) - wln-z) + 1

] ,
Alors pour h , r , tgd données avec EE— bien défini, on peut toujours
30,

trouver un nombre assez ¢grand mais bien défini, tel gue pour m plus
grand que ce nombre, les rapports définis ci-dessus sont compris entre
-1 et O, et les séries ainsi définies sont convergentes,

En pratique, on peut dire que la premi¢re aprroximation
consiste a prendre m de fagon que

n r pour les séries en IM™[r]
htga

Ve (o) 1

(m_2)2 > :r pour les séries en I™[-]

htga r

Ces inégaiités nous montrent que dans les expressions
rf. , ¢ on n'a ni le droit de négliger d'emblée certaines constantes
d'irtégration, ni le droit de négliger de la méme fagon les termes de
la m€me puissance en A4r2 partout.

n
Pour ¢ = — , (&)' devient donc
~
2 2 2
a*(rF ) a(rF,) rp W r
r r r
r . + - =z ~ (34 63 ¢ T
ar? ar 7 ( ﬂ) b g
2
a9 dg ¢ 12(-n%) rf
r-——g,+—-—~—=——-—-g~—’[-k-(Ph+QO)“‘““]
dr ar r Eh r
avec les solutions
. 3 2
¥ % 1 b g+ ; W
r = = a -+ br -« 4 ph ———no
rone r 5 U T
2 2
i 3(1-n")k S - s
=Yg =¢C = +dr o g [ r + 2r Log r] - ~ (Ph + qo) T8
r Eh 4 Eh

qul ne sont autres choses que les éguations et la solution bien connue
des plaques circulaires sous la charge hydrostatique.

Ainsi, nous voyons que les développements en séries de
4 i
AN'1[..] de rF, , ¢ , valables pour ¢ voisin de — , sont, en réalité, une
&<

forme plus parlante de la solution générale du cBne obtenue dans le

chapitre I pour « voisin de ~ pulsque ces développements et la solution
&<

R




~ 26 ..

du chapitre I sont tous les deux la solution du systeme (8),. On peut

dire ainsi que la solution générale du cBne reste valable pour « voisin

it ‘
de 5 et se réduit a4 la solution des plaques circulaires pour ¢ =

ol

bien que certaines formes d'indétermination y figurent,

En terminant ce chapitre, nous rappelons les formules
suivantes des plaques circulaires avec caractéristiques et charges in-
diquées dans la figure ci-apres.

Z‘ A
[ | -
l | m
o LS
0\.-{;—@—))& Ol——; -;5—,‘
_.__.>L . | b* f
_____ > l .F G:
l2 L2
ko= lf - 20 o el 20
2 2 i
1) r=1
aw  120-n°) xln’1% ¢? LZ} L(L2-1 ){ L Lg+l""1 @)% ) 17 anl .
—= . ) U, PO N, g RPN, S— - ey L
dr  ERS@DY) 2 1+ 1o éTz & 1-n 14 -1 o -1
u 1 1 ‘ 24
== ey [ {GRL + @)1} v 207
r BhL°-/ ‘
go) r - L
& 12 (-n°) L% % 1,2 '%L(L"’tz“) AR +z <Ll (141) 0% (@-n)L*
— : = ] | Pt S Im + \ L
& R (L=I%) 21 1 %87z 8 1T, m\ T -n
u 1 1 , .
-1: - E‘E}.'L -1 :[— ZLQ . {(:L‘"’r\)L’2 * (l+n) l2} ‘C}
3°)
o 12 (1-n%) & A T LQ) 1(12 1 Ll &i)
- = b & - R e o e n
! £h & 1+ 1.1, L1 o7 g1+ 1-1 L= Bl x
+ 1 "+ﬂ(L'I2 l?) l+’“ 2L2 (LO L2> 2] i‘{ . (lo [ YO*T‘ L4 (4) \LQLQ LOL_[:.]
i frn (4 +-~w—§-g . — -1 S
& 141 i-n L=l Sk 3z 2 (1) 1mTy ¢

[at'alat i et A




CHAPYITRE 1

CAS PARTICULIER :
LES GUASI-CYLINDRES

Nous appellerons dans ce chapitre "quasi-cylindre” un
* ¢bne de révolution de demi-angle au sommet ¢ tres petit. Et cette ap-
pellation est pour le moment purement intuitive. ‘

Or ce genre de cBnes mérite d'€tre considéré spéciale-~
ment, car pour que ces cOnes pulssent €ire assimilés & des enveloppes

minces, il faut que soit assez petit, c'est-a~dire r trés grand,

rsindg

Lt de plus, pour le calcul de ce genre de cbnes, o est tres grand ;
gu

les équations des cbnes se présentent sous des formes d'indétermination
et |k,AXI et kQAXI deviennent tres grands et par conséquent la solu-
tion générale du cOne obtenue précédemment se présente aussi sous forme
d'indéterminations. On est alors obligé de se demander c¢ que devien -
_dront les afc’uah'ons at la solution aéné‘mla/ du cone dons cecas.

Pour répondre 4 cette question, nous nous proposons -
d'examiner d'ahord les éauations fondamentales (&), (3) et (4) du chapi-
23¢ tre I de notre étude.,

LKous prendrons, comme référence supplé-

J mentaire, un plan parallele & OXY coupant le
P cBbne suivant un cercle de rayon P, et comme
/ ¢ ﬁ paramgtre supplémentaire s défini par

alors

// _ L'autre part, il est raisonnable d'uti-
// liser les notations Py , Mg & la place de

/ , v Mpo

N
|~
b
~

e

_ D*ailleurs en désignant par G la pres-
sion hydrostatique sur le cercle de rayon k
on a

—
\\\
—

—
fte]
lo]
]
o
+
—
ni g
o]
n
=1

o @ & @

0 —_— e ——
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Avec ces notations, on voit que («),{«) deviennent

. Eh [du using-weosy
{ = - P ¥ ’,\ A ——— s e et
S 1-n° ds ' R+s.sinu
Eh [ du using-weosa
F T oy B
' © 1-n " ds u+s.sing
(2)" a .
Eh [dq) ¢ sing
My = e [+ 7 R
s 12 (1-n ) ds ‘“+s.sinq
y Eh® dy ¢ sing
y T oo N+ e
| 0 1z (1-n°) ds Lk+s.sinc
. 9.2
d @ﬁs,slna) w sinag
5¢[Q&+s.sina)Fs] - Feping — ph(E+s.sing)cosd + ph - =0
S &
a '
-+ ((#s.5in0)T] + Fiposa ~ ph(E+s.sina)sing ~ (i-Os.cose) (i+s.5inq)
8
()" 4 o (i+s. sing) “wcosc .

g

d
- ¥ sing + a;=[Gﬁs.sinu)Ms].. G+s,sina) T=0

Comme dans le chaplitre I, on trouve les relations intrinseéques suivan-
tes .

- usin@~-wcos
. \ “x = T ‘
e nPS Eh E+s.sing

3 .
Eh™ . ¢ sinc

Mo ~ 'p‘M =
6 S 12 L+s.sing
_ ) ] _ «lis+s sina “hs.sing
(6)" (rs.sina)Fy - (+s.sing)T.tge — ph— -G s.sing
: L cos & cosd

+ 6 sina ([— + 2 sina)s® = &

ol k est une constante 4'intégration,

Or, il est tres facile d'avoir ces relations d'apres
celles que nous avons obtenues dans le chapitre I. kn effet, 1l suffit,
dans ces dernieres de remplecer d'une part les nofulions et d'autre part
K par

.2 2 . .. 3

k ph E qp F 1 G
B
2sing cosq “in @

sing 2sin- ¢ cosd

°
[N
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et d'enlever les formes d'indétermination pour retrouver ces nouvel.
les formules '[{2") , (av) (8")]. ‘

De méme, en remplagant

K
r par + s
sing
cos
qo par Q + 0L —
’ sing
I ph EZ qolt? 1 6R°

K par - - - + g g
sin@ &sin’¢ cosd Zsint cose 3 sin‘q

dans le systeme (&), et en enlevant dans ce systeme les formes d'indé_
termination, on trouve avec

2 = (h+s.sina),T
[ a’z az |
(R+s.sin06)'2.a—~.-2 + ([+e.sind)sing — — sin“@.% + Fh (1_sin20;) (l+s.sing). g
s , s

i

ph . d : o2
ksing cosa*r};—{ (raising) ® (e (crn)sin o) = 2 ~sing (%5 Rve.s100) 7]

o { )

. - . 8 2 .
bcost, g . e rs.sing) o sing cosq
+ b T+ (’iiwl@s. smot) (Fi.+s.51na) }-— o u) ph
v g
J2 . 2 2
s, )e o dy  sin ¢ 1 (@-n")
S0 BinC)m—y + SINQ - - g - 7 = ¢
ds ds F#s.sing Eh°

\
Pour le systeme (&))", on peut employer la méthode d'intégration que noud
avons utilisée dans le chapitre II pour traiter les guasi-plagues circud

laires, c'est-&-dire dcrire la solution générale sous la forme en série

. ., 2
Po *+ Sint.Qq + 81N GePs * c0o0s0a

n

9

it

2
T =T + sinG.Ty + sin 0Ty + o600,
en considérant sinw comme un parametre tres petit (puisque ¢ est treés
petit), et chercher ainsi les fonctions ¢y , 95 , Po ceooy, To 3 T3 , Ty
«+«o la solution ainsi trouvée est valable pour o assez petit,

Nous n'entrerons pas en détail dans ces calculs et les
discussions des questions qui s'y rattachent {par exemple : la conver-
gence), Mals nous formulons simplement 1'importante remarque suivante

i

C'est en partant des équations générales (2),(3),{a) du
chapitre I et en prenant des notations mieux adaptées, et des constanteg

© 000
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d'intégration mierux choisles que nous sommes arrivés théoriquement &
exprimer la solution des gquasi-cylindres en séries entieres de sinq ,
valable pour « assez petit, Ceci revient & dire que ces séries sont
une forme des déve loppements de la solution générale du cBne,valables
pour « petit)en utilisant des paramétres appropriés.

De plus, on voit que pour « = O , {&)" se réduisent &
i*e 12 (1-n") _
ey = 0
ds” ER®
a*r  Eh b,
gy + - = T -+
ds R” v 'K
dont la solution est
PR AL _, '
¢ = N ~f+f;T+Ach”s.cosus + Dchyus.sinys + Cshus.cosps + Ushps. sinpys
& wh
th ]
T = —~Y;7'Lbchus.cosus - Cchpys.sinps + Bshys.cosis - Ashps.sinys]
KU R
avec —
/3 (1-n")
SR L

Lt ces dernliéres expressions sont respectivement
Yo
To

Or ce sont justement les équations et les solutions du cylindre propre-
ment dits soumis au cas de la charge hydrostatique. C» peul alors dire qua
les équations et la solutlon g¢énérale du cBne demeurent valables méme
pour ¢ petit et tendant vers zéro, ce qui est peu visible directement,

En terminant ce chapitre, nous rappelons les formules
suivantes du cylindre dont les caractéristiques et les cas de charge
sont mentionnés sur les figures ci-aprés

Z, 3 Z)
| A W, T
| l 4=H | . C - —>
| | I
| Al kh |
; LoR_| 1
| l l
o o
| I
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‘ i 48(1.—2)
TV

1°y s =0
aw  wr®p® . _shpesin?  2R°p° ~gshuH chpH-gsinpk cos
— - + 1
ds’ ah shzu}-i - sinzu.H Eh sh?uH - sinzuH
‘:JHQL.L?,—AS}W;JH slfnpﬂ ok ssby cosuhn,chw sinpH
+ 1
LCh sh PE-sin u.H Eh sh” u,H - sin ul«

wo z2hp N —-sh chp}wsmp&i cos pH &:ug ushguH~sin2;LH
VT\

E o OER sh i - sin i Lh  sh-ui-sin A
ifhy SHU CospH-chyli sinil zz:..ugm gShpH sinyl
R - : . + —
Eh sh H - sin pH ih - sh pH-sin pH
4° s = H
e 2,2 o . } o 2.8
dw 2R p . ~2shill sinph . 2ETW —wshpl cospdn»achulI sinpH
ds Eh sthﬁ-i_sinzpﬂ zh " sh” pil - sin p,}
3
“ z _sh pH~sin uH ;;;?:Qu m <shpli chiyli+es inuH cosH
oy - Sh phesin” B sh i - sin pH

X : . . . 2 .
W 2Ly -shuH cosuf+chiub sinpH <ivit wshyH sinyh
+

L < A ]

t v v M ire
% dh sh {H - sin’pH Eh  sh®H-sin pH

, z‘Z‘;uC shul chuh.-sinuH cos .ai«ipz ‘wshQuI«i-sin'QuH
fis! sh ;,LH- sin’ p,h Bh shyuﬁ“singuﬁ

[atalaty otk AN




CHAPITRE |V

LES CONSTANTES D'INTEGRATIONS ET
LES FORMULES DE COEFFICIENTS D'INFLUENCE

Hous nous prorosons dans ce chapitre d'étudier systématiquement

la déterrination des constantes d'inté.ratior 4, i, C, L, I, E et des que s}
tions qui s'y rattachent,

Hous avons dit que E caractérise surtout la translation d'ensen
Lle du cbne dans la direction de son axe de révolntior, donc sans grand ink
térét an point de e de la résistance des matériauy ; et que les autres
constantes deépendent des conditions aux limites, c'est-u-dire des forces,
des morents de Tlevion, des déplacements, des rotations aux sections extra
res du cBne considéré,

Or, I»ar les prohlemes de la résistance des matériaux, on a 1'bl

Ca s R :
bitude de les classer en deux catégories ; pro*lermes statiques et problemeps
hyrerstatiques, On dit en général qu'un pro%®leme est statique, si les forck
et les roments apyrliqués aux liprites sont connus

taines déforrations aux limites sont Imposées.

[97]

; et hyperstatique i cer

flous commengons nos €tudes par des provlemes statiques,

Pour Jes problemes relatifs 4 un cfire, on voit tres facilement

T//F qu'en un point I du cBne {voir fif.ci-contre
\& r
P—_—e» ~ la force parallcle o 05 = ', cosu-7 sing
1 -~ la o Y N } a3 - ; 5
<§ / ta sorce perpendiculaire g 0O = bo sing+Teopn
p cosq
r 103
/ et on cdéduit, dlapres les expressions de [ |
(SN e TEOTE e,
4
~ ;2
_ s 47 ur phr  leos(
PplO8e-i8ing = — Singe — singeosu+ —— + -
“ U “ s
. Qo™ 5 ;<A pkr eing ising
FL8Ine+icos; = m—m eS| s L \ : : S Thw  heing
FLsineicosg - T:L.u,osmd—jf (ein Ul gz e G ‘)p}' e s S
“ ¥ AT ~ A el r
[y = D :
= e AT (e N T (el (e 0 )
Wr t;({asin(x 2( 1 / ¢< 1) W'l\‘z"' / 1”*2\‘*2/\}’).1

Alnsl, pour 1 trone de cBne domné, deé fini Far t £ r <1, on dési ne par
- EAw] JOREL N

¢caew
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{voir la figre
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On voit d'abord que
par une de ces valeurs,

Mals en pratique, on préfere employer la relation suivante :

n

(“1@ J 'L

1\12

- 34

~1) 32 (7, -

¥ .
2‘ Ji(kz)}
bo

AR
/J J

les valeurs de f, & sont lides, et que K est défini

: 8, 12 2 G, 7
R Gl ” 5 %sing cos phl”® 1 8L'sing cosq  phL”
1€ . Z sing + - = L(T’-— S - - - = ¥eq
b I < s 3 <
L'autre part on voit qu'en posant |
G Ry o 2 .
A LA e DgGelng . o o ) S1ing;
(1)= e b= - g () rh ,'1
jeH I I 3
in"Ltge sing &6 W sing
(I.L)—- R e [Z U-‘t&,O{ - T + u(«.)*h)ph ———
th 74N A 08
4y, .2 ,
-~ }\ LT & J‘ - 1—7‘ r ! \ Ih ‘ g A : 2
(I11)= - g o T (irery G- (5+iny) Glcos o Ui (10 ey cos "a)
Lh W lsing sing
e
Ly Lo sine cosg
et GHIP
¢
RS z
ALV Tde 1 1 b , . 5
(V)= = —— iy { A (1+er,) ag- (0o, BLCOS (- Li+er (1) (o1 cos ]
Lh A Lq ing sing

+ {2n) L)k

i

les constantes A,,C

b gy (e, 3) + L Yok, 0) - C g (ky0) - L T4 (k,9) = (1)
Ak, ®) F BT @) -Cdke®) DY,k ®) = U1
k46 R _ , kb R '
A L(ren)d g (ko) =iy (6,) ] +13 L (1-1) Y (1 €) - —Lf (5 0) ]
[} (:
. . k,E ko0 - -
e0 L (amm)d g (e p9) “275, (10,8) ] D[ (m1) Vg (508 =1, (8 ] = (2]
(4 &
k &
i L(1-n)a. 1. JT“J:L(kl)W“L\l*T\)Yz(L“x@)- - Yl(k1>1
- .
+C{(l"'”)J’z(k‘2®>‘ “2®J1(k2@)1+L’L(1*7'1)1'2(1‘72®)~ “’"—@"f 1\2.3 (1v)
< <

2
Lw sing cosd

, 1) sont défiries par

3

RN




Le déterminant formé
me ci-dessus arrangé dans 1'ord
culer, on pose symboliquement.

Mg (42)€ (kpz) ~

Les relations suivantes tres Taciles o démontrer seront tres utiles dans |
suite
L aand —— ’|
. N TN Lt Ly
Ji(}:lz) 7Y (z) (e 1%) J (z) = - - PSPV
1
(r12) YO (2) = volryz) 30(z) = - = 3,0 02)
dgi\¥q12 Z) - 1o 14/ J L) = - :—L o\l o)
i
J, (eyz) i 1o0ez) i) = - Dy,
24 LINZ) = Lg\ip2) fulZ) = — — ¥olkyZ
i
N <~, \ w/) v s T—T(\ ~ Lo (}_ N
Yp\gZ) w1 Z) — tap\ipZ) Ju\Z) = — e 19/
i Y ( z\)
. ST - Yooy taWees)
di(klz) "Y(L) - Yl (’1{12> Ul (Z> - - 1 4<J.—-15) - - 11'\}{22,
T Yoz
L
. / \
— —_ i J ooz,

Vo s . (Y LAl A 2N-22S - AN
Jz(lﬂz/ (Ja) - 1(}—12/ Jd (73/‘ = WY e ~ dyigz)
: [ ol

. / \
— —_— i To002)
T R G R e TN T 1 . A
Jilkoz) TY{(z) - ¥y Qegm) () - - — e a=ty - 1y {rg2)
i H47
= i <o (32)
P - A e B e ve (g J SO
J1(]”-2 ) JY <~> - -1\1’~24> R (J-~7'./ - J1\1"1Z>
v
Pour mieux erploiter les rdsultate obterig et pour laciliter les calcouls
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On en déduit tres facilement les expressions @, , @, @, comme
nous 1'avons signalé dans le chapitre IV, c'est-a-dire en changeant dans @,
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Mais la détermination du domaine de la validité de nos formules appro
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b
Z<¢,

clestos-dire pour
- g0 >V ie (e )
les formules donnent probablement une honne précision.

: 1
Comme industriellement, — est toujours plus petlit que -, on a alors
sour n = 0,5 (pour l'acler)
F | 9 f

n - 1 ton > L n S oy > % o
— T v O lasu - G 2 Lo et
5 4 “

h i . ) it ) '
- F LEO > 51,0 > g > 86,10

o

. L 10

ce qui montre qu'av point de wvue de la résistance des matériaux, le domalne
de quasi-plague est tres réduit, tel gque généralement o est 2% ou 3% au-

tour de T/ .

Pour les 2z un peu plus grands,les formules ci-~dessus donnent des ord

dres de grandeur.

T
Lans le cas particuller oL d = -~ , Cn & .
e
2 ;2 I L2
aal phi dons phi
I R e
I < < “
clestes-dire !
Keoso =k
et
, . o lt?
. 1 1ol f N o L e 7n:aq L
‘,;3 R e e S LA ) 1' + oLty Lo + E«Z—*—-g .
[ Tt 4 e e
P




1 L . N 2 At
Vo= L‘}T[ ~ % 'I-J—:_y:-[y 1 (,L_TV [°+ \_1_+T.) L +Z 7:.[7
ph@? l .
D) e () D
& 4
1 el b, . ,
g ”mfﬁ7+mfﬂaﬁhml‘+twOLﬂ
2 -
+ Yool {(3-m) + b(1+¢O oy LOE E}
Lot !
ooy e o “
+ (qerph) — {few) L7+ =) LT
[
2
1 7L L \ ‘
V= -—.}:.l_,.— -t ‘.‘Y—_[z * ZL? 1/*/ \(l'fn LQ + (J—"‘f\ Jr—‘QJ
ph@QI : 2
+ : i M(«'*""\) L™+ (l""«> o
1 e A . S
DZiemg | = Teed {(11) + 2(1+1) e 1O T et {(i-n) + 2 (1+n) e 04 T
ol 1y - L -
. %2
c1e O G m) @5 ¢ oamn)” e (0 2%
< Ll [
b lagrt) o () () DY) D G (o) UE7 Log 5
i 4

fornulaires des coefficients &'influence b
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ien connues des plagues circulalres

1I) O assez grand -
Pour ¢ assez grand, on pense normalement que les formules asyrptotl-
ques
; ©oy nooonn, . oD .
T2 ~ [ s (m - S oI ) - ein (2= < - ) V()]
vV RZ 4 9 < <
b noonn noooni
o : T2 i )
t(z) ~ /= lsin (2 - — = —) Ulz,n) + cos (7 = — = =) V(2,7)]
v iz 1 Fa 7 o
avec . , - .
;o2 2N L 2 P 2 2 : 2\ 7/ 2 2
L N . GRS /k"‘“ - ) (@ =4 ) D~ /K‘-.:n - ) \an .y )
Jiz,n, = 1 - - TN + To7) cirace
we \C &) de \BZ
2 .2 - 2 g 2 2 2
_ (r1®)  Aen®1?) (an7-87) (an”- )
‘\/(Z,V‘.) -7 < 4 s eec0 et a e v e
1! (sz) 5! (ee)

LS
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données par Hankel et Lommel, peuvent Btre utiles pour établir des formules
rratiques de coe{Ticlents 4'influence,

Or, ces expresslions asymptotlaues, justes au point de vue mathématiqus
ne serbtlent pas, o notre avis, adéguates pour @tre appliquées icl, car, sans
parler des difficultés pratiques” en les utilisant dans desg calouls littéranx
elles présentent des lacunes, Ln effet, nous avons vu que

n
&

sont des fonctions ol ne fijurent que des opérations Llen connues sur () |

mais 1l'applicatlion des expressions asymptotiques citéesloi-deséus falt appa.

~ .

rattre pour chaque fonction considérée le facteur () < qui leur est, de toul
<

te apparence, étranger. Ainsl, nous sommes conduits tout naturellement o posep

la question qulvante

_ "Pour des problémes physiques, est-ce que L'on feut utiliser les expres-
" sions asymptotiques de Hankel - Lommel sans introdutre des tertes élrangers
" auxproblémeqdonnéy? Est-ce que.le résultat obtenu en utilisart ces exires-

" sions asymptotigues exprime tous les phénoménes flysiques sans rier latsser
" de cOte ?

11 nous semble bien que ceite question pourralt soulever des recherchek
tres intéressantes sur les Yonctlons de liessel, recherches, qui dépassent de
loin le cadre du sujet que nous nous sormes imposés dans cetie éfude,

Nous nous contentons alors d'établir ces formules pratiques des coeffifl

€
cients d'influence des troncs de cbne de la lagon sulvante

[

. 2 . . .
Pour que £ solit tres grand, il faut gque A" le soit. COr phrelquement h

est de grandeur ordiraire, et I auss! sau? pour ¢ btres petit, Ce qul irplicque
que € est tres rand pour o petit. Or o la Jin du chapltre 111, nous avons

;
rappelé les formules des coeflicients ¢'influence des crlindree dang l¢ cag

, ) S | ] '
des seules charfes t,0, n, N, .t ces formules ne dépendent de o ge | ar la

srésence de . comme théoriquement ces formules ne sont autre crose gu= la
- 1 1

forre limite éerite avec les notations du cplindre, vers laguells tendent leg
forriilers de coefficlents d'inluence des trorcs de <Bre char és par 1,0, 0,

Mlorsque ¢ tend vers zéro (G, infinirent Jrand), nous pouvons donc trans|.

crire spécialement ici avec les notations de calcnls des cbnes les formules

des cylindres sous la forme suivante

F yolr . v a-KOQVITZ ¢ & praperty of Beusel fFonctlons © “oooceal wf spp i ples et v ety Y
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: 2 2 . L2
aw, hoooal i?\ N2 sh™uH + sin 4l
" = - TiovER () A e
dg’ s = ¢ e lcmo b AL sh gk - sin’ (B
Y 2 A2
INTYgosing o . D kb AN 2 - ShL,h singtl
( “h U): ¢ ey o 3 E 2 i <N:' anZ iy 2
Lh Leing tge A n st - sin g
T o .
Y N A N S T | ( 5 <sh (I‘LJ + o SN h.cospil, .
* m)L raiiie e SRRC L) £
wh Ltga toe - A'H sh i - sin I
4, 2 . o
<A LtgTa P hokboL -1, g eShuicospn ¢ bchp sinp}
( - Jl{) |: SRSV 2533 1 (}.‘L’) T
wh Ltda tya 1 A sk i ~ sin w
~W i i)\‘ngha k. o1, eshybichifi ~ esindicospyii, |
"_ =V = — 1, L b ’(L‘J) VAR T s
lsim s={) AT ke sing sind B sh i - sin’ g
J/\?It ioeing A Lo, —eshlcosih 4 xﬂwrw»
+ \ - i(,ﬂ’,) - e f .J
rh L“l“(, sing i sh - ain u
' NE IR . . 1 z . 2
- o T PR N ¢ sh pp + Bin g
A Y ]
Lh leing tya A5
N 4 12 N . N2
At e O T ;
# e M) e W) ]
Lh Lsing tyo N sh W - sin‘i
A '\'Qlff: $ oy T - '}2 il <3
W _ A ehgosing D PR P AN 2 <ShiE singk.
<““) =0 = : i - (. R AP
ds’ s = i h lsing tga A'F sh™y - sin’ig,
N .2 IV A
AN btgo(smaz_) R S T e SETHE FosinT b
+ o\ ) g T swe L (»—w) gy
2h Leing tig AH sh i - sin‘i
S 4y, 2 , o N
ARG Loowlo 11, s eShil cosﬂ + wﬂp Singg
S YR (S R
Lh Lty b n NF Sholk - sin
4. 2 B N .
(—7\ Lt oﬁjm cnod 1
g p— e
ch Litgw tgo ©
R oy 27y .
—w i A Ltiasing - :
N,._...a__\ =V = - ~ L - - 1 (},.‘l - - J
Lsind s= ALtdd tho lsing sing # sh g~ sin
INTtesing o, T poo=b L eshyo o - wsingricosyd:
+ g 0 : TR oy N 7 71
1 Lsing sing & s i - gin 3
“4;, 8 e )
(-/\ T VI Loooeis Ao wshylosin
R - ) N TTTOYETT O (]‘ ;oo g
ih lsing téo N st H - s
VAL 1 N b 5 “ I- 2
. <-—/\ Lsby Q )rO : i :,( -:'l/\ [ ).2 S Tl
! . : L N PR 4 \bet .
2h Leing tpo AH sh e
Les différentes quantiteés fcrites dans les divers [,...] sont ewxpriméed
. J I
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aver les notatlions du cyplindre. 4lors guelles sont leur forte orisinale dans
les notations du c¢dne ¢

En comparant ces expressions a’celles des forrules du chaplitre 1V,
nous savons d'abord que les divers [.i..] doivent 8ire dans les nota’ions du
; . 2 ) . , L
chne, des fonctiorns en A7, I, L, n, et ne dfpandent pas erplicitement de ¢

Pl L.

et de h, it de plus, certains facteurs , . doivent avoir respective.
lsing = lt{q
. _ ‘ i 3 . b I
ment la m@me origine que certaing ——— , —— et les Jactrurs —.— , —— doi
Lsing Ltud sind taa

vent avoir des origines symétriques par rapport u I et & L. Pour l& norment,
nous supposons que les
i L Iv Y

Ising ' ltea " bsing  Ltio

alent comme ovifine 1 et que les

E B

!

sindg Vi O

L+1 , ‘
aient corme origine —— , tous montrerons dans la suite le hlen-iondeé de ces

t 9]

suppositions,

Nous remarquons que le paramgtre caractéristique du cylindre

ole-n’)

TV RTET

peut ®tre défini par

(o) © = Lim. -
@ =0

et que B ¢u cylindre peut Plre définie par

. . ~ 3ot . ‘ ' “ T K. \- -
11 est alore troe 14 itime de remplacery dans 165 CLVEYS  weew les T non &

conpeinéen de | par -l et le paramctre caractéristique du ey lindre par le
mal

N 2 . 48 3 4 ‘ A y N Y 1.
parametre intrinseque du cbne pour & tres petit, désligné ehcore par ph ,

dé finl par

27/, <
( ) o }\ (LJ-—I' )
10 = DU
- L+ {

s 2 N - Pt
rour avelr des formules valables ponr des o Lres peltits.

Lorre les Clvers {v...i sont des Torctiors en g BEECELLTLOS




Géveloppées Sous la fomre

a + b() e o) o+ alu)

dont le premier terme, c'est_g.dire a , prendra un des quatre nombres

suivant le {.....

naire ,

levées par les formules du cBne au chapitre [V, anx lormules

L 2 by
(L) sh

considéré,
faites au debut de ce chapltre,

12
+

LA

nous arrivons alors diaprres la remarque prélimi.
et les exigences de compatibilité re ]

P2
pho+osin gl

s R f e 3 \ r . \‘4\‘
4§ (l) X ('u‘-[? 1(‘—4.) sth,}_ - anlw 11 t"l(/\ /]
2 \ . ' R
N (L+l) . eshbub sinup L, P
g - (i) © — ive, )]
. l) XTYL—TTY {\M£> shzuh - sinzuhjL '<A
L+l i s wshplichpll + esinpicospH, . L4
I11) —— g 1 (i : : Flivey (7))
¢ () -1 A (p-1) i k7~ sin oyl PR
el .1 ., .o eShphcosuE + wchuiisinpil e
V) e e U . o lave, (V)
¢ ) . /Tzi~l> L shopi - SinuH o
i L+l cshplichpl — esinuncosyn, s
Vs (1) - ” Y i(U"“I‘) it 'zp. b. D S REET O )]
Altsa 2 (u-1) sh ‘i~ sin Lk
| L+l —wshuiicosLy + oohpbsinph, o
) e () B Mare, (0]
" = (L=1) st pi - sin i
Z 2 .20
~in T {Lel) , ShopH + sin pil, Caes
11 (e RARBERT-PECNSN
+ () BN () Shls ~ sinopi (b
lAh<L+l) . w«ShuH sinpn . L4y -
) (! - - ,‘L_H‘E'.(\ )
v () Nk ) Sh7ul - sinzpﬁl 2
L 2 : .
iR (ed) o eshpH sinpH L ey
¢ = K - o tave o )]
‘ ' A%—-l? \<,t | CRVISE Si?’lluij * 2

+ (1) AITE:TTY ) SF up — sin UK A
L+l 1 ) 5 ‘(,S‘»”U.}:COS}\L}; + L/r‘hp-:‘ginuuyr ) \4-)']
) M () e e e
e Surm L s - sir
"Lyl o~y shuichpi + Slnpheosph, o AN
o) et () g L s (M)
, Ll A (Lwl>“ sh™uk - £1n e
A LAY

2 T
sh il + sinpr, .
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i =) —eshulleosyl + cohpisinpd a
i 5 e | (1) i 4 () Haves (0
“Ltia 2 (n-1) () shoi — sin pH : o (1)
. ~(u+l) eshpfchph - Zsinpiicosys a4
t LD e ¢ k) TS oo Jlave' o (W)
Z(L‘-l/ Sh LLI’Z - 81n U‘h
iX’(L+Z) o wshyf sinpH | 4
+ (111) s - (i L
N =17 R TR (
oy 2 2. 2
R (I‘v’/ —~ 1A (Ll+l) o .\;Q Shtml + Sin U‘H~ r’L-’-b' ./}\\4\“
¥ B e v [ . ~s L /
oY M sntuh - sintuH P

oy

ou les ¢ (n")

1 )
, €' (A7) sont des [fonctinns

~ 4 - .
en A , de la forme sulvante

a b c
— 4 + +

g3 -5 t T13u co
A A N

. . 2 . pe - R .
(qnltendent vars zéro pour A° inTinirent grand, c'estog-dire ¢ trés petit)

et les (1), (

11},
tre 1V, réluites

(III), (IH), sont les expressions d
pour le moment jusqu'aux seules chLarges £, ., n, M.

Ll

élinles dans leo chapi-

Or, d'ayres ces expressions, hous [ouvons dire que les divers coefii.

I L -\ J o RN 3 : : ;
cients de \;), (iijy (1:11), (*y} sont respectiverent les expressions asyrp-
totiques pour A~ irfinimert grand, deg dlverses cquantités

@ ® 0 =0 ® -0 @ -0 © ©
ey = ey Ry T TSy & Ty TSy T T T T Ty s T

o no4 & nog i N4 A (A 4 o

4 condition d'avolr justilié la

kv

1é¢itimité des cholx comme oriyine de

1 T
1 i I

lsing

et de

’

ltga ~ Lsing = Ltfa

pour ¢ tres petlt et tendant vers 7z£ro,

. LN 2
bFour cecl, nong considérons les cas, Ou A

'egteg-Cire o tres }.'t:tit,

ot

I3 i ~
, By (f\ in i

h/E tres petit, L, o

queloorngu

de plus

rais L.l est de méme ordre de ¢randeur que he nlors 1o paral treow €
L ar
N \ o
[ \&4 B I (L;-‘Z,
O B
i,ﬁ"l
est, de 1'ordre de yran <y Ce -, c'est-a-dire, peut @tre suffisarment
v R




retit, four les senles
que
i, = o = ‘/',\1
L . AL/
i
V Z e

Phyei

werment,
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msn[’

charges t, C,

les dernicres forrules montrent

L+l -1
e ey 6
I)--l ,>\q<i_r—-l‘> “

N \+F

ﬂr““
A

I

"

)

“—l/\
..\_K,-.. _...

re auquel nous venons d'applicuer les

formiles sgpyosdes, e présente rous la Jorme d'ur anneav, st plus exacte.
ment, d'an annean conlque, wals d'andle o bLres ueili, Or pour un anneau co.
nigue défini par ¢, h, I, L, toutes quelconques ; mals avec :
/ 7\
I@h ~ \L-«ll'j
N N o I A -
(L+l)sine  (L+l)sing
tres petlis ot de o ordre de granpdeur ; chard par 4,0, 2N, on salt
faire lee calcouls directemert, on efifet, an ¢orivant que 1l anneau tourne
autour du centre de Jravité de sa section, or trouve jyue
Z . o Moment x K
rotatlon absoclue S —
4 LJ
m
R ¢
***** > z B L+l
t. M avec. [, 5 —— sin ¢
“ L
,/4/4 A
7/ 2 2 L2, 2
ji ///4”’ g J o= L(L-l)Tcos u 4+ hisln Ty
s 7L
ad ‘
0 N7 X ZL Lt |
o, lioment = [P | \11 + LT jcosq
N L+l L+l
. dw
31 1'on adopte comme sens positif de lu rotetlon, celul de —— pour le
ar
; s , 2.2 12(1-7%)
calcul des cBnes, on Lrouve gu'en tenant comphe : h .% o = (x4 )
. \ 2y, -
o= = o A ) (1) + 1))+ v bl () - @)
S e S e o S SRV TR 7T NN Y
i ('_L..'.f‘ ;oA \L,_L) 1w ti-1, ) + (L—Z) Ll
-\ 4 -~ i : . I [P . T e » ] P P
ou (J/,(H),UU)AL ) sont les expressions défi-i=s dans le chapitre [V, mals
rédult au cas de 4,0, m,fq, sells,
"autre pari, les caleuls des déplacerente relatifs dans la direction

Oh pour les sections r

T
b

l

r se ‘ont aussl directement par

’
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(LB-14) (Ll L-l cosg
v = Ty e sing «+ )
e 2h{L-1) b sina
(Lz-it) (u+l) (L-1)cose
e SN o e
e 2hL{Lely Jhosing v
c'est_u-dire :
B PR C VTl By | P00 S R FE A .
TTTTRY - \d L ) -

e | g e
Altga Je \1-1 )+A Sy o

2,
iR+l , .
+ !/'r‘-‘[‘ + /T*;/')
» AN ]\'1 Meli) \L¥).
ae (1-17) 0 (Lt

2 & A

: N . o AN A A A
. . ~de ATy JFen oty ~ <"+"'> (v\ IPAVENINARS ‘\L’"'[/ - (‘ e ('*\
sl B s~ S o S ) e ey e e (L)
ALt de Ger ) -0) 7 50-l) Lo Uty e ()T o (e
iAo Uﬂ‘z,\‘ y \
TYT N
- TR A T L \“‘-—‘-‘-) - (r\/}
_L'c(.t.—h R l‘i,-[ J
qua

. . 2 . .
pour ¢ trés petit, on sait A~ tend wvers infinirent ¢rand, ainsi que
< 4 2 PP
AT{L-1)%, et les quantiiés

1 le (JL—‘HQ>+%7\4 (f4~-1') ’ ‘“ilv(l”xi)*c}\a(h‘l)2
lb(l,nz)+ku(;ml)7 PR I (L-1)~ ' lg(luny>+ha(b_l)7
tendent respectivement vers
1
ST .

et nous retrouvons les relabtions dédultes des forwules suprosérs gquelles que
soient I, . Ceci dérontre que nos suppesitions sont Justes, clest_a-dire led
forrules supposées sont en effet les formules asymptotiques,

e 1us, drapres cetie comparaison, nous fLrouvons gue nOus [oOuUvONs
rame améliorer les forrules asysptotiques en y introdulsant les facteurs de

corrections

i G D e =D e (e e ()

PRI USRI R LR T FUCN YR () IR FRETE PR R I

/

révélés d'arres les calculs directs des anneaux coni-ues pour €lar'ir le do-
paine de la validité des formules asymptotiques. Aprcs des sirplifications,

on a finalement

s 2 2 - L2

int(L-l) st “p o+ sinTyl s

g = (1) 5 3 P = gy e, (A ).
1o (et Jah (Lel) ™ s~ sin Tyl

"ik4 L~l>2 shyl . einpb . .

(11) & < ny ) _— i:_l_,;.r;g(,\&>"

I;(1~n2)+ln(yy7)2 ﬁ?'ph - sl Tl
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(111) 2 ) shptchiii + sinpHcos "
* Vi 7 H . - e i
te (1-n) A" (L-0) 7 = sh ph - sin jiH [1ves (A7)

2
el (n-1) . shiyrcosyl + chuisinpl
1o (-1 ) AT (L=0)° Ko

e i (1) 15(1"“2)+4k4$;_4)2 ZE(L-1) shphehpH - sinpiicosud
Nltvga | 7 1o (-nT)ent (D-1)° dopn Sh pH - sin i

+ (1) 1+e, 0]

“ < .
sh ™yl ~ sln” il

{1ves <}\4)1

ci (1= Ve e h  @W=)® A* (L=l ~shplicosull + chylsinpi

+ (Il) —— i . : r 4.
1o {1-n" )N (L-1) 7 o Shopb - sin’pb res (V)]
it (=) sh?ur + sinpy |
+ (111) ‘ . e OVY)
T (l—-ﬂ‘z> +,\4<L-l) 4 SIIL,L}- ~ Sinz o plte g (/ )J
L4
LAAT (L=l " shyH sinjd
+ (v ; - live ', (AF
) o (on ) (LoD ® SROME - sinen ()
¢ = (1) AN (L) shpyd  sinpl 0]
L= . - : v 1+€
o o oh L) ShUWE - sinph 2\
Ly 4 \ 4 2 . 2
LA (L~l) sh i+ sin k| 4
+ (1L ' . e (M) ]
L) lb(l-ﬁ?)+ka(bnl)z shud - sin pb * U
\ 2 . . . ,
A (L~l) shulicosui + chudsinui | P
+ (I1I T . 1+ (V)]
(1) 1 (- ) +N (L-l)® e Sholf — sin pi Hre el
() e h (L) shpbchpll + sinuiicosyl ety 0]
+ / T T i r T d+e \
\ lz(l»nz)+h4(b~l)d - sthh _osircuy ©e\h
. : 2y 4 4 2 L2 , . e
v 1. (]'\' ~ic (l—?‘, )hq/\ (LJ) A (L—- ) ~shpicospin + chuhsingk ek ( P
= ) D S - i L CICAN A
ALt ST G~ POl G ) I shopin - sin wil
(5! La(¢—n2)+ﬁka(b~l>2 N {L-1) shpichpii ~ singicospn (Aé)]
+{I1; . . ; vl+te g
’ lg(i_hz)+kj (u_l)l 4. 4B shzuk - sinzp; °
e by a2 .. . .
win (b=t shuii  sinpi oy o
+ (111) 7 — : Areg ()
Gy o (11, )4k (Lb) T shuE - sin pl 2N
R y 2 2 L2 .
~ i (-l shul + sin pH e
L : a0

kY 4 7 T . £ .,
1o (i-r )4k (L) T shpi - sin” i

Alnsi, nous treouvons que pour |

9 =\ J ds et L > 1
— ! tres grands e
=)\‘/<,L
on a en posant ! (uy)ﬁ _ XQ(L—l)Q

L+l
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£2 N 1A4(L_1)9 shul + sin’pn . (A;)}
A 1@(1—ﬂ2)+k4(gwl)2 Shguh B ?lﬂguH LI+E (A
() o iAa(L~l)2 shph  sinph ; (]
= - : ive
A 14<l—u2)+K4(L~l)‘ shYuE - sinYuH : ?
.2 . . .
C) (L 1 , shyferyh + sipulkicosyH 4
—— 1 v {1+es (A )]
A 12 (1~ 1\2) AT (L-1)° - sh pH - sin ull o
A (-l shuhcosyd + chulsis
@. ~o /\2(' a) g W ek YLM _lﬁ; i Jave, (0]
A 7 e (a-nT) N (L-l) sh uH - sin pH
@ . 14(1_7‘2)4».,}\”@_[)" )\?(Lnl) shpichull - sinpicosyi [1+7\--(7\4)]
O T 1) +AT (Lel) T eeun SFZui - sin pH °
@ S (115 et (L-1)F 27 (ued) -shpicospii + chuEsing e, 0]
—_— - v - 7 S
A 1o (e )+ (L-l) " dupi shuk - sin pk
IN (Lol)® sh?h + sinpH
@ = Ay(b YF} 4 2“ T [l'*tvi(k‘t)]
A 7 oae (1=n ) +A T (L-1) T shTu - sinTph
int (1) ® shyull  sinpi
.4 ~oOf - A ,<L l gym S“?uy - [l'?ﬁ'.z(k‘})]
T T B T L :
‘ shulichyli + slnpcosplk . 4
9. = (L‘i) L R T R [ivea (M)
L‘l - 1o (l»')\ >+)\" (L"I’) Sh [.Lli - Sin LM.:
4

b (e ) +ah =) ® 0T (1) shpehyd: - STAMLIOTET five's ()]
AT Gen)en (-l)7 el ShUKE - S

e

@ dp e n t en 3 .S Le .d« L, veETrs L 'q_
Le _3 t . t‘,(}\ y O-ﬂt deg Lor C JionS 1 I/’ L,, Vs 1al e Ji‘ § ze
T ’ e : ]’ !Eant L n i A LJ >N < 16‘* ‘-Llwy
O 10‘1 )\ lh;l,ﬂim ,Il'b H a7 de A’t en chiangt e I 3 Eb € l 18

les
deviennent

_respectivement .

Or dans le casg de tuyau, corme dans le cas d'anneau conlque, les nuan
tités

sont treés petites. Ln conséquence, les diverses

C) ) ‘reee expressions ci-dessus de
0.0 s

-~» sont valables pour L voisinYl. Dans le cas général, ou L n'es

L.»
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pas voisin de I, on doit multiplier respectivement ces diverses expressions
par des facteurs a, b, ¢, d, e, f, 4, E, C, & qul sont des fonctions de L,Ll,.

comme
all, L,ees)
(L, {,eesl
clh, Lyeou)
(i, Lyeedl
e(l, Lyvedl
(L, Lyeee)
all, L,100)
BIL, Lyees
S, Lyeedd
i, Lyeed)

telles que a=b=c=d=¢e = {=4=D8=C=is=1pourl voisin de I,

Or-en considérant le cas ci-contre ou (II) = O,
(1v) =0, et L tend vers infini, alors pour " suf.
fisamment ¢rand, nous savons que les expressions

‘asymptotiques caractérisant les déformations ¢, v

|
| L;‘” pour r = L doivent ne dépendre que de [, Ceci. exije
| // que
| / -
a = 1
7
/ / L+l
k/i/ =/ =T
NN <
AN
, o
e = —_—
L+l
On en dédult alors
A =1
L+l
c= /=
=L
L‘ — I-_/IJ
" L+l

par conséquent, pour le cas ci-contre, ol (I) =G, (I1I) =0, I est
grand et L est suffisamment grand, tels que

4 2 © 2 4 z K
| ‘ M) Ay o) R el )
K T 4 ¥ TOTTOA AR L2
l / W-0) e () AT (D) e ) T N (D) T o)
] / shQﬂﬁsin2m1 shytichyztsingcos g
A | /L Tz Tz W a2
| // /) / , sh ™ |li-sin sh'pi-sin -
L,/ ,
I /] tendent tous vers 1, on voilt que les expressions
4( asymptotiques caractérisant les dé“ormations ,V

pour r=L, ne dépendent plus que de L. Alors, plagons-nous dans ces conditions
et considérons le cas




—?O"

[
//L'{
(

qul est évidemment le cas résultant de deux cas suivants

| . ox,

| m. - | @a4¢o\—+
¥ o> e~ 7

: /:( t : ///

L

! /C ‘///r

v <’

N4 N

quel que soit r plus grand que L. Ceci exige d'apres un calcul long mais
sans difficulté, que

]
|

in tenant compte de ces divers facteurs, et en posant finalement

AL-1)

v L+l

Les expressions asymptotiques peuvent se mettre sous la forme suivante

— 1+ 83(?\4)J

"

™ 3 p . 2
v([‘,_[) ci-l;@ (J_-—n2> I\V/’—';-l Sth.}i——Sln i

4 2 . . TS T
Ao=1) ~1 ShquOSHE+LLQHSlenvrl . e (X4)7
. 4 J

EU R B we in
@ Nty S0 urtsin o fe 5 AN
) - i e U S R
N S FT [\“4—‘ < T C}"z cesin ol : 2
Y JAN \L—' - deas\dL—=iy ) A B
4 2 { Inpi
©, ) Ly i/ % shufi o sinl *)
s ; i i - g L €v2()\ )]
: -~ - oo - 7 ] l e . N -"2_, .
- TN (f)-l'> +.le (1‘7\ ) st ua-sin pe
4 2 - s . v 15
©® N {n-t) 1 shuHchph+sinuhcospl )
(1)
f

T g Z A
T ) W shwesin

LI ]




N 4 2 ., . - e
@® A (1) +d<l*n2> N 2l shulichpH-sinplcospl

= . , ' 4
S N0 e aa) e ShpH-sin uil (v es(M)]

_gz o k4(L_L)? ﬂU(lmﬂQ) Aé 4LT - Shpﬁcosp“+ohunsiﬁuﬁ L ae (A4)]
A AN (-1) Tl (1) 5 shopE-sin p ) °

On en déduit trés facilement les expressions de

3 goes . 5
L O

— o~
mais en remarquant qu'en changeant les L en ] et les I en L & la fois,

sinpi devient - sinuil

shpg devient - shpil

Théoriquement, les fonctions de Bessel en. 2 admettent toutes des ex|l-
presslions aS'mptothueq valables pour lzl suffisamment ¢rand, alors leurs
comblnalsong aussi. Lonc les expressions asymptotiques obtenues ci-dessus, va
lables pour ‘N°l  tres ¢rand, restent valables et constituent une trés bonne

T

2
approximation pour Al ¢rand.

Alnsi, nous arrivons en premiere approximation aux formules suivantes,
dites approchées pour les caleuls d'un trone de <Bne mince , pesant, travall-
. 2
1ant sous la charge hydrostatique et de rotation, valable pour Al assez

¢rand, mals de O quelconque:

\ “ S1eli-n’)
T/ TR
2 3 2 2 3 2
aol 51 phl ol | oL pL
I - - sind + — sinfdcosd - ——— = LG:— sinG+ ~7—Slndcosd -
< G : “ “ 3 o
. zl**a31na . S ) W sind
(1)= _”___T_,__., £, b8 - e+ B(540) ph ]
i A -
inF Ltedsind 56 W sing
(ir)= — ; g-Frge - RS + 5 (o) ph *T1—-]
wh N g
\411_.5‘2 . I ‘1’]
~N LLg o 1-7 o pn . o 2 9
(111)s —— - ~Lm+-w{_.__—f+(l+@w\qu (a+bﬁ)6lcosa+*7—a[l+pﬂ—(l+n)(a+hjoos o]
= A lsind sin
L sinneosa
- .
+ {e+n) (C+n) ph—rn 7
iasta 1 den ¢ | P e (1en) () cos o]
‘o B = iYL N 4 . Co l.’_,‘. }41’?_)(_:05 O
V) = e A g L +(1+an qo~(uﬁon)51vosa+ JEATA T . ]
\ ) h ”6/\ LC]HC/ ( / sin
Lw sxxdrcuA
b o) (B
A(-1)
LLH = /_‘_: ,
Ry




~F2 -

tga | f -hl 2.2 , 2
O = ph 2 I "w sin” «
S - ty 5 R e (uar)cos n
¢ T {Cosa /Ogl o+ .JL ¢lﬂC/ Qg@ L (&\"F(;)COS “}—-(g‘fn)ph - m__,___‘}
. /T> /\ (}' I)A ) Sthr*Slr“uﬁ
L SR, AU e Avara S
Al +¢~ll T ) sh pH=-8in b ,
. 4 '
] A1) L ¥/* shun sxnuﬁ
*(I..L) )\7; T e z1 - N
(L1 ) "*ie{i-m ) I’ sh un~31n pr
4 .
. N (-1} ©  shplkichyuh+sinpicos il
1) e S R BT
Wl Tl (A=) W2l sh pH-sin pH
4 2
- (27) A (L~l) -t shpkcosph+chulsingh
1 : ‘ —
N (1) le (1-1 ) Waid sh pH-sin
i £ ' 1-1y ' 1%w%sin & 5(1-m) (847
V= Tt qob td s 81 °sina (1~ «53~72J+phlsinatga+ph - - 5 4),2 )]}
Zh cosd AL ¢ ATl
. R 2, 2 . . . .
.t 1) AN G-D)T s (1en ) N chplishyH~sinphcospk
YT o L 1 . R CANS 4 - T
Altga A \g—L} +;4(l—h ) gh pii-sin il
(:7) h4(b—l)2 ~6(1—ﬁ2> ; _shpHcosui+chyiisnH
+ (171 . - 41
YONETI S (1) ’ Shopi-sin b
(1:1) k4(L~L)2 1) shQuH+Siﬁ2uﬁ
+ (1512 - , 1) ppe————————
- N (L) Hie (1-1) sh LH-sin yk
) W-1)® L 1/4 shuii sinph
+ ..T.V T ‘95 — a ) 4
DL Pk (a-m ) L shoufi-sin i
tgd | P phl L m sin a
¢ = e ﬁwgz~ ~ wqoLtge+o0L” sind - S PO ¢ +1) cos “9}- (L4m) ph ————
Lh cosd cos@ 3
sy ? I 1/4 shy sinpi
f'(~> " \l-l"‘ ) o3 S LM' Slnl"“
AL -y P — .._......2-_*.-_._..«,.2‘.”
N L-1) e (1-17) L sh pi-sin pn
(1) e N (-1 : shzuﬁ+sin pli
+o1 g gy L g
A (L~ ) 1¢@(¢ n) sh un-sin Wl
A'(g—L, “ shukcosphtehulisingi
’f(lll) ' T A ) 7z "Wv -(4;' T .
Nl Tk (1) WALl sh pr-sin’ H
(1) Nl -4 shpiichpti+tsinpiicosid
+{1V) - e i g . oy
O (Lwl) wie (1-n7) W EL ohopi-sin i
L
z 2, 2 . N
e o B . 6(-m) hLsindb gt pb v a(i 5 (2= (oei)
o= - 'L“"i\""“’“*q(_)btd'\vf"* i sind, .L“' -‘7-—1;*'77—"]'%:@.‘1115].“ o |2 " [Rades }\4 [/ J
Lh cosit oL o
4 i '2 . R .
i WLt u{z-nT) Nty —shpicospitrhpisingt
. N e (=N aLl) T T
ALbio 2 INECA v1e (i-1) \ sh pi-sin i
- 2 2 . . o P
A \“mi) W(l~ﬂz> s shplichju.~S1nuHCOS Lt

(N L)

of pii-sir pE
A (L~
+(1II) "fr ) . o1
N () T (L-n)

L.1/4 shpH sinph
1 sh'#jH-sin “uk

LA
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(1v) 7\4(L».Z)2 ) shQuH+sin2uH]
v » . . -1 .
T Nool) w1z (em ) sh pH-sin uH
1 . 2 \do, 2 ,2y . . 2 A
- -wm—?~{(lﬂzncos a)m-(L -1 )$1nam(lhancos a)T(L - )sxnacosa
Ehcos ¢ . 4 9
3 3
ho ph (L -1 .
+EW(L2M£2)~n‘ ( )uzzln acosd
. 4 3¢
Low Qe qO(LQ+lQ) 6(L3+is) ph(L%JQ) L,
+ [ - & 1 Yt e 3 indc s - W] Lot
2 4 8 4 !
a9 2 ;
sing hitg o & :
**jjfmv* *m)+ ¢ - >_téa(v151na_vlsina)
Eheos ¢ ‘ iz (1+1n) Leina lsing
I (CLs ina-tlsing).
Ehcosd

I1 est bon gue nous mentionnons ici gu'en désifnant par
q : 12 pression hydrostatique pour r = l

qui est tres bien définie et toujours finie, on peut remplacer alors qq par
q + &l cost dans les formules ci.dessus pour les rendre plus claires,

/
la détermination 4u domaine de validité de ces formules appr0ch¢ag eqt

un probleme tres difficile, puisque le domaine de validité des expressions asymy
totigues ordinaires des fonctions de Bessel J

Y est trés mal connu
Mals nous sommes sGrs que si pour lzl > %, 4 un nombre donné, on peut

/ C . .

appliquer les formules éﬁ:proc&u&zﬁ des coefflcients, on pourrait alors dire qu
le domaine est défini par .
h a3/ 12 1-n

7 tga < g

En prenant n = 0,3 (cas de l'acler), on a

h 13,21

- bty < .
L A

Pratiquement, 11 n'est pas tout & fait irraisonnadle de prendre Z = 20

d'apres les tables de fonction de Bessel, on trouve que

tga < 0,033

~} o

ainsi, on voit que

e

% Volr : WHITTAKER & WATSON, Modern Analysis 1927 Cambridge p.369

Mc LACHLAN : Bessal fonctions for Engeneers 1934, Oxford p.7C 3 pai73  poiB2 o
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h 1

7 tgo < 0,185 o < iz
5 .

h 1

7° oo tga < 0,33 o < 17v15!

h 1 o

7= o tga < 0,66 o < 35°<5"

h 1

T tga < 1,85 @ < 5g% 4!
50

h

7= = tgo < 3,30 o < 73° 09"
10

ce qui montre que le domaine des quasi-cylindres est tres vaste, et dépasse de
loin ce que donne 1'intuition ordinaire. ‘

Revenons au cas ou ¥ = QO , on voit que

L e L=, L.l : finie

ag = q + bleosay — <

et 11 est assez facile de trouver d'apres les formules ci-dessus que

Gj:= £ + ph(L-1)

(R : le rayon de tuyag}et

vV iz 0on )k ) sh?pH+sin® uH

u

1
¢ = — {6R +nphk}

i

Eh Eh” eh {H-sin UH
o 12 -1 )R 7 Shuil sinud
- Eh shYuHmsinzuH
2V 12 (0-n )R m  chpyHshuH+cos Hs inpH
e waef pH 7 7
Eh L1 sh pH-sin UH
2¥ 1z \1-1 JR )l chiHs inyH+s hHe os uH‘
+ 4 UH 4 i
Eh L1 sh™ lH-s in uH
1 ng? 2 R chpHs hk~s inpyHe os UH
V = e {anf+qR+ph v §y e U v —
Eh g Eh  L-l sh pH-sin uH
2 R chiHs inpH-s hiiHe os yH
- T ~— UH V4 4
Eh L.l sh pH-sin pH
1z (1-n sh” | Hs in” o
’ - v m V4 v
; EL sh pH—sin pH

-4

zv”IEWZiﬂvij shul s inpH
in? sh UH-s in’ pH

[




" o 1n{i-nT )k shyi sinpH

Lo ‘L f/C’, bl
@ = -—— 0. *tnphhs - ey o -
Lh =h sh Wi-sin pH
.
V1o ok g shuirsin "
ih® sh ph-sin u
@ 1o (i-n )L m ~ chpHsinpH+shpHcos pll
- T T BN T2
wh L-1 sh™ ph~sin”
o 1z (1o L 114 chpHshpH+s inpHcos pi
* 4 HE e -4
wh -1 sh uH-sin y
2 2 ‘
" . LW % K chpyHsinpH~shlicos
Ve = {on(F+ [o-8n-l) meph Do+ - b — pE 2 N
Lh ¢ ch L=l sh ™ ub~sin i
© 73 i chiuHshyli~sinylicosuh
o= — HH 4 2
wh L~ sh ph-sin pll
o 1% (1—7‘{ ) shyi: sinph
* - M g7
nh sh uil~sin uh
——g 2 L2
vV 1k (1—7]7 sh pnteln
- 4 A T2
b sh phi-sin LH
Lol £+ - A E oy
bmZ = e = T g- bro=nph e = (@)
.L‘_“ ~ hs 8 Li—

[T/ XXt Y
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CHAPITRE VI

APPLICATIONS DES FORMULES ET CONCLUSIGN :

COEFFICIENTS D'INFLUENCE DES CONES COMPLETS
ET
PRECISION DES FORMULES OBTENUES

Lans notre étude, il reste encore quelques sujets & traiter ; par
exemple : préciser les erreurs des forrules et montrer leurs applications.

A ce propos, nous allons dédulre, comme application de nos formules
des troncs de cbne, des formules des coefliplents d'inflluence des cBnes completq
qui, théoriquement devraient Btre trés approximatives, mais répondent en réali-
té aux besoins de 1'industrie avec une précision inesperée,

FPour ceci, nous considérons ¢'abord un tronc de cthne tel que

22 . W4l suffisamment grand
— N (L=1) ®>s1n (1-n %)
/’ A1)
/ pH # ————— gquelconque
/ / v L4l '
o
/41/4_ chargé par les seuls efforts GetMur =1L . alor
/ avec les notations de (I, (11), (111), (3V), in-
/7 troduites dans notre chapitre IV, nous savons ju'ef
\\<\ r = L, les ¢éformations sont données par
2 2
o sh pr+sin i -2 shphchulitsinulicospli
¢ = (1) I —g———— + (1V) , —
sh ph-sin Lf N oL sh pi-sin L
i ~——, shpiichpli-sinyi‘cospl sh piH+sin’ i
VoE [(z1) M zL) T Cv) (1) ]
ALt Ed sh pii—-sin it : sh pil-sin b

Puis, nous considérons le méme tronc de cBne, et les mémes charges,
mais aver encastrement parfait o r = | ; ceci est un probleme hyperstatique. pn
introduisant les efforts t, ma r = |l dfis « 1'encastirement, ces efforts sont
déterminés Lar

c'est-a-dire, d'apres les formules de tronc

de cBne,




N\ 2 ., 2 ] 1/4 .
(1)1 (sn vsin )+ (1) (shiHchydi+singicosii)= (11) (~ei) (-Li-) / shyisingi

=9
o

2
. + (IV) w(shu}icosp}ﬁchulisinuﬂ
) )

AVWET o e s i - . s z 4,
()Wl (shybch s inyHcosyi )+ (111) (~1) (sh pivsin )= (11) (- 4Ll ) (shykcospi+chyiising)
[ 174

+ (V) (i) (E) shyis ingH

L'ol on trouve gu'en posant

b= (sinQuﬁ—shzuﬁ)(chzuﬂfcoszpﬁ>
I S T 2 2
) = 7'{(;I)L(Z) {~ (sh p+sin pﬁ)shuﬁsinpﬁ+(shuﬁchuﬂ+sinuﬁcospﬁ)(~shpﬁcosuﬁ+chuﬁsinpﬁ)}

H

1

oy =t 2 : '
# (£7)mm{ (sh s in ) (shybicos i+chykisindi) +e (shitichuirsin iicosit) shytisingi’) ]

(—- _l . .\"fj‘“'r 2 2 .. . ot T
i11) "'B‘L(¢I>1N sLL{- (sh "jaitsin ;H,(gshuncosph+chpﬁ51npk)+b(shphchu;~5lnuhcosuﬁ)shuHsian}
RN N AT S :
+(1v)e () {(sh ysin ) shyfisindi- (shydicos H+ehyiisinyii) (shykchib-sinjficosii) . ]
L

.kt les déformations a r = L du probleme sont données, aprés un calcul long mals
sans difficulté, par

2 2
\ ) ~oshoulivsin pn v —~% shuHchpk+sinphcosyl
o= (ll) i ‘YHV -t (I'\/) _ K Zb H
ch p=tcos yh N2 ch uh+cos i
i shplichuii~sinplkcosgli s}QL“ﬂsi(QuF
LG - iC Wi 1 LntSin {
Ve e [(11) (-MEL) - =

) (o
ALtga (1v) S 2 Ch b+ oS WE

2 7
ch plitcos Wi
" 2 . 2 , . 2 L2
comme ch pk+cos upF est toujours plus yrand que sh pH-sin uH quel gque solt Wi
ces dernicres formules illustrent parfaitement le fait physigue bien connu de la
résistance des matériaux : & savoir ¢ l'encastrement fait diminuer les délorma-
tions.

"héoriquement, nous savons que les dernjeres for@ules trouveées sont
valables pour Al suffisamment ¢rand et k4(L~l)‘>>1a(1ﬂn‘). alors en mainte-
nant toujours k4(L—l)2>>lZ(l—ﬂ2), rais en diminuant la valeur de ©L, ces for-
mules deviennent moins bonnes. L ainsi, 4 la limite ou

=0
AL >>1g(1-n2}
phk = }W/ﬁ_—fj

On salt a priori que ces formules sont tres approximatives.




Mais physiquement, en encastrant & r = [ le tronc de cOne, on fait
tendre | 4 zéro, le cas considéré est devenu un c®ne complet. Il est assez
naturel d'adopter comme formules trés approximatives des coefficients d'in-
fluence des oBnes complets, d'aprés les considérations ci-dessus, les formules
sulvantes

2 3 2
QoL sina 0L rhL
LF - S ¥ —— sindcos® - —— = 0
“ J <
2 . . 2
: iNLtgasing, SN W sind
(11)= “—"—”f'“”"—\z"'grtéa i 5 (o) ph =’
L;h A A {_
——\4LJLY"OC " l-—ﬂ ph . 2
V)= ity N S 2 1+27) g o (01 07) SLoos tr—— (1420 - (147) (7)) c0s " @]
(av) wh LW N isind ( ) o ) sind q
ngsinacosa
+ (2+n) (8+n) ph — -
tfza phl Liw sindcosa
P ER N . . 2 - N 4 [ A ) . N
b= {—QL— - 2Q0L+30L2cosd— — a={z+n)cos d}- (3+1) ph ————— ]
Eh  sind sind g
sh¥pEtsin ~% shuHehyi+sinuHcosyul
ch pi+cos QR Nl ch‘um 208 uH
‘ 2.2 , c e N fe
tgo ¥ 5 (1-1 phL w’sindcosd S(i-m) (en)
V= »E- {HNMG~ +qOL_5L2005d{1~ —ﬁj—vl] + phLsina+ - - {1~ N f
mh sind AL ¢ : AL
2 -
i —— . sShuhchyb-sinplicosyll - . sh gi+sin pH,
e ({11 (WwED) SRR {19) (1) )
AN Ltgd ch pH+cos pil ch i tecos b

ces formules sont trés faciles & utliser par 1'ingéniepr., Llles paraig-
sent a priori tres approximatives et pourtant donnent en réalité une ‘rande pré-
cision pour WL assez {ranc.
, x . 4
in effet, dans leur récente recherche, publiée , Mh. Taylor e% Wenk
ont caleulé un tronc de cBne sous la chargje de pression monstante (donc un cas
particulier de notre étude). Ils ont exprimé la solution gérérale en Sorctions

de Bessel

T
er.
Delg

.

L.2T

Or, en utilisant les Tormules

Jz(0e®) = Ber, £ — 1 Beig p

* volr : Proceeding of the 2 U.S. Natlonal Congress of Applled mechanics p.323- p.331
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'TI
L o “ 2
%, (pe ) = (Bei, p - ~ Ker, py + i (er, p + — Kei, £)
: [ T
et en posant : .
- vt = 12 (1o
W 2
: €1 = —5 1 (-4%C) + (2+1))
‘2
Lh
Cop = —5 1- (4+C) - 1 (8-L))
U
; gn? 2
F o=y 1 — {DB-L
3 Uf“ - {
Eh® 2
Ca = — — E+D)
j Hs

A, 2, C, b ¢étant les constantes d'intégration du chapitre I, nous re;
trouvons, sans dilficulté, d'apres les formules du chapitre I, comme cas parti-
culier, les intégrales de Mh. Taylor et Wenk.

MM+ Tayler et Wenk ont tenté ensuite de calculer les coefficients d'if
fluence qu'ils appellent "pdge coefficients" d'un tronc de cBne : aq, by, , ¢, ,

dl)eiyfiet‘ aQ)b*Qt"‘e-‘Z’f'Q'

Malgré les résultats trés élégants sur a, , by, , .. e, , {5 , ceux-c]
ne présentent pas théoriquement & notre connaissance les vrales valeurs qu'ils

escomnptaient,
Guant aurx calculs de a; , by ... ey , f; , 1ls ont pris

C3=O

c'est-a-dire dans notre notation

donc les a,; by ... €; f; obtenues ne sont autres choses que les coefficients

d'influence d'un céne complet, in effet, en exprimant nos formules du chapitre

) 13 o} [P z
1V relatives au cOne complet, en ler, , 3elg , on retrouve sans difficulté les

formules 1ittérales de MM. Taylor et Wenk.

MM. Taylor et Wenk ont fait des abaques relatifs & a; , by , oo €1,

A
f, , qui représentent un intérdt capital pour les calculs des cones complets,
Nous regrettons senlement que ces abagues alent été présentés comme coefficientg

d'influence d'un tronc de cBne.

Comparons les résultats de nos formules trés approximatives des cbones
complets avec ceux des abaques de KM. Taylor et Wenk, on voit que
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~

° ) ) ~ o T - .
1°) Pour p = 20, ML = 10. los formules donnent pour les seules charges T
Larg VT,

‘

Go=o(r1) 1oe (1v) -
el
Vo e ((T1) (WD) (1V) (1)
ALt e !

Et les abaques de MM. Taylor et Wenk donnent

I

¢ o= (11) 1 0,8850 + (1V) - 0,960
el
i , _
VE s (11) (~W'=L) 0,906 + (IV)(-1) 0,9800]
v LU

[ : 3 - NS
1'écart relati? de ces deux groupes de formules ne depasse pas
4,90 %

£°) Pour p = 10, efest-a~-dire WL = L. Alors qu'on attendait a priori des
valeurs trés mauvaises si non erronées de nos “ormules, pulsgue Ay L n'est

pes tellement grand, on voit que

LWEL) 0,690 + (1V) (-1) 0,9470]

B

1'¢cart relatif de ces deux groupes de formules ne dépasse pas

Lonc, méme dans la zone ol NOS formiles ne devraient pas ftre utili--

sées, elles donnent encore une approximation intéressante qui s'améliore beau-

coup pour des p plus ,rands que 10, it & partir de © = &L, elles donnent une

approximation dont 1'erreur relative est plus retite que © % .

@ . .
iette Fonne roncordance aveckresultats connus sur les coefficlents
nous conduit a penser que les “ormules approchés

@'ir fluence des ~Gnes complets
2| >20,

des coefCicients des *roncs de oBne donnent dans le domaine € 7inl par
une précision de & @ s@non supérieure.
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