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A Estimation paramétrique d’une
diffusion ergodique discrétisée

On considere I'équation différentielle stochastique suivante :

dYy = f (60, Yy) dt + o (V) AW, (1)

ot (Wy),~, est un mouvement Brownien standard issu de 0 et 6y € 6, © étant un compact de
R%. La fonction de dérive f et le coefficient de diffusion o sont supposés connus et vérifient
les conditions usuelles qui assurent, pour toute condition initiale, I’existence d’une unique
solution forte stationnaire et ergodique Y = (Yt)te[o,T]- Le parametre de dérive 0y est inconnu
et 'on désire I'estimer.

On note par ailleurs Py, la loi du processus sous la loi stationnaire j1g, et Ep, I’espérance sous
Py,.

Dans le cas ou 'on dispose d’une observation continue de la trajectoire de Y sur [0, 77, les
principaux résultats ont été donnés par Lipster et Shiryaev [34] et Kutoyants [33]. Considérant
la log-vraisemblance en temps continu,

TIOY) o LT 0.Y) @)
o @) 2y o2(Y)
ils montrent que, lorsque T" — 400, I'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant
et asymptotiquement normal et efficace avec une vitesse en /7.
Cependant, il parait peu réaliste de pouvoir disposer d’une observation continue du processus
solution. En conséquence, on supposera dans tout ce travail que ’estimation du parametre
de dérive repose sur une observation discréte de Y : (Yis) k=0, avec 0 > 0 petit mais fixé
(Chapitres 1, 2 et 4), ou1 encore (Y, )i, avec hy, — 0 lorsque n — +oo (Chapitre 3).

Dans le cas d’une diffusion unidimenéionnelle, Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [12]

montrent que 'estimateur du maximum de vraisemblance associé a I'observation (Yjs);—

est consistant et asymptotiquement normal et efficace avec la vitesse vnd, lorsque n — 400.
Toutefois, les densités de transition ne sont en général pas explicites et la méthode d’estimation
est difficile & mettre en oeuvre.

A.1 Estimation par fonction d’estimation

Dans le cas ou le coefficient de diffusion dépend également de 6y, des auteurs tels que Kessler,
Sorensen et Bibby proposent des procédures d’estimation basées sur les fonctions d’estimation
Gn(0)=>%_19 (9, Yik—1)s Yk(;) et 'estimateur associé 6,, est alors la solution de I’équation
G, (0) =0.



Dans [6], Bibby et Sorensen considérent des fonctions d’estimation martingales de la forme
G (0) =3 4-19 (0, Y-1)5) [Yes —m (0,Y(5-1)5)], ot m (6, z) est I'espérance conditionnelle
de Yy sachant Yy = x sous 6. Différents criteres d’optimalité développés par Godambe et
Heyde [17] conditionnent le choix de g. Bibby [5] et Kessler [28] étudient des fonctions
d’estimation martingales plus générales mais qui font également intervenir des quantités con-
ditionnelles en général non explicites et qui doivent en conséquence étre estimées. Dans [31],
Kessler et Sorensen proposent des fonctions d’estimation martingales basées sur les fonctions
propres du générateur de la diffusion. Dans ces différents cas, 6, est consitant et asympto-
tiquement normal avec une vitesse de I'ordre de /n.
Dans [30], Kessler propose des fonctions d’estimation non martingales de la forme F,, (6) =
Yopeqh (9, Y(k_l)(;), ot h (0, -) est d’intégrale nulle par rapport & la mesure invariante de la
diffusion pp,. La encore, 'estimateur obtenu est consistant et asymptotiquement normal a la
vitesse /1.

A.2 Estimation par minimum de contraste

La méthode d’estimation la plus courante demeure ’estimation par minimum de contraste
(définition 3.2.7. de [11]). Les différentes approches visant a la construction de contrastes
U, (0) reposent en général sur une approximation de la log-vraisemblance discréte exacte.

Dans [36] et [37], Pedersen propose une estimation consistante py (z,9,-;60) de la prob-
abilité de transition & pas d, p (z,0,-;0), lorsque N — +oo. Il construit ainsi une suite de
contrastes (Up,n (6,0)), qui converge a n fixé vers la log-vraisemblance discréte du modéle.
L’estimateur associé est asymptotiquement efficace. Pour un pas d’observation ¢, tendant
vers 0, Prakasa-Rao [39] et Yoshida [46] obtiennent, & partir de la discrétisation de la vraisem-
blance continue (2), des estimateurs de y consistants lorsque nd, — +oo et asymptotique-
ment efficaces lorsque né3 — 0. Dans [29], Kessler approxime la vraisemblance exacte par
celle d’'un processus gaussien dont les moments sont des développements en §, & l'ordre p
des moments conditionnels, basés sur les itérés du générateur infinitésimal de la diffusion. Si
nd, — 400 et néh — 0, 'estimation associée est alors optimale.

La construction de contrastes peut également résulter de 'utilisation de schémas d’approximation
de la diffusion. Dans [16], Florens-Zmirou utilise le schéma d’approximation d’Euler qui couplé
aux Moindres Carrés, donne le contraste :

2
Yis — Ye—1y5 — 6. (6, Y(k—1)6)> 3)

1 n
U, (0,6) = —
nd k=1 ( Voo <Y(k—1)5)

L’estimateur du minimum de contraste /9\,1 = infpco Uy, (0,0,) est alors consistant, lorsque
né, — +oo et 0, — 0, et asymptotiquement normal et efficace, si de plus nd3 — 0.

Le cas ou le pas d’observation est fixe est aussi étudié. L’estimateur est également convergent
et asymptotiquement normal A la vitesse v/nd, non pas pour 6 mais pour 5, o1 65 est 'unique
minimum de la fonction de contraste U (0, §) associée a U, (6,0). De plus, 65 approche 6, a
un biais explicite en § et la variance asymptotique est I'inverse de l'information de Fisher &
un facteur (1 +o(1)) pres.



A.2.1 Contraste basé sur des schémas de discrétisation anticipatifs

Nous adoptons une démarche identique dans le Chapitre 1, Schémas de discrétisation
anticipatifs et estimation du parameétre de dérive d’une diffusion[44]. La méthode
d’estimation est basée sur 'utilisation de schémas d’approximation anticipatifs : le schéma
du trapeze et le schéma de Simpson. Le schéma discret exact du trapeze s’écrit :

) -
Vt207 }ft—|—(5:)/t+§(f (907Y2)+f(907Y2+6))+77t+Wt (4)

ou 7 est un Opg0 ((53) et (Wt>t>0 est une suite de variables de carré intégrable telles que

Ey, (Wt | .7-}) b 0, (Ft);>( €tant la filtration naturelle associée a Y (propriété 1, p.20).

Pour le schéma du trapeéze, et contrairement au schéma d’Euler, la variable explicative
(f(0,Y;) + f (0, Y;1s)) est corrélée au bruit W;. L’utilisation des Moindres Carrés engendre
alors un biais systématique dans la procédure d’estimation. Pour lever cette difficulté, une
solution classique utilisée en économétrie consiste & remplacer la variable explicative par un
instrument, en 1'occurence % f(6,Y,), qui a la caractéristique d’étre décorrélé du bruit tout
en étant lié a la variable explicative. Dans le cas ou la fonction f est linéaire par rapport & 6,
f(0,)) =86-f(). cette méthode d’estimation est appelée méthode par Variable instrumen-
tale. Bergstrom [3] et Sargan [42] sont les premiers & 'utiliser, dans le cadre d’une diffusion
gaussienne et multidimensionnelle. La méthode d’estimation des moments généralisés étend
la méthode par variable instrumentale dans le cas ou I’hypothese de linéarité n’est pas vérifiée
(cf. [20] [22]; [19]).

Le contraste obtenu en couplant le schéma d’approximation du trapeze a la méthode des
moments généralisés est :

1 & Yis — Yo 1y — 5 (F (0, Y0 1y5) + £ (0,%))\]°
Un(0,6) = E; %f (0, Yik-1ys5) < 502 (Yk—-1)s) (5)

Nous appuyant sur la loi des grands nombres et le théoréeme central limite énoncé par Florens-
Zmirou pour les diffusions ergodiques (lemme 2 et théoréme 1 de [16]), nous montrons que
lestimateur du minimum de contraste converge vers 5 (théoréme 2, p.32) et est asympto-
tiquement normal avec une vitesse de 'ordre de vnd (théoréme 4, p.34), 5 étant 'unique
minimum de la fonction de contraste U associée a U,. Nous montrons que 85 approche 6
avec un biais explicite de 'ordre de 62 (théoréme 3, p.34). De plus, la variance asymptotique
est, & un facteur (1 + O (§)) pres, I'inverse de I'information de Fisher.
Une démarche identique est mise en oeuvre pour le schéma de Simpson :

5 . .
V20, Yigos = Yi+ 2 (f (00, Y2) +4f (B0, Yigs) + f (60, Yiras)) + e + Wi + W7 (6)

ol 7 est un Op, (6°) et (W} et (W2 sont deux suites de variables de carré intégrable
%o "0 ") i>0

~ S. ~ o .S.
telles que : Eg, (th | ]-"t) P20 et By, (Wt2 | ]-"t+5> P50 (propriété 2, p.22).
L’estimateur obtenu est convergent avec un biais explicite de l'ordre de 6%, Vefficacité
asymptotique étant préservée a un facteur (1 + O (9)) pres (théoréme 5, p.37).



A.2.2 Contraste associé a un schéma de discrétisation adapté a ’ordre p

La méthode d’estimation mise en oeuvre dans le Chapitre 2, Schéma d’approximation
adapté a I’ordre p et estimation du parameétre de dérive d’une diffusion, résulte cette
fois de I'association des Moindres Carrés et d’un schéma d’approximation adapté a ’ordre
p de la diffusion. Ce schéma repose sur une approximation de l'intégrale k((l;ﬂ)é f(6,Ys)ds
basée sur les itérés du générateur de la diffusion. Si on note Ay, le générateur infinitésimal
de la diffusion et Af) son [1me j44r6. le schéma (exact) considéré est donné par

Pl g
0
Vit >0, Y;H—(s_Yt: E (l_i_l)'AlBof(g(hY;f)—i_nf—i_gf (7)
=0 ’

ot 7; est une variable d’ordre P! et ¢ est une variable de carré intégrable telle que
E[¢P | ] ™2 0. Le contraste est alors :

2
P(0.5) = 1 (Yo = Yie-1)s — My (Y136, 9, 0)
no i3 0% (Y(k-1)s)
p—1 S+ .
My (x,9,0) = Ayf (0,2)
P I+ 1)

Pour § dans un voisinage de 0, la fonction de contraste associée & U} (-, ) admet un unique
minimum 6, 5 qui approche 6y a 6” pres (lemme 1, p.72). Lorsque n — +o00, 'estimateur du
minimum de contraste converge vers 6, 5 (théoreme 2, p.73) et est asymptotiquement efficace
a un facteur (14 O (9)) pres (théoreme 3, p.74).

Il faut signaler que la procédure d’estimation exposée précédemment rejoint celle développée
par Kessler dans [29] pour un développement & 'ordre ¢ de la variance conditionnelle.

A.3 Estimation par minimum de contraste pour un pas de
discrétisation tendant vers 0 et une dérive irréguliere

Dans le Chapitre 3, Estimation du parameétre de dérive d’une diffusion sous des
conditions d’irrégularité de la dérive, nous considérons une fonction de dérive de la
forme f (6, z) = f (z — ), ou f est une fonction de classe C? sur R — {0}. Nous limitant
au cas ou le coefficient de diffusion est constant, on suppose que f’ et f” admettent des
limites finies & gauche et & droite en 0 avec f'(07) # f'(07) : on dit alors que f est un
élément de C2. Sous cette hypothese, le modele étudié appartient & la classe plus générale des
modeles réguliers : de dérive x — f (0, x) continue et différentiable en moyenne quadratique
par rapport & 6. Dans [33], Kutoyants montre que, pour un modele régulier, lestimateur
du maximum de vraisemblance associé a une observation continue du processus stationnaire
ergodique sur [0, T'] est optimal (7" — +00). Notre but est également de fournir une estimation
optimale de 6y pour f dans C3 mais basée sur une observation discrétisée & pas &, (9, — 0)
du processus. Nous utilisons pour cela le contraste dérivé des moindres carrés appliqués au
schéma d’approximation d’Euler, défini en (3). Dans le cas ou f est de classe C? sur R,
les résultats obtenus par Florens-Zmirou [16] impliquent que, si nd, — +oo et nél — 0,
Pestimateur du minimum de contraste est consistant, asymptotiquement normal et efficace.



Nous montrons que ces résultats restent valables lorsque f est dans C3, si 'on suppose de
plus que f est lipschitzienne.

La vérification des conditions classiques, qui assurent la consistance de I’estimateur lorsque
nd, — 0 et 6, — 0 (théoréme 3.2.8., [11]), utilise une loi forte des grands nombres (lemme
3, p.96) basée sur 'hypothese suivante de contractivité du générateur de la diffusion : si
Pet0 (z,dy) = Py, (Vs € dy | Yo = x), il existe A > 0 telle que, pour toute fonction h vérifiant
pgo (h) = 0 et pg, (h?) < 400, on a :

HP;O (h)||L2(N90) < exp (—At) ||h||L2(M€0) 9)

Du fait du caractere Lipschitz de f, des conditions suffisantes simples assurent cette hypothese
de contractivité (cf. proposition 9, [21], p.801).

On montre également que si nd3> — 0, §n est asymptotiquement normal avec une vitesse
de lordre v/nd, (théoreme 2, p.101). Ce résultat ne peut étre obtenu par la méthode classique
qui consiste a étudier le développement de Taylor de la dérivée du contraste (cf.§ 3.3.4. de

[11]) : ) )
Vs, (0 (0) = 2 00)

o0 00

Nous allons ainsi travailler directement sur le contraste en nous inspirant des méthodes
développées par Ibragimov et Has’'minskii [25]. Plus précisément, nous allons établir un
développement local du contraste autour de 6, qui satisfait une condition LAN (local asymp-
totic normality). Le schéma de démonstration comporte deux étapes.

(i) Nous commengons par déterminer la vitesse de convergence de §n vers 0p. Reprenant
des arguments développés par Chan dans le cadre d’un modele & seuil & temps discret

[9], on montre que, si nd, — 0 et (nd,) est bornée, la suite (\/nén (@l — 90>> est
tendue. "

u
non

On étudie alors le contraste localement en 6y + Dans ce but, on introduit la variable Z,

définie par Z, (u) = ndy, (Un (00 + V#) - U, (90)>, dont nous exhibons une décomposition
de la forme :

Zpn (1) = 21 (0) ul, + I (0)u?® + ¥y, (u)
Dans une situation standard de dérivabilité, I (0) A,, serait identifiée & +/ nén%Un (6o).

(i) Nous montrons alors que Z,, satisfait une condition LAN.
En effet, nous appuyant sur le théoréme central limite pour les suites triangulaires
(théoréme 2.8.43. [11]), nous montrons que, lorsque nd, — +oo et §,, — 0, A,, converge

en loi vers la loi Normale N/ (O, ﬁ) avec I(0) = [ (f)? (z — 0o) pg, (dz).

Nous montrons de plus que ¥, est une fonction continue presque stirement telle que,
lorsque nd,, — 400 et nd3 — 0, on a pour tout B > 0 :

Py,
sup |‘11n (u)| —0
lu|<B



La normalité asymptotique de §n résulte alors d’une adaptation du théoreme 1.2 de Ibrag-
imov et Has'minskii [25] (théoreme 4, p.103). Ce théoréme établit en effet la normalité de
lestimateur du maximum de vraisemblance lorsque la vraisemblance du modele considéré
satisfait une condition LAN. On obtient ainsi le résultat de convergence en loi de 6, :

~ ,C(Pg ) 1
/né (9 —0 ) %) N (0, —
Dans ce méme chapitre, nous traitons également le cas des modeles autorégressifs & temps
discret de la forme :

Xp = f (Xn—l - 00) +en

ou f est continue et présente le méme type d’irrégularité que la dérive dans le contexte
précedent. (ey), est une suite de variables indépendantes, identiquement distribuées et
centrées, telle que e, est indépendante de F,_1 = o (Xo, X1, -+, Xn_1). Ici, f n’est plus
supposée lipschitzienne mais sous-linéaire : il existe A € ]0,1[ et K > 0 telles que

|f ()] < M|z| + K. Sous des conditions supplémentaires qui assurent que la chaine de
Markov est récurrente positive, I’estimateur des Moindres Carrés Conditionnels est consistant
et asymptotiquement normal avec une vitesse standard (théoréeme 7, p.115). Ceci répond & la
question posée par Chan ([9], p.524) : 7 Another problem is to work out the limiting distribu-
tion of the CLSE when the autoregressive function is continuous”. Rappelons que le contexte
étudié par Chan est différent puisque 6y est aussi un point de discontinuité pour la fonction
d’autorégression : dans ce cas, la vitesse et la loi asymptotique ne sont plus standards.

A.4 Estimation d’'un CAR(p) incomplétement observé a par-
tir des équations de Yule-Walker

Dans le Chapitre 4, la classe de processus considérée est celle des CAR(p) ([7],[23]). Un
CAR(p) de parametre 0 = (ag, - ,p—1;0) est un processus X = (X (t)),, dérivable a
lordre (p — 1) tel que, si on note XU) sa dérivée & l'ordre j, Y (t) ="* (X (t),- , X1 (t))
est I'unique solution stationnaire de 1’équation différentielle stochastique p-dimensionnelle
suivante :

dY (t) = AY (t) dt + obdW (t) (10)

ou (W (t));>q est un mouvement brownien standard unidimensionnel, Y (0) est indépendant
de W, et A et b sont respectivement une matrice de dimensions p x p et un vecteur de RP
définis par :

0 1 0 0 0
0 0 1 0

A= 0 , b=
0 0 0 1 0
_aO —al . e e ... —ap_l 1

Si toutes les racines du polynome caractéristique de A, P (z) = 2P + ap_lzp_l + -+ ap,
admettent une partie réelle négative, (10) admet une unique solution stationnaire et on a :

dX(p—l) (t) + [OzoX (t) 4o ap_lX(p_l) (t)] dt = odW (t) (11)
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Le probleme de l'estimation du parameétre a = (ag,---,a,—1) & partir d’une observation
continue et complete de Y sur [0,7], c’est-a-dire une observation continue de X et de ses
dérivées jusqu’a l'ordre (p — 1), est étudié par Bartlett [1] [2], Dzhaparidze [15], Dinh Tuan
[13], Priestley [40]. Le cas ou le processus est observé a temps discret est étudié par de
nombreux auteurs, signalons Bartlett [1], Durbin [14], Phillips [38], Bergstrom [4], Jones [27]
et Robinson [41].

Dans [24], Hyndman propose une méthode d’estimation basée sur les équations de Yule-
Walker associées au modele. Dans le cas des modeéles autorégressifs & temps continu, ces
équations font intervenir les fonctions de covariance dérivées (D, ) qui sont définies par :

V(i k) €401, p—1}, Dig(h) = By [X9 () XD (0)]
gy Peo LT (-1
Dj,(h) = T1—1>I}rlooT/O XYV (t+h)dX (1)
Les équations de Yule-Walker sont obtenues en multipliant 'équation (11) par X ) (£ 4 h) et
en passant a I’espérance sous Py. On obtient alors, pour tout j =0,--- ,p—1 et tout h € R :
Djp (h) + ap-1Djp-1 (h) + - + Do (h) =0 (12)

La parametre « satisfait ainsi le systéme constitué des p — 1 équations précédentes. Pour
h quelconque et fixé, il suffit donc d’estimer correctement les (D (h)) pour obtenir une
estimation satisfaisante de a.

Pour une observation continue et complete de Y sur [0, 7], Hyndman propose d’estimer
Dj,k (0) par :

T
V(jak)e{oa]-?"'?p_l}a Ej,k = %/ X(j)(t)X(k)(t)dt
0

1T
Di,0) = 7 [ X9 ®ax

Ces estimateurs étant consistants, il obtient par l'intermédiaire des équations de Yule-Walker
en h = 0, une estimation asymptotiquement normale de « & la vitesse V7.

Lorsque X, la premiére composante de Y, est seule observée et cela a des temps dis-
crets équidistants de d, les dérivés succegsives du CAR(p) doivent étre estimées. Si on note
AX (t+0) =X (t+06)—X (t) et AU) 1e jléme itéré de cet opérateur, une estimation naturelle
de XU (t) est 6 7AUWX (t + 56). Les estimateurs des (D, 4 (0)) sont alors de la forme :

. §—G+k) 2l "
k= > AUX (ips + j6) AW X (ips + k), nyp = [E]
p 1=0

Cependant, comme le remarque Hyndman [24] dans le cas d'un CAR(2) et comme nous le

~

montrons plus généralement pour un CAR(p), D,_1, présente un biais systématique. Plus
précisemment, nous montrons que :

N Pyo
Dy_1p =+ C (p) Dp_1p (0)

ou C (p) # 1 est une constante indépendante de § et de (a, o) (lemme 3, p.138).
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Nous remédions & ce probleme en estimant les équations de Yule-Walker, non pas en h = 0
mais en h = — (p — 1) §. Les estimateurs empiriques des (D; (— (p — 1) §)) sont donnés par :

(j+k) nap—1—1

Dig =" S AUX G154 A¢ )X(i(2p—1)5+(]3—1)5+k5),nzp—1=[

Nop—1
et I'estimateur o” de « est défini comme la solution du systéme d’équations suivant :
Vji=0,-,p—1, Djp+ar Djp 1+ +afDjo=0

Nous montrons que cet estimateur converge vers o qui approche o & un biais explicite de
lordre de ¢ (lemme 5, p.140, théoréme 2, p.141).

Dans le cas d'un CAR(2), nous proposons une méthode qui permet de réduire le biais
d’estimation associé a a. Cette méthode d’estimation est basée sur 'utilisation du schéma an-
ticipatif bi-dimensionnel du trapéze associé au CAR(2). « est alors estimé & 62 prés (théoréme
4, p.145).

Nous nous intéressons enfin 3 l'estimation du parametre o2.
repose sur le résultat suivant :

La méthode d’estimation

0.2

Dp—l,p = D)

11 suffit donc de débiaiser lA)p_l,p (Iestimateur naturel de D,_; , (0)) par le facteur explicite
C (p) pour obtenir une estimation de o2 & 6 pres (théoréme 5, p.146).

A.5 Etudes expérimentales

Chacun des chapitres précédents se terminent par une étude expérimentale par simulations.
Les méthodes d’estimation sont mises en oeuvre pour des modeles de diffusion classiques tels
les modeles de Ornstein-Uhlenbeck et Cox-Ingersoll-Ross pour les deux premiers chapitres,
mais aussi pour une diffusion log-normale dans le Chapitre 1. Dans le Chapitre 3, les appli-
cations numériques portent sur un CTAR(1) (cf. [8],[7] et [23]) & raccordement continu. Pour
le Chapitre 4, les résultats théoriques sont testés pour un CAR(2).

La diffusion est simulée sur [0, 7] & partir d’un schéma d’Euler de pas fin 0.005 ou 0.0001.
On calcule alors indépendament N estimateurs (N = 100 ou N = 200). La moyenne et la
variance empiriques ainsi obtenues sont comparées a leur valeur théorique. Cette procédure
est effectuée pour différentes valeurs de T' (T" = 200, 400, 600).
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B Estimation de la précision
associée a un échantillonnage
systématique et méthodes
transitives

Dans le Chapitre 5 Precision of systematic sampling and transitive methods', on
considere () une quantité déterministe inconnue qui s’écrit sous la forme :

Q:/Rf(x)dx

ou f est une fonction appelée fonction de mesure. En outre, f est supposée (m,p)-réguliere
par morceaux, c’est-a-dire que f est & support borné et est dérivable par morceaux jusqu’a
Pordre m + p telle que :

e pour tout k=0,--- ,m —1, f*) est continue sur R

e pour tout k =m,---,m+p, f* peut étre discontinue sur D) qui est un ensemble
fini de points, avec pour tout z € Dj,x), un saut Syw) (z) = FE (@) — F®) (£7) fini.

@ est estimée empiriquement a partir de mesures effectuées selon un mode opératoire systématique
et uniforme. On dispose ainsi de données de la forme {f (UT +kT),k € Z}, ou T > 0
est fixé et U est une variable uniformément distribuée sur [0,1[. L’estimateur empirique,
Qr = Ty ez f ((U+Ek)T), est alors sans biais.

L’estimation basée sur ’échantillonnage systématique est particulierement utilisée dans le
domaine de la stéréologie. Un probleme classique est ’estimation du volume ) d’un objet
tridimensionnel & partir de coupes sériées : 1'objet est débité en sections équidistantes et
paralleles selon une orientation déterminée. Dans ce cas, f () représente 'aire de la coupe
de hauteur z et Qr est estimateur dit de Cavalieri ([45],[10]). Lorsque l'objet considéré est,
par exemple, un ellipsoide, la fonction de mesure est alors (1, oo)-réguliére par morceaux. Si
QQ représente maintenant le volume d’un tétraede dont une des faces est parallele aux plans
de coupe, f est dans ce cas (0, 00)-réguliére par morceaux.

L’inconvénient principal attaché a cette méthodologie réside dans la corrélation des données
obtenues qui rend difficile I’évaluation de la précision de I'estimateur Q7.

Une premiere approche consiste & modéliser la structure de cette corrélation. Une méthode

! A paraitre dans ” Journal of Statistical Planning and Inference”. En collaboration avec Kién Kiéu, Unité
de Biométrie, INRA, F78026, Saint-Cyr, et Jacques Istas, Unité de Biométrie, INRA, F78352 Jouy-en-Josas.
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alternative a été développée par Matheron sous le nom de Méthodes transitives [35]. Cette
méthode consiste & approximer ’écart quadratique moyen MSE (QT> en se basant sur le

comportement du covariogramme g de f au voisinage de 0, g étant défini par g(y) =
S rf(@+y) f(x)de. Matheron montre en effet que I'écart quadratique moyen peut étre
exprimé en fonction de g (équation (5.7), p.181) :

B[] =730 07) - [ sty (13)

N

La méthode consiste alors & développer ’expression précédente en fonction de T et & ap-
proximer MSE [QT] par la partie contribuante du développement obtenu. On utilise pour
cela une généralisation de la formule d’FEuler-Mac Laurin pour les fonctions réguliéres par
morceaux ([43], [32]). En particulier, si g est (2m + 1, 1)-réguliére par morceaux, MSE [QT}
s'écrit alors, & un o (T?™2) pres, comme la somme d’'un terme d’extension E (T') (équation

(5.11), p.182) et d’un terme oscillant Z (T') aussi appelé Zitterbewegung (cf.[35]). Ces termes
sont définis par :

E(T) = —20"™2Pyy s (0) g™ (07) (14)
m Cc C
Z(T) = —Tm+? Z Popya (f - [T]) 8 g(2m+1) (c) (15)
¢ € Dyomi)
c#0

ol Poy,i9 est le polynome de Bernoulli d’ordre (2m + 2). Les expressions précédentes font
donc intervenir le degré de régularité et les sauts du covariogramme qui n’est pas directement
observé. Nous montrons cependant que, si la fonction de mesure f est (m,p)-réguliere par
morceaux, alors g est (2m + 1, p)-réguliere par morceaux. Les sauts de g peuvent de plus étre
exprimés en fonction de ceux de f (cf. (5.9)-(5.10), p.182)

Le Zitterbewegung est un terme qui oscille autour de 0. Dans un cas simple de fonction
de mesure aléatoire, Kiéu [32] a montré que Z (T') est négligeable devant E (7). En pratique,
on néglige le Zitterbewegung. Ainsi, en premiére approximation

MSE [QT] ~ —2T*M 2Py (0) gD (07T)

Cependant, g(2m+1) (0T) est inconnu et va étre approximé par une combinaison linéaire des
(9 (1T));=0,npp 1> OU N2m+1 dépend du degré de régularité du covariogramme. Ceci ne fait que
déplacer le probléme dans la mesure ou les g (47') sont également inconnus. Toutefois, g (iT')
peut étre estimé de maniere satisfaisante par g, = T >, ., f(UT +kT) (UT + (k+14) T).
L’estimateur obtenu E,, (T') est de la forme (cf. § 6.2 de [32]) :

N2m+1

E,(T)=T Y \g
i=0

La procédure décrite précédemment permet donc d’obtenir une estimation du terme d’extension

E (T) défini en (14) qui est la composante principale de 1’écart quadratique moyen de Q7.
Cette méthode présente cependant un inconvénient majeur puisqu’elle suppose que le

degré de régularité m de la fonction de mesure est connu. Nous proposons donc de lui associer
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une méthode d’estimation de m. Dans ce but, nous adaptons une méthode développée par
Istas et Lang [26] pour estimer le degré de régularité de processus gaussiens discrétement
observés.

La procédure d’estimation de m repose sur la propriété suivante : si M est un entier fixé a

priori tel que m < M alors E (f) M (T)) = ¢, E (T) ou ¢, est une constante indépendante de
T. Donc, méme si Pestimateur est biaisé, on conserve un développement de I’ordre de T2™+2.
Si on note By (27) = 2T St Nigi, on a ainsi: E (EM (2T)> ~ 222 [ (EM (T)) Un
estimateur naturel associé & la relation précédente est alors :

_ 1 Exv(27)\ 1
my = In| = S
2In(2) Ey (T) 2
Si m est inférieur a 'entier que l'on s’est fixé a priori, I’estimateur obtenu converge en prob-
abité vers m lorsque T tend vers 0.
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Chapter 1

Schémas de discrétisation
anticipatifs et estimation du
parametre de dérive d’une diffusion

1.1 Introduction

Nous abordons dans ce travail le probleme de l’estimation du parameétre de dérive d’une
diffusion ergodique observée & des instants équidistants de pas § > 0 constant et petit.

Le probleme d’estimation paramétrique pour les diffusions a fait I'objet de nombreux
travaux, que ’on peut classer en fonction du type d’observations disponibles.

Si l'on note [0, 7] Pintervalle d’étude et si I'on dispose d’une observation continue de la
trajectoire du processus, I'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant, asymp-
totiquement normal et efficace avec la vitesse /T, lorsque T' tend vers I'infini ([16], [15]).

Cependant, le recours & une observation discrete du processsus parait plus réaliste. La

encore, on distingue le cas d’un pas d’observation constant § > 0 de celui ou les temps
d’observation sont asymptotiquement denses dans R™*.
Dans un cadre asymptotique du type T = nh,, — oo, h, — 0, nhl — 0, Florens-Zmirou [5],
Prakasa-Rao [18] et Yoshida [23] proposent des procédures d’estimation optimales issues de la
discrétisation de la vraisemblance continue; Kessler [11] donne une approximation gaussienne
de la vraisemblance. Pedersen propose une méthode d’évaluation numérique des densités de
transition tout en controlant les propriétés théoriques de 'estimation ([19], [20]).

Dans le cas ol le pas d’observation ¢ est constant, Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [4]
ont prouvé que l'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant et asymptotique-
ment efficace & la vitesse v/nd, quand n — oo. Mais on ne dispose pas, en général, de la forme
analytique des densités de transition du processus : un autre point de vue est de considérer
des estimateurs issus de fonctions d’estimation (Bibby et Sorensen [2]; Kessler [12] [13]; [22]).
Dans [5], Florens-Zmirou construit un contraste & partir du schéma d’Euler approchant le
schéma, discret exact. Nous adopterons une démarche identique mais en utilisant des schémas
anticipatifs.

Soit (€2, A, P), un espace de probabilité et W un mouvement brownien unidimensionnel stan-
dard issu de 0 défini sur cet espace. On munit 'espace précédent de la filtration naturelle
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F = {.7-}},520 associée a W. On considere alors I’équation différentielle stochastique :
dY, = f (60, Y:) dt + 0 (V) dW,, Yo = (1.1)

ou f: RPXR — Ret o:R— R sont des fonctions connues et 6y € RP est le parametre a
estimer.

Supposons que (1.1) admette une unique solution forte de condition initiale z, notée Y =
(Y2),> (Karatzas et Shreve [10]). La relation entre deux observations successives est :

(k+1)6 (k+1)6

f(Ho,Yt)dtJr/ o (V) dW;

Yikt1)o = Yio + / .

ko

Florens-Zmirou utilise 'approximation o f (6y, Yys) de I'intégrale k((l;ﬂ)é f (60,Y3) dt et obtient
ainsi le schéma d’Euler :

Yi1)s = Yis + 0 £ (60, Yis) + ks + Wie

Sous certaines hypotheses, (Wk5> 0 est une suite de variables centrées, de carré intégrable, et

7ks est une variable en O (52) qui correspond & Perreur commise en approchant Iintégrale par
0f (0o, Yys). Laméthode d’estimation des moindres carrés associée au schéma d’approximation
d’Euler & pas § donne une estimation de 6y avec un biais de l'ordre de d ([5] et annexe F).

Cependant, des résultats d’analyse classique nous montrent qu’il existe des méthodes plus
fines permettant de mieux approcher l'intégrale d’une fonction déterministe, méthodes ou
I’erreur commise est inférieure a un O (52). On peut citer la méthode du trapeze (méthode
4 deux points), la méthode de Simpson (méthode & trois points) ou encore la méthode de
Bode (méthode & cinq points). Elles donnent respectivement, sous de bonnes conditions de
régularité pour f (cf. [17]) :

a+6 )

[ f@is = S 7@+ fa+a)+0 ()

Z—|—25 5
/ fahds = 5 (f(@)+4f(a+0) + fla+20) +0 (5
/a+46f(x)dx = % (14f(a) + 64f(a + 0) + 24f(a + 26) + 64f(a + 30) + 14f(a + 49)) + O (57)

D’ou l'idée de transposer ces approximations & notre contexte, a savoir construire de
nouveaux schémas d’approximation en les couplant & une méthode d’estimation adaptée afin
d’obtenir un biais d’estimation d’un ordre supérieur & § et ceci, sans perte d’efficacité.

La paternité de cette idée revient aux économetres (cf. Bergstrom [1], Sargan [21]): util-
isant le schéma du trapeze couplé avec la méthode d’estimation par variable instrumentale
(V.1.), ils obtiennent un controle du biais en 62 pour une diffusion vectorielle gaussienne er-
godique Y, de dérive linéaire en 6 : f (6,Y;) = 0 Y}, 6 étant une matrice de dimensions r X r
et Y; un vecteur de R". Dans le cas d’'un modele de diffusion unidimensionnel (1.1), nous
montrons que, sous des conditions trés générales, le schéma anticipatif du trapeze (resp. de
Simpson) couplé & la méthode d’estimation des moments généralisés (G.M.M.) (Hansen [8],[9];
Gourieroux et Monfort [7]) permet d’affiner le controle du biais qui est alors en 02 (resp. §%),
cela sans perte d’efficacité.
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Dans le paragraphe 2, nous présentons les schémas exacts obtenus en utilisant I’approximation
. . . . . k+1)8

du trapéze et 'approximation de Simpson pour I'intégrale k(5 ) 1(0,Y,) dv.

La section 3 est consacrée a I'’étude des propriétés asymptotiques de I'estimateur issu de ces
schémas d’approximation couplés & la méthode d’estimation par variable instrumentale, dans

le cas particulier ou la dérive f (y,y) est linéaire en 6y, f (6o,y) = Db, fi (y) 0. Dans le
paragraphe 4, utilisant la méthode des moments généralisés, nous étendons ces résultats pour
une dérive f (6p, y) non nécessairement linéaire en 6. La section 5 est une étude expérimentale
qui illustre les résultats précédents pour trois modeles de diffusion particuliers.

1.2 Présentation des schémas d’approximation : trapeze, Simp-
son

Soit I’équation différentielle stochastique définie par :
aY, = f(Yy)dt+ o (Y;)dWy, Yo =y (1.2)

Supposons que (Y,W), (Q,F,P), {Fi};>, soit une solution faible de (1.2) [10].
Commencons par introduire quelques notations. Pour tout p € N*, CP (R) représente 'espace
des fonctions p fois continument dérivables sur R. Pour toute fonction g dans C? (R), ¢', ¢"
et g®) sont respectivement les dérivées & Pordre 1, 2 et k de g en z. Notons A le générateur
infinitésimal associé & (1.2) défini par : Vh € C? (R), Ah = fh'+ 102h"; Al représente alors le
Jme itéré de A. La notation abrégée, [ = m,r, se lit [ € {m,--- ,r}. Si B = (B}C)IH est une
matrice, k représente I'indice des lignes et 4 celui des colonnes; !B est la matrice transposée
de B.

Propriété 1 : Schéma du trapeéze
Supposons que f € C*(R) et ¢ € C%(R). Alors :

) ~
vt >0, Yt+5=Y}+§(f (Yy) + f (Yigs)) +ne + Wy (1.3)
avec !
1 t+0
mo= 5 GHE-u -0 () d
t

W - /tma(m L g rs -0 -0 an) 0+ (§+e-0) £ 0] am,

’ 2
Si de plus, pour | = 0,1, E (f(f [(Alf) o] (Yv)dv> <o etFE (fOt o? (Yv)dv> < oo, alors

(Wt>t>0 est une suite de variables de carré intégrable telles que E (Wt | .7-}) P2 0.

Démonstration:
La démonstration repose sur le résultat suivant d’interversion de l'ordre d’intégration entre

intégrale de Riemann et intégrale stochastique : soit ( f(f Jvde>t>O une martingale locale
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continue et g une fonction continue sur R; alors, on obtient, par application de la formule de
Ito pour les martingales locales [10] :

[ twad) g = [ ([ ) g (14)
/t . ( /t vQ(u)du) JodW, = /t o ( /u " Jvde) g(u)du (1.5)

t+0

Reo= [ F00) o= (00 + £ (Yiss)

Posons :

1

t+6 t+9
- 5/t [f(YU)—f(Yt)]dv—%/t [f Yits) — [ (Yo)]dv

Par application de la formule de Ito, on obtient :

0 0
Ry = %/tH— [/t Af (Y, )du]dv+;/tt+[t dW]dv
t+6 [ pt46 t+6 t+5
- %/t [/v Af(Yu)du] d’u—% [/ )qu] dv

Par (1.4) et (1.5), on a :

Rt:/tt+5 <t+g—u> AF (Y, )du+/tt+6 <t+g—u) (o) ) aw,

[Af (Yu) = Af (Yy)] du

[Af (Yis) — Af (Ya)] du

H
_|_
(=9
A~
~
+
|
|
<
~_
o
<
—
o
SN—
Q.
<
I
N~ N|
@\“
_|_
(=9
A~
~
~_

+§—’UJ

t+6 5
t4+ — —
/t <+2 U

De manieére similaire, on obtient :

t+0 5
/ <t+——u>Af(Yu)du =
. 2

Ceci permet d’écrire :
5 t+0
Viss =Yik 3 (F (0 + £ Ga) + Re [ o (V) aw,
t

23



ce qui n’est autre que le schéma du trapeze (1.3).

On constate que l'erreur 7; est en O (53), ce qui est conforme & 'approximation d’une intégrale
ordinaire par la méthode du trapéze. De méme, la transposition de la méthode de Simpson &
notre probleme donne un résultat conforme & celui attendu ou Uerreur 7 est un O (55).

Propriété 2 : Schéma de Simpson
Supposons que f € C®(R) et o € CO(R). Alors :

) -
Vi>0, Yiros =Y + 3 (f (Y3) +4f (Yirs) + f (Yigos)) +m + Wy (1.6)
avec:
1 t+0 3 46 4
o= t (v—1) (U—t—g)Af(YL)dU
t+26 2

4 Jiys
Wt = th + WE

t+6 3 k k /

—_ (=1)% (v — 1) (k+1)5

W= [ em) EOBES S (t+ - —u) (45) (v2)| aw,
t+2§ 3 k . ’

—— (t+20 —v) (k+1)0

Wi = /M o (V2) 1+kzﬂw<t+za_7—v) (44F) (o) | aw,

’ 2
Si de plus, pour l = 0,3, E (fot [(Alf) 0] (Yv)dfu) <ooetlE (fot o? (Yv)dv) < 00, alors
- 1 T 2 . . s . ’ . s .
(Wt >t20 et (Wt >t20 sont des suites de variables de carré intégrable qui vérifient
E (Wg | ]—"t> P20 ot B (VVE | ]—"t+5> b3

La démonstration de cette propriété est donnée en annexe A.

1.3 Le cas d’une dérive linéaire en 6 :
Schéma du trapeze et Estimation par variable instrumen-
tale

Dans la suite, on supposera que la fonction de dérive dépend d’un parametre 6y € RP. Pour
Pestimation de 6 basée sur le schéma d’approximation d’Euler (cf. [5] et annexe F), le
contraste employé est celui des moindres carrés. Si nous utilisons le schéma d’approximation
du trapeze, le caractere anticipatif de ce schéma conduit & un biais systématique dans la
procédure d’estimation par moindres carrés.

Si le modele est linéaire en 8, une alternative classique utilisée en économétrie est 'estimation
par variable instrumentale ([1], [7]) : pour un bon choix de [’instrument, instrument que ’on
substitue alors a la variable explicative corrélée au résidu, elle fournit une estimation conver-
gente 14 ol les moindres carrés conduisent & un biais systématique.
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Pour estimer le parametre d’une diffusion vectorielle gaussienne, dY; = 0pY; dt + dW4,
Bergstrom et Sargan ([1], [21]) ont eu lidée d’utiliser le schéma du trapeéze associé & une
méthode d’estimation par V.I. Dans ce cas, la dérive f (6,y) = 0 y est doublement linéaire, en
0 et en y. Nous examinerons ici le cas d’une diffusion pour laquelle la dérive s’écrit 0 - f (y),
sans hypotheses de linéarité en y. Il est intéressant de mettre I’accent sur cet exemple a
plusieurs titres :

- Il permet, d’une part, de comprendre le choix du contraste qui sera retenu dans le cas
d’une dérive générale f (6,y), sans condition de linéarité ni en 0 ni en y. Comme nous
le verrons au paragraphe 4, ce choix (estimation des moments généralisés, G.M.M.)
coincidera avec celui de 'estimation par V.I. dans le cas linéaire en 6.

- D’autre part, dans le cas linéaire, les hypotheses (notées H 1) assurant de bonnes pro-
priétés asymptotiques sont simplifiées par rapport au cas général.

- Enfin, la linéarité permet d’obtenir une expression explicite et linéaire dans les obser-
vations de l'estimateur par V.I. Ceci rend alors la méthode numériquement tres simple.
1.3.1 La méthode d’estimation par variables instrumentales

Considérons ’e.d.s. définie par :
Y, =0y f (Y) dt+0 (V) dWy, Yo =z (1.7)

avec Op-f (V) =Y.F_, fi (Y3) 6% . On suppose que fi,--- , f, et o sont des fonctions connues,
définies de R dans R, o? étant de plus strictement positive sur R. Soit Y une solution de
(1.7). Pour i =1,p et kK = 1,n, on note :

o Ji(Yes) + Ji (Yie—1ys) 1 :
Xi= DX = (XL, XP), X = (X1), .
k 2% (Y(k—l)é) k ( k k) ( k)k,z

_ Yho — Yie-1ys
00 (Yir-1)5)

Dans le schéma d’approximation du trapeze dérivé du schéma exact (1.3) , le fait que la
variable explicative Xj et le bruit blanc W _;)s5 soient corrélés conduit a un biais systématique

\ Y =Yy, ,Yn)

dans l'estimation des moindres carrés : 'estimateur, 6, = (‘XX )_1 (*XY), doit étre adapté.
La méthode d’estimation par V.I. consiste & remplacer la variable explicative X; par un
instrument Xy, décorrélé de Wij,_;5, mais bien 1ié & X. Dans le cas présent, il est naturel de

5 - - =i iV
choisir X, = (X,i,~~~ ,X,f) avec X} = %
permet de préserver l'efficacité asymptotique a un facteur (I, + O(4)) pres. L’estimateur par
V.I. est défini par (cf. [1], [7]) :

. Comme on le verra, ce choix est bon car il

o5 = ("X x) - (*xv)
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avec
¥ - (),

n
X ¢ civi _ i (Y
XX = ( kXi) , XiXi = 2@2(1(/& [F5 (Vi) + 13 (Yio)]
k=1 1<i,j<p g ( (k—l)ﬁ)

N " S y fi Yir—1ys)
t — 1 [P p 4 = —
XY = (E XkYk, , E XkYk> , XYy 502 (Y(k_1)5) [YM Y(k—l)&]

1.3.2 Résultats asymptotiques
Nous donnerons ici une preuve succinte des résultats du théoreme 1. Ceux-ci seront démontrés

dans le cadre général au paragraphe 4. On note, s (y,6) = exp ( 2 [Y bo-7(2) dz) la dérivée

2o 02(z)
de la fonction d’échelle associée a '’équation (1.7).

Hypothéses H 1 : Schéma du trapéze, dérive linéaire en 6

H 1.1 Pour tout i =1,p, f; est de classe C* sur R et o est de classe C? sur R et vérifie :
VzeR, o?(z) >0

Il existe de plus K > 0 telle que : Vi = 1,p, Vo € R, |fi(z)| + |o (z)| < K (1 + |z|).
Sous ces conditions, (1.7) admet une unique solution forte (Y;),., non explosive pour
toute condition initiale Yy = = [10]. -

H 1.2

00 0 00
/0 s(z,00)dx = / s(z,6p)dz = oo et / [s (w,60)02(:1:)]_1 dx = C (6y) <

(Y1) est alors récurrente positive sur R pour 6 = 6, de loi invariante :
-1
o, (dy) = [C (80) 5 (y,00) ()] dy

On note Py, la loi du processus stationnaire et Fg, I’espérance sous Fp,. Si 7r90 (z,dy) =
Py, (Y € dy| Yy =), ng = g, ®7r0 est alors la loi de (Y), Y;) en régime stationnaire.

H 1.3 On note ¢y, (z) = (93(;];)(1()90) + (90'1‘2)'(96) _ 0’(w)((f¢??v~)f)(w) + (ff’)é (z)
On suppose que :

min{ lim ¢p, (z), lim ¢y, (x)}=090>0

T—r+00 T—r—00

H 1.4 La loi invariante pp, admet des moments de tous ordres et vérifie :
Vr € N, / d/j,go < o0

H 1.5 Pour tout i = 1,p, les dérivées successives de f; jusqu’a l'ordre 4 sont d croissance
polynomiale, ainsi que o' et o”.
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_ fi(YO)fZ(YO)]) . .
H 1.6 Hy, = (Ego [ 72(V5) <t est inversible.

H 1.7 Si, pour tout i =1,p, Ey, [fz ((€o~f)();%)&c()§~f)(Yo)>] =0, alors 0 = 0.

Quelques remarques s’imposent :

- Les conditions (H 1.2), (H 1.3) et (H 1.4) ne sont pas spécifiques au caractére linéaire en
0 de la fonction de dérive. Elles seront reprises dans I’étude du cas général au paragraphe
4.

- Notons L2 (ug,) = {f € L? (ua,) > po, (f) =0}. D’apres [12], sous (H 1.1), (H 1.2) et
(H 1.3), il existe A > 0 telle que :

Vfe Lgv ||7T30 (f)HLQ(ﬂGO) < exp (—At) ||f||L2(”90) (1.8)

- Si pg, admet des moments de tous ordres, une condition suffisante, pour que I’hypothése
(H 1.4) soit satisfaite, est que infycg|o (z)] > 0 ( modele de Ornstein-Uhlenbeck).
Comme nous le verrons lors de I'étude expérimentale, (H 1.4) est vérifiée pour le modele
de Cox-Ingersoll-Ross sous certaines conditions sur 6.

- En fait, il est suffisant que (H 1.4) soit satisfaite pour un entier r assez grand : (H
1.4) et (H 1.5) doivent assurer certaines conditions d’intégrabilité par rapport a Qg
indispensables & ’établissement des résultats asymptotiques.

Pour tout ¢ = 1, p et tout 7 = 1, p, on définit les fonctions suivantes :

. . A2 O - Yv

M;j(v) = Ep, [%] , N;(v) = By, [47, (020(;;))] (Yy)

a* (00 f)'] (Vo)
o (Yo)

Lemme 1 Sous (H 1), N; est continue sur R et M; ;, Q; ; et P; j sont de classe C! sur R}.
On a en particulier :

fi (Yo)

o2 (Y,
- Pusto) = B | (1) (70 532

Qij(v) = Ey, [(fifj)(YO)[

(Ao ;) (Vo)

02 i
0% (Yp) )] » Pij (v) = Ey, (49,0%) (¥)

Vo € R+, Mi’,j (v) = Ep, [fi (Yo) (fifj) (Yo) ] (Yo)

De plus, M; ;, Q;; et P;j sont dérivables a droite en 0 avec :
limy o MY (h) = MY (0F), im0 PL; (h) = PL; (07), limpo Q) ; (h) = Q) ; (07).

Ce résultat est important car il conditionne ’ensemble des développements effectués par la
suite. Nous en donnerons une justification dans le cas général.

On note :
M90 = (MZI,J (0+))’L,j = <E00 [fz (Yb A?ijyvo ) (19)
Py, = (P (07)),, (Eoo (fify) (Y )<A9° ()()YO) ) (1.10)
irj
[43, (60 - £)] (Yo)

fi (}/E)) ) (YO)

Ny, = (Ni(O))z':<E90

) (1.11)
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Sous (H 1), & § fixé et proche de 0, on va voir que I'estimation par V.I. converge vers une
valeur 05, ou 05 est une fonction explicite de 6y et de §. Pour cela, on considére le systeme
linéaire suivant :

[UZY]‘S - [tXX]50 =0 (1.12)

avec

[tXY]é _ (Eeo [fi (o) (%)])i et [tf(X]‘s _ (Eeo [Mi,j(cf) -;— Mi,j(@])@j

Lemme 2 Sous (H 1), il existe 69 > 0 tel que pour tout §, 0 < § < &y, (1.12) admet une

unique solution : 4
5= ([xx]") [y

Nous démontrerons ce résultat dans le cas général traité dans le paragraphe suivant.
Les propriétés asymptotiques de I’estimateur par V.I. reposent enfin sur les résultats d’ergodicité
et de normalité asymptotique suivants (cf. lemme 3.2 de [2]; [5]) :

Lemme 3 Sous (H 1.1),(H 1.2) et (H 1.3), si g : R? — R vérifie ng (9%) < oo, alors :
1< L2(Py,)
529 (Yios Yio—1ys) — Q3 (9)
k=1

Si de plus, ng (9) =0, 0na:

% k:1g (Yiss Yik—1)s) D(E?) N (0, Vai)
ot V§ = [ g% (z,y) + 29 (z,y) [Us (9)] (v)] Q) (d,dy) avec Us (g) (x) = 3125 782 (9) (z).

Théoréme 1 Sous (H 1), pour Hy, définie en (H 1.6), Py, en (1.10) et Ny, en (1.11), et
pour tout 6, 0 < § < &y, on a lorsque n — 400 :

o= (%x) " (XY) 0w V(o) ") A 0V )

avec :
0% 2
05 =00 = —5Hg ' Noy +0(0%)
_ g _
Vs (00) = Hy' (I,, + 5 PaoHy, +o0 (52))

Comme nous 'avons souligné, Hy, étant I'information de Fisher, I'efficacité asymptotique est
préservée a un facteur en (I, + O (9)) pres.
Démonstration:
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(P

- L2(P T
1. Par application du lemme 3, lorsque n — oo, %tXX —)0) [tXX] . Or, d’apres le

~ 0
lemme 2, on sait que pour § € ]0, dg], [tX X ] est inversible. On en déduit que pour
~ ~ -1 ~
n assez grand, ‘XX est inversible et donc que 6 = (tX X ) (tX Y) existe. Pour
montrer la convergence de 6! vers 65, il suffit alors d’appliquer & nouveau le lemme 3 :

. L2%2(P - )
%tXY (—>90) [tXY] . On obtient alors :

P T AN NERY)
o % ([tXX] ) ([tXY] ) — 6,
2. L’écart entre 05 et 6y se calcule en utilisant la décomposition du trapeze (1.3) :
1

i = ([x]) [[x) ] = as ([50])°)
avec 'B; = (an [fi(YO) 502”—?1,0)])1

. ~ d
Par application du lemme 1, By = —%Noo +o (62) et [tXX] = Hy, + gMgo + 0(0),
My, étant définie en (1.9). Le développement de By sera donné dans le cas général lors
~ 0
de la démonstration du théoréme 3, celui de [tX X ] dans le lemme 7. On a donc le

résultat annoncé pour le biais asymptotique.

3. On utilise & nouveau le lemme 3 pour prouver la normalité asymptotique. Celle-ci
résulte directement des résultats suivants :

Vnd (01 - 0;) = (%tXX> B \/g (“Xy - "X x0,)

avec :
~ ~ D( P, ~ P, ~ [
\/g (tXY - tXXO(;) () N, (0, (65)) et %tXX N [tXX]

On obtient donc :
-1

Vné (6, — 05) D(ﬁg) Ny (0,V5 (60)), Vs (6o) = ([tXX](S)_lFa (65) (t [tXX]5>

. 106
Or, T5 (65) = Hg, + 2Pg, + 0(5) (cf. lemme 8) et [txx] = Hp, + 2My, +0(0). Ona
ainsi le développement annoncé pour Vj (6p).

1.4 Le cas d’une dérive générale :

Schéma du trapeze et Estimation des Moments généralisés
Ce paragraphe est consacré a I’étude du cas général, sans nécessité de linéarité en 6 pour la
fonction de dérive. Dans la suite, on notera fy (z) = f (0, ).

Soient U un ouvert de RP et V un ouvert de R. On dit que (0,z) — ¢ (0,z) est de classe
C™k sur U x V si
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1. (8,z) = g (0,z) est continue sur U x V.

2. Pour tout z € V, § — ¢ (0,x) admet des dérivées partielles jusqu’a l'ordre m en tout
point de U et ses dérivées partielles sont continues sur U x V. Pour tout ¢+ = 1,p, on

note %g (6, ) la i®™ dérivée partielle de g (.,z) au point 6.

3. Pour tout 8 € U, © — g (0,z) est dérivable jusqu’'a lordre k sur V et ses dérivées
succesives sont continues sur U x V. On note alors ¢’ (6,z), ¢" (6, z) et gV (6, ), les
dérivées & l'ordre 1, 2 et [ de g (0,.) au point z.

On dit aussi que (0, ) — ¢ (0, ) est de classe C"™ ! sur U x R" si :
e Les points 1 et 2 de la définition précédente sont vérifiés en remplacant V par R™.

e Pour tout § € U, z — g (0, z) est dérivable sur R} et dérivable & droite en 0. La fonction
(0,7) — ¢’ (0,7) est continue sur U x R}. De plus, pour tout § € U et toute suite
((Ons 1)), C U x R} telle que (6, z,) — (0,0), on a : limy, o0 ¢ (0n,z,) = ¢’ (0,07),
g (0,01) étant la dérivée & droite de g (6,-) en 0.

On va utiliser la méthode d’estimation des moments généralisés (G.M.M.) ([9],[8]; [7]). Cette
méthode généralise au cas non linéaire la méthode des V.I.

Notons :
: 0 y—z— 5 (fo(x) + foly))
= t(pL ... P i - 7 2 .
Vi = "(V5,--,V5), Vily,x,0) 900 a(x)( 507(2) (1.13)
1 & A 1 .
Va(0) = =~ Ve (Yo Ye-nsr0) Vi (0) = —V5 (Yis Yik-1)s:0) (1.14)

k=1

L’estimateur des moments généralisés, 6, associé a Vs et & la matrice de poids l'identité de
dimension p, est défini par :

~

bn=infUn(0),  Un(60) ="V (0) LVa (6) = IVa (O)];

On vérifie aisément que 6 et é\n coincident dans le cas d’un modele linéaire puisqu’alors
U, (H,Il) = 0. Nous allons montrer que §n converge vers une limite 5 que 'on peut caractériser,
et est asymptotiquement normal et efficace & un facteur (I, + O (J)) pres. Dans le cas des
modeles linéaires, pour § petit, 85 est 'unique solution explicite d’un certain systéme linéaire.
Dans le cas général, nous allons montrer que, lorsque § est petit, 85 est 'unique solution de
Iéquation Ey, [V5 (Y5, Yo,0)] = 0.

1.4.1 Propriétés asymptotiques
Soit © un sous ensemble compact de RP tel que 6y € (2) Soit U (©) un ouvert de RP tel que
© C U (0).

Hypotheéses H 2 : Schéma du trapéze et G.M.M.
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H 2.1 fy, est de classe C* sur R, o est de classe C? sur R et vérifie :
VzeR, o(z)>0
De plus, il existe K > 0 telle que : Yz € R, |fg,(z)| + |o (z)| < K (1 + |z|).

H 2.2 -.3 -.4 On maintient (H 1.2), (H 1.3) et (H 1.4) en remplagant le cas échéant 0y - f
par fo,.

H 2.5 1. Pour tout x € R, 0 — fg(z) est de classe C* sur U (©). Cette fonction et ses
dérivées partielles successives jusqu’a l’ordre 4 sont a croissance polynomiale en x,
uniformément en 6 sur U (©).

2 .
De plus, fy(z), %f@ (z) et %fg (z) sont continues sur U (©) X R.

2. Pour 8 € U(0O), © — fo(z) est deux fois dérivable sur R. La fonction (6,x) —
Ap, fo (z) est continue sur U (©) x R et est a croissance polynomiale en x, uni-
formément en 6 sur U (©).

De plus, pour tout x € R, 0 — Ag, fo () est de classe C* sur U (0).

3. Pour tout i = 1,p et tout 0 € U (©), z — %f@o (z) est de classe C? sur R.
De plus, x — [Ago (%f@o)] (z) est a croissance polynomiale en x.

4. Les fonctions fél?o’ (Agofgo)l, Agofgo et Ag, (azféo) sont a croissance polynomiale
en x, ainsi que o' et o’.

H 2.6 -.7 (H 1.6) et (H 1.7) sont maintenues en remplacant dans la définition de Hp,, f;
por 2 fo

Par souci de simplicité, nous avons supposé que (H 2.1) est vérifiée sur R. Il se peut cependant
que ces hypotheéses ne soient satisfaites que sur un intervalle de R, I = ]I, r[, c’est le cas du
modele de Cox-Ingersoll-Ross dont nous détaillons I’étude dans le paragraphe 5.
Dans tous les cas, la continuité des fonctions et le fait que ¢? > 0 assurent, pour toute
condition initiale z € I, I'existence et I'unicité en loi d’une solution de (1.1) avant un temps
d’explosion ([10], théoreme 5.15, p.341). Dans le cas ou I = R, I’hypothése de croissance
polynomiale faite sur fg, et o rend la solution faible non explosive ([10], probleme 5.3.15
). Par contre, si I est strictement contenu dans R, ce résultat s’obtient en supposant que
lim,,_,+ fyxo 5 (w,0p) dr = —oc et lim,_,, - f;jo s(x,0p) dr = +oo ([10], proposition 5.5.22).
Bien que l'existence et I'unicité d’une solution faible non explosive soient suffisantes, nous
obtenons l'existence et I'unicité d’une solution forte non explosive. Pour établir le schéma
du trapéze, nous supposons en effet que fg, et o sont respectivement de classe C* et C? sur
R : elles vérifient donc une condition de lipschitz locale sur R. En se référant au théoreme
5.2.5 et au corollaire 5.3.23 de [10], (1.1) admet alors une unique solution forte pour toute
condition initiale z € R.

On note pour tout ¢ = 1,p :

V6 >0, V;(0,0) = Eg, [Vi(Ys,Y0,0)] (1.15)
Vi (0,0) = Ey, [%fﬂ%)(f”"(@&(ﬁ”%))] (1.16)
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Pour tout ¢ = 1,p et tout j = 1, p, on redéfinit les fonctions M; ;, Q; ;, F; ; et N; introduites
lors du paragraphe précédent en remplacant 6y - f par fy, et f; par % foo ¢

- [ a5 oo (Y0) 7 fao (Vo) N (45, fo,) (o)
Mi,j(v) = Ey, _60 02((;%) , Ni(v) = Ey, 39zf90 (Yo) o2 (Yp)
i 0.2 ! Yv
Qij(v) = By, aezfoo (Yo) awfoo (Yo)%
_ [ o? (Yy)
P(6) = Bay | a0 (55) g oy () 232

Nous commencerons par énoncer un lemme technique qui permet d’établir la régularité de
ces fonctions (cf. lemme 1) et celle de (6,6) — V;(0,9) pour tout i = 1,p (cf. lemme 5). Le
controle de la régularité des V; est indispensable pour la caractérisation de 65 : en utilisant le

lemme 5, nous allons montrer que pour ¢ fixé et petit, il existe un unique 85 dans © tel que
pour tout 7 = 1,p, V; (05,0) = 0 (cf. lemme 6).

Lemme 4 Soient (6,z) — h(0,z) et (0,z) — g (0,z) deuzx fonctions définies sur U (©) X R,
a croissance polynomiale en x uniformément en 0 sur U (©) et telles que : g est continue sur
U (©) X R et, pour tout © € R, 8 — h(0,z) est continue sur U (©).

Sous (H 2.1), (H 2.2) et si pg, admet des moments de tous ordres, la fonction définie sur
U (©) x RT par (0,5) — m (0,5) = Ey, [h(0,Ys) g (0,Y5)] est continue sur U (©) x RT.

Si on suppose de plus que, pour tout x € R, 0 — h(0,x) est de classe C* sur U (0©),
que g est de classe C1? sur U (©) x R et que leurs dérivées partielles, ainsi que Ag,g, sont
a croissance polynomiale en x uniformément en 0 sur U (©), alors, (0,5) — m (0,0) est de
classe OV sur U (©) x Rt avec :

0

S (0.6) = By | b (0,%0) g (0.5i) + 1 (0.Y5) o0 0.5

m (97 6) = EGO [h (97 YVO) (Aeog) (97 YZS)]

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe B. Le lemme 1 est donc une conséquence
de ce résultat. Notons :
) (1.17)
,J

(Agy0?) (Yo)
s )m (1.18)

) (1.19)

Outre la régularité de (6,0) — V; (0, 9), le lemme qui suit permet d’établir deux développements
qui seront utilisés ultérieurement.

Lemme 5 Sous (H 2), pour touti = 1,p, (6,5) — V; (0,0) est de classe C*' sur U (©) x RT
et on a :

(Aﬂo %f@o) (YO)
0% (Yo)

My, = (an 802f0°( 0)

Py, = (Eeo 8Hlfao(YO) 8wfeo(Y0)

[ 5 A2 fa) (Y.
tNHo = (E90 -ﬁ 0o (Yb)( (i;).éﬂzy)bg 0)

52

Vi (00,0) = T

N; (0) + 0 (6?) (1.20)
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0 1
57 Vi (00,0) = =5 (Mi; (9) + M3 (0) + O (6%) (1.21)
De plus, 0 — V! (6,07) est de classe C sur U (©).
La démonstration de ce lemme est donnée en annexe C. Montrons alors que le cadre choisi
s’inscrit dans celui de estimation par minimum de contraste comme défini dans [3] (définition
3.2.7.).

Lemme 6 Sous (H 2), il existe 69 > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < &, U(6,0) =

b (Vie, 8))? admet un unique minimun 05 = ¢ (8) € o qui vérifie U (65,0) = 0 et
lims_,op(0) = 6y . U (6,0) est la fonction de contraste associée au processus de contraste
U (0).

Dans le cas linéaire, cette caractérisation de 05 correspond & celle du lemme 2. Il suffit en
effet de remarquer que pour une dérive linéaire en 6, on a :

V(0,0) =" (Vi (0.0),- .V, 0.0) = [1Xv] - [1xx]0

Démonstration :

1. Pour tout § € U (©), U, (0) est F,s-mesurable et U (6, ) est positive.

P
2. Montrons que, pour tout 6 € U (©), U, (0) oy (0,9). Les hypotheses (H 2.1),
(H 2.4) et (H 2.5) impliquent que Vg(y,z,e) € L? (ng). Sous (H 2), par application
du lemme 3, on obtient pour tout : = 1,p :

i LQ(P"O)
VO eU(©), V,(0) — Vi(0,9)
D’ou :
Ll(P9o)
VO €O, U, (0) ~— U b,0)

3. Il nous reste & montrer que pour § petit, U (-, J) admet un unique minimum 65 dans (2)
Soit, pour tout i = 1,p, V; la fonction définie sur U (©) x R par :
VOeU(©),siéd>0 V(0,00 = V;(0,0)
sid <0, V;(0,6) = V;(0,0)+6V/(6,07)
En utilisant le lemme 5, on montre que pour tout ¢ = 1,p, V; est de classe C!
sur U (©) x R. Notons V la fonction définie de U (©) x R dans RP par V (6,6) =

E(V1(6,0),-+-,Vp(0,6)) : V est de classe C! sur © x R avec V (60,0) =V (69,0) = 0,
6o étant unique (H 2.7). De plus, si on note DyVy la différentielle de § — V (6,0), on
a: DgVy(6y) = —Hy,. Or, d’apres (H 2.6), Hy, est inversible. Par application du
théoréme des fonctions implicites, il existe € > 0 et dg > 0 tels que pour tout d, || < do,

il existe un unique 05 dans la boule ouverte, B (6y,c) C (2), qui vérifie V (05,0) = 0 et
05 = ¢ (9). ¢ est de plus dérivable en 0. En particulier pour tout 6, 0 < d < Jp, il existe
un unique 65 € (2) tel que U (05,0) = 0 et 05 = ¢ () avec lims_,o ¢ (5) = bp.

U, (0) et U (0,0) vérifient donc bien les conditions de la définition 3.2.7. de [3].
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Etude de la convergence de 5

~

Théoréme 2 Sous (H 2), pour tout 6, 0 < & < &g, 0, — 05

Démonstration :

La démonstration repose sur la vérification des hypothéses du théoréme 3.2.8. de [3].

Sous (H 2), & 6 fixé, 0 < & < dg, § — V; (0,0) et § — Vi () sont de classe C? sur U (0); il en
est donc de méme pour U, (0) et U (6, 9).

Une condition suffisante pour obtenir le point 2 du théoreme 3.2.8. est qu’il existe une suite
de variables aléatoires (Z,) telle que :

1. pour tout n > 0, pour tout (6,3) € ©2 tels ||0 — B||, <7,
|Un (9) = Un (B)| < Znn.

2. Z, —> Z, Z étant une constante indépendante de 7.

Montrons que tel est le cas. Pour tout (6, ) tels que ||6 — ||, <7, on a:

p p p
U (0) = Ua (B < 2 |(Vi0)* = (Vi (8)*| <20) || Do D3 | G|
i i=1 j=1

avec :

o1&
Dﬁl’7=—Zsup

o .
—=V§ (Yo, Yik—1)5,0)
n 00

5 et Cf = ZSUpM (Yes, Yie—1)5,0) |

k 106

Or, sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), on a :

(y,z) — sup

0 ., i
V4 )] € 22 (@4,) et () > sup [V (.00 € 22 (05

Par application du lemme 3, on obtient :

Df{j ~—3%7 DI = Ey, [sup

0 .
aejv (Y57 Yba Q)H

- L2(P, : ;
C}_L Q)O) ct = Ego [zlélg ‘V(ZS (}/;57Y079)‘:|

ou C* et D™ sont des constantes indépendantes de 6. Pour Z, et Z définies par :

p p o ) Ll(PGO) p p o )
Zn=2> |[|D_Di|Ci| —"Z=2p) ||d DY]|C
i=1 [ \s=1 =1 | \U=1

et © étant supposé compact, les conditions du théoreme 3.2.8. sont donc bien satisfaites.
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Evaluation de I’écart 65 — 6,

Théoréme 3 Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et Ny, en (1.19) et pour 0,
0<d<dp, ona:

1
05 = 00 + Bay0” + 0 (3°) avec Bgy = =35 Hoy,' No,

Démonstration :

Sous (H 2), 4§ fixé, 0 < § < 8y, @ — V; (0, 0) est de classe C2 sur U (©). De plus V; (65,6) = 0.
Par application du théoréme des accroissements finis, il existe ¢; € ]0,1[ tel que 65, =
ti0o + (1 — t;) 05 vérifie :

p
b ‘ .
Vil05.0) = 0= Vi (00.6) + 3 55 () (7 - 4) (1.22)
J:

D’apres le lemme 6, lorsque 6 — 0, 65 — 6 et donc 65; — 0. En utilisant le lemme 5, on a
lorsque § — 0 :

0 0
@Vi (05,3,0) — %Vz (60,0) = —M; ; (0)
On peut donc écrire :
0
205 Vi (05,0) = —M;;(0)+o0(1)
D’apres (1.20), (1.22) s’écrit alors :
(52

0= 0o — (Hyy +0(1)) (65 — 6o) + 0 (6%)

12

L’hypothese (H 2.6) conduit alors au résultat annoncé.

Normalité asymptotique de §n

On note pour tout §, 0 < § < §p :

0, = (5% 009) (1.23)

i,J
s (05) T (05) + 2Rs (05) (1.24)

avec

Ty (65) = (Eaq [0V3 (Y5, Yo,05) V] (Y5, Y0,6)] )

2y)

et, si on note Vg (05) = Vg (-, 65)
R; (65) = (Eo [0V} (Y3, Y0,00) GL(%3)]) . G = U5 (V] (65))

Us étant définie dans le lemme 3.

~ §
Notons que dans le cas des modeles linéaires en 6, H go et — [tX X ] coincident.
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Théoréme 4 Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et Py, en (1.18), il existe 61, 0 < §; <
dg, tel que pour tout §, 0 < & < 01, on a lorsque n — 0o :

Vnd (§n - 95) P (Foy) Ny (0,V5 (60)), Vs(60) = Hj! <I,, + gPQOHgOl + o(6)>

Hy, étant l'information de Fisher asymptotique, §n est un estimateur asymptotiquement
efficace de 65 & un facteur (I, + O (4)) pres.

Démonstration:

Sous (H 2), pour ¢ fixé, 0 < § < g, on sait que 85 € © et que U, () est de classe C? sur
U (©). Notons pour tout 6 € © :

DU, (0) =2 (DY (0) Vo 0), DV, (6) = (55Vi )
2y

D?U, (0) (22(8922031/”( ) +2Z<%V,§ )(%%ﬁ(@))

Ry = /01 (DQUn (95 I ((?n - 95)) ~ D%, (95)) ds

L’application de la formule de Taylor avec reste intégral donne :
VndDU, (8,) = 0 = Vnd DU, (65) + (D*Us, (6) + Ru) Vnd (B — 05)

Pour Hgo définie en (1.23) et T'y (65) en (1.24), la normalité asymptotique de 6, résultera des
trois propriétés suivantes :

Vs DU, (65) ") N, (0, K (65)), K (65) = 4 'HE T (95) HE, (1.25)

D?U, (95) 2 'H) H) (1.26)
ou Hgo est inversible, et :

Py,

R, —5%0 (1.27)

1. Montrons (1.25). Il suffit de vérifier que :

D(Peo)

Vasvi (65) ") A (0,15 (85)) et DV, (05) T L)

tHgO

Sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), pour tout T € RP, 'T Vs(y,x,05) € L? (Q) ). Par
application, du lemme 3, on obtient :

“TNné Vi, (05) D@?) N (0TT; (85) T)
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Donc :

v 05) "8 N (0,75 (69))

La convergence en probabilité de 'DV,, (6;) = (L Yp_, %V}; (Yk(s,Y(k_l)(;,Q(;))ji est
obtenue en appliquant le lemme 3. En effet, sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), (y,z,0s5) —
%Vg (y,z,05) € L? (ng). On a alors :

0

2
"DVa (69) LQO) (893

Vi (05,6)) ="'Hj
YK

. Montrons (1.26). On déduit de ce qui précede que :

t s 9 ) 9 7 Lt (P90) trrd rré
(DV,, (65)) DV, (65) = Z 567V ageVn ) (0) ~"tHy Hy  (1.28)
J:k
D’autre part, (H 2.1) (H 2.4) et (H 2.5) impliquent que, pour tout (4, k),
(y,z) — 802—;)].12; (y,z,05) € L? (ng). Appliquant le lemme 3, on obtient :

82
00k 007

82
90k00i " "

4 L?(Py,)
En outre, V! (6s) — V;(6s) = 0. On a donc :

——V(6;) @fj) Ey, [ Vi (Y(;,Yo,a(;)] < 00

p 1
> (aekaw ) vio) "o (1.20)

=1

(1.26) est alors une conséquence de (1.28) et (1.29). De plus :

Lemme 7 Sous (H 2), pour Hy, définie en (H 2.6) et My, définie en (1.17), on a :
)
V8, 0 < 3§ < b, Hy = —Hp, — 5 Mo, + 0(0)
De plus, il existe 01, 0 < 01 < &y, tel que pour tout 6, 0 < 0 < 1, Hgo est inversible.

La démonstration de ce lemme est donnée en annexe D.

. Il nous reste & établir (1.27). Par application de la formule de Rolle, on a pour tout ¢
et tout 7 :

1 o2 —~ 92 P e .
- T A A E 275 _
/0 [89"93' Un <9‘5 T <9" 95)) 9077 " (9‘5)] | = k_lD" n 95‘
avec :
ik 83
Dlh]? frd _ _
o = S0P | dgraeion " (9)‘

Sous (H 2.1) (H 2.4) et (H 2.5), 40F est une variable positive, indépendante de 6 qui,
d’apres le lemme 3, converge en probabilité vers une constante finie. La convergence en
probabilité de 6,, vers 05 entraine celle de R,, vers 0.
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Ces résultats impliquent que pour tout §, 0 < ¢ < 1, d; étant défini au lemme 7 :

1

Vb (8, - 05) "8 N, 0.5 000 Vs 00) = (#3,) " s 00) (11,)
Or :

Lemme 8 Sous (H 2), pour tout §, 0 < § < &y, on a :
)
L5 (05) = Hoy + 5 P9, +0(9)
Ce lemme est démontré en annexe E. On obtient ainsi :
_ ) _
VilOo) = (~Ha) ™ |Hag+ 5P| (-

+ ([Ip + (Hg,) ™' Hgo] <H30>_1) [Hgo + gPeo] t ([Ip n (Heo)_lﬂgo] (H30>_1) L o(d)

Or, d’apres lemme 7, on a :

1 1
: J —1 70 —1
lim Hj, = —Ho, et |1+ (Ha)) ™ B, | = 5 Hy Mo, +0(1)

On obtient donc :

_ 0 _
Vs (60) = Hy! (I,, + 5 PogHy + 0 (5))

1.4.2 Adaptation de la méthode au schéma de Simpson

La méthode d’estimation des moments généralisés peut étre adaptée au schéma d’approximation
de Simpson associé a la décomposition (1.6). On définit pour tout ¢ = 1,p :

: 9 2
Va(0) = EZW; (Yars, Yars—1, Yo(k—1)5: 0)

k=1
i d z—x = § (folx) +4fo(y) + fo(2))
i - 9 3
Vé (z,y,:r,Q) = aezf@ (.’E) < 2(50‘2(117)
- - 2 -
Soit U, () = P, (Vg (0)) et 0, = infypco Uy, (f) Pestimateur des moments généralisés.

Moyennant quelques adaptations dans les hypothéses, on peut montrer que cet estimateur
converge vers g, & un biais en O (64), et qu'il est asymptotiquement normal et efficace & un
facteur (I, + O (9)) pres.

Hypothéses H 3 : Schéma de Simpson et G.M.M.

H 3.1 (H 2.1) est maintenue avec fa, et o respectivement de classe C® et C® sur R.
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H 3.2 -.3 -.4 -.6 -.7 On reprend a lidentique (H 2.2), (H 2.3), (H 2.4), (H 2.6) et (H
2.7).

H 3.5 On maintient (H 2.5.1) (H 2.5.2) et (H 2.5.3). (H 2.5.4) est remplacée par (H
3.5.4) : Pour tout | = 0,3, (Alaofgo)l et Agofgo sont 4 croissance polynomiale en x,
ainsi que celles de o jusqu’a lordre 6.

Pour tout i et tout j, M;; Q;; et P; ; sont définies comme dans le paragraphe précédent. On
remplace par contre N; par N; et Ny, par Ny, avec :

(o) Lt 1

90
) (1.30)

Ni(v) = Ey,

4
N, = (an [%fao (v il (1)

On définit de plus pour tout : = 1,p :

V6 >0, Vi (0,8) = By, [173(Y25,Y5,Y0,9)] (1.31)
Vi (0,0) = Ejp, [%h(m)(ﬁ’(} (i’g (_Y!;’(Y(’)ﬂ (1.32)

Théoréme 5 Sous (H 3), pour Hy, définie en (H 3.6), Py, en (1.18), J%O en (1.30) et V;
en (1.31)-(1.32), il existe §; > 0 tel que pour tout 6, 0 < 6 < 4 :

1. Il existe un unique 55 6(2) qui vérifie, pour tout i = 1,p, 171 (55,5) =0 et

4

~ ) o~
05 — 9() = _@HQOINQO +o ((54)

2. Lorsque n — oo, on a :

Py
0,, —> 05

Vnd (e”n - 55) D) N, (o, Vs (90)) , Vs (o) = Hj,! (Ip + 6Py, Hy ' + 0(5))

1.5 Etude expérimentale

Ce paragraphe est consacré a la mise en oeuvre des méthodes décrites précédemment et
ceci pour trois modeles de diffusion. Pour les deux premiers (Ornstein-Uhlenbeck, (O.U.) et
Cox-Ingersoll-Ross, (C.I.R.)) la dérive est linéaire dans le parameétre et affine en z. Pour le
troisieme (L.N.), la fonction de dérive fy(z) = 0z In(z) + %x n’est plus linéaire en z. D’autre
part, outre les méthodes du trapeze et de Simpson, il est possible d’utiliser le schéma de Bode
a cinqg points (cf. §1). Bien que nous n’ayons pas étudié estimateur des moments généralisés

39



associé, son comportement asymptotique empirique est notifié pour les trois modeles choi-
sis. Nous comparerons les résultats associés aux schémas anticipatifs a ceux obtenus par la
méthode des moindres carrés et le schéma d’Euler (cf. annexe F).

Nous indicerons par e, t, s et b, les quantités se rapportant respectivement au schéma d’Euler,
du trapeze, de Simpson et de Bode. On va illustrer expérimentalement quelques unes des
propriétés annoncées pour §n: convergence vers fs, écart entre é\n et Oy, biais théorique et
empirique, variance asymptotique. Pour cela, on simule la diffusion sur un intervalle [0, 7]
en utilisant un schéma d’Euler sur une grille fine de pas 0.005. Puis, on estime le parametre
par la méthode des moments généralisés pour les schémas ¢, s, b et par les moindres carrés
pour e, ceci pour un choix (§,n), nd = T avec T = 40 et § € {0.01,0.1}, T" = 400 et
0 € {0.1,1}, T = 4000 et 6 = 1. On repete 100 fois cette expérience afin de calculer la

moyenne et ’écart quadratique moyen empiriques notées respectivement m ( ) = Z:Oq 0;
et egm (A ) = % (9’ ) .
1.5.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck
On considere ’e.d.s. suivante :
dY; = —6yYdt +dWy, Yo == (1.33)

(1.33) admet une unique solution forte, & trajectoires continues :
t
Y; = exp (—6pt) (33 +/ exp (6ps) dWs)
0

Si 6y > 0, (Y2),5, est récurrente positive sur R, de loi invariante pg, = N (0, ﬁ) On
vérifie facilement (H 1), (H 3) et (H 4) (cf. annexe F). On montre de plus que : Aleofg0 (z) =
(—600) Lz et

_exp (—6ov) B 1
M) = Z2EOD by = gy = o
y o 02 ~ 04
N(v) = Y exp (=6ov), N(v) = gexp(—f%v)a N(v) = 5 €XP (—=6ov)

La variance asymptotique théorique de v/T' (9\" — 95) est encore notée Vj (6y). Pour le schéma

d’Euler (cf. annexe F), on a :

o — 1 Tt Yoo (Voo — Y1)
" w0 (Yes)®

9
6 — —é (exp (—000) — 1) = O — %05 +o(5)
Vi (60) = 260 (1 — 600 + (9))
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Pour le schéma du trapeze, on a :

g — 23 k=1 Y- (Yes — Yii—1)s)
" 63 k1 Yik-1)s (Yo + Y(k_l)(;)
2 (exp(—6pd) — 1 03
to 2 (SERITRO T ) g D02 2
b = J (1+exp(—006)> % 126 +0(07)
Vi (60) = 260 (1 + 0(5))

Pour le schéma de Simpson :

§ 22:1 Ya(k—1)s (Y2k6 - Y2(k:—1)§)
d ZZ:I }/2(]6—1)5 (}/2(]6—1)5 + 4}/2]“5—1 + }/2]“5)

s_ 3 exp (—206p) — 1 B _9_34 A
b = 5(exp(—2590)+4exp(—590)+1 = bo 180(S +o(d)

Vs (6o) = 260 (1 + 0(9))

7 - —

n

Pour le schéma de Bode :

] Dkt Yage-1)s (Yaks — Yae—1)s)
n - n
0 >oio Yag—1)s (14Ya(—1)5 + 64Y(ap_3)5 + 24Y 4k _0)5 + 64Y(4p,_1y5 + 14Yi5)
g — 45 exp (—46p0) — 1
07 5 \ 14+ 64exp (—00) + 24 exp (—26040) + 64 exp (—3000) + 14 exp (—460)
_ 205 6
= 90 - %5 +o ((5 )

On choisit : Yy =0, 8y = 1. On constate que les estimateurs associés aux schémas anticipatifs
améliorent le biais empirique et 1’écart quadratique moyen obtenus avec le schéma d’Euler
pour l'ensemble des partitions de T', (0, n), sauf lorsque n = 4000 et 6 = 0.01.

Lorsque § = 0.1 et n = 400, c’est la valeur relativement faible de T', T' = 40, qui détériore
le biais empirique. Dans les cas ou § = 1 (T = 400 ou T = 4000), le biais vient de la
différence entre 05 et 0y : pour les schémas d’Euler et du trapeze, on constate que 1’écart
entre l'estimation et 6y coincide avec 05 — 6y. L’influence de § et du type de schéma de
discrétisation apparait bien deés que T est suffisamment grand.

On remarque enfin que les résultats obtenus pour le schéma de Bode, dans le cas ou § = 1,
sont moins bons que ceux associés aux deux autres schémas anticipatifs.

1.5.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross

On considere ’e.d.s. suivante :
dY; = by — agYydt + /Y dWy, Yo =
0= (ba), o(z) =zet f='(f1,f2)avec fi(z) = —z et fo(z) = 1.

f est C% sur R et lipschitzienne, o est C* sur R et holderienne de rapport % L’e.d.s.
admet donc une solution forte unique, a trajectoires continues. Si by > % et a9 > 0, la
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Table 1.3:

réalisations.

5 o2 0! 03 o0
0.01 | 0.995017 | 0.999992 1 1
0.1 | 0.951626 | 0.999167 | 0.999999 1

1 | 0.632121 | 0.92434 | 0.995067 | 0.998659

T =40 | 0.1 | 400 [ 0.846248 | 0.884295 | 0.928478 | 0.919213
0.01 [ 4000 | 1.012309 | 1.017524 | 1.019922 | 1.012849
T =400 [ 1 [ 400 [0.638412 | 0.940662 | 1.007697 [ 1.063251
0.1 | 4000 | 0.956130 | 1.004378 | 1.004885 | 1.001454

| T=4000 | 1 [4000 | 0.634981 | 0.930612 | 1.004823 | 1.015734 |

Table 1.2: Modéele de O.U.

Table 1.1: Modele de O.U. : comparaison des valeurs 85 pour les quatre schémas.

: comparaison des moyennes empiriques pour 100 réalisations.

0 n | eqm (/9\,61) eqm (@2) eqm (/9\,31) eqm (é};)
T =40 0.1 | 400 0.03527 0.02707 0.01996 0.02
0.01 | 4000 | 0.01295 0.01336 0.01591 0.02165
T =400 1 400 0.1325 0.01223 0.03111 0.1359
0.1 | 4000 | 0.00613 0.00515 0.00552 0.0065
| T = 4000 | 1 | 4000 | 0.13339 | 0.005546 | 0.00276 | 0.0118 |
Modele de O.U. : comparaison des écarts quadratiques moyens pour 100
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diffusion est récurrente positive sur R’ , de loi invariante pg, = I' (2o, 2a0), admettant des
moments de tous ordres. On vérifie sans difficulté que, des que by > 2, (H 1), (H 3 ) et (H 4)
sont satisfaites et que :

bo exp (—agv) — 2bgy 2ag
M = — M =-1, M = M =
1,1(v) a0’ 1,2(v) , Ma(v) 2 — 1 , Maa(v) 2y — 1
3
_ __ % _
Ni(w) = 0, Nafv) = 52 exp (~aov)
bo exp (—agv) — 2bg agbo (by — exp (—agv))
1,1(v) p_ 1,2(v) = P21 (v) g1 2,2(v) @ —1) (b — 1)
Qij(v) = —aoP;(v)
Pour le schéma d’Euler, on a :
e 1 ag
aG = —3 (exp (—agd) — 1) = ap — ?5 + 0 (9)
bo boa()
e _ U — _Jo%0
b5 = a0a5 bo 5 d+o(9)
Pour le schéma du trapéze :
¢ dexp(—apd) —1 a}

2 2 ¢ bo 4 bOa%Q 2
ag = :ao—ﬁd +0(5)7 b(s:a_%:bO_—5 +0(5)

2 exp(—ap) +1

Pour le schéma de Simpson :

_ _ 5
0 = _§< exp (—2dag) — 1 ):ao—a—054+0(54)

d \lexp (—20ag) +4exp (—dag) +1 180
b = b—oa(g = by — M54 +o ((54)
g ao 180

Enfin, pour le schéma de Bode, on a :

S = 45 exp (—4agd) — 1
o = d \ 14 + 64 exp (—apd) + 24 exp (—2a¢d) + 64 exp (—3apd) + 14 exp (—4apd)

2“3 6 6

= ag — %6 +o ((5 )

b 2byal

b bo . 2boag
b = 4% =%~ 5

8%+ 0 (6%

Bien qu’il soit possible de calculer le développement & lordre 1 en § des différentes variances
asymptotiques, nous nous contenterons de donner leur terme principal commun :

. 2a9 1
Hy'=(2bo = 1) | 27 4 ]

ao

On choisit : Yy = 3, (ag,bp) = (1,3). L’amélioration apportée par le schéma du trapeéze par
rapport au schéma d’Euler est particulierement nette pour T' = 400 avec § = 1 et T' = 4000.
Lorsque T' = 40, I'imprécision des résultats obtenus s’expliquent par la faible valeur de T.
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Table 1.4: Modele de C.I.R.

as (ag =1) bs (bo = 3)

0 a§ afs as ag b§ bf; b5 bg
0.01 | 0.995 | 0.999 1 1 2.985 | 2.999 3 3
0.1 | 0.951 | 0.999 | 0.999 1 2.854 | 2.997 | 2.999 3

1 |0.632 | 0.924 | 0.995 | 0.998 | 1.896 | 2.772 | 2.985 | 2.995

: comparaison des valeurs (ag,bs) pour les quatre schémas.

an (ap =1) b (bo = 3)
) n | m(af) [ m(a) | m(as) | m(ad) | m@®E) | m (b)) m (%)
T=40 | 0.1 | 400 | 1.097 | 1.1659 | 1.171 | 1.177 | 3.235 | 3.429 3.464
0.01 | 4000 | 1.0759 | 1.102 | 1.099 | 1.101 | 3.208 | 3.279 3.274
T=400 [ 1 [ 400 [ 0.644 [ 0.957 [ 1.052 | 1.175 [ 1.932 | 2.867 3.521
0.1 [ 4000 | 0.967 | 1.016 | 1.016 | 1.007 | 2.903 | 3.050 3.024
| T=4000 ] 1 [4000 [ 0.633 | 0.926 | 1.006 | 1.011 | 1.897 | 2.776 | 3.015 | 3.030

Table 1.5: Modele de C.I.R.

Table 1.6: Modéle de C.I.R.

an (ag =1)
J n | eqm(al) | egm (a!) | eqm (a3) | eqgm (af)
T =40 0.1 | 400 0.0734 0.0938 0.1 0.128
0.01 | 4000 | 0.0869 0.0846 0.086 0.0884
T = 400 1 400 0.129 0.0147 0.045 0.29
0.1 | 4000 | 0.0065 0.0062 0.0082 0.0089
| T = 4000 | 1 | 4000 | 0.135 | 0.0064 | 0.003 | 0.0169 |

ag pour 100 réalisations.

Table 1.7: Modele de C.I.R. : comparaison des écarts quadratiques moyens pour le parametre

2 (bO = 3)
d n | eqm (bS) | eqm (b)) | eqm (b5) | eqm (b))
T =40 0.1 | 400 0.581 0.7 0.78 1.02
0.01 | 4000 | 0.1125 0.72 0.73 0.747
T = 400 1 400 1.16 0.134 0.412 2.65
0.1 | 4000 0.053 0.054 0.065 0.074
| T=4000 | 1 [4000 | 1219 [ 0.061 | 0032 | 0.145 |

bo pour 100 réalisations.
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L’influence de § sur la variance asymptotique est d’autant plus forte que la discrétisation
associée au schéma anticipatif est importante et que la valeur de T est faible. Ceci explique
en particulier que ’écart quadratique moyen et le biais empirique soient moins satisfaisants
pour le schéma de Simpson et le schéma de Bode que pour le schéma du trapeéze lorsque § = 1
et T = 400.

1.5.3 Cas d’une dérive non linéaire en z : diffusion Log-Normale

Soit 'e.d.s. :

1
dy; = (—90 In(Y;) Y: + 51@) dt + Y dWy, Yo =2
Cette équation admet une unique solution forte a trajectoires continues (cf. [14], p.125) :

Y; = exp <exp (—=6ot) In () + exp (—bot) /Ot exp (0ps) dWs>

On montre que ﬂgo (z,-) est une loi log-normale de paramétre (ln (x) exp (—6pt) , M) .

Si 0g > 0, la diffusion est récurrente positive de loi invariante pg, log-normale de pai"aaométres
(0, ﬁ) Dans ce cas, fy(z) = —6pIn(z)z + 32 ne vérifie pas l'intégralité de (H 2), (H
3) et (H 4) : en particulier, ’hypotheése de croissance polynomiale faite sur fp, n’est pas
satisfaite. Cependant, puisque la transition wéo est explicite, on peut prouver ’ensemble

des régularitt(és arec)luises pour l'obtention des résultats asymptotiques. On a ainsi, en notant
1—exp(—6fov
a(v) = ¢

M) = (gt -t ep ()

P(v) = <2170 + 40 (v)) exp (4a(v))
R(v) = afv)exp(afv))

Les estimateurs associés aux quatre schémas d’approximation vont converger respectivement
vers :

1 R(5) 1
% = Gy otz - B)i+o0

2 1) R(é) 03 62 0o
t _ Z 2y M\ Y% Y% _ Y0 ¢2 2
"= 5(1 4>M<0>+M<6) ‘9”( 2t 16)0 o)

3 1 5 3 9
s _ (5-3)R(20)-2R(5) _ 1/ 6 . 65603 1363 6o\ \
% = Moo me) Pttty ) o)
g _ _ (% —7)R(40) — 32R(30) — 12R (26) - 32R(9)
® 7 14M(0) + 64M (8) + 24M (5?) + 64M (3%) + 14M (%)
= 6o+ 3092040 (=7 + 2526) — 280005 + 1120007 — 1444865 + 40326 — 6467) 6° + 0 (6°)

On choisit : Yy = exp (%) et g = 1. Si, comme pour le modele de C.I.R. les schémas
anticipatifs n’améliorent pas sensiblement les résultats obtenus par le schéma d’Euler pour
des valeurs importantes de ¢ et faibles de T, le schéma du trapeze semble un bon choix en
situation de discrétisation assez générale.
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5 02 o 03 o
0.01 | 0.999979 | 1 1 1
0.1 | 0998 | 1.001 | 1 1

1 | 0867 | 1.0569 | 1.0268 | 0.990

Table 1.8: Diffusion Log-Normale : comparaison des valeurs 65 pour les quatre schémas.

T=40 | 0.1 | 400 1.100 1.107 1.117 1.215
0.01 | 4000 | 1.094 1.094 1.102 1.10
T = 400 1 400 | 0.863 1.068 0.682 0.734
0.1 | 4000 | 1.005 1.008 1.007 1.008
| T=4000 | 1 |4000| 0.872 | 1.067 | 1.104 | 1.136 |
Table 1.9: Diffusion Log-Normale : comparaison des moyennes empiriques pour 100
réalisations.
o n | eqm (é\ﬁ) eqm (5,’51) eqm (é\fl) eqm (52)
T=40 | 0.1 | 400 0.048 0.054 0.048 0.116
0.01 | 4000 | 0.0638 0.064 0.0735 0.0692
T =400 1 400 0.03 0.0765 4.85 28.55
0.1 | 4000 | 0.0043 0.0048 0.00635 0.0114
| T = 4000 | 1 | 4000 | 0.0173 | 0.011 | 0.08 | 2.678 |
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Annexes

A Démonstration de la propriété 2 : schéma d’approximation
de Simpson

Comme pour le schéma du trapeéze, cette démonstration repose sur les résultats (1.4)-(1.5)
d’interversion de ’ordre d’intégration des intégrales de Riemann et des intégrales stochastique.

e Posons:
t+d 5 426 5
Ay = f(Yy)dv — 3 [f (Y1) +2f (Yigs)] +/ f(Yy)dv — 3 [f (Yitas) +2f (Yigs)]
¢ 4o
= A} +A?
) t+0
A= g [ - s =3 [ M) - () do

Par application de la formule de Ito, on obtient:

1 t+0 t+6
Al = §/t [/t Af (Y, )du]dv—i— [t dW]dv

S T SN

(1.4) et (1.5) impliquent que :

436 t+4
A= g [ ers—wArydurg [ i - (or) () aw,

t

t+6 t+0
- 5] wenarmya- 3 [ w-0 @) maaw,

— /tm (t+g—u>Af( )du+/tt+(S (t+§—u> (of") (Yu) dw,

En procédant de méme que pour A}, on montre que :

t+26 t+26
a2 = 2 /t (V) — f (Yigs)] do — & /t f Yipas) — £ (Y)] d

3 +6 3 +0

5 5
= /t+2 (t—i-@—u)Af( )du+/t+2 <t+@—u) (of')(Yu)qu
t+6 3 Ay 3
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t+6 t+26
Ay :/t (t+g—u>Af(Yu)du+/ <t+53—5—u>Af(Yu)du

t+0

e [T (s ) ey mames [T (1450 (o) oy am,

+4

t+9 5 52 t+20 56 52
t+-—u)du=——, / (t+——u>du:—
¢ ( 3 > 6 4o 3 6

Donc, si on note :

t+0 t+20
B, = /t+ <t+g—u)Af(Yu)du+/t+ <t+53—5—u>Af(Yu)du

+0

B, = /t v (t + 5 - u) [Af (Ya) = A(Yers)) du

+ /tt+26 (t T % u) [Af (Yu) — Af (Yiys)] du

+0
= B} + B}

e (1.4) et (1.5) entrainent que :

B} = —/tt+5<t+g—u> [/utHAzf(Yv)dv]du
_ /:M (t—i-g—u) [ /:M [0 (Af)] (Yv)de] du
_ _/tt+5[/tU(Hg—u)du]A?f(y;,)dv
/:M [/t (t-l- g —u) du] [0 (Af)] (Y,) dW,

-2 en (o2 ey

1 t+0 925 ,
+ §/t (v—ﬂ(v—t—;) [U(Af)](Yv)de
De méme :
t+26 5
B} = %/M (t+25—v)<t+%_v>A2f(Yv)dv
1 1426 45 ,
+ i/m (t+26—v)<t+§—v> [0 (Af)] (V) dW,
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Or:

—/ (v—1t) v—t——5 dv:()et—/ (t+ 26 —v) t+—5—v dv =0

Donc si on note :

t+6
C;, = %/ (v—1t) <v—t—23—6)A2f(Yv)dv
t
1426
+ 1/ t+25—v)<t+£—v>A2f(Y)
2 Jits 3

t46
o = g [ o (v-= B 27 ) - 42 (Viss)) o

s
+ 1/t+2 (t+20 —v) (t+43—6—v) [AQf(Yv)—Azf(YtH)]dv

2 Jirs
= C} +Cf

e Par (1.4) et (1.5), on obtient :

cf = —%/tt+5(u—t)(u—t—2:))—6> Mt+5A3f(n)dv]du
- ! / sy <u-t—23—5) [ / o a2)] (m)de] du
- t+5[/t u—t) (u—t—z—‘s>du]A3f(Yv)dv

/t+6 [/t (u— 1) <u—t— g) du] [a (AQf)'] (Y,) dW,
[

v—t)° (t+0—0v) A3f (V) dv

t

+
D= D= DN =

(v —1)%(
t+4d ,
/t (0 —1)2(t+06—) [a (A2f) ] (Y,) dW,
De méme :

t+20
Cc? = / (v—1t—20)2(t+ 6 —v) A3f (Y,) dv

= S

t+20
/t (vt —20)° (145 — ) [0 (42f)'] (V) W,

+4

Or :
54 t+20 54

t+d
2 _ -
/t (0 — 1 (145 —v)do = T (0=t =20)% (¢4~ v)dv =T
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Donc, si on pose :

t+0
D, = E/t (0 — )2 (t+6 — v) ASF (Y,) dv
1 t+26
+ —/ (v—1t—28)2(t+6—v) A3 f (V) dv
6 Jivs
On a
1 t+0 )
Do = G -0 [4 (%) - A% (Vi) do
1 t+20
bog [0t 20 43 0) (43 (V) - A (V)] do
t+4d
= Dj+Dj

e D’apres (1.4) et (1.5) :
D! = —%/tt+6(u—t)2(t+6—u) M+6A4f(yv)dv] du
_ %/tw (=) (t+6 — ) [/UM [ (4%7)] (Yv)de] du
_ _%/ttM[/tv(u—t)z(t—l—é—u)du]A4f(Yv)dv

_ %/tm [/t (u — 1)? (t+5—u)du] 7 (4%5)] (v aw,

3
1 t+o 3 4(5 3 /
+ 51 ), (v—1) (’U—t—?> [U(A f)](Yv)de
De méme :
1 [ 3 26
D? = — (t+25 —v) (t+ = —v ) AYf (V) dv
24 Jy1s 3
12 3 26 5
+ ﬂ s (t+2(5—’1)) (t—i—?—v) [a(Af)](YU)dWU
avec :
t+4 t+26
/ (v—t)?’(v—t—ﬁ)dv = / (t+25—v)3<t+§—v>dv
t 3 t+6 3
_ W
15

Le développement s’arréte donc a la quatriéme itération. Si I'on rassemble I'ensemble des
résultats obtenus, on a :

t426 5
At-l-/ O'(Yv)de:’I]t-i-Wt
t

ot 7, et W, sont les variables définies dans la propriété 2.
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B Démonstration du lemme 4

La démonstration repose sur le résultat du probleme 3.15 de [10], p.306 :

Lemme 9 Soient fp, et o deux fonctions mesurables de (R,B(R)) dans (R,B(R)). On
suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que :

VzeR, |fo (@) +]o(@)] < K1+ [z])

Si (Y, W), (Q,F,P), {ft}tzo est une solution faible de (1.1) telle que, pour m > 1,
E [|YO|2m] < 00, alors pour tout T >0, on a :

2m 2m
Vi, 0<t<T, E [Jg?;‘tm' ] §0(1+E[|YO| ])exp(Ct)

ou C est une constante strictement positive qui ne dépend que de m, T et K.

Sous (H 2.1), (H 2.2) et si 'on suppose que la loi invariante ug, admet des moments de tous
ordres, le processus stationnaire associé a (1.1) satisfait les hypothéses de ce lemme. On a
donc pour tout m € N* et tout "> 0 :

Vi, 0< t < T, Ey, [Orgaiit |Ys|2m] <C (1 + By, [|Y0|2m]) exp (C1) (1.34)
_S_

1. La justification de la continuité de m sur U (©) x R" repose sur I'application conjointe
du théoréme de convergence dominée de Lebesgue et de (1.34).
Soit ((6p, dy)),, une suite de U (©) x R convergeant vers (6, ), également dans U (©) x
R*. Par continuité de h et de g sur U (O) x R et celle en ¢t du processus stationnaire
solution de (1.1), on a :

Py —p.s.
h (00, Y0) g (0, Y5,) <= h(6,Y0) g (8,Ys)

De plus, d’apres I’hypothese de croissance polynomiale, on sait qu’il existe M > 0 et
a > 0 telles que :

[0}

€ N, (600 (0 i, )| < M (14 15D)° (14 mae ¥,
n

Or, d’apres (1.34), M (1 + |Yo|)® (1 + max,en |5, [)* € L' (Qp,). Par application du
théoréeme de Lebesgue, on obtient, lorsque n — oo :

LI(P%)
m (0n,0,) — m(0,9)

2. On montre en utilisant les mémes arguments que, pour tout 6 > 0, # — m (0, ) admet
des dérivées partielles en tout point de U (©). Elles sont obtenues par dérivation sous
I’espérance et sont continues sur U (©) x R*.
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3. Montrons que pour tout § € U (©), § — m (6,0) est dérivable & droite en tout point de
R*. Pour tout h >0 :

m (97 o+ h) -m (97 6) = E90 [h (97 YO) [g (9, Y(H—h) -9 (97 YZS)]]

Par application de la formule de Ito, on a :

o+h o+h
9 (0, Ys10) — 9(0.Y;) = /5 (o4 (6,Y,) dW, + /5 (Ag,9) (8, Y,) du

otl, pour tout § > 0, [ 56+h (cg") (6,Yy) dW, est décorrélée de Yy. On obtient donc :

d+h
m0.5+1) —m(0.5) = [ " By 1016, Y0) (Aaqg) (0, Ya)] du

Or, d’aprés ce qui précede, on sait que (0, u) — Ey, [h (0,Y0) (Ag,9) (0,Y,)] est continue
sur U (©) x RT. Par conséquent :

lim & 6,6+ ) — m. (6, )] = Fi, [16,¥0) (Agy0) (6,

On procede de méme pour étudier la limite de % [m (0,0) —m (6,0 — h)] pour tout § > 0.
On montre ainsi que, pour tout # € U (©), 6 — m (,0) est dérivable sur R et est
dérivable a droite en 0 avec :

Vo, § >0, m'(0,8) = Ey,[h(0,Y0) (Ag,9) (0,Ys)]
m/ (97 0+) = E90 [h (97 Yb) (A()og) (97 YO)]
D’apres 1., on sait que (6,0) — m' (0,6) est continue sur U (©) x R/ et que, pour tout

6 € U (O) et toute suite ((0n,d,)), C U(O) x R telle que (0,,d,) — (0,0), on a :
lim,, 0o M’ (0, 5,) = m' (0,01). On a obtient le résultat annoncé.
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Démonstration du lemme 5

. Nous commencerons par montrer la continuité de V; sur U (0©) x R". Par application
du lemme 4, on sait que sous (H 2), pour tout ¢ = 1,p, (0,5) — V;(6,0) est continue
sur U (©) x R}. Pour obtenir la continuité de la fonction sur U (©) x R*, il nous faut
montrer que V; est également continue en tout point de la forme (0,0), 8 € U (©). En
utilisant la décomposition du trapeze (1.3), on a pour tout 6 € U (©) et tout 6 > 0 :

V0.0 = 5 |50 00
1[0 o (Yo) — Jo (X
- a2 (¥ (fe (003 (Y({)a( 0))]
1. [0 fo, (Y5) = fo (Y5)
+ §E90 % O(YO)( 0% (Yo) )]
o 9 (A, fn) (Yus)

du

1
_ _?/0 (1 — u) uEy, [wfa(Yo) o2 (Yp)

%an [%fe ¥0) (foo (3(/;)3 (—Y(;f)a (Yo)>]

3 | o ) (T LB CE)

Or, d’apres le lemme 4, les trois fonctions précédentes sont continues sur U () x R™.
Pour toute suite ((0,,0,)),, C U (©) x R convergeant vers (6,0), on obtient donc :

s Vi 0n.0) = By | o (30) (P2 LY B O v,

On en déduit que V; est continue sur U (©) x R'. De plus, en utilisant le développement
précédent, on a :

iy 0 43, f) (Yar)
Villo.0) = =3 0 (1 —u) uy, wfao(yo)% du
52 1
= —— [ (1—u)uN;(ud)du
2 Jo

2

Par continuité de v — N; (v), on a : V; (6g,8) = —%5N; (0) + o (6%). L'équation (1.20)
est donc démontrée.

. D’apres le lemme 4, pour tout 6 > 0, § — V;(0,0) admet des dérivées partielles sur
U (©), obtenues par dérivation sous l'espérance. On a, pour tout j = 1,p et tout
0ecU(O):

i‘/2(9,0) = Ey, [ 8? -fo (Yo) <f00 Qo) — Jo (YO)>]

067 2670 72 (Vo)
B, 0= fo (Yo) + 527 fo (Yo)
— By, [@f& (Yo) (80 = (Y(‘?‘; )
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B, 92 Y5 — Yo — & (fo (Yo) + fo (¥5))

Vo >0, 507 Vi(0,6) = Ep, er(%)( 502 (Yo) )
1 B 2= fo (Yo) + 507 fo (Y3)
b | oty B 2 oo )

On sait de plus que pour tout j = 1,p, (0,§) — B‘ZJ Vi (0,0) est contlnue sur U (©) x Rf.
Pour prolonger ce résultat sur U (©) x R*, il nous faut montrer que {m V; est continue
en tout point de la forme (0,0), 6 € U (©). En utilisant le schéma du trapeze (1.3), on
obtient :

V6§ >0, 32 Vi(0,0) = _g 01(1_U)UE00 [a%;fa(i’o)w "
+ %Ee" :696J'29ifo(yb)(f00 (Yls)( Of)( )>]du
+ %E‘% :aeajeif“’%) (f%( 2)( f)( )>]du

D’apres le lemme 4, les fonctions qui interviennent dans le développement précédent
sont continues sur U (©) x R*. Si ((6,,6,)),, C U (0©) x R} est une suite qui converge
vers (6,0), on a donc :

P B 92 foo (Yo) — fo (Yo)
A, g7 Vi (Ons0n) = B [aeﬁeifa(y")( o? (Yo) )]du
) P 0= fy (Yo) + 2= fo (Vs)
- 5 [ﬁf@(YO)(ﬁh9 : SQ(Y(?; 0 5)
0

On a montré que, pour tout § > 0, 6 — V; (0,9) admet p dérivées partielles continues
sur U (©) x RT.

On montrerait de maniére similaire que sous (H 2), pour tout 6 > 0 et tout couple (%, j),
0 — a’zj Vi (6,6) admet p dérivées partielles en tout point de U (©) et que ces dérivées
partielles sont continues sur U (©) x R™.

Pour établir (1.21), il suffit de reprendre le développement précedemment établi pour
6—0;V (0,9) lorsque § > 0. On a ainsi pour 6 = 6 :
Vé > 0, 6V(9 d) o (1—u)uk,

= —— —u)u
907 0 2 o 0o

0? (Agofeo) (Yu)
9J91f00 ( ) o2 (YO)

f (V) 2= foo (Yo) + 255 foo (Y5)
i’ % o2 (Yo)

1
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. : Ag fog ) (Ysu) : A fog ) (Yo)
Or, limg_,g fﬂl (1 —u)ukEy, agT'szGO (Yo) %] du = %Eé’o %feo (Yo) % :
Donc :
0 1 9
V8> 0, Vi (00,8) = —5 (Mi (6) + My (0)) + O (5%)

. D’apreés le lemme 4, on sait que, pour tout 8 € U (©), 6 — V; (6,6) est dérivable sur R,
avec :

Vo >0, Vi (0,0) = —%E [802 0 (¥o) (Yé ?Y?)]
1 0 f@o Y5
+ 5B [802 ]
1

L5, [6(22 ) (Y, )(Aaofzv ()Y5 ]

V! étant de plus continue sur U (©) x R;.

Montrons que, pour tout § € U (©), 6 — V;(0,0) est également dérivable a droite
en 0. Utilisant (1.3) et la formule de Ito, on obtient :

J

1 2
(Vi (60,0) - Vi (0,0)) = -3 /0 (1 = u) uBy, (43,Jo0) (Yus)

o6’ o? (Yp)

1 [ d Agy (fo, — fo) (Ya)
%/0 Ey, [%f& (Yo) o2 (Yo) ] du

Par le lemme 4, les fonctions précédentes sont continues sur R*T. On obtient donc :

0 Ag, (foo — fa) (Yo)
a0 0 00 T ) ]

fe (Yo) du

ST

1 1
liy £ (V:(0.6) = V: 0.0)) = 35, |

On en déduit que V; (6,07) existe et est égale & 1 Ey, [%fg (Yo) ng(—W] :

Par la décomposition du trapéze, on a pour tout (6,9) € U (©) x R} :

V0.5 = =, [%fe(Y(J)(f”"(le(Yf‘;’”( )
1 (A fo) 09)] _ 1, [ 9 m
— 5E 892f o (Yo )W_ 5 —Eo [aezf (Yo) (Yo)]

[
L, |2 (Ag, fo) (Y5)]
_ §E90 ﬁfﬂ (Yo) W

5 0 (A1) Vus)
- 5/0 (1 — u) uEp, 891f o ( O)GO_QT
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D’apres le lemme 4, les fonctions qui interviennent dans ce développement sont continues
sur U (©) x R™. Donc, Si ((6n,dn)),, C U (©) x R} est une suite qui converge vers (6,0),
on obtient que :

0 Ay, f 0 Ag, f
= V/(6,07)

De 1. 2. et 3., il résulte que V; est de classe C%! sur U (©) x R*.

4. D’apres le lemme 4 et Phypothese (H 2.5.2), @ — V/ (0,07) est de classe C! sur U (©).
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D Démonstration du lemme 7

Utilisant le lemme 5, on sait que, pour tout § > 0 fixé et tout couple (i,5) € {1,--- ,p}%,
0 — 8‘3] V; (0,6) est de classe C! sur U (©). Par application de la formule de Taylor-Young,
ona:

9, (05,6) = 2

a k k
s a7V (60,0 +Zaekaw 90,6)(05—90>+&7(95—90)||05—90||2(1.35)

avec limy_,oe (h) = 0.
D’apres (1.21), on a :

%Vi (60, 8) = —% (Myj (8) + M;; (0) + O (82)

Or, d’apres le lemme 1, on peut faire un développement limité de M; ; au voisinage de 0 :

0 )
207 Vi (60,0) = —M;; (0) — 5M;J (0F) +0(9) (1.36)
Par le lemme 5, on sait que § — 0k aw Vi (89,9) est continue sur R*. On en déduit que :
82 0?

On sait enfin que 5 — 6 = O (6?). D’apreés (1.35), (1.36) et (1.37), on a :

17 8 R SR
%l_rf(l)d aoJV(95,5)+Mi,j(0) ——§Mi,j (07)

Donc :

0

0
Hg = _Hﬁo - §M90 + 0(5)
D’apres (H 2.6), Hy, est inversible. Or, le développement précédent montre en particulier que

o — Hgo est continue en 0. On en déduit donc qu’il existe 01, 0 < 91 < dg, tel que pour tout
8,0 <6 <6, Hy est inversible.
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E Démonstration du lemme 8 : développement de ['s (6;)

Pour tout 0 < § < &y et pour tout couple (i,7) € {1,--- ,p}, [['s 95)] est définie par :
(D5 (65))] = [T5 (95)}] + 2[Rs (65)]]

avec :

[Ty (85))] = En, [0V3 (Y5, Yo, 05) V3 (¥, Yo, 65)]
et, si on note Vg (05) = Vg (v, -, 05)

(Rs 05)] = Ea [0V} (Y5, Y0,05) G} (¥5)]
¢ = Us (Vi)

Us étant définie dans le lemme 3.

Nous commencerons par montrer que Tj (05) = Hp, + %Pgo +0(d). Par application du lemme
4, on montre que 6 — Tj(0) est de classe C3 sur U (0©), ses dérivées étant obtenues par
dérivation sous le signe somme. Par application de la formule de Taylor-Young, on obtient:

T3 (09 = (75 (0 ]J+Z ( gt T8 0011 ) (0% = ) + .65 — 00) 1 - oul,

ou € (h) — 0 lorsque h — 0. Si on montre que :
1. Ty (6p) = Hg, + 5P, + 0(6).
2. Pour k=1,p:

o 02 a7 Joo (Yo)
82 6z‘f00 (}/b)

et, compte tenu du fait que 85 — 6y = O (52), nous aurons le développement annoncé. La
démonstration de 2. reposant sur le méme type d’argument que 1., nous nous contenterons
de montrer 1. D’aprés la décomposition (1.3), on a :

[T5 (60)] = 5700 -<392f"°( )) (893f9°( )> (%)2

+ %Ego (aelfeo(YO)) (393f90( )> (0278/0))2
+ 5P -(aezfao (YO)> (éwf o )> "ZO(@)

Etudions chacun des termes intervenant dans la somme précédente.
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e Montrons que :

~ 2
%Eﬂo [(angﬂo( )) (agjfﬂo( )) (%) :l = M;, (0)+ gPl (0+)+0(5)

Eo [(aezfao( )) <awf”°( )> (02@0))1
- /Oﬁpz',j(v)d’u+2/05<g—U>Qi,j(U)dU
LN\ 2
i 53/01 (%—v>2E(;O (%f@o%fbo) (%)% dv

- 5 /01 (1 —v)vEy, [(difeod(zjf ) (Yo) ( (Azzf(B;())))( vé)] i

ot ot 0 0 <O‘ fGO (A60f00) ) ( v&)

- 5 0 'UEOO [(aeifeoagjf00> (YO) ot (YO) dv
(54 E 0 0 fO(ABOfOO) ( vﬁ)

+ 5 i (30 — 20%) Ey, [(ﬁf@@ﬁ%) (Yo) ( d o7 (Vo) ) } dv
§° 1 2 9 0 0 <0(A00f00),>2(yv6)

t 7 ; (1 —v)"v"Ey, (@f&owﬁ%)( 0) T (Y0) dv

Le lemme 1 implique que 'on peut faire un développement de t — fot P; j(v)dv au
voisinage de 0. On obtient ainsi :

§ 2
| Pt = 6700+ S0%) +o ()
0

52
= 0M;;(0) + EPZ’J(O*) +0 (6%

Par les mémes arguments, on a aussi :

/05 <g _v) Qij()dv = o(0%)

De plus, les fonctions qui interviennent dans les autres intégrales sont continues sur R
et donc bornées sur [0,0p]. On en déduit que le reste du développement de Ty (6y) est
en o (6?). On obtient donc le résultat annoncé.
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e Par deux applications successives de 'inégalité de Schwarz, on montre que :

70 2
(891"]"00 (Y0)> (89J f@o ( )) (0_2 (YO)>
6 i g |A§0f90 (Yt)‘ 1
ooer (| (B2

1

Ey,

ot 0 = (B, (e () /r* ()] )

e Enfin, on montre aisément grace a I'inégalité de Schwarz et aux résultats précédents
que le double produit restant est un o (63).

On a donc le développement attendu pour [T (90)]g .

Pour obtenir le résultat annoncé, il nous reste & montrer que : R (65) = o (9).
Notons v} (85) (z) = Ej, [Vg (Ys5,Y0,05) | Yo = a:] D’aprés la propriété 1, on a :

[feo (Yo) — fo; (Vo) . foo (Y5) — fo, (Ys)
o2 (Yo) o% (Yp)
70 Wo
do? (Yp) T (Yo)

Vi (¥, Yo.05) = 8wfag( 0)

+ aejft%( )

Notons Dy fg, le gradien de f par rapport a 6 calculé en 6y. Compte tenu de I’écart entre 6;
et Oy, on obtient par application de la formule de Taylor-Young :

. By, - Dofa, (Yo) . B, - Dofs, (Vo
Vi (5, Yo,0s) = g0 (i) [P Doloe 00 o S0 ()
0 W
+ aeaf"é( )\ 5oz ) T 502 (7o)
D’ou :
‘ By, - Dy fo, By, - 7§, (Dgfo,) (z)
7O (0) = o (a) | P e 2y ST I o )
- = 0 f ( )fol (1 _u)u 71-90 (Agofeo) (x) du
9077 202 (z)
1l existe donc une constante K finie telle que : va (05)H < K62
L2 (pg, )

De plus, par définition de 65, on a : pg, (vg (95)) = 0. D’apres la propriété de mélange (1.8),
on obtient :

52

| ) < KT om0

< 3t (i)
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On a donc :
les]

De plus, d’aprés la premiere partie de la démonstration, on sait que :

o) SO (1.38)

Ve l[v; (95)||L2(#90) = Eyp, [5123 (Y57YO796)2]% = \/Mw (0) +0(9) (1.39)

Or: [Ra]{ < \/Sx/SHV(’; (95)HL2(“90) HG;HLQ(M ) Utilisant (1.38) et (1.39), on déduit que
0

[Rg]g <0 (5 %) et donc le résultat annoncé.
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F Schéma d’approximation d’Euler

Présentons brievement les résultats sur ’estimation déduite du schéma d’Euler. Ces résultats
étendent ceux de [5]. Rappelons tout d’abord la propriété d’approximation du schéma d’Euler
pour Y = (Y}),5, solution de (1.1)

Propriété 3
Si f est de classe C? sur R et o est continue sur R. Alors :

VE>0, Vs =Y +6f (V2) +m + Wy (1.40)
avec:

t+0

e = / (t+6 —v) Af (Y) do
t

~ t+5 ,

W, = / o (V) [1+(t+5—v)f (Y;,)] aw,
t

! 2 ~
Si de plus, E (fot [f 0] (Yv)dv> < 40 et B (fot o? (Yv)dv> < 00, alors (Wt>t>0 est une

suite de variables de carré intégrable telles que E (Wt | .7-}) P2 0

L’estimateur des moindres carrés associés au schéma d’approximation d’Euler est donné
par :

2
j " Yis — Yie_1ys — 0fo (Yo
O = inf K, (0), K, (0)= lz ko = Yr-1)5 — 0fo (Yie—1)s)
e e 00 (Yir-1)s)

2
On note : K; (0) = Ey, [(%) ] . Les conditions d’obtention des propriétés asymp-
totiques de én sont les suivantes :
Hypotheéses H 4 : Schéma d’Euler et Moindres Carrés
H 4.1 (H 2.1) est maintenue avec fq, et o de classe C? sur R.

H 4.2 -.3 -.4-.6 -.7 On reprend a lidentique les hypothéses (H 2.2), (H 2.3), (H 2.4), (H
2.6) et (H 2.7).

H 4.5 (H 2.5) est remplacée par les hypothéses suivantes :

1. Pour tout z, 0 — fo(x) est de classe C° sur © et cette fonction, ainsi que ses
dérivées partielles successives jusqu’a 'ordre 8 sont a croissance polynomiale en x
uniformément en 0 sur ©.

2. foor Abofoy, o' et 0" sont a croissance polynomiale en .

Sous (H 4), K5 sont de classe C3 sur O, ses dérivées partielles étant obtenues par dérivation
sous Ejp,. On note K le gardient de K et K sa différentielle & ’ordre 2 :

'Ky (0) = (—2Eeo [ife (¥0) (Y" = Yo 0Js (Y"))Di (1.41)

692 (50’2 (Yo)
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On définit de plus :

"Ny, = (an [%f&o (Yo) ’Llfjfa(—"lg‘))bi (1.42)

Théoréme 6 Sous (H /), pour Hy, définie en (H 4.6) et Ny, en (1.42), il existe 51 > 0 tel
que pour tout §, 0 < 6 < 07

1. I existe un unique 55 € (3) qui vérifie K; (é5> =0 et

y 5 i S

05 — 0y = §H00 Ngo +0(5), K (95) = Heo + 0(5)
2. Lorsque n — +00, on a :

v

v Py
0, —> 0;

m(én—é[s) D(ﬁ?)Np (0,175(90)), Vi) = Hy'[I,+o0(1)]

Ce théoréme étend les résultats obtenus par Florens-Zmirou [5] : pour § petit, on prouve en
effet 'existence et 'unicité de 6s5. Pour le montrer, on procede comme au § 4.1. Pour tout

i =1,p, on définit K; sur U (©) x R par :

VO eU(©), sid >0, K;(0,0) = K.(0)

Ki(0,0) = —2Ey, [% fo (Vo) (feo (123 (—K;f)a (YO))]
5i0<0, Ki(0,0) = Ki(0,0) 0By, [%f& o) %gi—‘;g‘))]

On montre alors que K =! (El, - ,Kp> est de classe C! sur U () x R. Il suffit alors
d’appliquer le théoreme des fonctions implicites avec les hypotheéses (H 4.6) et (H 4.7).
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Chapter 2

Schéma d’approximation adapté a
’ordre p et estimation du
parametre de dérive d’une diffusion.

2.1 Introduction

Considérons 'équation différentielle stochastique suivante :

ot f et o sont connues et 3 valeurs dans R et §y est un parametre inconnu de R%.
L’estimation du parametre de dérive & partir d’une observation discréte a pas § > 0 fixé
du processus solution (Y%),., peut étre abordée sous des angles aussi divers que les fonc-
tions d’estimations ([1], [9], [13], [8]), la construction de contrastes basés sur des schémas
d’approximation de la diffusion ([4], [14]), la maximisation de la log-vraisemblance ([10])
ou encore d’une discrétisation de celle-ci ([5], [15]). Bien que l'estimateur du maximum de
vraisemblance posséde en théorie de bonnes propriétés asymptotiques (consistance et efficacité
asymptotique & la vitesse v/nd, lorsque n — oo, voir [3]), les densités de transition ne sont
en général pas explicites et cette méthode d’estimation ne peut alors étre mise en pratique.
Signalons cependant une procédure numérique d’obtention de ces transitions, mise en oeuvre
par Pedersen et I’étude théorique des estimateurs associés ([11], [12]).

Une solution consiste & approximer les densités de transition par des densités gausiennes
d’espérance Ey [Ys | Y(k_l)(;] et de variance Varg [Yis | 1/(k_1)5], ce qui ne fait que déplacer
le probleme dans la mesure ou ces quantités ne sont pas explicites. Cependant, pour une
régularité & l'ordre 2p (dans un sens que 1'on précisera) de f et o, on peut écrire un schéma
de discrétisation adapté & lordre p pour h(Y;) dés que h est 2(p + 1) fois contintiment
différentiable. En utilisant ce résultat avec h(x) = z et h(x) = 22, on approche, sous certaines
conditions, les moyenne et variance conditionnelles & un o (07) pres.

Cette méthodologie est celle adoptée par M. Kessler dans [7] pour un pas d’observation dy,
non constant. Par minimisation du contraste gaussien, il obtient une estimation consistante et
asymptotiquement efficace de §y (mais aussi du parametre de diffusion oy), lorsque nd, — oo
et ndh — 0. Dans notre démarche, le pas d’observation § > 0 est proche de 0, mais fixé. La
diffusion étant étudiée sur [0,77], on dispose ainsi d’un vecteur d’observations (Yis);_ ,, avec
nd =1T.
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Le paragraphe 2 sera consacré & la présentation du schéma de discrétisation & 1’ordre
p de h(Y;). Dans une troisitme partie, nous déduirons une approximation & l'ordre p de
I’espérance conditionnelle sur laquelle nous nous baserons pour la construction du contraste.
Pour simplifier, ’approximation requise pour la variance conditionnelle est d’ordre 1. Nous
montrerons alors que 'estimateur du minimum de contraste associé est asymptotiquement
efficace pour 6,5 & un facteur I + O (0), 6,5 approchant 6y avec un biais explicite en ¢”.
Dans le paragraphe 4, une étude expérimentale par simulation nous permettra de vérifier ces
résultats pour deux modeles de diffusion particuliers : les modéles de Ornstein-Uhlenbeck et
de Cox-Ingersoll-Ross.

2.2 Schéma d’approximation a I’ordre p pour une fonctionnelle
de la solution

Soit le.d.s.
dYy = f (Vi) dt + o (V) dW, (2.2)

Notons A = f2 4152 62 le générateur associé a Ie.d.s. (2.2) et Al le M€ jtéré de A. Soient
Meloc Pespace des martmgales locales continues et (F¢);5, la filtration naturelle associée a
(2.2) [6]. De plus, I = r,pselitl € {r,---,p} et C™ est l'ensemble des fonctions m fois
contintiment différentiables.

Propriété 1
Soient h une fonction de R dans R et p un entier naturel non nul. Supposons que :

1. he C2rt) | f et o € C%.

2. Vi =1,p, ( st [(Alh)'a] (yv)de) € Moo
Alors : =20

P g
)
Vt >0, h(Yigs)=h(Y;)+ g l—'Alh (V) +nf +&F

=1
avec :

t+0 —\P
W= / MA”Hh(YU)dv
t

p!
t+6
- -

’ 2
3. Si de plus VI = 0,p, E (fg [(Alh) a] (Yy) dv) < o0, (ff)tzo sont des variables de

p

Z t—|—6 (.Alh)/(Yv)

=0

dw,

3

£

carré intégrable telles que E [ | F]™= 0

Démonstration :

Soient ( fOt Jvde) un élément de M€ et f une fonction continue sur R. On montre par
>0

application de la formule de Ito que :

/t M( Ut+5f(u)du> JydW, = /t v ( /t ' Jvde> Fu)du
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On peut ainsi intervertir 'ordre d’intégration entre l'intégrale de Riemann et l'intégrale
stochastique.
Par application de la formule de Ito, on a :

t+46 t+46
hVu) =h )+ [ AR o+ [ ] (v aw,

e Montrons la propriété pour p =1 :
On pose :

t+9
R = AR (Yy) dv — 5Ah (Yy)
t

_ /tt+6</th2h(Yu)du>dv+/tt+6</tv[(.Ah) ]( )dW)d

Par interversion de l'ordre d’intégration, on obtient :

t+6 t+9 )
R, = /t (t+0 —u)A%h (Y, )du+/t (t+0 — u) [(Ah) o] (Ya) dW,,
D'ou :

t+d
h(¥isa) =B (V) = SAR)+Ri+ [ o] (V)
t
= 0AR(Y) i + &
o1 n} et &} sont donnés dans I’énoncé.

e Supposons que la propriété soit vraie au rang p — 1 et que les hypotheses sont vérifiées
au rang p, on a donc :

p—1 st
h (Yigs) — Zl,Al (V) +nf '+ &

avec

46 _
n:f_l _ / (t + 1) ’U) Aph, ( )
t

(p—1)!
t+0
N

p—1
Notons : R; = 'r)f_l — ‘;—I;Aph (Yy). On a:

Z t+<5 (.Alh),(Yv)

=0

d WU

5 —p)P!
tJr;—v)! (APh (Y,) — APh (Yy)) dv

/t+ (
ot [
_ /t W(/t AP h(Yu)du>dv
/t m%( /t ’ [(A7h) o] (Yu)qu> dv
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Par interversion de I'ordre d’intégration, on obtient :

t+0 t 5 — t+0 t §—u)P ,

Ry =/ M/@Hh( )du+/ M [(Aph) a] (Yu)qu
t b t b
Or:
Yigo =Yi=3  rAh(Y) + Ry + &
=1
De ce qui précede, on déduit que :
Yops = Ye=) , r AR (V) + ] + €
=1
ott 7 et & ont la méme expression que celle donnée dans 1énoncé. .
On a en particulier pour h(z) =z :

p—1 5l+1

VE20, Vi -Yi=) o
l

=0

avec :

p.
t+0
& = /t o (¥,)

Dans le paragraphe qui suit, nous utilisons ce schéma discret et adapté afin d’obtenir un
développement en § a l'ordre p de E[Y; 5| Yy

t+0 _
ﬁf — /t MApf( )
4

Y /

=1

dw,

2.3 Résultats asymptotiques

Dans toute la suite, la fonction de dérive dépend d’un parametre 6y et on note f (6,.) = fo (.).
w) d

La dérivée de la fonction d’échelle associée a (2.1) est s (z,6) = exp [ 2 [* f‘g(u)

] . Soient

© un sous-ensemble compact de RP tel que 6y €O et U (©) un ouvert de R qui contient ©.
SiM = (M; J) est une matrice de dimensions d X d, ¢ représente I'indice des lignes et j celui
des colonnes.

Par convention, U et V étant deux ouverts respectivement de RP et de R, on dira que (0, z) —
g (8, z) est de classe C™* sur U x V si :

1. g est continue sur U x V.

2. Pour tout z € V, § — ¢ (0,x) admet des dérivées partielles jusqu’a 'ordre m en tout
point de U et ses dérivées partielles étant continues sur U x V. Pour tout i = 1,p,
29 (0, z) représente la M€ dérivée partielle de g (., ) au point 6.
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3. Pour tout & € U, z — g (0,z) est dérivable jusqu'a lordre k sur V et ses dérivées
successives sont continues sur U x V. On note alors ¢’ (0,z), ¢" (0, ) et g (6, z), les
dérivées a l'ordre 1, 2 et [ de ¢ (0,.) au point z.

Par extension, on dira que (#,z) — g (6, z) est de classe C™! sur U x Rt si :
- Les conditions 1 et 2 de la définition précédente sont satisfaites sur U x R*.

- Pour tout 0 € U, z — g (0, x) est dérivable sur R/ et dérivable & droite en 0 : ¢’ (6,0)
représente alors sa dérivée & droite en 0. La fonction (0,z) — ¢'(0,z) est de plus
continue sur U x R™.

On considere le jeu d’hypotheses général noté H :

H 1 fy, et o sont de classe C?P sur R et Vz € R, 0% (z) > 0.
De plus, il existe K > 0 telle que : Yz € R, |fg, ()| + |o (z)| < K (1 + |z|).
Sous cette hypothése, pour tout condition initiale z € R, (2.1) admet une unique solu-
tion forte (Y;),~q-

oo 0 00
/0 s(z,00)dr = / s(z,00)dr = oo et / [ (z,60) 02(:10)]_1 dx = C (6p) < o

—o0 —0o0
Sous (H 1) et (H 2), (Y;),~ est alors récurrente positive sur R de loi invariante :

o (dy) = [C (60) s (y,00) 0> (v)] "' dy

2
H 3 On note : ¢p, () = Jo @)

On suppose que :

fo (@) o(z)fo, () 2
o2 (x) + 902 - J(afs) + = )8 (73)

— 0

min {xll)ﬂr_loo cp, () ,me o, (x)} =cp, >0

H 4 La loi invariante jp, admet des moments de tous ordres et vérifie :

v>o/|x|pd (z) <
b=V, 04($) Moo\ T oo

H5 — Pourtoutl =0,p—1 et tout z € R, 0 — Alofg (z) est de classe C? sur © et a
croissance polynomiale en x uniformément en 0, ainsi que ses dérivées partielles
en 0 jusqu’a ordre 3.

— Pour toutl =0,p—1, (Aloofgo)l et Agofgo sont a croissance polynomiale en x.
H 6 Hy, = (Ey, [%—fgo (Yo) %fgo (Yo) /o? (YO)])i,j est inversible.

HT7 S5 fo= fo, 1o, -p-s- alors 6 = 6.

70



On note P4, la loi du processus solution de (2.1) et de condition initiale z, Héo (z,dy) =
P, g, (Y; € dy) la probabilité de transition du processus issu de z et Pgo = g, ® HZO la loi
de (Yp,Y?) lorsque le processus est stationnaire. Py, est alors la loi du processus stationnaire
solution de (2.1) et Ey, Pespérance sous Py, .

L’ensemble des développements ultérieurs s’appuient sur le résultat d’ergodicité et normalité
asymptotique qui suit et qui est directement dérivé du théoreme 1 et du lemme 2 de Florenz-
Zmirou [4]. (voir aussi lemme 3.2 de [1]).

Lemme 1 Sous (H 1),(H 2) et (H 3), si g : R> — R vérifie Pﬁéo (9%) < oo, alors :
1 o L?(Pyg,)
EEQ(Yk&Y(k—l)é) —=0" Py (9)
k=1

Si de plus, Pgo (9)=0, on a :

%Zg (Yiss Yik—1)s) (—ng) N (0 Py, (G))
=1

ot G(y,x) =g*(y,2) +29 (y,2) Us (9) () et Us(g) (y) = 478 (9) (v).
La démonstation de ce résultat est basée sur la propriété suivante :

Propriété 2 Sous (H 2) et (H 3), il existe X\ > 0 telle que, pour toute fonction g vérifiant
1o, (9) = 0 et g, (92) < 400, on a :

178y D 2,y < 191122 g, 50 (—30)

Dans la suite, nous utiliserons également le résultat de régularité suivant (lemme 4 de [14]) :

Lemme 2 Soient (0,x) — h(0,z) et (0,2) — g (0,z) deuz fonctions définies sur U (0) x R,
a croissance polynomiale en x uniformément en 6 sur U (©) et telles que : g est continue sur
U (©) x R et, pour tout © € R, 0 — h(0,z) est continue sur U (O).

Sous (H 1), (H 2) et si pg, admet des moments de tous ordres, la fonction définie sur U (©) x
R par (6,8) — m (0,0) = Ey, [h(0,Y0) g (0,Ys)] est continue sur U (©) x R™.

Si on suppose de plus que, pour tout x € R, 8 — h(0,x) est de classe C' sur U (©),
que g est de classe CY2 sur U (©) x R et que leurs dérivées partielles ainsi que Ag,g sont
a croissance polynomiale en = uniformément en 6 sur U (©), alors (0,5) — m (6,0) est de
classe CV! sur U (©) x R" avec :

Do (0.0) = By |0 (0,Y5)g(0,Y) 4 h(0,5) g

m (07 6) = By, [h (97Y0) (Aeog) (9,Y5)]

(97 Y5)

2.3.1 Construction du contraste

Donnons tout d’abord les résultats d’approximation sur lesquels nous nous basons pour con-
struire la fonction d’estimation. On note :
p—l Sl

(z,0,0) = l-l-l (z) (2.4)
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Lemme 3 Sous (H 1), (H 2), (H 4) et (H 5), pour tout t > 0 et tout 6 >0, on a :

Ey, [Y;f+5 | Yt] = Y1+ M, (thevé) + OPz,GO (6p+1)
Varg, [Yies | i) = 00 (V) + Op,,, (6%)

Démonstration :

L’approximation a l'ordre p de Ey, [Y;+5 | Yz] est obtenue en utilisant le schéma (2.3). Compte
tenu des hypothéses d’intégrablité et de croissance polynomiale, on obtient par passage &
I'espérance conditionnelle :

Pl i

)
Eg [Yiss | Y] = Yi+ E mv‘tlaofao (Y2) + Eg, [ | V2]
1=0 '

5 —v)P .
avec o = [0 L (A8 13} (V) do et Timg o gter By (] | Vi) = oy (A5 foo ) (V)

Pa:,ﬂo Pp.s..
Pour I’approximation de la variance, on utilise la propriété 1 avec h(z) = z2 et p = 1. On
obtient ainsi :

Egy (Y25 | Yi] = Y +20Y1fa, (Vi) + 0% (Y1) + Op, 5, (5°)

11 suffit alors de remplacer (Eg, [Yi4s | Y,g])2 par son approximation pour obtenir le résultat
annonceé.

Nous nous limitons & une approximation & ’ordre 1 pour la variance conditionnelle dans
la mesure ol une approximation plus fine n’améliore pas les propriétés asymptotiques de
Iestimateur du parametre de dérive. Le contraste gaussien associé aux approximations
précédentes s’écrit alors :

(y — T - M;D (*77797 6))2
o? (z)

1 n
Upin (0,0) = —5 > @y (Yoo, Yie-1)5,6,0) » @ (y,,0,6) =
k=1

Pour montrer que notre cadre d’étude s’inscrit bien dans celui de ’estimation par minimum
de contraste, nous allons vérifier successivement les conditions de la definition 3.2.7. de [2].
Notons :

1
52
Lemme 4 Sous (H), pour tout § > 0, Uy, (-,6) et U, (-,8) sont de classe C* sur U (©),
les dérivées partielles successives de Uy (0,0) étant obtenues par dérivation sous l’espérance.
Pour tout 0 € U (©), Upp (0,0) est Fps mesurable et on a :

UP (05 6) = E@o [(bp (Y§7 Yb7 97 6)]

L(P,
Upn (6,0) (P 00) U, (6,4)

Démonstration :
(H 4) et (H 5) impliquent que pour § > 0 et 8 € U (0©), (y,z) — ®,(y,z,0,0) € L? <P950)'
Donc, par application du lemme 1, on a :

U, . 0,5 " L) 1 _
p,n ( ) ) — 5_2Et90 [@p (Y5a Y07 97 6)] = Up (97 6)
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Pour tout 0 > 0, Uy, (6,0) est Fp,5 mesurable car (y,z) = @, (y, z,0,0) est continue et (Y3),-,
est adapté a la filtration (F),. 6 — Uy, (0, 9) est de classe C3 sur U (©) car, pour tout z € R,
0 — M, (z,0,0) est de classe C* sur U (©). On sait de plus que M, et ses dérivées sont &
croissance polynomiale en z uniformément en 6 sur U (©). Par application du théoréme de
Lebesgue, on montre que 8 — U, (0, 9) est de classe C* sur U (0), ses dérivées partielles étant
obtenues par dérivation sous ’espérance.

Les deux lemmes qui suivent vont nous permettre de prouver que pour 0 > 0 dans un voisi-

nage de 0, § — U (0,6) admet un unique minimum 6, ; € ©. Dans ce but, on définit pour
tout i = 1,d, la fonction V' telle que :

0

530, VI (0,6) = =2y (0,0)
VE0.0) = <28 | fo (i) (P20

§<0, VP(0,6) = VP(6,0)+RP(6)

avec, pour p > 1 :

_ 0 (Aﬂofao) (YO)

RV (0) = —Ey, [ﬁfﬂ(Yo)W]
a7 (Ao fo) (Yo) fo (Yo) + 5 fo (Yo) (Aafs) (Yo)

B 27 (Vo)

et :

R!(6) = —Fy, [i M]

90’ fo (Yb) ) (Yvo)

Lemme 5 Sous (H), pour tout i = 1,d, (0,8) — V' (6,0) est de classe C*' sur U (©) x R.
De plus, pour § >0 :

) 267 ) (4B Ja0) (o)
wUp (60,6) = —mE"O [(‘)mfao (Yo) W) + 0 () (2.5)
2 0 Y;) 2~ Y,

ﬁ[]p (90, 5) — 2E90 00 fHo (ag)((;%J)feo ( 0) +0 (5) (2.6)

83
00%967 96*

52 0 92 0 92 0
(Wfﬂoa—affﬂo + Bor07 /00 ag7 fo0 + Wfaomfeo> (Yo)
o2 (Yp)

Up (90, (S) = 2E90 [ ] + 0 (5) (27)

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe A. L’existence et I'unicité d’un minimum
6p.5 pour Uy, (6,0), lorsque § est dans un voisinage de 0, est alors une conséquence directe du
lemme précédent.

Lemme 6 Sous (H), il existe 69 > 0 tel que pour §, 0 < § < dyp, 6 — U, (0,0) admet un
unique minimum 6y 5 = 1 (§) qui vérifie lims_,o 1 (9) = 6.
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Démonstration :
Utilisant le lemme 5, on sait que (6,8) — V? (6,0) = (V” (6,6)),_, , est de classe C! sur © xR.

D’apres 'hypothese (H 7), on sait que 6y est I'unique point de © tel que VP (6y,0) = 0. De
plus, le gradient de 6§ — VP (0,0) en 6 est égale & 2Hy, et est donc inversible (H 6). Par
application du théoréme des fonctions implicites, il existe un € > 0 et Jy > 0 tels que pour 9,
|0] < do, il existe un unique 6, 5, dans la boule ouverte de centre 6 et de rayon e, vérifiant
VP (0,5,0) =0 et 6,5 =1 (). ¥ étant dérivable en 0, on a en particulier lims_,o 1 (d) = 6p.
Donc, si 0 est tel que 0 < ¢ < dp, il existe un unique 6, ; € © qui satisfait pour tout < = 1,d,
DU, (0,,5,6) = 0 et 0,5 = 1) (5) avec limy_,0 9 (8) = 6p.
D’apres les lemmes 4 et 6, pour § € ]0, o], Up.p (-, d) est bien un processus de contraste relatif
a la fonction de contraste Uy, (-,4). On définit alors 'estimateur du minimum de contraste
Hg’n par :

0, = inf Uy, (6,0

p,n 9co p,n ( ’ )

Avant de montrer que 95 est un estimateur convergent et asymptotiquement normal pour
0p.s, nous allons établir que 0,5 approche 6y & 67 pres.

2.3.2 Calcul de I’écart entre 6, ; et 0,

On note :

AZO foo (Vo)

Vi=1,d, NP(v) = Ep, T |

fao (Yo) Ng, = (N7 (0)), (2.8)

7

00

Théoreme 1 Sous (H), pour Hy, définie en (H 6) et pour §, 0 < 6 < g, on a :

oP

- L P P
(p+1)!H Ny, +0(d)

Op,s = 0o +
Démonstration :
Compte tenu du lemme 5 et par application du théoréme des accroissements finis, pour tout

i =1,d, il existe u; €]0,1[ tel que pour égi) = u;fo + (1 — u;)0,5, on a :

%Up(ep,é,a)ﬂ a‘ZU (60,6 +2893891U (65".0) (65— &)

5(%)

Lorsque 0 =0, 0,5 — 0 (lemme 6) et donc 5’ — 0. Utilisant la continuité de

et (2.6), on obtlent

801 801 (9 5)

2

p) d
. ;5(4) . Wf@o (Yb) Wf@o (Yb)
S Be700 (95 ’5> = 2E0, [ 0% (Yo)

De plus, par (2.5) :

0
00

U, (60,06) = —2 NP (0) + o (6"

(p+1)!
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On a donc :
5P

P Np + 0 (67)

[Hg, + 0 (1)] (0p,s — o) =
Utilisant (H 6), on obtient le résultat annoncé.

2.3.3 Convergence de 0?,” vers 0, 5

. P,
Théoréme 2 Sous (H), pour 6, 0 < d < dy : Hg’n % Op.s

Démonstration :

La démonstration de cette convergence repose sur la vérification des hypotheses du théoreme
3.2.8. de [2]. Par hypothese, © est compact et, d’apres le lemme 4, U, (0, 6) et U, (6,0) sont
de classe C2 sur ©. Il nous reste donc & montrer que la condition suivante est satisfaite; il
existe deux suites (1), et (ex), réelles et décroissant vers 0, telles que, pour tout £ € N :

lim P, g, sup  |Upn(6,0) — (9 o
e |[6—6]],<m

N———

‘>6k =0

Py, . .
Cette condition est vérifiée s’il existe D, telle que D,, % D ot D est une constante stricte-
ment positive et que :

>0, sup Uy (6,6) = Uy (8,6)] < Dy
[o-d] <

Posons pour tout couple (y,z) et tout ¢ = 1,d, ¢§,i) (y,z,0) = supgeo |%<I>p (y,z,0, 6)| Sous
(H4) et (HD5), qbz(,z) € L? (Pgo). De plus, par application de la formule de Rolles, on a :

d n
~ 1 . d
sup  [Upn (6,0) = Upn (8,6)| <> (5 > 8 (Yess Y1y 6)) 57
||6—0]|,<n i=1 k=1
Par application du lemme 1, on obtient :
d -1 & L (F d & .
Dy=—%" 15—2 > by (Yo, Y1y 6)] o) > Bay |4 (Y3, Yo,6)] < oo
k=1 i=1 i=1

On a donc la convergence annoncée.

2.3.4 Normalité asymptotique de 0‘5
On note pour i =1,det j =1,d:

9 . 0 2 (Y,
Pij(v) = Eg, [(ﬁf"O%*f”O) (YO)%
2

JDZ'I,j(U) = Ey,

] (2.9
)

0 A, ,
(aezfﬂo 89Jf ) (Yo) (BJT , Dgy = (Pm (0+))ij (2.10)
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Sous (H), P; ; est en effet dérivable sur R et & droite en 0 (lemme 2). On définit également :

0 (o2 /5,) (Vo)

0
Qi (v) = Eg, (wfao@fﬂo) (Yo) —1 (Yo)

s QHO = (Qi,j (0))2',]‘ (2-11)

9
067

o* (V)

9 9 o (Yy)
ot (Yp)

Cij (v) = By, [(— (Ago f0) g7

- (Anofo) ) (5)

oo+ | 0w = € ), 212

Comme le montre le théoréeme qui suit, 92 est asymptotiquement normal et sa variance

n
asymptotique V¥ (6) est égale & l'inverse de I'information de Fisher (Hgo)_l a un facteur
I;+o0(1) pres :

Vp>1, VI (00) = (Hyy) ™ [Ia+0(1)] (2.13)

Cependant, si p > 2, ’expression de V(sp (6o) peut étre affinée et on a :

V7 00) = ()™ [1a+5 (300 + Qu + 360 +000)] (2.14)

Théoréme 3 Sous (H), pour Hy, définie en (H 6), il existe 61 > 0 tel que pour §, 0 < 6 < 6y,
et V¥ (00) définie en (2.13) et (2.14), on a :

a (é\g,n - 91,75) D(i"g) Na (0, V5 (60))

Démonstration :
Up.n (0,6) est de classe C? sur ©. On note alors :

82

0 2 B
et D Up,n (9,(5) = <WUP’7L (9, 5))

DU (0.6) = (555000 0.9))

i 1]

On a par application de la formule de Taylor avec reste intégral :

p,n

Vb DUy (85,,0) = 0= Vb DUy (6,5,0) + (D*Up,n (6,9,0) + Ryn) Vnd (85, = )

avec :

Ryn — /01 [ DU, (9],,5 +s @m - ep,g) ,5) — Uy (B, 5)] ds
Si 'on prouve que :

D(P,
L RDU, 1 (6,5,8) "5 N, (0, K7 (6, 5)).

2. D2U,,, (6,4,6) 3° H?, H? étant symétrique et inversible,

Pa:,é'o
3. R, — 0.

1 1

on aura la normalité asymptotique annoncée pour é\g,n avec VI (60) = (HY) " K7 (6,,) (HY) .
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1. Sous (H 4) et (H 5), 8‘91@ (y,z, 9p 5,0) € L2 (Pgo) De plus, d’apres les lemmes 4 et
6, on a pour tout i = 1,d, Eg, [:0:®p (Y5, Y0, 0p5,0)] = 62:5:U, (0,,5,6) = 0. Utilisant
le lemme 1, on obtient :

D( P,
Vb DUy (0rs8) ") NG (0, K7 (6,5)), K (B5) = T7 (B5) + S” (By)

avec !

0 0
" (0]9,(5) = (63E00 |: q> (Y57Yb79p,576) —‘(I)p (}/257Y070p,576):|) (215)

) ) )
SP (0,5) = 53E90 2578 (V5. Y0,0,5.0) Us ( 555% ) (%)) (216)
2y)

ol Us est défini dans lemme 1. Le premier résultat de convergence faible est donc
vérifié.

2. Pour tout 4,5 = 1,d
obtient :

, aejaelq) (y,x,0,5,6) € L? (Péso). Par application du lemme 1, on

L2(P,, 1 9?
DzUp,n (6,5, 0) (_fo) H? = (52E00 [89389’ (Y(;,Yo,ep,(;,(?)])

(]

Etant la matrice heissienne de 8 — U, (6,4), HY est symétrique. De plus :

Lemme 7 Sous (H), pour Hy, définie en (H 6), on a pour §, 0 < 6 < dg :
HY =2Hg, + O (9)

De plus, il existe §1, 0 < 61 < &y, tel que Hg est inversible.

Ce résultat est démontré en annexe B. On a donc la convergence annoncée.

3. Montrons la convergence de Ry, vers 0. Pour i, j,k = 1,d et tout (y,z) € R?, on définit

¢§,k’j’i) (y,z,0) = supgeo ‘#;aeiq)l’ (y,z,0,0)|. D’apres la formule de Rolles, on a :

/01 [&0?7;02'0})’71 (Hp(; +s (Ozn — 9p,6) ,5) - &0?72891'(]7” (0.5 ] ZDsz (a\gm)k B 9]];’6

avec D59 = 52 Yohey ¢(k’]’ (Yk(g,Y(k 1)5,5) Or, sous (H 4) et (H 5), ng;E,k’j’i) (y,z,0) €

L? (Po ) Par application du lemme 1, Dy Lk converge en probabilité vers

%Ego [gzﬁp g (Y(s, Yo, 5)] qui est une constante finie. Compte tenu de la convergence de

Pz,ﬁo

Gg,n vers 0, 5, on obtient R, — 0.

Il nous reste a établir (2.13) et (2.14). On utilise pour cela le lemme 7 énoncé en 2 et le
résultat suivant, dont la démonstration est donnée en annexe C.
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Lemme 8 Sous (H), pour Hy, définie en (H 6), Dp, en (2.10), Qq, en (2.11) et Cp, en
(2.12), on a :

K'(0,5) = AHg, +0(1)

Vp>2, K (0,5) — 4Hg, + 40 [%Dao Qo + %ogo} +0(5)
Pour p > 2, notons My, la partie en 6 du développement précédent. On obtient :
VP (6y) — (2Hy,) ™" (4H30 + 45Mg’0) (2Hj,)™"
= (H)) " ([1a— 1 2Hy)) | [4aHo, + 460} | |1 — 2Hy)) ™ HE]) (H)) ™ +0()
Or : limg_,o HY = 2Hp, et I, — HY (2Hp,) ' = O (6) (lemme 7). On obtient :
V2 (60) = (Ho,) ™" [1a -+ M, (Hyo)™"] +0(5)

On procéde de maniere similaire lorsque p = 1.

2.4 Etude expérimentale

Dans ce paragraphe, nous vérifierons expérimentalement quelques unes des propriétés an-
noncées pour @\g’n ( convergence vers 6, 5, écart entre Hg’n et B, variance asymptotique) pour
deux modeles de diffusion : les processus de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) et de Cox-Ingersoll-
Ross (C.I.R.). Pour cela, on simule la diffusion sur un intervalle [0, 7], en utilisant un schéma
d’Euler au pas fin 0.01. Pour un choix (d,n), avec nd = T, pour § € {0.05,0.1,0.5} et
T = 200, le parametre est alors estimé par les moindres carrés (E.M.C.) pour différents or-
dres p du développement ’espérance conditionnelle. On repete 1000 fois cette expérience afin

de calculer la moyenne et la variance empiriques, notées respectivement m (02,,1) et S? (Hg’n).

2.4.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck

On considere 'e.d.s. suivante:
dYy = —0pYidt +dWy, Yo ==z (2.17)

(2.17) admet une unique solution forte, & trajectoires continues,

t
Y; = exp (—6pt) <x +/ exp (Hos)dW3>
0

74, (%) est donc une loi normale N (x exp (—0ot) , W).

Si 6y > 0, (Y),~( est récurrente positive sur R, de loi invariante pg, = N (O, ﬁ) En outre,

limy, 4o Coy = +00, (H 3) est vérifiée. Enfin, on a :

Agofeo (z) = (_QO)H—1 T
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PO) = gm0 N0) = S5 exp (o), i, = 5
Notons :
p—l z+1
Qp (@) = -y s a +1 (2.18)

L’estimateur associé & 'approximation au rang p de 'espérance conditionnelle vérifie :

Py (Yké—Y( 1)5)
Qp(595) 1M Zkl k15

De plus, 6, 5 est solution de I’équation :
Qp (00) = exp (—d6p) — 1

Pour p = 1 et p = 3 et pour tout y < 0, 'équation Q,(z) = y admet une unique solution
positive. Pour p =2 et y € [— ,O], cette équation admet une unique solution dans [0, 1].
Enfin, sip =00 et y € | — 1,0], lunique solution est z = —In (1 + y). Pour ¢ suffisamment
petit, on a en particulier pour p=1,p=2et p=00:

1 92
b = 5 (1 —exp(—d6y)) =0y — 305 +0(9)
3
02,(5 = % (1 - \/2 exp (—600) — ]_) = 00 + %(52 + Io) (52)
000,6 = 90

On prend comme valeur initiale pour les simulations Yy = 0 et 6y = 1.

On constate que le biais empirique est d’autant plus proche de 0 que ¢ est petit et que
lordre p est élévé. Notons également que, dans le cas de ce modele pour lequel les quantités
conditionnelles sont explicites, lorsque p = oo, Ozn correspond a l'estimateur associé au
contraste gaussien basé sur les espérances conditionnelles exactes.
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6%, (0 =1)
~ ~ H T
o | n | m (@) ]2 (Ba) | G |
0.05 | 4000 | 0.9878 | 0.0098 | 0.9754
p=1 0.1 | 2000 | 0.964525 | 0.008976 | 0.951626 | 0.01
0.5 | 400 | 0.7999 | 0.0068 | 0.7869

Table 2.1: Processus de O.U. et approximation & 1'ordre 1 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 réalisations de 'estimateur E.M.C.

05, (60=1)
~ ~ H, T
o | o | m(8,)82(B.)] 6 |
0.05 | 4000 | 1.0138 | 0.0109 | 1.0004
p=2[ 0.1 | 2000 | 1016774 | 0.011170 | 1.001807 | 0.01
05 | 400 | 11172 | 0.0344 | 1.076

Table 2.2: Processus de O.U. et approximation & l'ordre 2 : moyenne et variance em-
piriques pour 1000 réalisations de I'estimateur E.M.C.. Pour § = 0.5, nous avons obtenu
987 réalisations de 69 ,; dans les autres cas, les réalisations de S,, sont en dehors de [—1,0].

p,n? 2
6%, (6o =1)
~ ~ H !
o | n | m(8.) ]2 (Ba) | G |
0.05 | 4000 | 1.01335 | 0.01089 | 0.999756
p=3[ 0.1 | 2000 | 1.014716 | 0.011030 | 1.000366 | 0.01
05 | 400 | 1.0167 | 0.0179 | 0.9925

Table 2.3: Processus de O.U. et approximation & 1’ordre 3 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 réalisations de 'estimateur E.M.C.

05, (6o=1)
—~ ~ H. T
o | o | m(8,) | 52(Ba) | s |
0.05 | 4000 | 1.013373 | 0.010912 | 1
p=oo [ 0.1 | 2000 | 1L.OI4816 | 0.011036 | I | 0.01
05 | 400 | 1.0264 | 00196 | 1

Table 2.4: Processus de O.U. et approximation a I’ordre oo : moyenne et variance empiriques

pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.
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2.4.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross
On considere ’e.d.s. suivante:

dY, = by — aYsdt + Y, dW,, Yo =z
On a donc :

0= (b7a’)7 U(l‘) = \/57 f = (f17f2) 7f1(5v) = —x et f2($) =1

f est C°° sur R et lipschitzienne, o est C°° sur R} et holderienne de rapport % L’e.d.s.
admet donc une solution forte unique, & trajectoires continues. Si b > % et a > 0, la diffusion
est récurrente positive sur R’ , de loi invariante p19 = I' (2b, 2a). Cette loi admet des moments
de tous ordres.

De plus, si b > 2, [ U%(x)dugo () < oo et donc (H 4) est vérifiée. (H 3) est vérifiée, car
lim, o+ cg, (¥) = 400 et limy_, 1o ¢y, (¥) = +00. Enfin, on a pour tout I < 0, A fy(z) =
(—a)! fo(x), et on montre que :

(—ag)P*?

exp (—agv)

_bo B _exp (—agv) — 2bg ~ ,agbg (b — exp (—agv))
Pri(v) = a0’ Pio(v) = Pa(v) = by — 1 y, Poo(v) =2 @by — 1) (bp = 1)
) 2aq 1
Hy ' = (20p — 1) 2b01—1 e
ao

Qp étant donné par (2.18), I'estimateur du minimum de contraste (Egm,li')\g’n) vérifie le systéme

suivant :

1 1 1 1 (Yes —Yir-1)6)
(5 2 k=1 m) (7 22k=1 (Yeo = Yoems)) — 7 Xkes — vy

Qp 68;53,” = Sp, Sp=
( ) (% Zﬁzl Y(k—l)J) (% ZZ:1 m> -1

9 n n
~ 1 1 (Yis — Yi—1)5)
W= 2SN Y = Y e Y
pin S, [ "nz (k=1)d nz Yi_1)s

)

=)

De plus, (ay s, by ) est solution de :

Qp (daps) = exp(—dag) —1

bo
bys = —apg
D, ao P

Il apparait que a, s vérifie la méme équation que 6, ; pour le modele O.U.
Pour p =1, p =2 et p = 00, lorsque § est proche de 0 :

bis = by — bo%a +o(6)

2
bos = bo + _boélo 4o ((52)
boo,6 = bO
On prend Yy =1 et (ag,bp) = (1, 3).
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Qnp ((1021) bg,n (b0:3)
N N a0\ ! N N o\ 2
o | | w52 @) | as | (PE) | m(a) |5 0) | e | (%)
1 2
0.05 | 4000 1.0008 0.01002 | 0.975 2.980 0.0718 2.926
p=11] 0.1 | 2000 0.96 0.010 0.951 0.01 2.885 0.0764 2.854 0.075
0.5 400 0.802 0.0066 0.786 2.411 0.062 2.360

Table 2.5: Processus de C.I.R. et approximation & ’ordre 1 : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de 'estimateur E.M.C.

0

Ay (ap =1) . bg,n (bo =3) 5
= . H! ~ ~ H!
o | w2 @) | e | () [ () | 5@ | o | ()
1 2
0.05 | 4000 1.027 0.011 1.0004 3.059 0.079 3.001
p=21] 0.1 | 2000 1.012 0.012 1.0018 0.01 3.041 0.095 3.005 0.075
0.5 | 400 1.133 0.039 1.076 3.404 0.349 3.23

Table 2.6: Processus de C.I.R. et approximation & I'ordre 2 : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.

ag,n (ap =1) . bg,n (bo =3) 5
. . ;! ~ ~ Hy!
s @) [ 2@ | we | () [ @) |5 0) | e | ()
1 2
0.05 | 4000 1.027 0.011 0.999 3.058 0.079 2.999
p=3| 0.1 |2000 1.010 0.012 1.0003 0.01 3.035 0.094 3.001 0.075
0.5 | 400 1.020 0.017 0.992 3.066 0.155 2.977

Table 2.7: Processus de C.I.R. et approximation & I'ordre 3 : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.

aé,n (aU = 1) bg,n (bO = 3)
- N g\ ~ ~ 1\ 2
5| (@) | 8@ o | () (@) |5 () | s | ()
1 2
0.05 | 4000 1.027 0.011 1 3.058 0.079 3
p=o0 | 0.1 | 2000 1.010 0.012 1 0.01 3.035 0.094 3 0.075
0.5 | 400 1.030 0.018 1 3.095 0.167 3

Table 2.8: Processus de C.I.R. et approximation & 1’ordre co : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.
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Annexes

A Démonstration du lemme 5

Pour simplifier la demonstratlon glous montrons ce résultat dans le cas ot p = 1. On a alors :
t (5
M; (6,8,2) = 8y () et nf = [ 57 (Agy fo,) (¥o) do

Montrons que V' est de classe C%? sur U (©) x R.

e Nous commencerons par montrer que (6,) — V! (,) est de classe C?! sur U (©) x R;".
Pour tout § > 0, on a :

0 1, (6,6) = —28, [

Vit (8,0) =

(Ys — Yo — 6/ (Yo))
2 ] (2.19)

901 f@ (YO) 502 (YO)

La régularité de V! sur U (©) x R est alors une simple conséquence du lemme 2. On
a en particulier pour tout (0,9) € U (©) x R} :

0 2 Y5 — Yo — fo (Yo)
it 00 = 2 | () 00 (G5 )] e
(59 fo) (Yo) (555 fo) (Yo)
+ 2FE, [ o2 (Yo)
o2 2 o3 Y5 — Yo — 6f5 (Vo)
aoragr s (09 = 5 [aekaea’aaif" (¥o) < o2 (Vy) )] (221)
[(aﬁ—szea%fa + %f—zwfe%fe + aé?—%fe%fe) (Yo)]
+ 2FE,, 5
o* (Yo)
et :

(2.22)

0

(V") (0,9) = 52an [(aezf(a) (¥o) (%)] _2E, [(%felgl(/%{% (Ys)

e Utilisant & nouveau le lemme 2, on montre que § — V! (0,0) et 6 — R} (0) sont de
classe C? sur U (©). On déduit en particulier que V' est de classe C? sur U (©) x R; .

e Pour achever cette démonstration, il nous reste & montrer que :
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A V! et ses dérivées partielles successives par rapport & 6 sont continues en tout
point de la forme (6,0) avec 6 € U (0©).

B Pour tout 8 € U (0), § — V' (0,9) est dérivable en 0 et sa dérivée (0,5) —
(Vil)' (0,0) est continue en tout point (6,0).

Dans les deux cas, nous nous basons sur I’équation suivante qui est obtenue en utilisant
le schéma (2.3) avec p = 1 dans (2.19).

1 .
V0.0 = <25 [ (-0 By | et ) Rl 8 0y o)
) L (Yo) — fo (Y
_ 9B, [602 (Vo) (fe (22) (Y()J;o( o))]
Montrons A.

Nous nous contenterons en fait de prouver la continuité de Vil, la continuité de ses
dérivées partiellles étant obtenue de maniére similaire. Soient § € U (©) et ((6,,05)),,
une suite de U (©) x R qui converge vers (6,0). Utilisant (2.23), on a :

1 _ ! _ 9 (Aﬂofﬂo) (Y:sn’l))
VL (00,6,) = 25n/0 (1—v) By, [aelf (vy) (2L S ]dv

28, | (et ) (v (10080 00

D’apres le lemme 2, on sait que, sous (H), les fonctions qui interviennent dans ce
développement sont continues respectivement sur U (©) x RT et U (0). On en déduit

que :
006 = 28, [( ) o) (2S00

= Vil (6,0)

De méme :

lim V! (0,,—6,) = V' (6,0)

n—oo

car, 0 — V1 (0,0) et 0 — R} () sont continues sur U (©). La continuité de V;! sur tout
point de la forme (0,0) est donc démontrée.

Montrons B.
Utilisant ’équation (2.23), on a pour § > 0 :

1 _yl 1

Par continuité, on a que la dérivée a droite est :

0 (Aaofao) (YO):|

(‘/Yz'l)’ (97 0) = _E90 [ﬁfﬂ (YO) o2 (YO)

= &)
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Or, la limite & gauche est identique, on en déduit la dérivabilité en 0.

Pour montrer la continuité de (Vil)', on considere ((6y,6,)), une suite de points de
U (©) x R} qui converge vers (0,0). D’aprés (2.22) et (2.3), on a :

(V) Bnsba) = 2/01( ) Eo, [aé;f (D) (%)]dv

57 gt 09) (P )|

Or, par application de la formule de Ito, on a :

2

Par continuité des fonctions qui dans le développement de (Vil)' (lemme 2), on obtient :

(555 fa) (Yo) (A, fo,) (Yo)
o2 (Yp)

= RL(0)

n—o0

lim (V;') (0, 0n) = —Eg, [

lim (V') (0n, —0,) = lim R} (6,) = R} (6)

n—oo n—oo
La fonction (6,06) — (Vil)l (0,0) est donc continue en tout point de la forme (6,0).
On a donc le résultat annoncé : (0,) — V;! (0,9) est de classe C*! sur U () x R.

Montrons (2.5), (2.6) et (2.7).
L’équation (2.5) est obtenue en utilisant (2.23). Pour § > 0 et § = 6y, on a :

Vi (60,0) = _25/01(1_U)E9°[(891f0°>( )W] w

Par application du lemme 2, on sait que § — FEjp, [(% fgo) (Yo) %] est continue.

D’ou :
0

—Uj (6p,6) = Vi' (6o,
aelUl(Ov) ‘/;(07)

i, | (i ) () 0 4o 5

Par les mémes arguments, en utilisant (2.20), (2.21) et la décomposition (2.3), on obtient
pour § >0 :

0?2 0
90700 Ui (60,0) = @Vzl (6o, 0)
_ (35 fo,) (Vo) (557 fo,) (Y0)
= 2k, 72 (Vo) + 0 (9)
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et :

o 2
——U(0y,0) = ——=V."(0p,0
aragiag - (%0-0) agrag; Vi (000
92 9 92 9 92 9
- (agkagifeomfeo + 3gka97 /90 567 foo + Farag f%wf%) (Yo) L0

o2 (Yo)

(2.6) et (2.7) sont donc vérifiées.
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B Démonstration du lemme 7 :

Pour 4,5 = 1,d, d’apres le lemme 5, pour § > 0, 8 — (%@?—;;W'UP (6,9) est de classe C' sur (2)
Utilisant la formule de Taylor-Young, on obtient pour §, 0 < § < g :

9* 9? o?

avec limy_,o e (h) = 0. D’apres (2.6), (2.7) et écart calculé entre 6, 5 et 6y, on a :

62 N (%fﬂo%f@o) (Yb)
B&jaeiUp (9,775,(5) = 2E), [ ) (Yo) + O (9)

et, donc:  HY =2Hy, + O (6).

Il nous reste & montrer que Hg est inversible. Le développement précédent implique que
limg_,q Hf; = 2Hy,. Hy, étant inversible par (H 6), il existe en particulier d;, 0 < d; < o, tel
que HY est inversible.
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C Démonstration du lemme 8 : développement de K?(6,;) en
fonction de ¢

Pour tout p € N*, on a :
K? (ep,é) =TP (ep,é) + SP (9]9,5)

ou T7?(0,5) et SP(0,5) sont en (2.15)-(2.16). Nous commencerons par établir que, pour tout
p>1:

TP (Hp,g) =4Hy, + 45M50 +0(9)
o1, pour tout p > 2, Mp0 = %Dao + Qo + %CHO'
Dans une seconde partie, nous montrerons que, pour tout p > 1, il existe C, > 0 finie telle

que :

Vi=1,d, Vj=1,d,

_1
S0, (0y)] < Cpo? ™
On aura alors le développement annoncé pour K? (6, 5).

C.1 Développement de 77 (6,)

Sous (H), par application du lemme 2, § — T” () est de classe C? sur (2) par dérivation sous
I’espérance. Pour tout 4,5 = 1, d, la formule de Taylor-Young donne :

d
0
T} (By5) = T}; (60) + Z WT& (60) (0p,5 — 00) + € (0p,5 — 00) 10,5 — boll, (2.24)
k=1

Nous allons établir un développement en § pour les termes Tf ; (6o) et %Ti’j ; (60). Pour

simplifier, nous menerons les calculs pour p = 1 et donnerons les résultats pour p > 2.

e Du fait de (2.3), on a :

T (00) = 5o, [(W%WO) 0 o)

1. Etudions A(8) = 48y, | (2 fo 2 o) (Yo,) L)
. tudions ( )_ 500 (angeoawfeo)( 0,)07@

1) 1)
A(d) = %/0 szj(v)d’l)-i-%/o ((5—1))Qi,j(v)dv

o? (V) (f5,)" (¥a)
o (Vo)

9
o6

foo (YO)

)
+ / (6 — v)* Ey,
0

90



Compte tenu de la régularité des fonctions qui interviennent dans le développement
précédent (lemme 2), on a :

0 52
| Pistwao=om, <o>+5P;,j 0)+0 ()
0
[ 60w =500 +o()
2

0
b a? (Yo) (f5,)” (Ya)
/0 (6 - ’U) an [891 f90 (YO) ! (Yvo)

De ce qui précede, on déduit que :

=0 ()

A (6) = 4P;; (0) + 20P] ; (0) 4 45Q; 5 (0) + 0 (d)

1\2
2. Soit B (8) = %Eeo [(%f«% 97 fgo) (Yo,) %] Par une double application de

I'inégalité de Schwarz, on montre que :
|B (6)| < D;D;M&*

avec

o nE .
D; = Ey, l(W) ] , M = Ey, [(A90f00)4 (Yo)] ’

3. Majorant le double produit restant grace a 'inégalité de Schwarz, on montre qu’
il est de lordre d’un o ().

On a donc :
T} (60) = 4P, ; (0) + 26/ ; (0) + 45Q; 5 (0) + 0 (6)

Pour p > 2, on voit apparaitre le terme supplémentaire C; ; défini en (2.12) :

T} (6p) = 4P, ; (0) + 26 P ; (0) 4+ 46Q;; (0) + 26C;,5 (0) + 0 (3)

e Traitons les termes %Tl’: ;(60) (k =1,d). Par le méme type d’arguments, on montre
que pour tout p > 1 et tout k =1,d :

gt 100 597 100 + 55057 T00 57 f90) (Yo)
o? (Yo)

0
WTZPJ (60) = Ejy, (

+o(1)

Pour tout p > 2, écart entre 6, 5 et 6y est o(5). L’équation (2.24) s’écrit alors :

Tlp] (Op,s) = 4P; ; (0) + 25PZ~',j (0) +40Q;,; (0) +2C; 5 (0) + 0 (9)

et :

TP (Hp,g) = 4H90 + 25D90 + 45Q90 + 25090 +o (5)
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Pour p =1, 015 — 0y = %H&lNgoé + 0(0). L’expression de (2.24) est alors plus compliquée.
Notons, pour 2,5 = 1,d :

2
(80’9801 f00 967 f@o 39(1339]' f@o %f@o) (YO)
o* (Yo)

Bij = | Ev,
k=1,d

et :
1
By, = ('BigH;,'NG,). y
On a ainsi :
T (0,5) = 4Hy, + 26Dy, + 46Qp, + 20Bg, + 0 ()
On obtient ainsi le développement annoncé.

C.2 Majoration de S” (6, ;)

Pour tout p > 1, par application de I'inégalité de Schwarz, pour ¢ = 1,d et j = 1,d, on a :

2 0 0
5320 [802 p (Y5, Y0,0p,5,0) Us (@‘I’p) (Yé)H

2 0
< /TP (6 U ( )
= VIO 0 g )|
D’aprés C.l, Tf i (0p,5) est majoré par une constante finie. Il nous reste donc a majorer
U5 (55 ||L2 o) Notons : Uy (z) = 7 (52:®5) ().
On a: g, (‘111) = 620U, (0,6, 0) = 0 (lemme 6). De plus, utilisant (2.3) avec h(z) = z, on

obtient pour M, deﬁnle en (2.4) :

W (a) = 2( 8&; )(x,e,,,(;,a) [Mp(x,ep’a,a)—Mp(x,eo,a)Jr /06 (5;!1;)%30 (45, f2,) (x)]

Compte tenu de ’écart entre 6, 5 et 6y, on déduit de ce qui précede et de la propriété 2 qu’il
existe D; une constante positive finie telle que :

H\I] HL2 9) SDj5p+2

Donc :

0
Us (wq))

IN
[
3

é'?

L2 (po, )

—\k§) P2

A
S
Nagk
@
@

IN

7 sptl _ . sptl
Dj 1—exp (—)\5)(S D;o



olt D; est une constante finie.
En conclusion, pour tout ¢ = 1,d et tout j = 1,d, il existe une constante finie D; ; telle que :

1

/4
Sij

On prend alors (), = max; ;D;; et on obtient la majoration annoncée. Lorsque p > 2,
Sf’ ; (Op,5) est un o0(d), sz ; (0p,s) étant le terme dominant dans le développement en ¢ de

Kf)’j (6p,5). Par contre, pour p =1, S},j (Ops) =0(1) et Kil,j (6p,5) se développe en 4P; ; (0) +
o(1).
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Chapter 3

Estimation du parametre de dérive
d’une diffusion sous des conditions
d’irrégularité de la dérive.

3.1 Introduction

Soit (2, F, P) un espace de probabilité, B = (Bj),-, un mouvement brownien standard issu
de 0 et ¢ une variable indépendante de B, définis sur ’espace précédent. On munit cet espace
de la filtration {F;},~,, ot Fy = 0 (Ge UN) est la tribu G, = o0 (€, Bs;0 < s < t) complétée
pau N ={NCQIGeGy,NCG,P(G)=0}.

On considere 1’équation différentielle stochastique (e.d.s.) définie par :

dX; = b(Xy—ro)dt+dBy, 0<t<T (3.1)
Xo = ¢
ou b est une fonction connue et ry est un parametre inconnu que ’on désire estimer.
On définit, pour tout réel a, Cf o} 'ensemble des fonctions f continues sur R, de classe C? sur
R — {a} telles que, si 'on note f’ et f” les dérivées a l'ordre 1 et 2, lim__, + f'(z) = f' (aT)
et lim,_, + f" (z) = f" (al) existent et sont finies avec f' (at) # f' (a7). Dans la suite, nous

considérons une fonction b appartenant & C{QO} et nous nommerons diffusion a seuil un tel
modeéle; un prototype est :

dX; =b (Xt - 'r‘o) I(Xt>ro) + by (Xt — To) I(thro)dt + dB; (32)
ot1 by et by sont de classe C? sur R, telles que by (0) = by (0) et b} (0) # b, (0).

Sous 'hypothese b € C{QO}, le modele étudié appartient a la classe plus générale des modeles
réguliers : de dérive x — b (z,r) continue et différentiable en moyenne quadratique par rapport
a r. Dans [13], Kutoyants montre que, pour un modele régulier, 'estimateur du maximum
de vraisemblance associé & une observation continue du processus stationnaire ergodique sur
[0,T] est optimal (T' — +o00). Notre but est également de fournir une estimation optimale
de r¢ dans le cas d’une diffusion a seuil mais basée sur une observation discrétisée a pas fin
hn (hn — 0) du processus : (Xgp,)p—o,, avec nh, = T. Nous nous basons pour cela sur
Pestimateur des Moindres Carrés (M.C.)’ associés au schéma d’approximation d’Euler.
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Lorsque (Xt),5, est ergodique et la fonction de dérive est de classe C? sur R (modele
C?), les résultats ‘de Florens-Zmirou [8] impliquent la consistance de cet estimateur sous la
condition nh, — oo et h, — 0. Si de plus nh3 — 0, il est asymptotiquement normal et
efficace avec une vitesse de I'ordre de v/nh,,. Nous allons montrer que cet estimateur conserve
ses propriétés asymptotiques sous des conditions analogues lorsque b € 0{20}, si 'on impose
que b soit lipschitzienne .

Dans une deuxiéme partie, nous présentons le schéma d’approximation d’Euler pour les
diffusions & seuil. Le § 3 regroupe les hypotheses et résultats techniques permettant ’étude
du comportement asymptotique de l'estimateur dérivé des moindres carrés et du schéma
d’Euler. Dans la section 4, nous prouvons la consistance de cet estimateur lorsque nh, — oo
et h, — 0. Le § 5 est consacré a I’étude de la loi asymptotique. Le fait que le contraste ne soit
pas de classe C? sur tout R, nous oblige & recourir & un schéma de démonstration différent
des techniques habituellement utilisées (dérivation du contraste au point d’estimation). Nous
commengons par établir la vitesse de convergence de I'estimateur en imposant un premier
renforcement de I’hypothese de décroissance de la suite (hy),, vers 0 : si (nhi)n est bornée,
nous obtenons une vitesse de convergence de 'estimateur de l'ordre de v/nh,. Nous mon-
trons ensuite que 'estimateur est asymptotiquement normal et efficace, sous la condition
supplémentaire nh3 — 0. Dans le § 6, nous expérimentons les résultats précédents pour
un modele de diffusion particulier du type de (3.2) : un CTAR(1) (modele AR & seuil et
4 temps continu) & raccordement continu. Dans la derniére partie, nous nous intéressons
aux modeles autorégressifs & 'ordre 1 et & temps discret dont la fonction d’autorégression
est de la forme b (x — r¢) ou b sous linéaire et appartient a C{QO}. Nous transposons ainsi les
techniques précedemment utilisées pour les diffusions a seuil afin d’étudier le comportement
asymptotique de I'estimateur des moindres carrés conditionnels du parametre de seuil.

3.2 Résultat d’approximation d’Euler pour les modeles a seuil

Considérons I’ e.d.s. définie par :
dX; = b(Xy)dt + o (X;) dBy (3.3)

Soit (X, B) une solution faible de cette équation (cf. [12], p.300). Pour un modele C?, le
schéma d’approximation d’Euler & pas § permet d’approcher le modele discret exact avec une
erreur de l'ordre Op (62) [16]. Pour les diffusions & seuil, le résultat est le suivant :

Lemme 1 (Schéma d’Euler pour les modéles a seuil)
Supposons que :

1. be C’{Qa} et o est continue sur R.
2. Pour toutt >0, E (fot 0% (Xy) du) <ooetFE (fot b o] (Xu)du> < 0.
Alors :
V>0, Xepsg = Xe+0b(Xy) +m + &

avec :

46 t+4d
mz/t (t+6—3)h(Xs)d3+%[bl(a+)—b/(a_)]/t [Ls (a) = Lt (a)] ds
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ot h(z)="b(z)V (z) + 302 (z) V" (z) et (Li (a));>q est le temps local de (Xi);5q en a ([12],
p.218). De plus, (g¢),~, est une suite de variables de carré intégrable, telles que E [y | Fy] = 0
et définies par : B

t+9
e = /t o (Xs) [1+ (t+6— )b (X,)] dBy

Commentaire :

La différence entre le cas C? et le cas & seuil réside dans I'ordre de grandeur de la variable
d’erreur 7;. Dans le premier cas, elle est en Op (52). Ceci n’est plus vrai pour les diffusions &
seuil du fait de I'apparition du temps local. Cependant, si b est lipschitzienne, on va montrer
que dans les deux cas, E (|n;|) < C6%. Ainsi, pour les diffusions & seuil comme pour les
modeles C? [8], si nh,, — oo et nh3 — 0, les M.C. associés au schéma d’Euler fournissent un
estimateur consistant et asymptotiquement normal.

Démonstration du lemme 1 :

La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant dont la démonstration est donnée
en annexe A.

Lemme 2 Soit (X;),., une semi-martingale continue, X; = Xo + M; + Vi, et f un élément
de C{Qa}. Alors, pour tout t > 0 :

t 1 t
f(X0) = f (Xo) + / f'(Xs) dX, + 5 / S (XY d <M >+ [f(a7) = f' (a7)] Lo (a) (3.4)
0 0
Pour tout £ > 0, on a :
t+4d t+0
Xyps = X0+ 0b (X)) + /t (b(X.) — b(X)) ds + / o (X,)dB,

Par application du lemme 2, on a pour tout s € [¢,t + d] :

b(Xs) —b(X;) = /t s (Vo) (Xy) dBy + /t s (bb’ - %0%”) (Xy) du (3.5)
[ (@) ¥ (a7)] [Ls (@) — Li (@)
Donc :
db(Xy) = h(Xy)dt + (Vo) (X)) dBy + [V (a) — ' (a7)] dLy (a) (3.6)
avec h(z) = (b0 + 1o%") (2).

D’apres (3.6) et la formule de Ito appliquée au processus (sb (X)) 5, On a :

t+4d t+9
(t+0)b(Xpps) — th (X)) = /t+ b(Xs)ds+/t+ sdb (X,)

t+6 t+4d
_ / b(Xs)ds+/ s h(X,)ds
t t
t+0 t+6
+ /t s (ob) (X.)dBy + [V (a*) = ¥ (a”)] /t s dL, (a)
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De plus, si on multiplie (3.5) par (¢ + ), on obtient :

t+d t+d
(t+0)b(Xpps) — (£+06)b(X,) = /t (t+0) (Vo) (X,) dB, +/t (t+ ) h (X;) ds
+ [0/ (a") =" (a7)] [(t +0) Liys (@) — (t+0) Ly (a)]

En soustrayant membre & membre les deux égalités précédentes, on obtient :
t+0 t+0 t+6
/ (b(Xs) —b(Xy))ds = / (t+06—s) (b’a) (X,,,)st—i—/ (t+0—s)h(Xs)ds
t t t

)
= [t (a*) =V (a7)] [(t +0) Lyys (a) — (t+6) Ly (a) — /t s dLg (a)]

Or, appliquant la formule de Ito au processus (sLs (a)),~q, On a :

t+0 t+0
(t+6)Lt+5<a)—(t+5>Lt<a>—/t+ scuzsm):/t+ L (a) ds — oL (a)

On obtient ainsi le résultat annoncé. .

3.3 Hypotheses et résultats préliminaires

On deﬁmt LE(w) = {f:R—= R, p(f)=0, p(f*) < oo} et pour tout p € N*, fll,, =
e (1F17))5.

Pour k € N*, Agp, B = Bgn, — B(g—1)n, représente I'accroissement brownien entre kh,, et
(k+1) hy.

On note pour s € [0,T), bs(r) =b(Xs —r), et pour (a,b) € R, M,; = max{|al,[b|}.

On suppose que ry € Ja,b[, ol a et b sont deux réels tels que a < b.

Posons les conditions suivantes (A) :

(A 1) b appartient a C{QO} et il existe K > 0 telle que :
V(z,y) € R, |b(2) = b(y)| < K|z -y

On suppose de plus que b” est & croissance polynomiale.
Sous (A 1), pour toute condition initiale & indépendante de (By),~,, (3.1) admet une
unique solution forte notée (Xy),~,- B

(A 2) Notons s, (z) = exp ( 2 f b(y —ro dy) la dérivée de la fonction d’échelle associée a
(3.1) et supposons que :

/Ooosro (l’)dﬂ?:/_iosro (x)dxr =00 et /_C:)[s,,o (z)] ' dz = C (ro) < o0

Sous (A 1) et (A 2), (Xi);5q est récurrente positive sur R, de loi invariante py, (dz) =
[C (r0) 8y, ()] daz. Notons gy, la densité de probabilité de pi,.

(A 3) La loi de & est pup,.
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(A 4) Notons P}, le semi-groupe associé¢ a (3.1).
Hro admet des moments de tous ordres et il existe d > 0 tel que pour tout ¢ > 0, on a :

V€ Lg (o) [[Prof|ls,,, < exp(=00) (£l

(A 5) I(ro) fR [ b’ ((:B — r0)+) Lizsrg) + (b’)2 ((z — 7’0)_) I(mgro)] Gro (z)dz >0

On peut faire les observations suivantes sur (A) :

1. Hansen et Scheinkman donnent dans [9] (proposition 9, p.801) des conditions suffisantes
pour vérifier (A 4). Sous (A 1), (A 2) et (A 3), il suffit de montrer que :

(a) iminf, 400 gry () = 0 et limg_y4 oo W existe et est finie.

(b) liminf, , o gr, () =0 et limy5_ o ﬁ existe et est finie.

x—7r0)

Cette hypothese est par exemple vérifiée pour un CTAR(1) (cf. § 6).

2. On remarque que si (Xy),~, est I'unique solution forte, stationnaire stricte et ergodique
de (3.1), il en est de méme pour (X; — r9),, relativement & le.d.s. :

dX; = b(Xt)dt+dBt, 0<t<T

On peut donc raisonner en prenant rg = 0. On note alors Py = P, la loi du processus
stationnaire et Fy 1'espérance sous F.

3. Sous (A 1), b’ est bornée sur R par K.

Nous terminerons ce paragraphe en énoncant deux propriétés et un lemme qui nous servirons
par la suite.

Propriété 1 Sous (A) et si (hy),~, est bornée, il existe une constante' C telle que, pour
tout k € N* et tout n, on a : B

4
Ey [(thn — Eo [ Xih, | Fe-1)h,]) ] < Ch?
Propriété 2 Sous (A), il existe C telle que, pour tout k € N* et tout n, on a :
Eo [|Eo [Xkny | Fe—1yhn] = X(b—1)hn — Pnb(e—1)n, (0)|] < Ch2,

Les démonstrations de ces propriétés sont données respectivement en annexes B et C.

Lemme 3 Sous (A), pour toute f dans L3 (1), on a, si nhy, — 00 et hy — 0 :

L2(P,
—Zf (k=1)h) (—9)0

!Dans la suite, ’ensemble des constantes introduites sont finies et strictement positives.

98



Démonstration :
Si f € L§(po), on a, du fait de la stationnarité, Eo [1 >0 | f (Xk-1)p,)] = 0. En outre,
pour k£ < j, en utilisant I'inégalité de Schwarz et ’hypothése (A 4) , on a :

|Eo [f (Xkn,) [ (Xin )l = [Eolf (Xkn,) Eolf (Xjn,) | Fin, ]l
< Wl [P .
< 113 €xP (—=0(5 — k)hn)
D’ou :
Vm’lz}ﬂxmﬂmﬂ < S, (n+2 3 (=66 - k)

0<k<j<n

VAN

- 14+2———F7—F—
n ||f||2,uo ( + 1— exp(—(shn)

Or, si nhy, — oo et hy, — 0, n (1 —exp (—dh,)) — oo. On a donc la convergence annoncée.

3.4 Etude de la consistance

La fonction d’estimation obtenue en couplant la méthode des M.C. au schéma d’approximation
d’Euler est donnée par :

1 n
Un (1) = —5 > (Xkn, = Xg-1yn, = b (X(e-1yn, — )’
" k=1

Nous allons commencer par vérifier que U,, est bien un contraste au sens de la définition 3.2.7
de [7]. U, s’exprime en autre en fonction de la martingale centrée M, et du reste R,, définis
par :

M (r) = b=y, () (Xin, = Bo [Xen, | Fir—yn,])
k=1

n

Ry, (r) = Z (bk—1)h (0) = be—1)h, (7)) [Eo [ Xk | Fh—1)hn] — Xh=1)hr — hnb(—1)h,, (0)]
h=1

Ces deux variables statisfont les lemmes suivants qui sont des conséquences directes respec-
tivement des propriétés 1 et 2.

Lemme 4 Sous (A) et si (hy),~, est bornée, il existe C telle que pour tout couple (r,s) €
[a,b]? et tout n € N* :

By [(My, ()] < Cnhy et By [(Ma(r) = My(5))*] < Cnb (7 = 5)?
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Démonstration du lemme 4 :
M,, est une martingale centrée. Utilisant la propriété de lipschitz de b, on obtient :

Ey [(Mn(v) - Mn(u))Q]

= > B [(b(k—l)hn (0) = bie—1yn, () (X, = Eo [Xin, | f(k—l)hn])ﬂ
k=1

< K*(w-u) Y Ey [(thn — Eo [Xin, | f(k—l)hn])Q]
k=1

En utilisant la propriété 1, on a I'inégalité annoncée.
Pour montrer 'autre inégalité, il suffit d’appliquer I'inégalité de Schwarz et d’utiliser & nou-
veau la propriété 1.

Lemme 5 Sous (A), il existe C telle que pour tout n € N* :

V (v,u) € [0, Eo[|Rn (v) = Ry (w)[] < C|v - u|nhs, (3.7)
Vn, n €[0,b—al, Ey sup |Rp (v) — Ry, (w)]| < C nnh? (3.8)
|U_u|Sn7(vau)e[aab]2
V6, 6 €10, My [, Eo sup T (r)‘ < Cnh? (3.9)
I<|r|<Mg prefad) | T

Démonstration du lemme 5 :
Montrons (3.7). Pour tout (v,u) € [a, b]?, le caractére lipschitz de b implique que :

Eo [|Rn (v) — Ry (u)]]

n
Z Eo [|bk—1yn,, (v) = b—1yn,, ()| | Eo [Xkhn | Fk—1)hn] = Xk—1)hn — Pnbie—1)n, (0)]]
k=1

IN

IA

Klo—ul Y Eo[|Eo [Xn, | Fieryn,] = Xk-1)hn — habi-1yn, (0)]]
k=1

11 suffit alors d’utiliser la propriété 2 pour obtenir (3.7). (3.8) et (3.9) se montrent de maniére
similaire.

Utilisant ces deux lemmes, on montre que :
Lemme 6 Sous (A), lorsque nh, — oo et h, — 0, on a :

Ll(_PQ )

Vr €la,b], Uy (r)— Uy (0) U (r,0) :/(b(x—r) —b(:l:))2,u0 (dz)

otur — U (r,0) est une fonction continue et positive, qui admet un unique minimum en r = 0.
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Démonstration du lemme 6 :
Pour tout r € [a,b], on a :

n

)= U0) = = (4a(0) = (1) 3 (B 0) = ey )+ ()
D’otl, d’apres les lemmes 5 et 4 : _
BollUa(r) = Un(0) = U (1 0)) S 2= Fo [Ma(0) = Ma()]] + —— o | ()]
+ B %kil (be—1y, (0) = bs_1yn, (1)) = U (r,0) ]

1
< C ( + hn) Ma,b
nhy,

1 n
=3 (1 (0) = by, (1) = U (r,0)
k=1

+ E,

|

De plus, le lemme 3 implique que si nh, — oo et h,, — 0, on a :

%Z (bk—1)h, (0) = bik—1), (r)* = U (r,0)
k=1

EO — 0

Pour tout r dans [a, b], on obtient la convergence dans L' (Py) de Uy, (r) — Uy, (0) vers U (r,0).
Montrons que r — U (r,0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0.
Par hypothese, b est lipschitzienne et ug admet des moments de tous ordres. Par application
du théoreme de Lebesgue, on obtient la continuité de U sur R.

Si l'on suppose qu’il existe 7 tel que 7 # 0 et U (7,0) = 0, alors pour tout z € R, b(z —7) =
b(z). On a ainsi : O (77) = lim,_,o+ b(ﬂhhw = limy,_,o+ b(h)h;b(o) =0 (0") et de méme
V() =8 (07). Or, v (77) = b (7). On obtient donc ¥’ (0%) = ¥’ (07) ce qui contredit
I’hypothese b € 0{20}'

Notons 7, 'estimateur du minimum de contraste associé a Uy, :

o
o= Jnfy Un ()

Avant de démontrer la consistance de 7, il nous faut énoncer une version simplifiée du
théoréeme 19 de Ibragimov et Has’minskii ([11], annexe I, p.372) :

Lemme 7 Soient a et b deux réels tels que a < b. On considére (Yr)re[a,b] un processus
continu o valeurs dans R. On suppose qu’il existe trois constantes « > v+ 1> 1 et >0
telles que, pour tout couple (r,u) € [a,,b]2 vérifiant r + u € [a,b], on a :

E(lY, 1< B, EllYrsu = Y,[*] < Blul"™

Alors, si on note V (Y, L,6) = sup{|Y; = Y,|;a <u<r <b,/|ul <L,|r| < L,r—u<d}, on
a:

E[V (Y,L,8)] < CopB= Lo

ot Cyy est une constante qui ne dépend que de « et 7.
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Théoréme 1 Sous (A), si nh, — oo et hy, — 0, T N

Démonstration du théoréme 1 :

La démonstration de ce résultat repose sur la vérification des hypotheéses du théoreme 3.2.8.
de [7]. La compacité de l'espace du parametre et les continuités de r — U, (r) et r — U(r,0)
sont bien vérifiées. Pour montrer la consistance de 7, il suffit alors d’exhiber une variable
Vi (n) telle que, pour la fonction V' définie au lemme 7 :

P
V77 S 7o, V'Il (77) Z V (Una Ma,ban) p-s. et VTL (77) _0> ¢ (77)

olt ¢ est une fonction de R* dans R™ qui vérifie lim,_, ¢ (n) = 0.
Pour tout (r,u), on a :

(M ) = M (1) +

+ %Z [b(k—1)h, () = be—1yn, ()] [Br—1)h, (0) = b1y, (7)]
k=1

Un(r) = Up(u) = (R (r) — Ry (u))

1 n
+ Z [b(k—1)hn () = bge—1)h, (7)] [B—1)h, (0) = b(se—1), (1]
k=1
Pour tout 0 <n <b—a, on a donc :

2 2
V (Up, Mo, ) < WV (My, My, b — a) + WV (Rpy Moy, b —a) + 2K (b—a)n

D’apres le lemme 4, il existe une constante C' indépendante de n telle que, pour tout couple
(r,u) € [a,b)* vérifiant r + u € [a,b], on a :

Ey [M2(r)] < Cnh, et Ey [(Mn (r+u) — M, (7'))2] < Cnhyu?

Par application du lemme 7, on obtient :

2 Mgy
—— B[V (My, Myp,b—a)] < C'Vb— a—==
nhn 0[ ( nsy Vlabs a)] = G’M
ot C’ est indépendante de n. D’ou :
9 1
—V (My, May,b—a) “ 0

nhy,

De plus, le lemme 5 implique que :

2 1
2V (Rp, Moy b—a) 0
nhy,
Posons alors :
2 2
Vo (n) = iV (M, Moy, b - a) + =V (Bny Mo, b —a) + 2K* (b —a)n
Compte tenu de ce qui précede, pour tout n < b —a, on a :

HED 4 () = 2K (b - a)

Vi (1)
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3.5 Vitesse de convergence et normalité asymptotique

Enoncons le résultat de normalité asymptotique de 7, :

Théoreme 2 Sous (A), si (hy)
(A 5), ona:

., est telle que nh, — 0o et nh3 — 0, et pour I (0) définie en

7~ L(Fo) 1
nhnrn — N(O, m)

Du fait de la non régularité du contraste, ce résultat ne peut étre obtenu par la méthode
classique (résultat § 3.3.4. de [7]), basée sur la dérivabilité a I'ordre 2 du contraste et qui
consisterait a développer U}, (7,,) — U}, (0). Ainsi, aprés avoir identifié la vitesse de conver-
gence de 7, vers 0, nous développons le contraste autour de 0 en mettant en évidence une
décomposition qui satisfait une propriété LAN (Local Asymptotique Normality, cf. [11]).

Comme le montre le théoréme qui suit, I'identification de la vitesse de convergence de 7,
vers 0 nécessite un premier renforcement de I’hypothese de décroissance de la suite (hy,),, vers
0: si (nhf’l)n est bornée, la suite (\/nhn?n)n>0 est alors tendue.

Théoreme 3 Sous (A), si (hy), est telle que nh, — oo et (nh%)n est bornée, alors pour
tout € > 0, il existe Hy > 0 et ny, € N* tels que pour n > ny, :

. H,
P, < <1-
0(|Tn| - Vnhn> N ©

La démonstration de ce résultat repose sur la transposition d’arguments développés par Chan
[4] dans le cadre de modeles autorégressifs & seuil & temps discret.

Démonstration du théoreme 3 :

Pour tout A € ]0,5b[, on a :

)

Du fait de la consistance de 7, pour tout A € 0, b[ et tout € > 0, on sait qu'il existe nn € N*
tel que Vn > na, Py (|7 > A) < 5. 1l nous suffit donc de trouver Ag > 0 tel que, pour tout
e >0, il existe Hy > 0 et ny, € N* qui satisfont pour n > npy, :

Py inf  (Un(r) — Uny(0)) >0 | < Py(|fn] >A)+ Py (I?nl <
A>|r[> 2=

. €
Py inf (Un(r) =Un(0)) >0 | >1 - =
Ro>Ir|> Ao 2

On aura alors le résultat attendu en prenant n'y = max{na,,nm,}

Dans le cas our > 0, on a :

1 < 5 2 2
Un(r) =Un(0) = = (bg—1)n, (0) = be_1yn, (1)) + = (M (0) = My (r)) + —— R (1)

n nhy, nhy,

S 2 i L Xn: (b(k—l)hn(o) = b(k—1)h,, (7°))2

IR = r

— 22 sup L | Ma(0) = Ma(r) —2r2  sup L B (r)

Asr>_i_ Nhn r? Asr>_t_ Thn | T2
= /nhn = =nhn
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Or:

Lemme 8 Sous (A), si (hy),, est telle que nh, — oo et hy, — 0, VA €]0,b], Ve >0, VH >0
et Vn > 0, il existe ng tel que, Yn > ng :

n 2
I ( i lz (b(k—l)hn(O) — bk—1)h, (7")> S (M) - (2+A)77> Sl—e

_H _n r
AZTZ Vnhn k=1

avec ¢ (A) = ||b’||§’u0 —4K?q(A) — AG (A), ot q et G sont des fonctions continues, crois-
santes, telles que q(0) =0 et G (0) < oo.

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe D.
De plus, on a les deux résultats suivants, démontrés en annexes E et F :

Lemme 9 Sous (A), si (hy),, est telle que nhy, — oo et hy, — 0, pour tout A € ]0,b[, € > 0
et tout n > 0, il existe Hy > 0 telle que pour H > Hy, 3 n}{ € N* tel que, Yn > n}{ :

1 | M - M,
Py sup »(0) 5 n(r) >n| <e (3.10)
AETZ\/STTL nhn r

Lemme 10 Sous (A), si (hy),, est telle que (nhf’l)n est bornée, pour A € ]0,b[, € > 0 et tout
n > 0, il existe Hy > 0 telle que, VH > Ho, 3 n%, € N* tel que, Vn > n%] :

1 |R
Py sup = —— nQ(r) >n| <e (3.11)
ASr> 5hn nhy, r

On obtient donc que, pour tout A € 0, b[, tout € > 0 et tout > 0, il existe
Hy =max{H;,Hy} >0 et ng, = max {no,n}lo,n%ﬂ)} tels que, Vn > npg, :

Py (‘v’re [i A] ,Up (1) — Uy, (0) 2r2[¢(A)—(6+A)n]> >1-3¢

Vnhy,
La fonction A — ¢ (A) est continue et décroissante avec ¢ (0) = ||b ||§,M0 > 0. Il existe donc
$(Ao)

Ay > 0 tel que ¢ (Ap) > 0. On choisit alors n = 56T A0

Lecasour € [—A, —\/% [ se traite de maniére analogue.
n

Notons que la condition imposée sur la vitesse de décroissance de (hy,), vers 0 (lemme 10)
résulte de la majoration Ejy Hn(k_l)hn |] < Ch2 (cf. annexe C, (3.27), p.121) ol (”(k—l)hn)
sont les erreurs définies au lemme 1.

k=1mn

Comme nous l’avons précisé, pour établir la normalité asymptotique de 7,, nous adoptons
le type de critére développé par Ibragimov et Has'minskii dans [11]. Le théoreme 1.2 de
[11] établit la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque
la vraisemblance du modele considéré satisfait une condition LAN. Nous allons adapter ce
résultat & notre cadre d’étude (théoréme 4).

La suite (v/nh,7y) étant bornée en probabilité, on définit :

Zn (1) = nhy, (Un < \/::T) ~ U, (0)) (3.12)
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Théoreme 4 Supposons que, pour tout u, on puisse écrire :
Zn (u) = 21 (0) ul, + I (0) u?® + T, (u) (3.13)
ou I(0) est une constante strictement positive. Si de plus :

1. A, converge vers la loi normale centrée et de variance ﬁ.

2. u — Wy, (u) est continue p.s. et telle que, pour tout B > 0, supj,<p |¥n (u)| tend en
probabilité vers 0 lorsque n — +o00.
~ L(F
Alors : nhy,ry (—>O)./\f (0, ﬁ)
La démonstration du théoreme 4 est donnée en annexe G.

Pour montrer le théoreme 2, il nous suffit donc d’exhiber une décomposition de Z, de
la forme (3.13) telle que les trois termes de ce développement, I (0), A, et ¥, satisfont les
hypotheses du théoréme 4.

Commencons par identifier chacun des trois termes qui constituent ce développement.
Nous utilisons pour cela une généralisation de la formule de Taylor dans le cas d’une fonction

2
de C {0}
Lemme 11 Si b est un élément de C{QO}, on a pour tout x et tout r :

b(z)—blz—r) = [V (27) Igso) + V' (27) Laco)] 7
[b’ (O+) -V (O_)] [(T —z)" Iips0) + (7 — r)t I(a:go)]

r v
- / / b’ (z — u) dudv
0o Jo

Ce résultat repose sur le méme type d’arguments que ceux développés dans la démonstration
du lemme 2 (annexe A-1).
Nous noterons par la suite :

Db (x) = [b' (z7) Iiz>0) + ' (27) L(a<0)] (3.14)
A(r,z) = [/ (07) =b" (07)] [(r - z)" Izs0) + (7 — r)* I(xgo)] (3.15)

r v
+ / / V' (z — u) dudv
o Jo

Par application du lemme 11, on a pour I (0) définie en (A 5) :

1 n
> Db (Xe-1yn,) (Xihn = Bo [Xen, | Fo-1yn,])
k=1

Zn (u) = 2u —
n =

U

— 2) A (ﬁ’X(k—l)hn> (Xkh, = Bo [Xino | Fe-1n,])
1 n
to (ﬁ > Db (Xgeiyn,) = I<0>> + 1 (0)

n

u
— 2h,—— Db (X _ AN —, X
n 2::1 ( (k 1)hn) (\/m (k ].)hn)

k
" u u
+ h A ——, X +2R
" (V”hn (k Dhn) n(vnhn)
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D7(zn) (n) J
An=T o0 BT = X 1ymn) (o, = Bo [Xen, | Fiem ) G = 1,7)
D(()n) = 0

T, (u) = —2§n:A(\/§Tn X(k—1)h >(thn_E0[X’°hn|f(’“ Vi l) + 2B (x/nLT)
(i -] o e i )
_ \/721% X(e—1)h, A(ﬁ X(k—l)hn>

Il nous reste & montrer que, sous (A), les termes de cette décomposition (3.13) satisfont les
deux conditions du théoreme 4.
La loi asymptotique de A,, résulte directement du théoréme suivant :

Théoréme 5 Sous (A), lorsque nh, — oo et h, — 0, on a :

D U2 A7 (0,1 (0))

Démonstration du théoreéme 5 :
A), D™ — (D("))
Sous (A), k) ochen k1

démonstration du théoréme repose alors sur la vérification des deux conditions du théoréme
2.8.43 de [7] (p.82).
L*(Po)

2
e Montrons que < D >,(1"): > ore1 Eo [(D,(C”) - D,(Cn_)l) | ]-"(k_l)hn] — " 1(0). En effet :

est une (]-"(k 1)hn) -martingale de carré intégrable. La

<D> = nh Z (Db)? (X (k-1)n,) Eo [(thn — By [Xin, | Flporynn])” | f(k—l)hn]
1 n
= = > (D) (X (k-1y,) + Cn
=1
avec
khy, 2
Cn nh Z Db)? (X (k-1)n,) Eo </(k_1)h bs (0) = Eo [bs (0) | Fig—1)n,] ds) | Fle—1)hn
Le lemme 3 implique que :
L~ 2 L1(Po)
~ > (Dh)* (Xe-1yp, ) 1(0)
k=1
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On sait de plus que o’ est bornée sur R par K (remarque 3, § 3.3), on a donc :

9 n khn 2
Fo[Cal < 23" B, (/( b (0) — o [b, ()|fk1hn]d)

k—1)hy,

L’inégalité de Schwarz donne alors :

2 " khr,
Ricl < S5 [ B[00 B0 )]

2
< 2K [IB12,., P

L@ (n) L' (o)

On obtient donc : C), 0. Dou: < D >’ = I(0). La premiere hypothese du
théoréme 2.8.43 est donc vérifiée avec v (n) = n.

e Il nous faut maintenant montrer que la condition de Lindeberg est satisfaite. Pour tout
€ > 0, on obtient par application de I'inégalité de Schwarz :

ZEO [Eo UD Dl(c 1‘ I(’D]g")_[),(c”_)l‘zg) |‘7:(k—1)hnH

1 2 1
< mkz::lEO [(Db)4 (X(k—l)hn) I(’Dl(cn)_Dl(cn_)l‘ZE)] Ey [(thn — Ey [Xgh,, | F(k—l)hn])4] :

Or, d’apres la propriété 1, il existe C telle que :

1
2

Ey [(thn — Ey [thn | f(k—l)hn]) ] < Chn

De plus :

1
26>2

1
E Db 4 X I 2 < KQP D(n) _ D(”)
o | (Db) ( (k—1)hn) (’D;(c”)—D/(c@l‘ZE) = 0 k k-1

Or, l'inégalité de Markov & l'ordre 1 et la propriété 1 impliquent que :

P (|pf - pf|2¢) < 1m[|pf -]
K 1
< T o Ey [(thn - Ey [thn | f(k—l)hn])2] ’
_ CK

11 existe donc une constante C’ telle que pour tout n :

- (n) 2
S B [EO [‘Dk” - D",
k=1

!

Q

ooz | 7o |

N
NS,

ez2n

D’ou :

2 1
Hop s )| o] 570

n
> |0 - D2,
k=1
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Puisque la condition de Lindeberg est vérifiée, on obtient la convergence en loi annoncée.
L’hypothése 1 du théoréme 4 est donc satisfaite car A, = (I (0))~" DM,

La vérification de I’hypothese 2 du théoréme 4 repose entre autre sur ’obtention du résultat

P PR
—2 0. Comme dans le théoréme 3, c’est

suivant : pour tout B > 0, sup,<p ‘R (\/T>

lordre de la majoration, Fjy Hn (k—1)hn H < Ch2, qui va imposer une vitesse de décroissance
de (hy) vers 0. On a ainsi un nouveau renforcement de ’hypothese (nhi) bornée.

Théoréme 6 Sous (A), si nhy, — oo et nhd — 0, on a pour tout B >0 :

1
sup |, (u)] “S 0

lul<B

Démonstration du théoreéme 6 :

On a:
= u
sup |V, (u)] < 2 sup A(—,X_ n>Xn—E X | Foo_iyn, 3.16
|u|§B| n (u)] e ]; T = | (X o [Xkn, | (k—1)h Dl (3.16)
u

+ 2sup |R (—)' 317

|u|<l:1)3 "\ V/nh ( )

+ ZDZ’2 (k-1)hn) — 1 (0) (3.18)

n
h A2 x, 3.19
u
| (3.20)
n

h n
+ 2B\/—nZ|Db( (k-1 hn)| sup
na lu|<B

Montrons que chacun de ces cinq termes, (3.16) & (3.20), tend vers 0 au sens L' sous Py. Pour
cela, nous utiliserons la propriété suivante, dont la démonstration est donnée en annexe H.

Propriété 3 Sous (A), pour tout B > 0, il existe Cg > 0 (qui ne dépend que de B) telle
que, pour |u| < B, |v| < B, et pour n tel que nh, > 1, on a :

(3 (e ) -2 (v )) | <0 (37) (0 () + i Yo

Ey

2 (_u copl (o B\, L
& LZ‘;‘EA (o) | <on (@ () o (322

ot Q est une application continue telle que @ (0) = 0.

Terme (3 16)
Posons : A, (u) = Y5, (\/m Xk-1)h ) (Xkn, — Eo [Xkn, |~7:(k—1)hn])- Montrons que
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LY(P
pour tout B > 0, supj,<pg Ay (u)] @ 0, lorsque nh, — oo et (hy,), est bornée. Soit n tel
que nh, > 1. On a :

Eo [(An (1) — Ay (v))2]

~ 2
— L _ v B 9
a ,;EO (A (W’X(k‘l)h") A (M’X(k—l)hn)) (Xkn, — Bo [Xih, | Fre—1)h,])

Appliquant 'inégalité de Schwarz et utilisant les propriétés 1 et 3-(3.21), pour tout B > 0, il
existe Cp telle que pour tout u et tout v, |u| < B, |v] < B:

o (A ()~ 8, 0] < 0 (@ (2] + (n}jn)Q)% (v~ w?

et :

By (A7 ()] = By |(An () = Ay (0))°] < By (Q (w%) + (n; )2>%

De plus, A, est un processus continu car, pour tout z, u — A (u,z) est continue. On peut
donc appliquer le lemme 7. On a donc pour une constante Kpg finie :

Eo [V (A, B,2B)] < K (Q (%) . (n;jny)%

Or:  supjy<p[An (u)| = supp<p [An (u) = Ay (0)] <V (Ap, B,2B). Dot :

<xn (o) * )
B

avec Q ( 2= ) +—-— qui tend vers 0, lorsque nh,, — co. On a donc la convergence annoncée.
vVnhy nhy

(nhn)

Ey | sup Ay (u)]

lu|<B

Terme (3.17)

LY(P
Montrons que pour B > 0, sup,<p ‘Rn (\/:T (—>O) 0, lorsque nh, — oo et nh} — 0 .

Soit B > 0 et n tel que nh, > 1. Du fait que b est de Lipschitz, on a pour tout =z € R :

sup
lu|l<B

b(x)—b<x—\/:Tn>‘gK fhn

On obtient alors :

Ey | sup
lul<B

()|
KB

Eo [|Eo [Xkh, | Fe—1)hn] = X(k=1)hn — hnbg—1)n, (0)]]
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Or, d’apres la propriété 2, il existe une constante finie C'g telle que pour tout n, nh, > 1 :

(G| oo

Si nhy, — 0o et nh3 — 0, on a donc :

Ey | sup

lu|<B

L (Po) 0

()

sup
lu|l<B

Terme (3.18)

1
Par application du lemme 3 : |% > orey Db? (X(k—l)hn) _ I(O)‘ LQ;O) 0.
Terme (3.19)
D’apres la propriété 3-(3.22), il existe Cp finie telle que si nh, > 1 :

<o (@) * o)

avec (\/%Tn) + ﬁ — 0 lorsque nh, — oco. On a donc une convergence L' vers 0 de la

variable considérée.

Terme (3.20)

Enfin, par application de I'inégalité de Schwarz et de la propriété 3-(3.22), il existe Cp telle
que :

" u
Ey |h sup A2 (—,X _ n)
0 [ nk2221|u|§3 \/W (k—1)h

Ey

lul<B

[
;ZID?) (Xk-1h, )| suP A(\/%?"Qk—l)}%)‘]
k=1 n
1

h i u 2
< 4K Ey|su A2( X (b )
w2 | (G Yoo
1
h n B 1 2
< COpKjy/-—=2
< Cp Vnm@(m)*nhn)
1
B 1 2
< oo (@) + i)

On a donc :

1
g

B
VoD (Db (X, )| s
k=1

u|<B

u
(S o)

Chacun des cinqg termes, (3.16) & (3.20), converge vers 0 au sens L' sous Pp; le théoreme 6
est donc démontré.

Nous avons donc trouvé une décomposition de Z, du type (3.13) telle que, sous (A),
les conditions du théoréme 4 sont satisfaites sous la condition nh, — oo et nh3 — 0. Le
théoreme 2 est ainsi démontré.
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3.6 Applications : Modéle CTAR(1)

Dans ce paragraphe, nous allons spécifier les résultats précédents pour un modele CTAR(1)
a raccordement continu défini par :

dXy = (—ar1 X¢I(x,>0) — 02 XiI(x,<0)) dt + dB; (3.23)

Notons que les CTAR sans hypotheése de continuité sur la dérive sont étudiés dans [1], [2] et
[10].

Dans le cas considéré, le parametre de seuil est 7o = 0. Commengons par examiner les
conditions (A). (A 1) est aisément vérifiée.
La fonction d’échelle associée & (3.23) est donnée par :

s0(2) = oxp (a12°) I(zso) + exp (a22%) <o)

(A 2) est ainsi satisfaite si et seulement si a; > 0 et ag > 0. La densité de la loi invariante
Mo est :

q (z) = (%) 2\/“;1exp (—a12?) Izs0) + (%) 2\/§exp (—az2®) Iiz<o)

On vérifie facilement que I (0) = (%) et que I (0) > 0 pour a; > 0 et ag > 0.

D’apres la remarque 1 faite au § 3.3, (A4) est satisfaite si a; > 0 et ag > 0. On a en effet :

lim ¢ (z) =0, =0

im
|| —+o0 |z[—+o00 2 ()

Etude expérimentale par simulation :

Nous prendrons comme domaine de recherche de ry, I'intervalle [a,b] avec a = —4 et b = 5.

Pour simuler le point initial X (w) selon la loi g (A 3), on se base sur la propriété suivante :

Propriété 4 Soient U une v.a. uniforme sur [0,1] et X une v.a. gaussienne centrée réduite.

On suppose que U et X sont indépendantes. Posons :
Y = L I L I
V2a1 (U< 287%) T V2ay (REmsUSt)

Alors, la v.a. Z définie par Z =Y | X| suit la loi po.

Démonstration de la propriété 4 :
Pour tout z <0,

1 1
P(Z<z = P(ZSz,Y:\/z_)+P<Z§z,Y:— 5 )
al a2
1 1
_ P< _ >P(|X|§\/—2a1z)+P<Y=— >P(|X|2— %a37)
2a1 2a9

00 2 V2azz 2
Vvarty/a2 \ J- g V21 2 —o V27 2



De méme, pour tout z > 0, on montre que :

)P(—\/lezgxg 2a1z)+P<Y=—\/%)

1
vV 20,1

- \/_\/J:Tl\/_+\/_+\/_ Mlz_e"p(‘g)d"”

- w5 e e

On a donc P (Z < z) = [*__qo (x)dz ol qo est la densité de pp.

P(Z<z) = P<Y=

Pour a1 = 1, ao = 2 et 19 = 0, nous simulons n observations & partir d'un schéma d’Euler

a pas ﬁ)_%' Comme la normalité asymptotique de 7, est obteneu pour une suite telle que

nh3 — 0, nous avons choisi h, = (nIn (In (n)))_% On a alors pour n = 5000, A, ~ 0.04536
et T = nh, ~ 226.83.

Cette étude numérique est menée en supposant dans un premier temps les parameétres a; et
ag connus. Nous calculons N = 100 estimations 1ndependantes du parametre de seuil. Nous
notons 7y = + SN 7 la moyenne empirique et Sy = i Son, (7 —rN) la variance

empirique des estimations. ry est & comparer & rg =0 et T'Sy a ﬁ = :y ~ (.4459.
Nous complétons cette étude numérique en testant la normalité N (0 ( ,m> de la loi limite

des (\/T?ﬁl) . par un test du Khi-Deux. Pour ce faire, on choisit 20 classes C; = ]b;—1, b;],
(2

avec by = —oo et byg = +oo, sur lesquelles la loi N (0, ﬁ) a une probabilité p; ~ 0, 05.
Pour tout 2 = 1,20, on note N; = Z ( VT elbi b)) I'effectif observé pour la classe C;,

Np;)?
Ueffectif théorique étant Np;. On définit alors Ky = va 1 %. Si la loi limite est la loi

N (0, T(0 )) la loi de Ky est un Khi-Deux a 19 degrés de liberté. La zone de rejet choisie pour

un risque de premiére espece de 5% est {Kxy > 30.1}. Les effectifs empiriques et théoriques
sont donnés dans le tableau 3.3.

Dans un deuxieme temps, nous nous placerons dans le cas ou a; et as sont également des
parametres & estimer. Pour r fixé tel que ming=1, X(x_1)p, < r < maxg=1, Xx_1)n,, 1es
estimateurs du minimum de contraste de a; et as associés a U, sont :

1 2k=t (7= Xoemvynn) Kenn = Xe—vn) Lx oy, 57)

aAln (T) = 2

hn ket (7= Xe-vna) L(x iy, >1)
o () 1 k=t (7= X-nna) Kk = Xe-nna) Txg_ oy, <o)
anp\r) = — 2

hn Zz:l (T - X(k_]-)hn) I(X(k—l)hn S?")

On remplace alors dans le contraste aq et as par leur r-estimation et on minimise en r la fonc-
tion ainsi construite. L’estimation 7, étant obtenue, on estime a; et as par a1, (7,) et a2, (7).
Nous indicerons par * les résultats obtenus relativement & cette procédure d’estimation.
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N

Figure 3.1: Histogramme des estimateurs (nhy,)? (7 — ro) lorsque a; = 1 et as = 2 sont

supposés connus.

(M

Figure 3.2: Histogramme des estimateurs (nh,)
estimés.

(7} —1ro) lorsque a; = 1 et ag = 2 sont

(M

Figure 3.3: Histogramme des estimateurs (nh,)? (a1 , — a1) lorsque a1 = 1 et ag = 2.
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(M

Figure 3.4: Histogramme des estimateurs (nh,)? (a2 , — a2) lorsque a1 = 1 et ag = 2.

Conclusion :
Que a7 et as soient estimés ou non, les moyennes empiriques pour le parametre de seuil ap-
prochent 7y avec une précision de I'ordre de 1073, Alors que la variance empirique est proche
de la variance théorique si a; et as sont connus, elle s’en éloigne naturellement lorsque a; et
as doivent étre estimés, et cela bien que ces estimations soient en moyenne proches & 1072
prés des vraies valeurs des parametres a; et as. Lorsque a; = 1 et as = 2 sont connus, le
test du Khi-Deux nous permet de confirmer, au niveau 5%, que la loi limite commune des
(\/7%7’”;1)2.:17]\, est la loi N/ (O, ﬁ) On trouve en effet Ky ~ 22.59.
Pour ce modele a seuil particulier, lorsque a; et as ne sont pas estimés, les résultats numériques
sont conformes aux résultats théoriques énoncés aux § 3.4 et § 3.5.
Sion se réfere a [4], on peut conjecturer que ’estimateur du minimum de contraste (a1, 2, ')
associé a (ay,ag, o) est tel que (ai,,az,) est asymptotiquement normal avec une vitesse stan-
dard et indépendant de 7,, la loi asymptotique de 7, n’étant pas affectée par I'estimation de
(a1, a).

3.7 Estimation du parametre de seuil pour les chaines de Markov

Dans [4], Chan étudie les propriétés asymptotiques de l'estimateur des moindres carrés con-
ditionnels du parametre de seuil dans le cas d’'un modele autorégressif & 'ordre p & temps
discret ou TAR(p) (voir Tong [18] et [19]) :

g = 4 @10 +a11Tg—1 + -+ a1pTp_p + Cref, Si Tp_qg <10
a0 + a21Tp—1 + -+ + ApTp_p + C2€k, S1Tp_q > T

ro rN 100" TSy
0 | —0.001974 | 0.4459 | 0.397615

Table 3.1: Moyenne et variance empiriques du parameétre de seuil pour N = 100 lorsque
a1 =1 et ag = 2 sont connus.
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a}v a?\, TN TSy
1.016415 | 1.969189 | 0.004132 | 1.689259

Table 3.2: Moyennes empiriques des estimateurs de ai, as et g pour N = 100 et a1 = 1,
ao =2et ryg =0.

|| Classe || effectif théorique : Np; | effectif observé : N;
|—o00; —1,1352] 4,46 2
]—1,1352; —0, 8746] 5,05 6
]-0,8746; —0, 7078] 4,95 5
]—-0,7078; —0, 5742] 5,03 11
]-0,5742; —0,4607] 5,02 4
]—0,4607; —0, 3605] 4,95 3
]-0, 3605; —0, 2671] 5 6
]-0,2671; -0, 1736] 5,28 4
]-0,1736; —0, 0868] 5,09 4
]—0, 0868; 0] 5,17 6
10;0,0868] 5,17 9
10,0868; 0, 1736] 5,09 5
10,1736;0,2671] 5,28 8
10,2671;0, 3605] 5 1
10, 3605; 0, 4607] 4,95 4
10,4607; 0, 5742] 5,02 4
10,5742;0,7078] 5,03 7
10,7078;0, 8746] 4,95 6
10, 8746; 1, 1352; ] 5,05 1
|1, 1352; +o0| 4,46 4

Table 3.3: Résultats des effectifs par classe relatifs au test du Khi-Deux pour le parametre de
seuil lorsque a1 = 1 et as = 2 ne sont pas estimés.
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Notons que des auteurs tels que Petruccelli [15] et Woolford [14] ont étudié les propriétés de
cet estimateur dans le cas d’un TAR(1) (voir aussi [5]) :

g = 4 @10 FanTE-1 +creg, si 1 <1
a0 + a21Tk—1 + co€, SiTR_1 > T

Dans [4], sous des conditons d’ergodicité géométrique et de stationnarité de la solution, Chan
montre que 'estimateur de ry est consistant avec vitesse non standard de l'ordre de N et
une loi limite liée & un processus de Poisson composé. Dans le cas considéré, la fonction
autorégressive présente une réelle discontinuité en ry : on suppose qu’il existe (2o, ,2p—1)
tel que (a9 — ago) + (a11 — a21) zp—1+- -+ (a1p — azp) 20 # 0 et z,_4 = ro. Une des questions
posée par 'auteur est de déterminer la loi limite de cet estimateur lorsque cette discontinuité
disparait. Nous allons adapter les techniques mises en oeuvre précédemment pour apporter
une réponse dans le cas d’'un modele autorégressif a 1’ordre 1 du type :

2 =b(zp_1 —10) + €k (3.24)

Ici, on suppose que b est une fonction connue appartenant a C{o} (ex) k>1 est une suite de
variables indépendantes, identiquement distribuées et centrées, telle que ey soit indépendante
de Fi—1 = 0 (20,1, , T—1)-
On considere le groupe d’hypotheses (B) :
(B 1) Onsuppose que la loi des (ef), admet une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue,
g étant strictement positive sur R. De plus, il existe a > 1 tel que E [|61|4a] < 00.

On note o2 la variance commune des ej.

(B 2) Tlexiste A, 0 < A <1, et K >0 telles que, pour tout = € R, |b(z)| < \|z| + K.
Sous (B 1) et (B 2), il existe une unique loi invariante p,, qui admet un moment
d’ordre 4a. De plus, py, a une densité q,, par rapport a la mesure de Lebesgue, gy,
étant strictement positive sur R ([6], [3]).

(B 3) La loi de ¢ est pp,.

(B 4) V' et b” sont & croissance polynomiale d’ordre a sur R : il existe C' < oo telle que, pour
tout z € R, |V (z)| + |b" (z)] < C (1 + |z])“.

(B 5) I (TO 02 fR [ bl ((l' - T0)+) I(ac>ro) + (bl)2 ((SU - TO)_) I(xgro)] Aro (:L’) dx >0

Sous (B 1) et (B 2), (3.24) admet donc une unique solution stationnaire notée (zy),. (zx);
est une chaine de Markov homogeéne. Notons II,, sa probabilité de transition. On sait de
plus que (zj), est récurrente positive ([6], théoreme 1.IV.26, p.29). Si on note P, la loi de
la chaine, on a alors :

Pr s.
Lemme 12 Pour toute fonction h € L' (uy,), 30 h(zy) = A S b (@) gr, (z) dz

Soient a et b deux réels tels que 79 € Ja,b[. L’estimateur des moindres carrés conditionnels
est donné par :

N
~ . 1 2
TN:réﬁf,b]LN(r)’ Ly :N_E: (zr, — b (-1 — 1))
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Théoréme 7 Sous (B), Ty est un estimateur consistant de ro. De plus :

£(Pro)

VN (Fy — 1) ~— N(O,ﬁ)

L’estimateur des moindres carrés est asymptotiquement normal & la vitesse standard v/N.
La démonstration de ce théoréme repose sur une adaptation des techniques développées dans
le cas des diffusions & seuil. En annexe I, nous donnons les différentes étapes de la preuve et
les lemmes techniques nécessaires. Notons que les calculs sont simplifiés par rapport au cas
d’une diffusion, ceci pour deux raisons. La premiere est ’absence du terme d’erreur R, dans
les développements. En second lieu, les termes Xy, — Fo [thn | f(lc—l)hn] sont remplacés
par e supposés indépendants de Fj_1, ce qui compense ’abscence du caractére lipschitz de
b.
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Annexes

A Démonstration du lemme 2

Dans la suite, on note : Sy, (a) = h(a™) —h(a")

1. Montrons que si f € 0{2 p f est la diﬁérence de deux fonctions convexes.

Soit z < a. Pour tout y € R, on définit G (y) = [ f" (u
Intégrant par parties, on obtient :

V>0, Gla+t)=f(a+t)—f (z)— Sy (a)

De plus :
Gla—t)=f'(a—1t)— f' ()
On a donc :
VyeR, G(y)=f (y) = f'(x) = Sy (a) Igey) (3.25)
D’ou :

vier [ GOy =16)~ )~ @) - 2) - Sp @) - o)
Donc :

1) = hie) - f2)

) = f@+ 7@ o)+ Sy @] o+ [ [ [7)" duay

Rz = [Sp@] (z—a) // [F"(w)]” dudy

f1 et fy étant des fonctions convexes, on a le résultat annoncé.

2. Pour achever la démonstration du lemme 2, on applique le changement de variable
généralisé & f1 et fo ( théoreme 7.1 [12], p.218 ). On obtient ainsi :

£ (X,) = £ (Xo) /f 2 dX, +/Lt(x)v(dx)

ou v est la mesure définie par v ([u,v]) = f' (v=)— f' (u~). Or, d’apres I'équation (3.25),
onapouru<uv:

) = @) = Sp @ (uoh + [ roa
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On obtient donc :
(X 1 (Xo) / 1 (X,)dX +/L (:B)f”(x)d:l:-i-Sfr (a) Ly (a)

avec : [p Ly(z)f" (x 2f0 1" (Xs)d < M >4 ([12], p.218).

On a donc le développement annoncé.
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B Démonstration de la propriété 1

Soient k et n quelconques. On a :
khy,

X, — Eo [Xkh, | F—1)n,| = Dkn, B + /(k " (bs (0) = Eo [bs (0) | Fk—1yn, ) ds
~Dhn,

Or, pour tous réels z et y, (z +y)* <8 (z* 4+ y*). Donc :

khn

(Xih, — Fo [Xkh, | f(k—l)hn])4 <8 [(Akh"B)4 " </(k 1)h

4
(bs (0) — Eg [bs (0) | Fk—1yn,]) ds) ]

Par une double application de I'inégalité de Schwarz, on obtient :

ko 4 khn
</ (bs (0) — B [bs<0)|f<k_1>hn]>ds> < B[ (0 - Bo [ 0) | Foi,]) ds
(k—1)hn (k—1)hn
khy
< 8nd /( (b2 (0) + Eo [b2(0) | Fipo1yn,]) ds

k—1)hy,

En passant & I'espérance sous la loi invariante pg, on a :

k—1)hn

khy 1
Ey l(/( (bs (0) = Eo [bs (0) | Fk-1yn,]) ds) < 16 |[b[4 (3.26)
De plus :
By (A, B)*| = 302
Si (hyp),, est bornée, il existe une constante C' finie telle que :

Ey [(thn — By [Xgh,, | 7:(1@—1)11“])4] < Ch2

On a le résultat annoncé.
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C Démonstration de la propriété 2

D’apres le lemme 1, on a :

kh,
Me—1yn, | < /(k_l)h (khn — ) |B (X)| ds + hy b (07) =8 (07) | (Lin, (0) = Lig—1yn, (0))

car s — L4 (0) est un processus croissant. D’ot :

khn

Bollmanl] < [ (o =) Ealln (X)) ds
(k—1)hp

+ hy ‘b’ (O+) —p (0_) ‘ Ey [(Lkhn (0) — L(k—l)hn (0))]

Compte tenu du fait que pg est la loi invariante, qu’elle admet des moments de tous ordres
et que h est a croissance polynomiale, on a :

keha A g 5
—1Dhy, E

De plus, d’apres la formule de Tanaka-Meyer ([12], p.220), on a :

t+s t+s
Xeps] = X + / sign (X,) dB, + / sign (X.) b (X,) du + Lyss (0) — Ly (0)
t t

On obtient donc en passant a I’espérance sous la loi invariante :

khy
Bo [(Lin, (0) — Lo, (0)] = /( Eo [sign (X.) b (X.)] du

k—1)hn
S ||b 1,;1,0 hn
De ce qui précede, on déduit que :
Eo [|nge—1yn,|] < Chiy (3.27)

ou C est une constante finie indépendante de n. Pour conclure, il suffit de constater que
d’apres le lemme 1, on a pour tout % :

Eo [Xih, | Frmiyhn ] = Xk=1)h, = nbg—1yn,, (0) = Eo [ng—1)n,, | Fk—1)h,]
Eo [|Eo [ng—1yhn | Fi—1ynn ] < Eo [|106-1)n, |]

Donc :

Eo [|Eo [Xkh, | Fo—1)hn] — X(k—1)hn — hnbge—1)n, (0)|] < Ch3,
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D Démonstration du lemme 8

D’apres le lemme 11, on a pour A > r > 0 et tout z :

b(z) —b(z—r)=rb(z7) = (' (07) =0 (07)) (r—= ) Lo<z<r) — / / V' (z —rs)dsdt
On a donc :
(b(x) = bz =)* > r* (¥ (a7)" =22 ¥ (07) =¥ (0) || (+7) [ Tio<acar

P ()] + B (01) = b ( //\b" ~rs)| dsdt

Par hypothese, b est & croissance polynomiale, il existe donc a > 0 et C finie telles que, pour
tout z € R :

1 gt
Vr e [0,A], / / V" (z —rs)|dsdt < C (1 + |z] + |A])®
o Jo

De plus, pour tout 2z € R, |[b' (z)| < K. D’ot, pour H > 0etn >nH —mf{nEN* < A}:

vnhy

— Tr—rTr 2
inf (”(3”’ b )) > (¥ (7)) o2 (2) - Agd ()

H r
AZrz 7

avec :
g1 (2) = 4K T (g pen)
et

g5 (¢) = 4KC (1 + [a] +|A])°
On a donc, siH>Oetn2an:

n

wf L Xn: (b(k—l)hn(o) = b(k—1)h, (T))2 > % (b, (X(; . ))2 _GL(A) - AG2 (A)

H_n r
Azrz =T k=1

olt: Gi (A) =137 g2 (Xk—1yn,) (i=1,2).

Sous (A), (b)?, g2 et g5 sont dans L? (ug). On peut alors définir G; (A) = po (¢8) (i=1,2)

et appliquer le lemme 6 & chacune de ces variables. Par conséquent, pour tout € > 0 et tout
n

7 > 0, il existe ng tel que Vn > ng :
1 B 2 ) .
L3 (o)) - R <) 215

po(
k=1
n) >1-c¢

i=12 PR (|G,(A)-Gi(A)]<n)>1-

LWl ™

n

IS (o (K,)) I | <

k=1




Icd \;MO — G (A) = AGy (A)

._.
B
-

| =
[]=
N
o
S
T
=
=
3
—~~
(]
N
|
g
e
N
=
=
3
—~~
=
N
~
Vv

1 _ 2 9
n Z (bl <X(k—1)hn>> o ||b/H2,MO

— |GL(A) =G (D) = AIGE (D) = G2 (A)]
|6 —4K%q(A) — AGy (A)

v

[i
1 / — 2 1112
n kz:l (b <X(k—1)hn>> o ||b HQ,MO

LGN (A) - G ()]~ A6 (A) - Ga(A)]

avec : q(A) = fOA o (dz). Donc pour € > 0,7 > 0 et H > 0, il existe n; = max {no,nf]} tel
que Vn > nq :

n 2
P, ( nf lz (b(k—l)hn(O) — b(k—1)h,, (7")> S (D) - (2+A)77> >1—e

H_ n r
AZTZ Vnhn k=1

avec ¢ (A) = |[V'[[3,, — 4K2q (A) = AG(A), G = Ga.
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E Démonstration du lemme 9

La démonstration de (3.10) s’inspire de la démarche développée par Chan [4].
Pour tout d > 1, H > 0 et n € N*, on définit I (d, H,n) = {z €N, L2H < b} et, pour

vnhy, —
A €]0,8, N (A,d, H) = inf{n € N*, ML < A, nhy > et by < 1}.

Montrons que, pour € > 0, n > 0 et d > 1, il existe Hy > 0 telle que VH > Hy et Vn >
N (b,d,H), on a:

Py sup >n| <e (3.28)
ie1(d,H,n) Mhn ( jT )2
nhn
On a:
diH diH
1 | Mn(0) —Mn( m) 1 | Mn(0) —Mn( rhn)
Py sup - — >0 < Z 5 N
i€I(d,H,n) Min ( diH ) i) nhy ( diH )
Vnhy E vnhy

Or, le lemme 4 implique qu’il existe C, une constante finie qui ne dépend que de a et b, telle
que :

d'H
1 (0) — M,
Vn > N (b,d,H), Vi€ I(d,H,n), ! ”(QV”’Z“) < (’;
nhy ( diH ) (d?)" H?
vnhy
D’ou :
M, (0) — M, (4L
1 Vihn
Vn> N (bd,H), Py | sup - "(2 ) ) [
iel(d,H,n) | Vhn ( diH ) (1—d=*)n*H
vVnhy
Pour obtenir le résultat souhaité (3.28), il suffit de prendre H > Hy = W.

Nous allons montrer que, pour € > 0, n > 0 et d > 1, il existe Hy > 0 telle que, VH > Hj et
VYn > N (b,d,H), on a :

1 1 dH
P, su su M, (r)—-M, | —— || > <e 3.29
’ iel(d,g,n)re[ diH pdi‘HH[ ( diH >2nhn n(r) ! (Vnhn>‘ = (3:29)
Vnhp’ V/nhp vV nhn

. dH d+t'H .
Pour tout ¢ € I (d, H,n) et tout r € [m, i [, on a :

- (28] = ot ()

IN

1 (M d+'H di(d—l)H>
(d2)" H? " nhy,  /nh,

126



Or, par application des lemmes 4 et 7, on sait qu’il existe une constante C' finie, indépendante
de n, 7, H et d, telle que :

dHH (d—1)H dHH | di (d—1)H
Ey |V | My, , < C+/nh
° |: < " vnhy, vnhy, )] i vnhy, nhy

. 3 _
< o(dm)ta )it
nhy,
Dot :
3
1 1 d'H C(dH)2dyd—1
Eo Sup N2 b M, (r) — My (\/T)‘ ( )2 T
el gna] (L) " it (d'H)* (nhn)
. _Cavi—1
T Vd&H (nhy)i
Or,n > N (b,d,H) :
1 1

Ey sup —_—
diH ditlH

i 2nh
re[ e G | (%) i

ou C < oo est indépendante de n, i, d et H. En appliquant I'inégalité de Markov & 1’ordre 1,
on montre que, pour n > 0 et n > N (b,d, H) :

1 1 d'H Cdvd—1
Py sup sup PR M, (r) — M, < )‘ >n| < -
€T )y i i ( i1 ) nhy, Vnhy, VH7 (1 _ d—g)
vnhn = vVnhn Vnhn

2
Il suffit alors de prendre H > (Cdi ”d_}> pour obtenir (3.29).
En(l—d_§)
Enfin, on remarque que, pour tout A € 10,b[, H > 0O et d > 1, Vn > N(A,d,H), on
a:

(3.30)

vnhy,

1 | My (0) — My(r 1 1 d'H
sup n()ﬂ S _Sup sup. 2y, | (1)~ M <—>‘
e[t ] " sl e[ g soon | (L) "
. L | Ma(0) = M, ( drfn)
sup
ieI(d,H,n) 'nhn ( d'H )2
vnhy

(3.28) et (3.29) impliquent donc (3.10).
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F Démonstration du lemme 10

Soient A € ]0,b[ et H > 0 quelconques. Pour tout n € N* tel que % <A,ona:
1 |Ry(r) 1 1 ‘Rn (r)
sup —— - < = sup —_—
Asr> A nhy | r? H /nhy psps e r

Or, d’apres le lemme 5-(3.9), on sait qu’il existe C finie qui ne dépend que de a et b telle que

1 |R
Ey sup n (1) < Cnh,%
A>7’Z\/5Tn nhn r
On en déduit que :
R C
Ey sup ‘ n2(7°) < —+/nh3
AZTZ\/:ITH r H

Par hypothese, la suite (nhi)n est bornée. Sion note M > 0 cette borne, on a par application
de l'inégalité de Markov & l'ordre 1 :

1 |R C
Py sup —— n2(r) >n| < =vM
ASr> fhn nhy, | r H

Pour obtenir (3.11), il suffit de prendre H > Hy = %
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G Démonstration du théoréme 4

Si on montre que, pour tout § > 0, lim, o Py (|\/nhn?n + An| > (5) = 0, alors /nh,7r,
converge en loi vers la loi limite de —A,, et on aura le résultat annoncé.
Pour tout A > 0, on a :

Py (‘\/nhn?n A,

>5) < PO(‘ Wy >A)+P0(|An|>A)
+ %(‘Mﬂﬁ% >5,‘x/%?n

La condition 1 du théoreme 4 implique que :

Ve >0, 3A; = A; () et Ing = ny (e) tels que, Yn > ny, Py (|A,| > A1) <e.

La tension de la suite (\/ nhn?n) implique que :

Ve >0, 3JAs = Ay (€) et Ing = ny (e, Az) tels que, Vn > ng, Py (|\/7Wn7”\n| > A) <e.
Montrons que :

< 4,0, < 4)

Py (‘\/nhn?n + Ayl >4, ‘\/nhnrn < AA,l < A) <P (sup [, (w)] > I(0) E)
[ul<A
On a:
o I ()  Zy(u) u? 1
<A f 22 < <ulN, 4+ — 4+ —— N 3.31

Or, sous {|\/nhn?n| < A}, on a :

nf Zn (u) _ Zn( nhn?n)
<4 27 (0) 21 (0)

Sous {‘ nhn?n‘ < A,| nhn?n—i-An‘ > 6},

In (Vhan) 0 AL Ly )
21 (0) — 2 2 2I(0) <a

Compte tenu de (3.31), on obtient, sous {|An| < A, | nhn?n| < A, | nhy,Ty, + An| > 6} :

62 A? 1 , A2 1
— =2 —— sup |V, (v)| < A+ =+ —— sup |¥, (u
Donc :
. &2
{lAn|§A7 Vnhn"/’\n <A, Vnhnrn‘i‘An >6}C{sup |\I]n(u)|2I(0)§}
lu[<A

On a 'inégalité annoncée.
La condition 2 implique alors que V6 > 0, Ve > 0, VA > 0, 3ng = n3 (¢,0, A) tel que, Vn > ng
P, (|\/nhn?n + An‘ > 4, ‘ nhn?n| <A A, < A) <e.
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Pour § > 0 et ¢ > 0 fixés, on pose Ay = max {A1, A2} et ng = max {ny,n9,n3 (Ag)}.
Pour tout n > ng, on a :

o (Vs ] )
Py (|V/hatta] > A0) + P (18] > A0) + P (|v/hafn + A

Py (|Vahata| > 42) + Po (180] > A1) + Py (|v/0hato + A
3e

v nhyTy
\/ nhy, T,

IA

> 4,

< Ao, || < Ao)

> 4,

< Ao, 18] < A))

IN A

Donc, pour tout § > 0 et tout ¢ > 0, il existe ng tel que, Vn > ng,

Py (‘\/n—hn?n + Ap

>5)§6
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H Démonstration de la propriété 3

Soit n tel que nhy, > 1. On a pour tout z, tout u, |u| < B, et tout v, |v] < B :

u v
AN —,z) A | ——,
() -2 ()

+ +

b (0%) =¥ (0 (” _> _( u _>
) - 0| (=) - (-
(-~ zm) (- am)
x — — |z -

nhy, nhy,

T [V
+ / " / ‘b" (z — z)|dzdy
vore

IN

I(x>0)

+ B (07) =¥ (07))] Tw<o)

v —u Tk [V
—1I +/ / b (z — dzd

Or, V" est & croissance polynomiale, il existe donc une constante finie C' et o > 0 tels que :

< B (07) - v (07)]

B B B \“
ViE€R,Vz€ |——,—|, [V'(z - <C<1+ + >
e B - B R (R -
Puisque nh, > 1,ona: Vx € R, Vz € [—\/%, \/fT] , V' (z—-2) < C(1+ 2]+ B)*.

Posons : Gp(z) = C(1+ |z| + B)®. D’aprés ce qui précede, on a pour tout z, si |u| < B,
|v| < Betnh, >1:

u B v RN v—u
() 2 () |0 0 O[T ey + P00 |

D’ou :

4
u v
(T o) =4 (G o)

s (v—u\" v—u)’
< 8 [b’ (0+) —y (0_)] (\/W) I(|X(k—1)hn|§%) +SB4 (GB)4 (X(k—]_)hn) < nhy, )

2 B?
— 71 B
’I’Lhn (|X(k—1)hn|§m)

2 B*\*
+ 2(Gp) (X(k—l)hn) (W)

Pour obtenir (3.21) et (3.22), il suffit de passer & 'espérance sous pg dans les deux inégalités
précédentes : (Gp)? et (Gp)* sont intégrables car, par hypothése, po admet des moments
de tous ordres. On a ainsi, dans les membres de droite, deux constantes, qui ne dépendent
que de B, et Q (¢) = ffE o (dzx). po étant absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, @ est continue et vaut 0 en 0.
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I Schéma de la démonstration du théoréeme 7
On suppose que 7o = 0. Posons : My (r) = SN b(zpo1 — 1) e

I.1 Préliminaires

Nous commencerons par montrer que notre procédure d’estimation s’inscrit dans le cadre de
I’estimation par minimum de contraste. Pour ce faire, nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 13 Sous (B), il existe une constante C finie telle que :
2 = = 2 2
v (rs) € b, By |(My(r) = My (s)) | <NC(r—s)
Vrelat],  By|My ()| <NC
Démonstration :

Par hypothese, ey est indépendant de (zg,e1,--- ,ex_1) et est centrée. Donc, pour tout r et
tout s dans [a,b] :

Eo [(JTJN (r) — My (s))Q] < Na2/(b(x—r) —b(z - s))? po (d)
Ey [MN (7”)2] < N02/52 (z =) po (dz)

Compte tenu de I’hypothése de sous-linéarité de b et de croissance polynomiale de o', on a
pour tout z € R :

b (z—1) < (Gap)? (z) et (b(z—7)=b(z—35))" < (r—3)°(Gap)” (x)

olt : Ggp(z) =C (14 |z| + Ma,b)max(l""). (Ga,b)2 étant intégrable par rapport & pg, on a les
résultats annoncés.

Lemme 14 Sous (B), pour tout r € [a,b] :

1

Ly (r) = Ly (0) 2% L (r,0) = =

/ (b(z — ) — b(2))? o (dx)
R

ot v — L (r,0) est continue, positive et admet un unique minimum en r = 0.

Démonstration :
Pour tout r € [a,b], on a :

Ly (r) = Ly (0) = 5 My (0) = My (1))

vl [\

=
ql\d
WE

(b(zh-1) = b(wp_1 — 1))

B
Il

1

1

. . . =~ =~ L?(Py)
Le lemme 13 implique que, si N — oo alors & (MN (0) — My (7‘)) —

0.
De plus, b est & croissance sous linéaire sur R et po admet un moment d’ordre 4a (o > 1).
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On a ainsi: z — (b(z) — b(z —r))* € L' (119). Par application du lemme 12, on obtient alors

N
1
o5 2 (@) = (@ —1)* =B L(r,0)
k‘:

Pour montrer que L (+,0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0,
on proceéde comme dans la démonstration du lemme 6.

On vérifie aisément que Ly et L satisfont les conditions de la définition 3.2.7 de [7].

I.2 Consistance

Pour montrer que ¥ est consistant, on procéde comme dans la démonstration du théoreme
1. Pour tout n, 0 <n<b—a,on a:

(b—a)n 2 al
= - 2
4 (MN7Ma,b77I) t N ; (Gap)” (wk-1)

2
V (Ln, Ma,b,n) < No?

LY(Po)

Utilisant les lemmes 13 et 7, on montre que si N — o0, %V MN,Mmb,'r)) —" 0. De plus,

(Gap)® € L' (19). Par application du lemme 12, on obtient :

P, .S.
Gap)? (who1) 257 |G,

M-

N

Si on pose Vi () = 2=V (MN,Mab 77) + (=g a) L N (Gap)? (z_1), on a alors :

Vi (1) 2 V (L, Mo, 1) et Vi () =2 ¢ (1 >—2” 2 |Gaslls,, 7 avec limy o ¢ () =0.

1.3 Normalité asymptotique

Nous allons procéder comme au § 3.5 : apres avoir identifié la vitesse de convergence de 7y
vers 0, nous montrons que le contraste se développe localement autour de 0 et satisfait une
condition LAN.

Théoreéme 8 Sous (B), pour tout € > 0, il existe H et Ng € N* tels que VN > Ny :

H
Pllryl < — | <1-—¢
°('N'—m>—

La démonstration de ce résultat de tension peut étre calquée sur la preuve du théoreme 3 : il
repose en particulier sur les deux lemmes suivants :
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Lemme 15 Sous (B), pour tout A € 10,b], € >0, H > 0 et tout n > 0, il existe Ny tel que,
VN > Ny :

N

Po( inf ! Z(b(xk_l)_b(xk_l_r)>2 Z¢(A)—(2+A)n> >1—c¢

1 N r
) B

avee ¢ (A) = ||b'][3 ., —2[b' (0F) = &' (07)[]1¥/[l,

SO
continues, croissantes, telles que q(0) =0 et G(

q(A)—AG (A), ot q et G sont des fonctions
) < o0.

et :

Lemme 16 Sous (B), pour A € ]0,b[, € > 0 et n > 0, il existe Hy > 0 telle que VH > Hy,
ANy € N*, VN > Ny :
> n) <e

1
Py sup —
(A>r> n N
On définit alors pour tout « :
Zy(w) = N (L (L> - L (0))
N NN N
2 [~ — [ u 1 & u 2
= =My - My (= S (b 2y — —— ) — b (s
o (v 0= 30 () + 52 32 (0 (s - ) - o)
D’apres le lemme 11 et avec les notations introduites en (3.14) et (3.15), on obtient :

EN(U) = UETZDI) Th— 1 22 < s Llo— 1) €k
4 % (%kz:lpzﬁ (zp_1) — 021(0)) + 4?1 (0)

u

— 2ﬁéDb(xk_l)A<\/—N,$k_1> kiv: (\/— Tk— 1)

avec I (0) définie en (B 5). Posons :

My (r) — My (0)
2

r

Ay = ————— Db(zp_1)e;

2 & u 1 & )
Uy (u) = _EZA<W’%_1) — NZ (Tg—1) — 0”1 (0)
N

- 2%2%(%_1)1\(%,%_1) %kﬁ: ( T 1)

k=1

Pour prouver la normalité asymptotique de 7, il nous reste & prouver que Ay et ¥y satisfont
les conditions du théoréme 4.

134



1. Sous (B), Ay <% A (0, 75 )-
Sion note, Dy = Zszl Db (x_1) ex, il suffit de montrer que \/Lﬁf?]v £y N (0,6*1(0)).
Comme pour la démonstration du théoreme 5, on vérifie successivement les deux con-
ditions d’application du théoréeme 2.8.41. de [7] :

(a) £ <D >y o1(0).
~ ~ 2 L*(Po)

(b) Ve > 0, %Z]]cv:l Ey [‘Dk - Dk—l‘ I(lbk—bk—llzf\/ﬁ) | fk_1:| — 0.
Sous (B), Dy est une martingale de carré intégrable et de crochet < D >y= o2 Z]]cvzl Db? (z,_1).
La premiere condition est vérifiée par application du lemme 12. Il nous reste donc a
établir la condition de Lindberg.

1 Y N - 2

N > B [Eo “Dk - Dk—l‘ LDy Dys|2ev) | fk—1H

k=1

(M

- %,iEO LRIV (N
=1

|—

M)

N
1 ~ .
< VmilDbl v SR (‘Dk - Dk_l‘ > e\/N)
k=1

ou my est le moment d’ordre 4 des (ey),. Or, par application de I'inégalité de Markov,
on a :

2
o? || Dbl[3 ,,

p(\b —D_‘> N)<
0 k k1_€\/__ 2N

Pour tout € > 0, il existe donc une constante C; > 0 telle :

N
]. ~ ~ 2 CE
N}; Ey [Eo “Dk - Dk—l‘ Ly Dys|2ev) |7k—1H < Nii
=1

La condition de Lindeberg est ainsi satisfaite et on a la convergence annoncée. Pour

conclure, il suffit de remarquer que Ay = WND N-

2. Sous (B), pour tout B > 0, sup,<p |¥Yn (u)| 2%, 0. Pour montrer ce résultat, il suffit
d’adapter la démonstration du théoreme 6.

Les deux conditions du théoreme 4 sont donc satisfaites pour la décomposition donnée, on
obtient ainsi la normalité asymptotique de 7.
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Chapter 4

Estimation d’un CAR(p)
incompletement observé a partir
des équations de YULE-WALKER

4.1 Introduction :

Rappelons la définition formelle d'un CAR(p) ([3], [8], [9]). On considere I’équation différentielle
stochastique p-dimensionnelle suivante :

dY (t) = AY (t) dt + obdW (t) (4.1)

ou (W (t)),~, est un mouvement brownien standard unidimensionnel et ¥ (0) est indépendant
de W. A et b sont respectivement une matrice de dimensions p X p et un vecteur de RP définis
par :

0 1 0 0 0
0 0 1 0

A= . 0 . b= (4.2)
0 0 0 1 0
_aO _a]. “ e . .. —ap_l 1

Notons P le polynome caractéristique de A :
P()=2"+ap 12" 4+ ayg (4.3)

Si toutes les racines de P ont une partie réelle négative, (4.1) admet une unique solution
stationnaire (Y (t)),», définie par ([1], p. 118-119) :

t
Y (t) = exp(At)Y (0) —i—a/o exp (A (t —s)) bdW (s) (4.4)

+o00
Y(0) = N, (0,02/ exp (As) b'bexp (*As) ds>
0

Dans toute la suite, nous supposons vérifiée cette condition qui assure 'existence d’une solu-
tion stationnaire. Si @ = (o, 0) et a@ = (g, -+, p_1), on note alors g la loi stationnaire, Py
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la loi du processus sous g et Ey 'espérance sous Py.

Nous dirons que (X (t)),, est un CAR(p) de parametre 6, si pour tout ¢ > 0, X (t) =
eY (t), e = (1,0,--- ,0) € RP. Par (4.1) et (4.2), X est donc un processus dérivable & I'ordre

(p—1). Sion note XU () = j—;X (t), on a:

X (t)
Y (t) = :
X@=1 (1)
De plus, (4.1) s’écrit :
dX= (1) + [aOX )+ + ap_ XPD (t)] dt = odW (t) (4.5)

Comme dans le cas des modeles autorégressifs a temps discret, AR(p), les parameétres d’un
CAR(p) peuvent étre estimés & partir des équations de Yule-Walker qui lui sont associées.
Dans le cas continu, ces équations sont basées sur les fonctions de covariance dérivée (DCVF)
(Dj ) définies par (cf. [9]) :

V(k) {0, p—1}, Dix(h) = By [XD (1) x®) (0)]
. LD BT Y T (r-1)
Dy 0 tim [ X0 ) ax

Les équations de Yule-Walker sont obtenues en multipliant Péquation (4.5) par X@) (t + h)
et en passant a l'espérance sous Py. On a ainsi, pour tout j =0,--- ,p—1let tout h € R :

Djp (h) + ap-1Djp-1 (h) + -+ aoDjo (h) = 0 (4.6)

Sil’on estime correctement les (D; ), on estime par la méme a. Dans [9], Hyndman utilise
des estimateurs des (D, ;, (0)) basés sur une observation continue et complete de Y sur [0, T,
c’est-a-dire que les p composantes de Y sont observées & temps continu sur [0,7]. Il obtient
alors un estimateur de « consistant, asymptotiquement normal et efficace, lorsque T' — +o0.

Dans notre contexte, on ne dispose que d’une observation discrétisée, a pas d > 0 fixé,
de la premiére composante X de Y. Nous allons cependant adopter une démarche similaire
a celle de Hyndman en définissant des estimateurs naturels des (D; ) et en déduisant, par
I'intermédiaire des équations de Yule-Walker, un estimateur de «. Sans modifier I'esprit de
la méthode d’estimation, on peut cependant choisir d’estimer les équations de Yule-Walker
en h = 0 mais également en n’importe quel point de R. Or, comme le remarque Hyndman
dans la cas d’'un CAR(2) et comme nous le montrons plus généralement pour un CAR(p) (cf.
lemme 3, p.138), 'estimateur empirique associé a Dp_; , (0) présente un biais systématique
(multiplicatif). Afin de résoudre ce probleéme, nous allons estimer les équations de Yule-Walker
enh=—(p—1)d et nonenh =0.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous commencgons ainsi par définir les estimateurs em-
piriques des dérivées de X dont nous donnons un développement en 4. Dans la troisieme
partie, nous présentons les estimateurs des (D; ) associés. Nous exposons ensuite la méthode
d’estimation de o basée sur I'estimation des équations de Yule-Walker et nous étudions les
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propriétés asymptotiques de ’estimateur obtenu : nous montrons en particulier que cet es-
timateur converge vers o, ot o approche « & § prés. Dans le quatriéme paragraphe, nous
proposons, dans le cas d’'un CAR(2), de réduire le biais d’estimation associé & « & ’aide d’une
méthode basée sur le schéma d’approximation du trapeze. L’estimateur associé est alors con-
vergent avec un biais asymptotique de l'ordre de 2. Le cinquiéme paragraphe est consacré a
I'estimation de o2 : 13 encore, I'estimateur obtenu est convergent avec un biais explicite en
0. Dans la derniére partie, nous mettons en oeuvre, expérimentalement par simulations, les
différentes méthodes d’estimation pour un CAR(2).

4.2 Rappels et résultats préliminaires

Dans toute la suite, la notation abrégée k = m,n se lit k € {m,--- ,n}.

Comme dans le cas des AR(p), les équations de Yule-Walker peuvent étre exprimées
en fonction de la covariance r de X, r(h) = Ey[X (h) X (0)], car les (D;) et r sont liés

fonctionnellement. En effet, r est dérivable jusqu’a lordre (2p —2) sur R et r(2=2) est
dérivable partout sauf en 0 [4] et on a ([9], théoreme 3.1) :
Lemme 1 Pour tout h > 0 et tout 3,k =0,p—1, on a :
D (h) = (=1)Fr0th) (n) (4.7)
Djk(=h) = Dy;(h) = (=1)’rUt¥) (n)
Pour h>0etj=0,p—2:
Djp(h) = =Dji1p1 (h) = (=1)PrU*P) (n) (4.9)
et, pour h #0 :
Dp_1p(h) = (~1)Pr®=1 (h) (4.10)
o2
Dp-1,(0) = -5 (4.11)

Les équations de Yule-Walker s’écrivent donc en fonction de r et de ses dérivées comme suit :

Vh>0,Vi=0,p—1, U (h)+a, 17r0P V()4 4 arP(h) = 0 (412)

(1) 70 (h) + (=1 Ly rUP D (B) + - 4 agrPD (h) = 0 (4.13)

ot 72P=1)(0) est la dérivée a droite de r(2P~2) en 0.
Dans la suite, nous utiliserons selon les cas I'une ou l'autre des trois expressions (4.6), (4.13)
et (4.12).
Les (Dj ) sont directement liés au dérivées de X qui ne sont pas observées. Pour estimer
les DCVF, nous sommes donc amenés a définir des approximations des dérivés de X.
Si AX(t) = X (t) — X (t—0) et AW est le 7*™¢ itéré de cet opérateur, il est naturel
d’approximer X (¢t + j6) par 6 TAUX (¢ + j§).
La suite de ce paragraphe est consacré a I’établissement d’un développement en § des (A(j )X )jzl,p.
Ce résultat est crucial pour 'explicitation du biais asymptotique de ’estimateur dérivé des
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équations de Yule-Walker.

Pour tout p > 1 et tout kK € N, on définit :

On a le lemme combinatoire suivant :

Lemme 2 On a :

k—1

Vk>1, DE,, = Y c¢ipi- D) (4.14)
7=0

il = g(p+1)! (4.15)

Pour tout k =1,p — 1, Dk = 0. De plus, D) = (-1 1)P* et Db = pl.

Ce lemme est démontré en annexe A.
Notons, pour tout + =0,p — 1 et tout 5 > 1 :

o i
RP(it) = —— y /HM ]Zc;.(—l)’ (t+ 76— 16 —u)? | XD (u)du  (4.16)
=DM i1 | = |
. - 5
BP(j.t) = ;zj:/tw ]Zc;(—nl (40— 16— oaW () (417)
=D = Jerk-1 |

Le théoréme qui suit donne un développement en ¢ des quantités (A(i)X (t+ ié))izl b La
démonstration en est donnée en annexe B.

Théoréme 1 Avec les notations (4.16) et (4.17), on a pour j =1,p—1 :

-1 k sk
‘ Dks
ADX (t+j6) = > ;d X®) (¢) + RP (j, 1) + B” (j, 1) (4.18)
k=j '
AP X (t+pd) = RP(p,t)+ B (p,t) (4.19)

avec :  RP(j,t) = —=>17, Oész (j;t)-

De plus, notant By = cp_1cxg et, pouri=1,p—1, B = op_10¢; — j—1, on a :

D? .
APIX (t+(p—-1)0) = I XED (1) — 722N "0, X (1) (4.20)

+ Y BRI (p—1,)+ B (p—1,t) — ap 1 BP (p— 1,1)
=0
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Définissant vo = —Bp—1a0 et, pouri=1,p—1, v; = Bi_1 — Bp—10;, on obtient :

Dp+1 p—1
APX (t4pd) = —5p2al t) + ort! T Z BiX @ (t) (4.21)

p—1
+ Y wRI (p,t)
=0
+ B? (p7 t) - ap—pr_H (p7 t) + |:(04;D—1)2 - ap—?] Bp+2 (pa t)

4.3 Estimation du parametre a partir des équations de Yule-
Walker

Dans toute la suite, [s] représente la partie entiére de s.
Le théoréme 1 montre que, pour j = 1,p — 1, 6 7AW X (t 4 j§) approxime —X(J Dt)yas
pres. Sion dispose de n observations & pas 0 et si on note n, = [5], alors, pour 0 < j <p-1

et 0 <k < p, un estimateur empirique naturel de D; 4 (0) est :

. §—G+k) 2l n
ik = — > AUX (ips + jo) AR X (ipd + ko), ny = H (4.22)
p 1=0

On pourrait utiliser ces estimateurs afin d’estimer les équations de Yule-Walker (4.6) en h = 0,
comme le fait Hyndman dans [9] (§7). Il apparait cependant que D,_;, présente un biais
systématique. Précisons cela.

Lemme 3 On a :

p—1
By [Dy-1] = O ) Dysy (0) 4G5 +0(0). o= T3 ayr®9) 0) 4 a1 () o
k=0
1 g e l l p—1 i
Cp) = [(p_l),]gg/k_l 2 GV -l-u) ] du
1 p—1 p—1-k p—k u=k
D(p) = [( > Cf)_l(—l)l(p—l—l—U)”) (ZCZ,(—l)Z(p—Z—U)p)}
V2) Rt 1=0 i=0 u—k—1

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe E.

Pour contourner ce probléme, nous avons choisi d’estimer les équations de Yule-Walker en
h = —(p —1) 6. Nous considérons ainsi les estimateurs empiriques des D; (— (p — 1) §). Ces
estimateurs sont de la forme :

(j+k) nap—1—1

~ . .
Dﬂ‘ak— - > ADXGE@p-1)0+76) AWX (i (2p - 1) 5+ (p— 1) 6 + ko), n2p_1:[2 _1]
p—1 =0 D
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Notons, pour tout h € R :
L (h) = (Djx (h); 40 p-1> 7 (h) ="(Dop(h),---,Dp_1,(h))
D’apres (4.6), « satisfait pour tout A :
v(h)+T (h)a=0

Comme nous utilisons les f?j,k pour estimer le systéme précédent en h = — (p — 1) 4, il est
naturel de choisir comme estimateur de «, une solution (") du systéme suivant :

P+ T8 =0, o"="(af,--- o) (4.23)
ou :

F’(? = (Djak> et ,yg‘ = ! ('Doap7 e 7'Dp_]-ap>
jak:Ovp_]-

Toutefois, les f)j’k approchent les D (— (p — 1) d) seulement a 6 prés. Comme nous le
verrons, cette erreur se transmet & ’estimation de a et provoque un biais asymptotique de

I'ordre de 4. Si on note Dj; = Ej [Dj,k], on a :
Lemme 4

Vji=0,p—1, Vk=0,p, Djr=Djr(—(p—1)0)+¥;x(0)+0(d)

avec :
-1
v, 1,10 = & > ) 52 (4.24)
—1)P B —1
0oy = CEY art® (-0 -0 PN )
k=0
et, dans les autres cas :
(—1)’ N (kD)
Uik (0) = ——(k=g)r ((p—1)0) (4.26)

La démonstration de ce lemme est donnée en annexe F.

De ce fait, o™ ne va pas estimer directement o mais o’ o1 &’ est solution du systéme :
v+ Tsa® =0, o ="? (ag, e ,ozf,_1> (4.27)

avec :
U5 = (Djk)jpeop1 € % ="(Dop: - Dp-1p)

Cependant, compte tenu des résultats du lemme 4, a® approche o & ¢ pres.
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Lemme 5 1l em’ste (50 > 0 tel que pour tout 6, 0 < & < dg, le systéme (4.27) admet une
unique solution o = — [['s]™"
De plus :

& =a—8[L(0)] " By+o(d), By=" (Bg,--- ,Bg—l)

avec, pour tout 3 =0,p—1 :

i (=1 r_l (j+k+1) ]
By = Zak(k—P)Tj (0)

2
k=0

Démonstration du lemme 5 :

Le lemme 4 implique que : T's =T (= (p— 1)) + O (6). Or, d’apres I’équation (3.9) de [9],
['(h) = exp (Ah)T'(0) et donc ' (h) =T (0) + O (h). On sait de plus que I" (0) est inversible
(proposition 3.1 de [9]). Pour h proche de 0, I' (h) est donc également inversible. Il existe
par conséquent dy > 0, tel que pour 6, O < ¢ < dg, 'y est inversible. Le systeme (4.27) admet
donc une unique solution o = — [['5] ™!

Il nous reste & expliciter I’écart entre a® et o. On a :
1) _ -1
o —a=—[Is]" [v5 + Lse]

Notons Ny = “(Wgp (), -+, Up_1,(8)) et My = (U (5))j,k:07p_1, ou les (¥; (6)) sont
définis par (4.24), (4.25) et (4.26). D’apres le lemme 4, ona: v =v(—(p— 1) §)+dNs+0(0)
et I's=T(—(p—1)d) +dMs+ o(d). Donc :

o —a=—[s] "' [y (= (p—1)0) + T (— (p— 1) 6) o+ N5 + 6Msa + 0 ()]
Les équations de Yule-Walker (4.6) en h = — (p — 1) 0 impliquent que :
o’ —a=—§ 5] [Ns + Msa+ 0(6)]

avec :

Ns + Msa = ( jp(0) + Z apWik( )
j:O’p_]-

Or, pour tout j =0,p — 2, 0on a:

0+ > ap¥(6) = (_21)] [(P §) ) ( +Zak ) PR ((p —
- e
= Zak[ — ) = (=N ((p - 1) )
(-1

= Zak (k—p) V0 ((p —1) 0)
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et :

-1 pP _q
Upy_1, (0 +Zak\yp 1 ( _ ( 2) k_oakr(io-l-k)((p_l)(g)_ap_l(p2 )02
-2
(_1)1)17 _1)
+ ;ak( —1— k) PR (p — 1) 6) + ap_ ; 2
(—1)? &=
= a (p— k) rP™) ((p — 1) §)
k=0

11 suffit alors de remarquer que : limg_,o [N5 + Msa] = Ny + Mo« et limg_,q 'y = T (0).

L’étude du comportement asymptotique de a” repose sur une adaptation du résultat
d’ergodicité obtenu par Florens-Zmirou [6] dans le cas de modeles de diffusion unidimension-
nels.
Sionnote 7§ (z,dy) = Py (Y (t) € dy | Y (0) = z), avec = (29, ,zp—1) et dy = (dyo, -+ ,dyp_1),
la probabilité de transition associée & Y et Q) = py ® ) la loi de (Y (0),Y (t)) sous la loi
invariante, on montre alors que :

Lemme 6 Si f: R™t! — R est telle que ng (f2) < oo, m € N*, alors, lorsque n — +00o :

12f (kmd), (km5+5)7"‘,X((k‘+1)m5)) Pg)

n

Q° (f)

Démonstration du lemme 6 :
Notons L3 (ug) = {h: R? = R, pg(h) =0 et pg (*hh) < co}. D’apreés le lemme 3 (chapitre
1.2) et la proposition 3 (chapitre 2.5) de [5], on sait qu’il existe A > 0 tel que :

Vh € L3 (1), ||mh ( < exp (=A) [[hf] 2,

)HLz(Me)

Adaptant la preuve du lemme 2 de [6], on montre que pour m € N* et h : (RP?)™' — R telle
que ané (h2) < 400 :

n—1
%Zh(Y(kmé),Y(kmé—l—é)-- Y((k:+1)m6)) 0 Qm ()
k=0

Ce résultat reste vrai en particulier lorsque h = f o p; ou o représente le symbole de compo-
sition, f est une fonction de R™! — R et p; est la projection de (Rp)m+1 — R définie par :
V(yoa e 7ym) )y Yi =t (256,5571, T 758;)—1)7 P (y07 T 7ym) = (1'8,55(1), T 71’81) On obtient donc
la convergence annonceée.

Utilisant ce résultat, on obtient :

Théoreme 2 1l existe 69 > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < &g, et pour n suffisamment grand,
le systéme (4.23) admet une unique solution o = — T3] 4»

Lorsque n — 400, on a :

P
a =% of
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L’estimateur dérivé des équations de Yule-Walker estimées en h = — (p — 1)  est donc asymp-
totiquement biaisé avec un biais explicite de 'ordre de 4.

Dans le paragraphe suivant, nous montrons que pour un CAR(2), ce biais peut étre réduit
4 un ordre en 62 en utilisant une méthode d’estimation basée sur le schéma d’approximation
du trapeze bidimensionnel du processus.

Démonstration du théoréeme 2 :

D’apres le lemme 6, I'§ converge vers I's lorsque n — +o00. Or, pour 0 proche de 0, I'; est
inversible (cf. démonstration du lemme 5. Pour n suffissamment grand, I'} est donc inversible
et o existe et a la forme annoncée.

d

La convergence de o™ vers «° résulte directement du lemme 6. Lorsque n — +oco, on a

en effet :
L2(P, L2(P,
R A Y s L
4.4 Estimation des parameétres d’'un CAR(2) a partir du schéma
du trapeze.
Dans ce paragraphe, nous considérons un CAR(2) :
dX (t) = XW(t)dt
(4.28)
dxW () = - [aoX (t) + ar XV (t)] dt + odW (1)
La méthode d’estimation de « présentée ici est basée sur le schéma, du trapeéze bidimensionnel
associé au processus. Plus précisément, nous déduisons de celui-ci un schéma, d’approximation
pour X. Nous associons alors ce schéma, qui est anticipatif, & une méthode d’estimation par
variable instrumentale (cf. [2],[7], [11] et [12]). Le biais de 'estimateur de « ainsi obtenu est

non plus d’ordre § mais §2.
Commengons par définir le schéma du trapeze associé & un CAR(2).

Lemme 7 (Schéma du trapéze pour un CAR(2))
Pour toutt € R* et § >0, on a :

X(t+06)—X(t) = g [X<1> )+ XM &+ 5)] +¢(0,t) 4 £(0,1) (4.29)

XO 48— xO@) = ~2lag(X @)+ X (t+0) + (X<1> (t) +xW (t+5))] (4.30)
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avec :

1

0.8 = 5 /:M (t—u) (t+ 0 — ) [aoalX (u) + ((a1)2 - ao) xM) (u)] du

£0.8) = /tm [(t—i-g—u) —%(t—u)(t—i—é—u)al] dW (u)
1

C(Lt) = = /:M (t—u) (t+ 06 —u) [((a0)2 — ag (a1)2> X (u) + <2a0a1 - (a1)3> xM (u)] du

2
£(1,1) = /jﬂs [1— (t+g—u> oq—i—%(t—u)(t—i-d—u) ((al)Q—ag)] odW (u)

La démonstration de ce lemme est donnée en annexe G.

Puisque la dérivée de X n’est pas observée, le schéma précédent ne peut étre utilisé en
état pour estimer o.. Nous allons ainsi éliminer dans (4.29) tous les termes associés & X (1),
Nous optenons alors un schéma d’approximation anticipatif de pas 26 pour X, qui dépend
cette fois exclusivement de X (¢t +2J), X (¢ + d) et de X (¢). Avant d’énoncer ce résultat, on

définit les coefficients numériques suivants :

2
« Qo
ad = a0a1+5%, by = (a1)* — g + 6 12 0
5 (@) 2 oy
¢ = —opag+0 5 dy=—(q)" —ap+9 5

et, pour k = 3,5, (ai,bz) et (ck,d5) sont donnés par :

§ § 5 s
ap \ _tgk-2 [ G2 G\ _tgk—2 [ € _( 0 1
()= () ()= () 2= (o)
ou A est la matrice définie en (4.2). On définit également :
=1, b‘f:—al—é%, 4 =1, d‘f:al—d%

Théoréme 3 Pour tout § >0 ett € RT, on a :

daq 520{0

APDX (t420) = — 5 [X (£ +20) = X ()] = — = [X (£ +20) +2X (t+6) + X (1))
+ C(t)+&(1)
4 4
C(t) = %[(a1)2a0—2 (a0 2]X t+5)+f—2[(a1)3—3a1a0] X (¢ 4 4)
6 6
b5 [0 = (@a0)?] X (449)+ 5 [2(00) 1 = (@) ao] X0 (6+9)

Ot —u)’  S(t—u)
+/t [ 5 T ol

t+26
+ /
t+0

[ch (u) + dix ™M) (u)] du

(t+26 —u)®  6(t+20 —u)

5! 24!

[agX (u) + b x M (u)] du
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et :

46 > —u)” —u)"!
k_
N /t+25( +Zb t+2(5—u) _é(t+25_"‘)”) 1]>adW(U)

2 (k—1)!
La démonstration de ce résultat est donnée en annexe H.
Commentaire :
La variable d’erreur ¢ (¢) est donc un Op, (6*) et le bruit & (¢) est indépendant de la tribu
engendrée par (X (s)) e, et tel que Ey [€2 (t)] est d’ordre 62

sE

Du fait du caractére anticipatif de ce schéma, 1'utilisation des moindres carrés n’est pas
adaptée pour estimer «. Précisons cela.

Soit ng = [%] Notons Z,, le vecteur de R™ et X,, la matrice de dimensions ny X 2 définis
respectivement par :

Zn:t(é%A(Q)X(Zd) 6—2A(2)X (46) , - 61—2A<2>X(2n25)>

et
%[ ( X (6) + X (0)] 55 [ X (20) — X (0)]
X 1 [X (40) +2X (36) + X (24)] 55 [X (49) — X (20)]

11X (2n20) 4+ 2X (2n26 — 0) + X (2(n2 — 1) 8)] 55 [X (2n26) — X (2(ng — 1) 6)]
L’estimateur des moindres carrés dérivé du schéma précédent est donné par :
o -1
6 = — (X0 X,) "t (X0 Z)

Cet estimateur présente un biais systématique lié au fait que X,, et le bruit

En =1(£(0),£(26),--- ,&(n20)) sont corrélés. Pour éliminer ce probléme, nous utilisons une
méthode d’estimation par variable instrumentale (cf. [2],[7], [11] et [12]). Selon le principe
de l'estimation par variable instrumentale, il nous faut remplacer X,, par une variable qui lui
est liée tout en étant décorrélée de &,. Si on note ng = [%], un bon choix est la matrice Xfl
de dimensions n4 x 2 définie par :

X (0) =X (20) - X
X (46) 35 [ X (66) — X (49)]

X (4(ns—1)8) & [X (4(ng— 1)5+28) — X (4 (ng — 1) )]

L’estimateur par variable instrumentale associé au schéma (4.31) est alors :

an = — (tX,{)?n)_l (tX,{Zn)
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avec : Z, ="' (5 APX (40), FAPDX (8),- -+, HAPDX (4nyd)) € R™ et

[X (49) X(35 + X (20)] L
[X (85) +2X (76) + X (69)] 35 [X (86) —

LIX (4n4d) + 2X (dnad — 8) + X (4ngd — 26)] & [X (4nad) — X (dngd — 20)]

Dans ce cas, la variable d’erreur ¢ provoque un biais dans la procédure d’estimation. Cepen-
dant, ce biais n’est plus systématique car il est de Pordre de 2.

Si on note 75 = Ey [ Lixlz ] et T = By [ Lixly ] on montre en effet que :

Théoreme 4 1l existe 69 > 0 tel que pour tout 6, 0 < § < &g, et pour n suffisamment grand,
~ \—1 ~ ~\ 1

an = — (tX,Ian) (tXlen> et @’ = — (F5> s existent. Lorsque n — 400, on a :

De plus :
& —a=-[(0)] ' By+o(?), By =

Ce théoréme est démontré en annexe I.

Pour un CAR(2), cette procédure d’estimation permet donc de réduire le biais d’estimation
de a.

4.5 Estimation du coefficient de diffusion o

La méthode d’estimation de o repose sur le résultat de 'équation (4.11) :

1
Dp_lvp (0) = _502

On peut donc espérer estimer o2 A partir de ﬁp_l’p qui est ’estimateur empirique de
Dy,_1,(0). D’apres (4.22) :
)y e 1

n

Dy1p = X (ipd + (p— 1) 0) AP X ((i + 1) pd), np = []_)]

Comme nous I'avons montré dans le lemme 3, cet estimateur présente un biais systématique
multiplicatif C' (p). Il apparait cependant que C (p) est indépendante de (a, o) et peut étre
calculée. On a par exemple, C'(2) = 2, C(3) = 5 = 0.55, C(4) = £ ~ 048 et C (5) =
% ~ (0.43. 1l suffit ainsi de renormaliser ﬁp_l,p par cette constante pour obtenir une
estimation de D,_1, (0) (et donc de 0?) & § pres.
On définit ainsi :

2 2 A 2

Oy = —szﬁ—l,p et o} = Ey [o}]

Le lemme 3 et le lemme 6 impliquent alors que :
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Théoreme 5 On a pour Cy et C (p) définis dans le lemme 3 :

2 2
ZLﬁf)ag et a(?:a?—ﬂ(S—i-o((i)

C (p)

g

4.6 Etude Expérimentale

Dans ce paragraphe, nous testons pour un CAR(2) les procédures d’estimation exposées
précédemment & 'aide de simulations numériques. Dans la suite, nous indigons par ¢ (re-
spectivement par y) les quantités qui se rapporte & la méthode d’estimation de a basée sur
le schéma du trapeze (resp. sur les équations de Yule-Walker) et par s, celles associées a
I'estimation de o2. Le processus est simulé & I’aide d’un schéma d’Euler de pas 0.0001 sur
un intervalle de longueur T' = nd. Pour différentes décompositions (n,d) de T, nous calcu-
lons N (N = 100) estimations de a (par les deux méthodes) et de o?. Nous notons alors
=~ LS ol &Y = oy LS N ab et 63 = L3N 02 les moyernes empiriques obtenues.
Celles ci sont comparees A leur limite théorique respectives : o 5> o 5 et 05 Nous comparons
également af; - q, afé —«a et ag — 02 A la partie principale de leur développement en d (cf.
lemme 5, théorémes 4 et 5) : Bt (o, 02), BY (a,0?) et B (a,0?).
Pour l'estimateur basé sur le schéma du trapeze, la partie principale du biais théorique
Bt (o, 0?) est :

2
Bi(ao) = @ O & [(01) a0 — 2 (00)?] r (0)
0 “r@(0) —11—2 [(041) — 3041040] (2) (0)

Pour I'estimateur basé sur les équations de Yule-Walker, on a :

A 0 —Lar® (0)
B! (a,0%) = -5 "0 ( 2T ) 4.32
9 ( ) ( 0 —ﬁ(ﬂ) % [20407"(2) (0) + apr® (0)] ( )

Enfin, pour le parameétre de diffusion o, la partie principale du biais est égale a :
B (a,0?%) = —6% [aor@) (0) + a;r® 0)];
Dans un second temps, nous proposons de réduire le biais d’estimation de « associé aux
équations de Yule-Walker en débiaisant partiellement ;.
D’apres le lemme 1, (4.32) s’écrit aussi :

D1 (0)
2D0’0(0)

aq
Bg (a, 02) =4
m‘)‘la? — g
Cette quantité peut étre estimée par :

D11 &Y
2D00 lN

B, (&%, 6%) = =0

1 =y =2 _ =y
1Dy, YLNON T %N

ou 131,1 et 130,0 sont les estimateurs naturels de Dy ; (0) et Dy (0) donnés en (4.22). L’estimateur
proposé est alors :



Sa limite théorique est donnée par :
U Y Y (¥ 52
&f = of — Bf (af, 07)
On choisit : g =2, a1 =3 et 0 = 1. Avec ces valeurs, la covariance vaut (cf. Doob [4]) :

() = g exp (= ) — g5 exp (=2 )

Nous prenons comme condition initiale ’espérance de la loi invariante a savoir :
X (0)=0et XM (0) = 0.
Avec les valeurs de «g et «q choisies, on a :

5

6
Bj (a,0?) = —4*

1

3
Bg (a,oQ) =0

5

2

et : B} (oz, 02) = —%5.

Ces différentes quantités sont comparées respectivement a ag - a, afé —aet og — 02 dans le
tableau 4.3.

Le tableau 4.1 regroupe les résultats obtenus pour l'estimation de «. Les résultats de
'estimation de o2 sont donnés dans le tableau 4.2.

Commentaires :

Comme nous I'avons vu précédemment, les biais d’estimation pour « et o2 s’expriment en
fonction de la covariance r et de ses dérivées jusqu’a 'ordre 3. Les développements de ces biais
d’estimation en fonction de 4, Bg (a, 02), Bf{ (a, 02) et B} (a, 02), sont obtenus en supposant
r(0), rM (8),---,7(3 (8) proches de leur valeur en 0. § doit donc étre choisi de maniére &
ce que cette hypothese soit vérifiée. Pour 6 = 1 et § = 0.5, on constate que r (0) est éloigné
de r(0) (cf. tableau 4.4). Ceci explique en particulier que I'estimation obtenue pour o2 et «
(quelque soit la méthode d’estimation utilisée) ne soit pas significative. Pour «, dans le cas
oun =60 et § =1, les résultats sont de plus déteriorés par la faible valeur de T (T' = 60).
Lorsque ¢ est suffisamment petit selon le critére exposé précédemment, les estimations de
« par le schéma du trapéze et par le débiaisage de &% améliorent les résultats obtenus par
les équations de Yule-Walker, notamment lorsque 7' = 600. Il apparait de plus que ces
deux méthodes (trapeze et Yule-Walker débiaisé) fournissent des estimations relativement
comparables et on peut penser que le biais asymptotique de &ZI’V est de lordre de 6% (cf.
tableau 4.3).
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n al, ag ar ag oy Eig

T =60 1 60 | -0.122 | 1.407 | 2.154 | 0.546 | 3.799 | 2.043
0.042 | 2.447 | 4.000 | 1.496 | 7.146 | 3.195
0.5 120 | 1.133 | 1.810 | 1.044 | 0.994 | 1.686 | 2.020
3.044 | 2.828 | 2.100 | 2.051 | 3.196 | 3.092
0.3 200 | 2.194 | 1.927 | 1.336 | 1.299 | 1.845 | 2.009
3.428 | 2.934 | 2.289 | 2.367 | 3.075 | 3.043
0.2 300 | 2.158 | 1.967 | 1.550 | 1.494 | 1.988 | 2.004
3.211 | 2.970 | 2.557 | 2.554 | 3.193 | 3.022
0.1 600 | 2.160 | 1.991 | 1.912 | 1.725 | 2.179 | 2.001
3.022 | 2.992 | 2.855 | 2.764 | 3.249 | 3.006
0.01 | 6000 | 2.138 | 1.999 | 1.925 | 1.970 | 1.954 | 2.000
3.019 | 2.999 | 3.031 | 2.975 | 3.076 | 3.000

T=600| 1 600 | 2.200 | 1.407 | 0.511 | 0.546 | 1.088 | 2.043
3.686 | 2.447 | 1.436 | 1.496 | 2.508 | 3.195
0.5 | 1200 | 1.939 | 1.810 | 1.009 | 0.994 | 1.652 | 2.020
3.044 | 2.828 | 2.072 | 2.051 | 3.132 | 3.092
0.3 | 2000 | 1.871 | 1.927 | 1.293 | 1.299 | 1.822 | 2.009
2,964 | 2.934 | 2.376 | 2.367 | 3.210 | 3.043
0.2 | 3000 | 1.979 | 1.967 | 1.521 | 1.494 | 1.947 | 2.004
3.006 | 2.970 | 2.569 | 2.554 | 3.226 | 3.022
0.1 | 6000 | 1.996 | 1.991 | 1.749 | 1.725 | 2.000 | 2.001
3.007 | 2,992 | 2.779 | 2.764 | 3.154 | 3.006

W DN DWW DN W DO N[ DWW N|W N|wWw W N w N R

Table 4.1: CAR(2) : comparaison des moyennes empiriques pour 100 estimateurs de « lorsque
to = (2,3).

2

N

n o o |o

T =60 1 60 |0.215|0.212 | 1
0.5 | 120 | 0.430 | 0.439 | 1

0.3 | 200 | 0.597 | 0.603 | 1

0.2 | 300 | 0.705 | 0.710 | 1

0.1 | 600 | 0.827 | 0.841 | 1

0.01 | 6000 | 0.981 | 0.982 | 1

T=600| 1 600 | 0.215 | 0.212 | 1
0.5 | 1200 | 0.436 | 0.439 | 1

0.3 | 2000 | 0.604 | 0.603 | 1

0.2 | 3000 | 0.714 | 0.710 | 1

0.1 | 6000 | 0.833 | 0.841 | 1

Table 4.2: CAR(2) : moyennes empiriques pour 100 estimateurs de o? lorsque 02 = 1.
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o —a | Bl(a,0?) ]| afj—a | Bi(ao0?)| @]—a | o0Z—0” ]| Bj(a,0)
6 = 0.01 | -0.000083 | -0.000083 | -0.029735 -0.03 0.000016 | - 0.0173 | -0.0175
-0.000075 | -0.000075 | -0.024851 -0.025 0.000074
0 =0.1 | -0.008300 -0.0083 -0.274995 -0.3 0.00143 | - 0.158 -0.175
-0.007473 -0.0075 -0.235682 -0.25 0.0064
0=0.2 -0.0328 -0.0333 -0.505 -0.6 0.0497 -0.289 -0.35
-0.0295 -0.03 -0.445 -0.5 0.0223
0=0.3 -0.0723 -0.075 -0.700 -0.9 0.009 -0.396 -0.525
-0.0653 -0.0675 -0.632 -0.75 0.043
0=0.5 -0.189 -0.208 -1.005 -1.5 0.0204 -0.56 -0.875
-0.171 -0.1875 -0.948 -1.25 0.0921
0=1.0 -0.592 -0.8333 -1.453 -3 0.0433 -0.787 -1.75
-0.552 -0.75 -1.503 -2.5 0.195

Table 4.3: CAR(2) :

Table 4.4: Quelques valeurs numériques de la fonction de covariance r.

comparaison des biais réels et des biais théoriques pour « et o2.

12 7(0) | 12 r(0)
1 0.600
0.5 0.845
0.3 0.932
0.2 0.967 1
0.1 0.990
0.01 | 0.999
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Annexes

A Démonstation du lemme 2

Par définition, on a: D) = Zf:_ol C’Il) (=1)". Par la formule du binome de Newton, on obtient :
Dy=(1-1F—(-1)! = —(-1)".

e Montrons (4.14). Utilisant & nouveau la formule du binéme de Newton, on a pour tout

k>1:
k—1 p—1 k—1
ClDj = > G (-1 |3 -1
j=0 1=0 j=0
p—1 p—1
= Y D e+r1-0" =Y -1 -1
=0 (=0
p—1 D
= CL(-1)'(p+1-0"+> (-1 p+1-1)"
=0 =1
p—1

= (p+1) +) (-1 (c;) +c;;1) (p+1-0F+p(-1)
=1
p—1

= (p+ D"+ (D) Chp+1-0)F +p(-1)
=1

3
L

= (-1 Cpa (p+1 =D+ (p+1) (=1)" + (-1)P*!
=0

(1! Cly (p+1—0F + (1T

I
WE

l:
— k 0
- Dp+1+Dp

[«

On a donc le résultat annoncé.

e Nous allons montrer par récurrence que, pour tout k =1,p — 1, D’; =0et D) =p.
Pourp=1,ona D} =1. Pourp=2, D} =2-2=0et D2 = 4—2 = 2. La propriété de
récurrence est donc vérifiée jusqu’au rang p = 2. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au
rang p. Utilisant (4.14), on obtient pour tout k = 1,p :

k—1
. o
Dy = ZC,ZD]Z - Dg
j=0
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Or, par hypothése pour tout j = 1,p — 1, D{; =0 et D) = p!. On obtient donc :

Vk=1,p, Di, =0et DVI{ =CV DP = (p+1)pl = (p+1)

e Il nous reste & établir (4.15). Aurangp=1,ona: D =12=1= 12' La propriété
est donc vraie au rang 1. Supposons qu’elle soit vérifié jusqu’au rang p. On a donc :
Dp+1 L (p+ 1)\ Utilisant (4.14), le fait que D{) = 0 pour tout j = 0,p—1, et D5 = p!,
on obtlent

p+1
p+2 P p+1 Hp+1
Dp+1 E : p+2 p+2D + Cp+2D

On utilise alors la propriété de récurrence et on a :

D2 = (p4;2)!+(p+2)p(p;r1)!
= (p;2)!(1+p)

La propriété est donc vérifiée au rang p + 1.
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B Démonstration du théoreme 1

e Pour montrer (4.18), nous nous baserons sur le résultat suivant dont la démonstration
est donnée en annexe C :

Lemme 8 Si¢ X est un CAR(p), alors, pour tout k =0,p — 2, on a :

p-1 1-k
X® (t40) - X0 (8) = (1‘5_ k)|x<l> (t) + 7P (k, t) + P (k, t)
1=k+1 )

X (t49) - XP (t) =7 (p — 1,t) +° (p — 1)

t+0 —qu)P 1k
eP (k,t) = /t (t ?;)6_ 1 _) ] odW (u)

Raisonnons par récurrence. Au rang j = 1, on a par définition :
ADX (t+6) = X(t+06)—X(t)
II suffit alors d’utiliser le lemme 8 avec k& = 0 pour obtenir le résultat annoncé puisque
eP (0,t) = BP (1,t) et n? (0,t) = RP (1,1).
Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang j, 7 < p—2. On a :

AUIX (t 4 (+1)0) = ADX (t+(j+1)8) - ADX (¢ + o)
b2 Dhat
-y = [X<k>(t+5)—X"“)(t)}

k=j
+ RP(j,t+0) = RP(j,t) + B”(j,t + ) — B”(j,1)

Utilisant le lemme 8, on obtient :

G+1) Sl RS
J+1 ; _ J
AUTDX (t+ (5 +1)0) Z o [Z (l_k)!X (t)| + R+ B
k=j I=k+1
avec :
p—1 pkgk
R = RP(j,t+0)—R"(j;t) + ,1, n” (k,t)
k=j ’
r—l pksk
B = BP(j,t+0)—BF(j,t)+ el (k, 1)
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Or, d’apres le lemme 2-(4.14), on a :

p—1 Dksk [P—l sl—k

0 _ = 5l < ok k
> (l_k)!X (t) > X t)|>_ctp}

|
k=j k! I=k+1 l=j+1 k=j
p—1 D 51
P D et
I=j+1 )

Il nous reste a évaluer R et B. On a par définition :

BP (j,t+0) — B (4,t)

t+(3+1)8 . o
t+(G+1)6 - ——dW (u)
t+j0 (p—1)!
J t+ko b1 o
+ / t+ J+1)6— T —dW (u
kz:; t+(k )0~ u) (p—1)! ()
J t+kd J+1-k l ) o
Z/ [ (1) (C§+C§‘1) (t+(j+1)0 =10 —u)P~ ] de (u)
t+6 z B o
- Ci(=1) (t+j0—10— ———dW (u
/ l;]()( =15 =yt | T (w
Il rttks J+1-k >
> (1) Oy (04 G+ 1)~ 16— | e ()
ko JtH(k=1)6 | 174 (p—1)!
t+6 [J—1 o
—/ SO CH1)! (t+ G0 — 16 — ) AW (u)
t =0 (p—1)!
De plus, toujours d’apres le lemme 2, on a
=L pkgsk
e (k1)
k=j
p—1 D;c(sk
=3 e (k1)
k=1
t+6 [J—1 l p—1 - . -
=/t [ G5 (1) (205_1(t+6—u>p (G =00) )]( — W )
1=0 k=1
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Une application directe de la formule du binéme de Newton donne :

~ k k t+6 [J—1 ;
Z e’ (k,t) = / SCHD E+ G+ 1616 —u)P | e dW (u)
put N e -1
tas 11 l » -
A’_gj " e @
t+o [J—1 l 1 o
= CL=D' (t+ (G +1)0 =16 —u)’ | ——=dW (u
/t 12(:) i (7+1) ) T (u)
t+4 ; i o
+ -1 (t+6 — AW
[y e S aw
t+4d J o
= / ZO "+ (1) — 16 —u)P ! s dW (u)
t =0 (p—1)!
On obtient donc :
I+l ik j+1-k l 1 a
B = / Cigyt+G+1)0-16—ufl™ | ——dW (u
2 s | 2 (V' a6+ ) ](p—n! (w)
t+0 5 b1 o o
[t st s w)
+ /t+5 i(C’-JrCl«‘l) (D! (t+ (G +1) 8 — 16 —u)P’ ™| 2 dW (u)
N =i - 1)
I+l pttks j+1—k a
= Z/ D () Chy t+ G+ 1) =10 —w)P | —=dW (u)
oy =10 | 10 (p—1)!
= BP(j+1,t)

Puisque le terme R a une structure identique a celle du terme précédemment évalué, la
propriété de récurrence est donc satisfaite au rang j + 1 : (4.18) est établie.

e [’équation précédente est valable jusqu’au rang p avec :
AVIX (¢ +p8) = R (p,t) + B” (p,1)

Nous allons cependant préciser ce développement pour AP~V X (t+ (p — 1) ) et AP X (t + pd).
On utilise pour cela le résultat suivant :

Lemme 9 Avec les notations (4.16) et (4.17), on a pouri=0,p—2 :

DP_ .
RY (5,8) = 0 — X () + R (5. ¢) (433)
et
p—-1
R&4<)—ﬁpgxwl) S wRP(G.t) 1+ BPY(Gt) (4.34)
1=0
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La démonstration de ce résultat est donnée en annexe D.
e Montrons (4.20). On a d’apres (4.18) :
—1ep—
Dy ort

AP VX (t+(p-1)6) = ﬁxw—l) (t)+ RP (p— 1,t) + B? (p — 1,¢)

= #IXCD ()4 RP(p—1,t) + BP (p— 1,1)

Utilisant le lemme 9, le reste RP (p — 1,t) s’écrit :

p=2 DP _
RP (p - 17t) = - Z Q; lap%X(Z) (t) + Rf:ll (p - lat)
i=0 )
DP
- ap1 [5” ;' Lx z:olep+1 —1,t)+ B (p—1,1)
= 6]9 p L Z sz + Z ,61Rp+1 - t) - Ofp_]_Bp+1 (p — ].7 t)
=0

On a donc le développement annoncé.
e Montrons (4.21). Utilisant (4.19), on a :
APX (t+ pd) = RP (p,t) + B (p,t)
En utilisant & nouveau le lemme 9, on a :

pp 1 p—1

R (p,t) = —o"~% Dy Z XD () + > BRI (p,t) — ap 1 BPH (p,1)
' =0
p—1
= - Z XD (1) + Y BRI () — ap 1 BP (p, 1)
= i=0
En itérant, on obtient :
p—1
R (p,t) = —oF ZaiX(’) (t) — ap-1 B (p, 1)

+ Zﬁ@ [5p+1D 5 X0 (1) + Rfif(,t)]

Dot =
+ By [5p+1 T X0 (#) =" R (p,t) + B (p, t)]
=0

prtl p—1

= —(WZCM +(5p+1 —]:—].'Z/Bl

p—1
+ > wRI (pt)
i=0
— ozp_prJrl (p,t) + [(ozp_1)2 - ap—?] B2 (p,t)
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On trouve donc le résultat annoncé.

C Démonstration du lemme 8

Pour k = p — 1, ce résultat est immédiat. Pour k < p — 2, t — X¥) (¢) est de classe CP~1—F
presque surement. On utilise alors la formule de Taylor avec reste intégral et on obtient :

p—1 I—k t+o p—2—k
) (t+0d—u) _ _
k k _ ! 1 1
XW (o) -x® @) = Y (z—k)!X()+/t 2 [X(P ) (u) — X )(t)]du
I=k-+1
p—1 I—k t+0 p—2—k u
. 1) l (t +6— U) (p—1)
= }:7(1_]{)!)((%/ TEEE [/ dX®=1 (v)| du
I=k+1 ¢ ¢
Notouns :

t+5 p2k
e [ o]
(p— 2—

Par définition, on a :
dX Z X (v) dv + odW (v)

R se décompose donc comme suit :

R = R+ Ry
p—1 t4+0 (t+6 —u)P~ 2—k
R = - « / [/ x® ]
! lz:; : t (P 2—
O (4§ —u)P 27k T fu
Ry = /t =2 R [/t odW (v)] du

En intégrant par parties, on montre pour tout [ =0,p — 1 :

/tt+6 (t Z;‘S > ka : [/ X0 ]du= /tt+6 (tad__lv_)pk_)ll_kX(” (v) do

On a donc : Ry = nP (k,t). Il nous reste & montrer que Ry = € (k,t). On utilise pour cela le
résultat suivant qui découle de Papplication de la Formule de Ito au processus (ulW (u))

t+6 t+6
VleN/ [/ dw (v ]du_/
t

u>0

(t+5)l+1
(l+1

o1
] ] dW (v)
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On a donc :

Ry =

(p— 2—

S — Z C! 1)t + )P 2+ / e
(p— 2— P2 k t

_1_
g
(p—1-

9
(p—1-k)
7
(p—1-

g
(p—1-k)
e (k,1)

p—2—k
MECEIP IR

p2k

p2k‘

Y

- /tt+5
kylHé

Cl—|—1

rp—2—k

p2k

L [=0

t+6
e

t+6
1k
ol /t (t+0)" " aw (v)

(t+6—

(t+5)”2’”/ [/ AW (v ]du

(t+ )" — ol
(+1) ] W (v)

t+0
G (1) (t 4 02 l/ [+ 0 — ot 1] aw (v)
t

CLrL (=)™t + 5)?‘1—’“} dW (v)

w)PIR (g 5)1’—1—’“] AW (v)

On obtient le développement annoncé.
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D Démonstration du lemme 9

Pour tout ¢ = 0,p — 2 et tout j§ > 1, on a en intégrant par parties :

1 ik u=t+ké
Rl (4,8) = ol Z [— ZC]’ (=Dt 450 —16 —u)P XD (u)}
R u=t+(k—1)3
1 I tke j—k l z .
+ = / CL(=1)! (t+ 46 — 16 — uw)?| XD () du
p! ,; k-1 =
Or :
g ik u=t+ké
2 [‘ D Ch(=1) (t+jo — 16 —u)P X (u)]
. N u=t+(k—1)4
Jj -k |
= ZZCJI (—1)1 (jo6 =16 — (k — 1)5)17X(z) (t+ (k — 1))
k=1 1=0
j i—k |
o Z le (_1)l (35 — 16 — kd)p X(Z) (t + ké)
k=1 1=0
j—1j—-1-k .
:Z le (_1)l(j5—l(5—k5)pX(l) (t+k‘5)
k=0 1[=0
j—1j—1-k |
_Z C§ (=)' (t + 56 — 16 — k6)? XD (¢ + k)
k=1 1[=0
Jj—1 |
= > Ch (=) (o — 16y XD (1)

~

I
<
= o
X
K
—~
=
—
=~
~

De plus, d’apres (4.17) :

p+1 1 & & ! (i+1)
R (4,t) = — / C:(-1)' (t+76—16—u)P| XV u) du
z+1( ) p'; b (b—1)5 lg; ]( ) ( ) ( )
On obtient donc :
Dp ) +1
R} (1) = 5”p—fX(Z) (t) + Ry (5,1)

On procede de méme pour Rg_l (avec la formule de Ito); on obtient ainsi :

D?
B Git) = o3 x0D ()

1 I pttke j—k z z 1)
+ = / Ci(=1) (t+70 =16 —u)?| dX'P~ (u
P!; t+(k—1) lz:; 7 (D ) )



Or, par définition du CAR(p), on a :

dx® [ Zalx )| du + odW (u)
En remplacant dans I’équation précédente, on a :
Ry, (i) = & pf X (@)
p—1 1 J ks Jj—k
— Zaz —,Z/ C Pt 456 —16 —uw)? | X (u) du
=0 p: —1)8 =0
1 J t+kd Jj—k
+ —'2/ C Yt + 46 — 16 — w)? | odW (u)
P 1d =0
D’apres (4.16) et (4.17), on a :
D? i .
R, 1 (j,t) = 5”p—fX(”_1) (t) = > R (4, 1) + BP (4, 1)

=0
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E Démonstration du lemme 3 :

Calculons Fy [A(p_l)X (p—1)6) AP X (pd)]. Utilisant le théoréme 1, on a :

By [APDX ((p—1)8) APIX (p(s)}

p—l p lp 1 pp_l
= Y Dy 0+ 7PN Dy (0) + 75 Y 51Dy 1 0)
k=0 j=0 k=0 k=0

+Ey [Bp (p -1, O) BP (pv O)] - ap—lEB [Bp+1 (p -1 O) BP (p7 0)]
—ay-1Eg [BP (p — 1,0) B (p,0)] + 0 (6%)

D’apres (4.7), (4.8), (4.13) et (4.12), on a :

- Z akDp—l,k (0) = Dp—l,p (0)

et
p 1 ppl

ajoDj g ZﬂkDp 1Lk (

1p—
7=0 k=0
On a de plus :

Eg[B” (p -1, O)B”(p, 0)]=C(p—1,p)o6* !
k p—l-kp—k

Clp-1p = QZ/k Z Z Cl 101 H—i(p—1—l—u)p_1(p—i—u)p_1]du

L =0 =0
c’est-a-dire d’apres (4.11) :
Ey[BP (p —1,0) B (p,0)] = =2C (p — 1,p) Dyp_1,, (0) 6*~"
De méme :

Ey [B? (p — 1,0) B"™ (p,0)] = Dy p—1,p) o220

k .
Dy (p—1,p) = ,Z/k S 2[ LG )T = 1=l (p—i— )] du
et :

Ey [BP™ (p—1 O)Bp(p,ﬂ} Dy (p — 1,p) 0%6%

~—

p— k p—1l-kp—k '
Dy(p—1,p) = 'Z/ Z [Cl lCZ D p—1-l—uwf(p—i—u)P" 1]du
k=17k"1 1= i=0
On remarque que :
Di(p—1,p) + D2 (p—1,p)
1 p—1 p—1—k p—k . . u=~k
22 (Z cl (p—1—1—u) ) (ZC;(—I)Z(p—i—u)p)}
' k=1 =0 u=k—1




En regroupant les différents développements, on obtient :

By [APVX ((p—1)0) APX <p5>]

= 6710 (p) Dp_1, (0) + 52p

Z aer PR (0) + ap_1D (p)o? +o ((52”)

avec D (p) = —D1(p—1,p) — Da(p—1,p) et C(p) =1—-2C(p—1,p). Or, on montre que
Pécriture de C (p) se factorise comme indiqué dans 1'énoncé.
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F Démonstration du lemme 4

Montrons (4.25). Utilisant le développement du théoréme 1, on obtient :

el n(Ee ]

52p_1Dp—1,p =~
+ oL

+ o

— O0PEy

4 5P+1p

— O0PEy

sp+1P
* 2

+ Ey

p—1
/ (Zalx )) (ZﬁkX““)((p—l)é))]
k=0

1
+ PR, [(X(’"l) (0) — 51%1 pz o X (0)) <
p—1 1:1?—1
(Z BRI (p -1, 0)) (Z aX®) ((p—1) 6))]
k=0

. (Z BRI (p
1=0

Ey

(Z a; X0

(Z ,B@RP_H

D)

)) (Z e X® ((p—1) 5))}
k=0

p—1

k=0

=
0)) (Z arX® ((p-1) 5))]
k=0

p—1
1 0)) <Z%RZ+2( ,(p—1)5))]
k=0

Ey | (B? (p— 1,0) — ap_1 BP*! (p — 1,0)) (Z BrX ) (

p—1

(B” (p—1,0) — a1 BP* (p — 1,0)) (Z R (p,(p — 1) 0)

k=0

Nous allons analyser successivement chacun de ces onze termes.

Terme (4.35) :

D’apres (4.6), on a :

(4.35) = =671 " Dy_1 i (— (p —

Termes (4.36), (4.37) et

p—1

k=0

(4.38) :

1)8) =677 Dp1p (= (p— 1))
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)l

> R (p, (p— 1) 5))]

r09)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



p—1
(4:36) = 072 3 BDp14 (— (p— 1))
=0

p 1p-—-1
(4.37) = 52”p ZZazakDm - 1)9)
1=0 k=0
et :
p 1p—-1
(4.38) = 52P+1p > aifDig (= (p— 1))
1=0 k=0

Termes (4.39), (4.40), (4.41) et (4.42):

Par application de I'inégalité de Holder, on montre qu’il existe K, finie telle que pour tout
1=0,p—1:

Utilisant I'inégalité de Schwarz, on obtient que : (4.39) + (4.40) + (4.41) < O (6?%11) et
(4.42) < O (6%13).

p-1.0)| , <K et [[REPG-1,0-10) <K,

L2(pg) L2(pg)

Termes (4.43) et (4.44) :

Le terme dominant de (4.43)+(4.44) est —6Pa,_1Eg [BP (p —1,0) X®~V ((p— 1) 8)]. On a:
By B (p—1,0) X0V ((p-1)8)| = Ey[B" (p—1,0) " (p—1,0)

B (p—1,0) (/O(p_l)ﬁadw (u))]

+ OPEy

avec : pP (p—1,0) = =P o fo(p_l)‘s X (u) du.
Calculons Ey [(Bp -1, 0))2].

k 2

p—1
Eg[(Bp(p—l,O))Q] = o QZ/k 1[2 Cl (1) (p—1—1—u) 1] du

1=0
— g1 20,,

11 existe de plus K finie telle que ||p? (p — 1, 0)||L2 (0
Schwarz, on montre que : 6’ Ey [BP (p — 1,0) p? (p — 1,0)] < Kp52p+§.

< K§. Par application de I'inégalité de
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On a enfin :

9y 02 =l ok p—l—kl l B
= /,H[Z Chy (~1) (p—1—1—u) ]du

k=1 =0
2
— 2p0 (p_ 1)
d 2
Donc :
2(p —
oy 10 Ey [B* (p— 1.0) X0V ((p ~ 1) 8)] = a0 =D o (52)

Terme (4.45) :

La encore, le terme dominant est Ej [Bp - 1,0) (Zk O*ykRp+2 (p,(p—1) 6))] D’apres les

résultats obtenus lors de 1’étude des termes {(4.39), (4.40), (4.41), (4.42)} et {(4.43),(4.44)},
et par application de I'inégalité de Schwarz, on a :

p—1
BP (p - 1,0) (Z wR (p,(p— 1) 5))

k=0

Ey

<0 (521)“—%)

En regroupant les différents développements et en utilisant I’équation de Yule-Walker (4.6)
en 7 =p — 1, on obtient :

Dp—l,p = Dp—l,p (_ (10 - 1) 5) + 5‘I’p—1,p (5) + 0(5)

avec :
1 p—1 p—1p—1
Yp-1p(0) =5 PY BrDp1k(—(p—1)08)+(p—-1)> > ciogDig((p—1)0) —ap_1 (p—1)0°
k=0 1=0 k=0

Par le méme type d’arguments, on montre que, pour 3 =0,p—let k=0,p:

Djk = Djr (= (p—=1)8) + 01 (6) +0(9)

avec, pour j =0,p — 2 :

p—1 p—1
[pZﬂijk (p—1)0)—j <Zaij+1,k<—<p— 1)6))]
k=0

k=0

\I’j,p (0)

l\.’)l»—\

Pour k=0,p—2:

DN =

p—1
U, 15 (0) = [— (r—-1) Z @iDip (= (p—1)0) +kDp 1441 (= (p—1) 5)]
i=0
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p—1 p—1
Uiy () = 5[~ (0- )Y 0Dpri(~ (1))~ (p— 1) (2 Dip1 (= (p=1) 5))]
i=0 1=0

(p — 1)02
2

+
et,pour j=0,p—2etk=0,p—1:
1.
Uk (0) = 3 [iDjt16 (= (—1)0) + kDjpy1 (= (p—1)9)]

11 suffit alors d’utiliser les équations de Yule-Walker exprimées en fonction de r, (4.13) et
(4.12), pour obtenir le résultat annoncé.
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G Démonstration du lemme 7

Montrons (4.29). Par définition du CAR(2), on a pour tout ¢ > 0 et tout § > 0 :

t+9
X(t+06)—-X(t) = XU (u) du
t
Par application de la formule de Ito, on a :
t+0 =1+
XU (wydu = — [(t+5—u)x<1> (u)]“ t
t u=

+ /:H (t+6 —u) [—aoX (u) — qu(l) (u)] du

t+d
+ /t (t+0 — u) odW (u)

et :
u=t+0

u=t

t+9
/ XO(wdu = —[(t—w X" w)

' 1)
+ /tt+ (t—u) [—aoX (u) —ay XV (u)] du

)
+ /t (t —u) odW (u)

Utilisant les deux développements précédents, on obtient :
0

X(E+9)-X@) = 3 [X(l) )+ XD (¢ + 5)]

n /t " (t + g - u) [—a0X (u) = 1 XD (u)] du

(e

Appliquant & nouveau la formule de Ito, on obtient :
i+o d 1 u=t+4
t+§ —u| X (u) = —5[(t—u)(t+5—u)X(u)]u=t
t

)
+ /tt+ %(t—u)(Ha—u)X(D(u)du

D’ou :
/tt+5 (t-!—g—U)X(u) :/;H%(t—u)(t+5—U)X(1)(“)d“
et
/tt+5 <t + g - u) XD (u)du = _% [(t —u)(t+0—u) XM (“)]ZZM

1
2

t+6
N /t %(t—u)(t—i—é—u)o’dW(U)
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(4.46)

o= /tm (t—u) (t+6 —u) [—aOX (u) — oy X (u)] du



Donc :

/tt+5 <t + g - u) xM (u)du = %/tt+5 (t—u)(t+d—u) [—Ol()X (u) — a XM (u)] du (4.47)

t+0
+ /t %(t—u)(t—ké—u)odW(u)

tt+6 (t+ % —u) [~aX (u) — a XM (u)] du par les deux expres-

sions précédentes, (4.46) et (4.47). On obtient alors :

X(t46) - X (1) =3 [XO 1)+ X0 @ +9)] 0.0 +£0.0)

Il suffit alors de remplacer |,

ou ¢ (0,t) et £(0,t) sont données dans le lemme.

La démonstration de (4.30) repose sur des arguments identiques.
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H Démonstration du théoreme 3
Utilisant (4.29) et (4.30), nous commencerons par exprimer X (1) (¢ + §) en fonction de X (¢ 4 9)
et X (t). D’apres (4.29), on a :

g [X<1> (t+0)+x0 (t)] = X (t+0) = X () — ¢ (0,8) — £(0,)

En remplacant dans (4.30), on obtient :

X0 () = X(l)(t+6)+&%[X(t)+X(t+6)]+a1[X(t+6)—X(t)]

- oC (07t) —aié (07 t) —¢ (17 t) - (17 t)
On réintegre alors cette expression dans (4.29) :

X (t+0) = X(t)-l—g(2X(1)(t+6)+&%[X(t)-l—X(t-l-é)]-l-al[X(t-i-d)—X(t)])

+ (1= o (1- %5 €00 - 50 - Jea

D’ oi1 :
gX(l)(t-i—d) = %[X(t—i-d)—X(t)]—(p%[X(t)-l—X(t-i—d)]—%[Xt+5)—X(t)](4.48)
- %(1—%>C(O,t)—%(1—%)f(o,t)-i—%g(l,t)-ﬁ-%f(l,t)

Ecrivant (4.29) en ¢t + 4, on a :
X (t+20) — X (t+0) :g[X(l)(t+26)+X(1) (t40)] +C0.t+0) +E(0,t+0)

On remplace alors X (D (¢ + 26) et X1 (¢ + &) par leurs expressions en fonction de X (4.48) :

2(X (t+20) - X (t+9)] = (P%)WUH&—X(”]
_ (Zﬂ[X(t)+2X(t+5)+X(t+25)]
+ (H‘s;i)g(o,tw)—(1—‘%)<(0,t)+gg(1,t+a)+g<(1,t)
+ (15 o - (1- M) 0.+ S r )+ Jeaw
Et donc :
ADX (4 20) = MUK 20) - X (0] - OV (1) 42X (14 0) 4 X (1+29)
+ (12 coa 0 - (15 con+ Se o) + e

o day 0 0
# (1458 e - (1- %) e+ Je Lo+ )+ S0

171



Pour tout £ > 1, on définit :

e
B = /t:% :(t+2,i!_ w® o ;r(ifs_—ll)‘!)k_l: XU (u) du
e = /t:% :<t+2g!— w* ;éd__f)ﬁ)k_li aw (u)
G - /tt+6 (t —k:'u)k N 52(t(;f)f)_'l X (u) du
i = /tt+5 :(t _k!U)k - 52(t(/;f)f)_!l: XU (u) du
oo /tt+6 (t —k'u)k N 52(15(;?)11:)_'1 ()
On note aussi a) = apay + 5(0‘3)2, v = ((0[1)2 - oz()) + 69120 8 = —qpay + 6(0‘3)2 et

& = — ((a1)2 - ag) + oo

Pour montrer le résultat annoncé, nous allons développer la quantité :

R(t)= <1+ %) ¢(0,t+6) — (1— %) Q(O,t)—i—gg(l,t—l—é)—l— g((l,t)

Or, en reprenant les expressions de ¢ (0,%) et ¢ (1,¢), on montre que :
R (t) = aS A} + b3 BS + SCS + d3 D3
On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 10 Pout tout k> 1, on a :

A — gk+1 ((kil)! — %) X (t +0) +Bf(+1

B = 1 ((ki 1) %> X (649) - a0A} g — CV1Bi5c+1 + eisc+1

Ol = (—1)k gt ((ki o %) X (t+6) + Dy

Dj = (—1)*o**t <(ki e %) XD (64 6) — 0pClyq — 1D,y + £y

Ce résultat repose sur une application de la formule de Ito.
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e Nous commencerons par traiter les intégrales en (¢ + d,t + 29).
Posons : R} (t) = a3 AS + b BS. D’aprés le lemme 10, on a :

0 b6
H@):-{%X@+®+éXm@Hﬂﬁ+@%+%@)
Ry (t) = a3A}+ 03B
avec : ad = —apbl et b = a3 — ay b3,

On itére le procédé :

0 b5
@@)::—[%X@+®+5%ﬂ”@+®]ﬁ+@4+Ryﬂ
Ry(t) = ajAf+biB]
avec : a} = —agh et b] = a3 — oy b3.

On applique alors une derniere fois le lemme 10 et on obtient :

1 ag bg 3
&@)z-{EX@+®+ﬁXm@+ﬂ5

- ﬁxu+a+§xmu+®54
24 24

aj b () 5
- | =X+ + XV (t+0)|d
X o)+ x40
+ alAS + VB + bded + b3l + blel
avec : al = —apbj et b = af — a;b].

e On procede de méme pour les intégrales entre (¢, + §) et on obtient :

R2(t) = &C+dSDS

——-§X@+&+£Xmu+®53
B 12 12

+ éX(t+6)+d—gX(1>(t+5)54
24 24

- ﬁxu+®+ﬁxmu+aa5
80 80

+ AC+diD] + dyf + df) + difl

0 ¢ et d® peuvent étre calculés comme suit :

5 5 5 P
ak+2):tAk<a2) <ck+2):tAk<c2>
( by 42 b )iy d

A étant la matrice définie en (4.2). En additionnant R () et R? () et aprés simplifica-
tion, on obtient le résultat annoncé.

Les coefficients a’, b
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I Démonstration du théoreme 4 :

Du fait de la stationnarité du processus, on a :

- 1 L
55 =t (5—2E9 X (0) APX (49)|, 55 By [(X (20) = X (0)) AP X (45)])
t
¢ ~ B[ X (O)(X(0)+2X (394 X (20))] Bo[X(O)(X(40) - X(20))
Is= Ee[(X(Qa)—X(O))(X8(§5)+zx(36)+X(26))] Ee[(X(zé)—X(g()sg(X(%)—X(W

Nous commencerons par exprimer f(; en fonction de § en utilisant le développement limité de
r & lordre 3 en 0.
W () + 2, )+ 1,0 3
r(h) =7 (0) + hr (0)+7r (0)+FT (0)+0(h )

Or, d’aprés le lemme 3.1 de [9], 7™ (0) = 0. On obtient donc :

r(h) =7 (0) + h;r(?) (0) + %37’(3) (0) + o (h?)

Do :

Ey [X (0) (X (40) + 2X (36) + X (20))] = 7 (40) + 2r (36) + 7 (20)

= 4r(0) + O (8%)
Ey[X (0) (X (40) — X (26))] = r(48) —r(20)
O (h?)
Ep[(X (20) — X (0)) (X (40) + 2X (38) + X (20))] = —r(48) — 2r (38) + 2r (8) + 7 (0)
= 0@

et :

Ey[(X (20) — X (0)) (X (30) — X (8))] = —r(46) + 2r (26) — r (0)

—46%r® (0) + O (6°)

On en déduit que :

Ty = ( 8(0) 27«(2)(0) ) +0(0)=T(0)+0(5)

I’ (0) étant inversible (proposition 3.1 de [9]), il existe dy > 0 tel que pour tout d, 0 < § < dy,
~ ~\—1
T's est également inversible et donc @° = — <F5> ~s existe.

Comme dans la démonstration du théoréme 2, Pexistence et la convergence de a” vers &’

reposent sur une simple application du lemme 6.
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Il nous reste & évaluer I'écart entre &° et . Utilisant (4.31), on a :
Ey [X (0) A® x (45)]

= 7 B[ X (0) (X (49) +2X (38) + X (26))] g - gEg [X (0) (X (40) — X (20))]

2 [(an)? a0 — 2 (0)2] B X (0) X (38)] + 2 [(a0)" — 3anca] B4 [X (0) XV 38)] + O ()
= % [(c1)? a0 = 2 (00)*] 7 (0) + % [(01)* = 3a100] ¥ (0) + 0 (")
= & [t a0 —2(@0)?] r(0) + 0 (57
et :
B [0 (20) X ) A0 (4] = =T E0[(X (26) ~ X (0)) (X (49) + 2X (39) + X (20)) o
- gEa (X (26) — X (0)) (X (49) — X (26))] e
* % :(0‘1)20‘0 —2 (0‘0)2] By [(X (26) — X (0)) X (30)]
+ % :(al)?’ - 3a1a0] Ey [(X (26) — X (0)) X (35)]
* g :(0‘0)3 - (0‘10‘0)2] Ey[(X (26) — X (0)) X (30)]
+ gz 2 (a0)? iy — (041)2040] Ey [(X (26) — X (0)) X (35)}
+ 0(8%
- —ﬁEe [(X (26) — X (0)) (X (40) +2X (30) + X (20))] g
- gEa [(X (20) — X (0)) (X (46) — X (26))] e
- % [<a1)3 - 3a1ao] r® (0) + 0 (6°)

On en déduit que :
~\—1 ~ ~ L [ Oél og — 2 2] 7’ 0
&5204—62 I's By +o 52 , By = 12
( ) &) ~1 [(041) - 30!1010] r(0)

Utilisant le fait que limg_,q ﬁ; =T"(0), on vérifie que le biais a bien la forme annoncée.
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Estimation de la précision associée
a un échantillonnage systématique
et méthodes transitives
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Chapter 5

Precision of systematic sampling
and transitive methods

En collaboration avec
Kién Kiéu' & Jacques Istas?

abstract

The use of the transitive methods for assessing the precision of systematic sampling is
discussed. A key point of the transitive methods is the choice of a local model for the
covariogram near the origin. The relationship between the regularity of the measurements
and the regularity of their covariogram is given. This result is useful for choosing the
appropriate covariogram model. A method for estimating the measurement regularity from
discrete data is proposed for cases where it cannot be assessed a priori. Stereological
applications where sampling is based on geometric probes such as serial sections, point or
line grids are also discussed.

AMS Classification: 62G05, 62G20, 62M30, 60D05
Keywords: Spatial statistics; Transitive methods; Stereology; Geometric sampling; Precision
assessment; Serial sections; Cavalieri volume estimator;

5.1 Introduction

Systematic sampling is widely used when investigating spatial structures. In this paper
we consider the sampling of the structure by means of some probes, e.g. points, transects,
quadrats. The parameter of interest can be expressed as an integral of some function, called
the measurement function, over the probe space (or sampling space). The sampling design is
systematic such that the probes form a regular pattern, e.g. a point lattice. Standard empir-
ical estimators based on systematic samples are unbiased under uniform sampling conditions.

1Unité de biométrie, INRA, F78026 St-Cyr.
2Unité de biométrie, INRA, F78352 Jouy-en-Josas.
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Figure 5.1: Cavalieri volume estimation. Areas of the structure profile on sections are to be
measured. The sum of areas on the series of sections times the distance between 2 consecutive
sections is the Cavalieri estimate of the volume of the structure.

However precision assessment is usually not an obvious task because of correlations between
data. A common approach is to model the correlation structure of the data. The so-called
transitive methods due to Matheron (1965) are alternative non-parametric and asymptotic
methods. They are based on mean squared error (MSE) approximations, involving the be-
haviour of the covariogram of the measurement function near the origin. In his founding
work, Matheron considered mainly applications to mining problems such as the estimation of
the total ore quantity from density measurements at a regular grid of points.

More recently the use of transitive methods in stereology has been discussed in a series
of papers, see e.g. Thioulouse et al. (1985), Gundersen and Jensen (1987), Cruz-Orive (1989)
or Cruz-Orive (1993). Stereology is concerned with statistical inference about quantitative
parameters of spatial structures, based on geometric samples such as plane or line sections
through the structure. In stereology, systematic sampling is often preferred to simple random
sampling (uniformly distributed and independent probes) both for practical and statistical
reasons. A simple example is when the parameter @) to be estimated is the volume of a
bounded region B of R3. The volume of B can be expressed as

Q= /R area(B N A(z))dz,

where A(z) is a plane with fixed orientation and position z, e.g. a horizontal plane with height
z. Using a systematic set of parallel planes with constant distance T between consecutive
planes, see Figure 5.1, the volume can be estimated by T times the sum of areas measured on
the planar sections. This estimator is unbiased if the “first” section to hit the structure B is
uniformly distributed in a slice of height T, without any assumption concerning the shape or
the orientation of the structure. The volume estimator is known in stereology as the Cavalieri
estimator, see e.g. Sterio (1984) or Cruz-Orive (1987).

In Gundersen and Jensen (1987), Cruz-Orive (1989) and Cruz-Orive (1993), it is empha-
sized that systematic sampling is rather efficient in stereology compared to simple random
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sampling. In particular, a number of cases is discussed where the MSE rate of convergence
is of the order of N~2 where N is the sample size. This rate is to be compared to the rate
usually obtained under simple random sampling which is N~

The standard method of assessing the precision now used in stereology is based on the
assumption that the covariogram has non null slope at the origin. In Cruz-Orive (1993), an
example is given where the standard assumption does not hold and an alternative method is
discussed. In the present paper the relationship between the smoothness of the measurement
function and the behaviour of its covariogram at the origin is further investigated. A new
method for MSE estimation is presented. In a first step a smoothness parameter of the
measurement function is estimated from the data. In a second step a local model for the
covariogram near the origin is chosen according to the estimated smoothness parameter. The
final MSE estimator is constructed by fitting the model to the data.

As an illustration we use numerical examples of the Cavalieri procedure.

5.2 Unbiased estimator of integral characteristics

We consider the general case where the parameter of interest () can be written as the integral
of some measurement function f over a one-dimensional Euclidean space, i.e.

Q= /Rf(x) dx. (5.1)

The observation is supposed to be of the form {(z, f (z)) : z € S}, S being a random countable
subset® of R. We shall concentrate on the case where the sample S is systematic and uniform
random, i.e.

S={(U+k)T:keZ}, T>0,

where U is uniformly distributed in [0,1[. Below, T is referred to as the sampling period,
F =T~ as the sampling frequency. If the measurement function f has a bounded support,
then the support length times F' is equal to the mean sample size (mean number of non-null
measurements) which will be denoted by N.

The standard unbiased estimator for @ is

Qr=T> f(a). (5.2)

€S

Note that QT can be seen as the standard integral approximation from discrete data. The
unbiasedness results from the fact that S samples R uniformly.

Examples of measurement functions associated with the Cavalieri method are shown in
Figure 5.2. The structures behind the shown measurement functions are the unions of 8
tetrahedra with a face parallel to the section planes (Figure 5.2a), 8 ellipsoids (Figure 5.2b),
and 8 tetrahedra with neither face nor edge parallel to the section planes (Figure 5.2¢),
respectively. The sizes and locations of the 8 primary objects are the same through the 3
structures. The jumps observed in Figure 5.2a occur for sections containing a face of the
structure.

The standard Euler-MacLaurin formula, see e.g. Abramowitz and Stegun (1964), provides
expansions of the error involved in integral discrete approximations. However the formula

3We use bold symbols for random variables.
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Figure 5.2: Examples of measurement functions of the Cavalieri method. Curves in solid lines
are measurement (area measured on a section) functions. Dots are areas measured on a series
of sections. Curves in dashed lines are estimated measurement functions based on the serial
sections.

cannot be applied when the measurement function is not "smooth” between the sampling
points. Such a case may happen for the measurement function shown in Figure 5.2a which
is not continuous. As a matter of fact, the randomness of S implies that almost surely the
discontinuities occur between the sampling points. In Kiéu (1997) and Souchet (1995), an
alternative version of the Kuler-MacLaurin formula has been derived. This latter formula
can be applied when the measurement function is not ”smooth” between the sampling points.
The functions considered by the authors are called piecewise smooth functions and are defined
as follows. Let m and p be non-negative integers. A function h : R —R is said to be (m,p)-
piecewise smooth if the support of & is bounded and A is (m + p)-times piecewise differentiable
such that

e all h derivatives of order less than m are continuous on R

e the h derivatives of order from m to m + p may not be continuous on a finite set, but
their jumps are required to be finite.

Below the set of points where a function A is not continuous is denoted by D and the
jump of h at a point z € Dy, is denoted by s, (). Following the terminology used in Kiéu
(1997), a jump of a [-th derivative is called a transition of order I. The primary transitions
are the jumps of the first non-continuous derivative. Therefore the smoothness parameter m
is called the primary transition order.

Observe that the class of piecewise smooth functions as defined above does not encompass
unbounded functions or functions with unbounded derivatives. Such measurement functions
appear in connection with the Cavalieri method e.g. if the structure is a cylinder with a
revolution axis parallel to the section planes. Also very irregular functions such as Brownian
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f’()2
* 2

Figure 5.3: Derivatives of order 1 and 2 for the measurement functions shown in Figure 5.2.
Derivatives of order larger than 2 are identically equal to 0.

motion are not piecewise smooth. Measurement functions of this type will be the object of
future research.
Note that the measurement function shown in

e Figure 5.2a is (0, 00)-piecewise smooth with transitions of order 0, 1 and 2
e Figure 5.2b is (1, 00)-piecewise smooth with transitions of order 1 and 2

e Figure 5.2¢ is (2, 00)-piecewise smooth with transitions of order 2,

see Figure 5.2. The transitions of the measurement function involved in the Cavalieri method
are related to geometrical features of the structure under study. In the examples considered
in the figures, transitions of order 0 occur for section planes containing a planar face of the
structure. Transitions of order 1 occur for section planes tangent to the structure. Transitions
of order 2 occur for sections containing a vertex of the structure.

The alternative Euler-MacLaurin formula for piecewise smooth functions provides ex-
pansions for the error involved in integral approximations. These expansions are based on
transitions as defined above. They involve the so-called Bernoulli polynomials. The Bernoulli
polynomials form a sequence of polynomials indexed by non-negative integers. The polyno-
mial with index [ will be denoted by P, and is of degree [. Explicit expressions and formal
definitions can be found in e.g. Abramowitz and Stegun (1964). For any integer [ = 0,1,2,...
and T > 0, define the periodic function

€T €T
PI,TIWPI(FH)

where [-] denotes the integer part. The alternative Euler-MacLaurin formula can now be
stated as follows. Let h be a (m, 1)-piecewise smooth function with m > 1. Then for any
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T >0,

T» h(kT)— | h(x)dx
Srin -,
= (_1)m Tm+1 Z Sp(m) (a) Pm+1,T (a) +o0 (Tm+1) . (53)

aEDh(m)

This result holds also for m = 0 under the extra condition that Dy N ZT = (. Detailed
proofs are given in Souchet (1995) and Kiéu (1997). The derivation of the alternative Euler-
MacLaurin formula is based on the same arguments as the standard Euler-MacLaurin formula.
The integral expression of the remainder is

(—1)me+1/ WD) (2) Py () da.
R

Now suppose that the measurement function f is (m, 1)-piecewise smooth. The alternative
Euler-MacLaurin formula then provides an expansion of QT — (). Note that if m = 0, the
extra condition holds almost surely because of the randomness of S. One gets the following
expansion which holds almost surely

Qr-Q=1"T™" 3" sp (a) Pusrr (a—UT) +o (T™H). (5.4)

aEDf(m)

Note that the remainder is stochastic.

Hence the worst rate of convergence is of the order of T" and is reached when the measure-
ment function f is not continuous on R. If f is continuous on R but its first derivative is not
then the estimation error converges as T etc... The convergence rate can also be expressed
in terms of the mean sample size N. The worst rate of convergence is of the order of N~!
and is reached when the measurement function f is not continuous on R. If f is continuous
on R but its first derivative is not then the estimation error converges as N2 etc... Compare
with simple random sampling where the convergence rate does not depend on the regularity
of the measurement function and is always of the order of N=%/2. The efficiency of system-
atic sampling compared to simple random sampling was already noticed in Gundersen and
Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989). These authors have considered mean squared error
convergence rather that estimation error convergence.

5.3 Mean squared error expansion

The formula (5.4) can be used for approximating the MSE of QT. Repeated integration by
part yields

E[Ppny1r (@ = UT) Pryrr (b= UT)] = (=1)™ Poamyo,r (b—a).

Hence we get the following mean squared error expansion for an (m, 1)-piecewise smooth
function

MSE [QT] (5.5)

= (=1)m?mt? Z 8 pmy (@) 8 ) (b) Pamsa,r (b—a) +o0 (T +2).

a,bEDf(m)
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Figure 5.4: Coefficients of error for Cavalieri volume estimators. Exact coefficients of error
(CE) calculated from simulations are represented by dots. Approximated CE based on pri-
mary transitions are represented by dashed line curves, cf. (5.5). Approximated CE based
on primary transition amplitudes (extension term) are represented by solid line curves, cf.
(5.11). Underlying structures are described in Section 5.2.

This expansion has been computed for the examples of measurement functions described in
the previous section, see Figure 5.3 (dashed curves). Note that the convergence rate of the
mean squared error is of the order of 72712 x N—2m~2,

In Matheron (1965), Gundersen and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989), expansions of
the mean squared error involve the so-called covariogram of the measurement function. The
covariogram is defined by Matheron (1965)

g<y>=/Rf<w+y>f<w> dz, yeR (5.6)

The covariogram describes the spatial variation of f. Note that the covariogram is an even
function. Covariograms of the measurement functions shown in Figure 5.2 are presented in
Figure 5.5.

It is easy to see that

MSE [Qr] =739 07) - [ 9w d. (57)

= R

In order to calculate expansions for (5.7), Matheron assumed that the measurement function
f has a bounded support [a,b] and that its covariogram is non-smooth only at 0, c =b —a
and —c (c and —c are the endpoints of the covariogram’s support). Expansions of (5.7) are
obtained by applying the standard Euler-MacLaurin formula inside the covariogram’s support
and by modelling the covariogram at the neighbourhood of 0, ¢ and —c¢ by polynomials. A
more direct approach consists in applying the alternative Kuler-MacLaurin formula. The
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Figure 5.5: Covariograms (thick line curves) and their last continuous derivatives (thin line
curves in (b) and (c)). The corresponding measurement functions are shown in Figure 5.2.

latter method provides expansions even if the covariogram is non-smooth inside its support.
In view of (5.3) if the covariogram is (g, 1)-piecewise smooth, (5.7) can be expanded as

MSE [QT] = (-7 e; $,@ (¢) Py (¢) +0 (T7H). (5.8)
R )

Compare the result above with (5.5). It is tempting to search for a relationship between the
smoothness properties of a measurement function and the smoothness properties of its covari-
ogram. In his paper, Matheron (1965) stated that if the measurement function is differentiable
then its covariogram is twice differentiable. Furthermore, Matheron gives an expression of
the covariogram second derivative in terms of the first derivative of the measurement func-
tion. In Souchet (1995) and Kiéu (1997), it is shown that if f is a (m, p)-piecewise smooth
function then its covariogram g is (2m + 1, 2p — 1)-piecewise smooth, see examples in Figure
5.5. The authors also derived general expressions of the covariogram derivative in terms of
the derivatives of f. In particular it is shown that

Dg(2m+l) = Df(m) — Df(m) (5.9)

and that

Sgemin (€)= = (=)™ D7 spm (@) $em (D). (5.10)

a,beDf(m)
b—a=c
In Matheron (1965), the quantity
E(T) = _T2m+2P2m+2 (0) 5 g(2m+1) (0)
_ _2T2m+2p2m+2 (0) g(2m+1) (O—l-) (5.11)
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is called the extension term. Note that the extension term depends only on the amplitudes
of the transitions of the measurement function. The sum of the other terms involved in the
mean squared error expansions is equal to

Z(T)=-T""" Y Ponior (¢) syemiy (c)
€D (2m+1)

c£0

and is called the Zitterbewegung. The extension term represents the central tendency of the
mean squared error while the Zitterbewegung is an oscillating function of 7. A detailed
discussion can be found in Kiéu (1997), see also the coefficient of error approximations based
only on the extension term in Figure 5.3 (solid line curves). In Matheron (1965), Gundersen
and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989), the extension term is expressed as

E (T) — _T2m+2 B2m+2

m+ 1 Pomi1

where Boyi2 = (2m + 2)!Pyy40 (0) is the (2m + 2)-th Bernoulli number and

g(2m+1) (0+)

Poms1 = (2m +1)!

In particular

~T2p1/6  ifm=0
T4B3/60  ifm =1
~T5B5/126 if m = 2
T88;/120  if m = 3.

E(T) =

Usually the mean squared error estimation focus on the extension term, see Matheron
(1965), Gundersen and Jensen (1987) or Cruz-Orive (1989). These authors argue that when
the measurement function is stochastic, the Zitterbewegung is expected to be small in the
mean compared to the extension term. In Kiéu (1997) the particular case where the mea-
surement function is the indicator function of an interval with random length is considered
in details. It is shown that if the interval length density function is Riemann integrable then
the mean Zitterbewegung can be neglected when T is sufficiently small.

5.4 Discrete approximations of the extension term

The extension term as expressed in (5.11) depends on the covariogram derivatives at the
origin. However in general estimates of the covariogram are available only on a discrete set of
values. By approximating the covariogram by a polynomial near the origin, the covariogram
derivatives at the origin can be interpolated from discrete covariogram data. This yields
approximations of the MSE extension term based on discrete covariogram data.

Below we review some of the methods discussed in Matheron (1965), Gundersen and
Jensen (1987), Cruz-Orive (1989) and Cruz-Orive (1993). A more general presentation can
be found in Kiéu (1997). An important feature of these methods is that the primary transition
order of the measurement function (or equivalently of its covariogram) is assessed a priori.

Let us start with the case where the covariogram g of the measurement function f is
assessed to be (1,2)-piecewise smooth. We have seen above that such a covariogram can be
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obtained from a (0, 2)-piecewise smooth measurement function*. Then by a Taylor expansion
in a right-hand side neighbourhood of 0, we get

g(y) =Bo+ybL+y°B+0 (), (5.12)

where 31 = ¢’ (07). This expansion holds for y "small enough”. Now if T is "small enough”,
we can apply the above expansion for y = 0,7,27T in order to get an approximation of f;
based on ¢ (0),¢ (T) and g (27). Finally one finds

E(T) ~ Ey(T) = % (39 (0) — 49 (T) + g (27)) . (5.13)

This approximation is suggested in Gundersen and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989)
for use in geometric sampling including precision assessment of the Cavalieri method. The
approximation error is of order T* for T' ”small enough”. As a matter of fact this order holds
if T is so small that ¢ is 3 times continuously differentiable in |0, 27'[. In particular, this latter
condition does not hold if

Dy N10,2T[ # 0,

i.e. there are any transitions of the measurement function with order 0 (jumps) separated by
a distance less than 27". In Kiéu (1997) an alternative Taylor formula is derived for piecewise
smooth functions. In this case it can be written as

gy =pot+ylBit > (1- g)sgf ()] + 22 + O (%) . (5.14)
CEDg/
0<c<y

Using the latter formula rather than (5.12) when evaluating the error approximation involved
in (5.13), one finds

Ey(T) - E(T)
2 c c
= DY - S 0- Y - S @l+o ().
CGDg/ CGDgI
0<ce<T T<e2T

According to this result, the approximation error in (5.13) is of the order of T? if there are
any transitions of the measurement function with order 0 separated by a distance less than
2T'. Note that then the approximation error is of the same order as the extension term.

The discrete approximation of the extension term (5.13) can be extended to piecewise
smooth functions with arbitrary primary transition order. For instance if the measurement
function is (1, 1)-piecewise smooth, then for positive y ”small enough”, the following expansion
of its covariogram holds

9(y) =Bo+y*B+y*Bs+0 (v'),

where 83 = ¢(® (0T) /6. There is no linear term in the expansion above because the continuity
of the first derivative of the covariogram implies that ¢’ (0) = 0. If T' is ”small enough”, we

*As stated in the previous section, if a function is (0, 2)-piecewise smooth then its covariogram is (1,3)-
piecewise smooth. Observe that (1, 3)-piecewise smoothness is stronger than (1, 2)-piecewise smoothness.
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can apply the above expansion for y = 0,7, 2T in order to get an approximation of 83 based
on g (0),¢(T) and g (27). Finally one finds

= 5 (39(0) ~ 49 (T) + ¢ (27)) . (5.15)

This approximation was first proposed by Cruz-Orive (1993) when assessing the precision of
the Cavalieri method for ”very regular, quasi-ellipsoidal” structures. As a matter of fact it
may be used for any (1,1)-piecewise smooth measurement function. For a (2,1)-piecewise
smooth measurement function, one gets the approximation

E(T) ~ B (T)

E(T) ~ B (T) 10g (0) — 15¢ () + 6g (2T) — g (37)).

= 3316 "

For a (3, 1)-piecewise smooth measurement function, one gets the approximation

E(T)~ E;3(T) (359 (0) — 56¢g (T') + 28g (2T") — 89 (3T') + ¢ (4T)) .

~ 289920

A general formula for the discrete approximation of E (T') for a (m,p)-piecewise smooth
function is given in Kiéu (1997) together with a general discussion of the approximation
error.

5.5 Extension term estimation

When the primary transition order of the measurement function is assessed a priori, the
methods for estimating the extension term are straightforward. They consist in replacing the
covariogram values involved in the discrete approximations of the extension term by estimates.
The empirical covariogram is the sequence indexed by Z defined by

g§=TY f(U+kT)f(U+k+1)T), l€Z
keZ

The extension term estimators are as follows
~ T

ifm = 0, Eo(T)= - (380 — 481 + 82) (5.16)
) ~ T o~

itm = 1, E(T)= 210 (380 — 481 + 82) (5.17)
iftm = 2, Ey(T)= B16 (108, — 158 + 682 — 83) (5.18)
) =~ T ~ ~ ~ o~

iftm = 3, Ej (T) = 539920 (35g0 — b6g; + 28g> — 8gs + g4) (5.19)

These estimators are asymptotically unbiased. For instance consider the estimator f)g (T).
Since the empirical covariogram is unbiased, we have

E [Bo (1)) = £ (1)

We have seen in the previous sections that Eq (T') differs from E (T') only by an order of T*
for T small enough and that E (T') is of the order of T2. Accordingly we have

. E [Eo (T)-FE (T)]

750 E(T) =0
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Figure 5.6: Bias of the extension term estimators. For consistency with Figure 5.3 showing
coefficients of errors, the bias is measured by E (T)% /E (T)% (solid line curve) where E (T')
is the average extension term estimator computed from simulations. The departures (due to
the Zitterbewegung) of the exact coefficient of error from the extension term are measured

by CE [QT] /E (T)% (dots). Corresponding measurement functions are shown in Figure 5.2.

This result extends to the other estimators above. Figure 5.5 shows biases for the examples
of measurement functions presented in Section 5.2. The estimator Eq (T') has been used for
Figure 5.5a, estimator E; (T) for Figure 5.5b, estimator Eq (T') for Figure 5.5c. Note that
the bias is rather important for small mean sample sizes.

The critical point of the methods above concerns the assessment of the primary transition
order m. As noticed by Cruz-Orive (1993) when using the estimator Eq (T') while m = 1, one
gets in the mean an extension term estimator 20 times greater than the true extension term!
Conversely if m = 0 and estimator Eq (T") is used, one gets in the mean an extension term
estimator 20 times less than the true extension term. Assessing the primary transition order
of a measurement function is subject to uncertainty when measurements are ”complicated”.
Even for the Cavalieri method, there are no general results relating the smoothness properties
of the measurement function to geometrical characteristics of the underlying structure.

5.6 Robust extension term estimation

In many stereological contexts, a prior: assessment of the measurement function smoothness
is not possible. Either because very little is known a priori about the geometry of the struc-
tures under study or because the measurement function is so complicated that predicting its
smoothness is out of reach. In Istas and Lang (1995) a method for estimating the smoothness
of a function from discrete data is presented. The functions considered by the authors are
Gaussian processes. However the method described in Istas and Lang (1995) can be used
without modification to piecewise smooth functions. The estimation of the extension term
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is a two-step procedure: first the primary transition order of the measurement function is
estimated from the data, then the extension term is estimated as described in the previous
section assuming that the estimated primary transition order is correct.

Let us start with the case where m is not known exactly but can be assumed to be either
0 or 1. Let us consider the estimator E; (T'). We have

= _J E(T)/20=—-T2$1/120 ifm =0
E [B: (7)) ~ { E(T)=T'8,60  ifm—1.

Now suppose that 2 measurement series are available. The sampling period for the first series
is T, for the second series T, o # 1. In view of the formula given just above, we have

E [EI (aT)] ~ Q22 R [1?31 (T)}

in both cases m = 0 or m = 1. This relation suggests the following procedure for estimating
m from 2 measurement series. Consider the extension term estimators By (T) and E; (aT)
associated with the 2 measurement series and estimate the primary transition order m by m
such that R

E (oT) ~ o*™ 2B, (T). (5.20)

In case where only one measurement series is available, measures with another sampling period
can be obtained by subsampling. In particular for a = 2, 2 series with sampling period 27T
can be extracted from the initial series:

So={(U+k)T:kodd}, Se={(U+k)T:keven}.

Let El,o (2T), I/E\)l,e (2T') be the extension term estimators based on the series S,, Se respec-
tively. The mean of E; (27") can be estimated by the average of By, (27') and E; ¢ (27"). Then
the estimation equation (5.20) writes

ﬁl,o (2T) + El,e (2T)
2

~ 22M2E, (T) .

It is easy to see that this latter equation can be rewritten as

380 — 48> + 81 = 2°™F1 (38 — 481 + &),
ie. N PN

log 380 — 482 + 84

m = round 38 —dgi+8g 1
2log?2 2

This principle can be extended to the general case where the primary transition order m
is not known exactly but can be assumed to be less than or equal to some value M assessed
a priori. The key point is that the extension term estimator obtained when assuming that
m = M has a mean equal to

cmE (T) = cmT2m+2ﬁ2m+1a

where m is the true primary transition order and c,, is a constant depending only on m. The
relation above holds only if m < M. The calculation of the constants c¢,, is straightforward.

189



For instance let us consider the extension term estimator f)g (T') obtained by assuming that
m = 3. If the true value of m is 2, the expansion of the covariogram writes

g (iT) ~ By + i2T%By + i*T By + i°T5Bs + 5T Bs + i T7 7,
for ¢ =0,...,4. Calculations yield

. 2 .
E [E3 (T)] =E3(T) ~ —@T Bs
91100

723

1R

E(T),

ie. cg =91100/723 ~ 126.0. Extending the approach described above for the case mm = 0 or
1, one constructs general estimators of m when it is assumed that m < M, M being fixed a
priori. In particular, if m is assumed to be less than or equal to 3, then m is estimated by

log 3580 — 5682 + 2884 — 886 + &3
350 — 5681 + 288> — 8g3 + 84

m = round L
=T 11 - —
b 210g 2 2

(5.21)

Once the transition primary order m is estimated, the extension term is estimated as
described in the previous section assuming that m = m. Note that this two-step method is
quite unstable. For instance if m = 1, one finds an extension term estimate 20 times less
than if m = 0. Therefore a sensible way of measuring the accuracy of the estimator m is to
consider the probability that m is equal to the true primary transition order. Simulations
have been carried out with the measurement functions shown in Figure 5.2. The estimator
(5.21) has been used: we have assumed that m < 3 while the true primary transition order
is 0 (Figure 5.2a), 1 (Figure 5.2b), 2 (Figure 5.2c). For mean sample sizes larger than 32.6
(measurement function of Figure 5.2a), 19.6 (measurement function of Figure 5.2b), 47.0
(measurement function of Figure 5.2¢), the probability that m = m is close to 1.

5.7 Discussion

In this paper the use of the transitive mehods for evaluating the precision of estimators based
on systematic sampling designs is considered. The problem of choosing a local model of the
covariogram at the origin is discussed in details. The described relationship between the
smoothness of the measurement function and the smoothness of its covariogram seems to be
a useful tool for choosing the appropriate model. For applications in stereology, an important
open problem is now to relate geometrical features of the structure of interest to smoothness
characteristics of the considered measurement function.

A method for estimating the smoothness of the measurement function from discrete data
is proposed. The numerical studies of this method show that it requires rather large samples
compared to the usual size of samples in practical stereology. Note that in Kiéu (1997), an
alternative method is proposed which is expected to be less demanding in terms of sample
size. The main idea is to use grids of points with 2 sampling periods, a large one and a small
one. Pairs of points close to each other are used to estimate the primary transition order.
Numerical investigations of this alternative methods are planned.
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In this paper, we have not considered errors either on measurements or on the location
of the sampling points. In Kiéu (1997), measurement errors are also considered. The error
scheme is as follows. It is assumed that the errors are centered, that their variance only
depends on the measurement location and that they are uncorrelated given the location of
the sampling points. Such a model is appropriate when the measurement at a given location
involve some local subsampling. A common example related to the Cavalieri method is when
areas on sections are estimated by countings at point grids superimposed on the sections.

Finally note that although we have concentrated in this paper on the case where the
sampling space is one-dimensional, the transitive methods can also be used for sampling
spaces with higher dimensions, see e.g. Matheron (1965), Gundersen and Jensen (1987),
Cruz-Orive (1989) or Chadoeuf et al. (1997). Extending the approach described in this paper
to higher-dimensional sampling spaces will be the object of future research. As a matter of
fact, in stereology sampling spaces may also be special kinds of manifolds. For instance some
stereological methods, see e.g. Weibel (1979) or Weibel (1980), involve sampling by lines
with various locations and orientations. The space of lines can be seen as a cylinder, see e.g.
Stoyan et al. (1987). Therefore using a grid of lines with systematically distributed locations
and orientations may be seen as systematic sampling on a cylinder.
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