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1.3 Prégéométries et ensembles fortement minimaux . . . . . . . . . 8
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2.2 Décomposition des extensions finiment engendrées . . . . . . . . 30

2.3 Axiomatisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introduction

La théorie des modèles moderne est née avec le théorème de catégoricité
de Morley, qui dit que si une théorie dans un langage dénombrable est catégo-
rique en une cardinalité non-dénombrable, elle est catégorique en toute cardi-
nalité non-dénombrable. D’après Baldwin et Lachlan [BL71] ses modèles sont
premiers et minimaux au-dessus d’un ensemble fortement minimal définissable
dans le modèle premier ; la cardinalité d’une base détermine donc le modèle à
isomorphisme près. Ainsi, les ensembles fortement minimaux sont devenus l’un
des objets principaux d’étude en théorie des modèles. On sait que dans tout
ensemble fortement minimal, la clôture algébrique définit une prégéométrie, gé-
néralisant la dépendance linéaire dans un espace vectoriel et la dépendance
algébrique dans un corps algébriquement clos.

Au cours de son vaste projet d’une théorie de la classification, Shelah a
développé la théorie de la stabilité (voir [Sh90]). En introduisant la notion de
la déviation, Shelah a montré que dans toute théorie stable T , on peut définir
une notion d’indépendance qui généralise de loin celle présente dans une théo-
rie fortement minimale ; ces idées ont largement influencé le développement du
sujet.

À la fin des années 1970, Zilber a commencé une étude des structures tota-
lement catégoriques (voir [Zi93] pour l’ensemble de ces travaux), étude reprise
à l’ouest par Cherlin, Harrington et Lachlan [CHL85]. En particulier, ils ont
classifié les géométries des ensembles fortemaux minimaux ω-catégoriques, et
obtenu une coordinatisation d’une structure ω-catégorique et ω-stable par des
ensembles fortement minimaux. On peut donc dire que les ensembles fortement
minimaux sont les “éléments constitutifs” pour certaines théories de rang de
Morley fini.

Au début des années 1980, Zilber formulait une conjecture qui exprimait que
la liste des exemples de (géométrie de) théories fortement minimales jusqu’alors
connues serait essentiellement complète. Voici une version de cette conjecture
ou plutôt de cette hypothèse structurelle :

Conjecture de la trichotomie.
Soit T une théorie fortement minimale. Alors il y a trois cas :
(1) T a une géométrie triviale : acl(A) =

⋃
a∈A acl({a}) pour tout A.

(2) T a une géométrie localement modulaire non-triviale (sa géométrie sera
alors la géométrie projective ou affine au-dessus d’un corps gauche K).

vii



viii INTRODUCTION

(3) Si T n’est pas localement modulaire, T interprète un corps algébrique-
ment clos.

De plus, le corps infini K promis dans (3) est pur, c’est à dire toute la
structure induite sur K par T est définissable (avec paramètres) dans la seule
structure de corps (K,+, ·, 0, 1).

La conjecture de la trichotomie a énormément influencé la théorie des mo-
dèles ces dernières années, et — même si elle s’est avérée fausse — elle continue
à influencer les travaux actuels, en particulier en stabilité (et même simplicité)
géométrique. Dans des cas particuliers, on sait que la conjecture de la trichoto-
mie est vraie, par exemple dans le contexte important des géométries de Zariski
[HZ96]. Les résultats positifs partiels sont à l’origine d’applications profondes
de la théorie des modèles en géométrie diophantienne [Hr96].

Cependant, en 1988 et par la suite, Hrushovski a montré que les deux parties
de la conjecture de la trichotomie sont fausses, et cela de manière assez radi-
cale dans les deux cas. En effet, il construit dans [Hr93] une théorie fortement
minimale non-localement modulaire dans laquelle on ne peut pas interpréter de
groupe infini (la construction ab initio). Puis, il réussit dans [Hr92] à fusionner
deux théories fortement minimales T1 et T2 en une seule (si les deux théories ont
la DMP, une certaine hypothèse de définissabilité), et cela de telle manière que
les ensembles définissables dans T1 et dans T2 “interagissent le moins possible”
dans la théorie de la fusion.

Dans les deux cas (“ab initio” et “fusion”), Hrushovski utilise une variation
de la méthode d’amalgamation de Fräıssé pour construire la nouvelle théorie
fortement minimale en question. La construction de la fusion peut être divisée
en deux étapes (dont la première reste en partie implicite dans [Hr92]) :

fusion libre : Construction d’une classe C de structures finies (ou finiment
engendrées) et d’une notion ≤ de plongement fort telle que (C,≤) est (dé-
nombrable et) a la propriété d’amalgamation et la propriété du plongement
commun. Puis, montrer que la limite de Fräıssé de (C,≤) est un modèle
saturé d’une théorie du premier ordre Tω, qui sera ω-stable de rang ω (en
général). Il y a un unique 1-type générique (qui est régulier), et tout type
régulier qui est orthogonal au type générique est non-orthogonal à un type
fortement minimal et localement fini (qui a une prégéométrie triviale).

collapse : Amalgamer dans une classe restreinte, en bornant de manière
uniforme le nombre de réalisations de tous les ensembles fortement mini-
maux localement finis dans Tω, pour obtenir une théorie fortement mini-
male.

Depuis, ces constructions ont été amplement utilisées par de nombreux cher-
cheurs en théories des modèles ; la méthode représente un outil universel pour
construire des exemples de structures exotiques et inattendues [Hr88, Ba94,
Ba96, Po99, BH00, Po01]. En particulier, en fusionnant deux corps algébrique-
ment clos, on peut construire une structure (M,+1, ·1,+2, ·2) dont la théorie est
fortement minimale et telle que les structures sous-jacentes (M,+i, ·i), i = 1, 2,
soient des corps algébriquement clos (de caractéristique différente, si l’on veut).
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Une question se pose alors naturellement : peut-on construire une telle struc-
ture (M,+1, ·1,+2, ·2) où l’on impose maintenant que les opérations d’addition
+1 et +2 soient les mêmes (et que cela soit la seule véritable interaction) ? Plus
généralement, construire une fusion fortement minimale de deux théories T1 et
T2 au-dessus d’une troisième T0 contenue dans T1 et T2 (le contexte relatif de
la fusion, si l’on veut). C’est ce problème qui est au coeur de la présente thèse.
L’étude est motivée par une remarque dans [Hr92] stipulant qu’une telle fusion
au-dessus d’un sous-langage devrait être possible si T0 est égale à la théorie d’un
espace vectoriel infini sur un corps fini. Nous donnons maintenant deux exemples
simples pour illustrer le phénomène d’une fusion au-dessus d’un sous-langage.

Soient d’abord G0 ≤ G1, G2 des groupes et Xi un ensemble infini sur lequel
Gi agit librement. Si l’on considère Xi dans le langage Li où tout élément
de Gi correspond à un symbole de fonction, alors Ti := ThLi

(Xi) est fortement
minimale et T0 est un réduit commun de T1 et T2. SiG := G1∗G0

G2 est le produit
amalgamé de G1 et G2 au-dessus de G0, alors la théorie d’une G-opération libre
infinie fournit une fusion fortement minimale de T1 et T2 au-dessus de T0.

Un peu moins trivial est l’exemple suivant : pour un corps gauche F on note
EVF la théorie d’un espace vectoriel infini sur F . Soient Ti = EVFi

pour des
corps gauches F0 ⊆ F1, F2. On peut considérer R := F1 ∗F0 F2, le coproduit
de F1 et F2 au-dessus de F0 en tant qu’anneaux non-commutatifs. Par un des
résultats fondamentaux sur les corps gauches, R admet un corps des fractions F .
Donc, EVF est une fusion fortement minimale (naturelle) de T1 et T2 au-dessus
de T0.

Par contre, il y a des exemples concrets où pour des théories fortement
minimales T1, T2 ayant un réduit commun T0, aucune complétion de T1 ∪ T2

n’est fortement minimale (cf. 3.0.1 et 3.4.10). C’est à l’aide de ces non-exemples
que nous trouvons les hypothèses appropriées.

Les résultats que nous avons obtenus concernant la fusion au-dessus d’un
sous-langage sont tout à fait satisfaisants en ce qui concerne la première étape
de la construction (la “fusion libre”). Nous généralisons considérablement le
contexte de la fusion libre, et nous faisons une étude détaillée des théories is-
sues de cette première étape. En effet, nous obtenons le théorème suivant (il
rassemble le Théorème 3.1.9 et d’autres résultats de la Section 3.1) :

Théorème I. Soient T1 et T2 des théories fortement minimales telles que T0 =
T1 ∩ T2 soit modulaire et ω-catégorique (plus une hypothèse technique qui est
trivialement satisfaite si T0 = EVFq

). Alors, on peut fusionner librement T1 et
T2 au-dessus de T0 en une théorie ω-stable Tω.

Dans Tω, il y a un unique 1-type générique g qui est régulier (de rang ω en
général), et si p est un type régulier orthogonal à g, alors p est non-orthogonal
à un type fortement minimal et localement fini.

Nous observons qu’à ce stade, nous avons déjà construit un objet modèle-
théorique sur lequel vit une fusion des prégéométries induites par acl1 et acl2
au-dessus de celle induite par acl0 : la prégéométrie de déviation sur le type
générique g.
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Si l’hypothèse technique mentionnée dans le Théorème I n’est pas satisfaite,
nous pouvons quand même construire la fusion libre : ses complétions seront
alors supersimples. En généralisant les hypothèses, nous montrons le résultat
suivant (cf. les Théorèmes 2.3.14 et 2.4.10, ainsi que des résultats autour).

Théorème II. Soient T1 et T2 des théories supersimples de rang SU égal à 1
telles que T0 = T1 ∩ T2 soit fortement miminale, modulaire et ω-catégorique.
Alors, on peut fusionner librement T1 et T2 au-dessus de T0 en une théorie Tω,
et il y a une description explicite des complétions de Tω et des types.

Sous une hypothèse supplémentaire (satisfaite si T1 et T2 sont stables ou si
T0 a une prégéométrie triviale), toute complétion de Tω est supersimple de rang
SU au plus ω, avec une relation de non-déviation bien naturelle. De plus tous
les types parasites (ce sont les types orthogonaux aux types génériques) sont
monobasés.

Cependant, nos résultats restent partiels, en ce qui concerne la deuxième
étape de la fusion, car nous ne savions pas effectuer le “collapse” en toute géné-
ralité. Mais nous montrons le collapse dans le cas où T1 et T2 sont monobasées.
Modulo le résultat de collapse dans le contexte originel de fusion [Hr92], ce
résultat suit du théorème suivant (cf. le Théorème 3.4.7) :

Théorème III (Collapse dans le contexte de fusion abélien). Soient T1 et T2

des théories fortement minimales et monobasées, et soit T0 = T1 ∩ T2 la théorie
d’un groupe ω-catégorique. Alors, il existe une fusion fortement minimale T de
T1 et T2 au-dessus de T0 (obtenue en collapsant la théorie de la fusion libre Tω).
De plus, T est monobasée et complète.

Ce résultat est vrai sans restriction sur la cardinalité des langages L(Ti).

Entre temps (fin 2005), Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler ont montré le

collapse dans le cas où T0 = EVFq
[BMZ05a]. À l’aide d’un principe général de

réduction, nous en déduisons le collapse en toute généralité :

Théorème IV (cf. le Théorème 3.5.7). Soient T1 et T2 fortement minimales,
et soit T0 = T1 ∩ T2 ω-catégorique. On suppose que les théories T1 et T2 ont la
DMP (plus l’hypothèse technique présente dans le Théorème I).

Alors il existe une fusion fortement minimale T de T1 et T2 au-dessus de T0

(obtenue en collapsant la théorie de la fusion libre Tω).

Après ce petit extrait de résultats, dans ce qui suit, je vais donner une
description détaillée (et plus technique) des résultats principaux de la thèse,
en suivant essentiellement l’ordre des chapitres. Les hypothèses de travail sont
les suivantes : nous avons deux théories complètes T1 et T2, dans des langages
dénombrables L1 et L2 respectivement, et telles que T0 := T1 ∩ T2 (dans le
langage L0 := L1 ∩ L2) soit fortement minimale, ω-catégorique et modulaire.
Nous supposons que les théories Ti éliminent les quanteurs dans les langages Li
respectifs.

Nous dénoterons par Tω la fusion libre de T1 et T2 au-dessus de T0 (dans le
langage L := L1 ∪ L2).
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Dans un premier temps (dans le Chapitre 2), nous supposons que T1 et T2

soient simples de rang SU égal à 1. Alors nous pouvons fusionner librement T1

et T2 au-dessus de T0 à l’aide de la prédimension (usuelle) δ = d1 + d2 −d0, où
di dénote le rang SU au sens de Ti. Nous considérons la classe élémentaire C̃0

des L-structures qui sont modèles de T ∀
1 ∪T ∀

2 et algébriquement clos pour T1 et
T2 avec prédimension héréditairement non-négative, la notion ≤ de plongement
fort étant donnée par δ. La classe (C̃0,≤) a la propriété d’amalgamation, mais
en général, elle n’a pas la propriété du plongement commun (c’est à dire elle
n’est pas connexe). Puis, la classe C0 des structures “finiment engendrées” (dans
un sens à préciser) dans C̃ n’est pas dénombrable en général. Néanmoins, on
peut considérer les structures dans C̃0 qui sont riches, au sens de Fräıssé, pour
une composante connexe de (C0,≤). Ainsi, deux structures riches n’ont pas
forcément la même L-théorie, et Tω, la théorie de toutes les structures riches,
n’est pas complète.

Après avoir établi les outils de base pour le travail dans la classe (C̃0,≤), nous
considérons, dans la Section 2.3, des questions d’uniformité et de définissabilité.
Cela nous mène à une axiomatisation de Tω. Nous montrons ensuite, à l’aide
de cette axiomatisation, que tout modèle suffisamment saturé de Tω est riche.
Comme corollaire, nous obtenons une description des complétions et des types
dans Tω (Théorème II).

Dans la Section 2.5, nous étudions la catégorie des paires A ≤ B de structures
dans C̃0, et nous vérifions que toute complétion de Tω a la propriété wnfcp
(propriété faible du non-recouvrement fini) introduite par Ben-Yaacov, Pillay
et Vassiliev dans [BPV03], en passant par la théorie des paires magnifiques de
modèles d’une théorie simple.

Initialement, nous avons uniquement considéré le cas où T1 et T2 sont forte-
ment minimales. Or, même dans ce cas, il y a des exemples où toute complétion
de Tω est instable. En fait, nous donnons même un exemple où aucune complé-
tion de T1∪T2 n’est stable (Exemple 3.0.1(2)). Au vu de ces exemples, il semblait
plus naturel de commencer avec des théories potentiellement instables au dé-
part. Si nous supposons que T1 et T2 sont fortement minimales, nous obtenons
(dans la Section 2.6) des résultats de n-amalgamation divers :

Théorème V (cf. les Théorèmes 2.6.7 et 2.6.8). Si T1 et T2 sont fortement
minimales, toute complétion de Tω a la propriété de n-amalgamation de modèles
et une version réelle de la propriété de n-amalgamation, pour tout n ∈ N.

Si les théories Ti sont fortement minimales, et si de plus dans l’une des
expansions T0 ⊆ Ti les multiplicités ne changent pas — c’est le cas si acl0 =
dcl0, par exemple si T0 est la théorie d’un espace vectoriel sur un corps fini
— la classe (C0,≤) est dénombrable et connexe, et il y a une structure riche
et dénombrable unique, c’est à dire une limite de Fräıssé. Sous ces hypothèses,
le type d’isomorphime d’une structure k ∈ C0 ne dépend que du type (dans
T1 et T2) d’un ensemble de “générateurs” fini et fort dans k (nous appelons
ce phénomène bon contrôle et nous supposons un bon contrôle dans tout ce
qui suit). La théorie Tω est alors complète. Nous montrons dans la Section 3.1
qu’elle est ω-stable de rang de Morley au plus ω, avec un unique type générique
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régulier (c’est le Théorème I dont l’hypothèse technique est précisément le bon
contrôle). 1 Par une analyse fine de la géométrie relative des expansions, nous
arrivons à effectuer des calculs de rangs exacts, et nous montrons (cf. 3.1.17) :

Dichotomie du rang : Si g dénote le type générique (en excluant des cas in-
intéressants), alors ou bien U(g) = 1 et RM(g) = 2 (si T1 et T2 sont
triviales), ou bien U(g) = RM(g) = ω (dans tous les autres cas).

Dans la Section 3.2, nous étudions les classes de non-orthogonalité de types
réguliers dans Tω, et nous montrons que tout type régulier qui est orthogonal
au type générique est fortement minimal et localement fini, et que toute classe
de non-orthogonalité a un représentant réel.

Pour un choix de types fortement minimaux et localement finis (les types
admissibles), la non-orthogonalité prend une jolie forme. Cela nous suffit pour
montrer des résultats de coordinatisation explicites pour les types de rang fini
(plus exactement pour les types orthogonaux à g). Si de plus T1 et T2 ont la
DMP, nous obtenons le résultat de coordinatisation uniforme suivant :

Théorème VI (cf. le Théorème 3.2.13).
Il existe une suite (ϕi(xi, zi), θi(zi))i∈N, où ϕi et θi sont des L1∪L2-formules

sans paramètres, avec les propriétés suivantes :

(I) Pour tout i et tout b |= θi(zi), la formule ϕi(xi, b) est fortement minimale
et localement finie.

(II) ( Uniformité du type de géométrie) Pour tout i ∈ N, si ϕi(xi, b) a une pré-

géométrie triviale pour un b |= θi(zi), alors ϕi(xi, b
′
) a une prégéométrie

triviale pour tout b
′
|= θi(zi).

(III) (Définissabilité de l’orthogonalité) Pour tout i, j ∈ N il existe une L1 ∪

L2-formule χ(zi, zj) telle que pour tout b, b
′
avec |= θi(b) ∧ θj(b

′
) on ait

ϕi(xi, b) 6⊥ ϕj(xj , b
′
) si et seulement si |= χ(b, b

′
).

(IV) ( Coordinatisation) Si a,B ⊆ M |= Tω sont tels que p := tp(a/B) soit
orthogonal à g, alors p admet une coordinatisation en (les types génériques)
des instances ϕj(x, b).

Notons que ce sont précisément les types parasites pour lesquels il faut bor-
ner le nombre de réalisations afin de construire un collapse fortement minimal,
donc par ce résultat de coordinatisation, il suffit de borner le nombre de réali-
sations des (types génériques) des formules coordinatisantes. Leurs génériques
sont d’ailleurs tous admissibles.

Dans le contexte originel de fusion (au-dessus de L0 = {=}), si p et q sont
des types admissibles non-orthogonaux, alors p et q sont conjugués par une per-
mutation. De plus, tout type admissible étant trivial dans ce cas, l’orthogonalité
est équivalente à la presque orthogonalité. Par contre, si T0 n’est pas triviale,
disons égale à EVFq

, il faut remplacer les permutations par le groupe des trans-
formations affine-linéaires et il y a donc des paramètres à considérer. De plus,

1Des parties importantes du Chapitre 3 ont été développées indépendamment par Assaf
Hasson, et le contenu de ce chapitre fait l’objet d’une publication commune [HH06].
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il y a des types admissibles localement modulaires non-triviaux, et la présence
de type localement modulaires non-modulaires entrâıne qu’il existe des types
admissibles non-orthogonaux mais presque orthogonaux.

Le résultat de coordinatisation mentionné (ou plutôt une légère variante)
est à l’origine d’une stratégie du collapse dans le cas où T0 est non-triviale,
dans la mesure où il rend possible un traitement de la “région parasite” qui
localement ressemble complètement aux théories étudiées dans [CHL85]. Ainsi,
nous étudions des enveloppes affines dans Tω, car cela nous permet de gérer les
types admissibles localement modulaires non-modulaires. Dans la Section 3.3,
nous donnons quelques généralités sur les enveloppes affines dans une théorie
stable quelconque, et nous montrons ensuite que dans le cas de la fusion libre
Tω, la classe des structures dans C̃0 qui sont égales à leur enveloppe affine est
une classe élémentaire.

Cette technique nous permet de résoudre le problème du collapse dans le
contexte très particulier où T1, T2 et T0 sont des théories de structures abéliennes
(de façon équivalente : Ti est la théorie d’un groupe monobasé pour tout i) et où
Tω est alors une théorie dimensionnelle, en obtenant le Théorème III. Ce résultat
généralise l’exemple de “fusion naturelle” de théories d’espaces vectoriels sur des
corps gauches Fi donné tout au début, si le petit corps F0 est fini. Au-dessus
d’un corps fini, l’existence d’un collapse est donc un phénomène “robuste”, dans
le sens où l’on peut ajouter des paramètres ou des sous-groupes définissables
aux langages sans perdre la possibilité d’une fusion fortement minimale. Par
contre, si T0 = EVF0 pour un corps F0 infini, ce n’est plus le cas (voir l’Exemple
3.4.10).

Dans la Section 3.5, nous établissons un principe général pour réduire le
collapse au collapse dans des situations bien particulières. En utilisant cette
réduction, nous montrons le collapse pour le cas de deux théories T1 et T2 qui
sont monobasées avec la DMP (toujours sous l’hypothèse du bon contrôle) ainsi
que dans le cas où T0 est une théorie triviale et T1 et T2 ont la DMP. Une autre
application du principe de réduction nous permet de déduire le collapse en toute
généralité (Théorème IV) du résultat de collapse au-dessus de T0 = EVFq

montré
par Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler [BMZ05a].

En profitant du point de vue assez général adopté dans la fusion, nous pré-
sentons dans le Chapitre 4 deux variations sur le thème de la fusion. La prédi-
mension change, mais nous restons techniquement très proche de la fusion (qui
est plus compliquée que les variantes présentées).

Ainsi, dans la Section 4.1, nous construisons la théorie de la courbe générique
plane au-dessus d’une théorie T complète supersimple de rang SU égal à 1,
en généralisant la construction de la courbe générique au-dessus de la théorie
d’un corps algébriquement clos effectuée dans [CHKP02] (cette courbe générique
plane dans un corps algébriquement clos a une interprétation naturelle, comme
limite des courbes planes algébriques génériques de degré d quand d tend vers
l’infini). Nous obtenons le résultat suivant (cf. le Théorème 4.1.11) :

Théorème VII. La théorie Tω de la courbe plane générique au-dessus de T est
complète et supersimple de rang SU au plus ω.
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Si T est fortement minimale, alors Tω est ω-stable de rang de Morley ≤ ω.

Afin de construire un contre-exemple à la conjecture de Berline-Lascar, Poi-
zat considère des corps algébriquement clos K avec un nouveau prédicat unaire
P , désignant un sous-ensemble distinct PK ⊆ K. Il effectue une amalgamation
à la Hrushovski, à l’aide de la prédimension δ(A) := 2 deg. tr(A) − dim(PA),
où dim est une notion de dimension appropriée sur le prédicat, et il obtient des
corps de rang de Morley ω · 2 (le rang du prédicat est égal à ω).

Dans [Po99], on a P = N (l’ensemble des points noirs), et le prédicat désigne
juste un sous-ensemble : on obtient les corps noirs. Si P = R désigne un sous-
groupe du groupe additif du corps, on construit ainsi les corps rouges [Po01].
Enfin, également dans [Po01], Poizat considère le cas où P = V désigne un
sous-groupe du groupe multiplicatif du corps, pour obtenir les corps verts.

Il y a un cadre naturel qui incorpore deux de ces constructions de corps
bicolores : les corps noirs (en toute caractéristique) et les corps rouges en ca-
ractéristique positive. Nous proposons le cadre des structures bicolores, et nos
hypothèses de travail sont les suivantes : T1 est complète et supersimple de rang
SU égal à 1, et T0 ⊆ T1 est un réduit que nous supposons fortement mini-
mal, modulaire et ω-catégorique. En ajoutant un nouveau prédicat unaire R à
L1 = L(T1), nous considérons la classe des modèles de T ∀

1 dans L := L1 ∪ {R},
à l’aide de la prédimension δ(A) := 2 d1(A) − d0(RA), où di désigne le rang SU
par rapport à Ti.

Dans 4.2.1, nous développons la machinerie des amalgames de Hrushovski
comme dans la fusion libre : la classe (C̃0,≤) en question a la proprièté d’amal-
gamation, et cette fois elle est aussi connexe. Nous axiomatisons la théorie des
structures bicolores riches Tω, et nous montrons ensuite que les modèles suffi-
samment saturés de Tω sont également riches. Nous obtenons alors une descrip-
tion des types dans Tω. Par construction, les modèles de Tω sont de la forme
(M,RM ), où M est un modèle de T1 et RM 4L0

M une sous-structure élémen-
taire (propre) au sens de L0. Nous montrons :

Théorème VIII (cf. le Théorème 4.2.15). La théorie Tω est supersimple de
rang SU au plus ω · 2, et SU(R) ≤ ω.

Si par exemple T1 est la théorie d’un corps pseudofini de caractéristique
p > 0 et T0 = EVFp

, le rang sera exactement ω · 2. Ainsi, nous généralisons,
de manière satisfaisante, la construction de structures bicolores (non-collapsées)
aux théories supersimples de rang SU égal à 1.

À partir de la Section 4.2.2, nous supposons que T1 est fortement minimale.
Sans hypothèse supplémentaire, la théorie des structures bicolores riches Tω
est alors ω-stable de rang de Morley au plus ω · 2. Comme dans le cas de la
fusion, la question de l’existence d’un collapse de Tω dans une théorie de rang de
Morley fini (en l’occurrence 2) se pose. Dans [Po99], Poizat a construit des corps
noirs collapsés. Ensuite, Baldwin et Holland [BH00] ont montré que certains
d’entre eux sont saturés, en axiomatisant leur théorie, ce qui montre que ce sont
des structures de rang de Morley 2. Par contre, l’existence d’un collapse des
corps rouges (en caractéristique positive) est restée ouverte. Techniquement,
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on rencontre les mêmes problèmes que dans la fusion au-dessus d’un espace
vectoriel (sur un corps fini), en particulier la présence d’espaces affines fortement
minimaux et localement finis.

Nous montrons dans 4.2.2 que si T1 a la DMP, la “région” que l’on aimerait
rendre algébrique (l’ensemble des types parasites) admet une coordinatisation
en famille d’ensembles fortement minimaux localement finis dans l’esprit du
Théorème VI. Dans 4.2.3, en utilisant les résultats sur les enveloppes affines,
nous montrons le collapse dans le cas particulier où T1 et T0 sont des théories
de structures abéliennes (Théorème 4.2.36). Nous obtenons une théorie presque
fortement minimale de rang de Morley 2 (où R définit un ensemble fortement
minimal).

Comme dans la fusion libre, nous donnons une réduction du problème général
du collapse à deux cas particuliers : T0 est la théorie d’un ensemble infini sans
structure, ou T0 est (essentiellement) la théorie d’un espace vectoriel infini sur
un corps fini. Enfin, nous utilisons cette réduction pour déduire le collapse en
toute généralité du collapse des corps rouges qui était obtenu tout récemment
par Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler [BMZ05b]. Nous obtenons le résultat
suivant :

Théorème IX (cf. le Théorème 4.2.45). Soit T1 une théorie fortement minimale
ayant la DMP, et soit T0 ⊆ T1 un réduit ω-catégorique. Supposons T1 non-
triviale. Alors, il existe une structure bicolore (M,RM ) avec M |= T1 et RM 4L0

M telle que (M,RM ) soit presque fortement minimale, avec un unique type
générique de rang 2 et telle que RM soit fortement minimal. Cette structure est
obtenue par un collapse.

Finalement, dans le Chapitre 5, nous établissons l’axiomatisabilité de l’auto-
morphisme générique dans plusieurs théories qui sont issues de la méthode
d’amalgamation de Hrushovski sans collapse (pour les versions collapsées, le ré-
sultat suit des critères connus). Si T est une L-théorie stable et modèle-complète,
on peut former la théorie Tσ (dans le langage L ∪ {σ}) dont les modèles sont
précisément les paires (M,σ), où M est un modèle de T et σ ∈ AutL(M). Si Tσ
a une modèle-compagne, on la note TA et on dit que l’automorphisme générique
est axiomatisable, ou encore que TA existe.

D’abord, dans la Section 5.1, nous présentons un critère simple suffisant pour
l’existence de TA. Ce critère est formulé en terme d’une notion de généricité
qui est particulièrement bien adaptée aux théories totalement transcendantes
de rang infini avec une notion inhérente naturelle de généricité qui n’est pas
forcément celle fournie par le rang de Morley. Le critère uniformise plusieurs
preuves d’existence de TA, entre autres celle pour le cas où T = DCF0 est la
théorie des corps différentiellement clos de caractéristique 0, donnée dans [Bu06].

Puis, dans la Section 5.2, nous appliquons le critère à de divers théories issues
d’une amalgamation à la Hrushovski et nous obtenons :

Théorème X (cf. le Théorème 5.2.1). Supposons que T1 et T2 soient fortement
minimales avec la DMP. L’automorphisme générique est alors axiomatisable
pour les théories suivantes :
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(A) L’exemple “ab initio” de Hrushovski avant collapse [Hr93].

(B) La théorie Tω de la fusion libre de T1 et T2 au-dessus de T0 (sous l’hypo-
thèse du bon contrôle).

(C) La théorie Tω issue du contexte bicolore T1 ⊇ T0, (en particulier la théorie
des corps noirs non-collapsés en toute caractéristique ainsi que la théorie
des corps rouges non-collapsés en caractéristique positive).

(D) La théorie d’une courbe plane générique au-dessus de la théorie T1.

(E) La théorie des corps verts non-collapsés en caractéristique 0.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons des résultats qui nous seront utiles dans
l’ensemble de la thèse. Il sert également pour fixer la terminologie ainsi que des
notations. Dans ces préliminaires, nous ne disons rien sur la stabilité en général,
et nous allons utiliser librement des résultats sur les théories stables. Notre
référence principale pour la stabilité est le livre de Pillay [Pi96] ; la référence
classique est bien sûr [Sh90].

Voilà quelques mots sur la notation. Nous utilisons des notations plutôt
standard (en suivant largement [Pi96]). Nous écrivons AB pour A∪B, et A ⊆ω B
signifie que A est un sous-ensemble fini de B. En général, nous ne distinguons pas
la structure M et l’ensemble de base sous-jacent M et écrivons donc M pour
les deux. Par un modèle monstre d’une théorie complète T , nous entendons
un modèle C |= T qui est κ-saturé et fortement κ-homogène pour un cardinal
régulier κ très grand. Quand nous utilisons un tel modèle monstre, tous les
modèles considérés seront des sous-structures élémentaires de C et petits (i.e.
de cardinalité < κ), c’est à dire C sert comme domaine universel pour T . Tout
sous-ensemble de C que nous considérons sera également petit dans ce sens.

1.1 Théories simples

Dans cette section, nous donnons quelques généralités sur les théories simples.
Cette classe de théorie a été introduite par Shelah dans [Sh80], puis développée

par Kim [Ki98] et Kim-Pillay [KP97]. À part le graphe aléatoire, les premiers
exemples naturels sont les corps pseudo-finis et les corps algébriquement clos
avec automorphisme générique (voir [Hr02] et [CH99]).

Nous remarquons que des expansions génériques (prédicat générique, auto-
morphisme générique) étudiées par Chatzidakis-Pillay [CP98] sont des sources
de nouvelles théories simples et en général instables. Pour une introduction aux
théories simples on peut consulter le livre de Wagner [Wa00].

Soit Φ un ensemble de formules en x. On dit que Φ est k-inconsistant (k ∈ N)
si pour tout sous-ensemble Φ0 ⊆ Φ ayant k éléments, la conjonction

∧
ϕ∈Φ0

ϕ(x)

1
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est inconsistante.
Les définitions suivantes sont dues à Shelah :

Définition 1.1.1. 1. Une formule ϕ(x, a) se k-divise sur A (k ∈ N) s’il existe
une suite (ai)i∈ω tels que tp(ai/A) = tp(a/A) pour tout i et {ϕ(x, ai) | i ∈
ω} est k-inconsistant. On dit que la formule ϕ(x, a) se divise sur A si elle
se k-divise sur A pour un k ∈ N.

2. Soit π(x) un type partiel et A un ensemble de paramètres. On dit que
π(x) dévie au-dessus de A s’il existe des formules ϕ0(x, a0), . . . , ϕm(x, am)
telles que π ⊢

∨m
i=0 ϕi(x, a

i) et ϕi(x, a
i) se divise sur A pour i = 0, . . . ,m.

Si tp(a/BA) ne dévie pas au-dessus de A, on écrit a |⌣A
B.

3. Une théorie T complète est simple si pour tout ensemble de paramètres
B et tout uplet (fini) a il existe A ⊆ B avec |A| ≤ |T | et a |⌣A

B. Si
l’ensemble A en question peut toujours être choisi fini, on dit que T est
supersimple.

Toute théorie stable est simple, et une théorie stable est supersimple si et
seulement si elle est superstable. Comme dans les théories stables, la relation
de non-déviation |⌣ a de jolies propriétés dans toute théorie simple. Notam-
ment, elle fournit une notion d’indépendance dans le sens de la Définition 1.1.2,
satisfaisant au théorème d’indépendance au-dessus d’un modèle.

Définition 1.1.2. Soit T une théorie complète et C un modèle monstre de T .
Puis, soit Γ une collection de triplets (a,B,A) dans C. Si (a,B,A) ∈ Γ, on écrit

a |⌣
Γ

A
B. On dit que Γ est une notion d’indépendance si les propriétés suivantes

(i)-(vii) sont satisfaites :

(i) (invariance) Γ est invariante par automorphismes de C.

(ii) (non-trivialité) Pour tout a,B, a |⌣
Γ

B
a si et seulement si a ∈ acl(B).

(iii) (caractère local) Pour tout a et B il existe un sous-ensemble A ⊆ B avec

|A| ≤ |T | tel que a |⌣
Γ

A
B.

(iv) (caractère fini) a |⌣
Γ

A
B si et seulement si a |⌣

Γ

A
b pour tout b ∈ B fini.

(v) (extension) Pour tout a,A et B il existe a′ avec tp(a′/A) = tp(a/A) tel

que a′ |⌣
Γ

A
B.

(vi) (symétrie) Pour tout a, b et tout A on a a |⌣
Γ

A
b ssi b |⌣

Γ

A
a.

(vii) (transitivité) Pour tout a,A,B,C on a a |⌣
Γ

A
BC ⇐⇒ a |⌣

Γ

A
B et

a |⌣
Γ

AB
C.

Si Γ est une notion d’indépendance, on notera C |⌣
Γ

A
B si pour tout c̄ ∈ C

fini on a c̄ |⌣
Γ

A
B.

On dit que Γ satisfait au théorème d’indépendance au-dessus d’un modèle si
de plus, on a

(viii) Pour tout modèle M 4 C, M ⊆ B1, B2 et a1, a2 tels que tp(a1/M) =

tp(a2/M), ai |⌣
Γ

M
Bi pour i = 1, 2 et B1 |⌣

Γ

M
B2, il existe un uplet a avec

tp(a/Bi) = tp(ai/Bi) (pour i = 1, 2) et a |⌣
Γ

M
B1B2.
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Le théorème suivant fournit une caractérisation abstraite de l’indépendance
dans une théorie simple, et il s’avère extrêmement utile dans les applications. Il
est souvent préférable de montrer la simplicité d’une théorie donnée en dévinant
une notion d’indépendance Γ et en passant par ce théorème.

Théorème 1.1.3 (Théorème de Kim-Pillay [KP97] ). Soit T une théorie com-
plète. Alors, T est simple si et seulement si T admet une notion d’indépendance
Γ satisfaisant au théorème d’indépendance au-dessus d’un modèle.

De plus, si Γ est une telle notion d’indépendance, on a |⌣ = |⌣
Γ
, où |⌣

dénote la relation de non-déviation dans T .

On remarque que techniquement, le théorème d’indépendance remplace la
propriété de stationarité (un type p au-dessus d’un modèle M a une seule ex-
tension non-déviante à tout ensemble A ⊇ M), vraie dans toute théorie stable.
En bref, on a l’égalité “simplicité + stationarité = stabilité”. Il existe d’ailleurs
une version stable du Théorème de Kim-Pillay (voir par exemple [Ba88, VII.1]).
Il suffit de remplacer (viii) par l’axiome de stationarité.

Le rang U de Lascar a son analogue en simplicité. Pour le définir, notons
On+ := On∪{∞}, où α <∞ pour tout ordinal α ∈ On, et où l’addition ordinale
est étendue à On+ par ∞ + α = α+ ∞ = ∞ + ∞ = ∞ (pour tout α).

Définition 1.1.4. Soit T une théorie simple et C |= T un modèle monstre.
On considère tous les types p ∈ S(B) pour tous les B ⊆ C. Le rang SU (de
Lascar) est donné par la plus petite fonction allant de tous ces types dans On+

satisfaisant, pour tout α ∈ On :
SU(p) ≥ α+ 1 s’il existe une extension déviante q de p avec SU(q) ≥ α.

On note que SU(p) = 0 si et seulement si p est algébrique. Une théorie simple
est supersimple si et seulement si SU(p) <∞ pour tout type réel p.

On rappelle la somme commutative ⊕ définie sur les ordinaux. C’est la plus
petite fonction symétrique et croissante f des paires d’ordinaux dans les or-
dinaux qui satisfait f(α + 1, β) = f(α, β) + 1. Pour tout α, β ∈ On on a
α + β ≤ α ⊕ β = β ⊕ α ∈ On, et si α, β < ω, alors α ⊕ β = α + β est
égal à la somme habituelle.

Les inégalités de Lascar pour SU dans une théorie simple se montrent comme
dans le cas stable (voir [Wa00, Ch.5] pour une preuve dans le cas simple) :

Fait 1.1.5 (Inégalités de Lascar). Pour tout a, b et A on a

SU(a/bA) + SU(b/A) ≤ SU(ab/A) ≤ SU(a/bA) ⊕ SU(b/A).

Il y a aussi des rangs locaux que l’on peut considérer :

Définition 1.1.6. Soit T une L-théorie complète.

(1) Pour ϕ(x, z) une L-formule sans paramètres, le rang D(−, ϕ) est défini
comme la plus petite fonction allant de la classe des types partiels en x
dans On+ satisfaisant, pour tout α ∈ On :
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– D(π(x), ϕ) ≥ α+1 s’il existe b tel que ϕ(x, b) se divise sur les paramètres
de π et D(π(x) ∧ ϕ(x, b), ϕ) ≥ α.

(2) Pour tout k ∈ N et ϕ(x, z) sans paramètres on définit un rang D(−, ϕ, k)
en remplaçant “se divise” par “se k-divise” dans (1).

(3) Une théorie simple a la wnfcp (weak non finite cover property , une version
faible de la propriété du non-recouvrement fini) si pour toutes formules
ϕ(x, z) et ψ(x, y) on a :

(finitude) D(ψ(x, c̄), ϕ) < ω pour tout c̄.
(définissabilité) Pour tout n ∈ N il existe une formule χn(y) telle que

D(ψ(x, b), ϕ) = n si et seulement si |= χn(b).

Une théorie est simple si et seulement si D(x = x, ϕ, k) <∞ (c’est équivalent
à D(x = x, ϕ, k) < ω) pour tout ϕ(x, z) et k. Par contre, il y a des exemples de
théories simples (même supersimples) avec des rangs D(x = x, ϕ) ≥ ω et même
égal à ∞. Une théorie (simple) est appelée basse si D(x = x, ϕ) < ω pour tout
ϕ. Si T a la wnfcp, elle est donc basse.

Une théorie T élimine le quanteur ∃∞ si pour toute formule ϕ(x, z) il existe
une formule θ(z) telle que T ⊢ ∃∞xϕ(x, z) ↔ θ(z). C’est équivalent à l’existence
d’un entier nϕ satisfaisant, dans tout M |= T : si pour b ∈M , la formule ϕ(x, b)
a plus de nϕ solutions dans M , alors ϕ(x, b) a une infinité de solutions dans M .

Pour une formule ϕ(x) dans une théorie simple, on définit SU(ϕ(x)) comme
le supremum des SU(p), où p est un type complet contenant ϕ(x). Une théorie
simple T est donc de rang SU égal à 1 si SU(p) = 1 pour tout 1-type p non-
algébrique. Voici quelques exemples de théories simples de rang SU égal à 1 :

– T fortement minimale, ou plus généralement T stable et faiblement mini-
male (voir [Pi96] pour la définition) ;

– la théorie d’un corps pseudo-fini (c’est à dire d’un modèle infini de la
théorie des corps finis) [Hr02] ;

– la théorie du graphe aléatoire, plus généralement, si T est simple de rang
SU égal à 1 et TP la théorie qu’on obtient en ajoutant un prédicat aléatoire
à (une sorte de) T , alors toute complétion de TP sera simple de rang SU
égal à 1 [CP98].

Hrushovski a montré que toute théorie simple de rang SU égal à 1 élimine
le quanteur ∃∞ [Hr98, Lemma 4.2].

Soit T une théorie simple de rang SU égal à 1. Pour une formule à une
variable libre ϕ(x) on a SU(ϕ(x)) = 1 si et seulement si ∃∞xϕ(x). Par induction,
utilisant les inégalités de Lascar, on en déduit que pour tout n ∈ N on a

SU(ϕ(x0, . . . , xn−1)) = n ⇐⇒ |= ∃∞x0 . . .∃
∞xn−1ϕ(x),

et plus généralement pour r ∈ N quelconque SU(ϕ(x0, . . . , xn−1) ≥ r si et seule-
ment s’il existe un sous-ensemble I ⊆ n de cardinalité r tel que la projection de
ϕ(x) sur les coordonnées xI (donnée par ∃x

n\Iϕ(x)) soit de rang r. La première
partie du fait suivant est une conséquence de la discussion précédente. Quant à
la seconde partie, elle découle également de l’élimination de ∃∞ dans T .
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Fait 1.1.7. Soit T une théorie simple de rang SU égal à 1.

1. Le rang SU est définissable dans T , c’est à dire pour toute formule ϕ(x, z)
et tout entier r il existe θ(z) telle que SU(ϕ(x, b)) = r si et seulement si
|= θ(b).

2. T a la wnfcp.

Par la caractérsisation de SU(ϕ(x)) ≥ r donnée ci-dessus, nous obtenons :

Remarque 1.1.8. Soient T ′ ⊆ T une expansion de théories simples de rang SU
égal à 1 (dans des langages L′ ⊆ L) et ϕ′(x) une L′-formule. Alors, SUL′(ϕ′) =
SUL(ϕ′).

Dans l’ensemble de la thèse les théories simples considérées seront toutes
supersimples ou stables. Pour ne pas avoir à introduire les hyperimaginaires,
nous énonçons donc les définitions suivantes (la Section 1.2 incluse) seulement
dans le cas des théories supersimples ou stables.

Définition 1.1.9. Soit π(x) un type partiel au-dessus de A, dans une théorie su-
persimple ou stable T . On dit que π est monobasé si pour tout uplet a1, . . . , an de
réalisations de π et pour tout B ⊇ A on a a1, . . . , an |⌣acleq(Aa1,...,an)∩acleq(B)

B.

Donnons encore une définition (par famille invariante de types partiels, on
entend une famille de types partiels close par automorphismes).

Définition 1.1.10. Soit Σ une famille invariante dans une théorie T super-
simple ou stable, et soit π(x) un type partiel au-dessus de A. Alors :

– π est Σ-interne (presque Σ-interne, respectivement), si pour tout a |= π
il existe a |⌣A

B et b1, . . . , bn réalisant des types dans Σ basés sur B tels

que a ∈ dcl(Bb1, . . . , bn) (ou a ∈ acl(Bb1, . . . , bn), respectivement).
– π est Σ-analysable ou analysable par Σ, si pour tout a |= π il existe une

suite (ai)i<α telle que a ∈ acl(A, ai : i < α) et tp(ai/Aaj : j < i) est
presque Σ-interne pour tout i < α.

On remarque que ce serait équivalent d’exiger, dans la définition de la Σ-
analysabilité, que ai ∈ dcl(Aa) pour tout i et que tp(ai/Aaj : j < i) soit
Σ-interne pour tout i < α (voir [Wa00]). Le fait suivant montre que les types
monobasés ont de bonnes propriétés de transfert :

Fait 1.1.11 ([Wa04]). Soit π un type partiel qui est analysable par des types
monobasés. Alors π est monobasé.

1.2 Propriété de n-amalgamation

La propriété de n-amalgamation a ses origines dans les travaux de Shelah,
et elle a été considérée dans un contexte instable par Hrushovski, en montrant
que les corps pseudofinis ont cette propriété pour tout n.
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Grosso modo, on a une famille de types, indexée par les sous-ensembles
propres de n := {0, 1, . . . n− 1}, satisfaisant des conditions évidentes de compa-
tibilités et certaines conditions additionnelles, et on veut montrer que la réunion
de ces types est consistante. Le lien entre la propriété de n-amalgamation et la
n-simplicité a été étudié par Kolesnikov [Ko03].

Définition 1.2.1. Soit T une théorie supersimple ou stable, M |= T un modèle
et soit Y un ensemble fini. Une famille S := (Cw)w∈P(Y ) de sous-ensembles de
Meq satisfaisant, pour tout w ⊆ Y

(i) Cw ⊆ Cw′ pour tout w ⊆ w′ ⊆ Y et

(ii) Cw |⌣S

w′(w Cw′

⋃
w̃+w Cw̃.

est appelée un Y -système indépendant .
On dit que c’est un Y -système indépendant de modèles si en outre Cw =

Mw 4 M pour tout w ⊆ Y .

Dans [Sh90], Shelah appelle les systèmes indépendants des systèmes stables.
Or, comme cette notion nous intéresse surtout dans des théories simples non-
stables, ce terme prêterait à confusion.

Fait 1.2.2 ([Sh90, XII.2.5]). Soit T une théorie stable, et (Mw)w∈P(Y ) un Y -
système indépendant de modèles. Supposons que w * w̃i, pour i = 1, . . . , r, et
posons w′

i := w̃i ∩ w.
Si, pour une formule ϕ(zw, zw̃1

, . . . , zw̃r
) et des uplets aw ∈Mw, aw̃i

∈Mw̃i

pour i = 1, . . . r, on a |= ϕ(aw, aw̃1
, . . . , aw̃r

), alors il existe a′w′
i
∈ Mw′

i
(avec

a′w′
i

= aw̃i
si aw̃i

∈Mw′
i
) tels que |= ϕ(aw, a

′
w′

1
, . . . , a′w′

r
).

Une fois pour toute, on choisit un ordre total ≺ sur P(Y ) tel que w ( w′

implique w ≺ w′. Puis, si S = (Cw)w∈P(Y ) est un Y -système indépendant,
on introduit les notations suivantes : on pose ASw :=

⋃
w′(w Cw′ et BSw :=⋃

w′≺w Cw′ .

Fait 1.2.3 ([Sh90, XII.2.3]). Supposons que S := (Cw)w∈P(Y ) satisfait (i) et,
pour tout w ⊆ Y , la propriété suivante :

(ii’) Cw |⌣AS
w

BSw.

Alors, S est un Y -système indépendant.

Lemme 1.2.4. Soit T une L-théorie stable, T ′ le réduit de T par rapport à
L′ ⊆ L. Puis, soit S := (Mw)w⊆Y un Y -système indépendant de modèles de
T . Alors S′ := (M ′

w)w⊆Y est un Y -système indépendant de modèles de T ′, où
M ′
w := Mw ↾L′ .

Preuve. Il suffit de montrer que Mw |⌣
′

AS
w

BSw pour tout w, la propriété (i) étant

trivialement satisfaite. Prenons m ∈ Mw et posons p′ := tpL′(m/ASw). Pour
toute L′(∅)-formule ϕ′(x, y) il existe une L′(ASw)-formule χ′(y) telle que pour
tout c on ait |= χ′(c) ssi ϕ′(x, c) est contenue dans une extension non-déviante
de p′ à ASwc. En particulier on a |= χ′(a) pour tout a ∈ ASw avec ϕ′(x, a) ∈ p′.
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On raisonne par l’absurde. On trouve donc b ∈ BSw avec |= ¬χ′(b)∧ϕ′(m, b).
Donc, par le Fait 1.2.2, il existe a ∈ ASw avec |= ¬χ′(a)∧ϕ′(m, a). Contradiction.

Dans la majorité des cas dans la suite, l’ensemble Y sera n := {0, . . . , n−1}.
Nous notons P−(n) := P(n) \ {n}. Pour i = 0, . . . , n − 1, ı̂ dénote l’ensemble
n \ {i} (un élément de P−(n)). De manière similaire, ı̂ := n \ {i, j}. Pour tout
w ∈ P−(n), on se donne un ensemble (infini) de variables xw tel que xw ∩xw′ =
xw∩w′ pour tout w,w′. Si pw(xw) est un type complet et Cw |= pw, pour w′ ⊆ w,
Cw′ est le sous-ensemble de Cw qui correspond à l’inclusion xw′ ⊆ xw.

Définition 1.2.5. Soit T supersimple ou stable, et n un entier naturel.

(1) Un problème de n-amalgamation est la donnée de types complets pw(xw)
pour w ∈ P−(n) tels que pour tout i ∈ n et tout Cı̂ |= pı̂ on ait :

(Cw)w⊆ı̂ est un ı̂-système indépendant.

(2) Une solution à un tel problème est la donnée d’un uplet de variables xn

(contenant
⋃n−1
i=0 xı̂) et un type complet pn(xn) tel que pn(xn) ⊢ pı̂(xı̂)

pour tout i et si C̃n |= pn, alors (C̃w)w∈P(n) est un n-système indépendant.

(3) Un problème de n-amalgamation pw(xw)w∈P−(n) est borné si pour tout
i ∈ n et Cı̂ réalisant pı̂, on a

(a) Cı̂ ⊆ acleq(
⋃
j∈ı̂ C{j}),

(b) acleq(Cw) = dcleq(Cw) pour tout w.

On dit que la théorie T a la propriété de n-amalgamation, si tout problème
de n-amalgamation borné (dans T ) a une solution.

(4) On dit que le problème de n-amalgamation pw(xw)w∈P−(n) est un problème
de n-amalgamation de modèles si pour tout i ∈ n et tout Cı̂ réalisant pı̂,
(Cw)w⊆ı̂ est un ı̂-système indépendant de modèles.

On dit que T a la propriété de n-amalgamation de modèles si tout problème
de n-amalgamation de modèles dans T admet une solution.

A priori, tous les types peuvent être considérés comme des types sur C∅ |= p∅.

Remarque 1.2.6. En général, on s’intéresse au cas où la base (donnée par une
solution de p∅) est un modèle de T et dans ce cas nous parlerons de propriété
de n-amalgamation au-dessus d’un modèle.

Toute théorie supersimple a la propriété de 3-amalgamation. La théorie d’un
corps pseudo-fini a la propriété de n-amalgamation pour tout n [Hr02], de même
la théorie d’un corps algébriquement clos avec un autormorphisme générique
[CH99]. Il existe cependant des exemples de théories supersimples ne satisfaisant
pas la propriété de 4-amalgamation au-dessus d’un modèle, et plus généralement,
des théories supersimples satisfaisant la n-amalgamation au-dessus d’un modèle,
mais pas la (n+ 1)-amalgamation (voir [Ko03]).

Le fait suivant est bien connu :
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Fait 1.2.7. Soit T stable, et (pw(xw))w∈P−(n) un problème de n-amalgamation
de modèles de T . Alors

(1) Il existe une solution pn(xn) à ce problème.

(2) Cette solution est unique dans le sens suivant : si p′
n
(x′

n
) est une deuxième

solution, alors pn ↾S

xı̂
= p′

n
↾S

xı̂
(voir 1.2.5(2)).

Preuve. On montre (1) et (2) simultanément par une induction sur n. Si n ≤ 1,
c’est trivial. Si n = 2, (1) est vrai par l’existence d’une extension non-déviante.
Cette dernière est unique, car un type au-dessus d’un modèle est stationnaire,
d’où (2) dans le cas n = 2. Soit donc n ≥ 3. Pour montrer (1), c’est à dire
l’existence d’une solution, on choisit Mw |= pw pour tout w ∈ P−(n). Soit ≺
un ordre total sur P−(n) qui renforce (, et soit M∅ 4 Mn un modèle très
saturé de T . Par induction sur ≺, on construit des plongements élémentaires
ιw : Mw →֒Mn tels que

(I)w ιw(xMw

w′ ) = ιw′(x
Mw′

w′ ) pour tout w′ ( w et
(II)w ιw(Mw) |⌣S

w′(w ιw′ (Mw′ )

⋃
w̃≺w ιw̃(Mw̃).

Supposons que de tels plongements ιw̃ soient construits pour tout w̃ ≺ w,
satisfaisant (I)w̃ et (II)w̃. En particulier, c’est le cas pour tout w′ ( w. Si
k < n est la cardinalité de w, les modèles Mw et Mn sont deux solutions du
même problème de k-amalgamation de modèles. Par induction, on a l’unicité
(2) pour de telles solutions. Cela montre que l’application naturelle

σw : (
⋃

w′(w

xw′)Mw →Mn

qui envoie (
⋃
w′(w xw′)Mw sur

⋃
w′(w ιw′(Mw′), est élémentaire. On étend σw

en un plongement élémentaire ιw : Mw →֒ Mn de telle manière que (II)w soit
satisfait. Pour cela, il suffit de réaliser dans Mn une extension non-déviante à⋃
w̃≺w ιw̃(Mw̃) de la σw-copie de tp(Mw/(

⋃
w′(w xw′)Mw ). C’est possible car Mn

est suffisamment saturé. Par construction de σw, on a (I)w aussi.
Cette construction fournit une solution du problème de n-amalgamation de

modèles. L’unicité d’une telle solution se montre par induction sur ≺, puisque
tp(ιw(xMw

w )/
⋃
w′(w ιw′(Mw′)) n’a qu’une seule extension non-déviante à l’en-

semble
⋃
w̃≺w ιw̃(Mw̃), par le Fait 1.2.2.

1.3 Prégéométries et ensembles fortement mini-

maux

Dans cette section, nous rappelons la notion d’une prégéométrie combinatoire
(en combinatoire, on dit également matröıde) et nous discutons les ensembles
fortement minimaux, l’endroit principal où des exemples de telles prégéométries
apparaissent en théorie des modèles. Nous suivons essentiellement l’exposition
de [Pi96].
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Définition 1.3.1. Une prégéométrie (combinatoire) est la donnée d’un en-
semble X et d’un opérateur de clôture cl(·) : P(X) → P(X) satisfaisant, pour
tout A ⊆ X et pour tout a, b ∈ X (où a et b sont des singletons) :

(i) (monotonie) A ⊆ cl(A).
(ii) (transitivité) cl(cl(A)) = cl(A).
(iii) (propriété d’échange de Steinitz ) Si a ∈ cl(A ∪ {b}) \ cl(A), alors b ∈

cl(A ∪ {a}).
(iv) (caractère fini) Si a ∈ cl(A), il existe un sous-ensemble A0 ⊆ A fini tel

que a ∈ cl(A0).
Les ensembles de la forme A = cl(A) sont appelés clos.
Soit (X, cl) une prégéométrie. Alors :
– (X, cl) est une géométrie, si de plus cl(∅) = ∅ et cl({a}) = {a} pour tout

singleton a ∈ X.
– (X, cl) est homogène si pour tout sous-ensemble clos A de X et tout a, b ∈
X \A il existe un A-automorphisme de (X, cl) (c.à.d. une permutation de
X qui préserve cl et qui fixe chaque élément de A) qui envoie a sur b.

Si (X, cl) est une prégéométrie, on peut définir de manière canonique une
géométrie (X ′, cl′), appelée géométrie associée à (X, cl), via X ′ := {cl(a) | a ∈
X \ cl(∅)} et cl′(A′) := {cl(b) ∈ X ′ | b ∈ cl(

⋃
a′∈A′ a′)}.

Puis, pour A ⊆ X, on peut localiser (X, cl) à A pour obtenir la prégéométrie
(X, clA) où clA(B) := cl(A ∪B) pour tout B ⊆ X.

Remarque 1.3.2. Soit (X, cl) une prégéométrie. On dit que l’ensemble B ⊆ X
est indépendant au-dessus de A si b 6∈ clA(B \ {b}) pour tout b ∈ B. On dit que
B est une base pour C ⊇ B au-dessus de A si B est indépendant au-dessus de
A et C ⊆ clA(B).

Par la propriété d’échange de Steinitz, de telles bases existent (tout sous-
ensemble de C qui est indépendant au-dessus de A et maximal avec cette pro-
priété est une base de C au-dessus de A), et deux bases ont la même cardina-
lité. Cette cardinalité est appelée la dimension de C au-dessus de A et notée
dim(C/A).

Enfin, on dit que C est indépendant de D au-dessus de A, si dim(C0/A) =
dim(C0/A ∪D) pour tout sous-ensemble fini C0 de C.

Définition 1.3.3. Soit (X, cl) une prégéométrie.
– (X, cl) est triviale, si cl(A) =

⋃
a∈A cl({a}) pour tout A ⊆ X.

– (X, cl) est modulaire, si pour tous ensembles clos A,B ⊆ X, A est indépen-
dant de B au-dessus de A∩B. De manière équivalente, pour tous ensembles
clos A,B de dimension finie, dim(AB) = dim(A) + dim(B)− dim(A∩B).

– (X, cl) est localement modulaire s’il existe a ∈ X tel que (X, cl{a}) soit
modulaire.

– (X, cl) est projective (localement projective , respectivement) si (X, cl) est
non-triviale et modulaire (localement modulaire, respectivement).

– (X, cl) est localement finie si cl(A) est fini pour tout A ⊆ω X.

Notons qu’une prégéométrie triviale est modulaire.
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Fait 1.3.4. Soit (X, cl) une prégéométrie modulaire. Alors, le treillis des sous-
ensembles clos de X est modulaire. Cela signifie : Si C et A ⊆ B sont des
ensembles clos, alors cl(A(B ∩ C)) = B ∩ cl(AC).

Fait 1.3.5. Soit (X, cl) une géométrie projective de dimension au moins 4, telle
que tous les ensembles clos de dimension 2 contiennent au moins 3 éléments.
Alors (X, cl) est la géométrie projective sur un corps gauche F .

Les prégéométries (en général finies et non-homogènes) jouent un rôle impor-
tant dans la théorie des graphes. Or, ce sont d’autres exemples de prégéométries
qui nous intéressent, celles issues d’ensembles fortement minimaux. Donnons
d’abord quelques exemples :

Exemples 1.3.6. (1a) Soit X un ensemble et cl(·) défini par cl(A) := A pour
tout A ⊆ X. Alors, (X, cl) est une géométrie triviale.

(1b) Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. Pour A ⊆ X, soit cl(A) :=
G ·A la réunion de toutes les orbites d’éléments de A. Alors, (X, cl) est une
prégéométrie triviale (en général non-homogène), et la géométrie associée
est donnée par l’espace des orbites.

(2) Soit F un corps gauche et V un espace vectoriel sur F . Pour A ⊆ V , on
pose cl(A) := 〈A〉F , le F -sous-espace vectoriel de V engendré par A. La
prégéométrie (V, cl) est homogène et projective. L’indépendance au sens
de la prégéométrie est alors égale à l’indépendance linéaire. La géométrie
associée s’obtient en prenant la projectivisation de V , et elle correspond
précisément à la géométrie projective sur F .

(3) Soit F un corps gauche et soit A un espace affine sur F , et prenons pour
cl(B) le plus petit F -sous-espace affine de A contenant B. Alors, (A, cl) est
une prégéométrie localement modulaire non-modulaire (la non-modularité
vient des sous-espaces parallèles). De plus, (A, cl) est homogène, et c’est
une géométrie (la géométrie affine sur F ).

(4) Soit K un corps commutatif. Pour A ⊆ K, soit acl(A) la clôture algébrique
(relative) du corps engendré par A dans K. Alors, (K, acl) est une prégéo-
métrie. Si K est algébriquement clos, cette prégéométrie est homogène. Si
de plus le degré de transcendance de K est au moins 3, alors (K, acl) n’est
pas localement modulaire.

Notation. Si π est un type partiel, on dénote par RM(π) le rang de Morley de
π, par DM(π) le degré de Morley de π et par RDM(π) la paire (RM(π),DM(π)).
Si p est un type complet dans une théorie stable, U(p) dénote le rang de Lascar
de p.

Définition 1.3.7. Soit T une théorie complète. On dit que T est fortement
minimale si pour tout M |= T et pour tout sous-ensemble définissable (avec
paramètres) X ⊆M on a : ou bien X est fini ou bien M \X est fini. De manière
équivalente, RDM(x = x) = (1, 1).
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Si T est fortement minimale, tous les rangs raisonnables cöıncident dans T .
En particulier, on a RM(a/A) = U(a/A). Dans tout modèle M |= T , l’opé-
rateur de clôture algébrique acl(·) définit une prégéométrie homogène, et on a
dim(a/A) = RM(a/A) pour la dimension associée à cette prégéométrie. Si C |= T
est un modèle monstre (en fait, ω-saturé suffirait ici), on appelle T triviale /
modulaire etc. si et seulement si la prégéométrie induite par acl sur C est triviale
/ modulaire etc.

Voici quelques exemples :

Exemples 1.3.8. Les théories suivantes sont complètes et fortement minimales.
Elles éliminent les quanteurs dans les langages donnés :

(1a) La théorie d’un ensemble infini sans structure (triviale).

(1b) Soit G un groupe et X un ensemble infini sur lequel G agit librement. Soit
T la théorie de X considéré dans le langage L = {g | g ∈ G} où g est un
symbole de fonction unaire désignant la multiplication par g. La théorie
T est triviale, et localement finie ssi G est fini.

(2) Soit EVF la théorie d’un espace vectoriel infini sur un corps gauche F , dans
le langage L = {0,+, λ |λ ∈ F}, où λ désigne la multiplication scalaire
par λ. EVF est projective (localement finie ssi F est un corps fini).

(3) Soit F un corps gauche et A un espace affine infini sur F . On considère A
dans le langage L = {f(x, y, z), gλ(x, y) |λ ∈ F}, où f(x, y, z) = x+ y − z
et gλ(x, y) = λx+ (1−λ)y, pour obtenir la théorie EAF . Cette théorie est
localement projective non-modulaire (localement finie ssi F est un corps
fini).

(4) Soit T = ACFp la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique
p fixée (p = 0 ou premier), considérée dans le langage des corps L =
{0, 1,+, ·}. Cette théorie n’est pas localement modulaire.

On peut interpréter une théorie fortement minimale dans une autre, par
exemple la théorie EVF d’un espace vectoriel infini sur F dans EAF , en quo-
tientant l’ensemble des paires d’éléments par la relation d’équivalence (x, y) ∼
(x′, y′) :⇔ f(x, y′, x′) = y et en définissant les opérations + et λ de manière
évidente. Dans cet exemple, toute la structure induite par EAF sur A2/∼ est
définissable dans le langage de l’espace vectoriel.

La présence de prégéométries en théorie des modèles n’est pas restreinte aux
théories fortement minimales. D’abord, en utilisant les inégalités de Lascar, on
obtient le fait suivant :

Fait 1.3.9. Soit T une théorie simple et complète de rang SU égal à 1. Alors,
aclT (−) induit une prégéométrie sur tout modèle de T . Si d dénote la dimension
associée à cette prégéométrie, alors d(a/A) = SU(a/A).

Puis, on note que si D est un ensemble fortement minimal (c’est à dire
RDM(D) = (1, 1)) dans une théorie stable T , tout ce que nous disons par rapport
aux théories fortement minimales s’applique si l’on se restreint aux réalisations
de D. Si D est B-définissable et C |= T , alors l’ensemble DC des réalisations
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de D dans C devient une prégéométrie, si on considère l’opérateur de clôture
A 7→ acl(AB) ∩ D pour A ⊆ DC.

Enfin, si p ∈ S(B) est un type (stationnaire et) minimal, c’est à dire U(p) =
1, alors A 7→ acl(AB)∩pC induit une prégéométrie sur l’ensemble des réalisations
de p. Plus généralement, si p ∈ S(B) est un type stationnaire et régulier, alors la
relation de déviation induit une prégéométrie sur pC, c’est à dire si pour a ∈ pC

et A ⊆ pC, on définit a ∈ cl(A) ssi a 6 |⌣B
A (cf. [Pi96, Section 1.4]).

La première information générale sur la géométrie d’une théorie fortement
minimale provient du résultat suivant :

Fait 1.3.10 (Cherlin, Mills, Neumann, Zilber). Soit T fortement minimale et
ω-catégorique. Alors T est localement modulaire. Si la géométrie de T n’est pas
triviale, elle est ou bien la géométrie projective ou bien la géométrie affine sur
un corps fini.

Fait 1.3.11. Soit T une théorie fortement minimale. Alors T est localement
modulaire si et seulement si T est monobasée.

On sait par le Fait 1.3.5 que si la théorie T est localement projective, alors
une localisée de sa géométrie est la géométrie projective sur un corps gauche
F . En fait, Hrushovski a montré que ce corps gauche est modèle-théoriquement
présent. Dans ce qui suit, nous discutons brièvement ce résultat.

Soit T la théorie d’un groupe fortement minimal (nous renvoyons à [Pi96,
Section 4.5] pour la suite). Notons qu’un tel groupe est abélien par un résultat de
Reineke. Supposons que T est localement modulaire, et soit G |= T un modèle
suffisamment saturé. Posons G0 := acl(∅) ⊆ G. C’est un sous-groupe de G.

On considère des paires (h,H), où H ≤ G est un sous-groupe fini et acleq(∅)-
définissable de G et h : G→ G/H est un homomorphisme acleq(∅)-définissable.
Pour de tels (hi,Hi)i=1,2 on définit

(h1,H1) ∼ (h2,H2) :⇔ π1 ◦ h1 = π2 ◦ h2 : G→ G/(H1 +H2),

où πi : G/Hi → G/(H1 + H2) est la projection canonique. On montre que ∼
définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des paires (h,H) considérées.
On définit alors la somme de (h1,H1) et (h2,H2) comme l’homomorphisme
π1 ◦ h1 + π2 ◦ h2 : G → G/(H1 + H2), et le produit (h1,H1) · (h2,H2) comme

l’homomorphisme G
h2−→ G/H2

h̄1−→ G/(h1(H2) +H1). Les opérations de somme
et produit passent aux ∼-classes d’équivalence, et on obtient donc une structure
d’anneau sur l’ensemble des ∼-classes, l’anneau des quasi-endomorphismes de G,
noté QE(G). Un élément f = (h,H)/ ∼ de QE(G) est un quasi-endomorphisme
de G, et on peut l’identifier avec un endomorphisme f de G/G0.

L’anneau QE(G) régit toute la prégéométrie de G. En effet :

Fait 1.3.12 ([Hr85]). Soit G un groupe fortement minimal localement modulaire
et QE(G) l’anneau des quasi-endomorphismes de G. Alors, QE(G) est un corps
gauche (le corps des quasi-endomorphismes de G), et on a la propriété suivante :

Pour a1, . . . , an, b ∈ G on a b ∈ acl(a) si et seulement s’il existe f1, . . . , fn ∈
QE(G) tels que (b+G0) = f1(a1 +G0) + . . .+ fn(an +G0).
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En particulier, G est modulaire.

De plus, généralisant les techniques de constructions de groupes dues à Zil-
ber, Hrushovski a montré le résultat suivant.

Fait 1.3.13 ([Hr85]). Soit T une théorie fortement minimale localement pro-
jective. Alors il existe un groupe fortement minimal G qui est interprétable dans
T avec des paramètres dans acleq(∅). Puis (soit g le type générique de T ) :

(1) Si T est projective, et si p est le type générique de G, alors p 6⊥aacleq(∅) g.

(2) Si T est localement projective non-modulaire, il existe un type fortement
minimal isolé q dans T eq tel que G agit sur q de manière définissable et
régulière. De plus q ⊥aacleq(∅) g (et q 6⊥ g, bien sûr).

Par ces deux faits, un ensemble fortement minimal projectif est donc “à peu
près” un espace vectoriel sur un corps gauche, tandis qu’un ensemble fortement
minimal localement projectif non-modulaire est “à peu près” un espace affine
sur un corps gauche.

Remarque 1.3.14. Les résultats mentionnés (1.3.12 et 1.3.13) ont des ana-
logues dans un contexte plus général, pour p un type minimal localement projectif
ou même un type régulier localement modulaire (non-trivial) quelconque [Hr85].

Définition 1.3.15. Soient T ′ ⊆ T une expansion de théories complètes (dans
des langages L′ ⊆ L) et C |= T un modèle monstre de T . On dit que l’expansion
T ′ ⊆ T est essentielle s’il existe un ensemble L-définissable (avec paramètres)
dans C qui n’est pas L′-définissable (avec paramètres). Si T ′ ⊆ T n’est pas
essentielle, on l’appelle inessentielle.

Définition 1.3.16. Une théorie fortement minimale T (ou plus généralement
une théorie de rang de Morley fini) a la DMP (definable multiplicity property),
si pour toute formule ϕ(x, z) (sans paramètres) et tout b ∈ M |= T on a : Si

RDM(ϕ(x, b)) = (n, d), il existe θ(z) ∈ tp(b) telle que pour tout b
′

satisfaisant

θ on ait RDM(ϕ(x, b
′
)) = (n, d).

Notons que le rang de Morley est toujours définissable dans une théorie
fortement minimale (même dans toute théorie ℵ1-catégorique). On observe que,
pour des raisons techniques, la DMP est importante dans les constructions par
la méthode d’amalgamation de Hrushovski.

Voici le résultat de “fusion” de Hrushovski mentionné dans l’introduction :

Théorème 1.3.17 ([Hr92]). Soient T1, T2 des théories fortement minimales
complètes dans des langages dénombrables L1 et L2 respectivement. On suppose
que T1 et T2 ont la DMP, et que L1∩L2 = {=}. Alors il existe, pour L := L1∪L2,
une L-théorie fortement minimale T telle que T ↾Li

= Ti pour i = 1, 2, et telle
que T ait la DMP.

De plus, T est telle que les ensembles L1-définissables et L2-définissables
“interagissent le moins possible”. En particulier, si T2 n’est pas définissable dans
le langage de l’égalité, alors T est une expansion essentielle de T1.
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Il est bien connu que ACFp a la DMP (par exemple par l’existence de bornes
dans la théorie des idéaux polynomiaux au-dessus des corps). Le théorème s’ap-
plique donc à ACFp.

Nous terminons la section avec deux faits élémentaires que nous utiliserons
souvent.

Fait 1.3.18. Soient T une L-théorie fortement minimale, L′ ⊆ L et T ′ := T ↾L′

le L′-réduit de T (donc T ′ est fortement minimale aussi). Soit ϕ′(x) une L′-
formule. Alors RML′(ϕ′(x)) = RML(ϕ′(x)).

Preuve. C’est une conséquence de 1.1.8, compte tenu de l’égalité RM = SU dans
une théorie fortement minimale.

Une expansion T ⊇ T ′ de théories fortement minimales comme dans 1.3.18
sera appelée une expansion fortement minimale .

Fait 1.3.19. Soient T fortement minimale et A = acl(A) ⊆ M |= T avec A
infini. Alors A 4 M . En particulier, tout type au-dessus d’un ensemble algébri-
quement clos infini est stationnaire.

Si acl(∅) est infini, alors T élimine faiblement les imaginaires : pour tout
α ∈Meq il existe un uplet réel a ∈M tel que α ∈ dcleq(a) et a ∈ acleq(α).

1.4 Amalgames de Fräıssé-Hrushovski

Dans cette section, nous rappelons d’abord la méthode d’amalgamation selon
Fräıssé. Puis, nous expliquons la variation de cette technique introduite par
Hrushovski. Nous présentons les contextes les plus élémentaires, et les résultats
ne seront pas explicitement utilisés après (nous serons obligés de montrer des
versions plus générales de ces résultats). Par contre, le matériel présenté pourra
servir pour donner une intuition.

Dans [Fr54], Fräıssé a introduit une méthode de construction de structures
homogènes à partir d’une classe de structures finies (ou finiment engendrées) si
cette classe a certaines propriétés. Pour commencer, nous considérons le cas le
plus facile. Soit L un langage fini sans symboles de fonctions, et soit C une classe
de L-structures finies, close par L-isomorphismes. On suppose :

(HP) C est une classe héréditaire, c’est à dire pour tout A ∈ C et toute
sous-structure B ⊆ A on a B ∈ C.

(JEP) C a la propriété du plongement commun : pour tout A,B ∈ C il existe
C ∈ C et des plongements ι : A →֒ C, ι′ : B →֒ C.

(AP) C a la propriété d’amalgamation : Soient B,A1, A2 ∈ C et ιi : B →֒ Ai
des plongements (pour i = 1, 2). Alors il existe C ∈ C et des plongements
ι′i : Ai →֒ C (i = 1, 2) tels que ι′1 ◦ ι1 = ι′2 ◦ ι2.

On observe que par nos hypothèses sur le langage L, une telle classe C ne
contient qu’un nombre dénombrable de L-structures à isomorphisme près, et la
classe C̃ des L-structures M telles que toute sous-structure finie M0 ⊆ M soit
dans C est une classe élémentaire. Pour une L-structure M , on définit age(M)
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comme l’ensemble de toutes les sous-structures finies de M , appelé l’âge de M .
Alors M ∈ C̃ est équivalent à age(M) ⊆ C. Notons que l’âge d’une structure
a toujours (HP) et (JEP), tandis que pour qu’il ait (AP) , il faut que M soit
suffisamment homogène.

Définition 1.4.1. Soit C comme ci-dessus. Une structure M ∈ C̃ est riche, si
pour tout B ⊆ A ∈ C et tout plongement ι : B →֒ M il existe un plongement
ι̃ : A →֒M étendant ι.

Voilà un premier résultat de [Fr54] :

Fait 1.4.2. Soit C une classe de L-structures finiment engendrées, C dénom-
brable avec (HP), (JEP) et (AP). Alors :

(1) Il existe une structure M ∈ C̃ qui est riche et dénombrable.

(2) Si M,M ′ ∈ C̃ sont riches et dénombrables, alors M ∼= M ′. Plus générale-
ment, deux structures riches sont L∞,ω-équivalentes, c’est à dire elles se
correspondent par un va-et-vient infini.

L’unique structure riche et dénombrable de C̃ est appelée la limite de Fräıssé
de C.

Exemples 1.4.3. – Soit C la classe des ordres totaux finis, dans L = {<}.
Alors, C a (HP), (JEP) et (AP), et (Q, <) est la limite de Fräıssé de C.

– Soit C la classe des graphes non-orientés irréflexifs, dans L = {R}. Alors, C
a (HP), (JEP) et (AP), et le graphe aléatoire (dénombrable) est la limite
de Fräıssé de C.

Dans ces exemples, on voit que la théorie de la limite de Fräıssé est ω-
catégorique. Cela est toujours le cas si L est fini et relationnel, puisque la richesse
s’exprime alors par des axiomes.

Si le langage L n’est pas fini ou contient des symboles de fonctions, alors
une classe C de L-structures finiment engendrées peut être non-dénombrable ;
de plus, C̃ n’est plus systématiquement une classe élémentaire. Si C est dénom-
brable, avec (HP), (JEP) et (AP), alors le Fait 1.4.2 reste vrai. Par contre, la
théorie de la limite de Fräıssé n’est pas ω-catégorique en général, par exemple
si C est la classe des groupes abéliens finis.

Remarque 1.4.4. Si C est dénombrable avec (HP) et (AP), éventuellement
sans (JEP), alors C est la réunion disjointe de ses composantes connexes :
A,B ∈ C sont dans la même composante connexe s’il existe C ∈ C dans laquelle
se plongent A et B. Par (AP), cela définit une partition de C.

On peut toujours définir les structures riches dans C̃ comme dans 1.4.1. Si
C n’a pas la (JEP), une structure riche n’est alors plus universelle pour C, et
deux structures riches M,M ′ sont L∞,ω-équivalentes ssi age(M) = age(M ′) ssi
age(M) ∩ age(M ′) 6= ∅.

Une classe C0 a donc la (JEP) si et seulement si elle n’a qu’une seule compo-
sante connexe. Pour cette raison, nous disons parfois qu’une classe est connexe
si elle a la (JEP).
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En général, la limite de Fräıssé d’une classe C n’est pas stable (voir 1.4.3).
Afin de construire des structures stables, voire fortement minimales même, Hru-
shovski a introduit une variation de la méthode d’amalgamation de Fräıssé, va-
riation qui garantit qu’il n’y a pas trop de “relations entre les relations”. Nous
présentons d’abord un cadre axiomatique dû à Wagner qui réflète quelques as-
pects de cette variation, dans le cas où L est relationnel.

Soit L dénombrable et relationnel, et soit C0 une classe de L-structures fi-
nies, close par isomorphisme avec la (HP), C0 ne comportant qu’un nombre dé-
nombrable de classes d’isomorphisme. Supposons que sur l’ensemble des paires
A ⊆ B de structures de C0, on ait une relation A ≤ B (A est autosuffisant ou
fort dans B), telle que ≤ soit invariante par isomorphisme, et soit réflexive et
transitive. On suppose que les axiomes suivants sont satisfaits :

(C1) Si A ⊆ B′ ⊆ B ∈ C0 et A ≤ B, alors A ≤ B′.
(C2) Dans C0, il n’y a pas de châıne infinie (Ai)i∈N avec Ai ⊆ Ai+1 et
Ai 6≤ Ai+1 pour tout i.

(C3) ∅ ≤ A pour tout A ∈ C0.
(C4) Soit B ∈ C0 et A,B′ ⊆ B, avec A ≤ B. Alors A ∩B′ ≤ B′.
(C5) (C0,≤) a (AP), c’est à dire pour tout A ≤ Bi ∈ C0 (i = 1, 2) il existe
D ∈ C0 et des plongements ιi : Bi →֒ D tels que ι(Bi) ≤ D (i = 1, 2) et
ι1 ↾A = ι2 ↾A.

Soit C̃0 la classe des L-structures M avec age(M) ⊆ C0. Pour A ⊆ω M ∈ C̃0

on pose A ≤M si A ≤ B pour tout A ⊆ B ⊆ω M .

Fait 1.4.5. Supposons que (C0,≤) satisfait (C1–5), et soient M ∈ C̃0 et A ⊆ω
M . Alors il existe un unique sous-ensemble fini A′ de M tel que A ⊆ A′ et
A′ ≤M . On appelle A′ = clM0 (A) la clôture de A dans M .

On dit qu’une structure M ∈ C̃0 est riche pour (C0,≤) si pour tout A ≤ M
et A ≤ B ∈ C0 il existe un A-plongement ι : B →֒ M avec ι(B) ≤ M . Notons
qu’une classe (C0,≤) qui satisfait (C1–5) a également la (JEP) : il suffit de
combiner (C3) et (C5).

En variant l’argument de Fräıssé, on obtient le résultat suivant :

Fait 1.4.6. Suppsons que (C0,≤) satisfait (C1–5). Alors :

(1) Il existe une L-structure M ∈ C̃0 qui est dénombrable et riche pour (C0,≤).

(2) Si A ≤ M , A′ ≤ M ′ avec M,M ′ riches pour (C0,≤) et f : A ∼= A′ ∈ C0,
alors f fait partie d’un système de va-et-vient infini entre M et M ′. En
particulier, deux structures riches M et M ′ sont L∞,ω-équivalentes, et si
de plus M et M ′ sont dénombrables, alors M ∼= M ′.

Comme avant, on appelle l’unique structure dénombrable Mω ∈ C̃0 qui est
riche pour (C0,≤) la limite de Fräıssé de (C0,≤). Soit Tω := ThL(Mω), la théorie
des structures riches dans C̃0. Les structures riches ne capturent pas toujours
toutes les informations modèle-théoriques de Tω, mais sous les conditions du fait
suivant, c’est bien le cas.
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Fait 1.4.7. Supposons que (C0,≤) satisfait (C1–5), et soit Tω la théorie des
structures riches pour (C0,≤). On suppose que C̃0 est une classe élémentaire, et
que pour A ⊆ω M 4 N |= Tω, A ≤M implique A ≤ N . Alors :

(1) Sont équivalents :

(i) Il existe une structure riche dans C̃0 qui est ω-saturée.
(ii) Il existe un modèle ω-saturé de Tω qui est riche.
(iii) Les structures riches dans C̃0 sont précisément les modèles ω-saturés

de Tω.

(2) Supposons que les conditions équivalentes (i–iii) sont satisfaites, et soient
ai ∈ Mi |= Tω des uplets finis, pour i = 1, 2. Alors, tpTω

(a1) = tpTω
(a2)

si et seulement s’il existe un L-isomorphisme ι̃ : clM1
0 (a1) ∼= clM2

0 (a2)
étendant l’application sous-jacente ι qui envoie a1 sur a2.

Preuve. La partie (1) suit des observations suivantes :
– Soient M,N ∈ C̃0 avec M riche. Alors, N est riche ssi M et N se corres-

pondent par un va-et-vient infini.
– Soient M,N des modèles d’une théorie complète, avec M ω-saturé. Alors,
N est ω-saturé ssi M et N se correspondent par un va-et-vient infini.

Montrons (2). Si tpTω
(a1) = tpTω

(a2), on peut trouver des plongements élé-
mentaires ιi : Mi →֒ M∗ tels que ι1(a1) = ι2(a2) = a. C’est une conséquence

de nos hypothèses que ιi(clMi

0 (ai)) = clM
∗

0 (a), et on obtient l’isomorphisme ι̃
cherché. Réciproquement, supposons qu’on ait ι̃ : clM1

0 (a1) ∼= clM2
0 (a2). Quitte

à passer à des extensions élémentaires (cela ne change pas la clôture par hypo-
thèse), on peut supposer que M1 et M2 sont ω-saturés, donc riches par hypo-
thèse. Alors, ι̃ fait partie d’un système de va-et-vient infini par le Fait 1.4.6(2).
On en déduit que tpTω

(clM1
0 (a1)) = tpTω

(clM2
0 (a2)). En particulier, a1 et a2 ont

le même type.

Maintenant, nous présentons un cadre incorporant la construction“ab initio”
[Hr93] ainsi que la fusion dans le contexte originel de Hrushovski [Hr92]. Soit L
un langage relationnel (dénombrable) et C une classe de L-structures finies close
par isomorphisme et sous-structures (par convention, ∅ est une structure dans
C aussi).

Définition 1.4.8. 1. Une fonction δ : C → Z invariante par isomorphisme
est une fonction de prédimension sur C, si les propriétés (P1–3) ci-dessous
sont satisfaites :

(P1) δ(∅) = 0.
(P2) δ({a}) ≤ 1.
(P3) (sous-modularité) δ(AB) ≤ δ(A) + δ(B) − δ(A ∩B).

2. Soit X un ensemble et δ : Pω(X) → Z définie sur les sous-ensembles
finis de X. On dit que δ est une fonction de prédimension sur X, si les
propriétés (P1–3) sont satisfaites.

On dit que δ est une fonction de dimension sur X, si δ satisfait de plus :
(P4) δ(B) ≤ δ(A) pour tout B ⊆ A ⊆ω X.
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Notons que si δ est une fonction de dimension surX, alors δ(A) ∈ N pour tout
A ⊆ω X, par (P1) et (P4). Si δ est une fonction de prédimension et A ∪B ∈ C,
on pose δ(A/B) := δ(AB) − δ(B). Ainsi, la condition de sous-modularité (P3)
devient δ(A/B) ≤ δ(A/A ∩B).

Nous observons que si δ est une fonction de prédimension sur C et M ∈ C̃
(c’est à dire age(M) ⊆ C), alors δ induit une fonction de prédimension sur
(l’ensemble de base de) M .

Fait 1.4.9. Soit d une fonction de dimension sur X. Alors d est la fonction
de dimension pour une prégéométrie sur X, donnée par l’opérateur de clôture
cld défini ainsi : pour A ⊆ X et a ∈ X, a ∈ cld(A) si et seulement s’il existe
A0 ⊆ω A avec d(a/A0) = 0.

Définition 1.4.10. Soit δ une fonction de prédimension sur C.
– Soit B ⊆ A ∈ C. On dit que B est autosuffisant (ou fort) dans A (noté
B ≤ A) si δ(A′/B) ≥ 0 pour tout B ⊆ A′ ⊆ A.

– On définit C0 := {A ∈ C | ∅ ≤ A}, la classe des structures de C qui sont de
prédimension héréditairement positive.

– Si M ∈ C̃0 et A ⊆ω M , la dimension de A dans M est définie ainsi :

dM (A) := min{δ(A′) |A ⊆ A′ ⊆ω M}.

Fait 1.4.11. Soit δ une fonction de prédimension sur C et C0 ⊆ C la classe
définie ci-dessus. Alors, la notion de plongement fort ≤ est invariante par iso-
morphisme, est réflexive et transitive, et on a :

(1) (C0,≤) satisfait aux axiomes (C1–4).

(2) Pour tout M ∈ C̃0, la fonction dM définie dans 1.4.10 est une fonction de
dimension sur M , et on a dM (A) = δ(clM0 (A)) pour tout A ⊆ω M .

Si dans la situation de 1.4.11, la classe C0 est dénombrable et (C0,≤) satisfait
(C5), c’est à dire (AP) pour les plongements forts, on peut donc construire la
limite de Fräıssé Mω de (C0,≤), et on obtient une prégéométrie sur Mω.

Exemples 1.4.12. (1) (le contexte “ab initio” [Hr93], voir également [Go89])
Soit L = {R} où R est une relation ternaire, et soit C la classe des L-
structures finies telle que R soit stable par permutation et ne soit satisfait
que sur des triplets d’éléments distincts. Pour A ∈ C, on définit δ(A) :=
|A| − |RA|, où nous comptons les triplets dans R à permutation près.

δ est une fonction de prédimension sur C, et (C0,≤) a la propriété d’amal-
gamation pour les plongements forts. De plus, la limite de Fräıssé est
ω-saturée.

(2) (le contexte de la “fusion” [Hr92]) Pour i = 1, 2, soit Ti des théories for-
tement minimales, éliminant les quanteurs dans le langage relationnel dé-
nombrable Li. On suppose que L1 ∩ L2 = {=}. Soit L := L1 ∪ L2 et C la
classe des L-structures finies qui sont modèle de T ∀

1 ∪ T ∀
2 . Pour A ∈ C, on

pose
δ(A) := d1(A) + d2(A) − |A|,
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où di désigne la dimension dans Ti, donnée par le rang de Morley.

Alors δ est une fonction de prédimension sur C. Comme dans le premier
exemple, (C0,≤) a la propriété d’amalgamation pour les plongements forts,
et la limite de Fräıssé est ω-saturée.

Fait 1.4.13. Dans ces deux exemples, la théorie Tω de la limite de Fräıssé de
(C0,≤) est ω-stable de rang ≤ ω, avec un unique type générique g. Il y a une
suite (ϕi(x, z), θi(z))i<ω, où ϕi et θi sont des Li-formules avec les propriétés
suivantes :

– Si |= θi(b), alors ϕi(x, b) est fortement minimal trivial localement fini, et
orthogonal à g.

– Si tp(a/B) est orthogonal à g, il admet une coordinatisation par des ins-
tances des ϕi, c’est à dire si tp(a/B) ⊥ g et a /∈ acl(B), il existe ᾱ ∈
acl(Ba), b ∈ acl(B) et i < ω tels que |= θi(b) et ᾱ soit générique dans
ϕi(x, b) au-dessus de B.

Pour obtenir une théorie fortement minimale dans les deux cas, on définit
une classe restreinte Cc0 ⊆ C0 qui satisfait toujours (C1–5), et telle que la limite
de Fräıssé M c de (Cc0,≤) soit ω-saturée et T c := Th(M c) une théorie fortement
minimale, avec aclT c = cld.

Pour définir Cc0, on se sert d’une version affinée du résultat de coordinatisa-
tion cité dans le Fait 1.4.13, où les ϕi sont des codes. Il est possible de borner
uniformément la longueur de toute suite de Morley dans un tel code ϕi donné,
à l’aide des approximations suffisamment bonnes des suites de Morley. Arriver
ainsi à une classe Cc0 qui a la propriété d’amalgamation représente une difficulté
combinatoire considérable.



20 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES



Chapitre 2

Fusion libre

Dans ce chapitre, nous montrons comment on peut fusionner librement deux
théories supersimples de rang SU égal à 1, au-dessus d’une théorie fortement mi-
nimale et ω-catégorique, en utilisant la méthode d’amalgamation de Hrushovski.
Nous définissons la classe des fusions (C̃0,≤) (avec une notion de plongement
fort ≤), et dans les Sections 2.1 et 2.2, nous mettons en place les outils de base
le travail dans cette classe. En particulier, nous montrons qu’elle a la propriété
d’amalgamation, et nous construisons des fusions riches.

Puis, dans la Section 2.3, nous donnons une axiomatisation de la théorie des
fusions riches Tω, ainsi obtenant une description des complétions de Tω et des
types. Ensuite, nous montrons (sous une hypothèse supplémentaire) que toute
complétion de Tω est supersimple (Section 2.4). Enfin, dans les Sections 2.5 et
2.6, nous vérifions que les complétions de Tω ont des propriétés supplémentaires
qui ne sont pas vraies dans toute théorie supersimple : chaque complétion T a la
wnfcp, et si les théories du départ sont fortement minimales, T a des propriétés
de n-amalgamation divers.

D’abord, nous indiquons le contexte dans lequel nous travaillons, et nous
fixons quelques notations.

On considère des théories complètes T1 et T2, dans des langages L1 et L2,
respectivement, ayant un réduit commun T0 := T1 ↾ L0 = T2 ↾ L0, où L0 :=
L1 ∩ L2. On suppose :

– Pour i = 1, 2, la théorie Ti est supersimple de rang SU égal à 1.
– T0 est fortement minimale, ω-catégorique et modulaire.

Notons que, par 1.3.10, une théorie totalement catégorique est toujours lo-
calement modulaire. Pour simplifier l’exposition, on supposera que :

Hypothèses 2.0.1 (Hypothèses sur les langages dans la fusion).
– Pour i = 0, 1, 2, la théorie Ti élimine les quanteurs dans le langage Li, et

Li ne contient pas de symboles de fonctions.
– acli(∅) est infini pour i = 1, 2 (acli dénote la clôture algébrique au sens de
Ti).

– Les langages Li sont dénombrables.

21



22 CHAPITRE 2. FUSION LIBRE

Quitte à passer à des morleyisées et quitte à remplacer les fonctions par leurs
graphes, on peut toujours supposer le premier point. Pour satisfaire à la seconde
condition, il suffit d’ajouter — au besoin — des constantes aux langages L1 et
L2. On remarque que Li dénombrable devient une condition essentielle quand
nous considérons des questions de collapse.

Nous appelons (T0, T1, T2) un contexte de fusion, si T0, T1 et T2 satisfont à
toutes les hypothèses ci-dessus.

Afin de fusionner (librement) T1 et T2 au-dessus de T0, nous procédons
comme dans [Hr92], même si techniquement notre exposition est plus proche
de [Po99], car nous travaillons principalement avec des structures qui sont acli-
closes. Pour L := L1 ∪ L2 on définit C̃ comme la classe des L-structures M |=
T ∀

1 ∪T ∀
2 avec M = acl1(M) = acl2(M). Comme T1 et T2 éliminent les quanteurs,

cette définition a un sens.
Par convention, toutes les Li-formules considérées seront sans quanteurs

(c’est à dire chaque Li-formule qui apparâıt est remplacée par une Li-formule
qui lui est équivalente modulo Ti).

Remarque 2.0.2. Si M ∈ C̃, alors M |= T0.

Preuve. Soit M ∈ C̃. Comme M est acl1-clos (donc infini par 2.0.1), en particu-
lier, M est acl0-clos et infini. Or, tout ensemble infini algébriquement clos dans
une théorie fortement minimale est un modèle (Fait 1.3.19).

Pour A ⊆ M ∈ C̃ on définit 〈A〉 comme le plus petit sous-ensemble de M
contenant A qui est algébriquement clos au sens de T1 et T2. D’une manière
équivalente, 〈·〉 correspond à la clôture transitive des opérateurs acl1 et acl2. On
dit que M est finiment engendrée (dans le sens de 〈·〉), si M = 〈b〉 pour un uplet
b ∈M fini. Soit C la classe des structures dans C̃ qui sont finiment engendrées.

Définition 2.0.3. Soient M ∈ C̃, A ⊆ω M et B ⊆M .

(1) δ(A) := d1(A) + d2(A) − d0(A), la prédimension de A, où di dénote le
rang SU au sens de la théorie Ti.

(2) δ(A/B) := d1(A/B) + d2(A/B) − d0(A/B).

(3) C̃0 := {M ∈ C̃ | δ(A) ≥ 0 ∀A ⊆ω M}, C0 := C̃0 ∩ C . Les structures dans
C̃0 seront appelées fusions.

(4) Si M ∈ C̃0, dM (A) := min{δ(Ã) | A ⊆ Ã ⊆ω M} , la dimension de A dans
M . De manière analogue, on définit la dimension relative dM (A/B) :=
min{dM (AB0) − dM (B0) | B0 ⊆ω B}.

(5) Pour M ∈ C0, on pose δ(M) := min{δ(A) | A ⊆ω M et 〈A〉 = M}. De
plus, si M est finiment engendrée au-dessus de A ⊆ M , on peut définir
δ(M/A).

(6) Soient C ⊆ B deux sous-ensembles acl0-clos d’une structure dans C̃. Alors,
on pose C ≤ B (C est autosuffisant ou fort dans B) si pour tout uplet
fini b de B on a δ(b/C) ≥ 0.
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En général, les fusions sont dénotées par K,L etc., tandis que k, l etc. sont
réservées pour des fusions finiment engendrées (i.e. les structures dans C0). Re-
marquons que δ(A/B) = δ(AB) − δ(B) si B est fini.

Il est commode d’étendre la notion d’un sous-ensemble autosuffisant aux
sous-ensembles arbitraires C ⊆ B ⊆ K ∈ C̃0. On pose C ≤ B ssi acl0(C) ≤
acl0(B). Contrairement au cas où B est acl0-clos, cette notion peut dépendre
du plongement particulier de B dans K.

Par définition, on a C̃0 = {M ∈ C̃ | ∅ ≤ M}. Notons également que δ(A) =
δ(acl0(A)).

Remarque. Dans la définition de l’autosuffisance, il est nécessaire de faire
appel aux ensembles acl0-clos, si l’on veut obtenir une notion transitive. Si,
pour un sous-ensemble arbitraire C ⊆ B on exige uniquement que δ(b/C) soit
positif pour tout uplet fini b dans B, alors la transitivité peut être violée, même
dans des cas très simples (voir l’Exemple 2.0.4, où ne figurent que des théories
d’espaces vectoriels).

Notons que dans l’exemple suivant, comme souvent dans la suite, nous rai-
sonnons dans des langages qui comportent des symboles de fonctions, même si
dans notre traitement abstrait les fonctions sont systématiquement remplacées
par leurs graphes.

Exemple 2.0.4. Soit T0 = EVF2
et Ti = EVFi

, où Fi = {0, 1, λi, λi + 1} ≃ F4

pour i = 1, 2. La multiplication scalaire dans Ti soit dénotée ∗i (i = 1, 2). Soit
V0 |= T ∀

1 ∪ T ∀
2 la L-structure suivante :

En tant que L0-structure, V0 est un F2-espace vectoriel de dimension 4,
avec base (b1, b2, b3, b4). On en fait une Li-structure (un Fi-espace vectoriel de
dimension 2), en posant λi∗ib1 := b2 et λi∗ib3 := b4 pour i = 1, 2 (cela suffit pour
déterminer toute la L-structure sur V0). On calcule : δ(b2, b3/b1) = δ(b3, b3 −
b2/b1) = 0, δ(b3/b1) = δ(b3 − b2/b1) = 1, δ(b2/b1, b3, b3 − b2) = 0 et δ(b2/b1) =
−1. Les inclusions {b1} ⊆ {b1, b3, b3 − b2} ⊆ {b1, b3, b3 − b2, b2} témoigent donc
que ≤ ne serait pas transitif dans cet exemple, si dans la définition de C ≤ B
on exigeait uniquement δ(b/C) ≥ 0 pour tout uplet fini b dans B.

Remarque 2.0.5. La classe C̃0 est élémentaire.

Preuve. Soient ϕi(x) des Li(∅)-formules, pour i = 1, 2, avec SU(ϕi(x)) = mi.
Pour une telle paire on met l’axiome suivant — une condition définissable car
T0 est ω-categorique :

∀x{[ϕ1(x) ∧ ϕ2(x)] → [d0(x) ≤ m1 +m2]}.

Définition 2.0.6. Soit K ∈ C̃0 une fusion et A ⊆ K. On dit que A contrôle K
si 〈A〉 = K et A ≤ K. Si B ⊆ K, on dit que A contrôle K au-dessus de B si
AB contrôle K.

On observe que pour A fini on a δ(〈A〉) ≤ δ(A), avec égalité si et seulement
si 〈A〉 est contrôlé par A.
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2.1 Amalgame libre et un peu de δ-arithmétique

Dans cette section, nous établissons les propriétés élémentaires concernant
la prédimension δ et la notion d’autosuffisance qui seront utilisées constamment
dans la suite, la plupart du temps sans référence. Il est utile d’introduire plu-
sieurs notions de clôtures (ce que nous faisons), dont chacune aura sa place dans
la suite.

Puis, nous montrons l’existence des amalgames libres dans (C̃0,≤), c’est à
dire dans la classe des fusions avec les plongements forts comme plongements.
En particulier, il s’en suit que (C̃0,≤) a la propriété d’amalgamation. Quitte à
choisir une composante connexe de cette classe, cela permet de construire des
structures riches (pour la sous-classe des fusions finiment engendrées (C0,≤)),
dans la Proposition 2.1.14.

Lemme 2.1.1. Soit K ∈ C̃, contenant tous les ensembles et uplets qui appa-
raissent dans les énoncés suivants.

(1) (sous-modularité) Soit A ⊆ B. Alors, δ(c/ acl0(Ac) ∩ acl0(B)) ≥ δ(c/B).
En particulier, si B ≤ C et D ⊆ C sont des ensembles acl0-clos, alors
D ∩B ≤ D.

(2) (transitivité) Si A ≤ B et B ≤ C, alors A ≤ C.

(3) (continuité) Si (Ai)i∈I est un système filtré de sous-ensembles de C (c’est
à dire pour tout i, j ∈ I il existe k ∈ I avec Ai ∪Aj ⊆ Ak) tel que Ai ≤ C
pour tout i, alors

⋃
i∈I Ai ≤ C.

(4) Soient A1, A2 ≤ B des sous-ensembles forts et acl0-clos de B. Alors A1 ∩
A2 ≤ B.

Si on suppose en outre que K ∈ C̃0, alors :

(5) Pour tout A ⊆ K il existe un unique ensemble clK0 (A) qui est minimal
parmi les ensembles A′ ayant les propriétés suivantes : A′ ⊇ A, A′ ≤ K et
A′ = acl0(A′). Si A est fini, clK0 (A) est fini aussi. De plus, on a dK(A) =
δ(clK0 (A)).

(6) Soient A ⊆ B ⊆ C finis. Alors, on a dK(C/A) = dK(C/B) + dK(B/A),
dK(B/A) ≤ dK(C/A) et dK(C/A) ≥ dK(C/B).

(7) dK(a/B) ∈ {0, 1} pour tout singleton a, et l’opérateur de clôture géo-
métrique (aussi appelée d-clôture) clKd (B) := {a ∈ K | dK(a/B) = 0}
définit une prégéométrie.

Preuve. (1) est une conséquence de la modularité de d0 combinée avec la sous-
modularité de d1 et d2. Dans (2), par la définition de l’autosuffisance, on peut
supposer que A, B et C sont acl0-clos. Or, δ(c/A) = δ(c/ acl0(Ac) ∩ B) +
δ(acl0(Ac) ∩ B/A) pour tout c ∈ C. Le terme à gauche est supérieur où égal à
δ(c/B) par (1), et donc les deux termes sont non-négatifs par hypothèse. (3) est
facile.

Quant à (4), par transitivité il suffit de voir que A1 ∩ A2 ≤ A1, ce qui est
vrai par sous-modularité. Pour montrer (5), on se réduit d’abord au cas où A
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est fini. Par (4), l’opérateur A 7→ clK0 (A) est bien défini pour les ensembles finis,
et clK0 (A) est fini : Soit δ(A) = n. Alors, toute châıne A = A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . .
d’ensembles finis (dans K) avec δ(Ai+1) < δ(Ai) est de longueur au plus n,
puisque K ∈ C̃0 et donc δ(A′) ≥ 0 pour tout A′ ⊆ω K. Cela montre l’existence
d’un ensemble acl0-clos et fini contenant A et fort dans K.

Ensuite, l’opérateur A 7→ clK0 (A) est monotone là où il est défini. Utilisant
la continuité (3), on voit aisément que clK0 (A) =

⋃
A0⊆ωA

clK0 (A0) a la propriété
cherchée.

(∗) Si A et B sont finis, alors dK(B/A) = dK(AB) − dK(A).

L’assertion (∗) donne (6) et le fait que le minimum qui apparâıt dans la
définition de la dimension relative est une limite. Pour montrer (∗), on considère
A′ ⊆ A et on calcule :

dK(AB) ≤ δ(clK0 (A′B) ∪ clK0 (A))

≤ δ(clK0 (A′B)) + δ(clK0 (A)) − δ(clK0 (A′B) ∩ clK0 (A))

≤ δ(clK0 (A′B)) + δ(clK0 (A)) − dK(A′) = dK(A′B) + dK(A) − dK(A′).

De gauche à droite, les inégalités sont conséquence de : AB ⊆ clK0 (A′B)∪clK0 (A),
sous-modularité, A′ ⊆ clK0 (A′B) ∩ clK0 (A) et (5).

Finalement, nous prouvons (7). Le caractère fini est clair, tandis que la mono-
tonie et la transitivité de clKd sont une conséquence de (6). Quant à la propriété
d’échange de Steinitz, on la réduit sans problèmes au cas où B est fini.

Comme dK(Ba) ≤ δ(clK0 (B)a) ≤ δ(clK0 (B)) + δ(a/ clK0 (B)) ≤ dK(B) + 1, on
a dK(a/B) ∈ {0, 1}. Par (6), dK(a/B) + dK(c/Ba) = dK(ac/B) = dK(c/B) +
dK(a/Bc). Maintenant, si dK(a/B) = 1 et dK(c/Ba) = 0, nécessairement
dK(a/Bc) = 0. Cela montre la propriété d’échange de Steinitz.

Nous introduisons encore un autre opérateur de clôture pour lequel on réserve
le terme de clôture autosuffisante.

Définition 2.1.2. Soit K une fusion et A ⊆ K. Alors on pose clKω (A) :=
〈clK0 (A)〉, la clôture autosuffisante de A (dans K).

Notons que la clôture autosuffisante de A est égale à la plus petite fusion
contenant A qui est contenue dans K de manière autosuffisante.

Dans la suite, on écrira d, cl0 et clω au lieu de dK , clK0 et clKω , si l’on ne
risque pas d’ambigüıté. On observe que acl0(A) ⊆ cl0(A) ⊆ clω(A) ⊆ cld(A).

Puisque cld donne lieu à une prégéometrie, il y a une notion de dimension
associée. Clairement, cette dimension est égale à la dimension d déjà définie
pour les ensembles finis. Nous étendons donc la définition de d, et à partir de
maintenant, d(A/B) dénote la dimension (au sens de la prégéométrie) pour des
ensembles A et B arbitraires.

Remarque 2.1.3. Soient K ≤ L des fusions et A ⊆ K. Alors, dK(A) = dL(A),
clK0 (A) = clL0 (A) et clKω (A) = clLω(A).
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Preuve. Par transitivité de ≤ et 2.1.1(4), clK0 (A) = clL0 (A). Le résultat sur clω
en découle. Puis, dK(A) = δ(clK0 (A)) = δ(clL0 (A)) = dL(A), par 2.1.1(5).

Voilà un lemme facile que nous utiliserons très souvent :

Lemme 2.1.4. Soit B ≤ K.

(1) Soit A ⊆ω K avec δ(A/B) ≤ 0. Alors, δ(A/B) = 0 et AB ≤ K.

(2) Pour tout uplet a ∈ acl1(B), on a d2(a/B) = d0(a/B), δ(a/B) = 0 et
Ba ≤ K. En particulier, acli(B) ≤ K pour i = 1, 2 et 〈B〉 ≤ K.

Preuve. Soit A ⊆ω K avec δ(A/B) ≤ 0. Alors, δ(A/B) = 0 suit du fait que
δ(A′/B) ≥ 0 pour tout A′ ⊆ω K par la définition de l’autosuffisance. Puis, soit
C ⊆ω K arbitraire. Donc, 0 ≤ δ(AC/B) = δ(C/AB) + δ(A/B) = δ(C/AB),
d’où AB ≤ K, et (1) est montré.

La deuxième partie suit de la première, par induction et continuité. Il suffit de
noter que pour toute expansion fortement minimale T ⊆ T ′ et a,B ⊆M ′ |= T ′,
on a d′(a/B) ≤ d(a/B).

Lemme 2.1.5. Soit K ∈ C̃. Supposons que pour i = 1, 2, des Li-types pi(xI) ∈
SI(K) soient donnés, avec p0 := p1 ↾L0

= p2 ↾L0
. Alors il existe une extension

L ∈ C̃ de K et A ⊆ L tel que A |= p1 ∪ p2 et L est contrôlée par A au-dessus de
K.

Preuve. Par le lemme de consistance de Robinson, il existe A avecKA |= T ∀
1 ∪T

∀
2

et A |= p1 ∪ p2.

(∗) Pour tout B |= T ∀
1 ∪ T ∀

2 il y a un L ∈ C̃ contrôlé par B.

Il suffit de montrer (∗), ce que nous faisons maintenant.
On choisit des Li-plongements ιi : B ⊆ Mi |= Ti (i = 1, 2), où les Mi sont

suffisamment saturés. Quitte à choisir un L0(B)-isomorphisme de acl0(ι1(B))
avec acl0(ι2(B)), on peut supposer que B = acl0(B). Si B n’est pas acl1-clos,
on choisit b′ dans M1 avec b′ ∈ acl1(B) \B (nous supposons que les ιi sont des
inclusions). On pose B′ := acl0(Bb′), et on fait de B′ un T ∀

2 -modèle (une L2-
extension de B) en exigeant que d2(b′/B) = 1. Pour cela, il suffit de choisir un
élément b′′ ∈M2 avec b′′ 6∈ acl2(B) ; l’application qui envoie b′ sur b′′ s’étend en
un L0(B)-isomorphisme B′ ≃ B′′ := acl0(Bb′′). En utilisant cette application,
on peut équiper B′ d’une L-structure telle que B′ |= T ∀

1 ∪ T ∀
2 . Tout uplet a de

B′ qui n’est pas entièrement contenu dans B, est interalgébrique (au sens de
L0) au-dessus de B avec b′, et donc δ(a/B) = δ(b′/B) = 0 + 1 − 1 = 0. On en
déduit que B ≤ B′.

Maintenant, on continue avec B′ au lieu de B. Posons B0 := B et B1 := B′.
Si B1 n’est pas acl1-clos, on choisit b′ ∈ acli(B1) \ B1, et comme avant on
trouve B1 ≤ B2 = acl0(B1b

′) |= T ∀
1 ∪ T ∀

2 . Ainsi, prenant la réunion pour les
ordinaux limites, on obtient une suite croissante (Bβ)β de modèles de T ∀

1 ∪ T ∀
2 ,

avec Bβ ⊆ acl1(B) pour tout β. Il est clair que cette châıne s’arrête, et il existe
donc α tel que Bα = acl1(Bα). Par transitivité et continuité de l’autosuffisance,
B = B0 ≤ Bα.
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Posons B1 := Bα. En échangeant les rôles de L1 et L2, on obtient, à l’aide
d’une deuxième châıne, une structure B1 ≤ B2 |= T ∀

1 ∪ T ∀
2 telle que B2 =

acl2(B1). On continue en alternant L1 et L2 et on obtient donc B ≤ B1 ≤ B2 ≤
. . . ≤ Bn ≤ . . . tels que B2m+1 = acl1(B2m) et B2m+2 = acl2(B2m+1) pour tout
m ∈ N. Soit L :=

⋃
n<ω B

n. Alors, par construction, on a L = 〈B〉 et B ≤ L,
c’est à dire L est contrôlée par B.

Construction d’un amalgame libre dans C̃

Définition 2.1.6. Soient K ⊆ L,M trois structures dans C̃ (nous continuons à
écrire des inclusions au lieu de plongements). On dit que N ∈ C̃ contenant L et
M est un amalgame libre de L et M au-dessus de K s’il satisfait aux conditions
suivantes :

(α) M |⌣
i

K
L, pour i = 0, 1, 2 et

(β) N est contrôlée par ML.

Par abus du langage, on écrit N = M ⊗K L si N est un amalgame libre de
M et L au-dessus de K, même si on n’a pas l’unicité de l’amalgame libre.

Lemme 2.1.7 (Existence d’un amalgame libre). Dans la classe C̃, les amal-
games libres existent.

Preuve. Soit K ⊆ L,M trois structures dans C̃. Notons d’abord que si A |⌣
i

B
C

pour un B = acli(B), alors acli(AB) ∩ acli(BC) = B, et donc A |⌣
0

B
C aussi,

car T0 est modulaire.
Pour i = 1, 2, on choisit une extension non-déviante pi(xI) de tpi(L/K) à

M . Par le paragraphe précédent, pi(xI) ↾ L0
ne dévie pas au-dessus de K au

sens de la théorie T0, et donc p1 ↾L0
= p2 ↾L0

, car tp0(L/K) est stationnaire (K
étant un modèle de T0 par 2.0.2).

Pour terminer, il suffit d’appliquer le Lemme 2.1.5 à p1 et p2 au-dessus de
M .

En fait, la preuve qu’on vient de donner montre un résultat plus fort :

Remarque 2.1.8. Soient K ⊆ L,M des structures dans C̃. On pose pi(xI) :=
tpi(L/K). Puis, pour i = 1, 2, soit p̃i une extension non-déviante de pi à M .
Alors, il y a un amalgame libre N = L⊗KM tel que, considérant L et M comme
sous-structures de N , on a tpi(L/M) = p̃i pour i = 1, 2.

Notation. Soit K une fusion, et B,A,C ⊆ K. Alors on pose A |⌣
d

B
C si

d(A0/B) = d(A0/BC) pour tout A0 ⊆ω A, et nous dirons que A et C sont
d-indépendants au-dessus de B.

Ici, nous utilisons d = dK , et nous devrions donc également noter quelque
part le fait que |⌣

d
dépend (a priori) de K. Cependant, si nous passons de K à

K ′ ≥ K, la signification de |⌣
d

ne change pas, par 2.1.3.

Lemme 2.1.9. Soient K1,K2 deux fusions qui sont fortement plongées dans
K. On pose K0 := K1 ∩K2 et L := 〈K1K2〉. Sont équivalents :
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(1) K1 |⌣
d

K0
K2

(2) L est isomorphe à un amalgame libre K1 ⊗K0 K2 et L est autosuffisant
dans K.

(3) K1 |⌣
i

K0
K2 (i = 1, 2) et K1K2 ≤ K.

Preuve. (2) ⇐⇒ (3) est facile (on utilise 2.1.4(2)). Pour montrer les autres
équivalences, on note d’abord que (1) et (3) sont des énoncés finitaires au-dessus
de K0, dans le sens qu’ils sont vrais si et seulement s’ils sont vrais pour toutes
fusions K ′

i finiment engendrées au-dessus de K0 telles que K0 ≤ K ′
i ≤ Ki. On

peut donc supposer que Ki/K0 est finiment engendrée pour i = 1, 2. Montrons
(3)⇒(1). Les hypothèses dans (3) donnent

d(K1/K2) = δ(K1/K2) = δ(K1/K0) = d(K1/K0),

d’où (1).

Quant à (1)⇒(2), par K1 |⌣
d

K0
K2, dans

d(K1/K2) ≤ δ(K1/K2) ≤ δ(K1/K0) = d(K1/K0), (2.1)

on a égalité partout (la première inégalité vient deK2 ≤ K, et la deuxième inéga-
lité suit de la sous-modularité). De gauche à droite, (2.1) signifie que K1K2 ≤ K

(car K2 ≤ K) et K1 |⌣
i

K0
K2 pour i = 1, 2 (puisque K1 |⌣

0

K0
K2 par modularité

de T0).

Lemme 2.1.10 (Lemme d’amalgamation asymétrique).
Soient K,L,M ∈ C̃0 avec K ≤ L et K ⊆ M . Alors, M est autosuffisant dans
tout amalgame libre N := L⊗K M , et N est dans C̃0.

Preuve. Par définition d’un amalgame libre, on a LM ≤ N . Afin de montrer
M ≤ N , il suffit donc de voir que M ≤ LM , c.à.d. δ(A/M) ≥ 0 pour tout
A ⊆ω acl0(LM). On se donne un tel ensemble A. Posons B := acl0(AM). Le
Fait 1.3.4 donne B = acl0((B ∩ L)M), et A est alors inter-L0-algébrique au-
dessus de M avec un certain A′ ⊆ω L. D’où δ(A/M) = δ(A′/M), ce dernier

étant égal à δ(A′/K), car M |⌣
i

K
L pour i ∈ {0, 1, 2}. Or, δ(A′/K) est non-

négatif par K ≤ L. Finalement, N ∈ C̃0, comme ∅ ≤M et M ≤ N .

On combine les Lemme 2.1.7 et 2.1.10 pour obtenir :

Corollaire 2.1.11. La classe (C̃0,≤) a la propriété d’amalgamation (AP).

Remarque 2.1.12. Si on remplace C̃0 par la classe des L-structures acl0-closes
M |= T ∀

1 ∪ T ∀
2 satisfaisant δ(a) ≥ 0 pour tout a ∈ M fini, on peut perdre la

propriété d’amalgamation. Il y a même de tels exemples avec T1 et T2 fortement
minimales triviales (cf. 3.0.1(1)).

Définition 2.1.13. On dit que M ∈ C̃0 est riche si pour tout k ≤ l dans C0, et
tout plongement fort k ≤M il existe un k-plongement fort de l dans M .
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La classe (C̃0,≤) a la propriété d’amalgamation, et par le Lemme 2.1.10,
on peut plonger deux fusions K,L fortement dans une même fusion M ssi on
peut établir un L-isomorphisme entre 〈∅〉K et 〈∅〉L. Donc, (C̃0,≤) n’est pas tou-
jours connexe, les composantes connexes étant données par les L-types d’iso-
morphisme de fusions ∅-engendrées.

Cela a pour conséquence que deux fusions riches dans C̃0 n’ont pas forcément
la même théorie élémentaire. Néanmoins, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.14. Dans chaque composante connexe de (C̃0,≤), il existe des
structures riches, et cela en cardinalité ≤ 2ℵ0 . Deux fusions riches sont L∞,ω-

équivalentes ssi elles se trouvent dans la même composante connexe de (C̃0,≤).

Preuve. La classe C0 contient au plus 2ℵ0 structures à L-isomorphisme près,
de même la classe C0(k0) := {k0 ≤ l | l ∈ C0} des L-structures dans C0 au-
dessus d’un certain k0 ∈ C0 (à k0-isomorphisme près). On obtient une fusion
riche contenant fortement une fusion M0 ∈ C̃0 en utilisant une construction à la
Fräıssé-Hrushovski, à l’aide d’une induction transfinie.

Pour M0 ∈ C̃0 de cardinalité au plus 2ℵ0 , on construit M0 ≤ M1 avec les
propriétés suivantes :

(1) M1 ∈ C̃0 et card(M1) ≤ 2ℵ0 ,

(2) Pour tout k ≤ l ∈ C0 et tout plongement fort ι : k
≤
→֒ M0 il existe un

k-plongement fort de l dans M1 étendant ι.

On énumère l’ensemble des problèmes d’amalgamation ι : k
≤
→֒ M0, k ∈ C0

et k ≤ l ∈ C0(k) qui apparaissent dans (2), via (ιβ , kβ ≤ lβ)β<α. Il est facile de
voir que α ≤ 2ℵ0 .

Pour obtenir M1, nous construisons une châıne (Nβ ,≤)β<α dans C̃0, avec
N0 := M0, card(Nβ) ≤ 2ℵ0 pour tout β et telle que (ιβ , kβ ≤ lβ)β<α est résolu
au niveau Nβ+1, c’est à dire on peut plonger fortement lβ dans Nβ+1 au-dessus

de ιβ : kβ
≤
→֒M0 ≤ Nβ .

Si λ < α est un ordinal limite, on pose Nλ :=
⋃
γ<λNγ , et pour β = γ+1 < α

il suffit de prendre un amalgame libre Nβ = Nγ ⊗kγ
lγ , par le Corollaire 2.1.11.

On pose M1 :=
⋃
β<αNβ .

Pour obtenir une fusion riche M (contenant fortement M0 et avec card(M) ≤
2ℵ0), il suffit de répéter cette construction en remplaçant M0 par M1. Ainsi, on
obtient une châıne (Mi,≤)i<ω. Montrons que M :=

⋃
i<ωMi est riche. Pour

cela, il suffit de noter que l’image de tout plongement fort ι d’un k ∈ C0 est
contenue dans l’un des Mi (car k est finiment engendrée), et tout problème
d’amalgamation au-dessus de ι est alors résolu dans Mi+1, et a fortiori dans M
aussi.

Le fait que deux structures riches de la même composante connexe sont
L∞,ω-équivalentes est vrai plus ou moins par définition de la richesse. Il suffit
de noter que si ki = clω(ki) ≤Mi (où Mi est riche pour i = 1, 2), f : k1

∼= k2 et
a1 ∈M1, alors k1 ≤ l1 := clM1

ω (k1a1) ∈ C0. Comme M2 est riche, on trouve donc
une copie l2 de l1 avec l2 ≤ M2, et telle qu’il existe un isomorphime f̃ : l1 ∼= l2
étendant f .
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Le lemme suivant est rassurant :

Lemme 2.1.15. Soit M une fusion riche. Alors M |= T1 ∪ T2.

Preuve. Par symétrie, il suffit de voir que M |= T1. Considérons M comme
sous-ensemble (acl1-clos) de M1 |= T1, et soit ϕ(x, y) une L1-formule et b ∈ M
tel que M1 |= ∃xϕ(x, b). Par le test de Tarski, il suffit de trouver a ∈ M avec
M1 |= ϕ(a, b) pour pouvoir conclure que M 4L1

M1.
Posons k := clMω (b), et choisissons p1(x) ∈ ST1(k) contenant ϕ(x, b). Si p1 est

réalisé dans k = acl1(k), on a rien à faire (car k ⊆ M). Sinon, nécessairement
SU(p1) = 1, et a fortiori p1 ↾ L0

est le type T0-générique au-dessus de k. On
choisit p2(x) ∈ ST2

(k) avec SU(p2) = 1 (par conséquent, p2 ↾ L0
est le type

générique, aussi).
On applique le Lemme 2.1.5 à (p1, p2) pour obtenir a′ |= p1 ∪ p2 avec ka′ ≤

〈ka′〉 =: l. Clairement, k ≤ acl0(ka′) ≤ l ∈ C0. Comme M est riche, on peut k-
plonger l (fortement) dans M . L’image a de a′ par ce plongement est la solution
de ϕ(x, b) cherchée.

2.2 Décomposition des extensions finiment en-

gendrées

Dans cette section, nous expliquons comment on peut décomposer des ex-
tensions autosuffisantes de structures dans C̃0 en des extensions “élémentaires”.

Nous travaillons à l’intérieur d’une fusion riche K∗. Les notions cl0, d etc.
seront par rapport à K∗.

Définition 2.2.1. Soit K ≤ L une extension dans C̃0, avec L ≤ K∗. On dit que
cette extension est

– finiment engendrée si L = 〈Ka〉 pour un uplet a fini,
– générique si L = 〈Ka〉 pour un singleton a avec d(a/K) = 1,
– parasite si elle est finiment engendrée et δ(L/K) = 0,
– primitive si elle est parasite, propre et il n’y a pas de K ′ ∈ C̃0 tel que
K $ K ′ $ L et K ′ ≤ L.

Lemme 2.2.2. Soient K ≤ K ′ ≤ K∗, et K ≤ L ≤ K∗ avec L/K primitive.
Alors ou bien L ⊆ K ′, ou bien L′ := 〈LK ′〉 est égale à un amalgame libre
K ′ ⊗K L (et L′ ≤ K∗).

Preuve. D’abord, L |⌣
d

L∩K′ K
′ suit de d(L/K) = 0 et K ⊆ K ′. Si L ∩K ′ ) K,

alors L ⊆ K ′, car L/K est primitive. Sinon, on conclut par le Lemme 2.1.9.

Techniquement, il est pratique de considérer un autre concept de primitivité
pour des extensions de sous-ensembles acl0-clos d’une fusion :

Définition 2.2.3. Soit B ⊆ A ⊆ K∗ ∈ C̃0. On dit que l’extension A/B est
première, si A et B sont acl0-clos, d0(A/B) est fini et ≥ 2, δ(A/B) = 0 et
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δ(A′/B) > 0 pour tout ensemble acl0-clos A′ avec B ( A′ ( A (en particulier
B ≤ A).

Le nombre d0(A/B) est appelé la longueur de l’extension.

Remarque. Notre définition exclut les “extensions premières de longueur 1”,
qui correspondraient aux extensions de la forme A := acl0(Bα), où α est dans
exactement un des acli(B), i = 1, 2.

Lemme 2.2.4. Soit A/B une extension première de longueur n (au sein de
K∗) et soit B ⊆ B′ ⊆ K∗ avec B′ acl0-clos. On pose A′ := acl0(AB′). Alors,
on a :

(1) Si B′ |⌣
i

B
A pour i = 1, 2, alors A′/B′ est première de longueur n. En

particulier, B′ |⌣
0

B
A.

(2) δ(A/B′) = δ(A′/B′) ≤ 0, et on a égalité ssi ou bien A ⊆ B′ ou bien A′/B′

est première (de longueur n).

(3) Si B′ = cl0(B′), alors A ⊆ B′ ou A′/B′ est première de longueur n.

Preuve. Pour tout singleton a ∈ A \B, on a d1(a/B) = d2(a/B) = 1, car A/B
est première et n ≥ 2 (par la définition d’une extension première). Donc, si

B′ |⌣
1

B
A, alors 1 = d1(a/B′) ≤ d0(a/B′), et on déduit que A ∩B′ = B. Enfin,

la modularité de T0 donne B′ |⌣
0

B
A. On termine la preuve de (1) en utilisant

le Fait 1.3.4.
Dans (2), δ(A′/B′) = δ(A/B′) ≤ δ(A/A ∩ B′) par sous-modularité. Par

définition d’une extension première, δ(A/A∩B′) est strictement négatif si A∩B′

est différent de A et de B. Sinon, c’est égal à 0. Donc, si on a l’égalité δ(A/B′) =

0, A ⊆ B′ ou A |⌣
0

B
B′ (par modularité de T0). Dans le deuxième cas, comme

d0(A/B′) = d0(A/B) = n et δ(A/B) = 0, on déduit que di(A/B
′) = di(A/B)

pour i = 1, 2 aussi, d’où B′ |⌣
i

B
A. Par (1), l’extension A′/B′ est première.

Réciproquement, si A ⊆ B′, alors trivialement δ(A/B′) = 0. De même, A′/B′

première implique δ(A′/B′) = 0.
Finalement, notons que dans (3), l’hypothèse entrâıne δ(A/B′) ≥ 0, et on

peut donc appliquer (2).

Maintenant, on introduit des filtrations de 〈·〉 qui seront utilisées dans plu-
sieurs preuves qui marchent par induction. Les opérateurs 〈·〉n1 , 〈·〉

n
2 et 〈·〉n

(n ∈ N) définissent des filtrations différentes.

Définition 2.2.5. Pour X ⊆ K∗ et n ∈ N, on définit 〈X〉n1 , 〈X〉n2 et 〈X〉n de
manière suivante. D’abord, on pose 〈X〉01 := 〈X〉02 := 〈X〉0 := acl0(X).

Inductivement, on définit 〈X〉m+1
i := acli(〈X〉m) pour i = 1, 2, et finalement

〈X〉m+1 := acl0(〈X〉m+1
1 ∪ 〈X〉m+1

2 ).

Notons que 〈X〉m+1
2 = acl2(〈X〉m1 ) et 〈X〉m+1

1 = acl1(〈X〉m2 ) pour tout
m ∈ N. Cela suit de l’identité acl2(acl1(X)) = acl2(acl0(acl1(X) acl2(X))), par
induction sur m et symétrie.

De plus, si X ≤ K∗, alors 〈X〉mi et 〈X〉m sont forts dans K∗ aussi (par 2.1.4).
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Lemme 2.2.6. Soient B ⊆ A,C des ensembles forts dans K∗. Supposons que
A |⌣

0

B
C et A |⌣

d

B
C. Alors on a :

(a) A |⌣
i

B
C pour i = 1, 2, et AC ≤ K∗.

(b) 〈A〉mi |⌣
j

〈B〉m
i

〈C〉mi et 〈A〉 |⌣
j

〈B〉
〈C〉, pour i = 1, 2, j = 0, 1, 2 et tout m ∈ N.

Preuve. L’argument dans la preuve de 2.1.9 pour montrer (1) ⇒ (3) donne

(a). Quant à (b), on a évidemment 〈A〉mi |⌣
d

〈B〉m
i

〈C〉mi pour tout choix de m

et i. Pour établir (b), par induction (sur m), symétrie, continuité et utilisant

(a), il suffit de montrer acl1(A) |⌣
0

acl1(B)
acl1(C). Or, acl1(A) |⌣

1

acl1(B)
acl1(C)

est une conséquence de A |⌣
1

B
C, et on en déduit acl1(A) |⌣

0

acl1(B)
acl1(C), par

modularité de T0.

Considérons une extension générique L/K avec L = 〈Kg〉 ≤ K∗. Supposons
que a ∈ L avec d(a/K) = 0. Alors, g 6∈ cl0(Ka), car d(g/K) = 1. L’hypothèse

cl0(Ka) |⌣
d

K
acl0(Kg) étant trivialement satisfaite, on déduit donc de 2.2.6(b)

que cl0(Ka) |⌣
0

K
L, et en particulier que a ∈ K. Cela montre

Corollaire 2.2.7. Soit L/K une extension générique et c ∈ L \ K. Alors,
d(c/K) = 1.

Lemme 2.2.8. Soit B ⊆ A ⊆ K∗, avec A/B première. Si A ⊆ clω(D) pour un
D ⊇ B, alors A ⊆ cl0(D).

Preuve. En utilisant le Lemme 2.2.4(3), on se ramène au cas où B = cl0(B) ⊆
D = cl0(D).

Soit m minimal tel que A ⊆ 〈D〉mi pour un i. On peut supposer que c’est
le cas pour i = 1. Si m ≥ 1, le Lemme 2.2.4 oblige A′/B′ à être première, où
B′ := 〈D〉m−1

2 et A′ := acl0(AB′), comme B′ = cl0(B′). Aucun a ∈ A′ \B′ n’est
Li-algébrique au-dessus de B′, pour i = 1 ou 2, car A′/B′ est première. Cela
contredit le fait que 〈D〉m1 = acl1(B′). Donc, nécessairement m = 0.

Proposition 2.2.9. Pour toute extension parasite K ≤ L dans C̃0 on a :

(1) Il y a une décomposition finie K = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kn = L telle que
Ki+1/Ki est une extension primitive pour tout i.

(2) Pour toute autre décomposition K = K ′
0 ≤ K ′

1 ≤ . . . ≤ K ′
n′ = L en

extensions primitives on a n = n′.

Preuve. On peut supposer que L ≤ K∗. Pour montrer l’existence (1), on choisit
d’abord un uplet fini a contrôlant L au-dessus de K. Puis, on choisit K ⊆ A1 ⊆
acl0(Ka) minimal avec K ( A1 et A1 = cl0(A1). Comme d0(a/K) est fini, un
tel A1 existe toujours (si K 6= L). Par minimalité, A1/K est première. Posons
K1 := 〈A1〉.

Lemme 2.2.10. Soit K ≤ A1 ≤ K∗ avec K ∈ C̃0 et A1/K première. Alors,
〈A1〉/K est une extension primitive.
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Preuve du lemme. Soit K1 := 〈A1〉. On doit montrer que clω(Kα) = K1 pour
tout α ∈ K1 \ K. Comme A1/K est une extension première, cela est évident
pour α ∈ A1, car on a alors cl0(Kα) = A1. Supposons que A1 ⊆ A2 = cl0(A2) et
clω(Kα′) = K1 pour tout α′ ∈ A2 \K. Soit α ∈ acli(A2) \A2. Alors, cl0(Kα) ⊆
acl0(A2α) = cl0(A2α). Or, puisque T0 est modulaire,

d0(A2/K) + 1 = d0(A2α/K)

= d0(A2/K) + d0(cl0(Kα)/K) − d0(cl0(Kα) ∩A2/K).

Comme 0 = d(α/K) < δ(α/K) = 1, on a d0(cl0(Kα)/K) ≥ 2. En combinant
les deux, on voit qu’il existe α′ ∈ cl0(Kα)∩ (A2 \K). Donc, clω(Kα) = K1, car
clω(Kα′) = K1 par hypothèse. Tout élément α de K1 peut être atteint en ajou-
tant un nombre fini d’éléments α1, . . . , αm = α avec αj+1 ∈ acli(A1α1 . . . αj),
et on termine donc la preuve par induction.

Continuation de la preuve de la Proposition 2.2.9. On vérifie sans difficulté que
L est contrôlée par a au-dessus de K1. La Proposition 2.2.9(1) s’obtient donc
par induction sur d0(a/K), comme d0(a/K1) < d0(a/K).

Nous pourrions donner une preuve directe pour (2), mais nous préférons la
reporter à la Section 2.4, car on disposera alors d’un argument plus élégant.

Corollaire 2.2.11 (Lemme de décomposition). Soit K ≤ L une extension
finiment engendrée (avec L ≤ K∗) telle que d(L/K) = d. Alors, il y a une
décomposition K = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Kd+n = L, où Ki/Ki−1 est générique
pour i ≤ d et primitive pour i > d.

Preuve. On choisit d’abord une d-base a1, . . . , ad de L au-dessus de K, et on
pose Ki := 〈Ki−1ai〉. Comme Kd ≤ L est parasite, on conclut par la Proposition
2.2.9.

On finit la section avec quelques lemmes supplémentaires.

Lemme 2.2.12. Soit k une fusion fortement plongée dans une fusion finiment
engendrée. Alors, k est finiment engendrée aussi.

Plus généralement, si K ≤ L′ ≤ L ∈ C̃0 avec L/K finiment engendrée, alors
L′/K est finiment engendrée aussi.

Preuve. Soit k ≤ l avec l finiment engendrée. En particulier, d(k) ≤ d(l), et ces
deux dimensions sont finies. On choisit B = cl0(B) ⊆ω k fini avec d(k/B) = 0.
Puis, comme l est finiment engendrée, on peut choisir B ⊆ A = cl0(A) ⊆ω l tel
que A contrôle l.

Posons B′ := A∩k. Alors, A |⌣
0

B′ k par construction, de même A |⌣
d

B′ k, car

d(k/B) = 0 et B ⊆ B′. Il suffit d’appliquer 2.2.6(b) pour obtenir 〈A〉 |⌣
0

〈B′〉
〈k〉,

en d’autres termes l |⌣
0

〈B′〉
k. Donc, k = 〈B′〉 est finiment engendrée.

La preuve concernant K ≤ L′ ≤ L est similaire.
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Lemme 2.2.13. Soit K une fusion, K ⊆ A,B ⊆ K∗. On suppose que A =
cl0(A), B = cl0(B), δ(B/A) = 0 et [acl1(B)∪acl2(B)]∩A = K. Alors 〈B〉∩A =
K.

Preuve. Posons B′ := acl1(B). Par symétrie, raisonnant par induction, il suffit

de montrer que acl2(B′)∩A = K. On a B′ |⌣
0

K
A par hypothèse, donc B′ |⌣

0

B
A.

Comme A est fort et δ(B/A) = 0, nécessairement AB ≤ K∗, aussi. Cela donne

δ(B′
0/AB) = δ(B′

0/B) = 0 pour tout B′
0 ⊆ω B

′, et alors B′ |⌣
2

B
A. On en déduit

que acl2(B′) ∩A ⊆ acl2(B) ∩A = K.

Lemme 2.2.14. Soit L/K une extension primitive. Alors, il y a un unique
ensemble minimal A = cl0(A) ⊃ K contrôlant L/K. L’extension A/K est pre-
mière, et on appelle longueur de L/K la longueur de A/K.

Preuve. Notons que si K ⊆ A′, alors L est contrôlé par A′ si et seulement si
A′ ) K et δ(A′/K) = 0, par primitivité de L/K (en particulier, d0(A′/K) ≥ 2
pour un tel A′, puisque K = acli(K) pour i = 1, 2). On considère A = cl0(A) et
B = cl0(B), où K ⊆ A,B sont tels que et A et B contrôlent L. Supposons que
A est minimal pour cette propriété. On applique le Lemme 2.2.13 pour trouver
un élément b ∈ acli(B) ∩ A, b 6∈ K (pour i = 1 ou i = 2). Puisque A = cl0(Kb)
par minimalité de A, on en déduit que A ⊆ acl0(Bb) = cl0(Bb). Comme T0

est modulaire, et par le fait que d0(A/K) et d0(B/K) valent au moins 2, on a
A ∩B ) K, d’où A ⊆ B par minimalité de A.

2.3 Axiomatisation

Soit Tω la L-théorie (en général incomplète) des fusions riches, toujours par
rapport à un contexte de fusion (T0, T1, T2) donné au début du Chapitre 2.
Dans cette section, nous étudions des questions de définissabilité et d’uniformité
concernant l’autosuffisance et les autres notions jusqu’alors introduites. Nous
verrons que le fait d’être riche est significatif modèle-théoriquement, puisque
tout modèle ℵ1-saturé de Tω est riche et, réciproquement, toute fusion riche
est un modèle ω-saturé de Tω. Cela est le contenu du Théorème 2.3.14. En
particulier, on en déduit une description des complétions de Tω et des L-types.

On rappelle le Fait 1.1.7, à savoir que le rang SU est définissable dans toute
théorie simple de rang SU égal à 1.

Définition 2.3.1. Soit T une théorie simple de rang SU égal à 1 et soit p =
tp(a/B) ∈ S(B) un type donné, a = (a0, . . . , an−1). Pour I, J ⊆ n on pose
kI/J := SU(aI/aJB).

Soit ϕ(x, z) une formule telle que ϕ(x, b) soit dans p. On dit que ϕ(x, z) est
rang-complète par rapport à p si les conditions suivantes sont satisfaites :

– Si ϕ(x, b
′
) 6= ∅, alors SU(ϕ(x, b

′
)) = SU(a/B).

– |= ϕ(a′, b
′
) implique SU(a′I/a

′
Jb

′
) ≤ kI/J pour tout I, J ⊆ n.

Notons que si |= ϕ(a′, b
′
) et SU(a′/b

′
) = SU(a/b), alors SU(a′I/a

′
Jb

′
) = kI/J

pour tout I, J ⊆ n.
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La formule ϕ(x, z) est dite rang-complète s’il existe b et un type p tel que
ϕ(x, b) soit rang-complète par rapport à p.

La preuve du lemme suivant est facile, et nous l’omettons.

Lemme 2.3.2. Soit T une théorie simple de rang SU égal à 1 et p = tp(a/B) ∈
S(B) un type donné. Alors, p contient une formule ϕ(x, b) telle que ϕ(x, z) soit
rang-complète par rapport à p. Plus précisément, ces formules sont cofinales
dans p.

Notons que, par définition, si ϕ(x, b) est rang-complète par rapport à p ∈
S(b), alors p est générique dans ϕ(x, b).

Lemme 2.3.3. Soit a/b une extension première et ϕ0(x, z) une L0-formule iso-
lant tp0(a, b). Puis, pour i = 1, 2, soient ϕi(x, z) des Li-formules rang-complètes
telles que tpi(a/b) soit générique dans ϕi(x, b).

Alors, pour tout a′, b
′
∈ K ′ ∈ C̃0 avec K ′ |=

∧2
i=0 ϕi(a

′, b
′
) on a

– ou bien a′ ∈ clK
′

0 (b
′
),

– ou bien a′/b
′
est une extension première. (Dans ce cas, a′ est générique

dans ϕi(x, b
′
) pour i = 1 et i = 2.)

En particulier, pour tout ensemble B̃′ ⊇ b
′
on a δ(a′/B̃′) ≤ 0.

Preuve. Comme a/b est première et les ϕi sont rang-complètes, pour tout b
′
(

a′1 ( a′ on a δ(a′/a′1) < 0. On rappelle que b
′
, ayant le même L0-type que b,

énumère un ensemble acl0-clos (c’est pareil pour a′).

Donc, si a′ ∩ cl0(b
′
) ) b

′
, alors a′ ⊆ cl0(b

′
). Par contre, si a′ ∩ cl0(b

′
) = b

′
,

alors b
′

= clK
′

0 (b
′
) ∩ a′ ≤ a′ par 2.1.1(1), et donc nécessairement δ(a′/b

′
) = 0.

On en déduit que a′/b
′

est une extension première et l’uplet a′ est Li-générique

dans ϕi(x, b
′
) pour i = 1, 2 (on fait un δ-calcul).

La dernière partie suit directement du Lemme 2.2.4(2).

Définition 2.3.4. Soit τ(x) = ∃yϕ(x, y) une L-formule existentielle (avec ϕ
sans quanteurs). On dit que τ est à quantification bornée , si K |= ϕ(a, b)
implique b ∈ clKω (a) pour tout a, b ∈ K ∈ C̃0.

Lemme 2.3.5. Soit B ⊆ K ∈ C̃0, et soient α0 ∈ clK0 (B), αω ∈ clKω (B) et
αd ∈ clKd (B).

(1) Il existe b ∈ B et a ∈ clK0 (B) (a contenant bα0) et une L-formule sans
quanteurs ϕ(x, y) avec |= ϕ(a, b) telle que pour toute fusion K ′ et tout

b
′
, a′ ∈ K ′, si |= ϕ(a′, b

′
), alors a′ ∈ clK

′

0 (b
′
) et δ(a′/b

′
) ≤ δ(a/b).

(2) Même énoncé que dans (1), en remplaçant α0 par αω et cl0 par clω.

(3) Il existe b ∈ B, a ∈ clKω (bαd) (contenant bαd) et une L-formule sans

quanteurs ϕ(x, xd, y) avec K |= ϕ(a, αd, b) telle que pour tout b
′
, α′

d, a
′ ∈

K ′ avec K ′ |= ϕ(a′, α′
d, b

′
) on a a′ ∈ clK

′

d (b
′
) ∩ clK

′

ω (b
′
α′

d).

Soit maintenant e un entier ≥ 0, B ⊆ K et α ∈ K. Alors :
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(4) Si dK(α/B) ≤ e, il existe b ∈ B et une L-formule existentielle à quanti-

fication bornée τd(x, y) telle que K |= τd(α, b) et si K ′ |= τd(α′, b
′
) pour

α′ ∈ K ′ ∈ C̃0 et b
′
∈ K ′, alors dK′(α′/b

′
) ≤ e.

Preuve. Dans la preuve, on peut supposer que B = acl0(B).
(1) Comme clK0 (B) est la réunion des clK0 (B0) pour B0 ⊆ω B, il existe

b ∈ B énumérant un ensemble acl0-clos tel que α0 ∈ clK0 (b). On considère
une énumération (finie) a de clK0 (b), et on choisit, pour i = 1, 2, une formule
ϕi(x, z) rang-complète par rapport à tpi(a/b) (en particulier, |= ϕi(a, b)). On
les choisit telles que ϕi(x, y) ⊢ tp0(a, b) ce qui est possible par le Lemme 2.3.2.
Soient kiI/J les entiers associés à ϕi et I, J ⊆ n (avec les notations de 2.3.1, où

x = (x0, . . . , xn−1)). On pose ϕ(x, y) := ϕ1(x, y) ∧ ϕ2(x, y).

Maintenant, soient a′, b
′
∈ K ′ tels que |= ϕ(a′, b

′
). Prenons I ⊆ n avec

a′ 6∈ acl0(a′Ib
′
). Comme aIb 6≤ a — on rappelle que a énumère clK0 (b) — on a

0 > δ(a/aIb) = k1
n/I + k2

n/I − d0(a/aIb). Or, d0(a′/a′Ib
′
) = d0(a/aIb) (ils ont

le même L0-type) et di(a
′/a′Ib

′
) ≤ ki

n/I pour i = 1, 2, car ϕi est rang-complète.

Cela donne δ(a′/a′Ib
′
) < 0. On a donc a′ ∈ clK

′

0 (b
′
), par sous-modularité, et (1)

est montré.
Quant à (2), il suffit d’expliciter une cascade d’algébricités au sens de L1 et

de L2 dans l’uplet a en question (on utilise (1) et le fait que clω(X) = 〈cl0(X)〉).
C’est facile et on omet les détails.

Montrons (3). On décompose l’extension parasite k = clKω (B) ≤ clKω (Bαd) =
l en primitives (k = l0 ≤ l1 ≤ . . . ≤ ln = l). On se sert constamment de (2)
pour pouvoir utiliser explicitement des éléments se trouvant dans la clôture
autosuffisante clω.

Traitons le cas n = 1, où l/k est une extension primitive. (Si n > 1, on
raisonne par induction.) Soit k ≤ A ≤ l comme dans le Lemme 2.2.14, c.à.d.
A/k est une extension première, A contrôlant l. On choisit une L0-base a1 de
A/k, puis on choisit b̃ = acl0(b̃) ⊆ k et b ∈ B avec les propriétés suivantes :

(i) a1 |⌣
i

b̃
k pour tout i,

(ii) αd ∈ clω(b̃a1).

(iii) b̃ ∈ clω(b).

Alors, posant ã := acl0(b̃a1), on voit facilement que ã/b̃ est une extension
première. Soit a := ãαd. On utilise (2) pour pouvoir se servir de b̃ et pour
expliciter toutes les autres clω-dépendances, et le Lemme 2.3.3 garantit qu’on
peut trouver une formule ϕ(x, z) comme requise.

Finalement, sous les hypothèses de (4), on choisit un sous-uplet (αi1 , . . . , αie)
de α de manière que α ∈ cld(Bαi1 , . . . , αie). Puis, on applique (3) à l’ensemble
Bαi1 , . . . , αie et l’uplet α.

Lemme 2.3.6 (Définissabilité de l’autosuffisance). Il existe un L-type partiel
et universel Π(y0, . . . , yn−1) tel que pour toute fusion K ∈ C̃0 et tout uplet
b = (b0, . . . , bn−1) ∈ K on ait K |= Π(b) si et seulement si b ≤ K.
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Preuve. Soit b ∈ K avec b 6≤ K, et supposons que a énumère clK0 (b). Par (la
preuve de) 2.3.5(1), il existe une L-formule sans quanteurs ϕ(x, y) satisfaite par

(a, b) telle que pour tout a′, b
′
∈ K ′ avec |= ϕ(a′, b

′
) on a δ(a′/b

′
) ≤ δ(a/b) < 0.

En particulier, si K ′ |= ∃xϕ(x, b
′
), alors b

′
6≤ K ′.

Il suffit de mettre dans Π(y) toutes les formules de la forme ∀x¬ϕ(x, y), où
ϕ(x, y) est comme ci-dessus.

Définition 2.3.7. Soit k, l ∈ C0 avec k ≤ l. On suppose qu’il y a des ensembles
finis et acl0-clos B ≤ A tels que B contrôle k et A contrôle l. On demande que
A |⌣

i

B
k pour i = 0, 1, 2. Une telle paire A/B est appelée paire de contrôle pour

l’extension k ≤ l. Si d(A/B) = e = d(l/k), on dit que A/B est une paire de
contrôle de dimension e.

Remarque 2.3.8. Si A/B est une paire de contrôle (pour une extension l/k),
alors B est relativement acli-clos dans A pour i = 0, 1, 2.

Preuve. On a A ∩ acli(B) ⊆ A ∩ k = B, comme B = acl0(B) et A |⌣
0

B
k.

Lemme 2.3.9. Soit k ≤ l une extension dans C0 et Λ ⊆ω l. Alors, il existe une
paire de contrôle A/B pour l/k avec Λ ⊆ A.

Preuve. Comme l est finiment engendrée, quitte à agrandir Λ, on peut suppo-
ser que 〈Λ〉 = l. Posons A1 := cl0(kΛ), et choisissons Λ ⊆ A0 ⊆ω A1 avec
acl0(A0k) = A1. Puis, on choisit B = cl0(B) ⊆ω k contrôlant k et satisfaisant

A0 |⌣
i

B
k pour i = 0, 1, 2. Finalement, on pose A := acl0(BA0). On vérifie que

A/B est une paire de contrôle pour l/k.

Pour pouvoir axiomatiser la théorie Tω, il nous faudra étudier des familles
de paires de contrôle. Considérons B ≤ A, une paire de contrôle pour k ≤ l.
On énumère B avec b et A \B avec a, et on pose b0 := Cb(tp0(a/k)), où Cb(·)

dénote la base canonique d’un type. Comme a |⌣
0

b
k, b0 ∈ acleq0 (b). Par ailleurs,

b0 ∈ dcleq0 (k). Soit ψ0(x, z, z0) une L0-formule isolant tp0(a, b, b0).

Par définissabilité du rang SU dans Ti, il existe des Li-formules ψi(x, z, z0)
pour i = 1, 2, satisfaisant :

PC(i) |= ψ1(a, b, b0) ∧ ψ2(a, b, b0).
PC(ii) Ti ⊢ ψi → ψ0 pour i = 1, 2.
PC(iii) La formule ϕi(x, z) := ∃z0ψi(x, z, z0) est une formule rang-complète

par rapport à tpi(a/b) pour i = 1, 2.

PC(iv) Pour tout b
′
, b

′

0, et i = 1, 2, SU(ψi(x, b
′
, b

′

0)) = SU(ϕi(x, b
′
)).

Définition 2.3.10. Soit Ψ := (ψ1, ψ2) une paire de formules. On dit que Ψ est
une famille de paires de contrôle (de dimension e) s’il existe une paire de contrôle
A/B de dimension e (pour une extension l/k dans C0), telle que Ψ satisfasse
aux conditions PC(i-iv) données ci-dessus. Gardant les mêmes notations, pour
une telle famille, on pose θΨ(z, z0) := ∃xψ1(x, z, z0) ∧ ∃xψ2(x, z, z0).
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Lemme 2.3.11. Soit k ≤ l ∈ C0. Alors qftpL(l/k) est impliqué par l’ensemble
des ψ1(x, b, b0) ∧ ψ2(x, b, b0), où Ψ = (ψ1, ψ2) est une famille de paires de
contrôle, a ∈ l, b ∈ k, b0 ∈ dcleq0 (k) ∩ acleq0 (b) et ab/b une paire de contrôle
de l/k avec |= ψ1(a, b, b0) ∧ ψ2(a, b, b0).

Preuve. C’est essentiellement le Lemme 2.3.9, combiné avec le fait que les for-
mules rang-complètes sont cofinales dans tpi(a/b) pour i = 1, 2.

Lemme 2.3.12. Soit Ψ = (ψ1(x, z, z0), ψ2(x, z, z0)) une famille de paires de

contrôle de dimension e, et soit b
′
∈ k′ ∈ C0, b

′

0 ∈ dcleq0 (k′), b
′
contrôlant k′,

tels que |= θΨ(b
′
, b

′

0). Alors :

(1) Soit k′ ⊆ L ∈ C̃0 et a′ ∈ L une solution générique de ψi(x, b
′
, b

′

0) au-dessus
de k′ pour i = 1 et i = 2. Supposons de plus que k′a′ ≤ 〈k′a′〉 =: l′ ⊆ L.

Alors, a′b
′
/b

′
est une paire de contrôle pour k′ ≤ l′, de dimension e.

(2) Des extensions L de k′ contenant des uplets a′ comme dans (1) existent.

Preuve. Pour (1), notons que b
′
≤ a′b

′
suit de PC(iii) et PC(iv). Comme

a′ |⌣
i

b
′ k′ et a′ |⌣

0

b
′ acli(b

′
) pour i = 1, 2, on a a′ |⌣

i

b
′ k′ pour i = 0, 1, 2. Le

Fait 1.3.4 nous donne que k′ ≤ A′
k′ := acl0(A′k′) (on raisonne comme dans la

preuve du Lemme 2.1.7), et donc a′b
′
/b

′
est une paire de contrôle pour k′ ≤ l′

(de dimension e).
Pour montrer (2), il suffit d’appliquer le Lemme 2.1.5 à (p1, p2), où pi est un

Li-type générique dans ψi(x, b
′
, b

′

0) au dessus de k′. La condition PC(ii) entrâıne

que p1 ↾L0
= p2 ↾L0

, car b
′

0 = Cb0(pi ↾L0
) pour i = 1, 2 et pi ↾L0

ne L0-dévie pas

au-dessus de b
′
..

Lemme 2.3.13. Soit Ψ = (ψ1(x, z, z0), ψ2(x, z, z0)) une famille de paires de
contrôle (de dimension e), et soient b ⊆ b̃ = cl0(b̃) ≤ K ∈ C̃0, b0 ∈ dcleq0 (〈b〉)
tels que |= θΨ(b, b0). Alors il existe Ψ̃ = (ψ̃1(x̃, z̃, z̃0), ψ̃2(x̃, z̃, z̃0)), une famille
de paires de contrôle (de dimension e), avec x̃ ⊇ x, z̃ ⊇ z et z̃0 ⊇ z0, telle que
|= ψ̃i → ψi pour i = 1, 2 et θψ̃(b̃, b̃0) pour un b0 ⊆ b̃0 ∈ dcleq0 (〈b̃〉).

Preuve. Pour i = 1, 2, soient pi des Li-types génériques dans ψi(x, b, b0) au-
dessus de k := 〈b̃〉. Comme b0 ∈ dcleq0 (k), cela a un sens. Supposons que ai |= pi.

Comme dans la preuve de 2.3.12, on montre que ai |⌣
0

b
k et p1 ↾L0

= p2 ↾L0
, et

enfin qu’une application de 2.1.5 à (p1, p2) fournit une extension k ≤ l, avec l
contrôlée par une solution a de p1∪p2 au-dessus de k. Soit ã := acl0(b̃a)\b̃. Alors
ãb̃/b̃ est une paire de contrôle de l/k. Par le Lemme 2.3.11, il existe une famille
de paires de contrôle Ψ̃ = (ψ̃1(x̃, z̃, z̃0), (ψ̃2(x̃, z̃, z̃0)) et b̃0 = Cb0(ã/b̃) ⊇ b0 tel
que |= ψ̃1(ã, b̃, b̃0) ∧ ψ̃2(ã, b̃, b̃0) et |= ψ̃i(x̃, b̃, b̃0) → ψi(x, b, b0) pour i = 1, 2.
Quitte à rétrécir les ψ̃i, on peut supposer que |= ψ̃i(x̃, z̃, z̃0) → ψi(x, z, z0) pour
i = 1, 2.

Maintenant, on considère la L-théorie T ′
ω := T ′

ω(1, 2, 3) donnée par les trois
schémas d’axiomes :
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T ′
ω(1) : Th(C̃0)

T ′
ω(2) : T1 ∪ T2

T ′
ω(3) : Soit Ψ = (ψ1, ψ2) une famille de paires de contrôle de dimension e. Puis,

soit τ(x, z) une formule existentielle à quantification bornée, telle que K |=
τ(a, b) implique d(a/b) < e. Pour Ψ et τ , on met l’axiome

∀zz0∃x[θΨ(z, z0) → ψ1(x, z, z0) ∧ ψ2(x, z, z0) ∧ ¬τ(x, z)].

Théorème 2.3.14. Les théories T ′
ω et Tω cöıncident. Tout modèle ℵ1-saturé

de T ′
ω est une fusion riche. Réciproquement, toute fusion riche est un modèle

ℵ0-saturé de T ′
ω.

Preuve. Soit K une fusion riche. On montre d’abord que K |= T ′
ω. Il est clair que

K |= T ′
ω(1), et le Lemme 2.1.15 donne K |= T ′

ω(2). Quant au schéma d’axiomes
T ′
ω(3), supposons que Ψ = (ψ1, ψ2) est une famille de paires de contrôle (de

dimension e), et b, b0 ∈ K avec |= θΨ(b, b0). Puis, soit τ(x, z) une formule comme
dans le schéma (3). Quitte à appliquer le Lemme 2.3.13, on peut supposer que
b ≤ 〈b〉 =: k ≤ K. On trouve, par le Lemme 2.3.12, k ≤ l ∈ C0 et a ∈ l tel que
ab/b soit une paire de contrôle (de dimension e) pour l/k et tel que a satisfasse
ψ1(x, b, b0) ∧ ψ2(x, b, b0). Comme K est riche, on peut k-plonger l fortement
dans K. Identifiant a avec son image dans K par un tel plongement, on obtient
K |= ψi(a, b, b0) pour i = 1, 2. Or, on a aussi K |= ¬τ(a, b), car d(a/b) = e. En
particulier, l’axiome correspondant à Ψ et τ dans T ′

ω(3) est satisfait par K. En
particulier, on a montré la consistance de T ′

ω, car les fusions riches existent.
Ensuite, nous montrons que tout modèle ℵ1-saturé de T ′

ω est riche. Une fois
que cela est établi, la proposition entière est prouvée, i.e. toute fusion riche est
modèle ω-saturé de T ′

ω (puisque la L∞,ω-équivalence avec un modèle ω-saturé
entrâıne l’ω-saturation) et T ′

ω = Tω (puisque toute structure a des extensions
é lémentaires ℵ1-saturées et deux théories ayant les mêmes modèles κ-saturés
pour un certain κ sont équivalentes).

On considère K |= T ′
ω, où K est ℵ1-saturé, et k ≤ K une fusion finiment

engendrée. Pour tout k ≤ l ∈ C0 (on suppose que d(l/k) = e), on doit trouver
un k-plongement fort de l dans K.

En utilisant le Lemme 2.3.5.(4), on voit que l’on peut approximer “d(x/z) ≥
e” par des formules de la forme ¬τ(x, z), où τ(x, z) est une formule existentielle
à quantification bornée forçant d(x/z) < e. On note que l’ensemble de tels τ
est clos par disjonction. Combiné avec 2.3.11, cela montre que les axiomes dans
T ′
ω(3) approximent bien une réalisation de qftpL(l/k) qui est autosuffisante. Par

ℵ1-saturation de K, on peut donc k-plonger fortement l dans K.

D’un point de vue esthétique, le Théorème 2.3.14 n’est pas satisfaisante, car
elle ne caractérise pas les fusions riches par une propriété modèle-théorique. Si
l’on exigeait, dans la définition d’une fusion riche, que tout problème d’amal-
gamation soit résolu pour tout k ≤ l ∈ C̃0 dénombrable, les fusions riches cor-
respondraient exactement aux modèles ℵ1-saturés de Tω. Cependant, à l’aide
d’une notion adaptée de saturation, on peut aussi se contenter de la définition
de “riche” que nous avons donnée.
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On dira qu’une structure M est ℵǫ-saturée si pour tout b ⊆ω M , tout type
au-dessus de acl(b) est réalisé dans M . On remarque que d’habitude, dans la
définition de la ℵǫ-saturation, la clôture algébrique est prise dans Meq, mais
nous la prenons uniquement dans les réels, et cela dans l’ensemble de la thèse.
A posteriori, en utilisant le Corollaire 2.3.25, on pourra caractériser les fusions
riches de la façon suivante :

Remarque 2.3.15. Les fusions riches dans C̃0 sont exactement les modèles
ℵǫ-saturés de Tω.

En modifiant la preuve du Théorème 2.3.14 et en utilisant le Lemme de
décomposition 2.2.11, on obtient :

Remarque 2.3.16. Dans l’axiomatisation de T ′
ω, on peut se restreindre aux

familles de paires de contrôle donnant lieu à des extensions primitives ou à des
extensions génériques.

Il y a un cadre où l’on peut se dispenser des extensions génériques :

Définition 2.3.17. Soit T0 ⊆ T1 une expansion satisfaisant à nos hypothèses
générales. On dit que l’expansion T0 ⊆ T1 renforce la prégéométrie si pour tout
A ⊆M |= T1 et tout élément a avec d1(a/A) = 1 on a acl1(Aa) ) acl0(Aa).

Notation. Pour B ⊆ A, on pose B ≤n A si et seulement si δ(A′/B) ≥ 0 pour
tout ensemble A′ avec B ⊆ A′ ⊆ A et d0(A′/B) ≤ n.

Lemme 2.3.18. Supposons que le contexte de fusion (T0, T1, T2) est tel que
les deux expansions T0 ⊆ T1 et T0 ⊆ T2 renforcent la prégéométrie. Alors, toute
extension générique de fusions peut être approximée par des extensions parasites.

Plus précisément, soit K ≤ L ∈ C̃0 une extension générique et a ∈ L avec
δ(a/K) = d(a/K) = 1. Alors, pour tout n ∈ N il existe une extension parasite
L′/K et a′ ∈ L′ avec qftpL(a′/K) = qftpL(a/K) et Ka′ ≤n L

′.

Preuve. Soit donc K ≤ L = 〈Ka〉 une extension générique (avec L ≤ K∗ pour
K∗ riche). Observons d’abord que pour a′ ∈ K∗ \ K on a d(a′/K) = 1 si et
seulement si Ka′ ≤n K

∗ pour tout n, c’est à dire a′ satisfait à tous les types
partiels suivants :

∀y1 . . . ynδ(xy/K) ≥ 1.

Rappelons que les Li ne contiennent pas de symboles de fonctions. Il suf-
fit alors de trouver des singletons an ∈ K∗ satisfaisant qftpL(〈Kan〉

n/K) =
qftpL(〈Ka〉n/K) et d0(cl0(Kan)/K) ≥ n. On va construire une extension para-
site K ≤ Ln = clω(Kan) avec an comme requis.

Nous renvoyons à 2.2.5 pour la définition de 〈·〉n. Pour construire Ln, on
considère d’abord A′

n := 〈Ka〉n. Par induction sur n, en utilisant l’hypothèse
que les expansions T0 ⊆ Ti renforcent la prégéométrie et que d(a/K) = 1, on
voit que A′

n n’est pas acli-clos, pour i = 1, 2. On peut donc choisir (dans L) des
éléments ci ∈ acli(A

′
n) \A′

n. Maintenant, on applique le Lemme 2.1.5 aux types
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pi := tpi(acl0(A′
nci)/K) au-dessus de K, et on obtient une extension Ln/K qui

est contrôlée au-dessus de K par une réalisation de p1∪p2. On vérifie sans peine
que Ln/K est parasite. Soit an ∈ Ln l’élément qui correspond à a dans L. Alors,
An := cl0(Kan) ⊆ 〈Kan〉

n+1 et An * 〈Kan〉
n (par construction).

A fortiori, d0(cl0(An)/K) ≥ n + 1, car si An ∩ 〈Kan〉
m = An ∩ 〈Kan〉

m+1

pour un m, il s’en suit que An ⊆ 〈Kan〉
m (par 2.2.13).

Combinant ce résultat avec le Lemme de décomposition, on obtient le corol-
laire suivant.

Corollaire 2.3.19. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion, où T0 ⊆ Ti renforce
la prégéométrie, pour i = 1, 2. Alors, dans l’axiomatisation de Tω, le schéma
(3) prend la forme

∀zz0∃x[θΨ(z, z0) → ψ1(x, z, z0) ∧ ψ2(x, z, z0)],

où Ψ parcourt les familles de paires de contrôles donnant lieu à des extensions
primitives.

Exemples 2.3.20. (1) Soit T0 = EVFp
la théorie d’un espace vectoriel infini

sur Fp, et soit T1 une complétion de la théorie des corps pseudo-finis de
caractéristique p. La théorie T1 est une expansion de T0 (le L0-réduit est
donné par le groupe additif du corps). Alors, T0 ⊆ T1 renforce la prégéo-
métrie. Cela est aussi vrai, si T0 est la théorie d’un ensemble infini sans
structure et T1 une théorie complète de corps pseudofinis (de caractéris-
tique arbitraire).

(2) Soit T0 la théorie d’un ensemble infini sans structure, et soit T1 le graphe
aléatoire (où une expansion d’une théorie fortement minimale T0 qu’on
peut obtenir en ajoutant un prédicat aléatoire à la Chatzidakis-Pillay
[CP98]. On a acl1(A) = A = acl0(A), et donc l’expansion T1 ⊇ T0 ne
renforce pas la prégéométrie.

(3) Soit T0 = EVFq
, et T1 la théorie d’un espace vectoriel infini sur Fq avec

une forme bilinéaire générique β(·, ·). Alors, T0 ⊆ T1 ne renforce pas la
prégéométrie, car dans cet exemple on a acl1 = acl0 aussi.

Pour pouvoir pleinement exploiter le Théorème 2.3.14, il est commode de
considérer la classe C̃0 ainsi que la théorie Tω dans une expansion par définitions
de L.

Définition 2.3.21. Soit L∗ l’expansion par définitions de L donnée par l’en-
semble des L-formules existentielles (sans paramètres) à quantification bornée.

Formellement, ce nouveau langage L∗ est construit ainsi : pour toute formule
existentielle à quantification bornée τ(x) = τ(x0, . . . , xn−1) on introduit un
nouveau symbole de relation n-aire Rτ (x). Puis, on considère Tω (et toute autre
théorie qui implique ThL(C̃0)) dans le langage L∗, en ajoutant aux L-axiomes
les “définitions” des Rτ , c’est à dire pour tout τ on impose

∀x(Rτ (x) ↔ τ(x)).
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On écrit T ∗
ω pour dénoter la théorie Tω ainsi obtenue dans L∗, de même C̃∗

0

dénote la classe C̃0, considérée dans L∗.

Notation. On écrira tpω au lieu de tpTω
ainsi que aclω au lieu de aclTω

.

Théorème 2.3.22 (Élimination des quanteurs).

(1) Soient Ai ⊆ Mi |= Tω pour i = 1, 2 des uplets (pas nécessairement finis).
Alors

tpω(A1) = tpω(A2) ssi clM1
ω (A1) ∼=L clM2

ω (A2).

(2) La théorie T ∗
ω élimine les quanteurs (dans L∗).

(3) La L-théorie Tω est presque modèle-complète, i.e. toute L-formule est équi-
valente, dans Tω, à une combinaison booléenne de L-formules existen-
tielles.

Preuve. Notons d’abord que (2) est une conséquence de (1), car il y a suffisam-
ment de L-formules pour décrire uniformément la clôture autosuffisante (c’est
la partie (2) du Lemme 2.3.5). Puis, (3) suit de (2). Il suffit donc de montrer
(1).

On peut supposer que A1 et A2 sont finis. L’implication est claire. Réci-
proquement, supposons que clM1

ω (A1) ∼=L clM2
ω (A2). Par le Théorème 2.3.14,

les modèles saturés de Tω sont riches. On peut donc établir un va-et-vient in-
fini au-dessus du L-isomorphisme donné entre les clMi

ω (Ai), d’où tpω(A1) =
tpω(A2).

Corollaire 2.3.23. Soient M ⊆ N deux modèles de Tω. Alors M 4 N si et
seulement si M ≤ N .

Corollaire 2.3.24. Les complétions de Tω sont données par les L-types d’iso-
morphisme possibles de 〈∅〉 ∈ C0, c’est à dire pour M,N |= Tω on a M ≡ N si
et seulement si 〈∅〉M ∼=L 〈∅〉N .

Corollaire 2.3.25. Pour tout A ⊆ M |= Tω on a clMω (A) = aclω(A), i.e. la
clôture algébrique au sens de Tω est donnée par la clôture autosuffisante.

Preuve. L’inclusion clMω (A) ⊆ aclTω
(A) suit de 2.1.3, et il suffit donc de montrer

que K := clMω (A) est algébriquement clos. Soit K ≤ M ≤ K∗ |= Tω et α ∈
K∗\K. On a K ≤ clω(Kα) =: L ≤ K∗. Pour n ∈ N, soient L1, . . . , Ln des copies
isomorphes de L au-dessus de K. On peut supposer que K∗ est suffisamment
saturé, et on peut alors plonger fortement un amalgame libre L1 ⊗K . . .⊗K Ln
dans K∗. En utilisant le Théorème 2.3.22, on voit que tpω(α/K) admet un
nombre non-borné de réalisations, d’où α 6∈ aclω(K).

2.4 Simplicité

Dans cette section, nous montrons — sous une hypothèse supplémentaire —
que toute complétion de Tω est supersimple (Théorème 2.4.10). Pour cela, nous
étudions une notion d’indépendance inhérente à la construction de la fusion
libre.
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Définition 2.4.1. Soient A,B,C ⊆ K, où K est une fusion. On pose A |⌣
∗

B
C

ssi clω(BA) ∩ clω(BC) = clω(B) et A |⌣
d

B
C.

Le Lemme 2.1.9 montre :

Remarque 2.4.2. Soient B ⊆ A,C ⊆ K des sous-ensembles clω-clos de la
fusion K. Alors, sont équivalents :

(1) A |⌣
∗

B
C.

(2) A |⌣
i

B
C (i = 1, 2) et AC ≤ K.

(3) D := 〈AC〉 est un amalgame libre de A et C au-dessus de B et D ≤ K.

Lemme 2.4.3. La notion |⌣
∗

est symétrique et transitive, c’est à dire pour
tout A,B,C,D on a

Symétrie : A |⌣
∗

B
C si et seulement si C |⌣

∗

B
A.

Transitivité : A |⌣
∗

B
CD si et seulement si A |⌣

∗

B
C et A |⌣

∗

BC
D.

Preuve. La symétrie est claire par définition. Pour montrer la transitivité, il
suffit de traiter le cas où B ≤ A,C et C ≤ D sont tous clω-clos. Si A |⌣

∗

B
C

et A |⌣
∗

C
D, alors A |⌣

∗

B
D suit de la Remarque 2.4.2(2). Pour l’autre direction,

notons que A |⌣
∗

B
D ⇒ A |⌣

∗

B
C suit de la définition de |⌣

∗
, puisque A |⌣

d

B
D

entrâıne A |⌣
d

B
C. Le fait que A |⌣

∗

B
D implique A |⌣

∗

C
D est une conséquence

du Lemme 2.2.6 : on l’applique à C ≤ A′, D, où A′ := acl0(AC). Comme
A |⌣

∗

B
C, A′ est fort dans K. Les autres hypothèses de 2.2.6, en l’occurrence

A′ |⌣
0

C
D et A′ |⌣

d

C
D, sont satisfaites, et on déduit donc que clω(AC)∩D = C,

car clω(AC) = 〈A′〉.

Lemme 2.4.4 (Caractère local). Soient M une fusion, B ⊆ M et α ∈ M un
uplet fini. Alors il existe B0 ⊆ω B tel que α |⌣

∗

B0
B.

Preuve. On pose L := clω(Bα) et K := clω(B). Donc, L = 〈Ka〉 pour un uplet
fini a ∈ M contrôlant L au-dessus de K, a ⊇ α. Maintenant, on choisit k ≤ K
finiment engendré tel que d(a/K) = δ(a/K) = δ(a/k) = d(a/k), et on pose
l := 〈ka〉 (c’est autosuffisant dans M). Le Lemme 2.1.9 entrâıne que L est un
amalgame libre de K et l au-dessus de k′ := K∩l. Or, k′ est une fusion contenue
de manière autosuffisante dans une fusion finiment engendrée, et donc finiment
engendréee aussi, par le Lemme 2.2.12. Pour terminer la preuve, il suffit de
choisir un ensemble B0 ⊆ B fini tel que k′ ⊆ clω(B0).

Proposition 2.4.5. Dans toute complétion T de Tω, la notion |⌣
∗

définit une
notion d’indépendance, c’est à dire elle satisfait aux propriétés (i)-(vii) de la
Définition 1.1.2.

Preuve. L’invariance par automorphisme est claire, et la non-trivialité suit de
la définition de |⌣

∗
et de l’égalité aclω = clω (Corollaire 2.3.25).

Ensuite, la propriété d’extension suit de l’existence d’un amalgame libre dans
C̃0, combiné avec le fait qu’on peut toujours plonger un amalgame libre de deux
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fusions fortes de manière autosuffisante dans un modèle suffisamment saturé
(donc riche) de T .

Le caractère fini est une conséquence immédiate de : clω est un opérateur
finitaire, ⊗ ainsi que ≤ passent à la limite.

Enfin, la symétrie et la transitivité sont montrées dans 2.4.3, tandis que le
caractère local est le contenu du Lemme 2.4.4.

Nous avons besoin d’introduire une hypothèse supplémentaire pour obtenir
des résultats d’amalgamation qui permettent d’établir le théorème d’indépen-
dance. Rappelons qu’une suite (Ai)i<α est indépendante au-dessus de B si pour
tout β < α on a Aβ |⌣B

⋃
i<β Ai.

Définition 2.4.6. (1) On dit qu’une expansion de théories simples T0 ⊆ T1

a une algébricité indépendante, si pour tout M |= T1 et toute suite T1-
indépendante A,B,C au-dessus de M avec A,B,C ⊇M on a

acl1(AB) acl1(AC)
0

|⌣
BC

acl1(BC).

(2) Nous disons que le contexte de fusion (T0, T1, T2) satisfait à l’hypothèse A,
si l’expansion T0 ⊆ Ti a une algébricité indépendante pour i = 1 et i = 2.

Lemme 2.4.7. Soit T0 fortement minimale et modulaire.

1. Si T0 a une prégéométrie triviale, alors toute expansion simple T0 ⊆ T1 a
une algébricité indépendante.

2. Si T1 est stable, alors T0 ⊆ T1 a une algébricité indépendante.

Preuve. C’est clair pour (1). Quant à (2), c’est un argument de cohéritier qui le
donne tout de suite. Soit M |= T1 et soit A,B,C une suite T1-indépendante au-
dessus de M telle que A,B,C ⊇M . Comme T0 est modulaire et fortement mini-
male, il suffit de montrer que acl0(acl1(AB) acl1(AC)) ∩ acl1(BC) = acl0(BC).
Soient a ∈ A, b ∈ B et c ∈ C. Soit f̄ ∈ acl1(BC) \ acl0(BC). Puis, soit
d̄ ∈ acl1(AB) avec |= ϕ1(d̄, a, b), où ϕ1(x, z, b) est une L1-formule à paramètres
dans Mb qui rend d̄ explicitement algébrique au-dessus de Mba. De même pour
ē ∈ acl1(AC) et une formule ϕ′

1(y, z, c̄) avec |= ϕ′
1(ē, a, c̄). Puis, soit χ0(w̄, x, y)

une L0(M)-formule, explicitant w̄ ∈ acl0(Mxy) avec |= χ0(f̄ , d̄, ē). Comme
tpL1

(a/ acl1(Mbc̄)) est le cohéritier de sa restriction à M , on trouve m̄ ∈ M

avec |= ∃xyϕ1(x, m̄, b) ∧ ϕ′
1(y, m̄, c̄) ∧ χ0(f̄ , x, y). On en déduit facilement que

f̄ ∈ acl0(Mbc̄).

Remarque. Nous ignorons s’il y a des exemples d’expansions T1 ⊇ T0 (disons
avec T1 supersimple de rang SU 1 et T0 fortement minimale et modulaire) sans
algébricité indépendante.

Dans le lemme suivant, nous utilisons la notion d’une suite |⌣
∗
-indépendante

(définie comme une suite indépendante classique, en remplaçant |⌣ par |⌣
∗
).

Comme |⌣
∗

est une notion d’indépendance (en particulier symétrique et tran-

sitive), les suites |⌣
∗
-indépendantes ont des propriétés similaires à celles des

suites indépendantes dans une théorie simple.
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Lemme 2.4.8. Supposons l’hypothèse A, et soit K |= T1 ∪ T2 une fusion,
K ⊆ A,B,C ⊆ M , où M est riche et A,B,C une suite |⌣

∗
-indépendante

de sous-ensembles clω-clos de M . On pose D := 〈BC〉 = clω(BC), E :=

〈AB〉 = clω(AB) et F := 〈AC〉 = clω(AC). Alors, D,E, F est une suite |⌣
i
-

indépendante au-dessus de ABC, pour i ∈ {0, 1, 2}.

Preuve. Par induction sur m+ n+ p, on va montrer :

(∗)m,n,p La suite (〈AB〉mj , 〈AC〉
n
j , 〈BC〉

p
j ) est |⌣

i
-indépendante au-dessus de

l’ensemble ABC, pour i = 0, 1, 2 et j = 1, 2.

Une fois que (∗)m,n,p est montré, la preuve est terminée. Pour l’établir, il

suffit de montrer que 〈AB〉mj 〈AC〉nj |⌣
i

BC
〈BC〉pj pour i = 0, 1, 2, puisque nous

avons 〈AB〉 |⌣
∗

B
〈BC〉 par hypothèse, ce qui entrâıne 〈AB〉 |⌣

i

B
〈BC〉 par 2.4.2

et donc aussi 〈AB〉 |⌣
i

BC
〈BC〉 pour tout i.

Les ensembles BC, 〈AB〉mj 〈AC〉nj et 〈BC〉pj étant forts, le Lemme 2.2.6
montre

〈AB〉mj 〈AC〉nj
0

|⌣
BC

〈BC〉pj ⇒ 〈AB〉mj 〈AC〉nj
i

|⌣
BC

〈BC〉pj pour i = 1, 2.

On raisonne par l’absurde. Il existe donc m,n, p ∈ N avec m+n+p minimal
tels que (∗)m,n,p soit faux. Par symétrie, on peut supposer que m ≤ n ≤ p et

〈AB〉m1 〈AC〉n1
0

6 |⌣
BC

〈BC〉p1.

Par hypothèse, l’expansion T0 ⊆ T1 a une algébricité indépendante, et donc
nécessairement p ≥ 2 (car m ≤ n ≤ p).

Par minimalité de m+n+p, on a 〈AB〉m2 〈AC〉n2 |⌣
1

BC
〈BC〉p−1

2 ce qui donne

〈AB〉m+1
1 〈AC〉n+1

1 |⌣
1

〈BC〉11
〈BC〉p1 (par la définition des hiérarchies 〈·〉kj ), et en

particulier

〈AB〉m1 〈AC〉n1
0

|⌣
〈BC〉11

〈BC〉p1. (2.2)

Puisque p ≥ 2, on a 〈AB〉m1 〈AC〉n1 |⌣
0

BC
〈BC〉11, car m+ n+ 1 < m+ n+ p.

Par transitivité et l’équation (2.2) on arrive donc à 〈AB〉m1 〈AC〉n1 |⌣
0

BC
〈BC〉p1,

une contradiction.

Proposition 2.4.9. Supposons l’hypothèse A, et soit K |= T1 ∪ T2 une fusion,
K ≤ A0, A1, A2 ∈ C̃0. Supposons données des fusions A{0,1}, A{0,2} et A{1,2}

ainsi que des K-plongements forts ιwk : Ak →֒ Aw pour k ∈ w, tels que A{i,j}

soit un amalgame libre des images de Ai et Aj pour les plongements ι
{i,j}
i et

ι
{i,j}
j .

Alors il existe une K-fusion A et des K-plongements forts ιw : Aw →֒ A
satisfaisant
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(1) ιw ◦ ιwk = ιw′ ◦ ιw
′

k si k ∈ w ∩ w′ (ce plongement est noté ιk),

(2) ι0(A0), ι1(A1), ι2(A2) est une suite |⌣
∗
-indépendante au-dessus de K.

Preuve. On peut supposer que A1, A2 ≤ A{1,2}, c.à.d. ι
{1,2}
1 et ι

{1,2}
2 sont des

inclusions. D’abord, nous construisons des L1-plongements ι′w : Aw →֒M ′ |= T1

satisfaisant la condition (1) ainsi que certaines conditions d’indépendance.
On choisit M ′ ⊇ A{1,2}, un modèle suffisamment saturé de T1 (en particulier,

ι′{1,2} sera donnée par l’inclusion).

Par le théorème d’indépendance dans T1, on trouve A′
0 avec

(I) A′
0 |⌣

1

K
A1A2, et A′

0 ≡1
A1

ι
{0,1}
0 (A0) ainsi que A′

0 ≡1
A2

ι
{0,2}
0 (A0).

On peut choisir A′
0 de telle manière que

(II) A′
0 |⌣

1

K
A{1,2}.

Identifiant A′
0 et ι

{0,1}
0 (A0), on trouve A′

{0,1} satisfaisant

(III) A′
{0,1} ≡1

A′
0A1

A{0,1} et A′
{0,1} |⌣

1

A′
0A1

A{1,2}.

De même, identifiant A′
0 avec ι

{0,2}
0 (A0), on trouve A′

{0,2} satisfaisant

(IV) A′
{0,2} ≡1

A′
0A2

A{0,2} et A′
{0,2} |⌣

1

A′
0A2

A′
{0,1}A{1,2}.

Finalement, par (III) et (IV), nous avons le suivant :

(V) A′
{0,1}, A

′
{0,2}, A{1,2} est une suite T1-indépendante au-dessus de l’ensemble

A′
0A1A2.

Les identifications que nous avons faites fournissent des L1-plongements
ι′{0,i} : A′

{0,i} →֒M ′ pour i = 1, 2 qui satisfont évidemment (1).

Voilà les conséquences de (I)-(V) au niveau des L0-réduits : d’abord, par

(III) et (II), on a A′
{0,1} |⌣

1

A1
A{1,2}, ce qui donne

(III-0) A′
{0,1} |⌣

0

A1
A{1,2}.

Puis, (IV) donne A′
{0,2} |⌣

0

acl1(A′
0A2)

A′
{0,1}A{1,2}. Par ailleurs, on prétend

que

acl1(A′
0A2)

0

|⌣
A′

0A2

A′
{0,1}A{1,2}, (2.3)

ce qui donnera (IV-0).
Pour montrer (2.3), notons d’abord que (2.3) est un énoncé qui dépend

uniquement de q1 := tp1(A′
{0,1}A{1,2}). Comme A′

{0,1} |⌣
1

A1
A{1,2}, par la Re-

marque 2.1.8, il existe un amalgame libre (auxiliaire) Ã = A′
{0,1} ⊗A1

A{1,2} tel

que tp1(Ã′
{0,1}Ã{1,2}) = q1, où nous écrivons X̃ chaque fois qu’un ensemble X

est considéré comme sous-ensemble de Ã. Les fusions Ã′
0, Ã1 et Ã2 forment une

suite |⌣
∗
-indépendante, avec Ã′

{0,1} = 〈Ã′
0Ã1〉 et Ã{1,2} = 〈Ã1Ã2〉.
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Or, le Lemme 2.4.8 implique 〈Ã′
0Ã2〉 |⌣

0

Ã′
0Ã1Ã2

Ã′
{0,1}Ã{1,2}, et en particulier

acl1(Ã′
0Ã2) |⌣

0

Ã′
0Ã2

Ã′
{0,1}Ã{1,2}. Comme tp1(Ã′

{0,1}Ã{1,2}) = tp1(A′
{0,1}A{1,2}),

on a montré (2.3).

(IV-0) A′
{0,2} |⌣

0

A′
0A2

A′
{0,1}A{1,2}.

On combine (III-0) et (IV-0) pour obtenir

(V-0) Le système (K,A′
0, A1, A2, A

′
{0,1}, A

′
{0,2}, A{1,2},M

′), avec les indices et
plongements évidents, est un système indépendant de modèles de T0.

Par le Fait 1.2.2 et (V-0), tp0(A′
{0,1}, A

′
{0,2}, A{1,2}) est complètement déter-

miné par le système en question.
Changeant L1 en L2, on peut obtenir des L2-plongements ι′′w : Aw →֒M ′′ |=

T2 satisfaisant à (1), en considérant A{1,2} ⊆M ′′ |= T2 suffisamment saturé, et
en trouvant A′′

0 , A′′
{0,1} et A′′

{0,2} vérifiant les analogues de (I)-(V).
Par ce qui est dit plus haut, on a l’égalité

tp0(A′
{0,1}A

′
{0,2}A{1,2}) = tp0(A′′

{0,1}A
′′
{0,2}A{1,2}).

Il suffit d’appliquer 2.1.5 à tp1(A′
{0,1}A

′
{0,2}A{1,2}) et tp2(A′′

{0,1}A
′′
{0,2}A{1,2})

pour obtenir la fusion A cherchée. Notons que les plongements ιw sont don-
nés implicitement par notre construction. Puis, (2) suit du fait que A est un
amalgame libre de A′

0 et A{1,2} au-dessus de K (on applique 2.4.8).

Théorème 2.4.10. Supposons l’hypothèse A. Alors toute complétion T de Tω
est supersimple, et la relation de non-déviation |⌣ dans T est donnée par |⌣

∗
.

Le rang SU d’une extension parasite est égal à la longueur d’une décompo-
sition en extensions primitives, et SU(g/A) ≤ ω pour tout g avec d(g/A) = 1.

Preuve. On utilise le Théorème de Kim-Pillay 1.1.3. Il a déjà été montré que
|⌣

∗
est une notion d’indépendance dans la Proposition 2.4.5. Puis, une fois que

la simplicité de T est établie, 2.4.4 montre que tout type finitaire ne dévie pas
au-dessus d’un ensemble fini, d’où la supersimplicité de T . Or, le Théorème
d’Indépendance suit de la Proposition 2.4.9.

Les énoncés concernant le rang SU découlent des Inégalités de Lascar (Fait
1.1.5), car le rang SU d’une extension primitive est égal à 1 (c’est précisément
le contenu du Lemme 2.2.2). Pour les extensions parasites, c’est clair. Puis, si
g 6 |⌣

∗

B
B′ pour un singleton g avec d(g/B) = 1, forcément d(g/B′) = 0. On en

déduit que SU(g/B′) < ω, car clω(B′g)/ clω(B′) est une extension parasite.

En fait, la Proposition 2.4.9 montre :

Corollaire 2.4.11. Dans la situation du Théorème 2.4.10, le théorème d’indé-
pendance est valide au-dessus de toute fusion K = clω(K) |= T1 ∪ T2.

On note que le Théorème 2.4.10 implique en particulier que les longueurs
de deux décompositions d’une extension parasite en extensions primitives sont
les mêmes. Cela établit la seconde partie de la Proposition 2.2.9 qui n’était
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jusqu’alors pas démontrée, au moins dans le cas où toute complétion de Tω est
simple avec |⌣ = |⌣

∗
. Or, sans cette hypothèse, on peut toujours définir un

rang de Lascar par rapport à |⌣
∗

que l’on note SU∗. Comme dans le cas simple,
on a SU∗(l/k) = 1 par 2.2.2, et la remarque suivante fournit l’argument grâce
auquel on peut se passer de la simplicité.

Remarque 2.4.12. Soit |⌣
∗

une notion d’indépendance, et soit SU∗ le rang

de fondation par rapport à la |⌣
∗
-déviation. Alors, SU∗ satisfait aux Inégalités

de Lascar (cf. 1.1.5).

Preuve. La preuve dans le cas simple donnée dans [Wa00] s’applique sans chan-
gement.

Pour conclure, nous allons montrer que tout type parasite est monobasé.
Pour cela, le lemme suivant est bien utile, car il permet de comprendre facilement
la déviation au sein d’un type parasite. On aurait pu énoncer ce lemme déjà
depuis d’un moment.

Lemme 2.4.13. Soit L une extension parasite de K = clω(K), et soit M =
clω(M) une extension arbitraire de K. Alors L |⌣

∗

K
M ssi L ∩ M = K ssi

L |⌣
0

K
M .

Preuve. Il suffit de combiner le Lemme 2.1.9 avec 2.4.2, car L |⌣
d

K
M est auto-

matique pour L/K parasite.

Proposition 2.4.14. Soit T une complétion de Tω, et supposons que T soit
simple avec |⌣ = |⌣

∗
. Alors, tout type parasite est monobasé.

Preuve. C’est une conséquence de la caractérisation de la non-déviation pour
les extensions parasites donnée dans le Lemme 2.4.13.

Les types monobasés dans une théorie simple (et surtout stable) ont de jolies
propriétés. On verra l’utilité de 2.4.14 au cours du Chapitre 3. Dans ce chapitre,
on étudiera un contexte de fusion qui mène à une théorie Tω complète et ω-
stable.

2.5 Paires magnifiques de fusions libres

Dans [BPV03], la notion d’une paire magnifique de modèles de T est intro-
duite et étudiée, où T est une théorie simple complète. Dans cette section, en
travaillant dans la classe des paires de fusions, nous montrons que tout modèle
suffisamment saturé de la théorie des paires magnifiques de modèles de Tω est
une paire magnifique. On obtient comme corollaire que toute complétion T de
Tω a la wnfcp (si T est simple avec |⌣ = |⌣

∗
).

Le concept d’une paire magnifique (d’une théorie simple) est une généralisa-
tion commune des deux notions suivantes :
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– les belles paires (de modèles d’une théorie stable) étudiées par Poizat dans
[Po83],

– les paires génériques (de modèles d’une théorie simple de rang SU égal à
1) étudiées par Vassiliev dans [Va03].

Il est observé dans [BPV03] que pour une théorie stable T , une “paire ma-
gnifique” est (essentiellement) la même chose qu’une “belle paire”.

Supposons que T est une L-théorie simple et complète qui élimine les quan-
teurs. Soit LP := L ∪ {P}, où P est un nouveau prédicat unaire. Une LP -
structure est donc de la forme (M,P (M)), pour une L-structure M et P (M) ⊆
M .

Définition 2.5.1. Soit κ ≥ |T |+. Une LP -structure (M,P (M)) est une paire
κ-magnifique si P (M) 4L M |= T et si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i)κ Pour tout sous-ensemble A ⊆ M de cardinalité < κ et tout L-type (fini-
taire) p ∈ S(A) il existe a ∈M réalisant p tel que a |⌣A

P (M).

(ii)κ Pour tout A ⊆ M de cardinalité < κ et tout L-type (finitaire) p ∈ S(A)
tel que p ne dévie pas au-dessus de P (A), il existe a ∈ P (M) avec a |= p.

Dans [BPV03], il est montré que les paires κ-magnifiques existent pour tout
κ, et que toute paire se plonge dans une paire κ-magnifique. Puis, par va-et-vient
infini, on établit que deux paires κ-magnifiques (pour κ ≥ |T |+) sont L∞,ω-
équivalentes. En particulier, elles ont la même LP -théorie élémentaire que l’on
note TP. Disons, par abus de langage, que les paires (κ-)magnifiques de modèles
de T sont axiomatisables si un modèle suffisamment saturé de TP est une paire
(κ-)magnifique. Dans [BPV03], la relation entre l’axiomatisabilité des paires
magnifiques de T et certaines propriétés de T est étudiée en détail, et plusieurs
conditions équivalentes à l’axiomatisabilité de TP sont données. Dans le cas où
les paires magnifiques sont axiomatisables, [BPV03] fait une étude systématique
de la théorie TP (si les paires magnifiques ne sont pas axiomatisables, il faut
sortir du cadre des classes élémentaires de structures).

Le cas où T est supersimple de rang SU égal à 1 avait déjà été traité par
Vassiliev [Va03].

Citons quelques résultats :

Fait 2.5.2 ([BPV03]). Soit T simple et complète.

(1) La théorie TP est axiomatisable si et seulement si T a la wnfcp.

(2) Si TP est axiomatisable, c’est une théorie simple (supersimple si T est

supersimple) et |⌣
TP

a une description concrète en terme de |⌣
T
.

En général, on doit considérer les paires |T |+-magnifiques mais dans le cadre
de la fusion libre, on peut faire mieux :

Définition 2.5.3. Une LP -structure (M,P (M)) est une paire ℵǫ-magnifique si
P (M) 4L M |= T et si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(i)ǫ Pour tout sous-ensemble A ⊆ M tel que A = acl(b) pour un uplet b fini,
et pour tout L-type (finitaire) p ∈ S(A) il existe a ∈M réalisant p tel que
a |⌣A

P (M).
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(ii)ǫ Pour tout A ⊆M de la forme A = acl(b) pour un uplet b fini, et pour tout
L-type (finitaire) p ∈ S(A) tel que p ne dévie pas au-dessus de P (A), il
existe a ∈ P (M) avec a |= p.

Nous allons utiliser des idées de [Be04] pour reformuler la magnificence en
terme de richesse. Pour cela, nous revenons à la fusion libre dans un contexte
de fusion (T0, T1, T2). Soit (C̃P

0 ,≤
P) la classe des paires (A,P (A)) de fusions

avec P (A) ≤ A, où (B,P (P )) ≤P (A,P (A)) ssi B ≤ A, P (B) ≤ P (A) et
B |⌣

∗

P (B)
P (A). Notons que, pour l’instant, on n’a pas besoin de la simplicité des

complétions de Tω. En fait, on peut tout définir à l’aide de la |⌣
∗
-indépendance.

On pose
CP

0 := {(A,P (A)) ∈ C̃P
0 |A ∈ C0}.

Suivant la terminologie de [Be04], on appelle ≤P une extension (un plongement)
libre. Si (B,P (B)) ≤P (A,P (A)), (C,P (C)) sont des paires de fusions, on peut
choisir un amalgame libre D = A ⊗B C et définir P (D) := 〈P (A)P (C)〉 au
sein de D. On effectue un calcul standard de |⌣

∗
-indépendance pour vérifier

que P (D) = P (A) ⊗P (B) P (C) et (A,P (A)), (C,P (C)) ≤P (D,P (D)), ce qui
montre la deuxième partie du lemme suivant. Quant à la première elle suit de
2.3.5.

Lemme 2.5.4. (1) C̃P
0 est une classe élémentaire.

(2) (C̃P
0 ,≤

P) (ainsi que (CP
0 ,≤

P)) a la propriété d’amalgamation (AP).

Définition 2.5.5. Un élément (M,P (M)) ∈ C̃P
0 est appelé une paire riche de

fusions si (M,P (M)) est riche pour la classe (CP
0 ,≤

P).

Avant d’arriver à l’égalité “paire riche=paire ℵǫ-magnifique”, nous allons
montrer qu’une extension finiment engendrée dans C̃P

0 peut être obtenue comme
suite d’extensions plus simples et faciles à décrire.

Définition 2.5.6. Soit (B,P (B)) ≤P (A,P (A)) une extension libre dans C̃P
0 .

– (B,P (B)) ≤P (A,P (A)) est une extension de base, si A = 〈BP (A)〉. Une
telle extension de base est finiment engendrée / parasite / primitive /
générique, si P (A)/P (B) l’est.

– On dit que (B,P (B)) ≤P (A,P (A)) ne change pas la base, si P (A) =
P (B). Dans ce cas, l’extension est appelée finiment engendrée / parasite
/ primitive / générique, si A/B est une extension finiment engendrée /
parasite / primitive / générique.

Soit (B,P (B)) ≤P (A,P (A)) dans C̃P
0 . Au sein de A, on trouve Aβ :=

〈BP (A)〉 = clω(BP (A)). Donc, P (Aβ) = P (A), et (B,P (B)) ≤P (Aβ , P (Aβ))
est une extension de base, alors que (Aβ , P (Aβ)) ≤P (A,P (A)) ne change pas

la base. En utilisant le Lemme de décomposition 2.2.11 dans la classe (C̃0,≤) et
2.2.12, on en déduit :

Lemme 2.5.7. Soit (B,P (B)) ≤P (A,P (A)) dans C̃P
0 avec A/B finiment en-

gendrée. Alors il existe des fusions A0 = B ≤ A1 ≤ . . . ≤ An = A telles que
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pour i = 1, . . . , n−1, (Ai, P (Ai)) ≤ (Ai+1, P (Ai+1)) est d’un des types suivants :
extension de base primitive, extension de base générique, extension primitive qui
ne change pas la base, extension générique qui ne change pas la base. On peut
même les arranger de sorte qu’il existe r ≤ n−1 tel qu’il s’agisse des extensions
de base pour i ≤ r et des extensions qui ne changent pas la base pour i > r.

Lemme 2.5.8. Les paires riches de fusions sont exactement les paires ℵǫ-magni-
fiques (par rapport à |⌣

∗
, bien entendu) de modèles de Tω.

Preuve. L’argument est similaire à la preuve de [Be04, Prop. 2.3].
Nous montrons d’abord que les riches sont ℵǫ-magnifiques. Soit (M,P (M))

une paire riche de fusions. Une variation de la preuve du Lemme 2.1.15 donne
que P (M) 4L M |= Tω. Notons, cependant, que ce fait est automatiquement
démontré dans la suite.

Montrons (i)ǫ. Soit A = clω(b), où b ∈ M est un uplet fini, et soit p =
tpω(a/A) (on rappelle le résultat 2.3.22 qui décrit les types dans Tω).

SiA 6 |⌣
∗

P (A)
P (M) — c’est à dire (A,P (A)) n’est pas libre dans (M,P (M)) —

il existe b
′
∈ P (M) fini tel que A |⌣

∗

P (A)b
′ P (M). Quitte à remplacer (A,P (A))

par (clω(Ab
′
), clω(P (A)b

′
)) et p par une extension non-déviante à clω(Ab

′
), on

peut supposer que (A,P (A)) ≤P (M,P (M)). Soit A ≤ N |= Tω avec a ∈ N .
On pose A′ := clω(Aa) et P (A′) := P (A). Alors, (A,P (A)) ≤P (A′, P (A′)), et
par richesse on peut A-plonger librement (A′, P (A′)) dans (M,P (M)). L’image
a′′ ∈M de a sous ce plongement est une solution de p et satisfait a′′ |⌣

∗

A
P (M)

(car P (A) = P (A′) et le plongement est libre).
Quant à (ii)ǫ, on se donne A = clω(b) ≤ M comme avant, et soit p =

tpω(a/A) tel que a |⌣
∗

P (A)
A. Comme dans la preuve de (i)ǫ, on peut supposer

que (A,P (A)) ≤P (M,P (M)). Puis, on peut choisir a ∈ N |= Tω tel que
N |⌣

∗

A
P (M). On a donc (dans N) que A′ := clω(Aa) est un amalgame libre

de A et P (A′) := clω(P (A)a) au-dessus de P (A), c’est à dire (A,P (A)) ≤P

(A′, P (A′)). Comme (M,P (M)) est une paire riche de fusions, (A′, P (A′)) se
A-plonge librement dans (M,P (M)). L’image de a sous ce plongement est une
solution de p dans P (M).

Réciproquement, soit (M,P (M)) une paire ℵǫ-magnifique de modèles de Tω.

Soit (A,P (A)) ≤P (M,P (M)) avec (A,P (A)) ∈ CP
0 . Donc, A = clω(a) pour un

a ⊆ω M . Puis, soit (A,P (A)) ≤P (A′, P (A′)) une extension libre dans CP
0 .

On doit montrer que (A′, P (A′)) se A-plonge librement dans (M,P (M)). Par
2.5.7, on peut supposer que cette extension est une extension de base finiment
engendrée ou une extension finiment engendrée qui ne change pas la base.

Dans le cas d’une extension de base, on choisit a ∈ P (A′) fini avec A′ =
clω(Aa). Comme A |⌣

∗

P (A)
P (A′), tpω(a/A) ne dévie pas au-dessus de P (A).

Par (ii)ǫ, il existe a′′ ∈ P (M) avec a′′ |= p. L’application a 7→ a′′ s’étend donc
en un A-plongement fort de A′. Il est clair qu’un plongement fort de A′ dans M
est automatiquement libre, car il s’agit d’une extension de base.

Dans le cas d’une extension qui ne change pas la base, c’est la propriété (i)ǫ
qui fait tout. Soit a ∈ A′ tel que A′ = clω(Aa). Alors, en utilisant (i)ǫ, on trouve
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a′′ ∈ M tel que tpω(a′′/A) = tpω(a/A) et a′′ |⌣
∗

A
P (M). L’application a 7→ a′′

s’étend donc en un A-plongement libre de (A′, P (A′)) dans (M,P (M)).

Remarque. La preuve du Lemme 2.5.8 montre un peu plus : Une paire de
fusions (M,P (M)) dans C̃P

0 satisfait à la condition (i)ǫ ssi elle est riche pour
les extensions qui ne changent pas la base, et elle satisfait à la condition (ii)ǫ
ssi elle est riche pour les extensions de base.

Les composantes connexes de (C̃P
0 ,≤

P) sont précisément données par les

composantes connexes de (C̃0,≤). Évidemment, deux paires riches de fusions
(M,P (M)) et (N,P (N)) ont la même LP -théorie ssi elles se trouvent dans

la même composante connexe de (C̃P
0 ,≤

P). Dans ce cas, elles sont (LP )∞,ω-
équivalentes, car elles se correspondent par va-et-vient infini.

Voilà le lien avec les paires κ-magnifiques (toujours par rapport à |⌣
∗
) :

Lemme 2.5.9. Soit (M,P (M)) une paire de fusions ℵǫ-magnifique, et κ-saturée
en tant que LP -structure. Alors, (M,P (M)) est une paire κ-magnifique.

Preuve. Clair.

Soit TP
ω la théorie des paires ℵǫ-magnifiques de modèles de Tω. Nous voulons

axiomatiser cette LP -théorie. Soit TP′

ω la LP -théorie suivante :

TP′

ω (1) : Si (M,P (M)) est un modèle de TP′

ω (1), alors P (M) 4L M |= Tω.

TP′

ω (2) : Soit Ψ = (ψ1(x, z, z0), ψ2(x, z, z0)) une famille de paires de contrôle de
dimension e et τ(x, z, y) une L-formule existentielle à quantification bornée
telle que |= τ(a, b, c) implique d(a/bc) < e. Alors, on met un axiome de la
forme

∀zz0∃x∀y{[θΨ(z, z0) ∧
m∧

i=0

yi ∈ P ]

→ [ψ1(x, z, z0) ∧ ψ2(x, z, z0) ∧ ¬τ(x, z, y) ∧
n−1∧

i=0

xi 6∈ P ]}

TP′

ω (3) : Soit Ψ comme dans le schéma (2), τ(x, z) existentielle à quantification
bornée forçant d(x/z) < e. Puis, pour x = (x0, . . . , xn−1) ⊆ x̃, z0 ⊆ z̃0
et z = (z0 . . . , zk−1) ⊆ z̃, soit Ψ̃ = (ψ̃1(x̃, z̃, z̃0), ψ̃2(x̃, z̃, z̃0)) une autre
famille de paires de contrôle (de dimension e), telle que |= ψ̃i → ψi pour
i = 1, 2, et ã ∈ 〈ab̃〉 dès que |= ψ̃1(ã, b̃, b̃0) ∧ ψ̃2(ã, b̃, b̃0). Pour une telle
situation, on met un axiome de la forme

∀z̃z̃0∃x̃{[θΨ̃(z̃, z̃0) ∧
k−1∧

i=0

zi ∈ P ]

→ [ψ̃1(x̃, z̃, z̃0) ∧ ψ̃2(x̃, z̃, z̃0) ∧ ¬τ(x, z) ∧
n−1∧

i=0

xi ∈ P ]}.
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On observe que le schéma d’axiomes TP′

ω (2) est une approximation de (i)ǫ,
et que le schéma TP′

ω (3) approxime la propriété (ii)ǫ.

Théorème 2.5.10. Les théories TP
ω et TP′

ω cöıncident. Plus précisément, sont
équivalents pour (M,P (M)) une paire de fusions :

(a) (M,P (M)) est une paire riche de fusions.

(b) (M,P (M)) est une paire ℵǫ-magnifique de modèles de Tω.

(c) (M,P (M)) est un modèle ℵǫ-saturé de TP′

ω .

Preuve. L’équivalence (a) ⇐⇒ (b) est le Lemme 2.5.8.

On vérifie que le schéma d’axiomes TP′

ω (2) est une version approximative de
(i)ǫ, tandis que TP′

ω (3) est une version approximative de (ii)ǫ. Donnons l’argu-
ment concernant TP′

ω (2) et la propriété (i)ǫ. Soit d’abord (M,P (M)) une paire
de modèles de Tω satisfaisant (i)ǫ. On montre que (M,P (M)) |= TP′

ω (2). Pour
cela, on considère une famille de paires de contrôle Ψ = (ψ1, ψ2), de dimen-
sion e, et τ(x, z, y) comme dans le schéma d’axiomes TP′

ω (2), et on suppose que
M |= θΨ(b, b0) pour des uplets b, b0 ∈M .

Par 2.3.13 on peut supposer que b ≤ 〈b〉 =: k et (k, P (k)) ≤P (M,P (M)),
c’est à dire k ≤M et k |⌣

∗

P (k)
P (M). Soit p := tpω(a′/k), où a′ est une solution

Li-générique de ψi(x, b, b0) (i = 1, 2) au-dessus de k, telle que k ≤ ka′ ≤ 〈ka′〉 =:
l′ et l′ est fortement k-plongée dansK∗ <L M . On applique (i)ǫ au type p ∈ S(k)
pour trouver a ∈M réalisant p tel que a |⌣

∗

k
P (M). Posons l := 〈ka〉 = clω(ka).

Comme k |⌣
∗

P (k)
P (M), on a l |⌣

∗

P (k)
P (M), et donc, par la définition de |⌣

∗
,

P (l) = l ∩ P (M) = P (k) ainsi que l |⌣
d

P (k)
P (M). Le premier point donne

que l’uplet a n’a pas de coordonnée dans P , et le deuxième point montre que
e = d(a/k) = d(a/kc0, . . . , cm−1) pour tout uplet c ∈ P (M) fini. L’axiome
correspondant à Ψ et τ dans (2) est donc vrai dans (M,P (M)).

Réciproquement, soit (M,P (M)) une paire de modèles de Tω satisfaisant
TP′

ω (2), telle que (M,P (M)) soit ℵǫ-saturé pour sa propre théorie. Soit p ∈ S(k)
avec k ≤ M finiment engendrée. Soit a′ ∈ K∗ une solution de p, et posons
l′ := clω(ka′). Il faut trouver a ∈ M tel que a |= p et a |⌣

∗

k
P (M). Or, nous

montrons plus : on peut trouver une k-copie l de l′ dans M , avec l ≤ M et
l |⌣

∗

P (k)
P (M). Pour cela, il suffit que l |= qftpω(l′/k), P (l) = l ∩ P (M) ⊆ P (k)

(d’où P (l) = P (k)) et l |⌣
d

k
P (M)). Or, les axiomes (2) montrent que le type

décrit est finiment réalisable dans (M,P (M)). Par ℵǫ-saturation, on conclut.

L’argument concernant TP′

ω (3) et la propriété (ii)ǫ est plus facile, et nous
l’omettons.

Nous avons alors montré que toute paire riche de fusions est un modèle de
TP′

ω et que tout modèle ℵǫ-saturé de TP′

ω est une paire riche de fusions.

Finalement, il est facile de voir que si la paire (K,P (K)) est librement plon-
gée dans (M,P (M)) |= TP′

ω , alors K = aclLP
(K) (on varie légèrement l’ar-

gument donné dans la preuve de 2.3.25). Avec cela, on montre l’ℵǫ-saturation
d’une paire riche de fusions, ce qui termine la preuve.
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Corollaire 2.5.11. Supposons que la complétion T de Tω est simple, et que
la non-déviation dans T est donnée par |⌣

∗
. (C’est par exemple le cas sous

l’hypothèse A.) Alors, on a :

1. La L-théorie T a la wnfcp.

2. La LP -théorie TP est supersimple (TP est la théorie d’une paire riche de
fusions dans la composante connexe de (C̃0,≤) associée à T ).

Preuve. Comme |⌣
∗

= |⌣ dans T par hypothèse, les paires κ-magnifiques par

rapport à |⌣
∗

que nous avons étudiées sont les “vraies” paires κ-magnifiques,
c’est à dire celles par rapport à la relation de non-déviation |⌣. Le corollaire

suit donc du Fait 2.5.2, car TP est axiomatisable par le Théorème 2.5.10.

2.6 Fusion libre et n-amalgamation

Dans cette section, nous considérons un contexte de fusion (T0, T1, T2) avec
Ti fortement minimale pour tout i, et nous obtenons des résultats divers de
n-amalgamation. Entre autre, il sera montré que toute complétion de Tω a la
propriété de n-amalgamation de modèles (pour tout n).

On observe d’abord que dans ce contexte, l’hypothèse A est satisfaite par
le Lemme 2.4.7. On peut alors appliquer le Théorème 2.4.10, ce qui montre que
toute complétion de Tω est supersimple dans ce cas, avec |⌣ = |⌣

∗
(On écrira

toujours |⌣ dans la suite.) Puis, toute fusion est un modèle de T1 ∪ T2, par
1.3.19. Par conséquent, le Théorème d’indépendance est valable au-dessus de
tout ensemble clω-clos, par le Corollaire 2.4.11 et 2.0.1. En particulier, comme
aclω = clω, on a acleqω (A) = dcleqω (A) pour tout ensemble réel A = clω(A).

Nous renvoyons à la Section 1.2 pour les définitions et notations utilisées
dans la suite.

Définition 2.6.1. – Soit S := (Kw)w⊆Y un Y -système indépendant dans
M∗ |= Tω. Si, pour tout w, l’ensemble Kw est réel avec Kw = clω(Kw), on
appelle S un Y -système indépendant de fusions .

– Un problème de n-amalgamation pw(xw)w∈P−(n) est un problème de n-
amalgamation de fusions , si pour tout i ∈ n et tout Kı̂ |= pı̂, la fa-
mille (Kw)w⊂ı̂ forme un ı̂-système indépendant de fusions. Si de plus
pw(xw)w∈P−(n) est un problème de n-amalgamation borné, on l’appelle
un problème de n-amalgamation borné de fusions

Lemme 2.6.2. Soit S = (Kw)w⊆Y un Y -système indépendant de fusions dans
M∗ |= Tω. Supposons que S ↾ L0

:= (Kw ↾ L0
)w est un Y -système indépendant

de modèles de T0. Alors, S ↾Li
est un Y -système indépendant de modèles de Ti,

pour i = 1, 2.

Preuve. Clairement, Kw, ASw et BSw sont des ensembles autosuffisants dans M∗.

Comme Kw |⌣AS
w

BSw et Kw |⌣
0

AS
w

BSw, le Lemme 2.2.6 donne Kw |⌣
i

AS
w

BSw pour

i = 1, 2.
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Lemme 2.6.3. Soit pw(xw)w∈P−(n) un problème de n-amalgamation de fusions
dans (une complétion de) Tω. On suppose que pour tout i ∈ n, si Kı̂ |= pı̂, la
famille (Kw)w⊆ı̂ est un ı̂-système indépendant de modèles de T0.

Alors, le problème (pw)w admet une solution.

Preuve. Soit Kı̂ |= pı̂. Alors, par le Lemme 2.6.2, (Kw)w⊆ı̂ est un ı̂-système
indépendant de modèles de T1 et T2. On choisit une solution K1

n
|= T1 du

problème de n-amalgamation de modèles de T1 donné par (pw ↾ L1)w∈P(n), de

même K2
n
|= T2 pour le problème (pw ↾ L2

)w∈P(n) (ces solutions existent par
1.2.7.(1)).

Alors K1
n

↾L0
et K2

n
↾L0

sont des solutions du problème de n-amalgamation
de modèles de T0 donné par (pw ↾ L0

)w∈P(n). Le Fait 1.2.7,(2) nous dit qu’une
telle solution est essentiellement unique, c’est à dire que si nous posons qi :=
tpLi

((
⋃
x̂)

Ki
n), pour i = 1, 2, alors q1 ↾ L0 = q2 ↾ L0 . Il suffit d’appliquer le

Lemme 2.1.5 pour obtenir Kn = clω(Kn) ⊆M∗ |= Tω contrôlé par Cn |= q1∪q2.
Ce Kn est une solution du problème pw(xw)w∈P−(n).

Nous allons montrer que les hypothèses du Lemme 2.6.3 sont vérifiées dans
deux cas : quand T0 est triviale (la démonstration est “triviale”) et quand nous
considérons un problème de n-amalgamation borné.

Lemme 2.6.4. Si T0 a une prégéométrie triviale, tout système indépendant de
fusions dans Tω est un système indépendant de modèles de T0.

Preuve. Soit S = (Kw)w⊆Y un Y -système indépendant de fusions dans Tω. Pour
tout w′ + w, on a Mw ∩Mw′ = Mw∩w′ ⊆ ASw, et donc Mw ∩ BSw ⊆ ASw (en
fait, on a égalité). Or, BSw = acl0(BSw), par la trivialité de T0, et on a donc

Mw |⌣
0

AS
w

BSw.

On combine 2.6.4 et 2.6.3 pour obtenir le résultat suivant :

Proposition 2.6.5. Soit Tω la théorie de la fusion libre dans le contexte de
fusion fortement minimal (T0, T1, T2), où T0 a une prégéométrie triviale. Alors,
tout problème de n-amalgamation de fusions dans Tω admet une solution.

Lemme 2.6.6. Soient M∗ |= Tω et (Kw)w⊆Y un Y -système indépendant borné
de fusions dans M∗.

Alors, (Kw)w⊆Y est un Y -système indépendant de modèles de T0.

Preuve. Pour w 6= ∅, on pose K0
w :=

⋃
i∈wK{i}, et soit K0

∅ := K∅. Puis, on
pose K1

w := acl1(K0
w), K2

w := acl2(K1
w), et on continue, c’est à dire K2m+1

w :=
〈K0

w〉
2m+1
1 et K2m+2

w := 〈K0
w〉

2m+2
2 . Par induction sur k, on établira :

(∗)k Sk := (Kk
w)w⊆Y est un Y -système Li-indépendant dans M∗ ↾ Li

|= Ti,
pour i = 0, 1, 2.

Suite au fait que (K{i})0≤i≤n−1 forme une suite indépendante de fusions
fortement plongées dans M∗, on a
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(1) Une réunion quelconque d’ensembles du type Kk
w est autosuffisante dans

M∗. En particulier, c’est le cas pour Akw := AS
k

w et Bkw := BS
k

w .

En outre, comme S est borné et chaque suite (Kk
w)k est une filtration de

Kw, on a aussi

(2) 〈
⋃
y∈wK{y}〉 = 〈Kw〉 = Kw =

⋃
kK

k
w pour tout w 6= ∅.

Il suffit de montrer (∗)k pour tout k, et alors la démonstration du lemme
est complète. Cela suit de (2), une fois qu’on a noté la chose suivante : Si
(Xk)k∈N, (Yk)k∈N et (Zk)k∈N sont des suites d’ensembles croissantes dans une
théorie supersimple arbitraire, telles que Xk |⌣Yk

Zk pour tout k, alors on a⋃
Xk |⌣S

Yk

⋃
Zk aussi.

Prouvons (∗)k par induction sur k. Pour cela, il faut montrer Mk
w |⌣

i

Ak
w

Bkw
pour tout w 6= ∅ et i = 0, 1, 2. Pour k = 0, c’est évident. On suppose que
(∗)k est vrai. On traite le cas où k = 2m est pair (le cas impair s’obtient en
échangeant les rôles de L1 et L2). On a Kk+1

w = acl1(Kk
w) pour tout w, d’où

Akw ⊆ Ak+1
w ⊆ acl1(Akw) et Bkw ⊆ Bk+1

w ⊆ acl1(Bkw).

Comme Kk
w |⌣

1

Ak
w

Bkw par hypothèse d’induction, on a Kk+1
w |⌣

1

Ak+1
w

Bk+1
w , et

Sk+1 est un Y -système indépendant de modèles de T1.
Le système Sk+1 est donc également un Y -système indépendant de modèles

de T0, par le Lemme 1.2.4, et alors Kk+1
w |⌣

0

Ak+1
w

Bk+1
w .

Si |w| = 1, c’est à dire w = {y} pour un y ∈ Y , alors Ak+1
{y} = K∅ et

Bk+1
{y} ⊆ Kŷ, et donc Kk+1

{y} |⌣
2

Ak+1
{y}

Bk+1
{y} suit de K{y} |⌣K∅

Kŷ — puisque S est

un Y -système (L-)indépendant.
Considérons un w contenant au moins 2 éléments. On a Kk+1

w ⊆ 〈Ak+1
w 〉.

Les ensembles Ak+1
w , Bk+1

w , Kk+1
w et Kk+1

w Bk+1
w sont autosuffisants dans M∗

par (1). Les hypothèses du Lemme 2.2.6 sont alors satisfaites pour Kk+1
w , Ak+1

w

et Bk+1
w . Par ce lemme, Kk+1

w |⌣
0

Ak+1
w

Bk+1
w entrâıne Kk+1

w |⌣
2

Ak+1
w

Bk+1
w . Cela

montre (∗)k+1.

Théorème 2.6.7. On suppose que T1 et T2 sont fortement minimales. Soit T
une complétion de Tω. Alors, tout problème de n-amalgamation borné de fusions
(dans T ) admet une solution.

Preuve. On combine le Lemme 2.6.6 avec le Lemme 2.6.3.

Remarque. Si Tω éliminait les imaginaires, le Théorème 2.6.7 dirait précisé-
ment que Tω a la propriété de n-amalgamation pour tout n. Or, en général Tω
n’élimine pas les imaginaires (et nous ne les avons pas classifiés), et le statut de
cette propriété reste ouverte.

Pour pouvoir montrer le théorème suivant, nous avons besoin de quelques ré-
sultats du Chapitre 3. Nous reportons donc la preuve à ce chapitre (voir page 68).

Théorème 2.6.8. Si T1 et T2 sont fortement minimales, toute complétion de
Tω a la proriété de n-amalgamation de modèles pour tout n ∈ N.



Chapitre 3

Fusion libre ω-stable et

collapse

Dans ce chapitre, nous étudions un contexte de fusion (T0, T1, T2) où les
théories Ti sont fortement minimales. Nous présenterons un cadre (3.1.1) dans
lequel Tω est complète et ω-stable, avec un seul type d-générique g. Dans la
Section 3.2, nous faisons une étude fine de Tω, et nous obtenons un résultat de
coordinatisation uniforme des types parasites par des types fortement minimaux
localement finis. Ensuite, la théorie des enveloppes affines (Section 3.3 nous
amène à un collapse de Tω dans un cas très particulier (contexte de fusion
abélien, où les théories Ti sont données par des groupes monobasées). Enfin,
nous montrons dans la Section 3.5 des résultats généraux de collapse.

Pour obtenir une théorie Tω avec les propriétés cherchées, il sera nécessaire de
renforcer le Théorème 2.3.22. Nous donnons d’abord des exemples. Le premier
apparâıt dans [Hr92], et il montre que l’on ne peut pas espérer pouvoir trouver
une fusion fortement minimale dans tout contexte de fusion avec Ti fortement
minimale, même dans le cas où T0 a une prégéométrie triviale. Le deuxième
exemple est une variation du premier, suffisamment compliqué pour qu’aucune
complétion de T1 ∪ T2 ne soit stable.

Exemples 3.0.1. (1) Soient G1 := Z/4, G2 := Z/2 × Z/2, et soit Ti la théo-
rie d’une opération libre de Gi sur un ensemble infini, dans le langage Li qui
consiste en des symboles de fonctions pour les éléments de Gi. On prend T0

comme la théorie d’une relation d’équivalence E, chaque classe comportant 4
éléments, dans L0 := {E}. Les expansions T0 ⊆ Ti sont données par : E(x, y) si
et seulement si y = g · x pour un g ∈ Gi.

Il est facile de voir que toute complétion de Tω est superstable dans ce
contexte de fusion (plus généralement, c’est vrai pour tout contexte de fusion
(T0, T1, T2) où Ti est fortement minimale triviale pour tout i). Par contre, on
montrera : aucun M |= T1 ∪T2 ne peut être superstable avec un unique type de
rang U maximal, en particulier il n’existe pas de fusion fortement minimale de
T1 et T2 au-dessus de T0.

57
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On raisonne par l’absurde. Supposons que M |= T1∪T2 soit superstable avec
un unique type de rang U maximal < ∞ (au-dessus de M , par exemple). Soit
a ∈ G1 un élément d’ordre 4. Pour x générique on a a ·x = c ·x pour un certain
id 6= c ∈ G2 avec c2 = id, car E(a · x, x) et x 6= a · x. Comme a · x est générique
aussi, on est amené à la contradiction suivante : x 6= a2 ·x = c·(a·x) = c2 ·x = x.

Un lecteur attentif dira que cet exemple n’entre pas dans notre cadre (acli(∅)
n’est pas infini, pour i = 1, 2.) Pour l’adapter, il suffit de nommer un modèle
premier des théories T1 et T2. Nous observons qu’il est possible de modifier cet
exemple de manière à ce que les expansions T0 ⊆ Ti renforcent la prégéomé-
trie : il suffit de remplacer Ti par la théorie d’une G′

i-opérations libres, pour G′
i

strictement contenant Gi.

(2) Soit T0 la théorie d’une relation d’équivalence E, avec une infinité de classes
à 4 éléments, sauf une classe exceptionnelle contenant un seul élément 0,
T1 := EVF5

, l’expansion étant donnée par : Exy ssi x = αy pour un α ∈ F∗
5 =

{1, λ, λ2, λ3} (pour λ = 2, par exemple),
T2 := théorie d’une opération de G2 = Z/2 × Z/2 = {1, c, d, cd} agissant trivia-
lement sur 0 et librement sur le complément de {0}. Comme dans (1), on trouve
T0 comme réduit via Exy ssi x = g · y pour un g ∈ G2.

On montre qu’aucune complétion de T1 ∪ T2 n’est stable. Car supposons
que M |= T1 ∪ T2 soit stable. En particulier, c’est un groupe stable Γ pour
l’addition dans l’espace vectoriel donné par T1, avec composante connexe Γ0.
Soit x générique dans Γ0. Comme la multiplication avec λ est un automorphisme
définissable de Γ, l’élément λx est générique dans Γ0 aussi, c’est à dire tp(x) =
tp(λx). En particulier, si λx = c · x (par exemple), alors λ(λx) = c · (λx) aussi.
Comme dans l’exemple (1), on arrive à une contradiction : x 6= λ2x = λ(λx) =
c · (λx) = c · (c · x) = c2 · x = x.

Voilà la notion qui exclura ce genre d’exemples :

Définition 3.0.2. Le contexte de fusion (T0, T1, T2) (avec Ti fortement mini-
male) a un bon contrôle si la condition suivante est satisfaite :

Pour tout K ∈ C̃0 et tout A ⊆ K contrôlant K, le L-type d’isomorphisme
de K est complètement déterminé par qftpL(A).

Comme nous sommes à la recherche de sources de bon contrôle, donnons
encore une autre définition :

Définition 3.0.3. Soit T0 ⊆ T1 une expansion fortement minimale. On dit
que cette expansion préserve les multiplicités si pour tout a ∈ acl0(b) on a
mult1(a/b) = mult0(a/b).

Remarque 3.0.4.

(1) Si acl0 = dcl0, alors toute expansion de T0 préserve les multiplicités.

(2) Si l’expansion T0 ⊆ T1 fortement minimale préserve les multiplicités, alors
RDM1(ϕ0(x, b)) = RDM0(ϕ0(x, b)) pour toute formule L0-définissable ϕ0(x, b).
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(3) Supposons que T0 ⊆ T1 soit une expansion fortement minimale préservant
les multiplicités, et que cette expansion soit essentielle (cf. 1.3.15). Alors, quitte
à ajouter des constantes au langage L1, T0 ⊆ T1 renforce la prégéométrie.

Preuve. Nous travaillons au-dessus du modèle saturé dénombrable M |= T1.

(1) est clair. Pour montrer (2), on rappelle d’abord que pour toute expansion
fortement minimale on a l’égalité correspondante pour les rangs de Morley (cf.
1.3.18). Puis, on observe :

(∗) Soit ϕ(x, b) un ensemble définissable dans une théorie fortement minimale
et M un modèle de cette théorie contenant b. Puis, soit x = x1x2 tel que
l’image de la projection de ϕ(x, b) sur les x1-coordonnées soit un ensemble
générique et cette projection soit à fibres finies (partout). Alors, ϕ(x, b)
est irréductible (DM(ϕ(x, b)) = 1) ssi pour tout a = (a1, a2) générique
dans ϕ(x, b) au-dessus de M , on a #ϕ(a1, x2, b) = mult(a2/a1M), où
#ϕ(a1, x2, b) dénote la cardinalité de la fibre au-dessus de a1.

L’argument pour établir (∗) ainsi que la preuve de (2) à partir de (∗) sont
faciles et laissés au lecteur.

Quant à (3), par essentialité de l’expansion, il existe une L1-formule ϕ(x, b)
(avec b ∈M) telle qu’aucune L0-formule ne lui soit équivalente. On choisit une
telle formule ϕ(x, b) de RDM1 minimal. Clairement, DM1(ϕ(x, b)) = 1 et ϕ(x, b)
est infinie (disons de rang de Morley n). Soit a = a1a2 générique dans ϕ(x, b) au-
dessus de M , tel que a1 soit L1-indépendant et a2 ∈ acl1(Ma1). Montrons que
a2 ( acl0(Ma1) : sinon, on peut choisir une L0(M)-formule ψ0(x, b0) qui isole
tp0(a/M) parmi tous les L0-types de rang de Morley ≥ n. Par (2), on aurait
RDM1(ψ0(x, b0)) = RDM0(ψ0(x, b0)) = (n, 1), et ϕ(x, b)∆ψ0(x, b0) donnerait
un ensemble L1-définissable non-L0-définissable d’un rang plus petit que n, ce
qui contredirait la minimalité de ϕ(x, b).

On termine la preuve de (3), si on établit les deux faits suivants :

(+) Il existe M ′ |= T1 tel que si d1(a/M ′) = 1, alors acl1(M ′a) ) acl0(M ′a).

(++) Si M ′ satisfait (+) et M ′ 4 M ′′ |= T1, alors M ′′ satisfait (+) aussi.

On pose M0 := M , et Mi := acl1(Ma11 . . . a1i) pour i = 1 . . . , n. Comme
acl0(Ma1) ( acl1(Ma1), il existe i ≤ n tel que acl0(Mi−1a1i) ( acl1(Mi−1a1i) =
M1. Cela montre (+).

Supposons que M ′ satisfait (+). Soit M ′ 4 M ′′ et a avec d1(a/M ′′) =

1. Comme M ′ |= T1, acl1(M ′a) |⌣
1

M ′ M
′′ entrâıne acl1(M ′a) |⌣

0

M ′ M
′′. On en

déduit que d0(acl1(M ′′a)/M ′′) ≥ d0(acl1(M ′a)/M ′′) = d0(acl1(M ′a)/M ′) ≥ 2.
Le modèle M ′′ satisfait donc également (+).

Remarque. Il est montré dans [Hr92] que toute expansion fortement minimale
T ⊇ ACFp préserve les multiplicités.

Lemme 3.0.5. Si l’une des expansions T0 ⊆ Ti préserve les multiplicités, alors
(T0, T1, T2) a un bon contrôle.
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Preuve. On peut supposer que T0 ⊆ T1 préserve les multiplicités. Soit ι : A ∼= A′

un L-isomorphisme, où A contrôle K et A′ contrôle K ′, pour K,K ′ ∈ C̃. Par
induction, il suffit de montrer que ι s’étend en un L-isomorphisme ι̃ : acli(A) ∼=
acli(A

′), pour i = 1, 2.
Montrons d’abord que acl0(A) ∼=L acl0(A′). Il suffit de choisir une application

L2-élémentaire quelconque ι̃ : acl0(A) ∼= acl0(A′) qui étend ι (pour l’obtenir, on
utilise l’élimination des quanteurs dans T2 pour construire un L2-isomorphisme
ι2 : acl2(A) ∼= acl2(A′ que l’on restreint ensuite à acl0(A)). Trivialement, ι̃
est L0-élémentaire, aussi. Comme T0 ⊆ T1 préserve les multiplicités, tout σ ∈
AutL0

(acl0(A)/A) est L1-élémentaire, aussi. Donc, ι̃ est un L-isomorphisme.
Traitons le cas acl1. Soit ι1 : acl1(A) ∼= acl1(A′) un L1-isomorphisme auxi-

liaire étendant ι, et soit B une L0-base de acl1(A) au-dessus de A. Posons
B′ := ι1(B) ⊆ acl1(A′). Comme A ≤ acl1(A), on a d2(b/A) = d0(b/A) pour
tout b ⊆ω B, et B est donc L2-indépendant au-dessus de A (c’est vrai égale-
ment pour B′ au-dessus de A′). Cela montre que ι1 ↾ AB : AB ∼= A′B′ est un
L-isomorphisme qui étend ι. Par la première partie de la preuve, le cas acl1 est
alors terminé.

Le fait que ι s’étende en un L-isomorphisme acl2(A) ∼= acl2(A′) se montre
de manière semblable (ce cas est même plus facile, car tout L2-isomorphisme
étendant ι est un L1-isomorphisme aussi).

3.1 Les riches sous bon contrôle

À partir de maintenant, et jusqu’à la fin du Chapitre 3, on garde les hypo-
thèses suivantes concernant le contexte de fusion (T0, T1, T2) :

Contexte 3.1.1. – Ti est fortement minimale.
– T0 ⊆ Ti renforce la prégéométrie (i = 1, 2), c’est à dire pour tout A ⊆
M |= Ti et tout a ∈M avec di(a/A) = 1 on a acl0(Aa) ( acli(Aa).

– (T0, T1, T2) a un bon contrôle.
– Les hypothèses 2.0.1 sur les langages Li.
Un contexte de fusion satisfaisant à ces hypothèses est appelé un contexte

de fusion fortement minimal .

L’hypothèse que les expansions renforcent la prégéométrie nous sert à exclure
des contextes de fusions qui sont dégénérés dans un certain sens, et nous évitons
alors des distinctions de cas inintéressants. Notons que sous ces hypothèses, tout
K ∈ C̃ est modèle de T1 ∪ T2 (par 1.3.19), car K est infini.

Le lemme suivant suit facilement :

Lemme 3.1.2. On a l’unicité de l’amalgame libre dans C̃0.

Lemme 3.1.3. La classe C0 est dénombrable, ainsi que (le nombre de classes
d’isomorphisme dans) {k ≤ l | l ∈ C0}, pour tout k ∈ C0.

Preuve. Toute fusion k ∈ C0 est contrôlée par un uplet fini b. Il suffit de choisir
b0 fini avec k = 〈b0〉, et b := cl0(b0) est fini et contrôle k. Or, dans T1 et T2
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il n’existe qu’un nombre dénombrable de types d’uplets finis au-dessus de ∅, et
donc C0 est dénombrable par l’hypothèse de bon contrôle (qftpL(b) détermine k
à L-isomorphisme près).

Maintenant, on fixe k ∈ C0. Soit k ≤ l ∈ C0 et a/b une paire de contrôle
pour cette extension de fusions. On choisit bi ∈ acli(b) tel que tpi(a/bbi) soit
stationnaire. Alors, qftpL(abb1b2) détermine complètement k ≤ l, dans le sens

suivant : Soit l′ contôlée par a′b
′
b
′

1b
′

2 avec qftpL(a′b
′
b
′

1b
′

2) = qftpL(abb1b2) et

soit k′ = 〈b
′
〉 contrôlée par b

′
, alors tout L-isomorphisme entre k et k′ qui étend

b
′
b
′

1b
′

2 7→ bb1b2 s’étend en un L-isomorphisme de l avec l′ qui envoie a sur a′.
Cela montre que {k ≤ l | l ∈ C0} est dénombrable.

Corollaire 3.1.4. Il existe une fusion riche dénombrable Mω ∈ C̃0 qui est unique
à isomorphisme près, la limite de Fräıssé de (C0,≤). Deux fusions riches sont
L∞,ω-équivalentes. En particulier, Tω est complète.

Preuve. La classe (C0,≤) est connexe, car le type de L-isomorphisme de k0 :=
〈∅〉 ∈ C0 est uniquement déterminé, par bon contrôle, et k0 se plonge donc (for-
tement) dans toute fusion. Le Lemme 3.1.3 permet une construction usuelle à
la Fräıssé pour obtenir une fusion riche dénombrable (c’est plus facile que dans
la preuve de la Proposition 2.1.14). Nous terminons donc la preuve par la Pro-
position 2.1.14, une fois que nous avons noté que deux structures dénombrables
et L∞,ω-équivalentes sont isomorphes.

La théorie Tω est axiomatisable par le Théorème 2.3.14, et cela à l’aide des
axiomes décrits dans le Corollaire 2.3.19. Le théorème suivant est un corollaire
de 2.3.22, par bon contrôle.

Théorème 3.1.5. Soient a ≤ K |= Tω et a′ ≤ K ′ |= Tω, et supposons que
qftpL(a) = qftpL(a′). Alors, tpω(a) = tpω(a′) (les uplets peuvent être infinis).

En particulier, pour A ⊆ K, A′ ⊆ K ′ on a tpω(A) = tpω(A′) si et seulement
si cl0(A) ∼=L cl0(A′).

Lemme 3.1.6. Soient a ∈ K |= Tω et B ⊆ K, avec d(a/B) = 0. On suppose
que k := clω(B) est finiment engendrée. Alors tpω(a/B) est isolé.

Preuve. Il suffit de traiter le cas où B = clω(B) =: k. Puis, quitte à agrandir a,
on peut supposer qu’il existe b ∈ k tel que a/b soit une paire de contrôle pour
l/k, où l := clω(ka). On montre d’abord que tpω(a/b) est isolé. Pour cela, on
choisit des Li-formules ϕi(x, b) telles que tpLi

(a/b) soit le seul type générique

dans ϕi(x, b) au-dessus de b et ϕ0(x, b) isole tpL0
(a/b). Le fait que

∧2
i=0 ϕi(x, b)

isole tpω(a/b) suit du Théorème 3.1.5, comme b ≤ K et δ(a/b) = 0.

Ensuite, notons que pour tout a′ |= tpω(a/b) on a a′ |⌣
i

b
k pour i = 0, 1, 2.

C’est le cas pour a′ = a (par définition d’une paire de contrôle), et donc pour

tout a′, car k = aclω(b). Maintenant, il suffit de choisir un b ⊆ b
′
⊆ω k avec

Cbi(a/k) ∈ dcli(b
′
) et des Li-formules ϕ′

i(x, b
′
) ∈ tpi(a/b

′
) génériquement conte-

nues dans ϕi(x, b) et de degré de Morley 1 pour que
∧2
i=0 ϕ

′
i(x, b

′
) isole tpω(a/k),

par le Théorème 3.1.5.



62 CHAPITRE 3. FUSION LIBRE ω-STABLE ET COLLAPSE

À partir de maintenant, on travaille dans un modèle monstre K∗ |= Tω.

Lemme 3.1.7. Tω est superstable (avec |⌣
∗

= |⌣).

Preuve. On peut montrer ce lemme en comptant des types (utilisant 3.1.5). Or,
nous savons déjà que Tω est supersimple avec |⌣ = |⌣

∗
(par le Thórème 2.4.10,

l’hypothèse A étant satisfaite dans notre contexte). Il suffit donc de montrer
que tout type au-dessus d’un ensemble clω-clos K est stationnaire, c’est à dire
n’a qu’une seule extension non-déviante (au sens de |⌣

∗
) à tout K ′ ⊇ K. Soit

donc K = clω(K) ≤ K∗ et α ∈ K∗. Il suffit de montrer que tpω(clω(Kᾱ)/K)
n’a qu’une seule extension non-déviante à tout K ⊆ K ′ = clω(K ′). Or, cela est
une conséquence de l’unicité de l’amalgame libre 3.1.2 et de 3.1.5, compte tenu
de la caractérisation de |⌣

∗
donnée dans 2.4.2.

La preuve précédente montre :

Lemme 3.1.8. Soit K = clω(K) ≤ K∗. Alors tout type (réel) au-dessus de K
est stationnaire.

Comme dans le cas supersimple (Théorème 2.4.10), on obtient U(L/K) = 1,
si K ≤ L est une extension primitive et K ≤ K∗. Pour L/K parasite, U(L/K)
vaut la longueur d’une décomposition en extensions primitives. Nous voulons
montrer que si tpω(a/K) est parasite (c’est à dire L := clω(Ka) est une extension
parasite de K), alors U(a/K) = RM(a/K). Par induction sur n = U(a/K) et
utilisant le fait que U(q) ≤ RM(q) est toujours vrai, il suffit de montrer que pour
tout type parasite p = tpω(a/K∗) il existe une formule ϕ(x, b) ∈ p qui isole p
parmi tous les types q ∈ S(K∗) avec U(q) ≥ U(p).

On choisit k = clω(k) ≤ K∗ finiment engendrée telle que a |⌣k
K∗. Alors

p0 := tpω(a/k) est isolé par une formule ϕ(x, b), par le Lemme 3.1.6. Comme
p0 est stationnaire (par 3.1.8), tout type q ∈ S(K∗) contenant ϕ(x, b) est ou
bien égal à p ou bien une extension déviante de p0. En particulier, si q 6= p et q
contient ϕ(x, b), alors U(q) < U(p).

Le seul 1-type que nous n’avons pas traité ainsi (par 3.1.5), c’est le type
générique g := tpω(a/∅), pour a avec d(a) = 1. Or, toute extension déviante de
g est nécessairment parasite, d’où

Théorème 3.1.9. Tω est ω-stable et complète. Le rang de Lascar d’une exten-
sion parasite est égal au rang de Morley, et il est donné par la longueur d’une
décomposition en extensions primitives (en particulier, il est fini). Le rang de
Lascar ainsi que le rang de Morley du type générique sont ≤ ω.

Dans une théorie ω-stable, les modèles ℵǫ-saturés sont exactement les mo-
dèles ω-saturés, et on déduit donc de 2.3.15 :

Remarque 3.1.10. Les fusions riches sont exactement les modèles ω-saturés
de Tω.

On peut utiliser les résultats sur les paires magnifiques de modèles de Tω
obtenus dans la Section 2.5. Les paires magnifiques d’une théorie stable T étant



3.1. LES RICHES SOUS BON CONTRÔLE 63

(essentiellement) la même chose que les belles paires (de Poizat) de modèles de
T , on peut se servir du Théorème 2.5.10 et de la caractérisation des théories
stables qui n’ont pas la propriété du recouvrement fini due à Poizat [Po83] pour
obtenir

Corollaire 3.1.11. La théorie Tω n’a pas la proriété du recouvrement fini.

Dans la suite, nous dirons que p = stpω(A/B) est un type parasite / type pri-
mitif , si L := clω(AB)L est une extension parasite / primitive de K := clω(B).

Évidemment, si p := stpω(A/B) est non-algébrique, on a p 6⊥aK tpω(L/K). Dans
la Section 3.2, l’orthogonalité entre les types primitifs sera étudiée en détail, et on
trouvera une classe de types primitifs qui représentent toutes les classes de non-
orthogonalité et pour lesquels la non-orthogonalité prend une forme concrète.

Tout type primitif est fortement minimal par le Théorème 3.1.9. La Proposi-
tion 2.4.14 nous dit qu’il est aussi monobasé. On en déduit que sa prégéométrie
est localement modulaire. Alternativement, ce fait suit de la première partie
de la proposition suivante (via la caractérisation de la géométrie d’un ensemble
fortement minimal ω-catégorique 1.3.10).

Proposition 3.1.12. (1) Soit a/b une paire de contrôle de l’extension pri-
mitive l/k, où k ≤ K∗. Alors tpω(a/k) contient une formule fortement
minimale ω-catégorique. Il y a même une telle formule isolant tpω(a/k).

(2) Tout type primitif est localement modulaire. Si T0 a une prégéométrie tri-
viale, alors tout type primitif a une prégéométrie triviale.

Preuve. Il est facile de trouver b ≤ a′ ≤ a avec a′/b première. Le fait de
contenir une formule fortement minimale ω-catégorique est invariant par non-
orthogonalité, et on peut donc supposer que a/b soit première.

Par le Lemme 3.1.6, on peut choisir b ⊆ b
′

= cl0(b
′
) ⊆ω k et une L(b

′
)-formule

ψ(x, b
′
) isolant tpω(A/k). On montre que ψ(x, b

′
) définit un ensemble fortement

minimal localement fini (c’est à dire il n’y a qu’un nombre fini de solutions de

ψ(x, b
′
) dans la clôture algébrique d’un ensemble fini de solutions de ψ(x, b

′
)), ce

qui donnera (1). Il est clair que ψ(x, b
′
) est fortement minimal, et le fait que cet

ensemble fortement minimal est localement fini est une conséquence de l’énoncé
suivant :

(∗) Soit M |= Tω et D := ψ(M, b
′
). Pour E ⊆ D on a alors aclω(Eb

′
) =

acl0(Eb
′
) ∩D.

Pour montrer (∗), on peut supposer que E est fini. Notons que δ(E/B′) = 0
(≥ 0 est évident, et ≤ 0 suit du Lemme 2.2.4 par induction sur la cardinalité

de E). Donc, cl0(Eb
′
) = acl0(Eb

′
). Comme aclω = clω (Corollaire 2.3.25), on

déduit du Lemme 2.2.8 que ē ∈ acl0(EB′) pour tout ē ∈ aclω(Eb
′
)∩D, ce lemme

disant que si A/B est première et A ⊆ clω(C) pour un B ⊆ C, alors A ⊆ cl0(C).
En fait, la preuve de (∗) donne un peu plus (c’est le contenu de la Remarque

3.1.13), et ce petit plus montre également que si T0 est triviale, alors tout type
primitif dans Tω l’est aussi.
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Remarque 3.1.13. Soient A1, . . . , An, A
′ des extensions premières de C =

cl0(C). Alors, on a A′ ⊆ clω(
⋃n
i=1Ai) ssi A′ ⊆ acl0(∪ni=1Ai).

Définition 3.1.14. Une expansion fortement minimale T0 ⊆ T1 est appelée
relativement triviale si pour tout uplet a ∈M |= T1 on a acl1(a) = aclu1 (acl0(a)),
où aclu(A) :=

⋃
x∈A acl(x) dénote la clôture algébrique unitaire.

Remarque 3.1.15. (1) Si T0 ⊆ T1 est une expansion fortement minimale
relativement triviale, alors pour tout ensemble de paramètres B ⊆ M |=
T1, T0(B) ⊆ T1(B) est relativement triviale, aussi.

(2) Si la théorie fortement minimale T0 a une géométrie triviale, alors une
expansion T1 de T0 est relativement triviale ssi T1 a une géométrie triviale.

(3) Une expansion relativement triviale d’une théorie fortement minimale lo-
calement projective ne renforce pas la prégéométrie.

(4) Soit T1 ⊇ T0 une expansion fortement minimale qui renforce la prégéomé-
trie, avec T0 localement modulaire et T1 non-triviale. Alors T1 ⊇ T0 n’est
pas relativement triviale.

Preuve. Seule la partie (3) requiert une preuve (car (4) suit de (2) et (3)). Par
(1), on peut supposer que T0 est projective. Clairement, une expansion relative-
ment triviale d’une théorie modulaire est modulaire, et donc T1 est projective,
aussi. Il y a un groupe abélien fortement minimal A interprétable dans M |= T0,
A non presque orthogonal à M (au-dessus de acl0(∅)), par le Fait 1.3.13.

Rappelons que la géométrie d’un groupe fortement minimal modulaire est
déterminée par son corps des quasi-endomorphismes (Fait 1.3.12). Donc, si l’ex-
pansion T0 ⊆ T1 renforçait la prégéométrie, l’inclusion F0 ⊆ F1 devrait être
stricte, où Fi dénote le corps des quasi-endomorphismes de A qui sont défi-
nissables dans Ti. Choisissons α ∈ F1 \ F0. Pour deux éléments génériques et
indépendants b1, b2 on prétend que b1+αb2 ∈ acl1(b1b2)\aclu1 (acl0(b1b2)). Atten-
tion : il s’agit là d’un abus de notation, puisque ce calcul se fait dans A/H pour
un certain groupe H ⊆ acl1(∅) fini. Supposons — on travaille modulo un groupe
H ′ plus grand mais toujours fini — que l’on ait b1 +αb2 = α′(β1b1 +β2b2), avec
α′ ∈ F1, βi ∈ F0. Alors, α′β2 = α et α′β1 = id (car c’est vrai génériquement).
Donc, β−1

1 = α′, d’où α = β−1
1 β2, une contradiction !

La première partie de la Remarque 3.1.15 admet une réciproque partielle, en
effet :

Lemme 3.1.16. Soit T0 modulaire, et soit A ⊆ M∗ |= T1 un ensemble de
paramètres. Alors on a :

(1) Si T0(A) ⊆ T1(A) est relativement triviale, T0 ⊆ T1 l’est aussi.

(2) Si T0 ⊆ T1 n’est pas relativement triviale, il existe un entier n tel que dès
que d1(A/∅) ≥ n, on a

(
⋃

α∈acl0(Aa1a2)

acl1(Aα)

)
( acl1(Aa1a2)
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pour toute paire (a1, a2) d’éléments génériques indépendants (au sens de
L1) au-dessus de A.

Preuve. Pour montrer (1), on raisonne par l’absurde. Supposons donc que T0 ⊆
T1 n’est pas relativement triviale. On choisit un uplet générique L1-indépen-
dant b et un élément a ∈ acl1(b) \ aclu1 (acl0(b)). De plus, on peut supposer que

ab |⌣
1
A, donc en particulier a 6∈ acl1(A). Puisque T0(A) ⊆ T1(A) est relative-

ment triviale, il y a b′ ∈ acl0(Ab) avec a ∈ acl1(Ab′). Comme b′ 6∈ acl1(A), on
trouve, par modularité de T0, un élément b′′ ∈ acl0(b) qui est L0-interalgébrique

avec b′ au-dessus de acl1(A). Donc, a ∈ acl1(Ab′′). Or, abb′′ |⌣
1
A, et alors

a |⌣
1

b′′
A. On en déduit que a ∈ acl1(b′′), une contradiction. Cela montre (1).

Quant à (2), il suffit de varier légèrement l’argument que l’on vient de donner.
Si b est un uplet avec acl1(b) ) aclu1 (acl0(b)), et b est de longuer m, l’entier
n := m− 2 suffira.

La proposition suivante montre que la fusion libre n’est pas forcément de
rang infini, et qu’il vaut donc mieux utiliser l’opposition non-collapsé / collapsé
au lieu de rang infini / rang fini. De plus, cela clarifie la dernière partie de
[BH01], où sont étudiées des conditions nécessaires pour pouvoir déterminer des
rangs.

Proposition 3.1.17 (Dichotomie du rang). Soit g le type générique.

(1) Si T1 et T2 sont triviales, alors U(g) = 1 et RM(g) = 2.

(2) Si l’une des Ti n’est pas triviale, alors U(g) = RM(g) = ω.

Preuve. La première partie est facile. En effet, on voit que la trivialité donne
〈·〉 = clω. De plus, l’opérateur 〈·〉 satisfait à la propriété d’échange de Steinitz
dans ce contexte. Cela montre que U(p) = 1 pour tout 1-type non-algébrique,
en particulier U(g) = 1. Or, le nombre des 1-types non-algébriques distincts est
infini (cela suit par exemple du Lemme 2.3.18). On conclut que RM(g) = 2.

Dans (2), on peut supposer que T1 n’est pas triviale (par symétrie). Par
la Remarque 3.1.15, l’expansion T0 ⊆ T1 n’est alors pas relativement triviale
(même si T0 est non-triviale !), car l’expansion T0 ⊆ T1 renforce la prégéométrie
par hypothèse. On montre d’abord :

(∗) Si k ≤ l = 〈ka〉 est générique, il existe a′ ∈ 〈ka〉21 tel que acl1(ka′) ∩
acl2(ka) = k.

On rappelle (voir la Définition 2.2.5) que 〈A〉21 = acl2(〈A〉1) = acl2(acl1(A)).
Comme l’expansion T0 ⊆ T2 renforce la prégéométrie, on a d1(acl2(ka)/k) =
d0(acl2(ka)/k) ≥ 2. Par la seconde partie du Lemme 3.1.16, on trouve

a′ ∈ 〈ka〉21 \
( ⋃

α∈acl2(ka)

acl1(kα)
)
,

car une L0-base de acl2(ka)/k en est aussi une L1-base. Donc, acl1(ka′) ∩
acl2(ka) = k, et (∗) est établi. On note que, puisque a′ n’est pas dans acl2(ka),
on a acl2(ka′) ∩ acl2(ka) = k aussi.
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Pour voir que l′ := 〈ka′〉 ( l, il suffit d’appliquer le Lemme 2.2.13 aux
ensembles A := acl2(ka) et B := acl0(ka′).

Maintenant, par les inégalités de Lascar , on a U(l/l′)+U(l′/k) = n+U(g) ≤
U(l/k) = U(g), pour un entier n > 0. Par ailleurs (Théorème 3.1.9), on a
U(g) ≤ RM(g) ≤ ω, et donc U(g) = RM(g) = ω.

3.2 Structure fine de Tω

Dans cette section, nous étudions la“géométrie”de Tω, plus particulièrement
la géométrie des types parasites dans Tω. Ce sont les types qu’il faut “rendre al-
gébriques” pour obtenir un collapse de Tω dans une théorie fortement minimale,
en d’autres termes : on a besoin d’un moyen pour borner le nombre de réali-
sations de tout type parasite, et cela de manière uniforme. Nous obtenons un
résultat de coordinatisation de l’ensemble des types parasites par des formules
fortement minimales localement finies ayant de bonnes propriétés d’uniformité
(Théorème 3.2.13).

Pour une compréhension des classes de non-orthogonalité de types réguliers
dans Tω, il n’est pas nécessaire de considérer des types imaginaires, car c’est une
conséquence du Lemme de décomposition 2.2.11 que tout type peut être analysé
par des types réguliers réels (le générique est régulier, car la dimension d définit
une prégéométrie, et tout type primitif stationnaire est fortement minimal par
3.1.9, donc régulier aussi). On est alors ramené à l’étude de la non-orthogonalité
entre types primitifs.

Définition 3.2.1. Soient k ≤ K∗ et l/k primitive de longueur n. Puis, soit
A ⊇ k le plus petit ensemble qui contrôle l et tel que cl0(A) = A (cf. 2.2.14).
Si a est une L0-base de A au-dessus de k, on appelle (la classe de parallélisme
de) p := tpω(a/k) un type admissible. On a p ∈ Sn(k), et l’entier np := n est la
longueur du type admissible p.

On remarque qu’un type admissible est stationnaire — comme tout autre
type au-dessus d’un ensemble clω-clos (cf. 3.1.8). De plus, par la Proposition
3.1.12, tout type admissible (une fois que l’on le considère au-dessus d’une fusion
finiment engendrée) est isolé par une formule fortement minimale ω-catégorique.
Toutes les classes de non-orthogonalité de types réguliers de Tω (sauf celle du
type générique, évidemment) sont données par des types admissibles. Par 2.2.14,
pour tout type primitif q ∈ S(k) il existe p ∈ S(k) admissible avec q 6⊥ak p. Plus
généralement, par le Lemme de décomposition (Corollaire 2.2.11), tout type
régulier (non-algébrique) q avec q ⊥ g est non-orthogonal à un type admissible.
Il suffit donc d’étudier la non-(presque-)orthogonalité dans la classe des types
admissibles. On rappelle que tout type admissible est localement modulaire (voir
3.1.12). Le fait suivant (dû à Hrushovski [Hr85]) sera très utile dans notre étude :

Fait 3.2.2. Soient p, q ∈ S(A) des types minimaux dans une théorie stable. Si
p et q sont modulaires, alors p ⊥aA q entrâıne p ⊥ q.
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Si p ∈ S(B) est un type stationnaire et B ⊆ B′, on dénote par p|B′ l’unique
extension non-déviante de p à B′. Puis, pour p1, p2 stationnaires et basés au-
dessus B1, B2 ⊆ k, on écrira p ⊥ak q au lieu de p|k ⊥ak q|k.

Le but initial de la présente étude des classes de non-orthogonalité était la
préparation d’un futur collapse. Plus tard, dans la Section 3.5, on pourra justifier
pourquoi il suffit de considérer deux cas pour T0 seulement, soit T0 est égale à la
théorie d’un ensemble infini sans structure (le cas noir), soit “essentiellement”
à la théorie d’un espace vectoriel infini V sur un corps fini Fq, c’est à dire une
expansion inessentielle et ω-catégorique de EVFq

(le cas rouge). Pour cela, il
suffira de combiner le Lemme 3.2.4 avec la Proposition 3.5.3.

Le lemme suivant suit directement de la Définition 3.2.1, compte tenu du
Lemme 2.2.14.

Lemme 3.2.3. Soient p, q ∈ S(k) admissibles (k = clω(k)). Sont équivalents :

(1) p 6⊥ak q,

(2) Il existe a |= p et b |= q tels que a et b sont inter-L0-algébriques au-dessus
de k.

En particulier, si p 6⊥ q, alors p et q ont la même longueur (disons n), et :
(N) Si T0 est la théorie d’un ensemble infini sans structure (le cas noir),

alors p 6⊥ak q si et seulement si q = σ(p) pour une permutation σ ∈ Sn.
(R) Si T0 est une expansion inessentielle et ω-catégorique de la théorie d’un

Fq-espace vectoriel (le cas rouge), alors p 6⊥ak q si et seulement si q =
Γ · p + b, pour un Γ ∈ GLn(Fq) et un uplet b ∈ kn. Cette notation veut
dire : si a |= p, alors Γ · p+ b := tpω(Γ · a+ b/k)

Lemme 3.2.4. Soit T0 une L0-théorie fortement minimale ω-catégorique. Alors,
il existe un ensemble fortement minimal L0(b)-interprétable D′

0 avec les proprié-
tés suivantes (T ′

0 est la théorie de D′
0 dans le langage qui nomme toutes les traces

d’ensembles L0(b)-définissables sur (D′
0)n) :

(1) Si T0 est triviale, T ′
0 est la théorie d’un ensemble infini sans structure.

(2) Si T0 est non-triviale (donc localemement projective), alors T ′
0 est une

expansion inessentielle de EVFq
pour un certain corps fini Fq. On peut

choisir D′
0 de manière que acl′0(∅) = {0} et alors dcl′0 = acl′0.

(3) Soient T1, . . . , Tk ⊇ T0 un nombre fini d’expansions fortement minimales
de T0. Alors, dans les cas (1) et (2), on peut choisir D′

0 tel que D′
0

soit fortement minimal au sens des Ti aussi (i = 1, . . . , k), c’est à dire
DMLi

(D′
0) = 1.

Preuve. Si T0 est triviale, il suffit de considérer la relation d’équivalence (défi-
nissable et à classes finies par ω-catégoricité) E(x, y) : ⇐⇒ x ∈ acl0(y) et y ∈
acl0(x). Si D est l’ensemble x = x, on pose D′

0 := D/E \ {{acl0(∅)}}. Cela
montre (1) ainsi que (3) dans le cas trivial.

Si T0 est localement projective, on peut L0(b)-interpréter un groupe forte-
ment minimal G0 dans T0, par le Fait 1.3.13. La prégéométrie de G0 (avec la
structure induite) est donnée par le corps des quasi-endomorphismes QE(G0) de
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G0 (cf. 1.3.12). Par ω-catégoricité, QE(G0) est égal à un corps fini Fq. Modulo
le sous-groupe (fini) H0 := aclTh(G0)(∅), tout quasi-endomorphisme agit comme
isomorphisme. Si l’on remplace G0 par G′

0 := G0/H0, on a donc affaire à une
expansion inessentielle de EVFq

(avec acl′0(∅) = {0}). Cela suit par exemple de
la Remarque 3.0.4(3).

Pour montrer (3) dans le cas (2), supposons que dans l’expansion fortement
minimale T1 ⊇ T0 on ait DML1

(G′
0) = d1 > 1. Soit G′

1 la composante connexe
(par rapport à T1) de D′

0. Alors, (G′
0 : G′

1) = d1. On choisit un Fq-sous-espace
vectoriel fini W1 ⊆ G′

0 tel que G′
1 +W1 = G′

0. Alors, G′
0/W1 = G′

1 +W1/W1 est
L0-définissable avec DML1(G′

0/W1) = 1. Puis, on continue avec l’expansion T2 ⊇
T0. En quotientant successivement par des Fq-sous-espaces finis W2, . . . ,Wk on
arrive finalement à un quotient G′

0/W avec DMLi
(G′

0/W ) = 1 pour tout i.
On termine donc la démonstration de (3) en prenant G′

0/W comme l’ensemble
D′

0.

Avant de continuer l’étude des types admissibles, le Lemme 3.2.4 nous permet
de donner une preuve laissée en attente.

Preuve du Théorème 2.6.8. Rappelons le contexte de ce théorème. On a affaire
à un contexte de fusion (T0, T1, T2), avec Ti fortement minimale, probablement
sans bon contrôle. On veut montrer que la théorie de la fusion libre Tω dans ce
contexte a la propriété de n-amalgamation de modèles, pour tout n ∈ N.

Si la théorie Tω est stable, elle a la proriété de n-amalgamation de modèles
(Fait 1.2.7). Dans le cas général, c’est à dire (toute complétion de) Tω super-
simple pas forcément stable, on arrive à réduire la preuve au cas stable, et cela
en prenant un détour.

On aimerait appliquer le Lemme 2.6.3. Pour montrer le théorème, il suffit
donc de prouver que si S := (Mw)w⊆Y est un Y -système indépendant de modèles
de Tω, alors S ↾L0

est un système indépendant de modèles de T0. Notons d’abord
que si Tω est stable, cela provient du Lemme 1.2.4.

Pour Tω quelconque, on choisit, appliquant le Lemme 3.2.4, un ensemble
D′

0 qui est L0-interprétable (utilisant un ensemble fini de paramètres b), avec
les propriétés suivantes (on dénote T ′

i la théorie de D′
0 dans un langage dans

lequel les ensembles définissables sont précisément les traces d’ensembles Li-
définissables, pour i = 0, 1, 2) :

(i) T ′
i est fortement minimale pour i = 0, 1, 2, et

(ii) dans T ′
0, on a dcl′0 = acl′0.

Le contexte de fusion (T ′
0, T

′
1, T

′
2) a un bon contrôle par le Lemme 3.0.5 (la

propriété (ii) entrâıne que les expansions T ′
0 ⊆ T ′

i , pour i = 1, 2, préservent
les multiplicités). Si T ′

ω dénote la théorie de la fusion libre dans ce contexte,
c’est donc une théorie ω-stable. Dans la suite, on va supposer que D′

0 est L0(∅)-
interprétable (sinon, on peut ajouter les paramètres nécessaires au langage L0).
Si M |= T0, on notera M ′ := D′

0(M) |= T ′
0. Plus généralement, pour A0 =

acl0(A0) ⊆ M |= T0, on pose A′
0 := M ′ ∩ acleq0 (A0). Si M est une L-structure

dans C̃, on munit, de manière canonique, l’ensemble M ′ de la L′-structure héritée
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de M , où L′ := L′
1 ∪ L′

2. Avec ces notations, on a (la vérification est plus ou
moins immédiate car A0 et A′

0 sont inter-L0-algébriques) :

(a) Si A = acl0(A) ⊆ B = acl0(B) ⊆ M∗ |= Tω, alors δ(A/B) = δ(A′/B′), et
A ≤ B ssi A′ ≤ B′.

(b) Soit A = acl0(A) ≤M |= Tω. Alors, M ′ |= T ′
ω, et cl′0(A′) = (cl0(A))′ ainsi

que cl′ω(A′) = (clω(A))′.

Revenons à S = (Mw)w⊆Y , notre Y -système indépendant de modèles de Tω.
Utilisant (b), on voit que S′ := (M ′

w)w⊆Y est un Y -système indépendant de mo-
dèles de T ′

ω. Or, T ′
ω est stable, et on déduit que S′ est un Y -système indépendant

de modèles de T ′
0, par 1.2.4. Si l’on considère les M ′

w comme interprétées, cela

veut dire que M ′
w |⌣

0

AS′
w

BS
′

w pour tout w ⊆ Y .

Mais Mw et M ′
w sont inter-L0-algébriques pour tout w, donc également ASw et

AS
′

w ainsi que BSw et BS
′

w , d’où le fait que M ′
w |⌣

0

AS′
w

BS
′

w implique Mw |⌣
0

AS
w

BSw.

Remarque. Dans le contexte du Théorème 2.6.8, soient M |= Tω et D′
0 choisi

comme dans la preuve que nous venons de donner, avec L′ := L′
1 ∪ L′

2. Alors,
ThL′(M ′) = T ′

ω ne donne pas nécessairement toute la structure induite sur l’en-
semble M ′. Ainsi, dans la situation de l’Exemple 3.0.1(2), si l’on quotiente par
la relation d’équivalence E, la théorie correspondante T ′

ω sera ω-stable, tandis
que toute la structure induite donne une théorie instable.

Revenons aux types admissibles. Le cas noir étant inintéressant en ce qui
concerne ⊥, nous nous restreignons au cas rouge dans notre étude. De plus, le
cas noir est précisément le contexte étudié dans la fusion originale de Hrushovski
[Hr92] (et on sait donc collapser ce cas, si les théories T1 et T2 ont la DMP).

Convention 3.2.5. Dans la suite de la Section 3.2, on suppose que l’on se
trouve dans le cas rouge, où T0 est une expansion inessentielle et ω-catégorique
de EVFq

.

Soient Γ ∈ GLn(Fq) et p ∈ Sn(k) un type admissible de longueur n. On pose

TstabΓ(p) := {c | Pour a |= p|kc on a a′ := Γ · a+ c |= p|kc}.

Par définissabilité du type p, l’ensemble TstabΓ(p) est définissable au-dessus de
k. C’est un stabilisateur tordu, et Tstabid(p) = stab(p) est le stabilisateur usuel.

De plus, pour p admissible et (a1, a2) |= p(2), soit ∆p := stp(a1−a2/Cb(p)).
Un mot sur la notation : si p, q ∈ S(k) sont stationnaires, et si a |= p et b |= q|ka,
on note p⊗ q := tp(ab/k). Puis, p(n) := p⊗ p⊗ . . .⊗ p (n fois).

Avant de continuer l’étude des types admissibles, nous faisons quelques ob-
servations générales concernant les types et leurs stabilisateurs dans un groupe
stable.

Étant donné un groupe G type-définissable (dans une théorie stable), un
type fort p qui étend ”x ∈ G” est appelé un sous-groupe type, s’il est le type
générique d’un sous-groupe type-définissable (et connexe) de G. Si p est le type
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générique d’une cosette (à droite) d’un tel sous-groupe de G, on l’appelle un
cosette type.

Le groupe G agit (à gauche) sur l’ensemble des types forts étendant ”x ∈ G”.
Si p est un tel type, on prend stab(p) pour cette opération, et on pose ∆p :=
tp(a · a′−1/Cb(p)), où (a, a′) |= p(2).

Évidemmment, ces notions dépendent du groupe G considéré. La preuve du
fait suivant est standard :

Fait 3.2.6. Dans le contexte ci-dessus, soit p un type fort avec U(p) < ω. Alors :

(i) p est un sous-groupe type ssi p ⊢ stab(p) (ssi p = ∆p).

(ii) p est un cosette type ssi a · a′−1 |⌣B
a′ pour tout (a, a′) |= p(2)|B ssi ∆p ⊢

stab(p) (ssi ∆p est l’unique type générique de stab(p)).

Dans le lemme suivant, nous traitons l’uniformité de ces notions dans un
contexte particulier (le résultat est bien connu).

Lemme 3.2.7. Soit T la théorie d’un groupe de rang de Morley fini, et soit
ϕ(x, u) une formule telle que dès que ϕ(x, b) est non-vide, on a RDM(ϕ(x, b)) =
(m, 1). Dans ce cas, pb dénote l’unique type générique de ϕ(x, b).

Alors l’ensemble Bsous des paramètres b pour lesquels pb est un sous-groupe
type est définissable, de même que l’ensemble Bcos des b pour lesquels pb est un
cosette type.

Preuve. Pour montrer le résultat, sous les hypothèses du lemme, on va transfor-
mer les caractérisations (i) et (ii) du Fait 3.2.6 en des conditions définissables.

On rappelle que dans T , le rang de Morley est fini, définissable et égal au
rang U, donc en particulier il est additif.

On considère ψsous(x, y, u) := ϕ(x · y, u), et on pose

θsous := {b | RM([ϕ(x, b) × ϕ(y, b)] ∩ ψsous(x, y, b)) = 2m}.

Alors, θsous est définissable, et cette formule décrit l’ensemble Bsous. Pour le
voir, considérons α |= pb et β |= pb|α. Si |= θsous(b), on a |= ϕ(α · β, b). Donc,
RM(α · β/b) ≤ m, et alors α |⌣b

α · β, car RM(α, β/b) = 2m. Cela montre que
p ⊢ ∆p. La réciproque est facile, par additivité du rang.

On procède de la même manière pour l’ensemble Bcos. Premièrement, on
met ψcos(x, y, z, u) := ϕ(x · y−1 · z, u). Puis, on démontre que Bcos est donné
par θcos := {b | RM([ϕ(x, b) × ϕ(y, b) × ϕ(z, b)] ∩ ψcos(x, y, z, b)) = 3m}.

Revenons à la fusion, et à l’étude des types admissibles.

Lemme 3.2.8. Soit p admissible (de longuer n), avec TstabΓ(p) infini pour un
Γ ∈ GLn(Fq). Alors p est un cosette type.

Preuve. TstabΓ(p) est infini si et seulement s’il contient un type de rang U égal
à 1. Puis, notons que U(TstabΓ(q)) ≤ U(q) est vrai pour tout type q, comme
dans le cas d’un stabilisateur usuel (par la même preuve).
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Supposons que p ∈ Sn(k), et soit N l’ordre de Γ dans GLn(Fq). On choisit
a |= p et c1, . . . , cN , des réalisations de TstabΓ(p), indépendantes et génériques
au-dessus de ka. On pose a1 := a, et inductivement ai+1 := Γ · ai + ci. On a
alors :

– a2 |= p|kc1 (en particulier a2 |⌣k
c1)

– a1 |⌣k
a2 (car U(a1a2/k) = U(a2c1/k) = U(a1c1/k) = 2).

D’une manière analogue, on montre :
– ai+1 |= p|kc1 · · · ci
– a1, . . . , aN+1 est une suite de Morley dans p.

D’autre part, on calcule

aN+1 = Γ · aN + cN = . . . = ΓN · a1 + ΓN−1 · c1 + . . .+ Γ · cN−1 + cN .

Comme ΓN = id, on a aN+1 = a1 + c̃ pour un certain c̃ ∈ acl0(c1 . . . cN ).
Comme c̃ = aN+1 − a1 pour (aN+1, a1) |= p(2), utilisant le Fait 3.2.6, il suffit de
montrer que c̃ |⌣k

a1. Or, cela est une conséquence de a1 |⌣k
c̄1, . . . , c̄N .

Nous savons que tout type admissible est localement modulaire. Puis, un
cosette type a évidemment une prégéométrie non-triviale. Le résultat suivant
nous dit que c’est la seule possibilité.

Fait 3.2.9. Soit p un type admissible. Si p est non-trivial, alors p est un cosette
type.

Preuve. Notons qu’un résultat plus général est vrai (qui est du folklore). Néan-
moins, nous donnons une preuve dans notre cas particulier.

Comme p a une prégéométrie non-triviale, il existe a0, . . . , am−1, des solu-
tions de p qui sont 2 à 2 indépendantes mais dépendantes. Soit m choisi minimal
avec ces propriétés (en fait, m = 3 ou m = 4, mais on n’a pas besoin de cela).
Donc, a0 et a1 sont interalgébriques au-dessus de ka2 . . . am−1. Il s’en suit (par
le Lemme 2.2.14 et la définition d’un type admissible) que a1 = Γ · a0 + c pour
un Γ ∈ GLn(Fq) et un uplet c ∈ clω(ka2 . . . am−1) \ k (car a0 |⌣k

a1). Comme
on a aussi c |⌣k

ai pour i = 0, 1, on déduit que c |= TstabΓ(p), et TstabΓ(p))
est donc infini. On conclut par le Lemme 3.2.8.

Lemme 3.2.10. Soit k = clω(k) et p ∈ S(k) un type admissible, avec pi := p↾Li

pour i = 1, 2. Alors, p est un cosette type si et seulement si p1 et p2 sont des
cosette types.

Preuve. Dans cette preuve, nous utilisons constamment la caractérisation de
|⌣

∗
donnée dans 2.4.2(2). Notons d’abord que si (a1, . . . , an) |= p(n), alors

(a1, . . . , an) |= p
(n)
i pour i = 1, 2. Par le Fait 3.2.6, il suffit de montrer :

(∗) Pour (a1, a2) |= p(2) on a a1 − a2 |⌣k
a2 ⇔ a1 − a2 |⌣

i

k
a2 pour i = 1, 2.

L’implication “⇒” dans (∗) est facile. Réciproquement, supposons que a1 −

a2 |⌣
i

k
a2 pour i = 1, 2. Comme a1−a2 |⌣

0

k
a2 est toujours vrai, on en déduit que

k ≤ acl0(k(a1 − a2) est une extension première, (car acl0(ka2) ⊆ acl0(ka1a2) =
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acl0(ka2(a1 − a2)) est une extension première). Donc, tpω(a1 − a2/k) est ad-
missible, et en particulier U(a1 − a2/k) = 1. Par ailleurs, U(a1 − a2/ka2) =
U(a1/ka2) = 1, d’où a1 − a2 |⌣k

a2.

Voilà le résultat qui nous permet de discerner les types de prégéométrie pour
les types admissibles d’une manière concrète (pour l’obtenir, on combine le Fait
3.2.9 avec le Lemme 3.2.10).

Proposition 3.2.11. Soit p admissible, et soit pi (i = 1, 2) la restriction de p
à Li. Alors, p est non-trivial (donc localement projectif) si et seulement si p1 et
p2 sont tous les deux des cosette types.

Avant que nous utilisons la Proposition 3.2.11 pour obtenir une coordinatisa-
tion du “monde parasite”, nous discutons quelques exemples. L’exemple suivant
montre qu’il y a des types admissibles non-modulaires. Dans le Lemme 3.2.12,
nous donnerons une technique générale pour construire de tels types.

Exemple. Soit T0 = EVF2
, et soit T1 et T2 la théorie d’un F4-espace vectoriel

infini où les éléments du modèle premier sont nommés par des constantes. Dans
ce contexte, on a 〈·〉 = clω, car 2 di(a/B) ≥ d0(a/B) pour tout ensemble B
qui est acli-clos pour i = 1 ou 2. Considérons le type admissible p au-dessus de
k := 〈∅〉 donné par les équations x = λ1 ∗1 y et x = λ2 ∗2 y + c, où λi ∈ F4 \ F2,
0 6= c ∈ acl2(∅) et ∗i dénote la multiplication scalaire au sens de Ti. C’est un
type non-trivial, et ∆p est donné par x = λ1 ∗1 y et x = λ2 ∗2 y. Supposons
que p soit modulaire. Alors, p 6⊥ak ∆p par le Fait 3.2.2 et on peut donc trouver
(x∆, y∆) |= ∆p et (x0, y0) |= p qui sont F2-interalgébriques au-dessus de k, c’est

à dire

(
x∆

y∆

)
= Γ ·

(
x0

y0

)
+

(
a
b

)
pour un certain Γ ∈ GL2(F2) et a, b ∈ k (comme

c 6= 0, l’un au moins un de a, b est non nul).
On observe que λ3

i = 1, 1 + λi = λ2
i et 1 + λ2

i = λi. Pour alléger la notation,
on écrit λiz au lieu de λi ∗i z. Cela ne devrait pas créer de confusions.

Cas Γ =

(
0 1
1 0

)
: De x∆ = y0 + a et y∆ = x0 + b on déduit que

λ1a = λ1(x∆ + y0) = λ2
1y∆ + x0 = λ2

1y∆ + y∆ + b = λ1y∆ + b = x∆ + b.

Donc, x∆ ∈ k, une contradiction. Des calculs similaires montrent que Γ =(
1 0
1 1

)
ainsi que Γ =

(
1 1
0 1

)
sont impossibles.

Cas Γ =

(
0 1
1 1

)
: D’abord, on montre que a = λ1b et a = λ2b + c̃, où 0 6=

λ2c =: c̃ ∈ acl2(∅). Il est facile (mais un peu long) de voir que tpω(ab/c̃) est
admissible (il faut montrer que d0(ab/c̃) = 2 et d1(A/c̃) = d2(A/c̃) = 1 pour
tout {0, c̃} ( A ⊆ acl0(abc̃)). Or, comme {0, c̃} ≤ k = 〈c̃〉, de tels éléments
a, b ∈ k ne peuvent pas exister. Cela se voit par exemple par induction en
utilisant les filtrations 〈c̃〉ni de 〈c̃〉.

Les cas Γ = id et Γ =

(
1 1
1 0

)
sont traités de la même manière.
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Maintenant, nous présentons une construction générale pour obtenir des
types admissibles qui sont presque orthogonaux à un type admissible p(x) ∈
Sn(k) donné.

Soit k = clω(k) et soit c ∈ K∗ un n-uplet. On définit un nouveau type
admissible p+c(x) (au-dessus de l := clω(kc)) comme suit : On choisit une Li-
formule ϕi(x, bi) telle que p ↾ Li

soit l’unique type générique au-dessus de k
contenant ϕi(x, bi). Puis, soit p1 l’extension non-déviante de p ↾ L1 à l (c’est
un L1-type), et soit p2,c l’unique L2-type générique au-dessus de l contenant
ϕ2(x − c, b2). C’est un exercice facile de montrer que le type pc au-dessus de l
qu’on obtient en appliquant le Lemme 2.1.5 à p1 et p2,c — qui exprime p1 ∪ p2,c

plus “autosuffisant” — est admissible.

Lemme 3.2.12. Soient p ∈ Sn(k) admissible et c un n-uplet d-générique au-
dessus de k. Alors, p ⊥akc p+c.

De plus, si p est projectif, p+c|kc est non-modulaire.

Preuve. On raisonne par l’absurde. Supposons donc que p 6⊥akc p+c. On peut
supposer que k = clω(k). Par la Remarque 3.1.13, il y a donc a |= p|kc et
a′ |= p+c tels que a et a′ sont inter-L0-algébriques au-dessus de C := kc. On
pose A := acl0(ka) et A′ := acl0(ka′). Alors :

(∗) A |⌣
i

k
C, pour i = 1, 2,

(∗∗) A′ |⌣
1

k
C et A′ 6 |⌣

2

k
C.

(∗) est évident par construction, de même la première partie de (∗∗). La formule
ϕ2(x − c, b2) L2-dévie au-dessus de k, car RML2(ϕ2(x, b2)) < n et c est L2-
générique au-dessus de k, ce qui montre la seconde partie de (∗∗).

Maintenant, (∗) et (∗∗) ensemble entrâınent que A′ * A, et donc 0 <
d0(A′/A ∩ A′). Puisque c réalise le n-type d-générique au-dessus de A, on a
d(A′/A) = di(A

′/A) pour i = 0, 1, 2, qui sont égaux à d0(A′/A ∩ A′) (et alors
aussi à di(A

′/A ∩ A′) pour i = 1, 2), par modularité de T0. Or, par (∗∗), on
a d1(A′/A ∩ A′) = d1(A′/(A ∩ A′)C) < d0(A′/(A ∩ A′)C) = d0(A′/A ∩ A′).
(l’inégalité découle du fait que acl0(A′C) est une extension première de C et
acl0(A ∩A′C) ( acl0(A′C)) C’est une contradiction.

Notons enfin que si p est projectif, on a ∆p = ∆p+c (un type admissible).
Donc, p 6⊥ p+c. Comme ∆p est modulaire, p+c est forcément non-modulaire par
le Fait 3.2.2.

Théorème 3.2.13. Supposons que T1 et T2 ont la DMP. Alors, il existe une
suite (ϕi(xi, zi), θi(zi))i∈N, où ϕi et θi sont des L-formules sans paramètres,
avec les propriétés suivantes :

(I) Pour tout i et tout b |= θi(zi), la formule ϕi(xi, b) est fortement minimale
et localement finie.

(II) ( Uniformité du type de géométrie) Pour tout i ∈ N, si ϕi(xi, b) a une
prégéométrie triviale (localement projective) pour un b |= θi(zi), alors

ϕi(xi, b
′
) a une prégéométrie triviale (localement projective, respective-

ment) pour tout b
′
|= θi(zi).



74 CHAPITRE 3. FUSION LIBRE ω-STABLE ET COLLAPSE

(III) (Définissabilité de l’orthogonalité) Pour tout i ∈ N il existe une L-formule

χi(zi, z
′
i) telle que pour tout b, b

′
avec |= θi(b) ∧ θi(b

′
) on ait ϕi(xi, b) 6⊥

ϕi(xi, b
′
) si et seulement si |= χi(b, b

′
).

De plus, pour tout i 6= j et tout (b, b
′
) avec |= θi(b)∧θj(b

′
) on a ϕi(xi, b) ⊥

ϕj(xj , b
′
).

(IV) ( Coordinatisation du monde parasite) Si p := tpω(a/B) est un type para-
site (c’est à dire d(a/B) = 0), alors il existe ᾱ0, . . . ᾱm ∈ clω(Ba) avec a ∈
clω(Bᾱo, . . . , ᾱm) tels que, posant Bi := Bᾱ0 . . . ᾱi−1 pour i = 0, . . .m, on
a ou bien ᾱi ∈ clω(Bi) ou bien tpω(ᾱi/Bi) est générique dans ϕj(x, b)
pour un j ∈ N et b ∈ Bi.

Avant de montrer ce résultat, nous donnons une définition et un lemme :

Définition 3.2.14. Une paire de L-formules (ϕ(x, z), θ(z)) est une famille ad-
missible si pour tout b |= θ(z), la formule ϕ(x, b) est fortement minimale avec
un type générique (noté pb) qui est admissible.

Si p(x) ∈ S(K∗) est un type admissible et (ϕ(x, z), θ(z)) une famille ad-
missible, on dit que p est codé par (ϕ, θ) s’il existe b ∈ K∗ tel que |= θ(b) et
p = pb.

Lemme 3.2.15. (1) Soit p(x) ∈ S(K∗) un type admissible. Alors il existe
une famille admissible (ϕ(x, z), θ(z)) avec les propriétés suivantes :

(i) p est codé par (ϕ(x, z), θ(z)).
(ii) Si p est trivial / localement projectif, alors tout type admissible q codé

par (ϕ, θ) est également trivial / localement projectif.
(iii) Si q, q′ sont admissibles avec q 6⊥ q′, et si q est codé par (ϕ, θ), alors
q′ est codé par (ϕ, θ) aussi.

(2) Soient (ϕ(x, z), θ(z)) et (ϕ′(x′, z′), θ′(z′)) deux familles admissibles. Alors

il existe une L-formule χ(z, z′) telle que pour tout b |= θ(z) et b
′
|= θ′(z′)

on ait |= χ(b, b
′
) si et seulement si ϕ(x, b) 6⊥ ϕ′(x′, b

′
).

Preuve. Soit p(x) = tpω(a/K∗) un type admissible, où a = (a0, . . . , an−1). Soit
pi := p ↾ Li

. On choisit B = acl0(B) ⊆ K∗ fini tel que Cb1(p1),Cb2(p2) ∈ B.
Comme on est dans le contexte rouge, A := acl0(Ba) = dcl0(Ba), et tout
élément de A est de la forme

α = b+
n−1∑

i=0

λiai, (3.1)

où b ∈ B et les λi sont dans Fq.
On énumère B par b et A par ã. Puis, on choisit ϕ̃0(x̃, z) isolant tp0(ã, b) et

des Li-formules ϕ̃i(x̃, z) pour i = 1, 2 satisfaisant :

– ϕ̃i(x̃, z) ⊢ ϕ̃0(x̃, z) pour i = 1, 2.
– ϕ̃i(x̃, z) est rang-complète par rapport à tpi(ã/b).
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Le Lemme 2.3.3 nous dit que si |=
∧2
i=0 ϕ̃i(ã

′, b
′
), alors ou bien ã′ ∈ cl0(b

′
)

ou bien ã′/b
′

est une extension première.
Soit maintenant ϕi(x, z) la Li-formule que l’on obtient en remplaçant dans

ϕ̃i(x̃, z) les variables x̃ par des L0-termes en x, z donnés par (3.1). Pour i = 1, 2

on choisit θi(z) ∈ tpi(b) de telle manière que pour tout b
′
|= θi(z) on ait

(∗) ϕi(x, b
′
) est non-vide et DMi(ϕ(x, b

′
)) = 1.

(∗∗) tpi(a/B) est un cosette type si et seulement si le type générique de

ϕi(x, b
′
) est un cosette type.

Notons que (∗) est possible car les théories Ti ont la DMP, tandis que (∗∗)
est possible par le Lemme 3.2.7. Posons ϕ(x, z) := ϕ1(x, z)∧ϕ2(x, z) et θ(z) :=
θ1(z)∧ θ2(z). On vérifie sans problème que (ϕ, θ) est une famille admissible qui
code p et qui satisfait à (ii), par la Proposition 3.2.11 et (∗∗).

Par le Lemme 3.2.3(R), il suffit de modifier (ϕ, θ) de façon à ce que si elle
code un type admissible p′, elle code aussi les types Γ · p′ + c̄, où Γ ∈ GLn(Fq)
et c̄ = (c0, . . . , cn−1) est un uplet arbitraire (de K∗).

Pour Γ ∈ GLn(Fq), on choisit des ensembles L1(∅)-définissables finis, non-
vides et disjoints FΓ ⊆ acl1(∅). C’est possible car acl1(∅) est infini. Puis, soit
ϕΓ(x, z, z′) := z′ ∈ FΓ ∧ ϕ(Γ · x, z). On pose

ϕ′(x, z, z′) :=
∨

Γ∈GLn(Fq)

ϕΓ(x, z)

ainsi que θ′(z, z′) := (z′ ∈ ∪ΓFΓ) ∧ θ(z). Ensuite, pour incorporer les transla-
tés, on pose ϕ′′(x, z, z′, z′′) := ϕ′(x − z′′, z, z′) et θ′′(z, z′, z′′) := θ′(z, z′). Par
construction, (ϕ′′, θ′′) est une famille admissible, telle qu’un type admissible p′′

est codé par (ϕ′′, θ′′) si et seulement s’il existe p codé par (ϕ, θ) avec p′′ 6⊥ p.
Donc, (ϕ′′, θ′′) satisfait à (i–iii).

Pour montrer (2), on se donne b |= θ(z) et b
′
|= θ′(z′). On sait que ϕ(x, b) 6⊥

ϕ′(x′, b
′
) si et seulement si x et x′ ont la même longueur (disons n) et il existe

Γ ∈ GLn(Fq) et c̄ = (c0, . . . , cn−1) tels que ϕ(x, b) ∧ ϕ′(Γ · x − c̄, b
′
) est infini.

Comme GLn(Fq) est fini et comme Tω n’a pas la propriété du recouvrement
fini (Corollaire 3.1.11), c’est une condition définissable, d’où (2). Notons que
l’on pourrait remplacer l’utilisation de la nfcp par un argument plus concret, en
regardant ce qui se passe au niveau des langages Li.

Preuve du Théorème 3.2.13. Soit (pi)i<ω une énumération de tous les types ad-
missibles dans S(Kω), où Kω est le modèle dénombrable saturé de Tω. C’est
possible car Tω est ω-stable. En utilisant le Lemme 3.2.15, on choisit (ϕ0, θ0),
une famille admissible codant p0 et ayant les propriétés (ii) et (iii) du Lemme
3.2.15(1). Inductivement, pour m ≥ 0, on suppose qu’on ait déjà trouvé des fa-
milles admissibles (ϕj , θj)0≤j≤m′ (pour un m′ fini) avec les propriétés suivantes,
pour tout j, j′ ≤ m′ avec j 6= j′ :

– Pour i = 0, . . .m, il existe k ≤ m′ tel que pi soit codé par (ϕk, θk).
– (ϕj , θj) satisfait aux propriétés (ii) et (iii) de 3.2.15.

– Si |= θj(b) ∧ θj′(b
′
), alors ϕj(x, b) ⊥ ϕj′(x, b

′
).
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Maintenant, si pm+1 est codé par une des (ϕj , θj) pour j ≤ m′(m), on conti-
nue avec (ϕj , θj)0≤j≤m′ . Sinon, on choisit, utilisant le Lemme 3.2.15(1), une fa-

mille admissible (ϕ̃(x, z), θ̃(z)) qui code pm+1 et vérifie (ii–iii). On pose ϕm′+1 :=

ϕ̃ et θ(z) := θ̃(z))∧
∧m′

j=0 ¬∃zjχj(z, zj), où χj définit la non-orthogonalité entre
instances de ϕ̃ et ϕj . Une telle formule χj existe d’après 3.2.15(2). Cela termine
l’étape d’induction.

La suite (ϕi, θi)i<ω ainsi construite a les propriétés (I–III), puisque toute
formule fortement minimale contenant un type admissible est localement finie
d’après la Proposition 3.1.12(1). Quant à (IV), par la Proposition 2.2.9, il suffit
de montrer que tout type admissible p est codé par une des (ϕi, θi). Soit p ∈ S(k)
avec k finiment engendrée. Or, la fusion k a une copie isomorphe k′ dans Kω, et
on peut donc coder p′|Kω (par (ϕi0 , θi0)), où p′ dénote le type admissible qu’on
obtient en remplaçant les paramètres k dans p par k′, à l’aide de l’isomorphisme
donné. Donc, p est codé par (ϕi0 , θi0) aussi.

Remarque 3.2.16. Le Théorème 3.2.13 est vraie dans tout contexte de fusion
fortement minimal.

Supposons maintenant que p = ∆p est un type admissible au-dessus de la
fusion finiment engendrée k = clω(k). Par la Proposition 3.1.12, le groupe G :=
stab(p) est alors un groupe fortement minimal ω-catégorique (et modulaire). Sa
géométrie est donc déterminée par le corps QE(G) des quasi-endomorphismes de
G. Par l’ω-catégoricité, QE(G) est un corps fini. Clairement, QE(G) se plonge
dans Matnp

(Fq). Nous donnons deux exemples pour illustrer les situations qui
peuvent apparâıtre.

Exemples. (1) Soit T0 := EVF2
, et pour i = 1, 2, on considére Ti := EVFi

,
où Fi := F2. Comme dans un exemple antérieur on choisit 1 6= λi ∈ Fi
avec λ3

i = 1.

Les équations x = λ1 ∗1 y et x = λ2 ∗2 y déterminent un type admissible
p(x, y) (il suffit d’ajouter x 6= 0 pour garantir d0(x, y) = 2). Le groupe
G := stab(p) est alors donné par {(x, y) | x = λi ∗i y pour i = 1, 2}. Dans
cet exemple, F4 ⊆ QE(G), car (λ1, λ1) : G→ G, (x, y) 7→ (λ1 ∗1 x, λ1 ∗1 y)
est un quasi-endomorphisme d’ordre 3.

Pour voir cela, rappelons que λi ∈ Fi est un élément qui engendre F4, le
corps à 4 éléments. On a donc F4 = {0, 1, λi, λ

2
i }, et λ2

i = λi+1. L’addition
dans les deux langages est la même. Donc, si λ1 et λ2 agissent de la même
manière sur un élément y, c’est aussi le cas de λ2

i = λi+1. A fortiori, on a :
Si λ1∗1y = λ2∗2y = x, alors λ2

1∗1y = (λ1+1)∗1y = (λ2+1)∗2y = λ2
2∗2y,

c’est-à-dire λ1 ∗1 x = λ2 ∗2 x.

Comme le corps QE(G) se plonge dans GL2(F2), nécessairement QE(G) =
F4.

(2) Comme dans (1), Ti = EVFi
, où F0 := F4, F1 := F2, et F2 est un corps

gauche contenant F4 tel que il existe λ2 ∈ F2 et λ ∈ F4 avec λ2λλ
−1
2 6∈

{λ, λ−1}, c’est à dire F2 ne normalise pas F4. Un tel corps gauche existe
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— il suffit de prendre un corps des fractions de F4 ∗F2 K, où K est une
extension propre de F2.

Choisissons λ1 ∈ F1, un élément primitif de F8. Soit p donné par x =
λi ∗i y, pour i = 1, 2. Il n’est pas difficile (mais un peu long) de voir que
QE(stab(p)) = F2 ( F4.

Définition 3.2.17. Soit (G, ·) un groupe (avec éventuellement plus de struc-
ture), et soit

H := {H |H est un sous-groupe acleq(∅)-definissable de Gn, pour un n ∈ N}.

On dit que G est une structure abélienne si pour tout n ∈ N, tout sous-ensemble
définissable de Gn est une combinaison booléenne de cosettes d’éléments de H.

Il est facile de voir que si G est une structure abélienne, alors G est stable et
monobasée. De plus, G est alors abélien-par-fini. La réciproque est le théorème
fameux de Hrushovski-Pillay :

Fait 3.2.18 ([HP87]). Un groupe stable G est monobasé si et seulement si G
est une structure abélienne.

Lemme 3.2.19. Sont équivalents :

(1) Tω est monobasée.

(2) T1 et T2 sont monobasées.

Preuve. Toutes les théories en question sont des expansions stables de T0 qui est
la théorie d’une structure abélienne. Une telle expansion est monobasée ssi c’est
une structure abélienne, par le Fait 3.2.18. Maintenant, si et T1 et T2 sont des
structures abéliennes, c’est à dire n’ajoutent que des (cosettes de) sous-groupes
comme nouveaux ensembles définissables, toute complétion de T1 ∪ T2 sera la
théorie d’une structure abélienne aussi (voir [GR90]). En particulier, Tω est
monobasée dans ce cas. Inversement, il suffit de rappeler que tout réduit d’une
structure abélienne est abélienne, si la loi de groupe reste définissable dans le
réduit (voir [Pi96, Prop. 4.6.4]).

Définition 3.2.20. Le contexte de fusion décrit dans le Lemme 3.2.19 est appelé
contexte de fusion abélien.

Proposition 3.2.21. Dans le contexte de fusion abélien, on a :

(1) Tω est non-multidimensionnelle (nous dirons : dimensionnelle).

(2) Aucun type admissible dans Tω n’est trivial.

Preuve. Dans une structure abélienne, tout type est non-orthogonal au type
générique p d’un groupe tel que p ne dévie pas au-dessus de ∅. Cela montre (1)
et (2).

Or, quand on utilise l’analyse des extensions primitives déjà effectuée, on
peut donner un argument plus concret. Si ϕ1(x, b) et ϕ2(x, b) sont des Li-
formules irréductibles qui décrivent un certain type admissible p ∈ Sn(k) (une
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fois que l’on applique le Lemme 2.1.5 aux types génériques pi de ϕi au-dessus
de k), alors ces pi sont des types génériques de cosettes de sous-groupes acli(∅)-
définissables Hi ≤ (Mn,+), car les Ti sont abéliennes. Donc, stab(p) = H1 ∩H2

avec type générique ∆p. Ce dernier est un type admissible basé sur 〈∅〉.

En fait, il y a un résultat général reliant la dimensionalité de Tω et l’existence
de types admissibles triviaux :

Proposition 3.2.22. Si Tω contient un type admissible avec une prégéométrie
triviale, alors Tω est une théorie multidimensionnelle.

Preuve. Soit p ∈ Sn(k) un type admissible (k = clω(k)) avec une prégéométrie
triviale. Soit (ci), i ∈ I une longue suite de Morley dans le type d-générique de
Sn(k). Par le Lemme 3.2.12 et le Fait 3.3.3, on a p+ci

⊥ p+cj
pour tout i 6= j.

On en déduit qu’il y a un nombre non-borné de classes de non-orthogonalité de
types fortement minimaux, ce qui implique la multidimensionalité de Tω.

Nous avons vu que le contexte de fusion abélien implique la non-multidimen-
sionalité de Tω, et que cette dernière implique qu’aucun type admissible n’est
trivial.

La question de savoir si ces implications sont strictes semble difficile. Une
réponse passerait par la représentabilité de certains matröıdes (finis) dans Ti.

3.3 Enveloppes affines et fusion libre

Initialement, Assaf Hasson et moi [HH06] pensions pouvoir aborder le pro-
blème du collapse de la fusion libre Tω en une théorie fortement minimale dans
un cadre très général (pour un contexte de fusion fortement minimal (T0, T1, T2)
comme dans 3.1.1, tel que de plus T1 et T2 ont la DMP). L’espoir venait du ré-
sultat très prometteur sur la coordinatisation du monde parasite obtenu dans
le Théorème 3.2.13. L’idée était de généraliser la théorie des approximations
lisses (en englais : smooth approximations) développée dans [CHL85] (et plus
récemment dans [CH03]), en considérant 3.2.13 comme une “version locale” des
théories ω-catégoriques et ω-stables étudiées dans [CHL85]. Une des difficultés
majeures à surmonter pour collapser Tω au-dessus de T0 = EVFq

(ou de toute
autre théorie T0 non-triviale) est la présence des types admissibles localement
modulaires non-modulaires, ou, de façon équivalente, la présence d’espaces af-
fines fortement minimaux. Une version axiomatique du problème du collapse
peut être formulée en utilisant la notion d’une enveloppe, comme elle est dé-
veloppée dans [Ha04], suivant essentiellement [CH03]. À l’aide de cette notion
d’enveloppe (ou plutôt de celle d’une pseudo-enveloppe), nous formulons une
stratégie pour collapser la fusion libre en toute généralité (voir [HH06, Appen-
dix A]).

Cependant, nous n’avons pas réussi à implémenter complètement la stra-
tégie proposée, essentiellement car nous ne savions pas résoudre un problème
combinatoire lié à la propriété d’amalgamation dans une classe restreinte de fu-
sions. À la fin 2005, Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler [BMZ05a] ont montré
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le collapse au-dessus de EVFq
, en utilisant un nouvel outil (les suites aux diffé-

rences) qui n’a pas d’analogue évident dans le cadre axiomatique proposé dans
[HH06]. C’est à l’aide de ces suites aux différences que le problème combinatoire
mentionné ci-dessus est résolu dans [BMZ05a].

Or, la technique des enveloppes permet la solution d’un cas particulier, le
collapse dans le contexte de fusion abélien (voir la Section 3.4). C’est d’ailleurs
cette solution qui motivait la stratégie générale. Dans [Ha04], Hasson montre
jusqu’où on peut aller avec des techniques d’enveloppes en vue d’un collapse
(généralisé), en quittant même le contexte stable.

Ici, nous nous contentons de quelques observations générales et élémentaires
concernant les enveloppes (affines) dans une théorie stable quelconque (Sous-
section 3.3.1), et nous en tirerons ensuite des conséquences utiles en spécialisant
au contexte de la fusion libre (Sous-section 3.3.2). Cela facilitera également la
compréhension du collapse dans le contexte de fusion abélien.

3.3.1 Une digression : Enveloppes affines dans une théorie

stable

Dans cette sous-section, contrairement au reste du Chapitre 3, on suppose
juste que T est une théorie stable et complète. De plus, nous fixons le cadre
suivant :

Contexte 3.3.1. – S est un ensemble de sortes tel que pour tout a et B
appartenant à S avec B = acl(B) (la clôture algébrique étant restreinte à
S), le type p = tp(a/B) est stationnaire.

– Σ est une famille ∅-invariante de types (finitaires) complets et monobasés
dans S telle que Σ est close par analysabilité dans S. Cela veut dire : si
a et B appartiennent à S et si p = tp(a/B) est Σ-analysable, alors p est
dans Σ.

– Σ0 ⊆ Σ est une sous-famille ∅-invariante close par extension non-déviante
et telle que tout type dans Σ0 soit minimal et localement modulaire.

– Tout type dans Σ admet une coordinatisation par Σ0, c’est à dire pour
tout tp(b/B) ∈ Σ il existe une suite (ai)i<n avec ai ∈ acl(Bb) pour tout
i et b ∈ acl(Ba<n), et telle que stp(ai/Ba<i) soit dans Σ0 (ici, on dénote
par a<i l’ensemble des aj avec j < i).

Exemples 3.3.2. Les deux cadres suivants sont des instances de 3.3.1 :

(1) T superstable, S l’ensemble de toutes les sortes dans T eq, Σ la famille
des types monobasés de rang U fini, et finalement Σ0 la famille des types
minimaux localement modulaires. Le résultat de coordinatisation des types
de Σ par des types de Σ0 est dû à Buechler [Bu86].

(2) Tω la théorie de la fusion libre (dans le contexte 3.1.1), S uniquement la
sorte réelle, Σ la famille des types parasites, et Σ0 la famille des types
admissibles (cf. 3.3.15).

Tout ce que nous présentons dans cette sous-section suit plus ou moins de
l’étude des types réguliers localement modulaires effectuée dans [Hr85].
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À part d’un résultat déjà mentionné (Fait 3.2.2)), on aura surtout besoin
des faits suivants qui sont montrés dans [Hr85] :

Fait 3.3.3. Soit p ∈ S(A) un type minimal localement modulaire non-modulaire,
alors pour tout B ⊇ A on a : p|B est modulaire si et seulement s’il existe β |= p
avec β ∈ acl(B).

Fait 3.3.4. Soit T une théorie stable et p ∈ stp(A) un type minimal localement
modulaire. Alors il existe un type p′ ∈ stp(A) qui est minimal, modulaire et
non-orthogonal à p.

Définition 3.3.5. Soit k = acl(k) ⊆ l = acl(l) des sous-ensembles algébrique-
ment clos d’un modèle M de T . Soit (ai)i<α une suite d’uplets de l. Alors, on
appelle (ai)i<α une Σ0-construction de l/k, si

(I) l = k ∪
⋃
i<α ai et

(II) tp(ai/ka<i) est algébrique ou dans Σ0.
Si on remplace (II) par
(II’) tp(ai/ka<i) est algébrique ou un type non-modulaire dans Σ0,
on dit que (ai)i<α est une Σ0-construction affine (de l/k).

Notation. Soit p ∈ S(B) un type minimal et B ⊆ A = acleq(A), alors dimA(p)
dénote la dimension de la prégéométrie induite sur pA par la clôture algébrique.
C’est donc la cardinalité d’un ensemble maximal de solutions indépendants du
type p dans A.

Proposition 3.3.6. Soient (ai)i<α et (a′i)i<α′ deux Σ0-constructions de l/k.
Puis, soit I ⊆ α l’ensemble des indices i < α tels que ai 6∈ acl(ka<i). On définit
I ′ ⊆ α′ de manière analogue. Pour i ∈ I, on pose qi := stp(ai/ka<i), de même
q′i := stp(a′i/ka

′
<i) pour i ∈ I ′. Alors il y a une bijection λ : I → I ′ avec les

propriétés suivantes :
(1) qi 6⊥ q′λ(i), plus précisément, posant ki := ka<ia

′
<λ(i), on a qi 6⊥

a
ki
q′λ(i).

(2) qi est modulaire si et seulement si q′λ(i) est modulaire.

Preuve. On traite les classes de non-orthogonalités de types minimaux dans Σ0

une par une, et on se donne donc une telle classe P. Soit I(P) := {i ∈ I | qi ∈ P},
et soit I ′(P) ⊆ I ′ défini de manière analogue. L’ensemble d’indices I(P) est la
réunion disjointe de Im(P) (consistant en les indices des types modulaires dans
I(P)) et de Ia(P), l’ensemble des indices des types non-modulaires dans I(P).
De manière similaire, on a une partition I ′(P) = I ′m(P)∪̇I ′a(P). Soient i, i′ les
éléments minimaux de I(P) et I ′(P), respectivement. Par le Fait 3.3.4, il existe
des types minimaux modulaires p, p′ ∈ P (avec p, p′ pas forcément dans Σ0, ni
dans S), tels que p ∈ S(acleq(ka<i)) et p′ ∈ S(acleq(ka′<i′)). Par 3.2.2, on a
p 6⊥aka<ia′<i′

p′. La minimalité de i′ donne alors dimacleq(ka<ia′<i′
)(p|ka<i) = 0,

d’où l’on obtient (par symétrie)

dimacleq(l)(p|ka<i) = dimacleq(l)(p|ka<ia
′
<i′)

= dimacleq(l)(p
′|ka<ia

′
<i′) = dimacleq(l)(p

′|ka′<i′).
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Puis, dimacleq(l)(p|ka<i) = |Im(P)| suit de la minimalité de i, et par symétrie
on a dimacleq(l)(p

′|ka′<i′) = |I ′m(P)|. Il y a donc une bijection λ : Im(P) → I ′m(P).
Pour i ∈ Ia(P), on définit λ(i) comme le plus petit élément i′ ∈ I ′ tel que

qi|ka<ia
′
≤i′ soit modulaire. Un tel i′ existe, puisque qi|l est modulaire. Posant

ki := ka<ia
′
<λ(i), on en déduit que qi 6⊥

a
ki
q′λ(i) par le Fait 3.3.3. De plus, aussi

par ce fait, on obtient que q′λ(i)|ki est non-modulaire (et dans P), tandis que

q′λ(i)|kiai est modulaire. En conclusion, λ(i) ∈ I ′a(P) et, par symétrie, i est égal

au plus petit élément j ∈ I tel que q′λ(i)|ka≤ja
′
<λ(i) soit modulaire. Donc, on

vient de définir une bijection de Ia(P) sur I ′a(P), ce qui termine la preuve.

Lemme 3.3.7. Soient k ⊆ l ⊆ m des ensembles algébriquement clos (et dans
S).

(1) Sont équivalents :
(a) m/k admet une Σ0-construction.
(b) m/l ainsi que l/k admettent une Σ0-construction.

(2) Même énoncé que dans (1), en remplaçant “Σ0-construction” par “Σ0-
construction affine”.

Preuve. Quant à (1), on observe que l’implication (b)⇒(a) est claire. Puis, toute
Σ0-construction de m/k en est aussi une pour m/l (on utilise que Σ0 est clos
par extension non-déviante). Il suffit donc de montrer que si m/k admet une
Σ0-construction, alors l/k aussi. Par un argument de châıne, on se ramène au cas
où l = acl(kb) pour un uplet b ∈ l fini. Comme m/k admet une Σ0-construction,
p := tp(b/k) est analysable par Σ0. Donc, p ∈ Σ car Σ0 ⊆ Σ et Σ est clos par
analysabilité. Comme tout type dans Σ, le type p admet une coordinatisation
dans Σ0, d’où l’on obtient une Σ0-construction de l/k.

Montrons (2). Comme dans le cas (1), si l/k et m/l admettent une Σ0-
construction affine, alors m/k aussi (on prend la concaténation). Réciproque-
ment, soit (ai)i<α une Σ0-construction affine de m/l. Par la première partie du
lemme, il existe des Σ0-constructions (bi)i<β pour l/k et (c̄i)i<γ pour m/l. La
concaténation (a′i)i<α′ des deux constructions est une Σ0-construction de m/k.
Le Lemme 3.3.6 nous dit que pour tout i < α′, ou bien a′i ∈ acl(ka′<i) ou bien
tp(a′i/ka

′
<i) est non-modulaire. En particulier, (bi)i<β est une Σ0-construction

affine de l/k, et (c̄i)i<γ est une Σ0-construction affine de m/l.

Fait 3.3.8. (1) Si M∗ |= T est un a-modèle, alors tout type minimal locale-
ment modulaire au-dessus de M∗ est modulaire.

(2) Si T est totalement transcendante, alors tout type minimal localement mo-
dulaire au-dessus d’un modèle arbitraire est modulaire.

Preuve. Soit p un type localement modulaire et minimal au-dessus du a-modèle
M∗. Par la définition d’un a-modèle (voir [Pi96]), p0 := p↾Cb(p) est réalisé dans
M∗. Donc, p = p0|M

∗ est modulaire par 3.3.3.
Si T est totalement transcendante et M |= T un modèle arbitraire, on doit

raisonner de manière différente. Soit p ∈ S(M) minimal et localement modulaire.
Si p est trivial, il est modulaire et il y n’y a rien à faire. Sinon, p est localement
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projectif. Il est montré dans [Hr85] qu’il existe alors un espace principal ho-
mogène type-définissable (G,X) (avec G et X connexe) tel que si q ∈ S(M)
est le type générique de X, alors p 6⊥aM q. Or, comme T est totalement trans-
cendante, (G,X) est même définissable. En particulier, X a un point dans M ,
ce qui montre que G ≃ X au-dessus de M . A fortiori, p 6⊥aM r, où r est le
type générique de G (r est donc modulaire). On en déduit que p est modulaire
aussi. En d’autres termes, on vient de montrer que tout type minimal locale-
ment modulaire non-modulaire dans une théorie totalement transcendante est
isolé au-dessus de sa base canonique C (et donc réalisé dans le modèle premier
au-dessus de C).

Convention. À partir de maintenant, on travaille à l’intérieur d’un modèle
M∗ |= T ayant la propriété que tout type minimal localement modulaire au-
dessus de M∗ est modulaire.

Définition 3.3.9. Soit A ⊆ M∗. Un ensemble A ⊆ E ⊆ M∗ est une Σ0-
enveloppe affine de A, si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) E = acl(E).

(ii) E/A admet une Σ0-construction affine.

(iii) Tout type p ∈ S(E) qui est dans Σ0 est modulaire.

Lemme 3.3.10. Pour tout A ⊆M∗, il existe une Σ0-enveloppe affine de A.

Preuve. On choisit A ⊆ E ⊆ M∗ tel que E/A admette une Σ0-construction
affine et tel que E soit maximal avec cette propriété (c’est possible par le lemme
de Zorn). Clairement, on a E = acl(E) pour un tel E. Soit maintenant p ∈ S(E)
un type dans Σ0 qui est non-modulaire. Comme p|M∗ est modulaire par notre
hypothèse sur M∗, alors M∗ contient une solution de p par le Fait 3.3.3. Cela
contredit la maximalité de E. Donc, E a la propriété (iii), et c’est alors une
Σ0-enveloppe affine de A.

Lemme 3.3.11. Soit E une Σ0-enveloppe affine de A, et soient A ⊆ B ⊆ E.
Alors, E est une Σ0-enveloppe affine de B.

Preuve. On peut supposer que A et B sont algébriquement clos. Par le Lemme
3.3.7(2), E/B admet une Σ0-construction affine. Donc, E est une Σ0-enveloppe
affine de B.

Proposition 3.3.12 (Homogénéité des Σ0-enveloppes affines). Pour i = 1, 2,
soient A ⊆ Bi ⊆ Ei, où Ei est une Σ0-enveloppe affine de A. Puis, soit f :
B1 ≃A B2 une application L(A)-élémentaire. Alors, f s’étend en une application
élémentaire f̃ : E1 ≃ E2.

En particulier, il y a une unique Σ0-enveloppe affine de A à isomorphisme
près.

Preuve. On peut supposer que Bi = acl(Bi) pour i = 1, 2. Notons que par le
Lemme 3.3.11, Ei est une Σ0-enveloppe affine de Bi pour i = 1, 2. En particulier,
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si B1 ( E1, il existe e1 ∈ E1 \ B1 tel que p1 := tp(ē1/B1) soit un type non-
modulaire dans Σ0. Soit p2 la copie de p1 que l’on obtient en appliquant f
aux paramètres. Comme Σ0 est ∅-invariant, p2 ∈ Σ0, et p2 est non-modulaire.
Par ailleurs p2|E2 est modulaire, car E2 est une Σ0-enveloppe affine. Donc, E2

contient une solution ē2 |= p2, par le Fait 3.3.3, et on peut étendre f à B1ē1 via
ē1 7→ ē2. Un argument de va-et-vient termine la preuve.

Le résultat suivant est une version pour les espaces homogènes du théorème
de Hrushovski-Pillay (cf. 3.2.18) qui caractérise les groupes définissables (ou plus
généralement type-définissables) monobasés dans une théorie stable. Le résultat
est folklore ; pour le montrer, on peut successivement se réduire au cas où le
groupe G en question est abélien, puis au cas d’un espace principal homogène,
et finalement au résultat correspondant sur les groupes tout court, c’est à dire
au théorème de Hrushovski-Pillay.

Pour le formuler, il nous faut introduire une notion. Soit (G,X) un espace
homogène. Un espace sous-homogène de (G,X) est un espace homogène (H,Y ),
où H ≤ G est un sous-groupe de G et Y ⊆ X un sous-ensemble tels que
l’opération de H sur Y provient de l’opération de G sur X. Puis, si (G,X)
est un espace homogène, alors, de manière naturelle, (Gm+n, Gm ×Xn) est un
espace homogène, en posant, pour (g1, . . . gm+n) ∈ Gm+n et (ḡ′, x) ∈ Gm×Xn,

(g1, . . . gm+n) · (ḡ′, x) := (g1g
′
1, . . . , gmg

′
m, gm+1 · x1 . . . , gm+n · xm).

Fait 3.3.13. Soit (G,X) un espace homogène qui est type-définissable (au-
dessus de B) dans une théorie stable. Sont équivalents (on travaille dans T eq) :

(1) (G,X) est monobasé.

(2) Pour tout type fort p(x) étendant px ∈ Gm×Xnq (où m,n ∈ N), il existe
un espace sous-homogène (H,Y ) type-définissable de (Gm+n, Gm × Xn)
tel que H est type-définissable au-dessus de acl(B) et tel que p est le type
générique de Y .

(3) Tout sous-ensemble relativement définissable de Gm ×Xn est une combi-
naison booléenne d’ensembles de la forme Y0, où (H0, Y0) est un espace
sous-homogène relativement définissable de (Gm+n, Gm×Xn), avec H re-
lativement acl(B)-définissable.

Proposition 3.3.14. Soit E égale à sa Σ0-enveloppe affine, c’est à dire E =
acl(E), et tout type p ∈ Σ0 basé sur E est modulaire. Puis, soit (G,X) un
espace homogène monobasé et type-définissable au-dessus de E, tel que le type
générique (principal) de G soit dans Σ et tel que X soit dans S avec U(X) < ω.
Alors, X ∩ E 6= ∅, c’est à dire X a un point dans E.

Preuve. On sait que dans un espace homogène, tout type est analysable (même
interne) dans le type générique du groupe. Donc, si (G,X) satisfait aux hypo-
thèses de la proposition, alors tout type d’un uplet dans Xn est dans Σ.

On peut supposer que U(X) = n > 0, car sinon, X serait algébrique et aurait
alors des points dans E = acl(E).
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Quitte à passer à la composante connexe G0 de G, et quitte à choisir une G0-
orbite dans X (chaque G0-orbite est E-définissable car E = acl(E) et tout type
d’un uplet dans S au-dessus d’un ensemble acl-clos dans S est stationnaire par
hypothèse), on peut supposer que G et X sont connexes. Alors, G est abélien,
car c’est un groupe monobasé connexe.

Par compacité, on sait que l’opération de G sur X est relativement définis-
sable (en tant que sous-ensemble de G×X ×X), disons par ϕ(z, x, x′). On en
déduit que le stabilisateur Ga d’un élément a ∈ X (qui est égal à Ga′ pour tout
a′ ∈ X car G est abélien) est un sous-groupe relativement définissable de G. Il
suffit de considérer le type générique p(x) ∈ S(E) de X et de prendre la formule
θ(z) := dp ϕ(z, x, x) qui exprime |= θ(ḡ) si et seulement si pour tout a |= p|ḡ
on a |= ϕ(ḡ, a, a). On en déduit que G/Ga est type-définissable dans Geq. On
peut donc supposer que (G,X) est principal homogène avec G connexe. Ainsi,
X reste dans S.

Soit a ∈ X générique dans X au-dessus de E, et soit a1 ∈ acl(Ea) tel
que tp(a1/E) ∈ Σ0. Un tel a1 existe par l’hypothèse sur la coordinatisation.
On peut même le choisir dans Xeq. Comme E est une Σ0-enveloppe affine,
p1 := tp(a1/E) est nécessairement modulaire, donc projectif car il n’y a pas
de type trivial minimal dans un espace homogène monobasé (par 3.3.13, par
exemple), et (G,X) est monobasé. Par [Hr85], on peut supposer que p1 est le
type générique d’un groupe minimal connexe et modulaire H (éventuellement
en dehors de S). De plus, par le Fait 3.3.13, tp(a, a1/E) est le type générique
d’un X̃, où (G̃, X̃) est un espace sous-homogène de (G × H,X × H). Soit πX
la projection de X ×H sur X, et πH celle sur H. Par construction, πX(X̃) est
générique dans X, de même πH(X̃) est générique dans H. Comme πX(X̃) est
un espace sous-homogène de X et X est connexe, on a donc πX(X̃) = X. Puis,
πH(X̃) = H suit d’un argument similaire.

Posant G′ := G̃ ∩ (G × 0) et X ′ := X̃ ∩ (X × 0), on réduit le problème
de l’existence d’un point de X dans E à l’espace homogène (G′, X ′). On a
U(X ′) = n− 1 par les inégalités de Lascar (X ′ est la fibre de πX : X̃ ։ H au-
dessus de 0, donc de même rang que la fibre au-dessus d’un élément générique de
H, car chaque deux fibres de πX sont isomorphes). On termine par une induction
sur n.

Pour résumer, par une induction sur i, nous avons trouvé un espace sous-
homogène (type-définissable au-dessus de E) (Gi, Xi) de (G,X) tel que U(Xi) =
n− i. L’ensemble Xn contient forcément un point dans E = acl(E), car Xn est
fini et non-vide.

3.3.2 Enveloppes admissibles dans la fusion libre

Nous revenons à la théorie de la fusion libre Tω dans le Contexte 3.1.1,
en adoptant la Convention 3.2.5. Rappelons les hypothèses : on considère un
contexte de fusion (T0, T1, T2), où T0 est une expansion inessentielle de EVFq

et
Ti ⊇ T0 une expansion fortement minimale qui renforce la prégéométrie (i =
1, 2). Le bon contrôle est automatique dans ce cas (car dcl0 = acl0).
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Les résultats suivants seraient également vrais en dehors du cas rouge, mais
le cadre de 3.2.5 suffira à nos fins, et nous permet de simplifier l’exposition.

Le lemme suivant rassemble quelques résultats :

Lemme 3.3.15. Soit Tω la théorie de la fusion libre.

(1) Tout type réel au-dessus d’un ensemble K = clω(K) est stationnaire.

(2) Soit p = tp(a/B) un type parasite (donc a,B réels). Alors on a :

(a) RM(a/B) = U(a/B)
(b) p est monobasé. De plus, si clω(B) est finiment engendré, alors p est

isolé.
(c) Il existe ᾱ1, . . . , ᾱn ∈ clω(Ba) =: l, où n = U(a/B), tels que l =

clω(kᾱ1 . . . ᾱn) et tpω(ᾱi/ clω(kᾱ<i)) est admissible pour tout i.

(3) Tout type réel qui est analysable en des types parasites est parasite.

(4) Tout type admissible p est fortement minimal. Si de plus p ∈ Sn(k) pour
une fusion k finiment engendrée, alors p est isolé par une formule forte-
ment minimale ω-catégorique. La prégéométrie de p est localement finie.

En particulier, Tω rentre dans le cadre de 3.3.1 quand S est la sorte des
réels, Σ la famille des types parasites et Σ0 celle des types admissibles.

Preuve. La partie (1) est le Lemme 3.1.8, et (2a) suit de 3.1.9. Puis, 2.4.14 com-
biné avec 3.1.6 donne (2b). Le Lemme de décomposition 2.2.11 et la définition
d’un type admissible montrent (2c). Quant à (3), c’est un calcul de d-dimension
qui le donne. Finalement, (4) suit par exemple de 3.1.12.

On présente brièvement les conséquences de la théorie des Σ0-enveloppes
affines développée dans la sous-section précédente dans le contexte de la fusion
libre.

Définition 3.3.16. Soit A ⊆ K |= Tω. Une fusion A ⊆ E ⊆ K est une enveloppe
affine admissible de A, si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) E = clω(E).

(ii) E/A admet une construction affine admissible, c.à.d. il existe une suite
d’uplets (ai)i<α dans E telle que E = A ∪

⋃
i<α ai, et pour tout i < α,

tpω(ai/Aa<i) est ou bien algébrique ou bien admissible et non-modulaire.

(iii) Tout type admissible au-dessus de E est modulaire.

Notons que dans la Définition 3.3.16, on peut travailler dans un modèle
quelconque de Tω (par le Fait 3.3.8), puisque Tω est ω-stable.

Lemme 3.3.17. (1) (Existence) Pour tout ensemble A ⊆ K |= Tω, il existe
A ⊆ E ⊆ K, tel que E soit une enveloppe affine admissible de A.

(2) Soit E une enveloppe affine admissible de A, et soit A ⊆ B ⊆ E. Alors,
E est une enveloppe affine admissible de B. De plus, tout type admissible
p ∈ S(B) réalisé dans E est non-modulaire.
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(3) (Homogénéité) Soient A ⊆ Bi ⊆ Ei pour i = 1, 2, où E1 et E2 sont deux
enveloppes affines admissibles de A. Puis, soit f : B1 → B2 une applica-
tion L(A)-élémentaire. Alors, f s’étend en une application L-élémentaire
f̃ de E1 sur E2.

(4) Soit (G,X) un espace homogène (réel) définissable au-dessus de A, tel
que le type générique de X soit parasite. Puis, soit E une enveloppe affine
admissible de A. Alors X a un point dans E.

En ce qui concerne les cosettes de sous-groupes définissables de (Kn,+), il
y a un résultat plus fort que la partie (4) du Lemme 3.3.17. En effet :

Corollaire 3.3.18. Soient A ⊆ K et N une cosette d’un sous-groupe de (Kn,+),
avec N définissable au-dessus de A. Puis, soit E une enveloppe affine admissible
de A. Alors, N a un point dans E.

Preuve. Soit G ≤ (Kn,+) un sous-groupe et N une cosette de G, avec (G,N)
type-définissable au-dessus de E (on peut supposer que A = E). Comme nous
l’avons déjà fait, on réduit le problème de l’existence d’un point dans E au cas
où G est connexe.

Soit ḡ ∈ G générique au-dessus de E, et soit d(ḡ/E) = d. On peut supposer
que ḡ′ := (g1, . . . , gd) est une d-base pour ḡ = (g1, . . . , gn) au-dessus de E. Alors,
l’inclusion ι : Kn−d →֒ Kn, (x1, . . . , xn−d) 7→ (0, . . . , 0, x1, . . . , xn−d), induit une

surjection ι : Kn−d ։ Kn/G. En effet : Écrivons Kn = π1(Kn) ⊕ π2(Kn), où
π1 : Kn → Kd est la projection sur les d premières coordonnées et π2 : Kn →
Kn−d sur les (n− d) dernières. Comme π1(G) contient le générique de π1(Kn),
il contient π1(Kn). Alors Kn = G+ ι(Kn−d).

On pose G0 := ker(ι) = ι−1(G) et N0 := ι−1({N}) = ι−1(N) (en considé-
rant {N} et {G} comme éléments de Kn/G). La paire (G0, N0) est un espace
homogène (définissable au-dessus de E) tel que tout type dans N0 est parasite.
Il existe donc ē′′ ∈ N0 ∩E par le Lemme 3.3.17, et ē := ι(ē′′) est un point de N
dans E.

Soit E la classe des fusions L telles que tout type admissible au-dessus de L
soit modulaire — une fois que L est plongée fortement dans un modèle de Tω.

Proposition 3.3.19. La classe E ⊆ C̃0 est élémentaire. Elle est axiomatisée
par des formules ∀∃.

Preuve. Pour simplifier, on suppose dans la preuve que T1 et T2 ont la DMP,
même si le résultat est vrai sans cette hypothèse. Pour pouvoir garantir définis-
sablement la modularité de tout type admissible, nous utilisons la Proposition
3.2.11, à savoir qu’un type admissible p est localement projectif si et seulement
si p ↾Li

est un cosette type pour i = 1, 2. Si tel est le cas, alors ∆p est le type
générique du groupe fortement minimal stab(p).

On considère un type admissible q = ∆q ∈ Sn(k), et on pose qi := q ↾ Li
.

Comme dans la preuve du Lemme 3.2.15 on trouve des Li-formules ϕi(x, z) et
θi(z) telles que, posant ϕ(x, z) := ϕ1(x, z)∧ϕ2(x, z) et θ(z) := θ1(z)∧ θ2(z), on
obtient :
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(i) Si b
′
|= θi(z), alors ϕi(x, b

′
) est non-vide de degré de Morley 1.

(ii) (ϕ, θ) est une famille admissible, c.à.d. pour tout b
′
|= θ(z), la formule

ϕ(x, b
′
) est fortement minimale, et son unique type générique qb′ est ad-

missible. De plus, qb′ ↾Li
est le type générique de ϕi(x, b

′
) pour i = 1, 2.

(iii) q est codé par (ϕ, θ).

Supposons que q = qb pour b |= θ(z). Soit Gi(x, z) une Li- formule telle que si

|= θi(b
′
), alors Gi(x, b

′
) définit le stabilisateur du type générique de ϕi(x, b

′
) (une

telle formule existe toujours). Quitte à renforcer θi(z) ∈ tpi(b/∅), en utilisant
3.2.7, on peut supposer de plus :

(iv) Si |= θ(b
′
), alors RMTi

(Gi(x, b
′
)∆ϕi(x, b

′
) < RMTi

(ϕi(x, b
′
)), c’est à

dire les formules Gi(x, b
′
) et ϕi(x, b

′
) cöıncident génériquement.

Pour tout (ϕ1, θ1, ϕ2, θ2, G1, G2) comme ci-dessus satisfaisant (i–iv), on met
un axiome de la forme suivante :

(ǫ) ∀z∀y∃x
[
θ(z) → G1(x) ∧G2(x− y, z)

]

Notons d’abord que si |= θ(b
′
), en combinant (ii) et (iv), on voit que si q′i est le

type générique de Gi(x, b
′
) au-dessus d’une fusion k contenant b

′
, alors (q′1 ∪ q

′
2)

(plus “autosuffisant”) détermine un type admissible q′ = ∆q′ ∈ Sn(k). Pour
c̄ ∈ kn, nous avons vu que c’est également le cas pour les types génériques de

G1(x, b
′
) et G2(x− c̄, b

′
) (c’est exactement le type admissible p+c̄, voir page 73).

En particulier, G1(x, b
′
) ∧G2(x− c̄, b

′
) définit une cosette du groupe fortement

minimal G(x, b
′
) := G1(x, b

′
) ∧G2(x, b

′
) = stab(q′).

Montrons qu’une fusion L est dans E précisément si elle est modèle de tous
les axiomes de la forme (ǫ). Supposons d’abord que L ∈ E , avec L ≤ K∗ |= Tω, et

soit b
′
, c̄ ∈ L avec |= θ(b

′
). Par le paragraphe précédent, posant Nc̄ := G1(x, b

′
)∧

G2(x − c̄, b
′
), on voit que (G(x, b

′
), Nc̄) est un espace homogène L-définissable

et parasite. Alors il existe un a ∈ Nc̄ avec a ∈ L, par 3.3.17(4). La fusion L est
donc un modèle du schéma d’axiomes (ǫ).

Réciproquement, soit L une fusion satisfaisant à tous les axiomes de la forme
(ǫ), et soit p ∈ Sn(L) un type admissible localement projectif. Par le Fait 3.2.9,
p est le type générique d’une cosette N de G := stab(p), et ∆p est le type
générique de G. Le cas q := ∆p est alors traité dans un de nos axiomes (ǫ).
Soient Gi(x, b) = stabi(q ↾ Li

), où on suppose donnés (ϕ1, ϕ2, θ1, θ2, G1, G2)
satisfaisant (i-iv) pour q. Soit Ni la cosette de Gi(x, b) contenant N . On a
donc N = N1 ∩ N2, et il existe c̄i ∈ NL

i , car L |= Ti. Posons c̄ := c̄2 − c̄1.
Alors, pour tout n-uplet a, on a |= G1(a, b) ∧ G2(a − c̄, b) si et seulement si
a+ c̄1 ∈ N1 ∩N2 = N . Comme c̄i ∈ L, l’axiome correspondant fournit un point
dans NL.

En conséquence, p 6⊥aL ∆p, et p est modulaire.
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3.4 Le collapse dans le contexte de fusion abé-

lien

Dans cette section, nous montrons que si (T0, T1, T2) est un contexte de
fusion abélien, il existe une complétion fortement minimale T̃ de T1 ∪ T2, c’est
à dire on peut fusionner T1 et T2 (au-desus de T0) dans une théorie fortement
minimale. En fait, nous trouverons T̃ comme Th(M), où M ≤ K∗ |= Tω est
bien choisie, à l’aide de la théorie des enveloppes. Le résultat en question est le
Théorème 3.4.7. Notons que dans [Ha04], Hasson obtient une version abstraite
de ce théorème qui généralise 3.4.7

On se place donc dans le contexte de fusion abélien, où T1 et T2 sont des
expansions fortement minimales monobasées de la théorie ω-catégorique T0, qui
est une expansion inessentielle de EVFq

. Quitte à ajouter des constantes aux
langages, on peut supposer que dcli(∅) = acli(∅) pour i ∈ {0, 1, 2}. Comme
avant, Tω dénote la fusion libre de T1 et T2 au-dessus de T0. Cette théorie
est monobasée (voir 3.2.19), et tout type admissible est non-orthogonal à un
type admissible p dont les restrictions pi à Li (i = 1, 2) sont des sous-groupe
types basés sur ∅, et pi est alors le type générique d’un sous-groupe Li(∅)-
définissable connexe Gi de (V0,+)np . Ici, (V0,+) dénote le groupe additif du
Fq-espace vectoriel L0-définissable sous-jacent. Donc, p(x) est le type générique
d’un groupe fortement minimal (localement fini) G = G1 ∩ G2, et il peut être
isolé par la formule sans quanteurs

G1(x) ∧G2(x) ∧ pd0(x) = npq.

Soit D′ l’ensemble (borné !) des types admissibles de cette forme. Par le
Lemme 3.2.3 et le Fait 3.2.2, pour p, q ∈ D′ on a p 6⊥ q ssi q = Γ · p pour
un Γ ∈ GLnp

(Fq) (la translation qui fait partie du résultat général de 3.2.3
n’apparâıt pas, car on a affaire à des génériques de groupes). On choisit un
système de représentants D ⊆ D′ des classes de non-orthogonalité dans D′.
Avec l’intention manifeste de retrouver la prégéométrie donnée par cld dans une
théorie fortement minimale, on cherche une théorie complète de fusions dans
laquelle la clôture algébrique soit donnée par cld. La théorie qu’on obtient sera
la théorie collapsée. Il faut donc borner le nombre de réalisations de tout type
admissible et définir une classe restreinte Cc ⊆ C̃0. Une formalisation de la notion
de collapse sera donnée dans la Définition 3.5.1.

On considère d’abord des fonctions µ : D → N ∪ {∞} (on verra plus tard
que le cas où µ(p) <∞ pour tout p ∈ D nous intéresse le plus, car il mène à un
collapse de Tω). Pour une telle fonction µ, on pose

C̃µ0 := {M ∈ C̃0 | dimM (p) ≤ µ(p) pour tout p ∈ D}.

Comme d’habitude, soit Cµ0 := C̃µ0 ∩ C0 la classe des fusions finiment engen-
drées dans C̃µ0 .

Lemme 3.4.1. La classe C̃µ0 est élémentaire.
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Preuve. Tous les types dans D sont localement finis, isolés et basés au-dessus
de ∅ (car dcli(∅) = acli(∅)), et donc dimM (p) ≤ n est une condition définissable
pour tout n (explicitement, on a d0(pM ) = np · dimM (p), si np est la longueur
de p).

Maintenant, on pourrait continuer en montrant directement que la classe
(C̃µ0 ,≤) a la propriété d’amalgamation, puis on étudierait les fusions dans C̃µ0 qui
sont riches pour (Cµ0 ,≤). Cette voie est prise dans [HH06]. Mais nous procédons
différemment : nous construisons directement l’objet de notre désir, c’est à dire
une structure dans C̃µ0 qui est riche pour (Cµ0 ,≤).

On travaille dans un modèle suffisamment saturé K∗ de Tω. À l’intérieur de
K∗, on construit une fusion dénombrable Mµ ≤ K∗. Dans K∗, on choisit

– pour p ∈ D avec µ(p) < ∞ : une suite de Morley (b
p

i )0≤i<µ(p) de p, puis

Bp :=
⋃
i<µ(p) b

p

i

– pour p ∈ D avec µ(p) = ∞ : une suite de Morley (b
p

i )i<ω de p, puis
Bp :=

⋃
i<ω b

p

i

– une suite (bgi )i<ω d’éléments d-génériques et indépendants (c’est à dire une
suite de Morley de g de longueur ω), puis Bg :=

⋃
i<ω b

g
i .

Comme les types dans D ∪ {g} sont 2 à 2 orthogonaux, les composantes
de toutes ces suites forment un système d’uplets indépendants, c’est à dire⋃
q∈D∪{g}Bq réalise le type

( ⊗

p ∈ D

µ(p) <∞

p(µ(p))
)
⊗
( ⊗

p ∈ D

µ(p) = ∞

p(ω)
)
⊗ g(ω).

Soit B := clω(
⋃
q∈D∪{g}Bq), et soit Mµ ≤ K∗ une enveloppe affine admis-

sible de B.

Lemme 3.4.2. Avec les notations ci-dessus, on a :

(1) Mµ ∈ C̃µ0 ; plus précisément, pour p ∈ D on a dimMµ(p) = µ(p) si ce
dernier est fini, sinon dimMµ(p) = ℵ0. De plus, d(Mµ) = dimMµ(g) = ℵ0.

(2) Soit k ≤Mµ et k ≤ l ∈ Cµ0 . Alors il existe un k-plongement fort de l dans
Mµ.

(3) L’ âge fort de Mµ, c’est à dire l’ensemble des fusions finiment engendrées
et autosuffisantes dans Mµ, est égal à Cµ0 .

(4) La classe (Cµ0 ,≤) a la propriété d’amalgamation et est connexe, et Mµ est
la limite de Fräıssé de (Cµ0 ,≤).

Preuve. D’abord, d(Mµ) = d(B) = ℵ0 est clair, puisque d(Mµ/B) = 0. Puis,
on rappelle que tout p ∈ D est modulaire. A fortiori, p|B est modulaire aussi, et
il n’y a donc pas de réalisations de p|B dans Mµ, par 3.3.17(2). Cela montre que
dimMµ(p) = dimB(p) pour tout p ∈ D. Comme dimB(p) = µ(p) si µ(p) <∞ et
dimB(p) = ℵ0 sinon, on a montré (1).

Pour prouver (2), on note d’abord
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(∗) Soit k ∈ C0. Alors, d(k) et dimk(p) (pour tout p ∈ D) sont finis.

Dans la situation de (2), on peut supposer, par le Lemme de décomposition
2.2.11, que l/k est générique ou primitive. Si l/k est générique, l se k-plonge
fortement dans Mµ car d(Mµ) = ℵ0 > d(k), par (1) et (∗). Soit donc l/k une
extension primitive, et q ∈ Sn(k) un type admissible tel que l soit contrôlée
(au-dessus de k) par une réalisation a |= q.

Cas 1 : q est non-modulaire. Comme Mµ est une enveloppe affine admissible,
q|Mµ est modulaire. Par le Fait 3.3.3, il existe donc une réalisation a′ |= q dans
Mµ. Cela fournit un k-plongement (fort) de l dans Mµ.

Cas 2 : q est modulaire. Donc, q 6⊥ak p|k pour le type p ∈ D avec q 6⊥ p.
Il suffit de montrer que dimk(p) < dimMµ(p) (car il existe alors a′ |= p dans
Mµ, et a 7→ a′ s’étend en un k-plongement fort de l dans Mµ). Si µ(p) = ∞,
alors dimk(p) < ℵ0 = dimMµ(p) par (1) et (∗). Sinon, on a µ(p) ∈ N, et alors
dimk(p) < dimk(p) + 1 = diml(p) ≤ µ(p) = dimMµ(p). Cela termine la preuve
de (2).

Montrons (3). Par (1), Mµ ∈ C̃µ0 et l’âge fort de Mµ est donc contenu dans
Cµ0 . Quant à l’autre inclusion, on se donne l ∈ Cµ0 . Posons k := 〈∅〉. Comme k ≤ l
et k ≤Mµ, on peut k-plonger fortement l dans Mµ par (2), ce qui montre que
l est dans l’âge fort de Mµ.

Pour établir la propriété d’amalgamation dans (Cµ0 ,≤), on se donne k ≤ l
et k ≤ m avec l,m ∈ Cµ0 . Par (3), on peut supposer que m ≤ Mµ. Puis,
on utilise (2) pour k-plonger fortement l dans Mµ. Cela fournit l’amalgame
cherché. Finalement, Mµ est riche pour (C0,≤) par (2). Enfin, une enveloppe
affine admissible d’un ensemble dénombrable A est dénombrable (par exemple
car on peut la retrouver au sein du modèle A-premier de Tω), ce qui montre que
Mµ est dénombrable.

Soit Tµ la L-theory de Mµ. Comme avant, toute autre fusion M ′ ∈ C̃µ0 qui
est riche pour (Cµ0 ,≤) est L∞,ω-équivalente à Mµ, en particulier elle est modèle
de Tµ. Nous allons voir que les modèles ω-saturés de Tµ sont exactement les
fusions riches pour (Cµ0 ,≤) dans C̃µ0 . Comme dans les autres preuves, ce résultat
est obtenu en axiomatisant Tµ.

On définit la L-théorie T ′µ := T ′µ(1, 2, 3, 4) via :

T ′µ(1) : Th(C̃0)

T ′µ(2) : dim(p) = µ(p) pour tout p ∈ D avec µ(p) < ∞, et dim(p) ≥ m (tout
m ∈ N) pour p ∈ D avec µ(p) = ∞.

T ′µ(3) : Des axiomes qui expriment que si M |= T ′µ(3) est une fusion, alors tout
type admissible au-dessus de M est modulaire.

T ′µ(4) : ∀z∃x¬τ(x, z) pour toute formule existentielle à quantification bornée τ
telle que |= τ(a, b) implique d(a/b) = 0.

Notons que le schéma d’axiomes (3) est du premier ordre par la Proposition
3.3.19. On peut donner une version plus concrète de (3). Pour tout p ∈ D (tel
que p ↾ Li

est l’unique type générique du groupe Li(∅)-définissable Gi(x)), il
suffit de mettre un axiome de la forme ∀y∃xG1(x) ∧G2(x− y).
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Puis, comme d’habitude, le schéma d’axiomes (4) garantit que d(M) est
infini pour tout modèle ω-saturé M de T ′µ.

Lemme 3.4.3. Les fusions riches dans C̃µ0 sont exactement les modèles ω-
saturés de la théorie T ′µ. En particular, T ′µ est égale à Tµ et complète.

Preuve. On a Mµ |= T ′µ(1, 2, 4) par le Lemme 3.4.2. Puis, Mµ |= T ′µ(3) est
vrai par construction, et Mµ est donc un modèle de T ′µ.

Par les axiomes, si M ′ |= T ′µ, alors dimM ′(p) = µ(p) pour tout p ∈ D
avec µ(p) < ∞. Par contre, si µ(p) = ∞ pour un p ∈ D, alors nécessairment
dimM ′(p) ≥ ℵ0. Si de plus M ′ est ω-saturé, alors d(M ′) ≥ ℵ0 par T ′µ(4).

Pour p ∈ D, soit (b
′p

i )i<dimM′ (p) une base de pM
′

et B′
p :=

⋃
i b

′p

i . De même,

soit (b′gi )i<d(M ′) une d-base de M ′ et B′
g l’ensemble des b′gi . Puis, on pose B′ :=

clω(
⋃
q∈D∪{g}B

′
q). Alors :

(†) M ′ est une enveloppe affine admissible de B′.

Pour prouver (†), il suffit de montrer que M ′/B′ admet une construction
admissible affine, puisque M ′ ∈ E suit de T ′µ(1, 3). Comme d(M ′/B′) = 0,
on trouve une châıne de fusions (ki)i<α telle que k0 = B′,

⋃
i<α ki = M ′,

kλ =
⋃
i<λ ki pour tout ordinal limite λ < α et telle que ki+1/ki soit une

extension primitive pour tout i avec i + 1 < α. Pour tout tel i, il existe
p ∈ D avec tpω(ki+1/ki) 6⊥ p. Si tpω(ki+1/ki) était modulaire, on aurait donc
tpω(ki+1/ki) 6⊥aki

p|ki, ce qui contredirait le fait que ki ⊇ B′ contient une base

de pM
′

. Donc, tpω(ki+1/ki) est non-modulaire pour tout i. On peut fabriquer
une construction admissible affine de M ′/B′ à partir de (ki)i<α.

Par (†), un modèle ω-saturéM ′ |= T ′µ s’obtient à partir de bases (B′
q)q∈D∪{g}

précisément comme Mµ à partir des bases Bq. Si Bq est fini, B′
q l’est aussi, et

on a |Bq| = |B′
q|. Si Bq est de cardinalité ℵ0, alors B′

q est infini aussi (éventuel-
lement de cardinalité κ′q > ℵ0). Quoiqu’il en soit, on peut répéter, mot par mot,
la preuve du Lemme 3.4.2 avec le modêle ω-saturé M ′, en remplaçant ℵ0 par
κ′q. En particulier, on obtient que M ′ est riche pour (C0,≤).

Cela termine la preuve, puisqu’une structure L∞,ω-équivalente à une struc-
ture ω-saturée est ω-saturée.

On obtient comme dans la fusion libre (cf. 3.1.5) :

Corollaire 3.4.4 (Élimination de quanteurs).

(1) Pour i = 1, 2, soient Ai ≤ Mi |= Tµ. Alors, tpTµ(A1) = tpTµ(A2) si et
seulement si qftpL(A1) = qftpL(A2).

(2) Soit L∗ ⊇ L l’expansion par définitions introduite dans 2.3.21. Alors, Tµ

élimine les quanteurs dans L∗.

Remarque 3.4.5. Soit k ≤ l ∈ Cµ0 avec l/k générique. Alors on peut approxi-
mer l/k par des extensions parasites dans Cµ0 . Plus précisément, pour toute

L-formule τ(x, z) existentielle à quantification bornée telle que |= τ(a′, b
′
) im-

plique d(a′/b
′
) = 0 et pour tout uplet b ∈ k il existe une extension parasite l′/k

telle que l′ ∈ Cµ0 et l′ |= ¬τ(a′, b) pour un a′ ∈ l′.
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En conclusion, T ′µ(4) est une conséquence de T ′µ(1, 2, 3), et Tµ admet une
axiomatisation ∀∃.

Preuve. Par le résultat 3.4.4 sur l’élimination des quanteurs, au-dessus de tout
ensemble de paramètres, il y a un unique type d’élément d-générique dans Tµ.
Par abus de langage, on continuera de le noter g. Soit k ≤ M |= Tµ (avec k
finiment engendrée) et b une d-base de k. Puis, soit Φg l’ensemble des formules
de la forme ¬τ(x, b), où τ(x, z) est une L-formule existentielle à quantification

bornée telle que |= τ(a′, b
′
) implique d(a′/b

′
) = 0. Tout élément a satisfaisant

Φg sera d-générique au-dessus de k, par le Lemme 2.3.5 .
On observe que si a ∈ L1 ≤ L2 et τ(x) est une formule (existentielle) à

quantification bornée, alors L1 |= τ(a) ssi L2 |= τ(a).
Il suffit donc de montrer :

(∗) Pour tout ¬τ(x, b) ∈ Φg il existe a′ tel que d(a′/k) = 0, l′ := clω(ka′) ∈ C̃µ0
et l′ |= ¬τ(a′, b).

Dans un premier temps, on suppose de plus que µ ne prend que des valeurs
finies.

On considère M0 := clMd (k). Alors :

(a) M0 |= T ′µ(1, 2, 3) (c’est clair pour (1), et pour (2) cela suit du fait que
toute solution a d’un p ∈ D satisfait d(a) = 0. Pour (3), il suffit de mon-
trer : si L ∈ E et K = clLd (K) ≤ L, alors K ∈ E aussi. Sinon, on trouverait
q ∈ S(K) admissible et non-modulaire. Comme q|L est modulaire, il y
a une réalisation c̄ de q dans L, par 3.3.3. Or, c̄ ∈ clLd (K) = K, une
contradiction.

(b) Soient L0 |= T ′µ(1, 2, 3) et L0 ≤ L ∈ C̃µ0 . Alors, d(a/L0) = 1 pour tout
a ∈ L \ L0. (Il suffit de montrer que L0 n’admet aucune extension primi-
tive L dans C̃µ0 . Or, une extension primitive L serait donnée par un type
admissible q. Ce q étant modulaire par l’axiome (3), on aurait q 6⊥aL0

p
pour un p ∈ D, d’où µ(p) = dimL0

(p) < dimL0
(p) + 1 = dimL(p), car

µ(p) <∞. Donc, un tel L n’est pas dans C̃µ0 .)

Maintenant, soient M0 4 M1 une extension élémentaire propre de M0 et
a ∈ M1 \M0. Par (b), on a d(a/M0) = 1, car M1 ∈ C̃µ0 . Pour ¬τ(x, b) ∈ Φg, on
a donc M0 |= ∃x¬τ(x, b) par élémentarité de l’extension. Comme d(M0/k) = 0,
cela montre (∗) dans le cas particulier où µ(p) < ∞ pour tout p ∈ D, car
M0 |= ¬τ(a′, b) entrâıne l′ |= ¬τ(a′, b) pour l′ := clω(ka′).

Pour µ quelconque et k ∈ Cµ0 comme avant, on définit une fonction auxiliaire

µ′ : D → N via µ′(p) := dimk(p). Évidemment, comme k est finiment engendrée,
µ′ ne prend que des valeurs finies. Appliquant le cas précédent, pour toute

formule ¬τ(x, b) ∈ Φg, on trouve une extension parasite k ≤ l′ ∈ Cµ
′

0 avec

l′ |= ∃x¬τ(x, b). Or, Cµ
′

0 ⊆ Cµ0 suite à µ′ ≤ µ, et donc l′ ∈ Cµ0 , aussi. Cela montre
(∗) dans le cas général.

Observons que la contrainte que la fonction µ ait des fibres finies n’est pas
nécessaire dans le contexte de fusion abélien. Elle était utilisée dans [Hr92] et
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[BH00] pour obtenir la saturation du modèle générique. Or, dans le contexte
de fusion abélien on ne peut pas construire de contre-exemple dans le style
de [BH00, Section 4]. Pour cette raison, même l’hypothèse que les Li soient
dénombrables ne serait pas nécessaire dans le contexte de fusion abélien. Par
contre, déjà dans le cas d’une fusion de deux espaces vectoriels au-dessus de la
théorie d’un ensemble infini sans structure, la contrainte que µ ait des fibres
finies doit être imposée, car Tω est en général multidimensionelle dans ce cas
(et la théorie fortement minimale obtenue dans [Hr92] par un collapse n’est pas
monobasée).

Lemme 3.4.6. Si µ(p) est fini pour tout p ∈ D, alors dans Tµ, la clôture
algébrique est donnée par cld.

Preuve. L’inclusion aclTµ ⊆ cld étant claire, le lemme suit du fait (établi au
cours de la preuve de 3.4.3) que pour M 4 N |= Tµ et tout n ∈ N \M on a
d(n/M) = 1.

Théorème 3.4.7. Si µ(p) est fini pour tout p ∈ D, la théorie Tµ est (complète
et) fortement minimale. De plus, elle est monobasée et modèle-complète.

Preuve. On a déjà vu que Tµ est complète pour µ arbitraire, et nous savons que
toute complétion de T1 ∪T2 est monobasée. Puis, Tµ admet une axiomatisation
∀∃, par 3.4.5. Donc, une fois qu’on sait que T ′µ est fortement minimale, la
modèle-complétude de T ′µ suit d’un théorème de Lindström.

Soit Mµ le modèle dénombrable ω-saturé de Tµ. Par les Lemmes 3.4.6 et
3.4.4, il y a un seul 1-type non-réalisé au-dessus de Mµ ce qui montre que Tµ

est fortement minimale.

On remarque que la première preuve de modèle-complétude d’une structure
obtenue par la méthode d’amalgamation de Hrushovski (en l’occurrence dans le
cas ab initio de [Hr93]) est due à Holland [Ho99].

En analogie avec le cas originel de la fusion au-dessus de la théorie de l’en-
semble infini sans structure [Hr92], on obtient :

Remarque 3.4.8. (1) Les expansions Ti ⊆ Tµ préservent les rangs et les
degrés de Morley (mais pas nécessairement les multiplicités).

(2) Soient M |= Tµ et Vi ⊆ Mn des ensembles Li-définissables (i = 1, 2)
sans paramètres. On suppose que Vi s’intersecte trivialement avec toute
hypersurface L0(∅)-définissable dans Mn, et que RM1(V1)+RM2(V2) < n.
Alors V1 ∩ V2 = ∅. Si Z est ∅-définissable dans L1 et dans L2, alors Z est
L0(∅)-définissable.

(3) Les expansions Ti ⊆ Tµ sont essentielles. En particulier, il n’y a pas de
structure abélienne fortement minimale d’exposant p (pour p premier) qui
serait maximale avec ces propriétés.

Preuve. Toute expansion de théories fortements minimales préserve le rang de
Morley.
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Maintenant, supposons que DML1(ϕ1(x, b)) = 1. Pour simplifier, on donne la
preuve dans le cas où T0 = EVFq

. Quitte à rétrécir ϕ1(x, b) un peu si nécessaire,

et en utilisant une bijection Fq-définissable, on peut supposer que |= ϕ1(a/b)
implique que a est L0-générique au-dessus de b. De plus, on peut supposer que
b ≤M |= Tµ. Pour a ∈M générique dans ϕ1(x, b) (au sens de Tµ), on a

d1(a/b) ≥ d1(a/b) + d2(a/b) − d0(a/b) = δ(a/b) ≥ d(a/b) = d1(a/b),

où la dernière égalité est vraie car l’expansion T1 ⊆ Tµ préserve le rang de
Morley et RMTµ(·) = d(·). On a donc égalité partout. En particulier, d2(a/b) =
d0(a/b) et a est L2-générique au-dessus de b. De plus, d(a/b) = δ(a/b) entrâıne
ab ≤M . Comme le type sans quanteurs d’un uplet fort détermine son type, on
déduit qu’il y a un seul type L-générique dans ϕ1(x, b). Cela donne (1).

La première partie de (2) est une conséquence de δ(a) ≥ 0 pour tout a ∈M .
Puis, soit Z ⊆ Mn Li(∅)-définissable pour i = 1, 2. Clairement, Z est L0(∅)-
définissable si pour tout L0-type complet p0 au-dessus de ∅, on a Z ⊇ p0 ou
Z ∩ p0 = ∅. Utilisant des bijections définissables, il suffit de traiter le cas où
p0 est le type L0-générique dans Mn. Si Z ∩ p0 6= ∅ 6= (Mn \ Z) ∩ p0, on peut
supposer que RM(Z ∩ p0) =: m < n. Pour a ∈ Z ∩ p0 générique on a alors
m = d1(a) = d2(a) = d(a) ≤ d1(a) + d2(a) − d0(a) = 2m − n < m, une
contradiction.

Quant à (3), on utilise un argument similaire que dans (1) pour montrer
qu’un ensemble L2-définissable et non-L0-définissable de RDM minimal ne peut
pas être définissable à l’aide d’une L1-formule dans la théorie Tµ.

Exemple 3.4.9. Soient F1 et F2 des corps gauches contenant F0 := Fq, et
soit Ti := EVFi

. On est donc dans le contexte de fusion abélien. Posons R :=
F1 ∗F0 F2, où ∗F0 dénote le coproduit dans la catégorie des F0-algèbres non-
commutatives (on renvoie à [Co77] pour tout ce qui concerne la théorie des
corps gauches). Clairement, tout M ∈ C̃0 est un R-module. Il est facile de voir
que si a est d-générique et 0 6= r ∈ R, alors r ·a est d-générique. En utilisant une
F0-base appropriée de R (voir [Co77, p.97]), on montre que si d(a/k) = 1 pour
un k = clω(k), alors 〈ka〉 = k⊕R comme R-module, et d(a/k∪{r·a}) = 0 de ma-
nière assez explicite. Donc, pour une fusion fortement minimale Tµ, R se plonge
naturellement dans le corps gauche des quasi-endomorphismes. En particulier,
cela montre que R admet un corps des fractions. On sait, par des méthodes
algébriques, que R admet même un corps des fractions universel (combiner les
théorèmes 4.C et 5.3.2 dans [Co77]). Comme notre construction de Tµ est très
canonique, il semble très probable que le corps des quasi-endomorphismes de
Tµ (pour tout µ) cöıncide avec le corps des fractions universel de R promis
algébriquement.

Finalement, on remarque que pour trouver un corps des fractions de R, on
n’a pas besoin du collapse, car la géométrie de déviation du type générique (c’est
un type localement modulaire et régulier) est donnée par un corps des fractions
de R.

Néanmoins, il y a une différence intéressante entre le contenu purement algé-
brique de l’exemple précédent et le cadre (modèle-théorique) plus général du
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contexte de fusion abélien. La construction d’un corps des fractions (universel)
pour K1 ∗K0

K2 se fait au-dessus d’un corps gauche K0 arbitraire, tandis que
dans le contexte de fusion abélien, l’ω-catégoricité de T0 semble cruciale pour
le collapse. Ce phénomène est illustré dans l’exemple suivant mentionné dans
l’introduction de [Hr92].

Exemple 3.4.10. Soit T0 la théorie des Q-espaces vectoriels, avec deux éléments
c, d linéairement indépendants nommés comme constantes, puis

– T1 la théorie des Q[i]-espaces vectoriels, avec i · c = d,
– T2 la théorie des Q(X)-espaces vectoriels, avec X · c = d.

Dans tout M |= T1 ∪ T2, l’ensemble définissable N := ker(i−X) est un Q-sous-
espace propre non-trivial de M , car c ∈ N et d 6∈ N . Donc RM(M) ≥ 2. En
particulier, Th(M) n’est pas fortement minimale.

Dans le contexte de fusion abélien, le collapse le plus “petit”, si l’on veut,
c’est la théorie Tµ0 qui correspond à la fonction µ0 qui est égale à 0 partout.
Un modèle de Tµ0 , c’est donc précisément l’enveloppe affine admissible d’un
ensemble d-générique et indépendant Bg. De plus, les modèles de Tµ0 sont clas-
sifiés par leur dimension, donc par la cardinalité de Bg. (Cela est d’ailleurs vrai
pour toute fonction µ : D → N.)

Avant de terminer cette section, nous allons illustrer pourquoi une construc-
tion beaucoup plus näıve ne peut pas aboutir : on pourrait croire, à première
vue, que M := 〈Bg〉 serait un bon candidat. Or, l’exemple suivant montre que
des structures de cette forme ne sont pas du tout homogènes. De plus, on verra
apparâıtre des réalisations de types admissibles non-modulaires au sein d’un tel
M . C’est d’ailleurs exactement cette construction que nous avons utilisée, dans
un contexte plus général, pour montrer U(g) = ω dans 3.1.17(2).

Exemple 3.4.11. On reprend l’Exemple 3.4.9. Soit k = 〈a〉, où a |= g est
un élément générique. Pour i = 1, 2, on choisit λi ∈ Fi \ F0 et on pose b :=
λ1 ·1 a − λ2 ·2 a. On voit sans peine que b |= g et que a 6∈ 〈b〉 = clω(b). Plus
précisément, posant a′ := λ1 ·1 a, alors qb := tpω(a, a′/b) est admissible (et non-
modulaire). Si qi := q ↾Li

, alors q1 est le type générique de λ1 ·1 x = x′, tandis
que q2 est le type générique de λ2 ·2 x = x′ − b.

Une fusion homogène (pour les plongements forts) K dans laquelle k est fort
contient donc nécessairment une réalisation de la copie qa de qb.

3.5 Résultats généraux de collapse

Nous continuons à considérer (T0, T1, T2), un contexte de fusion fortement
minimal (voir 3.1.1). Mais nous supprimons l’hypothèse supplémentaire de 3.2.5
sur T0, à savoir que T0 est (essentiellement) la théorie d’un Fq-espace vectoriel.

Définition 3.5.1. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement minimal.
Un collapse pour (T0, T1, T2) est la donnée d’une classe élémentaire (non-vide)
de L-structures C̃c0 ⊆ C̃0 qui satisfait aux propriétés suivantes :
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(i) C̃c0 est “clos par sous-fusion”, c’est à dire si K ⊆ L ∈ C̃c0 pour une fusion
K ∈ C̃0, alors K ∈ C̃c0.

(ii) Si k ≤ K ∈ C̃c0, et k ≤ l ∈ C̃0 est une extension primitive, alors il existe
n ∈ N tel que l(n) ne se k-plonge pas dans K, où l(n) := l ⊗k l . . . l ⊗k l︸ ︷︷ ︸

n fois

.

(iii) (C̃c0,≤) a la propriété d’amalgamation (la propriété du plongement com-
mun en découle).

(iv) Si T c est la L-théorie des fusions de C̃c0 qui sons riches pour la classe
(Cc0,≤), alors tout modèle ω-saturé de T c est riche pour (Cc0,≤). Ici, Cc0
dénote la classe des fusions finiment engendrées qui sont dans C̃c0.

Si b est un uplet fini de paramètres et (Cc,≤) un collapse pour le contexte de
fusion (T0(b), T1(b), T2(b)), on dira également que (Cc,≤) est un collapse pour
(T0, T1, T2).

Lemme 3.5.2. Si C̃c0 est un collapse pour (T0, T1, T2) au sens de 3.5.1, alors la
L-théorie T c des riches par rapport à (Cc0,≤) est complète et fortement mi-
nimale, avec “l’élimination des quanteurs pour les forts” (le type d’un uplet
fort est déterminé par son L-type sans quanteurs). Pour A ⊆ M |= T c, on
a aclT c(A) = cld(A). En particulier, d donne la dimension au sens de la théorie
fortement minimale T c.

Preuve. La complétude et l’élimination des quanteurs pour les forts sont immé-
diates, compte tenu du fait que tout modèle ω-saturé de T c est riche par (iv).
Par la décomposition d’une extension parasite en primitives et (ii), on voit que
cld(A) ⊆ aclT c(A) pour tout A ⊆ M |= T c. Puis, par l’élimination des quan-
teurs pour les forts, pour deux modèles M ⊆ N de T c on a M 4 N ssi M ≤ N .
Donc, au-dessus d’un modèle ω-saturé M de T c il n’y a qu’un seul 1-type non-
réalisé (a fortiori, c’est le cas au-dessus d’un modèle quelconque). Cela termine
la preuve.

Un collapse du contexte de fusion (T0, T1, T2) est donc une façon particulière
d’obtenir une expansion fortement minimale commune T de T1 et T2 respec-
tant le réduit commun T0. Le résultat suivant justifie cette précision du terme
collapse, en montrant qu’il a de bonnes propriétés de transfert.

Proposition 3.5.3. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement minimal,
et soit D′

0 un ensemble fortement minimal (∅-)interprétable dans T0. Pour i =
0, 1, 2, soit T ′

i la morleyisée de la théorie de D′
0 avec toute la structure induite

par Ti. On suppose :
– T ′

0 est modulaire,
– T ′

i est fortement minimale pour i = 1, 2,
– (T ′

0, T
′
1, T

′
2) a un bon contrôle,

– il existe un collapse pour le contexte de fusion (T ′
0, T

′
1, T

′
2).

Alors il existe un collapse pour (T0, T1, T2) aussi. Plus précisément, si C̃′c
0

est un collapse pour (T ′
0, T

′
1, T

′
2), avec T ′c la théorie des riches dans C̃′c

0 , alors

C̃c0 := {K ∈ C̃0 |D
′
0(K) ∈ C̃′c

0 }
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donne un collapse pour (T0, T1, T2), et K |= T c ssi K ∈ C̃0 et D′
0(K) |= T ′c.

Preuve. Soit C̃′c
0 un collapse pour (T ′

0, T
′
1, T

′
2). Considérons donc la classe C̃c0 :=

{K ∈ C̃0 |D
′
0(K) ∈ C̃′c

0 }. On montre que cette classe donne un collapse pour
(T0, T1, T2).

L’ensemble fortement minimal D′
0 étant ∅-interprétable dans T0 et modu-

laire, le générique de D′
0 et le 1-type générique de T0 sont inter-L0-algébrique.

Quelques mots sur la notation : si K ∈ C̃0 est une fusion, on dénote par K ′

l’ensemble D′
0(K), avec toute la structure induite par L1 et L2. Plus généra-

lement, si A = acl0(A) ⊆ K, on pose A′ := K ′ ∩ acleq0 (A) (calculé dans Keq).
Puis, soit L′

i un langage dans lequel T ′
i élimine les quanteurs. L’amalgame libre

dans C̃′
0 est notée ⊗′, et ⊥′ désigne l’orthogonalité dans T ′

ω, ⊥ celle dans Tω.
Finalement, soient δ′ = d′

1 + d′
2 −d′

0 et d′ la prédimension ainsi que la dimension
au sens du contexte de fusion (T ′

0, T
′
1, T

′
2).

Comme di(A
′/B′) = di(A/B), une extension A/B est première ssi A′/B′

l’est. Puis, pour deux fusions K ≤ L ∈ C̃0, on a : L/K est primitive / parasite
/ générique ssi L′/K ′ l’est.

Vérifions que C̃c0 ait les propriétés (i)-(iv) de 3.5.1. Pour (i), c’est évident.
Quant à (ii), considérons k ≤ K ∈ C̃c0 et une extension primitive k ≤ l. Si

l(n) se k-plonge dans K, alors l′(n) = (l(n))′ se k′-plonge dans K ′. Comme C̃′c
0

satisfait à (ii), il y a donc une borne pour de tels entiers n et C̃c0 vérifie (ii) aussi.
Pour montrer (iii), par un argument de maximalité et le Lemme de décompo-

sition, il suffit de considérer le cas de K ≤ L,M ∈ C̃c0 avec L/K primi-
tive ou générique, pareil pour M/K. Si L/K est générique, L′/K ′ aussi, et
on voit aisément que L′ ⊗′

K′ M ′ ∈ C̃′c
0 . Or, (L ⊗K M)′ = L′ ⊗′

K′ M ′, d’où
L⊗K M ∈ C̃c0 par définition. Si L/K et M/K sont deux extensions primitives,
il y a deux cas : Si tpω(L/K) 6⊥aK , alors L ≃K M (via un K-isomorphisme
σ), et on peut donc amalgamer économiquement, c’est à dire en utilisiant un
tel σ. Sinon, tpω(L/K) ⊥aK tpω(M/K), et donc tpω(L′/K ′) ⊥aK tpω(M ′/K ′)
aussi. A fortiori, tpω′(L′/K ′) ⊥′a

K′ tpω′(M ′/K ′). Comme C̃′c
0 est amalgamable,

L′ ⊗′
K′ M ′ ∈ C̃′c

0 , et on conclut comme dans le cas d’une extension générique.
Pour terminer, nous montrons que les modèles ω-saturés de T c — définie

comme dans la proposition — sont riches par rapport à la classe (Cc0,≤). Soit
Kc |= T c ω-saturé, K ′ ≤ K∗ |= Tω. La saturation passe aux interprétations,
et alors (Kc)′ |= T ′c est ω-saturé, aussi (donc riche par rapport à (C′c

0 ,≤) par
hypothèse).

Considérons k ≤ Kc, k ≤ l ∈ Cc0. Comme (Kc)′ est riche, on peut trouver une
k′-copie l′1 de l′ dans (Kc)′, avec l′1 ≤ (Kc)′. Posons l1 := acl0(l′1)∩Kc. Il suffit
de vérifier les cas où l/k est générique ou primitive. Dans le cas générique, l1/k
est générique aussi et on peut donc k-plonger l dans Kc. Dans le cas primitif,
tpω(l1/k) 6⊥ak tpω(l/k), et alors l1 ≃k l.

Depuis le début du Chapitre 2 et jusqu’à maintenant — le collapse dans
le contexte de fusion abélien (Théorème 3.4.7) inclus — l’hypothèse que les Li
soient dénombrables simplifiait l’exposition, mais était tout à fait inessentielle
(modulo quelques adaptations évidentes : par exemple, remplacer “ω-stable” par
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“totalement transcendente” dans 3.1.9), à l’exception du Théorème 3.2.13, qui
n’a pas d’analogue si les Li ne sont pas dénombrables. Ce n’est plus du tout le
cas pour les résultats suivants. La preuve du collapse dans le contexte originel de
fusion [Hr92] et la preuve du résultat 3.5.6 utilisent de manière cruciale que les
langages sont dénombrables : d’abord, pour trouver un bon codage des ensembles
Li-définissables (pour fabriquer des codes, une version affinée de nos familles
admissibles dans 3.2.13), puis une seconde fois en choisissant une fonction µ à
fibres finies.

Donc, d’ici jusqu’à la fin de la Section 3.5, la condition que les Li soient
dénombrables devient indispensable.

Corollaire 3.5.4. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement minimal.
Supposons que T1 et T2 ont la DMP, et que T0 est triviale. Alors il existe un
collapse pour (T0, T1, T2).

Preuve. C’est le résultat principal de [Hr92] que l’on peut collapser dans un
contexte de fusion de la forme (T ′

0, T
′
1, T

′
2), où T ′

0 est la théorie d’un ensemble in-
fini sans structure, et T ′

1, T ′
2 sont fortement minimales et ont la DMP. D’ailleurs,

le bon contrôle est immédiat dans ce cas. Maintenant, en utilisant le Lemme
3.2.4, on peut L0-interpréter un ensemble fortement minimal D′

0, tel que le
contexte (T ′

0, T
′
1, T

′
2) soit exactement de la forme traitée par Hrushovski. Ici, T ′

i

dénote la théorie de la structure induite sur D′
0 par Li. Notons que T ′

i hérite la
DMP de la théorie Ti (c’est facile, voir [Hr92]).

Il suffit d’appliquer la Proposition 3.5.3 pour obtenir un collapse dans le
contexte de fusion (T0, T1, T2).

Corollaire 3.5.5. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement minimal.
On suppose que T1 et T2 sont monobasées. Si T0 est triviale, on suppose en
outre que T1 et T2 ont la DMP. Alors il existe un collapse pour (T0, T1, T2).

Preuve. Si T0 est triviale, c’est un cas particulier du Corollaire 3.5.4.
Si T0 est projective, on utilise le Lemme 3.2.4 et puis la Proposition 3.5.3

comme dans la preuve de 3.5.4. Cette fois, le nouveau contexte de fusion forte-
ment minimal (T ′

0, T
′
1, T

′
2) que l’on obtient est un contexte de fusion abélien, car

T ′
1 et T ′

2 sont des expansions monobasées de T ′
0 (qui est essentiellement EVFq

).
Dans le contexte de fusion abélien, un collapse existe d’après le Théorème 3.4.7,
et donc 3.5.3 s’applique. Évidemment, l’utilisation de 3.2.4 pourrait nous obliger
à ajouter des paramètres aux langages Li avant le collapse.

Fin 2005, Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler ont montré le collapse au-
dessus de EVFq

en toute généralité. En effet :

Fait 3.5.6 ([BMZ05a]). Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement mini-
mal avec T0 = EVFq

pour un corps fini. On suppose que T1 et T2 ont la DMP.
Alors il existe un collapse pour (T0, T1, T2).

En inspectant leur preuve, on voit qu’elle s’adapte au cas où T0 est une
expansion inessentielle de EVFq

. Donc, en utilisant le Lemme 3.2.4 et puis la
Proposition 3.5.3 comme dans la preuve du Corollaire 3.5.5, nous obtenons :
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Théorème 3.5.7. Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion fortement minimal.
Si T1 et T2 ont la DMP, il existe un collapse pour (T0, T1, T2).

Remarque. Dans 3.5.7 (ainsi que dans 3.5.4 et 3.5.5), on n’a pas vraiment
besoin de la DMP pour T1 et T2. Il suffit que les théories auxiliaires T ′

1 et T ′
2

qui émergent dans la preuve aient la DMP.
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Chapitre 4

Variations sur la fusion

Dans ce chapitre, nous présentons, de manière concise, deux variantes de la
fusion.

Chapuis, Hrushovski, Koiran et Poizat construisent dans [CHKP02] une ex-
pansion de la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique donnée,
obtenue en ajoutant un prédicat binaire pour une courbe générique plane. Nous
montrons comment généraliser leur construction aux théories supersimples de
rang SU égal à 1.

La deuxième variante concerne les corps bicolores (noirs et rouges) introduits
par Poizat dans [Po99] et [Po01]. Nous considérons des paires de théories T0 ⊆
T1, avec T0 fortement minimale, ω-catégorique et modulaire, et T1 supersimple
de rang SU égal à 1. Nous exigeons de l’ensemble des points colorés qu’il forme
une sous-structure élémentaire (au sens de T0) du modèle ambiant.

Nous utilisons les mêmes notations que dans la fusion libre, pour souligner les
similarités. Notons que l’on pourrait donner un cadre axiomatique qui incorpore
la fusion libre, la courbe générique et les structures bicolores. Mais nous ne le
ferons pas par souci de lisibilité. La fusion étant bien plus compliquée d’un point
de vue technique, nous nous permettons d’être bref dans l’exposition de ces deux
variations.

4.1 Courbe générique

Soit T1 une L1-théorie complète et C un nouveau symbole de relation binaire.
Soit L := L1 ∪ {C}. On s’intéresse à des L-structures (M,CM ), où M |= T1.
Soit T1 = ACFp la théorie d’un corps algébriquement clos de caractéristique
p ≥ 0, et soient K |= ACFp, d ≥ 1 et (ai,j) une suite d’éléments algébriquement
indépendants dans K, où 0 ≤ i, j et i+ j ≤ d. La courbe Cd ⊆ K2 donnée par
l’équation

∑
i,j ai,jX

iY j = 0 est une courbe générique de degré d. Soit Td la

L-théorie de (K,CKd ). Cette théorie s’interprète dans le type de l’uplet ai,j et
ne dépend donc pas du choix des ai,j . Dans [CHKP02], il est montré :

(1) La suite (Td)d≥1 tend vers une limite Tω dans l’espace des L-théories.

101
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(2) Cette limite Tω est ω-stable de rang de Morley ω.

(3) Si (K,C) |= Tω et (a′, b′) ∈ C, alors posant C ′ := C \ {(a′, b′)}, on a
(K,C ′) |= Tω. De même, il existe (a′′, b′′) ∈ K2 \ C tel que pour C ′′ :=
C ∪ {(a′′, b′′)} on a (K,C ′′) |= Tω.

La construction de Tω se fait par une amalgamation à la Fräıssé-Hrushovski,
sans collapse. La complétude et l’ω-stabilité ainsi que (3) s’obtiennent alors
facilement. La preuve de (1) est plus difficile. Les propriétés (1) et (3) ont de
nombreuses conséquences de non-définissablité. Citons-en deux :

(I) Pour m ≥ 2, soit Rm un nouveau prédicat m-aire. Alors, il n’existe pas
d’énoncé ϕ(Rm) dans le langage des corps augmenté par Rm tel que pour
tout ensemble définissable D ⊆ Km on ait : D est Zariski-clos si et seule-
ment si K |= ϕ(D).

(II) Soit Rm comme dans (I). Alors il n’existe pas d’énoncé ϕ(Rm) tel que
pour tout ensemble Zariski-clos D ⊆ Km on ait : D est irréductible si et
seulement si K |= ϕ(D).

4.1.1 Construction

Dans cette sous-section, nous généralisons la construction de la théorie d’une
courbe générique. Pour cela, nous fixons le cadre suivant :

Contexte 4.1.1. T1 est une L1-théorie complète supersimple de rang SU 1.
Pour simplifier l’exposition, on suppose aussi que T1 élimine les quanteurs.

Soit L := L1∪{C}, où C est un nouveau symbole de relation binaire. Comme
avant, acl1 dénote la clôture algébrique au sens de T1, et d1(a/B) := SUT1

(a/B).

Définition 4.1.2. (1) Soit C̃ la classe des L-structures (M,CM ) avec M =
acl1(M), et C := {M ∈ C̃ | d1(M) <∞}.

(2) Pour A ⊆ω M ∈ C̃ et B ⊆M arbitraire on pose δ(A) := d1(A) − |CA| (la
prédimension de A) et δ(A/B) := d1(A/B) − |CAB \ CB |.

(3) C̃0 := {M ∈ C̃ | δ(A) ≥ 0∀A ⊆ω M} , et C0 := C̃0 ∩ C.

(4) Pour A ⊆ω M ∈ C̃0, on pose dM (A) := min{δ(Ã) |A ⊆ Ã ⊆ω M}. Si
B ⊆M , alors dM (A/B) := min{dM (AB0) − dM (B0) |B0 ⊆ω B}.

(5) Pour B ⊆ A ⊆M , on définit B ≤ A (B est autosuffisant ou fort dans A)
si et seulement si δ(a/B) ≥ 0 pour tout uplet fini a ∈ A.

La classe C̃0 est élémentaire. Pour être en analogie complète avec la fusion
libre, nous pourrions écrire 〈·〉 au lieu de acl1(·), mais nous gardons la notation
acl1. Si K ∈ C̃0 et B ⊆ K, par conséquent, on dit que B contrôle K si acl1(B) =
K et B ≤ K. On a donc B ≤ acl1(B) si et seulement si Cacl1(B) = CB .

Le lemme suivant s’obtient comme 2.1.1 dans le cas de la fusion libre.

Lemme 4.1.3. Tous les ensembles et uplets considérés sont contenus dans K ∈
C̃. Alors on a :
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(1) (sous-modularité) Soit A ⊆ B. Alors, δ(c/(Ac) ∩ B) ≥ δ(c/B). En parti-
culier, si B ≤ C et D ⊆ C, alors D ∩B ≤ D.

(2) (transitivité) Si A ≤ B et B ≤ C, alors A ≤ C.

(3) (continuité) Si (Ai)i∈I est un système filtré de sous-ensembles de C tel
que Ai ≤ C pour tout i, alors

⋃
i∈I Ai ≤ C.

(4) Si A1, A2 ≤ B, alors A1 ∩A2 ≤ B.

Si on suppose en outre que K ∈ C̃0, alors :

(5) Pour tout A ⊆ K il existe un ensemble clK0 (A) qui est minimal parmi les
ensembles A′ tels que A′ ⊇ A et A′ ≤ K. L’ensemble clK0 (A) \ A est fini.
De plus, on a dK(A) = δ(clK0 (A)).

(6) Soient A ⊆ B ⊆ C finis. Alors, on a dK(C/A) = dK(C/B) + dK(B/A),
dK(B/A) ≤ dK(C/A) et dK(C/A) ≥ dK(C/B).

(7) dK(a/B) ∈ {0, 1} pour tout singleton a, et l’opérateur de clôture géo-
métrique clKd (B) := {a ∈ K | dK(a/B) = 0} définit une prégéométrie.

Pour A ⊆ K ∈ C̃0, la clôture autosuffisante est définie par clKω (A) :=
acl1(clK0 (A)), et est donc égale au plus petit sous-ensemble algébriquement clos
(au sens de T1) et autosuffisant de K qui contient A. L’analogue du Lemme
2.1.5 devient :

Lemme 4.1.4. Soient K ∈ C̃ et π1(x) un L1-type partiel consistant sur K,
πC(x) un {C}-type sur K (partiel et consistant), tels que les restrictions de π1(x)
et de πC(x) à L=(K) soient complètes et cöıncident. Alors il existe K ⊆ L ∈ C̃
et a ∈ L tels que L |= π1(a) ∪ πC(a) et L soit contrôlé par Ka.

Preuve. On réalise π1 par un uplet a, et on met dans CKa les paires formées
d’éléments de Ka qui sont nécessaires pour satisfaire à πC . Il suffit de poser
L := acl1(Ka) et CL := CKa.

Si K ⊆ L,M sont dans C̃, alors N ∈ C̃ contenant L et M est un amalgame
libre de L et M au-dessus de K, si L |⌣

1

K
M et N est contrôlé par LM (c’est

à dire N = acl1(LM) et CN = CL ∪ CM ). En utilisant le Lemme 4.1.4, on
montre que les amalgames libres existent. Si K ≤ L,M sont dans C̃0 et N =
L ⊗K M , alors N ∈ C̃0 et L,M sont autosuffisants dans N (cela se montre
comme le Lemme 2.1.10). Comme il y a une seule L-expansion de acl1(∅) dans
C̃0 (Cacl1(∅) = ∅), on obtient donc

Lemme 4.1.5. La classe (C̃0,≤) est connexe (c’est à dire elle a la propriété du
plongement commun) et a la propriété d’amalgamation (AP).

On définit de manière usuelle les structures riches dans C̃0 (pour la classe
(C0,≤)), et on voit comme dans 2.1.14 que les structures riches existent en
cardinalité ≤ 2|L1|+ℵ0 . Comme (C̃0,≤) est connexe, deux structures riches sont
L∞,ω-équivalentes. Soit Tω la L-théorie des structures riches. C’est donc une
théorie complète, et on voit sans problème que Tω ↾L1

= T1.
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Les notions d’extension générique / parasite / primitive sont définies de
manière analogue à la fusion libre (voir 2.2.1). Ainsi, par exemple, une extension
K ≤ L dans C̃0 est générique s’il existe un singleton a ∈ L \K avec d(a/K) = 1
et L = acl1(Ka). Dans ce cas, on a donc CL = CK . On montre un Lemme
de décomposition analogue à 2.2.11. Ici, dans le cas de la courbe générique,
l’analogue d’une extension première (de sous-ensembles acl0-clos d’une fusion
B ≤ A) est défini de la façon suivante : pour B ⊆ A ⊆ K ∈ C̃0 on exige que
B ≤ A, A \ B est fini (son cardinal est la longueur de l’extension première),
δ(A/B) = 0 et δ(A′/B) > 0 pour tout B ( A′ ( A. Si A \ B contient un seul
élément a, nous demandons de plus que a 6∈ acl1(B). Une extension première
A/B de longueur 1 est donc de la forme A = Ba avec d1(a/B) = 1 et |CA \
CB=1.

Notons qu’il existe des extensions premières de longueur n pour tout n au-
dessus de tout B ⊆ K∗ ∈ C̃0. Pour cela, soit a = (a0, . . . , an−1) avec d1(a/B) =
n. Alors, il suffit de considérer l’ensemble A = Ba avec sa L1-structure sous-
jacente et de définir CA := CB ∪{(a0, a1), (a1, a2), . . . , (an−2, an−1), (an−1, a0)}
(un n-cycle formé par l’uplet a). On peut en fait montrer que toute extension
première de longueur ≥ 2 est de cette forme.

4.1.2 Axiomatisation et simplicité

Dans cette sous-section, nous continuons l’étude de la courbe générique dans
le Contexte 4.1.1. Nous donnons une axiomatisation de Tω et montrons ensuite
que Tω est une théorie supersimple, par une application standard du théorème
de Kim-Pillay.

SoitB ≤ Ba une extension première et ϕ1(x, b) une L1-formule rang-complète
par rapport à tpL1

(a/B) (voir la Définition 2.3.1). Puis, soit ϕC(x, z) la formule

qui décrit le diagramme sans quanteurs de a, b dans le langage LC := {C}.
Posons

ψ(x, z) := ϕ1(x, z) ∧ ϕC(x, z). (4.1)

On rappelle que pour tout type p ∈ ST1
(B) les formules rang-complètes par

rapport à p sont cofinales dans p (Lemme 2.3.2). Donc, les formules de la forme
ψ(x, b), pour ψ(x, z) comme dans (4.1), sont cofinales dans qftpL(a/B).

On considère la L-théorie T ′
ω donnée par :

T ′
ω(1) : Th(C̃0)

T ′
ω(2) : T1

T ′
ω(3) : Soit ψ(x, z) = ϕ1(x, z)∧ϕC(x, z) comme dans (4.1) et définissons θψ(z) :=

∃xϕ1(x, z) ∧ ∃xϕC(x, z). Alors on met l’axiome

∀z∃x[θψ(z) → ψ(x, z)].

Pour simplifier l’exposition, on suppose dans la suite que L1 est dénombrable.
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Proposition 4.1.6. Les modèles ℵǫ-saturés de Tω sont exactement les struc-
tures riches dans C̃0. En particulier, les théories T ′

ω et Tω cöıncident.

Preuve. La preuve suit à peu près les mêmes étapes que celle du Théorème 2.3.14
combinée avec la Remarque 2.3.15. Nous verrons cependant que dans le cas de
la courbe générique, on peut toujours approximer les extensions génériques par
des extensions primitives.

Premièrement, on montre qu’une structure riche est modèle de T ′
ω. C’est

clair pour T ′
ω(1) et facile pour T ′

ω(2). Quant à T ′
ω(3), il suffit d’utiliser le Lemme

4.1.4. En particulier, cela montre que T ′
ω est consistante.

Ensuite, montrons que tout modèle ℵ1-saturé de T ′
ω est riche pour (C0,≤).

Soit donc k ≤ K, où K |= T ′
ω est ℵ1-saturé, et soit k ≤ l une extension dans C0.

Par le Lemme de décomposition, on peut supposer que l/k est primitive ou géné-
rique. Soit d’abord l/k primitive, et supposons que l est contrôlé par a au-dessus
de k. Comme δ(a/k) = 0, il suffit de trouver une réalisation a′ de qftpL(a/k) dans
K, car a 7→ a′ s’étend alors automatiquement en un k-plongement fort de l dans
K. Les formules qui apparaissent dans T ′

ω(3) sont cofinales dans qftpL(a/k), et
on peut donc réaliser ce type dans K, par saturation.

Soit l = acl1(ka) une extension générique de k et (a0, . . . , an−1) une suite
de Morley dans p1 := tp1(a/k) (ou toute autre suite avec d1(a/k) = n et
tp1(a0/k) = p1). La construction d’un n-cycle déjà mentionnée à la fin de la
Sous-section 4.1.1 permet de trouver une extension première k ≤ ka de longueur
n. Les extensions de la forme ln := acl1(ka) donnent une approximation de
l’extension générique l/k par des extensions primitives (car si bn est l’élément
dans ln correspondant à a ∈ l, alors qftpL(acl1(kbn)/k) = qftpL(l/k) et kbn ≤n
K, où B ≤n A ssi δ(a/B) ≥ 0 pour tout uplet a ∈ A de longueur au plus n).
Dans un modèle ℵ1-saturé, les extensions génériques se traitent donc aussi.

Finalement, ce que nous avons montré nous donne déjà le Corollaire suivant,
à savoir que aclTω

= clω. A posteriori, on voit donc — comme dans la fusion
libre — que les structures riches dans C̃0 sont exactement les modèles ℵǫ-saturés
de Tω.

Corollaire 4.1.7. 1. La clôture algébrique dans Tω est donnée par la clôture
autosuffisante clω.

2. Soit Ai ⊆ Ki |= Tω, pour i = 1, 2. Alors on a tpω(A1) = tpω(A2) ssi
clK1

0 (A1) ≃L clK2
0 (A2) ssi clK1

ω (A1) ≃L clK2
ω (A2).

Lemme 4.1.8. Soient (K,C) |= Tω et (a′, b′) ∈ C. Alors, posant C ′ := C \
{(a′, b′)}, on a (K,C ′) |= Tω.

Preuve. Cela se fait exactement comme dans [CHKP02].

La définition suivante est similaire à celle dans la fusion libre (voir la Re-
marque 2.4.2 et la définition juste avant).

Définition 4.1.9. Soient A,B,C ⊆ K |= Tω. On pose A |⌣
∗

B
C si et seulement

si
(i) clω(AB) |⌣

1

clω(B)
clω(BC) et
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(ii) A |⌣
d

B
C

sont satisfaits.

Si on suppose (i), la condition (ii) est équivalente à clω(AB) clω(BC) ≤ K.
On pourrait d’ailleurs utiliser cl0 au lieu de clω dans la définition de |⌣

∗
. Si

B ⊆ A,C, on remarque que A |⌣
∗

B
C si et seulement si clω(AC) est un amalgame

libre de clω(A) et clω(C) au-dessus de clω(B).

Lemme 4.1.10. Soient K ≤ A0, A1, A2 des structures dans C̃0, avec K |= T1.
Supposons donnés A{0,1}, A{0,2} et A{1,2} dans C̃0 ainsi que des K-plongements
forts ιwk : Ak →֒ Aw dès que k ∈ w, tels que A{i,j} soit un amalgame libre des
images de Ai et Aj sous les plongements en question.

Alors il existe K ≤ A ∈ C̃0 et des K-plongements forts ιw : Aw →֒ A
satisfaisant

(1) ιw ◦ ιwk = ιw′ ◦ ιw
′

k si k ∈ w ∩ w′ (ce plongement est noté ιk),

(2) ι0(A0), ι1(A1), ι2(A2) est une suite |⌣
∗
-indépendante au-dessus de K.

Preuve. Notons que pour i 6= j on a A{i,j} = acl1(AiAj) = clω(AiAj). Par
le théorème d’indépendance dans T1, on trouve donc des L1-plongements ι′w :
Aw →֒M ′ |= T1 (pour unM ′ |= T1 suffisamment saturé) satisfaisant la condition
(1) ainsi que (posant ι′k := ι′w ◦ ιwk )

(2′) ι′0(A0), ι′1(A1), ι′2(A2) est une suite |⌣
1
-indépendante au-dessus de K.

Maintenant, posons A′
i := ι′i(Ai) ⊆ M ′ et A′

w := ι′w(Aw), et considérons
A′ := acl1(A′

0A
′
1A

′
2) = acl1(

⋃
w A

′
w). On définit une L-expansion A de A′ comme

suit (par transport de structure). Pour a′, b′ ∈ A′, on met (a′, b′) dans CA si
et seulement s’il existe w et (a, b) ∈ CAw tels que ι′w(a) = a′ et ι′w(b) = b′.
Par la propriété de compatibilité (1) pour les plongements ι′w, les applications
ι′i ainsi que ι′w sont des L-plongements (on les notera ιi et ιw, respectivement).
On vérifie sans problème que A est (par exemple) un amalgame libre de ι0(A0)
et ι{1,2}(A{1,2}) au-dessus de K, d’où l’on déduit (2).

Théorème 4.1.11. La théorie Tω est supersimple de rang SU au plus ω, et la
relation de non-déviation dans Tω est donnée par |⌣

∗
.

Si T1 est fortement minimale, alors Tω est ω-stable de rang de Morley ≤ ω.

Preuve. Comme dans la preuve du Théorème 2.4.10, on utilise le théorème de
Kim-Pillay 1.1.3 caractérisant l’indépendance dans une théorie simple. On doit
donc montrer que |⌣

∗
est une notion d’indépendance satisfaisant aux propriétés

(i)–(viii) données dans la Définition 1.1.2.
Comme dans le cas de la fusion libre, (i)–(vii) sont faciles. Soient donc K |=

Tω et K ⊆ A1, A2 avec A1 |⌣
∗

K
A2, et pour i = 1, 2, soient ai |⌣

∗

K
Ai avec

tp(a1/K) = tp(a2/K). Nous travaillons dans K 4 K∗ très saturé.
Il faut trouver a avec tp(a/Ai) = tp(ai/Ai) et a |⌣

∗

K
A1A2. On peut sup-

poser que A1, A2 et les ai sont algébriquement clos et contiennent K. Soit
a0 |= tp(a/K), et soit A0 l’ensemble énuméré par a0. Par la première partie de
4.1.7, on a Ai = clω(Ai) pour tout i. Pour i = 1, 2, on pose A{0,i} := acl1(Aiai),
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et on définit A{1,2} := acl1(A1A2). Avec les plongements ιwk évidents on est
alors exactement dans le cadre du Lemme 4.1.10. Pour cela, il suffit de noter
que les |⌣

∗
-indépendances donnent Aw = clω(Aw) pour tout w. Soient A ≤ K∗

et ιw, ιk comme dans 4.1.10. Quitte à appliquer un automorphisme, on peut
supposer que ι{1,2} est une inclusion (donc par construction ι1 et ι2 aussi). En
utilisant le Corollaire 4.1.7.(2), il est immédiat que l’image a de a0 dans A par
le plongement ι0 a les propriétés cherchées.

Si T1 est fortement minimale, on raisonne comme dans la preuve du Théo-
rème 3.1.9. Les arguments sont plus élémentaires que dans la fusion libre, et on
omet les détails.

Comme dans la fusion libre (Section 2.5), on a le résultat suivant :

Remarque 4.1.12. Soit Tω la théorie de la courbe générique, et (M,P (M))
une paire (ℵǫ-)magnifique de modèles de Tω, avec TP

ω := Th(M,P (M)). Alors,
un modèle suffisamment saturé de TP

ω est encore une paire (ℵǫ-)magnifique. La
théorie Tω a donc la wnfcp.

Exemples 4.1.13. (1) Soit T1 = EVK , la théorie d’un K-espace vectoriel infini
pour un corps (gauche) K qui contient un élément α 6= 0 qui n’est pas une racine
de l’unité.

On se place dans la topologie de Zariski correspondante, où les fermés sont
exactement les ensembles positivement définissables, c’est à dire les réunions
finies de K-sous-espaces affines définissables de V m. Les fermés irréductibles
correspondent alors aux K-sous-espaces affines définissables.

Contrairement au cas de la théorie ACF0, la courbe générique au-dessus de
T1 ne peut pas être approximée par des (V,C0) où C0 est une courbe plane
L1-définissable irréductible et V |= EVK . Cela se voit par exemple ainsi : Soit
X ⊆ V m un sous-ensemble définissable dans EVK . Alors, X est un sous-espace
affine (un fermé irréductible) si et seulement si X est clos par les fonctions
λα(x, y) := x+ α(y − x) et µ(x, y, z) := x+ y − z.

Notons que par convention, ∅ est également un fermé irréductible.
Clairement, tout K-sous-espace affine de V m est clos par λα et µ. Réci-

proquement, soit X ⊆ V m un ensemble définissable clos par λα et µ. On peut
supposer que X contient au moins 2 éléments différents, car tout ensemble conte-
nant au plus un élément est un K-sous-espace affine.

Pour x 6= y dans X, itérant λα, on voit que x + αm(x − y) ∈ X pour tout
m ∈ N. Or, ces éléments sont distincts par le choix de α ∈ K. On en déduit que
X est infini.

Puis, si X n’était pas Zariski-clos (i.e. positivement définissable), on trou-
verait une droite affine K-définissable D ⊆ V m telle que D ∩ X ( D soit un
sous-ensemble propre cofini de D. Or, à l’aide de λα, on trouverait donc pour
tout a ∈ D \ X (c’est un ensemble fini non-vide) des éléments x, y ∈ D ∩ X
et m ∈ N tels que a = x + αm(y − x), une contradiction. Cela montre que X
est Zariski-clos, c’est à dire une réunion finie de K-sous-espaces affines définis-
sables Ci. Soit C1 une composante de dimension maximale. Alors, s’il existe
z̄ ∈ X \ C1, il suffit de choisir y ∈ C1 et d’utiliser la fonction µ pour montrer
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que l’ensemble C1 +(z̄−y) est contenu dans X. Ainsi, à l’aide de λα, on obtient
une infinité de sous-ensembles définissables de X qui sont 2 à 2 disjoints et qui
ont la même dimension que C1. Cela contredit dim(C1) = dim(X). Donc, un
ensemble définissable X qui est clos par λα et µ est fermé et irréductible.

En particulier, on sait définir les fermés irréductibles parmi tous les fermés
dans EVK . Par ailleurs, on voit que dans un modèle (V,C) de Tω, l’ensemble C
n’est pas clos par λα (par 4.1.8, par exemple).

Si K est fini, on peut raisonner de manière différente pour arriver au même
résultat : un ensemble définissable X ⊆ V m est un fermé irréductible si et seule-
ment si c’est une cosette d’un K-sous-espace vectoriel définissable et irréductible
de V m. Il y a un nombre fini de tels sous-espaces, et on sait donc isoler les fermés
irréductibles par une formule.

(2) Soit T1 la théorie d’un corps pseudofini. Comme dans un corps algébri-
quement clos, le degré fournit une mesure pour décrire la “complexité” d’une
courbe plane. On peut donc espérer pouvoir représenter, de manière naturelle,
la théorie Tω comme limite de théories Td = Th(F,Cd) où F est pseudofini et
Cd une courbe plane de degré d, avec un paramètre générique. Cependant, il
n’y a pas de choix unique pour les paramètres génériques, et la limite de telles
théories Td (si elle existe) pourrait dépendre des choix de paramètres. D’où la
question suivante (une réponse positive, même à la première partie, parâıt pro-
bable, mais nous n’avons pas exploré cette question en profondeur ; on ne peut
d’ailleurs pas imaginer une réponse positive à la seconde partie qui ne passerait
pas par la première).

Questions :

– Est-ce que la limite de telles théories Td est égale à Tω, et cela indépen-
damment du choix des paramètres génériques pour définir les courbes Cd ?

– Est-ce qu’il existe un choix de paramètres pour lequel les théories Td aient
la limite Tω ?

4.2 Structures bicolores

Afin de construire un corps algébriquement clos de rang de Morley 2, Poizat
[Po99] a introduit les corps noirs. Un corps noir est un corps algébriquement clos
K avec un sous-ensemble NK ⊆ K (l’ensemble des points noirs de K), considéré
dans le langage des anneaux augmenté par un nouveau prédicat unaire N . Il
utilise la prédimension δ(a) := 2 deg. tr(a) − |Na|, variant ainsi légèrement la
technique de fusion de Hrushovski [Hr92], pour obtenir un corps algébriquement
clos ω-stable K tel que RM(g) = U(g) = ω · 2 pour le type générique g de K.

Cette première amalgamation (sans collapse) fournit déjà un contre-exemple
à la conjecture de Berline-Lascar : “Si K est un corps superstable avec type
générique g, alors U(g) = ωα pour un α ∈ On”.

Puis, travaillant dans une classe restreinte de corps noirs, Poizat construit
des corps noirs collapsés (toujours dans [Po99]). Baldwin et Holland [BH00] ont
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ensuite montré que certains de ces corps collapsés sont saturés, d’où l’existence
de corps de rang de Morley 2 (en toute caractéristique).

Dans une autre construction, Poizat [Po01] considère des corps algébrique-
ment clos de caractéristique p > 0 avec un sous-groupe du groupe additif (ces
corps sont appelés corps rouges), donc des structures de la forme (K,RK), où
K |= ACFp et RK ≤ (K,+), dans le langage des anneaux augmenté par le
prédicat R désignant les points rouges dans K. En utilisant la prédimension
δ(a) := 2 deg. tr(a) − l.dimFp

(Ra) (où l.dimFp
désigne la dimension linéaire sur

Fp), il construit un corps rouge ω-stable K de rang ω · 2, avec RM(RK) = ω.
Tout récemment, Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler [BMZ05b] sont arrivés à
collapser cette théorie, obtenant ainsi un corps de rang de Morley 2 avec un
sous-groupe fortement minimal du groupe additif.

Pour donner une interprétation commune aux corps noirs et rouges, on consi-
dère une théorie fortement minimale T1 ayant un réduit T0, et on étudie les
structures de la forme (M,RM ), où M |= T1 et RM 4T0

M , donc des modèles
de T1 avec un prédicat unaire R pour une sous-structure élémentaire de M au
sens de T0. Certaines structures de la forme décrite seront appelées structures
bicolores. Le but est d’en construire des exemples ω-stables de rang ω · 2, voire
même de rang 2. Dans le cas des corps noirs, T1 = ACFp (p arbitraire) et T0 est
la théorie d’un ensemble infini sans structure, tandis que dans le cas des corps
rouges, on traite T1 = ACFp (p premier) et T0 = EVFp

.
C’est ce point de vue que nous généralisons dans la suite. Pour cela, comme

dans le cas de la fusion, il faut imposer des restrictions importantes sur T0 pour
pouvoir effectuer la construction. Nous étudions d’abord le cas où T1 est une
théorie supersimple de rang SU égal à 1 (Sous-section 4.2.1) et nous obtenons
de nouvelles théories supersimples, puis nous regardons de plus près le cas où
T1 est fortement minimale (Sous-section 4.2.2). Nous obtenons un collapse dans
un cas particulier (le contexte bicolore abélien), exactement comme dans le cas
de la fusion libre. Enfin, nous arrivons à réduire le problème de l’existence d’un
collapse à deux cas : T0 est la théorie d’un ensemble infini sans structure, ou
T0 est une expansion inessentielle et ω-catégorique de EVFq

. Or, les preuves des
collapses des corps noirs et des corps rouges mentionnées ci-dessus se généralisent
à ces deux cas (comme dans la fusion, on doit supposer que T1 a la DMP), et
nous obtenons donc un collapse dans un contexte quelconque.

Comme nous l’avons fait pour la courbe générique, vu les similarités avec la
fusion, nous nous permettons d’être bref dans l’étude des structures bicolores.

4.2.1 En supersimple

Nous travaillons dans un contexte complètement analogue à celui de la fusion
libre (voir le début du Chapitre 2). Simplement, nous considérons une seule
expansion T1 ⊇ T0 de théories complètes (dans des langages L1 ⊇ L0).

Nous supposons donc :
– T1 est supersimple de rang SU égal à 1.
– T0 est fortement minimale, ω-catégorique et modulaire.
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Pour simplifier l’exposition, nous demandons de plus :
– Les théories Ti éliminent les quanteurs (dans les langages Li correspon-

dants), pour i = 0, 1.
– acl1(∅) est infini.
– Le langage L1 est dénombrable.

Si l’expansion T1 ⊇ T0 satisfait aux hypothèses ci-dessus, on dit que (T0, T1)
est un contexte bicolore.

Soient L := L1 ∪ {R}, où R est un nouveau prédicat unaire. Suivant Poi-
zat [Po01] dans notre terminologie, les éléments satisfaisant R sont appelés les
points rouges, (les autres sont blancs). Comme avant, acli dénote la clôture al-
gébrique au sens de Ti, et di(a/B) := SUTi

(a/B). On considère la classe C̃ des
L-structures de la forme (M,RM ), où M |= T ∀

1 telle que acl1(M) = M et où
RM est un sous-ensemble acl0-clos de M . Puis, C := {M ∈ C̃ | d1(M) <∞} est
la sous-classe des structures finiment engendrées (au sens de acl1). Comme dans
le cas de la courbe générique, acl1 correspond donc à l’opérateur 〈·〉 de la fusion
libre.

Définition 4.2.1. Soit M ∈ C̃, A ⊆ω M et B ⊆M .

(1) δ(A) := 2 d1(A)−d0(RA), la prédimension deA, et δ(A/B) := 2 d1(A/B)−
d0(RAB/RB).

(2) C̃0 := {M ∈ C̃ | δ(A) ≥ 0 ∀A ⊆ω M}, C0 := C̃0 ∩ C. Les structures dans C̃0

seront appelées des structures bicolores.

(3) Si M ∈ C̃0, dM (A) := min{δ(Ã) | A ⊆ Ã ⊆ω M}, la dimension de A dans
M . De manière analogue, on définit la dimension relative dM (A/B) :=
min{dM (AB0) − dM (B0) | B0 ⊆ω B}.

(4) Soient C ⊆ B deux sous-ensembles d’une structure dans C̃. Alors, on pose
C ≤ B (C est autosuffisant ou fort dans B) ssi pour tout uplet fini b de
acl0(B) on a δ(b/C) ≥ 0.

Observons que notre définition de l’autosuffisance a l’inconvénient que C ′ 6≤
acl0(C ′) est possible. De plus, la fonction δ n’est pas une fonction de prédimen-
sion dans le sens de 1.4.8 (l’axiome (P2) n’est pas satisfait). Nous verrons que
cela ne cause que des petits problèmes d’adaptation.

On dit que B contrôle la structure K ∈ C̃ si acl1(B) = K et B ≤ K. Alors,
B ≤ acl1(B) est équivalent à Racl1(B) = acl0(RB).

On vérifie sans problème que la classe C̃0 est élémentaire. La preuve du lemme
suivant est similaire à celle donnée pour la fusion libre (cf. 2.1.1), et il faut donc
également passer aux ensembles acl0-clos dans certains cas, car on doit utiliser
la modularité de T0. La seule différence par rapport au Lemme 2.1.1 se trouve
dans (7), mais l’argument est le même, une fois que l’on se restreint aux points
rouges.

Lemme 4.2.2. Soit K ∈ C̃, contenant tous les ensembles et uplets considérés.

(1) (sous-modularité) Soit A ⊆ B. Alors, on a δ(c/ acl0(Ac) ∩ acl0(B)) ≥
δ(c/ acl0(B)) ≥ δ(c/B). En particulier, si B ≤ C et D ⊆ C sont des
ensembles acl0-clos, alors D ∩B ≤ D.
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(2) (transitivité) Si A ≤ B et B ≤ C, alors A ≤ C.

(3) (continuité) Si (Ai)i∈I est un système filtré de sous-ensembles de C tel
que Ai ≤ C pour tout i, alors

⋃
i∈I Ai ≤ C.

(4) Soient A1, A2 ≤ B des sous-ensembles forts et acl0-clos de B. Alors A1 ∩
A2 ≤ B.

Si on suppose en outre que K ∈ C̃0, alors :

(5) Pour tout A ⊆ K il existe un ensemble clK0 (A) qui est minimal parmi les
ensembles A′ avec les propriétés suivantes : A′ ⊇ A, A′ ≤ K et A′ =
acl0(A′). Si A est fini, clK0 (A) est fini aussi. De plus, on a dK(A) =
δ(clK0 (A)).

(6) Soient A ⊆ B ⊆ C finis. Alors, on a dK(C/A) = dK(C/B) + dK(B/A),
dK(B/A) ≤ dK(C/A) et dK(C/A) ≥ dK(C/B).

(7) dK(a/B) ∈ {0, 1, 2} pour tout singleton a. Si a est rouge, alors dK(a/B) ∈
{0, 1}. Soit clKd (B) := {a ∈ K | dK(a/B) = 0} l’opérateur de clôture géo-
métrique. Si on restreint cet opérateur aux points rouges de K (c’est à dire
on considère l’application qui envoie B ⊆ RK à clKd (B)∩R), il définit une
prégéométrie.

La clôture autosuffisante est définie par clKω (A) := acl1(clK0 (A)), pour A ⊆
K ∈ C̃0. Dans le contexte bicolore, pour formuler l’analogue du Lemme 2.1.5,
il faut considérer la théorie TP

0 des belles paires de modèles de T0 (ici, on
travaille dans le langage L0(R) := L0 ∪ {R}, où R remplace le symbole usuel
P ). Ses modèles sont exactement les L0(R)-structures de la forme (M0, R

M0) où
RM0 4L0

M0 |= T0 avec d0(M0/R
M0) infini. Le fait suivant est une conséquence

de la modularité et de l’ω-catégoricité (ainsi que l’élimination des quanteurs) de
T0 :

Fait 4.2.3. Soit TP
0 la théorie des belles paires de modèles de T0 (dans le langage

L0(R)). Alors :

(1) TP
0 est ω-catégorique et complète.

(2) Dans TP
0 , le type d’un uplet acl0-clos est déterminé par son L0(R)-type

sans quanteurs. En particulier, TP
0 est modèle-complète.

Lemme 4.2.4. Soient K ∈ C̃ et x un uplet de variables (pas nécessairement
fini). Puis, soient p1(x) ∈ ST1

(K) et πR0 (x) un L0(R)-type partiel sans quanteurs

au-dessus de K consistant avec TP
0 tels que p1 ↾L0

= πR0 ↾L0. En particulier, on
suppose donc que πR0 ↾L0 est un type complet au-dessus de K.

Alors il existe K ⊆ L et a ∈ L tels que L |= π(a) et L soit contrôlé par Ka.

Preuve. On trouve d’abord K 4T1 K1 et a ∈ K1 tel que K1 |= p1(a).
Quitte à renforcer πR0 , on peut supposer que π détermine pour tout élément

de x s’il est rouge ou blanc. Alors, si xR est le sous-uplet de x qui est forcé
d’être rouge par πR0 , et si aR ⊆ a est le sous-uplet correspondant, il suffit de
poser L := acl1(Ka) et RL := acl0(RKaR). La vérification est standard et on
omet les détails.
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Soient K ⊆ L,M dans C̃. On dit que N ∈ C̃ contenant L et M est un
amalgame libre de L et M au-dessus de K si L |⌣

1

K
M et N est contrôlé par

LM . À l’aide du Lemme 4.2.4, on montre que les amalgames libres existent.
Le Lemme d’amalgamation 2.1.10 est vrai sans changement dans le contexte
bicolore. De plus, il y a une seule L-expansion de acl1(∅) qui est dans C̃0 (un
élément a de acl1(∅) est rouge si et seulement si a ∈ acl0(∅), puisque tout RM

est acl0-clos). Avec les arguments usuels, cela établit

Lemme 4.2.5. La classe (C̃0,≤) est connexe et a la propriété d’amalgamation
(AP).

Les structures riches pour (C0,≤) existent dans C̃0 : toute structure bicolore
A ∈ C̃0 se plonge fortement dans une structure bicolore riche de cardinalité
≤ 2|A|+ℵ0 . Deux structures riches sont L∞,ω-équivalentes.

On définit les extensions parasites et primitives comme dans 2.2.1. Par
contre, au niveau des extensions génériques, il y a un petit changement à faire
en comparaison avec la fusion libre, car il y en a de deux sortes. Soit K ≤ L une
extension finiment engendrée dans C̃0.

– L/K est générique blanche si RL = RK et L = acl1(Ka) pour un (tout)
a ∈ L \K. On a d(L/K) = d(a/K) = 2, et l’élément a est générique blanc
au-dessus de K.

– L/K est générique rouge s’il existe un élément rouge a ∈ L \ K tel que
RL = acl0(RKa) et L = acl1(Ka). On a d(L/K) = d(a/K) = 1, et
l’élément a est générique rouge au-dessus de K.

La notion d’une extension première B ≤ A pour des sous-ensembles acl0-
clos B ⊆ A d’une structure bicolore dans C̃0 est exactement celle de 2.2.3 : on
demande que d0(A/B) soit fini et ≥ 2, δ(A/B) = 0 et δ(A′/B) > 0 pour tout
B ( A′ = acl0(A′) ( A.

Pour des ensembles acl0-clos B′ ⊆ B avec RB = RB
′

, on a trivialement
δ(B/B′) ≥ 0. Donc, si A/B est une extension première, il existe forcément une
L0-base rouge de A au-dessus de B. De plus, on en déduit que pour une extension
K ≤ L dans C̃0 et A := acl0(KRL), on a L/K primitive si et seulement si A/K
est première. Si L/K est primitive, l’ensemble A est alors le plus petit ensemble
acl0-clos contenant K qui contrôle L (comparer avec le Lemme 2.2.14).

Comme une extension première a une L0-base rouge, une légère variation de
la preuve de 2.2.4 nous donne le résultat suivant.

Lemme 4.2.6. Soit A/B une extension première (au sein de K∗), et soit B ⊆
B′ ⊆ K∗ avec B′ acl0-clos. On pose A′ := acl0(AB′). Alors on a :

(1) Si B′ |⌣
1

B
A, alors A′/B′ est première et B′ |⌣

0

B
A.

(2) δ(A/B′) = δ(A′/B′) ≤ 0, et on a égalité ssi ou bien A ⊆ B′ ou bien A′/B′

est première.

(3) Si B′ = cl0(B′), alors A ⊆ B′ ou A′/B′ est première.

Une extension parasite se décompose en une tour finie d’extensions primi-
tives, et la longueur d’une telle décomposition ne dépend pas de la décomposition
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choisie. Le Lemme de décomposition 2.2.11 dans le contexte bicolore prend la
forme suivante :

Lemme 4.2.7. Soit K ≤ L une extension finiment engendrée dans C̃0 avec
d(L/K) = d. Alors, il y a une décomposition K = K0 ≤ K1 ≤ . . . ≤ Km = L, où
Ki/Ki−1 est générique rouge pour i ≤ m0, générique blanche pour m0 < i ≤ m1

et primitive pour m1 < i ≤ m. De plus, 2m1 −m0 = d.

Esquisse de preuve. Comme L/K est finiment engendrée, d0(RL/K) est fini. On
choisit d’abord une d-base r1, . . . , rm0

de RL sur K. Cela fournit la suite des ex-
tensions génériques rouges, pour Ki := acl1(Kr1 . . . ri). Comme d(RL/Km0) =
0, tout b ∈ L avec d(b/K) > 0 est forcément générique blanc. On peut donc in-
ductivement choisir des extensions génériques blanches Km0

≤ Km0+1 ≤ . . . ≤
Km1

jusqu’à ce que d(L/Km1
) = 0. Enfin, la décomposition d’une extension pa-

rasite en une tour d’extensions primitives est facile dans le contexte bicolore.

Soit Tω la L-théorie des structures bicolores riches (une théorie complète par
4.2.5). Comme dans les cas précédents, nous voulons axiomatiser cette théorie
et montrer ensuite qu’elle est supersimple avec une notion de déviation bien
concrète. Nous commençons par un lemme analogue à 2.3.3. La preuve est si-
milaire et utilise 4.2.6.

Lemme 4.2.8. Soient a/b une extension première et ϕR0 (x, z) une L0(R)-
formule sans quanteurs isolant tpTP

0
(ab). Puis, soit ϕ1(x, z) une L1-formule

rang-complète (cf. 2.3.1) telle que tp1(a/b) soit générique dans ϕ1(x, b).

Alors pour tout a′, b
′
∈ K ′ ∈ C̃0 avec K ′ |= ϕR0 (a′, b

′
) ∧ ϕ1(a′, b

′
) on a

– ou bien a′ ∈ cl0(b
′
),

– ou bien a′/b
′
est une extension première.

Notons que l’on peut toujours trouver une L0(R)-formule sans quanteurs
isolant tpTP

0
(ab) par le Fait 4.2.3, car a ⊇ b est acl0-clos. Une formule ϕ(x, z) :=

ϕR0 (x, z)∧ϕ1(x, z) comme dans le Lemme 4.2.8 est appelée une famille première.
Pour une telle famille première ϕ, on pose θϕ(z) := ∃xϕR0 (x, z)∧ ∃xϕ1(x, z), où

l’interprétation de ∃xϕR0 (x, z) se fait dans TP
0 . Cette formule étant équivalente

à une L0(R)-formule sans quanteurs (b est acl0-clos !) il n’y a pas d’ambigüıté.
Nous avons tout ce qu’il faut pour pouvoir donner une axiomatisation de

Tω dans le contexte bicolore. Soit T ′
ω la L-théorie donnée par (les L-formules

existentielles à quantification bornées sont définies précisément comme dans la
fusion libre, voir 2.3.4) :

T ′
ω(1) : Th(C̃0)

T ′
ω(2) : T1

T ′
ω(3) : Pour toute famille première ϕ(x, z) := ϕR0 (x′, z) ∧ ϕ1(x, z) l’axiome

∀z∃x[θϕ(z) → ϕ(x, z)].
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T ′
ω(4) : Soient ϕ1(x, z) une L1-formule et χϕ1(z) := ∃∞xϕ1(x, z). Puis, soit τ(x, z)

une L-formule existentielle à quantification bornée, telle que K |= τ(a, b)
implique d(a/b) = 0. Pour ϕ1 et τ , on met l’axiome

∀z∃x[χϕ1
(z) → x ∈ R ∧ ϕ1(x, z) ∧ ¬τ(x, z)].

T ′
ω(5) : Soient ϕ1(x, z), χϕ1

(z) et τ(x, z) comme dans (4). Pour ϕ1 et τ , on met
l’axiome

∀z∃x[χϕ1(z) → x 6∈ R ∧ ϕ1(x, z) ∧ ¬τ(x, z)].

La preuve du résultat suivant ainsi que celle du Corollaire 4.2.10 se fait
comme dans le cas de la fusion libre. Nous nous contentons donc d’une esquisse
de preuve du premier et nous omettons la preuve du dernier.

Proposition 4.2.9. Les modèles ℵǫ-saturés de Tω sont exactement les struc-
tures bicolores riches dans C̃0. En particulier, on a T ′

ω = Tω.

Esquisse de preuve. D’abord, on montre comme dans la preuve de 2.3.14 qu’une
structure riche est un modèle de T ′

ω.
Puis, en utilisant le Lemme 4.2.8 et le Lemme de décomposition 4.2.7, on

montre que le Lemme 2.3.5 reste vrai dans le contexte bicolore sans changement.
On en déduit qu’il y a suffisamment de formules existentielles à quantification
bornée dans le contexte bicolore. À l’aide de cela, on établit que tout modèle
ℵ1-saturé de T ′

ω est riche (le schéma d’axiomes T ′
ω(3) nous garantit que l’on

peut traiter les extensions primitives, tandis que T ′
ω(4) et T ′

ω(5) fournissent des
approximations pour des plongements forts d’extensions génériques rouges et
blanches, respectivement).

On en déduit que toute structure bicolore riche est ℵ0-saturée.
Enfin, l’égalité “riche=ℵǫ-saturé” se montre comme la Remarque 2.3.15, dont

nous n’avons pas donné la preuve parce qu’elle est très facile.

Corollaire 4.2.10. (0) La clôture algébrique dans Tω est donnée par la clô-
ture autosuffisante clω.

(1) Soient Ai ⊆ Mi |= Tω pour i = 1, 2. Alors tpω(A1) = tpω(A2) ssi
clK1

0 (A1) ∼=L clK2
0 (A2) ssi clK1

ω (A1) ∼=L clK2
ω (A2).

(2) Soit L∗ l’expansion par définitions de L donnée par l’ensemble des L-
formules existentielles à quantification bornée, et soit T ∗

ω la L∗-théorie
obtenue en ajoutant les définitions des nouveaux prédicats Rτ . Alors T ∗

ω

élimine les quanteurs.

(3) La L-théorie Tω est presque modèle-complète.

Un énoncé plus fin est possible, car contrairement à la fusion libre on a un
bon contrôle sans hypothèse supplémentaire, et cela même si la théorie T1 n’est
pas fortement minimale :

Lemme 4.2.11. Soit (T0, T1) un contexte bicolore.
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(1) Soient A ⊆ K ∈ C̃ et A′ ⊆ K ′ ∈ C̃ tels que A contrôle K et A′ contrôle
K ′. Alors, tout L-isomorphisme ι : A ∼= A′ s’étend en un L-isomorphisme
ι̃ : K ∼= K ′.

(2) Soient A,A′ ≤ K∗ |= Tω. Alors qftpL(A) = qftpL(A′) entrâıne tpω(A) =
tpω(A′).

Preuve. Dans la situation de (1), soit ι : A ∼= A′ un L-isomorphisme. Comme
K = acl1(A) et K ′ = acl1(K ′), on trouve un L1-isomorphisme ι̃ : K ∼= K ′

étendant ι. A ≤ K entrâıne RK = acl0(RA), et similairement RK
′

= acl0(RA
′

).
Puisque acl0 est invariant par L1-isomorphisme, ι̃ doit préserver R aussi. C’est
donc un L-isomorphisme.

La partie (2) est une conséquence de (1), par le Corollaire 4.2.10(1).

Nous fixons la même notion d’indépendance que dans la fusion libre :

Définition 4.2.12. Soient A,B,C ⊆ K, où K |= Tω. On pose A |⌣
∗

B
C si et

seulement si
(i) clω(BA) ∩ clω(BC) = clω(B) et

(ii) A |⌣
d

B
C.

Lemme 4.2.13. Soient B ⊆ A,C ⊆ K des sous-ensembles clω-clos de K |= Tω.
Alors sont équivalents :

(1) A |⌣
∗

B
C.

(2) A |⌣
1

B
C et AC ≤ K.

(3) D := acl1(AC) est un amalgame libre de A et C au-dessus de B, et D ≤ K.

Preuve. La preuve est similaire à celle de la Remarque 2.4.2. Nous montrons
uniquement (1)⇒(2), les autres implications étant plus faciles.

Soit a ∈ A fini tel que Ba ≤ A. En particulier, Racl0(Ba) = acl0(RBa). En
utilisant la modularité de T0 et A∩C = B, on obtient d0(Ra/RC) = d0(Ra/RB).
Comme Ba ≤ A = clω(A), on a donc

d(a/C) ≤ δ(acl0(Ca)/C) = 2 d1(a/C) − d0(Racl0(Ca)/RC)

≤ 2 d1(a/B) − d0(Racl0(Ca)/RC) ≤ 2 d1(a/B) − d0(Ra/RC)

= 2 d1(a/B) − d0(acl0(Ra)/RB) = δ(a/B) = d(a/B).

Comme A |⌣
d

B
C, on a égalité partout. Cela montre (dans l’ordre des inéga-

lités de gauche à droite) : acl0(Ca) ≤ K, A |⌣
1

B
C et Ca ≤ acl0(Ca). On en

déduit (2).

Lemme 4.2.14. Soient K ≤ A0, A1, A2 des structures bicolores dans C̃0, avec
K |= T1. Supposons donnés A{0,1}, A{0,2} et A{1,2} dans C̃0 ainsi que des K-
plongements forts ιwk : Ak →֒ Aw dès que k ∈ w, tels que A{i,j} soit un amalgame
libre des images de Ai et Aj sous les plongements en question.

Alors il existe K ≤ A ∈ C̃0 et des K-plongements forts ιw : Aw →֒ A
satisfaisant
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(1) ιw ◦ ιwk = ιw′ ◦ ιw
′

k si k ∈ w ∩ w′ (ce plongement est noté ιk),

(2) ι0(A0), ι1(A1), ι2(A2) est une suite |⌣
∗
-indépendante au-dessus de K.

Preuve. La preuve est similaire à celle donnée pour la courbe générique (Lemme
4.1.10). Pour i 6= j, on a A{i,j} = acl1(AiAj) = clω(AiAj). Par le théorème
d’indépendance dans T1, on trouve donc des L1-plongements ι′w : Aw →֒ M ′ |=
T1 satisfaisant la condition (1) ainsi que (posant ι′k := ι′w ◦ ιwk )

(2′) ι′0(A0), ι′1(A1), ι′2(A2) est une suite |⌣
1
-indépendante au-dessus de K.

On pose A′
i := ι′i(Ai) ⊆ M ′ et A′

w := ι′w(Aw), et on considère A′ :=
acl1(A′

0A
′
1A

′
2) = acl1(

⋃
w A

′
w). Puis, on définit une L-expansion A de A′ comme

suit : RA := acl0(
⋃
w ι

′
w(RAw )).

En utilisant la propriété de compatibilité (1) pour les plongements ι′w, on
vérifie que les applications ι′i ainsi que ι′w sont des L-plongements avec cette
définition (on les notera ιi et ιw, respectivement). Par construction, la structure
A est (par exemple) un amalgame libre de ι0(A0) et ι{1,2}(A{1,2}) au-dessus de
K, ce qui établit (2).

Théorème 4.2.15. Dans le contexte bicolore, la théorie Tω est supersimple, et
la relation de non-déviation dans Tω est donnée par |⌣

∗
.

Soit K ≤ L ≤ K∗ |= Tω avec L/K parasite. Alors SU(L/K) est égal
à la longueur d’une décomposition de L/K en extensions primitives. De plus,
SU(r/K) ≤ ω pour tout élément r qui est générique rouge au-dessus de K, et
SU(b/K) ≤ ω · 2 pour tout élément b qui est générique blanc au-dessus de K.

Preuve. Comme dans les preuves précédentes, nous utilisons le Théorème de
Kim-Pillay pour obtenir la (super-)simplicité de Tω ainsi que |⌣ = |⌣

∗
. Comme

avant, la seule difficulté éventuelle est le théorème d’indépendance. Or, le résul-
tat nécessaire d’amalgamation est montré dans le Lemme 4.2.14.

Nous calculons le rang SU d’une extension parasite à l’aide des inégalités de
Lascar. Puis, pour r générique rouge au-dessus de K = clω(K), toute exten-
sion déviante de tpω(r/K) à L = clω(L) ⊇ K devient parasite (dans le sens où
clω(Lr)/L est une extension parasite), d’où SU(r/K) ≤ ω. Finalement, considé-
rons b générique blanc au-dessus de K, et soit L = clω(L) ⊇ K tel que tpω(b/L)
dévie au-dessus de K. D’après la définition de |⌣

∗
, on a alors d(b/L) ≤ 1. Dans

une décomposition de L ≤ clω(La) comme dans le Lemme de décomposition
4.2.7, ne figurent donc que des extensions primitives et au plus une extension
générique rouge. Par les inégalités de Lascar (Fait 1.1.5), on déduit des rangs
calculés antérieurement que SU(b/L) < ω · 2, d’où SU(b/K) ≤ ω · 2.

Corollaire 4.2.16. Tout type parasite est monobasé.

Preuve. On raisonne comme dans le cas de la fusion libre (Proposition 2.4.14).
Soit donc K ≤ L une extension parasite, et K ≤ M ≤ K∗ |= Tω une extension
quelconque. Alors, L |⌣K

M si et seulement si L∩M = K. Cela suit directement

de la définition de |⌣
∗

(et du Théorème 4.2.15), car d(L/K) = 0 et L |⌣
d

K
M

est donc toujours vrai.
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Comme dans la fusion libre (voir le Corollaire 2.5.11), on peut montrer le
résultat suivant :

Remarque 4.2.17. Dans le contexte bicolore, Tω a la wnfcp.

4.2.2 En ω-stable

Dans cette sous-section, nous étudions en plus de détails les contextes bico-
lores dans le cas où T1 est fortement minimale. En particulier, nous effectuons
des calculs de rang, et nous donnons un résultat de coordinatisation (Proposi-
tion 4.2.30). Les hypothèses données aux début de la Sous-section 4.2.1 restent
en vigueur, et nous demandons de plus :

– La théorie T1 est fortement minimale.
– L’expansion T1 ⊇ T0 renforce la prégéométrie, c’est à dire pour tout A ⊆
M |= T1 et tout a ∈M avec d1(a/A) = 1 on a acl0(Aa) ( acl1(Aa).

Si les hypothèses ci-dessus sont satisfaites pour l’expansion T1 ⊇ T0, on dit
que (T0, T1) est un contexte bicolore fortement minimal .

Comme dans le cas de la fusion libre ω-stable (Chapitre 3), la dernière hypo-
thèse sert uniquement à exclure des cas dégénérés. Ainsi, on évite des distinctions
de cas inintéressants par la suite.

D’abord, dans le contexte bicolore fortement minimal, on voit que les ana-
logues des résultats de la Section 3.1 sont vrais sans hypothèse supplémentaire,
car on a un bon contrôle dans tout contexte bicolore d’après le Lemme 4.2.11.
Toute structure bicolore L ∈ C̃0 étant un modèle de T1 (on rappelle que acl1(∅)
est infini par hypothèse), on a l’unicité de l’amalgame libre dans (C̃0,≤) par sta-
tionarité des L1-types au-dessus d’un tel L. Comme toute structure k ∈ C0 est
contrôlée par un uplet fini, la classe (C0,≤) est dénombrable, ainsi que la classe
des k ≤ l ∈ C0 pour k fixé, à k-isomorphisme près. Il existe donc une unique
structure bicolore riche et dénombrable Kω : la limite de Fräıssé de (C0,≤). On
voit également que les structures bicolores riches sont exactement les modèles
ω-saturés de Tω. L’analogue du Lemme 3.1.6 dans le contexte bicolore fortement
minimal devient :

Lemme 4.2.18. Soient a,B ⊆ K∗ |= Tω avec d(a/B) = 0. On suppose que
k := clω(B) est finiment engendrée (c’est équivalent à d1(B) < ∞). Alors
tpω(a/B) est isolé.

Preuve. On peut supposer que B = clω(B) = k et (quitte à agrandir a) que
δ(a/k) = 0. Soit b = cl0(b) ≤ k fini tel que δ(a/b) = 0. On montre d’abord :

(∗) tpω(a/b) est isolé.

Pour prouver (∗), notons que comme δ(a/b) = 0 et b ≤ K∗, on a auto-

matiquement ab ≤ K∗. A fortiori, acl0(Rba) = Racl0(ba) (ainsi que acl0(Rb) =

Racl0(b)), et qftpL(a/b) détermine tpω(a/b) (par 4.2.11(2)). On choisit une L0(R)-
formule ϕR0 (x, b) isolant qftpL0(R)(a/b) et une L1-formule ϕ1(x, b) telle que
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tpT1
(a/b) soit l’unique type générique dans ϕ1(x, b) au-dessus de b. Posons

ϕ(x, b) := ϕR0 (x, b) ∧ ϕ1(x, b).
Si K∗ |= ϕ(a′, b), on calcule

0 ≤ δ(a′/b) = 2 d1(a′/b) − d0(Racl0(a
′b)/Rb)

≤ 2 d1(a′/b) − d0(Ra
′

/Rb) ≤ 2 RM1(ϕ1(x, b)) − d0(Ra
′

/Rb)

= 2 d1(a/b) − d0(Ra/Rb) = δ(a/b) = 0.

On a donc égalité partout. De gauche à droite, cela montre δ(a′/b) = 0, a′b ≤
acl0(a′b) et tpT1

(a′/b) = tpT1
(a/b). Par conséquent, qftpL(a′/b) = qftpL(a/b)

et donc tpω(a′/b) = tpω(a/b) par 4.2.11. Cela montre (∗).
Ensuite, il suffit de choisir un uplet fini b = cl0(b) contrôlant k tel que

CbT1
(a/k) ∈ b et acl0(ab)∩k = b, puis, appliquant (∗), une L-formule ϕ(x, b) qui

isole tpω(a/b). Pour tout a′ |= ϕ(x, b) on a a′ |⌣
0

b
k, car k = acl1(b), tpT1

(a′/b) =

tpT1
(a/b) et a |⌣

0

b
k. Comme tpT1

(a/k) est la seule extension non-déviante de

sa restriction à b par le choix de b, on conclut par 4.2.11(2), car ka′ ≤ K∗ pour
tout a′ |= ϕ(x, b).

Comme T1 est fortement minimale, le type générique rouge est unique (par le
résultat d’élimination des quanteurs 4.2.11(2)). On le note gr. De même, l’unique
type générique blanc est noté gb.

Théorème 4.2.19. Dans un contexte bicolore fortement minimal, Tω est ω-
stable et complète.

Le rang de Lascar d’une extension parasite est égal au rang de Morley et
vaut la longueur d’une décomposition en extension primitives (en particulier, il
est fini). On a U(gr) ≤ RM(gr) ≤ ω et U(gb) ≤ RM(gb) ≤ ω · 2.

Preuve. La preuve est similaire à celle du Théorème 3.1.9, à part le calcul de
rang des deux génériques. C’est donc cette partie que nous allons démontrer.

D’abord, si r est un élément rouge et d(r/B) = 0, alors on a RM(r/B) =
U(r/B) < ω. Comme gr est le seul 1-type rouge qui reste, on en déduit que
U(gr) ≤ RM(gr) ≤ ω. Puis, on montre par induction sur n ∈ N :

(ρn) Soit d(a/b) = 1 et k := clω(b) ≤ l0 ≤ l1 ≤ . . . ≤ ln = clω(ab) une
décomposition telle que l0/k soit générique rouge et li/li−1 primitive pour
i = 1, . . . , n. Alors RM(a/b) ≤ ω + n.

Pour n = 0, cela suit de RM(gr) ≤ ω. Soit donc n ≥ 1. On peut supposer
que b ≤ ab ≤ ln. Quitte à agrandir b ⊆ k, on trouve une L-formule ϕ(x, b) qui
isole l’extension non-déviante (globale) p de tpω(a/b) parmi toutes les extensions
non-déviantes des types de la forme tpω(a′/k′), où b ∈ k′ ≤ K∗, d(a′/k′) = 1 et
k′ ≤ l′ := clω(k′a′) a une décomposition k′ ≤ l′0 ≤ . . . l′n′ avec l′0/k

′ générique
rouge, l′i/l

′
i−1 primitive pour i = 1, . . . , n′ et n′ ≥ n. Le soin de trouver une

formule convenable est laissé au lecteur (essentiellement, il suffit d’utiliser les
Lemmes 4.2.8 et 4.2.11(2)). Inductivement, on sait que tous les types dans ϕ(x, b)
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qui sont différents de tpω(a/b) sont d’un rang de Morley ≤ ω+n−1. A fortiori,
RM(a/b) ≤ ω + n et (ρn) est prouvé.

L’ensemble des (ρn) (plus le fait que RM(a/b) < ω si d(a/b) = 0) implique
RM(p) < ω · 2 pour tout 1-type p différent du type générique blanc gb. On en
déduit que RM(gb) ≤ ω · 2.

Les calculs de rangs que nous pouvons effectuer ne sont pas entièrement
satisfaisants, surtout en comparaison avec le résultat sur la dichotomie des rangs
dans la fusion libre (Proposition 3.1.17). Or, comme l’existence de structures
d’un certain rang était à l’origine des structures bicolores (les corps noirs de
[Po99] sont un contre-exemple à la conjecture de Berline-Lascar mentionnée
dans l’introduction de la Section 4.2), nous énonçons quand-même les résultats
partiels que nous avons obtenus.

Proposition 4.2.20 (Calculs de rang).

(1) Si T1 est triviale (donc T0 aussi), alors

U(gr) = 1 ≤ RM(gr) ≤ 2 et U(gb) = 1 ≤ RM(gb) ≤ 3.

En particulier, gb est régulier et gb ⊥ gr.

(2) Si T1 n’est pas triviale, on a toujours gb 6⊥ gr et U(gr) ≥ 2. De plus :

(I) Si U(gr) n’est pas fini, alors

U(gr) = RM(gr) = ω et U(gb) = RM(gb) = ω · 2.

C’est le cas par exemple si T0 est triviale.
(II) Si 2 ≤ U(gr) = n < ω, alors U(gb) = 2 U(gr) − 1 > U(gr).

Preuve. La preuve de (1) est facile (et pas vraiment intéressante). Notons que
si T1 est triviale, acl1 = clω se montre sans peine. Tout s’en déduit.

Pour prouver (2), on observe d’abord que la stratégie que nous avons utilisée
pour montrer le résultat analogue dans la fusion libre (Proposition 3.1.17) ne
peut pas fonctionner ici. Clairement, pour α |= gr|k avec k = clω(k), on ne
peut pas trouver d’élément α′ ∈ clω(kα) tel que U(α/kα′) > 0, car clω(kα) =
acl1(kα). Pour établir U(gr) ≥ ω, il faudrait donc construire, pour tout n ∈ N,
une extension déviante de gr de rang ≥ n.

Comme l’expansion T1 ⊇ T0 renforce la prégéométrie, elle n’est pas relative-
ment triviale (pour la Définition voir 3.1.14) par la Remarque 3.1.15(4).

Montrons d’abord que U(gr) ≥ 2. Soit k ∈ C̃0 avec d1(k) ≫ 0. Comme
T0 ⊆ T1 n’est pas relativement triviale, on peut trouver, par le Lemme 3.1.16(2) :

(∗) r, s, r′ ∈ K1 <L1
k satisfasiant :

– d1(rs/k) = 2 et

– r′ ∈ acl1(krs) \
(⋃

α∈acl0(krs)
acl1(kα)

)
.

Soit l := acl1(krs) (l contient r′). On en fait une L-structure (une extension
autosuffisante de k) en posant Rl := acl0(krsr′). Le choix (∗) de r, s et r′

implique : acl1(kr′)∩acl0(krs) = k, et k ≤ k′ := acl1(kr′) est donc une extension
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générique rouge, et k′ ≤ l est une extension primitive (acl0(k′rs)/k′ étant une
extension première). En particulier, U(r/k′) = 1 et d(r/k′) = 0. Par ailleurs,
r |= gr|k, car l/ acl1(kr) est une extension primitive (c’est une conséquence de
(∗) aussi). Donc, gr a une extension déviante non-algébrique, d’où U(gr) ≥ 2.

Maintenant, nous traitons le générique blanc gb. Soit k ≤ K∗ comme avant,

avec d1(k) ≫ 0. Considérons une paire (r1, r2) |= g
(2)
r |k, et soit b ∈ acl1(kr1r2)\⋃

α∈acl0(kr1r2)
acl1(kα). Comme kr1r2 ≤ K∗, l’élément b est blanc. Le choix de

b entrâıne d1(r1r2/kb) = 1 = d1(r/kb) pour tout r ∈ acl0(kr1r2) \ k. En parti-
culier, Racl1(kb) = Rk. Si on pose B := acl1(kb), l’extension B ≤ acl0(Br1r2) est
donc première et B ≤ K∗. Par conséquent, d(b/k) = 2 et b |= gb|k.

Les inégalités de Lascar montrent :
– Si U(gr) < ω, alors 2 U(gr) = U(r1r2/k) = U(r1r2b/k) = U(b/k) +

U(r1r2/k) = U(gb) + 1.
– Si U(gr) = ω, alors ω ·2 = U(r1r2b/k) ≤ U(r1r2/kb)⊕U(b/k) = 1⊕U(gb).

Donc, U(gb) = ω · 2 par le Théorème 4.2.19.
Il nous reste à montrer que si T0 est triviale (et T1 non-triviale), alors U(gr) =

ω. C’est le contenu de 4.2.23(3), voir ci-dessous.

Énonçons un résultat de notre preuve de 4.2.20 :

Lemme 4.2.21. Supposons que T1 est non-triviale et que k est une structure

bicolore avec d1(k) ≫ 0. Alors pour tout (r1, r2) |= g
(2)
r |k il existe b ∈ acl1(kr1r2)

avec d(b/k) = 2, c’est à dire b |= gb|k.

Remarque 4.2.22. Dans le cas (2) de la Proposition 4.2.20, on a d(a/b) =
wgr

(a/b), où wp(a/b) := wp(stp(a/b)) désigne le p-poids par rapport à un type
régulier p (voir [Pi96, Ch. 7] pour la définition de wp).

Lemme 4.2.23. Supposons T0 triviale et T1 non-triviale, et soit B = cl0(B) ≤
K∗ tel que d1(B) ≫ 0.

(1) Soit m ∈ N. Alors il existe am avec les propriétés suivantes :

– d(am/B) = 0 (clω(B) ≤ clω(Bam) est parasite) et am est rouge.
– U(am/B) = m.

(2) Si B′ ≤ acl0(B′r) = B avec r |= gr|B
′, alors l’élément am que l’on trouve

dans (1) peut être choisi de manière à ce que am |= gr|B
′.

(3) On a U(gr) = ω.

Preuve. Nous montrons d’abord (1). Soit B ≤ A1 une extension première quel-
conque et a1 ∈ RA1 \ B. Comme T0 ⊆ T1 n’est pas relativement triviale
et d1(B) ≫ 0, il existe a, a′ avec d1(aa′/B) = 2, a1 ∈ acl1(Baa′) et a1 /∈⋃
α∈acl0(Baa′)

acl1(Bα), par 3.1.16(2). On les choisit tels que aa′ |⌣
1

Ba1
A1. On

définit une extension de A1 par A2 := acl0(A1aa
′) et RA2 := acl0(RA1aa′).

On voit que A1 ≤ A2 est une extension première, car δ(A2/A1) = 0 et
δ(acl0(A1a2)/A1) = 1 pour tout a2 ∈ acl0(Baa′) \ B = A2 \ A1 (car T0 est
triviale). En utilisant la trivialité de T0, on vérifie que si B ( Ã ( A2 et
Ã = cl0(Ã), alors Ã = A1. Puis, on continue en construisant une extension
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première A2 ≤ A3 telle que si A1 ( Ã ( A3 et Ã = cl0(Ã), alors Ã = A2. Ainsi,
on obtient une châıne d’extensions premières

A0 := B ≤ A1 ≤ . . . ≤ Am

telle que si A0 ⊆ Ã = cl0(Ã) ⊆ Am, alors Ã = Ai pour un i ∈ {0, . . . ,m}.
Pour am ∈ Am \Am−1 rouge (d’ailleurs, tout élément de Am \B est rouge par
trivialité de T0) on a donc nécessairement cl0(Bam) = Am, ce qui donne les
propriétés requises dans (1).

Quant à (2), considérons B′ ≤ B = acl0(B′r) pour r |= gr|B
′. On raisonne

comme dans la preuve de la Proposition 4.2.20 (l’argument qui donne U(gr) ≥ 2)
pour construire une extension première B ≤ A1 telle que d(a1/B

′) > 0 pour tout
a1 ∈ A1 \B

′. Il n’est pas difficile de voir que d(a/B′) = 1 pour tout a ∈ Am \B′,
où A1 ≤ A2 ≤ . . . ≤ Am est la construction ci-dessus. En particulier, on a
d(am/B

′) = 1 pour am ∈ Am \Am−1. Cela montre (2).
Finalement, (3) est une conséquence de (2).

Corollaire 4.2.24. Supposons T0 triviale et T1 non-triviale. Alors, on a :

(1) Toute extension générique rouge est approximée par des extensions para-
sites.

(2) La théorie Tω est axiomatisée par T ′
ω(1, 2, 3) (voir page 113).

Preuve. Soit k = clω(k) et m ∈ N. On peut supposer que d1(k) ≫ 0. On choisit
am comme dans le Lemme 4.2.23(1), pour B := k. Alors, lm := clω(kam) est
une extension parasite de k, avec kam ≤2m−1 K

∗, car d0(cl0(kam)/k) ≥ 2m.
(On rappelle que B ≤n A si et seulement si δ(a/B) ≥ 0 pour tout uplet a ∈ A
de longueur au plus n.) Comme qftpL(am/k) = qftpL(r/k), où r |= gr|k, cela
montre que gr|k est approximé par les types tpω(am/k), d’où (1).

Quant à (2), il suffit de montrer que tout modèle ω-saturé K ′ |= T ′
ω(1, 2, 3)

est riche pour la classe (C0,≤). Or, pour k ≤ l primitive dans C0 et k ≤ K ′, un k-
plongement (fort) de l dans K ′ existe par les axiomes (1,2,3). Cela est également
vrai dans le cas d’une extension parasite l/k. Puis, par (1) et ω-saturation de
K ′, on peut traiter le cas où l/k est générique rouge. Finalement, par le Lemme
4.2.21, on sait qu’il suffit de plonger une tour de deux extensions génériques
rouges pour traiter le cas d’une extension générique blanche aussi.

Exemples 4.2.25. (1) T0 = EVFq
⊆ T1 = EVFq2 , où on nomme dans L1 le

modèle premier de T1 par des constantes. Comme d0(a/B) ≤ 2 d1(a/B) si
B = acl1(B), on a acl1 = clω, et toute extension première est de longueur
2. On peut vérifier alors à la main que RM(gr) = U(gr) = 2 et RM(gb) =
U(gb) = 3.

(2) T0 = EVFq
comme dans (1), puis, pour un corps (gauche) infini F1 ⊇ Fq,

soit T1 = EVF1
avec un modèle premier de T1 nommé par des constantes.

Comme gb est stabilisé par tout élément de K∗ |= Tω (cela se montre
par un δ-calcul), gb est le type générique de notre groupe (et c’est le
seul). Nous allons montrer qu’il existe une châıne infinie (Hi)i∈N de sous-
groupes définissables de K∗, telle que [Hi+1 : Hi] = ∞ pour tout i. Il suit
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que U(Hi+1) > U(Hi) pour tout i, d’où U(gb) ≥ ω, et enfin U(gr) = ω,
U(gb) = ω · 2 par 4.2.20(2).

Pour construire cette suite, il suffit de montrer que si V ( V ′ sont des Fq-
sous-espaces vectoriels finis de F1, alors le groupe (définissable) V · R :=
{v ·r | v ∈ V, r ∈ R} est un sous-groupe d’indice infini dans V ′ ·R. En effet,
comme F1 est infini, il contient une châıne infinie strictement croissante
(Vi)i∈N de Fq-sous-espaces vectoriels finis. PosantHi := Vi·R nous donnera
le résultat.

Soient donc V ( V ′ des Fq-sous-espaces vectoriels finis de F1. Pour sim-
plifier l’exposition nous supposerons que 1 ∈ V ′ \ V (on peut toujours se
ramener à ce cas, en considérant cV ( cV ′ pour c−1 ∈ V ′ \ V ). Donc
Fq ⊆ V ′ et Fq ∩ V = (0).

Si [V ′·R : V ·R] était fini, on trouverait un Fq-sous-espace vectoriel A ⊆ K∗

fini (engendré par a = (a1, . . . , an) ∈ K∗) tel que V ′ ·R ⊆ V ·R+A. Soient
k := clω(a) et r′ |= gr|k, donc r′ = 1 · r′ ∈ V ′ ·R. Comme r′ ∈ V ·R +A,
il existe a ∈ A ⊆ k, λ ∈ V \ {0} et r ∈ R tels que r′ = a + λ · r. Comme
r′ 6∈ k et k est un F1-espace vectoriel, nous avons F1r

′∩k = F1r∩k = (0).
En particulier,

acl0(r, λ · r) ∩ k = (0).

Par modularité de T0 et puisque λ 6∈ Fq, nous obtenons

2 = d0(r, λ · r/∅) = d0(r, λ · r/k) = d0(r, r′/k).

On en déduit que δ(r, r′/k) = 0, en contradiction avec d(r/k) = 1.

(3) Soient T0 la théorie d’un ensemble infini sans structure et T1 = ACFp
pour p = 0 ou premier. C’est le contexte des corps noirs de Poizat [Po99].
Par la Proposition 4.2.20(2.I), on a U(gb) = RM(gb) = ω · 2 et U(gr) =
RM(gr) = ω, ce qui était déjà montré dans [Po99].

(4) Soient T0 = EVFp
⊆ T1 = ACFp pour p premier. C’est le contexte des

corps rouges de Poizat en caractéristique positive. Dans [Po01], il est mon-
tré qu’on est dans le cas (2.I), ce qu’on peut aussi montrer par une variation
de la preuve donnée dans l’exemple (2).

Avant de discuter le collapse dans un contexte bicolore fortement minimal,
nous adaptons les résultats de la Section 3.2 au cadre actuel.

Définition 4.2.26. Dans le contexte bicolore, un type admissible est donné par
(la classe de parallélisme de) tp(a/k), où k ≤ K∗ |= Tω et a est une L0-base
rouge d’une extension première k ≤ A.

Pour les mêmes raisons que dans la fusion libre, on peut réduire les questions
de non-orthogonalité des types qui sont orthogonaux aux génériques aux types
admissibles : tout type admissible est fortement minimal (Théorème 4.2.19) ;
par le Lemme de décomposition 4.2.7, tout type réel et orthogonal aux types
génériques est analysable par des types admissibles, et si de plus un tel type p
est fortement minimal, il existe un type admissible non presque orthogonal à p.
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Soit (T0, T1) un contexte bicolore fortement minimal. On dit qu’on est dans
le cas noir si T0 est la théorie d’un ensemble infini sans structure, et dans le
cas rouge si T0 est “essentiellement” la théorie EVFq

(voir 4.2.28 ci-dessous).
Le Lemme 3.2.3 s’adapte parfaitement au contexte bicolore fortement minimal.
Notons que par modularité de T0, si un uplet rouge b est L0-algébrique au-dessus
de ka, avec a rouge, alors b ∈ acl0(Rka).

Lemme 4.2.27. Soient p, q ∈ S(k) admissibles (k = clω(k)). Sont équivalents :

(1) p 6⊥ak q,

(2) Il existe a |= p et b |= q tels que a et b sont inter-L0-algébriques au-dessus
de k (de manière équivalente : inter-L0-algébriques au-dessus de Rk).

En particulier, si p 6⊥ q, alors p et q ont la même longueur (disons n), et :
(N) Dans le cas noir, p 6⊥ak q si et seulement si q = σ(p) pour un σ ∈ Sn.
(R) Si T0 est une expansion inessentielle et ω-catégorique de la théorie d’un

Fq-espace vectoriel (le cas rouge), alors p 6⊥ak q si et seulement si q =
Γ · p+ b, pour un Γ ∈ GLn(Fq) et un n-uplet b ∈ Rk.

Le cas noir étant inintéressant (et facile) en ce qui concerne ⊥ et ⊥(a), et
avec les réductions futures en tête, nous nous restreignons au cas rouge dans la
suite.

Convention 4.2.28. À partir de maintenant et jusqu’à la fin de la Sous-section
4.2.2, on suppose que l’on se trouve dans le cas rouge, où T0 est une expansion
inessentielle et ω-catégorique de EVFq

.

Pour p ∈ Sn(k) admissible, on définit ∆p ainsi que TstabΓ(p) (pour Γ ∈
Gln(Fq)) comme dans la fusion libre, c’est à dire ∆p := tpω(a1 − a2/k), où
(a1, a2) |= p(2)|k, et

TstabΓ(p) := {c | Pour a |= p|kc on a a′ := Γ · a+ c |= p|kc}.

Avec ces définitions, le Lemme 3.2.8 ainsi que le Fait 3.2.9 restent vrais, et
cela sans changement. En particulier, si p est localement projectif, p est le type
générique d’une cosette définissable de stab(p) (un groupe fortement minimal),
et ∆p est un type admissible (c’est le générique de stab(p)).

Le type de la prégéométrie d’un type admissible se voit aisément. En effet,
on montre qu’un type admissible p ∈ Sn(k) est un cosette type si et seulement
si p ↾L1 est un cosette type (la preuve suit les mêmes lignes que 3.2.10), ce qui
établit le résultat suivant :

Lemme 4.2.29. Soit p admissible et p1 := p ↾L1 . Alors, p est non-trivial si et
seulement si p1 est un cosette type.

On utilise les Lemmes 4.2.29 et 3.2.7 pour montrer l’analogue du Théorème
3.2.13 dans le contexte bicolore (nous notons que la Proposition 4.2.30 est même
vraie dans tout contexte bicolore fortement minimal, non seulement dans le cas
rouge) :
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Proposition 4.2.30. Supposons que T1 a la DMP. Alors il existe une suite
(ϕi(xi, zi), θi(zi))i∈N, où ϕi et θi sont des L-formules sans paramètres, avec les
propriétés suivantes :

(I) Pour tout i et tout b |= θi(zi), la formule ϕi(xi, b) est fortement minimale
et localement finie.

(II) ( Uniformité du type de géométrie) Pour tout i ∈ N, si ϕi(xi, b) a une
prégéométrie triviale (localement projective) pour un b |= θi(zi), alors

ϕi(xi, b
′
) a une prégéométrie triviale (respectivement : localement projec-

tive) pour tout b
′
|= θi(zi).

(III) (Définissabilité de l’orthogonalité) Pour tout i ∈ N il existe une L-formule

χi(zi, z
′
i) telle que pour tout b, b

′
avec |= θi(b) ∧ θi(b

′
) on ait ϕi(xi, b) 6⊥

ϕi(xi, b
′
) si et seulement si |= χi(b, b

′
).

De plus, pour tout i 6= j et tout (b, b
′
) avec |= θi(b)∧θj(b

′
) on a ϕi(xi, b) ⊥

ϕj(xj , b
′
).

(IV) ( Coordinatisation du monde parasite) Si p := tpω(a/B) est un type pa-
rasite, alors il existe ᾱ0, . . . ᾱm ∈ clω(Ba) avec a ∈ clω(Bᾱo, . . . , ᾱm) tels
que, posant Bi := Bᾱ0 . . . ᾱi−1 pour i = 0, . . .m, on a ou bien ᾱi ∈ clω(Bi)
ou bien tpω(ᾱi/Bi) est générique dans ϕj(x, b) pour un j ∈ N et b ∈ Bi.

Comme dans la fusion au-dessus d’un sous-langage, ce résultat (en fait une
version légèrement plus forte de ce résultat) devait être le point de départ d’une
stratégie de collapse dans le contexte bicolore (voir [HH06, Appendix B] pour
des détails).

Cependant, il ne nous était pas possible de surmonter une difficulté combi-
natoire liée au lemme d’amalgamation dans une classe restreinte de structures
bicolores, définie à l’aide d’une coordinatisation dans le style de 4.2.30. Comme
dans la fusion au-dessus d’un Fq-espace vectoriel, la notion d’une suite aux dif-
férences est l’outil crucial pour résoudre ces difficultés combinatoires. Ainsi,
Baudisch, Martin-Pizarro et Ziegler obtiennent dans [BMZ05b] le collapse des
corps rouges, de manière complètement analogue au collapse dans le cas de la
fusion au-dessus d’un Fq-espace vectoriel.

Nous discutererons à la fin de la Sous-section 4.2.3 comment on peut utiliser
leur résultat pour montrer un collapse dans un cadre plus général même. Tout
d’abord, nous traitons un contexte bien particulier, dans lequel nous obtenons
un collapse indépendamment de [BMZ05b]. Pour mettre ce cas particulier dans
un contexte général, nous utiliserons les enveloppes affines admissibles définies
exactement comme dans la fusion libre (cf. 3.3.16).

Remarque 4.2.31. Le Lemme 3.3.15 est vrai dans notre contexte bicolore sans
changement. En particulier, travaillant dans la sorte des réels, on rentre dans
le cadre de 3.3.1 en prenant pour Σ la famille des types parasites, et pour Σ0 la
famille des types admissibles.

Par conséquent, le Lemme 3.3.17 est vrai dans le contexte bicolore :

(1) (Existence) Pour tout ensemble A ⊆ K |= Tω, il existe A ⊆ E ⊆ K, tel
que E soit une enveloppe affine admissible de A.
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(2) Soit E une enveloppe affine admissible pour A, et soit A ⊆ B ⊆ E. Alors
E est une enveloppe affine admissible pour B. De plus, tout type admissible
p ∈ S(B) qui est réalisé dans E est non-modulaire.

(3) (Homogénéité) Soient A ⊆ Bi ⊆ Ei pour i = 1, 2, où E1 et E2 sont deux
enveloppes affines admissibles de A. Puis, soit f : B1 → B2 une applica-
tion L(A)-élémentaire. Alors f s’étend en une application L-élémentaire
f̃ de E1 sur E2.

(4) Soit (G,X) un espace homogène (réel) définissable au-dessus de A, tel
que le type générique de X soit parasite. Puis, soit E une enveloppe affine
admissible de A. Alors X a un point dans E.

Définition-Proposition 4.2.32. Soit E ⊆ C̃0 la classe des structures bicolores
telle que si L ≤ K∗ |= Tω, alors L ∈ E si et seulement si tout type admissible
au-dessus de L est modulaire.

Alors, E est une classe élémentaire.

Preuve. On peut refaire plus ou moins la preuve de 3.3.19, grâce au Lemme
4.2.29. Pour simplifier, on suppose dans la preuve que T1 a la DMP (le résultat
est vrai sans cette hypothèse). On indique brièvement les changements qu’il faut
faire dans la preuve de 3.3.19.

On considère un type admissible projectif q = ∆q ∈ Sn(k), et on pose
q1 := q ↾ L1

. Puis, on choisit des L1-formules ϕ1(x, z), θ1(z) et G1(x, z) telles
que si l’on pose ϕ(x, z) := ϕ1(x, z) ∧

∧n
i=1R(xi), les propriétés suivantes sont

satisfaites :
(i) Si b

′
|= θ1(z), alors ϕ1(x, b

′
) est non-vide de degré de Morley 1, et le

stabilisateur du type L1-générique de ϕ1(x, b
′
) est donné par G1(x, b

′
).

(ii) Pour tout b
′
|= θ1(z), la formule ϕ(x, b

′
) est fortement minimale, et

son unique type générique qb′ est admissible. De plus, qb′ ↾ L1 est le type

générique de ϕ1(x, b
′
).

(iii) q est codé par (ϕ, θ1), c’est à dire il existe b |= θ1 tel que q|K∗ = qb|K
∗.

(iv) Si |= θ1(b
′
), alors RMT1

(ϕ1(x, b
′
)∆G1(x, b

′
)) < RMT1

(ϕ1(x, b
′
)), c’est à

dire ϕ1(x, b
′
) et G1(x, b

′
) cöıncident génériquement.

Pour tout (ϕ1, θ1, G1) satisfaisant (i–iv) ci-dessus, on met l’axiome

(ǫ) ∀z∀y∃x{θ1(z) → G1(x− y) ∧
∧n
i=1R(xi)}.

À partir de là, on peut continuer la preuve comme dans 3.3.19, montrant que
tous les axiomes de la forme (ǫ) donnent une axiomatisation de la classe E .

Le résultat suivant se montre comme dans la fusion libre (on combine 3.2.19
et 3.2.21).

Lemme 4.2.33. Dans un contexte bicolore (fortement minimal, cas rouge),
sont équivalents :

(i) Tω est monobasée.

(ii) T1 est monobasée.
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Si les conditions équivalentes (i) et (ii) sont satisfaites, on dit qu’on est dans
le contexte bicolore abélien, et on a alors :

(1) Tω est non-multidimensionnelle.
(2) Aucun type admissible dans Tω n’est trivial.

4.2.3 Résultats de collapse

Dans cette sous-section, nous regroupons des résultats de collapse que l’on
peut obtenir dans le contexte bicolore fortement minimal. Comme dans la fu-
sion libre, nous traitons d’abord le contexte bicolore abélien, un cas bien plus
élémentaire que le cas général, car Tω est alors une théorie dimensionnelle par
4.2.33.

Supposons donc que T0 est une expansion inessentielle et ω-catégorique de
EVFq

, et que T1 ⊇ T0 est une expansion fortement minimale monobasée. Les
autres hypothèses de la Sous-section 4.2.2 restent en vigueur (acl1(∅) est infini et
T0 ⊆ T1 renforce la prégéométrie). De plus, pour faciliter l’exposition, on suppose
que dcli(∅) = acli(∅) pour i = 0, 1 (il suffit d’ajouter quelques constantes).

Soit p = ∆p un type admissible dans Tω. Donc, p = p(x1, . . . , xnp
) est basé

sur ∅ et, par le Lemme 4.2.29, p1 := p↾L1
est le type générique d’un sous-groupe

L1(∅)-définissable connexe G1 de (V0,+)np , où (V0,+) est le groupe additif du
Fq-espace vectoriel L0-définissable sous-jacent. Le groupe G1 ∩ Rnp est alors
fortement minimal (et localement fini) avec type générique p, et on peut isoler
p(x) par la L-formule sans quanteurs

G1(x) ∧

np∧

i=1

R(xi) ∧ pd0(x) = npq.

Soit D′ la classe des types admissibles de cette forme (D′ est borné, car tous
ces éléments sont sur ∅).

Comme il s’agit de génériques de groupes, on a p 6⊥ q pour p, q ∈ D′ si et
seulement si p = Γ · q pour un Γ ∈ GLnp

(Fq). Soit D ⊆ D′ un système de
représentants des classes de non-orthogonalité dans D′. Puis, on considère une
fonction

µ : D → N,

et on pose

C̃µ0 := {M ∈ C̃0 | dimM (p) ≤ µ(p) pour tout p ∈ D}.

Rappelons que dans le contexte de fusion abélien, nous avons d’abord consi-
déré des fonctions µ : D → N ∪ {∞}, et c’était uniquement pour obtenir une
théorie fortement minimale qu’il fallait que la fonction µ soit à valeurs dans N.
Nous pourrions faire la même chose ici, mais pour simplifier l’exposition, nous
nous restreignons cette fois-ci dès le départ aux fonctions µ à valeurs dans N.
La classe C̃µ0 est élémentaire, et nous posons Cµ0 := C̃µ0 ∩ C0.

Nous procédons comme dans le collapse dans le contexte de fusion abélien,
dans la mesure où nous construisons directement une structure bicolore Mµ ∈
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C̃µ0 , telle que l’âge fort de Mµ soit égal à Cµ0 et telle que Mµ soit riche pour la
classe (Cµ0 ,≤).

Nous travaillons dans une structure bicolore M∗ qui est un modèle ω-saturé
de Tω, et nous construisons Mµ comme sous-structure autosuffisante de M∗.
Dans M∗, on choisit :

– pour tout p ∈ D : une suite de Morley (b
p

i )0≤i<µ(p) dans p, puis Bp :=⋃
i<µ(p) b

p

i ,

– une suite de Morley (bgr

i )i<ω dans gr, puis Bgr
, l’ensemble de tous ces bgr

i .

Comme les types dans D∪ {gr} sont 2 à 2 orthogonaux, les composantes de
toutes ces suites forment un système indépendant, c’est à dire

⋃

q∈D∪{gr}

Bq |=
(⊗

p∈D

p(µ(p))
)
⊗
⊗

g(ω)
r .

Soit B := clω(
⋃
q∈D∪{gr}

Bq), et soit finalement Mµ ≤ M∗ une enveloppe
affine admissible de B.

Lemme 4.2.34. Avec les notations ci-dessus, on a :

(1) Mµ ∈ C̃µ0 ; plus précisément, pour p ∈ D on a dimMµ(p) = µ(p). De plus,
d(Mµ) = ℵ0.

(2) Soit k ≤Mµ et k ≤ l ∈ Cµ0 . Alors il existe un k-plongement fort de l dans
Mµ.

(3) L’ âge fort de Mµ, c’est à dire l’ensemble des structures bicolores finiment
engendrées et autosuffisantes dans Mµ, est égale à Cµ0 .

(4) La classe (Cµ0 ,≤) a la propriété d’amalgamation et est connexe, et Mµ est
la limite de Fräıssé de (Cµ0 ,≤).

Preuve. La preuve de (1),(3) et (4) se fait comme celle de 3.4.2. La démons-
tration de (2) est plus compliquée ici, et nous la donnons. Soient k ≤ l ∈ Cµ0
et k ≤ Mµ. Les cas l/k primitive ou générique rouge se font comme dans la
preuve de 3.4.2, et c’est donc une extension générique blanche que nous devons
considérer, c’est à dire le cas où l = acl1(kb) pour un b ∈ l avec d(b/k) = 2.
Pour k-plonger fortement l dans Mµ, il suffit de trouver b′ ∈Mµ avec b′ |= gb|k.
Or, on peut supposer que d1(k) >> 0, quitte à remplacer k par k′ telle que
k ≤ k′ ≤ Mµ, où k′/k est une tour suffisamment large d’extensions génériques
rouges, et il existe donc un b′ ∈ Mµ avec b′ |= gb|k

′, par le Lemme 4.2.21. A
fortiori, b′ |= gb|k.

Soit Tµ := ThL(Mµ). Puis, soit T ′µ la L-théorie suivante :

T ′µ(1) : Th(C̃0)

T ′µ(2) : dim(p) = µ(p) pour tout p ∈ D

T ′µ(3) : Une structure bicolore L est modèle de T ′µ(3) si et seulement si L ∈ E .
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T ′µ(4) : Soit ϕ1(x, z) une L1-formule et χϕ1(z) := ∃∞xϕ1(x, z). Puis, soit τ(x, z)
une L-formule existentielle à quantification bornée, telle que K |= τ(a, b)
implique d(a/b) = 0. Pour ϕ1 et τ , on met l’axiome

∀z∃x[χϕ1
(z) → x ∈ R ∧ ϕ1(x, z) ∧ ¬τ(x, z)].

Notons que T ′µ(3) est de premier ordre par 4.2.32.
Les résultats contenus dans le lemme suivant se montrent comme leurs ana-

logues dans le contexte de fusion abélien (cf. 3.4.3, 3.4.4 et 3.4.6).

Lemme 4.2.35. (1) Les structures bicolores dans C̃µ0 qui sont riches pour
(Cµ0 ,≤) sont précisément les modèles ω-saturés de T ′µ. En particulier,
T ′µ = Tµ, et c’est une théorie complète.

(2) Pour i = 1, 2, soient Ai ≤ Mi |= Tµ. Alors, tpTµ(A1) = tpTµ(A2) si et
seulment si qftpL(A1) = qftpL(A2).

(3) Dans Tµ, la clôture algébrique est donnée par cld.

Théorème 4.2.36. La théorie Tµ est complète et presque fortement minimale
(donc ℵ1-catégorique). De plus, on a :

(1) Le prédicat R définit un ensemble fortement minimal dans Tµ.

(2) Pour tout a,B ⊆M ′ |= Tµ on a

RM(a/B) = U(a/B) = d(a/B).

En particulier, RDM(Tµ) = (2, 1) avec gb comme unique type générique.

Preuve. Dans le Lemme 4.2.40 ci-dessous, nous donnerons une preuve abstraite
incorporant le Théorème 4.2.36.

Remarque 4.2.37. Dans un contexte bicolore abélien ainsi que dans un con-
texte de fusion abélien, nos preuves de collapse ne dépendent pas du fait que
les langages Li soient dénombrables. Les résultats de collapse correspondants (le
Théorème 3.4.7 ainsi que le Théorème 4.2.36) restent alors vrais pour des Li
arbitraires.

Nous donnons maintenant une formalisation de la notion de collapse dans
le contexte bicolore fortement minimal, afin d’aborder le problème d’existence
d’un collapse dans un contexte bicolore quelconque.

Définition 4.2.38. Soit (T0, T1) un contexte bicolore fortement minimal. Un
collapse pour (T0, T1) est la donnée d’une classe élémentaire (non-vide) de L-
structures C̃c0 ⊆ C̃0 qui satisfait aux propriétés suivantes :

(i) C̃c0 est “clos par sous-structure bicolore”, c’est à dire si K ⊆ L ∈ C̃c0 pour
une structure bicolore K ∈ C̃0, alors K ∈ C̃c0.

(ii) Si k ≤ K ∈ C̃c0, et k ≤ l ∈ C0 est une extension primitive, alors il existe
n ∈ N tel que l(n) ne se k-plonge pas dans K, où l(n) := l ⊗k l . . . l ⊗k l︸ ︷︷ ︸

n fois

.
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(iii) (C̃c0,≤) a la propriété d’amalgamation (la propriété du plongement com-
mun en découle par (i)).

(iv) Si T c est la L-théorie des structures bicolores dans C̃c0 qui sont riches pour
la classe (Cc0,≤), alors tout modèle ω-saturé de T c est riche pour (Cc0,≤).
Ici, Cc0 dénote la classe des structures bicolores finiment engendrées qui
sont dans C̃c0.

(v) SoientK ∈ C̃c0 et L/K une extension générique rouge ou générique blanche.
Alors L ∈ C̃c0.

Si b est un uplet fini de paramètres et (Cc,≤) un collapse pour le contexte bi-
colore (T0(b), T1(b)), on dira également que (Cc,≤) est un collapse pour (T0, T1).

La définition (abstraite) d’un collapse dans le contexte bicolore est presque
la même que dans le cas de la fusion (cf. la Définition 3.5.1). Néanmoins, il faut
ajouter la propriété (v) qui garantit que dans un modèle ω-saturé de la théo-
rie collapsée T c, au-dessus de tout ensemble de paramètres fini, les génériques
rouges et blanc soient réalisés. Dans la fusion, la propriété analogue était une
conséquence de (i-iv).

Remarque 4.2.39. Dans le contexte bicolore abélien, la classe (C̃µ0 ≤) est un
collapse au sens de 4.2.38.

Preuve. Il suffit de combiner 4.2.34 et 4.2.35.

Lemme 4.2.40. Soit C̃c0 un collapse pour le contexte bicolore fortement minimal
(T0, T1) (au sens de 4.2.38). Puis, soit T c la L-théorie des structures bicolores
riches dans C̃c0 pour la classe (Cc0,≤). Alors T c est complète, et pour M c |= T c

on a :

(1) Si a ≤M c, alors tpT c(a) est déterminé par qftpL(a).

(2) Pour A ⊆M c on a aclT c(A) = cld(A).

(3) Le prédicat R définit un ensemble fortement minimal dans T c.

(4a) Si T1 est triviale, T c est de rang de Morley ≤ 2 et deux-dimensionnelle ;
les classes de non-orthogonalité de types réguliers sont données par gr et
gb.

(4b) Si T1 n’est pas triviale, T c est presque fortement minimale (donc ℵ1-
catégorique), et pour tout a,B ⊆M c on a

RM(a/B) = U(a/B) = d(a/B).

En particulier, RDM(T c) = (2, 1) avec gb comme unique type générique.

Preuve. C’est similaire à 3.5.2, mais un peu plus compliqué. D’abord, (1) est une
conséquence plus ou moins directe de (iii) et (iv). Quant à (2), aclT c(A) ⊆ cld(A)
suit de (ii) et (1), tandis que (v) et (1) entrâınent cld(A) ⊆ aclT c(A).

Puis, pour montrer (3), soit r ∈ M ′ < M c un élément rouge quelconque. Si
d(r/M c) = 0, alors r ∈ M c par (2). Sinon, r est générique rouge au-dessus de



130 CHAPITRE 4. VARIATIONS SUR LA FUSION

M c. Or, dans T c il y a un seul type d’élément générique rouge par (1), ce qui
montre (3).

La partie (4a) est facile. Montrons enfin (4b). Si T1 n’est pas triviale, et si a
est un uplet fini tel que pour k = clω(a) on a d1(k) ≫ 0, alors pour toute paire

(r1, r2) |= g
(2)
r |k il existe b ∈ acl1(kr1r2) tel que b soit générique blanc au-dessus

de k, par 4.2.21.

Montrons que aclT c(aRM
c

) = M c. Soit α ∈ M c quelconque. Si d(α/k) ≤ 1,
il est facile de voir que α ∈ aclT c(aRM

c

), en utilisant (2). Considérons α tel
que d(α/k) = 2, et soient r1, r2 et b comme dans le paragraphe précédent.
Alors, tpT c(α/k) = tpT c(b/k) et b ∈ aclT c(kr1r2) = aclT c(ar1r2). On en dé-
duit qu’il existe également r′1, r

′
2 rouges tels que α ∈ aclT c(ar′1r

′
2), montrant

aclT c(aRM
c

) = M c.

La théorie T c est donc presque fortement minimale et en particulier ℵ1-
catégorique.

Pour montrer d(a/B) = U(a/B) = RM(a/B) pour tout uplet fini a et tout
B ⊆ M c, il suffit de montrer que d(a/B) = U(a/B) pour tout singleton a, car
U(a/B) = RM(a/B) < ω dans toute théorie ℵ1-catégorique et d ainsi que U
sont additifs. Si d(a/B) = 0, alors a est algébrique au-dessus de B par (2), d’où
U(a/B) = 0. Puis, si d(a/B) = 1, on voit facilement que a est interalgébrique
(au sens de T c) avec un élément générique rouge. Donc, U(a/B) = 1 par (3).
Finalement, si d(a/B) = 2, l’argument que nous avons donné ci-dessus montre
que a est interalgébrique avec une paire (r1, r2) d’éléments génériques rouges
(indépendants). A fortiori, U(a/B) = U(r1r2/B) = 2.

Le résultat suivant se montre comme son analogue dans la fusion (Proposi-
tion 3.5.3).

Proposition 4.2.41. Soit (T0, T1) un contexte bicolore fortement minimal, et
soit D′

0 un ensemble fortement minimal (∅-)interprétable dans T0. Pour i = 0, 1,
soit T ′

i la morleyisée de la théorie de D′
0 avec toute la structure induite par Ti.

On suppose :

– T ′
0 est modulaire,

– T ′
i est fortement minimale pour i = 0, 1,

– il existe un collapse pour le contexte bicolore (T ′
0, T

′
1).

Alors il existe un collapse pour (T0, T1) aussi. Plus précisément, si C̃′c
0 est

un collapse pour (T ′
0, T

′
1), avec T ′c la théorie des riches dans C̃′c

0 , alors

C̃c0 := {K ∈ C̃0 |D
′
0(K) ∈ C̃′c

0 }

donne un collapse pour (T0, T1), et K |= T c ssi K ∈ C̃0 et D′
0(K) |= T ′c. Ici, si

K ∈ C̃0, l’ensemble des points rouges R′K′

dans K ′ := D′
0(K) est défini comme

R′K′

:= acleq0 (RK) ∩K ′.

Fait 4.2.42 ([BH00]). Supposons que T1 a la DMP et que T0 est la théorie d’un
ensemble infini sans structure (le cas noir). Alors il existe un collapse pour le
contexte bicolore (T0, T1).
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Notons que dans leur preuve de l’existence d’un collapse des corps noirs
[BH00], Baldwin et Holland remarquent que l’on pourrait remplacer la théorie
ACFp par n’importe quelle théorie fortement minimale T1 (dans un langage
dénombrable) ayant la DMP et telle que T1 élimine les imaginaires. Or, on peut
se passer de l’hypothèse sur l’élimination des imaginaires, comme le montre par
exemple la preuve simplifiée du collapse des corps noirs donnée dans [BMZ06].

Fait 4.2.43 ([BMZ05b]). Il y a un collapse pour les corps rouges en caractéris-
tique positive, c’est à dire dans le contexte bicolore où T1 = ACFp et T0 = EVFp

.

En inspectant la preuve du Fait 4.2.43 donnée par Baudisch, Martin-Pizarro
et Ziegler, on voit qu’elle se généralise sans problème au résultat suivant. Le seul
changement à faire concerne l’axiomatisation de la théorie des structures riches
du collapse. Dans un contexte quelconque, on est obligé d’ajouter des axiomes
qui garantissent l’existence d’éléments génériques (rouges et blancs) au-dessus
de tout ensemble fini de paramètres. Cela se fait (voir les axiomes T ′

ω(4, 5) sur
la page 114).

Fait 4.2.44. Supposons que T1 a la DMP et que T0 est essentiellement donnée
par EVFq

(le cas rouge). Alors il existe un collapse pour le contexte bicolore
(T0, T1).

Théorème 4.2.45. Soit (T0, T1) un contexte bicolore fortement minimal. On
suppose que T1 a la DMP. Alors il existe un collapse pour (T0, T1). En parti-
culier, si T1 n’est pas triviale, il existe une L-structure (M,RM ) avec M |= T1

et RM 4L0
M , telle que (M,RM ) soit presque fortement minimale (avec un

unique type générique de rang 2) et telle que RM soit fortement minimal.

Preuve. On utilise le Lemme 3.2.4 et la Proposition 4.2.41 pour réduire le pro-
blème de l’existence d’un collapse aux cas rouge et noir.

Le cas noir se collapse par le Fait 4.2.42, tandis que le cas rouge se collapse
par le Fait 4.2.44.

Remarque 4.2.46. Si T1 est triviale, on peut aussi donner un collapse “à la
main”. On définit une classe C̃c0 ⊆ C̃0 comme suit : une structure bicolore K est
dans C̃c0 si et seulement si pour tout a, b avec b ∈ acl1(a) et a, b ∈ R on a a = b.
Ce sont exactement les L-structures de la forme (M,RM ), avec M |= T1 telle
qu’il y a au plus un point rouge sur chaque ensemble de la forme acl1(a) (où
a ∈M est un singleton), et telle que aucun point rouge ne soit dans acl1(∅). La
classe C̃c0 est un collapse, comme on voit facilement.

Ce collapse explicite correspond d’ailleurs à une classe C̃µ0 pour µ ≡ 0, définie
de manière analogue que dans le contexte bicolore abélien. On vérifie que Tω est
dimensionnelle dans ce cas, n’ayant que des types admissibles basés sur ∅ (tous
de longueur 2). Comme il n’y a que des types admissibles triviales dans ce cas,
l’argument est bien plus élémentaire que dans un contexte bicolore abélien, car
les types admissibles non-modulaires sont les plus durs à mâıtriser.
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Chapitre 5

Automorphismes génériques

et amalgames

Soit T une théorie dans un langage L, et soit Lσ = L ∪ {σ}, où σ est un
nouveau symbole de fonction unaire, et considérons la Lσ-théorie Tσ qui est
obtenue en ajoutant à T des axiomes exprimant que σ est un automorphisme
du modèle de T . On suppose que T est modèle-complète. Cela entrâıne que
Tσ est une théorie inductive, et elle a une modèle-compagne (notée TA, si elle
existe) si et seulement si la classe des modèles existentiellement clos de Tσ est
une classe élémentaire. Si c’est le cas, on dira que l’automorphisme générique
est axiomatisable, ou encore que TA existe.

Si la théorie T du départ n’est pas modèle-complète, nous dirons que l’auto-
morphisme générique est axiomatisable, s’il est axiomatisable pour une expan-
sion par définition T ∗ de T qui est modèle-complète.

Si T a la propriété de l’ordre stricte, on sait que TA n’existe pas [KS02], et on
ne connâıt aucune théorie instable T pour laquelle TA existe. Nous supposerons
donc dans la suite que T est stable.

Si TA existe, alors toutes ses complétions sont simples [CP98] (supersimple si
T est superstable), et en général instables. L’étude de TA (paradigmatiquement
celle de ACFA dans [CH99]) s’est avérée extrêmement importante pour les
applications de la théorie des modèles en géométrie algébrique et en théorie des
nombres [Hr01, Sc02, Hr04].

Dans ce chapitre, nous allons donner un critère simple garantissant l’axio-
matisabilité de l’automorphisme générique, pour des théories T stables et com-
plètes. Nous vérifions ensuite que ce critère est satisfait par plusieurs des théories
que nous avons considérées dans cette thèse, ainsi que par d’autres théories ob-
tenues par la méthode d’amalgamation de Hrushovski sans collapse. Avant de
préciser les contextes, pour éviter des répétitions, nous fixons quelques nota-
tions : Les théories T1 et T2 sont des expansions fortement minimales de la
théorie T0. La théorie T0 est totalement catégorique et modulaire, et les théories
T1 et T2 ont la DMP.

133
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Seront inclus dans la suite :

(A) L’exemple “ab initio” de Hrushovski avant collapse [Hr93] (cf. 1.4.12(1)).

(B) La théorie Tω de la fusion libre de T1 et T2 au-dessus de T0, issue d’un
contexte de fusion fortement minimal (T0, T1, T2) (cf. 3.1.1).

(C) La théorie Tω issue du contexte bicolore fortement minimal (T0, T1), trai-
tée dans la Sous-section 4.2.2 (en particulier les corps noirs de Poizat en
toute caractéristique [Po99], ainsi que les corps rouges de Poizat en carac-
téristique positive [Po01]).

(D) La théorie d’une courbe plane générique dans T1, traitée dans la Sec-
tion 4.1 (en particulier la courbe plane générique dans ACF étudiée dans
[CHKP02]).

(E) Les corps verts en caractéristique 0 (voir [Po01]).

Remarque. Les contextes (A-E) se collapsent. Par ailleurs, les théories col-
lapsées ont toutes un rang de Morley fini et additif, et elles ont la DMP. On
sait alors axiomatiser l’automorphisme générique pour les versions collapsées,
par des résultats de [CP98].

5.1 Un critère simple

Le cadre que nous présontons dans cette section et dans lequel on sait axio-
matiser l’automorphisme générique permet une unification de plusieurs preuves
existantes (dans des contextes où on sait également axiomatiser). C’est plutôt un
principe général pour organiser de telles preuves. Quand on le compare avec la
caractérisation des théories stables et complètes dans lesquelles l’automorphisme
générique est axiomatisable donnée dans [BS01], ou encore avec la reformulation
de cette caractérisation dans [Pi02], le critère que nous présentons est de nature
plus “géométrique”, car il met en jeu des considérations globales.

Définition 5.1.1. Soit T une théorie stable et complète. On suppose qu’on a
une relation de généricité Rg définie sur les paires de la forme (p(x), ϕ(x)) où
p(x) ∈ S(B) est un type fort et ϕ(x, b) ∈ p une formule à paramètres dans B.

Si (p, ϕ) est dans Rg, on dit que p est générique dans ϕ. Si a est un uplet
satisfaisant une formule ϕ à paramètres dans B, on dit que a est générique dans
ϕ au-dessus de B si p := stp(a/B) est générique dans ϕ (c’est à dire si (p, ϕ)
est dans Rg).

Une formule (sans paramètres) ψ(x, z) est jolie si pour tout b tel que ψ(x, b) 6=
∅ et pour tout modèle M contenant b il y a un unique type p ∈ S(M) qui est
générique dans ψ(x, b). Puis, on dit que ψ(x, b) 6= ∅ est jolie si ψ(x, z) l’est.

Un type p ∈ S(M) (où M est un modèle) est joli si l’ensemble J(p) défini
ci-dessous est cofinal dans p (c’est à dire si J(p) ⊢ p) :

J(p) := {ψ(x, b) jolie | p générique dans ψ(x, b), b ∈M}.

Une relation Rg comme ci-dessus est une bonne notion partielle de généricité
(pour T ) si elle satisfait aux propriétés suivantes :
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(1) Rg est invariante par automorphismes et permutations de variables.

(2) Supposons que |= ϕ(a, b) et a |⌣b
B. Alors a est générique dans ϕ(x, b)

au-dessus de b ssi a est générique dans ϕ(x, b) au-dessus de Bb.

(3) Il y a suffisamment de types jolis, dans le sens que pour tout n-type p0

au-dessus d’un modèle M , il existe (pour un certain m) un type joli p ∈
Sn+m(M) tel que π(p) = p0, π étant la projection naturelle Sn+m(M) →
Sn(M).

(4) Soit x = (x1, x2), et soient ψ(x, b) et ϕ(x1, b1) des formules jolies, avec
types génériques p(x) et p1(x1) dans S(B), respectivement (B contenant
b et b1), et telles que b1 ⊆ b et |= ψ(x, z) → ϕ(x1, z1). Alors, si π1(p) = p1,

il existe θ(z) ∈ tp(b/∅) telle que pour tout b
′
|= θ(z), on ait ψ(x, b

′
) 6= ∅,

et l’unique type générique p′ dans ψ(x, b
′
) se projette sur l’unique type

générique p′1 de ϕ(x1, b
′

1).

Proposition 5.1.2. Soit T une théorie stable, complète et modèle-complète.
Supposons que T admet une bonne notion partielle de généricité. Alors la théorie
TA existe.

Preuve. Soient (M,σ) |= Tσ et p̃(x, x′, xr) ∈ S2n+k(M) un type joli se proje-
tant sur des types jolis p(x) et p′(x′) dans Sn(M) tels que p′ = σ(p). Soient
ψ(x, x′, xr, b̃) ∈ J(p̃), puis ϕ(x, b) ∈ J(p) et donc ϕ(x′, σ(b)) ∈ J(p′) telles que
b̃ ⊇ bσ(b) (c’est à dire z̃ ⊇ zz′) et |= ψ(x, x′, xk, z̃) → ϕ(x, z) ∧ ϕ(x′, z′). Puis,
soient θ(z̃) et θ′(z̃) données par la propriété (4) pour les paires de formules
(ψ(x, x′, xr, b̃), ϕ(x, b)) et (ψ(x, x′, xk, b̃), ϕ(x′, σ(b))). Posons Θ(z̃) := θ(z̃) ∧
θ′(z̃) ∧ σ(z) = z′. Pour une telle situation, on met l’axiome suivant :

∀z̃∃xxr[Θ(z̃) → ψ(x, σ(x), xr, z̃)].

Maintenant, on montre que les modèles existentiellement clos de Tσ sont
exactement les modèles de Tσ qui satisfont tous les axiomes du type décrit.

Soit (M,σ) un modèle existentiellement clos de Tσ. Supposons que (M,σ) |=
Θ(b̃) pour un b̃ ∈ M , où Θ(z̃) est associée aux formules jolies ψ(x, x′, xr, z̃) et
ϕ(x, z). Cela veut dire que l’unique type générique p̃ de ψ(x, x′, xr, b̃) se projette
sur les uniques types génériques p et p′ = pσ de ϕ(x, b) et ϕ(x′, σ(b)) respecti-
vement. Notons que l’égalité p′ = σ(p) utilise l’unicité d’un type générique dans
une formule jolie ainsi que l’invariance par automorphisme de la notion de géné-
ricité. On choisit une solution ã = (a, a′, ar) |= p̃|M . Par conséquent, on a a |=
p|M et a′ |= (p|M)σ, et il y a donc M 4 N contenant ã et σ∗ ∈ Aut(N) étendant
σ satisfaisant σ∗(a) = a′, d’où (N,σ∗) |= ∃xxrψ(x, σ(x), xr, b̃). Comme (M,σ)
est existentiellement clos, une telle solution existe déjà dans M . L’axiome cor-
respondant à ψ et ϕ est donc satisfait par (M,σ). En particulier, les axiomes que
nous avons donnés sonts consistants puisque Tσ a des modèles existentiellement
clos (c’est une théorie inductive).

Réciproquement, soit (M,σ) |= Tσ un modèle des axiomes ci-dessus. Soient
(M,σ) ⊆ (N,σ) |= Tσ et a0 ∈ N , satisfaisant une certaine Lσ-formule sans quan-
teurs à paramètres dans M . Par une réduction standard, on peut supposer que
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cette formule est de la forme χ(x0, σ(x0), b0), où χ(x0, x
′
0, z0) est une L-formule

sans quanteurs. On pose p0 := tpL(a0/M) et p′0 = pσ0 := tpL(σ(a0)/M) ∈
Sn(M). Par la condition (3) dans la Définition 5.1.1, on peut choisir un type joli
p ∈ Sn+m(M) qui se projette sur p0. Quitte à remplacer (N,σ) par une extension
(Ñ , σ̃), on peut supposer qu’il existe un uplet a ∈ N contenant a0 avecN |= p(a).
Alors σ(a) contient σ(a0). Ensuite, on choisit un type joli p̃(x, x′, xr) ∈ S(M)
dont les restrictions sont p et p′ = pσ, respectivement. Pour cela, il suffit d’appli-
quer (3) au type tpL(a, σ(a)/M). Soient ϕ(x, b) ∈ J(p) et ψ(x, x′, xr, b̃) ∈ J(p̃)
telles que ψ(x, x′, xr, b̃) implique χ(x0, x

′
0, b0)∧ϕ(x, b)∧ϕ(x′, σ(b)) (c’est possible

car J(p̃) ⊢ p̃).
Or, comme (M,σ) |= Θ(b̃), l’axiome correspondant nous fournit des uplets

α, αr ∈ M tels que M |= ψ(α, σ(α), αr, b̃). A fortiori, (M,σ) |= χ(α0, σ(α0), b0)
pour le sous-uplet correspondant α0 de α. Donc, (M,σ) est existentiellement
clos.

Remarque 5.1.3. Voici quelques contextes dans lesquels on sait axiomatiser
l’automorphisme générique et où les preuves sont juste des instances de (la
preuve de) la Proposition 5.1.2. (1) et (2) sont donnés dans [CP98], et (3)
est dans [Bu06].

(1) T de rang de Morley fini satisfaisant
– RM est additif : pour tout a, b et C on a RM(ab/C) = RM(a/bC) +

RM(b/C).
– T a la DMP : si RDM(ϕ(x, b)) = (n, d) pour une formule ϕ(x, z) et un

uplet b, il existe θ(z) ∈ tp(b) telle que RDM(ϕ(x, b
′
)) = (n, d) pour tout

b
′
|= θ(z)).

Dans une telle théorie, il suffit de considérer la notion de généricité donnée
par le rang de Morley. Cette notion satisfait clairement les propriétés (1–
2) dans la Définition 5.1.1. Quant à (3), c’est une conséquence de la DMP.
Finalement, (4) suit de l’additivité du rang combinée avec la DMP.

(2) Soit T une théorie complète de modules totalement transcendante, ou plus
généralement une théorie complète d’un groupe monobasé qui est tota-
lement transcendante. Toute formule est équivalente à une combinaison
booléenne de cosettes définissables (dont les sous-groupes associés sont
acleq(∅)-définissables), par le Fait 3.2.18. Un type fort p est toujours le
type générique d’une cosette définissable de stab(p) (un groupe connexe).

On considère la notion de généricité suivante : Soit G un groupe (défi-
nissable et) connexe, et soient H1, . . . ,Hn ( G des sous-groupes propres
(définissables). On considère des formules ϕ(x, z) de la forme x ∈ z0 ·G \
(
⋃n
i=1 zi ·Hi) et on dit que p est générique dans ϕ(x, b) si et seulement si

p est le type générique de la cosette b0 ·G (au sens d’un groupe stable ou
au sens du rang de Morley, c’est la même chose). On vérifie sans peine
que cela définit une bonne notion partielle de généricité.

(3) Soit DCF0 la théorie des corps différentiellement clos de caractéristique 0.
Dans [Bu06], il est montré que la notion de D-généricité pour la topologie
de Kolchin est une bonne notion partielle de généricité.
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5.2 Application aux amalgames

Nous revenons aux amalgames. Voilà le résultat promis :

Théorème 5.2.1. Dans les contextes (A-E), la théorie TA existe et admet une
axiomatisation naturelle.

Pour prouver le Théorème 5.2.1, par 5.1.2, il suffit de trouver une bonne
notion partielle de généricité Rg dans ces contextes (A-E). L’existence d’une telle
relation Rg se montre de façon très similaire dans chacun des cinq contextes, et
nous ne donnerons la construction explicite que dans les cas les plus compliqués :
la fusion libre (B) et la théorie des corps verts non-collapsés en caractéristique
0 (E).

Preuve de 5.2.1 dans le contexte (B). Soit (T0, T1, T2) un contexte de fusion for-
tement minimal, et où les théories Ti ont la DMP. On est donc dans le cadre de
la Section 3.1, et la théorie de la fusion libre Tω est ω-stable (Théorème 3.1.9).
De plus, pour L := L1 ∪ L2, le L-type (dans la théorie Tω) d’un uplet fort est
déterminé par son L-type sans quanteurs (Théorème 3.1.5). On travaille dans
une expansion par définitions L∗ ⊇ L convenable dans laquelle Tω élimine les
quanteurs, et on écrit T au lieu de T ∗

ω .
Les seuls types (forts) qui peuvent éventuellement être génériques dans une

formule seront dans la classe de parallélisme d’un type p(x) = tpT (a/M0), où
M0 4 M |= T et M0 ⊆ M0a ≤ M . Notons les similarités avec l’axiomatisation
de Tω dans la Section 2.3. Or, ici on peut forcer l’unicité des types génériques
au niveau des langages Li, en utilisant la DMP. Soit pi(x) := p(x) ↾ Li

et soit
b ≤M0 fini contenant les bases canoniques de pi pour i = 0, 1, 2. En particulier,
on a di(a/M0) = di(a/b) et donc δ(a/b) = δ(a/M0) = d(a/M0) = e. Grâce à la
DMP, on trouve des formules ϕi(x, b) ∈ pi satisfaisant :

(I) Le type tp0(a, b) est isolé par ϕ0(x, z).

(II) Ti ⊢ ϕi → ϕ0 pour i = 1, 2.

(III) Pour i = 1, 2, la formule ϕi(x, z) est rang-complète par rapport à tpi(a/b).

De plus, si ϕi(x, b
′
) 6= ∅, on a DMi(ϕi(x, b

′
)) = 1.

On pose ϕ(x, z) := ϕ1(x, z) ∧ ϕ2(x, b) et θϕ(z) := ∃xϕ1(x, z) ∧ ∃xϕ2(x, z)
En utilisant (I–III), on obtient

(∗) Si |= ϕ(a′, b
′
) et b

′
⊆ B′ avec a′ |⌣

0

b
′ B′, alors δ(a′/B′) ≤ e. De plus si

b
′
|= θϕ(z) et b

′
⊆ B′, alors il existe un unique L-type sans quanteurs

π(x) au-dessus de B′ contenant ϕ(x, b
′
) tel que a′′ |= π si et seulement si

a′′ |⌣
0

b
′ B′ et δ(a′′/b

′
) = e.

On dit qu’une telle L-formule ϕ est de dimension e.
Les formules ϕi(x, b) satisfaisant (II-III) sont cofinales dans tpi(a/b), pour

i = 1, 2. On en déduit :

(∗∗) Les formules de la forme ϕ(x, b) sont cofinales dans qftp(a/M0).
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Ensuite, on se permet d’enlever une partie “petite” (c’est à dire de dimension
< e) d’une formule ϕ(x, z) de dimension e. Pour cela, on considère une L-

formule existentielle τ(x, z) à quantification bornée, telle que |= τ(a′, b
′
) implique

d(a′/b
′
) < e. Maintenant, il suffit de définir Rg comme suit :

Généricité Soient ϕ(x, z) :=
∧2
i=0 ϕi(x, z) et τ(x, z) comme ci-dessus et a′ un

uplet satisfaisant ϕ(x, b
′
)∧¬τ(x, b

′
). Alors, a′ est générique dans ϕ(x, b

′
)∧

¬τ(x, b
′
) au-dessus de B′ ⊇ b

′
si et seulement si clω(B′)a′ est fort (dans

l’univers) et a′ est Li-générique dans ϕi(x, b
′
) au-dessus de clω(B′) pour

i = 0, 1, 2.

Ce sont les seules formules et types forts pour lesquels la généricité est définie.

Montrons que cela définit une bonne notion partielle de généricité, c’est à
dire qui satisfait aux propriétés (1-4) données dans la Définition 5.1.1.

Pour (1), c’est évident. On montre (2) en utilisant les amalgames libres et la
Remarque 2.4.2. Quant à (3), montrons d’abord que tout type p := tp(a/M0)
avec M0a ≤ M est joli. Par construction, les formules ϕ(x, z) ∧ ¬τ(x, z) de
la forme considérée sont toutes jolies, car par le Théorème 3.1.5 le type p est
déterminé par qftpL(a/M0) plus le fait que M0a soit fort. Le type p est donc le
seul type générique dans ϕ(x, b) ∧ ¬τ(x, b) au-dessus de M0, par (∗). Le même

raisonnement montre que si |= θϕ(b
′
) pour b

′
∈ M ′

0 |= T , alors il y a un unique

type générique p′ dans ϕ(x, b
′
) ∧ ¬τ(x, b

′
) au-dessus de M0.

Pour voir que les formules de la forme ϕ(x, b) ∧ ¬τ(x, b) sont cofinales dans
p, il suffit de combiner le Théorème 3.1.5 avec le Lemme 2.3.5 et (∗∗).

Maintenant, si p0 = tp(a0/M0) ∈ SnT (M0) est est un type quelconque (pour
M0 |= T ), on sait que d0(cl0(M0a0)/M0) est fini, et on trouve alors a0 ⊆ a ⊆ω
cl0(M0a0) avec M0a fort. Par le paragraphe précédent, le type p := tp(a/M0) ∈
Sn+m(M0) est joli. Comme p étend p0, on termine la preuve de (3).

Reste à vérifier la propriété (4). On se donne ψ(x, b) = ψ(x1, x2, b) et
ψ1(x1, b1), des formules jolies, avec b1 ⊆ b ⊆ B. On suppose que p(x) ∈ S(B) est
l’unique type générique dans ψ(x, b), de même p1(x1) ∈ S(B) dans ψ(x1, b1).
De plus, on suppose que π1(p) = p1 et |= ψ(x, z) → ψ1(x1, z1). On sait que

ψ(x, z) =
∧2
i=0 ϕi(x, z) ∧ ¬τ(x, z) et ψ1(x1, z1) =

∧2
i=0 ϕ

′
i(x1, z1) ∧ ¬τ ′(x1, z1)

pour des formules convenables. Les formules τ et τ ′ ne jouant aucun rôle dans
cette discussion, il suffit de contrôler ce qui se passe au niveau des langages
Li. Ansi, on définit θi(z) comme l’ensemble des z pour lesquels ∃x2ϕi(x, z) est

Li-générique dans ϕ′
i(x1, z1) et on pose θ(z) :=

∧2
i=0 θi(z)∧ θϕ(z)∧ θϕ′(z1). Par

construction, |= θ(b) et pour tout b
′
|= θ(z) l’unique type générique de ψ(x, b

′
)

se projette sur l’unique type générique de ψ1(x1, b
′

1).

Le contexte (E), la théorie d’un corps vert non-collapsé, est issu d’une amal-
gamation de Hrushovski qui sort des cadres axiomatiques traités dans cette
thèse. Néanmoins, il est similaire à un contexte bicolore où le réduit en ques-
tion n’est pas ω-catégorique. Cela rend le traitement plus compliqué et exige
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des théorèmes profonds déjà pour montrer par exemple que la classe C̃0 dans
laquelle on amalgame est une classe élémentaire.

Nous expliquons brièvement la construction des corps verts en caractéristique
0, due à Poizat [Po01]. Pour cela, nous procédons comme dans [BHMW06], où
le collapse de la théorie de ces corps verts est effectué et où est donc construit
un mauvais corps de caractéristique 0.

Soit L := Lrings ∪ {Ü}, où Lrings est le langage des anneaux et Ü un nou-
veau prédicat unaire (ce prédicat est utilisé dans [BHMW06], tandis que Poi-
zat le nomme V dans [Po01]). On considère des L-structures (K, Ü(K)) avec
K |= ACF0 et Ü(K) ⊆ K∗ un sous-groupe divisible sans torsion du groupe
multiplicatif du corps K. L’ensemble Ü(K) est donc un Q-espace vectoriel (écrit
multiplicativement) ; sa dimension linéaire (et plus généralement la Q-dimension
linéaire dans le groupe multiplicatif modulo torsion) est dénotée par l.dimQ.
Pour A ⊆ K on écrit Ü(A) := Ü(K) ∩ A. Puis, on note env(A) l’union de l’en-
veloppe divisible de A∗ := A ∩ K∗ dans (K∗, ·) et {0}. Si A = env(A) avec
deg. tr(A) et l.dimQ(Ü(A)) finis, on pose

δ(A) := 2 deg. tr(A) − l.dimQ(Ü(A)).

De même, si a, b ∈ K, on pose

δ(a) := δ(env(a)) et δ(a/b)) := δ(env(ab)) − δ(env(b)).

Comme d’habitude, on étudie la classe C̃0 des L-structures (K, Ü(K)) comme
ci-dessus avec δ(a) ≥ 0 pour tout a ∈ K, et on définit l’autosuffisance ≤ ainsi
que la fonction de dimension d de la manière usuelle. Ensuite, soit C0 la classe
des (K, Ü(K)) dans C̃0 avec deg. tr(K) <∞. On montre sans peine que (C̃0,≤)
est connexe et a la propriété d’amalgamation. De plus, C0 est dénombrable. Soit
Mω la limite de Fräıssé de (C0,≤). En utilisant des résultats d’Ax en algèbre
différentielle, Poizat montre dans [Po01] que C̃0 est une classe élémentaire ainsi
que le résultat suivant :

Fait 5.2.2. Soit Tω := ThL(Mω). Alors Mω est un modèle ω-saturé de Tω, et
cette théorie est ω-stable de rang de Morley ω · 2. De plus, RM(Ü) = ω.

Comme dans les autres contextes d’amalgamation“à la Hrushovski”que nous
avons considérés, le L-type d’un uplet fort dans Tω est déterminé par son type
sans quanteurs. Pour la construction d’une relation de généricité Rg dans Tω,
on a besoin d’un résultat supplémentaire :

Lemme 5.2.3 ([BHMW06, Lemma 10.3]). Soient B = env(B) ≤ M ∈ C̃0,
a ∈M et supposons que d(a/B) = e. Alors il existe une L-formule existentielle
τd(x, z) et un uplet b ∈ B avec les propriétés suivantes :

– |= τd(a, b),

– pour tout a′, b
′
∈M ′ ∈ C̃0 avec |= τd(a

′, b
′
) on a d(a′/b

′
) ≤ e.

Preuve de 5.2.1 dans le contexte (E). Cette fois, nous travaillons dans la mor-
leyisée T de Tω (dans le langage L∗ ⊇ L). On exhibe une relation de généricité
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Rg pratiquement comme dans le cas de la fusion libre. Seuls les L∗-types de la
forme p := tpT (a/M0) pour a ∈ M < M0 |= T avec M0a ≤ M seront possible-
ment génériques quelque part. Ici, par M0a ≤M nous entendons le suivant :

A := env(M0a) ≤M et a contient une Q-base de Ü(A) modulo Ü(M0).

Un tel type p = tpT (a/M0) est déterminé par qftpL(a/M0) plus le fait que
M0a soit fort.

Soit b ∈M0 tel que
– b contient la base canonique de p↾Lrings

= tpACF0
(a/M0) et

– l.dimQ(a/M0) = l.dimQ(a/b).
En particulier, d(a/b) = δ(a/b) = δ(a/M0) = d(a/M0) pour un tel b.
Prenons ϕÜ(x, z), une formule décrivant le diagramme sans quanteurs de

a, b dans le langage {Ü} et soit ϕc(x, z) une Lrings-formule avec les propriétés
suivantes :

(I) Le type p↾Lrings
est générique dans ϕc(x, b), et pour tout b

′
avec ϕc(x, b

′
) 6=

∅, on a RDMACF0(ϕc(x, b
′
)) = (k, 1), où k = deg. tr(a/M0).

(II) Pour tout a′ générique dans ϕc(x, b
′
) au-dessus d’un corps algébrique-

ment clos K ′ contenant b
′

on a a′ ∩ K ′ = a′ ∩ b
′

et l.dimQ(a′/K ′) =
l.dimQ(a/M0). Si c̄ est un sous-uplet de a et c̄′ est le sous-uplet de a′

correspondant, alors l.dimQ(c̄′/K ′) = l.dimQ(c̄/M0).

(III) Soit b
′
∈ M ′

0 |= T avec M ′
0 |= ∃xϕÜ(x, b

′
) ∧ ∃xϕc(x, b

′
) et soit a′ Lrings-

générique dans ϕc(x, b
′
) au-dessus de M ′

0. Alors, si l’on peint les éléments

de a′ en vert ou non selon la formule ϕÜ(x, b
′
), il existe A′ ≤ M ′ tel que

M ′
0 ≤ A′ = env(M ′

0a
′) et tel que a′ contienne une Q-base de Ü(A′) modulo

Ü(M ′
0) (c’est à dire a′ engendre une extension autosuffisante de M ′

0).

Une telle formule ϕc existe : La théorie ACF0 a la DMP, et on peut donc
satisfaire à (I). C’est une conséquence de [Po01, Cor. 3.8] qu’on peut satisfaire à
(II). Finalement, la discussion dans [Po01, p. 1675-76] montre que (III) est fai-
sable aussi. Les formules de la forme ϕ(x, b) := ϕÜ(x, b)∧ϕc(x, b) sont même co-
finales dans qftpL(a/M0). Soient k = deg. tr(a/M0) et n = l.dimQ(Ü(a)/M0) =
l.dimQ(Ü(a)/Ü(M0)). Posons e := 2k − n ≥ 0, et soit M ′

0 |= T tel que M ′
0 |=

∃xϕÜ(x, b
′
) ∧ ∃xϕc(x, b

′
). Par (III), il existe une extension autosuffisante M ′

0 ≤

A′ = env(M ′
0a

′), engendrée au-dessus de M ′
0 par a′ |= ϕ(x, b

′
), et où a′ est gé-

nérique dans ϕc(x, b
′
) au-dessus de M ′

0. Alors, en utilisant (II) et (III), on voit
que δ(a′/M ′

0) vaut également 2k−n = e. Par conséquent, on dit que ϕ(x, z) est
de dimension e.

Par ailleurs, on considère une L-formule existentielle τ(x, z) telle que

(IV) |= τ(a′, b
′
) implique d(a′/b

′
) < e.

Maintenant, on peut définir Rg comme suit :

Généricité Soient ϕ(x, z) := ϕc(x, z) ∧ ϕÜ(x, z) et τ(x, z) comme ci-dessus

satisfaisant (I-IV) et soit a′ |= ϕc(x, b
′
) ∧ ¬τ(x, b

′
). Alors a′ est générique
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dans ϕc(x, b
′
) ∧ ¬τ(x, b

′
) au-dessus de B′ ⊇ b

′
si et seulement si clω(B′)a′

est fort et a′ est Lrings-générique dans ϕc(x, b
′
) au-dessus de clω(B′).

Ce sont les seules formules et types forts pour lesquels la généricité est définie.

La vérification que la relation Rg ainsi définie est une bonne notion partielle
de généricité est plus ou moins la même qu’avant : on montre d’abord que les
formules de la forme ϕ(x, z)∧¬τ(x, z) sont jolies ; puis, on utilise le Lemme 5.2.3
pour montrer que les formules jolies sont cofinales dans des types p en question ;
quant à la propriété (4) de la Défintion 5.1.1, elle se montre par une réduction
au langage Lrings, où la propriété correspondante est claire.
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(AP), voir propriété d’amalgamation
automorphisme générique, 133

axiomatisable, 133
autosuffisant, fort, 16, 18, 22, 102, 110

base canonique (Cb), 37
bonne notion partielle de généricité, 134

cas noir
dans la fusion, 67
dans le contexte bicolore, 123

cas rouge
dans la fusion, 67, 69
dans le contexte bicolore, 123

clôture autosuffisante (clω), 25, 103, 111
collapse

pour (T0, T1) (contexte bicolore),
128

pour (T0, T1, T2) (fusion), 95
composante connexe, 15, 29
Conjecture de la trichotomie, vii
connexe, 15
construction affine admissible, 85
contexte bicolore, 110

abélien, 126
fortement minimal, 117

contexte de fusion, 22
abélien, 77
fortement minimal, 60

contrôle, 23, 102, 110
bon contrôle, 58

coordinatisation, 74, 79, 124
corps noir, 108
corps rouge, 109
corps vert, 139

DCF0, 136
définissabilité de l’orthogonalité, 74
définissabilité de l’orthogonalité, 124
dévier (au-dessus de A), 2
d-clôture (cld), 24
degré de Morley (DM), 10
dimensionnel, non-multidimensionnel, 77
d-indépendance ( |⌣

d
), 27

DMP, 13, 136

enveloppe, 78

Σ0-enveloppe affine, 82
affine admissible, 85, 124

espace homogène, 83
espace sous-homogène, 83

expansion
essentielle, 13
fortement minimale, 14

relativement triviale, 64
inessentielle, 13
préserve les multiplicités, 58
renforce la prégéométrie, 40, 60

extension
de base, 50
finiment engendrée, 30
générique, 30, 104
générique blanche, 112
générique rouge, 112
ne change pas la base, 50
parasite, 30, 104, 112
première, 30, 104, 112
primitive, 30, 104, 112

extension (plongement) libre, 50

famille
de paires de contrôle, 37
première, 113

famille admissible, 74
code p, 74

finiment engendré, 22
fonction de prédimension, 17
formule

à quantification bornée, 35, 41
jolie, 134
rang-complète, 35

par rapport à p, 34
fortement minimal, 10

théorie fortement minimale, 10
(localement) modulaire, 11
triviale, 11

ensemble fortement minimal, 11
fusion, 22

riche, 29

(HP), 14
hypothèse A, 44

inégalités de Lascar, 3, 48
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interne, 5

(JEP), voir propriété du plongement
commun

L∞,ω-équivalent, 15
Lemme de décomposition, 33, 104, 113
limite de Fräıssé, 15
longueur

d’un type admissible, 66
d’une extension première, 31

modèle monstre (C), 1
monobasé, 5, 77
multidimensionnel, 78

notion d’indépendance, 2, 43

p-poids (wp), 120
paire ℵǫ-magnifique, 49
paire κ-magnifique, 49
paire de contrôle, 37

de dimension e, 37
paire riche de fusions, 50
points rouges, points blancs, 110
prédimension, 102
prégéométrie, géométrie, 9

localement finie, 9
localement modulaire, 9
localement projective, 9
modulaire, 9
projective, 9
triviale, 9

prédimension, 22, 110
presque modèle-complet, 42
problème de n-amalgamation, 7

borné, 7
de fusions, 54

de fusions, 54
de modèles, 7
solution, 7

propriété d’amalgamation, 14, 28
propriété de n-amalgamation, 7

de modèles, 7
propriété du plongement commun, 14

quasi-endomorphisme, 12

rang
rang SU (d’un type), 3
rang SU (d’une formule), 4
rang U de Lascar, 10
rang de Morley (RM), 10

riche, 15, 16, 28, 103

Σ0-construction, 80
affine, 80

simple, 2
sous-modularité, 17, 24, 110
structure abélienne, 77
structure bicolore, 110

riche, 112
supersimple, 2
système indépendant, 6

de fusions, 54
de modèles, 6

théorème de Kim-Pillay, 3
théorème d’indépendance, 2
type

admissible (contexte bicolore), 122
admissible (fusion), 66
cosette type, 70, 123
générique g (fusion), 62
générique blanc (gb), 118
générique rouge (gr), 118
joli, 134
minimal, 12
parasite, 63
primitif, 63
régulier, 12
sous-groupe type, 69
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