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I Elasticité linéaire :

|.1. Inégalité de Korn sur une surface :
conséquence de |'inégalité de Korn tridimensionnelle

Travail en collaboration avec Philippe G. Ciarlet.



Inégalité de Korn classique

() C R® domaine borné et Lipschitzien.
['g C 0F2 de mesure relative non nulle.
L’inégalité de Korn :
|lull g o) < ClIVu + (Vu)" || 12(0).
pour tout w € Hp (4R3) == {v e H' (R3); v =0 sur I'p}.
(Duvaut et Lions[1976], Ciarlet[1988], Taylor[1996], ... )

Remarque. Changement de métrique entre ¢d(€2) et {¢d + u}(2) :

Vu + (Vu)ji—l—(Vu)T(Vu)

~~

partie linéaire



Inégalité de Korn en coordonnées curvilignes
O : Q C R?® — R3? immersion injective de classe C?
— {0(Q), (VO)I'VO} variété Riemannienne
P=0+u:Q— R = {®(Q), (VD)V}
Changement de métrique :

(VO)!'Ve — (VO)I'Ve = (VO)!'Vu + (Vu)TvQ +(Vu)!'Vu

\ .

2e(u)
L’inégalité de Korn sur M := ©(2) en coordonnées curvilignes :

lwll e any < Clle(w)||L2(an)

Yu € H%O(M; R3), ott 'y C OM de mesure relative > 0.



Inégalité de Korn sur une surface

0 : w C R? — R? immersion injective de classe C?
— {0(w), a(0),b(0)} surface plongée dans R3

¢=0+n:w—>R = {$(w) a(¢) b()}
Changement de métrique : a(¢p) — a(0) = 2v(n) + ...
Changement de courbure : b(¢) — b(0) = p(n) + ...

Les tenseurs v(n) et p(n) sont définis par leurs composantes

covariantes :

1
Yap (M) = 5(5’577 Qo+ 0um - ag)

Pap(n) = (Oapn —1'030,m) - a3
ou a, 0 € {1,2}.



L’inégalité de Korn sur la surface S := 0(w) :

||777||H1(S) + ||77VHH2(S) <C (H’Y(U)HL2(S) + HP(U)HL%S))

pour tout n =n, +n, € H. & H- (S;R?).

Bernadou & Ciarlet[1976], Ciarlet & Miara[1992], Blouza & Le Dret[1999]



Résultat principal du premier chapitre :

Théoreme 1 L’ inégalité de Korn sur une surface,

1M e sy + M0l m208) < C (HV(U)HL%S) T HP(U)HL%S))
Vne(H, ®H:)S;R?,

est une conséquence de l'inégalité de Korn sur une variété tridimension-

nelle,
Jull gy < Clle(w)|[rzry YV ue H%O(M5R3)-



Preuve :

1. Relevement de la surface
S =0(w)
a une variété tridimensionnelle
M, = O(9),

ou Q. :=wx]|—¢g,¢|,
ai N\ as

O(-,z3) := 0 + x3a3 avec az:= @y A ag]
1 2

Remarques :
a(y) == aq(0(y)), a = 1,2, forment la base covariante de Ty, S

associée a la carte 0.
Si € est suffisament petit = © immersion injective.



Preuve (suite) :

2. Relevement des champs de déplacements bidimensionnels
n=mn,+mn, € H, ©H: (SR’
a des champs de déplacements tridimensionnels :
u € H%O(MS;RS) - T :=0(0 " (y0) x [—¢,¢€])
par 'application F': n — u, ou

(07

u(-,x3) =n —x3(0.m - as)a”.

Remarques 1. On pose n(y) =n(0(y)), u(y,z3) = u(O(y,z3)).

2. Les relevements ci-dessus sont tels que

FP Ty (M) + 9%P77 por(n)

(eqj(w)) = (e(u)ij) =
0
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Preuve (suite) :

3. Si € est suffisamment petit, 'application F': n — u est un

isomorphisme entre les espaces
Vi(S):=H, @ H- (S;R?)
et
Vi (M) = {v € Hp, (M R®); (e(v))is = 0}

En effet : I est continue et injective,
F(H,, ® H7 (S;R%) = Vg (M.),

F~1 continue (Théoréme du graphe fermé).
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Preuve (fin) :

4. L’inégalité inverse + 1'inégalité de Korn tridimensionnelle en

coordonnées curvilignes

— l'inégalité de Korn sur une surface. [l

Remarque. L’isomorphisme F' entre les espaces
1 2
Vi(S):=H, ® H. (S;R?) et
Vir(M,) = {U < H%O(Ms;R?’); (e(v))i3 = 0}
avait déja été mis en évidence par Destuynder[1985] par une autre
démonstration et pour des raisons différentes.
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I Elasticité linéaire :

|.2. Inégalité de Korn sur des surfaces compactes sans bord
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Rappel. Inégalité de Korn sur une surface définie par une seule carte :

1m0l csy + [l m205) < C (VM) lz2cs) + le(n)]| L2 (S))

pour tout n =n_+mn,:S — R’ ol

n. € H'(S) est la composante tangentielle de n, . = 0 sur 'y C 9S;
n, € H?(S) est la composante normale de n, n, = 0,1, = 0 sur Iy ;

S := 0(w) est une surface définie par 0 : w C R? — R? de classe C3(©);

v(n) et p(n) sont respectivement les tenseurs linéarisés de changement
de métrique et de courbure entre 8(w) et (0 + n)(w).

Remarque. Les hypotheses faites sur n et @ assurent que
v(n), p(n) € L*(S).
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But : Montrer une inégalité de type Korn pour les surfaces sans
bord (sphere, tore, ...), qui sont forcément définies par

plusieurs cartes locales.
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Résultat principal du second chapitre :

Théoreme 2 Il existe une constante C' > 0 telle que
7l e oy e < C (v + o2,
pour tout f) € (H* @ H?)/F, ou
F={neH @& H";~(n) =pn) =0}

Convention : n€e H" @ H" ssin. € H™(S) et n, € H"(S5).

e On utilise ’espace quotient pour remplacer ’absence des
conditions au bord. Le modele de Koiter est alors bien posé sur cet

espace quotient.
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Preuve (en 4 étapes)

Point de départ :

Lemme 1 Soit S une surface compacte de classe C*, k > 1. Alors il

existe un nombre fini de cartes (0, w;)Y_| tel que

N
S = U Ht(wt),
t=1

otl, pour tout t € {1,..., N},

o w; C R? est un ouvert borné, de frontiére lipschitzienne,

e 0, :w; — R> est une immersion injective de classe C’k,

o 0.(w;) est ouvert dans S
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Preuve — étape 1

Pour chaque “petite” surface S; = 60;(w;) donnée par le Théoreme

précédent, on établit 'inégalité de Korn sans conditions au bord :

7|l (e @m2)s,) < C (HTIH(LQ@Hl)(St) + lv(m)llL2cs,) + ||:0(77)HL2(St))

pour tout n € H' ® H? (sans conditions au bord).
n

Pour ce faire, on utilise :
e I'inégalité analogue pour les surfaces définies par une seule carte

e I'équivalence des normes (pour une surface définie par une carte
fixée de classe C?) :

[ fllzm s,y ~ I|f © Ol mm ()
Il (amer)ys,) ~ |(Ma)ll(am < mm) w,) + 1131 57 (w;)

ou 1(p) = n;(z)a*(p) et p = 0;(x) € S.
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Preuve — étape 2

La somme (finie) des inégalités de 1’étape 1

+
N
1 llm ~ > N F sy
t=1
J

I’tnégalité de Korn “faible” sur S :

Mg < C U0z + vz + o) L2)
pour tout n =n.+n, € H'(S) ® H*(S).

19



Preuve — étape 3

On établit (en raisonnant par ’absurde) I'inégalité de type Korn abstraite :

Lemme 2
On se donne deux espaces de Banach (E, || -|)) C (E, |- ||o)
et une seminorme | - | sur E tels que :

o (E,||- )= (E,| -llo) avec inclusion compacte,

o cz| < lz|l < co(llzllo + |2]), V = € E.

Alors il existe C > 0 tel que
|2l g/r < Cl2|g/r VI € EJF,
o
Fi={zeE; s =0},
2] g/ p = itz ; = € £},

2/ p = inf{|z|; z € 2}.
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Preuve — étape 4
On applique le Théoreme précédent au cas suivant :
E=H'oH?CE:=L°¢ H',
| = (lvm)llzz +[lp(n)llL2)-
Les hypotheses de ce Théoreme sont satisfaites :
H'® H? c L? @ H' compacte (classique),
n| < clnllegr?, (facile a vérifier),

0l Eremz < co(|nllL2grr +[nl) (Korn “faible” — étape 2).

On obtient ainsi I'inégalité de Korn pour les surfaces compactes
sans bord :

lillapssreye < (18l momr) i€ (H' o HY)/F. O
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Lemme du mouvement rigide infinitésimal

L’espace
F={neH'®H”; y(n)=p(n) =0}
(qui apparait dans I’espace quotient) est de dimension 6 :

Lemme. Soit S une surface réquliére de classe C3. Alors

Fz{pESr—>c+d/\079; c,dER?’}.

Preuve : S = J,.; 5 = U,;c; 0i(w;).
1. Soit n € F. Lemme du mouvement rigide infinitésimal sur chaque S;
= N, = Ci +d; N\ p.

2. Par un argument de dimension, on montre que
C; = Cj et dz = dj sur Sz ﬂSj.

3. S connexe = c¢; et d; ne dépendent pas de 7. []
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Remarques : Le lemme du mouvement rigide infinitésimal

— reste valable pour des surfaces régulieres générales (pas forcément

compactes) ;

— reste valable pour des surfaces de classe W?2:*°. Il suffit d’utiliser

localement (pour chaque 5;) le lemme du mouvement rigide
infinitésimal de Blouza-Le Dret[1994].
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II Géométrie différentielle

I1.1. Immersions isométriques d'un espace de Riemann sous
des hypotheéses faibles de régularité
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Position du probleme :

Définition 1 Une application différentiable F' : (M,g) — (IN,h) entre
deur espaces de Riemann est isométrique si pour tout p € M, [’applica-
tion linéaire tangente T, F' : T, M — Tp, N conserve le produit scalaire,
1.€.

hE(p)(TpF(u), T,F(v)) = g(p)(u,v) YV u,v€T,M.

Remarque : F' isométrie = F' immersion.
Dans ce qui suit :
o (N, h) est 'espace euclidien d-dimensionnel identifié & R,
o M = Q est un ouvert de R? et la métrique g est donnée par ses
composantes covariantes (g;;) dans la base canonique.
Dans ce cas, O : Q — RY est une isométrie ssi

0;0(x) - 0,0(x) = ¢g;i(x) Vae.
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Conditions suffisantes pour I'existence (locale ou globale) d’une immer-
sion isométrique F : (Q, g) — R%?
1. Le tenseur de courbure de Riemann s’annule (cond. necéssaire).

2. Conditions sur la régularité de la métrique.

e Si (g;5) € C?(;S9) le résultat est classique (Cartan[1928], Spi-
vak[1979],...). Le résultat est global lorsque €2 est connexe et simplement
connexe (Klingenberg[1973], Ciarlet et Larsonneur[2002],...)

e Si (gi5) € CH;S%) le résultat reste vrai (Hartman & Wint-
ner[1950], C. Mardare[2003]).

Objectif : affaiblir davantage I’hypothese sur la régularité de la
métrique : (gi;) € W0 (€;S9).

Motivation : en élasticité non-linéaire, prendre la métrique comme in-

connue, au lieu de I'immersion (déformation en élasticité). C’est une idée

qui remonte & Antman[1976].

26



Le résultat principal du troisieme chapitre :

Théoréme 3 Soit Q C R? un ouvert connezxe et simplement conneze.
On considere une métrique définie sur £ par un champ de matrices
(gij) € Wlifo (€2;S%) dont le tenseur de courbure de Riemann s’annule
au sens des distributions.

Alors il existe une application © € Wli’fo(Q;]Rd), unique aux
isométries de R? pres, telle que

(%@ . (%@ — Gij dans €).

Corollaire. Si de plus (g;;) € WH>(Q;S2), (gi5)~ ! € L>®(Q;MY), et le
diamétre géodésique de l'ouvert Q est fini, alors © € W2°°(Q; R?).
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Un résultat intermédiaire :

Lemme. Soit Q C R? un ouvert connezxe et simplement conneze, soit
20 € Q, et soit YO € M%'. On se donne des champs de matrices A,, €
L (MY et B, € L (M%), oo € {1,2,...,d}, tels que

loc loc

OaApg + AgAg = 05An + AgA, dans D' (Q; M),
OaBg + BaAg = 03By + BgA, dans D'(; M),

(i) Alors il existe une solution unique Y € Wl’OO(Q; M%) du systéme

loc
0.Y =Y A, + B, dans D'(£; Mq’l),
Y(z") =Y.
(i) Si de plus le diamétre géodésique de l’ensemble Q) est fini et A, €

L (; MY, B, € L*°(Q; M%), alors la solution' Y du systéme ci-dessus
appartient a l’espace W2 (Q; M),
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Preuve

Soit f € L _(R®). Alors il existe un ensemble Xq C R de
( ) loc

mesure nulle tel que

Tq+e€
f(-,Tq) € Li (RY1) et lim i/ // f(z',2q) — f(2',Zq)|dx =0

e—0 2¢e e

pout tout ouvert borné w' C R~ et tout T4 € R \ Xg.

(ii) On construit un ensemble A, dense dans €2, tel que VT € A,V 7 > 2,

T, te
g%%/ /wT 1 T T, T. ) — Aoz, Tr, T )| d21. » =0,
Tr+e
&1151)2—8/:6 /wT 1 T, %, T.)— Ba(z. ,Tr,7..)|dr1. 7 =0,
ol wy :=|[,_1(@i — €, T +€;) et W, C L.
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Preuve (suite)
(iii) Pour 8 =1,2,...,d, on construit Yz € W1 (wg; M%) t. q.
8aY5 = Yﬁzzla + Ba Vace {1, 2, ...,6},
Yﬁ(f) =Y.
ot A, := A B, = Ba|w5 et Y € M9,

La solution sur w := wy sera alors Y =Y.
Soit B fixé. On construit Y a ’aide d’une suite de solutions approchées,

oc|w57
définie par récurrence (par convention Yy :=Y) :
Yﬁo =0,
Yﬁn_’_l(%l, c. ,:135) = Yﬁ_l(xl, c. ,335_1)

Lp

a3 _ _
—|‘/ (YﬁnAg+B5)($1,...,$5_1,t5)dt5.
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Preuve (suite)

On montre par récurrence que Y3 € Wh>(wg) V n € N, et que
Vn>21ona:

0o Y5 (1..8) = (Y3 ' Aa + Ba)(71..8).

g ~ ~ o~
+/_ {(aayg—l — YA, - Ba)Aﬁ} (z..,tg)dtg

g
a3 — —
- /_ {05 = v572) (Apda — Audp) | (. ta)dts,
g
0pY 5 (w1..5) = (Y3~ Ap + Bp)(1..9).

onac{l,2,...,0-1}

La solution Y3 sera alors la limite de YB” dans la norme L°°.
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Preuve (fin)

(iv) On a trouvé ainsi une solution locale avec la condition “initiale”
dans un point de A (étape (ii)). Par un argument de passage a la limite,
on montre que 'on peut trouver une solution locale avec la condition

“Initiale” dans un point arbitraire de ().

(v) Pour définir une solution globale, on “colle” les solutions locales
le long des chemins qui unissent les points z° aux autres points de €.
Grace au résultat d’unicité (démontré auparavant) et au fait que (2
est simplement connexe, on montre que la définition ne dépend pas du

chemin. []

Le lemme précédent permet de montrer le résultat annoncé, a savoir :
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Théoreme. Soit QO C RY un ouvert conneze et simplement connexe.
On considere une métrique définie sur ) par un champ de matrices

(9i) € Wlifo (Q;S‘i) dont le tenseur de courbure de Riemann s’annule

au sens des distributions.

Alors il existe une application © € Wli’fo(Q;]Rd), unique aux

isométries de RY preés, telle que

(%@ . (%@ — Gij dans €).

Rappel : Le tenseur de courbure de Riemann est donné par ses

composantes

ou Ffj sont les symboles de Christoffel.
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Preuve :
Soit I'; : © — M défini par I'; = (Fffj)
(i) On résout d’abord le systeme de Pfaff
0;,F = FT'; dans €,
F(a®) = O, (I1.1)
ot F¥ € M? est une matrice qui satisfait (F)TFY = (g;;(2?)).
Pour ce faire, on applique le Lemme précédent (avec A, = I'; et
B, = 0). En effet, les hypotheses du théoreme assurent que I'; € LS et

loc

que les conditions de compatibilité sont satisfaites (car R’ ik = 0).

(ii) On résout ensuite le systeme

0;0 = g, dans (), ou g, est la i-eme colonne de F,

o) — 6" (I1.2)
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Preuve (suite)

Comme F' est solution du systeme de Pfaff (cf. étape (i)), on a :

g; € Wlf)fo C L™

loc?
Tk, Tk _—
0;g; = Fjigk: — Fz’jgk = az'gj :
L’existence et 1'unicité de la solution © est donc assurée par le Lemme
précédent (avec A, =0 et B, =g;).
(iii) On montre enfin que 'application © est bien une isométrie : les

champs de matrices (g, - g;) et (g;;) satisfont tous les deux le systeme :

O X = XTI, + T'L X dans D' (Q; M),
X (2") = (gi;(z")) dans M,

L’unicité de la solution de ce systeme montre que © est une isométrie.
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II Géométrie différentielle

[1.2. Théoreme fondamental de la théorie des surfaces sous
des hypotheéses faibles de régularité
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Le résultat principal du quatrieme chapitre est le suivant :

Théoréme 4 Soit w C R? un ouvert connexe et simplement connexe.
. 1,
On se donne deuzr champs de matrices (ang) € W7 (w;S2) et (bag) €

loc

> (w;S?) satisfaisant ensemble les équations de Gauss et de Codazzi-

Mainardi au sens des distributions.

. . . . 2
Alors il existe une immersion @ € W=

loc (W7R3)7 UNIqUe QUL

isométries propres de R> prés, telle que les champs de matrices (aqg) et
(bag) sont respectivement les composantes covariantes de la premiére et

de la deuxieme forme fondamentale de la surface immergée S = @(w).
Corollaire. 57 de plus le diametre géodésique de 'ouvert w est fini, ang €

W2 (w), bag € L®(w), et (ang)~! € L®(w,M?), alors l’application 6
appartient a espace W% (w, R3).
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— Dans le cas ou (ang) est de classe C? et (byg) est de classe C*, le
résultat est classique (Stoker[1969], Klingenberg[1973], do Carmo[1976],
— Hartman et Wintner[1950] ont montré que le résultat reste vrai si
les régularités sont C', respectivement C°. Les équations de Gauss et

Codazzi-Mainardi sont alors écrites sous une forme intégrale.

Rappel : Les équations de Gauss :
8'YF;,3 — 8BF —|— FGQF — baﬁbT ba’ybg 1I1 w,

Va,B,v, 1€ {12}

oz'y aﬁ

Les équations de Codazzi-Mainardi :
({%baﬁ — Fg,ybgﬁ == c‘%bm Faﬁb oy in W,
Va,pB,ve{l,2}.
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Preuve (mémes techniques que celles du chapitre précédent)

1. On définit les champs de matrices I'y, : w — M? par
Ior Taz —bg
Poi=|[ Te1 Ty -0
bal ba2 0

et 'on montre que le systeme d’équations de Gauss et de Codazzi-
Mainardi est équivalent a I’équation matricielle :

0ol g+ Tl = 05T + Tl dans D'(Q; M?).

On se donne également un point y° € w, un vecteur 8° € R3 et une

0

matrice F¥ dont les colonnes a! sont telles que

0 0

0 0 0 0 aj N\ as

a, - ag = a’aﬁ(y )7 as .= |a0/\a0|'
1 5
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Preuve (suite)
2. On résout d’abord le systeme
0o F = FT, dans D' (w; M?),
0 (IT.1)
F(yo) = I,

(les coefficients Ty, € LS (w, M?) satisfont les hypotheses du Lemme sur

les systemes de Pfaff grace a I’étape 1), puis le systeme

0,0 = a, dans w,

0140 — 6 (I1.2)

(les coefficients a, € Wlifo (w, M) satisfont les hypotheéses du méme

Lemme car

Oaap =10 a5 +bogas = dga, = I'j,a0 + bgaas = Jpa,.
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Preuve (fin)

3. Par les memes techniques que celles utilisées dans le chapitre
précédent, on montre que les champs (aq3) et (bog) sont respectivement
les composantes covariantes de la premiere et de la deuxieme forme

fondamentale de la surface immergée S := 0(w).

4. L'unicité de 0 aux isométries de R? pres est une conséquence de 'uni-
cité des solutions des systemes (II.1) et (IL.2). ]
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Remarque. Le résultat de Hartman et Wintner[1950] (pour (a.g) € C*
et (bag) € CY) est une conséquence du Théoréme précédent car les
équations de Gauss et Codazzi-Mainardi (comprises au sens des distribu-
tions) sont équivalentes aux équations intégrales proposées par Hartman

et Wintner, a savoir :

/ (T7 dyr+T o dys) — / (T9,T7, — T%,T7, — barbl + basb]) dy
J domdJ

et

/(ba1dyl + ba2dy2) = / (I'a1bo2 — T'oabo1) dy
J domdJ

pour toute courbe Jordan J de classe C? incluse dans w. Ici, domJ

désigne 'ouvert borné qui a comme frontiere la courbe J.
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