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Introduction

Mes recherches ont porté sur la géométrie et ’analyse sur les variétés
riemanniennes compactes de dimension > 4. Dans ce rapport?, j’ai regroupé
mes travaux suivant quatre themes principaux :

1. Les formes doubles : Notre objectif initial était 1’étude du produit

extérieur sur les formes doubles, dit produit de ”Kulkarni-Nomizu”,
en vue de pouvoir manipuler des courbures d’ordre supérieur. En par-
ticulier, les courbures de Gauss-Bonnet-Weyl, les (p, ¢)-courbures et
les opérateurs de courbure de Weitzenbok. Pour illustrer cette idée,
signalons que l'intégrand de Gauss-Bonnet, qui a la réputation d’étre
une expression trés compliquée, s’écrit tout simplement comme une
puissance du tenseur de courbure (vue en tant qu’une forme double).
Aussi, 'exemple de 'opérateur de courbure qui apparait dans la for-
mule de Weitzenbok est significatif, voir chapitre 4.
J’ai aussitot constaté que cette étude a son intérét propre. Les formes
doubles se présentent naturellement comme une généralisation des
formes différentielles. Il s’agit alors de généraliser toute la théorie clas-
sique aux formes doubles. C’est un domaine qui & mon avis reste encore
largement inexploité.

2. Courbures de Gauss-Bonnet-Weyl et généralisations : Les cour-
bures de Gauss-Bonnet-Weyl sont les invariants de courbure qui ap-
paraissent dans la célebre formule des tubes de Weyl. Elles forment
une interpolation entre la courbure scalaire usuelle et I'intégrand de
Gauss-Bonnet.

On a démontré que les courbures totales associées satisfont, comme
pour le cas de la courbure scalaire totale, des formules de variation re-
marquables. Celles-ci donnent naissance a des tenseurs a divergences
nulles du méme type que le tenseur d’Einstein usuel. Ces résultats

2Dans tout ce texte, les références concernant mes travaux sont repérées par les lettres
bk L ”
a’.



nous ont amené naturellement a des généralisations du probléeme de
Yamabe pour la courbure scalaire et des variétés d’Einstein.

Par ailleurs, on a généralisé la formule d’Avez pour l'intégrand de
Gauss-Bonnet en dimension 4 aux dimensions supérieures. On en a
déduit en particulier, sous certaines hypotheses géométriques, la non-
négativité des courbures de Gauss-Bonnet-Weyl. Ces hypotheses se-
ront ensuite caractérisées géométriquement & ’aide des (p, ¢)-courbures.
Ces dernieres généralisent en méme temps les p-courbures et les cour-
bures de Gauss-Bonnet-Weyl. On a démontré également un théoreme
de Schur pour ces courbures et étudié leurs propriétés géométriques.

. Positivité de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl : La
seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl, notée h4, est un invariant
scalaire qui est quadratique en R : le tenseur de courbure de Riemann.
Précisément,

1
ha = IRI = R + 7RI

Une propriété importante de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl est qu’elle est non-négative pour les métriques d’Einstein. D’ott
Iintérét majeur de classifier les variétés de dimension > 4 admettant
une métrique a seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl non-négative.
Ceci est un grand projet de recherche et se présente comme la suite
naturelle du probleme similaire sur la courbure scalaire.

On a alors utilisé les techniques de chirurgies, submersions rieman-
niennes et des actions de groupe de Lie pour construire des classes de
métriques & seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl positive. Aussi
nous avons pu établir des liens avec la positivité de la courbure section-
nelle, de la courbure isotrope et de la p-courbure. Les résultats obtenus
montrent une forte analogie entre le comportement de la positivité de
la courbure scalaire et celle de hy. Voici quelques exemples :

(a) La classe des variétés compactes & hy > 0 est stable sous chirur-
gies en codimension > 4.

(b) Pour les variétés compactes qui sont les espaces totaux pour des
submersions riemanniennes, il suffit que les fibres soient & hy > 0
pour pouvoir construire une métrique a hy > 0 sur l'espace total.

(c) Soit n > 5. Tout groupe de présentation finie peut étre réalisé
comme le groupe fondamental d’une variété de dimension n a
hg > 0.

En contre partie, il y a des différences subtiles entre la positivité de
ces deux courbures. En effet, on sait qu’une variété compacte admet-



tant une métrique a courbure sectionnelle négative ne peut pas porter
de métriques & courbure scalaire positive (c’est un résultat de Gro-
mov). En revanche, il n'y a pas de probléeme d’incompatibilité entre
la négativité de la courbure sectionnelle et la positivité de hy. Ceci
est illustré tout simplement par l'exemple d’une variété a courbure
constante négative arbitraire !.

. Courbure isotrope positive : La courbure isotrope a été introduite
par Micallef et Moore pour les variétés de dimension > 4. Cette cour-
bure joue le méme role dans 1’étude de la stabilité des 2-spheres har-
moniques et dans celle des surfaces minimales, que celui exercée par
la courbure sectionnelle dans I’étude de la stabilité des géodésiques.
L’éxistence d’'une métrique riemannienne & courbure isotrope positive
sur une variété compacte entraine ’annulation des groupes d’homoto-
pies m; (M) pour 2 < i < [n/2].

On a établi une relation étroite entre la courbure isotrope et la (n—4)-
courbure, ou n est la dimension de la variété en question. En effet, ces
deux courbures se distinguent seulement par un terme en la courbure
de Weyl, et par conséquent, elles coincident dans le cas conformément
plat. J’ai alors utilisé cette analogie pour adapter mes résultats de
these sur la p-courbure au cas de la courbure isotrope.
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Chapitre 1

Les formes doubles

Le tenseur covariant de courbure de Riemann est antisymétrique par rap-
port aux deux premiers variables ainsi que par rapport aux deux derniers.
On pourra alors le considérer comme une forme bilinéaire sur 1’espace des
bivecteurs. C’est un exemple typique d’une forme double symétrique d’ordre
(2,2).

Un deuxieéme exemple est le tenseur de Thorpe [44, 42]. C’est un tenseur de
courbure d’ordre supérieur ayant pour courbure sectionnelle les courbures
de Gauss-Kronecker. Celui-ci présente les mémes propriétés d’antisymétrie
par rapport aux p-premiers variables et par rapport aux p-derniers. C’est
une forme double symétrique d’ordre (p,p). Un troisieme exemple significa-
tif de forme double symétrique est 'opérateur de courbure de Weitzenbok.
Ce dernier sera étudié dans le chapitre 4.

D’autres exemples naturels de formes doubles en géométrie riemannienne
sont la courbure de Ricci, le tenseur d’Einstein, le tenseur de courbure de
Weyl, le tenseur de Schouten, la seconde forme fondamentale,....

Le produit extérieur usuel sur les formes se généralise naturellement aux
formes doubles. On obtient alors le produit dit de ”Kulkarni-Nomizu”.

Ce produit a le mérite de rendre maniable des expressions naturelles, mais
compliquées, en la courbure de Riemann. Un exemple signifiant est I'intégrand
de Gauss-Bonnet. Il s’écrit tout simplement, & une constante pres, comme
une puissance du tenseur de courbure de Riemman. Un autre exemple est
Iopérateur de courbure de la formule de Weitzenbok, voir chapitre 4.

Les formes doubles ont été introduites pour la premiere fois par De Rham,
ensuite reprises et dévoloppées dans les années 70 par Kulkarni [20], No-
mizu [35], Gray[13], Kowalski [19].... Elles sont aussi étudiées en physique
mathématique, voir les travaux récents de Senovilla [39] et les références qui
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y sont citées.

Dans ce chapitre, on se propose de présenter notre contribution dans ce su-
jet. Il s’agit essentiellement de résultats techniques mais d’utilité majeure
pour la suite de notre étude.

Pour fixer les notations commencons par les définitions :

Soit (V, g) un espace vectoriel Euclidien (orienté) réel de dimension n. Dans
la suite on identifiera, sans le signaler, les espaces vectoriels et leurs duaux via
les structures Euclidiennes. Soit A*V = B> APV (resp. AV = 50 APV)
I’algebre des p-formes (resp. p-vectors) sur V. En prenant des produits tenso-
riels, on définit 'espace des formes doubles D = A*V @ A*V = @p’ o0 DVt
ou D1 = A*PV @ A*MV. C’est une algebre bi-graduée associative, ou la
multiplication est notée par un point, celui ci sera omis des que convenable.
Rappelons que tout élément du produit tensoriel DP? = A*PV ® A*1V peut
étre canoniquement identifié a une forme bilinéaire APV x AV — R. Ceci
étant une forme multilinéaire antisymétrique par rapport aux p-premiers
arguments ainsi qu’aux g¢-derniers. Sous cette identification, le produit de
wy € DP9 et wy € D™° est donné par

wW1.w2 (1 A coe A Zpar, Y1 A oo A Ygps)

1
= m Z 6(0’)6(p)w1($0(1) N e NZo(p)s Yp(a) /N - N yp(q))
Y 0€Spir,pESgts

W2(To(pr1) A A To(pir)s Yp(gr1) N - A Yp(gts))-

En particulier, le produit du produit scalaire g avec lui méme k-fois détermine
le produit scalaire canonique sur APV. Précisément on a

GEL A AT YL A A yg) = k! det[g(x;, y;)]-

1.1 L’application de multiplication par ¢*

L’application de multiplication par ¢* dans D joue un role fondamen-
tal dans I’étude des formes doubles. On a montré le résultat suivant qui
généralise un lemme di & Kulkarni [20] dans le cas k =1 :

Proposition 1.1.1 ([La7]) L’application de multiplication par g* est une
application injective sur DP9 deés que p+q+ k <n + 1.

Ce résultat nous a permis d’une part de simplifier des calculs autrement tres
compliqués, voir chapitre 3 et d’autres exemples de calculs simplifiés dans
[La7, Lall], et d’autre part de mieux comprendre la structure de 1’algebre

11



des formes doubles.

Une deuxieme application fondamentale dans D est I’application de contrac-
tion c. Elle envoie PP sur DP~ 1971 et elle est ’adjointe de la multiplication
par g comme on le verra dans la section ci-dessous.

Ces deux applications ne commutent pas en général. Dans [La7] on a établi
apres un calcul délicat, une formule explicite pour la différence c*g! — g'cF.
Cette formule a été 'ingrédient principal dans 1’élaboration de la proposi-
tion précédente.

Signalons au passage que, contrairement a toute impression spontanée, notre
proposition ne peut pas étre obtenue par de simples applications successives
du lemme de Kulkarni.

Passons maintenant au produit scalaire sur D. Le produit scalaire cano-
nique sur A*™V induit naturellement un produit scalaire sur les espaces
DP% = APV @ A*?V. On le notera par <, >.

On étend <, > a D en posant DP9 L D™ si p # r ousi g # s.

Dans la proposition suivante on a montré que la contraction dans D est
I’adjointe de la multiplication par g :

Proposition 1.1.2 ([La7]) Pour tout wi,ws € D on a

< gwi,ws >=< wy, cwy > . (1.1)

En particlier, pour tout k > 1, on a < gFwi,ws >=< wy, Fwy >.

1.2 L’opérateur de Hodge généralisé

On suppose que 'espace V est orienté. L’opérateur de Hodge * : APV* —
A"TPV* g’étend de maniere naturelle pour donner un opérateur linéaire * :
DP9 — D" P4 Pour w = 61 ® f2 on pose

xw = x0] ® x05.

Notons que *w(.,.) = w(*.,*.) en tant que forme bilinéaire. Plusieurs pro-
priétés de 'opérateur de Hodge usuel se généralisent alors naturellement,
voir [La7, La9].

L’ opérateur de Hodge généralisé s’est révélé un outil tres utile dans notre
étude et nous a permis, en particulier, d’ établir une deuxieme formule simple
reliant 'application de contraction ¢ & la multiplication par g :
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Proposition 1.2.1 ([La7]) Pour tout w € D, on a

Jw = *C* W. (1.2)

k

En particulier, pour tout k > 1 et w € DPP, on a gFw = xc* x w.

Mentionnons au passage que l'opérateur de Hodge peut étre étendu aux
formes doubles selon deux autres manieres supplémentaires. Pour w comme
ci-dessus on pose *jw = *x01] ® Oy et xow = 01 ® *x05. Les opérateurs ainsi
obtenus ont l'inconvénient de ne pas conserver la symmétrie mais ils ont
leurs intéréts propres. Voir les travaux récents de [39] pour des applications
en physique mathématique de ces différentes extensions.

1.3 Décomposition orthogonale

Notre objectif ici est de généraliser, aux tenseurs de courbures d’ordre
supérieur, la décomposition standard du tenseur de courbure de Riemann
R, qui rappelons le affirme que :

1 1

(e(R) ~ —g.A(R)g + 5

2n(n —1)

R=W + Z(R).¢%

n—2
Ou W, cR et ¢?R désignent réspectivement les courbures de Weyl, Ricci et
la courbure scalaire.
On se place, comme on l'a fait jusqu’ici, dans le cadre algébrique. Re-
marquons que pour wj € kerc, gws € gDP? et en utilisant (1.1), on a
< w1, gwe >=< cwi,wy >= 0. On obtient alors (pour des raisons de dimen-
sion) la décomposition orthogonale DPtL4+l = Kerc @ gDP4, et ceci pour
tout p, ¢ > 0 tels que p4+qg < n—1. Si on note par EP? le noyau ker ¢ C DP9,
on obtient par conséquent la décomposition orthogonale suivante de DP9 :

DPa — EPa ® ngfl,qfl ® QQEP*ZQ*Q D...P gT'Ep*T,q*T7 (13)

ou 7 = min{p, ¢}. Pour une forme double donnée, on a pu établir une for-
mule explicite pour ses différentes composantes suivant la décomposition
précédente comme suit :

Théoréme 1.3.1 ([La7]) Suivant la décomposition orthogonale (1.8), toute
w € DPP se décompose comme suit

w=wp+ g.wp—1+ ... + g’.wo,

13



ot wo = P eP(w), et pour 1 <k <p ona

_ (n—p—k) )" gcpkr
7(p—k)!(n—2k) +Z rl —2]{:4—2—}-1)7" +( )

On retrouve, en particulier, la décomposition standard citée ci-dessus du
tenseur de courbure de Riemann pour p =2 et w = R.

Notons par ailleurs que pour w € DP?, la composante w, = conw dépend
seulement de la classe conforme de la métrique g. Elle généralise alors le
tenseur de courbure de Weyl. Cette constatation a amené Nasu a étudier
dans [32] une généralisation des variétés conformément plates : les variétés
g-conformément plates. Celles-ci sont caractérisées par 'annulation de la
composante wo, du tenseur de courbure de Gauss-Kronecker RY.

Enfin, signalons que la décomposition précédente n’est pas en général irréductible
sous ’action du groupe orthogonal. Ceci étant essentiellement dii au fait que
les sous-espaces vérifiant la premiere identité de Bianchi sont invariants, voir

[20].

1.4 L’algebre des structures de courbure

Notons par CP les éléments symétriques de DPP. Suivant Kulkarni, on
définit ’algebre des structures de courbure comme la sous-algebre commu-

tative C = P, C

Rappelons que la premiere somme de Bianchi, notée ici par B, envoie

DP9 dans DPT14~1, Le noyau kerB est stable par la multiplication dans D.
On appelera alors la sous-algebre commutative C; = C N kerB, l'algebre des
structures de courbure vérifiant la premiere identité de Bianchi.
Notons par EY les éléments & trace nulle dans C7. Il est utile de mentionner ici
que Kulkarni [20] a démontré que E¥ est irréductible sous 'action du groupe
orhogonal. Il en a par conséquent établi la décomposition orthogonale de C}
en composantes irréductibles comme suit :

CP=E's gE‘f*1 @ gQEf*2 ® ... 0 gPEY.

Comme pour le cas du tenseur de courbure de Riemann, toute structure
de courbure w € C; est completement déterminée a partir de sa courbure
sectionnelle. De plus, une structure de courbure w € CP satisfait la premiere
identité de Bianchi si et seulement s’il en est de méme pour *w. Nous avons
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utilisé ces constatations pour établir une formule explicite pour 'opérateur
de Hodge. Le résultat est :

Théoréme 1.4.1 ([La7]) Soitw € CY et 1 <p <n, alors on a

p _
(_1)r+p gn 2p+r .

*W = E Cc w
| — !
r=max{0,2p—n} " (TL 2p+ 7’).

De plus, suivant la décomposition (1.3), pour w = f:o g"w; on a :

mln{pvnfp}

sw= > (p—i)(-1)

=0

1 i
—p—i,.
(n—p—1)! I ’
Remarquons que pour n = 2p, opérateur de Hodge généralisé ne dépend
que de la classe conforme de la métrique g. En effet, les termes ¢"c¢"w restent
inchangés apres un changement conforme de la métrique.

1.5 La seconde somme de Bianchi et 'opérateur
Hessien généralisé

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et 7,,M son es-
pace tangent au point m € M. On notera aussi par D4, CP CY... les fibrés
vectoriels sur M ayant pour fibres en m, les espaces DP4(T,,, M), CP(T,, M),
CH(TmM)....

On remarque que tous les résultats algébriques précédents sont encore va-
lables sur ’anneau des sections de ces fibrés. Le produit scalaire des sections
étant bien évidemment le produit scalaire intégral.

La seconde somme de Bianchi D envoie DP¢ dans DP9, Sa restriction a
DPO coincide avec —d, ol d est opérateur de dérivation extérieur sur les
p-formes. Une deuxitme extension naturelle de d est Popérateur D. Il est
analogue & D mais en revanche envoie DP4 sur DP4F!. Précisément, pour
w € DP9  on pose

g+1

(Dw) (21 Ao ATp, Y1 Ao AYgi1) = Z(—l)jvij(xl/\.../\xp, YIA NG NYg41)-
j=1

Notons qu’en général, contrairement & la dérivation extérieure ordinaire, on
n’ani D? =0 ni D? = 0.
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On introduit maintenant l'opérateur § = ¢D + De qui est défini sur les
formes doubles et généralise 'opérateur d classique sur les formes. Par un
calcul direct on a montré que :

Proposition 1.5.1 ([La9]) Soient (M, g) une variété riemannienne orientée,
D sa seconde somme de Bianchi, et x ['opérateur généralisé de Hodge. Alors,
pour toute (p,q)-forme w sur M telle que p > 1 on a

dw = *D * w.

De plus, si M est compacte, Uopérateur (—1)PH1+w+a(n—r-a)5 . pr+la _,
DP9 est l’adjoint formel de lopérateur D.

Cette derniére proposition étend aux formes doubles un résultat classique
pour les formes différentielles.

D’une maniere similaire, on introduit I’opérateur 6 = ¢D + Dec. Alors pour
toute (p, q)-forme w avec ¢ > 1 on montre que dw = D xw. Aussi, pour une
variété compacte, I’adjoint formel de D est opérateur (—1)q+1+(P+Q)(n*P*q)5 :
Dpatl _, Dpq,

Finalement, en combinant les opérateurs précédents, on définit I'opérateur
DD + DD qui envoie, pour tout p, C? dans CPT1. 11 généralise 1'opérateur
Hessien usuel sur les fonctions (p = 0).

Il est remarquable que ce Hessien généralisé apparait naturellement dans la
premiere variation du tenseur de courbure de Riemann une fois considéré
comme une forme double symétrique, voir chapitre 2. Son adjoint formel est
donné, d’apres ce qui précede, par

(=1)"P=071[§6 4 66] = (—1)"P+D « [DD + DD]x : CPT1 — P, (1.4)
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Chapitre 2

Les courbures de
Gauss-Bonnet-Weyl

2.1 Introduction

Les fonctions symétriques paires sur les valeurs propres de la seconde
forme fondamentale d’une hypersurface de ’espace Euclidien sont intrinseques.
Elles peuvent alors étre définies pour n’importe quelle variété riemannienne
et on les appelle alors courbures de Gauss-Bonnet-Weyl. Elles forment une
interpolation entre la courbure scalaire usuelle et l'intégrand de Gauss-
Bonnet et apparaissent toutes dans la célebre formule des tubes de Weyl
[45].

Ces courbures généralisent naturellement la courbure scalaire. De plus, elles
ont le mérite de satisfaire une formule de variation semblable a celle satis-
faite par la courbure scalaire. Cette formule donne naissance a des tenseurs
d’Einstein généralisés, dits d’Einstein-Lovelock. Ils sont également, comme
le tenseur d’Einstein usuel, a divergence nulle.

On va tout d’abord commencer par la définition précise des ces courbures,
ensuite on donnera quelques exemples pour mieux situer ces invariants parmi
les autres courbures bien connues.

Soit R le tenseur de courbure de Riemann d’une variété riemannienne (M, g)
de dimension n. On note par RY le produit de R avec lui méme ¢-fois dans
I’anneau de courbure. Soulignons que les tenseurs RY coincident avec les
tenseurs de courbure de Gauss-Kronecker.

Il n’est pas inutile de rappeler que R, ainsi que tous les tenseurs g’ R? et
xgP R1, satisfont la premiere identité de Bianchi.

Pour 1 < 2q < n, la (2q)-iéme coubure de Gauss-Bonnet-Weyl, notée par

17



hag, est la contraction complete du tenseur R?. Précisément, on pose

1
hgq = CZqRq .

(29)!

La dénomination de ces courbures est justifiée par les faits suivants :
Notons que hy = %C2R est la moitié de la courbure scalaire. Pour n paire
(n = dim M), la courbure h, coincide, & un facteur constant pres, avec
I'intégrand de Gauss-Bonnet. De plus, pour tout k£, 1 < 2k < n, la courbure
hoy, coincide, a un facteur constant pres, avec les invariants de courbures qui
apparalssent naturellement dans la formule des tubes de Weyl.

Signalons enfin qu’en utilisant la formule explicite de I'opérateur de Hodge
généralisé, on peut réécrire ces courbures comme suit :

—2
hag = * T

(n—2q
Voici, ci-dessous quelques exemples, pour plus de détailles voir [La7, La8] :
— Soit (M, g) une variété riemannienne a courbure sectionnelle constante
A, alors pour tout g, la courbure hg, est constante et égale a
Aln!

hoyy = ———.
2 24(n — 2q)!

— Soient (M, g) une hypersurface de 1'espace Euclidien et \; < Ay <
... < Ap les valeurs propres de sa seconde forme fondamentale B en un
point donné. Alors en ce point on a,

(29)!
hog = T A,

24
1<i1<...<izg<n

Par conséquent, les courbures ho, coincident, a un facteur constant
pres, avec les fonctions symétriques s9, des valeurs propres de B.

— Soit (M, g) une variété riemannienne conformément plate. Il est bien

connu que son tenseur de courbure est alors déterminé par le tenseur
de Schouten h, précisément R = gh.
Un calcul direct montre que les courbures hg, coincident, a un fac-
teur constant pres, avec les fonctions symétriques des valeurs propres
de h. Ces courbures ont été récemment étudiées par Gursky, Via-
clovsky, Trudinger,..., voir [17, 41]. Ils ont, en particulier, prouvé une
généralisation du probleme de Yamabe pour ces courbures.
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2.2 Les tenseurs d’Einstein-Lovelock

Apres la métrique elle méme, le tenseur d’Einstein est, & un facteur
constant pres, I'unique combinaison linéaire de la métrique et de sa courbure
de Ricci a étre a divergence nulle.

En remplacant la courbure de Ricci cR par la courbure de Ricci généralisée
c?71RY et en imposant les mémes conditions citées ci-dessus on obtient le
tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2q.

Ces tenseurs peuvent étre introduits d’une autre maniere, comme suit :
Rappelons d’abord qu’on obtient le tenseur d’Einstein, ou plus précisément
sa courbure sectionnelle dans une direction v, en contractant complétement
le tenseur de courbure de Riemann dans les directions orthogonales a wv.
D’une maniere similaire, en remplacant le tenseur de Riemann par le tenseur
de Gauss-Kronecker on obtient les tenseurs d’Einstein-Lovelock.

La définition précise est comme suit :

Définition 2.2.1 Le tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2q, noté To,, est
défini par

1
Toy = hogg — ————— 2?41 RY. 2.1
2q 2qg (2q _ 1)'0 R ( )

Le tenseur (2(11_1)!62‘1_11?‘1 est 'analogue du tenseur de Ricci pour le tenseur

R?. Remarquons alors 'analogie avec le tenseur d’Einstein. En particulier,
pour ¢ = 1, on retrouve ce dernier i.e. Th = %czRg —cR.

Notons que ces tenseurs ne satisfont pas généralement la deuxieme identité
de Bianchi, en revanche ils sont a divergences nulles.

La nullité de la divergence pour les tenseurs d’Einstein-Lovelock est une
conséquence du fait général suivant : si une fonctionnelle riemannienne ad-
met un gradient L2, ce gradient est & divergence nulle. Cette remarque est
die a D. Bleecker et remonte en fait a Hilbert, voir le chapitre 4 de Besse

[3].

2.3 Une formule de variation

Soit M une variété C° (orientée) et compacte de dimension n, et soit
M Tlespace des métriques riemanniennes C* sur M muni d’une L?-norme
naturelle de Sobolev. Celui-ci nous permettra de parler de fonctionnelles
différentiables M — R. Une fonctionnelle F' : M — R est dite riemannienne
si elle est invariante sous l'action du groupe des difféomorphismes. On dit
que F a un gradient en g s’il existe un tenseur symétrique a € C! tel que
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pour tout tenseur symétrique h € C! on a
, d
Foh = p lt=o F'(g +th) =< a,h >,

ol C! représente ’espace des tenseurs symétriques dans A*M @ A*M et <, >
le produit scalaire intégral.

Rappelons que la fonctionnelle classique de courbure scalaire totale est
définie par

S(g) = / Ry,
M

oll ¢®R représente la courbure scalaire de g et g I'élément de volume de g.
Les points critiques de cette fonctionnelle, une fois restreinte & M; = {g €
M :vol(g) = 1}, sont les métriques d’Einstein.

La fonctionnelle riemannienne suivante généralise d’une maniere naturelle

S :
Ho(g) :/ hakpig,
M

Remarquons que pour k = 1, Hy = 5/2 est la moitié de S. Aussi, si la
dimension n de M est paire, alors H,, ne dépend plus de la métrique. Elle
est, a un facteur constant pres, la caractéristique d’Euler-Poincaré de M.
M. Berger a démontré, voir [2], que le gradient de Hy, comme le gradient
de S, dépend seulement du tenseur de courbure de Riemann R et non pas
de ses dérivées covariantes. Il a alors posé la question si ce phénomene reste
vrai pour toutes les autres Hoy.

Le théoreme suivant donne une réponse affirmative a cette question :

Théoréme 2.3.1 ([La9]) Soit (M,g) une variété riemannienne compacte
de dimension n. Pour tout entier k, tel que 2 < 2k < n, la fonctionnelle
Hoyy est différentiable, et en g on a

1
Hékhzi < Top,h > .

Ou Ty, est le tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2k défini ci-dessus.

Remarquons que pour k = 1, on a H)h = % <Tsh, h>= % < %alg—Ric, h>.

Ceci n’est autre que la formule classique pour la courbure scalaire totale.
Aussi, pour 2k = n, on obtient H, h = % < Ty, h >= 0. Ceci étant prévisible
car H, ne dépend plus de la métrique, comme ’affirme le théoreme de Gauss-
Bonnet.
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Notons que ce résultat a été premierement établi par Lovelock [27] en utili-
sant le calcul tensoriel classique. Cet article [27] reste trés peu connu dans
les milieux mathématiques.

ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION. On note tout d’abord que la dérivée
directionnelle du tenseur de courbure de Riemann vu comme une forme
double symétrique s’écrit :

, e 1
ou (DD + [?D) est 'opérateur Hessien généralisé, voir chapitre 1, et pour
tout h € C', F, : C — C est un opérateur auto-adjoint qui agit par
dérivations sur C. En particulier,

Fu(R) = h(R(x,y)z,u) — h(R(x,y)u, z) + h(R(z,u)z,y) — h(R(u, z)z,y).

Ensuite, on calcule la dérivée directionnelle de hoi en g. On obtient,

1 CQk— 1 n—2k

beh = _7 < mRk,h > +(—1)n§(58 +06) <*((ng_2k)!Rk1h)>.

O (60 4 66) esl Padjoint formel du Hessien (DD + DD), voir chapitre 1.
Enfin, la preuve s’achéve en utilisant le théoréme de Stockes comme suit

h
Hgk.hz/ < 'Zk.h-i—;ktrgh)ug
M

1 CQk}—l th
=——<-— Rfh>+-—L<g h>
PR T TR R
1 2k—1 X 1
2 < 2kg (2k — 1)' ) > 92 < 2k >

2.4 Le probleme de Yamabe généralisé

Comme conséquence directe du théoreme précédent, on a démontré que :

Proposition 2.4.1 ([La9]) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n > 2k. La courbure de Gauss-Bonnet-Weyl hoy, est constante
si et seulement si la métrique g est un point critique de la fonctionnelle Hoy,
restreinte a l’ensemble Confy(g) des métriques ponctuellement conformes a
g et ayant le méme volume total.
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I1 est alors naturel de se poser la question si pour tout k on a :

Dans toute classe conforme d’une métrique riemannienne sur une variété
compacte, il existe une métrique riemannienne a courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl hoj, constante.

Le probleme suivant, dit oi-probleme de Yamabe, est étroitement lié a la
question précédente. Elle est actuellement l'objet de recherches intensives et
on peut I’énoncer comme suit :

Notons par oy, les fonctions symétriques des valeurs propres du tenseur de
Schouten. Pour tout k, il existe dans chaque classe conforme d’une métrique
donnée sur une variété compacte, une métrique riemannienne & courbure oy,
constante.

Ces deux problémes coincident dans le cas conformément plat si k est
pair, puisque les deux courbures hoy et o9 coincident & un facteur constant
pres. Aussi, dans le cas k = 1, les deux problemes coincident avec le célebre
probleme de Yamabe.

Le og-probleme de Yamabe a été récemment résolu pour k > n/2 par Gursky
et Viaclovsky [17] en supposant que la métrique est “admissible”. Ensuite
Sheng, Trudinger et Wang [41] ont complété les cas ou 2 < k < n/2 en
imposant en plus que I’équation en question soit variationnelle.

Notons toutefois qu’auparavant ce méme probleme a été résolu dans le cas
conformément plat par Li et Li [25] et Guan et Wang [16].

Soulignons enfin que, contrairement & ce qu’on peut comprendre de [41],
les fonctions hgi sont en général différentes des fonctions symétriques des
valeurs propres de l'opérateur de courbure. Ces derniéres sont au nombre
de n(n — 1)/2 qui est nettement plus grand que n/2. Aussi, on peut se
rendre compte de la différence entre ces courbures en considérant le cas
d’une hypersurface de I’espace Euclidien ou méme dans le cas conformément
plat. Toutefois, il serait utile d’établir des relations algébriques entre ces
invariants.

2.5 Variétés d’Einstein généralisées

Les métriques d’Einstein usuelles sont les points critiques de la fonc-
tionnelle de la courbure scalaire totale, une fois restreinte aux métriques de

22



volume 1. Par analogie, en considérant les points critiques de la fonction-
nelle de la courbure de Gauss-Bonnet-Weyl totale on obtient des variétés
d’Einstein généralisées. Plus précisément :

Pour 2 < 2k < n, on dira que (M, g) est une variété (2k)-Einstein si le
tenseur d’Einstein-Lovelock d’ordre 2k est proportionel a la métrique, i.e.

Tgk = Ag

Du fait que les tenseurs T sont a divergence nulle, la fonction A est alors
constante. Remarquons aussi que les variétés 2-Einstein sont les variétés
d’Einstein usuelles. De plus, pour n = 2k, on a Th, = 0, alors toute métrique
riemannienne sur une variété de dimension n est n-Einstein.

La classe des variétés d’Einstein généralisées d’ordre 2k contient les variétés
a courbure sectionnelle constante et toutes les variétés homogenes a isotro-
pie irréductible munies de leurs métriques riemanniennes naturelles.

Dans les lignes qui suivent, je vais présenter quelques remarques sur ces
métriques. :

— Soit M une variété riemannienne de dimension n, le produit rieman-
nien standard M x RY est tel que To, = 0 pour 2k > n, mais T n’est
pas en général identiquement nulle. Cet exemple nous amene a penser
naturellement que la condition pour une métrique d’étre d’Einstein
au sens usuel est plus forte. Cependant, ceci n’est pas toujours le cas
comme le montre le contre exemple suivant :

— Soit M une variété riemannienne de dimension 4 Ricci-plate mais pas
plate, par exemple une surface K3 munie de la métrique de Calabi-
Yau. Si TY est le tore plat, alors le produit riemannien M x T est
d’Einstein au sens usuel. En revanche celui-ci n’est pas 4-Einstein.

— Rappelons que, voir chapitre 1, le tenseur de Gauss-Kronecker admet
la décomposition suivante

2q—1

RY = woy + gwag—1 + . + ¢*7 w1 + g%y

On montre [La7] qu’une métrique est (2¢)-Einstein si et seulement si
la composante w; est identiquement nulle. Ceci généralise un résultat
similaire pour les métriques d’Einstein usuelles.
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Chapitre 3

Les (p, q)-courbures

3.1 Introduction

La métrique g et le tenseur de courbure de Riemann R satisfont la
premiere et la deuxieme identité de Bianchi, alors il en est de méme pour
tous les produits gP R?. Par dualité, les tenseurs *(gP R?) satisfont eux aussi
la premiere identité de Bianchi et sont tous a divergence nulle.

Ces tenseurs de (p, g)-courbure sont complétement déterminés a partir de
leurs courbures sectionnelles. Ils englobent plusieurs courbures bien connues,
y compris, les courbures : scalaire, sectionnelle, de Gauss-Kronecker, toutes
les p-courbures, tous les invariants de courbure de la formule des tubes de
Weyl, ainsi que les courbures d’Einstein-Lovelock ...

Commencgons tout d’abord par la définition :

Définition 3.1.1 La (p, q)-courbure, notée s, 4, pour 1 < ¢ < 5 et 0 <
p < n—2q, est la courbure sectionnelle du (p, q)-tenseur de courbure suivant :

1 .
R(IMI) = 7(’” — 2q —p)! * (g 2q qu). (3.1)

Précisément, pour un p-plan tangent, s, q) (P) est la courbure sectionnelle

du tenseur mg

et orthogonal a P.

n=20=P R4 dans la direction du (n—p)-plan supplémentaire

Remarquons que les tenseurs R, ;) satisfont la premiere identité de Bianchi
mais en général pas la deuxieme. En revanche, ils sont toujours a divergence
nulle. En effet,

= 51)! * (gn*2quRq) — %D

o8 (n—2q—p

1
P,q) I (g"qu*qu) =0.

(n—2q—p
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En particulier, on a montré que :

Proposition 3.1.1 (Théoréme de Schur [La9]) Soitp,q > 1. Sien tout
point m € M, la (p,q)-courbure est constante, alors elle est constante.

Ces courbures généralisent plusieurs notions de courbures bien connues. No-
. - . o
tons que pour ¢ = 1, on a s, 1) = sp, Ol s, est la p-courbure que j'avais
étudié dans ma these, voir ci-dessous. En particulier, s 1) est la moitié¢ de la
courbure scalaire, et s(,_ 1) coincide avec la courbure sectionnelle de (M, 9).

Aussi, pour p =0 et 2g = n, 5(0,2) = *R™? est, & un facteur constant pres,
la courbure de Killing-Lipschitz. Plus généralement, la courbure s, o4 ¢)(P)
est, & un facteur constant pres, la courbure de Killing-Lipschitz de P+. Cette
derniére n’est autre que la (2p)-courbure sectionnelle définie par Thorpe, voir
[44].

Pour p =0, s(g,q) = *ﬁ gV 2RI = (2}1)!02‘1]%‘1 est la courbure de Gauss-
Bonnet-Weyl introduite dans le chapitre 2.

Finalement, pour p = 1, s(1 ,) est la courbure sectionnelle du tenseur d’Einstein-

Lovelock étudiée aussi dans le chapitre 2.

3.2 La p-courbure

Dans cette section, on va s’intéresser au cas particulier ¢ = 1. On retrouve
alors la p-courbure.
Rappelons que la p-courbure, notée s, est définie pour 0 < p < n —2 en
étant la courbure sectionnelle du tenseur

_
(n—2-p)!

Pour un p-plan tangent en m € M, s,(P) est la moitié de la courbure scalaire
en m de la sous variété totalement géodésique exp,, P+ de M. Pour p = 0,
on retrouve la courbure scalaire usuelle, et pour p = n — 2 elle coincide avec
la courbure sectionnelle.

% (g" "2 PR).

En utilisant les résultats du chapitre 1, on a démontré aisément le théoreme
ci-dessous. Celui-ci établi une caractérisation géométrique des métriques a
courbure sectionnelle constante, des métriques conformément plates a cour-
bure scalaire constante et aussi des métriques d’Einstein. Signalons que des
résultats semblables ont été d’abord démontrés dans ma these et ensuite
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par Chen-Dillen-Verstraelen-Vrancken dans [9] en utilisant des calculs assez
longs!

Théoréme 3.2.1 ([LaT7]) 1. Pour tout 2 < p < n — 2, la p-courbure
est constante si et seulement si (M,g) est a courbure sectionnelle
constante.

2. Pour tout 1 < p < n—1, (M,g) est une variété d’Finstein si et
seulement si la fonction P — s,(P) — s,—p(PL) = X est constante. De

plus, si tel est le cas on a X = "7 2?R.

8. Pourtout2 <p <n—2etp# %, la fonction P — s,(P)+sp_p(P) =
A est constante si et seulement si (M, g) est a courbure sectionnelle

2 —1)+(n—2p)(n—1
p(p )annig)( ) 2R.

constante. De plus, si tel est le cas on a A =

4. Soit n = 2p, alors (M, g) est conformément plate & courbure scalaire
constante si et seulement si la fonction P — s,(P) + s,(P1) = X est
_ n=2 2

constante. De plus, dans ce cas on aura \ = Tn=1)€ R.
IDEE DE DEMONSTRATION. Les conditions précédentes se lisent au niveau
des tenseurs de courbure correspondants comme étant proportionnels a une
certaine puissance de la métrique. On acheve la démonstration, tout simple-
ment, apres une division des deux membres de 1’équation obtenue (au niveau
des tenseurs) par une puissance adéquate de la métrique g. Et ceci grace a

la proposition 1 du chapitre 1.

3.3 Propriétés des (p, q)-courbures

Dans cette section on présente les généralisations des résultats précédents
au cas des (p, q)-courbures. Les démonstrations sont identiques au cas de la
p-courbure.

Le résultat suivant caractérise les métriques a (p, ¢)-courbure constante.

Proposition 3.3.1 ([La7]) 1. Pour tout (p,q) tel que 2qg < p <n — 2q,
la (p, q)-courbure S(p.q) = A est constante si et seulement si la courbure

sectionnelle du tenseur de Gauss-Kronecker R? est constante et égale
a >\(2q)(!(n*1)0'72q)!'
n—p)!

2. Pour tout (p, q) tel que p < 2q, la (p, q)-courbure s, ) = ¢ est constante
si et seulement si le tenseur c247P(RY) est proportionel a la métrique,
i.e. c2T7P(RY) = \gP.
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Rappelons qu’une métrique est dite d’Einstein si son tenseur de Ricci cR
lui est proportionnel. La condition 2 précédente peut étre considérée alors
comme une généralisation de la condition d’Einstein.

Le résultat suivant spécifie cette condition et généralise un résultat similaire
pour les métriques d’Einstein :

Proposition 3.3.2 ([La7]) Pour 1 < p < 2q, le tenseur c¢*¥~P(RY) est
proportionel a la métrique gP si et seulement si

w; =0 pourl < i < min{p,n — p},

ot les w; sont les composantes de R suivant la décomposition orthogonale
1.8 données par R1 = Z?io g* 1w,

Finalement, on a caractérisé géométriquement ’annulation des différentes
composantes w; dans la décomposition orthogonale de R? et ceci en utilisant
les (p, q)-courbures.

Proposition 3.3.3 ([La7]) Soit2q <r <n—2q,n # 2r et R? = Z?io grai

alors

1. La fonction P — (. 4)(P) = 8(n—r.q) (P1) = X est constante si et seule-

ment st w; =0 pour 1 <t <2qg—1 et ((n(f;;_)in)! - (r_gq)!)wo =\

2. La fonction P — 8. 4)(P) + 8(n—r.q) (P1) = X est constante si et seule-

ment st w; = 0 pour 1 < ¢ < 2q et ((n(nzqr)r)v + 52 2q),) =\

Autrement dit, R? est a courbure sectionnelle constante.

Les cas restants sont discutés dans la proposition suivante :

Proposition 3.3.4 ([La7]) Soit 2¢ <r <n—2q et n = 2r, alors

1. La fonction P — s(,.q)(P) — s(nq)(Pl) = \ est constante si et seule-
ment st w; = 0 pour les i impairs tels que 1 < <2¢g—1 et A=0.

2. La fonction P — 54 (P) 4 $(.q)(P1) = X est const(mte si et seule-
ment si w; = 0 pour les i pairs tels que 2 <1 < 2q et 2( ),wo =\

3.4 Formule d’Avez généralisée

Rappelons que la formule d’Avez [1] montre que 'intégrand de Gauss-

. . ) (-1
Bonnet en dimension 4 est donné par hy = 3.2_, (r')2 |c" R|2. Cette formule
a servi en particulier a démontrer que les variétés d’Einstein compactes et
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de dimension 4 ont leurs caractéristiques d’Euler-Poincaré non-négative.
On a généralisé le résultat précédent aux dimensions supérieures comme
suit :

Théoréme 3.4.1 ([La7]) Soit n=2p et w,0 € CY, alors

p 7"—|—p

Z <cw, 0 >.

=

En particulier, si n = 4q, alors l'intégrand de Gauss-Bonnet est donné par

2
b= e
T ()2 ‘

Le résultat suivant est du méme type :

Théoréme 3.4.2 ([La7]) Suivant la décomposition orthogonale 1.3, soit
w=> 1"l P i, eClP et =" gP0;, € CY , alors

mln{pﬂ’[,—p}

*(wh) = Z (=D)"(n—=2r) <w;,6; >.

r=0

En particulier, pour tout q tel que n > 4q on a

hag = n_4qlz )i(n — 2i)! < (R9);, (R9); >

Le cas ¢ = 1 est particulierement intéressant. En effet, si R = ws + gw1 +
g%wp est la décomposition standard du tenseur de courbure de Riemann. Le
théoreme précédent affirme qu’en dimension > 4 on a

(n — )'hy = nl|wo)? — (n — 2)Yw1|> + (n — 4)!|ws|?.
Par conséquent, on a pu démontrer que :

Théoréme 3.4.3 ([La7, La8]) 1. Pour une variété d’Finstein (M, g)
de dimension n > 4 on a hgy > 0. De plus hy = 0 si et seulement si
(M, g) est plate.

2. Si une variété conformément plate (M, g) est a courbure scalaire nulle
et de dimension n > 4, alors hy < 0. De plus, hy = 0 si et seulement
si (M, g) est plate.
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On en déduit alors une obstruction géométrique a 'existence des métriques
d’Einstein ainsi que pour les métriques conformément plates a courbure sca-
laire nulle.

Rappelons qu’en dimension > 5 on ne connait pas d’obstructions topolo-
giques a l'existence de métriques d’Einstein. Jusqu’ici, les seules obstruc-
tions connues sont celles obtenues en imposant la condition supplémentaire
de positivité de la constante d’Einstein. Celle-ci force la courbure scalaire
et la courbure de Ricci d’étres positives, et on sait qu’on a des réstrictions
topologiques dans ces cas.

L’obstruction géométrique précédente a 'avantage d’étre indépendante du
signe de la constante d’Einstein. C’est d’ailleurs ce résultat qui a motivé
notre étude de la positivité de la seconde courbure de Gauss-Bonnet-Weyl.
Le théoreme précédent se généralise naturellement pour les courbures supérieures

comme suit :

Théoréme 3.4.4 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n >
4q et telle que le tenseur c(R?) est proportionnel a la métrique g>4~1 alors
haq > 0. De plus dans ce cas haqg = 0 si et seulement si (M, g) est g-plate.
En particulier, une variété compacte de dimension n = 4q telle que son
tenseur c(RY) est proportionnel a la métrique g1~ est a caractéréstique
d’Fuler-Poincaré non-négative. De plus, Elle est nulle si et seulement si la
variété est q-plate.

Rappelons que ¢-plate veut dire que la courbure sectionnelle de R? est iden-
tiquement nulle. Notons que ce résultat n’est pas publié dans mes travaux.
Il se démontre directement a partir du théoreme 3.4.2 et de la proposition
3.3.2.

Notons également que cette condition est plus forte que la condition (2¢)-
Einstein définie dans le chapitre 2.
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Chapitre 4

Les courbures de Weitzenbok

L’opérateur de courbure de Weitzenbok, noté ici par N, est le terme
d’ordre zéro (i.e. dépendant linéairement de la courbure) dans la célebre for-
mule de Weitzenbok. Cette formule exprime le Laplacien A sur les formes
différentielles en termes de la connexion de Levi civita V, précisément :

A=V'V+N.

Cette formule est importante dans I’étude des intéractions entre la géométrie
et la topologie d’une variété. En effet, il y a une méthode qui remonte a
Bochner et connue sous le nom de théoremes d’annulations, consistant a
démontrer I'annulation des nombres de Betti d’une variété riemannienne
ayant certaines positivités de courbure entrainant la positivité de N. Cette
méthode s’applique essentiellement sur les variétés compactes.

L’opérateur N envoie les p-formes sur elles mémes et il est auto-adjoint. Ceci
permet, par dualité, de le voir comme une forme double.

Le probléme avec N est qu’il s’est toujours imposé comme une expression
compliquée de la courbure et donc difficilement manipulable. Différentes
simplifications de cet opérateur existent. Je cite par exemple le formalisme
de Clifford dans [23, Lal], le travail de Gallot-Meyer dans [11],....

Dans notre contribution [Lall], on montre une formule simple pour N qu’on
utilise par la suite pour étudier des propriétés géométriques de cette cour-
bure. Signalons que cette formule de N a été auparavant établie par Bourgui-
gnon dans [6], proposition 8.6. A ma connaissance cette formule reste mal-
heureusement méconnue et pas utilisée. Pour ma part, je n’ai pris connais-
sance de celle-ci qu'une fois ma preuve achevée. Notre démonstration est
completement différente et est directe.
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4.1 Courbures sectionnelles de Weitzenbok

Un calcul direct sans difficultés montre que la courbure sectionnelle du
tenseur N est donnée par

P n
N(eiy Neig Ao Negien Neg Ao Neg,) = Z Z K(ei;, eq,).
j=1 k=p+1

Ou (e, ..., €, ) est une base orthonormée de vecteurs tangents.

Si on désigne par sy(e;, ..., €;,), la p-courbure du p-plan engendré par les
vecteurs e;, ..., €;,, qui rappelons le, est la moyenne de la courbure section-
nelle dans la direction du (n — p)-plan orthogonal & P.

Il est immédiat que

2N (€, €5,) = PR — $p(€iy, s €iy) = Sn—p(€ipprs s €3 )-

Bien évidement, N (e;,, ..., e;,) désigne la courbure sectionnelle de N dans
la direction du p-plan engendré par les vecteurs e;, ..., ;,.
D’autre part, on sait que pour 2 < p <n — 2 [Lal, Lall] on a

P
_ 2
5p(€iyy o €iy) = R+ 5pp(€iy gy €iy) — 2 g cR(e;;,ei;).
Jj=1

Il en résulte alors immédiatement que la courbure sectionnelle de Weitzenbok
est déterminée a partir de la p-courbure comme suit :

p
N(eiy,req,) = ZcR(eij,eij) — Spn—p(€ipi1s e €iy)-

=1

Par ailleurs, en utilisant la formule (13) dans [La7], on peut reformuler les
sommes précédentes en termes du produit de Kulkarni-Nomizu comme suit

g~ g7 ?
N(eiy,.e,) = {< —1) cR — 2(p %) R}(eil, ey €33 €y ey € ).
Soit finalement,
geR g"?

N(eil, ...,eip) = {(p — 1) — QR}M(Q“ ...,eip; €iys ...,ez-p). (4.1)
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4.2 Structures de courbures de Weitzenbok

Notons que la forme double { (zc_?) — 2R}(§%;)! satisfait la premiere iden-

tité de Bianchi, elle a en outre la méme courbure sectionnelle que la structure
de courbure de Weitzenbok. Il suffit alors de démontrer que cette structure
satisfait elle aussi la premiere identité de Bianchi (voir [Lall]) pour avoir
une démonstration complete de la formule suivante :

Proposition 4.2.1 ([6, Lall]) Pour tout p tel que 2 < p < n —2, le

tenseur de courbure de la formule de Weitzenbok n’est autre que
gcR g7 ?

(p—1) (p—2)1

Rappelons que pour p = 1, la forme double A/ n’est autre que le tenseur de
Ricci.

N ={

— 2R} (4.2)

4.3 Propriétés géométriques

Pour préciser le degré p de la forme double N, on écrira N,,.
Le résultat suivant peut étre démontré aisément, soit en utilisant la formule
explicite de 'opérateur de Hodge établie dans le premier chapitre soit tout
simplement en remarquant que les deux formes doubles satisfont la premiere
identité de Bianchi et ont la méme courbure sectionnelle :

Proposition 4.3.1 ([Lall]) Pour tout p tel que 2 <p<mn-—2, on a
*Np = Np—p.
En particulier, sin = 2p on obtient *Nj, = N,.

Il est clair que NV, est divisible par P2 et donc sa décomposition orthogonale
sera réduite comme suit :

Proposition 4.3.2 ([Lall]) Soit R = ws + gwi + g?wo la décomposition
standard du tenseur de courbure de Riemann, alors le tenseur N, se décompose
susvant 1.3 comme suit :

n—2
Ny = =g Pwn + ¢ (G} + P - wol

2(p—1) p

Ceci étant bien sur pour tout 2 < p <n — 2.

n—p
-1
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Rappelons qu’'une forme double (p,p) satisfaisant la premiere identité de
Bianchi est a courbure sectionnelle constante si et seulement si elle est pro-
portionelle a gP. Le corollaire suivant est alors immédiat en utilisant soit la
proposition précédente soit la proposition 1 du chapitre 1. :

Corollaire 4.3.3 ([Lall]) Pour2 <p <n— 2, une variété riemannienne
(M, g) de dimension n est a courbure sectionnelle de Weitzenbdk d’ordre p
constante si et seulement si elle est soit a courbure sectionnelle constante
soit conformément plate de dimension n = 2p.

Signalons qu’un résultat du méme type a été démontré dans [31]. Les résultats
précédents sont algébriques, i.e. valables en tout point de la variété. En par-
ticulier, on en déduit un théoreme de Schur pour ces courbures.

Meéme si I’étude de la positivité des courbures sera discutée dans la deuxieme
partie de ce mémoire, je me permettrai, exceptionellement ici, de mention-
ner quelques remarques sur la positivité de N,.

La positivité de la forme double N, est bien évidement trés importante
dans I’étude des intéractions entre topologie et géométrie. Il serait donc tres
intéressant de comprendre cette condition et en particulier, d’établir des
liens avec la positivité des autres courbures.

Faut-il le rappeler ici que la positivité de N, est strictement plus forte
que celle da sa courbure sectionnelle (penser a la positivité de l'opérateur
de courbure de Riemann et de sa courbure sectionnelle).

On sait déja que la positivité de 'opérateur de courbure de Riemann entraine
celle de NV, pour tout p, c’est le théoréme de Gallot-Meyer [11]. Voir aussi
[23] pour une preuve simplifiée. Notons aussi qu'une autre démonstration
simplifiée est possible & partir de la formule de N, ci-dessus.

Dans [Lall] on étudie les liens avec la positivité de la p-courbure et celle de
la courbure isotrope. En particulier, on montre que :

Proposition 4.3.4 ([Lall]) Pour tout 2 < p < n — 2, la contraction
compléte de la forme double N, est donnée par

p(n —2)! 2
(n—p—1)

En particulier, la positivité de N, entraine la positivité de la courbure sca-
laire.

P (Np) =

D’une maniere similaire, en prenant des contractions jusqu’a ’ordre p — 1,
on montre que la positivité de N, entraine une condition de pincement sur
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les valeurs propres de la courbure de Ricci.
Dans le cas conformément plat, on établit la relation suivante entre le tenseur
de p-courbure et N, :

Proposition 4.3.5 ([Lall]) Soit (M,g) une variété conformément plate
de dimension n, et 2 < p <n—2. Alors le tenseur N, est donné a partir du
tenseur de p-courbure comme suit :

1
(n—p—2)!
Rappelons que dans le conformément plat, la positivité de la p-courbure

équivaut a celle de son tenseur de p-courbure. En particulier, la positivité de
la p-courbure entraine alors la positivité de N nip. Par conséquent, on obtient

L
Ny = — 2 "7

n—p—2
=2 n—-p-1 g R}

2
une deuxieme démonstration plus rapide de notre résultat sur ’annulation
des nombres de Betti des variétés conformément plates a p-courbure positive
[Lal].
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Deuxieme partie

Variations sur différentes
notions de positivité de
courbures
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Chapitre 5

Positivité de la p-courbure

L’étude de la positivité de la p-courbure a été le sujet auquel était
consacré mon premier travail de recherche. Cette courbure est une extension
de la courbure scalaire proposée par M. Gromov et coincide avec la courbure
p-vectorielle de E. Cartan, voir [7, 31]. Elle est une fonction définie sur la
p-grassmannienne de la variété en question, qui associe a tout p-plan P, la
moyenne de la courbure sectionnelle dans la direction du (n — p)-plan ortho-
gonal. Pour p = 0, ( resp. pour p=n — 2), n étant la dimension de la variété
en question, on retrouve la courbure scalaire (resp. la courbure sectionnelle).
La positivité de la p-courbure entraine celle de la (p — 1)-courbure, pour tout
1 < p < n—2. En particulier, la positivité de la p-courbure est intermédiaire
entre la positivité des courbures scalaire et sectionnelle.

En ce qui concerne les probléemes portant sur la courbure scalaire positive, on
a maintenant des réponses tres satisfaisantes suite aux travaux de Gromov-
Lawson [14], Schoen-Yau, Stolz, ... Ceci n’étant absolument pas le cas pour la
courbure sectionnelle positive. On ignore toujours si par exemple, le produit
S? x S? possede ou non une métrique riemannienne & courbure sectionnelle
positive (conjecture de Hopf).

Afin de mieux situer mes travaux sur la positivité, je commencerai tout
d’abord par un rappel de mes résultats de these. Signalons toutefois que les
résultats sur le groupe fondamental et ceux sur la courbure d’Einstein sont
postérieurs a ma these. J’ai démontré les résultats suivants, qui généralisent
des résultats dis respectivement a Gromov-Lawson [14], Lawson-Yau [24],
Bourguignon [6] et Lafontaine [21]. :

Théoréme 5.0.6 ([La3]) Si deuzr variétés compactes de dimension n >
p + 3 admettent des métriques a p-courbure positive, il en est de méme de
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leur somme connexe. Plus généralement, si une variété compacte admet une
métrique o p-courbure positive, alors il en est de méme pour toute variété
obtenue a partir de celle-ci par chirurgies de codimension > p + 3.

Comme conséquence de ce théoreme et en utilisant des techniques de topo-
logie algébrique, spécialement le cobordisme spinoriel de Gromov-Lawson,
j’ai démontré des résultats d’existence pour la 1-courbure positive comme
suit :

Théoréme 5.0.7 ([La3]) 1. Une variété compacte 2-connezxe de dimen-
ston > 7 admet une métrique riemannienne & 1-courbure positive si
et seulement si elle admet une métrique riemannienne a courbure sca-
laire positive. En particulier, toute variété compacte de dimension 7
admet une métrique a 1-courbure positive.

2. Toute variété compacte, simplement connexe, non-spinorielle de di-
mension > 7 et telle que son second groupe d’homotopie satisfait wo (V') =2
Zy admet une métrique riemannienne a 1-courbure positive.

Ensuite, j’ai utilisé a la maniere de Lawson-Yau [24] les actions des groupes
de Lie pour faire apparaitre de la p-courbure positive. Le résultat est le
suivant :

Théoréme 5.0.8 ([La2]) Si une variété compacte admet une action effec-
tive d’un groupe de Lie compact simple de rang au moins p + 1, alors cette
variété porte une métrique a p-courbure positive.

En ce qui concerne les obstructions, j’ai démontré un théoreme d’annulation
des nombres de Betti pour les variétés conformément plates comme suit :

Théoréme 5.0.9 ([Lal]) 1. Soit (M, g) une variété compacte conformément
plate de dimension n a p-courbure positive alors les nombres de Betti

5 N—p s N+p
sont nuls du degré =5~ au degré —5-.

2. Soit (M, g) une variété compacte conformément plate de dimension n
a p-courbure non-négative et telle que la cohomologie réelle de degré

"Tip est non nulle, alors (M, g) est soit plate soit isométrique a un

quotient compact de §%F x H'2.

Pour démontrer ces derniers résultats, j’ai bien entendu utilisé la formule
de Weitzenbok mais reformulée en termes des algebres de Clifford selon les
idées dévolopées par Lawson-Michelsohn [23].

Par ailleurs, du fait que le produit d’une sphere de dimension > p + 2 avec
une variété compacte quelconque admet une métrique a p-courbure positive,
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on en déduit que tout groupe de présentation finie peut étre réalisé comme
le groupe fondamental d’une variété de dimension > p + 6 et & p-courbure
positive. En utilisant notre résultat précédent sur les chirurgies, on a pu dire
mieux comme suit :

Théoréme 5.0.10 ([Lab]) Soit G un groupe a présentation finie et p > 0.
Alors, pour tout n > p+ 4, il existe une variété compacte de dimension n a
p-courbure positive et telle que m (M) = G.

5.1 Courbure d’Einstein positive

La courbure d’Einstein est une fonction définie sur le fibré tangent uni-
taire de la variété en question. Elle est obtenue a partir du célebre tenseur
d’Einstein de la méme manieére que ’on définit la courbure de Ricci a partir
du tenseur de Ricci. Elle coincide avec la p-coubure pour p = 1.

Apres la courbure scalaire et la courbure sectionnelle usuelles, la courbure
d’Einstein, est la plus importante parmi toutes les autres p-courbures. Sa
positivité a été précédemment étudiée mais seulement dans le cadre général
des autres p-courbures. C’est d’ailleurs pour cette raison qu’on lui a consacré
une étude a part dans [La6].

La positivité de la courbure d’Einstein entraine celle de la courbure scalaire.
A T'heure actuelle, on connait beaucoup de classes de variétés admettant
des métriques a courbure d’Einstein positive. En revanche, il nous manque
de trouver des exemples de variétés admettant des métriques a courbure
scalaire positive mais ne portant aucune métrique a courbure d’Einstein po-
sitive. Les variétés candidates sont S? x T™, mais jusqu’a présent aucune
démonstration complete n’a pu étre établie!

Rappelons que de tels exemples doivent étre cherchés en dehors de la classe
des variétés compactes 2-connexe et de dimension > 7, voir [La3, La6].
Dans [La6], on a utilisé les techniques des surfaces minimales de Schoen-Yau
dans 'ultime but de trouver des obstructions topologiques a 'existence des
métriques a courbure d’Einstein positive, en dehors des obstructions déja
connues pour la courbure scalaire positive.

Dans deux articles célebres [36] et [37], Schoen et Yau ont utilisé les tech-
niques des surfaces minimales pour obtenir des obstructions topologiques a
I’éxistence d’une métrique a courbure scalaire positive. Le point clé de leur
démarche est le résultat suivant :

Théoréme 5.1.1 Soit (M, g) une variété compacte admettant une métrique
a courbure scalaire positive et telle que dim M = m > 3. Soit V' une sous-
variété compacte, lisse, de dimension (m — 1), immergée dans M et a fibré
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normal trivial. Si de plus V' est un minimum local de la (m — 1)-volume,
alors V' admet aussi une métrique a courbure scalaire positive.

Le résultat suivant est également postérieur a la thése ol on a généralisé le
théoreme précédent au cas de la courbure d’Einstein comme suit :

Théoréme 5.1.2 ([La6]) Soit (M, g) une variété compacte admettant une
métrique ¢ courbure d’Finstein positive et de dimension m > 4. Soit V' une
sous-variété compacte, lisse, de dimension (m — 2), immergée dans M et
a fibré normal globalement plat. Si de plus V' est un minimum local de la
(m — 2)-volume, alors V admet une métrique a courbure scalaire positive.

Par “fibré normal globalement plat” on entend dire que le fibré normal de
V possede deux sections globalement paralléles et partout orthonormales.

Pour compléter ce travail, il faudrait démontrer ’existence de telles immer-
sions pour certaines variétés. En particulier, on ignore toujours si on peut
immerger le tore T? comme dans le théoréme dans la variété produit S? x T2.
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Chapitre 6

Seconde courbure de
Gauss-Bonnet-Weyl positive

Dans toute la suite on écrira en abrégé SCGBW pour dire seconde
courbure de Gauss-Bonnet-Weyl. Rappelons, comme on vient de le voir
dans le chapitre précédent, que les variétés d’Einstein ont leur SCGBW non-
négative et non identiquement nulle & moins qu’elles soient plates.

Par ailleurs il nous semble plausible, comme dans le cas de la courbure
scalaire, que toute variété portant une métrique riemannienne a SCGBW
non-négative et non identiquement nulle admet aussi une métrique rieman-
nienne a SCGBW strictement positive.

Motivé par ces faits, on a étudié dans [La8], en vue d’une ultime classifica-
tion, les variétés admettant une métrique & SCGBW positive.

Dans ce chapitre, on expose notre contribution a ce sujet.

6.1 Liens avec la positivité des autres courbures

Le théoréme suivant établi une relation entre la positivité de la p-courbure

et celle de la SCGBW. :

Théoréme 6.1.1 ([La8]) Soit (M, g) une variété riemannienne de dimen-
sion n > 4 et a p-courbure non-négative (resp. positive) telle que p > §.
Alors, la SCGBW de (M, g) est non-négative (resp. positive). De plus, elle

est identiquement nulle si et seulement si (M, g) est plate.

Rappelons que la positivité de la courbure sectionnelle entraine celle de la
p-courbure pour 0 < p < n — 2. De méme que la courbure isotrope positive
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entraine la positivité de la p-courbure pour p < n — 4, voir [La4].

Par conséquent, en dimensions supérieures, la positivité de la SCGBW
est plus faible que celle de la courbure sectionnelle ou de la courbure isotrope.
Précisément, on a

Corollaire 6.1.2 ([La8]) 1. Si une variété riemannienne de dimension
> 4 est a courbure sectionnelle non-négative (resp. positive) alors sa
SCGBW est non-négative (resp. positive). De plus, hy = 0 si et seule-
ment si elle est plate.

2. Si une variété riemannienne de dimension > 8 est 4 courbure isotrope
non-négative (resp. positive) alors sa SCGBW est non-négative (resp.
positive). De plus, hy =0 si et seulement si elle est plate.

Notons que la premiere partie du corollaire précédent généralise un résultat
de Milnor en dimension 4.

6.1.1 Conséquences

Il découle des résultats précédents que les groupes de Lie munis d’une
métrique biinvariante et les variétés riemanniennes normales homogenes ont
leurs SCGBW non-négative. De plus, en utilisant nos résultats sur la p-
courbure [La2, La3] et le théoréme précédent on a montré les conséquences
suivantes :

Corollaire 6.1.3 ([La8]) 1. Soit G un groupe de Lie compact, conneze,
de dimension > 4 et de rang r < [dlmTGH] muni d’une métrique biin-
variante b. Alors, (G,b) est a SCGBW positive.

2. SiG/H est une variété riemannienne normale homogeéne de dimension

dim(G/H)Jrl]
2

> 4 telle que le rang r de G satisfait r < | alors elle est a

SCGBW positive.

3. St une variété compacte M de dimension > 4 admet une action lisse

d’un groupe de Lie compact, connexe et de rang r > [%], alors

M admet une métrique riemannienne ¢ SCGBW positive.

6.2 Conjecture de Hopf algébrique généralisée

Dans le cas ou la dimension n de la variété M en question est paire,
la conjecture de Hopf algébrique stipule que la positivité de la courbure
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sectionnelle entraine la positivité de 'intégrand de Gauss-Bonnet, i.e. h, >
0. Alors on peut se demander si plus généralement :

La positivité de la courbure sectionnelle entraine la positivité de hoy,
pour tout k tel que 2 <2k <n?
Ou du moins dans le cas compact (mais éventuellement les deux problemes
sont équivalents!) :
La positivité de la courbure sectionnelle entraine la positivité de la courbure
totale fM hordvol, pour tout k tel que 2 < 2k <n?
On sait maintenant que ceci est vrai pour k = 1 et k = 2. Le probléme reste
ouvert pour k > 3.
Il est opportun de mentionner que des contre-exemples purement algébriques
a cette conjecture existent, voir [12, 5]. En revanche, on ignore toujours s’il
existe une véritable variété riemannienne a courbure sectionnelle positive
sans que son intégrand de Gauss Bonnet soit positive.

6.3 Submersions riemanniennes et hy > 0

On utilise ici la technique qui consiste a faire varier la métrique de ’es-
pace total d’une submersion riemannienne pour faire apparaitre la SCGBW
positive. Signalons que cette technique a auparavant été utilisé par Cheeger,
Lawson-Yau, Besse ... Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 6.3.1 ([La8]) Soit M [’espace total d’une submersion rieman-
nienne. Si M est compact et si les fibres (munis de la métrique induite) sont
a SCGBW positive alors la variété M admet une métrigue riemannienne a
SCGBW positive.

Ce résultat admet les conséquences directes suivantes :

Corollaire 6.3.2 1. Le produit SP x M d’une variété arbitraire M com-

pacte avec la sphere SP,p > 4 admet une métrique riemannienne a
SCGBW positive.

2. Si une variété compacte M admet un feuilletage riemannien tel que les
feuilles sont a SCGBW positive alors la variété admet une métrique
riemannienne ¢ SCGBW positive.

3. St une variété compacte M de dimension > 4 admet une action lisse
et libre d’un groupe de Lie G compact, connexe et de rang r tel que
r < [%M], alors M admet une métrique riemannienne a SCGBW
positive.
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Il résulte immédiatement de la premiere partie du corollaire précédent qu’il
n’y a pas de restrictions sur le groupe fondamental d’une variété de dimen-
sion > 8 pour porter une métrique riemannienne & SCGBW positive. On
verra ultérieurement que le méme résultat est vrai aussi pour les dimensions
> 6.

6.4 Chirurgies et hy > 0

La stabilité de la courbure scalaire positive sous chirurgies en codimen-
sions > 3 a été le point clé de la classification des variétés simplement
connexes a courbure scalaire positive du & Gromov-Lawson [14] et Schoen-
Yau [36] et Stolz [43]. On a montré dans [La8] un résultat similaire pour la
SCGBW :

Théoréme 6.4.1 ([La8]) Siune variété M est obtenue a partir d’une variété
compacte X par chirurgies en codimension > 5, et si X admet une métrique
riemannienne o SCGBW positive, alors M admet aussi une métrique rie-
mannienne ¢ SCGBW positive.

En particulier, la somme connexe de deux variétés compactes de dimensions
> 5 portant chacune une métrique riemannienne a SCGBW positive, porte
aussi une métrique a SCGBW positive.

Comme conséquence de ce théoreme, on a montré qu’il n’y a pas de restric-
tions sur le groupe fondamental d’une variété de dimension > 6 & SCGBW
positive. Précisément, on a

Corollaire 6.4.2 ([La8]) Soit G un groupe a présentation finie. Alors pour
tout n > 6, il existe une wvariété compacte de dimension n portant une
métrique a SCGBW positive et telle que w1 (M) = G.
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Chapitre 7

Courbure isotrope positive

7.1 Introduction

La courbure isotrope a été introduite par Micallef et Moore [29] pour les
variétés de dimension > 4. Cette courbure joue le méme role dans I’étude
de la stabilité des 2-spheres harmoniques et des surfaces minimales, que
celui exercée par la courbure sectionnelle dans I’étude de la stabilité des
géodésiques.

L’existence d’'une métrique riemannienne a courbure isotrope positive sur
une variété compacte entraine ’annulation des groupes d’homotopie ; (M)
pour 2 < i < [n/2], voir [29]. En particulier, si la variété est en plus simple-
ment connexe alors elle doit étre homéomorphe a une sphere.

Il y a une similarité entre la courbure isotrope et la (n — 4)-courbure, ou n
est la dimension de la variété en question. En effet, elles se distinguent seule-
ment par un terme en la courbure de Weyl, et par conséquent, elles coincident
dans le cas conformément plat. Cette analogie entre ces deux courbures est
le point de départ de notre contribution [La4, Lab] dans 1’étude de positi-
vité de la courbure isotrope. Nous allons dans un premier temps rappeler la
définition de la courbure isotrope.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. Pour tout m € M,
le produit scalaire g sur 'espace tangent T,,M, peut s’étendre de deux
manieres au complexifié T, M ® C :

- En tant qu'une forme bilinéaire complexe, qu’on notera par g(.,.).

- En tant qu’un produit scalaire Hermitien, qu’on notera par < .,. >.

Soit R : A2M — A2M Dopérateur de courbure de (M,g). On notera
aussi par R son extension linéaire complexe a A2M @ C.

On associe a tout 2-plan complexe P C T,,M ® C sa courbure sectionnelle
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complexe K¢ (P) définie par

< RvAw),v ANw >
[lv A w2

Kc(P) =

)

ou {v,w} est une base quelconque de P. On dit qu’un sous-espace vectoriel
complexe P C T,, M ® C est isotrope si g(v,v) = 0 pour tous les vecteurs
veP.

DEFINITION. On dit qu’une variété riemannienne (M, g) est & courbure iso-
trope positive au pont m € M si Ko (P) > 0 pour tout les 2-plans complexes
et isotropes dans T,,M ® C.

Cette définition est équivalente & la condition suivante sur le tenseur de
courbure :

K(ey,e3) + K(e,eq) + K(ea,e3) + K(ea,eq) > 2R(e1,e2,e3,e4)  (7.1)

Et ceci pour tout les vecteurs orthonormés {e, es, e3, e4} dans ’espace tan-
gent T, M.

Une propriété importante de la courbure isotrope positive est qu’elle est
conservé par le flot de Ricci. En effet, Hamilton [18] a utilisé le flot de
Ricci pour classifier les variétés compactes de dimension 4 admettant une
métrique a courbure isotrope positive et n’ayant pas d’“espaces formes es-
sentiels et incompressibles”. Précisément il a démontré que de telles variétés
sont difféomorphes soit & S*, RP*, S1x 53, §1%S? soit & une somme connexe
des variétés précédentes.

7.2 Obstructions

L’existence d'une métrique riemannienne a courbure isotrope positive sur
une variété compacte entraine des restrictions importantes sur sa topologie.
En effet, Micallef et Moore [29] ont démontré que :

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n > 4. Si M
est & courbure isotrope positive alors m;(M) = {0} pour 2 < i < [n/2]. En
particulier, si M est de plus simplement connexe, alors M est homéomorphe
a une sphere.

D’autre part, Micallef et Wang [30], et Seaman [38] ont démontré 1’annula-
tion du second nombre de Betti dans le cas ou la dimension de la variété est
paire. On croit que tous les nombres de Betti by : 2 < k < n — 2 devraient
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s’annuler, mais pour le moment on n’a pas de démonstration de cette conjec-
ture. En revanche, on sait démontrer ce fait dans le cas conformément plat
[Lad]. Le résultat est le suivant :

Théoréme 7.2.1 ([La4]) 1. Soit (M, g) une variété compacte conformément
plate de dimension n et portant une métrique a courbure isotrope po-
sitive alors H™(M,R) =0 pour 2 <m <n — 2.

2. Soit (M, g) une variété compacte conformément plate de dimension n
a courbure isotrope non-négative et telle que H*(M,R) # 0 alors soit
(M, g) est plate soit elle est revetue par S"~2 x H?.

Notons que des résultats du méme type ont aussi été démontrés par Naya-
tani [34] et Mercuri-Noronha [28].

Finalement, 'exemple de S* x S™, n > 3, montre que le groupe fondamental
d’une variété a courbure isotrope positive peut étre infini. En plus, parce
que la courbure isotrope positive est conservée par 'opération de sommes
connexes, le groupe fondamental peut étre assez grand. En contre partie,
Fraser [10] a démontré, en utlisant les techniques de surfaces minimales, la
réstriction suivante sur le groupe fondamental :

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n > 5 a courbure
isotrope positive. Alors, le groupe fondamental de M ne contient pas de
sous-groupes isomorphes a Z @ Z.

7.3 Constructions

Par ailleurs, concernant les constructions de métriques a courbure iso-
trope positive, Micallef et Wang [30] ont démontré le résultat suivant :
La somme connexe de deux variétés de dimensions > 4 et portant chacune
une métrique a courbure isotrope positive, porte aussi une métrique a cour-
bure isotrope positive.
En utilisant les techniques de submersions riemanniennes, on a démontré les
constructions suivantes :

Théoréme 7.3.1 ([Lad]) Soit © : (M,g) — S* une submersion rieman-
nienne sur le cercle, ou M désigne une variété riemannienne compacte de
dimension > 4.

Supposons que les fibres de m (munis de la métrique induite) satisfont la
condition de positivité (A) ci-dessous, alors, M porte une métrique a cour-
bure isotrope positive.
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Ou (A) désigne la condition suivante sur le tenseur de courbure :

K(@j,ek)+K(6j,€l) >| R(eiaejvekael) |7 (A)
pour tous les vecteurs tangents orthonormés {e;, e;, ex, €;}.

Notons que, la célebre condition de %—pincement stricte qui porte sur la
courbure sectionnelle entraine la condition de positivité (A). De plus, la
condition (A) entraine en méme temps la positivité de la courbure isotrope
et celui de la courbure de Ricci. Enfin, en dimension 3, la condition (A)
est équivalente a la positivité de la courbure de Ricci. En particulier, on
obtient :

Corollaire 7.3.2 ([La4]) Soit 7 : (M,g) — S' une submersion rieman-
nienne sur le cercle, ou M désigne une variété riemannienne compacte de
dimension 4.

Supposons que les fibres de m (munis de la métrique induite) sont & courbure
de Ricci positive alors M porte une métrique a courbure isotrope positive.

Comme conséquence des résultats précédents on obtient les exemples sui-
vants de variétés admettant des métriques a courbure isotrope positive :

1. Soit F' une variété de dimension > 3 portant une métrique rieman-
nienne g qui satisfait la condition de positivité (A). Soit ¢ € Isom(F,g)
et soit p: Z — Isom(F x R) définie par

n — ¢p(x,t) = (" (), t +n).

La variété M = % est alors ’espace total d’une submersion rieman-
nienne et satisfait les hypotheses du théoreme. Elle admet donc une
métrique a courbure isotrope positive.

2. Soit M une variété compacte de dimension > 4 et admettant un
feuilletage riemannien de codimension 1 tel que les feuilles, munis de
la métrique induite, satisfont la condition (A), alors M admet une
métrique a courbure isotrope positive.

3. Si une variété compacte de dimension 4 admet une action libre et lisse
du groupe SU(2) ou SO(3) alors elle admet une métrique a courbure
isotrope positive.

Remarquons que le dernier résultat ne se généralise pas au cas d’une action
non libre. En effet, S? x S? admet une action effective du groupe SO(3),
mais elle n’admet aucune métrique a courbure isotrope positive.
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7.3.1 Chirurgies et courbure isotrope positive

Du fait de analogie existante entre courbure isotrope et (n—4)-courbure,

on peut espérer que les résultats de chirurgies démontrés pour la p-courbure
[La3] se généralisent au cas de la courbure isotrope positive. Précisément,
on peut s’attendre & ce que la courbure isotrope positive soit stable sous
chirurgies en codimension > n — 1. D’autant plus qu’une telle stabilité a
été annoncée, sans démonstration, dans [15]. Cette question a fait ’objet de
'article [Lab]. Dans lequel on a démontré la stabilité de la courbure isotrope
positive sous une chirurgie de codimension n, i.e. sous sommes connexes.
Ce résultat a été premierement démontré par Micallef-Wang en utilisant les
techniques de Schoen-Yau [36]. Notre démonstration était a la maniere de
Gromov-Lawson [14].
Mais malheureusement, la stabilité sous une chirurgie en codimension n — 1
n’a pas en général toujours lieu. En effet, on montre qu’un tel résultat en-
trainerai alors que tout groupe a présentation finie peut étre réalisé comme
le groupe fondamental d’une variété a courbure isotrope positive (de dimen-
sion suffisamment grande). Ce qui vient contredire le résultat de Fraser cité
ci-dessus.
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Troisieme partie

Perspectives de recherches
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Comme dans tout travail de recherche mathématiques, le point de départ
est un probleme soulevé au bout duquel se ramifient d’autres questions na-
turelles.

L’arbre porte un réve au bout de chaque branche et le chercheur avance au
gré des rameaux. Si l'on ignore le lieu et le temps ol on atteindra le fruit,
on a au moins la certitude de notre apport en oxygene a ’arbre ramifié de
la recherche et aussi d’en étre un élément.

Les ramifications naturelles & mes recherches sont les suivantes :

A. Obstructions topologiques pour hy > 0 :

Un des problemes de grande importance en géométrie contemporaine
est I’étude des variétés d’Einstein. Ce projet se situe dans cette direction
puisque les variétés d’Einstein ont leur seconde courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl non-négative et non identiquement nulle & moins qu’elles soient plates.
Et ceci, rappelons le, indépendement du signe de la constante d’Einstein.
Dans ce projet, il s’agit d’abord de démontrer qu'une variété compacte ad-
mettant une métrique a courbure hy > 0 non identiquement nulle porte aussi
une métrique a hy > 0.

Ensuite, on doit chercher des obstructions topologiques (comme dans le cas
de la courbure scalaire) a Pexistence des métriques a hy > 0.

De tels résultats seraient tres intéressants dans le sens ol ils prouveraient
I’existence de variétés en dimensions supérieures sans métriques d’Einstein.
Une autre voie possible de recherche pour ces obstructions, est de considérer
I’analogue polyedral de hy. C’est une mesure portée par le squelette de co-
dimension 4 du polyedre en question. Pour des approximations polyedrales
convenables d’une variété riemannienne, ces mesures discretes convergent
en mesure vers 'intégrand hgqdvol. Voir les travaux de Cheeger, Miiller et
Schréader [8] et le compte-rendu de Lafontaine [22].

Il s’agit donc d’étudier les propriétés de positivité de ces analogues polyedraux.
En particulier, de voir si on peut avoir des théoremes d’annulation des
nombres de Betti.

B. Le probleme de Yamabe généralisé :

Ce probleme a déja été abordé dans ce texte. Le lecteur de ces lignes
est invité & se réferer donc au chapitre 2 pour les motivations. Il s’agit ici
d’étudier la conjecture suivante :
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Dans toute classe conforme d’une métrique riemannienne sur une variété
C* compacte donnée, il existe une métrique riemannienne a courbure de
Gauss-Bonnet-Weyl hoy, constante.

C. Théoréeme d’annulation pour la courbure iso-
trope positive

L’objectif ici est de démontrer que la positivité de la courbure isotrope

sur une variété compacte de dimension n > 4 entraine ’annulation des
nombres de Betti b; de la variété pour 2 <i <n — 2.
Ce probleme est motivé d’'une part par I'analogie existante entre courbure
isotrope et (n — 4)-courbure et d’autre part par le fait que le tenseur de
p-courbure apparait naturellement dans l'opérateur de courbure de Weit-
zenbok. Signalons qu’on a déja démontré ce résultat pour une métrique
conformément plate.

D. Conjecture de Hopf algébrique généralisée

Ce probleme a déja été abordé et motivé antérieurement dans ce projet.
Je me contenterai ici du simple énoncé de cette perspective de recherche :
La positivité de la courbure sectionnelle entraine t-elle la positivité de hoy,
pour tout k tel que 2 < 2k < n ? ou n désigne la dimension de la variété en
question.
Dans le cas compact, on espere démontré une version faible de ce probleme
(mais éventuellement les deux problemes sont équivalents!) :
Pour une variété compacte, la positivité de la courbure sectionnelle entraine
la positivité de la courbure totale fM hordvol, pour tout k tel que 2 < 2k <
n?
Ceci étant vrai pour k = 1 et k = 2, voir chapitre 2. Le probleme reste
ouvert pour k > 3.

E. Variétés (p, q)-Einstein :

Le but de cette recherche serait d’étudier les généralisations naturelles
suivantes des métriques d’Einstein.
Pour 1 < p < 2¢q, on dira qu’une variété riemannienne de tenseur de courbure
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R est (p, q)-Einstein si son tenseur de Ricci généralisé ¢24"PR? est propor-
tionnel a la métrique ¢gP. On retrouve les variétés d’Einstein usuels pour
p = q = 1 et les variétés (2¢)-Einstein (discutées dans le chapitre 2) pour
p=1.

On connait déja une caractérisation de cette condition :

Proposition 7.3.3 ([La7]) Pour 1 < p < 2q, une métrique riemannienne
est (p,q)-Einstein si et seulement si pour tout 1 < i < min{p,n — p} on
a w; = 0. Ou les w; sont les composantes de R suivant la décomposition

_\"29 2q—i
Rq—zizogq Wi -

Pour p = ¢ = 1, on retrouve la caractérisation classique des variétés d’Ein-
stein usuelles par ’annulation de la composante w; du tenseur de courbure
de Riemann.

Aussi, il en résulte immédiatement de notre étude que si une variété com-
pacte de dimension n = 4q est (2¢ — 1, ¢)-Einstein alors sa caractéristique
d’Euler-Poincarré est non-négative.

Ce dernier résultat généralise une propriété bien connue pour ¢ = 1.
Remarquons que la condition (p, ¢)-Einstein entraine (p—1, ¢)-Einstein pour
tout p > 2.

Pa ailleurs, si la dimension de la variété est telle que n = 2¢, alors toute
variété est (p, q)-Einstein. Donc, une telle condition n’est pas vide que si
2g < n.

Une question qui me semble intéressante serait de trouver une classification
des variétés qui sont (p, ¢)-Einstein pour tout 1 < g < n/2et tout 1 < p < 2¢
(il suffit de prendre p = 2¢q — 1).

Cette question généralise, aux dimensions supérieures, le probleme de clas-
sification des variétés d’Einstein en dimension 4.

Notons finalement que les métriques en question ici ne sont pas, en général,
critiques au sens de Bleecker [4].

F. Variétés conformément plates généralisées :

Comme dans la perspective de recherche précédente, la aussi les ques-
tions ne sont pas tres précises. Il s’agit d’étudier une classe de métriques
généralisant les métriques conformément plates.

Rappelons qu’une métrique est conformément plate (en dimension > 4) si
son tenseur de courbure de Riemann est divisible par la métrique. Elles sont
caractérisées par 'annulation de la composante ws dans la décomposition
orthognale en composantes irréductibles de R. En particulier, une variété
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d’Einstein conformément plate est nécessairement & courbure constante.
Par analogie, on dira qu’une variété riemannienne de dimension n est de
classe C(p,q) si son tenseur de Gauss-Kronecker RY est divisible par gP.
Pour p = ¢ = 1, on retrouve les métriques conformément plates usuelles.
Pour p = 1 et ¢ > 1, cette condition est invariante sous un changement
conforme de la métrique. De telles métriques sont alors dites g-conformément
plates et ont été partiellement étudiées par Nasu dans [32, 33].

Les métriques de classe C'(p, q) sont caractérisées par I’annulation des com-
posantes w; dans la décomposition orthogonale en composantes irréductibles
de RY = Z?io g*7w; pour 2¢ —p < i < 2q.

On déduit alors que, pour tout ¢ telle que 2¢g < n, si une métrique est a la
fois (g, q)-Einstein (voir la section ci-dessus) et de classe C(q,q) alors elle
est a g-courbure sectionnelle constante.

G. Obstructions pour la courbure d’Einstein posi-
tive

La question ici est de trouver des classes de variétés portant des métriques
a courbure scalaire positive mais qui n’admettent aucune métrique a cour-
bure d’Einstein positive. La variété produit S? x T2, et plus généralement
le produit S2 x T", n > 2 sont des candidats naturels.

H. Multiformes

Cette perspective de recherche se présente comme la suite de mes tra-
vaux sur les formes doubles.
Rappelons q'une forme double w € A*V ® A*IV peut étre considérée
comme une p-forme ordinaire mais a valeurs vectorielles dans A*?V. Cette
considération permet d’étudier les doubles formes a partir des formes. Elle
a été utilisée par de nombreux auteurs, je cite par exemple [3, 6] .
Par ailleurs, certains de nos résultats sur les formes doubles peuvent étre
généralisés au cas des formes doubles a valeurs vectorielles. Un exemple de
telles formes doubles est la seconde forme fondamentale d’une sous-variété
de codimension > 2.
Ceci permettrait d’étudier les ” formes triples”. Ces derniers étant les éléments
de l'espace A*PV @ A* TV @ A*"V.
1l serait alors intéréssant d’étudier en toute généralité les multiformes i.e. les
éléments des produits APV @AV ®... A*PrV . En particulier, 'opérateur
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de Hodge peut étre généralisé de 2" — 1 différentes manieres aux multiformes
d’ordre r (en le faisant opérer a chaque fois sur différents facteurs du produit
tensoriel).

Notons que tout tenseur de rang arbitraire peut étre vu comme une multi-
forme. Certains aspects de ces problemes ont été récemment étudiés par le
physicien théoricien J. M. M. Senovilla dans une série d’articles. En parti-
culier, il a utlisé des extensions du produit de Hodge et du produit intérieur
aux multiformes pour définir, a partir d’un tenseur 7' donné, des tenseurs
symétriques dites de super-énergie. Ces tenseurs sont quadratiques en T’
et généralisent les tenseurs dits de Bel et de Bel-Robinson, voir [39] et les
reférences qui y sont citées.

I. Courbures négatives

Suite aux travaux de Lohkamp [26], on sait maintenant que toute variété
compacte admet des métriques a courbure de Ricci négative et donc en par-
ticulier des métriques a courbure scalaire négative. Il serait alors intéressant
de prouver la méme propriété pour la seconde courbure de Gauss-Bonnet-
Weyl, courbure d’Einstein, p-courbures, courbure isotrope et pour les cour-
bures sectionnelles de Weitzenbok.
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Quatrieme partie

Activités d’enseignement et
de recherche
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I Activités de Recherche

1.

Encadrement de jeunes chercheurs : J’ai encadré (2001) le mémoire
de DEA (Master Project) de Z. Safar de 'université de Bahrein sur
les espaces de longueur.

Groupes de travail : J’ai organisé durant un semestre (1997) conjoin-
tement avec deux collegues du département de physique un groupe de
travail sur la théorie de relativité générale (plus de dix participants).
Ou j’ai donné une série de cours sur le calcul tensoriel et les variétés
riemanniennes.

Aussi, j’ai participé a un groupe de travail sur les courbes elliptiques
qui a duré trois semaines (Summer school on elliptic curves, ICTP,
Trieste , Italie 1997).

Visites de Recherche : Dans la période 09/1995-09/1996, j’ai tra-
vaillé en tant que chercheur-visiteur (visiting-researcher) au centre in-
ternational de physique théorique (ICTP) & Trieste en Italie.

Par ailleurs, je visite annuellement , pendant deux mois (Juillet-Aott)
et ceci depuis 1997, le département de mathématiques de 1'université
Montpellier II.

Travaux de referee : J’ai rapporté sur des articles pour les journaux
suivants :

— Math Reviews.

— Publicacions Matematiques.

— Turkish Journal of Math.

— Arab Journal of Science.

Proceedings de I’école CIMPA sur la géométrie riemannienne, Eloued
(2005).

Communications :

— Riemannian manifolds with positive Einstein tensor, First Beit Mery
conference on Geometry , Université Américaine du Liban.

— Actions de groupes de Lie et positivité de la p-courbure, Séminaire
de rentrée du GETODIM, Montpellier.

— Manifolds with positive Einstein tensor, ICTP, Trieste, Italy.

— Variétés a p-courbure positive, Institut de Fourrier, Grenoble.

— Variétés a p-courbure positive, département de mathématiques de
PUMILI.

— Sur les nombres de Betti des variétés conformément plates, département
de mathématiques de 'UMII.
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IT Activités d’Enseignement

Je suis maitre de conférence (assistant-professor) a l'université de Bah-
rein, depuis I'année scolaire 1996,/1997. Pendant cette période, j’ai enseigné
différents cours de Mathématiques :

— En troixiéme cycle (Master), j’ai enseigné des cours de topologie

(Math 515) et de la théorie de la mesure (Math 503).

— En deuxiéme et premier cycles, j'ai assumé la résponsabilité de

cours tres variés. Ainsi, j’ai enseigné a plusieurs reprises, pour les éleves
en troixieme et quatrieme année universitaire, les cours de géométrie
différentielle (Math 452), géométrie Euclidienne et non-Euclidienne
(Math 451), Topologie (Math 415), Analyse fonctionnelle (Math 417),
Analyse I (Math 303), Analyse II (Math 304) et un cours de calcul
tensoriel (Math 388).
Pour les premiere et deuxieme années, j’ai donné des cours en algebre
linéaire (Math 211), équations différentielles (Math 205), théorie des
ensembles et logique (Math 253) et des cours de calcul différentiel pour
les étudiants de sciences, école de commerce et ingénieurs (Math 204,
Math 203, Math 122, Math 102, Math 121, Math 101, Math 104, Math
103).

— Direction de mémoires de Maitrise : Pendant les dix derniéres
années, j’ai dirigé une vingtaine de mémoires a 'université de Bahrein
dans des themes variés en géométrie et en analyse.

IIT Divers

— Boursier conjointement du Gouvernement Frangais et Algérien pen-
dant 4 ans (1990-1994). La bourse a été obtenue sur concours.

— A Toccasion de la journée portes ouvertes des sciences 2005, j’ai orga-
nisé a I'université de Bahrein des activités de vulgarisation de mathématiques.
Ainsi, j’ai exposé les thémes suivants : Les polyhedres (3D) et leurs
constructions, sur la quatrieme dimension et sur des preuves algébriques
expérimentales.
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Annexe A

Remarques sur la géométrie
des tubes

Durant une opération de chirurgie sur une variété riemannienne lelong
d’une sous-variété plongée [14, La3, La8], on remplace la métrique (ancienne)
induite par ’application exponentielle sur un voisinage tubulaire de la sous-
variété plongée par la métrique de Sasaki. Dans cet appendice on présente
les résultats de [Lal0] ou on a étudié le comportement de ces deux métriques
au voisinage de la section nulle du fibré normal.

Soit (X, g) une variété C'*° riemannienne de dimension n + p et M une
sous-variété (compacte) plongée de dimesion n dans X. Soit

T.={(z,v):z € M,v e N;,M and g(v,v) <€’}

un tube de rayon € autour de M. Il existe ¢y > 0 tel que exp : T, — X, est
un difféfomorphisme sur son image pour tout € < ¢y. Soit exp*g le pull-back
de la métrique g sur X.

Le sous-fibré normal 7T, peut étre aussi muni d’une deuxieme métrique
naturelle, a savoir celle de Sasaki. C’est la métrique h compatible avec la
connexion normale telle que la projection naturelle 7 : (T¢, h) — (M, g) soit
une submersion riemannienne.

Soit (p,rn) € T, ou 7 < € et n un vecteur normal unitaire en p. Notons
par A, lapplication de Weingarten de la sous-variété M définie dans la
direction de n.

Le résultat suivant montre que ces deux métriques sont en générale tan-
gentes que jusqu’a 'ordre 1. Elles le sont & 'ordre deux si et seulement si la
sous-variété M est totalement géodésique dans (X, g).
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Théoréme A.0.4 ([LalO]) Soit R le tenseur de courbure de Riemann de
(X, g). Alors pour tout uy,uz € T n)Te, on a

exp*g(u1,u2) = h(u1,u2) — 2g(Apmeur, moug)r

2
—|—{g(An7r*u1, Apmiug) + R(meur, n, moug,n) + gR(mul,n,Kug, n)

2 1
+§R(7T*U2,n, Kuy,n) + gR(Kul, n,KuQ,n)}'rQ +0(r3).

Ou m, et K représentent réspéctivement la différentielle de w et l’application
de connezxion.

REMARQUE. Notons que dans [14], au début de la preuve du lemme 2 page
430, il a été affirmé que les métriques exp*g et h sont suffisamment proches
dans la topologie C? quand r — 0. La méme erreur est dans [La3]. Ceci
n’affecte pas les résultats correspondants dans les deux articles, voir [La8].
Une maniere rapide pour ce rendre compte de cette propriété est comme
suit : pour la métrique h, la section nulle M — T est totalement géodésique
(car pour une submersion riemannienne le relevé horisontal d’une géodésique
est une géodésique). D’autre part, la section nulle M — T, est totalement
géodésique pour la métrique exp*g si et seulement si M est totalement
géodésique dans (X, g).

Dans le cas ou I'espace ambiant (X, g) est 'espace Euclidien R™, on montre
la relation simple suivante entre les deux métriques :

Théoréme A.0.5 ([LalO]) Soit M une sous-variété plongée dans l’espace

Euclidien, alors pour tout uy,ug € Ty, rp)Te, on a

exp*g(ur, ug) = h(uy, ug) — 29(Apmauy, meu2)r + g(Apmiug, AnmuQ)rQ.

On démontre des résultas similaires dans le cas ou (X, g) est a courbure
constante arbitraire, voir [Lal0].
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