N

N

Modeles non linéaires de transport dans un milieu
poreux hétérogene

Julien Jimenez

» To cite this version:

Julien Jimenez. Modeéles non linéaires de transport dans un milieu poreux hétérogene. Mathématiques
[math]. Université de Pau et des Pays de I’Adour, 2007. Francais. NNT: . tel-00204610v2

HAL Id: tel-00204610
https://theses.hal.science/tel-00204610v2
Submitted on 27 Mar 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00204610v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

ACADEMIE DE BORDEAUX .

THESE

présentée a
IPUNIVERSITE de PAU et des PAYS de ’TADOUR

ECOLE DOCTORALE DES SCIENCES ET DE
LEURS APPLICATIONS

par
Julien JIMENEZ

pour obtenir le grade de

DOCTEUR

Spécialité : Mathématiques Appliquées

Modeéles non linéaires de transport

dans un milieu poreux hétérogéne

Soutenue le 28 novembre 2007
Aprés avis des rapporteurs :
M. F.JAMES Professeur - Université d’Orléans
M. E. Yu. PANOV Professeur - Université de Novgorod

Devant la commission d’examen formée des rapporteurs et de :

Mme. J. FLECKINGER Professeur - Université de Toulouse I - Examinatrice

M. G. GAGNEUX Professeur - Université de Pau - Président

M. J. HERNANDEZ ALONSO Professeur - Université autonome de Madrid - Examinateur
M. L. LEVI Maitre de conférences - Université de Pau - Directeur de thése
Mme. M. MADAUNE-TORT Professeur - Université de Pau - Directrice de thése

-2007-






Remerciements

Je tiens a remercier en premier lieu mes deux directeurs de thése Monique Madaune-
Tort et Laurent Lévi. Je les remercie de m’avoir orienté vers ce sujet lors de mon stage
de DEA, et de m’avoir accompagné avec gentillesse, disponibilité mais également une
trés grande rigueur et précision durant ces trois années. J’espére qu’ils ont pris autant
de plaisir que moi & cette aventure & la fois passionnante mais parfois délicate qu’est la
réalisation d’une thése.

Je suis tres reconnaissant au Professeur Gérard Gagneux, lorsqu’il était en charge du
DEA, d’avoir obtenu une bourse du ministére pour me permettre de mener cette thése
dans des conditions idéales. Je le remercie également de m’avoir fait I’honneur de présider
mon jury de thése.

Je remercie vivement les Professeurs Francois James et Evgeny Panov pour la lecture
attentive et trés constructive de ce manuscrit, et également pour m’avoir donné des idées
de développements possibles & mon travail.

Je remercie les Professeurs Jacqueline Fleckinger et Jesus Hernandez Alonso d’avoir
accepté de faire partie de mon jury de thése et de 'intérét qu’ils ont porté a mes travaux.

Je remercie également tous les enseignants avec lesquels j’ai travaillé d’avoir toujours
répondu a mes questions de jeune chargé de TD et d’avoir facilité au mieux mon travail
de moniteur.

Je remercie les membres du Laboratoire de Mathématiques Appliquées de Pau, et son
directeur Mohamed Amara de m’avoir acceuilli durant ma thése.

Un grand merci aussi a tous les camarades docteurs ou encore doctorants que j’ai co-
toyés durant ma thése, avec une pensée pour tous mes “collégues de bureau” et ’ambiance
chaleureuse (enfin la plupart du temps!) et sympathique que nous avons fait régner dans
ce fameux bureau. Je remercie plus particuliérement Fabien C., Patrick (pour leurs pré-
cieux conseils lorsque j’étais jeune thésard), Cédric (pour m’avoir servi de taxi entre la
Cote Basque et Pau), Yves, Hoang (ah, ce voyage en Andalousie!) et Fabien D..

Et évidemment une pensée pour les deux “droles de dames”, Agnés et Anne-G. Un
énorme merci pour m’avoir supporté tout au long de ma thése (et il faut bien avouer
que parfois ¢a devait étre quasiment mission impossible!)...et pour les beaux cadeaux que
vous m’avez trouvés pour la soutenance (surtout le bonnet!!). En parlant des cadeaux de
thése, je remercie également tous ceux qui y ont participé!

Je remercie enfin mes parents pour la liberté de choix qu’ils m’ont toujours laissée et

pour leur soutien autant moral que financier durant cette quasi-décennie d’études supé-
rieures. J’associe également & ces remerciements mes grand-parents et toute ma famille.




i

REMERCIEMENTS




iii

Table des matiéres

Remerciements
Introduction

1 Rappels et présentation des résultats obtenus

1.1 Rappels : le cadre régulier . . . . .. .. .. ... L
1.1.1 Formulations entropiques . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.1.1.1 Formulation de C. Bardos- A.Y. LeRoux- J.C. Nédélec . .

1.1.1.2 Formulationde F. Otto . . . . . .. ... ... ... ...

1.1.2 Existence de traces . . . . . . . . . .. ...
1.1.3  Condition de Rankine-Hugoniot . . . . . .. ... .. ... .. ...
1.1.4 Convergence de solutions approchées dans L* . . . .. .. ... ..

1.2 Probléme hyperbolique a coefficient b discontinu . . . . . . .. .. .. ...
1.2.1 Notion de solution faible entropique. . . . . . . . . ... ... ...
1.2.2  Présentation des techniques utilisées . . . . . . . . . ... ... ..

1.3 Présentation des résultats obtenus . . . . . . .. ... L0

2 Cas de la dimension 1

2.1 Introduction . . . . . . . . ...
2.2 Notion de solution faible entropique . . . . . . . . .. .. ... ... ....
2.3 Conditions a l'interface {zo =0} . . .. .. ... .. ... L.
2.4 Le résultat d’unicité . . . . . . . .. ...
2.5 Le résultat d’existence . . . . . . . ... Lo
2.5.1 Premiére étape : ug € C°(2) . . . . . . Lo
2.5.2 Deuxiéme étape 1 ug € L®(Q) . . . . . ..o
2.6 Analyse de la condition d’interface dans un cas particulier . . . . . . . ..
2.6.1 cas1: fcroissante, b, <0,bg >0 . . .. . ... .. .. ......
2.6.2 cas 2: fcroissante, b, > 0,bg >0 . . .. . ... .. ...

2.6.3 Remarque sur la condition d’interface (2.8) lorsque f est croissante
et by >br >0 . . . .
2.7 Généralisation . . . . . . . ..

3 Etude du probléme couplé hyperbolique/hyperbolique
3.1 Introduction . . . . . . . ...
3.2 Unicité de la solution entropique . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...




v

TABLE DES MATIERES

3.2.1 Condition d’interface . . . . . . . . . . . ...
3.2.2 Lerésultat d’unicité . . . . . . . ...
3.3 Existence . . . . ...
3.4 Un cas particulier . . . . . . . .. L

Etude d’un probléme couplé hyperbolique/parabolique

4.1 Introduction . . . . . . . ..
4.1.1 Mathematical setting . . . . . . . .. ... ... ...
4.1.2  Main assumptions and functional spaces . . . .. .. .. ... ...

4.2 Notion of weak entropy solution . . . . . . . ... ... L L.

4.3 Statement of uniqueness . . . . . . .. ... e
4.3.1 Study on the hyperbolic zone . . . . . ... ... ... ... ....
4.3.2 Study in the parabolic zone . . . . . . ... ... L.
4.3.3 The uniqueness theorem . . . . . . . ... . ... ... ... ...

4.4 The Existence Property . . . . . . . . . ... Lo
4.4.1 The second order problem . . . . .. ... ... 0L
4.4.2 The viscous limit . . . . . ... ... oo

4.5 Remarks . . . . . .o
4.5.1 Interpretation of the problem . . . . ... . ... ... .......
4.5.2 Notion of entropy weak solution . . . . . . ... ... ... .....
4.5.3 Bounds of a weak entropy solution . . . .. ... .. ... ... ..

Conclusion

Bibliographie

79
79
79
80
81
82
82
85
87
89
89
97
104
104
105
106

106

108




Introduction

Ce mémoire a pour objet I'étude de lois de conservation scalaires dont le terme de
convection est discontinu par rapport a la variable d’espace. Nous cherchons a obtenir
des résultats d’existence et d’unicité d’une solution faible pour ce type de probléme. Il
s’agit d’étudier le probléme du raccord le long d’une interface commune des solutions de
deux équations quasi linéaires hyperboliques du premier ordre, posées dans deux ouverts
disjoints. Nous présentons d’abord le probléme modéle en dimension 1. Puis nous étendons
I’étude au cas multidimensionnel en proposant deux types de généralisation.

Présentation du probléme posé

Dans toute la suite {2 désigne un ouvert borné connexe de R™, n > 1, de frontiére notée
I' suffisamment réguliére. Plus précisément, nous supposons que ) admet une déforma-
tion lipschitzienne réguliére (concept dont nous donnons la définition dans le paragraphe
suivant).

Soit T un réel strictement positif fini. Nous notons @ l'ouvert |0, T[x (2.

Nous supposons qu’il existe deux ouverts disjoints 2, et g, de frontiéres notées
respectivement I'z, et I'g, tels que Q = Q, UQgr et QN Qg =17 5.

Nous notons ¥ =0, T[xT".

Présentation du probléme en dimension 1

Dans ce cas, €2 est un intervalle ouvert borné de R et par normalisation on peut
supposer que :

O=]-1,1], Q. =]-1,0[, Qr=]0,1], Trx=/{0}

Le probléme modéle est décrit par :
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Trouver une fonction mesurable u sur @) telle que :

0 9]
o+ - (b@) )+ gt = 0 dans Q.
w(0,2) = wup(x) sur (1)
u =0 sur (une partie de) X,

ou la fonction b est définie sur |—1, 1] et discontinue en 0.

Les problémes de type (1) apparaissent dans de nombreuses applications. Nous pou-
vons citer les modéles de l'industrie pétroliére et plus particuliérement la modélisation
d’un écoulement diphasique dans un milieu poreux hétérogene ([23], [35], [51]). Ce mo-
déle apparait également dans des processus de sédimentation continue ([10], [12], [17],
[18]) et dans des modéles de traffic routier ([25], [55]). L’écoulement sanguin aprés une re-
construction endovasculaire ([14]) ou les "radar shape-from-shading problems* (|41]) sont
d’autres applications possibles. Enfin les équations de Hamilton-Jacobi associées a (1)
sont étudiées dans [30] et [42].

Pour ce probléme monodimensionnel, nous montrerons au chapitre 2 un résultat d’exis-
tence et d’unicité sous une hypothése de non linéarité portant sur le terme de convection.
Cette hypothése permet de justifier I'existence d’une trace le long de la droite {x = 0} et
d’écrire une condition de raccord a l'interface.

Généralisation au cas multidimensionnel

L’hypothése de non-linéarité utilisée pour traiter le probléme en dimension 1 peut se
généraliser au cas de termes de convection donnés par div,(b(z)f(u)) ou b est une fonction
a valeurs réelles discontinue le long de I'z r et f une fonction a valeurs vectorielles. En
revanche, elle n’est pas adaptable au cas de termes de convection du type div,(b(z)f(u))
ou b est une fonction a valeurs vectorielles discontinue le long de I'; g et f une fonction
a valeurs scalaires. Or ce type de terme de transport apparait dans les modéles de I'in-
génierie pétroliére ou la fonction b est généralement le gradient d’une pression et f une
perméabilité. En conséquence, nous proposons deux types de généralisation.

Le probléme couplé hyperbolique-hyperbolique

Au chapitre 3 de ce mémoire, nous menons ’analyse mathématique du probléme de
Dirichlet homogéne suivant :
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Trouver une fonction mesurable u telle que :

Owu + div,(b(z) f(u)) + g(t,z,u) = 0 dans @,
u 0 sur (une partie de) X, (2)
w(0,2) = wup(z) sur €Q,

ot la fonction b, définie sur €, est discontinue le long de I’ r,r- Pour étudier le probléme
(2) nous pouvons suivre les idées mises en place au chapitre 2. Nous allons préciser les
hypothéses principales sur les données de ce probléme. Pour cela, nous donnons d’abord
la définition (qui peut se trouver dans [16], [54]) d’un ouvert dont la frontiére admet une
déformation “lipschitzienne réguliére”.

Définition 0.1. Soit 2 un ouvert de R™ de frontiere 0Q2. On dit que OS2 admet une
déformation lipschitzienne réguliére si :
— Pour tout z € 050, il existe un réel strictement positif =, une application lipschit-
zienne oz de R"™! dans R, une isométrie (pour la norme euclidienne) Rz de R™
dans R™ tels que :

R=(Z)=0
RN —rz,rz["={y €] —rz, 72", az(y1, - - -, Yn—1) < Yn}

— Il existe une application ¥ : [0,1] x 0Q — Q telle que ¥ est un homéomorphisme
bi-lipschitzien et U(0,.) = Isq ot I est Uapplication identité sur OS).
- lim V\IJ(S, ) o) CNVZ = de dans Ll(] — Tz, Tg[n_lng(aQ)),

s—0+

ot pour tout 7 € O, az est la restriction & | — rz, r=["*NR=(0Q) de lapplication
(ylu s ’yn—l) - %l(ylv sy Yn—1, O‘E(yh cee 7yn—1>>'

L’application V est appelée déformation lipschitzienne de Q.

Parmi les ouverts qui répondent a cette définition, nous pouvons citer les ouverts dont
la frontiére est de classe C2. En effet il existe alors un vecteur normal unitaire extérieur v
défini partout. Alors, pour ¢ assez petit, ’application :

U [0,1]x0Q — Q

(s,0) — 7 —esv(o),
est une déformation lipschitzienne.

Les domaines étoilés par rapport a un point vérifient également les propriétés de la
définition 0.1. Il existe un point xzy de Q tel que, pour tout @ de 02, pour tout € de
[0,1], o + O(xg — &) € Q. Alors, Pappication ¥ définie pour tout (s,) de [0, 1] x 92 par
U(s,7) =7 + 35(xo — 7) est une déformation lipschitzienne.

Les domaines dont la frontiére satisfait la propriété du céne admettent également une
déformation lipschitzienne.
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Hypothéses principales

- Q, Qp, Qg sont des ouverts lipschitziens admettant une déformation lipschitzienne
et tels que, pour 7 = L, R, Hnil(FL’R N (Fz \ FL,R)) =0.

— La donnée initiale ug est une fonction mesurable et bornée sur 2 a valeurs dans
[m, M], m et M étant deux réels fixés, m < M.

— La fonction b est telle que :

. bL(ZE) six € QL,
bw) = { br(x) sixz € Qp,
ol by, est un élément de W (€2 et br un élément de W>(Qp).
Comme pour ¢ = L, R, Pinjection de WH>°(Q;) dans C(£;) est compacte (voir [11]),
nous pouvons définir les traces respectives de by, et br sur I'z r de telle sorte que,
pour x dans €);, pour tout o de 'y g, @ = L, R,

lim b(x) = b(7).

— La fonction & valeurs vectorielles f = (f1,..., fn) est définie sur R, ses n compo-
santes sont de classe C! et lipschitziennes sur R. Nous notons, pour i = 1,...,n,
My, la constante de Lipschitz de f; et nous posons My = max;—;__, My,.

— La fonction g est définie sur [0,7] x Q x R, de classe C°, lipschitzienne sur R par
rapport & sa troisiéme variable, uniformément en (¢, ). Nous notons M, la constante
de Lipschitz associée a cette propriété.

Le probléme couplé parabolique-hyperbolique

Au chapitre 4, nous nous intéressons au cas d'un terme de convection donné par
div,(b(z) f(u)). Nous n’avons pas su étudier dans ce cas le couplage de deux lois de
conservation hyperboliques. Nous avons en conséquence introduit un modéle perturbé par
Pajout sur 'un des deux ouverts d’un terme de diffusion et pour lequel nous donnons un
résultat d’existence et d’unicité.

Le probléme considéré s’écrit comme suit :

Trouver une fonction mesurable u sur @) telle que :

Opu + divy(b(x) f(u)) + g(t, x,u) = divy(Io,(2)Vep(u)) dans Q,
u = 0 sur (une partie de) X,
u(0,.) = wup sur €2,
(3)

ou

Q=Q,UQ, et Q,NQ, =0,

b(x) f(u) = bu(x) fu(u)le, + by(2) fp(u)lg,,
9(t,x,u) = gp(t, z, u)lo, (x) + gn(t, 7, u)lg, (x).
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Le probléme (3) a un caractére parabolique sur une partie du domaine fixée a priori. Nous
préciserons les hypothéses sur les données du probléme (3) au chapitre 4.

L’écoulement d’un fluide visqueux incompressible autour d’une surface rigide, le trans-
fert de chaleur (d’un fluide incompressible sur une plaque chauffée par exemple) ou le
processus d’infiltration dans un milieu poreux stratifié a deux couches présentant des pro-
priétés géologiques différentes sont quelques exemples de modélisation correspondant au
probléme (3).

Repéres bibliographiques

Les premiers travaux sur les lois de conservation a flux discontinu sont dus a T. Gimse
et N.H. Risebro en 1992 ([|23|). Les auteurs utilisent la méthode de “front tracking” pour
traiter le probléme de Cauchy en dimension un d’espace. Depuis de nombreux travaux
ont été développés. Les références fournies ici ne sont donc pas exhaustives. La premiére
notion de solution faible entropique pour le probléme (1) fut introduite par J.D. Towers
dans [52] ou la propriété d’existence est obtenue par un schéma aux différences finies
(voir aussi [53] du méme auteur). Des schémas aux différences finies de type Engquist-
Osher sont également utilisés par R. Biirger, K.H Karlsen, N.H. Risebro et J.D. Towers
dans [12| alors que dans [34], K.H. Karlsen et J.D Towers étudient la convergence d’un
schéma de type Lax-Friedrichs. Les schémas de type Godunov ont également été étudiés
par Adimurthi, J. Jaffré et G.D. Veerappa Gowda ([1]) et par Adimurthi, S. Mishra et
G.D. Veerappa Gowda ([2], [3]).

Une autre méthode utilisée pour prouver des résultats d’existence consiste a régula-
riser la fonction flux et obtenir des estimations a prior: pour pouvoir passer a la limite.
Cette technique est employée par N. Seguin et J. Vovelle ([48] ot des schémas de type
volumes finis y sont aussi analysés) et F. Bachmann (|7]). Nous utiliserons ce procédé
de régularisation dans le chapitre 1. De plus, un résultat d’unicité est présenté dans la
plupart de ces articles soit par le concept de “solution entropique optimale”([1], 2], [3])
soit par des conditions “d’entropie” le long de l'interface de discontinuité ([12], 7], [48],
[52]). Dans les deux cas, lexistence de traces de part et d’autre de la ligne de discontinuité
est supposée ou justifiée par les travaux d’A. Vasseur (|54]). En introduisant le concept
d™entropie partielle de Kruzkov adaptée” ("partially adapted Kruzkov entropies®) E. Au-
dusse et B. Perthame (|6]) obtiennent une propriété d’unicité sans recourir a l'utilisation
de traces le long de la discontinuité. De méme, grace au concept de solution cinétique,
F. Bachmann et J. Vovelle (|8]) prouvent I'unicité d’une solution entropique (au sens de
J.D. Towers) sans utiliser la notion de traces. Notons que tous les travaux précédemment
cités considérent le probléme du type (1) i.e. uniquement la dimension 1 d’espace. Dans
une série d’articles ([31], [32], [33]), K.H. Karlsen, N.H. Risebro et J.D Towers étudient
un probléme de diffusion-convection, en dimension 1 d’espace, dont le terme de transport
est discontinu. L’existence d’une solution est obtenue soit par la méthode de compacité
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par compensation (|31]) soit par un schéma aux différences finies de type Engquist-Osher

(1321,

133]).

En ce qui concerne I'étude de problémes couplés de type hyperbolique-parabolique,
avec une fonction flux continue par rapport a la variable d’espace, nous pouvons citer les
travaux de G. Aguilar, F. Lisbona et M. Madaune-Tort ([4]) et G. Aguilar, L. Lévi et
M. Madaune-Tort ([5]). Dans [22|, F. Gastaldi et A. Quarteroni étudient également un
probléme couplé mais de type hyperbolique-elliptique.

Notations

Nous donnons ici les principales notations que nous allons utiliser dans la suite de ce
meémoire.

Pour ¢ dans [0,n], nous désignons par H? la mesure de Hausdorff de dimension ¢
sur R".

v représente le vecteur normal unitaire extérieur a € défini H"~! presque partout
sur I'.

Pour i = {L, R} ou i = {h,p},

v; représente le vecteur normal unitaire extérieur a €2; défini H"~! presque partout
sur I';.

Qi =10,T[xQ;, 3; =]0, T[xT;.

EL,R = EL N ER, Ehp = Eh N Ep.

Suivant le contexte, afin de ne pas alourdir les notations,

o désigne un élément de X (ou de X;) et & désigne un élément de I" (ou T';). Ainsi
o= (t,7).

L désigne la mesure de Lebesgue sur R™.

Pour tout sous-ensemble A de R™, C2°(A) désigne I’ensemble des fonctions de classe
C*> sur A a support compact dans A.

I4 désigne la fonction caractéristique de A.

La fonction sgn,, désigne I’approximation lipschitzienne de la fonction sgn donnée,
pour tout réel strictement positif n et tout réel positif x, par

sgng(x) = min(z, 1) et sgn,(—z) = —sgn,(x).
Ui

=1 axi '
Pour tous réels a, b, I[a,b] (respectivement I(a,b)) désigne I'intervalle fermé (resp.
ouvert) borné par a et b.

div, désigne opérateur de divergence au sens des distributions, div,h =)
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Quelques outils d’analyse fonctionnelle

Nous introduisons dans ce paragraphe quelques espaces fonctionnels qui seront utiles
au cours de ce mémoire. Nous supposons connues les notions d’espaces de Banach, de
Hilbert, de Lebesgue LP, 1 < p < +00.

Définition 0.2. Soient X un espace de Banach, |a,b| un ouvert de R et dt la mesure de
Lebesgue sur ]a, bl.
e On désigne par LF(a,b, X), 1 < p < 400, lespace des fonctions [ de |a,b] dans X telles
que :
f est mesurable pour dt,

1
b »
1l zr(ap,x) = (/ ||f||§(dt) < 4o00.

e On désigne par C([a,b], X) Uespace des fonctions continues de [a,b] & valeurs dans X.

Définition 0.3. Soit X etY deux espaces de Hilbert séparables tels que X est inclus dans
Y. Soit ]a,b] un ouvert de R. Alors l’espace,

Wi(a,b; X,Y) = {u € L*(a,b; X) ; Ou € L*(a,b;Y)}

muni de la norme ||u|lw = (HUH%Q(G bx) T+ H@tuH%Q(a b,y))% est un espace de Hilbert.
Dans la suite, on notera W(0,T) l'espace W(0,T; H}(Q), H1(Q)).
Nous avons de plus le résultat suivant :

W(0,T) — C°([0,T], L*(Q)).

Définition 0.4. Soit O un ouvert. Nous désignons par BV (O) espace des fonctions
localement intégrables sur O a variation bornée. Nous noterons | . |pv(oy la semi-norme
définie, pour tout f dans BV (O), par la variation totale de f, i.e.

| Flsvio = sup { [ faanotar, 6 € c(O) ol < 1} .

Nous donnons également un résultat d’existence de trace pour une fonction intégrable
de BV.

Proposition 0.5. Soit O un ouvert de R™ connexe de frontiere lipschitzienne. Nous no-
tons n le vecteur normal unitaire extérieur o O défini H" ! presque partout sur 00. Il
eziste un unique opérateur de trace v : BV (0) N LY(O) — LY(00) continu tel que :

Y € CY(R™,R"),Vf € BV(0)n L'(0),

: _ n—1
/Of(a:)dlvxcpdx—/aovfcp.ndH /Ogod[Df],

ot [Df] représente la mesure de Radon vectorielle associée aux dérivées distributions
premiéres de f (voir [19] pour plus de détails).




8 INTRODUCTION

Nous donnons maintenant la définition d’un point de Lebesgue.

Définition 0.6. Soit x un élément de R". Alors x est un point de Lebesgue de f si :

1
lim —— () — f(@)dy = 0,
im / ) = fldy

r—0+ mes(B(z,r))
ot B(x,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Lemme 0.7 (Lemme de Gronwall). Soient T' un réel strictement positif fini, ¢ une fonc-
tion de L>°(0,T), ¢(t) > 0 pour presque tout t de]0,T|, u une fonction de L*(0,T), n >0
presque partout sur |0, T

o On suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que :

pour presque tout s dans |0,T[, ¢(s) < k + /OS p(t)o(t)dt. (4)

Alors, pour presque tout s de |0, T|, ¢(s) < kexp </S u(t)dt).
e Sila relation (4) est vérifiée avec Kk =0, alors ¢ =0 prgsque partout sur |0, T.
Lemme 0.8 (Lemme de F. Mignot- A. Bamberger). Soit V' un espace de Hilbert, tel que
V— L*(Q) = V',

ot les injections canoniques sont continues et a image dense.

Soit B une fonction de la variable réelle, a valeurs réelles, supposée continue et crois-

sante, telle que :
B(A
lim sup| W]

[A| =400 |>\|

< +00

Alors, quelle que soit la fonction u de L*(Q) telle que :
O € L*(0,T; V'), B(u) € L*(0,T;V),
on dispose de la formule, au sens de D'(]0,T|) et dans L'(0,T),

u(.,x)
(Opu, B(u))yr v = % i (/0 6(7‘)dr> de.

Nous rappellons également I'inégalité de Young, souvent utile dans les majorations
que nous avons a effectuer.

Propriété 0.9 (Inégalité de Young). V a € R,V b € Ry, pour tout p et p' dans |1, +o0[

1,1
tels que;—l—p—l,

1 1.
abg—ap+—,bp.
p p

En particulier, pour p =p = 2,
2ab < a® + b.
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Nous utiliserons & plusieurs reprises dans la suite de ce mémoire le théoréme de point
fixe de Schauder-Tychonoff. Nous I’énoncons donc ici.

Théoréme 0.10 (Schauder-Tychonoff). Soit X un espace de Banach séparable et réflexif.
On suppose que :

— K est un ensemble non vide, fermé, borné et convexe de X.

— L’application T' : K — K est "faiblement-faiblement” séquentiellement continue,
i.e. pour toute suite (x,)nen+ de K convergeant faiblement vers x, la suite (T (xy))n
converge faiblement vers T'(x).

Alors, T admet au moins un point fire dans K.

Nous rappelons enfin un résultat donné dans [20] sur la convergence de suite de fonc-
tions bornée dans L.

Théoréme 0.11. Soit O un ouvert borné inclus dans R™ et (uy,)m=o une suite de fonctions
mesurables sur O telle que :

AM > 0,Vm > 0, ||[ty|| (o) < M.

Alors il existe une sous-suile (Ugp(m))m>o0 €t une fonction mesurable m dans L>(]0,1[xO)
telles que, pour toute fonction continue et bornée f dans Ox] — M, M]|,

V¢ € Ll(O),%EI})O/(Of(x,u@(m))gdx = /]01[ Of(x,w(a,x))dozﬁdx.

Ce théoréeme fut d’abord utilisé a ’approximation, par la méthode de viscosité artifi-
cielle, du probléme de Cauchy dans R™ pour des lois de conservation, lorsqu’on obtient
seulement une estimation L de la suite des solutions approchées. Ce résultat a aussi été
appliqué a I'analyse numérique des équations de transport. En effet la méthode des “vo-
lumes finis” donne uniquement une estimation L° uniformément par rapport a la taille du
maillage, de la solution numérique (voir [20]). Nous utiliserons principalement ce théoréme
au chapitre 4.
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Chapitre 1

Rappels et présentation des résultats
obtenus

La difficulté dans P’étude de problémes du type (2) est due a la discontinuité de la
fonction b dans le terme de convection. En effet, lorsque la fonction b est suffisamment
réguliére nous savons depuis les travaux de S.N. Kruzkov (voir [36]), que ce probléme
admet au moins une solution faible. De plus, parmi les solutions faibles il existe une
unique solution dont les discontinuités vérifient une condition d’entropie. Cette unique
solution est alors appelée solution faible entropique.

L’objectif de cette thése est de mettre en lumiére une condition de type entropique
permettant d’assurer 'unicité d’une solution entropique lorsque la fonction b présente
des discontinuités. Pour cela nous allons adapter les conditions d’entropie classiquement
utilisées dans le cas d'un terme de convection régulier, afin d’y inclure les contraintes
imposées aux discontinuités éventuelles de la solution le long de ¥ g =]0,T[xI'L g, en
tenant compte de la discontinuité de b le long de 'z, g.

Au moyen de diverses techniques que nous développerons par la suite (régularisation
de la fonction b, méthode de viscosité artificielle notamment), nous allons nous ramener
a utiliser les propriétés connues pour un terme d’advection régulier. Nous commencons
donc ce chapitre par un tour d’horizon des principaux résultats connus sur les équations
hyperboliques quasi linéaires du premier ordre & coefficients continus, associées & une
condition de bord Dirichlet homogéne.

1.1 Rappels : le cadre régulier

L’objet de ce paragraphe est de rappeler la définition et les propriétés essentielles
des solutions faibles entropiques de lois de conservation dont le terme de convection est
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régulier. Pour cela, nous considérons le probléme :

Trouver une fonction mesurable u telle que :

% + div,h(t,x,u) + g(t,z,u) = 0 dans @,

u(0,2) = wo(z) sur Q, (1.1)
u= 0 sur (une partie de) 3,
ou _
— la fonction h est définie sur [0, T] x Q x R, de classe C! et telle que, pouri =1,...,n,

Oy, h; est lipschitzienne sur R, par rapport a sa troisiéme variable, uniformément en

(t, ).
Nous notons M, cette constante de Lipschitz et My = max M,,.

i=1,...,n

Les hypothéses sur les fonctions g et ug sont celles données dans I'introduction.

Nous considérons également le probléme de viscosité naturellement associé au probléme
(1.1), pour tout réel u strictement positif fixé,

Trouver une fonction mesurable u, telle que :

Ou, +div,h(t, z,u,) + g(t,x,u,) = plAu, dans Q =|0,T[xQ,

ot
u,(0,2) = wup(z) sur €,

u, = 0 sur X,

(1.2)

En effet, la suite des solutions (u,),>o des problémes (1.2),-o fournit, lorsque x tend
vers 07, une approximation de la solution faible entropique du probléme (1.1) (nous
préciserons en quel sens dans la section suivante).

Dans un premier temps, nous allons rappeler le concept de solution faible entropique
dans le cas ou la fonction flux est réguliére. Il existe plusieurs écritures équivalentes des
conditions d’entropie. Nous introduisons uniquement celles que nous utiliserons par la
suite.

1.1.1 Formulations entropiques

1.1.1.1 Formulation de C. Bardos- A.Y. LeRoux- J.C. Nédélec

La notion de solution entropique du probléme aux limites (1.1), introduite par C.
Bardos, A.Y. LeRoux et J.C. Nédélec dans [9] suppose que la donnée initiale ug est
dans BV (2) N L*>(Q2). Ceci permet de rechercher des solutions entropiques dans 'espace
BV (Q)NL>*(Q). D’aprés les propriétés de I'espace BV rappelées dans U'introduction, une
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fonction u dans BV (Q) N L'(Q) admet une trace dans L'(X) que nous notons yu (cf.
Proposition 0.5).

La formulation de C. Bardos, A.Y. LeRoux et J.C. Nédélec (que nous désignerons
désormais par "formulation B.L.N.") est une adaptation au cas du probléme aux limites
de Dirichlet de la formulation entropique due a S.N. Kruzkhov [36] pour le probléme de
Cauchy. Elle s’appuie sur l'existence de traces d’une fonction de BV (Q) N LY(Q) , pour
traduire les conditions de bord.

Définition 1.1. Soit ug un élément de BV (Q2) N L>(QQ). Une fonction u de BV (Q) N
L>(Q) est une solution faible entropique du probléme (1.1) si :
— pour tout k de R, pour toute fonction & valeurs positives ¢ de C°(Q),

/Q{|u — k|Owp + sgn(u — k)(h(t,z,u) — h(t,z, k)) - Vyp}dadt

(1.3)
—/ sgn(u —k)(g(t, z,u) + divyh(t, z, k))pdxdt >0,
Q
— p.p.t. t dans [0,T], H" '-p.p, Vk € R,
(sgn(vu(o) — K) + sgn())(h(t.7,u) — h(t.7.8) -w >0, (14)

— u(0,.) = up(.) p.p. sur .

Pour préciser les propriétés de u, nous introduisons la fonction a valeurs positives et
croissante :
N.
Mt € [0,T] — M(t) = llugllpmoe™ + T2(eM = 1),
1

avec Ny = Mg+ 37y My,, Ny = maxgy 1,q |9(t, 2, 0) + divah(t, 2, 0)].
Suite aux travaux de |9] et [37], nous disposons des résultats suivants :
Proposition 1.2.

— Il existe une unique solution u, au sens de la définition 1.1 du probleme (1.1).
— Pour tout pn > 0, le probléme (1.2) admet une unique solution u, telle que :

u, € L*(0,T; H*(Q)) N C([0,T); H'(2)) et dyu, € L*(Q).

De plus,
Vit €0, T, |uu(t,.)] < M(¢), p.p. dans .

— Lorsque p tend vers 07, la suite (u,),>o converge vers u, la solution faible entropique

du probléeme (1.1), dans C([0,T]; L*(Q)).
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1.1.1.2 Formulation de F. Otto

Comme nous pouvons le remarquer la formulation B.L.N. nécessite, pour étre valide,
que la solution entropique admette une trace sur le bord Y. C’est pour cette raison que le
cadre fonctionnel approprié de la formulation B.L.N. est I’espace des fonctions & variation
bornée. Nous pouvons alors nous demander comment exprimer une condition entropique
prenant en compte les conditions aux limites lorsque la solution recherchée est a priori
dans L>°(Q), et donc n’admet pas de traces au sens fort. C’est 'objet des travaux de F.
Otto, présentés dans [43], et détaillés dans [40]. Avant d’exprimer la formulation donnée
par F. Otto, nous avons besoin de quelques définitions. Nous donnons tout d’abord celle
d’une paire d’entropie réguliére. Dans notre travail, la fonction h sera telle que h(t, z,u) =
b(x)f(u) ou h(t,z,u) = b(x)f(u). Il nous suffit donc de définir les notions de paire
d’entropie lorsque h est indépendante de (¢, ). Nous considérons donc ici que h est une
fonction de classe C! sur R.

Définition 1.3. Soit n dans C'(R) une fonction conveze et q = (qu,..-qn), ¢ dans C*(R),
1 <i<mn. Alors (n,q) est une paire d’entropie régulicre du probleme (1.1) si, pour tout
r de R,

qi(r) = hi(r)y'(r), 1<i<n,

Nous introduisons aussi le concept de “paire d’entropie de bord” (appelée dans [40]
“boundary entropy-entropy flux pair”).

Définition 1.4. Le couple (H,Q), ot H est un élément de C*(R?), et Q un élément de
(C%(R?))", est appelée paire d’entropie de bord si, pour tout réel w, (H(w,.), Q(w,.)) est
une paire d’entropie réguliére au le sens de la définition 1.3 et si :

Hw,w)=0, Q(w,w)=0 e 0H(ww)=0,

ot 0; désigne la dérivée partielle par rapport a la premiére variable.

Nous pouvons maintenant donner la définition d’une solution faible entropique de (1.1)
présentée dans [40].

Définition 1.5. Soient ug dans L>(2). Une fonction u de L>°(Q) est une solution faible
entropique du probléeme (1.1) si :
— pour tout ¢ de C°(Q), ¢ > 0, pour toute paire d’entropie réguliere (n,q),

/{n(u)@tgo +q(u) - Vo —n'(u)g(t, z,u)ptdedt > 0. (1.5)
Q
~ Pour tout ¢ dans L'(X), ¢ > 0, et toute paire d’entropie de bord (H,Q),

ess hI(I)l Q(u(o + sv),0) - vp(o)dtdH™ ' > 0. (1.6)
s—U7 J»
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esslim / lu(t, ) — uo(z)|dz = 0.
Q

t—0t

Remarque 1.6. La définition 1.5 généralise la définition 1.1 au cas d’une donnée ini-
tiale ug dans L>(Q2). Si une fonction u de L>®(Q) vérifie (1.5) alors u vérifie (1.3). En
effet, pour tout réel k fizé et pour tout réel § positif, nous considérons dans (1.5) la paire
d’entropie réguliere définie, pour tout réel z par :

ns(2) = ((z — k)* + 52)% —0 et qs(z)= /}:’ ns(r)h(r)dr, 1 <i<n.

En faisant tendre 6 vers 0%, nous obtenons (1.3). Réciproquement si un élément u de
L>(Q) vérifie (1.3) alors u vérifie (1.5) (cf. [36]). De plus lorsque u appartient & BV (Q)N
L>(Q), la condition aux limites (1.6) équivaut & (1.4).

Il est prouvé dans [40] la propriété suivante :

Proposition 1.7. Lorsque p tend vers 07, la suite des solutions des probléemes (1.2) 0,
(uy) =0 converge dans C([0,T); L*(Q)) vers l'unique solution entropique de (1.1) au sens
de la définition 1.5.

Nous utiliserons réguliérement dans la suite de ce mémoire I’exemple suivant de paire

d’entropie de bord (cf. [40]).

Exemple 1.8. Soit 0 un réel strictement positif. On introduit les fonctions Hs et Qg
définies sur R? par :

Hy(r, k) = ((dist(r, 1[0, k]))? + 6%)* — 4,

Qis(T k) = / O Hs(\, k)i (N)dX, 1<i<n.
k
Alors (Hs, Qs) est une paire d’entropie de bord.

De plus, lorsque 6 tend vers 0, la suite (Hs, Qs)s>o converge uniformément sur R? x R
vers

(dist(7, 10, k])), Fo(r, k))
Folr.K) = 5 (@(7,0) ~ B(k,0) + B(r. })),

et
D(u, k) = (P1(u, k), ..., 0, (u, k), Pi(u, k) = sgn(u — k)(h;(u) — hiy(k)).

Remarque 1.9. Si une fonction u de L>*(Q) satisfait (1.6) alors :
Vo e LX), 620,

esslim [ Fo(u(o +sv), k) -vB(o)dH" " >0 (1.7)

s—0~ &
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1.1.2 Existence de traces

Lorsque la solution entropique est seulement un élément de L>°(Q), elle n’admet pas
a priori de trace forte. Cependant nous donnons dans ce paragraphe des conditions suf-
fisantes sur la fonction flux h pour avoir I'existence d’une trace forte, atteinte par limite
essentielle dans L (X)), pour toute solution entropique dans L*°(Q)). Le premier résultat
de ce type a été établi par A. Vasseur dans [54| dans le cas de fonctions flux réguliéres.
Pour démontrer ce résultat A. Vasseur s’est basé sur la formulation cinétique des lois de

conservations scalaires introduite dans [39].

Théoréme 1.10. Soit h dans C3([0,T] x Q x R)" telle que h vérifie la condition de
non-linéarité :

V(a, 5) € RxR" (a, 0) # (0,0), LUE | a+ B.05h(t,z,£) = 0}) = 0.

Si u est dans L>(Q) et vérifie (1.3), alors il existe une unique fonction u” dans L>°(X)
telle que pour tout compact de K de X, et pour toute déformation lipschitzienne ¥ de @),

esslim /K lu(¥(s,0)) —u(o)|dtdH™! = 0. (1.8)

s—0+
Remarque 1.11. Siu élément de L>(Q) vérifie (1.8) alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
1. u vérifie l'inégalité (1.6).
2. w vérifie l'inégalité (1.7).
3. Pour tout k de R, H" p.p. sur X3, u” vérifie l'inégalité (1.4).
De plus, si u appartient ¢ BV (Q) N L>®(Q), alors (1.8) est vérifiée avec u™ = yu

E. Yu. Panov a démontré ce méme résultat dans [45] en utilisant la technique dite des
“ H-measures” introduite par L. Tartar dans [49] sans ajout d’hypothése de régularité sur
la fonction flux et avec une condition de non-linéarité affaiblie. En effet dans [45], il est
supposé que, pour presque tout (¢, z) dans [0,7] x €2, pour tout £ de R™, £ # 0,

la fonction A — & - h(t,x, \) n’est pas linéaire sur tout intervalle non dégénéré. (1.9)

Et nous avons :

Théoréme 1.12. Soit h dans C([0,T] x Q x R)" et div,h dans L} ([0,T] x Q x R)
satisfaisant (1.9). Si u est dans L>(Q) et vérifie (1.3), alors il existe une fonction u™ €
L>(X) telle que, pour tout compact de K de ¥, et pour toute déformation lipschitzienne

¥ de Q, Uégalité (1.8) est vraie.
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1.1.3 Condition de Rankine-Hugoniot

La solution entropique w du probléme (1.1) est une solution faible. Elle peut donc
présenter des discontinuités. Nous pouvons préciser la contrainte imposée a la solution
faible entropique le long d’une hypersurface de discontinuité A, lorsque v admet des traces
de part et d’autre de A, que nous notons respectivement u, et u_. En effet la solution
entropique vérifie le long de toute hypersurface de discontinuité A une condition de saut,
appelée condition de Rankine-Hugoniot.

Proposition 1.13. Soit v = (v, v,.) un vecteur normal orienté de l'hypersurface A. Alors
la solution entropique u du probleme (1.1) vérifie H™ p.p., pour tout k de R,

{sgn(u_ — k)(h(t,7,u_) — h(t,7,k)) — sgn(uy — k)(h(t,7,u,) — h(t,7,k))} - v,
+ {Ju- — k| — Juy — K|}y > 0.
Cette condition entraine la condition de Rankine-Hugoniot :

(uy —u_)vy + (h(t,7,us) — h(t,7,u_)) - v, =0.

1.1.4 Convergence de solutions approchées dans L'

La condition (1.9) ne permet pas uniquement de définir la trace forte d’une solution
entropique u le long de X, ou de tout autre hypersurface. Elle nous permet également
d’obtenir la convergence forte dans L! de suites de solutions de certains problémes régu-
larisés qui approchent le probléme (1.1) et que nous allons préciser. Les deux théorémes
que nous allons énoncer sont une conséquence des travaux effectués par E. Yu Panov,
dans [44] notamment, pour des solutions a valeurs mesure. Le résultat principal de [44]
concerne la convergence forte (dans L} ) de suites de solutions a valeurs mesure. Nous

énoncons ci-dessous les résultats qui en découlent pour des suites de solutions fonctions
qui sont des éléments de L>®(Q).

Afin de présenter le premier théoréme nous introduisons un réel ¢ strictement positif
destiné a tendre vers 0*. Nous considérons une suite (h.).so (respectivement (g.).~o) telle
que (h.).>o converge partout vers h (resp. (g:).=0 converge partout vers g) et pour tout
e, h. (resp. g.) a au moins la régularité de h (resp. g). Nous notons u. une fonction de
L>(Q) qui veérifie 'inégalité entropique :

/{Iua — k|0vp + sgn(ue — k) (he(t, x,us) — he(t, 2, k)) - Voptdadt
Q

(1.10)
—/ sgn(ue — k)(g:(t, x,u.) + divyh.(t, z, k))pdxdt > 0.
Q

En particulier :

ou,
ot

+ div h(t,z,u.) + g-(t,z,u.) = 0 dans D'(Q).
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Il ressort alors de [44] :

Théoréme 1.14. Soit (u.)eso une suite de fonctions qui vérifient (1.10). Si h satisfait
(1.9) et si la suite (uc)eso est bornée dans L>(Q), alors il existe une sous-suite de (ue)eso
qui converge dans L*(Q).

Le second résultat est le suivant :

Théoréme 1.15. Nous supposons que h satisfait la condition (1.9). Pour tout réel p
strictement positif, nous notons w, une fonction qui vérifie :

% + divyh(t, z, u,) + g(t, z,u,) = pAu, dans D'(Q).

Alors toute suite (u,)u>o0 qui est bornée dans L™®(Q) admet une sous-suite qui converge

dans L'(Q).

1.2 Probléme hyperbolique a coefficient b discontinu

Dans ce paragraphe, la fonction flux h est définie par h(t,z,u) = b(z)f(u) et nous
étudions le probléme (2) présenté dans 'introduction.

1.2.1 Notion de solution faible entropique.

Nous donnons tout d’abord la définition d’une solution faible entropique du probléme
(2). En dimension 1 d’espace, une définition de solution faible entropique a été introduite
par J.D. Towers dans [52| pour le probléme de Cauchy posé dans |0, +oo[xR. Nous gé-
néralisons cette définition en dimension d’espace quelconque et pour un ouvert borné. La
formulation mathématique pour le probléme (2) est donnée par une inégalité entropique
sur Pouvert (), contenant un terme complémentaire da & la discontinuité de la fonction b
le long de I';, z. Nous utilisons la fonction F, définie dans I’'exemple 1.8 pour traduire la
condition de bord. Ainsi,

Définition 1.16. Une fonction u de L>°(Q) est une solution faible entropique de (2) si :

(i) Yo € C2(Q), ¢ 2 0, Vk € R,

/Q{\u — k|Oyp + b(x)®(u, k) - Vep — sgn(u — k) (g(t, z,u) + V.b(x).f(k))ptdxdt

T / (br(@) — b(@) F (k) - w1 (@) p(0)dtdH™ >0,
o (1.11)
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ol

D(u, k) = (P1(u, k), ..., 0n(u, k), Pi(u, k) = sgn(u—k)(fi(u) — fi(k)),

(i)

t—0+

esslim / lu(t, x) — up(z)|dr =0, (1.12)
Q

(iii)V B € LX), 3>0,¥V keER,
esslim Folu(o + sv), k) - vp(o)dtdH" ™ > 0. (1.13)
s—U— »

Remarque 1.17. Si u est une solution faible entropique au sens de la définition 1.16,
alors : Yo € C([0,T[xQ), ¢ >0, Vk € R,

/Q {lu — Klup + () ®(u, k). V.0 — sgn(u— k)(g(t,z,u) + V() - F(k)e)}dudt

- / (bR (@) — b (@) £ (k) - w1 (@) (0)dtdH" " + / o — Klip(0, 2)da > 0.

(1.14)
En fait Uinégalité (1.14) est équivalente ¢ (1.11) et (1.12).

Nous allons maintenant indiquer comment nous pouvons adapter tous les résultats
présentés dans la section 1.1, notamment 'existence de traces fortes et la convergence
de solutions “approchées” du probléme (2) (nous préciserons ce que nous entendons par
solutions approchées dans la suite de cette section). Pour cela, comme dans le cas régulier,
nous utilisons ’hypothése de non-linéarité sur la fonction flux (1.9), qui s’écrit ici de la
maniére suivante :

pour presque tout x de €2, pour tout & de R™ non nul,

la fonction A — & - f(A)b(z) est non linéaire sur tout intervalle non-dégénéré. (1.15)

Tout d’abord nous remarquons que, pour toute fonction positive ¢ de C°(Q;), i = L, R,
/ {lu —k|Orp + b(z)®(u, k) - Vo — sgn(u — k)(g(t, z,u) + V.b(x) f(k))p}dedt > 0.
Qi

Ceci entraine que nous pouvons adapter le résultat du théoréme 1.12 de la maniére sui-
vante :

Théoréme 1.18. Nous supposons la condition (1.15) satisfaite. Soit u une fonction de
L>(Q) vérifiant (1.11). Alors, il existe une fonction u} de L™ (XL) (resp. ul de L>*(XRg))
telle que, pour tout compact K de X (resp. Xr), et toute déformation lipschitzienne U
de Qi;

esslim / lu(¥(s,0)) —uj(o)|dtdH" ™ = 0. (1.16)
K

s—0t
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Si (1.15) est vérifiée, une solution entropique du probléme (2) admet ainsi des traces
“fortes” sur ¥;, © = L, R. En conséquence, nous pouvons donner une définition équivalente
de solution faible entropique pour (2) qui reprend 'écriture de la condition de bord donnée
par C. Bardos, A.Y. LeRoux et J.C. Nédélec (cf paragraphe 1.1.1.1).

Définition 1.19. Nous supposons la condition (1.15) satisfaite. Alors une fonction u de
L>®(Q) est une solution faible entropique de (2) si et seulement si u vérifie l'inégalité
d’entropie (1.14) et la condition de bord :

p.p.tt€l0,T],VEkeR,
(sgn(u” (o) — k) + sgn(k)b(@)(f(u") — f(k)).v >0, H'p.p. sur ¥, (1.17)

- uy  sur Xp N,
up  sur Yp M.

1.2.2 Présentation des techniques utilisées

Nous allons maintenant indiquer comment adapter les théorémes 1.14 et 1.15 a la
situation considérée ici. Nous présentons d’abord les deux problémes approchés que nous
considérerons dans la suite de ce mémoire.

La premiére méthode consiste & approcher la fonction discontinue b par une suite
de fonctions réguliéres. Soit (b.).-o une suite de fonctions de classe C! telle que (b.).-o
converge presque partout vers b dans 2 et b.(z) = b(x) si d(x,I'; gr) > €. Nous notons :

O.={reQ, dz,Trgp) >e} et Q. =]0, T[xQ,

de telle sorte que, pour tout x de €., b.(x) = b(z).
Etant donné uy dans L*°(2), nous introduisons alors le probléme régularisé :

Trouver une fonction u. mesurable sur () telle que formellement :

Orue + divy (be(z) f(ue)) + g(t, x,us) = 0 dans @,
u. = 0 sur (une partie de) X, (1.18)
u(0,2) = wup(x) sur .

D’aprés les résultats rappelés a la section 1.1, ce probléme admet une unique solution
faible entropique au sens de la définition 1.5.

Théoréme 1.20. Nous supposons que la condition (1.15) est satisfaite. Soit (u.)eso la
suite de solutions des problemes (1.18).5¢. Si cette suite est bornée dans L>°(Q), alors il
existe une suite extraite de (u:)-o qui converge fortement dans L'(Q).
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Démonstration. Tout d’abord, puisque par hypothése (u.).~o est bornée indépendemment
de €, il existe une sous-suite, toujours notée (u.).>¢ telle que u. converge pour la topologie
faible-+ dans L*°(Q) vers une fonction x. Soit €9 > 0. Pour tout € < g, par définition
de b, nous avons b.(x) f(u) = b(x) f(u) sur Q., N Qr et sur Q., N Qg. Sous 'hypothése
(1.15), nous pouvons alors appliquer le théoréme 1.14. Nous en déduisons qu’il existe une
sous-suite qui converge dans L'(Q., N Q) et dans L'(Q., N Qr) vers une limite, notée u.
La fonction u dépend a priori de £y mais par unicité de la limite dans L faible-x, u = x.
Par un procédé d’extraction diagonal, nous pouvons affirmer que la suite (u.).~o admet
une sous-suite qui converge fortement vers u dans L'(Qp) et dans L'(Qg), et donc dans

L(Q). =

Remarque 1.21. D’aprés la proposition 1.2, siug est dans BV (2)NL>(Q), nous pouvons
noter que u. est bornée par une constante qui dépend “a priori” de la norme infinie de
Vabe, et donc de e71. Une hypothese supplémentaire sur la fonction flux sera introduite
pour montrer que la suite (u:)eso est bornée dans L>®(Q) afin d’appliquer le théoréme
1.20.

La deuxiéme méthode qui sera utilisée consiste a ajouter “artificiellement” un terme
de diffusion sur tout le domaine Q). Soit p un réel strictement positif. Nous considérons le
probléme de viscosité associé au probléme (2) :

Trouver une fonction u, mesurable sur @) telle que :

Ouy, + divy (b(2) f(uy)) + 9(t, 2, u,) = plAu, dans Q,
u,(0,2) = wup(z) sur Q, (1.19)
u, = 0 sur 2.

Nous prouverons dans un premier temps un résultat d’existence et d’unicité pour le
probléme (1.19). De sorte que :

Théoréme 1.22. Nous supposons la condition (1.15) satisfaite. Soit (u,),>0 la suite de
solutions des problémes (1.19),50. Si (u,)u>0 est bornée dans L>(Q), alors il existe une
sous-suite de (u,),~o0 convergente dans L*(Q).

Démonstration. Nous pouvons appliquer le théoréme 1.15 successivement sur Q)7 et Qg.
Il existe ainsi une méme sous-suite u, qui converge dans L'(Q,) et dans L'(Qg), et par
conséquent dans L'(Q). O

Remarque 1.23. Pour cette méthode de viscosité artificielle il faut établir que les bornes
dans L>(Q)) de la solution u, ne dépendent pas de i, pour pouvoir appliquer le théoréme
1.22. Une hypothese supplémentaire sur f sera la aussi utilisée.

Dans la derniére partie, nous étudions un probléme modeéle issu de I'industrie pétro-
liére. Dans ce cadre le terme de convection h est de la forme : h(z,u) = b(z) f(u). Un tel
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flux ne vérifie pas la condition de non linéarité (1.15). Nous ne pouvons donc pas utiliser
dans ce cas les travaux de E. Yu. Panov. En particulier nous ne savons plus répondre a
la question de l'existence de traces fortes pour une solution faible entropique, ni prouver
la convergence dans L' de suites de solutions des problémes approchés. Afin d’obtenir un
résultat d’existence dans cette situation nous nous sommes alors intéressés au probléme
couplé perturbé hyperbolique-parabolique (3). Pour étudier ce dernier nous avons mis
en oeuvre une méthode de point fixe (théoréme 0.10). Le passage a la limite s’effectue
notamment en utilisant le théoréme de convergence 0.11 sur la zone hyperbolique.

1.3 Présentation des résultats obtenus

Nous donnons ci-dessous un résumé de chaque chapitre dans le but de présenter les
principaux résultats obtenus. Nous avons choisi de le rédiger en anglais et en conséquence
d’y inclure un résumé de ce chapitre 1.

Chapter 1

In the first chapter we give some well known results about the regular hyperbolic problem
(1.1). In particular, the entropy formulation of Problem (1.1) in the sense of C. Bardos-
AY. LeRoux-J.C. Nédélec and in the sense of F. Otto are reminded.

We mention two results due to E. Yu. Panov when the flux satisfies a nonlinearity
assumption. The first one ensures the existence of strong trace of an entropy solution u
in L>=(Q) and the second one provides the strong compactness in L'(Q) of sequence of
“approximated” solutions to Problem (1.1).

Then we consider the Problem (2) with a discontinuous flux. We first give the definition
of a weak entropy solution to (2) in Definition 1.16. We suppose that the flux function
b(z)f(u) satisfies the nonlinear condition (1.15). Under this hypothesis we show how
to adapt Panov’s results concerning the existence of a strong trace and convergence of
approximate solutions to (2). Especially this allows us to propose in Definition 1.19 an
equivalent definition of a weak entropy solution to (2) in the sense of Definition 1.16.

Chapter 2

The second chapter is devoted to the study of Problem (1) i.e. the one-dimensional purely
hyperbolic problem.
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We set Q2 =]—1, 1[, and we suppose that b is discontinuous at xy = 0. We define :
by = lim b(z) and br = lim b(z).

z—0~ z—0+

We suppose also that the flux function is nonlinear that is to say in that case:

f is nonlinear on any non-degenerate interval of [My(T), My (T)],

where [My(T), M;(T)] is defined such as a weak entropy solution takes all its values in
[Ma(T'), My (T)], and
L{x € Q, b(z)=0} =0.

Then we can define u] and u”,, the strong traces in L>°(]0,7[) of a weak entropy
solution u (in the sense of Definition 1.16), that are given, for every compact K of |0, 7|
by:

ess lim lu(t, z) — ul, (t)|dt = 0.
K

xr—

We can also define strong traces yu™ (resp. yu~) along {zq = 0} at right (resp. at
left). It will be useful to obtain a uniqueness result. Indeed, along the interface, a weak
entropy solution u fulfills an entropy condition. The effects of this condition depend on
the type of characteristics. We focus on a case where the problem is really coupled at
the interface. Therefore we work under a sign assumption on the function f and we show
that a weak entropy solution u satisfies a Rankine-Hugoniot condition.

Lemma 1.24. Suppose that :

3 ki, ky € R ky < ki such that u € [k, k1], and
f(k1)(bg —br) >0,
f(k2)(br —br) < 0.

Then a weak entropy solution u to Problem (2) satisfies, for a.e. t in |0, T, the equality:
brf(yu™ () = brf(yu'(t)) -

This is a key point to obtain a comparison result between two weak entropy solutions
with respect to their initial conditions:

Theorem 1.25. Let the assumptions of Lemma 1.2/ be satisfied. We suppose also that
the function f changes no more than once its monotonicity. Then, if u and v are two weak
entropy solutions to Problem (2) associated with initial conditions ug and vy in L®(Q),
for a.e. t in 10,77,

1

/ lu(t, z) —v(t,z)|dxdt < eMgt/ lug(z) — vo(x)|de.

1 -1

where My is a constant of Lipschitz associated to g (cf. Introduction).
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Next we obtain an existence property that is based on a suitable regularisation of the
discontinuous coefficient b. We introduce a sequence of smooth functions (b.).~o, such
that (b.).~o simply converges to b when e goes to 07 and we consider the regularized
problem:

Find a measurable function u. such that:

ou, 0 )
Nt L @) fw) gt )= 0 nQ,
u:(0,2) = wp(z) on Q,
u= 0 on (a part of) |0, T[x OS2

We know that this problem has a unique entropy solution u. that is bounded and we
prove that, under a sign condition on f, the sequence (u.).~o is uniformly bounded in

L(Q):
Lemma 1.26. We suppose that:

{ Yt € [0,7T), (bg —by)f(Ms(t))

0,
Vit € [Ov TL (bR - bL)f(Ml(t)) 0

IV IA

where My and My are two specific functions depending on b, f, g and ug but not on €.
Then, for a.e. t in ]0,T,

My(t) < uc(t,x) < Mq(t), a.e. on .

So we refer to the arguments of E. Yu. Panov that are summarized in Chapter 1 to
ensure that the sequence (u.).-o converges in L'(Q) to a function u and we prove that u
is a weak entropy solution to Problem (1).

This work has been published in [27].

Chapter 3

This chapter deals with the existence and uniqueness properties for Problem (2) that is to
say the coupled hyperbolic/hyperbolic problem in several space dimensions. Here again
we suppose that the flux function satisfies the assumption of nonlinearity (1.15).

The reasoning to obtain a uniqueness result is the same as in Chapter 2. Once again,
we focus on a case where the problem is really coupled at the interface. First we prove
that a weak entropy solution fulfills a Rankine-Hugoniot condition along the interface of
discontinuity. So, we introduce a sign condition about the flux at two points. Under
a monotonicity condition on the function f, we show a comparison result between two
entropy solutions.
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To obtain the existence of a weak entropy solution we use a vanishing viscosity method.
We introduce the viscous problem related to (2):

Find a measurable function u, on () such that:

Oy, + divy (b(z) f(u,)) + 9(t, z,u,) = plAu, in Q,
u,(0,2) = wup(x) on €, (1.20)
u, = 0 on .

First we give the definition of a weak solution to the viscous Problem (1.20):

Definition 1.27. A function u, in W(0,T') is a weak solution to (1.20) if :
u,(0,.) =up a.e. on§,

and if, for allv € HY(Q), for a.e. t €]0,T],

(Ouy,v) + /((uvmuu —b(x)f(u,)) - Vou + g(t, z,u,)v)de = 0.
Q
Lemma 1.28. We suppose that :

vt € [0,T], (br—br)f(Mi(t)) -vi(o)

L 0,
vt e [OvT]7 (bR - bL)f(M2<t)) ’ VL( ) 0.

IN IV

Then there is a unique weak solution u, to Problem (1.20) such that :

Vit € [0,T], Ma(t) < wuy(t,.) < Mi(t) a.e. sur Q.

By using Panov’s arguments, we make sure that the sequence (u,),>o strongly con-
verges in L'(Q) towards a function u of L>(Q). Then we state that u is a weak entropy
solution to Problem (2).

These results were exposed during the ICIAM 07 (in Zurich) and an article is in
preparation.

Chapter 4

In the last chapter, we study the coupled Problem (3). For the sake of simplicity, we
do not give in this part the assumptions made to obtain the uniqueness and existence
properties. We set 'y, = €2, N (2.

First we provide a definition of a weak entropy solution to (3).
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Definition 1.29. A measurable function u is a weak entropy solution to (3) if:

e« ue Ix(Q), o) € LX0,T;V),
o Vo €CR(Q), Y >0, VEER,

/Q (1 = ko + )@, k) - Vasp)dodt — | Tul(w) = o(0k)| - Vapdud

P

N /Q sgn(u — k) (g(t, z,u) + divyb(x) f (k))pdadt

Jr/E {bifu(k) — by fo(k)} - vasgn(d(u) — ¢(k))pdtdH" " > 0,

o \V/QO S Ll(Zh \ Ehp); >0, Vk € R,

ess lim Fn(u(o + tv4),0, k)edo > 0,
70T S\,

essl1m/|utx —up(x)| = 0.

t—0t

To obtain a uniqueness property we suppose that the interface is included in the set
of outward characteristics for the first-order operator set in the hyperbolic domain. So
we reason in two steps: first we prove the uniqueness of a weak entropy solution on the
hyperbolic zone:

Theorem 1.30. Let uy and uy be two entropy weak solutions to (4.1) for initial data ug
and ug o respectively. Then, for a.e. t in |0,T],

/ \ul(t, ) — Ug( )|dl‘ < BMgh / |U071 — U072|d33.
Qh Qh

Then we use the above theorem and a method of doubling the time variables only, to
prove the uniqueness of a weak entropy solution on the parabolic area. It comes:

Theorem 1.31. Problem (3) admits at most one weak entropy solution. Besides, if u;
and uy are two weak entropy solutions corresponding to initial data wyy and uoo such that
Up1 = Up2 a.e. on Yy, then, for a.e. t in |0,T7,

/‘Ul ) — ua(t )|dx<eM9P/ U0, — Uo2|da.

To prove the existence of an entropy weak solution, we use a “discontinuous ” vanishing
viscosity method. Indeed for any positive real u, we introduce the following problem:
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Find a measurable function u, on @ satisfying:

Opuy + dive (b() f () + g(t, v, u,) = dive(A,Ved(u,)) in @,
u, = 0 on X,
u,(0,.) = uo on .

with
M) = T, (@) + pll, (2),
We use a Schauder-Tychonoff fixed point Theorem (see Theorem 0.10) to obtain:
Proposition 1.32. There exists a unique function u, in W(0,T) N L®(Q) such that :
Vt € (0,7, Ma(t) < wuy,(t,.) < Mi(t) ae. in €,

u,(0,.) = up a.e. in Q.

Moreover u,, satisfies the variational equality for any v in Hg(Q), and for a.e. t in]0,T:

(Grup, v) + /Q((Au(ﬂﬁ)vx%(uu) —b(x)f(un))-Vav + g(t, x, wu)v)de = 0.

Then we want to take the p-limit. The a priori estimates collected (that will be
specified in Chapter 4) allow us to state:

Proposition 1.33. There exists a measurable function u in L*(Q) with ¢(u) in
L2(0,T;V) and such that up to a subsequence when u goes to O,

u, — u in L®(Q) weak — *,
u, — u in LY(Q),) strongly for any finite ¢ and a.e. on Q.

Besides we also have

Vaed(u,) = Vid(u) weakly in L*(Qp)",
uVep(u,) — 0, N\, uVu, — 0 strongly in L*(Qn)"™.

Lastly we refer to the notion of process function and to the Theorem 0.11 to take the
p-limit in the hyperbolic zone. The existence result follows.

This work has been published in [28].
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Chapitre 2

Cas de la dimension 1

2.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a ’étude du probléme (2) en dimension un
d’espace. Le domaine {2 est donc un intervalle ouvert borné de R. Le probléme s’écrit
alors de la maniere suivante.

Trouver une fonction mesurable et bornée u sur @ =]0, T[xQ telle que :

ou 0

= T —(b($)f(U)) + g(t,x, U) =0 dans Qu
u(0,2) = wo(z) sur £, '
u= 0 sur (une partie de) X,
otl la fonction b est discontinue en un point xy de 2.
Par normalisation, nous pouvons poser 2 =] —1,1[ et supposer que la fonction b est

discontinue au point xqg = 0. D’aprés les hypothéses sur b énoncées dans l'introduction,
nous pouvons définir :

by = lim b(z) et br = lim b(z).

z—0~ z—0t

Nous introduisons également la fonction croissante M; et la fonction décroissante M,
définies par :

Nt _
M it €[0,T] — M,(t) = esssupug e’ + ¢ (M| f(0)| + max |g(t,z,0)]),
Q N 0,7]x )
et
eNt—1
My :t €[0,T] — My(t) = essinf(—ug et — (M| f(0)| + max |g(t,z,0)|)
Q N [0,T]x
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ol
N = Mbe + Mg et Mb = max(||b’||Loo(]_1,0D, ||b/||Loo(]071D).

Dans ce chapitre nous nous plagons dans la situation pour laquelle 'équation (2.1) est
non dégénérée au sens de Panov, c’est a dire que la fonction flux satisfait la condition de
non-linéarité (1.15). Dans le cas de la dimension 1, cette condition s’écrit sous la forme :

f est non linéaire sur tout intervalle non dégénéré inclus dans [My(T), M1(T)], (2.2)
et
L{z € Q, b(x) =0} =0. (2.3)

Afin de garantir 'unicité de la solution faible entropique, nous faisons une hypothése
supplémentaire sur la fonction f :

f change au plus une fois de monotonie dans U'intervalle [My (1), M;(T)]. (2.4)

La formulation mathématique de (2.1) est rappelée dans la section 2.2. Nous explicitons
dans la section 2.3 une condition de transmission le long de l'interface, implicitement
incluse dans 'inégalité entropique (2.5), qui nous permet d’établir dans la section 2.4 le
résultat d’unicité. La section 2.5 est consacrée au résultat d’existence, par régularisation
de la fonction b.

2.2 Notion de solution faible entropique

Puisque nous supposons dans ce chapitre que la fonction flux satisfait 1’hypothése
de non-linéarité (2.2)-(2.3), nous pouvons utiliser la définition 1.19 pour caractériser la
solution faible entropique de (2.1). Ainsi,

Définition 2.1. Une fonction u de L>(Q) est une solution faible entropique de (2.1) si

(i) Vk € R, Vo € C*([0,T[x) , ¢ >0,

( /Q(|u(t, x) — k|Owp(t, ) + b(z)P(u, k)Opp(t, x))dxdt

_/ngn(u — k) () F (k) + g(t, 7, u))p(t, ) dadt (2.5)

+/ IUQ—MQO(O,.CL')dl'—i—’(bL—bR |/ tO dt >0
Q

ol

O(u, k) = sgn(u —k)(f(u) — f(K)),
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(ii) pour p.p.t. t dans |0, T|, pour tout réel k,

b(1)(sgn(ui(t) — k) + sgn(k))(f(ui(t)) — f(k))
b(=1)(sgn(ul,(t) — k) + sgn(k))(f (u7,(t)) — f(k))

IN 1V

Dans cette définition u] et u”, sont deux fonctions de L*(]0,T[) qui représentent
les traces de u respectivement en (4+1)~ et (—1)". Il résulte du théoréme 1.18 (puisque
interface ¥, g est dans ce cas un hyperplan) que pour tout compact K de |0, 77,

ess lim / lu(t, z) —ul, (t)|dt = 0.
K

r—=+1

De méme, nous notons yu™t (respectivement yu~) la trace a droite (resp. & gauche) de
u le long de la ligne de discontinuité {zo = 0}.

2.3 Conditions a l'interface {z( = 0}

Nous allons montrer que la définition 2.1 garantit 'unicité de la solution faible en-
tropique. Nous cherchons d’abord a établir une condition de type “Rankine-Hugoniot”
le long de linterface {zy = 0}. Comme nous l'avons vu au chapitre précédent dans le
cas d’une courbe de discontinuité de la solution d’un probléme a données continues une
telle condition donne une propriété vérifiée par les sauts éventuels de la solution faible
entropique.

Lemme 2.2. Soit u dans L>®(Q) une solution faible entropique de (2.1). Alors, p.p.t. t
dans 10, T, pour tout réel k,

br®(yu” (), k) — br®(yu™ (t), k) + [(br — br) f(K)] = 0. (2.8)

Démonstration. Soit ¢ une fonction positive de C°(Q). Pour tout € > 0, on considére la
fonction de “cut-oft” w. introduite dans [48] et définie sur R par :

0 si 2 < |z :
— 2

we(z) = M sioe< |z <2
1 si x| <e

Il vient w.(x) — 0 si z # 0, et pour tout &, w.(0) = 1.

La fonction w, est lipschitzienne sur R, et par un argument de densité, nous pouvons
choisir pw. comme fonction-test dans (2.5). Nous faisons alors tendre € vers 07. Grace au
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théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous pouvons affirmer que tous les termes
tendent vers 0, excepté le terme |(by — bg) f (k)| fOT ©(t,0)dt, qui ne dépend pas de ¢, et :

I. = / b(x)P(u, k)p W' drdt .
Q
Il nous suffit de montrer que :

T
lim I, = / (br®(yu~, k) — bp®(yut, k))p(t, 0)dtdz.
0

e—0t

En utilisant la définition de w,., nous avons :

T 1 —€ 2e
[E:/ g/ b(x)d ukgpdmdt+/ ——/ O (u, k)p dxdt.
0 —2¢

Nous sommes donc amenés a étudier les limites respectives de K. et L., ou :

K. = / / R)o(t x) — b, klt, 0))|ded,

et,
I = / / } B)plt ) — bLd(yu-, k)p(t, 0))|dbda.

Comme (., k) est lipschitzienne sur R, par définition de by, et yu~, nous pouvons affirmer
que lim. g+ K. = 0. De méme lim, o+ L. = 0, ce qui entraine (2.8). ]

Remarque 2.3. Si pour tout (k,l,s) de [Ma(T), My(T)]?,
bL(I)(l, ]{?) - bRCI)(S, k’) Z 0, (29)

alors (2.8) est satisfait quelles que soient les valeurs de yu™ et yut. Cette condition est
vérifiée si et seulement si f est monotone croissante avec by > 0 et by < 0, ou f monotone
décroissante avec by, < 0 et bp > 0.

Pour pouvoir déduire une condition de type Rankine-Hugoniot a partir de I'inégalité
(2.8) nous nous intéressons au cas o :

= ]{51, ko € R, ko < ki tels que u € [kQ, k’l], et
f(k1)(br = br) > 0, (2.10)
f(k2)(br —br) < 0.

Remarque 2.4. Si f est une fonction croissante admettant un zéro cette condition est
vérifiée st bg — by, > 0, donc par exemple lorsque b > 0 et by, < 0. Dans cette situation le
probléeme est réellement couplé a l'interface puisque les caractéristiques issues de l'interface
sont rentrantes dans les deux sous-domaines Q) et Qr.
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Ainsi nous pouvons démontrer le résultat suivant :

Lemme 2.5. Sous (2.10), p.p.t. t dans |0,T], la solution faible entropique u de (2.1)
vérifie la condition de Rankine-Hugoniot :

buf(yu™ () = brf(yu™ (1)) . (2.11)

Démonstration. Nous choisissons k = ky in (2.8) et nous obtenons :

brf(yu™) = brf(yu™) + f(ki)(br — br) + | f(k1)(br — bL)| > 0

D’aprés (2.10), | f(k1)(br — br)| = f(k1)(br — br), et nous en déduisons que bgf(yu™) >
brf(yu™).

En choisissant k = ko dans (2.8), et en utilisant (2.10), nous obtenons I'inégalité inverse.
[l

2.4 Le résultat d’unicité

Nous rappelons tout d’abord une propriété de la solution faible entropique déja énoncée
au chapitre 1, dans le cas d’un terme de transport régulier, et qui reste vraie ici.

Lemme 2.6. Si une fonction mesurable et bornée u satisfait (2.5), alors :

esslim /Q \u(t, z) — up(z)|dx = 0. (2.12)

t—0+

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat d’unicité pour le probléme
(2.1) via une dépendance lipschitzienne dans L'(Q2) des solutions faibles entropiques en
fonction de leur condition initiale.

Théoréme 2.7. Soient u et v deux solutions faibles entropiques du probleme (2.1) a
valeurs dans ko, k1] associées auz conditions initiales ug et vy dans L®(S2). Alors, sous
(2.9) ou (2.10), p.p.t. t dans |0, T7,

/ lu(t, z) — v(t,z)|dx < Mo /1 |up(z) — vo(z)|dz. (2.13)

1

Démonstration. Nous allons utiliser la méthode de dédoublement des variables développée
par S.N. Kruzkov (voir [36]) et raisonner en deux étapes. Nous considérons dans un premier
temps des fonctions test s’annulant dans un voisinage de {xy = 0}, ce qui revient a
obtenir une inégalité de type Kruzkov entre deux solutions faibles entropiques sur chacun
des ouverts |0, T[x] — 1,0][ et ]0,T[x]0, 1[. Puis, en utilisant (2.11), nous étendrons cette
inégalité au cas de fonctions test quelconques.
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Lemme 2.8. Soient u et v deuz solutions faibles entropiques dans L*(Q) du probléeme
(2.1), de conditions initiales respectives ug et vy dans L>®(]—1,1[). Pour toute fonction ¢
dans C ([0, T[xQY) s’annulant sur un voisinage de {xy = 0},

/(|u(t,x) —v(t, x)|0pp(t, ) + b(x)P(u(t, z),v(t, x))0xp(t, x))dxdt
Q
+/ sgn(u(t,z) —v(t,z))(g(u(t,z) — g(v(t, x))e(t, x)dzdt (2.14)
Q
+/ |up(x) — vo(x)]p(0, x)dz > 0.
Q
Démonstration. Soient (p;);en+ une suite régularisante de R, telle que p;(z) = p,;(—x), ¢

un élément de C°([0, T'[x () satisfaisant les hypothéses du Lemme 2.8. Soient j € N* et
(t,x,s,9) € Q x @, nous posons :

t+s z+y
Vit x,s,y) = o= =5 )ps(t = s)ps(x —y).
Afin d’alléger les écritures, nous notons w = ”Ts, z = xTer, u=u(t,r), v =2o(t,x), 0 =

v(s,y),q= (t,z), § = (s,y). En choisissant k = ¥ dans (2.5) écrite pour u (respectivement
k = u dans (2.5) écrite pour 0) avec la fonction test ¢; et en intégrant sur () par rapport
a ¢ (respectivement par rapport a ¢), il vient :

| =it 2oyt = o - y)dads

QxQ

= [ sontu= @) (0) - V(o)) dad
QxQ

o2 /Q @) = o)) = ) (dady

s [l 41— et oyl — e (0dady (2.15)
QXN

—|—/ P (u, 0)b(x)(0xp)(w, 2)p;(t — s)pj(x — y)dqdg
QxQ

b [ D) - a2y (0. D) dadi
QxQ

[ sonlu= 0ot w) ~ glt,2,0))v5(a.D)dadg 2 0.
QxQ

Nous allons étudier plus particuliérement les deuxiéme et sixiéme lignes. En effet il n’y a
pas de difficultés a passer a la limite en j dans les autres lignes, en utilisant soit la notion
de point de Lebesgue, rappelée dans l'introduction (définition 0.6), pour une fonction
intégrable sur @, soit pour traiter la quatriéme ligne, la propriété de trace (2.12).

Nous allons d’abord étudier la sixiéme ligne, que nous notons I;. Par définition de la
fonction v}, nous avons :
Iy = 1j + Iz,




2.4. LE RESULTAT D’UNICITE 35

ou :

L= / ®(u, 0)(b(y) = b(x))0y(p(w, 2))p;(t = s)p;(z — y)dgdq,
QxQ

et

L= / O(u, 0)(b(y) — b(z))p(w, 2)p;(t = 5)3,(p;(x — y))dgdq.
QxQ

En utilisant la notion de point de Lebesgue, nous pouvons affirmer que :

lim Il,j = 0.

j—+o0

De plus, nous pouvons écrire Iy ; = I, + I, avec :

I, = ; é@(u, 7) — ®(u,v)} (b(y) — b(x))p(w, 2)p;(t — 8)0,(p;(x — y))dqdq

et,
I — / B(u, ) (b(y) — b(x))e(w, 2)py(t — )9, (;(x — ))dadd.
QxQ

Nous considérons d’abord le terme I,. Nous notons :

Q- :]OvT[X}_LO[ et Q4 :]OaT[X]Ov 1[;

XQ—
ha= [ ®0)0) =~ da)elw, it = )0, (py(e — )dada
o= [ @ 0)(00) = ba)p(ws pilt = 0oyl — )dadd
et I,y = g Q@(u,v)(b(y)—b(ﬂf))@@(w@pj(t—8)3y(pj(x—y))dqdfia

de telle sorte que
Ib = Ib,l + Ib72 + ]b,3 + ]b,4-

Ainsi, il suffit d’étudier I, ; et I, 9, les arguments pour I'étude de I, 3 et I}, 4 étant similaires.

Tout d’abord nous intégrons par parties [, ; par rapport a y, ce qui nous donne :
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ha= = [ S0 e, 2~ pie — )dadi
16,2 XQ—
5 @000 b st = o)py (o — )i

// u,0) (b, = (), 5 )p (¢ = )p;(x)dads.

En faisant tendre j vers l'infini, les deux derniers termes tendent vers 0, par continuité
de b sur | — 1,0[ et par définition de by. De plus, puisque ' est mesurable et bornée sur
[—1,0] et © est continue, le premier terme a pour limite :

_ / B(u(t, 2), v(t, )W (2)(t, 2)dg.

De la méme maniére nous montrons que :

j—too

lim Iy = —/Q O (u(t, z),v(t, )b (z)e(t, r)dg.

Nous allons maintenant étudier le terme I, 5. Par définition de p;, [, 5 est égal a

/ // / (u, 0)(b(y) = b(x))p(w, 2)p;(t = )9y (p;(x = y))dgdg.

Or, par hypothése, ¢ s’annule sur un voisinage de {zo = 0}. Donc, a partir d’un certain
Jo, le terme [, 5 s’annule ainsi que le terme I}, 3. Finalement, nous avons :

oo

lim [, = —/QCD(U,U)b'(x)gp(t,x)dq.

Etudions maintenant le terme I,. En utilisant la méme décomposition que I, nous faisons
apparaitre quatre intégrales, dont deux s’annulent pour j assez grand (puisque ¢ s’annule
sur un voisinage de {zo = 0}). Nous sommes donc amenés a considérer uniquement le
terme /5 :

/Q Q{‘P(% 0) = ®(u,v)} (b(y) — b(x))p(w, 2)p;(t = 5)0y(p;(x — y))dqdg.

Nous utilisons le caractére lipschitzien de ® et de b (sur [—1, 0[) pour exhiber une constante
(1, indépendante de 7, telle que :

L] <€) /Q vt 0) = 0t )l —vipy(t = )04, — ) ldadi
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Nous en déduisons, par définition de la suite régularisante p;, qu’il existe une constante
Cs, telle que :

al <t [ ) ol dadi
tfsgy,xfygg

Par définition d’un point de Lebesgue de v, nous avons :

lim ;7 / lo(t, ) — v(s,)|dg = 0.
{e=sl< b fo—yl< 1)

J—0o0

Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous pouvons
affirmer que lim I,; =0, et ainsi :

j—+oo

lim I, =0.

oo

En résumé, nous avons :

lim = lim (I + I+ 1) = — /Q B(ult, z), vlt, 2)W (@) (t, 2)dg.

Nous étudions maintenant la limite en j de la seconde ligne de (2.15), que nous notons
L

j .

Li== [ sgnlu=0)@)f(0) - (o) f(w)dsdads
QxQ

Nous écrivons ce terme sous la forme :

L] — LL]’ - L27j
avec !
Ly, :/ b’(x)@(u,@)z/;jdqdcj
QxQ
et
Ly; = o (u)sgn(u — 0)('(x) — V' (y));dqdq.
X

En premier lieu, il est clair que :

lim L :/Qb'(x)@(u(t,x),U(t,x))ga(t,a:)dq.

j—Foo
En second lieu, nous décomposons L, ;, comme nous 'avons fait pour 1'é¢tude de I, et

Iy, en quatre intégrales dont deux s’annulent pour j assez grand (¢ s’annulant sur un
voisinage de {zo = 0}). Nous considérons donc uniquement les termes :

Lya = / f(u(t, x))sgn(u(t, z) — v(s, y)) (V' () = V'(y))¢;dgdq
Q-_XQ—

et,
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L= [ fult)sgn(u(t.) = o5, ) ¥a) - V(y)vdada
Q+xQ+
Nous pouvons observer que :

Laal < Cl Ml [ (@) = V0o = w)dady,

ou Q™ =] —1,0].

Ainsi, puisque 0’ est un élément de L>([—1,0[), lim Ls, =0 et de méme lim Loy =0
J—+o00 J—+o0

Finalement
lim L= [ V)bt o). oft, )t 0)dn
j—+oo Q
et (2.14) s’ensuit, ce qui achéve la preuve du Lemme 2.8. [

Nous affirmons maintenant que I'inégalité de Kruzkov (2.14) est vérifiée pour une fonction
¢ positive quelconque de C°([0, T[x ).

Lemme 2.9. Sous (2.10), l'inégalité de Kruzkov (2.14) reste vérifiée pour toute fonction
o de C2(10,T[xQ), ¢ > 0,

Démonstration. Par un argument de densité, nous pouvons choisir comme fonction test
dans (2.14), (1 — w.), ot w, est définie & la preuve du Lemme 2.2. Nous faisons tendre &
vers 07 et nous obtenons :

/(\u — 0|0y + b(2)P(u, v)0,p)drdt + / |uo — vole(0, x)dx
Q Q

- /Q sgn(u— 0)((a(u) — g(v))pdadt > J

avec ,
J—/ (0L ®(yu™,yv7) — br®(yu™, yvT))p(t, 0)dt.
0
Sous (2.9), il vient immédiatement que J est positif.

Supposons (2.10) vraie. Nous allons montrer, grace a 'inégalité (2.8), que le terme J est
positif. En effet, étudions, pour presque tout ¢ de |0, T, le signe de :

I =b®(yu ,yv7) — bp®(yu™,yvt) .

Si sgn(yu™ — yvt) = sgn(yu~ — yv7), en utilisant la condition de Rankine-Hugoniot
(2.11), qui est satisfaite puisque nous supposons (2.10), nous avons I = 0.
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Nous nous intéressons donc au cas ot yu™ —~yvt et yu~ — v~ sont de signes opposés.
Lorsque sgn(yu™ —yv™) = —sgn(yu™ —yv~) # 0, en utilisant (2.11), nous obtenons :

I =2b,®(yu,yv~) = =2bp®(yut,yv™).

Nous supposons, a partir de maintenant, pour fixer les idées, que by, —bgr > 0, Yo < yu™
and yu~ < yv~, les autres cas se traitant de maniére similaire. Ainsi, nous pouvons écrire :

I==2b(f(yu™) = f(yw™)) = =2br(f(yu™) — f(yvT)).

Nous allons raisonner pour presque tout ¢ de 0, T, si bien que, par commodité d’écriture,
la variable ¢ n’apparait pas dans les calculs qui suivent. Nous devons a présent distinguer
plusieurs cas.
L. yu™ <yv” <yt <~u'.
Alors I'inégalité (2.8) peut étre écrite, pour tout k de [yu™,yu™],
=br(f(yu™) = f(k)) = br(f(yu™) = f(k)) + (br = br)|f (k)| > 0. (2.16)
. si f(yv™) > 0, en prenant k = yv~ dans (2.16), nous obtenons :
—2b,(f(yu™) — f(yv™)) > 0, donc I > 0.
. si f(yvT) <0, en choisissant k£ = yv* dans (2.16), nous avons :
—2br(f(yu™) — f(yv™)) >0, done I > 0.
«si f(yv7) < 0et f(yv™) > 0, nous déduisons de (2.11), comme by, — bgr > 0, que
bR <0et bL > 0.
Supposons que I < 0. Alors I = —2b,(f(yu™) — f(yv~)) < 0. Donc f(yu™) >
f(yv7). De plus, nous avons I = —2bgr(f(yu™) — f(yv™)), ce qui implique que
f(yut) < f(yvt). Ceci entraine que f change au moins deux fois de monotonie, ce
qui contredit I'hypothése (2.4). Ainsi I > 0.
2. yum < vt < v < ~yut.
Comme dans le cas précédent, si f(yv~) > 0 ou f(yv™) < 0, nous pouvons conclure
que I > 0.
Si f(yv7) < 0 et f(yv™) > 0, il existe a dans |yvt,yv~[ tel que f(a) = 0. En
choisissant k = « dans (2.8) écrite respectivement pour u et v, nous obtenons que :
—2bgpf(yut) > 0 et 2bgf(yv™) > 0. Ainsi I > 0.
3. yum < vt <qut <qvT.
.si f(yvT) > 0ou f(yu™) <0, en utilisant (2.8), I > 0.
st f(yuT) < 0et f(yu™) > 0, il existe 5 dans |yv™, yu™|, telle que f(8) = 0. En
prenant k = [ dans (2.8), écrite pour u et v, nous montrons que I > 0.

Tous les autres cas peuvent ensuite se ramener i une de ces situations. ]

Maintenant, afin de prouver (2.13) en utilisant le Lemme 2.9, nous pouvons choisir
dans (2.14) la fonction-test ¢ telle que, pour tout (¢,z) dans [0, T[x €2,

o(t,x) =0(t)as(x), € >0
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ou 0 € C*([0,T]) et a. est un élément de C°(2) tel que ae = 1 sur |—1+¢,1—¢[ et
lal| < 2. Nous obtenons :

/Q{\u — |0 (t)ac(x) + b(2)P(u, v)0(t)l(x) }dzdt + /Q |ug — vo|0(0)a(z)dx

_ /Q sgn(u — v)(g(u) — g(v))8(t)a (x)dzdt > 0.

Nous pouvons alors passer a la limite en € dans 'inégalité ci-dessus, sans difficultés. Nous

faisons juste remarquer que, d’aprés les propriétés de la suite (a.). et, par définition de
T T .

Vi et ulq :

lim [b(z)®(u,v)0(t)al(x)dg = /O{b(—1)<1>(u11,v21) — b(1)®(ul,v])}6(t)dt.

e—0t Q

Ceci nous donne alors :
/Q |uT— 0|0 (t)dzdt + /Q lug — 1;0|9(0)d17 - /Q sgn(u —v)(g(u) — g(v))0(t)dxdt
> / b(1)®(u,v])0(t)dt — / b(—=1)®(u” {,v")0(t)dt.

Nous allons maintenant montrer que :

T T
/ b(1)B(uT, vT)O(E)dt — / b(—1)D (7,07 )O(E)dt > 0 .
0 0
En revenant a la définition 2.1, nous savons que p.p.t. t dans |0, T'[, pour tout réel k,

b(1)(sgn(ui(t) — k) + sgn(k))(f(ui(t)) — f(k))
b(1)(sgn(vi(t) — k) + sgn(k))(f (v (t)) — f(K))

AV
o

Ainsi, p.p. dans ]0,T7,

. si uf(t) et v](t) sont de méme signe, nous choisissons k = v] dans la premiére inégalité

T

(ou k = uj(t) dans la seconde) et nous obtenons :

b(1)®(ui(t), vi(t)) = 0,

. si ul(t) et v () sont de signes opposés, nous prenons k = 0 dans les deux inégalités
pour avoir :

b(1)®(ui(t), vi(t)) = 0.

Ainsi, p.p.t. t dans ]0, 77,
b(1)®(ug (1), vy (1))0(t) = 0.
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Nous montrons de la méme maniére, pour p.p.t. t dans |0, T,

b(—1)®(u” 4,07 ,)0(t) < 0.

Ainsi, nous obtenons :

u— 0|0 ()drd ug — vo|0(0)dx — | sgn(u —wv u) — g(v))0(t)dxdt > 0.
/Q' 6°) f+/ﬂi 6(0) /Qg< )(g(w) — g(0))0(t)ddt > 0

Pour presque tout s de ]0,T], nous considérons alors une suite de fonctions test qui
approche la fonction caractéristique de U'intervalle [0, s], ce qui nous améne & :

/|u5 x (s :U)]dx</]uo—vo\dx+M / /]utw v(t, x)|dtdx.

Nous pouvons alors conclure par utilisation du Lemme de Gronwall (lemme 0.7 dans
'introduction) ce qui achéve la preuve du théoréme 2.7. Il

2.5 Le résultat d’existence

Nous allons maintenant démontrer ’existence d’une solution faible entropique du pro-
bléme (2.1). La preuve de ce résultat est basée sur une régularisation adaptée b., € > 0, de
la fonction b et utilise un argument de compacité dans L'(Q) (rappelé au chapitre 1) pour
la suite (ue)e=0, OU . est la solution faible entropique du probléme modifié correspondant.

Sous (2.9), nous obtenons la solution de (2.1) en considérant la fonction u telle que
u|q, est la solution faible entropique du probléme :

0 0
a;t 5 —(bp(z)f(w) +g(t,z,u)= 0 dans Qp,
uw(0,z) = we(z) sur Q,
u= 0 sur (une partie de) X,

et u|g, la solution faible entropique du probléme :

8u 0

5% 0 —(br(x)f(u)) + g(t,x,u) = 0 dans Qg,

u(0,z) = wo(z) sur Qpg,
u= 0 sur (une partie de) Xg.

La fonction u ainsi obtenue vérifie bien I'inégalité entropique (2.5).

Nous considérerons maintenant des fonctions flux f telles que :
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{ vt € [0,T], (br —br)f(Ma(t))

07
vt € (0.7, (br — o) F(Mi(1)) 0. (2.17)

IV IA

Nous allons également traiter le cas ot les fonctions f et g vérifient :

fm) = f(M) =0
p.pt. (t,x) € Q,g(t,z, M) >0, (2.18)
p.pt. (t,x) € Q,g(t,x,m) < 0.

Remarque 2.10. (2.17) ou (2.18) implique (2.10).

Remarque 2.11. Parmi les fonctions vérifiant les conditions (2.2), (2.4), (2.17) ou
(2.18), nous pouvons trouver des fonctions f strictement convezes (ou strictement
concaves) sur lintervalle [m, M|, des fonctions f strictement monotones et s’annulant en
un point.

Remarque 2.12. Lorsque l'équation (2.1) est homogeéne, i.e. g =0, (2.18) se réduit a :
f(m) = f(M) =0,

condition utilisée dans la plupart des travaux traitant d’une loi de conservation homogene
a flux discontinu.

Nous établissons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.13. Sous la condition (2.17) ou (2.18), le probleme (2.1) admet au moins
une solution faible entropique u.

Nous allons d’abord montrer ’existence d’une solution faible entropique lorsque la
condition initiale est une fonction réguliére. Puis, par un critére de Cauchy dans L'(Q),
nous étudierons le cas ou ug est dans L*(€2).

2.5.1 Premiére étape : uy € C°(2)

Nous allons appliquer une technique utilisée dans [48] (aussi appliquée dans [7]) et
que nous avons présenté au chapitre 1 qui consiste a considérer une approximation de la
fonction b. Nous introduisons une suite de fonctions réguliéres (b.).~o telle que pour tout
e positif, b. = b en dehors de | — ¢, £[. Nous supposons de plus b. monotone sur [—¢, ¢] (le
sens de variation dépendant du signe de bg — by,). Ceci implique :

VaoeQr#0,b(r) — b(x) et|b|pvi) < I[blsv-

Nous considérons alors le probléme “régularisé” du premier ordre suivant :
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Trouver une fonction u, mesurable et bornée :

ou, 0

ot + %(ba(x)f(us)) + g(t, l‘,ug) =0 sur @,
us(0,2) = wo(z) sur €,
u= 0 sur (une partie de) |0, T[x0S.

(2.19)

D’aprés les résultats rappelés au chapitre 1, ce probléme admet une unique solution
faible entropique u. dans L=(Q) N BV (Q)NC([0,T], L'(R)), au sens de la définition 1.1.
Donc u, est bornée sur (), d’apreés la proposition 1.2, mais cette borne dépend de . L’objet
du lemme qui suit est donc de montrer que sous (2.17) ou sous (2.18) la fonction wu. est
bornée dans () indépendamment de €. Nous pourrons alors adapter les résultats de E.
Yu. Panov, énoncés au théoréme 1.20, pour déduire la convergence forte dans L'(Q) de
la suite (ug)eso-

Lemme 2.14.
(i) Sous (2.17),
My(t) < wuc(t,z) < My(t), p.p. sur Q.

(ii) Sous (2.18), pour tout t de |0, T,
m < u(t,x) < M, p.p. sur .

(iii) Sous (2.17) ou sous (2.18), la suile (u.).~o est fortement précompacte dans L'(Q).

Démonstration. (i) Soit p > 0. Nous introduisons le probléme de viscosité associé a
(2.19) :

Trouver u, , dans L?(0,T; H*(Q)) N

C(
atue,u + 8x(ba($)f(ua,u)) + g(t x Ua) ,Uaxxuau b.p. dans Q
Uy = U sur £, (2.20)
Uep(t,1) = e, (t,—1) = 0 pour tout ¢ € [0, 7.

0, T); H()), tel que dyu., € L*(Q), et :

Comme nous ’avons rappelé au chapitre 1 dans la proposition 1.2, pour tout pu > 0, le

probléme (2.20) admet une unique solution u. ,. La suite (u.,),~o converge vers u. dans
C([0,T); L'(Q)) lorsque p tend vers 0.

Nous multiplions (2.20) par (u.,, — M;(t))", et nous intégrons sur Qs =]0, s[x€2, s €]0, T
Le terme de viscosité est négatif puisque :

,u/ Optic (e, — My (8)) T dadt = —u/ [0, (uz,, — My (1)) )%,
Puisque . ,(0,.) = ug < M;(0), nous avons :

1
Qatua,u(uw—Ml(t))*dtdx— St ) = M) "I+ QM{(t)(ua,u—Ml(t))Wtdx-
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De plus,

[0 0u0) ) e = Mu(0) itz = [ 1) O 1)) 1 — M (0))

S S

+ Q?x(bs(fc)(f(us,u) — J(My (1)) (v — M (1)) "dtd

Nous intégrons alors par parties le dernier terme a droite de ’égalité, puis nous utilisons
I'inégalité de Young. Nous obtenons alors la majoration suivante :

20 = FOE) ey = M0
1 2 2
| M (= M)t

s

< i [[0alc — Ma(0) Pt

E]

Nous écrivons le terme source sous la forme :
/(g(t,x,u) — g(t,x, My(t))(uep, — My (t)) dtdx + / g(t,x, M1 (1)) (ue, — My (t)) " dtdz.
Q Q
En rassemblant tous les termes, nous obtenons :
1 +12
Sluels, ) = Mi(s)) |z
+/ [M{(t) + bLf(Mi(t) + g(t, 2, M (1)) (e — Mi(t)) "dtda

M) /((uw — M,y (t))")dxdt.

< M, +
( g 4[u o.

Montrons maintenant que le terme :
U(t,x) = Mi(t) + be(x) f(Mi(t) + g(t, x, Mi(t))
est positif sur ). Ensuite, par utilisation du lemme de Gronwall, nous pourrons conclure.
Pour tout z € [—¢,¢],
si by < bg, b.(z) >0, et d’aprés (2.17), f(My(t)) > 0. Donc b.(zx) f(M,(t)) > 0.
Si br < by, b.(z) <0, et daprés (2.17), f(My(t)) < 0. Donc ¥.(x) f(My(t)) > 0
De plus,

Mi(t) +g(t,x, Mi(t)) = MyMyM(t) + M| f(0)] + MyM(t)
+maX[07T]><Q |g(t,$l],0)‘ + g(t,x, Ml@))’

ot MyM;M.(t) + My| f(0)] = 0, et g(t,z, My(t)) > —M,My(t) + g(t, ,0).
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Donce M](t) + g(t,z, My(t)) > 0, et ainsi U(¢,z) > 0.
Par ailleurs, pour « dans | — 1, £[Ue, 1], b.(z) = b(x). Or,
Mi(t) = (MM, + Mg)Mi(t) + M| f(0)] + maxy 1y, |9(¢, 2, 0)],
et V() f(Mi(t)) + g(t, @, Mi(t)) > —(MyM; + M,)Mi(t) + ¥ (2) £(0) + g(t, z, 0).

Donc

U(t,x) = b'f(0) + Myl f(O)] + g(t,2,0) + [m?xﬁlg(t,x, 0)] = 0.
0,77 %

Pour prouver que u.(t,z) > M,(t), nous multiplions (2.20) par —(u. , — M>(t))~ et nous
utilisons les méme techniques que précédemment, et plus particuliérement la premiére
ligne de (2.17).

(ii) La preuve se base sur celle de (i) et repose sur la condition (2.18). En fait, les
arguments de la preuve du premier point restent valables en remplacant M;(t) par M.
Dans ce cas, U(t,x) = M+ 0.f(M) + g(t,x, M) =b.f(M) + g(t,z, M) . D’aprés (2.18),
bLf(M)=0cet g(.,., M) >0 p.p. dans Q. Donc W(¢,x) est positif et nous pouvons alors
conclure. Pour prouver que u., > m, nous remplagons M(t) par m et nous utilisons
(2.18), en particulier les hypothéses f(m) =0 et g(.,.,m) <0 p.p. sur Q.

(iii) C’est une application directe du théoréme 1.20 énoncé dans le chapitre précédent.

En effet, sous (2.17) ou (2.18), la suite (u.).>o est bornée dans L>(Q). Et donc, d’aprés le
théoréme 1.20, la suite (u.).-o admet une sous-suite qui converge fortement dans L'(Q).
[l

Remarque 2.15. Une autre méthode, développée notamment dans [48], peut étre uti-
lisée afin de montrer (iii). En effet, sous (2.17) ou (2.18), d’aprés le lemme 2.14, la
suite (ug)eso est bornée dans L™=(Q). En conséquence, les deux estimations suivantes sont
vérifiées par la suite (g p)e >0 -

u/ |(Opu. . )?|dzdt < C4
Q

/ |Optte i (t, @) |dzdt < Col|be| pviay + [|b]l =@ |uol By i) + wllug i),
Q

ot Cy et Cy sont deur constantes qui ne dépendent ni de p ni de €.

Ceci entraine alors l'estimation en semi-norme BV du terme de convection :

b-(®(ue, k) Bvi@) < Clluolsvi) + [blsv @),

ot C' est un réel positif.
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Ainsi, la condition (2.3) et la compacité de Uinjection de BV (Q) dans L'(Q) assure ’exis-
tence d’une sous-suite de (P(u., k)). convergeant p.p. dans Q vers une fonction bornée x
de BV (Q) N L>*(Q). Par ailleurs, les conditions (2.2) et (2.4) sur la fonction f assurent
qu’il existe ko dans R tel que ®(., ko) est strictement monotone (donc inversible) sur
Uintervalle [My(t), My (t)]. Ceci entraine la convergence d’une sous-suite de (ug)eso dans

LY(Q).

Nous notons u la limite dans L'(Q) d’une sous-suite (u.).. Nous allons maintenant
établir que la fonction u est une solution faible entropique du probléme (2.1). Montrons
d’abord que w vérifie (2.5). A cet effet, nous introduisons la paire d’entropie réguliére,
pour tout k de R et pour tout réel 7 :

L(r) = /1: sgny(r — k)dr et F,(1) = /}: sgny(r — k) f'(r)dr.

D’aprés les rappels effectués au chapitre 1, en particulier I'inégalité (1.5) de la définition
1.5, nous pouvons affirmer qu’a ¢ fixé, u. vérifie 'inégalité d’entropie régularisée, pour
toute fonction positive ¢ de C([0, T'[x€2),

/]n(ug)ﬁtwdmdt—k/be(x)Fn(ug)ﬁxgpdxdt—/];(ug)g(t,x,uE)gp(t,x)dxdt
Q Q Q

(2.21)
/Qb'( x)(F, (uE)—[;(ua)f(ug))godmdt~l—/9In(uo)tp(O,x)d:v > 0.

Nous allons maintenant passer a la limite dans (2.21), d’abord en ¢ puis ensuite en 7. Grace
au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous pouvons faire tendre € vers 0 dans
tous les termes sans difficultés, excepté dans la premiére intégrale de la deuxiéme ligne.
Nous écrivons alors ce terme sous la forme :

/ b ) (Fy(ue) = Ty fla)pdoit = | / ue) — I'(ue) ()t

//b' o(ue) — I (ue) f (ue))pdxdt +/ /b' ue) — I (ue) f (uc) )pdadt.
(2.22)

Or, par définition de b,,

/0 /_ _Zé(wan(ug)—I,;(W)f(ug))goddg:dt: /0 /_ _g’(a:)(Fn(ug)—I;Y(ug)f(ug))gpdxdt,

1 1
(2.23)
et

| @ ) = wpudgds = [ [¥a)E ) - faedn (220

0
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De plus, par définition de F), de I,,

/T /6,);(3:)(&(%)—Ig(ugf(ug ))dadt = / / b F()sgn (e — K)odudt

/ / / sgna(7 — ) J(7)dr — (F(u) — [(K))sgny (u. — k))da.

Nous cherchons alors & majorer le dernier terme a droite de I'égalité. En premier lieu,
nous avons :

T re
1 015amn. — Wyeait| < 100 [ [ 1o

En second lieu, nous estimons le terme |D(u.)| ou :

D(w) = [ sgunlr = W7 (r)dr = (02) = F0R))sgmfu ).
Plus précisément nous montrons que :
|D(uc)| < Cpn, (2.25)
ou Cy = 2Mjy.
En effet, pour n et k fixés, p.p. sur @,

«siu. > k4,

D(u.) = /,:] - kf’(T)dT o[ f(r)dr = (f(ue) — f(k))

n k+n

et
| D(ue)| < nMy+ | f(k+n)— f(K)],
car 0 < Tk < 1. Enfin on utilise le caractére lipschitzien de f pour conclure.

'Slk_n§u5§k+7]7

U, — k

D(u.) = /k“ "2 prryar - (f (ue) = f(K))

n n
et
|D(u)| < Mylu. — k| + M2 < 20,

siu. < k—m,
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k—n

k
D)= [y [

Ue

T—k

f'(r)dr + f(ue) — f(k),

et |D(u.)| < Cyn, de la méme maniére qu’au premier cas.

Par conséquent, nous pouvons en déduire que le terme

/ / / sgna(r — k) (7)dr — (f(uz) — f(K))sgn, (u. — k))dudt

est borné par :

T 5
Crn / |0 |pdxdt,
0 —&

//Eb/ n(ue) — I (ue) f (ue) Jpddt < (Cpn + | f (k) //|b’ pdzdt.  (2.26)

Comme b, est monotone sur [-¢, €], pour € assez petit, |b.| = sgn(br — br,)b.. Alors,

T pre
/ \bL|pdxdt = sgn(br — by) // blodxdt
0J—e

Nous intégrons alors par parties, pour obtenir :

T pe
// \bL|pdxdt = —sgn bR—bL// b dxdt
0J—< (2.27)

+sgn(br — br) / b(e)p(t. 2) — b(—e)p(t, —<))dt

0

Ainsi, d’aprés (2.21), (2.22), (2.23), (2.24), (2.26) et (2.27), pour tout 7 et & positifs, nous
avons :

T pe
—sgn(br — br)(Cn + |f(k)|)/0 / b0y pdxdt + /(G2 be(z) F) (u: ) o dadt

+ [ [ b)) - ) fwedode + [ 1un)e(0.2)da
+ /0 / V(@) (Fy(ue) — I (ue) f (ue))pdadt + /Q I (u.)dypdudt — / L (ue)g(t, x, ue)pdudt

T Q
+sgn(br — be) (Crn + £ [ (E)(t2) = bl-e)plt, ~)it = 0.

0

Nous passons maintenant a la limite en ¢. Puisque (u.).- converge vers u dans L'(Q) et
puisque I, et F;, sont lipschitziennes, il est clair que

lim [ (1,(ue)0up + be () F,) (ue)Opp)dadt = /Q(In(u)atgo + b(x) F,y(uw)0yp)dxdt.

e—0t Q
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Par définition de by, et br, et par continuité de ¢,

lim [ (b(e)p(t,e) — b(—e)p(t, —e))dt = (br — by) /O o(t,0)dt.

e—0t Jq

De plus, b.0,p étant bornée, indépendamment de ¢,

T pe
lim / / b0, pdxdt = 0.
e—0t Jo J_¢

Ainsi, pour tout 7 positif, nous obtenons 1'inégalité suivante :

/(In(u)3t<p+ b(z)F,(u)0yp)dzdt + / L, (ug)p(0, z)dx
Q Q

+ [ W) E ) - L f@)pdsd — [ Lwaauedsdt (208)
Q . Q
AP+ Cpnlon = bl [ (0,00t > 0.

En prenant la limite en 7, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous
pouvons conclure que u satisfait (2.5).

Il nous reste & montrer que u vérifie (2.6)-(2.7). Pour cela, pour tout réel ¢ positif,
nous allons considérer la “paire d’entropies de bord” (Hjs, Q)5) introduite dans le chapitre
1. Nous rappelons que pour tout réels k et 7,

Hy(r, k) = ((dist(r, 1[0, K]))? + 62)% — 6

Qs(r k) = / "0 H5 (A k) S (\)dA

Nous considérons alors dans (2.20), pour tout élément positif ¢ de C°(]0, T[x€2), la fonc-
tion test 0y Hs(ue,, k)p. Nous passons a la limite en 4, et nous obtenons, pour tous ¢ et
¢ positifs, 'inégalité :

/H5(ua,k)8tgad:1:dt+/bEQ(g(ua,kJ)(?xcpdxdt—/01H5(ua,k:)g(t,x,u5)<pdxdt
Q Q Q

+/ V() (Qs(ue, k) — 01 Hs(uz, k) f (ue))pdadt > 0.
Q

Si nous considérons uniquement des fonctions ¢ nulles dans un voisinage de {zy = 0}
contenant [—e,¢] (ce qui ne sera pas restrictif dans la suite), nous pouvons passer a la
limite en ¢ sans difficultés pour avoir :

/H(;(u, k:)atcpdxdt+/bQ5(u, k)@mgoda:dt—/01H5(u7k)g(t,x,u)g0da:dt
Q Q Q

+/ V(2)(Qs(u, k) — 01 Hs(u, k) f (u))pdzdt > 0.
Q

(2.29)




50 2. CAS DE LA DIMENSION 1

Pour (¢, z) dans |0, T[x, nous choisissons dans (2.29) une suite de fonctions test, définie
par o, (t,z) = B(t)ay(x) ot [ est un élément de C°(]0,7), 5 > 0, et a, est un élément
de C°(Q) telle que a, > 0, () = 0 sur |—1,1 — L[ a,(1) = L et [Ja)[lc < n. En
raisonnant de la méme maniére que dans [40], nous pouvons affirmer que :

lim / / x)Qs(u, k)B(t)dtdzr existe et est positive .
n—oo 1 1

De plus, par définition de u7,

lim / B / 2)Qs(u, £)B(t)dtdz — /0 b(1)Qs (w7 (£), k) A(E)dt.

n—oo

Ainsi, lorsque ¢ tend vers 0T,

/T b(1)Fo(ul, k)B(t)dt > 0.

D’aprés la remarque 1.11 du chapitre 1, nous pouvons en conclure que (2.6) est veérifiée.

De la méme maniére, en choisissant ¢(t,r) = 3(t)d,(x) dans (2.29), avec 8 € C(]0,T7),
B> 0,etd, € CX(Q) telle que b, > 0, §,(x) = Osur | =142, 1[, §,(=1) = 1 et |6, [|oc < 7,
en utilisant la définition de u”,, nous établissons (2.7).

2.5.2 Deuxiéme étape : uy € L>(2)

Nous utilisons un procédé de régularisation de la donnée initiale pour exploiter le
résultat de la premiére étape. Pour j dans N*, nous considérons donc une suite (ué)jeN*
convergeant vers 1, dans L'(Q) et telle que, pour chaque j, u) appartient a C°(Q) et
est & valeurs dans [m, M]. Nous notons u/ la solution faible entropique du probléme (2.1)
associée a la condition initiale u de sorte que, pour tout j, u/ satisfait (2.28) et (2.29).
Le résultat (2.13) nous assure que la suite (u;)jen+ est de Cauchy dans L'(Q) et donc
converge vers une limite, notée u. En passant a la limite en j dans (2.28) et (2.29), nous
pouvons affirmer que u est une solution faible entropique du probléme (2.1).

Pour conclure cette section, nous faisons remarquer que si (2.17) ou (2.18) est vérifiée,
alors (2.10) 'est aussi, ce qui implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.16. Sous la condition (2.17) ou sous la condition (2.18), le probléme (2.1)
admet une et une seule solution faible entropique.
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2.6 Analyse de la condition d’interface dans un cas par-
ticulier

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas particulier de fonctions flux croissantes.
Plus précisément nous étudions la position relative des deux traces yu™ et yu~ a l'interface.
Tout d’abord nous notons, d’aprés la remarque 2.3, que si by, > 0 et bg < 0 la condition
(2.8) est satisfaite quelles que soient les valeurs de yu~ et yu™. Dans cette situation, le
long de l'interface les caractéristiques sont sortantes de chacun des deux sous-domaines
Q. et Qg. Le probléme (2.1) est alors découplé. Nous nous focalisons donc sur 'analyse
de la condition a l'interface (2.8) sous la condition (2.10).

2.6.1 <cas 1: f croissante, by, < 0, by > 0

La condition (2.10) est alors satisfaite si et seulement si f s’annule en un point ky. Par
suite la condition de Rankine-Hugoniot (2.11) est satisfaite et, puisque b bg < 0, nous
avons f(yu™)f(yu™) < 0. Supposons f(yu~) < 0 et f(yu™) > 0. Alors, en choisisssant
k = ko dans (2.8), nous obtenons :

—bpf(yu™) = brf(yu®) >0,

et d’aprés (2.11),
—2bpf(yu~) > 0.

Or by, <0et f(yu~) < 0. Ainsi

—2bpf(yu”) =0, et f(yu~) = f(yu") = 0.

Par un raisonnement analogue nous aboutissons a la méme conclusion lorsque f(yu~) > 0
et f(yu™) <0.

Finalement nous en déduisons que : f(yu~) = f(yu™) = 0. Ainsi, dans ce cas, la
condition (2.8) équivaut & f(yu~) = f(yu™) = 0.

2.6.2 cas 2 : f croissante, by, > 0, bg > 0

La condition (2.10) est vérifiée si et seulement si f s’annule en un point kg et si by > by.
Dans ce cas la condition d’interface (2.8) et la condition de Rankine-Hugoniot (2.11) sont
équivalentes. En effet montrons que (2.11) entraine (2.8).

D’aprés (2.11), puisque bpbg > 0, nous avons : f(yu~)f(yu™) > 0.
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—si f(yu) > 0et f(yut) >0, daprés (2.11) :

fou) = 210w 2 Jlu).
Comme f est croissante, nous aboutissons & :
yut < qu”.
Il faut alors montrer que, pour tout réel k, le terme :

I=0by|f(yu™) = f(k)| = ba|f(yu™) = f(R)]+ (br = br)|f(F)|

est positif.
Pour k dans |yu™, yu~|,

I'=br(f(yu") = f(k)) + brf(yu™) = b f(k) = 2b,.(f(yu™) — f(k)) > 0.

Pour k ¢|yu™, yu~], en utilisant (2.11),

I'=(br = bo)([f(R)[ + f(k)) = 0ou I = (br — br)(|f (k)| = f(K)) = 0.

Ainsi (2.8) est vérifiée.
—si f(yu™) < 0et f(yut) <0, alors nous obtenons :

Nous montrons de la méme maniére qu’a la situation précédente, que (2.8) est vrai.

2.6.3 Remarque sur la condition d’interface (2.8) lorsque f est
croissante et by, > brp > 0

La condition (2.8) ne permet pas d’obtenir une propriété d’unicité. En effet, dans le
cas d’une fonction f & valeurs positives sur un intervalle [ko, k1] tel que u appartienne
a [ko, k1] (par exemple f(u) = ju? pour I'équation de Biirgers homogene avec ug > 0),
on peut montrer que la condition (2.8) est vérifiée si et seulement si f(yu~) et f(yu™)
satisfont I'inégalité :

2br — b1,

L fu) < flut) < P,

= i
On peut alors construire plusieurs solutions. En effet, pour obtenir une solution de (2.1),
il suffit de définir u sur ) par la solution faible entropique de condition aux limites nulle
en x = —1 et de donnée initiale ug ||_1 o[, puis de fixer une fonction a définie p.p. sur 0, T'[
de sorte que :

p.p. t €R, (2bgr — ) f(yu™(t)) < br a(t) < bpf(yu (1)),
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et enfin de définir u sur (Jr par la solution faible entropique du probléme de condition
aux limites a en x = 0 et de donnée initiale g [jo,1.

En conséquence, la formulation entropique retenue n’est pas adaptée a cette situation.
Il convient d’en définir une nouvelle. Dans le cadre de ce mémoire, nous avons choisi
de travailler sous la condition (2.10), situation pour laquelle la condition (2.8) fournit
effectivement un critére de sélection d’une unique solution parmi les solutions faibles.

2.7 Généralisation

Dans cette section, nous gardons les mémes hypothéses sur f mais nous supposons
que b admet un nombre fini de points de discontinuité.

Nous considérons n dans N*, (x;)o<i<, une subdivision de [-1, 1].

Nous notons D = {1,...,n — 1}, et nous supposons que :

b est discontinue en z;,i € D, (2.30)

et, pour 0 <4 < n, by, .z, € WHT (g, 2444 [).

Il nous faut bien sir donner dans ce cas la définition de la solution faible entropique de
sorte que la définition 2.1 corresponde au cas particulier pour lequel D est un singleton.

Définition 2.17. Sous (2.30), une fonction u de L>(Q) est une solution faible entropique
du probleme (2.1) si u satisfait (2.6)-(2.7) et si, Vk € R | Voo € C°([0,T[xQ) , ¢ >0,

( /Q(|u(t, x) — k|Owp(t, ) + b(x)P(u, k)0pp(t, x))dxdt
- /Q sgn(u — K)(¥(2) £ (k) + g(t, 7, w))o(t, x)dadlt (231)
n / o = Klpl0,2)ds -+ 167 = )7 (0) / o(t, )t >0,

ot

b; = lim b(z) et b; = lim b(x)

(2

i

Nous notons yu; et yu; les traces fortes dans L>(]0,T[) de la solution faible entro-
pique en {x = z;}. En utilisant les mémes techniques que précédemment, nous pouvons
montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 2.18. Sous (2.18), il existe une unique solution faible entropique du probléme
(2.1). De plus, en tout point z;, i € D, u vérifie la condition de Rankine-Hugoniot :

b f(yui) = b7 f(yuy).

Par ailleurs nous pouvons généraliser la condition (2.17), de la facon suivante :

pour i,j € D,i # j,sgn(b] —b;) = sgn(b] —b;),
Ja e R, Vo < a, (b —b)f(x) <0, (2.32)
d3 e RT, Vo > 3, (by —by)f(z) > 0.

Corollaire 2.19. Supposons que (2.32) est vérifiée. Alors le probleme (2.1) admet une
unique solution faible entropique au sens de la définition 2.17.
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Chapitre 3

Etude du probléme couplé
hyperbolique /hyperbolique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats du chapitre précédent au cas d’un ou-
vert €2 de dimension quelconque. Ce probléme a jusqu’alors fait I’'objet de peu de travaux.
Nous pouvons citer le travail de K.H Karlsen, M. Rascle et E. Tadmor dans [29]. Cepen-
dant la méthode de compacité par compensation (voir [50] pour plus de détails sur cette
technique) qui y est utlisée ne permet d’obtenir un résultat d’existence qu’en dimension
deux d’espace. Récemment dans |46, E. Yu Panov a obtenu un résultat d’existence, en
utilisant la technique des “H-measures” (voir [49]) pour le probléme de Cauchy. Ici nous
nous intéressons aux propriétés d’existence et d’unicité pour le probléme (2) posé dans le
domaine hétérogéne borné €2 de R”, tel qu’il a été défini dans I'introduction. Le probléme
est le suivant :

Trouver une fonction mesurable et bornée u sur @ =]0, T[xQ telle que :

Owu + div, (b(z) f(u)) + g(t,z,u) = 0 dans @,
v = 0 sur (une partie de) X, (3.1)
w(0,2) = wup(z) sur €,

ou la fonction b est discontinue le long de I'hypersurface I'y, r de €. Plus précisément :

 bp(z) sizey
b(z) = { br(r) sixz € Qg

ott b, € WHT°(Qp) et bg € WHT°(Qpg), de telle sorte que by, (respectivement bgp) admet
une trace sur I'y (resp. sur ['g).
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Nous définissons également la fonction croissante M, et la fonction décroissante My
comme suit :

N.
Mzt €0,T] — M (t) = esssupul et + 2 (eMt — 1),
0

Ny
et N
1
avec :

Ny = max(| Vbl o @) Vo)l oe ) S My, + M

i=1

et Ny = Z max |g(t,x,0) + V.b;(x) - £(0)].

i—L.R [0,T]x2

Nous supposons également dans ce chapitre que le flux est véritablement “non linéaire”
i.e., qu’il vérifie la condition (1.15) soit :

p.pt.x € Q,VEe R E£0, la fonction :

A — & - b(xz) f(A) est non linéaire sur tout intervalle

3.2
non dégénéré inclus dans [My(T), My (T))]. (32

ou - représente le produit scalaire dans R".

Nous allons tout d’abord rappeler la définition d’une solution faible entropique du
probléme (3.1) déja énoncée au chapitre 1. D’aprés le théoréme 1.18 du chapitre 1, la
condition de non linéarité (3.2) nous permet de définir des traces fortes de la solution
faible entropique sur . Nous pouvons donc considérer la définition 1.19 :

Définition 3.1. Une fonction u de L>=(Q) est une solution faible entropique de (3.1) si :
(i) Vo € CZ(Q), ¢ 20, Vk €R,
/{|u — k|Oyp + b(z)P(u, k) - Vi — sgn(u — k)(g(t, z,u) + Vb(x) - f(k))ptdedt
Q

+ /E [(br(T) — b(@)) f (k) - v(@)|p(0)dtdH" " >0,

(3.3)
q)<U7 k) = ((I)1<u7 k)? v cbﬂ(“? k))v q)i(ua k) = Sgn(u - k)(fl(u) - fz(k))
(i1)
esslim /Q u(t, 2) — uo(x)|dz = 0, (3.4)

t—0t
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(iii) p.p.t t €0, T[, H* 1-p.p., Vk € R,

(sgn(u(o) = k) + sgn(k))b(@)(f(u") = f(k)) - v =0 (3:5)

ol

uyp  sur Xp N
up sur YpNX.

Nous rappelons que u] (respectivement u}) est une fonction de L*(X.) (resp. de
L>(XR)) telle que pour tout compact K de ¥, (resp. de Xg), et toute déformation
lipschitzienne ¥ de €2,

ess lim /K lu(¥(s,0)) —uf(o)|dtdH"" = 0. (3.6)

s—07F

3.2 Unicité de la solution entropique

3.2.1 Condition d’interface

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux informations implicitement contenues
dans I'inégalité entropique (3.3) le long de 'hypersurface de discontinuité I'y, . De la méme
maniére qu’au chapitre 2, nous cherchons plus particuliérement a mettre en évidence une
condition du type “Rankine-Hugoniot” le long de I'; g. Avant cela, nous énoncons un
lemme “technique” qui nous sera utile a plusieurs reprises dans la suite.

Lemme 3.2. Soit (w.).>0 une suite de fonctions telle que, pour tout &, w. € C®(Q) et :

0<w. <1 surQ,
we(z) = six € I'L g, (3.7)
we(x) =0  sid(z,TpR)>e.

Alors, pour i = L, R, pour tout ¢ de C°(Q),

lim b(x)®(u, k) - Vywepdrdt = / bi®(ul, k) - vipdtdH™ .

+
=07 J, LR

Démonstration. Nous démontrons ce résultat lorsque @); est un demi-espace, i.e.,

Q={r= (2,2, €e R xR;z, <0},

v; = (0,...,0,1) € R,

Yrr =J0, T[xR"' x {0} =]0, T[xR""', r=(t,z) €%,
Qi={p=(r,z,); rex; z, <0}
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Pour traiter le cas général, nous pouvons utiliser une technique de recouvrement.

Dans ce cadre, une déformation lipschitzienne v peut se définir par :

¢ [0,1]x0Q; — @

(s,7) — =35y

ce qui implique, par définition de u], que :

ess lim |u(r, x,) — ul (r)|dr = 0. (3.8)

Tp—0~ Si R

Nous pouvons également supposer (ce qui n’est pas restrictif) que :

1
Vwe(z) = (0,...,0,,w:(x)) et [|0s,welloo < -

Nous sommes alors amenés & montrer que :

lim I. =0,

e—0t

ou I. est défini par :

1 0
I. = / - b;(2) P, (u, k)o(r, x,) — bi(2 )P, (ul, k)(r, 0)|dx,dr.
EL,r

€ —€

Comme @, (., k) est lipschitzienne, nous pouvons utiliser les propriétés des fonctions b; et
p, et 'égalite (3.8) pour conclure.

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir une inégalité a l'interface I'z g.

Lemme 3.3. Soit u une solution entropique de (3.1). Alors, pour tout réel k, H" 1-p.p.
sur I'p g, p.p. sur]0,T],

Démonstration. Nous considérons une suite de fonctions (w.).-¢ dans C*(2) vérifiant la
condition (3.7) du lemme 3.2. Pour tout réel e strictement positif, en choisissant dans
(3.3), pour ¢ € C(Q), v > 0, la fonction test pw., nous avons, pour tout réel k,

/Q {|u — k|Oypw:+ b(z)®(u, k) - V,(pw,) }dzdt
- /Q sqn(u — K)(g(t, 7, u) + Vab(z) - F(k))gw.dadt

+/E ((br(@) — b1.(@)) F (k) - v1.(@)|p(0)dtdH"™ > 0.

L,R
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Nous faisons alors tendre € vers 0. Nous remarquons, en utilisant le lemme 3.2, que :

lim [ b(x)®(u,k) - Vi(pw:)dxdt = / (bp®(u, k) - v + bp®(uf, k) - vg)dtdH™ .

+
=07 Jqg YXL.r

tandis que tous les autres termes de l'inégalité tendent vers 0, d’aprés le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue (excepté le dernier qui ne dépend pas de ¢). L’inégalité
(3.9) s’ensuit. O

Nous pouvons alors, & partir de (3.9), obtenir une condition de type “Rankine-Hugoniot”.
Nous considérons une solution entropique u au sens de la définition 3.1 et nous faisons
I’hypothése suivante :

dki,d ks € R ky < ki tels que u € [kg,kl], et ,p.p.t. 7 de FL,R
(br(7) = bL(@))f (k1) -vL(0) = 0, (3.10)
(br(7) = bL(0)) f(k2) - vi(T) < 0.

Lemme 3.4. Soit u une solution entropique de (3.1). Alors, sous (3.10), p.p.t. o de 3 g,

bLf(uZ) VvV = be(u}L) “Vy,. (311)

Démonstration. On prend k = ki dans (3.9). On en déduit, en utilisant (3.10), que

b f(u}(0)) - vi < baf (uR(0)) - v

En choisissant k& = ky dans (3.9) nous obtenons I'inégalité inverse d’aprés (3.10). [

3.2.2 Le résultat d’unicité

Nous considérons dans cette partie deux solutions entropiques u et v de (3.1), pour les
conditions initiales respectives ug et vy. Nous établissons alors un résultat de dépendance
lipschitzienne dans L'(€) de deux solutions en fonction de leurs données initiales, sous la
condition supplémentaire :

p.p.t. @ de I'g g, la fonction :

A — f(X\) - vL(@) change au plus une fois de monotonie sur [k, k1] (3.12)

Théoréme 3.5. Nous supposons (3.10) et (3.12) vérifides. Soient u et v deuzx solutions

faibles entropiques de (3.1) & valeurs dans [ks, k1] associées auz conditions initiales ug et
vo dans L>(2). Alors, p.p.t. t de |0,T7,

/Q]u(t,x) —v(t,x)|dr < e™s /Q|u0(x) — vo(z)|dx. (3.13)
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La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs étapes. Dans un premier temps, grace a
la technique de dédoublement des variables, due a S. Kruzkov [36], nous montrons :

Lemme 3.6. Pour toute fonction ¢ dans C:°(Q)) s’annulant sur un voisinage de Xp g,
¢ 20,

/{]u — 0|0 + b(z)®(u,v) - Voo — G(u,v)pldadt > 0, (3.14)
Q
ou
G(u,v) = sgn(u — k)(g(t, z,u) — g(t,z,v)).
Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme 2.8. Il

Il s’agit maintenant d’obtenir I'inégalité (3.14) pour une fonction ¢ € C2°(Q) positive
quelconque. Pour cela nous considérons, € > 0 étant fixé, la fonction test ¢(1 — w.) dans
(3.14), la suite (w:)c>o vérifiant les hypothéses du lemme 3.2. Nous faisons tendre ¢ vers
0". Nous observons tout d’abord que, d’aprés le lemme 3.2, pour i = L, R,

lim [ 0;®(u,v) - V(1 —w.)pdrdt = —/ bi®(u],v]) - vipdtdH"

E'*}O 77 7
Qi YL.R

Ainsi en prenant la limite en € dans le terme de convection sur chaque sous domaine
(i, nous obtenons :

/Q {|u—v|p; + b(2)®(u,v) - Vo — G(u, v)p}drdt

> / {bL®(u],v]) — br®(uf, vy)} - viedtdH™ .
2

L,R

Nous allons montrer que le terme & droite de l'inégalité ci-dessus est positif. Plus
précisément, nous étudions pour cela, p.p.t. o appartenant a Xy g, le signe de :

J = {bL(0)®(u(0),vL(0)) — br(T)®(ur(0), vR(0)} - v .

Comme nous raisonnons ponctuellement “presque partout”, la variable o n’apparait
pas dans les calculs qui vont suivre. Le raisonnement utilisé est identique a celui présenté
au chapitre 2 en dimension 1 d’espace : nous étudions le signe de J suivant les positions
relatives des traces de u et v sur Xy g.

Si sgn(uf, — vf) = sgn(uf, — v7)

J = sgn(uf, — o)) b (F(up) — 7)) — br(F(uf) — FOR))} - s =0,

d’aprés la condition de Rankine-Hugoniot (3.11).
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Si sgn(u] —v]) = —sgn(uf — v}), en utilisant (3.11),

J = 2sgn(ug, — vp)bo(f(up) — F(vp)) - vi = 2sgn(uy, — vp)br(f(uf) — f(vR)) - vi .

Nous étudions la situation ot sgn(u] —v}) = —1 (donc u] < v]), sgn(uf — vg) =1
(donc uf > v}), et bg < by. Les autres situations se traitent de fagon analogue. Nous
allons alors distinguer plusieurs cas :

1. up, <wvp <wvp <up
D’aprés le lemme 3.3, pour tout k € [u], u}],

{=0L(f(ur) — f(K)) = br(f (ug) — F(K))}-vi+ (be — br)|f(K) -vL(@)] = 0. (3.15)
Si f(v]).vr > 0, nous choisissons k = v] dans (3.15) pour avoir :
{=bL(f(ug) = f(v1)) — brf(ufk) + bof(vD)} - v = 0.
En utilisant (3.11), nous en déduisons que :
—2b,(f(u}) — f(v1)) - vy > 0donc J > 0.
Si f(vR).vr <0, nous choisissons k = v}, dans (3.15) ce qui donne :
—2bg(f(uy) — f(vg)) v > 0dou J > 0.

Enfin, si f(v]) vy <0et f(vg)- vy > 0, alors, d’aprés (3.11), comme by, > bpg,
nous avons : by, > 0 et bg < 0.
Supposons que J < 0. Alors J = —2b.,(f(u])— f(v])) vy implique (f(u])— f(v]))-
vy > 0.
De méme J = —2bg(f(uy) — f(vR)) - v implique (f(uf) — f(v})) - v <O.
En récapitulant, nous avons donc :

FOD) v < f(vg))-ve, f(up) -ve > f]) vi et f(vp)-ve > fuf)-ve.
Ceci entraine que la fonction A — f(\).rvp change au moins deux fois de monotonie,
ce qui contredit (3.12). Donc J > 0.
2. up <vp <wvp <up

Si f(v])-vL > 0ou f(vg) vy <0, alors nous pouvons adapter la technique
utilisée dans les deux premiers cas de la situation précédente.

Si f(v])-vp <O0et f(vy) v > 0, il existe a dans |vf, v][, tel que f(a) vy = 0.
En choisissant & = « dans (3.15), nous avons :

—br.f(uy) v —brf(ug) vy > 0.
D’ou, en utilisant (3.11),
—QbLf(uE) Vg, Z 0.

De méme, en choisissant k& = o dans I'inégalité du lemme 3.3 écrite pour v, d’aprés
(3.11), nous obtenons :
2bLf(Uz> UV Z 0.

En additionnant ces deux inégalités, nous avons bien : J > 0.
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Tous les autres cas se raménent aux deux cas précédents. Ainsi (3.14) reste valable pour
toute fonction ¢ € C(Q), ¢ > 0.

Nous introduisons maintenant une suite de fonctions (8:).-o telle que 5. € C(Q) et
B-(x) = 1sid(z,0Q) > e. Nous choisissons dans (3.14) la suite de fonctions test (a/3.):50,
ol a € C°(]0, T7).

Pour passer a la limite en € dans le terme de convection, nous adaptons la preuve du
lemme 3.2 (en prenant w. = 1 — .), et nous obtenons :

lim | b(2)®(u,v) - Vofa(t)dudt — — / b(@)B(u", ") - valt)dtdH"".

e—0t Q N

Ainsi d’aprés I’égalité ci-dessus, le passage a la limite en € nous donne :

/{|u —v|d/(t) — G(u, v)a(t) tdzdt — / b(@)P(u",v") - va(t)dtdH™ ! > 0.
Q

by

La condition de bord (3.5) nous assure, comme au chapitre 2 dans le cas monodimension-
nel, en raisonnant pour presque tout point de 3 (voir [9]), que :

/ b(@)P(u",v") - va(t)dtdH™' > 0.

Finalement, nous avons grace a la condition de Lipschitz sur g,

—/{\u —vld/(t)dxdt < Mg/ |u — v|a(t)dxdt.
Q Q

Pour ¢ en dehors d’un ensemble de mesure nulle de |0, 7', on considére alors une suite
de fonctions (o ).>0 € C2°([0, T']) qui approche la fonction caractéristique Ijg 4. En utilisant
la condition initiale (3.4) pour u et v, on obtient (3.13) grace au lemme de Gronwall.

3.3 Existence

Pour obtenir lexistence d’une solution faible entropique du probléme (3.1), nous utili-
sons la méthode de viscosité artificielle. Pour cela, nous considérons 'espace W (0,7 dont
la définition et les principales propriétés sont données dans I'introduction. Nous rappelons
cependant ici que :

W(0,T) = {ve L*0,T; H;(Q)); 0v € L*(0,T; H ()},
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Dans la suite nous noterons (.,.) le crochet de dualité entre H1(Q) et H} ().

Nous introduisons alors, pour tout réel u strictement positif le probléme de viscosité
associé a (3.1),

Trouver une fonction u, mesurable et bornée sur @ telle que :

Ovuy, + divy (b(z) f(u,)) + 9(t, z,u,) = plAu, dans Q,
u,(0,2) = wup(z) sur Q, (3.16)
u, = 0 sur M.

Nous montrons tout d’abord que le probléme (3.16) admet une unique solution faible
qui satisfait au principe du maximum. Ensuite, le passage a la limite en 1 nous donnera
'existence d’une fonction w vérifiant l'inégalité (3.3). Donnons tout d’abord la définition
d’une solution faible du probléme (3.16).

Définition 3.7. Une fonction u, de W(0,T) est une solution faible de (3.16) si :

u,(0,.) =ug p.p. surf, (3.17)

et u, satisfait l'égalité variationnelle, pour tout v € H} (), pour p.p.t. t €]0,T] :

(Opuy, v) + /Q((,uvmuu —b(x)f(u,)) - Vv + g(t, z,u,)v)de = 0. (3.18)

Pour obtenir I'existence d’une solution u,, uniformément bornée, nous utiliserons I’hy-
pothése suivante portant sur la fonction flux :

p.p.t. RS FL,R7 Vit € [O,T], (bR - bL)_f<M1<t)) : I/L(E)
ppt. G €T, V€ [0,T], (br —bp)f(Ms(t)) - v1(5)

IN IV
o O
—~ o~
wo W
N =
o O
~—

Nous allons alors montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.8. Sous (3.19) et (3.20), il existe une unique solution faible u, du probléme
(3.16), telle que :

Vt € [0,T], Ma(t) < wuu(t,.) < Mi(t) p.p. sur (3.21)

Démonstration. (i) Existence de la solution du probléme (3.16)

L’existence d’une fonction u, qui satisfait (3.17), (3.18) et (3.21) est obtenue grace
au théoréme de point fixe de Schauder-Tychonoff (voir théoréme 0.10). Tout d’abord
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nous utilisons un procédé de troncature. Ainsi, pour tous réels a, b, ¢, nous définissons
B(a,b,c) = max{a, min{b, c}} et nous introduisons, pour u > 0 fixé, le probléme :

Trouver u, € W(0,T) tel que p.p. sur |0, T[ et pour tout v dans HJ (),
(Opuy,v) + /((uvzuu —b(z)f(uy)) - Vv + g(t, v, uy,)v)de = 0 (3.22)
u,(0,.) = uO%.p. dans Q,
ou wy(t, x) = B(Ma(t), u,(t,z), Mi(t)). Remarquons en effet que si u, est solution de (3.22)
alors u,, satisfait (3.21). Pour cela il est loisible de considérer dans (3.22) la fonction test

vy = sgny(u, — My ()t (v, € L*(0,T; Hj(S2))). Nous intégrons sur |0, s[, pour tout s de
10, T'[. Ceci nous donne :

/S@tu#, vy dt + /S / (uVau, —b(x) f(uy,)) - Vau, + g(t, v, uy)v,)drdt = 0.
0 o Jo

Pour traiter le terme d’évolution, nous I’écrivons sous la forme :

/ (Opuy, vy)dt = / (Op(uy,, — My (t)),vp)dt + [ M (t)v,dzdt,
0 0 Qs

et, nous utilisons le lemme 0.8 (de Mignot-Bamberger) pour écrire :

s uy(s,2)—Mi(s)
[ 0w, = 2oy = [ (| gy (r) dr)de.
0 Q Jo

Compte tenu de la définition de uj, le terme de convection peut s’écrire sous la forme :

_ / b(a) F(u7) - ¥ gvydidt = — / b(2) £ (M (1)) - Vs, drdt.

En intégrant par parties séparément sur ) et Qg, nous obtenons :
— / / b(x)f(M(t)) - Vo,dedt = / / (br — br) F(My(t)) - vpv,dtdH"
0 JQ 0 JI'rLr
s / V.b(x) - FOML(6))oydadt.

i=L,R

Nous remarquons alors, d’aprés (3.19), que le terme d’interface est positif.

Le terme de diffusion s’écrit :
| [V an)sont . — 20 deat,
0o Jo

et donc est positif.
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De plus, par définition de uj, nous avons :

// (t, o, uy) vndxdt:/ g(t, z, My (t))v,dxdt.

Lorsque nous passons a la limite en 7, nous obtenons :

/Q (1 (s,2) — My(s))da + 05 () + g1, . M (0)sgn(o, — D (1)) dc

Par définition de My, M| (t)+ g(t,z, M1(t)) + V,b(z) - fF(My(t)) > 0, p.p. sur Q. Nous
en déduisons alors la majoration de u, donnée dans (3.21). Pour obtenir la minoration
de u, dans (3.21) le raisonnement est identique : il est loisible de choisir la fonction test
vy = —sgn,(u, — Ms(t))~ dans (3.22). Nous utilisons (3.20) pour montrer que l'intégrale
d’interface est positive. Ainsi, Pexistence d’une solution faible de (3.16) est assurée dés
lors que (3.22) admet une solution. Pour prouver que (3.22) a une solution, étant donné
w dans € W(0,T), nous considérons le probléme linéarisé :

Trouver U dans W (0,T) tel que pour tout v dans H}(Q), p.p. dans ]0, T,

(O,U,v) + /((MVIU — b(x) f(w*)) - Vv + g(t, z,w*)v)dz = 0, (3.23)
Q

U(O, ) = Ug.

Le probléme (3.23) admettant une unique solution, nous pouvons définir I'opérateur :

T. W(O,T) — W(0,T)
w — U=T(w)

ot U désigne 'unique solution de (3.23). En prenant v = U dans (3.23), comme w* (¢, z)
est a valeurs dans [Ma(t), M1(t)], on a @ [|[U||L2(0,m;m1()) < C1- Cette estimation implique,
en utilisant la définition de la norme de L*(0,T; H'(Q)) que : [|0,U]| 120,110 < Co,
ou C et Cy sont des constantes dépendantes de € (mais indépendantes de w*). Ainsi, en

posant C3 = /C? + C% I'ensemble :
C= {U € W(O,T), ||U||W(O,T) < 037 U(O, ) = Ug P.pP- dans Q},

est convexe, borné, faiblement compact dans W (0, T) et tel que 7(C) C C. Il reste & mon-
trer que 7 est “faiblement-faiblement” séquentiellement continue. Soit (w,,), une suite
convergeant faiblement vers w dans W(0,7"). Alors la suite (Uy,), = (7 (wy,)), est bor-
née dans W(0,7"). Donc elle admet une sous-suite, encore notée (Uy,), qui converge vers
une limite, notée U, faiblement dans W (0,T), fortement dans L?(Q) et telle que U, (0, .)
converge vers U(0,.) faiblement dans L?*(2). Ainsi U(0,.) = ug p.p. sur . En faisant
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tendre n vers l'infini dans (3.23) nous prouvons que : U = 7 (w). Par unicité de la solution
de (3.23), nous en déduisons que 7 (w,) — 7 (w), ce qui prouve que 7 est “faiblement-
faiblement” séquentiellement continue. D’aprés le théoréme de Schauder-Tychonoff, I'ap-
plication 7" admet donc un point fixe, noté w,, qui satisfait (3.22) et ainsi (3.17), (3.18),
(3.21).

(ii) Unicité de la solution du probléme (3.16)
Pour prouver I'unicité de la solution nous utilisons une méthode de changement d’espace
pivot. Soient u et u deux solutions faibles de (3.16). Afin d’alléger I’écriture nous ne faisons

pas appaitre l'indice p. Pour tout ¢ de [0, T'[, on introduit z(¢,.) (resp. z(t,.)) 'élément de
H;(2) solution du probléme :

pour tout v € H}(Q),

/Q V(). Vodz — /Q u(t, Yodz ( resp. /Q UVE(L ) - Vods — /Q (¢, Jvdz).
(3.24)

Comme O;u et d;u sont dans L2(0, T, H~()), nous remarquons que J;z (resp. 0;2)
est un élément de L2(0,T; H*(Q)) tel que, p.p.t. t €]0,T]: Vv € HL(Q),

/ uVoyz - Vudr = (Oyu,v) ( resp. / uVoz - Vudr = (04, v)). (3.25)
Q Q

En choisissant v = z — Z dans (3.18) écrit pour u et pour u, et en intégrant entre 0 et s,
s €]0,T[, nous obtenons :

/&u—u z—zdt+//uVu—u V(z — 2)dxdt
// z—zdxdt—// (t,z,u) — g(t,z,u))(z — 2)dzdt.

Or, en prenant v = u — u dans (3.24), nous avons :

" / / V(u—10) V(- 3)duedt = / / (v — @)2dadt = [|u— T2 0 51000,

De méme, en prenant v = z — z dans (3.25), Vs €]0, T,

/OS@(u_a)’Z_adt_/Os/ﬂﬂvat(z_g)'V(Z_E)dxdt—%/QN’V(Z—E)F(S,-)CM%.

Ceci entraine que :

1 ~ ~
5 [ #IV(E =2 (s, )de + flu =72 x0) <

Q
lu — | L2o,s1x) lIbll e M)V (2 = 2) || L20,s[x )" + Mgllz — Z|L20,s[x0))-
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Nous utilisons ensuite I'inégalité de Poincaré pour majorer ||z — Z||12(o,s[xq) en fonction
de ||V (2 —2)| r2o,s[xq)", puis I'inégalité de Young pour affirmer qu’il existe une constante
strictement positive C telle que :

1

3 | HVG=R6 ) <€ [ VG =Dt

Nous pouvons conclure grace au lemme de Gronwall. O]

L’estimation (3.21) permet de démontrer classiquement le lemme suivant, qui nous
sera utile pour passer a la limite en pu.

Lemme 3.9. Il existe une constante positive C, telle que :

I / |V, |*dedt < C. (3.26)
Q

Démonstration. 11 suffit de choisir v = u, dans (3.18), et d’utiliser I'estimation (3.21)
(voir [9] pour plus de détails). O

Nous allons maintenant faire tendre p vers 0. La convergence de la suite (u,), est
donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.10. Sous (3.2), la suite des solutions faibles (u,),~o des problémes (3.16),,
admet une sous-suite convergente dans L'(Q).

Démonstration. D’aprés (3.21), la suite (u,),>0 est bornée dans L*>°(Q). Nous pouvons
donc appliquer le théoréme 1.22 du chapitre 1 qui nous donne le résultat souhaité. O

Nous notons u la limite d’une sous-suite (u,),>o convergente dans L'(Q). Nous allons
maintenant montrer que u est une solution faible entropique du probléme (3.1). Com-
mengcons par démontrer que u vérifie 'inégalité entropique (3.3). Pour cela nous revenons
au probléme de viscosité (3.16). Nous pouvons choisir alors dans (3.18) la fonction test
sgny,(u, —k)p1p2 ol k est un réel quelconque, ¢; un élément de C°([0,T), 2 un élément
de C°(2), 1,92 > 0. Nous intégrons sur [0, 7. Cela nous donne :

T
/ (Orty, sgnn(uy — k)ripa)dt + /Q(Nvmuu = b() f (up)) - Va(sgny(u, — k)rpz)dadt
0

+/ g(t, x,u,)sgn, (u, — k)prpadrdt = 0.
Q
(3.27)

Nous pouvons a nouveau utiliser le lemme 0.8 de F. Mignot-A. Bamberger pour traiter
le terme d’évolution :

T
/ (Orup, sgny(u, — k)p2)prdt = —/ I, (u,,)p20pprdadt — / I (uo) 201 (0)dz
0 Q Q
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ou

I (u,) = /k ’ sgn, (T — k)dr.

Le terme de diffusion peut s’écrire sous la forme :

/ puV o, - Vi (sgn,(u, — k)pr1p2)dedt = / ,u(VuM)ngn%(uM — k)prpadadt
Q Q

+/ pNVu, - Voo sgng(u, — k)dzdt.
Q

Ainsi le premier terme a droite de I’égalité est positif.

Le terme d’advection est étudié séparément sur ()7, et Qr. Nous I’écrivons sous la forme :

Z/ ) - Vuysgn, (u, — k)p1padadt

1€{L,R}

-y / bi(2) f (1) - Vipasgnn(u, — k)prdadt
ie{L,R} /@i

Nous nous concentrons sur I’étude de la premiére intégrale pour i = L (le raisonnement
est identique pour i = R). Nous notons :

Jop = —/ b () f (). Vuusgn, (u, — k)pipadadt

L

= —/ b (z)div, Dy (uy,, k)p1pdadt,

L
ou

(U, k / f(r sgn (1 — k)dr.

En utilisant la formule de Green, nous obtenons :
S = / (br(z)Dy(up, k) - Voo + Vb (2). Dy (uy, k)papr)drdt
L

- b, (@)D, (up, k) - viprpadtdH" "

LR

Nous nous intéressons alors & I'intégrale de surface que nous écrivons sous la forme :

/ bL(E)Dn(uua k?) . VLwlgOthdHn_l
pH)

L,R

= /Z bL(@)(Dy(up, k) — £ (k)sgny(u, — k)) - viprpedtdH"™!

+/ br (@) f (k) - visgn,(u, — k)pi1padtdH™ .
YXL.R
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Nous remarquons, en intégrant par parties, que pour tout couple de réels (0, k)

D, (0,k) /f )sgn, (T — k)dr + f(0)sgn, (0 — k).

ot f' = (fi,---, fr)-

En se référant aux calculs effectués au chapitre 2, et en utilisant en particulier I'inégalité
(2.25), nous nous assurons que, pour i = 1,...,n :

'_ /kuuf{(T)sgnn(T —k)dr + fi(u,) — f(k))sgn,(u, — k)| < 2nMy,.

Nous en déduisons donc que :

|(Dy(un, k) = F(k)sgny(w, — k)| < 2nnMy.

Les calculs étant analogues lorsque nous étudions lintégrale sur (g, nous arrivons a
I'inégalité suivante, pour tout p et tout 7 strictement positifs :

/ (uu)atcpppgd:vdt—l—/In(uo)cpl(O)gonx
Q

+ Z Sgnn - k)f(u#) - Dn(um k) - V) — Vabi() - Dn(um k)2 }prdadt

i€L,R

+ [ <<bL —bR) F(R) - psgng (i — k) + 20mM(lby] + [br]))r padtdH!
LR

—/ g(t, z,u,)sgn,(u, — k)p1padrdt — / uNVu, NV pspisgn,(u, — k)dzdt > 0.
Q Q
(3.28)

Or :

/ (b = br) f (k) - visgny (w, —k)prpadtdH"™! S/ |(br, —br) f (k) - vi|p1padtdH" .
XL,r

LR

Nous faisons alors tendre p vers 07 dans I'inégalité (3.28). D’aprés I'estimation (3.26) du
lemme 3.9,

lim [ uVu, - Vspisgn,(u, — k)dxdt = 0.

w=0t Jo

En utilisant les propriétés de convergence du lemme 3.10, et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, nous trouvons qu'il existe u € L®(Q) telle que,
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Vk € R, Vi1 € C°([0,T7), Voo € C(€2), ¥V > 0,

/ a(u )8tg01g02dxdt—l—/] (uo)gpl(O)gpgda:—/g(t,x,u)sgnn(u—k:)cplg@dxdt

Q
+ Z / i(sgny(u — k) f(u) — Dy(u, k)) - Vo — Vibi(x). Dy (u, k)2 }ordadt
ieL,R Qi
# [ (00~ b F 1) - ] + 20mMy(ba] + ol prpadre >0,
Xr.R

(3.29)

En remarquant que lim, oD, (u,k) = sgn(u — k)f(k), p.p. sur @, le passage a la
limite en n montre que u vérifie 'inégalité entropique (3.3), puisque C(]0,7]) ® C(Q2)
est dense dans C°(Q).

Il nous reste a montrer que u vérifie la condition initiale (3.4) et la condition aux
limites (3.5). Pour démontrer (3.4), nous partons de U'inégalité (3.29) dans laquelle nous
considérons des fonctions ¢y dans C°(€), i« = {L, R}, et ¢ dans C([0,T[). Aprés
passage a la limite en 7, il vient :

—/km—M@%m+mmwmw»vaVwmw—mww%m%met
Q;

—/ sgn(u — k)Vb(z). f(k)prpadadt < / |up — k|p1(0)pe(z)dx.

i Q;

Ceci implique, d’aprés les travaux de F. Otto (voir [40]) que :

esshm/ lu(t, z) — uo(z)|dz =0,

t—0+
ce qui entraine (3.4).

Afin de montrer (3.5), nous allons utiliser les fonctions Hy et Qg, introduites dans
[40] et dont les propriétés principales ont été rappelées au chapitre 1. Ces fonctions sont
définies sur R? et (R?)" par :

Hy(r, k) = ((dist(r, 10, K]))? + 62)* — 4,

Qs(1, k) = /k O Hs(\, k) f'(N)dA.

Pour obtenir (3.5), nous pouvons choisir dans (3.18) la fonction test 01 Hs(u,, k)p, ¢
étant un élément positif de C°(]0, T'[x Q) nulle sur 7, z (ce qui ne sera pas restrictif par la
suite). Nous intégrons sur [0, T]. Nous reprenons alors les arguments utilisés pour passer de
(3.27) 4 (3.28). En particulier, pour le terme de convection nous raisonnons séparément sur
chaque sous-domaine @);, © = L, R, et nous utilisons des formules de Green qui ne font pas
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apparaitre d’intégrales a l'interface ¥ p puisque ¢ est nulle sur ¥ . Nous aboutissons
a:

/{H(S(u,u’ k)atsp + b(I)Qd(uw k) Ve — g(tv T, ult)ales(uua k‘)gp}dIdt
Q

+/ Vob(2)(Qs(uy, k) — 01Hs(uy,, k) f(u))dzdt > ,u/ 01Hs(uy, k)Vu, - Vodudt.
Q Q

Nous passons alors a la limite en p. D’aprés 'estimation (3.26), et le fait que (u,),>0 est
bornée dans L>*(Q), le terme a droite de l'inégalité tend vers 0. En utilisant le lemme
3.10, nous obtenons donc :

/{Hg(u, k)or + b(z)Qs(u, k) - Vo — g(t, ,u)0 Hs(u, k) }drdt

];be(l') ’ (Qd(uv k) - 81H5(U, k)f(u))spdxdt Z 0.

Nous choisissons alors dans I'inégalité ci-dessus, une suite de fonctions test (5 ), telle
que, @n(t, x) = ft)an(x) ot 6 € C2(J0,T]), 5= 0, et an, € C*(Q), 0 < vy <1,
(z) = 1 sizedQ\TpgetdxlLg) > 2,
=0 sur [z g ou sid(z,00) > %

D’aprés les travaux de F. Otto (voir [40]), il s’ensuit que :

lim [ b(x)Qs(u, k) - V(ay(x))5(t)dxdt existe et est positive.

n—oo Q

De plus, par définition de u”, en adaptant la preuve du lemme 3.2, nous avons :

lim [ b(x)Qs(u, k). V(an(z)3(t)dudt = / b(@)Qs(u", k) - v(0)B(t)dtdH .

Donc, lorsque ¢ tend vers 0, nous obtenons :
/ b(7)Fo(u™, k)B(t)dtdH" ™ > 0,
b

ce qui d’aprés la remarque 1.11 équivaut a la condition de bord (3.5). Nous avons donc
montré que u est une solution faible entropique du probléme (3.1).

3.4 Un cas particulier

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’en dimension 1 d’espace, I'existence d’une solu-
tion faible entropique peut s’obtenir a partir de la régularisation du coefficient b. Nous
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pouvons alors naturellement nous demander si cette méthode peut également s’employer
en dimension n d’espace. Nous allons montrer dans cette section que dans certaines si-
tuations, c’est effectivement le cas. Nous considérons dans cette partie le cas particulier
ou I'hypersurface de discontinuité est un hyperplan. Nous montrons alors que l’existence
d’une solution faible entropique du probléme (3.1) peut-étre également obtenue par la
méthode présentée au chapitre 2.

n—1

Nous supposons dans cette partie Q@ =]—1,1[" et I', g = {0} x]—1,1]

Nous notons alors Q7 =]—1,0[x]—1,1[""! et Qx =]0, 1[x]—1,1[". On a donc, sur X g,
vy =(1,0,...,0) et vg = —vp. Enfin, sur Xy g, 7 = (22, ..., Ty).

De plus, afin de faciliter les calculs, nous supposons que b est constante de part et
d’autre de I'hyperplan de discontinuité I'y, g, i.e.

- bL six € QL
b(l’) - { bR six € QR.

Cependant les techniques utilisées par la suite peuvent étre reprises lorsque les fonc-
tions by, et br dépendent de la variables x, a la condition que, pour tout o de I' g, le
signe de by, () — bgr(d) soit constant.

Notons tout d’abord que I'inégalité entropique (3.3) qui caractérise la solution faible
entropique dans I'ouvert () s’écrit sous la forme :

Vo € C(Q), p > 0, Vk € R,
/{|u — k|Ovp + b(z)®(u, k) - Vo — sgn(u — k)g(t, z,u)p}dxdt
Q

T (3.30)
l(bg — b fu(E) /O / o(t.7)dzdt > 0.

Nous faisons remarquer que, dans ce cas particulier, la condition de Rankine-Hugoniot
s’écrit @ p.p.t. o de X, g,
brfi(ug (o)) = brfi(ug(0)).

De la méme maniére I’hypothése (3.12) portant sur la monotonie de la fonction flux
se réduit a :

f1 change au plus une fois de monotonie.

Nous reprenons ici les idées développées en dimension 1. Nous allons donc considérer
dans cette partie, une suite de fonctions réguliéres (b.).~¢ telle que :

Vo € Q, b.(z) = 0.(x1),




3.4. UN CAS PARTICULIER 73

avec :
brpsi x < —¢
brsi x> ¢,

0(71) = {

et telle que 6. soit monotone sur [—¢, €| (la monotonie dépendant du signe de (by, — bg)).
Ceci entraine :

Ve € Q,x1 #0, b.(x) — b(z).

Pour obtenir le théoréme d’existence, nous utiliserons encore dans cette partie les hypo-
théses (3.19)-(3.20) qui nous permettent d’obtenir un principe du maximum uniforme en
g, et qui s’écrivent dans ce cadre :

Vt € [0,T], (br —br)fi(M(1))

0, (3.31)
Vt € [0,T], (bg — bp)fi(Ma(t)) <0

(3.32)

IN IV

Puisque dans cette partie b est supposée constante de part et d’autre de I'y, r, nous avons :

oMyt _
M, () = esssup ug e’ + — fnax lg(t,z,0)]
Q g [O,T}XQ
et
M f My e =1 0)|
t) = essinf(—ug, )e™9" — max t,x,0)|.
2 (1) = essinf(—up) T s lolt..0)

Nous considérons également une suite de fonctions (u));en+ telle que :

Vi e N u) € C(Q), et lim ) = ug dans L'(1).

j—-+o0

Pour j € N* et ¢ réel strictement positif fixés, nous introduisons le probléme “régularisé”
suivant :

Trouver une fonction u. mesurable et bornée telle que :

Opue + divy (be(2) f (ue)) + g(t, 2, u) = 0 dans @,
u:(0,2) = wl(x) sur Q, (3.33)
u. = 0 sur (une partie de) X.

D’aprés les résultats rappelés au chapitre 1, le probléme (3.33) admet une unique
solution faible entropique (au sens de la définition 1.1), u. ; que nous noterons par la suite
u. afin d’alléger les écritures. Nous savons également que u. est bornée sur Q) a priori
en fonction de e. Nous cherchons alors a obtenir des estimations sur la suite (u.)eso,
indépendantes de ¢ afin de pouvoir passer a la limite en €. Seul le principe du maximum
nous suffit. Nous avons alors I'encadrement :




74 3. ETUDE DU PROBLEME COUPLE HYPERBOLIQUE/HYPERBOLIQUE

Lemme 3.11. Sous les conditions (3.31) et (3.32), p.p. t € [0,T],

Moy(t) < wuc(t,.) < My(t) p.p. sur Q. (3.34)

Démonstration. Nous revenons au probléme de viscosité associé a (3.33) :

Trouver une fonction mesurable et bornée u. , telle que :

atu&u + dlvﬁ(bE(z)f(us,u)) + g(ta ZE, u&u) = MAUE,M dans Qa
ue,(0,2) = wl(z) sur Q, (3.35)
Uey = 0 sur .

Pour g > 0 fixé, il est connu (voir chapitre 1) que (3.35) admet une unique solution wu.
élément de L2(0,T; H*(Q))NC([0,T]; H(Q)) et telle que du. , € L*(Q). De plus la suite
(ue,,), converge dans L*(Q) vers u. quand p tend vers 0F. Nous multiplions (3.35) par
(te, — My (t))*, puis nous intégrons sur |0, s[x€2, s €]0,T]. Nous avons :

i [ Syt = )t = < [ [ (90, M) Pt < 0

Le terme d’évolution se traite de la maniére suivante :

s 1
| [ vt tues= Moy et = S50 = M) e

i /OS /Q My () (e — Ma(t)) " dadt.

Nous faisons apparaitre dans le terme de convection le terme div(b.(x)f(M;(t)).
Compte tenu de la définition de b.(x), cela nous donne :

/0 S / Qv (b () F (11 )t o — M (1)) et = / 8 / 0 (4) fu (M (1)) (11 My () vt

s

n / LdiV(ba(ﬁ)(f(ue,u) — FOVL(0))) (e — My (1)) dard

Enfin, pour le terme de réaction :

/O ) /Q Gt 2310 (e — Mo () ddlt = /0 S /Q ot 2, My (8)) (e — Mo ()" dadt
+//Q[g(t,x>ua,u) — g(t,x, My(t))](ue, — My(t))" dadt.

En regroupant tous les termes nous obtenons :

ol (e (s, ) = Mi(s) |72 + //Q‘If(t,fv)(ue,u — M;(t)) " dwdt <

(M + e | / (e — My (1)) ddt,
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ou

U(t, ) = 0L(z1) [L( My (1)) + Mi(t) + g(t, z, Mi(t)).

Or, puisque sgn(0.(z1)) = sgn(br — br), nous en déduisons d’aprés (3.31) que :

0. (1) f1(Mi(t)) > 0.

Comme par définition de M (t), M;(t)+g(t, x, My(t)) > 0, nous en déduisons que ¥ (¢, z) >
0.

Par utilisation du lemme de Gronwall, il s’ensuit que (u.,(t,.))., est majorée par
M (t). En faisant tendre p vers 0, nous en déduisons la majoration de wu.(t,.) par M;(t).

Pour la minoration par Ms(t) nous multiplions (3.35) par —(u., — M(t))~ et nous
utilisons les mémes techniques que précédemment notamment la condition (3.32). Il

La condition de non-linéarité (3.2) et le lemme 3.11 nous permettent d’appliquer le
théoréme 1.20 du chapitre 1. Nous avons donc :

Lemme 3.12. [ existe une suile exlraite de (u.).-o qui converge dans L'(Q).

Il nous reste a montrer que cette limite, notée u, ainsi obtenue est bien une solution
entropique du probléme (3.1).

D’aprés les rappels effectués au chapitre 1, nous savons que wu. satisfait 1'inégalité
entropique :

/ (1, (u)Bp + be(2)B, (s, k) - Vo — sgm(ue — K)g(t, x, u)p}ddt
Q

T /Q 0 (22) (B (1 k) — I () fo(ae) ozt + / 1,(ud) o0, 2)dz >0,

Q

ot (I,), ®,) est la paire d’entropie réguliére définie, pour tout réel k par :

I (ue, k) :/ sgn, (T — k)dr et ®,(u., k) :/ sgn, (T — k)f'(T)dr.
k k

Nous cherchons maintenant a passer a la limite en . Par définition de b,,
/ ( )(@1 n(uEak) - -[/ (ua)fl(ug>>gﬁdl'dt =

0!
/ ( 0. (1) f1(k)sgn, (u. — k) gpdm) dH" " dt
oL,

( / B e0) {1 00) — ) () = FlR) ) et
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Or |0.(x1)| = sgn(br — by)0.(x1). Dot :

< sgn(br — bo)|fi(k)| [ OL(z1)pda:.

—&

\— [t fisom e - g,

De plus, d’aprés les calculs effectués au chapitre précédent, nous avons :

’(I)l,n(us) - I;(us)(fl(us) — fi(k))| < 2Mpn.
Ainsi :
[ 8@y b) I i) e <

sgn(br — br) (| f1 (k)] +2Mf177)/ (/ gégpdxl) IH
LR

—&

Aprés une intégration par parties par rapport a x;, nous passons a la limite en € pour
obtenir :

/Q{]n(u)atgo +b(x)®,(u, k) - Vo — sgn,(u— k)g(t, z,u)prdedt

@M+ 1A (b — be) /

LR

(3.36)

gD(t,O,Ig)dtd{EQ—l—/In(Ué)tp(O,ﬂf)dIE > 0.
Q

En se limitant a des fonctions ¢ dans C2°(Q), lorsque 1 tend vers 07, nous établissons par
convergence dominée de Lebesgue, I'inégalité entropique (3.30).

Par le méme raisonnement qu’a la section précédente, nous montrons que u vérifie la
condition initiale (3.4). Afin de montrer (3.5), nous considérons, pour tout réel positif 9,
la paire d’entropie de bord (Hs, Qs) introduite dans I'exemple 1.8, et d’aprés les rappels
du chapitre 1, nous pouvons affirmer que u. satisfait I'inégalité suivante :

/{Hg(us, k)Oypdxdt 4+ b.(2)Qs(ue, k) - Vo — 01 Hs(ue, k) g(t, x, ue ) }drdt
Q

+ / W(2) (Qs (e, k) — O Hy(ue, k) F(u.))dadt > 0.
Q

En considérant des fonctions ¢ nulles sur un voisinage de X, r, nous pouvons passer a la
limite en ¢ sans difficultés pour obtenir :

/{H5(u, k)pidzdt 4+ b(x)Qs(u, k) - Vo — O Hs(u, k)pg(t, z,u) }dxdt
Q

(3.37)
n /Q (@) (Qs(u, k) — O Hi(u, k) f(u)pdardt > 0.

Nous choisissons alors, dans 'inégalité ci-dessus, une suite de fonctions test,
on(t,x) = B(t)an(x) ou B € C2(]0,T[), 8> 0, et a,, € C(2), 0 < o, < 1,

( )_ 1 Sil’E@Q\FLjRetd(l',FLR)Z
T 0 sid(a,Tpg) < L ou d(z,09) >

2
n?
i
n
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D’aprés les travaux de F. Otto (voir [40]), il s’ensuit que :

lim [ b(2)Q,(u, k) - V(an(x))5(t)dzdt existe et est positive .

n—oo Q

Nous concluons alors de la méme maniére qu’a la section précédente.

Il nous reste maintenant a passer a la limite en j. Nous notons u; la solution entropique
de (3.1) de condition initiale u). Pour j’ # j, le résultat de comparaison (3.13) nous assure
qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

[ uta) ~wptt.) <€ [ il - ol
Q@ Q

Nous en déduisons que la suite (u;); est une suite de Cauchy dans L'(Q) (car la suite
(u}); converge dans L'(£2)), et donc converge vers une limite notée u. De plus, pour tout
J € N*, u; vérifie (3.36) et (3.37). Ainsi, en passant a la limite en j dans (3.36) et (3.37),
nous obtenons, que u est solution entropique de (3.1).
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Chapitre 4

Etude d’un probléme couplé
hyperbolique /parabolique

4.1 Introduction

In this chapter our aim is to carry out the mathematical analysis of some petroleum
engineering models i.e. models involving a convective term of the form div,b(z)f(u). As
pointed out in the introduction, we are not able to solve the purely hyperbolic problem.
So we deal with a perturbed hyperbolic/parabolic one.

4.1.1 Mathematical setting

We consider now a simplified physical model of infiltration process in a stratified subsoil
) - from a mathematical point of view a bounded domain of R", n > 1 - such that
Q = O, UQ,; Q (hyperbolic zone) and Q, (parabolic zone) being two disjoint bounded
domains with Lipschitz boundaries denoted by I'; = 0, | € {h,p} and I';, = ', N T,
This way we consider two areas with different geological characteristics and such that in
the second one we take into account the effects of diffusivity. Let T be a finite positive
real. We are interested in the uniqueness and existence of a measurable and bounded
function u on @ =]0, T[xQ satisfying
Opu + divy(b(x) f(u) + g(t,z,u) = divy(lg,(x)Ve(uw)) on Q,
0 on (a part of) |0, T[x 012,

U on {2,

S
I

u(0,.)

(4.1)
with
b(z)f(u) = by(z) fr(u)la, + by(z) f(w)lg,,

g(t,x,u) = gp(t, x,u)lg, (x) + gn(t, z,u)lq, (x).
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For each A C Q, I 4 is the characteristic function of A.

4.1.2 Main assumptions and functional spaces

As in this chapter we consider a pertubed problem we change our notations. We denote
by a subscript h the hyperbolic zone and by a subscript p the parabolic one. Then we
give the main assumptions with this notation.

e Forlc {h,p}, H* ' (Th, N (T;\Thp)) =0

e For [ € {h,p}, the vector fields b, = (b1, ..,b;,) are elements of WT>(Q;)™ and
such that
th C {5’ S Fh,bh(ﬁ).uh > 0} (42)

e ug belongs to L>(9Q).

e f, is Lipschitz continuous on R.

e f; is a nondecreasing Lipschitz continuous function on R.
e for [ € {h,p}, g is in WHT>(]0, T[xQ; x R).

e there exists a« € R~ and b € R such that ¢ is a nondecreasing function of
Whte([a,b]). By normalisation, we suppose ¢(0) = 0.

e ¢! exists on [¢(a), ¢(b)]. This is in particular fulfilled when {z € [a,b],¢'(x) = 0}
has a zero Lebesgue measure.

We suppose that '), \ ', has a non zero H" *-measure. So that we may consider the
Hilbert space
V={ve H(Q,),v=0ae. onl,\ I},

used with the norm ||v|ly = [|V,v]|12(q,)=, equivalent to the classical H'(£,)-norm.
We denote ((.,.)) the pairing between V and V".

Lasty we set, for any real 7, k,

Foalr, ) = 5 (15(7) = O = L) = al0)] + 1fu(r) = b))

Remark 4.1. The monotonicity of fn and (4.2) ensure that the interface is included in
the set of outward characteristics for the first-order operator in the hyperbolic domain.
This is a key point that will guide us for the statement of uniqueness by considering first
the behavior of a solution on the hyperbolic area and then on the parabolic one.




4.2. NOTION OF WEAK ENTROPY SOLUTION 81

4.2 Notion of weak entropy solution

We provide a definition to (4.1) by considering that the equation set in () can be viewed
as a quasilinear equation that strongly degenerates on a fixed subdomain. So we refer to
[4], [5] to propose a weak formulation through a global entropy inequality on the whole
@. That is why it will be said that:

Definition 4.2. A measurable function u is a weak entropy solution to (4.1) if:

o ue L*(Q), ¢(u) € L*0,T;V),

o Vo €C(Q), Vo >0, Vk € R,

/Q(]u — k|Ovp + b(z)@(u, k) - Vyp)dodt — / Vilo(u) — o(k)| - Vapdrdt

— /Q sgn(u — k) (g(t, z,u) + div,b(x) f (k))edzdt (4.3)

+ | Abufu(k) = bpfp(k)} - visgn(o(u) — ¢(k))pdtdH" ™" >0,

o Vpe L' (X, \Zy), ¢ >0, Vk €R,

ess lim Fon(u(o + 1vy), k)b, - vipdo > 0, (4.4)
707 S\ Shyp
[ ]
esslim / lu(t, x) — ugp(z)|dz = 0. (4.5)
t—0+ Q

Remark 4.3. In (4.3), the term sgn(¢(u) — ¢(k)) has to be understood in the sense of
the trace of ¢(u) on Xy, from the side of Q.

Remark 4.4. If we suppose that u takes its values in Ja,b], we can choose in (4.3)

successively k > |Julloo and k < —||ul|oo, and we compare the two resulting inequalities.
We remark that the boundary integrals and all the k-dependant terms collapse. So it comes

for any ¢ in HY(Q),
/Q (udhp + (b(x) (1) — To, Vb (w)) - Vop — glt, 0, u)p)dadt = 0. (46)

Thus u s a weak solution, since, in the sense of distributions on @),

Ou + divy(b(x) f(u) — 1o, Vao(u)) + g(t, z,u) = 0.
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4.3 Statement of uniqueness

The proof of the uniqueness of a weak entropy solution to (4.1) is divided into two steps.
First we obtain a comparison result in the hyperbolic zone and then we prove an unique-
ness property in the parabolic one.

4.3.1 Study on the hyperbolic zone

We derive from (4.3) and (4.4) an entropy inequality on the hyperbolic domain that will
be the starting point to establish a time-Lipschitzian dependance in L'(£2;,) of a weak
solution to (4.1) with respect to the corresponding initial data. To do so, as in [5], we
state first:

Lemma 4.5. Let u be a bounded and measurable function satisfying (4.3) and (4.4). Then
for any real k and any ¢ of C°(]0, T[xR"™), ¢ >0,

- /Q (I — Kldup + | fu(u) — ()b - Vo — G, k) p)dadt

< esslim |fh(u(<7 + TVh)) — fh(0>|bh : Vh@dthn_l (4.7)

=07 IS\ Sy

- | fr(k) = [n(0)|by, - vppdtdH™

Er\Zhp

where Gy (u, k) = sgn(u — k)(gn(t, z,u) + div by (x) fr(k)).

Proof. From (4.3), it comes that for ¢ € C°(]0, T[xQ), ¢ > 0,

/Q (I = KO+ | fu(w) = Fu(B)br - Vap — G, K)@)dodt > 0. (48)

Thus, from (4.8) and by referring to F. Otto’s works in [43| (see also [40] Lemma 7.34),
we state that:

ess lim |fu(u(o +1v4)) — fu(k)|by.vyB(0)dtdH" ! exists, (4.9)
Zh

T—0~

for any real k and 3 € L'(Z5,).
Moreover, it follows from [43] that, for any ¢ in C'2°(]0, T[xR™), ¢ > 0,

- /Q (I — Kldhp + | fu(u) — ()b - Vg — G, k)p)dadt

< —esslim |fu(u(o +7v3)) — fuo(k)|bp.vrp(o)dtdH™ .

- T—0~ o
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From (4.4), and by definition of F, we argue that:

—esslim |fu(u(o +1v4)) — fu(k)|by.vrp(o)dtdH™ !
707 S\ By
< esslim | fu(u(o +1v4)) — fu(0)|by, - vhpdtdH™ !

Then we use the two previous inequalities and we split the frontier I',, into I';, and
Iy, \ I'yp to obtain:

- /Q (It — Kldup + | fu(u) — () By - Vi — Gy, k)p)dadt

< —esslim/ |fu(u(o +1v4)) — fu(k)|by.vip(o)dtdH™ !

T—0~ Shp

+ess lim |fr(u(o +71vy)) — fu(0)|by - viedH™

7—0— Zh\zhp

- | fu(k) — £r(0)|by, - vhpdtdH™ .

Eh\Ehp

As, according to (4.2),

—esslim |fu(u(o +1v3)) — fro(k)|br.vap(o)dtdH™™* <0,

T—0~ Shp

the proof is complete. n

Now, in order to use the method of doubling variables, we need some technical results
based on properties of mollifiers and already pointed out in |40], |5] or [47].

First, from (4.9), we deduce that for any open subset ¥, of ¥, and for any real k
there exists 0, in L>(3;,.) such that for any 8 in L'(X.),

esslim |fh(u(a + Tl/h)) — fh(k’)’bh : Vhﬁ(a)dH” = / Qk(U)ﬁ(U)dHn (410)

707 Yioc Zloc

Next we introduce the sequence of mollifiers (W;);~o on R™!:
Vj > 0,Vp = (t,z) € R™ Wi(p) = p;(t) [ [ pi (),
i=1
where (p;); is a standard sequence of mollifiers on R. We observe that for a.e. o € ¥, \ X,
1

0< Wj(o —p)dp <1 and lim W;j(o — p)dp =
Qn =0t Jqu 2

In this framework, the next statement holds:
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Lemma 4.6. Let u a measurable and bounded function on Qy, such that (4.7) holds. Then,
for any continuous function ¢ on @,

fim [ 1t~ OG5 w5 i oy
= geslim [ o )~ BOBE) -vip(e)io
and,
i [ et [ fa(ato +m0) RO et s o
= Jess lim (o + 00) = Fu(0)]b () - vp(or)do

=07 s\,

Thanks to (4.7) and Lemma 4.6, we are now able to state an uniqueness property on
the hyperbolic zone.

Theorem 4.7. Let uy and uy be two entropy weak solutions to (4.1) for initial data ug,
and ug o respectively. Then, for a.e. t in 0,77,

‘Ujl(t, ) — u2(t, )|dZE S eMght |U0’1 — U072|d$.
Qp Qpn

Proof. Let ¢ be in C°(]0, T[xR™), ¢ > 0. We choose in (4.7), for u; written in variables
p=(t,2),

p+p

k =tz =u(t,2), ¢(p) = C(=5—)Wilp —p) = ¢5(p, D),
and in (4.7), for uy written in variables p = (¢, 1),
k=wilt,a), ¢6) = CETW0 - ) = v(p. 7).

We integrate over ()5, on the p variable for u; and on the p variable for us. We add up
and it comes:

—/Q 0 |y — o (Ot + Opy) + | fu(wr) — (@) |(bn - Viurhy + by - Vizrp;))dpdp

+/ (Ga(uwr, is) + G (2, w) )y dpdp
QrxQn

IN

- / / | fu(wr) — £2(0)|by - vit; (G, p)dHedp
h Y Ep\Zhp

_/ / | fu(tiz) — fr(0)|bp, - i) (o, p)dH dp
h Y ER\Zhp

i / eae I [fr(ui(o +7vn)) = fr(0)|by - vat; (o, p)dtdHy " dp
o 70 S\ hp

+ / esslim [fu(@2(6 + Twn)) = fu(0)[by - vatty (p, 3)dtd ;™ dp.

Qn

=07 Zh\zhp

(4.11)
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To take the limit on j in the right-hand side, we refer to Lemma 4.6 to argue:

lim — /Q h /E o 1) = SOt

Jj—0t
1
= §ess lim | fr(ur (o +71vy)) — fr(0)] h(a) -vp((o)do
T—0 S\ Ehp
= lim [ esslim | fu(ur(o + 7v4)) — fu(0)|by, - vyt (o, p)dtdHE dp.

=0t Jq, 07 Uss,

So the right-hand side goes to 0 with j. It is classical to take the limit on j in the left-hand
side of (4.11) and we have:

{lur — w2|Op + [ fa(ur) — fr(u2)[b.VC — sgn(ur — uz)(gn(wr) — gn(u2))p}drdt = 0.
Qn
For ¢ = af where a belongs to C2°(]0,T[), « > 0, and 5 to C°*(R™), 3> 0, B =1 on @y,
the Lipschitz condition for g, provides:
—/ luy — ug|d! (t)dadt < M,, |uy — us|ar(t)dxdt.
Qn Qn

When « is the element of a sequence approximating Ijo,, ¢ being given outside a set of
measure zero, we obtain the desired equality, thanks to the initial condition (4.5) and to
Gronwall Lemma (see Lemma 0.7) O

4.3.2 Study in the parabolic zone

On @,, we characterize a solution to (4.1) through a variational equality including the
contribution of entering data from the hyperbolic zone. Indeed:

Proposition 4.8. Let u be a weak entropy solution to (4.1) such that a < u <b. Then,
o € L*(0,T; V).

Furthermore, for any v in L*(0,T;V),

T
/ ((Oyu, v dt+/ fp(u)b,) - Vodxdt +/ Gp(t, z, u)vdadt
0 Q b (4.12)
—ess hI[I)l fu(u(o 4+ Tvy))by, - vyvdtdH™ ™ =
=07 Js,,

Proof. Thanks to Remark 4.4, u satisfies (4.6). Since D(0,T; Hy(Q)) C Hy(Q), (4.6) is
still true for any ¢ in D(0,T; Hi()). Now let ¢ be given in D(0,T;V). We consider ¢
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an extension of ¢ to D(0,T; HL(Q)) and we take ¢ = (&, in (4.6) where £, belongs to
Whtee(Q), 0 < &, < 1, and fulfills for any positive o:

1if z € Q,

0if x € Qh,d(l’,FhP) >0

IV2olloo < g, C' > 0 independant of p.
0

o) =

We pass to the limit when o goes to 0F. To this purpose, we use (4.9) to claim that:

lim / fn(uw)@by, - VE,dadt = esslim fulu(o + Tv4)) @by, - vipdtdH™ .
Qn

+ —
0—0 T—0 Shp

There is no difficulty to take the o-limit in the other terms in (4.6) . That yields, for any
©in D(0,T;V), ¢ > 0:

—/ uc?tgpdxdt—f—/ (Vao(u) —fp(u)bp)-vxapdxdt—k/ gp(t, z, u)pdrdt

’ ’ N (4.13)
—ess liI(I)l fu(u(o + Tv3)) @by, - vpdtdH™ ™ = 0.
T—U Ehp

Since u is bounded and ¢(u) belongs to L2(0,T; V) we state that:

/ (Vo) — fy(u)by) - Vaodudt

P

< Chllellzzorvy,

where (] is a positive real.
Thanks to the Trace Theorem of V into L*(T'), we have, for a.e. T:
fh(u(a + Tl/h))gobh . I/hdthn_l S CQ”(’OHLQ(O’T;V),

th

so that

ess lim frn(u(o 4+ Tvp)) by, - vipdo

T—0"

< Colll| r20,75v)

Zhp

where (5 is a positive real.

Thus, there exists a constant C' such that:

Vo € D(0,T;V), < Cllell 2o,

/ uOppdxdt

P

which ensures that d;u belongs to L*(0,T; V") (see Appendix of [11]). So,

T
Vo e DO.TV).~ [ udipdede = [ (0 o))t
0

P

By density we may rewrite (4.13) with ¢ in L*(0,7;V) and (4.12) follows that completes
the proof of Proposition 4.8. O
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4.3.3 The uniqueness theorem

Let u; and us be two weak entropy solutions to (4.1) such that u; takes its value in |a, b|,
1 = 1,2. We suppose also that u; and us, have the same intial datum on the hyperbolic
area. Thanks to Theorem 4.7, we are sure that u; = us a.e. on ). On the parabolic zone,
the uniqueness proof lies on a method of doubling only the time variable. Moreover, to
deal with the convective term, we assume that f,0¢ ™! is Holder continuous on [¢(a), ¢(b)]
with an exposant greater or equal than 1/2. That means:

30 € [1/2,+00, 3C > 0,Y(z,y) € ¢([a,0])* |(fr0 7)) = (frod )y < Cla z y\e-)
4.14
Then we may assert that:

Theorem 4.9. Under (4.14), the problem (4.1) admits at most one weak entropy solution.
Besides, if u; and uy are two weak entropy solutions corresponding to initial data uo; and
Up2 such that ugy = ugz a.e. on y, then, for a.e. t in]0,T],

/ lur(t,.) — us(t,.)|de < eMgpt/ |up1 — uoa|de.
Q Q,

Proof. In (4.12), written for u; in variable (¢, x), we consider

v(t. f,x) = sgny(¢(u)(t, 7) — ¢(ua) (F, 7))a; (¢, 1),

and in (4.12) written for uy in variables (£, z), we take

_Sgnn<¢(u1)(t7 :IZ') - ¢(u2)(£7 $))Oéj(t, i) = —U(t, E? 33')

For any positive real 7j,

. t+t, t—t
Oéj(t, t) = V(T)pJ(T)J
where fy is a nonnegative element of C2°(]0,77[), and j is small enough for a; to belong to

C>(]0,T[x]0,T), a; > 0. We add up and it comes:
/ / ((Opuy — Oytia, sgny (p(ur) — d(ai))))oy;dtdt
b T(otm) 65 Vsgn(o(m) 6 odzdidl

_/ (fo(ur) — fo(@2))by - Vsgn,(¢(ur) — ¢(iia))ajdxdtdt
10,T[xQp ) ) (4.15)

+/ (gp<t7 z, ul) - gp(ta x, a2))59nn(¢<ul) - gﬁ(ﬂg))ajdxdtdt
10,T[xQp

T
= / ess lim fr(ui(o +1vp))by, - vhsgn, (o(ur) — o (iip))ov;dodt
0

T—0~" Shp

T
—/ ess lim fu(uz(G + 7v4))by - vasgn, (¢(ur) — ¢(tin))ajdrdtdt.
0

T—0~ Shp
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To simplify the writing we add a “tilde” superscript to any function in the ¢ variable. We
want to pass to the limit in (4.15), first when 7 goes to 07 and then when j tends to 0.
To do so, we have to transform some lines.

In the first one of the left-hand side, we use for each term an integration by parts
formula based on the F. Mignot- A. Bamberger Lemma (see Lemma 0.8) to obtain:

/ / (s — By, sgmo(d(ur) — B(iia)))Vex;ltdi

— —/ ((/ sgny (o(r) ) 8tozj) dxdtdt
]O,T[XQP 17,%“
—/ ((/ sgng (o(uy) — gb(r))dr) Bga]—) dwdtdt.
10,T[xQp i

In the third line of (4.15), we write f,(u) = f, 0 ¢ (é(u)) for u = u; and for u = .
Then due to (4.14) and to the Young inequality (see Property 0.9) with p = 2, we derive
that:

_ /]OT[ 0 (fo(u1) — fo(@2))by, - Vsgn, (d(ur) — ¢ (t2))ajdadtdt

C%||by || oo (2, i
< I pHQL () / lb(ug) — ¢(a2)|2059n;’(¢(u1) — ¢(2))a;dxdtdt
10,T[xQp

+% /}O,T[pr sgny (6(wr) — d(12))|V(d(wr) — ¢(ti2)) [*ddtdl.

In the right-hand side of the previous inequality, the second integral vanishes into the
diffusion term. By definition of sgn,, the first one is bounded by:

C / 17 T < pun)—o(an) < dadtdt,
0.7[%Qp

that goes to 0 with n as soon as 6 > % Moreover, in order to use the Lipschitz property
of g,, we write the reaction term under the form:

/ (gp(tv z, ul) - gp(ta x, a2))sgnﬂ(¢(ul) - Qb(ﬂg))a]dl’dtdf
]0 T[XQP

+/ (gp(t’ Z, ﬂQ) - gp(fv z, aQ))Sgnn(qb(ul) - ¢(1~L2))Q]d(£dtd£
10,7[xQp

We study now the right-hand side of (4.15). Since u; = uy a.e. on Qy, then uy(c+7vp) =
ug(o + Tvy,), for any negative 7. Thus we refer to relation (4.10) for k£ < —||lu;]|~ to state
the existence of 6 in L>°(3,) such that, for any 3 in L'(3,),

ess 11151 fulur (o 4 7v0))by, - vy B(0)dtdH™
T—07 Ehp

= esslim / fulua(o 4+ 7vp))by, - vy B(0)dtdH™

T—0~ Ehp

= /E 0(c)B(o)dtdH™ ",
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Then we need to consider the term:
/ [ (616.9) = 6. 9)sgn o) (o) — 6lua) F. 7))y Opeare”
Shp

Finally, when 7 goes to 0 in (4.15), through the Lebesgue-dominated convergence The-
orem, it comes:

/ luy — ug|(Orer; + Oza;)dadtdt
0.T[xQp

/ / / 0(t,o) — 0(t,7)|a;dtdH" " dt + M, / luy — ug|o;dadtdt
10,T[xQp

/ |gp(t z,Uy) — gp(t, o, la)|a;dadtdt.
10,T[xQp

Now we come back to the definition of a; to express the sum 0,a; 4+ J;c;. Then we are
able to take the limit with respect to j through the notion of the Lebesgue’s point for an
integrable function on |0, 7[. For any 7 in C°(]0,T[), we obtain:

—/ luy — ualy' (t)dxdt < Mgp/ |uy — ug|y(t)dzdt.
Qp Qp

Then we use the Gronwall Lemma (see Lemma 0.7) to complete the proof of Theorem
4.9. O

4.4 The Existence Property

4.4.1 The second order problem

We approximate a weak solution to (4.1) through a sequence of solutions to viscous
problems linked to (4.1) by adding a diffusion term in accordance with the proposed
physical modelling of two layers in the subsoil with different geological characteristics.
Thus, for any positive p, we are first interested in the uniqueness and existence of a
measurable and bounded function u, on () satisfying:

Oyuy, + divy (b(z) f(u,)) + 9(t, z,u,) = divy(A\,Vaou(u,)) in Q,

u, = 0 on 0, T[x09, (4.16)
u,(0,.) = wup on €,
with
Au(w) = I, () + plloy, (),
and

Qbu(uu) = Qb(u#) + puy,.
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We define:
Ny= Y My, Ny= > My|divh|r=(), N = N1+ Ny,
le{h,p} le{h,p}

and
N3 = Y ess sup (qu(t,x,b)+ fi(b)div(b))",
1e{h,p} [0,T]x €Y

Ny = Z ess sup (gi(t,z,a)+ fi(a)divh,)*.
le{h,p} [O,T} Xﬁl

This way, we can assert
N M e R, MNT + Ja(NT — 1) = b,
3m e R, meNT — %(GNT —1)=a
Then we consider an initial datum in L*°(2) such that

esssupug = M and ess igf Uy = m.
Q

Finally we introduce the nonnegative and nondecreasing time-dependant function

N.
M it €[0,T] — M(t) :MeNt—l—Ws(eM—l), (4.17)
and the nonpositive and nonincreasing function
N.
Myt €0,T] — My(t) :meNt—ﬁ(eNt—l). (4.18)

We notice that My(T) =b> M and My(T) = a < m.

We investigate the behavior of the sequence (u,),~o when p goes to 07. With this
view, in order to deal with bounded solutions, we introduce the following assumptions on
frn and f, a.e. on I'yy:

Vr € [M, b], (fp(T)bp — fh(r)bh> N 0, (419)
Vr € [a,m], (f,(r)b, — fu(r)by) - vy <0, (4.20)

This way we may state the first main theorem of this section:

Proposition 4.10. Under (4.19) and (4.20) there exists a unique solution u, to (4.16)
in W(0,T) N L>*(Q) such that:

Vt € (0,7, Ma(t) < wuy(t,.) < Mi(t) a.e. in €, (4.21)
u,(0,.) = up a.e. in Q. (4.22)

Moreover u,, satisfies the variational equality for any v in Hg(Q), and for a.e. t in]0,T:

(Opuy, v) + /Q(()\“(x)vmgzﬁ#(u#) —b(x)f(u,)) - Vov + g(t, z,u,)v)de = 0. (4.23)
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Remark 4.11. We remind that since u, belongs to W(0,T), for any t in [0,T], u,(t,.)
is an element of L*(Q2); that gives a meaning to u,(0,.) a.e. in Q (see Definition 0.3)

Proof. (a) In a first step we use a troncation process as in Chapter 3. For any real a, b, c,
B(a,b,c) = max{a, min{b,c}}. Then, for a fixed positive u, we introduce the modified
problem:

Find u, in W(0,T) such that a.e. on |0,7] and for all v in H} (%),

(Or v) + /£)<<A~<w>¢2<uz>vxuu b)) - Vev + gtz up)ydz = 0. 42

where uy, = B(Ms(t), u,,, Mi(t)).

First we show that (4.21)-(4.23) is equivalent to (4.24). It is clear that if u, satisfies
(4.21)-(4.23) then u,, fulfills (4.24). So let u, be a solution to (4.24). In order to obtain the
majoration for u, in (4.21), we consider in (4.24) the test-function v, = sgn,,(u, — M, (t))*
and we integrate over |0, s[, for any s of |0, 7.

For the evolution term, one adds and subtracts (0,M;(t),v,). Then we integrate
through a F. Mignot- A. Bamberger formula (see Lemma 0.8).

Since v, and V,v, are supported on {w, > M;}, we can state that (by denoting

Qs =|0, s[xQ):
—/ fu;)b(x) - Vyv,dedt = — , F(M;(t))b(x) - Vyu,dadt
and

/g(t,m,u;)vnd:ﬁdt:/ g(t,x, My(t))v,dxdt

For the convective term we use a Green formula to obtain:

F(My()b() - Vyvydadt = > / Fi(M (8))div, by (z)v, dzdt
Qs le{h,p}

[ RO, v~ RO, v,k

Then we use (4.19) to ensure the interface integral is nonnegative.

The diffusive term is also nonnegative. Thus, when 1 goes to 07, it comes:

/(uﬂ(s x) — M (s))tdx + o M (t)sgn(u, — My (t))"dzdt
+ Z o (fi(My(t))div,eb;(z) + gi(t, z, My (t)))sgn(u, — My (t)) dzdt < 0.
ie{h,p} ” **
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By coming back to the definition of M, a.e. on @,

Mi(t)+ Y (i(M(D)divebi(z) + git, @, My (1))l

= NMI(T){EVS + > (A(M(1)divebi(x) + gu(t, =, My (1)),

> N'My(t) + N3 — ﬁ?\g () +Nb+ > (filb)divebi(@) + gi(t, =, b))lg,

> N+ No+ Y {(Ab)div,bi(z) ot 2.0 — (AOMvb(e) + a2, )}
> Nb+ | %:}E?ZZ)}divxbl@) + gtz b))

> 0.

The conclusion follows.

The reasoning for the minoration in (4.21) is similar. We consider the test-function
vy = —sgn,(u, — M(t))” in (4.24) and we use (4.20) to ensure that the integral along
the interface is nonnegative.

Thus the existence property for (4.16) is reduced to an existence result to (4.24). To
do so we use the Schauder-Tychonoff fixed point Theorem (see Theorem 0.10). So, for a
given w in W(0,T'), we consider the linearized problem:

find U in W(0,T) such that for any v in H}(Q) and a.e. in ]0, T,
(0O U,v) + /(()\ngﬁ;(w*)VIU — f(u)b(z) - +g(t, z,w*)v)dx = 0, (4.25)

Q
U(O, ) = Up.

It is well-known that (4.25) has a unique solution. Thus we may define the operator

T. WO,T) — W(,T)
w — U=T(w)

where U is the unique solution to (4.25).

By choosing v = U in (4.25) we argue that there exists a positive constant C1, inde-
pendent of w, such that:

1Tl 20,3029y < Cr-

The former estimate and the definition of the norm in L?(0,7; H~'(Q2)) entail by coming
back to (4.25) that there exists a constant Cs, independant on w, such that:

10Ul 20,711y < Co.
Hence we denote Cy = (C2 + C2)2 and we can state that

C= {U c W(O,T), HU“W(O,T) S Cg, U(O, ) = Ugp a.e. in Q}
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is a convex set, weakly compact in W (0,7) and such that 7(C) C C. As C is a metric
space for the weak topology o(W(0,7),W’(0,T)), we consider a sequence (w,,), converg-
ing toward w weakly in W(0,7T) in order to establish that (7 (w,)), weakly converges
toward 7 (w) in W(0,7). For any n, we set U, = 7 (w,). Since (U,), is bounded in
W(0,T) there exists U in W (0,T) such that up to a subsequence, (U,) goes to U weakly
in W(0,T), stongly in L*(Q). Moreover U, (0,.) goes to U(0,.) weakly in L*(€2). Conse-
quently U(0,.) = up a.e. in  and thus by taking the limit with respect to n in (4.25),
we prove that U = 7 (w). As (4.25) admits an unique solution, the whole sequence (U,),,
converges towards 7 (w). Eventually 7 has at least one fixed point u, that is namely a
solution to (4.24) (and so to (4.21)-(4.23)).

(b) We have to prove now the uniqueness of a solution to (4.21)-(4.23). To this purpose,
as in Chapter 3 we use a Holmgren-type duality method.

Let u and u be two weak solutions. For any ¢ of [0, 7], we consider z(¢,.) (resp. 2(t,.))
in Hj(2) such that for all v in HJ (), for all ¢ in [0, T7:

/)\vaz - Vyvde = / uvdx ( resp. //\uvmg-vxvdx = / uvdz). (4.26)
Q Q Q Q

Let us remark that since dyu (resp. dyu) belongs to L*(0,T; V"), we are able to define, for
a.e. tin |0, T[, ;2 (resp. 0;2) in Hj(Q) characterized by the variational equality:

for any v in H}(Q) and any ¢ in [0, 7],
/ AN V02 - Vyvdr = (Opu, v)( resp. / ANV 20,Z - Vyude = (Ou, v)). (4.27)
Q Q

First we take v = z — Z in (4.23) written for u and for @, and in (4.27). We integrate
between 0 and s, s € [0,T1], to obtain

/ NVady(z = ) - Vo — 2)dadt + / AV (6(t) = 6,(T) - Vol — 2)dadt

E] E]

= /Q (b(x)f(u) — b(z)f(w)) - Vau(z — 2)dxdt — / (9(t,x,u) — g(t,x,u)(z — 2)dxdt.

We observe that

/ AV (2 — 2) - V(2 — 2)dadt = / MO (Vy(2 = 2)) - V(2 — 2)dadt

s K]

1
= —/)\M|Vx(2—2)|2(8,.)dﬂf,
2 Ja

since V,z(0,.) = V,z(0,.) as a consequence of (4.26) with ¢ = 0.

In addition we choose v = ¢, (u) — ¢,(@) in (4.26) to write:

/ MV (bu(u) = ¢u(W)) - Valz = Z)dxdt = / (u = u)(Pu(u) — Pu(u))dwdt

E] E]

> pllu =172,
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Now we use the Lipschitz condition for f; and g;, [ € {h,p}. So the Young inequality with
p = 2 (see Property 0.9) provides, for any s in [0, 7

1

3 [ TG = DR o+ =l

< 2ffu =l 2. (max([|bp oo My,

1Bplloc M) IV (2 = 2) | 2 (@)
+max(M,,, My )|z — 2|l r2q.))-

9n>

) with [[V(z = 2)[|2(0,)») and the
Young inequality lead to the existence of a positive constant C' such that:

1

2 /Q Ml V(2 = 2) (s, )dw < ClIV (2 = D)2,

The Poincaré inequality (to estimate |z — Z||12(q,)

Since z(t,.) and Z(t,.) belong to H}(Q2), we conclude by using the Gronwall Lemma (see
Lemma 0.7). O

This previous duality method allows us also to state the following useful result:

Proposition 4.12. For any positive p, the weak solution u,, satisfying (4.21)-(4.23) is
such that \/tdu,, belongs to L*(Q).

Proof. For the sake of simplicity we write u instead of u,. Let h be an element of |0, 77
For any ¢ of [0, T — h], we consider the functions z(¢,.) and Z(¢,.) of H}(Q2) given by (4.26)
for the corresponding u(t + h,.) and u(¢,.) that is to say, for any v in HJ(€):

/ AN Vz(t,.) - Vodr = / u(t + h,.)vdx and / A\ VZ(t,.) - Vvde = / u(t, .)vde.
Q Q 0 Q

The time variable being fixed, we take v = ¢(z — 2) in (4.23), for u(t + h,.) and for
u(t,.). We integrate with respect to ¢ from 0 to 7' — h and we substract the two resulting
equalities. We obtain :

/Th tH{Ou((t+ h,.) —ult,.), (z — 2))dt
/ h / Va(@u(u)(t + h,w) = Gu(u)(t,2)) - Va(z — Z)dadt
/T h / u(t +h, ) = b(x) f(u(t, ))) - Va(z — Z)dwdt
- /OT ht/g(g(t +h, @ ult + hx)) — gt @, ult, ) (2 — Z)dadt.
By (4.27), we also have :

(Owu(t+ h,.),v) = / A\ VOiz - Vudx and (Qu(t,.),v) = / A\ VOZ - Vudz.
Q Q
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So we can write :
/ Oulult + h,) — ult, ), (2 — 2))dt
_ /T h/t)\ Vo0h(z — 2) - Va(z — 2)dudt

T—h
-1 / / IOV (2 — 2)2dadt
2 0 Q
1 [T-h . 1 .
_ L MlVa(z = )Pdadt + = [ (T = WA\IVa(z = H)P(T = b, 2)da,
2 0 Q 2 Q

thanks to an integration by parts.

Thus :
3 | (= DAV = DT~ ha)a
/T ' / (W)(t + b, 7) — b (u)(t, @) - Valz — F)dadt
_ /T ' / w(t + b 2) — (@) f(ult. 2))) - Va(z — 2)dadt (4.28)
—/T ht/ (E+ by, ult + b)) — g(t, 2, u(t, ) (= — 2)dadt

T—h
/ / M| Vo (2 — 2)|ddt.

First we want to minorize the left-hand side of (4.28). By using (4.26) with v = ¢, (u(t +
h,z)) — ¢.(u(t,h)), we have :

| M@0ttt + ) = gy alt ) - Vil = 3)
= [ Gulutt + b)) = dulutt. ) + o) = ult,2))ds

Since the first term in the left-hand side of (4.28) is nonnegative, and ¢, (u) = ¢(u) + pu,
we can deduce from (4.28) that :

T—h
i [ e ) )
T—h
/ / u(t+ h,x)) —b(x) f(u(t,x))) - V(2 — 2)dzdt
—/T ht/ (t+ hyault + hy2) — g(t, 2 ult, ))(= — 2)dadt

T—h
/ /)\|V 2)dudt

(4.29)
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Then we look at the right-hand side. First we highlight that for v = (z — 2)(¢,.) in (4.26),
we obtain :

A /Q(V(z —2)(t,x))*dx = /Q(u(t + h,x) —u(t,z))(z — 2)(t,.)dz
and that provides :
min(L, p)|[(z = 2) @ )y < llult+h,.) —u®,)z-1@-

In the sequel we denote by C' a generic constant independent of any parameter and by
C'(p) a generic constant independent of & and uq (but that can depend on p). By reasoning
on € and €, and using the Lipschitz condition for f, and f,, the Young inequality (see
Lemma 0.9 with p = 2) provides that the first line in the right-hand side of (4.28) is
bounded. Indeed:

/ / (u(t +h) = b(x )f(U(t)))'Vx(Z—Q)dxdt‘ <
T— h o o 2

(4.30)

In the second line, on the right-hand side of (4.28), the same ideas drive us to introduce
the decomposition :
T—h
gt + h,z,u(t+ h,x)) — g(t,x,u(t,.))(z — 2)dzdt

T—h
< / t/ (6 + by ult + by 2)) — g(t + by, ult, 2))||2 — Fldad
0 Q

T—h
n / t / gt + b2y ult, 7)) — glt, 2, u(t, )| — Z\dedt.
0 Q

This way, we use the Lipschitz condition of ¢g;, [ € {h,p}, the Young and Poincaré in-
equalities (to bound ||z — Z|[z2(q) by [|z — Z]|gy())- So the first term is bounded by an
expression of the type (4.30) and the second one by :

1 T—h
O (1 g [, e+ ) =t o)

Thus we claim from (4.29) the existence of a generic constant C' independent on h such
that :

" T—h t 2
§A agllu(t + by ) = u(t, 17 g dt

T—h _ )
cofis (L, 2 / it + b ) = ult, ) )
min(1, x)?  pmin(l, 1)? /) J, 52

We take the limit on A and it comes :

1 2
—||Vto, 1 ) - :
H\/ topull?s ) ( - (min(l,u)Q + umin(laﬂ)2> 10vull 20,7 1(9)))

that completes the proof. Il
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The existence and uniqueness property for (4.16) being established, we now look for
a priori estimates fulfilled by the sequence (u,),>o in order to study its limit when g
goes to 0. The proof of Proposition 4.12 points out the fact that we cannot expect an
p-uniform estimate for dyu,, in L2 (0, T; L*(Q2)). Nevertheless we have :

Proposition 4.13. There ezists a constant C' independent on p such that :

||(/\u)1/2v Qb(uu)H 2o + ||(N/\u>1/2v uu” " <G, (4.31)
|0yl 2(0.7:1-1(0)) < C, (4.32)

where qﬁ / Vo (T)dT.

Proof. In order to provide the estimate of (A,)/2V¢,(u,) in L*(Q)-norm, we take v = u,
in (4.23) and integrate over |0,7[. We obtain:

/ Oy, uy,)dt +/ / )V, (u,) —b(z) f(u,)).Veu, + g(t, x,u,)u,)dedt = 0.

The study of the others terms being classical, we are only interested in the convective
one. We split it into two integrals over @), and @),. Then we write for [ in {h, p}:

/ fitu,)by - Vu,dadt

_ /Ql (/ Alr )~bldxdt
_ /Q | ( /0 flr dT) divbydzdt + /E ) ( /O " fl(T)dT> budtdH" .

Due to (4.21) each term in the right-hand side is uniformly bounded with respect to u
and (4.31) follows.

Eventually (4.32) is obtained by coming back to the definition of the norm in
L2(0,T; H1(2)). We start from (4.23), we use (4.21) and (4.31), and we conclude by the
same arguments as in the end of the proof of Proposition 4.8. O

4.4.2 The viscous limit

Our aim is now to describe the behavior of the sequence (u,),~o when p goes to 07. On
the hyperbolic domain we take advantage of (4.21) and Theorem 0.11.

On the parabolic area, estimates (4.21), (4.31) and (4.32) are not sufficient to study
the behavior of (u,),>o. That is why we use an additional assumption on ¢:
¢! is Holder continuous with an exponent 7 €]0, 1[. (4.33)

In this framework, we can state the following proposition
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Proposition 4.14. Under (4.33), there exists a measurable function u in L>®(Q) with
o(u) in L*(0,T; V) and such that up to a subsequence when u goes to 07T,

u, — uin L2(Q) weak — *
u, — u in LY(Q,) strongly for any finite ¢ and a.e. on Q.

Besides we also have

Ved(u,) = Vo (u) weakly in L*(Q,)"
puVup(u,) — 0, N\, 1uVu, — 0 strongly in L*(Qn)™.

Proof. We just prove the strong convergence of (u,),>0 in L9(Q,). The other ones
are deduced from Proposition 4.13. We refer to the arguments put forward in [21],
chapter 2. From (4.32) the sequence (0;u,),>0 remains fixed in a bounded subset of
L*0,T; H'(9,)). Moreover, due to (4.21) and (4.31), the sequence (¢(u,)) >0 is bounded
in L?(0,T;V) uniformly with respect to u. Using that for any s in |0, 1,

L*(0,T; V) — L*(0,T; H'(Q,)) — L*(0,T; W*%(£2,)),
we argue that u, = ¢, (¢,(u,)) is bounded in L*7(0,T; W™2/7(€,)). The compactness
embedding of W7™%7(Q,) into L?/7(,) and the J.L.Lions compactness Theorem ([38], p.
57) ensure that
W= {ve LY7(0,T;WT(,)), 0w € L*(0,T; H' ()}
is compactly embedded in L¥7(0,T; L?7(€2,)). The conclusion follows. O

We are now able to state the second main theorem of this section:

Theorem 4.15. Problem (4.1) has a weak entropy solution that is the limit in L1(Q),
1 < g < 400 of the whole sequence of solutions to (4.16),~0 when p goes to 0F.

Proof. We consider the function u highlighted in Proposition 4.14. Since (uyq,)u>0 is
uniformly bounded, thanks to Theorem 0.11, there exists a subsequence - still labelled
(tpj0, ) >0 - and a measurable and bounded function 7 - called a process - on ]0, 1[xQ,
such that for any continuous bounded function ¥ on Qpx]a,b[ and & in L'(Qy,) (see
Theorem 0.11),

p—0F

lim/ w(t,x,uu)fdmdt—/ Y(t, x, m(a, t, x))dadedt. (4.34)
Qh }0,1[)(@}1

We first establish that on @), the process m is reduced to uq, and secondly we prove that
u is a weak entropy solution to (4.1) for initial data u.

To do so, we come back to (4.23) and for any real k we choose, for > 0, the test-function

vl = sgny(@(uy) — ¢(k))(1Ce, where (i belongs to C°(] — T, T[) and (s to C°(2), ¢; > 0
for + = 1,2. We obtain :

(Opuy,, vhy) + /Q(()\H(x)vxgzﬁ(u#) —b(z) f(u.)) - Vo + g(t, z,u,))vpde = 0.
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We integrate with respect to the time variable and we perform the following transfor-
mations. For the evolution term, we set

(k) = / " sgny(6(r) - ok))dr.

Then through the F. Mignot- A. Bamberger integration by parts formula (see Lemma 0.8)
it comes:

T
| @t somy (60 = o)l
_ /Q I (s k) GOyt — / 1 (0, k)G (0)d

Q

For the diffusion term, we develop the partial derivatives and we use the fact that sgn,
is nondecreasing. We obtain :

/Q NV aby () - Vovldedt > /Q Nesgny (0(in) — O(k))Vad(1,)Cr - VaCodadt

+ /Q Aupesgng (@(u,) — o(k))Vau,(y - VaGodrdt.

Now, in order to take the p-limit and then the n-limit separately on the parabolic zone
and the hyperbolic one, the convection term is splitted into two integrals over )5, and @),:

/Q —b(2)f () - Vasgg (8(u) = 6(k))C: ot
= - Z Silw)sgnl (d(u,) — (k) Vad(uy) - biCiCodadt

- Z / Jilwa)sgng(@(w,) — ¢(k))by - Vai(aCrdwdt.

Let us focus on the first line when [ = h (the reasoning when [ = p is similar). We consider
the flux term

Jun = — 0 fh(uu)'Sg”%W(uu) — ¢(k))Veo(u,) - bpCiCodadt

that has to be carefully studied since we only have weak convergences for (u,),>o and for
(Vo(uy))uso- That is why we introduce, for any real v and w,

Dy (v, w) = /v(fh o ¢_1)(T)sgn;,(7 — w)dr.

w

Thus, thanks to the Green formula,

Jow = — / Vo (Dnnl6(11,), 6(k))) - by Cadrdt

h

= + | Dpy(é(uy), ¢(k))(C1¢adivby, + 1V Co - by)dwdt
Qn

- Dh,n(¢(uu>a ¢(k))bh : VhClCthdHn_la

Shp
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We just mention that since ¢(u,) is an element of L*(0,T; H*(Q2)), for a.e. t of ]0,T],
(@(uin)irn, = (@(wn)i,)ir,-

We take now the p-limit. For the boundary integral, Dy, (., ¢(k)) being nonlinear,
the weak convergence of the traces of ¢(u,) on X, is not sufficient to pass to the limit.
That is why we consider the sequence (Dy,,(é(u,), #(k))C2)u>0. Thanks to Proposition
4.14 and since Dy, (., ¢(k)) is Lipschitz,

(Dpy(d(uy), 9(k))C2) >0 strongly converges towards
Dyon(6(), 6()Go in L9(@Q,), 1< q < +oc.

Besides, thanks to a chain rule argument and estimate (4.31), we argue that:
(Dpn(d(uy), d(k))Ca),0 is uniformly bounded in L*(0,T; V) N L*®(Q),
and so,

(Dpy(o(uy), (k))C2) >0 weakly converges (up to a subsequence) towards
Dy y(o(w), ¢(k))Ce in L*(0,T5V).

As the trace operator from L?(0,T; V) into L*(3y,) is linear and continuous,

(Dpy(o(uy), 9(k))C2)u>0 weakly converges towards
Diy(@(w), 6(1)Ga in L2(5,), and so in L3(Sy,).

To sum up,

lim Dh,n(¢(uu)7 Qb(k?))bh VpC1Gedo = Dhm(qzﬁ(u), <Z5(k>)bh : VhClCdenfldf

=0 Js, Shp

Then, thanks to (4.34), it comes lim,,_+ J,, = J,, where

By = b [ Do) 6 Gty + V.o b
Qrx]0,1]

- / D (), 6(k))by - vaCrCad H
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To sum up, for any fixed 7, the following inequality holds :

/ 1, (u, K)o + / sga($(u) — G(R)) fo(u)b, - Valalrdads

P QP

b [ nmmGaGdadsde+ [ sgny(o(n) = 6(0) (b - VaGdadads
Qrx]0,1] Qrx]0,1]

Sgnn(u o k)gp(ta x, U)C1C2d$dt - / Sgnn(’ﬂ' - k)gh(ta x, W)C1C2dadl’dt
th]ovl[

%W@m@@w—/mWw@W%“NWWAMW—ﬂ@%VAﬁMW

Qp

Dp.y(d(u), 6(k))bpCiCa - vpdtdH" !

/
/
o /; (SgnnDpﬂ?(¢(u)7 ¢(k))(bp ’ VIC2C1 + leszC1C2>d£L‘dt
/
[ Dunlo(m) o0) i bua + by V. oy dodacs)

4 [ Do), 601G vrdhart™ >0,
Ehp

v

with Dy, (v,w) = [ (f,0 gﬁ_l)(T)Sgn;](T — w)dr.

We take now the limit on 1. We focus on the term .J,, the other ones being classical.
By coming back to the definition of sgn;, and since f, o ¢~" is continuous on ¢([a,d]),
(D (v, w)), tends to sgn(v—w) frop~(w) a.e. on Q,x]0,1[ and dH"-a.e. on ¥j,. From
the Lebesgue dominated convergence Theorem, it follows that lim, .+ .J, = J where

J = / sgn(o(m) — o(k)) frn(k)((1¢adiveby + 1V (o - by)dadzdt
Qrx]0,1]

- sgn(g(u) — (k) fuby - vl GodtdH™ .

Ehp
We remark that sgn(o(r) — ¢(k)) = sgn(m — k) a.e. on Q,x]0,1[. Eventually,

/ (Ju — k|01 + ®(u, k)b, - V,(oCr)dadt
+/ (|7 — k|G0uG1 + @(m, k)by, - V(oG )dadadt
Qrx]0,1]

sgn(u — k)(gp(t, z,w) + f,(k)divyb, )¢ Codadt
) (4.35)

sgn(m — k)(gn(t, z,m) + fr(k)div,b, )¢ Gedadadt
Qnx]0,1]

\\

/ nlR)bn — fiolk >bp}-vhsgn<¢<u> — ok CuCadtdH > 0.
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Now we justify that the process 7 fulfills the initial condition (4.5) on Q4. In (4.35), when
we consider test-functions that belong to C°(€)y,), we deduce that :

_ / (17 — K|GOWC1 + B, )by - Valolr)dadadt
Qrx]0,1]
/ sgn(m — k)(gn(t, z, m) + fr(k)div,b,)(iGodadxdt
Qrx]0,1]

/‘Uo—szCl 0)dx

Therefore, by following F. Otto’s ideas in [43] or in [40], chap.2, but here in the context
of a process solution, we may be sure that :

esslim |m(a, t,x) — A(z)|dadr < lug — A(x)|dx, (4.36)
t—07F QhX]O,l[ Qh

for any bounded measurable A on €. So by choosing A = ug in (4.36), we obtain that 7
fulfills the initial condition (4.5).

Then let us show that 7 satisfies boundary condition (4.4). To this purpose, we
consider the family of boundary entropy-entropy flux pair introduced by F. Otto [43] (see
also Example 1.8),

V§>0, Hs(r,k) = ((dist(r, 1[0, k]))2 + 62)% — 6
Qualr k) = [ BHOL) Fi ()

We come back to (4.23) and we take the test-function v = 01 Hs(u,, k)(1(2, where ¢
belongs to C>°(]0,T[) and (s to C°(Q,), ( = 0 on Ty, ¢ > 0. We emphasize that
O1Hs(uy,, k)(1(s is an element of L?(0,T; Hy(2)) so that calculations may be performed
as if we were in the single domain @)j. In particular the Green formula does not give rise
to integrals along the interface. We integrate with respect to the time variable, we use the
F. Mignot- A. Bamberger Lemma. It provides, the convexity of the function £ — Hy(¢,.)
being taken into account :

_ / (Hy(ty, k) Go0hCr + Qs (1, K)bn - 1V Co — G, k) o)t

h

< —u O Hs(up, k)1 VG - Vo (wy,)dadt
Qn

with
Gos (11, ) = / Fa(7)O2, H (7, k) drdivaby -+ gn(t, 2, w0y H (1, k).
k

We take advantange of (4.34) to take the p-limit. It follows :

- / [ / (Hy (7, k) CodhCr + Qs (s KV - ValaGr — G s (s K)CaCodardzdt > 0.
0,1[xQn h
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At this point, we adapt F. Otto’s works providing that, for any ¢ of L'(2,\ X4,), ¢ >0 :

ess lim Qns(m(a, 0+ 70), k)b (T) - viCdadtdH™™ > 0.
=07 J10,1[xZp\Ehyp

That yields to boundary condition (4.4) by observing that (Qs)s>o uniformly converges
toward Fyp, as d goes to 0.

So 7 “fulfills* (4.3) with ¢ € C(Qp), (4.4), (4.5) where integrals over Xj, \ Xp,,
and (), are respectively turned into integrals over |0, 1[xX), \ Xp,, 0, 1[x €2, and ]0, 1[x Q)
with respect to the corresponding measure. This way, by reasoning as in Theorem 4.7, if

m(a,.,.) and (0, .,.) are two process solutions for initial data ug; ans ug o, then a.e. ¢
in |0, 77,

Qp,

[ g (0 t0) = a3t e < ot [ gy~
0,1 X8y

Then, when ug; = up2 on €, there exists a measurable and bounded function u;, on Q)
such that a.e on Qy,

up(.,.) =ml(a,.,.) =m(8,.,.) for a.e. a and S in |0, 1].

Besides the uniqueness property ensures that the whole sequence (u.). strongly converges
to uy in LY(Qp), 1 < ¢ < +o0.

Thus u, = ujg, a.e. on Q) and from (4.35) u atisfies (4.3) - for ¢ of C°(]0,T[) ® C°(£2)
so by density for any ¢ of C2°(Q) - and (4.4)

To complete the proof of Theorem 4.15, we only need to ensure that (4.5) holds for w.
Due to (4.36) we just have to concentrate on §2,. We consider (4.35) for ¢, in C°(€2,).
We can state :

T
_/0 (/Qp \u — k|Codx + f(t)) Gi(t)dt < /Q,, luop — k|C2C1(0)d,
with
16 = [ [ sontutri) = Gy (u(ra)) = £,0)b, - Vatadrda
o, Jo
+ [ [ aptrmatra)sgntutr. ) - )G = lolu(r, o)) — 60| AGdrds
Q, Jo
So the time-depending function

- / = KlGader + ()
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is identified a.e. with a nonincreasing and bouded function. So it has an essential limit
when ¢ goes to 01, ¢ €]0, T[\O, where L(O) = 0. As f goes to 0 with ¢ it comes, for any
function ¢y of C°(Q2,), (2 > 0,

esslim lu — k|Gdr < / lug — k|dx.
t—0+ Qp Qp

The proof of Theorem (4.15) is achevied. O

4.5 Remarks

4.5.1 Interpretation of the problem

We have presented in this part the mathematical analysis of a class of scalar conservation
laws with discontinuous flux functions. However Problem 4.1 can also be interpreted as
a coupling problem between a quasilinear convection equation set in an hyperbolic area
(namely @) and a weakly degenerate diffusive one, set in a parabolic domain comple-
mentary to the former (namely @),). That is the spirit of [4], [5]. This problem may be
formally written

Owu + div, (by(z) fr(w)) + gn(t,z,u) = 0 on Qp,
Oru + divy (by(x) fp(w)) + gp(t, z,u) = A¢(u) on Qp,
u = 0 on )0, T[x 0%,
u(0,.) = wuo on ).

Of course, suitable conditions across the interface between the two regions ), and @),
are needed. If we refer to the analysis of F. Gastaldi and al. in [22], these tranmission
conditions have to be formally :

fn(@bn - vy = (Vo(u) = f(w)by) - vy on Xy,

In the same way, the viscous problem (4.16) can be written under the form :

Ouy, + divy (by(x) fr(uy)) + gu(t, x,u,) = pAe,(u,) in Q,

Opuy + div (by(@) fy(up)) + gp(t, 2, un) = Adyu(uy) in Qp,
(fr(u)bn — Vo (u,)) v = (Vo(uu) — folun)by) vy, on Xy,
Upjg, = Upg, on Xipy
u = 0 on ]0, T[x0%,
u(0,.) = wu on €.

In this case, Proposition 4.12 provides a suitable mathematical framework to transcript
the transmission condition along the interface Xj;,. From Proposition 4.12, we deduce :

Oyuy, + divy (b(z) f(u,) — A\ Vo, (uy,)) + g(t, x,u,) =0 a.e on Q. (4.37)
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Then b(z) f(u,) — N\, V¢, (u,) is an element of L7,

loc

(0,T; L2, (Q)) where
L3, (Q) = {v e L*(Q)", div,v € L*(Q)}.

This way for | € {h,p}, b(x)f(u,) - vi — N\, V¢, (u,) - v, belong to L7, (0,T; H(;Olﬂ(f‘hp)),

loc

where Hyy'?(T'y,) is the topological dual of Hyl(Ty,) = {v € L*(Ty,), 7 € HY%(T')} with

5 w  on L'y,
1 0 onIy\Ty,.

Moreover, since u,(t,.) is in H'(£2;) we can deduce that A\,V¢,(u,) - v, belongs to
L2 .(0,T; H(;Ol/Q(th)), for any [ in {h,p}. Thus we can take the L*(Q)-scalar product

loc

between (4.37) and any v of D(0,T; H}(2)). We integrate separately the diffusive and
convective terms on @, and @,. By comparing with (4.23), it comes a.e. on |0,77 :

(g )on = 1V &y (1)) - v = (Vo(w) = fo(a)by) vy in Hog (T,
Besides, since u,, is in L*(0,T; H'(2)), we also clearly have for a.e. t of 0,77,

Up |Qh, (tv ) = Uy |Qp (t> ) Hn_l a.e. on th.

4.5.2 Notion of entropy weak solution

As a consequence of the proof of Theorem 4.9, we may propose an equivalent definition
of an entropy weak solution to (4.1) that could be :

u e L>(Q), ¢(u) € L*(0,T;V), dyu € L*(0,T; V"),
V(e CX(Qn), ¢ =0, Vk €R,

/ |u — k|Oyp + by ()P (u, k) - Vypdrdt
—/ sgn(u — k)(gn(t, z,u) + divyby (x) f(k))edzdt > 0,
Qn

Yu e L30,T;V),

/0 <<(9tu,v>>dt+/ (ngb(u)—fp(u)bp)-Vvdxdt—i—/ gp(t, x, u)vdzdt

P P

—esslim / fu(u(o + 1vy))by, - vyvdtdH™ ™ = 0.

T—0~ Ehp

V¢ € Hy(Q),

| 09) = (10, Fo(w) b)) - ¥ = 0,2, 0t =0
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o V(e LY(X\Xy), ¢ >0,VkeR,

ess lim Fu(u(o +7vy),0,k)edtdH™™ " > 0,
T—0~ Eh\zhp

e esslim / lu(t,z) — up(z)| = 0.
0

t—0t

4.5.3 Bounds of a weak entropy solution

In this section we suppose that the initial datum wug is such that, for a.e. z € Q, ug(x) €
[m, M]. Let u > 0 being fixed, we can wonder when [m, M] is an invariant region for the
weak solution u, to 4.16 i.e. m < wy < M a.e. in Q implies m < u, < M a.e. in (). This
is the goal of the following Proposition.

Proposition 4.16. If

> (Gim) + fim)diveb) <0 and Y (gi(., . M) + fi(M)div,b;) > 0,
1e{h,p} le{h,p}

and if a.e. on I'y,,

fo(M)b, — fr(M)by) - v, > 0, (4.38)
(fp(m)by — fr(m)by) - vy <0, (4.39)

then the unique weak solution to (4.16) is such that a.e. on @,

m < u, < M.

Observe that, in this case (4.19) and (4.20) are replaced by (4.38) and (4.39) that are
easier to satisfy.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons mené l'analyse mathématique de problémes couplés hy-
perbolique /hyperbolique. Aprés avoir défini la notion de solution faible entropique pour
ce type de probléme, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité pour une
classe de fonction flux, d’abord en dimension 1 d’espace puis en dimension quelconque.
La généralisation au cas multidimensionnel a été effectuée pour un terme de convection
de la forme b(x)f(u), ot b est une fonction a valeurs réelles et f une fonction a valeurs
vectorielles. Dans le cas monodimensionnel, dans la situation particuliére d’une fonction
f croissante, 'existence d’une unique solution faible entropique a été démontrée dans les
cas suivants :

.bL>OetbR<O,
obL<OetbR>0,

.bL>O€tbR>O,bR—bL>O.

ou by, et bg sont respectivement les traces & gauche et a droite de 'interface du coefficent
b.

Dans le cas : by, > 0, bg > 0, by, — bg > 0, nous avons vu que la formulation (2.5) ne
convient pas puisqu’elle ne fournit pas un critére de sélection d’une unique solution. La
détermination d’une condition d’entropie adaptée fait partie des perspectives de travail.

Les techniques que nous avons utilisées pour traiter le probléme couplé hyperbolique
/ hyperbolique ne permettent pas de prendre en compte des termes de convection de la
forme b(x)f(u), ou b est une fonction a valeurs vectorielles et f une fonction & valeurs
réelles. Or ce type de terme apparait dans de nombreuses applications comme l'ingénierie
pétroliere. Nous nous sommes alors intéressés a un probléme couplé perturbé hyper-
bolique /parabolique faiblement dégénéré. Un résultat d’existence et d’unicité a été établi
lorsque les caractéristiques du probléme hyperbolique sont sortantes le long de I'interface.

Dans la suite du travail effectué, il serait intéressant d’étudier le cas des caractéristiques
de lopérateur hyperbolique entrantes a l'interface. Un autre prolongement direct de




108 CONCLUSION

ce travail serait de considérer un probléme couplé perturbé hyperbolique/parabolique
fortement dégénéré. Pour cela, nous pourrions utiliser les travaux de J. Carillo dans [15].

Enfin le cas d’'un probléme couplé hyperbolique/hyperbolique pour une fonction flux
de la forme b(x)f(u) reste a traiter dans le cas multidimensionnel. Le notion de solution
cinétique, utilisée dans [8] et [26] pourrait étre 'outil adapté a ce cas.
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Résumé :

Cette thése a pour objet I’analyse mathématique de lois de conservation scalaires dont la fonction flux
présente une discontinuité par rapport & la variable d’espace. Nous nous intéressons plus particulérement
au probléme du raccord le long d’une interface commune des solutions de deux équations quasi linéaires
hyperboliques du premier ordre, posées dans deux ouverts disjoints.

En premier lieu nous considérons un probléme couplé hyperbolique/hyperbolique. Sous une condition de
non dégénérescence du flux, nous avons obtenu un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible
entropique d’abord en dimension 1 d’espace puis en dimension quelconque. La preuve de 'unicité est
basée sur la méthode de dédoublement des variables due & S.N. Kruzkov puis sur un raisonnement presque
partout & Uinterface. Dans le cas particulier de la dimension 1 'existence s’obtient par une régularisation
adéquate du coeflicient discontinu dans le terme de convection alors que nous utilisons la méthode de
viscosité artificielle dans le cas général.

En second lieu nous traitons le cas de termes de convection qui apparaissent dans l'ingénierie pétroliére
pour lesquels la condition de non dégénérescence de la non linéarité n’est pas vérifiée. Nous ne pouvons
donc pas adapter les méthodes précédemment utilisées. Nous nous sommes donc intéressés a un probléme
couplé perturbé ou sur 'un des deux ouverts un terme de diffusion est ajouté. Sous I’hypothése que les
caractéristiques provenant de la zone hyperbolique sont sortantes & l'interface, 'unicité d’une solution
faible entropique est établie. La méthode de viscosité artificielle et la notion de processus entropique nous
permettent de prouver le résultat d’existence .

Mots-Clés : lois de conservation, flux discontinu, solution faible entropique, équation hyperbolique,
équation parabolique, méthode de viscosité artificielle, méthode de dédoublement des variables.

Nonlinear transport models in heterogeneous porous media

Abstract:

This thesis deals with the mathematical analysis of some scalar conversation laws with space-discontinuous
fluxes. We are interested in the coupling problem along a same interface of two first order quasilinear
hyperbolic equations, set in two open disjoint domains.

In a first part we consider a coupled hyperbolic/hyperbolic problem . Under a non degeneracy condition
on the flux, we obtain an existence and uniqueness result of the weak entropy solution, first in one
space dimension and then in the multidimensional case. The uniqueness proof is based on the method of
doubling ariables and on a pointwise reasoning along the interface. In the monodimension, the existence
is obtained by a suitable regularization of the discontinuous coefficient in the convective term, while we
use the vanishingviscosity method in several space dimensions.

In a second part, we treat the case of convection terms arising in petroleum engineering. The non
degenaracy condition is not fulfilled anymore in this case so we cannot adapt the method used previously.
Therefore we are interested in a perturbed coupled problem where in one of the two domains a diffusion
term appears. Under the assumption that the interface is included in the set of outwards caracteristics of
the first-order operator set in the hyperbolic zone, the uniqueness of a weak entropy solution is established.
The vanishing viscosity method and the notion of process solution allow us to state the existence property.

Keywords: conversation laws, discontinous flux, weak entropy solution, hyperbolic equation, parabolic
equation, vanishing viscosity method, method of doubling variable.



