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Introduction

Les invariants quantiques

Depuis l'introduction du polynéme de Jones en 1984 [?], une vaste famille d’invariants
nouveaux en topologie de petite dimension a vu le jour : les tnvariants quantiques.

Il s’agit notamment d’invariants d’entrelacs (crochet de Kauffman, qui est une vari-
ante du polynéme de Jones, polynome HOMFLYPT, versions colorées...), d’invariants de
variétés de dimension 3 (Reshetikhin-Turaev, Turaev-Viro...) ou de variétés de dimension
4 (Crane-Yetter, Roberts...).

La construction de ces nouveaux invariants s’inscrit généralement dans le schéma suiv-
ant :

e On choisit une représentation de 'objet topologique (entrelacs, 3 variété...) par
une donnée de nature ‘combinatoire’ (diagramme d’entrelacs, entrelacs en rubans
dans S®); on a besoin de connaitre une famille de transformations élémentaires des
données combinatoires (mouvements de Reidemeister, de Kirby...) telles que deux
données 'combinatoires’ représentent le méme objet topologique si et seulement si
on peut passer de I'une & ’autre par un nombre fini de telles transformations.

e On se donne un procédé associant & toute donnée combinatoire un scalaire. Ce
procédé nécéssite généralement une donnée auxilliaire, de nature ‘algébrique’ (tel
qu'un groupe quantique, une catégorie modulaire...).

e On vérifie que le scalaire ainsi construit est invariant par transformations élémen-
taires, de sorte qu’il définit bien un invariant topologique.

Par exemple, la donnée d’une catégorie en rubans permet de construire des invariants
d’entrelacs en rubans orientés colorés en s’appuyant sur la représentation des entrelacs
par des diagrammes d’entrelacs. La catégorie des représentations du groupe quantique
Sly 4 est un exemple de catégorie en rubans, et I'invariant ainsi produit est le polynéme de
Jones. Pour les variétés de dimension 3, Reshetikhin et Turaev ont construit un invariant
quantique en utilisant la présentation de ces variétés par chirurgie le long d’un entrelacs
en rubans dans S®. La donnée algébrique sur laquelle s’appuie leur construction est
un groupe quantique aux racines de 'unité. De méme Turaev et Viro ont construit un
invariant utilisant la représentation d’une variété de dimension 3 par une triangulation.

La notion de théorie topologique quantique des champs (TQFT) est une généralisation
naturelle de la notion d’invariant quantique. Une TQFT en dimension 2+1 associe a toute
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surface fermée un espace vectoriel de dimension finie et a tout cobordisme de dimension 3
une application linéaire. Plus précisément, une TQFT en dimension 241 est un foncteur
monoidal symétrique :

V 2 Coby, oy — vecty

de la catégorie des cobordismes de dimension 2+-1 vers la catégorie des espaces vectoriels de
dimension finie. Il est intéressant, pour construire des exemples, d’étendre cette définition
en considérant des surfaces et des cobordismes munis de structures additionnelles.

Une TQFT V en dimension 2+1 donne lieu & un invariant scalaire de 3-variétés closes :
si M est une 3-variété close, ¢’est un cobordisme du vide dans lui-méme, donc V(M) €
End(V(0)) = k.

Plusieurs invariants quantiques de 3-variétés s’étendent en des TQFT. Par exemple,
Blanchet, Habegger, Masbaum et Vogel |?| ont montré que le crochet de Kauffman (vari-
ante du polynome de Jones) s’étend a une TQFT pour des surfaces et des cobordismes
munis de p;-structures.

Turaev a introduit en 2000 la notion de théorie homotopique quantique des champs
(HQFT) de but un espace topologique X. Il s’agit d'une TQFT en dimension 2+1 ou les
surfaces et les cobordismes sont munis d'une classe d’homotopie d’applications continues
vers X.

Les deux tableaux suivant énumérent plusieurs invariants quantiques en dimension 3.

Invariants de type Reshetikhin-Turaev

invariant de donnée algébrique invariant topologique | description combina-
toire
Reshetikhin-Turaev groupe quantique 3-variété
12
Reshetikhin-Turaev catégorie modulaire 3-variété et TQFT
7]
Bruguiéres |?| catégorie modularis- | 3-variété et TQFT
able
Bruguicres [?| catégorie  normalis- | 3-vari¢t¢ (et super- | chirurgie/Kirby
able TQFT)
Hennings-Kauffman- | algébre de Hopf en | 3-variété
Radford [?] rubans
Turaev [?] G-catégorie  modu- | G-fibrés principaux
laire sur les 3-variétés
HQFT avec K(G,1)
pour but

Invariants de type Turaev-Viro
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Turaev-Viro |?]

catégorie modulaire

3-variété et TQFT

Barrett-Westbury |?]

catégorie sphérique

3-variété

Gelfand-Kazhdan [?|

catégorie sphérique

3-variété et TQFT

Dijkgraaf-Witten |?]

groupe fini G et o €

3-variété et TQFT

triangulation/Pachner

H3(G,k*)
Kuperberg |?| algébre de Hopf invo- | 3-variété scindement de
lutive Heegaard/mvts  de

Reidemeister-Singer

En dimension 4, Cesar de Sa [?] a introduit une présentation par chirurgie. Une 4-
variété lisse, close, orientée est représentée par un entrelacs en rubans "spécial". 1l s’agit
d’un entrelacs en rubans dans S® dont certaines comosantes sont marquées (d’un point),
de plus on suppose que la réunion des composantes pointées est un entrelacs trivial.

o

i
Un tel entrelacs est issu d’une décomposition en anses, les composantes non pointées
correspondent aux 2-anses et les composantes pointées, aux l-anses. En utilisant cet
présentation, Broda [?| a construit un invariant de 4-variétés lisses, closes et orientées
associé a U,(sly). En 1997, Crane, Kauffman et Yetter |[?] ont généralisé I'invariant de
Broda aux catégories normalisables. La méme année, Roberts [?] a construit un invariant
pour les 4-variétés munies d'un classe d’homologie.

Par ailleurs, on peut représenter les 4-variétés par triangulation. Crane et Yetter [?]
et Mackaay [?] ont utilisé cette présentation pour construire d’autres invariants.

Ces invariants quantiques en dimension 4, ainsi que celui que nous introduisons dans
ce texte, sont récapitulés dans le tableau suivant.

Invariants quantiques en dimension 4

invariant donnée invariant topologique | description combina-
toire
Broda [?] Uy,(sla) 4-variétés
Broda généralisé |?] catégorie  normalis- | 4-variétés entrelacs en rubans
able spéciaux / César de
dichromatique [?] paire de catégories | 4-variétés Sa
prémodulaires
Crane-Yetter|?] catégorie  prémodu- | 4-variétés , .
laire triangulations /
Mackaay [?] 2-catégorie sphérique | 4-variétés Pachner
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Présentation de la thése

Cette thése comporte deux volets. Le premier est consacré a I'invariant de Turaev-Viro,
d’une part, dans le cas particulier des catégories de Picard (ou tous les objets simples sont
inversibles), d’autre part dans le cas général. Dans le cas des catégories de Picard, nous
relions en particulier l'invariant de Turaev-Viro et 'invariant de Dijkgraaf-Witten. Dans
le cas général, nous construisons une HQFT qui est un raffinement la TQFT de Turaev-
Viro et qui permet de réinterpréter 'invariant homologique introduit par Yetter |[?]. Le
second volet est consacré aux invariants quantiques en dimension 4. Nous construisons
un nouvel invariant quantique des variétés de dimension 4 closes, lisses et orientées qui
généralise I'invariant de Crane, Kauffman et Yetter |?] et retrouve de Roberts pour une
certaine classe d’homologie.

Invariant de Turaev-Viro

L’invariant de Turaev-Viro |?]| est un invariant de 3-variétés a bord construit a ’aide
d’une représentation par triangulations. Dans la construction initiale de Turaev-Viro, la
donnée algébrique était une catégorie modulaire. Barrett et Westbury [?] ont montré
que la construction s’étendait aux catégories sphériques sur un corps k, et Gelfand et
Kazhdan |?]| ont construit une TQFT associée a cet invariant. Dans [?| la catégorie est
supposée souveraine et non sphérique. Nous montrons qu’en fait I’hypothése de sphéricité
est nécessaire dans leur construction.

L’invariant de Turaev-Viro est une somme d’états indexée par les colorations d’une
triangulation. Les colorations d’une triangulation 7" sont des applications de I’ensemble
des 1-simplexes orientés vers les classes d’isomorphismes d’objets scalaires. On note cet
ensemble Col(T). L’invariant de Turaev-Viro s’écrit :

TV = AT N T dim(e(e))W. € k, (0.0.1)

c€Col(T) ecT?

ot Ay est la dimension de la catégorie, ng(7") est le nombre de 0-simplexe de T et W, est
un scalaire obtenu a partir des 6j-symboles de la catégorie. Cet invariant peut étre défini
pour des 3-variétés a bord, dans ce cas la l'invariant de Turaev-Viro est un vecteur.

Notre approche pour étudier cet invariant est d’associer a la catégorie sphérique un
groupe. Le cas le plus simple est celui d'une catégorie de Picard. Il s’agit d’une catégorie
tensorielle absolument semisimple telle que pour tout objet scalaire X, il existe un objet
Yitelque X®Y =1 2Y ®X. L'ensemble des classes d’isomorphismes d’objets scalaires
forme alors un groupe A¢. La contrainte d’associativité définit une classe de cohomologie
ag € H3(Ag,k*). Toute catégorie de Picard admet une unique structure sphérique telle
que la dimension des objets scalaires vaut 1 (Proposition 1.4.2), et les 6j-symboles se
décrivent en termes de la contrainte d’associativité, c’est-a-dire du 3-cocycle ay. Ainsi,
nous montrons :
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Théoréme 3.6.1. L’invariant de Turaev-Viro associé a une catégorie de Picard € est
égal a l'invariant de Digkgraaf- Witten associé au groupe Ay muni la classe de cohomologie

Qg .

Pour une catégorie sphérique générale %, nous montrons qu’il existe toujours une
graduation universelle, a valeur dans un groupe fini 'y appelé graduateur de €. Si € est
une catégorie de Picard, on a 'y = Ay. Ceci nous permet de définir une HQFT de but
I’espace classifiant BI'¢ qui raffine la TQFT de Turaev-Viro et qui est en un certain sens
optimale.

En 1993, Yetter a défini une version homologique de l'invariant de Turaev-Viro. Il
s’agit d’un invariant des couples (M, «) avec M une 3-variété close et o € Hy(M; A), ou
A désigne le groupe des automorphismes monoidaux du foncteur identité 1. L’invariant
est donné par la formule :

Y(Ma)=A"" 3" (a:o) [] W

ceCol(T) ecT!

Dans cette formule (« : ¢) est défini comme suit : on représente a par une application
b de I’ensemble des arétes vers A et on pose

(a:c)= H b(€)e(e)-

ecT!

Il est naturel de se demander si l'invariant de Yetter provient d'une HQFT.

Notre résultat principal est la construction d’un invariant homotopique dont I'invariant
de Yetter se déduit, et d'une HQFT de but 'espace classifiant BI'¢ qui étend cet invariant.

Plus précisément, on observe que si ¢ est une coloration telle que W, est non nul, alors
¢ définit un élément x. de I'ensemble [M, BT'y| des classes d’homotopies d’applications
continues de M vers BI'y. On pose :

HTVe(M,2) = AT ™ T dim(c(e)) W,

c€Col(T)|xc=x e€T?
ot M est une 3-variété et x € [M, BT'¢]. On a alors :

Proposition. Soit € une catégorie sphérique, alors HT Vg (M, x) est un invariant du
couple (M, z). On a :
TV(M)= Y HTV(M,z).
2€[M,BT]

De plus pour o € H{(M, A), on a :

Y(M,a)= Y (a:z)HTV(M, x),

mG[M,BF<g]

ot (o : x) = (a: ¢) pour une coloration c telle que : z. = x.
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Théoréme 3.4.4. Soit € une catégorie sphérique. L invariant homotopique HT Vy s’étend
en une HQFT 7 de but Bl'y. La TQFT de Turaev-Viro ¥ se décompose en espaces de
HQFT. Plus précisément, pour toute surface ¥ on a :

V(S = > A )

z€[%,Bly)

Pour une catégorie de Picard, cette décomposition est optimale car les facteurs sont de
dimension 1.

Invariant Bichromatique de 4-variétés

Le second volet de cette thése est consacré a la construction et a I’étude d’'un nouvel
invariant de variétés lisses, sans bord et orientées de dimension 4.

Nous construisons un invariant d’entrelacs par les mouvements de Cesar De Sa. La
technique utilisée pour construire cet invariant est le coloriage des composantes a ’aide
de catégories prémodulaires. Plus précisément nous nous donnons une paire de catégories
prémodulaires (%,%"), il s’agit de deux catégories prémodulaires € et €’ telles que €
soit une sous catégorie pleine de %”, et nous colorons les composantes non pointées par
un élément de %, appelé couleur de Kirby de % et les composantes pointées par un
élément de €”, appelé couleur de Kirby de ¢”’. A T'aide de la propriété universelle de la
catégorie des enchevétrements colorés nous obtenons un scalaire noté : (L(Qy, Q41)). Ce
scalaire est un invariant d’entrelacs en rubans pointé par glissement d’anses et isotopies.
Afin d’obtenir un invariant d’entrelacs en rubans pointés par les mouvements de Cesar
De S&, nous normalisons par ((O(€)) le scalaire obtenu en colorant le noeud trivial
d’auto-enlacement nul par la couleur de Kirby de € et par (@Q(ch,Qg/)) le scalaire
obtenu en colorant la composante pointée de D@ par la couleur de Kirby de %" et la
composante non pointée par la couleur de Kirby de ¥. Nous imposons une condition aux
catégories prémodulaires utilisées, on demande que les scalaires (O(§2¢)) et (O(2¢))
soient inversibles. Cette condition signifie que la dimension des catégories est inversible.
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1. Soient (¢,%€") une paire de catégories prémodulaires de dimension
wnversible. Alors on définit un invariant de variétés de dimension 4 sans bord, orientées
et lisses en posant pour W une 4-variété lisse sans bord orientée représentée par l’entrelacs
en rubans pointé L :

(L(Qs, Q1))
(O(Qe)) 2o ([, Qipr) )2+ (D)

avec bo(L) (resp. by (L)) le nombre de valeurs propres nulles (resp. positives) de la matrice
d’enlacement de L.

I (W) =

L’invariant I, est l'invariant dichromatique de variétés de dimension 4.
Dans un premier temps, nous étudions l'invariant dichromatique de variétés de dimen-
sion 4 dans le cas ot ¥ = ¥’. Avec un tel choix nous retrouvons l'invariant de Broda
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généralisé défini par Crane, Kauffman et Yetter [?]. Dans |?] Crane, Kauffman et Yetter
montrérent que pour une catégorie modulaire cet invariant ne dépend que de la signature
de la variété. Nous généralisons ce résultat au cas ou la variété est normalisable :

Proposition. Si ¢ = €' est une catégorie normalisable de dimension inversible alors
[imvariant dichromatique est fonction de la signature de la variété.

Pour montrer ce résultat nous montrons que dans le cas o 4 = %’ on peut relier
I'invariant dichromatique a l'invariant de Reshetikhin-Turaev et nous utilisons les pro-
priétés topologiques des entrelacs en rubans pointés.

Nous étudions également 'invariant dichromatique pour des paires de catégories pré-
modulaires € # ¢”’. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition. Soit (¢, %€") une paire de catégories prémodulaires de dimension inversible,
alors pour des variétés simplement connexes, sans bord, lisses et orientées de dimension 4
linvariant dichromatique est fonction de la caractéristique d’Euler et de la signature des
Variétés.

Par ailleurs, nous comparons l'invariant dichromatique a 'invariant de Roberts. Plus
précisement, l'invariant dichromatique associé a la paire de catégories prémodulaires
(¢1,%), ou 6, est la partie homogeéne de degré 1 de ¥ dans la graduation universelle
est 'invariant de Roberts associé a une certaine classe d’homologie.

Plan

Le chapitre 1 a pour but d’introduire les objets catégoriques que nous utilisons dans
I'étude de l'invariant de Turaev-Viro (chapitre 3) et dans la construction de I'invariant
dichromatique de variétés lisses de dimension 4 (chapitre 4). Nous rappelons les no-
tions de structure autonome, souveraine, de catégorie tensorielle, absolument semi-simple,
sphérique, et nous introduisons les catégories de Picard. Nous rappelons également la clas-
sification des catégories de Picard ainsi que leurs constructions a partir d’un groupe fini
et d'un 3-cocycle de H3(A¢,k*).

Par ailleurs nous donnons une description des 6j-symboles pour des catégories de
Picard. Ces notions et ces résultats sont utilisés dans le chapitre 3.

Nous terminons ce chapitre par quelques rappels sur les catégories prémodulaires, en
particulier la propriété de glissement d’anses, et nous introduisons plusieurs notations
utilisées dans le chapitre 4.

Le chapitre 2 présente quelques invariants quantiques de dimension 3.

Dans la section 2.1 nous rappelons la présentation de variétés de dimension 3, lisses,
sans bord, compactes, orientées, connexes, par chirurgie le long d’entrelacs en rubans
dans S® ainsi que les mouvements de Kirby. Nous donnons quelques invariants quan-
tiques utilisant cette description, a savoir I'invariant de Reshetikhin-Turaev |?|, I'invariant
d’Altschiiler-Coste |?] et celui de Hennings-Kauffman-Radford [?].
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Dans la section 2.2 nous rappelons la présentation de variétés de dimension 3, lisses,
sans bord, compactes, orientées, par des diagrammes de Heegaard ainsi que la construction
de l'invariant de Kuperberg [?].

Dans la section 2.3 nous décrivons la présentation d’une variété de dimension 3 linéaire
par morceaux par triangulation ainsi que les mouvements de Pachner. Les rappels sur
les complexes simpliciaux, notamment 1’orientation et la numérotation, serviront dans le
chapitre 3. Nous donnons la construction de I'invariant de Dijkgraaf-Witten [7].

Dans la section 2.4 nous décrivons les liens connus entre ces invariants quantiques.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de I'invariant de Turaev-Viro. Nous donnons la
construction de la HQFT de Turaev-Viro. Par ailleurs dans ce chapitre nous reformu-
lons 'invariant homologique de Turaev-Viro et nous relions l'invariant de Turaev-Viro et
I'invariant de Dijkgraat-Witten.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude d’invariants quantiques pour des variétés sans
bord, lisses et orientées de dimension 4. Nous construisons un invariant de variétés de
dimension 4 lisses, compactes, sans bord et orientées.

L’annexe A est consacrée a des rappels sur quelques notions de base sur les algébres
de Hopf. On termine cette annexe avec la construction du double de Drindfeld tordu.

L’annexe B rappelle comment, grace a la propriété universelle de la catégorie des
enchevétrements colorés [?], on construit des invariants par isotopies d’entrelacs en rubans
colorés.

L’annexe C regroupe les preuves des lemmes 3.1.2 et 3.1.3.



Chapitre 1

Rappels sur les catégories

Ce chapitre présente les notions catégoriques dont nous avons besoin. Il est organisé
de la maniére suivante.

Dans la section 1.1, nous rappelons les notions de catégories monoidales, autonomes
a droite et a gauche, souveraines, de trace a gauche et a droite et de dimension a gauche
et a droite d’un objet.

Dans la section 1.2 nous introduisons les notions de k-catégorie et de catégorie k-
linéaire.

Dans la section 1.3, nous rappelons les notions de catégorie tensorielle absolument
semi-simple et de catégorie sphérique. Nous introduisons l’algébre de fusion et la no-
tion de graduation d’une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Nous montrons
I'existence d’une graduation universelle. Celle-ci permet de décrire ’ensemble des struc-
tures souveraines (resp. sphériques) sur une catégorie souveraine (resp. sphérique). Nous
présentons les 6j-symboles de plusieurs points de vue.

Dans la section 1.4, nous introduisons les notions utilisées dans le chapitre 3 : les caté-
gories de Picard et leurs classification. La donnée d’une catégorie de Picard est équivalente
ala donnée d'un groupe fini G muni d'une classe de cohomologie o € H3(G,k*). Le groupe
G est le groupe des classes d’isomorphismes d’objets scalaires et la classe de cohomologie
a représente la contrainte d’associativité de la catégorie.

Nous montrons que sur une catégorie de Picard il existe une unique structure sphérique
telle que la dimension des objets scalaires soit 1. Dans une catégorie de Picard, le 3-cocycle
définissant la contrainte d’associativité permet de décrire les 6j-symboles.

Dans la section 1.5, nous rappelons les notions de catégorie tressée, en rubans, prémod-
ulaire et normalisable. Nous terminons cette section par une caractérisation des catégories
normalisables.

1.1 Catégories monoidales

Toutes les catégories considérées sont des petites catégories, sauf mention contraire.
Une catégorie monoidale est une donnée (¢, ®,1,a,l,r), ou :

19
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% est une catégorie,

e ®:% X ¥ — € est un bifoncteur (appelé produit tensoriel),

I est un objet de € (appelé objet unité),

e a, [ and r sont des isomorphismes naturels :
a(X,Y,Z2): (XY)eZ=2Xe (Y ®Z) (X,)Y,Z € %)

rX): X®I=X, I(X): IeoX=2X (X%

(appelés respectivement contrainte d’associativité, contrainte d’unité a droite, con-
trainte d’unité a gauche),

tels que les diagrammes :

We(XY))e~Z
a(W,)m/@d/ W’Z)
(WeX)eY)® Z WR(XeY)® 2)

a(WeX,Y,Z) idw ®a(X,Y,Z)

WeX)® Y o) -

(pentagone de Mac Lane) et

a(X,1,Y)

(XY X®(I®Y)
r(X)®idy 1dx®IU(Y)
X®Y

commutent.

Une catégorie monoidale stricte est une catégorie monoidale (¢, ®, I, a,l,r) pour laquelle
a, [, r sont des identités.

Foncteurs monoidaux

Soient (€, ®, l¢,a¢,le,1¢) et (2,8, 19,a9,79,ly) deux catégories monoidales. Un
foncteur monoidal est une donnée (F, @y, ®y), ou :

e [ est un foncteur ¢ — 2,

e &g est un isomorphisme : F(ly) — Iy,
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e ®, est un isomorphisme naturel :
O(X)Y): FIX)Q FY) = F(X®Y) (X,)Y %)

tel que les diagrammes

<<> F(Y)) & F(7) IO, px) & (F(Y) @ F(Z))

2(X,Y)Q'idp(Z) J{ J{idnx)@’@z(Y’Z)
(X®Y ) Q" F(2) O FX)®' F(Y®Z)
2(X®Y,Z) J/ l%(X,Y@Z)
F(XQY)® Z) e (XY.2) FIX®(Y®2Z)
et
Do (X, oIy, X
F(X) @ F(Ie) 25 P(X ® I) F(lg) @ F(X) 20 Py  X)
idF(X)@’@gl O lF(Wg(X)) q)O@/idF(X)\L O lF(l%(X))
/ !/
F(X) &' Iz ro(F(X)) F(X) Iy & F(X) lo(F(X)) F(X)
commutent.

Soient € et Z deux catégories monoidales, (F, o, Py) : € — Z et (G, ¥y, Vy) : € —
2 deux foncteurs monoidaux. Un morphisme de foncteurs monoidauzr de F vers G est
un morphisme fonctoriel o : F' — G vérifiant :

e pour tous objets X et Y de ¥ les diagrammes suivants commutent :

F(X)® F(Y)
QQ(X,Y)i J/Wz(X,Y)
FXQY) 2. G(X®Y)

— . G(X)®G(Y)

ax oy

(%) = G(Iy)
Eknﬁy/
2

Soient ¢ et & deux catégories monoidales et (F, ®o, ®p) : € — Z un foncteur monoi-
dal. Un quasi-inverse monoidal de F' est un foncteur monoidal

(G,\Ilg,\pg) . .@H%

vérifiant :
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e il existe un isomorphisme monoidal entre le foncteur F'G et le foncteur identité 14,

e il existe un isomorphisme monoidal entre le foncteur GF et le foncteur identité 14,

Une équivalence de catégories monoidales entre € et 2 est un foncteur monoidal
F : ¢ — % admettant un quasi-inverse.

Soient ¢ et 2 deux catégories. Un foncteur fidéle (resp. pleinement fidéle) est un
foncteur F' : € — 2 tel que pour tous objets X, Y de &, I'application :

Homy(X,Y) — Homg(F(X), F(Y))
f=F(f)

est injective (resp. bijective). Un foncteur essentiellement surjectif est un foncteur F' :
€ — 2 tel que pour tout objet Y de & il existe un objet X de ¥ tel que F(X) soit
isomorphe a Y. Un foncteur monoidal essentiellement surjectif et pleinement fidele est
une équivalence de catégories monoidales.

Dualités

Soit € une catégorie monoidale stricte. Une dualité de € est une donnée (X,Y, e, h),
ou X, Y sont des objets de &, e est un morphisme X ® Y — I, I’évaluation, et h est un
morphisme I — Y ® X, la coévaluation, avec les conditions :

(i) (e®idyx)(idx ® h) = idy,

On dit alors que (X, e, h) est un dual & gauche de Y et (Y,e, h) un dual & droite de X.
On appelle structure autonome a droite (resp. & gauche) sur € la donnée, pour chaque
objet X, d'un dual a droite (resp. a gauche) de X. Une structure autonome a droite
(XY, ex,hx)xee définit un foncteur dual a droite 7V : €°P — €, ou € désigne la
catégorie opposée de % .

L’image d’un morphisme f : X — Y par ce foncteur est donnée par la formule:

FY = (idyv ® ey)(idyv ® f @ idxv)(hy ® idyv) ;

on l'appelle le dual a droite de f.

Le foncteur 7V est monoidal, lorsqu’on munit €°? du produit tensoriel opposé a celui
de €. Deux structures autonomes a droite (resp. a gauche) définissent des foncteurs dual
a droite (resp. & gauche) canoniquement isomorphes.

En particulier pour une structure autonome a gauche (YX,ex,nx), le dual a gauche
d’un morphisme f : X — Y est donné par la formule :

V= (ey @idvy)(idvx ® f ®idvx)(idvx @ nx).

Une catégorie autonome a droite (resp. autonome o gauche) est une catégorie monoi-
dale munie d’une structure autonome a droite (resp. a gauche). Une catégorie autonome
est une catégorie autonome a gauche et a droite.
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Une catégorie autonome a droite € est dotée d'un foncteur bidual :

WL - €
X'—>X\/v7

qui est monoidal.

Catégories souveraines

Soit € une catégorie autonome a droite. Une structure souveraine sur € est la donnée
d’un isomorphisme monoidal ¢ : 14 —7?YV. Une catégorie souveraine est une catégorie
autonome a droite 4 munie d’une structure souveraine.

Une structure souveraine sur ¢ permet de définir une structure autonome a gauche
sur €. En effet, soit X un objet de . On définit des morphismes ex et nx par :

XVe X

1dm /
X\/V

XXV

\ m{v

XV\/ ® XV
alors (XV, X, ex,nx) est une dualité.
Lorsque % est une catégorie souveraine, on la munira toujours de la structure autonome
a gauche ainsi définie.
Avec ces choix, les foncteurs dual a droite et dual a gauche coincident (en tant que
foncteurs monoidaux).
En particulier, pour tout morphisme f: X — Y on a f¥Y =" f. En effet :

V= (ey ®@idxv)(idyv ® f @ idyv)(idyv @ nx)

= (eyv ®idxv)(idyv ® ¢y fox @ idxv)(idyv ® hxv)

= (eyv ®idxv)(idyv @ f¥Y @ idxv)(idyv @ hxv)
= (eyv ® exv ® idxv)(idyvgyw @ fY @ idxwexv)(idyv @ hyv @ hxv)
= fVv

et on a I’égalité suivante :

et

(id(Y®X)V ® €y>(id(Y®X)\/ ® ldy ® ex ® idy\/)(hy®X ® idxv ® idy\/) (]_]_1)
:(EX X id(Y®X)v)<idxv Rey ®idxy ® id(y®X)v)(idxv ® idyv ® 7)Y®X)

pour tous objets X, Y de .
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Proposition 1.1.1. Soit € une catégorie souveraine; notons ¢q la structure souveraine.
L’application

¢ ¢
est une bijection entre 'ensemble des structures souveraines sur € et le groupe Autg(ly)
des automorphismes monoidauzr du foncteur identité 1.

]

Calcul graphique

Dans cette thése nous ferons certains calculs sur les catégories en utilisant des représen-
tations graphiques. Nous fixons les conventions et notations utilisées tout au long de cette
these.

Soit ¢ une catégorie souveraine. Un morphisme f : X — Y de % est représenté
par une boite (Fig. 1.1 (a)). La composition des morphismes est représentée par la

superpasiign e baiisid s 11 (b):

Z
g 22
)§ . ZPSfrag PSfrag repl g nts | -
X, of
of ]
v af T s
() f: X =Y (b) composition de

f:X—=>Yetg:Y -7

L’identité d’un objet X sera représentée par une fleche verticale :

Tax—

PSfrag replaceglent% x
X

Le produit tensoriel des morphismes est représenté par la juxtaposition des boites.
Un morphisme entre produits tensoriels d’objets est représenté par une boite a plusieurs
entrées et plusieurs sorties.

L’identité de 'objet unité est représentée par le dessin vide.
Dans une catégorie souveraine (ou on identifie les duaux a droite et a gauche), on
représente 'identité de X'V par un brin descendant

PSfrag replacements |
Tax )(_\/
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f f f
g g 9
fog fog f®yg
l.l.XCATEGORIES MQNOIDALES X 25
X1 X1 X1
}/’1 T ™ }/'1 Z1 '}/’1 w1 Wm
Y, Y, N Yo NP 4\
X2 f & f Xy f
X1 ® Xy X1 & X, : X1 ® Xy
Y9 Y, VoY, - VeYs A #
(a) produit tensoriel de D) f V.V, -We.eW,

f:Xi—=Yietg: Xo—>Y,

et les morphismes d’évaluation et de coévaluation par les figures suivantes

PSfragDprAa@ EDL B 3 1)ERE

€x hx €x  7Nx.

Soit, urPhivaghispiafifiy déipladbitntziaplabdieiges ¢rdspergenthie) est représenté par le

dessin suivant : X X X X
Y Y Y Y
f f f f
f\/ xg f\/ f\/ f\/ Xd
VE VS ! v ! Vo
xV o ae SR &V
e ]2 0 2 |2l
YY v YV Y'Y Yy
Vy e VY vy VY | va

PSfrag replacements
Paregxemple l'égalité (1.1.1) setd

C9%5facon suivante :

€x
Cy e
€x ey 6Y epx
X
€y
Ny ox ex v epy
hyex 2 _Nyex m z
v + ( hyex .
X 0
Yi h xx |yd yVixx |yd
(Y ® X) Y ® X)Y eta
Traces

Soient ¥ une catégorie souveraine et X un objet de ¥. Pour tout endomorphisme
f € Endyg(X), try(f) = ex(idxv @ f)hx € End(I) est la trace a gauche de f, et try(f) =
ex(f ®idxv)nx € End(I) est la trace a droite de f. On note dimg(X) = try(idx) (resp.
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dimy(X) = tr,(idx)) la dimension a droite (resp. a gauche) d’un objet X . Deux objets
isomorphes ont méme dimension & droite (resp. a gauche).
ed €g
PSfrag replacementsrpﬁfrag replacements

ef phi / phi
X €xX

€x ex

X X

X h hx  hd

trace a gauche de f  trace a droite de f

La trace a gauche (resp. a droite) est bien une trace, en effet pour tous morphismes
f: X—=Yetg:Y —-X ona:

try(fg) = ey (idyv ® fg)hy
=ev(9”' @ fhx
=eyv(9” @ ¢y f)hx
= exv(idyv @ ¢"V oy f)hx
= ex(idxv @ gf)hx
= try(g9f),

On montre de méme que pour tous morphismes f : X — Y et g : Y — X, on a

tra(fg) = tra(gf).

1.2 Catégories linéaires

Soit k un corps commutatif.

Une k-catégorie est une catégorie ¥ munie, pour tous objets X, Y de %, d’une struc-
ture de k-espace vectoriel sur 'ensemble Home(X,Y'), de sorte que la composition des
morphismes soit k-linéaire en chaque variable.

Une catégorie k-linéaire est une k-catégorie vérifiant :

e ¢ admet un objet nul;

e pour tous objets X, Y de ¥ la somme directe X &Y existe dans % .

Une k-catégorie abélienne est une catégorie k-linéaire ¢ dans laquelle tout morphisme
a un noyau et un conoyau, tout monomorphisme est le noyau de son conoyau et tout
épimorphisme est le conoyau de son noyau.

Soit € une k-catégorie. Un objet X de € est dit scalaire si End(X) = k.

Une catégorie k-linéaire est dite absolument semi-simple si

e tout objet est somme directe finie d’objets scalaires;

e ¢tant donné deux objets scalaires X, Y, on a soit X =Y, soit Homg(X,Y) = 0.

Une k-catégorie absolument semi-simple est une k-catégorie abélienne et ses objets
simples sont les objets scalaires.
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Catégories tensorielles

Une k-catégorie tensorielle est une k-catégorie abélienne munie d’une structure de
catégorie autonome dont le produit tensoriel est bilinéaire en chaque variable et 'objet
unité est scalaire.

Dans la suite de ce texte, nous nous intéresserons principalement aux k-catégories
tensorielles absolument semi-simples. Lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité sur le corps k
les k-catégories tensorielles absolument semi-simples seront appelées catégories tensorielles
absolument semi-simples.

1.3 Catégories tensorielles absolument semi-simples

Soit & une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Les objets simples sont les
objets scalaires. On note py un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
d’objets scalaires. Tout objet A est isomorphe & Py, Ere() - Tentier pg(A) est la
dimension de Homy (E, A), on Pappelle la multiplicité de E dans A.

Pour tous objets A et B d’une catégorie tensorielle absolument semi-simple, les espaces
vectoriels Homg (A, B) et Homg (B, A) sont de méme dimension. En effet

dim(Homeg (A, B)) = > _ pux(A)px(B) = dim(Homeg (B, A)).

Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple autonome. Pour tout objet
scalaire X le dual a droite XV de X et le dual & gauche VX de X sont isomorphes. En
effet pour tous objets scalaires X et Y 'espace vectoriel Homg (I, X ®Y') est non nul si et
seulement si Y est isomorphe & vV X et de méme Home (X ®Y, I) est non nul si et seulement
si Y est isomorphe & XV. Etant donnés que les espaces vectoriels Homg (I, X @ Y) et
Homg (X ® Y, 1) ont méme dimension, on en déduit que Home (1, X ® Y) est non nul si
et seulement si Homg (X ® Y, ) est non nul, on a alors VX &Y = XV,

Algébre de fusion

Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple, Ay désigne 'ensemble des
classes d’isomorphismes d’objets scalaires de €. L’algebre de fusion de € est la k-algébre
Gr (%) ®zk, ot Gr(%) est 'anneau de Grothendieck de €. On la notera k[A4]. En tant
que k-espace vectoriel, elle a pour base A¢. Une couleur de € est un élément de ’algébre
de fusion de €. La structure d’algébre de k[A¢| est définie comme suit. Soient X, Y deux
objets scalaires. On a X ® Y = @, ., Z;, ou chacun des Z; est un objet scalaire. On
pose alors o
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Graduations

Soient € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et G un groupe. Une G-
graduation de € est une application p : Ay — G vérifiant, pour tout triplet X,Y, 7
d’objets scalaires de € tel que Z soit facteur direct de X @ Y :

Une graduation de € est une donnée (G, p), ot G est un groupe et p une G-graduation
de %.

On montre par récurrence que la propriété de multiplicativité d’une graduation (G, p)
est vraie pour n-termes.

Proposition 1.3.1. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Il existe
une graduation (U'y,|?|) de € qui satisfait la propriété universelle suivante. Pour toute
graduation (G,p) de €, il existe un unique morphisme de groupe f : 'y — G tel que le

diagramme :
17| Ty
N
G

A

soit commutatif.

Preuve : Pour construire I'¢, on va définir une relation d’équivalence ~ sur A¢.
Soient X et Y deux objets scalaires; alors X ~ Y si et seulement s’il existe une suite finie
d’objets scalaires T, ...T,, telle que X et Y soient tous deux des sous objets du produit
tensoriel T} ® - -+ ® T,,. Cette relation est clairement reflexive et symétrique. Montrons
qu’elle est transitive. Soient X, Y, Z des objets scalaires tels que X ~ Y et Y ~ Z. Par
hypothése, il existe des objets A et B, produits tensoriels d’objets scalaires, tels que X
et Y soient des sous objets de A, et Y et Z, des sous objets de B.

Montrons qu’alors A et B sont des sous-objets de B® BY ® A. Puisque ce dernier est
produit tensoriel d’objets scalaires, on aura bien X ~ Z car X est un sous-objet de A et
Z un sous-objet de B.

Or [ est un sous-objet de B BY, d’ou il résulte que A est un sous-objet de B BY® A.

Pour tout objet scalaire X il existe un dual & droite XV et un dual & gauche VX, car
la catégorie € est autonome. De plus ces objets XV et VX sont isomorphes, car ¢ est
absolument semi-simple.

Ainsiona: B¥B®I —-BRYVRY XB®"Y ®Y et donc B est bien un sous
objet de B® VB ® A.

Soit 'y le quotient de Ay par ~, et |?| : Ay — 'y la surjection canonique. On définit
une loi interne sur 'y comme suit : si X, Y sont deux objets scalaires de ¢ et Z un
facteur scalaire de X ® Y, on pose | X|-|Y| = |Z]. Cette loi est bien définie, puisque deux
facteurs scalaires de X ® Y sont ~-équivalents. De plus, elle est clairement associative, et
la classe de I est I’élément neutre. Enfin, pour tout objet scalaire X, la classe de XV est
inverse a celle de X, donc 'y est un groupe, et par construction, |?| est une G-graduation.
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Montrons la propriété universelle de la graduation (I'y, |?|). Soit (G, p) une graduation
quelconque de €. Si X ~ Y, ilexiste A =T\ ®---®T,, tel que X,Y soient des sous-objets
de A. Puisque p est une graduation, on a p(X) = p(Y) = p(T1) ... p(T),), donc p passe au
quotient - de maniére unique - d’ou l'existence et 'unicité d’une application f : 'y — G
telle que f|?| = p. Pour tous objets scalaires X,Y, et Z facteur scalaire de X ® Y, on
a FIXDFAY]) = p(X)p(Y) = p(Z) = £(1Z]) = F(X][Y]), donc f st un morphisme de
groupes. O

Définition 1.3.2. La graduation (I'y, |?|) est la graduation universelle de €. Le groupe
I'y s’appelle le graduateur de € .

Proposition 1.3.3. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple. I existe
un isomorphisme canonique entre Autg(ly) et le groupe des morphismes de groupes de
'y vers k*.

Preuve : Soit ¢ € Auty(ly). Pour tout objet scalaire X, on a ¢x = exidy, avec
ex € k*. Puisque ¢ est monoidal, on a pour X, Y scalaires, ¢xgy = ¢x ® ¢y, ce qui
entraine que € est en fait une k*-graduation de . Inversement soit p une k* graduation
de ¥. Puisque ¥ est une catégorie tensorielle absolument semi-simple, on définit un
automorphisme fonctoriel ¢ de 14 en posant ¢x = p(X)idy pour X scalaire. En outre,
on a pxgy = ¢x ® ¢y pour X, Y scalaires, ce qui implique que ¢ est monoidal.

On conclut par la propriété universelle de I'¢.

6j-symboles

Nous allons définir les 6j-symboles pour une catégorie tensorielle absolument semi-
simple.

Lemme 1.3.4. Soient € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et A, B,C, D, E, F
des objets scalaires de €. L’application :

Homy(A,E® D) ®@ Homy(E,B® C) — Homg(A, (B C)® D) (1.3.1)
v w — (w® idp)v,

induit un isomorphisme :

& Hom« (A, E @ D) ® Home(E, B® C) ~ Homy(A,(B& C) @ D).

Eepe
De méme application :

Homg(A,B® F)® Homy(F,C @ D) — Homg(A, B® (C ® D))
VR w — (idg ® w)v,

mduit un isomorphisme

P Hom«(A,B& F) @ Homy(F,C ® D) ~ Homy(A, B® (C ® D)).

Fepg
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Preuve : Pour tous objets scalaires B,C' on a : B® C = @ E;, avec pour tout
1<j<n
J, E; € pg. 1l existe donc des familles de morphismes (i;)1<j<n : £; — B ® C et

(pj)i<j<n : B® C — E; telles que Z i;p; = idpgc et pour tout j € [1,n] p;i; = idg,.
1<j<n

Ainsi pour tout morphisme f € Homg (A, (B® C)® D) on a :

f = (idpgc ®idp) f
= Z (ig,pe, ®idp) f

1<j<n

- Z (ip, ®@idp)(pe, ®idp) f.

1<j<n

Il en résulte que 'application suivante :

& Hom«(A, E ® D) ® Homg(E, B® C) — Homg (A, (B® C) ® D)

Eeps

Eepy

est surjective. Etant donné que les espaces vectoriels sont de méme dimension, il en résulte
que cette application est bijective.
On montre de la méme fagon I'autre isomorphisme.
m
Par la suite, 'espace vectoriel Homg (A, B ® C) (resp. Homy(A ® B, C)) sera noté
HYC (resp. HS p). On note ay la contrainte d’associativité de la catégorie €.
Pour tous objets scalaires (A, B, C, D), on a le carré commutatif suivant :

E,D B,C B,F c,.D
D Hi"eH D HI e H; (1.3.2)

Eepe Fepg

Hf,(C@D)

Y

acg(B,C,D)

avec

a¢(B,C, D) : HP®OP _, gheeb)
x+— ay(B,C, D)z,

et les isomorphismes verticaux sont ceux du lemme 1.3.4. On note ® l'isomorphisme

EB oo Hpc = @ HYY @ HOP induit par le carré commutatif 1.3.2.
Eepe Fepe
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On peut alors définir les applications linéaires suivantes :

{ A B C }
E,D B,C D B F + B,F C,D
HYP @ HE HYY @ HE
ZE\L TPF
P v @ HEC P v @ HR.
Eecpg ¢ Fepg
{ A B C }
B,F C,D D B F ~ E.D B,C
HYY @ HE HYY @ HY
ZF\L TPE
P v @ HC Pz @ HEC.
Fepg ot Eepe

Les 6j-symboles d’une famille d’objets scalaires (A, B,C, D, E, F) de € sont les applica-

. o A B C A B C : , . .
tions hnealres{ D E F }+et{ D E F } Les 6j-symboles d’une famille d’objets

scalaires (A, B,C, D, E, F) sont non nuls si les conditions suivantes sont vérifiées :
e A est un sous objet de F® D et de B® F,
e F est un sous objet de B ® C,
e F est un sous objet de C'® D.

Nous donnons d’autres formulations des 6j-symboles dans des catégories tensorielles
absolument semi-simples et souveraines.

Catégories tensorielles absolument semi-simples et souveraines

Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine, la dimension
a droite (resp. & gauche) des objets scalaires est inversible. En effet soit X un objet
scalaire. Ona Hom([, X @ X") ~ End(X) ~k, et Hom(X @ XV, I) ~ End(X) ~ k. Par
conséquent I est facteur direct de X @ XV. Il existedonci: I — XXV, p: XXV — 1
tels que pi = id;. D’autre part il existe des scalaires u, v tels que 1 = unx et p = vex. On
a donc uv dimy(z) = 1, d’ott dimy(X) € k*. De méme pour dim,(X).

dimg(X) .

T (%) On la note
g

Définition 1.3.5. La pente d’un objet scalaire X est le scalaire :
sl(X).

Lemme 1.3.6. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
La pente est une graduation de € a valeurs dans k*.



32 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES CATEGORIES

Preuve : Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine, la
pente est une application de ’ensemble des classes de difféomorphismes d’objets scalaires
vers k*. Montrons que pour tous objets scalaires X et Y, si Z est un sous objet scalaire
de X @ Y alors sl(Z) = sl(X ® Y) = sl(X)sl(Y). La deuxiéme égalité vient du fait
que : dimy(X ® Y) = dimg(X) dimg(Y) (resp. dimy(X ® Y) = dim,(X) dimy(Y")), pour
tous objets X et Y de ¥. Soient X et Y des objets scalaires et Z un sous objet scalaire
de X ® Y, alors la catégorie € étant tensorielle semi-simple, il existe deux morphismes
iz:Z - XY etpy: X®Y — Z tels que priy = idy. 1l en résulte que : sl(Z) =

tra(pziz) _ tra(izpz)
trg(pziz) trg(izpz) i ] )
a droite de 1zpy est égale a la droite du morphisme suivant :

. Le morphisme izpz est un endomorphisme de X ® Y, ainsi la trace

PSfrag replacements i

.o X .

1zPz = Z = )\dZd X
Y /]
A P
iZX N /| Y
Pz N

avec \g = t;;ﬁfj(bxz)) = t;;’;fgz(}’;)). De méme la trace a gauche du morphisme izpy est

égale a la trace a gauche du morphisme suivant :

PSfrag replacements

o~ X .
izDz = = Agidy,
% g
Z
(%
Pz
avec \, = Zfﬁfg?;?)) = Z;ng’;)). De plus on a :
i
PSfrag replacements .
tra\tzpz) = Z = trylizpz) .
X N
Y
P P
iy X /Q/
pzv
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On en déduit les égalités suivantes :
dimy(Z)
dzmg( )
_ tra(izpz)
tTg (ZZpZ

sl(Z) =

]

Soit € une k-catégorie. Un idéal de € est une classe de morphismes .# de € vérifiant :

(i) A(X,Y):= F (N Homg(X,Y) est un sous k-module de Home (X,Y) et ceci pour
tout couple d’objets X et Y,

(i) si f € Homg(X,Y) et g € Homy (Y, Z), alors (f € F ou g€ )= (g9f € F).

Soit € une k-catégorie souveraine. Un morphisme f € Homy(X,Y) est négligeable a
droite (resp. négligeable a gauche) si pour tout morphisme g € Homeg (Y, X) trg(gf) =0
(resp. try(¢gf) = 0). Un morphisme négligeable est un morphisme négligeable & droite et
a gauche.

Si € est une k-catégorie souveraine alors I’ensemble des morphismes négligeables a
droite (resp. & gauche) est un idéal.

Lemme 1.3.7. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine, l’idéal
des morphismes négligeables a droite (resp. a gauche) est réduit a zéro.

Preuve : Soit X un objet scalaire de %', supposons qu’il existe un morphisme f : X —
X négligeable & droite non nul. La catégorie € est une catégorie tensorielle absolument
semi-simple donc tout objet scalaire est un objet simple. Ainsi f est un isomorphisme.
Pour g = f~' on a : try(gf) = dimyg(X). L’objet X étant un objet scalaire sa dimension
a droite est inversible, il y a donc contradiction. Il en résulte que pour tout objet scalaire
X, l'intersection entre I’ensemble des morphismes négligeables a droite et Endg(X) est
réduite au morphisme nul. L’idéal de morphismes négligeables a droite est donc 1'idéal
nul. On montre de méme que l'idéal des morphismes négligeables a gauche est 1’idéal
nul. O

Lemme 1.3.8. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine. Pour
tous objets X etY de €, on définit une forme bilinéaire :

wiy  Homg(X,Y) ® Homg (Y, X) — k (1.3.3)
Ty — try(zy).

La forme bilinéaire w9 est non dégénérée.
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Preuve : La trace a gauche est k-linéaire donc w? est bilinéaire. Soit f € Home(X,Y)

tel que pour tout g € Home (Y, X) try(¢9f) = 0. Le morphisme f est donc négligeable a
droite. Ainsi, d’aprés le lemme 1.3.7, wgm, est non dégénérée.

O

De méme la forme bilinéaire :

why : Homg(X,Y) ® Home (Y, X) — k (1.3.4)
f®g tra(fg)

est non dégénérée.

Soient X un objet scalaire de ¢ et Y un objet de % alors la forme bilinéaire w ;- est
fonction de la forme bilinéaire w% . En effet pour tous morphismes r € Hom(X,Y) et
y € Homg (Y, X) il existe un unique scalaire A € k tel que yz = Aidy. Ainsi wiy(r®
y) = Adimg(X) et w§y(r ® y) = Adimg(X). II en résulte que pour tous morphismes
r € Homg(X,Y) et y € Homg(Y, X) : wky(z @y) = sl(X)wky(z®@y).

6j-symboles dans les catégories tensorielles semi-simples souveraines

Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine.
Pour tous objets scalaires (a, b, ¢, d, e, f), on définit deux vecteurs

b g .
< ?l e JCC > < H;d®H570®Hg7f®Hf7d
+

a b c ! a f e,d ryb,c
<d e f> E}Ib,f(gjv{c,al(g[{a7 }[e7

S

+
a partir des 6j-symboles ; } par dualité.

SRS
@

g

g
On pose < 3 b ; > = Z T} ® SEJQ ® zj @ z, alors le vecteur < Z b JCL, > vérifie
© + ikl © +

la relation suivante :

a b c
{007} mew=Y dad,, oo

i7j7k7l

= Z trg(le%)trg(vgxi)a:i ® 7, (1.3.5)
ij kol

pour tous morphismes v; € Ho% et vy € Hb®.
b ! b
De méme, en posant < “ < > = Z Y ® yJ2 ® y; @y, alors le vecteur { Z .

C
d e f Z‘?j?k?l f

3
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vérifie la relation suivante :

a b ¢
{ d e f } (01 @ vz) = Z wg,b®f(Ulyil)w?,c@d(U?y?)ylz ® ,%4
- 0,5,k,1

=3 trg (v} )trg(vay?)yi ® v (1.3.6)
,9,k,l

. ,d
pour tous morphismes v; € Hg’f et vy € H; .
Dans une catégorie ¢ souveraine et absolument semi-simple, on peut aussi voir les
6j-symboles comme des formes multilinéaires :

a b c ! e,d b,c a
{d . fL:Ha’ ® H*® Hy ;@ H , — k (1.3.7)
vy @ V1 @ V2 ® VU3 Z trg (vox; ) trg (0127 trg (vax}) ) try (vszy),
ikl
a b oc\’ 1 2 3 4
avec { o, f :in®xj®xk®xl.
T ik
a b c g . b,f ¢,d . e
d e f 7.Ha ®@H" @ Hy@ Hy . — k (1.3.8)
V) @V @V @ U3 Z try (voy; ) trg(v1y? )trg (vayi) try (vsy)),
ikl
a b e\’ 1 2 3 4
avec f :Zyi@)yj@yk@yl'
= igkyl
On peut aussi définir les formes multilinéaires (1.3.7) et (1.3.8) de la fagon suivante.
g
Soient vy € Ho?, vy € HYC, vy € Hp,etug € Héw En posant ?l Z ; } (Vo ®vy) = Zv,; ® w;
,J

et d’aprés I'égalité (1.3.5), on a :

a b ¢’
[ d e f } (Vo ® V1 ® vy ® v3) = Z Wi e (V20w g4 (V3W5) = Z trg(vov; ) try(vswy).
+ 2 2

De méme, pour tous morphismes vy € Hb’f v € He? , vg € Hj et vg € H d’apreés

ST ab ¢’
I'égalité (1.3.6) et en posant{d . f} (vo ® v1) Zv ® wj, on a :

a b cl’
{ d e f } (Vo ® 11 @V ®@3) = Zwgybw(vgvg)w%c@d(vgw}) = Z trg(vov; )trg (vsw}).

.3 1,J
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S

d d
. : a c a b c
Pour tous objets scalaires (a, b, ¢, d, e, f), on note < d e f >+ (resp. < d e f >_)

R . a b c a b ¢ L 1o
le vecteur obtenu a partir de { d e f }+ (resp. { de f }+) par la dualité définie

par la forme bilinéaire w? (1.3.4) (c’est a dire la trace a droite) :

d
a b c a e b,f c,d
< de f >+ € H,® Hy, @ H' @ Hy". (1.3.9)
a b e\
< de | > € Hyy® H! @ HO" @ HP*. (1.3.10)
De fagon analogue, on définit les formes multilinéaires suivantes :
ab ¢l
[d . f}+:Hj’d®Hé”C®H§f®H£d—>k, (1.3.11)
a b ¢l
c,d a e
{d ¢ f ] CHY @ H @ HY, © Hy . — k. (1.3.12)

a partir de la forme bilinéaire w? (1.3.4) (c’est a dire la trace a droite) et des vecteurs
<a b C>det<a b c>d

d e f N d e [/~
Lemme 1.3.9. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tous objets scalaires (a,b,c,d,e, f) de € on a :

< ' ;ﬁ>g sl(a)sl(e)<§ ’ :

_l’_

QU e

(005 ) =samn (G0 5)
BRI CCI )
] a5 T

: . b I
Preuve : Pour tous objets scalaires a,b,c,d,e, f de €, < 3 . ; > est obtenu
+

par dualité a partir de 'application linéaire { Z . ; } . Cette dualité est donnée

par la forme bilinéaire w9. Pour tout objet scalaire X et pour tout objet Y de %, on a
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g,d
) o a b c : )
montré que w? y = sl(X)w% . Par unicité des vecteurs < > , 1l en résulte que

d e f /.,

a b ¢\’ a b ¢\ o A
< d e f >+ = Sl(a)3l(€)< d e f >+. Les autres égalités se montrent de la méme

facon.
O

g,d
Par la suite, les formes linéaires [ a b oc } seront appelées 6j-symboles et les

d e f

+

g,d
vecteurs < ?Z boc > seront appelés 67-symboles vectoriels.
e |/,

A partir du diagramme commutatif (1.3.2), on peut décrire différemment les 6j-

symboles [a b C]%d On pose :
y de ], :
a b
d e

g

; He @ HY 9 HY @ H ) — k (1.3.13)
+

TRY®z®t— tr,(tidy ® 2)ag(b, ¢, d)(y ® idg)x)

d

TH' @ HY @ Hy @ HY ) — k (1.3.14)

SR
~ O

+
TRYR 2zt trg(t(idy, ® 2)ag (b, ¢, d)(y ® idg)x)

)
)
:
)

VR VR VR
Q.

; HY @ HY' o HE, © H, — k (1.3.15)
TRYR 2@t try(t(z ®idg)ay' (b, c,d)(idy ® y)z)
d
a b c b f e.d a e
ic f H,' @ HY" ® HZ ; © Hy, — k (1.3.16)

TRYR 2@t trg(t(z ®idg)ay' (b, c,d)(idy ® y)z)
(1.3.17)

d
. . b . e
Pour montrer les relations entre les 6j-symboles [ “ ¢ } et les formes multilinéaires

d e f

g,d

a b c . .

, nous avons besoin du lemme suivant :
de [ ),

+

Lemme 1.3.10. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tout objet scalaire X et pour tout morphisme f : X — X non nul, on a :

_ tralf) o tr(f)
/= dimy(X) dx dim, (X)
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Preuve : Soit X un objet scalaire de €. Pour tout morphisme non nul f: X — X,
il existe un unique scalaire A € k* tel que : f = Aidy. La trace a gauche et la trace a

droite sont k-linéaires, on a donc A = ditrrrf;{))() = ditrrrfg(&).

]

a b c 9. a b ¢\’ d
Voici le lien entre les formes multilinéaires et )
d e f], de [).

Lemme 1.3.11. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tous objets scalaires a,b,c,d,e, f de € :

:3 Z ;:jzdimg(f)<fl 2 ;)i (1.3.18)
G ;:izdimdm(z ; f)j (1.3.19)
:3 Z ;-i:di%(@)(g Z ;)g_ (1.3.20)
:?z 2 ;:i:dimd@)(z Z ]Cc)i (1.3.21)

Preuve : Pour tous morphismes x € H? et y € H>® on pose :

b ‘ '
{ 3 e JCc } (z®y) = Z'Ui ® wj. D’aprés le diagramme commutatif (1.3.2), on a :
+ ,L,]
ag (b, ¢, d)(y ® idg)z = Z(idb ® w;)v;. Ainsi pour tous morphismes x € H®? y € HY®,
1]
ZGH{,ffettEHédona:

( 3 2 ]Cc >g (E@y@z®t) =Y try(t(id, ® 2)(id, @ w;)v;)

4 0
= Z try(zw;)try(t;) dimg (f) ™"
) 4 la b ¢ 7
phad {d ‘ fL(my@Z@t)’

la deuxiéme égalité vient du lemme 1.3.10.
Les égalités (1.3.19), (1.3.20), (1.3.21) se montrent de la méme manieére.

Catégories sphériques

Une catégorie sphérique est une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sou-
veraine vérifiant :
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pour tout objet X de € et pour tout morphisme f: X — X : try(f) = try(f).

Dans une catégorie sphérique la trace (resp. dimension) a droite et & gauche seront notées
tr (resp. dim).

La dimension d’une catégorie sphérique ¢ admettant un nombre fini de classes d’isomorphismes
d’objets scalaires est le scalaire : Y7y, dim(X)?.

Une structure sphérique sur € est une structure souveraine sur ¢ rendant ¢ sphérique.

Proposition 1.3.12. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sphérique;
notons ¢q la structure sphérique. L’application

¢ oyl

est une bijection entre [’ensemble des structures sphériques de € et le groupe Auté(lcg) =
{1 € Auty(ly) | pour tout objet scalaire X, x = tidx}.

Preuve : Soient ¢ et ¢ des structures sphériques, on note try, try, dimg, dim, (resp.
trg, tr9, dimg, dimg) les traces a droite et & gauche et les dimensions a gauche et a droite
définies par la structure sphérique ¢ (resp. ¢p). Soit X un objet scalaire de €, alors :
(651 0)x = Axidx avec Ax € k*, on a donc :

dlmg(X) = exv (idXv & ng)hX
= 19 (g, Px)
= Ax dimp(X),

et

dln’ld<X) = €X((b;(1 X idx\/)hxv
= tr2<¢;(1¢ox)
= Ay dimg(X),

il en résulte : Ay dimy(X) = Ay dimj(X). L’objet X est scalaire donc sa dimension
a droite est inversible, on a donc : A% = 1. On a donc construit une application de
I'ensemble des structures sphériques vers Aut(1y) :

{structures sphériques sur €'} — AutZ(1y)
660

Cette application est injective. Montrons qu’elle est bijective. Soit U & Autg(lzg) C
Autg(1g). D’apreés la proposition 1.1.1 on sait qu’il existe une unique structure souveraine
¢ telle que ¥ = ¢;'¢. La catégorie ¥ étant tensorielle absolument semi-simple, pour
montrer que ¢ est une structure sphérique il suffit de montrer que la trace a droite et a
gauche coincident sur les endomorphismes d’objets scalaires. Ceci revient a montrer que
pour tout objet scalaire X, la dimension a droite de X est égale a la dimension a gauche

de X. On pose dim, et dim, (resp. dimg et dim9) les dimensions & gauche et a droite
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définies par la structure souveraine ¢ (resp. ¢p) et tr9, trg désignent les traces a droite et
a gauche définies par la structure sphérique ¢y :

dim,(X) = exv(idxv ® ¢x)hx
= exv(idxv ® gox ¢y ' xOx)hx
= tr(](?balxd)X)
= trd(% x®x)
= ex(¢ox Ox Py x @ idxv)hxv
eX(CbX ¢0X¢0X ® idxv ) hxv
ex(fox @idxv)hxv
= dimgy(X).

La sixiéme égalité vient du fait que pour tout objet scalaire X, on a la relation suivante :
¢y xOx = Fidy = ¢y dox.
m

Proposition 1.3.13. Soit € une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sphérique
alors Uensemble Autg(ly) = {¥ € Autg(ly) | pour tout objet scalaire X : Uy = Fidx}
est en bijection avec l’ensemble des morphismes de groupe de Iy wvers le groupe a deux
éléments {£1}.

Preuve : Cette proposition se montre de la méme facon que la proposition 1.3.3.
O
Soit € une catégorie sphérique. Alors les formes bilinéaires wy et w, sont égales et
sont notées w. Dans ce cas la pour tous objets scalaires a, b, ¢, d, e, f, on pose :

~_—
I
S
SRS
o o
~ O
\/

Y
Il
S
QL
[ -]
- O
~_—

<

7N
IS
W~
~ O
~__
I
N
QU D
o o
~ O
~__
Q
I
7N
S
o o
~ O
~__

Qu

1.4 Catégories de Picard

Soit € une catégorie monoidale, un objet X de % est dit inversible s’il existe un objet
Yde@ tel que X Y =21 =2Y ® X. Si X est un objet scalaire inversible d’inverse Y’
alors Y est isomorphe & XV. Le groupe des éléments inversibles de € est appelé groupe
de Picard de € .
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Une catégorie de Picard est une catégorie tensorielle absolument semi-simple telle que
tout objet scalaire est inversible.

Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple € I'objet unité I est inversible.

Pour toute catégorie de Picard ¢, 'application |?| : Ay — T'y est un isomorphisme.

Soit G un groupe, on note G — vect la catégorie dont les objets sont des k-espaces
vectoriels de dimension finie G-gradués, les fléches sont des morphismes k-linéaires préser-
vant la graduation. Un objet V' de G — vect est noté (V,)geq, ou Vj est la composante de
V' de degré g. Soient V' et W des objets de G — vect, le produit tensoriel de G' — vect est
défini comme suit :

(VeoW),= @ Vi, @ Wi,

Tout 3-cocycle a € Z3(G,k*) définit une contrainte d’associativité sur G — vect : pour
tous objets X = (X;)geq, Y = (Yy)geq €t Z = (Z;)gec de G — vect on pose :

(X, ® V) ® Z 2202, % o (Y, ® Zy)

(Ul Y UQ) Y U3 — a(ga h7 k)vl ® (UQ ® US)v

la contrainte d’associativité est : a(X,Y,Z) = @ a(Xy, Yn, Zi). Par la suite on notera
g9,h,ke@

k*(G) la catégorie G — vect munie de la contrainte d’associativité définie par le 3-cocycle
a € Z3(G,k*). On note d, l'espace vectoriel G-gradué suivant : (d,), = k si h = g et
(0g)n = 0 sinon. Pour tout g € G, J, est un objet scalaire de G — vect, de plus pour tout
objet scalaire X de G — vect il existe un unique g € G tel que X soit isomorphe a 4.
L’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets scalaires est donc en bijection avec G.
Pour tout g € G, d,-1 est I'inverse de d,. Ainsi pour tout groupe G et pour tout 3-cocycle
a € Z3(G,k*), k(@) est une catégorie de Picard.

Réciproquement, on construit pour toute catégorie de Picard ¢ une équivalence de
catégories monoidales entre € est la catégorie k(G)*, avec o € Z3(G, k*). Puis on montre
que pour deux 3-cocycles «, 5 cohomologues, il y a une équivalence de catégories monoi-
dales entre k(G)® et k(G)”. Ainsi pour un groupe G donné, un élément o € H?(G,k*)
définit une unique catégorie de Picard a équivalence de catégories monoidales pres.

Le théoréeme suivant donne une classification des catégories de Picard.

Théoréme 1.4.1 (section 7.5 [?]). La donnée d’une catégorie de Picard est équivalente
la donnée d’un groupe G muni d’une classe de cohomologie o € H3(G;k*).

Une catégorie de Picard est naturellement munie d’une structure de catégorie sphérique.
En effet, on a :

Proposition 1.4.2. Soit € une catégorie de Picard. 1l existe une unique structure
sphérique sur € telle que pour tout objet scalaire X : dim(X) = 1.
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Preuve : Montrons l'unicité. Soient ¢, et ¢o deux structures sphériques vérifiant
les hypothéses de la proposition 1.4.2. D’aprés la proposition 1.3.13, il existe un unique
morphisme de groupe € de I'y vers {41} tel que pour tout objet scalaire X : (¢; '¢2)x =
€(|X1)idx, et il s’agit de démontrer que € est trivial. Or pour tout objet scalaire X, on a

dimg, (X) = exv(idxv ® ¢ox)hx
= exv(idxv ® ¢1x¢1x dox)hx
= €e(|X|)exv(idxv ® ¢1x)hx
— (1) dimg, (X),

et puisque dimg, (X) = dimg, (X) = 1 il s’ensuit que €(|.X|) = 1, ce qui démontre 'unicité.
Montrons l'existence. Soit X un objet scalaire. Puisque X est inversible, 1’évaluation
ex : X ® XV — I est un isomorphisme. On pose :

ox = (ex ®idxw)(idxy ® 6)_(1v);

on note que ¢x est un isomorphisme de X vers XVV. La catégorie ¢ étant tensorielle
absolument semisimple, ceci définit un isomorphisme naturel ¢ de 1g vers 7VV. Pour X
objet scalaire, posons nx = (¢’ ® idx)hxv et ex = exv(idyv ® ¢x). Alors (X, ex,nx)
est un dual & gauche de X.

Pour X et Y objet ires de € ;
our A et L obJers S%?é?rlgegsreglade%legts

PSfrag replacements hy
th hY
hy Cyex 7 exy
Cyex hY@:X VAR NV/N \ = id(y®X)v.
hyex exy ex
frag replacements e€x replacemgents h
Cy ( ® X)h ’
Y®X, 2 Y®oX
IF¥n résulte : ey
Y @ X)V Y ®X)”
—1 1 —1
Cyex ey ef@X
hyt hyt EXy
1 —1
hy ex hy AN/ /
hxz _ hx
hy hY
ey ®Xx + ey ox hy 7
XV XV
xx |yd
YV h YV hx

Par ailleurs, pour tout objet scalaire X, les espaces vectoriels Homg (XY @ X, 1) et

Homg (I, X ® XV) sont de dimension 1. On a donc ex = Mhy' et nxy = Ney' avec



1.4. CATEGORIES DE PICARD 43

A, A€ k*. 11 en résulte que dimy(X) = A et dimy(X) = X. Or par construction, on a :

PSfrag replacements

PSfrag replacements —

e_l ed Cxv
XPSfragreplacements e ex ed
ex N —1
6 \2 e
A 2 xVv phi :;(X /N :;L(v % =1.
h . X
X exv edi be edi
dx n hy
¢x h

On montre de méme que : N = 1. Il en résulte que ex = hy' et nx = ey'. Par ailleurs ce
calcul montre que si ¢ est une structure souveraine, on a bien dim,(X) = dimy X = 1.
PSfrag replacemygnfis quit de ce qui précede I'ila{ti® Wiagpoents

€x €x
€y ey &y epx
Nyex Ny ex
hyex ex hygx epy
€xz _  ex Y4
€y €y m NZ
XV XV #
YV d YVIXx |yd
Y ® X)V h e P O eta

Ceci montre que les foncteurs dual & droite et dual a gauche coincident comme
foncteurs monoidaux, ce qui revient a dire que ¢ est une structure souveraine; on a
dim,(X) = 1 = dim4(X) pour tout objet scalaire X, d’otut la sphéricité. O
6j-symboles dans les catégories de Picard

Dans cette section % est une catégorie de Picard.
Pour tous objets scalaires a,b,c,d, e, f de €, 'espace vectoriel Homy/(a, (b ® ¢) ® d)
est de dimension inférieure ou égale a 1, ainsi les isomorphismes du lemme 1.3.1 sont :

Homy(a,e ® d) @ Homg(e,b® ¢) — Homg(a, (b® ) ® d),
xRy (y®idy)z,

et

Homg(a,b® ) @ Homg(f, ¢ ® d) =R Homg(a,b® (c®d))
r®y+— (idy ® y)x.

En appliquant ceci au carré commutatif définissant les 6j-symboles (1.3.2), on en déduit
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b . . . . .
que { Z . JC,_, } est I'isomorphisme faisant commuter le diagramme suivant :
+

{ a b ¢ }

e,d b,c d € f + b, f c,d

Hé*® H H @ H
HEo e pb(e00

avec a(b, c,d) lisomorphisme : x +— ag(b,c,d)z. 1l en résulte que { Z z ; } est

a b ¢ } . Les 6j-symboles { Z 2 JC,_. } sont non nuls si et seulement
_l’_

d e f

si les conditions suivantes sont réunies :

I'inverse de {

e a=c®deta=b® f.

e c=bH®ec,

e ¥ c®d.

Pour toute catégorie de Picard, les 6j-symboles { boc et 4 ¢ b e ne
dépendent que des classes d’isomorphismes des objets b,c,d. Si € est une catégorie de
Picard, { Z le) JCC } sera noté {[b], [c], [d]} ou [b] désigne la classe d’isomorphismes de

+
b.
Bases

Pour tout g € Ay, X, désigne un représentant de g. Ainsi si g,h € Ay alors Xy,
est isomorphe & X, ® Xj,. Soit une famille de représentants (X;),ea, de Ag, une base ¢
de (X;)gen, est une famille d’isomorphismes (¢45)g.nen, de Xgn vers X, ® Xj,. Solent
g,h,k € Ay et leurs représentants X, Xj, Xj, par construction {g, h,k} ne dépend que
de la classe d’isomorphismes de X, X}, et Xj. Dorénavant on considére la famille (X,),ec
de représentants de Ay et toutes les bases utilisées seront des bases de (X)) gea, o

Soient g,h,k € Ay. Par construction {g,h,k} est un isomorphisme de H Xgh Xk &

H o Xh Gers H))((g f’”“ ®Hy X X’“, qui ne dépend que de la classe d’isomorphisme de X,, X},
et Xk Ainsi dans la base czﬁ, ona:

{g, bk} : Hyot ™ @ Hyn ™ — Hyom ™ @ Hyh ™ (1.4.1)
d(gh, k) @ ¢(g,h) — (g, h, k)(¢(g, hk) @ d(h, k)),
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avec « une application de Ay X Ay X Ay vers k*. Pour une catégorie de Picard &, le carré
commutatif (1.3.2) s’écrit :

Xgn, X Xg,Xn {g,h,k} Xg, Xk Xp, X
—_—
HXghk ® HX h HXghk ® Hth
(Xg®Xn), Xk X, XnQX}
Xghk A(Xg, X0, X1) Xghk ’

on en déduit I'égalité :
ag (Xg, Xn, Xp)(0(g, h) @ idx, ) (d(gh, k)) = a(g, h, k)(idx, ® ¢(h, k))p(g, hk).

Le 6j-symbole est donc déterminé par la contrainte d’associativité de la catégorie et une
base ¢. Etant donné que la contrainte d’associativité a4 vérifie la relation pentagonal de
Mac Lane, on en déduit que pour tous g, h, k,l € Ay le diagramme suivant commute :

(Xy ® (X ® Xp)) ® X
a(Xg7Xh7‘X'k)y/ \@Xk’xl)
(X ® Xp) ® X)) @ X Xy ® ((Xn @ Xi) ® Xy)

a(Xg®Xn, Xk, X1) idx, ®a(Xpn, Xk, X1)

(X, ® Xp) ® (Xi ® Xé%mxgg ® (Xn ® (X ® X))

On en déduit la relation suivante :

a(h, k, Dalg, hk, alg, h, k) = a(g, h, Kl)a(gh, k,1).

Il en résulte que a est un 3-cocycle de Z3(Ag,k*). Ainsi pour une base donnée ¢, le
6j-symbole est déterminé par un 3-cocycle a € Z3(Ay,k*). Ce 3-cocycle est donné par la
contrainte d’associativité de la catégorie ¥. Montrons que le 6j-symbole est déterminé par
la classe de cohomologie définie par la contrainte d’associativité de &, c’est a dire que le
6j-symbole est indépendant du choix du représentant du 3-cocycle défini par la contrainte
d’associativité.

Soient ¢ une base, a € Z3(A¢,k*) le 3-cocycle définissant le 6j-symbole dans la base
¢ et ¢ € Z3(Ag,k*) un 3-cocycle cohomologue & . On pose :

Xoh Xk Xg,Xn Xg:Xnk Xn, Xk
. —
v HXghk: ® HXgh HXghk ® Hth-

d(gh, k) @ ¢(g, h) = alg, h, k)(d(g, hk) @ ¢(h, k)).

Les 3-cocycles 1 et a sont cohomologues, il existe donc une application v : Ay x Ay — k*
telle que a = ¥d(7y), o1 § est le cobord, i.e : pour tout g, h, k € Ay

5(7)(g, h, k) = v(h, k)y " (gh, k)y(g, hk)y~ (g, h).
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On a donc :

Xgn, Xk Xg,Xn Xg,Xnk Xn, Xk
v HXghk ® HXgh HXghk ® Hth

v(g, h)v(gh, k)d(gh, k) @ (g, h) — alg, h, k)y(h, k)v(g, hk)(S(g, hk) @ ¢(h, k)).

Pour tous g,h € Ag, on pose ¢'(g,h) = v(g,h)é(g,h). La famille d’isomorphismes
(¢'(g,h))gnen, est une base et est notée ¢'. L’isomorphisme W est donc le 6j-symbole
obtenu par changement de base.

Montrons que le changement de base change le 3-cocycle décrivant le 6j-symbole en
un 3-cocycle cohomologue. Soient ¢ et ¢ deux bases. Dans la base ¢ (resp. ¢') le 6j-
symbole est défini par le 3-cocycle 8 € Z3(Ag,k*) (resp. ' € Z3(G,k*)). Pour tous
g,h € Ay, on sait que ¢(g, h) et ¢'(g, h) sont des bases d'un espace vectoriel de dimension
1, ainsi pour tous (g, h) € Ag il existe un scalaire inversible, noté \(g, h) € k*, tel que :
é(g,h) = Ag,h)@'(g,h). 11 en résulte les égalités suivantes :

{9, h, k} (&' (gh, k) @ ¢'(g,h)) = B'(g, h, k) (g, hk) @ ¢'(h, k)
Agh, kK)M(g, h){g, b, k}(p(gh, k) @ ¢(g, b)) = Mg, hk)A(h, k)5 (g, h, k)p(g, hk) @ ¢(h, k)
{97 h7 k}((b(gha k) ® ¢<gv g)) = ﬁ/(97 h’a k)(S()‘)(ga ha k)¢<ga hk) ® ¢(h7 k)?

ot 4 le cobord défini précédemment. Ainsi le changement de base change un 3-cocycle en
un 3-cocycle cohomologue.

Dans une catégorie de Picard %, le 6j-symbole est déterminé par la classe de coho-
mologie définissant la contrainte d’associativité.

Nous donnons une description des 6j-symboles @ boc .
de [/,

d e f
sont des vecteurs de H?, @ Hf, ® H @ Hp? (resp. H, ® Hf, ® Ho @ Hy?), ils sont
donc non nuls si et seulement si les conditions suivantes sont réunies :

Soit € une catégorie de Picard, les 6j-symboles < @ boc > (resp. < ElL le) ; > )
+ +

e e bhRec,
° f%c@d7

ca=e®Rdeta=b® f.

o . a b c
Ainsi les 6j-symboles < de f

objets b, ¢, d. Par la suite, si € est une catégorie de Picard, < b,c¢,d > (resp. < b,¢,d >_)

- ' a b c a b c
désigne le GJ—symbole<d e f >+ (resp. < d e f >)

Voici deux propriétés des 6j-symboles < XY, Z >* qui nous seront utiles dans le
chapitre 3.

> ne dépendent que de la classe d’isomorphismes des
+
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Lemme 1.4.3. Soient € une catégorie de Picard et [o] € H*(Ag,k*) la classe de coho-
mologie définissant la contrainte d’associativité de €. Si dans la base ¢ le 6j-symbole vec-
toriel est déterminé par o € Z3(G,K*) un représentant de [], alors pour tous g, h, k € Ay

< Xga Xh? Xk >+ = O‘(Q? h7 k) d1m<Xk)¢(gh7 k>71 ® ¢(ga h>71 ® ¢(g7 hk) ® ¢(h7 k)a
< Xy, X, Xy >~ = a7 (g, h, k) dim(X)¢(g, hk) ™ @ o(h, k)™ @ d(gh, k) @ d(g, h),

avec X4, Xy, et X, des représentants de g, h et k.

Preuve : Pour tous g,h € Ay, ¢(g,h)"' : X, ® X}, — X5, est une base de Hiﬁggth.
Pour tous g, h,k € Ay, on a :

X, X, X ) .
sz Xon Xhhk +(¢(gh,k)®¢(g,h)®¢ Yg, hk) @ ¢~ (h, k))

=a(g, h, k)tr(¢(gh, k)¢ (gh, k)~ )tr((g, hk)e(g, hk) ™)
=a(g, h, k) dim(X, ® X} ® X},) dim (X, ® Xj)
=a(g, h, k) dim(X,),

car pour tout objet scalaire inversible X, dim(X) = +1. Par unicité des 6j-symboles
vectoriels, on en déduit que :

< ng th Xk >+: a(Q? h7 k) dlm(Xk)¢(gh7 k)il ® ¢(gv h’)il ® ¢(ga hk) ® ¢(h7 k)
On montre de méme que :
< X, Xn, Xj, >7= a7 (g, h, k) dim(X,)p(g, hk) ™" @ (h, k) ™' @ ¢(gh, k) @ ¢(g, h).
]

Lemme 1.4.4. Soit € une catégorie de Picard, alors pour tous objets scalaires X,Y,Z
le 6j-symbole vectoriel < X,Y, 7 >* est indépendant du choiz de la base ¢.

Preuve : Soit ¢° et ¢! des bases de €. On note ag (resp. ;) le 3-cocycle décrivant
le 6j-symbole dans la base ¢° (resp. ¢!). Il existe une application A : Ay x Ay — k*

telle que pour tous g,h € Ay on ait : qb;h = Mg, h) 27,1. Précédemment, on a montré

qu’avec un tel changement de base on a : ag = a;6(\). Ainsi pour tous objets scalaires
Xg, Xp, Xp, on a:

< Xy, Xp, Xy >+
=ao(g, h, k) dim(X;)¢%, . ® @), @65, @ By
=ai1(g, h, k) dim(X)A(h, )X (gh, k) " A(g, k)M (g, h) 160, @ 60,7 @ 60 @ 6
=ai(g, h k) dim(Xp) ol © OL ® Oh e ® G

On montre de méme que < X,Y,Z >~ ne dépend pas du choix de la base ¢. Il
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1.5 Catégories tressées

Soit ¢ une catégorie monoidale. Un tressage sur € est un systéme d’isomorphismes
naturels : {cxy : X ®Y — Y ® X}xyey vérifiant les axiomes suivants :

o cxgyvz = (cxz ®idy)(idx ® ¢y z) pour tous objets X,Y et Z de ¥,
o cxyepz = (ldy ® cx z)(cxy ®idy) pour tous objets X,Y et Z de €.

Une catégorie tressée est une catégorie monoidale munie d’'un tressage.

Soit € une catégorie tressée de tressage c. Un objet transparent X est un objet de €
tel que pour tout objet Y de € : cy xcxy = idxgy-

La sous catégorie pleine de % formée des objets transparents est symétrique. On la
note .

Catégories en rubans

Soit € une catégorie tressée autonome a droite. Un twist de € est une famille
d’isomorphismes naturels {fx : X — X} xce vérifiant les axiomes suivants :

e (0x)Y = 0Oxv pour tout objet X de €,
o cyx(fy ®0x)cxy = Oxgy pour tous objets X et Y.

Une catégorie en rubans est une catégorie tressée, autonome a droite et munie d’un twist.
Toute catégorie en rubans est souveraine.

Catégories prémodulaires

Une catégorie prémodulaire est une catégorie tensorielle absolument semi-simple en
rubans ayant un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires. Toute catégorie
prémodulaire est sphérique.

Afin de définir le glissement d’anses, nous introduisons quelques notations.

Soit € une catégorie prémodulaire, la couleur Z dim(X)X € k[A¢]| de I'algebre de

XeAg
fusion de € est appelée couleur de Kirby de €. Elle est notée 2. La dimension de €

est le scalaire Z dim(X)? et est notée Ag.
XeAg

Lemme 1.5.1. Soit € une catégorie prémodulaire de tressage c telle que Ay € k*. En
posant :

7+ k| Kofrag prplgegpents

Y - Z(Y)(X) 2D

Y
Xl
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on a pour tout objet scalaire X

| Ag udx st X est transparent,
S (Qe)(X) = { 0 inon, (1.5.1)
Preuve : voir [?].
O
La relation (1.5.1) permet d’obtenir I’égalité suivante :
y(Q(g)(X) X Zdy == Cy)((idy X y(Q(ﬁ)(X)))CXA/, (152)

pour tous objets scalaires X et Y. Cette égalité est appelée glissement d’anses.

Une catégorie modulaire est une catégorie prémodulaire telle que . soit bijective.

Graduations sur les catégories prémodulaires

Soient ¢ une catégorie prémodulaire et (G, p) une graduation de ¢. On note %] la
catégorie des objets de ¥ homogéne de degré 1. Il s’agit d’une catégorie prémodulaire et
d’une sous catégorie pleine de .

Pour toute graduation (G, p) de €, la couleur de Kirby Q¢ se décompose de la fagon

suivante
Q=Y >  dim(X)X
9€ls X ¢ Ay
p(X) =g
On pose : Qg, = Z dim(X)X et Ag, = dim(Qg,).
X e A<g
p(X)=g

Lemme 1.5.2. Soit (G,p) une graduation de €. Pour tout g € G, on a : Ay, = Ag,.

Preuve : Soit V' un objet scalaire de ¢ tel que p(V') = g. Pour tout h € G, on a :

VaQe = Y  dmX)VeX
X e Ay
p(X)=h

= > ) dim(X)nz(VeX)Z
X e Acg Zehs
p(X) =h

avec nyz(X ® Y) la dimension de I'espace vectoriel Homg(Z,V @ X). L’espace vectoriel

Homy(Z,V ® X) est non nul si et seulement si Z est un sous objet de V ® X. Ainsi

la somme Z dim(X)nz(V ® X)Z est indexée par les classes d’isomorphismes de sous
ZeNy
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objets scalaires Z de V ® X, on a donc : p(Z) = p(V ® X) = gh. La catégorie €
est souveraine, ainsi les espaces vectoriels Home(Z,V ® X) et Homg (VY ® Z,Y) sont
isomorphes et donc nz(V ® X) = ny (VY ® Z). 1l en résulte que :

VoQy = Y Y dim(X)nx(VV® 2)Z
X € Ay Z € Ny
p(X)=h p(Z)=gh
= > (> dim(X)nx(VVe2)Z
7Z € Ay X € Ay
p(Z)=gh pX)=nh
= ) dm(VV®2)Z
Z € Ny
p(Z) = gh
= dim(V)Qq,, .

Soient g € G et V un objet scalaire de graduation égale a g=', on a: V@Qyg, = dim(V)Qq, .
En appliquant la trace, il en résulte que : dim(V)Aq, = dim(V)Ay,. Etant donné que V
est un objet scalaire, on a : dim(V) € k* et donc Ay, = Ag,.

[

Catégories normalisables

Soit € une catégorie prémodulaire. On pose : QF = Z Ox dim(X)X,
XeAq
Op = > 0 dim(X)X, Ay = > (0x) 'dim(X)? et AL = ) Oy dim(X)>.
X€Ag XeAy XeAy
Une catégorie normalisable est une catégorie prémodulaire telle que A et A~ sont
inversibles.
D’aprés un résultat de Bruguiéres [?], on a les relations suivantes :

Q) (X) = ALOY, 7 (Q)(X) = Ag0y (1.5.3)

pour tout objet scalaire X. Ces égalités sont appelées glissements d’anses locauzr. Les
glissements d’anses locaux (1.5.3) et I’égalité (1.5.1) donnent 1’égalité suivante :

AfA; =Ag Y Oxdim(X)” (1.5.4)

XeAegNTy
Avec ces notations nous pouvons donner une caractérisation des catégories normalisables

Proposition 1.5.3. Soient € une catégorie prémodulaire telle que Ay € k*. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
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(i) € est normalisable
(ii) AL € k*
(iii) Ay € k*
(iv) Pour tout objet scalaire transparent X, 0x = idx.

Preuve : Les implications (i) = (ii) et (i) = (ii) sont directes. Les implications
(17) = (iv) et (i1i) = (1v) résultent du glissement d’anses local (1.5.3). Montrons que
(iv) = (7). Supposons que AXA, = 0 alors on a : Ag Z Ox(dim(X))* = 0, par

XeTgNAg
hypothése Ay € k*, on en déduit que Z Ox(dim(X))* = 0. D’aprés un résultat de
XeTg
Deligne [?], on sait que si k est de caractéristique nulle alors pour tout objet transparent
X, dim(X) € Z — k. De plus si X est un objet scalaire et transparent alors 6y = +idx.
Donc il existe au moins un objet transparent de % tel que x = —idy. Il
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Chapitre 2

Invariants quantiques en dimension 3

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante :

Dans la section 2.1, nous décrivons la représentation des variétés de dimension 3 par
chirurgie le long d’un entrelacs dans S3. Puis nous donnons quelques invariants quantiques
utilisant cette représentation.

Dans la section 2.2, nous décrivons la représentation de variétés de dimension 3 fermées
orientées et connexes par des diagrammes de Heegaard et nous rappelons la construction
de l'invariant de Kuperberg.

Dans la section 2.3, nous rappelons la représentation de variété de dimension 3 par
triangulation. Pour cela nous introduisons la notion d’orientation d'un complexe simpli-
cial, les mouvements bistellaires, ainsi que le théoréme de Pachner. Nous terminons cette
section par la construction de 'invariant de Dijkgraaf-Witten.

Dans la section 2.4, nous donnons les liens connus entre ces invariants.

2.1 Chirurgies dans S° le long d’un entrelacs en rubans

Soient M une variété connexe et orientée de dimension 3 et L un entrelacs en rubans
non orienté dans M. Une chirurgie le long de L dans M est la construction suivante :

Nous enlevons le voisinage tubulaire de L dans M, noté U, qui est constitué de n tores
solides et disjoints notés Uy, ..., U, avec U; un voisinage tubulaire du brin L; de L. Puis
nous remplacons U par n-copies du tores plein D? x S* recollés le long du bord dU de
U par un homéomorphisme de 0U dans le bord ]_[(9(D2 x S1). Cet homéomorphisme

envoie chaque L; sur {0} x S!, avec 0 le centre de D2

Théoréme 2.1.1 (Thm. de Lickorish-Wallace, ([?])). Toute variété de dimension 3 com-
pacte connexe orientée peut étre obtenue par chirurgie le long d’un entrelacs en rubans

dans S3.

En 1978, Kirby a démontré le résultat suivant.

23
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Théoréme 2.1.2 ([?]). Soient L et L' deux entrelacs en rubans, les variétés obtenues par
chirurgie le long de L et L' dans S® sont difféomorphes si et seulement si L est obtenu a

partir de L' par une suite finie d’isotopies d’entrelacs en rubans et/ou de mouvements de
Kirby KI et KI1I.

Le mouvement K[ consiste a ajouter ou enlever un neeud trivial de framing +1 (Fig.

2.1).
OO -+
Figure 2.1: KI

Le mouvement K 11, appelé glissement d’anses, consiste a changer un brin par I’'opération
suivante : soit L un entrelacs en rubans et Ly et Ly deux brins de L. On note L} 'ame

de Ly, on remplace Ly [] Ly par Ly HL2 ol L4 est la somme connexe entre Ly et L,
les autres brins ne sont pas modifiés.

m m
|

) | |

v 1 /’!

\ , /

. ,

\
\
.
SR
N

Figure 2.2: glissement d’anses : K11

Dans [?], Fenn et Rourke montrent qu’on peut remplacer le mouvement K1 par des
mouvements locaux F'R+ et FFR— (Fig. (2.3) et (2.4)) :

D’oul le théoréme suivant, qu’on utilise pour construire des invariants quantiques par
chirurgie :

Théoréme 2.1.3 (|?]). Soient L et L' deuz entrelacs en rubans, les variétés obtenues par
chirurgie le long de L et L' dans S® sont diffé¢omorphes si et seulement si 'entrelacs L
est obtenu a partir de l'entrelacs L' par une suite finie d’isotopies d’entrelacs en rubans
et/ou de mouvements KI, FR+, FR—.

Nous présentons les invariants quantiques utilisant la description par chirurgie des
variétés de dimension 3. Par la suite k désigne un corps commutatif.
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x X
> V2
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A

Figure 2.3: mouvement FR+

[( \
R C
%/Q N

x L

Figure 2.4: mouvement FR-

Invariant de Reshetikhin-Turaev (1991)

Cet invariant est défini pour une catégorie normalisable [?].

Soit M une variété fermée de dimension 3 obtenue par chirurgie le long de L un
entrelacs en rubans dans S3. On oriente L et on colore tous les brins par ¢ la couleur de
Kirby de %. La coloration d’un entrelacs en rubans consiste a considérer I'entrelacs, ot
l’on assigne un objet de € a chaque brin, comme un endomorphisme du ) de la catégorie
des enchevétrements colorés. Pour plus détails, se reporter a ’annexe B. Par la propriété
universelle de la catégorie des enchevétrements colorés, on obtient un scalaire que 1’on
note (L(§2)). En notant D une racine carrée de Ay, linvariant de Reshetikhin-Turaev
est le scalaire :

RT(M) = AZM D=o == [,(Qy)), (2.1.1)

avec (L) la signature de la matrice d’enlacement de L et #L le nombre de brins de L.
Dans [?], 'invariant est défini avec une autre normalisation :

- b (L) Ab_(L)’
A(}_ i A(Cglrf)

(2.1.2)

avec by (L) (resp. b_(L)) le nombre de valeurs propres positives (resp. négatives) de la
matrice d’enlacement de L.

Si € est une catégorie modulaire alors I'invariant de Reshetikhin-Turaev définit une
TQFT. Dans le ca normalisable, on obtient une TQFT transparente |?].
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Invariant de Altschiiler-Coste (1992)

L’invariant de Altschiiler-Coste [?] est construit a partir d’une algébre quasi-Hopf en
rubans (H, R, ¢). Nous rappelons cette notion en annexe A.

Le théoréme de Schum, nous assure qu’il existe un foncteur en rubans de la catégorie
des enchevétrements colorés vers la catégorie des H-modules de type fini. Sur les graphes
élémentaires, ce foncteur est défini de la maniére suivante : soient V., W et X des H-
modules de type fini, on note Vx le H-module dual de V' :

PSfrag replacements

PSfrag replacemen%% ) =idv, PSfrag replacementsp (£y,) = idy~,

PV ) =R il
PSfrag replacements * /\ VW’PSfrag replacements \ s

) )@en =@, F&Zvﬂ)féw):f(w),

PSfrag replacements  avec f € V* et x € VPSfrag replacements

YV V) =3 ¢ @uvS(Be;; A =, Be; ®¢,
) .

BEE. 8bgj')ép(lres g ;) une base de V' (resp. V*).

acements’

Pour un entrelacs en rubans L, F(L) est un invariant scalaire d’entrelacs. L’invariant
d’Altschiiler-Coste est I'invariant d’entrelacs en rubans F' pour la représentation réguliére
du double de Drindfeld tordu Z(G)%, avec G' un groupe fini et a € Z3(G,k*). Clest un
invariant de variétés de dimension 3.

L’invariant de Hennings-Kauffman-Radford (1995)

L’invariant de Hennings-Kauffman-Radford [?] est défini pour une algeébre de Hopf
en rubans. Les notations et définitions de bases sur les algébres de Hopf en rubans sont
données en annexe A.

Soient (H, R,u) une algébre de Hopf en rubans et A\ une intégrale a droite de H.
Soit D une diagramme d’un entrelacs en rubans L. On décore chaque croisement avec
R = Z a; ® b; la R-matrice de H de la fagon suivante :

i

\/\ — Zai><bi et /\< — ZS(ai)Xbi, avec S I'antipode

7 7
de H. Le diagramme obtenu aprés cette opération est appelé diagramme plat de D. On
colore chaque composante du diagramme plat de D en lui assignant un élément de H
en un point du diagramme qui n’est ni un extremum ni un point d’intersection. Cette

coloration suit les régles suivantes : am = mS(a) ., S (a)w = Ua
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a
bi = ab+ ) a>< = ><a , ><a = >< , ol = désigne une équivalence de

diagramme. Pour un diagramme D, on obtient un élément g W ..® vﬁ, avec vf € H

k
I’élément obtenu a partir du brin L; de L. Pour tout 1 < ¢ < n, on note d; le degré

de Whitney du diagramme plat de L;, obtenu en parcourant le diagramme plat suivant
I'orientation de L; en partant du point servant & décorer le brin. Le degré de Whitney est
le degré total du vecteur tangent parcourant la courbe dans le sens donné par 'orientation.

par exemple s d(() =1.4(() =1

Soit M la variété obtenue par chirurgie le long de 'entrelacs en rubans L dans S2, le
scalaire :

Av) _ew kvdi41 k yda+1 k rdn
A(v*l)) 2 zk:tr(le Htr(vf G2 tr(vE G,

L
2

HER(M) = (Av)A(v™1)) = (

avec G un group-like H tel que v = G~ 1u soit dans le centre de H et S(u) = G~ uG, est
I'tnvariant de Hennings-Kauffman-Radford.

Invariant d’Ospel (1999)

A partir d'une groupe abélien G et d’'un 3-cocycle, J. Mattes, M. Polyak et N.
Reshetikhin (cf. [?]) ont construit un invariant d’entrelacs qui s’étend en un invariant
de variétés de dimension 3. L’invariant d’Ospel [?] est une généralisation de 'invariant
de Mattes, Polyak et Reshetikhin pour un groupe non abélien. La donnée algébrique est
un groupe fini G et un 3-cocycle quasi-abélien (w,2). Un cocycle quasi-abélien est une
version non-commutative des cocycles abéliens définis par Eilenberg et Mac Lane [?].

AN
On dira qu'un croisement est positif s’il est isotope a ( / ) et qu’il est négatif s’il
\

7
est isotope a ( ) Soit L un entrelacs en rubans orienté dans S* et D, son diagramme
/

associé. Chaque brin de Dy, est décomposé en composantes disjointes par les croisements
qui coupent le brin. On colore chaque composante par un élément de G' en imposant la
regle (Fig. (2.5)).

ghg™! h g ghg™!

/. X
AN /

h g h g
Figure 2.5: Colorations du diagramme

Les composantes connexes du complémentaires de la projection dans le plan de I’entrelacs
sont colorées de la fagon suivante : on colore la composante connexe extérieure du dia-
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gramme par l'identité du groupe G, puis on colore de la droite vers la gauche par la régle
(Fig. (2.6)).

g 'h 1 h gh J h
Figure 2.6: Colorations des composantes connexes du complémentaire de la projection de

I'entrelacs

En considérant le présentation de Wirtinger (cf. [?]) du groupe fondamental d'un
entrelacs en rubans, on remarque que se donner un coloriage de D par GG revient a se
donner un morphisme de groupe du groupe fondamental de L vers G, noté Hom(m(L), G).

On pose :

B k[G] @ k[G] @ k[G] — k* (2.1.3)
gOh@k— Bghk)=wg@h®k)Qgeh)w  (h@h ghe k),

et a chaque croisement on associe un scalaire suivant les regles (Fig. (2.7).

h g ghg™*
N s o
//%—* Blg@h®k), k// — Bl ghg'®@g®k)
AN
g h g

Figure 2.7: Scalaires associés aux croisements

ghg™!
J
h

Pour une coloration donnée p € Hom(m (L), ), on note < (Dy), > le produit des
scalaires associés aux croisements. L’invariant d’entrelacs d’Ospel est le scalaire suivant :

Z(L) = > < (Dyp), > (2.1.4)

pEHom(m1(L),G)

Pour obtenir un invariant de variétés de dimension 3, on définit des graphes trivalents
colorés :

vérifiant :

On associe a chaque graphe trivalent coloré un scalaire (Fig. (2.8)).

Soit M, la variété de dimension 3 obtenue par chirurgie le long de I'entrelacs L dans S3.
Le groupe fondamental de M peut étre vu comme un quotient du groupe fondamental
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A

bE

A

g h gh
Y Ek—— wg®h®k) | ko ——s wl(g@h®k)

N
gh g h

-

Figure 2.8: Scalaires associés aux graphes trivalents

de I'entrelacs en rubans L. Ainsi & chaque morphisme de groupe du groupe fondamental
de M, vers GG, on associe une coloration de L par G. L’invariant d’Ospel est le scalaire :

Z(My) = > <(Dp), > . (2.1.5)

pEHom(m1(ML),G)

2.2 Scindements de Heegaard

Un corps en anses de genre g est une variété de dimension 3 lisse obtenue par attache-
ment de ¢ copies de D! x D? sur D3, la boule unité de dimension 3. L’attachement se fait

le long d’un plongement de H S% x D?* — S?. A homéomorphisme prés il n’existe qu'un

g
seul corps en anses. A difféeomorphisme prés, le bord d’un corps en anses de genre g est
la somme connexe de g copies de S x S!.

(&

O

Figure 2.9: corps en anse de genre 2

Un scindement de Heegaard d’une variété compacte, connexe orientée et sans bord M
est une paire (H;, Hy) de corps en anses de genre g contenus dans M vérifiant :
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(i) lintersection de H; et de Hy est le bord de Hy,

(ii) M est difféomorphe a la variété obtenue par recollement de Hy et Hs le long de leurs
bords.

Proposition 2.2.1 ([?| p. 127,[?| p. 17, |?] p. 16). Toute variété de dimension 3 sans
bord connexe et orientée admet un scindement de Heegaard.

Soit (Hy, Hs) un scindement de Heegaard de M. Au corps en anses H; (resp. Hy) on
associe un systéme de courbes disjointes u = (uy, ..., uq) (resp. | = (L, ...,1;)). Ces courbes
sont contenues sur le bord des corps en anses et chacune d’entre elles borde un disque
proprement plongé dans le corps en anse correspondant. On impose que 0H;\{uy, ..., uy}
(resp. OH3\{li,...,1,}) soit diffeomorphe a la sphére S? privée de 2g disques D?. Un
diagramme de Heegaard associé au scindement de Heegaard (Hy, Hs), avec 0H, = 0Hy =
S, est une donnée D = (S, u,l) ot u et [ sont des cercles disjoints vérifiant :

e S privée de u est diffeomorphe & S? privée de 2¢g disques,
e S privée de [ est difféeomorphe a S? privée de 2g disques.

Un diagramme de Heegaard orienté est un diagramme de Heegaard (S, u, () tel que u et [
soient munies d’une orientation. En considérant les courbes de H; en position générique,
on peut définir alors un scindement de Heegaard avec seulement la donnée S = 0H; = 0H,
et un systeme de courbe v de Hy. Un diagramme de Heegaard en position générique est un
diagramme de Heegaard (S, u,l) tel que u ou [ sont en positions génériques. On obtient
alors M en recollant des 2-anses le long de u sur S x {1} vue comme une partie du bord
de S x I puis en recollant une copie de D? le long de son bord.

On définit une relation d’équivalence sur les diagrammes de Heegaard orientés. Deux
diagrammes de Heegaard orientés D = (S, u,l) et D' = (S’,4/,1") sont équivalents si et
seulement si on peut passer de I'un & 'autre par un nombre fini de mouvements suivants

(17D -

(I) Homéomorphisme du diagramme : en utilisant un homéomorphisme de la surface S
vers une surface 7', on envoie un diagramme D vers un diagramme sur 7.

(IT) isotopie du diagramme ou mouvement des 2-points : on réalise une isotopie des
cercles [ sur D relativement au cercle u. Sile diagramme de Heegaard est en position
générique, cette isotopie est réduite a une suite de mouvements des 2-points (Fig.
2.10).

PSfrag replacement®pirag replacementsi

Figure 2.10: mouvement des 2-points
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(III) glissement : soient l; et u; solent deux courbes du diagramme de Heegaard D =
(S,u,l). On remplace u; par la somme connexe de u; et [; et la courbe [; est

r rﬁ‘g%é@jﬂ%qm qlite é&%gd@@ﬁﬂ% Bté modifié par isotopie pour n’avoir aucun

point d’intersectiontgvec la somme connéxe de u; et de I; (Fig. 2.11).
l; l;
' O ) u
1]’. ; _> ljf.
Figure 2.11: glissement

(IV) Stabilisation : soit D un disque de S disjoint de u et [. On enléve D et on le
remplace par un tore creux percé muni de deux courbes fermées ugyq et [, (Fig.

2.12).
-

Figure 2.12: stabilisation

(V) renverser l’orientation : les orientations des courbes u et [ sont inversées.

Si 'on considére les mouvements (1), ..., (IV) alors on définit une classe d’équivalence
sur les diagrammes de Heegaard orientés. Ceci donne une description combinatoire des
variétés sans bord et orientées de dimension 3.

L’invariant de Kuperberg [?] utilise cette description des variétés de dimension 3.

Invariant de Kuperberg (1990)

L’invariant de Kuperberg [?| est construit a partir d’une algébre de Hopf involutive
H = (H,m,i,A¢,S), de p une intégrale de H et de e une cointégrale de H.
Soit D = (S, u,l) un diagramme de Heegaard orienté. Pour chaque courbe u; on définit
une application : H®..9H — k:
—_———

nombre de points d’intersections de u; avec [

>\/ﬁu (2.2.1)

Cp

ot (¢, ..., ¢,) sont les croisements entre u; et [. L’orientation de u; et un point de base sur
u; donnent 'ordre d’apparition des points ¢;. Cette application ne dépend pas du choix
de point de base.
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A chaque courbe [, on définit une application : k — H®..®H
———

nombre de points d’intersections de [, avec u

- A~ (2.2.2)

Cq

ot (¢, ..., ¢,) sont les croisements entre [, et u. L’orientation de [ et un point de base sur
I, donnent 'ordre d’apparition des points ¢;. Cette application ne dépend pas du choix
de point de base.

A chaque croisement c; les vecteurs tangents de u; et de {; forment une base de 7T, CjS )
Si cette base a la méme orientation que TS alors on compose les morphismes (2.2.1) et
(2.2.2) de la fagon suivante :

Cc Cr

eﬁjA% ¢ ﬁ\/\i/ﬁu (2.2.3)

sinon on compose les morphismes (2.2.1) et (2.2.2) de la fagon suivante :

Cc Cl.

e*>>§»5'(c])»/\§/*>,u (2.2.4)

Le scalaire obtenu aprés composition sur tous les points d’intersections de u et [ est noté
Z(D). L’invariant de Kuperberg (|?] thm. 5.1) est le scalaire : #3(M) = (dim(H))9S) = 2 (D),
avec g(9S) le genre de la surface S, n, (resp. n;) le nombre de courbes u (resp. [).

2.3 Triangulations

Simplexes

Soient n < m deux entiers. Un ensemble de n + 1 points de R™ en position général
est un ensemble V' = {wy, ..., v, } vérifiant :

e v; € R™ pour tout v; € V,
e l'espace vectoriel engendré par V' est de dimension n.

Un n-simplexe est I'enveloppe convexe d'un ensemble de n+ 1 points en position général.
Soit V' = {wp,...,v,} un ensemble a n + 1-points, on note alors [vg...v,,] le n-simplexe
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associé. Soit W un sous ensemble de V', I'enveloppe convexe 7 de W est une face du
simplexe associé & V| si 7 est une face o alors on écrira : 7 < o. Les 0-simplexes sont les
sommets de V. Par la suite on appellera sommet un 0-simplexe Soit ¢ un n-simplexe et ¢
un sommet de o, on note g; I’envelope convexe de ’ensemble des sommets de ¢ privé du
sommet i. Par la suite on dira qu’il s’agit d’'une (n — 1)-face de o. Soit o un simplexe, on
note d; le simplexe obtenu en 6tant le i-éme sommet du simplexe o.

Orientations

Soit F' un n-simplexe, S(F') 'ensemble de ses sommets. Une numérotation de F est
une bijection de {0, ..,n} sur S(F). Le groupe &,,41 agit a droite sur I’ensemble Num/(F)
des numérotations de F. On appelle orientation de F' toute application :

o: Num(F) — {£1}

invariante sous ’action du groupe alterné 2,1 C Gpny.

Tout simplexe admet exactement deux orientations. L’orientation d’un O-simplexe est
un signe. Pour n > 1, toute numérotation (v, ...,v,) définit une orientation o, qui est
'unique orientation vérifiant o(vo, ...,v,) = +1. On note (vy, ..., v,) le simplexe F' muni
de Dorientation définie par la numérotation (v, ..., vy,).

Soit F' un n-simplexe, avec n > 0. Alors toute orientation de F' définit une orientation
de ses faces. Si o est une orientation de F' et v; un sommet de F', on définit une orientation
oj; de FZ en posant

01i(Vos - - -, Vp—1) = 0(V;, Vo, . . ., Vp1) -

Par exemple, si F' est un 1-simplexe orienté et (vg,v;) une numérotation positive de F,
alors lorientation de {vy} = F,, est —1 et celle de {v;} = F,, est +1.

Pour un 2-simplexe orienté positivement F' = (vg, v1,v2), les faces orientées positive-
ment sont Fy = (v1,v2), Fy = (va, v0), et Fy = (vg,v1) :

V2

Vo U1

Complexes simpliciaux

Un complexe simplicial est une ensemble K de simplexes de RY pour un certain N,
vérifiant :

(1) Soit 0 € K, alorsVT <ocona: 1€ K.

(2) Soient 01,05 € K alors l'intersection de oy et oy est une face de o; et une face de
09.
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Exemple. Soit ¢ un n-simplexe. Le bord de o est le complexe simplicial constitué des
(n — 1)-faces de . On le note Jo.

Si K est un complexe simplicial, on note K? I’ensemble des p-simplexes de K et K?
I’ensemble des p-simplexes orientés.

Triangulations

Soit K un complexe simplicial alors on note |K| = U o C RY Pespace topologique

ceK
réunion de tous les simplexes de K. Une triangulation d’une variété M est la donnée d'un

complexe simplicial K et d’'un homéomorphisme de M sur |K|. Une variété triangulée
est une variété munie d’'une triangulation.

Raccords

Un couple de simplezes raccordables est un couple de simplexes o = [vy, ..., v,] et
7 = [wo, ..., w,] dans RY vérifiant :

e l'ensemble {vy, ..., v, Wy, ..., w, } est en position générique.

Soient ¢ et 7 deux simplexes raccordables, le raccord entre o et T est le simplexe :
[V0, -+, Un, Wo, ..., Wy] €t est noté o.7.

Par exemple, A est constitué de deux simplexes raccordables. Le raccord est le

simplexe suivant:

On peut étendre cette notion aux complexes simpliciaux. Deux complexes simpliciaux
raccordables sont deux complexes simpliciaux K7 et Ky vérifiant :

(i) tous simplexes o € K; et 7 € K, sont raccordables,

(ii) pour tous simplexes o,0" € Kj et 7,7 € K, si p est U'intersection de 0.7 et de o’.7
alors p est soit vide, soit une face de 0.7 et de o’.7".

Soient K et K5 deux complexes simpliciaux raccordables. Le raccord entre K et Ky est
le complexe simplicial : K1 U Ko U{o.7| 0 € Ki,7 € K3} et est noté K * Ks.

Mouvements bistellaires

Soit K un complexe simplicial tel que le complexe simplicial d(c*).0c" %, avec o

(resp. 0™ %) un k-simplexe (resp. n — k-simplexe), soit contenu dans l'intérieur de | K.
Un mouvement bistellaire d’ordre k sur K consiste a remplacer K par le complexe ou
I'on a retiré do* x 0" % de K et que 'on a remplacé par o*.9c"*. Deux complexes
réliés par une suite finie de mouvements bistellaire et d’isomorphismes simplicials sont
dits bistellaires équivalents. En dimension 2, les mouvements bistellaires sont les suivants

(Fig. ).
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o= 4
AN

ordre 0 ordre 1 ordre 2

Figure 2.13: mouvements bistellaires en dimension 2
2.3

Théoréme 2.3.1 (thm. de Pachner, |?]). Deuz variétés linéaires M et M’ par morceaux
sont homéomorphes (linéaire par morceauz) si et seulement si on peut passer d’une trian-
gulation de M a une triangulation de M’ par un nombre fini de mouvements bistellaires
et/ou d’isotopies ambiantes.

Il existe une version a bord du théoréme de Pachner |?|

Théoréme 2.3.2 (Pachner [?],[?]). Deux triangulations d’une variété compacte M coin-
cidant sur le bord de M peuvent étre transformées ['une en [’autre par un nombre fini de
mouvements bistellaires et/ou d’isotopies ambiantes.

Si 'on applique ces résultats au cas de la dimension 3, les théorémes 2.3.1 et 2.3.2
s’appliquent alors pour des variétés lisses. Dans le cas de la dimension 3, le mouvement
bistellaire d’ordre 3 (resp. 2) est le mouvement inverse au movement bistellaire d’ordre 0
(resp. 1). On obtient alors un descriptions combinatoire donnée par deux mouvements.
Ces mouvements sont appelés mouvement de Pachner 1 — 4 (Fig. (2.14)) et mouvement
de Pachner 2 — 3 (Fig. 2.15).

L)~ 4

Figure 2.14: mouvement de Pachner (1-4)

Figure 2.15: mouvement de Pachner (2-3)

Invariant de Dijkgraaf-Witten (1988)

Dans ce paragraphe k est un corps commutatif. On se donne un groupe fini G et un
classe de cohomologie de a € H3(G, k*).
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Soit 7" un complexe simplicial. Une G-coloration de T' (ou simplement une coloration
de T') est une application :
c: T - @ (2.3.1)

o

vérifiant :
(i) pour tout 1-simplexe orienté (z1x9) de T : c(x122) = c(woz1) 71,
(ii) Pour tout 2-simplexe orienté (x;xex3) de T on a : c¢(xixe)c(xors)c(zszy) = 1.

On note Col(T') 'ensemble des colorations de T'. Soient M une variété de dimension 3 de
bord OM et T une triangulation de M, on note Ty, la restriction de T"a OM.

Soient o € Z3(G, k*) un 3-cocycle sur G a valeurs dans k*, ¢ une coloration de T' et A =
(x1297324) un 3-simplexe orienté de 7. On pose alors : a(A, ¢) = a(c(x122), c(zax3), c(T324)).
Cette valeur est invariante sous l’action du groupe alterné. On a a(A, c) = a(A, )7}, ou
A est le simplexe muni de l'orientation opposée.

Théoréme 2.3.3 (Wakui [?]). Soient G un groupe fini, a« € Z3(G,k*) un 3-cocycle, M
une variété orientée compacte de dimension 3 et Ty une triangulation de OM. Soit T une
triangulation de M telle que Ty = Ty. On note ng(T) le nombre de sommets de T. Pour
toute coloration ¢y € Col(T}) on pose :

DW(M)e, =G 7™ 3" ] (A, 0), (2.3.2)

c€Coley(T) AET?

avec Col.,(T) l’ensemble des colorations de T qui sont égales a ¢y sur Ty et chaque 3-
simplexe A est muni de ['orientation induite par celle de M.

Le scalaire DWy (1) ne depend pas du choiz de la triangulation de M qui étend Tp.
Linvariant de Digkgraaf- Witten est le scalaire :

DW(M)= > DW(M).

ceCol(Tp)

Invariant a la Turaev-Viro

Nous détaillerons cet invariant au début du chapitre 3. En 1992, Turaev et Viro ont
construit un invariant quantique de variétés de dimension 3 & bord. Cet invariant est
défini pour une catégorie modulaire (|?], [?]). Puis Barrett et Westbury donnérent une
construction de cet invariant pour une catégorie sphérique, indépendamment Gelfand et
Kazhdan proposérent une construction utilisant aussi une catégorie sphérique. L’invariant
de Turaev-Viro est une somme d’états indexée par les colorations de la triangulation.
L’invariant par les mouvements de Pachner est obtenue grace aux 6j-symboles de la caté-
gorie (I'égalité de Biedeharn-Elliot et la relation d’orthogonalité [?]). La notion de col-
oration utilisée est similaire a celle utilisée pour construire 'invariant de Dijkgraaf-Witten.



- replacements
Catégorie
gebre de Hopf
gébre de Hopf
Groupe
Turaev-Viro
gorie sphérique
7] et [?]
Kuperberg

2.4. COMPARAISON DES INVARIANTS

2.4 Comparaison des invariants

Categorie

AH

khin-Turaev
g-Kaufman-
Radford

chiiler-Coste
rraaf-Witten

Ospel

Triangulation

Chirugie
nt de Heegaard
e modulaire [?]
odularisable |?|
e fini et (, Q)
7 groupe fini et

a € H3(G,k*)
cle quasi-abélien
gorie de Picard

involutive

sbre quasi-Hopf]
% = A-mod
A=2%G)
bans semi-simple
I'Vys) = Rly

1Ir 4 modulaire

en rubans
involutive

TV
sph
app

Ku

AH
inv

Heegaard

pic

conj

vrai

/

RT
modulaire

modularisable

chirurgie

HK

R
AH

ruban

chirurgie

|
semisimple
|

AC
quasi

ruban

chirurgie

groupe

67

DW

of

gcoho

Os
gfab

gcohoabe

chirurgie

(1) Lyubashenko a défini un invariant de variétés de dimension 3 dans un cadre non-
semisimple. Cette construction redonne l'invariant de Reshetikhin-Turaev pour des
catégories modulaires semi-simples.

(2) Les invariants d’Altschiiler-Coste et de Hennings-Kauffman-Radford sont égaux en-
tre eux si on les calcule avec le double de Drindfeld de G, un groupe fini, non tordu
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(c’est a dire le 3-cocycle est trivial). De plus, ils sont égaux a Uinvariant de Ku-
perberg calculé pour 'algébre de groupe G et aux invariants de Dijkgraaf-Witten
et d’Ospel calculés pour le groupe G et le 3-cocycle trivial. Plus précisément, pour
une variété M sans bord, orientée et connexe, ces invariant est égaux aux nombres
de classes d’homotopies d’applications de M vers l'espace classifiant BG. L’égalité
s’étend aussi a U'invariant de Turaev-Viro calculé pour la catégorie de Picard k(G),
définie au chapitre 1.

L’invariant d’Altschiiler-Coste est égal a I'invariant de Dijkgraaf-Witten pour les es-
paces lenticulaires. Altschiiler et Coste conjecturent dans |?] que I'invariant d’Altschiiler-
Coste pour le double de Drindfeld tordu par « € H?(G,k*), avec G un groupe fini,

est égal a 'invariant de Dijkgraaf-Witten pour le groupe G et le 3-cocycle a. Cette
conjecture est la version "groupe" de la conjecture reliant 'invariant de Turaev-Viro

et 'invariant de Reshetikhin-Turaev : RTy ) = TV, avecZ'(€) est le centre (ou

le double de Kassel-Turaev) de la catégorie sphérique €. Miiger a montré que le
centre d’une catégorie sphérique était une catégorie modulaire.



Chapitre 3

L’invariant de Turaev-Viro

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.

La section 3.1 est consacrée a la construction de l'invariant de Turaev-Viro pour une
catégorie sphérique.

Dans la section 3.2, nous construisons, pour toute catégorie sphérique %', un invariant
"homotopique" HTVy des paires (M, x), ou M est une 3-variété a bord et x une classe
d’homotopie d’applications de M vers 'espace classifiant BI'y du graduateur de %

Dans la section 3.4 nous construisons une I'¢-HQFT de dimension 241 par "scindage"
de la TQFT de Turaev-Viro. Ce scindage se construit au moyen de l'invariant homo-
topique HT'V .

La section 3.5 est consacrée a linvariant homologique défini par Yetter [?]. Clest
un invariant des données (M, z), o M est une 3-variété, x une classe d’homologie de
Hy (M, Autg(ly)) associé a une catégorie modulaire. Nous montrons que cet invariant
s’obtient a partir de l'invariant HT'V et donc qu’il s’étend naturellement aux catégories
sphériques.

Dans la section 3.6, nous montrons que pour une catégorie de Picard dont la dimension
de tous les objets scalaires vaut 1, 'invariant de Turaev-Viro est I'invariant de Dijkgraaf-
Witten.

Dans ce chapitre k est un corps commutatif.

3.1 Construction de I'invariant de Turaev-Viro

Soient ¢ une catégorie souveraine et 7" un complexe simplicial. Rappelons que 77
désigne ’ensemble des p-simplexes orientées de T'. Une coloration de T est la donnée
d’une application ¢ : T! — Ay vérifiant :

(i) c(z122) = c(x2x1)Y, pour tout 1-simplexe orienté (x;xq) de T,

(ii) 'objet unité I est un sous objet de ¢(x1x9) ® ¢(x2x3) ® ¢(x371), pour tout 2-simplexe
orienté (zryxexs) de T.

L’ensemble des colorations de 7" est noté Col(T).

69
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Soient f un 2-simplexe orienté, ¢ une coloration de T' et v = (xg, z1, £2) une numéro-
tation compatible a I'orientation. On pose :

Mf(fv C)l/ = HOmcg(I, C($1x2) & C($2$3) &® C(.TJ3SC1)).

Montrons que cette construction est indépendante du choix de v.

Soient f un 2-simplexe et v = (z12973) une numérotation compatible a 'orientation.
Les numeérotations v/ = (xqxzzy) et v = (x3x129) sont compatibles a l'orientation de f.
Pour toute coloration ¢ de f, on définit I’espace vectoriel suivant :

Vo(f,¢) = Vie(f, ) @D Vis(f 0 @D Vis [, ¢

Le groupe alterné 2(3 agit sur l'espace vectoriel Vy(f,¢) de la maniére suivante :
: Sﬁnagtseﬂﬁ&(ﬁmﬂgerﬂ}ﬂ&ﬁmgerﬁplacements
x x (123)M(f,¢)

frakieayivale @J@@J@@J

: SrﬁnagtseﬂHSéEmgerﬂ}HSémgemplacements

x z (231 V(f, c) — Yolf x
vl Lyl ]yl
z‘ x| A Y | 2 Z

On n’oriente pas les arétes dans les calculs graphiques car la catégorie est souveraine et
les calculs ne dépendent pas de 'orientation des arétes.

Soit ¢ une coloration de f. On note alors Vi (f, ¢) I'espace vectoriel Vy(f, c) quotienté
par I'action de 3. Cet espace vectoriel est indépendant du choix de la numérotation com-
patible a l'orientation du 2-simplexe f. De plus les espaces vectoriels Vi (f, ¢),, Vi (f, )
et Vg (f,c),» sont canoniquement isomorphes a Vi (f, c).

On peut aussi voir l'espace vectoriel Vi (f,c) comme la limite induite du systéme
inductif (Vi (f, ¢)u, fu.r), indexé par les numérotations compatibles a I'orientation a f, ot
les isomorphismes f,,» sont donnés par des applications de la forme :

Sy

Par la suite, l'espace vectoriel Vi (f,c),, avec f un 2-simplexe et v = (z12223) un
numérotation, sera noté Vi (z1z273,¢). S’il n'y a pas d’ambiguité sur le choix de la
coloration ¢, alors Vi (z120x3, ¢) sera noté Vi (ziz0x3).
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Lemme 3.1.1. Soient € une catégorie souveraine et (xyxexs) un 2-simplexe orienté.
Pour toute coloration ¢ de (x1x9x3) et pour toute permutation impaire o € Ss, il existe
une forme bilinéaire non dégénérée w, :

We : Vg ((m12223), ¢) @ Ve ((To(1)To(2)To(3)), €) — K

Preuve : Les permutations impaires de &3 sont les transpositions 7, 2., Tay 25 €6 Tag 245
on a: Vi(Tuy s (x12273), ¢) = Ve ((212322), €), Vig(Tay 2g-(T12223), ¢) = Vip((x32221), €) €t
Vig (Tay o - (T1223), €) = Vig((x22123), ¢). Dans une catégorie souveraine, on sait que pour
tout endomorphisme f de I, try(f) = trg(f). On note donc pour tout endomorphisme f
de I, tr(f) la trace de f. On pose :

P {fan Pathechiplilpdmntse,), ) — = k (3.1.1)

PSfrag replacements
x T Y Y
b (O ==y,
Y x |
cette égalité vient du fait que la catégorie € est souveraine donc le dual a droite d’un
morphisme est égal au dual a gauche du morphisme. Comme précédemment, on n’oriente
pas les arétes dans les calculs graphiques car la catégorie est souveraine et les calculs sont
indépendants du choix de la dualité & gauche ou a droite.
La forme bilinéaire w,, , est égale a la forme bilinéaire w ¢(z)zp)0c(zro2)0e(eres) (1.3:4),

d’apreés le lemme 1.3.8 c¢’est une forme bilinéaire non dégénérée.

Pfikda Reprhbhiiletidons) o) — (3.1.2)
PSfrag replacements n
y ®y i 37 ’
Y

Wt pefihe ipiablaeiss) ) —2 (3.1.3)

PSfrag replacements

y ®y ~ x|
Y
Pour tous vecteurs x € Vg ((z12223),¢) et y € Vig((x3z221),¢) on a :
szl,m:; (I ® y) - w7—z2,z3 ('r ® fl (y>>7
wT{L‘l,CL‘Z (:C ® y) = wTIQ,zs ('r ® f2(y>>7

avec f1 'isomorphisme :

f1 2 Vg (w3m021) — Vig(212372)
PSfrag reBhirementdacements

=
x|
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et fy I'isomorphisme :

f2 0 Vg (zoz123) — Vi (210372)
PSfrag reBRirementdacements
L=
Nisipdien)
La forme bilinéaire w, __  est non dégénérée et f; et fo sont des isomorphismes, donc
2,73
Wr,, ., €0 wr, . sont des formes bilinéaires non dégénérées.

]

Soient € une catégorie souveraine, T une triangulation d’une variété M, (z1222374) un
3-simplexe orienté et ¢ une coloration de (x;x2x3x4). On définit deux formes multilinéaires

Lt ((z1227374),0)
%

Ve ((zaz473), ¢) @ Vig((x12314), ¢) ®@ Vg ((2120422), €) @ Vip ((212223), €) k

(3.1.4)

t
PS%T% yrégf)lgé%m;ts

% ymzm

Lt

)
si (z1292374) a la méme orientation que la variété M et

L~ ((x1z22374),C
Vi ((232324), ©) ® Vie(212413), €) @ Vig (w12524), €) © Vig((1232), ¢) T 22220, e

(3.1.5)

t
o %@% (?eplacgnents

% ymtm

sinon. S’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la coloration ¢, la forme multilinéaire
LT ((x1m9m324), ¢) (vesp. L™ ((x129w324), ¢)) seranotée LT (z1xox3wy) (vesp. L (x1x9w324)).

Pour tout o € {4, on pose : 0.L* (212903%4) = LT (25(1)T0(2)To(3)To(4))- La forme mul-
tilinéaire 0. L™ (x1x9x314) n’est pas définie sur le méme espace vectoriel que LT (21, zow324),

z |,
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I'indépendance par rapport & la numérotation consiste & montrer que pour tout o € i,
le diagramme :

LT ((z1722324),C)

Vg ((11297374), €) k (3.1.6)

~

:\L 0—_L+((:c1x2:1)31’4)7c)

Vg (0.(x1192324), C)

commute, avec Vi ((x1290324), ¢) (resp. Vi (o.(x1222314), ¢))’espace vectoriel Vi (zox423)®
Ve (212374) @ Vi (212472) @ Vig(112273) (resp. Vi (To(2)To(0)To(3)) @ Ve (To(1)To(3)To(a)) @
Vi (20(1)To(0)To(2)) @ Vi (To(1)To(2)To(2)))- Sila catégorie € est souveraine, alors le change-
ment de numérotation modifie les formes multilinéaires par un scalaire. Les lemmes suiv-
ants donnent ces scalaires. Par soucis de clarté, o.LE((x1200374),¢) = LE((z1202324)C)
désignera le fait que le diagramme commute et o.L((z1297374),¢) = AL((z1222374)C),
avec A € k*, signifiera le diagramme (3.1.6) commute si 'on remplace o.L((z1292324), C)
par Ao.L((z1292324), C).

Lemme 3.1.2. Soient € une catégorie souveraine, (r1x2x3x4) un 3-simplexe orienté
et ¢ une coloration de (r1x2x3%4). Pour tout o € Uy, on a : o.L1T((r1222374),¢) =
sl(c(xyxy))F LY ((x120m374), €), avec i tel que : o(i) = 1.

Preuve : Les calculs sont donnés en annexe C O

Lemme 3.1.3. Soient € une catégorie souveraine, (x1xow3x4) un 3-simplexe orienté et
¢ une coloration de (x1xewszy). Pour tout o € Uy, on a :

0. L™ ((x1091324), ¢) = sl(c(zy2;)) T L™ ((w1092324), ),
avec i tel que : o(1) = 1.

Preuve : Les calculs sont donnés en annexe C. O
Les formes linéaires (3.1.4) et (3.1.5) sont modifiées par la pente d’objets scalaires.
Ainsi pour avoir I'invariance il suffit d’utiliser une catégorie sphérique.

Corollaire 3.1.4. Soient € une catégorie sphérique, (r1x2x314) un 3-simplexe orienté et ¢
une coloration de (x1x9w314), alors L1 ((x1x9w324),¢) et L™ ((zox11923), ) Sont invariants
par 'action de Ly.

Soient € une catégorie sphérique, (x;z;z;) un 2-simplexe orienté et ¢ une coloration
de (zszjz1), la forme bilinéaire non dégénérée wr c(z,e;)wc(e o) c(ere;) (1-3-4) :
Vi ((zizjay), ¢) @ Vi ((zxx)),¢) — k
f@gmt(f'g),

définit une dualité sur Ve ((x;2;21), ¢). L'adjoint de Lt ((x1222524), ¢) (vesp. L™ ((z1292314), C))

pour la forme bilinéaire non-dégénérée (1.3.4) est noté LT ((21292524), ¢) (resp. L™ ((z12223514), ¢))

L ((w1291324), €) € Vig((ma324), €) @ Vig((x12423), €) @ Vig((112224), €) @ Vig((w1235), ).
L™ ((z1201324), ¢) € Vig((zomazs3), ¢) @ Vig((212324), €) @ Vig((212472), €) @ Vig((x1223), €),
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Par la suite on notera w-, . la forme bilinéaire (1.3.4) et on dira que le 3-simplexe
(x1x9w314) €St OTienté positivement (resp. négativement) lorsqu’il a la méme orienta-
tion que la variété (resp. lorientation opposée). S’il n'y a pas d’ambiguité sur le
choix de la coloration Lt ((z122524), ¢) (vesp. L~ ((x122x324), ¢)) sera noté LT (x129231,)
(resp. L~ (z1722574)). Ces vecteurs ne dépendent pas du choix de la numérotation
préservant l'orientation. Plus précisément, pour tout o € iy il y a un isomorphisme
entre Lt ((z292314),¢) (vesp. L~ ((w120w324),¢)) et LT((z e Ta(D)Ta(1)Ta(1)), C) (TeSp.
E*((mg(l)xg(l)xa(l)ajg(l)), ¢)). Cet isomorphisme est induit par I'isomorphisme faisant com-
muter le diagramme (3.1.6). Par exemple pour la permutation (12)(34), I'isomorphisme

sicements

X
Y Y y stﬂ(xmys) ® vmmm)y@ Vi (xarix3) @ Vi (20241)

FRE e ALEE L 4 &) &)

ty | iz ]
. E+ Z:+ C . t . t . . h, . .
envoie T1T2T3T4), C) SUr xox17473), c). Ceci est vraie pour une catégorie sphérique;
dans le cas souverain les vecteurs différent d’un scalaire donné par la pente.

t\y\

Contractions

Soit (V;);er une famille d’espaces vectoriels de dimension finie, telle que pour tout ¢ € 1
il existe j € I et une forme bilinéaire non dégénérée w; : V; ® V; — k. Soit = un vecteur
Vi®e.eV;®...@V,.etyun vecteur de V, ® ... @ V; @ ... ® V},, contracter x ety le long
de V; consiste a appliquer la forme bilinéaire w; en z ® y.

d®...Qw;®...®id
_—

Vi©.0Vhole.oV,3Ve.0VeV,e..0V, Vi®..0V,

I'isomorphisme est une permutation d’espaces vectoriels. Contracter x et y le long V; par
w; est la méme opération que contracter x et y le long de V;. La contraction de x et y le
long V; est le vecteur obtenu apreés avoir contracter x et y le long V;.

Soit T une triangulation d’une variété de dimension 3 Soit f un 2-simplexe de T
contenu dans l'intersection d'un couple de 3-simplexes de T' (Fig. 3.1).

Figure 3.1:

On numérote les 3-simplexes et on les munit d’une coloration c. Quitte a changer
l'orientation, on peut considérer que le 3-simplexe (0123) est orienté positivement. Il
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en résulte que le 3-simplexe (01237) est orienté soit positivement si i < 0 < 1 < 2 ou
0 <1< 1< 2soit négativement si 0 < 1 <2 <ioul <i<1<2. Siles 3-simplexes
sont orientés positivement on a les vecteurs suivants :

LH((0123), ¢) € Vig((123), ¢) ® Vi ((032), ¢) @ Vig ((013), ¢) ® Ve ((021), ¢)
et

LT((i012), ¢) € Vi ((012), ¢) @ Vi ((i21), ) ® Vig ((i02), ¢) @ Vi ((i10), ¢)

On peut donc contracter les vecteurs LT ((0123), ¢) et LT((i012), ¢) le long de Vi ((012), )
par la forme bilinéaire non dégénérée w,, , (1.3.4). Si les 3-simplexes ont des orientations
opposées alors on a les deux vecteurs suivants :

LH((0123), ¢) € Vig((123), ¢) ® Vi ((032), ¢) @ Vig ((013), ¢) ® Ve ((021), ¢)
et

L™ ((0i12), ¢) € Vig((i21), ¢) @ Vi ((012), ¢) @ Vig((02i), ¢) @ Vig((0i1), ¢)

On peut aussi les contracter le long de Vi((012),¢) par wy, (1.3.4). Ainsi si deux 3-
simplexes ont une face commune, on peut toujours contracter les vecteurs définis par les
3-simplexes le long de 'espace vectoriel défini par la face commune.

Avant de définir I'invariant de Turaev-Viro, nous introduisons quelques notations.

Soient € une catégorie sphérique et ¥ un surface fermée et orientée munie d’une
triangulation Ty. Pour toute coloration ¢y de Ty on pose : Vi (X, T, ¢o) = ® Ve (f, co) et

feT?
Ve (X, Th) = @ Vg (X, Ty, ¢o). Le lemme 3.1.1 nous assure que pour toute coloration
co€Col(Tp)
co € Col(Ty) Tespace vectoriel Vig (X, Tp, co), oit & est la surface ¥ munie de I'orientation
opposée, est isomorphe a 'espace vectoriel Vi (X, Ty, ¢o)*. La dualité étant donnée par les
formes bilinéaires non dégénérées du lemme 3.1.1.

Soient M une variété orientée de dimension 3 de bord ¥ munie d’une triangulation
Ty. Pour toute une triangulation 7" de M telle que sa restriction a X soit T et pour toute
coloration ¢ de T on pose : L(T,c) = ® LA ), avec €(A) = + si A a la méme

AeT3

orientation que M et ¢(A) = — si A a une orientation opposée a celle de M. On sait que
tout 2-simplexe de T contenu dans l'intérieur de M est dans est dans l'intersection d’'un
unique couple de 3-simplexes. Pour toute coloration ¢ de T, on peut contracter E(T, c)
le long des 2-simplexes contenus dans 'intérieur de la variété. Si la variété est fermée on
obtient un scalaire, sinon on obtient un vecteur de V (X, Tp, cpy ), avec cr, la restriction de
la coloration ¢ sur le complexe Ty. Le vecteur ou scalaire obtenu est noté W,.. Soit T" un
complexe simplicial, on note ny(7) le nombre de 0-simplexes de 7. On peut maintenant
définir I'invariant de Turaev-Viro.
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Théoréme 3.1.5 (Invariant de Turaev-Viro). Soient € une catégorie sphérique admettant
un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires et de dimension inversible,
M une variété de dimension 3 compacte et orientée de bord OM muni de la triangulation
Ty. On pose :

TV (M) = A @700 N TT dim(c(e)W. € V(OM, Ty) . (3.1.7)

c€Col(T) ecT?
Le vecteur TV (M) est indépendant du choizx de la triangulation qui étend Ty a M.

Soient T" un complexe simplicial et ¢ une coloration de 7', on note w, le scalaire :

I dim(c(e))

ecT!
On peut définir un invariant de Turaev-Viro pour une coloration du bord donnée.

Soit M une variété orientée de dimension 3 de bord ¥ muni de la triangulation Ty et cg
une coloration de Ty. Pour toute triangulation 7" de M qui étend Tp, on note Col.,(T)
I’ensemble des colorations ¢ de T' vérifiant : la restriction de ¢ a Ty est égale a ¢y. Par la
suite la restriction a T d’une coloration ¢ sera notée c¢z,. On a une partition de Col(T')

: Col(T) = H Cole,(T). On peut alors décomposer TV (M) de la fagon suivante :

co€Col(To)
TV(M)= > AT N . Le vecteur AT N, €
co€Col(Tp) ceColcy (T) ceColcy (T)

V(E, Ty, co) est noté TV (M, cg). Le vecteur TV (M, ¢p) est un invariant de variétés de di-
mension 3 [?].

(To)

Dans linvariant défini par Turaev [?] le scalaire A_"*""" est remplacé par le scalaire

—no(T . ) . . ) . o
D%)no( ), avec D¢ une racine carrée de Ag. L’ 1nvar1ant 3.1.5 et 'invariant défini par

Turaev donnent la méme TQFT. En effet le terme A2’ ) Wintervient pas dans la preuve
de 'invariance car le bord est fixe, il sert lors de la constructlon de la TQFT pour avoir
un foncteur sans anomalie.

3.2 Turaev-Viro homotopique

3.2.1 Groupoide fondamental

Nous rappelons la définition de groupoide fondamental et nous fixons les notations
nécessaires pour la lecture de cette section.

Soit T" un complexe simplicial. Un chemin de T est une suite finie vgv;...vx, telle que
pour tout ¢ v; est un 0-simplexe de T' et deux éléments consécutifs sont les sommets d’un
1-simplexe de T'. En particulier un 0-simplexe est un chemin. Un lacet en v est un chemin
Vg...U, tel que v, = vg = v. On définit des mouvements sur I’ensemble des chemins : soit
..uvw... un chemin de T tel que les O-simplexes u, v, w forment un 2-simplexe de 7' le
chemin ...uvw... peut étre remplacé par le chemin ...uw... et réciproquement (Fig. (3.2)).
Si v et w sont des O-simplexes de T' le chemin ...vwwv... peut étre remplacé par le chemin
...v... et réciproquement (Fig. (3.3)).
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Ces mouvements définissent une relation d’équivalence sur ’ensemble des chemins,
deux chemins sont équivalents si et seulement on peut passer de I'un a l'autre par une
nombre fini de mouvements (Fig. 3.2) et/ou (Fig. 3.3). Par abus de notation nous
noterons vy...v, la classe d’équivalence du chemin v;...v,,.

Soit T un complexe simplicial. Le groupoide fondamental de T est la catégorie dont
le objets sont les O-simplexes de 1" et les morphismes sont les classes d’équivalences de
chemins. La composition de deux chemins (ou lacets) c; et ¢y est la concaténation des
chemins et est notée ¢y 0 ¢; = ¢y¢9. Le groupoide fondamental de T est noté 7 (7). Soit
v un O-simplexe de T', le groupoide de Poincaré de T' en v est la catégorie & un objet :
v et dont les morphismes sont les classes d’équivalences de lacets en v. Le groupoide de
Poincaré de T en v est noté 7 (T, v).

Soient 7" un complexe et |T'| I'espace topologique associé au complexe simplicial 7.
On note m(|7T']) le groupoide fondamental de I’espace topologique |T| et m(|T],v) le
groupoide de Poincaré de |T| en v € |T|. Il y a une équivalence de catégories entre les
groupoides m1(T) et m(|T|) (resp. m (T, v) et w1 (|T],v)).

Un complexe simplicial connexe est un complexe simplicial T' tel que pour tous 0-
simplexes u et v de T il existe un chemin entre u et v.

Lemme 3.2.1. Soit T un complexe simplicial connexe et v un sommet de T, alors la
catégorie m(T) est équivalente a m (T, v).

Preuve : Le foncteur inclusion :
m (T, v) — m (T)

V= v

VVY...Vp U — VVY...Up,
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est pleinement fidéle. Comme T est connexe, il en résulte que pour tout O-simplexe x
de T' il existe un chemin de v vers z, en considérant la classe d’équivalence de ce chemin
on obtient un morphisme inversible dans la catégorie m(7") entre x et v. Il en résulte
que le foncteur inclusion est essentiellement surjectif. Ainsi le foncteur inclusion est une
équivalence de catégories. O]

3.2.2 Description des colorations

Nous donnons une interprétation topologique de I’ensemble des colorations d’un com-
plexe simplicial. Dans cette section % est une catégorie tensorielle absolument semi-simple
et G est un groupe.

Soit T" un complexe simplicial. Une G-coloration ¢ de T est une application :

T — G
e — c(e),
telle que :
e pour tout 1-simplexe orienté¢ e : c(e) = c(e)™!, avec € le 1-simplexe e muni de

I’orientation opposée,
e pour tout 2-simplexe orienté (zyz2x3) de T, c(z122)c(xx3)c(x321) = 1.

L’ensemble des G-colorations de T" est noté Colg(T).
Le groupe de jauge d’un complexe simplicial T est le groupe : % = {§ : T° — G}. Le
groupe de jauge ¥ agit sur Colg(T) :

gT X COlG(T) — COG(T) (3.2.1)

(6,¢) = ¢,
ot ¢® est la coloration suivante : pour tout 1-simplexe orienté (zy) :
¢ (wy) = d(x)c(zy)d~ (y)-

L’espace quotient de C'olg(T) par l'action de % est noté Cola(T)

Y
Soit ¢ une G-coloration. La classe de ¢ dans CO;LT(T) est notée [c].
Pour tout groupe GG, on note G le groupoide & un objet dont ’ensemble des morphismes

est le groupe G.

Proposition 3.2.2. Soient T un complexe simplicial, € une catégorie tensorielle absol-
ument semi-simple et G un groupe. L’application :

Colg(T) — Fun(m(T),G)

c— F,,



3.2. TURAEV-VIRO HOMOTOPIQUE 79

avec F,. le foncteur qui envoie tout 0-simplexe de T wvers ['unique objet de G et tout 1-
simplexe orienté (r1x9) vers c(xixq), induit un isomorphisme :
Colg(T) _ Fun(m(T),G)

Tt o ~ (7], K (G, 1)], (3.2.2)

avec [|T|, K(G,1)] l’ensemble des classes d’homotopies d’applications continues de l’espace
topologique |T'| vers l'espace d’Eilenberg-Mac Lane K(G,1).

Preuve :

Pour toute coloration ¢ € Colg(T), on définit un foncteur F, de m(7T) vers G de la
fagon suivante : pour tout objet x de m(T) F.(x) = *, avec * ['unique objet du groupoide
G, et pour tout l-simplexe orienté (zry) € T' : F.(ry) = c(ry). Un chemin est une
concaténation de 1-simplexe, on peut donc étendre F,. sur un chemin : F.(vg...v,) =
F.(vy_1vp)...F.(vgvy). Pour tout 1-simplexe orienté (uv), on a c(uv) = c(vu)™! et pour
tout 2-simplexe orienté (zyz), on a c(zy)c(yz)c(zz) = 1, ainsi : c(xy)c(yz) = c(zz). 1l
en résulte que F,. est défini sur les classes d’équivalences de chemins, il s’agit donc d'un
foncteur. On a construit 'application suivante :

U Colg(T) — Fun(m(T),G)

c— I,

Montrons que cette application est bijective. L’application est injective car si deux col-
orations ¢ et ¢ définissent le méme foncteur alors elles sont égales sur les 1-simplexes de
T. Soit F' un foncteur de m(T") vers I'y. Pour tout l-simplexe orienté (zy) de 7', on
pose : ¢(xy) = F(zy). Pour tout 2-simplexe (xyz) de T on a : F(zy)F(yz) = F(xz) et
pour tout 1l-simplexe orienté (xy) on a : F(xy)F(yr) = F(xz) = id,. Il en résulte que
ce Colg(T).

Montrons que la bijection ¥ passe au quotient. Soient ¢, ¢’ € Colg(T') des colorations
telles que : ¢ = ¢ avec § € %,. 1l en résulte deux foncteurs F' = ¥(c) et F' = ¥().
Pour tout objet x de m(T'), on pose n, = d(x) : F'(x) — F(z) . Montrons que 7 est
un isomorphisme naturel. Il suffit de le vérifier sur les 1-simplexes orientés. Pour tout
1-simplexe orienté (xy) de T, on a : F'(zxy)n, = 6(z)F(xy) = n,F(zry) Ainsi ¥ passe au
quotient. On a donc la bijection :

Colg(T) _ Fun(m(T),G)

Gy is0 ’

la bijection w = [|T], K(G,1)], vient des propriétés de 'espace de Eilenberg-Mac

Lane K (G, 1) (m(K(G, 1)) = Q). ]

Description des colorations d’une variété et de son bord

Soient GG un groupe et M une variété de dimension 3 de bord ¥ muni d’une triangula-
tion Ty. Pour toute coloration ¢y € C'ol(T}) et pour toute triangulation 7' de M telle que
la restriction de 7" & ¥ soit Tj, on va construire une partition de Col., (7).
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On note Colg ., (T) 'ensemble des G-colorations ¢ de T telles que ¢, = ¢p. Pour tout
foncteur Fy : m(Ty) — G, Fun(m(T), G) g, désigne 'ensemble des foncteurs F' de 7 (7))
vers le groupoide G faisant commuter le diagramme suivant :

avec ¢ est U'inclusion de 7 (7p) dans m1(7"). On note Funm@Sry Pensemble des classes

S
d’isomorphismes sans contrainte sur 1 (7y) de Fun(m(T'), G)g,. Plus précisément, il s’agit
d’isomorphismes de foncteurs de Fun(m (7T),G)r, tel que sur m(7p) les isomorphismes
sont égals a l'identité.

Proposition 3.2.3. Soient € une catégorie tensorielle absolument semi-simple, T un
complexe simplicial et Ty un sous complexe simplicial alors pour toute coloration cy €
Col(Ty), Uapplication :

Colg.eo(T) — Fun(m(T), G)FCO
cr I,

avec F,. le foncteur qui envoie tout 0-simplexe de T' vers l'unique objet du groupoide G et
tout 1-simplexe orienté (x1x3) vers c(x1x2), induit 'isomorphisme :

Colge(T) _ Fun(m(T), G)r,, (3.2.3)

Gy 180

Preuve : Cette proposition ce montre comme la proposition 3.2.2, c¢’est a dire qu’on
montre que 'application ¢ — F est bijective et quelle passe au quotient.
O
Nous allons modifier 'invariant de Turaev-Viro afin d’obtenir un invariant de variété
de dimension 3 et d’'une donnée topologique de la variété.

3.3 Invariant homotopique de Turaev-Viro

Dans cette section, les catégories sphériques admettent toutes un nombre fini de classes
d’isomorphismes d’objets scalaires et sont de dimension inversible.

Notations

Soit € une catégorie sphérique. On a introduit en 1.3.2 la graduation universelle
(T, |?]) et le graduateur I'y d’une catégorie. Rappelons que pour catégorie sphérique
admettant un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires, le graduateur
est un groupe fini. En reprenant 'interprétation des colorations d’un complexe simplicial
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faite pour un groupe G quelconque, on définit pour tout complexe simplicial T : Colr (T)
I’ensemble des I'y-colorations. Par définition des colorations, on en déduit que pour tout
complexe simplicial 7' : Colr, (1) = {|c||c € Col(T")}. D’aprés la proposition (3.2.2), on
a l'isomorphisme suivant :

COlr(g (T)

g, = [m(IT1), KT, 1)].

Pour un groupe fini G, l'espace d’Eilenberg-Mac Lane K (G, 1) est l'espace classifiant
BG. Par la suite, on parlera d’espace classifiant plutot que d’espace d’Eilenberg-Mac
Lane. On note BT'y l'espace classifiant de I'y. Par la suite on identifiera [|T|, BT'y] a
%‘;{(T) et z. € [|T|, Bl'y| désignera la classe d’homotopie issue de la classe d’équivalence
de la coloration |c| € Colr, (T'). Pour tout z € [|T|, Bl'¢], on note Col,(T) 'ensemble
des colorations ¢ de T telles que la classe d’équivalence de |c| soit égale a x. Pour toute
triangulation 7" de M, on a : Col(T) = H Col,(T).

2€[M, BT

Nous introduisons également les notations suivantes. Soient M une variété de bord
¥ muni d’une triangulation 7y. Pour toute classe d’homotopie zy € [, BI'¢], 'ensemble
des classes d’homotopies d’applications de M vers l'espace classifiant BI'y telles que la
classe d’homotopie de la restriction & ¥ soit égale & g est noté [M, Bl'¢ s 4,. Ainsi pour
toute coloration ¢y de T et pour toute triangulation 7" de M telle que la restriction a X
soit Tj, on a la surjection suivante : Fun(mgi’r%))% — [M, BT'¢]

Pour toute coloration ¢ de Ty et pour toute classe d’homotopie y € [M, Bch]gyxco, on
note Col, ,(T") 'ensemble des colorations ¢ de T telles que :

ICO .

° CTO = Cp,

e [|c|] est égale & y, par %’;Om — [M, BT¢]s 4,, -

Construction de l'invariant homotopique

Soient ¢ une catégorie sphérique, M une variété de dimension 3 de bord » muni de
la triangulation Ty et ¢y est une coloration de Ty. On peut décomposer TV (M, ¢p) de la
facon suivante :

TV(M, CO) _ A(;no(T)—no(To) Z w W,
ceColcy (T)

_ A(;no(T)—no(To) Z Z wWe,

IE[MvBF%’](Z,zCO) CECOZCO,I(T)

on pose : HTV (M, x,cy) = A%nO(T)_no(TO) Z w.W,. Nous allons montrer que pour
c€Coley o
toute coloration ¢y € Col(Ty), HTV (M, x,co) est un invariant pour le couple (M, x).
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. COlF s (T) . .
Pour ce faire nous montrons d’abord que I'espace % est invariant par les mou-

vements de Pachner.
Soit T" un complexe simplicial et T un sous complexe simplicial de T, on note T}
le complexe simplicial 7" modifié de la facon suivante on remplace un 3-simplexe non

contenu dans Tj : par le complexe simplicial @ obtenu par le mouvement

de Pachner (1-4) (Fig. 2.14) (1 est le complexe obtenu a partir de 7" par le mouvement
bistellaire d’ordre 0). On note T, le complexe simplicial 7" modifié de la fagon suivante

: on remplace le complexe simplicial non contenu dans 7y : @ par le complexe

@ obtenu par le mouvement de Pachner (2-3) (Fig. 2.15) (75 est le complexe obtenu
a partir du complexe T par le mouvement bistellaire d’ordre 1).

Lemme 3.3.1. Soient T un complexe simplicial, Ty un sous complexe simplicial de T et
co une coloration de Ty, les applications suivantes :

OOlF%CO (Tl) _ OOZF%»,CO (T)

o 4 (3.3.1)
[e] = er],
COZF%CO (Tg) COZF%),CO (T)
I, — 4 (3.3.2)
[e] = [ex].

sont bijectives.
Preuve : Montrons (3.3.1). On pose :
o1 : Coly,, oo Th — Colr, o, T
¢ cr.
L’application ¢, est surjective. Soient les colorations ¢, ¢’ € Colr., .,(11) telles que ¢4 (c) =
¢1(c'), on note i le O-simplexe situé a l'intérieur de @ et les autres 0-simplexes

s X I six#1
sont numérotés de 1 4 4. On pose § : T° — Ty telle que §(x) = { ¢(1)Te(14) szi :

On a alors pour tout 1-simplexe (ki) avec k € {2,3,4} :

A (ki) = c(ki)d™ (1)
c(k1)e(1d)d 1 (4)
c(k1)e(1i)e(1i) e (14)
= (k1) (14)
¢! (ki),
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de plus on a : ®(17) = ¢(1i)d(i) "t = /(1i). Il en résulte que ¢; passe au quotient et que
I’application ainsi obtenue est bijective.
Montrons (3.3.2). On pose :

O : COZF%CO (TZ) - COZF%CO (T)

Cc > Cp.

Soient ¢, ¢’ € Colr,,(T3) deux colorations telles que ¢(c) = ¢(c’) alors les colorations c et
¢ sont égales sur T, il reste & montrer ’égalité sur le 1-simplexe qui est dans 'intérieur

de @ . On se d%?a]gﬁ &Bﬂé@?ﬁ%ﬁ%ﬂ suivante :

N N G () — (i), Lianolicati
Og a donc ¢(i)) Pcs(%r@c(rkj) - %‘n(éﬁgsc(k]) = C (zg) application ¢y est donc injective
Soient ¢ une color érotation suivante :

. / _ C(e) Si € 7é (7’]) : ) : ) : .
On pose : d(e) = { c(ik)e(kj) sinon , il s’agit d’une coloration de T, en effet :

c(il)c (1) = cl(il)e(ly)
= c(ik)c(kl)c(ly)
= c/(ij)
et de méme : ¢ (im)cd(mj) = (ij). Ainsi on a une bijection entre Colr, ., (T) et

Colr, «,(T3). En passant au quotient on a donc la bijection (3.3.2).
[
Les bijections du lemme 3.3.1 assurent que les classes d’homotopies définies par ¢ et
¢1(c) (resp. ¢a(c)), avec ¢ € Col,.,(T), sont les mémes. En effet pour tout complexe T,
on a l'égalité m (1) = m(Ts) et pour toute coloration ¢q € Col(Ty)le diagramme suivant
commute :

COZRg,co (TQ) COlFﬁ, ,C0 (T)
gT2 gT

~.,

F’u‘n(ﬂ-l (T) 7F<5‘)Fc0

180
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avec F,, € Fun(m(1y),'¢) le foncteur obtenu a partir de ¢y. Ansi si 7" est la triangulation
d’une variété M et T} est la triangulation du bord > de M, alors pour toute coloration
c € Cole, (T), avec x € [M, Bl'¢]s. 4,, I'unique coloration ¢ € Col.,(13), telle que ¢, =
¢, appartient a l'ensemble Col,, .(T2). De méme, pour tout z € [M, Bl'y|s ., et pour
toute coloration ¢ € Col,, ,(T) alors I'unique coloration ¢ € Col,,(11), telle que ¢ = ¢,
appartient a I’ensemble des colorations Col, ,(17).

Théoréme 3.3.2. Soit M une variété de dimension 3 de bord X muni d’une triangu-
lation Ty. Pour toute coloration ¢y € Col(Ty) et pour toute classe d’homotopie x €
(M, BU'%|s 4, , avec la classe d’homotopie x., € ¥, Bl'y] obtenue a partir de co, le vecteur

HTV(M, Co, LU) = A%O(T)_TLO(TO) Z chc S V(27 T07 CO)

c€Coley,o(T)
est un invariant du couple (M, x).

Preuve : Montrons que HTV (M, ¢, x) est invariant par le mouvement de Pachner
(1 —4) (Fig. 2.14). Comme précédemment, on note 73 le complexe simplicial T ot un

3-simplexe @ non contenu dans T est remplacé par le complexe simplicial @ Pour

montrer l'invariance par le mouvement de Pachner (1 — 4) il suffit de montrer que pour
toute coloration ¢ € Col,, .(T') on a l'égalité :

w W, = AC}I Z We W .
d e Colg, (Th)
cn=c
Par construction de l'invariant de Turaev-Viro, on sait que pour toute coloration ¢ €
Colg, »(T), onal’égalitée : w.W, = A%)l Z weWe. D’aprés la bijection (3.3.1)
d e Col, (1)
ch=c
on sait que si ¢ € Col,,(T1) et ¢, = c alors ¢ € Col,, (T1). On a donc I'invariance par le

mouvement de Pachner (1-4).
Montrons l'invariance par le mouvement de Pachner 2 — 3. On note 75 le complexe

simplicial 7" oul le complexe @ est remplacé par le complexe @ Pour montrer

I'invariance par le mouvement de Pachner (2 — 3), il suffit de montrer que pour toute

coloration ¢ € Col,, .(T) on a I'égalité suivante : w.W, = Z we W, . Soit
d € Coly, (T3)
cn=c
c € Col,, .(T), par construction de l'invariant de Turaev-Viro on a :
wCWC = Z W WC/ >

e Col,(T3)

Ve
cp=¢
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la bijection (3.3.2), nous assure que si ¢ € Col,, ,(T) alors pour toute coloration ¢ €
Col.,(T3) telle que ¢, =c,on a: ¢ € Colg, .(T3).
[

3.4 Scindage de la TQFT de Turaev-Viro

Nous allons construire un scindage de la TQFT de Turaev-Viro. Pour cela nous allons
utiliser I'invariant construit en 3.3.2. Dans cette section % est une catégorie sphérique.

3.4.1 Construction de la TQFT de Turaev-Viro

Nous rappelons la construction de la TQFT de Turaev-Viro.

La catégorie des cobordismes

Soient Y et ¥’ des surfaces orientées fermées, un cobordisme de ¥ vers Y/ est une
variété de dimension 3 dont le bord est : I'union disjointe ¥ [[ X’ des surfaces X, X' avec
3 la surface ¥ munie de I'orientation opposée. Soient M et M’ deux cobordismes de 3
vers ¥/, M et M’ sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre M et M’ préservant
I'orientation et tel que sa restriction au bord soit I'identité. La catégorie des cobordismes
est notée Coby 9. L’union disjointe et la variété () font de C'oby, 5 une catégorie monoidale
stricte.

La catégorie des cobordismes est la catégorie dont les objets sont des surfaces fermées
et orientées et dont les morphismes sont les classes d’isomorphismes de cobordismes.

TQFTs

Une TQFT est un foncteur monoidal de la catégorie des cobordismes vers la catégorie
des k-espaces vectoriels de dimension finie.

La catégorie des cobordismes triangulés

La catégorie des cobordismes triangulés C'ob,.142) est la catégorie dont les objets sont
les couples (X,7) o ¥ est une surface fermée orientée et 7' une triangulation de X.
Un morphisme de (X,77) vers (X', 7") est une classe d’isomorphismes préservant le bord
d’une variété M de dimension 3 dont le bord est X [ ¥’ muni de la triangulation 7°U T”
. L’identité de (X,T) est la classe d’équivalence du cobordisme ¥ x I avec les surfaces
¥ x {0} et ¥ x {1} munies de la triangulation 7. L’union disjointe et la variété () font de
Cob(ir,142) une catégorie monoidale stricte. La catégorie des cobordismes triangulés est
équivalente (au sens monoidale) a la catégorie des cobordismes, I’équivalence de catégories
monoidales est donnée par le foncteur oubli :

U : Cobr,142) — Cobyyo
(3,T) — X,
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qui est un foncteur monoidal pleinement fidéle et essentiellement surjectif.

TQFT de Turaev-Viro

Soit ¥ (resp. X') une surface orientée munie d'une triangulation 7" (resp. 7") et M
un cobordisme de ¥ vers ¥/, pour toutes colorations ¢ € Col(T) et ¢ € Col(T"), on a le
vecteur suivant : TV (M), € V(E,T,¢)* @V (X', T', ). Les espaces vectoriels V (X, T, ¢)
et V(X',T',¢) sont de dimension finie, on en déduit une application linéaire

W(M)ch V(S T, c) = V(X T,),

ainsi la matrice (T V(M )676/) définit une application linéaire
ce€Col(T),c'eCol(T")

(M]: V(S,T) - V(Z,T).

On a la relation suivante : soient X, >’ et X" des surfaces munies des triangulations T,
T’ et T" alors pour tous cobordismes M : (3,T) — (X', T") et M': (X', T") — (X", 1") :
(M’ Usy M| = [M'] o [M]. 1l en résulte que 'application [¥ x I]: V(X,T) — V(X,T) est
un projecteur. Il est noté py . On pose ¥ (X,T) = im(psr), c’est un espace vectoriel
de dimension finie. Pour tout cobordisme M : ¥ — X' on pose ¥ (M) = [M]in(py ) la
restriction de [M] & im(psr). Le foncteur ¥ est un foncteur monoidal de la catégorie
des cobordismes triangulés vers la catégorie de k-espaces vectoriels de dimension finie.
L’équivalence de catégorie monoidale entre la catégorie des cobordismes triangulés et la
catégorie des cobordismes donne la TQFT de Turaev-Viro :

Cobir,14+2) . vecty

gi A’TTV

Coby 9 ’

ou vecty est la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie.

On peut aussi définir 7' (X) comme étant l'espace vectoriel ¥/ (X, T'), en remarquant
que ¥ (X, T) est indépendant du choix de la triangulation 7. En effet pour toutes trian-
gulations T, 7" de X, la classe d’équivalence du cobordisme ¥ x I avec la surface X x {0}
munie de la triangulation T et la surface 3 x {1} munie de la triangulation 7", est un
isomorphisme de (X, 7T) vers (X,7”). On note ce cobordisme (X X I)p 7. L'inverse est le
cobordisme (X x I) p. Ainsi 'application linéaire ¥ (X x I)rq) : V(£,T) — ¥(3,T")
est un isomorphisme. Par abus de notation, nous noterons ¥ la TQFT de Turaev-Viro.

3.4.2 Scindage de la TQFT de Turaev-Viro

Par la suite pour tous « € [X, BI'y| et 2’ € [¥', BI'y], on notera [M, B'y|x ). 2
I'ensemble des classes d’homotopies de [M, Bl'¢] telles que la classe d’homotopie de la
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restriction & ¥ (resp. X') soit « (resp. z’). Par abus de notation nous noterons z un
représentant de la classe d’homotopie z.

Pour toute surface ¥ munie d’une triangulation 7', on peut décomposer 'espace vec-
toriel V(X,T') de la fagon suivante :

Ve = @ P vETo= @ VET),

2€[X,BT'¢] ceCol (T) z€[X,BTy]

ou V (3, T, x) est 'espace vectoriel @ V(E,T,c).
c€Col,(T)

Soient M un morphisme de (3,7) vers (¥',7"), ¢ une coloration de T" et ¢ une col-
oration de T’. Pour toute classe d’homotopie y € [M, BFf](z,xc),(E',xc,) on sait que :
HTV (M, c,c,y) est un vecteur de V (3, T, c)* @ V(X' T', ). Ces espaces vectoriels sont
de dimension finie. On en déduit alors 'application linéaire suivante :

HTV (M, y,c,d):V(E,T,c) —» V(X T ). (3.4.1)

Soient x € [, Bl'y|, ' € [¥', BI'¢]. Pour tout y € [M, BI'¢|x 12),s 1727, 1a matrice
(HTV(M, c, c’,y))CGCOZZ(T)ﬁ,eCOlz/(T,) définit une application linéaire de V (X, 7T, x) vers
V(X,T",2"), cette application linéaire est notée : HT'V (M, y) .-

Compositions

Soient M un morphisme de (X,7") vers (¥',7"), M’ un morphisme de (¥',7") vers
(X7, T"), x € [E,Bl'¢] et 2" € [¥" Bl'¢]. Ainsi pour tout z € [M, BI'¢|x .z, 07 €t
pour toutes colorations ¢ € Col,(T), " € Col,(T") , on a :

HTV(M' Us M, z,¢c,c") = Z contr(HTV (M, zyr,¢,¢) @ HTV (M, 2y, ¢, ")),

' €Coll,(T")

avec z)y (resp. zy) la classe d’homotopie de la restriction de z sur M (resp. M’) et contr
la contraction des vecteurs HT'V (M, zyr, ¢, ) et HT'V (N, zn, ', ") le long de V/(X/, 1", ')
par la forme bilinéaire (1.3.4). Soient x € [3, Bl'y|, 2’ € [, BI'¢], 2" € [¥", Bl'y|, pour
tous y € [M, Bl'¢|xa), 2, ¥ € [M, BUg) s 2 (57,27, ¢ € Coly(T) et " € Colyn(T"),
on a :

> HTV(M'.y)ew o HTV(M,y)ew = HTV(M' Uy M,y Uy')eer,

ceCol,

z/,c,c!!

avec y Uy qui est égale a y sur M et y sur M’.

Ceci définit la composition des cobordismes munis d’une classe d’homotopie. Nous
allons montrer que le morphisme (X x I)pr : (X,7) — (X,7) définit un projecteur de
V(E, T(), I) .
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Projecteurs

Soit > une surface, l'inclusion ¥ < 3 x I est un retract par déformation, ainsi il
existe une unique classe d’homotopie y € [¥ x I, BT'¢] telle que la classe d’homotopie de
la restriction & ¥ x {0} soit z, il s’agit de la classe d’homotopie de 'application :

X xI— Br(g
(z,t) — z(2).

On note cette classe d’homotopie 1,. Supposons qu’il existe une classe d’homotopie y €
[M, BT'¢|(2.2),(5,) alors il existe une application y : ¥ x I — X telle que ysxoy soit
homotope & = et ysy 1) soit homotope a 2’, il en résulte que x = 2. Ainsi I'application
linéaire HTV (X x I,y), . est définie si et seulement si x = 2’ et si elle est définie alors 1,
est 'une unique classe d’homotopie de [3 X I](x4),n,0). L’application linéaire HTV (X x
I,1,),. est notée py 1,. Par définition de la composition py 7, est un projecteur.

Lemme 3.4.1. Pour toute surface ¥ munie d’une triangulation T, on a :

bsr = @ DT

2€[%,Bly)

Preuve : Pour toute variété M de dimension 3 de bord Y muni d’une triangulation 7'

et pour toute coloration ¢ € Col(T'),ona: TV(M). = Z HTV(M,x,c). Ainsisi
2€[M,Bl]s .,
M =¥ x I, on en déduit que : TV (E X )0 = Z HTV(E x I,y,¢,c).

YE[EXLBU%](5,00),(52 )
Or on a montré précédemment que si z. # x» alors [ x [ ](E,xc),(E,xC/) est vide et si
Te = T alors (X X I|se.),(52,) = la.. Ainsisi ¢, € Col,(T) alors TV (X X I =
HTV(ExI,1,,,¢c,d)etsic e Col,(T) et ¢ € Coly(T) avec x # x’ alors TV (X x 1), = 0.
On a donc pyr = @ DST 0
z€[2,Bl¢]
]

Pour toute surface ¥ munie d’une triangulation 7', on pose : ¥ (X,T,z) = im(ps.r.).
Soit M un morphisme (X,7) — (X',7"), pour tous x € [X, BTy, @’ € [¥/, Bly]| et
y € [M, BU'¢](s.2),(327), on note ¥ (M, y), . la restriction de HT'V (M, y), . aux espaces
vectoriels ¥ (X, T, x) et ¥(X',T",2"). La composition expliquée précédemment, nous as-
sure que ¥ (M, y), ,» est une application linéaire de ¥/ (3, T, x) vers ¥ (X', 1", 2").

Montrons que ¥ (X,7T,x) ne dépend pas du choix de la triangulation. Pour toute
surface fermée ¥ et pour toutes triangulations 7, 7" de 3, I'application linéaire ¥ ((2 x
I1)es 2 V(E,T,2) — V(2,7 x) est un isomorphisme. Ainsi l'espace ¥ (X,T,z) ne
dépend pas du choix de la triangulation 7', on le note ¥ (X, z). On remarquera que si
T =T alors V(X x I,1;),, = idy(z a0
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Théoréme 3.4.2. Soit € une catégorie sphérique. Pour toute surface fermée et orientée
X, V la TQFT de Turaev-Viro s’écrit :

L) = @ 7). (3.4.2)

2€[%,Bly)

Pour tout morphisme M : Yy — Xi et pour tous xo € [X1,Bly|, 1 € [Xa, Bl'y],
YV (M)yyzy désigne la restriction de Uapplication ¥ (M) :

V(M)

(%) ()

B

;xo,)//ﬁ(M)xoy;V(z,xlf

on a alors le scindage suivant :

ni/(M)ro,l“l = @ V(M, y)ro,mw (3.4.3)

YE[M,BT%](5q,20).(21 21)

Preuve : Le scindage (3.4.2) est une conséquence du lemme 3.4.1.

Montrons le scindage (3.4.3). Soit le morphisme M : (2¢,7y) — (X1,731). Par con-
struction ¥ (M) est la restriction de l'application linéaire [M] a I'image du projecteur
Pso.1 €t application linéaire [M] est la matrice TV (M), . Or pour toutes colorations

co € Col(Ty) et ¢ € Col(Ty), on a: TV (M)ee, = > HTV (M, Y)ey.cr-
ye[M’BF‘fv”](Eoch%(Elazcl)
Pour tous xy € [Xo,Bly| et x; € [X1, Bl'y|, la restriction [M] : Vig(3o, Ty, z9) —
Vg (31, T1, 1) est égale a @ HTV(M,y)s, 2. Sachant que le projecteur
y€IM,BT%](5g,20),(21,21)
est scindé de la maniére suivante : py 7 = @ Dy To,zs ON en déduit (3.4.3).
z€[2,BT¢]

3.4.3 Construction de la HQFT de Turaev-Viro

Nous allons montrer que toute catégorie sphérique %, la TQFT de Turaev-Viro est
obtenue a partir d’'une HQFT de dimension 2-+1 ayant pour but I'espace classifiant BI'y.

B-variétés

Soit B une variété de dimension d, une B-variété de dimension d est une donnée (X, g)
ou X une variété fermée et orientée et g : X — B est une application continue appelée
application caractéristique.

Un B-cobordisme de (X, g) vers (Y, h) est une donnée (W, F') oi W est un cobordisme
de X vers Y et I est une classe d’homotopie relative d'une application de W vers B telle
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que sa restriction & X (resp. Y) est égale & g (resp. h). Par la suite on fera 'abus de
notation suivant : la classe d’homotopie (relative) d’une application F' sera notée F'.
On remarque que si B est juste un point {*} alors on retrouve la notion de cobordisme.
On définit une opération de recollement sur les B-cobordismes qui est un analogue
au recollement de cobordismes. Soient (W, F') : (M, g) — (N,h) et (W', F'): (N, W) —
(P, k) deux B-cobordismes et ¥ : N — N’ un diffécomorphisme tel que : A'¥ = h. La
composition des B-cobordismes est le B-cobordisme suivant :

W W' FF'): (M, g) — (P.k),

Avec W Uy W' la variété obtenue en identifiant les bords de W et de W’ par ¥ et F.F’
est la classe d’homotopie relative de ’application suivante :

/ F(x) reW
F.F(z) = { F'(x) xeW

Etant donné que h'Psi = h, 'application F.F’ est bien définie. Si (N,h) = (N',})
et W = idy, alors on note : (W', F') o (W, F) = (W'|UW, F.F') la composition des
cobordismes.

L’identité de (X, g) est le B-cobordisme (X x I,1,).

L’union disjointe de B-cobordismes est définie de la méme fagon que 'union disjointe
de cobordismes.

La catégorie des B-cobordismes de dimension d—+ 1 est la catégorie dont les objets sont
les B-variétés de dimension d et les morphismes sont les classes d’isomorphismes de B-
cobordisme. La catégorie des B-cobordismes de dimension d+ 1 est notée Hcob(B,d+1).
L’union disjointe et la variété () font de Hcob(B,d + 1) une catégorie monoidale stricte.

HQFTs

Une HQFT de dimension d+ 1 et de base B est un foncteur monoidal de la catégorie
Hcob(B,d + 1) vers la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie.

Avant de donner la HQF'T de Turaev-Viro, nous allons donner un résultat technique sur
les HQFTs. La proposition suivante montre que si I’on a une HQFT alors I'espace associe
au B-cobordisme ne dépend que de la classe d’homotopie de la fonction caractéristique.

Proposition 3.4.3. Soit F' une HQFT de dimension d + 1 de base B et (X,g) une B-
variété alors pour toute application continue h : X — B homotope a g on a : F(X,g) =
F(X,h).

Preuve : Une homotopie entre g et h est une application continue H : X x I — B
telle que la restriction de H a X x {0} (resp. X x {1}) est égale a g (resp. h). Ainsi la
paire formée par la variété X x I et la classe d’homotopie de H est un B-cobordisme de
(X, g) vers (X, h). De méme le couple formé par la variété X x I et la classe d’homotopie
de H(x,t) = H(z,1 —t) est un B-cobordisme de (X, h) vers (X, g). Etant donné que F
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est une HQFT on a: F((X x ), H)F((X xI),H) = F((X x I),HU H) avec HU H la
classe d’homotopie de I'application :

XxI—B

T H(z,2t) SleXetOS g%
Montrons que H U H' est homotope a 1

¢- L’application :
(UxI)xI—X%

((z,t),5) — { 1y(z,t) pour tout (z,

tyeXxITet0<s
HUH’(:U t(2s —1))

pour tout (z,t) € X x I et 1 <'s
est une homotopie de 1, vers H U H.

Théoréme 3.4.4. Soit € une catégorie sphérique. En reprenant les notations du théoréme
3.4.2, on pose :

J . Heob(Bly,2 + 1) — wvect

(X,9) — 7(5,9),
(M, F) — ¥ (M,F),

(3.4.4)

avec l'espace vectoriel V' (X, g) défini pour la classe d’homotopie de g. Le foncteur F est
une HQFT de dimension 2+1 et ayant pour but ’espace classifiant Bl'¢

La TQFT vV de Turaev-Viro est obtenue a partir de la HQFT € : pour toute surface
Y orientée on a

V(%) b 7=
2€[M,BT]

Preuve : Montrons que ¢ est un foncteur. Pour tous morphismes (M, F) : (X, g) —
(3, g) et (M'JF"): (X, ¢) — (X ¢"), on a montré que : pour toutes colorations ¢ €
Col,,(Ix), " € Col, , (Tsr), avec x4 la classe d’homotopie de g et zy la classe d’homotopie
de ¢/, et pour tous y € [M, Bch](mg)’(g;/), y € [M',Bl'y| (s 5 ), (sm,) On &

D

c'eCol

z,cc/

HTV (M, F)or 0 HTV (M, F)ow = HTV(M' Ug M, F U F'),o

Ainsi

HTV(M’,F):C,:C,,HTV(M F):Cgl,, HTV(M' Uss M, F'UF)%I,,

En considérant la restriction a I'image du projecteur ps, 1., ona: ¥ (M', F')V (M, F)
V(M Us M, F'"UF). De plus 7(X x 1,) = idy (s, car il s’agit de la restriction du
projecteur ps 7, SUr son image.
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Montrons que 4 est monoidal. Soit 3 (resp. ¥') une surface munie d’une triangula-
tion T (resp. T”), alors I'espace vectoriel

Ve(S[]Y.TuT) = & &) Vife

ce€Col(T)[I Col(T") f€T? ] T"?

est isomorphe a : Vg (X,T) ® Ve(X',T"). Ainsi pour toutes classes d’homotopies = €
X, BTy]et 2/ € [¥,Bly],ona: Ve(R][X,TUT , 2Ux) = Vy (S, T, 2) @ Ve (X, T, o).
De plus pour tous morphismes (M, F) : (31,g1) — (X9,9;) et (M, F") : (Xq,92) —
(335, g5), on a:

HTV(MHM’,FUF)(%@,)(xgﬁ,) HTV (M, F) Ty @ HTV (M, F)xQQ,xg,Q,

gy
avec pour tout ¢ € {1,2} x,, (resp. ) la classe d’homotopie de g; (resp. g;). Il en résulte
que 7 est monoidal.

Le fait que la TQFT de Turaev-Viro soit issue d'une HQFT est une conséquence
directe du scindage donné en 3.4.2
O

3.5 L’invariant homologique de Turaev-Viro

Dans cette section nous montrons que l'invariant homologique de Turaev-Viro [?]
est défini pour une catégorie sphérique. Puis nous donnons une nouvelle description
de l'invariant homologique de Turaev-Viro a 'aide de l'invariant HT'V 3.3.2.

Invariant homologique de Turaev-Viro [?]

Soient € une catégorie tensorielle absolument semi-simple en rubans et M une variété
sans bord de dimension 3, on note Hy(M, Autg(1l¢)) le premier groupe d’homologie de M
a valeur dans Autg(ly). Soit x € Hi(M, Autg(ly)) et « un représentant de . On note

af € Autg(lg) le coefficient de o correspondant au 1-simplexe e : o = Z ae. Ainsi pour

e€T!
tout objet scalaire X de € : a®(X) € Endy(X). On note a5 le scalaire définissant cet

isomorphisme. Soient M une variété fermée de dimension 3 et x € Hy(M, A) U'invariant
homologique de Turaev-Viro de (M, x) est le scalaire :

Ye(M,z) = A" > ] abewWe. (3.5.1)

c€Col(T) ecT?

L’invariant Yo (M, ) est indépendant du choix de la triangulation de M ainsi que du choix
du représentant de z. Dans [?], Yetter montre, en 3 étapes , que Yy est un invariant. Dans
un premier temps, il montre que pour une triangulation donnée Yy (3.5.1) ne dépend pas
du choix du représentant du 1-cycle. Puis il montre que pour n’importe quels mouvements
de Pachner on peut changer le représentant du 1-cycle par un représentant qui est trivial
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a l'intérieur des regions modifiées par les mouvements de Pachner. Ainsi la preuve de
I'invariance pour les mouvements de Pachner se raméne au cas classique (non tordu par
un cycle). Le deuxiéme point est une conséquence de l'excision en homologie et du fait
que les régions modifiées par les mouvements de Pachner sont contractiles. Le troisiéme
point est la preuve de 'invariant de Turaev-Viro qui nécessite seulement une catégorie
sphérique.

Proposition 3.5.1. Soient € une catégorie sphérique, M une 3-variété fermée et x €

Hy (M, Auty(1g)). Le scalaire Yy (M, o) = A(;"O(T) Z H ey WeWe, avec a un représen-
c€Col(T) ecT?

tant de x, est un invariant pour le couple (M, x).

Preuve :
Montrons que pour une catégorie sphérique ¢ Yy ne dépend pas du choix du représen-
tant de . On peut remarquer que le scalaire H gy ne dépend pas de lorientation des

ecT?
l-simplexes e. En effet o étant un 1-cycle, on pour tout 1-simplexe e : o = (a®)™!, avec e

est le 1-simplexe e muni de 'orientation opposée. D’apreés le proposition 1.3.12, pour tout
I-simplexe orienté (01) I'automorphisme monoidal a(®!) est déterminé par un morphisme
de groupe ¢ € Hom(I'y, {£1}), or eV = (¢10)=1 = €19 On a donc I'indépendance
par rapport aux choix de l'orientation des 1-simplexes.

Soient «v et o deux représentants de x € Hy (M, Autg(ly)), il existe donc une 2-chaine
b= Z BLf, telle que o = ad(f3), avec § I'opérateur de bord de I’homologie de M a

fer?

valeur dans Autg(ly). Si B = B012(012) alors pour tout I-simplexe e qui n’est pas
une face de (012) on a o/ = af, si e = (01) alors on a o/ = OV 3012) & ¢ = (12)
alors on a : /12 = a(12012) ef si ¢ = (02) alors on a : /2 = a2~ ot
€12 ¢ Hom(Ts,{£1}) le morphisme de groupe définissant 1automorphisme monoidal
12 Etant donné que pour tout objet scalaire X 5 012) (6(012 )7 = 2)(X)idy. On
en déduit que si o/ = ad (), avec § = ZfeTz B f on a pour toute coloration c :

1] ol = 11 ot 11 H

e€T? e€T? ecT?
e < f
= [T e IT <AADEULDE (),
ecT? feT?

ou f, est le 1-simplexe obtenu a partir de f en éliminant le €€ sommet. En posant
= (012), ona: AN (LD (f) = elle2)De(le20))e(e(OD)]) = 1. En effet
¢/ est un morphisme de groupe et ¢ est une coloration donc I est un sous objet de
c(01) ® ¢(12) ® ¢(20) et donc dans I'y on a : |[I| = |¢(01)]]c(12)]]c¢(20)]. 11 en résulte que
pour une catégorie sphérique € Yy est indépendant du choix du représentant de la classe
d’homologie. La suite de la preuve reprend la preuve de Yetter. C’est a dire, on remplace
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le cycle par un cycle trivial dans les régions ou 1’on réalise les mouvements de Pachner

(régions contractiles) et on se raméne & montrer l'invariance de 'invariant de Turaev-Viro.

m

On peut définir une version a bord de cet invariant. La construction est similaire

a celle de Turaev-Viro. En effet I'indépendance du choix du représentant de la classe

d’homologie reste toujours vraie. Soit M une variété de dimension 3 de bord ¥ muni

d’une triangulation Ty. Alors pour toute coloration ¢y € Col(Tp) et pour toute classe
d’homologie x € Hy(M, Autg(ly)) on pose :

Yo (M, x,c9) = AgnO(T) no(To) Z H gy W We € V(2, Ty, co)
c€Coley (T) ecT!
,avec a € Hy(M, Autg(1ly)). Ce vecteur est un invariant pour le couple (M, z). On pose
}/(K(er): Z Kg(M,.f,C)
c€Col(Tp)
. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la catégorie I'invariant Y4 sera noté Y.

Théoréme 3.5.2. Soient € une catégorie sphérique, M une 3-variété de bord ¥ muni
d’une triangulation Ty. Pour toute coloration co € Col(Ty) et pour tout a« € Hy (M, Autg(ly)),
on a:

Y(M,o)= Y (a:2)HTV(M,x),
2€[M:Blgl,
avec ( Ha ) et c € Col,(T).

ecT!

Preuve : Pour toute coloration de ¢y de Tj, on a :

Y (M, o) = Z S I et HTV (M, 2).

€[M:BT¢]ac, c€Coly(T) e€T!

D’aprés la proposition 1.3.13, pour tout 1-simplexe e il existe un unique morphisme de
groupe € de I'y vers {41} tel que pour tout objet scalaire X : o5 = €°(|X|). Etant donné

que o = Z a‘e est une 1-chaine. On a : da = Z Z a**i =0, avec le signe donné
i€T0 ecTsice
par la regle suivante : §(01) = 0— 1. Par construction de Col,(7T), on sait que si deux col-
orations ¢, ¢ appartiennent a Col,(T') alors il existe une jauge ¢ : T° — Ty telle que || =
|c[°. On a donc I'égalité suivante : H ac(d(e)) = H a‘(c(e)) H H e(6(1)) 7, avec
ecT! ecT! i€T0 e€T ice
le signe donné par la régle suivante : |c|° (01) 6(0 )|c|(01) - (1) D’aprés la propriété
de la 1-chaine on a donc l'égalité : H af(cle)) = H af . Ainsi le produit ne

eeT?! eeT?!
dépend pas de la coloration mais seulement de la classe d’homotopie . On pose alors :

Ha )) pour tout ¢ € Col,(T) et doncona: Y(M,a) = Z (:2)HTV (M, x).

ecT! z€[M:BTly]

]
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3.6 Comparaison de I'invariant de Dijkgraaf-Witten et
de 'invariant de Turaev-Viro

Nous montrons que l'invariant de Dijkgraaf-Witten est une spécialisation de I'invariant
de Turaev-Viro. Pour ce faire nous calculons I'invariant de Turaev-Viro pour une catégorie
de Picard dont la dimension des objets scalaires vaut 1. La proposition 1.4.2, nous assure
que l'on peut toujours munir une catégorie de Picard d’une telle structure sphérique. De
plus cette structure sphérique est unique.

Nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1. Soient € une catégorie de Picard telle que la dimension de tous les
objets scalaires vaut 1 et o € H3(Ay,k*) la classe de cohomologie définissant la contrainte
d’associativité de €. Pour toute variété M de dimension 3, on a :

TVie(M) = DWh, o(M).

Pour démontrer le théoréme 3.6.1, nous allons relier la contraction des vecteurs L=(A, ¢)
avec la contraction des 6j-symboles puis utiliser la description des 6j-symboles vectoriels
dans une catégorie de Picard. Nous rappelons que les espaces vectoriels Homg(X,Y ® Z)
(resp. Homy(Y ® Z, X)) sont notés Hy” (resp. Hyf,).

Rappelons que s’il n’y a pas d’ambiguité sur les colorations, on n’oriente pas les arétes
des représentations graphiques.

Lemme 3.6.2. Soient € une catégorie sphérique, (xixox3) un 2-simplexe orienté et c
une coloration de (z1x2x3). Les diagrammes suivants :

Vie(21223), ©) @ Vig(2120512), 0) ————= Hww o) @ ganes) | (3.6.1)
PSfrag rifificegreaptiacements | ‘ PSfrag repl@&frepteplacemants
z [ ’
yL X ym z X y y
k AC(MW@C(EQIS)
k
Vie (1293, €) @ Vig(wa13), ) g g gans) 0 (3.6.2)
PSfrag rél8fiegroeapils.cements PSfrag refl&feagendplacements

L gl 11 e
yL X yuy y Yy

MA Aﬂ(zww@dww)

k
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Ve ((212273), ¢) @ Ve ((237221), €) HEvrhenrs) g pretns) (3.6.3)

c(z123) c(z1x2),c(x23)

PSfrag réi8ficeqroeaplscements PSfrag refléfeagendplacements

x‘ ‘ ‘ @gz‘ ‘ ‘ } T &
y x|y y | yox |y
h\ A(mm)@o(mm)
k

commutent.

Preuve : Montrons que le diagramme (3.6.1) commute. Pour tous morphismes = €
Ve ((z12223), ¢) et y € Vig((z12322), ¢) -

PSfrag ré}dheanmepisacements
wc(:plxg),c(xlwg)@c(zng)g P @é’g @@meﬁts
X

XTI Yy JT]

Montrons que le diagramme (3.6.2) commute. Pour tous morphismes x € Vi ((z12223), ¢)
et y € Ve((zaz123),¢), on a :

PSfrag ré{dfeanmentsacements

We(z123),c(z122)®c(T273) ¢ M@meﬁts
yxJT y Yy T

Montrons que le diagramme (3.6.3) commute. Pour tous morphismes « € Vi ((x12923), ¢)
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et y € V((210),¢), on a :

PSfrag ré}ffiegmeptscements

wc(xlxg),c(x1x2)®c(x2x3) gHJX_% g[T¢D e)me:nts

O

Lemme 3.6.3. Soient € une catégorie sphérique, (0123) un 3-simplexe orienté et ¢ une
coloration de ce 3-simpleze, alors les diagrammes suivants

L1((0123),c)

V((132), ) ® V((023), ¢) ® V((031), ¢) ® V((012), ¢)

1%

/o

—~

—_

N~—

o

e

—_ =

W Do

N— —r

~
+

¢(02),¢(23) ¢(01),¢(12) c(03) c(13)
H 03, ® H. o) ® H_ 1) c13) @ He(12) 023)

L=((0123),¢)

V((123),¢) @ V((032), ¢) ® V((013), ¢) ® V((021), c) K (3.6.5)

IR
—
—
—_ =
w N
S—
~
|

HEOD(3) o pre(12),e(23) o pre(03) 0 HOY

c(03) c(13) €(02),¢(23) e(01),¢(12)
commutent.
Preuve :
L’isomorphisme Vertlcal du diagramme (3.6.4) est la composée de application :

rrdfifieaegfiacementsPSfrag replR teplR replacements

PSfrag r&id ey cements
L uLL(,l: L\/ lwbblllblluo 13) 23) (03) ( ) ( ‘
23)@H 03 ®H c(l‘i3 ®H 02)

V((132), )®V((02?x) c)® %<<031) @d ® vmu) 9) —;H

z‘H@H‘@‘H@‘H @M@? @?m
dox [5ly [Tz [t Ly ] tﬂ it ]
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et de 'application :

Q Hc(lS)

®@ HODE) @ ge) @ g2 _, gelO2e@3) g ge@).ei2) g pre) o(12),¢(23)

c(03) ¢(01),¢(13) c(02) c(03) c(02) ¢(01),¢(13)
TRQUR2z2RQ~t— YRR zQ x.

C()()

On note ® l'isomorphisme verticale de (3.6.4). On a alors pour tous morphismes

x € V((132),¢), y € Vg((023), z € Vi ((031),¢), t € Vi ((012),¢) :

St | t
( c(03) ¢(01) ¢(12) ) (I’k}jb éaygéepgcbq)me_n s
+

= LT((0123),c)(z Qy® z @ 1).

L’égalité vient du fait que pour la structure autonome a gauche définie a partir de la
structure autonome a droit et de la structure souveraine, le dual & gauche d’un morphisme
est égal au dual a dr01te

Honagiets placements

V((123),¢) @ V((033), ) ® V((013),6) ® V(({21), ¢) $HHM%@H“) ®Hmmm®mﬁn

A FLL FL FLL gﬂw
t\X\®t\Y\®ﬂz\ tt'_’zm @m @?m &

et de 'application :

¢(12),¢(23) ¢(03) e(01),¢(13) (02) e(01),¢(13) e(12),¢(23) c(03) c(02)
He1g) ™" @ Hygo) oy © Hozy ™ © Hoonyez) = Heosy) - © Hey) © Hogg) eos) © Heon erz)

TRUYURZQt— 2Ry RT.

On note @’ I'isomorphisme vertical du diagramme (3.6.5). Pour tous morphismes
x € Vg((123),¢), y € V((032),¢), z € Vie((013),¢) et t € Vie((021),¢) on a :
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TRITI Q) =

Le lemme suivant relit le vecteur L*(A, ¢) avec les 6j-symboles vectoriels d'une caté-
gorie sphérique.

Lemme 3.6.4. Soient € une catégorie sphérique, (0123) un 3-simplexe orienté et ¢ une
colomtwn de (0123) L’isomorphisme suivant :

proeafils ﬁmmﬁﬁ’a&fmyendp‘?«ﬁg”@agemﬂaﬁgfmyemmacements
vg(123) ® V¢(032) © Ve (013) ® v%(om) = Hio3) eias) ® Hofopy o(12) ® FHEOD13)

c(12),¢(23)
(03).c( o) © Hesy

(3.6.6)

vy oy
2 \ 5 \ 5 \ | ®Z\ \ | H@g@@;izqé | q

envoie L*((0123), ¢) surdim(c(lS))_1< ggggi zgg;; zgg; > . De méme l’isomorphisme
, -

(U v
%‘“ﬁ%%ﬁwp /

T T T T
Y Y Y Y

gl gL gl
ERb Rl R W‘ qwm

envoie L~((0123),¢) sur dim(0(02))1< 83 28;; 282)> '

Preuve : Montrons que U+ (3.6.6) envoie L*(0123) sur dim(c(13)) ! < ¢

Pour cela on va établir que U (LT (0123)) est Padjoint de dim(c(13)) ! { c(03

Pour tous morphismes z € HC(((?;) €@y e HCC((g;))’C(u) € Hc(((())f)) ez et t € Hcc(l?’) on
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note : contr(W+(LT(0123), x,y, z, t) la contraction des vecteurs U+ (LT ((0123), ¢) et 2Qy®

2@t par ledibfragsbiilithineniephitahyentop A RBERIRRIAC MRS 01)2c(13) We(13),0(12)c(23) -

D’aprés le lemme 3.6.2, on salgg que contrgv\IlJr LJr (0123),x,y, 2 t)Eest égal & la contraction

de L*(0123) avec le vecteur g ﬁ
t\_/

bilinéaires :
wr c(12)®c(23)®c(31) V§(123> ® VK(].SQ) — ]1{ wr c(03)®c(32)®c(20 Vg(032) ® Vg(OQS) — k
WI,c(0D)ze(13)2e(30) : Ve (013) ® Ve (031) — k et wy c(02)®c(21)®c (10) : Ve (021) ® Vi (012) — k.

Etant donné que L*( (012P g5t I Aekigiied ki hosme bilinéaire, on
en déduit que : -

Jpar les formes

D’aprés le diagramme commutatif (376-4) on sait que

C C C y Y
(<09 con i) (x®y®z®t)L+(o123)g®Z
* t t

x x
Y Y
(& (&).
t t
De plus d’apres le lemme 1.3.11, on a :

c(03) ¢(01) ¢(12) : 1| ¢(03) ¢(01) ¢(12)
(c(23) c(02) 0(13)) = dim(c(13)) [c(zs) c(02) 0(13)]

Ainsi \IJ+(f,+(0123)) est I'adjoint de dim(c(13))~! { CE g; 258;; ggg; }

On montre de la méme facon que ¥~ envoie L~ (0123) sur dim(c(02))~! <

c(0
2

O
Dorénavant % est une catégorie de Picard telle que la dimension des objets scalaires
vaut 1 et ¢ est une base de . Rappelons qu'une base est une famille de difféomorphismes
Ggn + Xg @ Xp — Xy avec X, (resp. X)) un représentant de g (resp. h). Les 6j-
symboles dans cette base sont donnés par un représentant « de la classe de cohomologie
la] € H3(Ag,k*) qui définit la contrainte s’associativité de la catégorie. Nous rappelons
que changer de base est équivalent a se donner un autre représentant de la classe de
cohomologie [a].

Corollaire 3.6.5. Soit € une catégorie de Picard telle que tous ses objet scalaires aient
pour dimension 1. Pour tout 3-simplexe (0123) orienté et pour toute coloration c de
(0123), on a :

UH(LT((0123),¢)) = alc(01), c(02), c(23))¢ 02), 0(23 ® qb ©01).c(12) @ De(01),c(13) @ De(12),0(23)
T (L((0123),¢)) = a~*(e(01), ¢(02), ¢(23))Sribyy o(13) © Poth ooy © De02).c28) @ Befony(12)
avec W (resp. W) lisomorphisme défini en (3.6.6) (resp. (3.6.7)).

c(03) ¢(01) ¢(12)
c(23) ¢(02) ¢(13)

)
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Preuve : C’est une conséquence immédiate des lemmes 3.6.4 et 1.4.3. O
Le scalaire a®!(c(01), ¢(12), ¢(23)) est le scalaires utilis¢ dans la construction de I'invariant
de Dijkgraaf-Witten (2.3.2) il est noté a*'((0123), ¢).

Preuve du théoréme 3.6.1

Soit € une catégorie de Picard telles que la dimension des objets scalaires vaut 1. On
a Ay = Ay, ainsi pour une variété M de bord ¥ muni d’une triangulation 7§ 'invariant
de Turaev-Viro (3.1.7) s’écrit : TV(M) = (fAg) 0D Z W. € Vg(X, 1), ou T est

ceCol(T

une triangulation de M telle que sa restriction a X soit Tf).) Montrons que pour toute
coloration ¢y € Col(Ty) TV (M, cy) est un scalaire. Pour tout 2-simplexe orienté (012),
I est un sous objet de ¢(01) ® ¢(12) ® ¢(20). Etant donné que % est une catégorie de
Picard, on en déduit que I est isomorphe a ¢(01) ® ¢(12) ® ¢(20) ainsi I’espace vectoriel
V#((012), ¢o) est dimension 1 et donc Iespace vectoriel Vi (X, Tp, ¢o) est de dimension 1.
Il en résulte TV (M, cy) € V(E,Ty, co) = k est un scalaire. Montrons que ce scalaire est

DWy, o(M),. Pour cela il suffit de montrer que la contraction de ® LA ¢) est

AeT?
égale a H a“ B (A e).
AeT3
Pour tout 2-simple orienté (012) et pour tous morphismes = € Vi (012) et y € Vip(021)

on a .

PSfrag ré{dfreggmempiscements

wr (2 ®@Yy) = w, c(201.¢ @m
1’2( %)Sfrag(lp gg%‘?ﬂ%&é@tw )

= We(01)®c(12),¢(20 «F .
()®()()$ y)

Par construction des isomorphismes W' et ¥, on en déduit que la contraction du vecteur
® T LAY (A), 1e long des faces des 3-simplexes par la forme bilinéaire (1.3.4) :
AeT3

Homy(X,Y) ® Homg (Y, X) — k
f®g—tr(fg)

avec X et Y des objets de &, est égale a la contraction de ® ig(A)(A) le long des faces

AeT?
des 3-simplexes par la forme bilinéaire (1.3.4) :

Homg(I, X QY @ Z)Q Homg (I, XY ® Z) — k
f®g—wn,(f®g)

avec X, Y et Z des objets de €. Il reste a calculer la contraction du vecteur ® TR LR (A),
AeT?
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Soit (0123) et (i012) des 3-simplexes orientés issus de la triangulation 7" de M, quitte
a inverser les roles des 3-simplexes on peut supposer que (0123) a la méme orientation
que M :

Si I’on fixe l'orientation d’un 3-simplexe A alors la forme linéaire L*)(A) est indépen-
dante du choix de la numérotation qui préserve l'orientation (action de $ly). Il y a donc
deux cas a étudier la contraction lorsque les 3-simplexes ont méme orientation et lorsqu’ils
ont des orientations opposées.

ler cas les simplexes ont méme orientations : dans ce cas la la numérota-
tion i < 0 < 1 < 2 convient. On contracte donc W+(LT(0123)) et UH(L*(i012)) le
long de 'espace vectoriel Home(c(02),¢(01) ® ¢(12)). Ainsi la contraction remplace les
vecteurs ¢;(él),c(12) (issu de E+(0123)) et @o1),c12) (issu de E+(i012)) par le scalaire :
t8(Pe(01),c12) Do) e12)) = dim(e(01) @ ¢(12)) = 1.

2eme cas les simplexes ont des orientations opposés : dans ce cas la la numéro-
tation 0 < i < 1 < 2 convient. On contracte U (L(0123) et W~ (L~ (0i12)) le long de
I'espace vectoriel Home(c(02),¢(01) ® ¢(12)). Ainsi la contraction remplace les vecteurs
¢;(é1),c(12) (issu de L+(0123)) et ¢eo1)c2) (issu de L~(0i12)) par le scalaire : 1.

Ainsi si le 3-simplexe (0123) n’admet aucune face dans le bord de X, 'opération de
contraction sur tout les faces va donner le scalaire a®1((0123), ¢). Si le 3-simplexe (0123)
admet des faces dans le bord ¥ alors 'opération de contraction va donner le vecteur
suivant : a®1((0123), )¢y, o ¢y, est le vecteur défini par la face f. Par définition du
6j-symbole il s’agit d’un vecteur de la forme ¢*'(c(z;z;), c(zjxr)), on (x;x;2) est une
orientation de f. Etant donné que 'espace vectoriel Vi (X, Tp, ¢g) est de dimension 1, on
en déduit donc que TV (M, ¢y) = Z H a“ M (A, ¢) = DWi, o(M),,.

c€Colcy (T) e€T?

Si 'on choisit un autre représentant o’ de la classe de cohomologie [a] € H3(Ag,k*),
alors on appliquera le méme raisonnement que précédemment dans une base ¢’ et on
obtiendra par contraction le scalaire H oAV (A, ¢). Le lemme 1.4.4 nous assure que les

ecT!
6j-symboles vectoriels définis pour la base ¢’ sont égaux aux 6j-symboles vectoriels définis

pour la base ¢. Comme la contraction des vecteurs Zi(A, c) est égale a la contraction des
6j-symboles vectoriels, on a alors : H "B (A c) = H /P (A, ¢) et donc Pinvariant

e€T! eeT!
est indépendant du choix du représentant de la classe de cohomologie [a].

O



Chapitre 4

L’invariant dichromatique de 4-variétés

Ce chapitre est composé de deux parties. Dans la premiére partie nous allons définir
la notion d’entrelacs en rubans pointés et expliquer comment ils décrivent les variétés de
dimension 4 fermées orientées.

Dans la seconde partie nous construisons l'invariant dichromatique de 4-variétés. Nous
comparons ensuite cet invariant aux invariants de Broda généralisé et de Roberts. Par
ailleurs nous étendons aux cas non modulaire un résultat de Crane-Yetter-Kauffman. Plus
précisément, nous montrons que pour une catégorie normalisable 'invariant de Broda
généralisé est donné par la signature de la variété. Nous terminons ce chapitre en mon-
trant que pour une variété simplement connexe l'invariant dichromatique de variétés de
dimension 4 est donné par la signature et la caractéristique d’Euler de la variété.

Dans ce chapitre, une 4-variété est une variété lisse, compacte, connexe, orientée et
sans bord.

4.1 Présentation par chirurgie des variétés fermées et
orientées de dimension 4

Recollements d’anses

Dans cette section toutes les variétés et les plongements sont supposés lisses.

Pour tout entier k& € [0,n], une k-anse en dimension n est une copie de D* x D"k,
Soit X une variété de dimension n et h une k-anse, coller une k-anse sur X consiste a
se donner un plongement ¢ de (D*) x D" * dans le bord 9X de X et a attacher h sur
le bord de X le long ce plongement. La variété obtenue par recollement de l'anse h le
long de ¢ est notée X Uy h. Soient X une variété de dimension n, h une k-anse et ¢ un
plongement de S*~' x D"* dans 90X, alors le bord de la variété X Uy h est obtenue a
partir de X par chirurgie d’indice k¥ — 1 le long de ¢(S*~! x D"*). Soit h une k-anse
en dimension n, la sphére d’attachement de h est la variété S*=! x {0} et la cosphére
d’attachement de h est la variétée {0} x S"~*=1 (Fig. 4.1).

Soient X une variété de dimension n et ¢g, ¢ des plongements de S¥~! x D"~* dans
le bord de X. Si ¢ et ¢ sont isotopes (isotopie ambiante) alors X Uy, D¥ x D"F et

103
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cosphéres d’attachement

/

anse

\ N
™ sphéres dattachement \
NN

Figure 4.1: anse

X Uy, D* x D"* sont difféomorphes.

Un plongement ¢ de S*~1 x D"=* dans X peut étre construit a partir d'un plongement
¢ de S*71 dans le bord de X et d’une identification f du fibré normal de ¢o(S*1)
avec ¢o(S*1) x R**. La donnée (®y, f) détermine le plongement ® & isotopie prés.
De plus une isotopie entre (¢g, f) et (¢, f') induit un difféomorphisme entre les variétés
XUppi DEx D% et XUy DFx D™ avec phi (resp. ¢') le plongement de S¥~1 x D"~* dans
0X déterminé par (¢o, f) (resp. (¢, f')). Ainsi la classe de difféormorphisme de X U,
D* x D"* dépend de la classe d’isotopie de ¢, c’est a dire de la classe d’isotopie de (¢, f).
Dorénavant, on considérera les plongements a isotopie prés. Une identification du fibré
normal de ¢o(S*71) avec S¥~1 x R"~* est appelée framing de ¢. Etant donné une k-anse
et un framing fy, alors tout framing f détermine en chaque point p de ¢o(S*71) = Sk-1
un élément de GI(R"*). En composant par un diffeomorphisme de D"*, on obtient un
framing f qui donne Iidentité en un point py de S¥~!. Ceci définit une application de S*~1
vers GI(R"™%) qui envoie py vers idgygn-r). En considérant les classes d’homotopies de
cette application on obtient un élément de m,_;(GI(R"7%), idgy@n-+)). On a une bijection
non canonique entre les choix possibles de framing de ¢ et w1 (GI(R™ %), idgyga-r)).
Cette bijection n’est pas canonique car elle dépend du choix du framing de base fy. On
connait donc le nombre de fagons de recoller (& isotopie prés) une k-anse sur le bord d’une
variété.

Exemples de recollement d’anses :
0-anse : on colle la boule unité sur une variété le long d’un plongement de () vers le bord
de la variété, ce qui revient a faire I'union disjointe de la variété et de la boule unité.
1-anse : le choix possible de framing est en bijection avec m(GI(R" ™), idgyra-r)) = Zo.
On a donc deux choix possibles de framing par rapport au framing de base, I'un qui
préserve 'orientation et I'autre qui inverse 'orientation. On obtient alors soit une variété
orientée, soit une variété non orientée. Par exemple, le recollement d’une 1-anse sur D?

g
donne soit le tore soit le ruban de Mobius. En dimension n la somme connexe £ S* x D!
est I'unique variété (a diffeomorphisme prés) obtenue par recollement de g 1-anses sur D".
(n-1)-anse : étant donné que m,_o(GI(R),id) = 0, il y a donc un seul choix possible de
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framing.

n-anse : recoller une n-anse sur le bord de X, revient a se donner un plongement de
S™=1 dans 0X. Si la variété obtenue aprés recollement est sans bord, alors le plongement
est un difféomorphisme entre S"~! et le bord de X. Pour n < 4, il n’y a que deux difféo-
morphismes, & isotopie prés, de S™~1 : I'identité et I'antipodie.

Décompositions en anses

Soit X une variété de dimension n, de bord 0X = 0_X [[ 0, X, avec 0+ X deux sous
variétés compactes de X. Une décomposition en anses de X relativement & 0_X est une
identification de X avec une variété obtenue par attachement d’anses sur I x d_X telle
que : 0_X soit canoniquement identifice & {0} x J_X. En réalisant des isotopies des
morphismes d’attachements, on peut toujours modifier les décompositions en anses de
(X,0X_) de telle sorte que les anses soient attachée par ordre croissant des indices. Les
anses de méme indice peuvent étre attachées dans n’importe quel ordre ou simultanément.

Une décomposition en anses relative de (X,0_X) est une décomposition en anses de
X relativement & 0_X, si X et

0_X sont des variétés compactes on dira que (X, 0_X) est un couple compact.

Toute variété lisse et compacte admet une décomposition en anses avec un nombre
fini d’anses. Ceci vient de I'existence sur les variétés lisses et compactes de fonctions de
Morse admettant un nombre fini de points critiques non dégénérés.

Soit X une variété de dimension n de bord 0X_ ][] 0X,, étant donné une décompo-
sition en anse relativement & 0X_, on peut toujours obtenir une décomposition en anse
relativement & X, . Pour cela, on recolle un plongement ¢ de I x 9X sur X en identifiant
c({1} x 90X ) avec 90X puis on retire le plongement de I x X _ dans X sur le lequel la
décomposition en anses de X relativement & 0X_ est construite. Alors chaque k-anse est
recollée le long de sa cosphére d’attachement sur la variété au dessus de la décomposition
en anse et peut donc étre considérée comme une (n — k)-anses. En terme de fonctions de
Morse, cela revient a remplacer la fonction de Morse f d’une variété par la fonction de
Morse 1 — f.

Nous allons définir des opérations sur les anses et les décomposions en anses.

Glissements d’anses

Soient deux k-anses h; et hy attachées sur le bord d’une variété X de dimension n.
Un glissement d’anses est la procédure suivante :

on isotope la sphére d’attachement de hy dans 9(X U hy) au travers de la cosphére de
hs. Au niveau de la cosphére de hy on a un point d’intersection. En ce point les fibrés
tangents de la sphére d’attachement et de la cosphére sont de codimension 1 dans le fibré
tangent de 0X. On a donc deux sens possibles de déplacement. Dans un sens on retourne
a la situation initiale et 'autre sens donne la variété obtenue par glissement d’anses (Fig.

(4.2)).
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>

AT, o

Figure 4.2: glissement d’anses

Créations/annihilations de paires d’anses

Soient hi_; une (k — 1)-anse, hy une k-anse et X une variété de dimension n. La
variété X est difféeomorphe a la variété obtenue par recollement des anses hy et hy_q
sur le bord de X si et seulement si la sphére d’attachement de hj intersecte de maniére
transverse la cosphére d’attachement de h;_; en unique point. On dit que les anses h;, et
hi_1 s’annulent. Pour tout entier k ajouter une paire d’anses (hy, hy_1) transverses sur le
bord d’une variété est une création de paire d’anses et identifier la variété sur laquelle on
attache deux anses transverses a la variété d’origine est une annihilation de paire d’anses.

Théoréme 4.1.1 (J. Cerf (1970) [?]). Soient deuxr décompositions en anses relatives de
(X,0_X), un couple compact, alors il est possible de passer d’une décomposition relative
a lautre par des glissements d’anses, des créations ou/et annihilations de couple d’anses,
des isotopies des morphismes d’attachements.

4.1.1 Chirurgies de E. Cesar de Sa

Soit. M une 4-variété compacte orientée sans bord, elle admet une décomposition
en anses avec une unique O-anse et elle est décrite (a difféomorphisme prés) par M la
décomposition en anses constituée des 0, 1 et 2-anses. En effet, par la décomposition
en anse duale recoller les 3-anses et 'unique 4-anse sur M, revient a recoller M, sur la
variété obtenue par recollement des 3-anses, vues comme des 1-anses, sur D*. Or dans le
cas orienté il existe une unique variété orientée de dimension 4 obtenue par recollement
de 1-anses sur une O-anse, il s’agit de sommes connexes sur le bord de S x D?. Ainsi

ns
M = MUy # S' x D3, ot Uy désigne un difféomorphisme sur le bord. On recolle le long
d’un difféomorphisme du bord de M car la variété M est sans bord. D’aprés un résultat

g
de Laudenbach et Poenaru [?], on sait que tout diffeomorphisme de f S* x S? s’étend & un

g
difféeomorphisme de # S x D3. La variété M, ainsi obtenue est un cobordisme de ) vers

le bord 3(7133 St x D?) :ntf St x §2%. Ce cobordisme est constitué de 1-anses et de 2-anses.
Dans le cas de la dimension 4, attacher des 2-anses sur D* revient & ce donner un entrelacs
en rubans dans S3. En effet le morphisme d’attachement est donné par un plongement
de H St x S%, avec ny le nombre de 2-anses, dans S°. Il reste & interpréter les 1-anses.

n2
Pour cela on réalise un échange (ou trading) des 1-anses en des 2-anses. Cette opérations
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n:
consiste a changer le cobordisme M, par un cobordisme de () vers ﬂd S x S? admettant une
décomposition en anses avec une unique 0O-anse et des 2-anses. Pour échanger les 1-anses,
on remarque que si I’on recolle une 2-anse transverse sur une l-anse on retrouve la variété
d’origine. Ainsi recoller une 1-anse sur D* revient & retirer la 2-anse annulatrice de D?*.
La cosphére d’attachement de la 2-anse annulatrice est le bord un disque non noué de
S3 dont I'intérieur est dans Pintérieur de D* (on peut pousser l'intérieur du disque dans
intérieur de D*). Ceci revient donc a recoller une 2-anse sur D* le long du neeud trivial
d’auto-enlacement nul. Lorsqu’il y a plusieurs 1-anses on peut remplacer le cobordisme
par un cobordisme obtenu par recollement de 2-anses le long de nceuds triviaux non noués.
On obtient alors un nouveau cobordisme M)} de méme bord que M5 mais étant obtenu par
recollement de 2-anses sur D?. On obtient alors un entrelacs en rubans dans S®. Afin de
distinguer les composantes issues des 1-anses des composantes issues des 2-anses, on fixe
un point sur les entrelacs issus des 1-anses (Fig. (4.3)). Cette notation est celle utilisée

o

Figure 4.3: noeud issu d’une 1-anse

par R. Kirby dans [?] et par E. Cesar De Sa dans [?]. Ces noeuds sont appelés neuds
POINLES.

Un entrelacs en rubans pointé est un entrelacs rubans L dont certaines composantes
sont des noeuds pointés, vérifiant :

e les noeuds pointés sont topologiquement des nceuds triviaux d’auto-enlacement nul,
e les noeuds pointés ne sont pas enlacés entre eux,

e topologiquement l'entrelacs L est Kirby équivalent a I'union disjointe de noeuds
triviaux d’auto-enlacement nul.

La derniére condition vient du fait que la variété obtenue par échange de 1-anses en 2-

anses a pour bord Tjs St x S2. Or cette variété est obtenue par chirurgie dans S le long
de I'union disjointe de n3 noeuds triviaux d’auto-enlacement nul. Ainsi le bord de M} est
obtenu par chirurgie dans S le long de I’entrelacs en rubans pointé et donc cet entrelacs
(c’est a dire en condidérant les composantes pointées comme des entrelacs en rubans) est
Kirby-équivalent a I'union disjointe de noeuds triviaux d’auto-enlacement nul.

Soit L un entrelacs en rubans pointé, on note Ly l’entrelacs en rubans L ou l'on ne
distingue pas les 1-anses et des 2-anses. Par la suite, les composantes non pointés seront
appelées composantes ordinaires de l’entrelacs L.

Tout entrelacs en rubans pointé décrit une unique 4-variété. En effet en recollant
des 2-anses sur D* le long de cet entrelacs puis en faisant I’échange (1-anse)-(2-anse) on
obtient une décomposition en anse avec des 1-anses et des 2-anses. De plus par définition
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de l'entrelacs en rubans pointé le bord de cette variété est difféeomorphe a une somme
connexe de St x S2. Cette variété décrit alors une unique 4-variété a difféomorphisme
prés obtenue par recollement de 3-anses et d’'une 4-anse. E. Cesar De Sa, dans [?], a défini
des mouvements sur les entrelacs en rubans pointés :

soient L et Ly deux entrelacs en rubans pointés, on dit qu’ils sont I'-équivalents si et
seulement si on peut passer de I'un a l'autre par les mouvements (Fig. 4.4).

Do o
OO %@ (4.1.2)
OO %@ (4.1.3)
@ (4.1.4)

@) s (4.1.5)
isotopie (4.1.6)

Figure 4.4: Mouvements de Cesar De S&

Les mouvements (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) représentent les glissements d’anses, (4.1.4)
et (4.1.5) représentent les créations ou annihilations de paire d’anses.

Théoréme 4.1.2 (E. Cesar De Sa (1979) [?]). Soit W une 4-variété compacte, conneze,
orientée et fermée. Il existe alors un entrelacs en rubans pointé qui représente W. De
plus si un entrelacs en rubans pointé Ly (resp. Lo) représente Wy, (resp. Wr,) alors W,
et Wi, sont difféomorphes si et seulement si Ly et Ly sont I'-équivalents.

4.2 Construction de l'invariant dichromatique de var-
iétés de dimension 4

Nous définissons 'invariant dichromatique de variétés de dimension 4. Par la suite k
désignera un corps commutatif de caractéristique nulle.

Soient ¢’ C € deux catégories prémodulaires et L un entrelacs en rubans pointé.
Chaque brin pointé de L est coloré par la couleur de Kirby de la catégorie & et les autres
brins sont colorés par la couleur de Kirby de la catégorie . Cette opération consiste
a associer a tout entrelacs en rubans un endomorphisme de () dans la catégorie Tangy.
On note L(4, Q¢ ) Pentrelacs en rubans pointé L coloré de cette fagon. Par propriété
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universelle de la catégorie T'angy on peut associer a tout entrelacs en rubans L coloré
par des objets Xi,...,X, de ¥, avec n le nombre de composantes de L, un scalaire :

(L(X1, ... X)) € k.

Théoréme 4.2.1. Soient €' C € deux catégories prémodulaires de dimension inversible.
Alors on définit un invariant de variétés de dimension 4 fermées, orientées, lisses et
connexes en posant pour W une 4-variété représentée par l’entrelacs en rubans pointé L :

(L(Qg, Q1))

LW) = (D)0 B (A Al )0

(4.2.1)

avec A o1 = Z dim(X)?* et by (L) (resp. bo(L)) le nombre de valeurs propres pos-
XeANTy
itives (resp. nulles) de la matrice d’enlacement de Ly.

Preuve : L’invariant est bien défini car les dimensions sont inversibles et le scalaire

b= Y dim(X)

X EA(g/ NTy

est inversible. En effet d’aprés un résultat de Deligne [?], on sait que si k est de car-
actéristique nulle alors la dimension des objets scalaires transparents est un entier dans
k. D’aprés le théoréme 4.1.2, on sait que des 4-variétés W et W' sont difféeomorphes si
et seulement si les entrelacs en rubans pointés qui les représentent sont I'-équivalents. 1l
reste donc a voir que I, est invariant par les I-mouvements. La matrice d’enlacement de
L et le scalaire (L(€4,4/)) sont invariants par isotopie.

Montrons la normalisation (4.1.4). Etant donné L un entrelacs en rubans pointé, la
matrice d’enlacement de L[ O est :

k(Lo )= ( lkéL) 8 )

Il en résulte que :

Le nceud O étant coloré par €2y, on a :

(LTTO (Q¢, Q) (L(Q, Q) (O (1))

(D)0 (A Al o)+ ETTO )~ (Ag )0 @H (A gAY )b+ B

(L(Qg, Q)
(A 0D (A AL o+ D)
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Montrons la normalisation (4.1.5). Etant donné L un entrelacs en rubans pointé, la
matrice d’enlacement de L] est

L) =] @)

0O --- 0
1

1
0 0

Il en résulte que :
b (LTT) = b(D) + 1.
b_(L]]b) =b_(L) +1,
bo(L]Jic>) = bo(L).

Ainsi :
(LTI (e, Q1)) _{L(2, ) {2 (%, 9))
(Acg/)bO(LH@D (Ag AL, )b+ (L1TH) (A )o@ (Ag Al o, )b )+
<L<Q<€7 Q%”)>

A )o@ (Ag AL )b+ (L)

La derniére égalité est une conséquence de la relation (1.5.1) du lemme 1.5.1. En effet
d’aprés la relation (1.5.1), on a :

(& (%, ) = D dim(X)(h (2, X)) = > dim(X)’Ay = A% 5 Ag.

XEA%/ XEA(g/ NTy

Montrons linvariance par (4.1.1). Soit L un entrelacs en rubans pointé, On note L
'entrelacs en rubans pointé obtenu par le mouvement (4.1.1) sur L. La catégorie € étant
prémodulaire, si 'on applique la relation de glissement d’anses (1.5.3) on a :

(L(Q4, Qi) = (L, Qi) -

De plus lentrelacs Ly est obtenu a partir de Lo par glissement d’anses, ainsi Lo et Ly
ont la méme matrice d’enlacement. On a donc l'invariance par le mouvement (4.1.1). La
catégorie €’ est prémodulaire, on montre de la méme fagon I'invariance par le mouvement
(4.1.2).

Montrons l'invariance par le mouvement (4.1.3). Soit L un entrelacs en rubans pointé,
on note L Pentrelacs en rubans pointé obtenu a partir de L par le mouvement (4.1.3).
Par hypothése %" est une sous catégorie prémodulaire de %, on peut donc appliquer le
glissement d’anses (1.5.2), on a donc : (L(Qg, Q) = (L(Qg, Q). Lentrelacs Ly est
donc obtenu a partir de I'entrelacs Ly par glissement d’anses, ainsi L, et Lo ont la méme
matrice d’enlacement. On a donc I'invariance par le mouvement (4.1.3). O
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Propriété 4.2.2. Soient L et L' deuz entrelacs en rubans pointés, on note Wy (resp.
W) la 4-variété obtenue a partir de L (resp. L'). On a légalité suivante :

I—l—(WL#WL’) - I+(WL)I+(WL/)

Preuve : La somme connexe Wy #W7, est une 4-variété fermée elle est donc représen-
tée par un entrelacs en rubans pointé L;. Par construction on en déduit que cet entrelacs
est I'-équivalent & L[ L. Ainsi I, (W #Wp) = I, (W) (Wp).

O
En modifiant la normalisation de (4.2.1), on obtient deux nouveaux invariants :
<L(Q<f’ Q%”»
I = 4.2.2
(WL) (A(g/)bo(L) (A%Aiéfg/)b_([/) ( )
(L, Q)
Iy(Wg) = AETOR (4.2.3)

(D) (Ag A 41)

avec | L | le nombre de composantes de L. L’invariance par les I'-mouvements est la méme
que celle du théoréme 4.2.1.
Les invariants (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) vérifient la relation suivante :

| Iy |*=1.1_ (4.2.4)

Les invariants I, I, Iy sont les invariants bichromatiques de 4-variétés.

Exemples

La variété S? x S? est une 4-variété compacte, fermée et orientée, on va utiliser une
décomposition en anses de S? pour calculer I.(S? x S?), avec € € {+, —,0}.

On sait que S = D, Uy D_, avec Dy des disques de dimension 2, autrement dit S?
admet une décomposition en anses avec une 0-anse et une 2-anse. On en déduit que :

5?2 %x S8 =(D_xD_)U(D_ x D,y)U(Dy x D_)U (D, x D),

on identifie (D_ x D_) & une O-anse, (D, x D, ) est vue comme 4-anse et (D_ x D),
(D4 x D_) sont des 2-anses. Il reste a voir comment on recolle les 2-anses sur la 0-anse.

(D_x D_)U(D_xD,)=D_x S?
(D_-xD_)U(Dy xD_)=5>xD_.

Ainsi chaque 2-anse est recollée sur la 0-anse le long de 'entrelacs trivial d’auto enlacement
nul. Il reste & savoir comment s’enlace ses nceuds triviaux, cela revient & étudier le
plongement de S x {0} et de {0} x S* dans S® = 9(D_ x D_). A isotopie pres S* x {0}
est égale a S* x {p}, avec {p} € dD_, on trouve alors un disque D dans d(D_ x D_) qui
borde cet entrelacs, D = D_ x p C d(D_ x D_) et ce disque coupe {0} x S! de maniére
transverse en un unique point (0,p). Ainsi le plongement de S* x 0 et de 0 x S donne
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I'entrelacs de Hopf dans S%. On a donc la présentation de S? x S? par un entrelacs en

rubans pointé. On a :
0 1
() = ( 0! )

On en déduit que by((>) = 0 et by(d>) = 1. 1l reste a calculer (5 Qg), comme la
catégorie ¢ est prémodulaire, d’aprés (1.5.1), on a : (b Qy) = Ay dim(Z). On a
donc :

Ay dim( T Ay
I+(SZ><52): 4 .lm( %) _ %”‘
Acg dlm(ﬂg/) Acg
On obtient de méme Iy = I_(S? x S?) = AA—‘Z’.
Pour la variété S3 x S, on a la décomposition en anses suivante :

5% x St = (D3 x DL)U (DL x DLYu (D? x DL)u(D? x DL).

Cette décomposition comporte une unique 0-anse Di X Di, une unique 4-anse D3 x D!,
une unique l-anse D3 x D! et une unique 3-anse (D? x D). Ainsi I'entrelacs en rubans

pointé : () est une représentation de la variété S x S*. Il en résulte que : I_(S? x S') =
A,
A

On rappelle que %] est la catégorie des objets de ¥ homogéne de degré 1. Il s’agit d’'une

catégorie prémodulaire et d’une sous catégorie pleine de €. Si 'on prend ¢’ = %, alors
Ly, I et Iy distinguent S* x S° et S? x S*. En effet dans ce cas 1a, ona: [,(5*x S%) =
et I, (S x S?) = 4G, avec G une graduation de € et 4G l'ordre du groupe G.

L’invariant de Broda généralisé

Nous rappelons la construction de 'invariant de Broda généralisé |7].

Soit € une catégorie prémodulaire de dimension inversible dans k. Pour tout entrelacs
en rubans pointé L, on colore tous les brins par la couleur de kirby 24 de €. L’entrelacs
coloré obtenu est noté L(€24). Soit € une catégorie prémodulaire de dimension inversible
dans k, L’invariant de Broda généralisé (|?]) est le scalaire :

(L(Q))
[LI=bg (L) °

BT(WL) ==
AP (Dpdim(Tg))

(4.2.5)

avec by(L) le nombre de valeur propre égale a zéro de la matrice d’enlacement de L. Dans
[?], les auteurs définissent cet invariant (4.2.5) pour une catégorie 4d-conforme, c’est a
dire une catégorie prémodulaire telle que Ay et Ay dim(Z) soient inversibles. Or cette
condition est toujours vérifiée pour une catégorie prémodulaire de dimension inversible
sur un corps commutatif de caractéristique nulle. En effet d’aprés un résultat de Deligne,
si k est de caractéristique nulle alors la dimension de tout objet scalaire transparent est
un entier dans k.

Si ¢ = ¢ alors L’invariant dichromatique (4.2.1) est I'invariant de Broda généralisé
(4.2.5).
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4.2.1 Choix de couples de catégories prémodulaires

4.2.2 €' = ¥ normalisable

Afin d’étudier l'invariant dichromatique, nous allons rappeler 'invariant de variété
de dimension 3 défini dans [?], il s’agit de l'invariant de Reshetikhin-Turaev avec une
normalisation différente. Cet invariant est défini sur des catégories normalisables. Soient

L un entrelacs en rubans et € une catégorie normalisable, on pose I (L) = %,
€ €

avec AL (resp. AZ) le scalaire () (Q¢)) (resp. () (Q¢))). Le scalaire I est invariant
par les mouvements de Kirby.

Proposition 4.2.3. Soient € une catégorie normalisable et W une 4-variété, si € = €’

alors :
L) = A" (4.2.6)
(W) = Az"™), (4.2.7)
A+ U(ZV)
Li(W) = (-‘f) : (4.2.8)
A%

Preuve : Par hypothése € = ¢”, on a alors : (L(Q4,Q4)) = (L(Q)) et AL, =

dim(Z%). Chaque composante étant colorée par Qy, ona: (L(¢)) = I%(SS(LO))A(}M(L)A%L(L).
Etant donné que les entrelacs en rubans Lg et [ [ O sont Kirby-équivalents, on a I (S3(Lg)) =
I (St x S?)"s. De plus Ix(S' x S?) = Ag et bo(L) = b1 (S*(L)) = ng, on a donc :

(L(2))
APE Ay dim () )b+ (D)
B A%M(L) A%ML)
(AgAL)P+E)
_ A%—U(L)

L, (W) =

la deuxiéme égalité vient du fait que pour une catégorie prémodulaire, on a : A(}A% = Ay Z 0 x di
XeAgNTey

avec 6 le twist de la catégorie ¥. La catégorie € est normalisable donc pour tout objet

scalaire transparent X : #x = 1 pro. 1.5.3. On obtient de méme :

— AW
I—(WL) - A(cg/7+)7

A\
IO<WL):< f’”)
13

On conclu en notant que pour tout entrelacs en rubans pointé L, on a : o(L) = o(Wy),
avec o(Wp) la signature de la 4-variéte Wy, [?]. O
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Remarque 4.2.4. Dans |?|, les auteurs montrent que pour une catégorie modulaire €
(W)

. Brg(W) = (Af—:}'“> ° (prop 6.2 [?]). TIs ont besoin de catégories modulaires, car

dans leur preuve ils utilisent un lemme de Lickorish (lem. 6.1 [?]). Dans |?], les auteurs
cherchent une description de I'invariant de Broda généralisé dans le cas non modulaire.
La proposition 4.2.3 répond a cette question et généralise le résultat obtenu dans le cas
modulaire.

¢ =6

Soit & une catégorie prémodulaire, on rappelle que %] est la catégorie des objets de
% homogéne de degré 1. Il s’agit d’une catégorie prémodulaire et d’une sous catégorie
pleine de .

Pour le couple 6] C %, nous montrons que les invariants bichromatiques de 4-variétés
sont ceux de Roberts associé a certaine classe d’homologie.

L’invariant de Roberts [?]

Soient € une catégorie modulaire, W une 4-variété, © € Ho(W, Autg(ly)) et L un
entrelacs en rubans pointé qui décrit W. Alors la classe d’homologie = peut étre représen-
tée par un sous ensemble de composantes non pointées de L, noté u. On colore alors
I’entrelacs en ruban pointé L de la fagon suivante : les composantes correspondantes a
u sont colorées par la couleur de Kirby ¢, de la catégorie € et les autres composantes
sont colorées par la couleur de Kirby Q. L’nvariant de Roberts est le scalaire :

(L\u(2e), u(Qq,))
Lhtg@)
@ 2

Ro(W,x) = (4.2.9)

Dans l'article |?], I'invariant (4.2.9) est construit sur ¢ = Rep(U,(slz)), dans ce cas 14,
Autg(ly) = Car(Ly, k*) = Zos.

Théoréme 4.2.5. Si € est une catégorie modulaire et €' = €1 alors :

Ro(W,z) ( )W Io(Wy),

Iy
avec la classe d’homologie © € Hy(X, Autg(ly)) représentée par toutes les 2-anses de L.

Preuve : Soit € une catégorie modulaire et L un entrelacs en rubans pointé. On
pose L I'entrelacs en rubans constitué uniquement des composantes pointées de L et Lo
I’entrelacs en rubans constitué des composantes non pointées de L. On note x I’élément



4.2. CONSTRUCTION DE L’INVARIANT DICHROMATIQUE DE VARIETES DE DIMENSION 411
de Ho(W, Autg(ly)) issu de Lo, on a alors :

<L1(Q‘5)7L2(Q%”1)>
#L+bo(L)
2
4
(L(Q%,04))
#L+bo (L)
A(bp 2
| L] =bg (L)
(DO A ) 2
= : #L+b0(lj) ]O(WL>
A, ?
|L]—bg (L)
(Ag,)? P (Ag) ™2
= #L+bo(L) ]O(WL)
2

€

A bo (L)
= ( Aj) Io(Wy)

Ro(W,x) =

la derniére égalité est une conséquence du lemme 1.5.2. Il

4.2.3 Cas des variétés simplement connexes

Nous calculons l'invariant dichromatique de variété de dimension 4 pour des variétés
simplement connexes. Nous utilisons la description des variétés simplement connexes
suivante :

Lemme 4.2.6 (|?]). Soit X une 4-variété fermée, orientée et simplement conneze, alors
il existe un entier m tel que :

m+b3 (X) m+by (X)

XH(f CP(E TP = ( § CP)#( & TP,

avec by (resp. by ) le mombre de waleur propre positive (resp. négative) de la forme
d’intersection de X .

Pour une variété de dimension 4 sans bord, connexe et orientée, la forme d’intersection
est donnée par la matrice d’enlacement de I’entrelacs en ruban pointé décrivant la variété

Proposition 4.2.7. Soit €' C € avec €' une catégorie normalisable de dimension in-
versible et € prémodulaire de dimension inversible. Si X est une J-variété simplement
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connexe, alors :

x(X) a(X)

2 5 +1
I(x) = [ Benien CAgo
A AL D 4
e a(X)
- A(%/’_;’_)A((g/’_) 2 A%’%’A(%l7_) 5 +1
PO T ) T
€, 6" (%' +)

Preuve : Soit X une 4-variété fermée et simplement connexe, alors d’aprés (4.2.6),
m mo______ m+b§' (X) m+by (X)
on sait qu’il existe un entier m tel que : X# # CP?4 4 CP2~ 4§ CP?% § CP%
Or CP? (resp. CP2) est obtenue par recollement d’une 2-anse sur D* le long du noeud
trivial d’auto-enlacement —1 (resp. +1), ainsi on a :

[.(CP*) = Ag
=5 A
2 — ]
I.(CP?) AoAy
]_(CIP)Q) — A(%ﬂ/’Jr)
_ AD
I (CP2) = ——¢

Ainsi par multiplicité de l'invariant pour les sommes connexe 4.2.2, on a : [, (X) =
Ab2 (X) Ab;(m Ab;<X)Ab2+<X)

(—((g/’” bfi’)’(‘))> et I_(X) = [ &) bf(;(‘)’) Etant donné que la variété est simplement
(8 g2 (8 )"

connexe orientée et fermée, on en déduit que le premier groupe d’homologie de X est nul

et par dualité de Poincarré le 3éme groupe d’homologie de X est nul. Il en résulte que

X(X) la caractéristique d’Euler de X est égale & : 24 by(X) avec bo(X) le rang de Hy(X).

Ainsi on a : x(X) =2+ b5 (X) + by (X). Par définition la signature de o(X) est égale &

by (X) — by (X). On a donc :

X X
bE(X) = w 1
X)—-0o(X
by (X) = w 1
On a donc les égalités suivante :
x(X) @Jrl
Lx) = [Benden) " Beon )
A%ﬂg, A%’%/A(%IFF) ’
x(X) ()




Appendice A

Algebres de Hopt

Dans cette annexe, nous rappelons les notions nécessaires a la construction des invari-
ants de Kuperberg |?], de Hennings-Kauffman-Radford [?] et de Altschiiler-Coste [?].

Dans cette annexe k est un corps commutatif.

Algébres de Hopf

Une bigebre est une donnée (H,m,i, A, €), ot H est un k-espace vectoriel muni d’une
structure d’algébre (H,m, i) et d’une structure de cogebre H = (H, A ¢€), tel que :

A et € sont des morphismes d’algébres.

Cette condition est équivalente a la condition suivante : m et ¢ sont des morphismes
de cogebres.

Soient A = (A, m, 1) une algébre et C' = (C, A, €) une cogebre. Pour tous morphismes
fig € Hom(C,A), on pose : fxg = m(f ® g)A. L’espace vectoriel Hom(C, A) muni
du produit %, appelé produit de convolution, et de 1'unité ze est une algébre. L’antipode
d’une bigebre (H,m,i, A, €) est une application linéaire S € Hom(H, H) vérifiant :

S*ldeldH*S:ZE

Une algébre de Hopf est une bigébre munie d'une antipode.

Une algebre de Hopf involutive est une algébre de Hopf H = (H, m,i, A, €, S) telle que
S? =idy.

Exemple A.0.8. Soit G’ un groupe fini. L’algébre de groupe k|G| est munie d’une struc-
ture d’algébre de Hopf involutive. La comultiplication et la counité sont données par les
1sig=1g

. . L’antipode est donnée
0 sinon

applications suivantes : A(g) = g ® g et €(g) = {
par I'application S(g) = g~

117
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Intégrales

Soit H = (H,m,i,A,¢,S) une algébre de Hopf de dimension finie. Une intégrale a
gauche (resp. a droite) de H est une forme linéaire uyp € H* (resp. ur € H*) vérifiant :

(,LLL & ldH)A = /’LLiu

(resp. (idg @ pur)A = pgi).

Soit H = (H,mi, A€, S) une algébre de Hopf de dimension finie. Une cointégrale a
gauche (resp. a droite) de H est une application linéaire e;, € Hom(k, H) (resp. eg €
Hom(k, H)) vérifiant :

m(er, ®idy) = eer,

(resp. m(idy ® ug) = eegr).
Une intégrale est une intégrale a droite et a gauche.
Algébres de Hopf quasi-triangulaires

Une algebre de Hopf quasi-triangulaire est une donnée (A, R) ou A est une algébre de
Hopf et R est un élément de A ® A vérifiant :

(i) RA =7TAR, avec 7 le flip sur A ® A.
(ii) (idA & A)R = RioRq3, avec R1o = R® 14 et Ri3 = (7’ &® idA)(lA &® R)
(111) (A X ldA)R = R13R23, avec R23 = 1A X R.

Si R définit une structure quasi-triangulaire sur une algébre de Hopf A, alors R est
inversible, d’inverse R™! = (S ® ida)(R) = (id4a ® S™)(R)

La catégorie des modules sur une algébre de Hopf quasitriangulaire est une catégorie
tressée.

Algeébres de Hopf en rubans

Une algebre de Hopf en rubans est une donnée (A, R,u) ou (A, R) est une algébre de
Hopf quasi-triangulaire et u est un élément de A vérifiant :

e il existe un group-like G tel que v = G~ !u soit dans le centre de A,
o s(u) = G luG.

Il en résulte que v est inversible et que S(v) = v.

Traces

Soit A une algébre de Hopf. Une trace sur A est une application k-linéaire tr : A — k
vérifiant :

(1) tr(xy) = tr(yz), pour tous x,y € A,

(2) tr(S(z)) = tr(z), pour tout x € A.



119

Algébres quasi-Hopf

Une quasi-bigebre est une donnée (A, ¢) ou A est une bigébre et ¢ € A ® A® A est
inversible vérifiant :

(ida ® A)(A)(a) = ¢(A ®id)(A(a))p™ ", pour tout a € A,
(ids ®ida ® A)(G)(A @ids @ida)(d) = (1 ® ¢)(ida @ A@ida)(p) (6@ 1), (A.0.1)
(e ®idA)A = (idg ® €)A = id4,
(idg ® e®1d)(¢) = 1.

(A.0.2)

L’élément ¢, appelé associateur de A, permet de coder ’associativité dans la catégorie
des A-modules de types finis. Pour trois représentations (V1, p1), (Va, p2) et (V3, p3) de A
on pose :

VY5 = (1 @ pa @ p3) ().

Ceci définit un isomorphisme de (V; @ V5) ® V3 vers V; ® (V4 ® V3) et la relation (A.0.1)
assure que ¢——— vérifie I'identité pentagonale de Mac Lane [?].
Soit A une quasi-bigébre. Pour tout a € A on pose A(a) = ial(-l) ® al?

p=>.XiQYi® Z et ¢! = >.; P ®Q;® R;. Une algeébre quasi-Hopf est une donnée
(A, S, B, a) ou A est une quasi-bigébre de Hopf, S est un antimorphisme d’algebre (appelé
antipode) et «, § des éléments de A vérifiant :

Y S(aaa? = e(a)a, (a€ A),
ism&”mﬁ’ = c()B, (a € A),
ZZXﬂS Yi)aZ;, = 1,

ZS )aQ;BS(R;) = 1.

On pose :

(0 ® 14)(A ®ids ®ida)(¢ ZA ® B; ® C; ® D,
v = ZS )aC; @ S(A;)aD;,
(A®ids ®ida)(9)(¢™" @ 14) :ZKi®Li®Mi®Ni,
5—2!@65 ) @ LiBS(M;).
/= ZS@S P))yA(QiBS(Ry)).
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Une algébre quasi-Hopf quasi-triangulaire est une donnée (A, R) ot A est une algébre
quasi-Hopf et R est un élément inversible de A ® A vérifiant :

7A(a) = RA(a)R™, (ac A)
(A®ida)(R) = ¢s12R130135R230, (a € A)
(ida ® A)(R) = ¢53 Ri3po13Ri20™ ",
avee ¢g1a = (ida ® 7)(7 ® ida)(9), P13 = (T @ ida) (@), P13y = (ida @ T)(¢71) et
by = (T ®idy)(idy @ 7) (7).

Une algébre quasi-Hopf en rubans est une algébre quasi-Hopf munie d’un élément v
dans le centre de A vérifiant :

o v2 =uS(u),
e S(v) =,
o c(v)=1,

e Aluwv™) = (S ®9)(fu))(uv™t @ uv™), avec fo; = Pf.

Le double de Drindfeld tordu

Soient G un groupe fini, w € Z3(G, k*) et .Z(G) I'algébre des fonctions sur G a valeurs
dans k. On note 2¥(G) 'espace vectoriel .7 (G) @ k[G], (g,h) = 0, ® h, avec g, h € G et
§y(z) = { 1OSs?njnx7 , est une base de 2*(@G). Les structures d’algébre et de cogebre de

2% (G) sont données par les applications suivantes :

(gw%')(hay) = 5g,xhx—1eg(xa y)(g>$y)>
A((g,z)) = > M, y)(x, h) @ (y, h),

T,y € Gey =g
] 1sig=lg,
((g. 1)) = { 0 sinon.
avec pour tous (z,y,9,h) € G
Oy(z,y) = w(g, z,y)w(z,y, (vy) " gry)w(z, 2™ gz, y) 7", (A.0.3)
wz(g,h) = w(g, h, 2)w(z, 2 gz, v ha)w(g, v, 2~ hr) . (A.0.4)

L’associateur et la structure quasi-triangulaire de 2*(G) sont :

Qb - Z w(g’ h’ k>_1(97 1G> ® (ha 1G) & (kv 1G)7
g,h,keG

R=> (g,1¢)® (1) 9)-

geG
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On définit 'antipode S et les éléments « et (§ de la facon suivante :

S((g,2)) = -1 (z, 2 V(g g7 ") @ g w2,

a=1,
B: Zw<gag_lug)(gu ]-G)?
geG

On pose R = Z a, ® b, et u = Z S(Q;BS(R;))S(by)aa,P;. La structure en rubans de
p Jp
2%(@) est 'élément v = fu.

Proposition A.0.9. Pour tout groupe fini G et pour tout w € Z3(G,k*)
(2°(G), ., 1gv@), A, 6,0, 3,5, R, ¢,v) est une algebre quasi-Hopf en rubans semi-simple.
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Appendice B

La catégorie des enchevétrements
colorés

Dans cette annexe nous rappelons la construction de I'invariant par isotopie d’entrelacs
() utilisé au chapitre 4.

Enchevétrements

Soient n et p deux entiers naturels. Un enchevétrement L a n entrées et p sorties est
un nombre fini de lacets et d’arcs plongés de fagon lisses dans R? x [0, 1], de tel sorte que
le bord L de L soit :

OL = ({1} x {0} x {1} U---U({p} x {0} x {1} U ({1} x {0} x{0})U---U({n} x {0} x{0}).

On désigne par (k,1)-enchevétrement, un enchevétrement a k entrées et [ sorties. Les arcs
et les lacets d’un enchevétrement sont des composantes de l’enchevétrements.

Enchevétrements en rubans

Un enchevétrement en rubans est un enchevétrement L C R? x [0, 1] muni d’un champs
de vecteurs normal non singulier tel qu’aux points terminaux des arcs on ait le vecteur
(0,—1,0). Un champs de vecteurs normal & L (& homotopie prés une fois fixé sur les
points terminaux) détermine un framing de L.

Deux (k,l)-enchevétrements Ly et Ly sont isotopes si Ly peut étre déformé ,de fagon
lisse, en Ly. Au cour de la déformation, il ne doit pas y avoir d’intersection entre les
composantes ni d’auto intersection.

L’isotopie définit une relation d’équivalence sur les enchevétrements en rubans.

La catégorie des enchevétrements en rubans

La catégorie des enchevétrements en rubans est la catégorie dont les objects sont
les entiers naturels et pour tous objets k, [, les morphismes de k vers [, avec k,[ € N,
sont des classes d’isotopies d'un (k, [)-enchevétrement. La composition est donnée par la
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concaténation des enchevétrements en rubans. L’addition pour les objets, k@ k' = k+ &/,
et la juxtaposition pour les morphismes, L ® L' est obtenu en placant L’ a droite de L,
définissent une structure monoidale sur la catégorie des enchevétrements en rubans.

Une projection P d’un (k,l)-enchevétrement est 'union d’un nombre fini d’arcs dans
R? n’admettant aucun point d’intersection ni d’auto intersection. Le bord P de P doit
vérifier la condition suivante :

P = PN (R x {0,1})
= ({1} x{0h)u---U({k} x{0}) U ({1} x {1} U---U {1} x {1})

Un point de croisement de P est un point d’intersection d’au moins deux arcs.

Une projection est dite réguliere si tous les points de croisement sont points de croise-
ment de deux arcs.

Diagrammes d’enchevétrements en rubans

Un diagramme d’enchevétrement en rubans est une projection d'un enchevétrement
en rubans sur R x [0, 1] munie d'un ordre sur les arétes issues des points de croisement. A
chaque point de croisement, la premiere aréte (par rapport a l'ordre fixé) est le brin "au
dessus" et la seconde est le brin "au dessous".

& A

(6,2)-enchevétrement en rubans (2,2)-enchevétrement en rubans

Enchevétrements en rubans colorés

Soit ¢ une catégorie monoidale. Un enchevétrement en rubans € -coloré (ou coloré
si il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la catégorie) est une donnée (7', s,b) ou T est
un enchevétrement en rubans et s (resp. b) est une application de T NR? x {0} (resp.
T NR? x {1}) vers ensemble des mots de longueur finie formés par les objets de 4. La
figure suivante représente un (2, 3)-enchevétrement en rubans coloré T'. Les objets X, Y,
7,V et U sont des couleurs de T
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Z\V
PSfrag replacements /‘\ /| ’\ /'\

Une isotopie d’enchevétrement en rubans coloré est une isotopie d’enchevétrement en
rubans préservant la coloration.

La catégorie des enchevétrements colorés

La catégorie des enchevétrements en rubans %-colorés est la catégorie dont les objets
sont les suites finies : ((V1,€1), ..., (Vin, €)) avec V4, ...V, des objets de € et €1, ...,€, €
{+, —}. Lasuite vide est aussi un objet. Un morphisme de la catégorie des enchevétrements
colorés est une classe d’isotopies d’enchevétrements en rubans %-coloré. La compo-
sition est obtenue par concaténation des enchevétrements en ruban colorés. La caté-
gorie des enchevétrement en rubans % -colorés est notée Tangy. La juxtaposition des
enchevétrements en rubans colorés donne une structure de catégorie monoidale a T'angy.
Un entrelacs en rubans coloré est un représentant d’un morphisme de Endrang, (0). On
définit comme précédemment la notion de diagramme d’enchevétrement en rubans. Dans
Tangy, on définit les morphismes suivants :

3 <»/Q»<
<»9\—-»<



126 APPENDICE B. LA CATEGORIE DES ENCHEVETREMENTS COLORES

W\V W/V W)/V W\V
% S WS

+ - + -
X V,W X V,W YV,W Yvw

Vv Vv Vv Vv V
V w W\/v W\)*/
!/I:VV |78 }A/V VV/
Z;W Zyw TVfW Tyw

Théoréme B.0.10 (Thm. 2.2 [?],[?]). Soit € une catégorie en rubans de tressage c et
de tunst 6. Il existe un unique foncteur monoidal F' : Tangy — € tel que :

(i) F(V,+) =V et F(V,=)) =V";

(ii) pour tout objet V., W de €, on a : F(X‘JZW) =cyw, Flov) =0y, F(Uy) = hy et
F(mv) = ey.

Le foncteur F' a les propriétés suivantes :

o F(Xyy) = (ewv) " F(Yhy) = (ewyv) ™', F(Yyw) = cvvw,
o F(Zyw) = (cwvy)™h, F(Zyw) = cvwv,

. F<TI—}_W) = Cvv WY, F(TVW) (CWV,VV)_I’ F(oy) = 9\71'

Construction de ()

Soient o/ et A deux catégories monoidales. On note I, (resp. Iz) l'objet unité de
o/ (resp. ). Pour tout foncteur monoidal (F, @y, Pg) : &/ — A, on définit application
suivante :

End (1) — Endg(1)
f={f)r=3'F(f)®.

Soient (F, ®y, D) et (F', ), ) : &/ — A des foncteurs monoidaux et n : F' — F’' un
morphisme naturel monoidal. Pour tout morphisme f € End.(I.), on a :

(fyp =4 F'(f)®
= oo F(f)ni®o
= @51F(f)(1)0

:<f>F
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Corollaire B.0.11. Soient € une catégorie en rubans et F un foncteur en rubans de
Tangy vers € qui envoie tout objet X de € wvers X. Alors lapplication : L — (L)p est
un invariant par isotopie d’entrelacs orienté en rubans € -coloré . De plus ( )r ne dépend
pas du choix de F.

D’aprés le théoréme de Schum B.0.10, on sait que pour toute catégorie en rubans %, il
existe un foncteur en rubans F' de T'angy vers €. Ainsi l'application linéaire ( ) existe.

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la catégorie en rubans, on notera cette
application linéaire : ( ).
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Appendice C

Action de 24 sur les 6j-symboles dans
une catégorie souveraine

Dans cette annexe nous montrons que pour une catégorie souveraine les formes linéaires
(3.1.4) et (3.1.5) ne sont pas indépendantes du choix de la numérotation des 0-simplexes.
Ces calculs montrent que ces changements de numérotations modifient les formes mul-
tilinéaires par un scalaire qui est la pente d’objets scalaires. Ainsi si la catégorie est
sphérique alors les formes multilinéaires (3.1.4) et (3.1.5) ne dépendent pas du choix de
la numérotation.

Dans cette annexe, % une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour réaliser ces calculs, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme C.0.12. Soit X un objet scalaire de €, on a :

(i) exf =sl(X)(ex ®ex)(idxv @ f ® idxv)hx, pour tout f € Homg (I, X @ XV),
(i1) fnx = sl(X)(ex)(idxyv ® f ® idx)(hx ® hx), pour tout f € Homg(X @ XV, 1),
(111) fhyx = sl(X) ex)(idx @ f @ idxv)(nx @ nx), pour tout f € Homex (XY @ X, 1),
(iv) exf=sl(X)Hex ®ex)(idx @ f @ idxv)nx, pour tout f € Homg (I, XV @ X).

Preuve : Montrons (i). Pour tout objet scalaire X, Home (I, X ® XV) est un espace
vectoriel de dimension 1. Le morphisme 7y est une base de Homg (I, X @ XV). 1l en
résulte que pour tout f € Homey (I, X @ XV) avec f # 0, il existe A € k* tel que f = Anx.
On a donc ex f = Adimq(X) et :

(EX X EX)(idXv Rf® idXv)hX = )\(EX X EX)(idXv RNx ® idXv)hX
= )\EXhX
= Adim,(X).
Ainsi exf = sl(X)(ex ® ex)(idxv @ f ® idxv)hx. Les assertions (ii), (iii) et (iv) se
montrent de la méme fagon.

m
Le lemme C.0.12 va permettre de montrer les lemmes 3.1.2 et 3.1.3.
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Preuve du lemme 3.1.2

Dans cette section (0123) est un 3-simplexe orienté et ¢ est une coloration de (0123).
= (01)(23) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Lt((0123),c)

Vi (132) @ Vig(023) @ Vig(031) @ Vig (012) k

LF((2301),¢)

Ve (132)@ Vi (023) @V (031)@Vig (012) — Vg (301)@ Vi (201)@ Vg (213)@Vig (230) k

PSfrag P&ftag

e fmgerﬂplacements

PSfrag replacements

x®y®z®tr—> “ U UJm

PSfrag replacements

= sl(c(01)) *
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PSfrag replacements
= sl((c(01)) ¥
((c(01)) )

t
z

PSfrag replacements
= sl((c(01)) *
((c(01)) )

t
z

PSfrag replacements

= sl(c(o1)) ¥
;\ ymzmt |

= (02)(13) : Nous allons comparer les applications suivantes :

+((0123),¢)

Vi (132) ® Vip (023) @ Vie (031) @ Vig (012) = k,

Ve (132) @Vis (023)@ Vi (031)@Vig (012) — Vig (310)@Vig (201)@Vig (213)@Vig (230) 122, g

PSfrag reptSéemgerditStemgerdit Séemgerdplacements

PSfrag replacements

ooyl
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements

= sl(c(20)) *

PSfrag replacements

= sl(¢(20)) Z

)
:

= (03)(12) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Vi (132) @ Vi (023) © Vig (031) ® Vig (012) 20209

Vie (132)@ Vg (023)@Vig (031) @ Vi (012) — Vig (201)@ Vi (310)@Vip (302) @Vig (321) - E20, ¢

PSfrag reptSéemgerditStemgerdit Séemgerdplacements

PSfrag replacements

x®y®z®tr—>t@ @@tt +—>T
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Pour tous morphismes x € Vi (132), y € V4(023), z € Vi (031) et t € Vie(012) on a :

PSfrag replacements

ISR SN
7z

PSfrag replacements

= sl(c(30)) z

PSfrag replacements

= sl((c(30)) * "
eI

PSfrag replacements

= sl(c(30)) ©
;\ ym th |

= (012) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L+((0123),¢)

Vie (132) ® Vig(023) © Vig (031) ® Vig (012) k

?

Vie (132) @ Vip (023) @ Vi (031)@Vig (012) — Vi (230)@Vig (103) @ Vi (132) @ Vip (120) 212099,

PSfrag refptSéemgerd :-E' lacem ements

P@frag replacements

x®y®z®tr—>t@ @ “@t TH”E
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements

= sl(c(10)) z

PSfrag replacements

= s1((c(10)) z |
SRS

PSfrag replacements

= si(c(10)) *

O

4yl Lz ] [t]

~ <

o = (021) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L+((0123),¢)
_

Vie (132) ® Vig(023) © Vig (031) ® Vig (012) k

?

((2013),¢)

Vie (132)@Vip (023) @ Vi (031)@Vig (012) — Vig (031)@ Vi (213)0Vip (230) @ Vig (201) 2 k

PSfrag replacem ragerdilSeeagerdplacements

X
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Y Y
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements

BSfﬁg\reRIa ments

)\

PSfrag replacements

= s(c(20))
i\ ym th |

= (013) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Vi (132) @ Vi (023) © Vig (031) ® Vig (012) 20209

Vie (132) @Vig (023)@Vig (031)@Vig (012) — Vig (302)@Vir (120)@Vie (103)@Vip (132) 1209, ¢

PSfrag refptSéemgerd :-E' lacem ements
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements
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) x|

[Pty [ 44
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= sl(c(30)) z

PSfrag replacements

= sl((c(30)) * "
eI
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= si(c(30)) *

O

4yl Lz ] [t]

~ <

= (031) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L+((0123),¢)

Vie (132) ® Vig(023) © Vig (031) ® Vig (012) k

?

Lt((3021),¢)

Ve (132)@Vis (023)@ Vg (031)@Vig (012) — Vi (012)@Vig (321)@Vig (310) @ Vg (302) k

PSfrag replacem ragerdilSeeagerdplacements
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :
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= sl(c(30)) z

PSfrag replacements

= sl((c(30)) * "
eI

PSfrag replacements

= si(c(30)) *

O

4yl Lz ] [t]

~ <

= (023) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L+((0123),¢)

Vie (132) ® Vig(023) © Vig (031) ® Vig (012) k

?

Lt((2130),¢)

Ve (132)@Vis (023)@ Vg (031)@Vig (012) — Vi (103)@Vig (230)@Vig (201) R Vi (213) k
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements

N \\ﬂ

PSfrag replacements

N+

= sl(c(20)) ¢
i\ ymzmt |

= (032) : Nous allons comparer les applications suivantes :

+ C
Vi (132) @ Vi (023) ® Vg (031) @ Vig (012) LF((0123).¢)
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t
2 ym z m t |

= (123) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Vie (132) @ Vig (023) © Vig(031) © Vig(012) 2001209 g
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Vi (132)@ Vg (023) Vi (031)@Vig (012) — Vip (230)@Vig (103)@ Vi (132) @V (120) T2, g
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Pour tous morphismes x € Vg (132), y € V(023), 2z € Vx(031) et t € Vi (012) on a :
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_
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= (132) : Nous allons comparer les applications suivantes :

LT((0123),¢)
Ve (132) ® Vi (023) @ Vig (031) @ Vi (012) =27, K

Y
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Pour tous morphismes = € Vi (132), y € V4(023), z € V4 (031) et t € Vix(012) on a :

PSfrag replacements

<

)
:

Ay ] [z] [t]

Preuve du lemme 3.1.3

Dans cette section (0123) est un 3-simplexe et ¢ est une coloration de (0123).

o =(01)(23) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Ve (123) ® Vi (032) @ Ve (013) ® Ve (021) L~ ((0123),¢) k.

Vip (123)@Vie (032) @ Vig (013)@Vir (021) — Vig (301)@Vip (201)@Vig (213)@ Vg (230) L2009,

eftbéeagerdplacements

x
Y Y zPSfrag rgxplacements
J
t K t\ N
roveror-ihdiiiel i) Jol [
z z N
i

z




141

Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :

Pﬁfﬁmph ments \C\
) . ﬁJ
t

o 1 i )

PSfrag replacements
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= sl(c(10)) *

s 1 N )

yy | Lz ] Lo

= (02)(13) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Vi (123) @ Vie (032) @ Vig (013) @ Vi (021) 20209,
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :

S8 W

PSfrag replacements

= sl(c(20))

PSfrag replacements

= s1((c(20) *

Y

PSfrag replacements

= sl(c(20)) *

= (03)(12) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L~ ((0123),¢)
—_

Vie (123) © Vig (032) © Vig (013) @ Vig (021) k

Y

L—((3210),¢)
_

Ve (123)@Vis (032)@ Vg (013)@Vig (021) — Vi (210)@Vig (301)@Vig (320) R Vig (312) k
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :
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z
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= (012) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L~ ((0123),¢)
—_

Vie (123) © Vig (032) © Vig (013) @ Vig (021) k
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L—((1203),c)
_

Ve (123)@Vis (032)@ Vg (013)@Vig (021) — Vi (203)@Vig (130)@ Vg (123) @ Vig (102) k
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :

PSfrag replacements

P Sfrag replacements \C\
@

z
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e
Y

PSfrag replacements

= sl(c(01))
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= sl((c(01))

2
t
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= sl(c(01)) ~

t
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yy | Lz ] [t]

= (021) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L~ ((0123),¢)
—_

Vie (123) © Vig (032) © Vig (013) @ Vig (021) k

Y

L—((2013),c)
_

Ve (123)@Vis (032)@ Vg (013)@Vig (021) — Vg (013)@Vig (231)@Vig (203) R Vi (210) k
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :
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= s1(c(20)) 1

yot [y | L=z

PSfrag replacements
= sl(¢(20)) t
z
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Yy

= (013) : Nous allons comparer les applications suivantes :

L= ((0123),¢)

Vie (123) © Vig (032) © Vig (013) @ Vig (021) k
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L=((1321),¢)
_

Ve (123)@Vis (032)@ Vg (013)@Vig (021) — Vi (320)@Vig (102)@Vig (130) R Vig (123) k
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :
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PSfrag replacements
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= (031) : Nous allons comparer les applications suivantes :
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :
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11 V)

yy ! Lz ] [o]

= (023) : Nous allons comparer les applications suivantes :
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= (032) : Nous allons comparer les applications suivantes :

Vi (123) @ Vi (032) ® Vig (013) @ Vg (021) 20209
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L=((2130),c)
_—

Vi (123)@1@(032)@1@(013)@@(021) — Vi (102)@Vig (320) @ Vg (312) @ Vg (301) k
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= (123) : Nous allons comparer les applications suivantes :
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cements
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Pour tous morphismes = € Vi (123), y € V4 (032), z € V4 (013) et t € Vi(021) on a :

PSfrag replacements PSfrag replacements
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PSfrag replacements
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{#1}, 40 cobordisme, 85
A, 78 cobordismes triangulés, 85
cr,, 76 dimension, 48
no(T), 75 en rubans, 48
P, 88 monoidale, 19
sl(X), 31 stricte, 20
w,, 76 normalisable, 50
6j-symboles vectoriels, 37 Picard, 41
prémodulaire, 48
algebre de fusion, 27 souveraine, 23
algebre de Hopf sphérique, 38
antipode, 117 tensorielle absolument semi-simple, 27
involutive, 117 tressée, 48
cointégrale, 118 chirurgie, 53
?n rubans, 118 cobordisme, 85
1ntegralse, 118 . complexe simplicial, 63
quasi-triangulaire, 118 équivalence de chemin, 77
trace, 118 chemin, 76
algébre quasi-Hopf, 119 connexe, 77
en rqbaps, 120. groupe de jauge, 78
quasi-triangulaire, 120 groupoide fondamental, 77
anse, 103 lacet, 76
cosphere d’attachement, 103 mouvement bistellaire, 64
décomposition en anse, 105 raccord, 64
relative, 105 raccordable, 64
sphere d’attachement, 103 contraction, 74
anse:coller, 103 corps en anses, 59
application caractéristique, 89 couleur, 27

couleur de Kirby, 48

base, 44 couple compact, 105

bistellaire équivalent, 64
diagramme de Heegaard, 60

catégorie orienté, 60
k-catégore abélienne, 26 dimension
k-catégorie, 26 a droite, 26
k-catégorie linéaire a gauche, 26

absolument semi-simple, 26 dualité, 22

k—c.atég'orie tensorielle, 27 évaluation, 22
k-linéaire, 26 coévaluation, 22
équivalence de catégories monoidales, 22 dual
absolument semi-simple, 26 droite, 22
autonome, 22
a droite, 22
a gauche, 22 entrelacs en ruban coloré, 125

gauche, 22
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entrelacs en rubans pointé
composante ordinaire, 107
entrelacs en rubans pointés, 107

foncteur
bidual, 23
essentiellement surjectif, 22
fidele, 22
monoidal, 20
pleinement fidéle, 22
framing, 104

glissement d’anses, 49
graduation, 28
groupe de Picard, 40

HQFT, 90

idéal, 33
invariant
Reshetikhin-Turaev, 55
Altschiiler-Coste, 56
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Invariants quantiques en dimension 3 et 4, TQFTs et HQFTs.

Résumé : Cette thése est consacrée a 1’étude des invariants quantiques en dimen-
sion 3 et 4 ainsi que les TQFTs et HQFTs qui leurs sont associées. Cette thése établit
que pour toute catégorie € sphérique la TQFT de Turaev-Viro est issue d'une HQFT en
dimension 1+2 ayant pour but l'espace classifiant BI'y. Grace aux méthodes dévelop-
pées pour montrer ce résultat, nous avons donné une nouvelle description 'invariant de
Turaev-Viro homologique. En outre, nous introduisons la notion de catégorie de Picard
qui nous permet de relier 'invariant de Turaev-Viro a l'invariant de Dijkgraaf-Witten.
Nous construisons également un invariant quantique de dimension 4 que nous comparons
a l'invariant quantique de dimension 4 défini par Crane, Kauffman et Yetter. Ce nou-
vel invariant est obtenu a partir de couples de catégories prémodulaires de dimensions
inversibles.

Quantum invariants of 3-manifolds and 4-manifolds, TQFTs and HQFTs.

Abstract : This thesis is devoted to the study of some quantum invariants of 3-
manifolds and 4-manifolds as well as their associated TQFTs and HQFTs. We establish
that for all spherical category %, the Turaev-Viro TQFT comes from a 1+2 dimensional
HQFT which has the classifying space Bl'¢ as target space. Using the methods developed
here, we give a new description of the homological Turaev-Viro invariant. Furthermore,
we introduce the notion of a Picard categories which we use to link the Dijkgraff-Witten
invariant to the Turaev-Viro invariant. Lastly, we construct a 4-dimensional quantum
invariant and compare it to the quantum invariant defined by Crane, Kauffman and Yet-
ter. This invariant is obtained from pairs of premodular categories which have invertible
dimensions.
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