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Introduction

Les invariants quantiques

Depuis l’introduction du polynôme de Jones en 1984 [?], une vaste famille d’invariants
nouveaux en topologie de petite dimension a vu le jour : les invariants quantiques.

Il s’agit notamment d’invariants d’entrelacs (crochet de Kauffman, qui est une vari-
ante du polynôme de Jones, polynôme HOMFLYPT, versions colorées...), d’invariants de
variétés de dimension 3 (Reshetikhin-Turaev, Turaev-Viro...) ou de variétés de dimension
4 (Crane-Yetter, Roberts...).

La construction de ces nouveaux invariants s’inscrit généralement dans le schéma suiv-
ant :

• On choisit une représentation de l’objet topologique (entrelacs, 3 variété...) par
une donnée de nature ‘combinatoire’ (diagramme d’entrelacs, entrelacs en rubans
dans S3); on a besoin de connaître une famille de transformations élémentaires des
données combinatoires (mouvements de Reidemeister, de Kirby...) telles que deux
données ’combinatoires’ représentent le même objet topologique si et seulement si
on peut passer de l’une à l’autre par un nombre fini de telles transformations.

• On se donne un procédé associant à toute donnée combinatoire un scalaire. Ce
procédé nécéssite généralement une donnée auxilliaire, de nature ‘algébrique’ (tel
qu’un groupe quantique, une catégorie modulaire...).

• On vérifie que le scalaire ainsi construit est invariant par transformations élémen-
taires, de sorte qu’il définit bien un invariant topologique.

Par exemple, la donnée d’une catégorie en rubans permet de construire des invariants
d’entrelacs en rubans orientés colorés en s’appuyant sur la représentation des entrelacs
par des diagrammes d’entrelacs. La catégorie des représentations du groupe quantique
Sl2,q est un exemple de catégorie en rubans, et l’invariant ainsi produit est le polynôme de
Jones. Pour les variétés de dimension 3, Reshetikhin et Turaev ont construit un invariant
quantique en utilisant la présentation de ces variétés par chirurgie le long d’un entrelacs
en rubans dans S3. La donnée algébrique sur laquelle s’appuie leur construction est
un groupe quantique aux racines de l’unité. De même Turaev et Viro ont construit un
invariant utilisant la représentation d’une variété de dimension 3 par une triangulation.

La notion de théorie topologique quantique des champs (TQFT) est une généralisation
naturelle de la notion d’invariant quantique. Une TQFT en dimension 2+1 associe à toute
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surface fermée un espace vectoriel de dimension finie et à tout cobordisme de dimension 3
une application linéaire. Plus précisément, une TQFT en dimension 2+1 est un foncteur
monoïdal symétrique :

V : Cob1+2 → vectk

de la catégorie des cobordismes de dimension 2+1 vers la catégorie des espaces vectoriels de
dimension finie. Il est intéressant, pour construire des exemples, d’étendre cette définition
en considérant des surfaces et des cobordismes munis de structures additionnelles.

Une TQFT V en dimension 2+1 donne lieu à un invariant scalaire de 3-variétés closes :
si M est une 3-variété close, c’est un cobordisme du vide dans lui-même, donc V (M) ∈
End(V (∅)) = k.

Plusieurs invariants quantiques de 3-variétés s’étendent en des TQFT. Par exemple,
Blanchet, Habegger, Masbaum et Vogel [?] ont montré que le crochet de Kauffman (vari-
ante du polynôme de Jones) s’étend à une TQFT pour des surfaces et des cobordismes
munis de p1-structures.

Turaev a introduit en 2000 la notion de théorie homotopique quantique des champs
(HQFT) de but un espace topologique X. Il s’agit d’une TQFT en dimension 2+1 où les
surfaces et les cobordismes sont munis d’une classe d’homotopie d’applications continues
vers X.

Les deux tableaux suivant énumèrent plusieurs invariants quantiques en dimension 3.

Invariants de type Reshetikhin-Turaev

invariant de donnée algébrique invariant topologique description combina-
toire

Reshetikhin-Turaev
[?]

groupe quantique 3-variété

chirurgie/Kirby

Reshetikhin-Turaev
[?]

catégorie modulaire 3-variété et TQFT

Bruguières [?] catégorie modularis-
able

3-variété et TQFT

Bruguières [?] catégorie normalis-
able

3-variété (et super-
TQFT)

Hennings-Kauffman-
Radford [?]

algèbre de Hopf en
rubans

3-variété

Turaev [?] G-catégorie modu-
laire

G-fibrés principaux
sur les 3-variétés
HQFT avec K(G, 1)
pour but

Invariants de type Turaev-Viro
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Turaev-Viro [?] catégorie modulaire 3-variété et TQFT

triangulation/Pachner

Barrett-Westbury [?] catégorie sphérique 3-variété

Gelfand-Kazhdan [?] catégorie sphérique 3-variété et TQFT

Dijkgraaf-Witten [?] groupe fini G et α ∈
H3(G, k⋆)

3-variété et TQFT

Kuperberg [?] algèbre de Hopf invo-
lutive

3-variété scindement de
Heegaard/mvts de
Reidemeister-Singer

En dimension 4, Cesar de Sá [?] a introduit une présentation par chirurgie. Une 4-
variété lisse, close, orientée est représentée par un entrelacs en rubans "spécial". Il s’agit
d’un entrelacs en rubans dans S3 dont certaines comosantes sont marquées (d’un point),
de plus on suppose que la réunion des composantes pointées est un entrelacs trivial.

Un tel entrelacs est issu d’une décomposition en anses, les composantes non pointées
correspondent aux 2-anses et les composantes pointées, aux 1-anses. En utilisant cet
présentation, Broda [?] a construit un invariant de 4-variétés lisses, closes et orientées
associé à Uq(sl2). En 1997, Crane, Kauffman et Yetter [?] ont généralisé l’invariant de
Broda aux catégories normalisables. La même année, Roberts [?] a construit un invariant
pour les 4-variétés munies d’un classe d’homologie.

Par ailleurs, on peut représenter les 4-variétés par triangulation. Crane et Yetter [?]
et Mackaay [?] ont utilisé cette présentation pour construire d’autres invariants.

Ces invariants quantiques en dimension 4, ainsi que celui que nous introduisons dans
ce texte, sont récapitulés dans le tableau suivant.

Invariants quantiques en dimension 4

invariant donnée invariant topologique description combina-
toire

Broda [?] Uq(sl2) 4-variétés

entrelacs en rubans
spéciaux / César de
Sá

Broda généralisé [?] catégorie normalis-
able

4-variétés

dichromatique [?] paire de catégories
prémodulaires

4-variétés

Crane-Yetter[?] catégorie prémodu-
laire

4-variétés
triangulations /

Pachner
Mackaay [?] 2-catégorie sphérique 4-variétés
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Présentation de la thèse

Cette thèse comporte deux volets. Le premier est consacré à l’invariant de Turaev-Viro,
d’une part, dans le cas particulier des catégories de Picard (où tous les objets simples sont
inversibles), d’autre part dans le cas général. Dans le cas des catégories de Picard, nous
relions en particulier l’invariant de Turaev-Viro et l’invariant de Dijkgraaf-Witten. Dans
le cas général, nous construisons une HQFT qui est un raffinement la TQFT de Turaev-
Viro et qui permet de réinterpréter l’invariant homologique introduit par Yetter [?]. Le
second volet est consacré aux invariants quantiques en dimension 4. Nous construisons
un nouvel invariant quantique des variétés de dimension 4 closes, lisses et orientées qui
généralise l’invariant de Crane, Kauffman et Yetter [?] et retrouve de Roberts pour une
certaine classe d’homologie.

Invariant de Turaev-Viro

L’invariant de Turaev-Viro [?] est un invariant de 3-variétés à bord construit à l’aide
d’une représentation par triangulations. Dans la construction initiale de Turaev-Viro, la
donnée algébrique était une catégorie modulaire. Barrett et Westbury [?] ont montré
que la construction s’étendait aux catégories sphériques sur un corps k, et Gelfand et
Kazhdan [?] ont construit une TQFT associée à cet invariant. Dans [?] la catégorie est
supposée souveraine et non sphérique. Nous montrons qu’en fait l’hypothèse de sphéricité
est nécessaire dans leur construction.

L’invariant de Turaev-Viro est une somme d’états indexée par les colorations d’une
triangulation. Les colorations d’une triangulation T sont des applications de l’ensemble
des 1-simplexes orientés vers les classes d’isomorphismes d’objets scalaires. On note cet
ensemble Col(T ). L’invariant de Turaev-Viro s’écrit :

TV = ∆
−n0(T )
C

∑

c∈Col(T )

∏

e∈T 1

dim(c(e))Wc ∈ k, (0.0.1)

où ∆C est la dimension de la catégorie, n0(T ) est le nombre de 0-simplexe de T et Wc est
un scalaire obtenu à partir des 6j-symboles de la catégorie. Cet invariant peut être défini
pour des 3-variétés à bord, dans ce cas là l’invariant de Turaev-Viro est un vecteur.

Notre approche pour étudier cet invariant est d’associer à la catégorie sphérique un
groupe. Le cas le plus simple est celui d’une catégorie de Picard. Il s’agit d’une catégorie
tensorielle absolument semisimple telle que pour tout objet scalaire X, il existe un objet
Y tel que X ⊗Y ∼= I ∼= Y ⊗X. L’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets scalaires
forme alors un groupe ΛC . La contrainte d’associativité définit une classe de cohomologie
αC ∈ H3(ΛC , k⋆). Toute catégorie de Picard admet une unique structure sphérique telle
que la dimension des objets scalaires vaut 1 (Proposition 1.4.2), et les 6j-symboles se
décrivent en termes de la contrainte d’associativité, c’est-à-dire du 3-cocycle αC . Ainsi,
nous montrons :
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Théorème 3.6.1. L’invariant de Turaev-Viro associé à une catégorie de Picard C est
égal à l’invariant de Dijkgraaf-Witten associé au groupe ΛC muni la classe de cohomologie
αC .

Pour une catégorie sphérique générale C , nous montrons qu’il existe toujours une
graduation universelle, à valeur dans un groupe fini ΓC appelé graduateur de C . Si C est
une catégorie de Picard, on a ΓC = ΛC . Ceci nous permet de définir une HQFT de but
l’espace classifiant BΓC qui raffine la TQFT de Turaev-Viro et qui est en un certain sens
optimale.

En 1993, Yetter a défini une version homologique de l’invariant de Turaev-Viro. Il
s’agit d’un invariant des couples (M, α) avec M une 3-variété close et α ∈ H1(M ; A), où
A désigne le groupe des automorphismes monoïdaux du foncteur identité 1C . L’invariant
est donné par la formule :

Y (M, α) = ∆
−n0(T )
C

∑

c∈Col(T )

(α : c)
∏

e∈T 1

Wc.

Dans cette formule (α : c) est défini comme suit : on représente α par une application
b de l’ensemble des arêtes vers A et on pose

(α : c) =
∏

e∈T 1

b(e)c(e).

Il est naturel de se demander si l’invariant de Yetter provient d’une HQFT.
Notre résultat principal est la construction d’un invariant homotopique dont l’invariant

de Yetter se déduit, et d’une HQFT de but l’espace classifiant BΓC qui étend cet invariant.
Plus précisément, on observe que si c est une coloration telle que Wc est non nul, alors

c définit un élément xc de l’ensemble [M,BΓC ] des classes d’homotopies d’applications
continues de M vers BΓC . On pose :

HTVC (M, x) = ∆
−n0(T )
C

∑

c∈Col(T )|xc=x

∏

e∈T 1

dim(c(e))Wc,

où M est une 3-variété et x ∈ [M, BΓC ]. On a alors :

Proposition. Soit C une catégorie sphérique, alors HTVC (M, x) est un invariant du
couple (M, x). On a :

TV (M) =
∑

x∈[M,BΓC ]

HTV (M,x).

De plus pour α ∈ H1(M,A), on a :

Y (M,α) =
∑

x∈[M,BΓC ]

(α : x)HTV (M, x),

où (α : x) = (α : c) pour une coloration c telle que : xc = x.
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Théorème 3.4.4. Soit C une catégorie sphérique. L’invariant homotopique HTVC s’étend
en une HQFT H de but BΓC . La TQFT de Turaev-Viro V se décompose en espaces de
HQFT. Plus précisément, pour toute surface Σ on a :

V (Σ) =
∑

x∈[Σ,BΓC ]

H (Σ, x).

Pour une catégorie de Picard, cette décomposition est optimale car les facteurs sont de
dimension 1.

Invariant Bichromatique de 4-variétés

Le second volet de cette thèse est consacré à la construction et à l’étude d’un nouvel
invariant de variétés lisses, sans bord et orientées de dimension 4.

Nous construisons un invariant d’entrelacs par les mouvements de Cesar De Sá. La
technique utilisée pour construire cet invariant est le coloriage des composantes à l’aide
de catégories prémodulaires. Plus précisément nous nous donnons une paire de catégories
prémodulaires (C , C ′), il s’agit de deux catégories prémodulaires C et C ′ telles que C

soit une sous catégorie pleine de C ′, et nous colorons les composantes non pointées par
un élément de C , appelé couleur de Kirby de C et les composantes pointées par un
élément de C ′, appelé couleur de Kirby de C ′. A l’aide de la propriété universelle de la
catégorie des enchevêtrements colorés nous obtenons un scalaire noté : 〈L(ΩC , ΩC ′)〉. Ce
scalaire est un invariant d’entrelacs en rubans pointé par glissement d’anses et isotopies.
Afin d’obtenir un invariant d’entrelacs en rubans pointés par les mouvements de Cesar
De Sá, nous normalisons par 〈©(ΩC )〉 le scalaire obtenu en colorant le nœud trivial
d’auto-enlacement nul par la couleur de Kirby de C et par 〈 (ΩC , ΩC ′)〉 le scalaire
obtenu en colorant la composante pointée de par la couleur de Kirby de C ′ et la
composante non pointée par la couleur de Kirby de C . Nous imposons une condition aux
catégories prémodulaires utilisées, on demande que les scalaires 〈©(ΩC )〉 et 〈©(ΩC ′)〉
soient inversibles. Cette condition signifie que la dimension des catégories est inversible.
Nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 4.2.1. Soient (C ,C ′) une paire de catégories prémodulaires de dimension
inversible. Alors on définit un invariant de variétés de dimension 4 sans bord, orientées
et lisses en posant pour W une 4-variété lisse sans bord orientée représentée par l’entrelacs
en rubans pointé L :

I+(WL) =
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

〈©(ΩC ′)〉b0(L)〈 (ΩC , ΩC ′)〉b+(L)
,

avec b0(L) (resp. b+(L)) le nombre de valeurs propres nulles (resp. positives) de la matrice
d’enlacement de L.

L’invariant I+ est l’invariant dichromatique de variétés de dimension 4.
Dans un premier temps, nous étudions l’invariant dichromatique de variétés de dimen-

sion 4 dans le cas où C = C ′. Avec un tel choix nous retrouvons l’invariant de Broda
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généralisé défini par Crane, Kauffman et Yetter [?]. Dans [?] Crane, Kauffman et Yetter
montrèrent que pour une catégorie modulaire cet invariant ne dépend que de la signature
de la variété. Nous généralisons ce résultat au cas où la variété est normalisable :

Proposition. Si C = C ′ est une catégorie normalisable de dimension inversible alors
l’invariant dichromatique est fonction de la signature de la variété.

Pour montrer ce résultat nous montrons que dans le cas où C = C ′ on peut relier
l’invariant dichromatique à l’invariant de Reshetikhin-Turaev et nous utilisons les pro-
priétés topologiques des entrelacs en rubans pointés.

Nous étudions également l’invariant dichromatique pour des paires de catégories pré-
modulaires C 6= C ′. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition. Soit (C , C ′) une paire de catégories prémodulaires de dimension inversible,
alors pour des variétés simplement connexes, sans bord, lisses et orientées de dimension 4
l’invariant dichromatique est fonction de la caractéristique d’Euler et de la signature des
variétés.

Par ailleurs, nous comparons l’invariant dichromatique à l’invariant de Roberts. Plus
précisement, l’invariant dichromatique associé à la paire de catégories prémodulaires
(C1, C ), où C1 est la partie homogène de degré 1 de C dans la graduation universelle
est l’invariant de Roberts associé à une certaine classe d’homologie.

Plan

Le chapitre 1 a pour but d’introduire les objets catégoriques que nous utilisons dans
l’étude de l’invariant de Turaev-Viro (chapitre 3) et dans la construction de l’invariant
dichromatique de variétés lisses de dimension 4 (chapitre 4). Nous rappelons les no-
tions de structure autonome, souveraine, de catégorie tensorielle, absolument semi-simple,
sphérique, et nous introduisons les catégories de Picard. Nous rappelons également la clas-
sification des catégories de Picard ainsi que leurs constructions à partir d’un groupe fini
et d’un 3-cocycle de H3(ΛC , k⋆).

Par ailleurs nous donnons une description des 6j-symboles pour des catégories de
Picard. Ces notions et ces résultats sont utilisés dans le chapitre 3.

Nous terminons ce chapitre par quelques rappels sur les catégories prémodulaires, en
particulier la propriété de glissement d’anses, et nous introduisons plusieurs notations
utilisées dans le chapitre 4.

Le chapitre 2 présente quelques invariants quantiques de dimension 3.
Dans la section 2.1 nous rappelons la présentation de variétés de dimension 3, lisses,

sans bord, compactes, orientées, connexes, par chirurgie le long d’entrelacs en rubans
dans S3 ainsi que les mouvements de Kirby. Nous donnons quelques invariants quan-
tiques utilisant cette description, à savoir l’invariant de Reshetikhin-Turaev [?], l’invariant
d’Altschüler-Coste [?] et celui de Hennings-Kauffman-Radford [?].
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Dans la section 2.2 nous rappelons la présentation de variétés de dimension 3, lisses,
sans bord, compactes, orientées, par des diagrammes de Heegaard ainsi que la construction
de l’invariant de Kuperberg [?].

Dans la section 2.3 nous décrivons la présentation d’une variété de dimension 3 linéaire
par morceaux par triangulation ainsi que les mouvements de Pachner. Les rappels sur
les complexes simpliciaux, notamment l’orientation et la numérotation, serviront dans le
chapitre 3. Nous donnons la construction de l’invariant de Dijkgraaf-Witten [?].

Dans la section 2.4 nous décrivons les liens connus entre ces invariants quantiques.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude de l’invariant de Turaev-Viro. Nous donnons la
construction de la HQFT de Turaev-Viro. Par ailleurs dans ce chapitre nous reformu-
lons l’invariant homologique de Turaev-Viro et nous relions l’invariant de Turaev-Viro et
l’invariant de Dijkgraaf-Witten.

Le chapitre 4 est consacré à l’étude d’invariants quantiques pour des variétés sans
bord, lisses et orientées de dimension 4. Nous construisons un invariant de variétés de
dimension 4 lisses, compactes, sans bord et orientées.

L’annexe A est consacrée à des rappels sur quelques notions de base sur les algèbres
de Hopf. On termine cette annexe avec la construction du double de Drindfeld tordu.

L’annexe B rappelle comment, grâce à la propriété universelle de la catégorie des
enchevêtrements colorés [?], on construit des invariants par isotopies d’entrelacs en rubans
colorés.

L’annexe C regroupe les preuves des lemmes 3.1.2 et 3.1.3.



Chapitre 1

Rappels sur les catégories

Ce chapitre présente les notions catégoriques dont nous avons besoin. Il est organisé
de la manière suivante.

Dans la section 1.1, nous rappelons les notions de catégories monoïdales, autonomes
à droite et à gauche, souveraines, de trace à gauche et à droite et de dimension à gauche
et à droite d’un objet.

Dans la section 1.2 nous introduisons les notions de k-catégorie et de catégorie k-
linéaire.

Dans la section 1.3, nous rappelons les notions de catégorie tensorielle absolument
semi-simple et de catégorie sphérique. Nous introduisons l’algèbre de fusion et la no-
tion de graduation d’une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Nous montrons
l’existence d’une graduation universelle. Celle-ci permet de décrire l’ensemble des struc-
tures souveraines (resp. sphériques) sur une catégorie souveraine (resp. sphérique). Nous
présentons les 6j-symboles de plusieurs points de vue.

Dans la section 1.4, nous introduisons les notions utilisées dans le chapitre 3 : les caté-
gories de Picard et leurs classification. La donnée d’une catégorie de Picard est équivalente
à la donnée d’un groupe fini G muni d’une classe de cohomologie α ∈ H3(G, k⋆). Le groupe
G est le groupe des classes d’isomorphismes d’objets scalaires et la classe de cohomologie
α représente la contrainte d’associativité de la catégorie.

Nous montrons que sur une catégorie de Picard il existe une unique structure sphérique
telle que la dimension des objets scalaires soit 1. Dans une catégorie de Picard, le 3-cocycle
définissant la contrainte d’associativité permet de décrire les 6j-symboles.

Dans la section 1.5, nous rappelons les notions de catégorie tressée, en rubans, prémod-
ulaire et normalisable. Nous terminons cette section par une caractérisation des catégories
normalisables.

1.1 Catégories monoïdales

Toutes les catégories considérées sont des petites catégories, sauf mention contraire.

Une catégorie monoïdale est une donnée (C ,⊗, I, a, l, r), où :
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• C est une catégorie,

• ⊗ : C × C → C est un bifoncteur (appelé produit tensoriel),

• I est un objet de C (appelé objet unité),

• a, l and r sont des isomorphismes naturels :

a(X, Y, Z) : (X ⊗ Y ) ⊗ Z ∼= X ⊗ (Y ⊗ Z) (X,Y, Z ∈ C )

r(X) : X ⊗ I ∼= X, l(X) : I ⊗ X ∼= X (X ∈ C )

(appelés respectivement contrainte d’associativité, contrainte d’unité à droite, con-
trainte d’unité à gauche),

tels que les diagrammes :

((W ⊗ X) ⊗ Y ) ⊗ Z

(W ⊗ (X ⊗ Y )) ⊗ Z

W ⊗ ((X ⊗ Y ) ⊗ Z)

(W ⊗ X) ⊗ (Y ⊗ Z) W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

a(W,X,Y )⊗idZ

::tttttttttttttt

a(W,X⊗Y,Z)

$$JJJJJJJJJJJJJJ

idW⊗a(X,Y,Z)

²²

a(W⊗X,Y,Z)

²²

a(W,X,Y ⊗Z)
//

(pentagone de Mac Lane) et

(X ⊗ I) ⊗ Y

r(X)⊗idY ''OOOOOOOOOOO

a(X,I,Y ) // X ⊗ (I ⊗ Y )

idX⊗l(Y )wwooooooooooo
ª

X ⊗ Y

commutent.

Une catégorie monoïdale stricte est une catégorie monoïdale (C ,⊗, I, a, l, r) pour laquelle
a, l, r sont des identités.

Foncteurs monoïdaux

Soient (C ,⊗, IC , aC , lC , rC ) et (D ,⊗′, ID , aD , rD , lD) deux catégories monoïdales. Un
foncteur monoïdal est une donnée (F, Φ2, Φ0), où :

• F est un foncteur C → D ,

• Φ0 est un isomorphisme : F (IC ) → ID ,
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• Φ2 est un isomorphisme naturel :

Φ2(X, Y ) : F (X) ⊗′ F (Y ) → F (X ⊗ Y ) (X,Y ∈ C )

tel que les diagrammes

(F (X) ⊗′ F (Y )) ⊗′ F (Z)

Φ2(X,Y )⊗′idF (Z)
²²

aD(F (X),F (Y ),F (Z)) // F (X) ⊗′ (F (Y ) ⊗′ F (Z))

idF (X)⊗
′Φ2(Y,Z)

²²
ªF (X ⊗ Y ) ⊗′ F (Z)

Φ2(X⊗Y,Z)
²²

F (X) ⊗′ F (Y ⊗ Z)

Φ2(X,Y ⊗Z)
²²

F ((X ⊗ Y ) ⊗ Z)
F (aC (X,Y,Z))

// F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

et

F (X) ⊗′ F (IC )

idF (X)⊗′Φ0
²²

Φ2(X,IC ) // F (X ⊗ IC )

F (rC (X))
²²

ª

F (X) ⊗′ ID
rD(F (X))

// F (X)

F (IC ) ⊗′ F (X)

Φ0⊗′idF (X)

²²

Φ2(IC ,X) // F (IC ⊗ X)

F (lC (X))
²²

ª

ID ⊗′ F (X)
lD(F (X))

// F (X)

commutent.

Soient C et D deux catégories monoïdales, (F, Φ2, Φ0) : C → D et (G, Ψ2, Ψ0) : C →
D deux foncteurs monoïdaux. Un morphisme de foncteurs monoïdaux de F vers G est
un morphisme fonctoriel α : F → G vérifiant :

• pour tous objets X et Y de C les diagrammes suivants commutent :

F (X) ⊗ F (Y )

Φ2(X,Y )
²²

αX⊗αY

// G(X) ⊗ G(Y )

Ψ2(X,Y )
²²

F (X ⊗ Y )
αX⊗Y // G(X ⊗ Y )

F (IC )

Φ0 ""FFFFFFFF

αI // G(IC )
Ψ0

||xxxxxxxx

ID

Soient C et D deux catégories monoïdales et (F, Φ2, Φ0) : C → D un foncteur monoï-
dal. Un quasi-inverse monoïdal de F est un foncteur monoïdal

(G, Ψ2, Ψ0) : D → C

vérifiant :
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• il existe un isomorphisme monoïdal entre le foncteur FG et le foncteur identité 1D ,

• il existe un isomorphisme monoïdal entre le foncteur GF et le foncteur identité 1D ,

Une équivalence de catégories monoïdales entre C et D est un foncteur monoïdal
F : C → D admettant un quasi-inverse.

Soient C et D deux catégories. Un foncteur fidèle (resp. pleinement fidèle) est un
foncteur F : C → D tel que pour tous objets X,Y de C , l’application :

HomC (X, Y ) → HomD(F (X), F (Y ))

f 7→ F (f)

est injective (resp. bijective). Un foncteur essentiellement surjectif est un foncteur F :
C → D tel que pour tout objet Y de D il existe un objet X de C tel que F (X) soit
isomorphe à Y . Un foncteur monoïdal essentiellement surjectif et pleinement fidèle est
une équivalence de catégories monoïdales.

Dualités

Soit C une catégorie monoïdale stricte. Une dualité de C est une donnée (X, Y, e, h),
où X, Y sont des objets de C , e est un morphisme X ⊗ Y → I, l’évaluation, et h est un
morphisme I → Y ⊗ X, la coévaluation, avec les conditions :

(i) (e ⊗ idX)(idX ⊗ h) = idX ,

(ii) (idY ⊗ e)(h ⊗ idY ) = idY .

On dit alors que (X, e, h) est un dual à gauche de Y et (Y, e, h) un dual à droite de X.
On appelle structure autonome à droite (resp. à gauche) sur C la donnée, pour chaque
objet X, d’un dual à droite (resp. à gauche) de X. Une structure autonome à droite
(X∨, eX , hX)X∈C définit un foncteur dual à droite ?∨ : C op → C , où C op désigne la
catégorie opposée de C .

L’image d’un morphisme f : X → Y par ce foncteur est donnée par la formule:

f∨ = (idX∨ ⊗ eY )(idY ∨ ⊗ f ⊗ idX∨)(hX ⊗ idY ∨) ;

on l’appelle le dual à droite de f .
Le foncteur ?∨ est monoïdal, lorsqu’on munit C op du produit tensoriel opposé à celui

de C . Deux structures autonomes à droite (resp. à gauche) définissent des foncteurs dual
à droite (resp. à gauche) canoniquement isomorphes.

En particulier pour une structure autonome à gauche (∨X, ǫX , ηX), le dual à gauche
d’un morphisme f : X → Y est donné par la formule :

∨f = (ǫY ⊗ id∨X)(id∨X ⊗ f ⊗ id∨X)(id∨X ⊗ ηX).

Une catégorie autonome à droite (resp. autonome à gauche) est une catégorie monoï-
dale munie d’une structure autonome à droite (resp. à gauche). Une catégorie autonome
est une catégorie autonome à gauche et à droite.
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Une catégorie autonome à droite C est dotée d’un foncteur bidual :

?∨∨ : C → C

X 7→ X∨∨,

qui est monoïdal.

Catégories souveraines

Soit C une catégorie autonome à droite. Une structure souveraine sur C est la donnée
d’un isomorphisme monoïdal φ : 1C →?∨∨. Une catégorie souveraine est une catégorie
autonome à droite C munie d’une structure souveraine.

Une structure souveraine sur C permet de définir une structure autonome à gauche
sur C . En effet, soit X un objet de C . On définit des morphismes ǫX et ηX par :

X∨ ⊗ X

idX∨⊗φX ''OOOOOOOOOOO
ǫX // I

ª

X∨ ⊗ X∨∨

eX∨

::ttttttttttt

et

I
ηX //

hX∨ $$JJJJJJJJJJJ X ⊗ X∨

ª

X∨∨ ⊗ X∨
φ−1

X ⊗idX∨

77ooooooooooo

alors (X∨, X, ǫX , ηX) est une dualité.
Lorsque C est une catégorie souveraine, on la munira toujours de la structure autonome

à gauche ainsi définie.
Avec ces choix, les foncteurs dual à droite et dual à gauche coïncident (en tant que

foncteurs monoïdaux).
En particulier, pour tout morphisme f : X → Y on a f∨ = ∨f . En effet :

∨f = (ǫY ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ f ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ ηX)

= (eY ∨ ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ φY fφ−1
X ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ hX∨)

= (eY ∨ ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ f∨∨ ⊗ idX∨)(idY ∨ ⊗ hX∨)

= (eY ∨ ⊗ eX∨ ⊗ idX∨)(idY ∨⊗Y ∨∨ ⊗ f∨ ⊗ idX∨∨⊗X∨)(idY ∨ ⊗ hY ∨ ⊗ hX∨)

= f∨

et on a l’égalité suivante :

(id(Y ⊗X)∨ ⊗ eY )(id(Y ⊗X)∨ ⊗ idY ⊗ eX ⊗ idY ∨)(hY ⊗X ⊗ idX∨ ⊗ idY ∨) (1.1.1)

=(ǫX ⊗ id(Y ⊗X)∨)(idX∨ ⊗ ǫY ⊗ idX ⊗ id(Y ⊗X)∨)(idX∨ ⊗ idY ∨ ⊗ ηY ⊗X)

pour tous objets X, Y de C .
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Proposition 1.1.1. Soit C une catégorie souveraine; notons φ0 la structure souveraine.
L’application

φ 7→ φ−1
0 φ

est une bijection entre l’ensemble des structures souveraines sur C et le groupe Aut⊗(1C )
des automorphismes monoïdaux du foncteur identité 1C .

Calcul graphique

Dans cette thèse nous ferons certains calculs sur les catégories en utilisant des représen-
tations graphiques. Nous fixons les conventions et notations utilisées tout au long de cette
thèse.

Soit C une catégorie souveraine. Un morphisme f : X → Y de C est représenté
par une boîte (Fig. 1.1 (a)). La composition des morphismes est représentée par la
superposition des boîtes (Fig. 1.1 (b)).

f

Y

Z

PSfrag replacements

Z
g

X
f

X

Y
gf

...
X

g

Z2

f

PSfrag replacements
Zg
X
f
X
Y
gf...

=

X

Z2

gf

PSfrag replacements
Zg
X
f
X
Y
gf...

(a) f : X → Y (b) composition de
f : X → Y et g : Y → Z

L’identité d’un objet X sera représentée par une flèche verticale :

idX =
XPSfrag replacements

X

Le produit tensoriel des morphismes est représenté par la juxtaposition des boîtes.
Un morphisme entre produits tensoriels d’objets est représenté par une boîte à plusieurs
entrées et plusieurs sorties.

L’identité de l’objet unité est représentée par le dessin vide.
Dans une catégorie souveraine (où on identifie les duaux à droite et à gauche), on

représente l’identité de X∨ par un brin descendant

idX∨ =
XdPSfrag replacements

X∨



1.1. CATÉGORIES MONOÏDALES 25

f

Z

T

g

Z’

T’

V1

Vn

W1

Wm

f

g

f ⊗ g

X
X1

Y1

Y2

X2

X1 ⊗ X2

Y1 ⊗ Y2

...

=

Y1

Z1

fg

V1

Vn

W1

Wm

f

g

f ⊗ g

X
X1

Y1

Y2

X2

X1 ⊗ X2

Y1 ⊗ Y2

...

p

p

f

V1 Vn

W1 Wm

V1

Vn

W1

Wm

f

g

f ⊗ g

X
X1

Y1

Y2

X2

X1 ⊗ X2

Y1 ⊗ Y2

...

(a) produit tensoriel de (b) f : V1 ⊗ ... ⊗ Vn → W1 ⊗ ... ⊗ Wm

f : X1 → Y1 et g : X2 → Y2

et les morphismes d’évaluation et de coévaluation par les figures suivantes

X
PSfrag replacements XPSfrag replacements

X
PSfrag replacements XPSfrag replacements

eX hX ǫX ηX .

Soit un morphisme f : X → Y . Le dual à droite (resp. gauche) est représenté par le
dessin suivant :

fg

Xg

Yg

PSfrag replacements

X

Y
f

f∨

∨f

X∨

∨X

Y ∨

∨Y

def
= f

X

Y

PSfrag replacements

X

Y
f

f∨

∨f

X∨

∨X

Y ∨

∨Y

souv
= f

X

Y

PSfrag replacements

X

Y
f

f∨

∨f

X∨

∨X

Y ∨

∨Y

def
= fd

Yd

Xd

PSfrag replacements

X

Y
f

f∨

∨f

X∨

∨X

Y ∨

∨Y

.

Par exemple l’égalité (1.1.1) sera représentée de la façon suivante :

h

ey

ex

xx yd

z

PSfrag replacements

eX

eY

ǫX

ǫY

ηY ⊗X

hY ⊗X

X∨

Y ∨

(Y ⊗ X)∨

=

eta

z

ydxx

epx

epy

PSfrag replacements

eX

eY

ǫX

ǫY

ηY ⊗X

hY ⊗X

X∨

Y ∨

(Y ⊗ X)∨

Traces

Soient C une catégorie souveraine et X un objet de C . Pour tout endomorphisme
f ∈ EndC (X), trg(f) = ǫX(idX∨ ⊗ f)hX ∈ End(I) est la trace à gauche de f , et trd(f) =
eX(f ⊗ idX∨)ηX ∈ End(I) est la trace à droite de f . On note dimd(X) = trd(idX) (resp.
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dimg(X) = trg(idX)) la dimension à droite (resp. à gauche) d’un objet X . Deux objets
isomorphes ont même dimension à droite (resp. à gauche).

phi

ed

h

PSfrag replacements
f

ǫXeXηX
hX

phi

eg

hd

PSfrag replacements
f

ǫXeXηX
hX

trace à gauche de f trace à droite de f

La trace à gauche (resp. à droite) est bien une trace, en effet pour tous morphismes
f : X → Y et g : Y → X, on a :

trg(fg) = ǫY (idY ∨ ⊗ fg)hY

= ǫY (g∨ ⊗ f)hX

= eY ∨(g∨ ⊗ φY f)hX

= eX∨(idX∨ ⊗ g∨∨φY f)hX

= ǫX(idX∨ ⊗ gf)hX

= trg(gf),

On montre de même que pour tous morphismes f : X → Y et g : Y → X, on a
trd(fg) = trd(gf).

1.2 Catégories linéaires

Soit k un corps commutatif.
Une k-catégorie est une catégorie C munie, pour tous objets X,Y de C , d’une struc-

ture de k-espace vectoriel sur l’ensemble HomC (X, Y ), de sorte que la composition des
morphismes soit k-linéaire en chaque variable.

Une catégorie k-linéaire est une k-catégorie vérifiant :

• C admet un objet nul;

• pour tous objets X, Y de C la somme directe X ⊕ Y existe dans C .

Une k-catégorie abélienne est une catégorie k-linéaire C dans laquelle tout morphisme
a un noyau et un conoyau, tout monomorphisme est le noyau de son conoyau et tout
épimorphisme est le conoyau de son noyau.

Soit C une k-catégorie. Un objet X de C est dit scalaire si End(X) ∼= k.
Une catégorie k-linéaire est dite absolument semi-simple si

• tout objet est somme directe finie d’objets scalaires;

• étant donné deux objets scalaires X, Y , on a soit X ∼= Y , soit HomC (X, Y ) = 0.

Une k-catégorie absolument semi-simple est une k-catégorie abélienne et ses objets
simples sont les objets scalaires.
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Catégories tensorielles

Une k-catégorie tensorielle est une k-catégorie abélienne munie d’une structure de
catégorie autonome dont le produit tensoriel est bilinéaire en chaque variable et l’objet
unité est scalaire.

Dans la suite de ce texte, nous nous intéresserons principalement aux k-catégories
tensorielles absolument semi-simples. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur le corps k

les k-catégories tensorielles absolument semi-simples seront appelées catégories tensorielles
absolument semi-simples .

1.3 Catégories tensorielles absolument semi-simples

Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Les objets simples sont les
objets scalaires. On note ρC un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
d’objets scalaires. Tout objet A est isomorphe à

⊕

E∈ρC
Eµe(A). L’entier µE(A) est la

dimension de HomC (E, A), on l’appelle la multiplicité de E dans A.

Pour tous objets A et B d’une catégorie tensorielle absolument semi-simple, les espaces
vectoriels HomC (A,B) et HomC (B,A) sont de même dimension. En effet

dim(HomC (A,B)) =
∑

X

µX(A)µX(B) = dim(HomC (B,A)) .

Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple autonome. Pour tout objet
scalaire X le dual à droite X∨ de X et le dual à gauche ∨X de X sont isomorphes. En
effet pour tous objets scalaires X et Y l’espace vectoriel HomC (I,X⊗Y ) est non nul si et
seulement si Y est isomorphe à ∨X et de même HomC (X⊗Y, I) est non nul si et seulement
si Y est isomorphe à X∨. Etant donnés que les espaces vectoriels HomC (I, X ⊗ Y ) et
HomC (X ⊗ Y, I) ont même dimension, on en déduit que HomC (I, X ⊗ Y ) est non nul si
et seulement si HomC (X ⊗ Y, I) est non nul, on a alors ∨X ∼= Y ∼= X∨.

Algèbre de fusion

Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple, ΛC désigne l’ensemble des
classes d’isomorphismes d’objets scalaires de C . L’algèbre de fusion de C est la k-algèbre
Gr(C )⊗Z k, où Gr(C ) est l’anneau de Grothendieck de C . On la notera k[ΛC ]. En tant
que k-espace vectoriel, elle a pour base ΛC . Une couleur de C est un élément de l’algèbre
de fusion de C . La structure d’algèbre de k[ΛC ] est définie comme suit. Soient X, Y deux
objets scalaires. On a X ⊗ Y =

⊕

1≤i≤l Zi, où chacun des Zi est un objet scalaire. On
pose alors

[X] · [Y ] =
∑

1≤i≤l

[Zi] .
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Graduations

Soient C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et G un groupe. Une G-
graduation de C est une application p : ΛC → G vérifiant, pour tout triplet X, Y, Z

d’objets scalaires de C tel que Z soit facteur direct de X ⊗ Y :

p(Z) = p(X)p(Y ) .

Une graduation de C est une donnée (G, p), où G est un groupe et p une G-graduation
de C .

On montre par récurrence que la propriété de multiplicativité d’une graduation (G, p)
est vraie pour n-termes.

Proposition 1.3.1. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Il existe
une graduation (ΓC , |?|) de C qui satisfait la propriété universelle suivante. Pour toute
graduation (G, p) de C , il existe un unique morphisme de groupe f : ΓC → G tel que le
diagramme :

ΛC

|?| //

p
ÃÃA

AA
AA

AA
A ΓC

f~~}}
}}

}}
}}

ª

G

soit commutatif.

Preuve : Pour construire ΓC , on va définir une relation d’équivalence ∼ sur ΛC .
Soient X et Y deux objets scalaires; alors X ∼ Y si et seulement s’il existe une suite finie
d’objets scalaires T1, . . . Tm telle que X et Y soient tous deux des sous objets du produit
tensoriel T1 ⊗ · · · ⊗ Tm. Cette relation est clairement reflexive et symétrique. Montrons
qu’elle est transitive. Soient X,Y, Z des objets scalaires tels que X ∼ Y et Y ∼ Z. Par
hypothèse, il existe des objets A et B, produits tensoriels d’objets scalaires, tels que X

et Y soient des sous objets de A, et Y et Z, des sous objets de B.
Montrons qu’alors A et B sont des sous-objets de B ⊗B∨ ⊗A. Puisque ce dernier est

produit tensoriel d’objets scalaires, on aura bien X ∼ Z car X est un sous-objet de A et
Z un sous-objet de B.

Or I est un sous-objet de B⊗B∨, d’où il résulte que A est un sous-objet de B⊗B∨⊗A.
Pour tout objet scalaire X il existe un dual à droite X∨ et un dual à gauche ∨X, car

la catégorie C est autonome. De plus ces objets X∨ et ∨X sont isomorphes, car C est
absolument semi-simple.

Ainsi on a : B ∼= B ⊗ I →֒ B ⊗ Y ∨ ⊗ Y ∼= B ⊗ ∨Y ⊗ Y et donc B est bien un sous
objet de B ⊗ ∨B ⊗ A.

Soit ΓC le quotient de ΛC par ∼, et |?| : ΛC → ΓC la surjection canonique. On définit
une loi interne sur ΓC comme suit : si X, Y sont deux objets scalaires de C et Z un
facteur scalaire de X ⊗Y , on pose |X| · |Y | = |Z|. Cette loi est bien définie, puisque deux
facteurs scalaires de X ⊗Y sont ∼-équivalents. De plus, elle est clairement associative, et
la classe de I est l’élément neutre. Enfin, pour tout objet scalaire X, la classe de X∨ est
inverse à celle de X, donc ΓC est un groupe, et par construction, |?| est une G-graduation.
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Montrons la propriété universelle de la graduation (ΓC , |?|). Soit (G, p) une graduation
quelconque de C . Si X ∼ Y , il existe A = T1⊗· · ·⊗Tm tel que X,Y soient des sous-objets
de A. Puisque p est une graduation, on a p(X) = p(Y ) = p(T1) . . . p(Tm), donc p passe au
quotient - de manière unique - d’où l’existence et l’unicité d’une application f : ΓC → G

telle que f |?| = p. Pour tous objets scalaires X, Y , et Z facteur scalaire de X ⊗ Y , on
a f(|X|)f(|Y |) = p(X)p(Y ) = p(Z) = f(|Z|) = f(|X||Y |), donc f est un morphisme de
groupes.

Définition 1.3.2. La graduation (ΓC , |?|) est la graduation universelle de C . Le groupe
ΓC s’appelle le graduateur de C .

Proposition 1.3.3. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple. Il existe
un isomorphisme canonique entre Aut⊗(1C ) et le groupe des morphismes de groupes de
ΓC vers k

⋆.

Preuve : Soit φ ∈ Aut⊗(1C ). Pour tout objet scalaire X, on a φX = ǫX idX , avec
ǫX ∈ k

⋆. Puisque φ est monoïdal, on a pour X, Y scalaires, φX⊗Y = φX ⊗ φY , ce qui
entraîne que ǫ est en fait une k

⋆-graduation de C . Inversement soit p une k
⋆ graduation

de C . Puisque C est une catégorie tensorielle absolument semi-simple, on définit un
automorphisme fonctoriel φ de 1C en posant φX = p(X) idX pour X scalaire. En outre,
on a φX⊗Y = φX ⊗ φY pour X, Y scalaires, ce qui implique que φ est monoïdal.

On conclut par la propriété universelle de ΓC .

6j-symboles

Nous allons définir les 6j-symboles pour une catégorie tensorielle absolument semi-
simple.

Lemme 1.3.4. Soient C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et A,B, C, D, E, F

des objets scalaires de C . L’application :

HomC (A,E ⊗ D) ⊗ HomC (E, B ⊗ C) → HomC (A, (B ⊗ C) ⊗ D) (1.3.1)

v ⊗ w 7→ (w ⊗ idD)v,

induit un isomorphisme :
⊕

E∈ρC

HomC (A,E ⊗ D) ⊗ HomC (E, B ⊗ C) ≃ HomC (A, (B ⊗ C) ⊗ D) .

De même l’application :

HomC (A,B ⊗ F ) ⊗ HomC (F,C ⊗ D) → HomC (A,B ⊗ (C ⊗ D))

v ⊗ w 7→ (idB ⊗ w)v,

induit un isomorphisme
⊕

F∈ρC

HomC (A,B ⊗ F ) ⊗ HomC (F, C ⊗ D) ≃ HomC (A,B ⊗ (C ⊗ D)) .
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Preuve : Pour tous objets scalaires B, C on a : B ⊗ C =
⊕

1≤j≤n

Ej, avec pour tout

j, Ej ∈ ρC . Il existe donc des familles de morphismes (ij)1≤j≤n : Ej → B ⊗ C et

(pj)1≤j≤n : B ⊗ C → Ej telles que
∑

1≤j≤n

ijpj = idB⊗C et pour tout j ∈ J1, nK pjij = idEj
.

Ainsi pour tout morphisme f ∈ HomC (A, (B ⊗ C) ⊗ D) on a :

f = (idB⊗C ⊗ idD)f

=
∑

1≤j≤n

(iEj
pEj

⊗ idD)f

=
∑

1≤j≤n

(iEj
⊗ idD)(pEj

⊗ idD)f.

Il en résulte que l’application suivante :

⊕

E∈ρC

HomC (A,E ⊗ D) ⊗ HomC (E,B ⊗ C) → HomC (A, (B ⊗ C) ⊗ D)

(xE ⊗ yE)E∈ρC
7→

∑

E∈ρC

(yE ⊗ idd)xE .

est surjective. Etant donné que les espaces vectoriels sont de même dimension, il en résulte
que cette application est bijective.

On montre de la même façon l’autre isomorphisme.

Par la suite, l’espace vectoriel HomC (A,B ⊗ C) (resp. HomC (A ⊗ B, C)) sera noté
H

B,C
A (resp. HC

A,B). On note aC la contrainte d’associativité de la catégorie C .

Pour tous objets scalaires (A,B, C, D), on a le carré commutatif suivant :

⊕

E∈ρC

H
E,D
A ⊗ H

B,C
E //

∼=
²²

⊕

F∈ρC

H
B,F
A ⊗ H

C,D
F

H
(B⊗C),D
A aC (B,C,D)

// H
B,(C⊗D)
A ,

∼=

OO

(1.3.2)

avec :

aC (B,C,D) : H
(B⊗C),D
A → H

B,(C⊗D)
A

x 7→ aC (B, C, D)x,

et les isomorphismes verticaux sont ceux du lemme 1.3.4. On note Φ l’isomorphisme
⊕

E∈ρC

H
E,D
A ⊗ H

B,C
E

∼=
−→

⊕

F∈ρC

H
B,F
A ⊗ H

C,D
F induit par le carré commutatif 1.3.2.
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On peut alors définir les applications linéaires suivantes :

H
E,D
A ⊗ H

B,C
E







A B C

D E F







+ //

iE
²²

H
B,F
A ⊗ H

C,D
F

⊕

E∈ρC

H
E,D
A ⊗ H

B,C
E

Φ
//

⊕

F∈ρC

H
B,F
A ⊗ H

C,D
F .

pF

OO

H
B,F
A ⊗ H

C,D
F

iF
²²







A B C

D E F







− // H
E,D
A ⊗ H

B,C
E

⊕

F∈ρC

H
B,F
A ⊗ H

B,C
F

Φ−1
//

⊕

E∈ρC

H
E,D
A ⊗ H

B,C
E .

pE

OO

Les 6j-symboles d’une famille d’objets scalaires (A,B,C, D,E, F ) de C sont les applica-

tions linéaires

{
A B C

D E F

}

+

et

{
A B C

D E F

}

−

. Les 6j-symboles d’une famille d’objets

scalaires (A,B,C,D,E, F ) sont non nuls si les conditions suivantes sont vérifiées :

• A est un sous objet de E ⊗ D et de B ⊗ F ,

• E est un sous objet de B ⊗ C,

• F est un sous objet de C ⊗ D.

Nous donnons d’autres formulations des 6j-symboles dans des catégories tensorielles
absolument semi-simples et souveraines.

Catégories tensorielles absolument semi-simples et souveraines

Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine, la dimension
à droite (resp. à gauche) des objets scalaires est inversible. En effet soit X un objet
scalaire. On a Hom(I, X⊗X∨) ≃ End(X) ≃ k, et Hom(X⊗X∨, I) ≃ End(X) ≃ k. Par
conséquent I est facteur direct de X⊗X∨. Il existe donc i : I → X⊗X∨, p : X⊗X∨ → I

tels que pi = idI . D’autre part il existe des scalaires u, v tels que i = uηX et p = veX . On
a donc uv dimd(x) = 1, d’où dimd(X) ∈ k

∗. De même pour dimg(X).

Définition 1.3.5. La pente d’un objet scalaire X est le scalaire : dimd(X)
dimg(X)

; on la note

sl(X).

Lemme 1.3.6. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
La pente est une graduation de C à valeurs dans k

∗.
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Preuve : Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine, la
pente est une application de l’ensemble des classes de difféomorphismes d’objets scalaires
vers k

⋆. Montrons que pour tous objets scalaires X et Y , si Z est un sous objet scalaire
de X ⊗ Y alors sl(Z) = sl(X ⊗ Y ) = sl(X)sl(Y ). La deuxième égalité vient du fait
que : dimd(X ⊗ Y ) = dimd(X) dimd(Y ) (resp. dimg(X ⊗ Y ) = dimg(X) dimg(Y )), pour
tous objets X et Y de C . Soient X et Y des objets scalaires et Z un sous objet scalaire
de X ⊗ Y , alors la catégorie C étant tensorielle semi-simple, il existe deux morphismes
iZ : Z → X ⊗ Y et pZ : X ⊗ Y → Z tels que pZiZ = idZ . Il en résulte que : sl(Z) =
trd(pZ iZ)
trg(pZ iZ)

= trd(iZpZ)
trg(iZpZ)

. Le morphisme iZpZ est un endomorphisme de X ⊗ Y , ainsi la trace

à droite de iZpZ est égale à la droite du morphisme suivant :

ˆiZpZ =

i

p

X Y

Z

PSfrag replacements

X

Y

Z
iZ
pZ

= λdidX ,

avec λd = trd( ˆiZpZ)
dimd(X)

= trg( ˆiZpZ)

dimg(X)
. De même la trace à gauche du morphisme iZpZ est

égale à la trace à gauche du morphisme suivant :

˜iZpZ =

i

p

Z

YX

PSfrag replacements

X

Y

Z
iZ
pZ

= λgidY ,

avec λg = trg( ˜iZpZ)

dimg(X)
= trd( ˜iZpZ)

dimd(X)
. De plus on a :

trd( ˜iZpZ) =

i

p

Z

YX

PSfrag replacements

X

Y

Z
iZ
pZ

= trg( ˆiZpZ) .
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On en déduit les égalités suivantes :

sl(Z) =
dimd(Z)

dimg(Z)

=
trd(iZpZ)

trg(iZpZ)

=
trd( ˆiZpZ)

trg( ˜iZpZ)

=
trg( ˆiZpZ) dimd(X) dimd(Y )

trd( ˜iZpZ) dimg(Y ) dimg(X)

= sl(X)sl(Y ).

Soit C une k-catégorie. Un idéal de C est une classe de morphismes I de C vérifiant :

(i) I (X,Y ) := I
⋂

HomC (X,Y ) est un sous k-module de HomC (X, Y ) et ceci pour
tout couple d’objets X et Y ,

(ii) si f ∈ HomC (X,Y ) et g ∈ HomC (Y, Z), alors (f ∈ I ou g ∈ I ) ⇒ (gf ∈ I ).

Soit C une k-catégorie souveraine. Un morphisme f ∈ HomC (X, Y ) est négligeable à
droite (resp. négligeable à gauche) si pour tout morphisme g ∈ HomC (Y, X) trd(gf) = 0
(resp. trg(gf) = 0). Un morphisme négligeable est un morphisme négligeable à droite et
à gauche.

Si C est une k-catégorie souveraine alors l’ensemble des morphismes négligeables à
droite (resp. à gauche) est un idéal.

Lemme 1.3.7. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine, l’idéal
des morphismes négligeables à droite (resp. à gauche) est réduit à zéro.

Preuve : Soit X un objet scalaire de C , supposons qu’il existe un morphisme f : X →
X négligeable à droite non nul. La catégorie C est une catégorie tensorielle absolument
semi-simple donc tout objet scalaire est un objet simple. Ainsi f est un isomorphisme.
Pour g = f−1 on a : trd(gf) = dimd(X). L’objet X étant un objet scalaire sa dimension
à droite est inversible, il y a donc contradiction. Il en résulte que pour tout objet scalaire
X, l’intersection entre l’ensemble des morphismes négligeables à droite et EndC (X) est
réduite au morphisme nul. L’idéal de morphismes négligeables à droite est donc l’idéal
nul. On montre de même que l’idéal des morphismes négligeables à gauche est l’idéal
nul.

Lemme 1.3.8. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine. Pour
tous objets X et Y de C , on définit une forme bilinéaire :

ω
g
X,Y : HomC (X, Y ) ⊗ HomC (Y, X) → k (1.3.3)

x ⊗ y 7→ trg(xy).

La forme bilinéaire ωg est non dégénérée.
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Preuve : La trace à gauche est k-linéaire donc ωg est bilinéaire. Soit f ∈ HomC (X, Y )
tel que pour tout g ∈ HomC (Y,X) trg(gf) = 0. Le morphisme f est donc négligeable à
droite. Ainsi, d’après le lemme 1.3.7, ω

g
X,Y est non dégénérée.

De même la forme bilinéaire :

ωd
X,Y : HomC (X,Y ) ⊗ HomC (Y, X) → k (1.3.4)

f ⊗ g 7→ trd(fg)

est non dégénérée.

Soient X un objet scalaire de C et Y un objet de C alors la forme bilinéaire ω
g
X,Y est

fonction de la forme bilinéaire ωd
X,Y . En effet pour tous morphismes x ∈ HomC (X,Y ) et

y ∈ HomC (Y,X) il existe un unique scalaire λ ∈ k tel que yx = λidX . Ainsi ω
g
X,Y (x ⊗

y) = λ dimg(X) et ωd
X,Y (x ⊗ y) = λ dimd(X). Il en résulte que pour tous morphismes

x ∈ HomC (X, Y ) et y ∈ HomC (Y,X) : ωd
X,Y (x ⊗ y) = sl(X)ωg

X,Y (x ⊗ y).

6j-symboles dans les catégories tensorielles semi-simples souveraines

Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple souveraine.

Pour tous objets scalaires (a, b, c, d, e, f), on définit deux vecteurs

〈
a b c

d e f

〉g

+

∈ Ha
e,d ⊗ He

b,c ⊗ Hb,f
a ⊗ H

c,d
f

〈
a b c

d e f

〉g

−

∈ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d ⊗ He,d

a Hb,c
e

à partir des 6j-symboles

{
a b c

d e f

}±

par dualité.

On pose

〈
a b c

d e f

〉g

+

=
∑

i,j,k,l

x1
i ⊗ x2

j ⊗ x3
k ⊗ x4

l , alors le vecteur

〈
a b c

d e f

〉g

+

vérifie

la relation suivante :

{
a b c

d e f

}

+

(v1 ⊗ v2) =
∑

i,j,k,l

ω
g
a,e⊗d(v1x

1
i )ω

g
e,b⊗c(v2x

2
j)x

3
k ⊗ x4

l

=
∑

i,j,k,l

trg(v1x
1
i )trg(v2x

2
j)x

3
k ⊗ x4

l , (1.3.5)

pour tous morphismes v1 ∈ He,d
a et v2 ∈ Hb,c

e .

De même, en posant

〈
a b c

d e f

〉g

−

=
∑

i,j,k,l

y1
i ⊗ y2

j ⊗ y3
k ⊗ y4

l , alors le vecteur

{
a b c

d e f

}g

−
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vérifie la relation suivante :
{

a b c

d e f

}

−

(v1 ⊗ v2) =
∑

i,j,k,l

ω
g
a,b⊗f (v1y

1
i )ω

g
f,c⊗d(v2y

2
j )y

3
k ⊗ y4

l

=
∑

i,j,k,l

trg(v1y
1
i )trg(v2y

2
j )y

3
k ⊗ y4

l , (1.3.6)

pour tous morphismes v1 ∈ Hb,f
a et v2 ∈ H

c,d
f .

Dans une catégorie C souveraine et absolument semi-simple, on peut aussi voir les
6j-symboles comme des formes multilinéaires :

[
a b c

d e f

]g

+

: He,d
a ⊗ Hb,c

e ⊗ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d → k (1.3.7)

v0 ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v3 7→
∑

i,j,k,l

trg(v0x
1
i )trg(v1x

2
j)trg(v2x

3
k)trg(v3x

4
l ),

avec

〈
a b c

d e f

〉g

+

=
∑

i,j,k,l

x1
i ⊗ x2

j ⊗ x3
k ⊗ x4

l .

[
a b c

d e f

]g

−

: Hb,f
a ⊗ H

c,d
f ⊗ Ha

e,d ⊗ He
b,c → k (1.3.8)

v0 ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v3 7→
∑

i,j,k,l

trg(v0y
1
i )trg(v1y

2
j )trg(v2y

3
k)trg(v3y

4
l ),

avec

〈
a b c

d e f

〉g

−

=
∑

i,j,k,l

y1
i ⊗ y2

j ⊗ y3
k ⊗ y4

l .

On peut aussi définir les formes multilinéaires (1.3.7) et (1.3.8) de la façon suivante.

Soient v0 ∈ He,d
a , v1 ∈ Hb,c

e , v2 ∈ Ha
b,f et v3 ∈ H

f
c,d. En posant

{
a b c

d e f

}g

+

(v0 ⊗ v1) =
∑

i,j

vi ⊗ wj

et d’après l’égalité (1.3.5), on a :

[
a b c

d e f

]g

+

(v0 ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v3) =
∑

i,j

ω
g
a,b⊗f (v2vi)ω

g
f,c⊗d(v3wj) =

∑

i,j

trg(v2vi)trg(v3wj).

De même, pour tous morphismes v0 ∈ Hb,f
a , v1 ∈ H

c,d
f , v2 ∈ Ha

e,d et v3 ∈ He
b,c, d’après

l’égalité (1.3.6) et en posant

{
a b c

d e f

}g

−

(v0 ⊗ v1) =
∑

i,j

v′
i ⊗ w′

j, on a :

[
a b c

d e f

]g

−

(v0 ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ v3) =
∑

i,j

ω
g
a,b⊗f (v2v

′
i)ω

g
f,c⊗d(v3w

′
j) =

∑

i,j

trg(v2v
′
i)trg(v3w

′
j).
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Pour tous objets scalaires (a, b, c, d, e, f), on note

〈
a b c

d e f

〉d

+

(resp.

〈
a b c

d e f

〉d

−

)

le vecteur obtenu à partir de

{
a b c

d e f

}

+

(resp.

{
a b c

d e f

}

+

) par la dualité définie

par la forme bilinéaire ωd (1.3.4) (c’est à dire la trace à droite) :

〈
a b c

d e f

〉d

+

∈ Ha
e,d ⊗ He

b,c ⊗ Hb,f
a ⊗ H

c,d
f . (1.3.9)

〈
a b c

d e f

〉d

−

∈ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d ⊗ He,d

a ⊗ Hb,c
e . (1.3.10)

De façon analogue, on définit les formes multilinéaires suivantes :

[
a b c

d e f

]d

+

: He,d
a ⊗ Hb,c

e ⊗ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d → k, (1.3.11)

[
a b c

d e f

]d

−

: Hb,f
a ⊗ H

c,d
f ⊗ Ha

e,d ⊗ He
b,c → k. (1.3.12)

à partir de la forme bilinéaire ωd (1.3.4) (c’est à dire la trace à droite) et des vecteurs
〈

a b c

d e f

〉d

+

et

〈
a b c

d e f

〉d

−

.

Lemme 1.3.9. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tous objets scalaires (a, b, c, d, e, f) de C on a :

〈
a b c

d e f

〉g

+

= sl(a)sl(e)

〈
a b c

d e f

〉d

+
〈

a b c

d e f

〉g

−

= sl(a)sl(f)

〈
a b c

d e f

〉d

−
[

a b c

d e f

]d

+

= sl(a)sl(f)

[
a b c

d e f

]g

+
[

a b c

d e f

]d

−

= sl(a)sl(e)

[
a b c

d e f

]g

−

Preuve : Pour tous objets scalaires a, b, c, d, e, f de C ,

〈
a b c

d e f

〉g

+

est obtenu

par dualité à partir de l’application linéaire

{
a b c

d e f

}

+

. Cette dualité est donnée

par la forme bilinéaire ωg. Pour tout objet scalaire X et pour tout objet Y de C , on a
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montré que ωd
X,Y = sl(X)ωg

X,Y . Par unicité des vecteurs

〈
a b c

d e f

〉g,d

+

, il en résulte que

〈
a b c

d e f

〉g

+

= sl(a)sl(e)

〈
a b c

d e f

〉d

+

. Les autres égalités se montrent de la même

façon.

Par la suite, les formes linéaires

[
a b c

d e f

]g,d

±

seront appelées 6j-symboles et les

vecteurs

〈
a b c

d e f

〉g,d

±

seront appelés 6j-symboles vectoriels .

A partir du diagramme commutatif (1.3.2), on peut décrire différemment les 6j-

symboles

[
a b c

d e f

]g,d

±

. On pose :

(
a b c

d e f

)g

+

: He,d
a ⊗ Hb,c

e ⊗ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d → k (1.3.13)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ trg(t(idb ⊗ z)aC (b, c, d)(y ⊗ idd)x)
(

a b c

d e f

)d

+

: He,d
a ⊗ Hb,c

e ⊗ Ha
b,f ⊗ H

f
c,d → k (1.3.14)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ trd(t(idb ⊗ z)aC (b, c, d)(y ⊗ idd)x)
(

a b c

d e f

)g

−

: Hb,f
a ⊗ H

c,d
f ⊗ Ha

e,d ⊗ He
b,c → k (1.3.15)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ trg(t(z ⊗ idd)a
−1
C

(b, c, d)(idb ⊗ y)x)
(

a b c

d e f

)d

−

: Hb,f
a ⊗ H

c,d
f ⊗ Ha

e,d ⊗ He
b,c → k (1.3.16)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ trd(t(z ⊗ idd)a
−1
C

(b, c, d)(idb ⊗ y)x)

(1.3.17)

Pour montrer les relations entre les 6j-symboles

[
a b c

d e f

]g,d

±

et les formes multilinéaires

(
a b c

d e f

)g,d

±

, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.3.10. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tout objet scalaire X et pour tout morphisme f : X → X non nul, on a :

f =
trd(f)

dimd(X)
idX =

trg(f)

dimg(X)
idX .
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Preuve : Soit X un objet scalaire de C . Pour tout morphisme non nul f : X → X,
il existe un unique scalaire λ ∈ k

⋆ tel que : f = λidX . La trace à gauche et la trace à
droite sont k-linéaires, on a donc λ = trd(f)

dimd(X)
= trg(f)

dimg(X)
.

Voici le lien entre les formes multilinéaires

[
a b c

d e f

]g,d

±

et

(
a b c

d e f

)g,d

±

.

Lemme 1.3.11. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour tous objets scalaires a, b, c, d, e, f de C :

[
a b c

d e f

]g

+

= dimg(f)

(
a b c

d e f

)g

+

(1.3.18)

[
a b c

d e f

]d

+

= dimd(f)

(
a b c

d e f

)d

+

(1.3.19)

[
a b c

d e f

]g

−

= dimg(e)

(
a b c

d e f

)g

−

(1.3.20)

[
a b c

d e f

]d

−

= dimd(e)

(
a b c

d e f

)d

−

(1.3.21)

Preuve : Pour tous morphismes x ∈ He,d
a et y ∈ Hb,c

e on pose :
{

a b c

d e f

}

+

(x ⊗ y) =
∑

i,j

vi ⊗ wj. D’après le diagramme commutatif (1.3.2), on a :

aC (b, c, d)(y ⊗ idd)x =
∑

i,j

(idb ⊗ wj)vi. Ainsi pour tous morphismes x ∈ He,d
a , y ∈ Hb,c

e ,

z ∈ Ha
b,f et t ∈ H

f
c,d on a :

(
a b c

d e f

)g

+

(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t) =
∑

i,j

trg(t(idb ⊗ z)(idb ⊗ wj)vi)

=
∑

i,j

trg(zwj)trg(tvi) dimg(f)−1

= dimg(f)−1

[
a b c

d e f

]g

+

(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t),

la deuxième égalité vient du lemme 1.3.10.
Les égalités (1.3.19), (1.3.20), (1.3.21) se montrent de la même manière.

Catégories sphériques

Une catégorie sphérique est une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sou-
veraine vérifiant :
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pour tout objet X de C et pour tout morphisme f : X → X : trd(f) = trg(f).

Dans une catégorie sphérique la trace (resp. dimension) à droite et à gauche seront notées
tr (resp. dim).

La dimension d’une catégorie sphérique C admettant un nombre fini de classes d’isomorphismes
d’objets scalaires est le scalaire :

∑

X∈ΛC
dim(X)2.

Une structure sphérique sur C est une structure souveraine sur C rendant C sphérique.

Proposition 1.3.12. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sphérique;
notons φ0 la structure sphérique. L’application

φ 7→ φ−1
0 φ

est une bijection entre l’ensemble des structures sphériques de C et le groupe Aut±⊗(1C ) =
{ψ ∈ Aut⊗(1C ) | pour tout objet scalaire X, ψX = ±idX}.

Preuve : Soient φ0 et φ des structures sphériques, on note trd, trg, dimd, dimg (resp.
tr0

g, tr
0
d, dim0

d, dim0
g) les traces à droite et à gauche et les dimensions à gauche et à droite

définies par la structure sphérique φ (resp. φ0). Soit X un objet scalaire de C , alors :
(φ−1

0 φ)X = λX idX avec λX ∈ k
⋆, on a donc :

dimg(X) = eX∨(idX∨ ⊗ φX)hX

= tr0
g(φ

−1
0X

φX)

= λX dim0
g(X),

et

dimd(X) = eX(φ−1
X ⊗ idX∨)hX∨

= tr0
d(φ

−1
X φ0X

)

= λ−1
X dim0

d(X),

il en résulte : λ−1
X dim0

d(X) = λX dim0
d(X). L’objet X est scalaire donc sa dimension

à droite est inversible, on a donc : λ2
X = 1 . On a donc construit une application de

l’ensemble des structures sphériques vers Aut±⊗(1C ) :

{structures sphériques sur C } → Aut±⊗(1C )

φ 7→ φ−1
0 φ .

Cette application est injective. Montrons qu’elle est bijective. Soit Ψ ∈ Aut±⊗(1C ) ⊂
Aut⊗(1C ). D’après la proposition 1.1.1 on sait qu’il existe une unique structure souveraine
φ telle que Ψ = φ−1

0 φ. La catégorie C étant tensorielle absolument semi-simple, pour
montrer que φ est une structure sphérique il suffit de montrer que la trace à droite et à
gauche coincident sur les endomorphismes d’objets scalaires. Ceci revient à montrer que
pour tout objet scalaire X, la dimension à droite de X est égale à la dimension à gauche
de X. On pose dimg et dimd (resp. dim0

g et dim0
d) les dimensions à gauche et à droite
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définies par la structure souveraine φ (resp. φ0) et tr0
d, tr0

g désignent les traces à droite et
à gauche définies par la structure sphérique φ0 :

dimg(X) = eX∨(idX∨ ⊗ φX)hX

= eX∨(idX∨ ⊗ φ0Xφ−1
0 XφX)hX

= tr0
g(φ

−1
0 XφX)

= tr0
d(φ

−1
0 XφX)

= eX(φ0
−1
X φXφ−1

0 X ⊗ idX∨)hX∨

= eX(φ−1
X φ0Xφ0

−1
X ⊗ idX∨)hX∨

= eX(fφ−1
X ⊗ idX∨)hX∨

= dimd(X).

La sixième égalité vient du fait que pour tout objet scalaire X, on a la relation suivante :
φ−1

0 XφX = ±idX = φ−1
X φ0X .

Proposition 1.3.13. Soit C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et sphérique
alors l’ensemble Aut±⊗(1C ) = {Ψ ∈ Aut⊗(1C ) | pour tout objet scalaire X : ΨX = ±idX}
est en bijection avec l’ensemble des morphismes de groupe de ΓC vers le groupe à deux
éléments {±1}.

Preuve : Cette proposition se montre de la même façon que la proposition 1.3.3.

Soit C une catégorie sphérique. Alors les formes bilinéaires ωd et ωg sont égales et
sont notées ω. Dans ce cas là pour tous objets scalaires a, b, c, d, e, f , on pose :

〈
a b c

d e f

〉

=

〈
a b c

d e f

〉d

=

〈
a b c

d e f

〉g

,

[
a b c

d e f

]

=

[
a b c

d e f

]g

=

[
a b c

d e f

]d

,

(
a b c

d e f

)

=

(
a b c

d e f

)g

=

(
a b c

d e f

)d

.

1.4 Catégories de Picard

Soit C une catégorie monoïdale, un objet X de C est dit inversible s’il existe un objet
Y de C tel que X ⊗ Y ∼= I ∼= Y ⊗ X. Si X est un objet scalaire inversible d’inverse Y

alors Y est isomorphe à X∨. Le groupe des éléments inversibles de C est appelé groupe
de Picard de C .
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Une catégorie de Picard est une catégorie tensorielle absolument semi-simple telle que
tout objet scalaire est inversible.

Dans une catégorie tensorielle absolument semi-simple C l’objet unité I est inversible.
Pour toute catégorie de Picard C , l’application |?| : ΛC → ΓC est un isomorphisme.
Soit G un groupe, on note G − vect la catégorie dont les objets sont des k-espaces

vectoriels de dimension finie G-gradués, les flèches sont des morphismes k-linéaires préser-
vant la graduation. Un objet V de G− vect est noté (Vg)g∈G, ou Vg est la composante de
V de degré g. Soient V et W des objets de G− vect, le produit tensoriel de G− vect est
défini comme suit :

(V ⊗ W )g =
⊕

h, k ∈ G

hk = g

Vh ⊗ Wk.

Tout 3-cocycle α ∈ Z3(G, k⋆) définit une contrainte d’associativité sur G − vect : pour
tous objets X = (Xg)g∈G, Y = (Yg)g∈G et Z = (Zg)g∈G de G − vect on pose :

(Xg ⊗ Yh) ⊗ Zk

a(Xg ,Yh,Zk)
−−−−−−−→ Xg ⊗ (Yh ⊗ Zk)

(v1 ⊗ v2) ⊗ v3 7→ α(g, h, k)v1 ⊗ (v2 ⊗ v3),

la contrainte d’associativité est : a(X,Y, Z) =
⊕

g,h,k∈G

a(Xg, Yh, Zk). Par la suite on notera

k
α(G) la catégorie G− vect munie de la contrainte d’associativité définie par le 3-cocycle

α ∈ Z3(G, k⋆). On note δg l’espace vectoriel G-gradué suivant : (δg)h = k si h = g et
(δg)h = 0 sinon. Pour tout g ∈ G, δg est un objet scalaire de G − vect, de plus pour tout
objet scalaire X de G − vect il existe un unique g ∈ G tel que X soit isomorphe à δg.
L’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets scalaires est donc en bijection avec G.
Pour tout g ∈ G, δg−1 est l’inverse de δg. Ainsi pour tout groupe G et pour tout 3-cocycle
α ∈ Z3(G, k⋆), k

α(G) est une catégorie de Picard.
Réciproquement, on construit pour toute catégorie de Picard C une équivalence de

catégories monoïdales entre C est la catégorie k(G)α, avec α ∈ Z3(G, k⋆). Puis on montre
que pour deux 3-cocycles α, β cohomologues, il y a une équivalence de catégories monoï-
dales entre k(G)α et k(G)β. Ainsi pour un groupe G donné, un élément α ∈ H3(G, k⋆)
définit une unique catégorie de Picard à équivalence de catégories monoïdales près.

Le théorème suivant donne une classification des catégories de Picard.

Théorème 1.4.1 (section 7.5 [?]). La donnée d’une catégorie de Picard est équivalente à
la donnée d’un groupe G muni d’une classe de cohomologie α ∈ H3(G; k∗).

Une catégorie de Picard est naturellement munie d’une structure de catégorie sphérique.
En effet, on a :

Proposition 1.4.2. Soit C une catégorie de Picard. Il existe une unique structure
sphérique sur C telle que pour tout objet scalaire X : dim(X) = 1.
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Preuve : Montrons l’unicité. Soient φ1 et φ2 deux structures sphériques vérifiant
les hypothèses de la proposition 1.4.2. D’après la proposition 1.3.13, il existe un unique
morphisme de groupe ǫ de ΓC vers {±1} tel que pour tout objet scalaire X : (φ−1

1 φ2)X =
ǫ(|X|)idX , et il s’agit de démontrer que ǫ est trivial. Or pour tout objet scalaire X, on a

dimφ2(X) = eX∨(idX∨ ⊗ φ2X)hX

= eX∨(idX∨ ⊗ φ1Xφ1
−1
X φ2X)hX

= ǫ(|X|)eX∨(idX∨ ⊗ φ1X)hX

= ǫ(|X|) dimφ1(X),

et puisque dimφ1(X) = dimφ2(X) = 1 il s’ensuit que ǫ(|X|) = 1, ce qui démontre l’unicité.
Montrons l’existence. Soit X un objet scalaire. Puisque X est inversible, l’évaluation

eX : X ⊗ X∨ → I est un isomorphisme. On pose :

φX = (eX ⊗ idX∨∨)(idX ⊗ e−1
X∨);

on note que φX est un isomorphisme de X vers X∨∨. La catégorie C étant tensorielle
absolument semisimple, ceci définit un isomorphisme naturel φ de 1C vers ?∨∨. Pour X

objet scalaire, posons ηX = (φ−1
X ⊗ idX)hX∨ et ǫX = eX∨(idX∨ ⊗ φX). Alors (X∨, ǫX , ηX)

est un dual à gauche de X.
Pour X et Y objets scalaires de C , on a :

ex

ey

h
exy

hx

hy
z

z

PSfrag replacements

hX

hY

eY ⊗X

hY ⊗X

eX

eY

(Y ⊗ X)∨

=

z

z
exy

h

PSfrag replacements

hX

hY

eY ⊗X

hY ⊗X

eX

eY

(Y ⊗ X)∨

= id(Y ⊗X)∨ .

Il en résulte :

h

ey

ex

xx yd

z

PSfrag replacements

hY ⊗X

eX

eY

(Y ⊗ X)∨

e−1
Y ⊗X

h−1
X

h−1
Y

hX

hY

eY ⊗X

X∨

Y ∨

=















z

exy

hy

hx

PSfrag replacements

hY ⊗X

eX

eY

(Y ⊗ X)∨

e−1
Y ⊗X

h−1
X

h−1
Y

hX

hY

eY ⊗X

X∨

Y ∨















−1

.

Par ailleurs, pour tout objet scalaire X, les espaces vectoriels HomC (X∨ ⊗ X, I) et
HomC (I,X ⊗ X∨) sont de dimension 1. On a donc ǫX = λh−1

X et ηX = λ′e−1
X avec
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λ, λ′ ∈ k
⋆. Il en résulte que dimg(X) = λ et dimd(X) = λ′. Or par construction, on a :

λ = phi

ed

h

PSfrag replacements

e−1
X∨

eX

eX∨

hX

φX

=

edi

ed

e

h

PSfrag replacements

e−1
X∨

eX

eX∨

hX

φX

=

edi

ed

PSfrag replacements

e−1
X∨

eX

eX∨

hX

φX

= 1 .

On montre de même que : λ′ = 1. Il en résulte que ǫX = h−1
X et ηX = e−1

X . Par ailleurs ce
calcul montre que si φ est une structure souveraine, on a bien dimg(X) = dimd X = 1.

On déduit de ce qui précède l’identité suivante :

h

ey

ex

xx yd

z

PSfrag replacements

ǫX

ǫY

ηY ⊗X

hY ⊗X

eX

eY

X∨

Y ∨

(Y ⊗ X)∨

=

eta

z

ydxx

epx

epy

PSfrag replacements

ǫX

ǫY

ηY ⊗X

hY ⊗X

eX

eY

X∨

Y ∨

(Y ⊗ X)∨

Ceci montre que les foncteurs dual à droite et dual à gauche coïncident comme
foncteurs monoïdaux, ce qui revient à dire que φ est une structure souveraine; on a
dimg(X) = 1 = dimd(X) pour tout objet scalaire X, d’où la sphéricité.

6j-symboles dans les catégories de Picard

Dans cette section C est une catégorie de Picard.

Pour tous objets scalaires a, b, c, d, e, f de C , l’espace vectoriel HomC (a, (b ⊗ c) ⊗ d)
est de dimension inférieure ou égale à 1, ainsi les isomorphismes du lemme 1.3.1 sont :

HomC (a, e ⊗ d) ⊗ HomC (e, b ⊗ c)
∼=
−→ HomC (a, (b ⊗ c) ⊗ d),

x ⊗ y 7→ (y ⊗ idd)x,

et

HomC (a, b ⊗ f) ⊗ HomC (f, c ⊗ d)
∼=
−→ HomC (a, b ⊗ (c ⊗ d))

x ⊗ y 7→ (idb ⊗ y)x.

En appliquant ceci au carré commutatif définissant les 6j-symboles (1.3.2), on en déduit
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que

{
a b c

d e f

}

+

est l’isomorphisme faisant commuter le diagramme suivant :

He,d
a ⊗ Hb,c

e







a b c

d e f







+ //

∼=
²²

Hb,f
a ⊗ H

c,d
f

∼=
²²

H
(b⊗c),d
a a(b,c,d)

// H
b,(c⊗d)
a

avec a(b, c, d) l’isomorphisme : x 7→ aC (b, c, d)x. Il en résulte que

{
a b c

d e f

}

−

est

l’inverse de

{
a b c

d e f

}

+

. Les 6j-symboles

{
a b c

d e f

}

±

sont non nuls si et seulement

si les conditions suivantes sont réunies :

• a ∼= e ⊗ d et a ∼= b ⊗ f .

• e ∼= b ⊗ c,

• f ∼= c ⊗ d.

Pour toute catégorie de Picard, les 6j-symboles

{
a b c

d e f

}

+

et

{
a b c

d e f

}

−

ne

dépendent que des classes d’isomorphismes des objets b, c, d. Si C est une catégorie de

Picard,

{
a b c

d e f

}

+

sera noté {[b], [c], [d]} où [b] désigne la classe d’isomorphismes de

b.

Bases

Pour tout g ∈ ΛC , Xg désigne un représentant de g. Ainsi si g, h ∈ ΛC alors Xgh

est isomorphe à Xg ⊗ Xh. Soit une famille de représentants (Xg)g∈ΛC
de ΛC , une base φ

de (Xg)g∈ΛC
est une famille d’isomorphismes (φg,h)g,h∈ΛC

de Xgh vers Xg ⊗ Xh. Soient
g, h, k ∈ ΛC et leurs représentants Xg, Xh, Xk, par construction {g, h, k} ne dépend que
de la classe d’isomorphismes de Xg, Xh et Xk. Dorénavant on considère la famille (Xg)g∈G

de représentants de ΛC et toutes les bases utilisées seront des bases de (Xg)g∈ΛC
.

Soient g, h, k ∈ ΛC . Par construction {g, h, k} est un isomorphisme de H
Xgh,Xk

Xghk
⊗

H
Xg ,Xh

Xgh
vers H

Xg,Xhk

Xghk
⊗H

Xh,Xk

Xhk
, qui ne dépend que de la classe d’isomorphisme de Xg, Xh

et Xk. Ainsi dans la base φ, on a :

{g, h, k} : H
Xgh,Xk

Xghk
⊗ H

Xg ,Xh

Xgh
→ H

Xg ,Xhk

Xghk
⊗ H

Xh,Xk

Xhk
(1.4.1)

φ(gh, k) ⊗ φ(g, h) 7→ α(g, h, k)(φ(g, hk) ⊗ φ(h, k)),
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avec α une application de ΛC ×ΛC ×ΛC vers k
⋆. Pour une catégorie de Picard C , le carré

commutatif (1.3.2) s’écrit :

H
Xgh,Xk

Xghk
⊗ H

Xg ,Xh

Xgh

∼=
²²

{g,h,k} // H
Xg,Xhk

Xghk
⊗ H

Xh,Xk

Xhk

∼=
²²

H
(Xg⊗Xh),Xk

Xghk A(Xg ,Xh,Xk)
// H

Xg ,Xh⊗Xk

Xghk
,

on en déduit l’égalité :

aC (Xg, Xh, Xh)(φ(g, h) ⊗ idXk
)(φ(gh, k)) = α(g, h, k)(idXg ⊗ φ(h, k))φ(g, hk).

Le 6j-symbole est donc déterminé par la contrainte d’associativité de la catégorie et une
base φ. Etant donné que la contrainte d’associativité aC vérifie la relation pentagonal de
Mac Lane, on en déduit que pour tous g, h, k, l ∈ ΛC le diagramme suivant commute :

((Xg ⊗ Xh) ⊗ Xk) ⊗ Xl

(Xg ⊗ (Xh ⊗ Xk)) ⊗ Xl

Xg ⊗ ((Xh ⊗ Xk) ⊗ Xl)

(Xg ⊗ Xh) ⊗ (Xk ⊗ Xl) Xg ⊗ (Xh ⊗ (Xk ⊗ Xl))

a(Xg ,Xh,Xk)⊗idXl

::tttttttttttttt

a(Xg,Xh⊗Xk,Xl)

$$JJJJJJJJJJJJJJ

idXg⊗a(Xh,Xk,Xl)

²²

a(Xg⊗Xh,Xk,Xl)

²²

a(Xg,Xh,Xk⊗Xl)
//

On en déduit la relation suivante :

α(h, k, l)α(g, hk, l)α(g, h, k) = α(g, h, kl)α(gh, k, l).

Il en résulte que α est un 3-cocycle de Z3(ΛC , k⋆). Ainsi pour une base donnée φ, le
6j-symbole est déterminé par un 3-cocycle α ∈ Z3(ΛC , k⋆). Ce 3-cocycle est donné par la
contrainte d’associativité de la catégorie C . Montrons que le 6j-symbole est déterminé par
la classe de cohomologie définie par la contrainte d’associativité de C , c’est à dire que le
6j-symbole est indépendant du choix du représentant du 3-cocycle défini par la contrainte
d’associativité.

Soient φ une base, α ∈ Z3(ΛC , k⋆) le 3-cocycle définissant le 6j-symbole dans la base
φ et ψ ∈ Z3(ΛC , k⋆) un 3-cocycle cohomologue à α. On pose :

Ψ : H
Xgh,Xk

Xghk
⊗ H

Xg,Xh

Xgh
→ H

Xg ,Xhk

Xghk
⊗ H

Xh,Xk

Xhk

φ(gh, k) ⊗ φ(g, h) 7→ α(g, h, k)(φ(g, hk) ⊗ φ(h, k)).

Les 3-cocycles ψ et α sont cohomologues, il existe donc une application γ : ΛC ×ΛC → k
⋆

telle que α = ψδ(γ), où δ est le cobord, i.e : pour tout g, h, k ∈ ΛC

δ(γ)(g, h, k) = γ(h, k)γ−1(gh, k)γ(g, hk)γ−1(g, h).
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On a donc :

Ψ : H
Xgh,Xk

Xghk
⊗ H

Xg,Xh

Xgh
→ H

Xg ,Xhk

Xghk
⊗ H

Xh,Xk

Xhk

γ(g, h)γ(gh, k)φ(gh, k) ⊗ φ(g, h) 7→ α(g, h, k)γ(h, k)γ(g, hk)(φ(g, hk) ⊗ φ(h, k)).

Pour tous g, h ∈ ΛC , on pose φ′(g, h) = γ(g, h)φ(g, h). La famille d’isomorphismes
(φ′(g, h))g,h∈ΛC

est une base et est notée φ′. L’isomorphisme Ψ est donc le 6j-symbole
obtenu par changement de base.

Montrons que le changement de base change le 3-cocycle décrivant le 6j-symbole en
un 3-cocycle cohomologue. Soient φ et φ′ deux bases. Dans la base φ (resp. φ′) le 6j-
symbole est défini par le 3-cocycle β ∈ Z3(ΛC , k⋆) (resp. β′ ∈ Z3(G, k⋆)). Pour tous
g, h ∈ ΛC , on sait que φ(g, h) et φ′(g, h) sont des bases d’un espace vectoriel de dimension
1, ainsi pour tous (g, h) ∈ ΛC il existe un scalaire inversible, noté λ(g, h) ∈ k

⋆, tel que :
φ(g, h) = λ(g, h)φ′(g, h). Il en résulte les égalités suivantes :

{g, h, k}(φ′(gh, k) ⊗ φ′(g, h)) = β′(g, h, k)φ′(g, hk) ⊗ φ′(h, k)

λ(gh, k)λ(g, h){g, h, k}(φ(gh, k) ⊗ φ(g, h)) = λ(g, hk)λ(h, k)β′(g, h, k)φ(g, hk) ⊗ φ(h, k)

{g, h, k}(φ(gh, k) ⊗ φ(g, g)) = β′(g, h, k)δ(λ)(g, h, k)φ(g, hk) ⊗ φ(h, k),

où δ le cobord défini précédemment. Ainsi le changement de base change un 3-cocycle en
un 3-cocycle cohomologue.

Dans une catégorie de Picard C , le 6j-symbole est déterminé par la classe de coho-
mologie définissant la contrainte d’associativité.

Nous donnons une description des 6j-symboles

〈
a b c

d e f

〉

±

.

Soit C une catégorie de Picard, les 6j-symboles

〈
a b c

d e f

〉

+

(resp.

〈
a b c

d e f

〉

+

)

sont des vecteurs de Ha
e,d ⊗ He

b,c ⊗ Hb,f
a ⊗ H

e,d
f (resp. Ha

e,d ⊗ He
b,c ⊗ Hb,f

a ⊗ H
e,d
f ), ils sont

donc non nuls si et seulement si les conditions suivantes sont réunies :

• e ∼= b ⊗ c,

• f ∼= c ⊗ d,

• a ∼= e ⊗ d et a ∼= b ⊗ f .

Ainsi les 6j-symboles

〈
a b c

d e f

〉

±

ne dépendent que de la classe d’isomorphismes des

objets b, c, d. Par la suite, si C est une catégorie de Picard, < b, c, d >+ (resp. < b, c, d >−)

désigne le 6j-symbole

〈
a b c

d e f

〉

+

(resp.

〈
a b c

d e f

〉

−

).

Voici deux propriétés des 6j-symboles < X, Y, Z >± qui nous seront utiles dans le
chapitre 3.
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Lemme 1.4.3. Soient C une catégorie de Picard et [α] ∈ H3(ΛC , k⋆) la classe de coho-
mologie définissant la contrainte d’associativité de C . Si dans la base φ le 6j-symbole vec-
toriel est déterminé par α ∈ Z3(G, k⋆) un représentant de [α], alors pour tous g, h, k ∈ ΛC

:

< Xg, Xh, Xk >+ = α(g, h, k) dim(Xk)φ(gh, k)−1 ⊗ φ(g, h)−1 ⊗ φ(g, hk) ⊗ φ(h, k),

< Xg, Xh, Xk >− = α−1(g, h, k) dim(Xg)φ(g, hk)−1 ⊗ φ(h, k)−1 ⊗ φ(gh, k) ⊗ φ(g, h),

avec Xg, Xh et Xk des représentants de g, h et k.

Preuve : Pour tous g, h ∈ ΛC , φ(g, h)−1 : Xg ⊗ Xh → Xgh est une base de H
Xgh

Xg,Xh
.

Pour tous g, h, k ∈ ΛC , on a :
[

Xghk Xg Xh

Xk Xgh Xhk

]

+

(φ(gh, k) ⊗ φ(g, h) ⊗ φ−1(g, hk) ⊗ φ−1(h, k))

=α(g, h, k)tr(φ(gh, k)φ(gh, k)−1)tr(φ(g, hk)φ(g, hk)−1)

=α(g, h, k) dim(Xg ⊗ Xh ⊗ Xk) dim(Xh ⊗ Xk)

=α(g, h, k) dim(Xg),

car pour tout objet scalaire inversible X, dim(X) = ±1. Par unicité des 6j-symboles
vectoriels, on en déduit que :

< Xg, Xh, Xk >+= α(g, h, k) dim(Xk)φ(gh, k)−1 ⊗ φ(g, h)−1 ⊗ φ(g, hk) ⊗ φ(h, k).

On montre de même que :

< Xg, Xh, Xk >−= α−1(g, h, k) dim(Xg)φ(g, hk)−1 ⊗ φ(h, k)−1 ⊗ φ(gh, k) ⊗ φ(g, h).

Lemme 1.4.4. Soit C une catégorie de Picard, alors pour tous objets scalaires X, Y, Z

le 6j-symbole vectoriel < X, Y, Z >± est indépendant du choix de la base φ.

Preuve : Soit φ0 et φ1 des bases de C . On note α0 (resp. α1) le 3-cocycle décrivant
le 6j-symbole dans la base φ0 (resp. φ1). Il existe une application λ : ΛC × ΛC → k

⋆

telle que pour tous g, h ∈ ΛC on ait : φ1
g,h = λ(g, h)φ0

g,h. Précédemment, on a montré
qu’avec un tel changement de base on a : α0 = α1δ(λ). Ainsi pour tous objets scalaires
Xg, Xh, Xk, on a :

< Xg, Xh, Xk >+

=α0(g, h, k) dim(Xk)φ
0
gh,k

−1
⊗ φ0

g,h

−1
⊗ φ0

g,hk ⊗ φ0
h,k

=α1(g, h, k) dim(Xk)λ(h, k)λ(gh, k)−1λ(g, hk)λ(g, h)−1φ0
gh,k

−1
⊗ φ0

g,h

−1
⊗ φ0

g,hk ⊗ φ0
h,k

=α1(g, h, k) dim(Xk)φ
1
gh,k

−1
⊗ φ1

g,h

−1
⊗ φ1

g,hk ⊗ φ1
h,k

On montre de même que < X, Y, Z >− ne dépend pas du choix de la base φ.
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1.5 Catégories tressées

Soit C une catégorie monoïdale. Un tressage sur C est un système d’isomorphismes
naturels : {cX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗ X}X,Y ∈C vérifiant les axiomes suivants :

• cX⊗Y,Z = (cX,Z ⊗ idY )(idX ⊗ cY,Z) pour tous objets X,Y et Z de C ,

• cX,Y ⊗Z = (idY ⊗ cX,Z)(cX,Y ⊗ idZ) pour tous objets X,Y et Z de C .

Une catégorie tressée est une catégorie monoïdale munie d’un tressage.
Soit C une catégorie tressée de tressage c. Un objet transparent X est un objet de C

tel que pour tout objet Y de C : cY,XcX,Y = idX⊗Y .
La sous catégorie pleine de C formée des objets transparents est symétrique. On la

note TC .

Catégories en rubans

Soit C une catégorie tressée autonome à droite. Un twist de C est une famille
d’isomorphismes naturels {θX : X → X}X∈C vérifiant les axiomes suivants :

• (θX)∨ = θX∨ pour tout objet X de C ,

• cY,X(θY ⊗ θX)cX,Y = θX⊗Y pour tous objets X et Y .

Une catégorie en rubans est une catégorie tressée, autonome à droite et munie d’un twist.
Toute catégorie en rubans est souveraine.

Catégories prémodulaires

Une catégorie prémodulaire est une catégorie tensorielle absolument semi-simple en
rubans ayant un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires. Toute catégorie
prémodulaire est sphérique.

Afin de définir le glissement d’anses, nous introduisons quelques notations.

Soit C une catégorie prémodulaire, la couleur
∑

X∈ΛC

dim(X)X ∈ k[ΛC ] de l’algèbre de

fusion de C est appelée couleur de Kirby de C . Elle est notée ΩC . La dimension de C

est le scalaire
∑

X∈ΛC

dim(X)2 et est notée ∆C .

Lemme 1.5.1. Soit C une catégorie prémodulaire de tressage c telle que ∆C ∈ k
⋆. En

posant :

S : k[ΛC ] → End(1C )

Y 7→ S (Y )(X) =
X

Y

PSfrag replacements

Y

X
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on a pour tout objet scalaire X

S (ΩC )(X) =

{
∆C idX si X est transparent,

0 sinon.
(1.5.1)

Preuve : voir [?].

La relation (1.5.1) permet d’obtenir l’égalité suivante :

S (ΩC )(X) ⊗ idY = cY,X(idY ⊗ S (ΩC )(X)))cX,Y , (1.5.2)

pour tous objets scalaires X et Y . Cette égalité est appelée glissement d’anses .

Une catégorie modulaire est une catégorie prémodulaire telle que S soit bijective.

Graduations sur les catégories prémodulaires

Soient C une catégorie prémodulaire et (G, p) une graduation de C . On note C1 la
catégorie des objets de C homogène de degré 1. Il s’agit d’une catégorie prémodulaire et
d’une sous catégorie pleine de C .

Pour toute graduation (G, p) de C , la couleur de Kirby ΩC se décompose de la façon
suivante

ΩC =
∑

g∈ΓC

∑

X ∈ ΛC

p(X) = g

dim(X)X.

On pose : ΩCg =
∑

X ∈ ΛC

p(X) = g

dim(X)X et ∆Cg = dim(ΩCg).

Lemme 1.5.2. Soit (G, p) une graduation de C . Pour tout g ∈ G, on a : ∆Cg = ∆C1.

Preuve : Soit V un objet scalaire de C tel que p(V ) = g. Pour tout h ∈ G, on a :

V ⊗ ΩCh
=

∑

X ∈ ΛC

p(X) = h

dim(X)V ⊗ X

=
∑

X ∈ ΛC

p(X) = h

∑

Z∈ΛC

dim(X)nZ(V ⊗ X)Z,

avec nZ(X ⊗ Y ) la dimension de l’espace vectoriel HomC (Z, V ⊗ X). L’espace vectoriel
HomC (Z, V ⊗ X) est non nul si et seulement si Z est un sous objet de V ⊗ X. Ainsi

la somme
∑

Z∈ΛC

dim(X)nZ(V ⊗ X)Z est indexée par les classes d’isomorphismes de sous
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objets scalaires Z de V ⊗ X, on a donc : p(Z) = p(V ⊗ X) = gh. La catégorie C

est souveraine, ainsi les espaces vectoriels HomC (Z, V ⊗ X) et HomC (V ∨ ⊗ Z, Y ) sont
isomorphes et donc nZ(V ⊗ X) = nY (V ∨ ⊗ Z). Il en résulte que :

V ⊗ ΩCh
=

∑

X ∈ ΛC

p(X) = h

∑

Z ∈ ΛC

p(Z) = gh

dim(X)nX(V ∨ ⊗ Z)Z

=
∑

Z ∈ ΛC

p(Z) = gh

( ∑

X ∈ ΛC

p(X) = h

dim(X)nX(V ∨ ⊗ Z)
)
Z

=
∑

Z ∈ ΛC

p(Z) = gh

dim(V ∨ ⊗ Z)Z

= dim(V )ΩCgh
.

Soient g ∈ G et V un objet scalaire de graduation égale à g−1, on a : V ⊗ΩCg = dim(V )ΩC1 .
En appliquant la trace, il en résulte que : dim(V )∆Cg = dim(V )∆C1 . Etant donné que V

est un objet scalaire, on a : dim(V ) ∈ k
⋆ et donc ∆Cg = ∆C1 .

Catégories normalisables

Soit C une catégorie prémodulaire. On pose : Ω+
C

=
∑

X∈ΛC

θX dim(X)X,

Ω−
C

=
∑

X∈ΛC

θ−1
X dim(X)X, ∆−

C
=

∑

X∈ΛC

(θX)−1 dim(X)2 et ∆+
C

=
∑

X∈ΛC

θX dim(X)2.

Une catégorie normalisable est une catégorie prémodulaire telle que ∆+
C

et ∆−
C

sont
inversibles.

D’après un résultat de Bruguières [?], on a les relations suivantes :

S (Ω+
C
)(X) = ∆+

C
θ−1

X ,S (Ω−
C
)(X) = ∆−

C
θ

,
X (1.5.3)

pour tout objet scalaire X. Ces égalités sont appelées glissements d’anses locaux. Les
glissements d’anses locaux (1.5.3) et l’égalité (1.5.1) donnent l’égalité suivante :

∆+
C
∆−

C
= ∆C

∑

X∈ΛC∩TC

θX dim(X)2. (1.5.4)

Avec ces notations nous pouvons donner une caractérisation des catégories normalisables

Proposition 1.5.3. Soient C une catégorie prémodulaire telle que ∆C ∈ k
⋆. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :
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(i) C est normalisable

(ii) ∆+
C
∈ k

⋆

(iii) ∆−
C
∈ k

⋆

(iv) Pour tout objet scalaire transparent X, θX = idX .

Preuve : Les implications (i) ⇒ (ii) et (i) ⇒ (iii) sont directes. Les implications
(ii) ⇒ (iv) et (iii) ⇒ (iv) résultent du glissement d’anses local (1.5.3). Montrons que

(iv) ⇒ (i). Supposons que ∆+
C
∆−

C
= 0 alors on a : ∆C

∑

X∈TC∩ΛC

θX(dim(X))2 = 0, par

hypothèse ∆C ∈ k
⋆, on en déduit que

∑

X∈TC

θX(dim(X))2 = 0. D’après un résultat de

Deligne [?], on sait que si k est de caractéristique nulle alors pour tout objet transparent
X, dim(X) ∈ Z →֒ k. De plus si X est un objet scalaire et transparent alors θX = ±idX .
Donc il existe au moins un objet transparent de C tel que θX = −idX .
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Chapitre 2

Invariants quantiques en dimension 3

Ce chapitre est organisé de la manière suivante :
Dans la section 2.1, nous décrivons la représentation des variétés de dimension 3 par

chirurgie le long d’un entrelacs dans S3. Puis nous donnons quelques invariants quantiques
utilisant cette représentation.

Dans la section 2.2, nous décrivons la représentation de variétés de dimension 3 fermées
orientées et connexes par des diagrammes de Heegaard et nous rappelons la construction
de l’invariant de Kuperberg.

Dans la section 2.3, nous rappelons la représentation de variété de dimension 3 par
triangulation. Pour cela nous introduisons la notion d’orientation d’un complexe simpli-
cial, les mouvements bistellaires, ainsi que le théorème de Pachner. Nous terminons cette
section par la construction de l’invariant de Dijkgraaf-Witten.

Dans la section 2.4, nous donnons les liens connus entre ces invariants.

2.1 Chirurgies dans S3 le long d’un entrelacs en rubans

Soient M une variété connexe et orientée de dimension 3 et L un entrelacs en rubans
non orienté dans M . Une chirurgie le long de L dans M est la construction suivante :

Nous enlevons le voisinage tubulaire de L dans M , noté U , qui est constitué de n tores
solides et disjoints notés U1, ..., Un avec Ui un voisinage tubulaire du brin Li de L. Puis
nous remplaçons U par n-copies du tores plein D2 × S1 recollés le long du bord ∂U de

U par un homéomorphisme de ∂U dans le bord
∐

n

∂(D2 × S1). Cet homéomorphisme

envoie chaque Li sur {0} × S1, avec 0 le centre de D2.

Théorème 2.1.1 (Thm. de Lickorish-Wallace, ([?])). Toute variété de dimension 3 com-
pacte connexe orientée peut être obtenue par chirurgie le long d’un entrelacs en rubans
dans S3.

En 1978, Kirby a démontré le résultat suivant.

53
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Théorème 2.1.2 ([?]). Soient L et L′ deux entrelacs en rubans, les variétés obtenues par
chirurgie le long de L et L′ dans S3 sont difféomorphes si et seulement si L est obtenu à
partir de L′ par une suite finie d’isotopies d’entrelacs en rubans et/ou de mouvements de
Kirby KI et KII.

Le mouvement KI consiste à ajouter ou enlever un nœud trivial de framing ±1 (Fig.
2.1).

↔ ∅,

↔ ∅

Figure 2.1: KI

Le mouvement KII, appelé glissement d’anses, consiste à changer un brin par l’opération
suivante : soit L un entrelacs en rubans et L1 et L2 deux brins de L. On note L′

2 l’âme

de L2, on remplace L1

∐
L2 par L#

∐

L2 où L# est la somme connexe entre L1 et L′
2,

les autres brins ne sont pas modifiés.

←→

Figure 2.2: glissement d’anses : KII

Dans [?], Fenn et Rourke montrent qu’on peut remplacer le mouvement KII par des
mouvements locaux FR+ et FR− (Fig. (2.3) et (2.4)) :

D’où le théorème suivant, qu’on utilise pour construire des invariants quantiques par
chirurgie :

Théorème 2.1.3 ([?]). Soient L et L′ deux entrelacs en rubans, les variétés obtenues par
chirurgie le long de L et L′ dans S3 sont difféomorphes si et seulement si l’entrelacs L

est obtenu à partir de l’entrelacs L′ par une suite finie d’isotopies d’entrelacs en rubans
et/ou de mouvements KI, FR+, FR−.

Nous présentons les invariants quantiques utilisant la description par chirurgie des
variétés de dimension 3. Par la suite k désigne un corps commutatif.
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x

x
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...

←→

x

x

PSfrag replacements

...

Figure 2.3: mouvement FR+

x

x
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...

←→

x

x

PSfrag replacements

...

Figure 2.4: mouvement FR-

Invariant de Reshetikhin-Turaev (1991)

Cet invariant est défini pour une catégorie normalisable [?].

Soit M une variété fermée de dimension 3 obtenue par chirurgie le long de L un
entrelacs en rubans dans S3. On oriente L et on colore tous les brins par ΩC la couleur de
Kirby de C . La coloration d’un entrelacs en rubans consiste à considérer l’entrelacs, où
l’on assigne un objet de C à chaque brin, comme un endomorphisme du ∅ de la catégorie
des enchevêtrements colorés. Pour plus détails, se reporter à l’annexe B. Par la propriété
universelle de la catégorie des enchevêtrements colorés, on obtient un scalaire que l’on
note 〈L(ΩC )〉. En notant D une racine carrée de ∆C , l’invariant de Reshetikhin-Turaev
est le scalaire :

RT (M) = ∆
σ(L)
C

D−σ(L)−♯L−1〈L(ΩC )〉, (2.1.1)

avec σ(L) la signature de la matrice d’enlacement de L et #L le nombre de brins de L.
Dans [?], l’invariant est défini avec une autre normalisation :

Br(M) =
〈L(ΩC )〉

∆+
C

b+(L)
∆

b−(L)
(C ′,−)

, (2.1.2)

avec b+(L) (resp. b−(L)) le nombre de valeurs propres positives (resp. négatives) de la
matrice d’enlacement de L.

Si C est une catégorie modulaire alors l’invariant de Reshetikhin-Turaev définit une
TQFT. Dans le ca normalisable, on obtient une TQFT transparente [?].
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Invariant de Altschüler-Coste (1992)

L’invariant de Altschüler-Coste [?] est construit à partir d’une algèbre quasi-Hopf en
rubans (H, R, φ). Nous rappelons cette notion en annexe A.

Le théorème de Schum, nous assure qu’il existe un foncteur en rubans de la catégorie
des enchevêtrements colorés vers la catégorie des H-modules de type fini. Sur les graphes
élémentaires, ce foncteur est défini de la manière suivante : soient V , W et X des H-
modules de type fini, on note V ∗ le H-module dual de V :

F (
X

PSfrag replacements

V

V ∗
) = idV , F (I−

V ) = idV ∗ ,

F

(
W

WV

V

PSfrag replacements

V

V ∗

)

= R̃V,W , F

(

V

V

W

W

PSfrag replacements

V

V ∗

)

= R̃−1
W,V ,

F

(

V*V

PSfrag replacements

V

V ∗

)

(x ⊗ f) = f(S(α)uv−1x), F

(

V* V

PSfrag replacements

V

V ∗

)

(f ⊗ x) = f(αx),

avec f ∈ V ⋆ et x ∈ V

F

(

V* V

PSfrag replacements

V

V ∗

)

=
∑

j ej ⊗ u−1vS(β)ej; F

( V*V
PSfrag replacements

V

V ∗

)

=
∑

j βej ⊗ ej,

avec (ej)j (resp. (ej)j) une base de V (resp. V ⋆).

F

(

V X )( W

W )( V X

PSfrag replacements

V

V ∗

)

= φ

Pour un entrelacs en rubans L, F (L) est un invariant scalaire d’entrelacs. L’invariant
d’Altschüler-Coste est l’invariant d’entrelacs en rubans F pour la représentation régulière
du double de Drindfeld tordu D(G)α, avec G un groupe fini et α ∈ Z3(G, k⋆). C’est un
invariant de variétés de dimension 3.

L’invariant de Hennings-Kauffman-Radford (1995)

L’invariant de Hennings-Kauffman-Radford [?] est défini pour une algèbre de Hopf
en rubans. Les notations et définitions de bases sur les algèbres de Hopf en rubans sont
données en annexe A.

Soient (H,R, u) une algèbre de Hopf en rubans et λ une intégrale à droite de H.
Soit D une diagramme d’un entrelacs en rubans L. On décore chaque croisement avec

R =
∑

i

ai ⊗ bi la R-matrice de H de la façon suivante :

7→
∑

i

ai bi et 7→
∑

i

S(ai) �����
�
�
�

bi, avec S l’antipode

de H. Le diagramme obtenu après cette opération est appelé diagramme plat de D. On
colore chaque composante du diagramme plat de D en lui assignant un élément de H

en un point du diagramme qui n’est ni un extremum ni un point d’intersection. Cette

coloration suit les règles suivantes : a ≡ S(a) , S(a) ≡ a ,
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a

b
≡ ab ,

a
≡ a ,

a
≡ a , où ≡ désigne une équivalence de

diagramme. Pour un diagramme D, on obtient un élément
∑

k

vk
1 ⊗ ... ⊗ vk

n, avec vk
i ∈ H

l’élément obtenu à partir du brin Li de L. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on note di le degré
de Whitney du diagramme plat de Li, obtenu en parcourant le diagramme plat suivant
l’orientation de Li en partant du point servant à décorer le brin. Le degré de Whitney est
le degré total du vecteur tangent parcourant la courbe dans le sens donné par l’orientation.

Par exemple : d

( )

= 1, d

( )

= −1.

Soit M la variété obtenue par chirurgie le long de l’entrelacs en rubans L dans S3, le
scalaire :

HKR(M) = (λ(v)λ(v−1))
♯L
2 (

λ(v)

λ(v−1)
)−

σ(L)
2

∑

k

tr(vk
1G

d1+1)tr(vk
2G

d2+1)...tr(vk
nG

dn+1),

avec G un group-like H tel que v = G−1u soit dans le centre de H et S(u) = G−1uG, est
l’invariant de Hennings-Kauffman-Radford .

Invariant d’Ospel (1999)

A partir d’une groupe abélien G et d’un 3-cocycle, J. Mattes, M. Polyak et N.
Reshetikhin (cf. [?]) ont construit un invariant d’entrelacs qui s’étend en un invariant
de variétés de dimension 3. L’invariant d’Ospel [?] est une généralisation de l’invariant
de Mattes, Polyak et Reshetikhin pour un groupe non abélien. La donnée algébrique est
un groupe fini G et un 3-cocycle quasi-abélien (ω, Ω). Un cocycle quasi-abélien est une
version non-commutative des cocycles abéliens définis par Eilenberg et Mac Lane [?].

On dira qu’un croisement est positif s’il est isotope à
( )

et qu’il est négatif s’il

est isotope à
( )

. Soit L un entrelacs en rubans orienté dans S3 et DL son diagramme

associé. Chaque brin de DL est décomposé en composantes disjointes par les croisements
qui coupent le brin. On colore chaque composante par un élément de G en imposant la
règle (Fig. (2.5)).

ghg−1 h g ghg−1

h g h g

Figure 2.5: Colorations du diagramme

Les composantes connexes du complémentaires de la projection dans le plan de l’entrelacs
sont colorées de la façon suivante : on colore la composante connexe extérieure du dia-
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gramme par l’identité du groupe G, puis on colore de la droite vers la gauche par la règle
(Fig. (2.6)).

g−1h h gh h

Figure 2.6: Colorations des composantes connexes du complémentaire de la projection de
l’entrelacs

En considérant le présentation de Wirtinger (cf. [?]) du groupe fondamental d’un
entrelacs en rubans, on remarque que se donner un coloriage de DL par G revient à se
donner un morphisme de groupe du groupe fondamental de L vers G, noté Hom(π1(L), G).

On pose :

B : k[G] ⊗ k[G] ⊗ k[G] → k
⋆ (2.1.3)

g ⊗ h ⊗ k 7→ B(g ⊗ h ⊗ k) = ω(g ⊗ h ⊗ k)Ω(g ⊗ h)ω−1(h ⊗ h−1gh ⊗ k),

et à chaque croisement on associe un scalaire suivant les règles (Fig. (2.7).

ghg−1 h g ghg−1

k −→ B(g ⊗ h ⊗ k), k −→ B−1(ghg−1 ⊗ g ⊗ k)

h g h g

Figure 2.7: Scalaires associés aux croisements

Pour une coloration donnée ρ ∈ Hom(π1(L), G), on note < (DL)ρ > le produit des
scalaires associés aux croisements. L’invariant d’entrelacs d’Ospel est le scalaire suivant :

Z̃(L) =
∑

ρ∈Hom(π1(L),G)

< (DL)ρ > (2.1.4)

Pour obtenir un invariant de variétés de dimension 3, on définit des graphes trivalents
colorés :

g h gh

k k

gh g h

vérifiant :
On associe a chaque graphe trivalent coloré un scalaire (Fig. (2.8)).
Soit ML la variété de dimension 3 obtenue par chirurgie le long de l’entrelacs L dans S3.

Le groupe fondamental de ML peut être vu comme un quotient du groupe fondamental
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= =

= =

g h gh

k ω(g ⊗ h ⊗ k) k ω−1(g ⊗ h ⊗ k)

gh g h

Figure 2.8: Scalaires associés aux graphes trivalents

de l’entrelacs en rubans L. Ainsi à chaque morphisme de groupe du groupe fondamental
de ML vers G, on associe une coloration de L par G. L’invariant d’Ospel est le scalaire :

Z(ML) =
∑

ρ∈Hom(π1(ML),G)

< (DL)ρ > . (2.1.5)

2.2 Scindements de Heegaard

Un corps en anses de genre g est une variété de dimension 3 lisse obtenue par attache-
ment de g copies de D1×D3 sur D3, la boule unité de dimension 3. L’attachement se fait

le long d’un plongement de
∐

g

S0 × D2 →֒ S2. A homéomorphisme près il n’existe qu’un

seul corps en anses. A difféomorphisme près, le bord d’un corps en anses de genre g est
la somme connexe de g copies de S1 × S1.

Figure 2.9: corps en anse de genre 2

Un scindement de Heegaard d’une variété compacte, connexe orientée et sans bord M

est une paire (H1, H2) de corps en anses de genre g contenus dans M vérifiant :



60 CHAPITRE 2. INVARIANTS QUANTIQUES EN DIMENSION 3

(i) l’intersection de H1 et de H2 est le bord de H1,

(ii) M est difféomorphe à la variété obtenue par recollement de H1 et H2 le long de leurs
bords.

Proposition 2.2.1 ([?] p. 127,[?] p. 17, [?] p. 16). Toute variété de dimension 3 sans
bord connexe et orientée admet un scindement de Heegaard.

Soit (H1, H2) un scindement de Heegaard de M . Au corps en anses H1 (resp. H2) on
associe un système de courbes disjointes u = (u1, ..., ug) (resp. l = (l1, ..., lg)). Ces courbes
sont contenues sur le bord des corps en anses et chacune d’entre elles borde un disque
proprement plongé dans le corps en anse correspondant. On impose que ∂H1\{u1, ..., ug}
(resp. ∂H2\{l1, ..., lg}) soit difféomorphe à la sphère S2 privée de 2g disques D2. Un
diagramme de Heegaard associé au scindement de Heegaard (H1, H2), avec ∂H1 = ∂H2 =
S, est une donnée D = (S, u, l) où u et l sont des cercles disjoints vérifiant :

• S privée de u est difféomorphe à S2 privée de 2g disques,

• S privée de l est difféomorphe à S2 privée de 2g disques.

Un diagramme de Heegaard orienté est un diagramme de Heegaard (S, u, l) tel que u et l

soient munies d’une orientation. En considérant les courbes de H1 en position générique,
on peut définir alors un scindement de Heegaard avec seulement la donnée S = ∂H1 = ∂H2

et un système de courbe u de H2. Un diagramme de Heegaard en position générique est un
diagramme de Heegaard (S, u, l) tel que u ou l sont en positions génériques. On obtient
alors M en recollant des 2-anses le long de u sur S × {1} vue comme une partie du bord
de S × I puis en recollant une copie de D3 le long de son bord.

On définit une relation d’équivalence sur les diagrammes de Heegaard orientés. Deux
diagrammes de Heegaard orientés D = (S, u, l) et D′ = (S ′, u′, l′) sont équivalents si et
seulement si on peut passer de l’un à l’autre par un nombre fini de mouvements suivants
([?]) :

(I) Homéomorphisme du diagramme : en utilisant un homéomorphisme de la surface S

vers une surface T , on envoie un diagramme D vers un diagramme sur T .

(II) isotopie du diagramme ou mouvement des 2-points : on réalise une isotopie des
cercles l sur D relativement au cercle u. Si le diagramme de Heegaard est en position
générique, cette isotopie est réduite à une suite de mouvements des 2-points (Fig.
2.10).

uk

li

PSfrag replacements

uk

li

←→

li

ukPSfrag replacements

uk

li

Figure 2.10: mouvement des 2-points
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(III) glissement : soient li et uj soient deux courbes du diagramme de Heegaard D =
(S, u, l). On remplace uj par la somme connexe de uj et li et la courbe li est
remplacée par l′i, une copie de li qui a été modifié par isotopie pour n’avoir aucun
point d’intersection avec la somme connexe de uj et de li (Fig. 2.11).

x

y

PSfrag replacements

uj

li
u′

j

l′i
−→

x’

y’

PSfrag replacements

uj

li
u′

j

l′i

Figure 2.11: glissement

(IV) Stabilisation : soit D un disque de S disjoint de u et l. On enlève D et on le
remplace par un tore creux percé muni de deux courbes fermées ug+1 et lg+1 (Fig.
2.12).

←→

Figure 2.12: stabilisation

(V) renverser l’orientation : les orientations des courbes u et l sont inversées.

Si l’on considère les mouvements (I), ..., (IV ) alors on définit une classe d’équivalence
sur les diagrammes de Heegaard orientés. Ceci donne une description combinatoire des
variétés sans bord et orientées de dimension 3.

L’invariant de Kuperberg [?] utilise cette description des variétés de dimension 3.

Invariant de Kuperberg (1990)

L’invariant de Kuperberg [?] est construit à partir d’une algèbre de Hopf involutive
H = (H,m, i, ∆, ǫ, S), de µ une intégrale de H et de e une cointégrale de H.

Soit D = (S, u, l) un diagramme de Heegaard orienté. Pour chaque courbe ui on définit
une application : H ⊗ ... ⊗ H

︸ ︷︷ ︸

nombre de points d’intersections de ui avec l

→ k :

c1

cp

.

.

. M µÂÂ?
??

??ÄÄÄ
// (2.2.1)

où (c1, ..., cq) sont les croisements entre ui et l. L’orientation de ui et un point de base sur
ui donnent l’ordre d’apparition des points ci. Cette application ne dépend pas du choix
de point de base.
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A chaque courbe lk, on définit une application : k → H ⊗ ... ⊗ H
︸ ︷︷ ︸

nombre de points d’intersections de lk avec u
:

c1

cq

.

.

. ∆ e

__???

ÄÄÄÄÄ
oo (2.2.2)

où (c1, ..., cq) sont les croisements entre lk et u. L’orientation de lk et un point de base sur
lk donnent l’ordre d’apparition des points ci. Cette application ne dépend pas du choix
de point de base.

A chaque croisement cj les vecteurs tangents de ui et de lj forment une base de Tcj
S.

Si cette base a la même orientation que Tcj
S alors on compose les morphismes (2.2.1) et

(2.2.2) de la façon suivante :

e ∆ M µ

c1

cn
cj

ck

cj//

RR%%%%%

­­··
··

// // ¨¨²²
²²
²

RR$$$$$$

// (2.2.3)

sinon on compose les morphismes (2.2.1) et (2.2.2) de la façon suivante :

e ∆ M µ

c1

cn
cj

ck

S(cj)//

RR%%%%%

­­··
··

// // ¨¨²²
²²
²

RR$$$$$$

// (2.2.4)

Le scalaire obtenu après composition sur tous les points d’intersections de u et l est noté
Z (D). L’invariant de Kuperberg ([?] thm. 5.1) est le scalaire : KH(M) = (dim(H))g(S)−nu−nlZ (D),
avec g(S) le genre de la surface S, nu (resp. nl) le nombre de courbes u (resp. l).

2.3 Triangulations

Simplexes

Soient n < m deux entiers. Un ensemble de n + 1 points de R
m en position général

est un ensemble V = {v0, ..., vn} vérifiant :

• vi ∈ R
m, pour tout vi ∈ V ,

• l’espace vectoriel engendré par V est de dimension n.

Un n-simplexe est l’enveloppe convexe d’un ensemble de n + 1 points en position général.
Soit V = {v0, ..., vn} un ensemble à n + 1-points, on note alors [v0...vn] le n-simplexe
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associé. Soit W un sous ensemble de V , l’enveloppe convexe τ de W est une face du
simplexe associé à V , si τ est une face σ alors on écrira : τ < σ. Les 0-simplexes sont les
sommets de V . Par la suite on appellera sommet un 0-simplexe Soit σ un n-simplexe et i

un sommet de σ, on note σ̂i l’envelope convexe de l’ensemble des sommets de σ privé du
sommet i. Par la suite on dira qu’il s’agit d’une (n− 1)-face de σ. Soit σ un simplexe, on
note σ̂i le simplexe obtenu en ôtant le i-ème sommet du simplexe σ.

Orientations

Soit F un n-simplexe, S(F ) l’ensemble de ses sommets. Une numérotation de F est
une bijection de {0, .., n} sur S(F ). Le groupe Sn+1 agit à droite sur l’ensemble Num(F )
des numérotations de F . On appelle orientation de F toute application :

o : Num(F ) → {±1}

invariante sous l’action du groupe alterné An+1 ⊂ SN+1.
Tout simplexe admet exactement deux orientations. L’orientation d’un 0-simplexe est

un signe. Pour n ≥ 1, toute numérotation (v0, . . . , vn) définit une orientation o, qui est
l’unique orientation vérifiant o(v0, . . . , vn) = +1. On note (v0, ..., vn) le simplexe F muni
de l’orientation définie par la numérotation (v0, ..., vn).

Soit F un n-simplexe, avec n > 0. Alors toute orientation de F définit une orientation
de ses faces. Si o est une orientation de F et vi un sommet de F , on définit une orientation
o|i de F̂i en posant

o|i(v0, . . . , vn−1) = o(vi, v0, . . . , vn−1) .

Par exemple, si F est un 1-simplexe orienté et (v0, v1) une numérotation positive de F ,
alors l’orientation de {v0} = F̂v1 est −1 et celle de {v1} = F̂v0 est +1.

Pour un 2-simplexe orienté positivement F = (v0, v1, v2), les faces orientées positive-
ment sont F̂0 = (v1, v2), F̂1 = (v2, v0), et F̂2 = (v0, v1) :

//

XX222222

222222
§§¯̄
¯̄
¯̄
¯

¯̄
¯̄
¯

v0 v1

v2

ª

Complexes simpliciaux

Un complexe simplicial est une ensemble K de simplexes de R
N pour un certain N ,

vérifiant :

(1) Soit σ ∈ K, alors ∀τ < σ on a : τ ∈ K.

(2) Soient σ1, σ2 ∈ K alors l’intersection de σ1 et σ2 est une face de σ1 et une face de
σ2.
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Exemple. Soit σ un n-simplexe. Le bord de σ est le complexe simplicial constitué des
(n − 1)-faces de σ. On le note ∂σ.

Si K est un complexe simplicial, on note Kp l’ensemble des p-simplexes de K et Kp
o

l’ensemble des p-simplexes orientés.

Triangulations

Soit K un complexe simplicial alors on note |K| =
⋃

σ∈K

σ ⊂ R
N l’espace topologique

réunion de tous les simplexes de K. Une triangulation d’une variété M est la donnée d’un
complexe simplicial K et d’un homéomorphisme de M sur |K|. Une variété triangulée
est une variété munie d’une triangulation.

Raccords

Un couple de simplexes raccordables est un couple de simplexes σ = [v0, ..., vn] et
τ = [w0, ..., wp] dans R

N vérifiant :

• l’ensemble {v0, ..., vn, w0, ..., wp} est en position générique.

Soient σ et τ deux simplexes raccordables, le raccord entre σ et τ est le simplexe :
[v0, ..., vn, w0, ..., wp] et est noté σ.τ .

Par exemple, est constitué de deux simplexes raccordables. Le raccord est le

simplexe suivant:

On peut étendre cette notion aux complexes simpliciaux. Deux complexes simpliciaux
raccordables sont deux complexes simpliciaux K1 et K2 vérifiant :

(i) tous simplexes σ ∈ K1 et τ ∈ K2 sont raccordables,

(ii) pour tous simplexes σ, σ′ ∈ K1 et τ, τ ′ ∈ K2, si ρ est l’intersection de σ.τ et de σ′.τ ′

alors ρ est soit vide, soit une face de σ.τ et de σ′.τ ′.

Soient K1 et K2 deux complexes simpliciaux raccordables. Le raccord entre K1 et K2 est
le complexe simplicial : K1 ∪ K2 ∪ {σ.τ | σ ∈ K1, τ ∈ K2} et est noté K1 ∗ K2.

Mouvements bistellaires

Soit K un complexe simplicial tel que le complexe simplicial ∂(σk).σn−k, avec σk

(resp. σn−k) un k-simplexe (resp. n − k-simplexe), soit contenu dans l’intérieur de |K|.
Un mouvement bistellaire d’ordre k sur K consiste à remplacer K par le complexe où
l’on a retiré ∂σk × σn−k de K et que l’on a remplacé par σk.∂σn−k. Deux complexes
réliés par une suite finie de mouvements bistellaire et d’isomorphismes simplicials sont
dits bistellaires équivalents. En dimension 2, les mouvements bistellaires sont les suivants
(Fig. ).
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ordre 0 ordre 1 ordre 2

Figure 2.13: mouvements bistellaires en dimension 2
2.3

Théorème 2.3.1 (thm. de Pachner, [?]). Deux variétés linéaires M et M ′ par morceaux
sont homéomorphes (linéaire par morceaux) si et seulement si on peut passer d’une trian-
gulation de M à une triangulation de M ′ par un nombre fini de mouvements bistellaires
et/ou d’isotopies ambiantes.

Il existe une version à bord du théorème de Pachner [?]

Théorème 2.3.2 (Pachner [?],[?]). Deux triangulations d’une variété compacte M coïn-
cidant sur le bord de M peuvent être transformées l’une en l’autre par un nombre fini de
mouvements bistellaires et/ou d’isotopies ambiantes.

Si l’on applique ces résultats au cas de la dimension 3, les théorèmes 2.3.1 et 2.3.2
s’appliquent alors pour des variétés lisses. Dans le cas de la dimension 3, le mouvement
bistellaire d’ordre 3 (resp. 2) est le mouvement inverse au movement bistellaire d’ordre 0
(resp. 1). On obtient alors un descriptions combinatoire donnée par deux mouvements.
Ces mouvements sont appelés mouvement de Pachner 1 − 4 (Fig. (2.14)) et mouvement
de Pachner 2 − 3 (Fig. 2.15).

←→

Figure 2.14: mouvement de Pachner (1-4)

←→

Figure 2.15: mouvement de Pachner (2-3)

Invariant de Dijkgraaf-Witten (1988)

Dans ce paragraphe k est un corps commutatif. On se donne un groupe fini G et un
classe de cohomologie de α ∈ H3(G, k⋆).
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Soit T un complexe simplicial. Une G-coloration de T (ou simplement une coloration
de T ) est une application :

c : T 1
o → G (2.3.1)

vérifiant :

(i) pour tout 1-simplexe orienté (x1x2) de T : c(x1x2) = c(x2x1)
−1,

(ii) Pour tout 2-simplexe orienté (x1x2x3) de T on a : c(x1x2)c(x2x3)c(x3x1) = 1.

On note Col(T ) l’ensemble des colorations de T . Soient M une variété de dimension 3 de
bord ∂M et T une triangulation de M , on note T∂M la restriction de T à ∂M .

Soient α ∈ Z3(G, k⋆) un 3-cocycle sur G à valeurs dans k
⋆, c une coloration de T et ∆ =

(x1x2x3x4) un 3-simplexe orienté de T . On pose alors : α(∆, c) = α(c(x1x2), c(x2x3), c(x3x4)).
Cette valeur est invariante sous l’action du groupe alterné. On a α(∆, c) = α(∆, c)−1, où
∆ est le simplexe muni de l’orientation opposée.

Théorème 2.3.3 (Wakui [?]). Soient G un groupe fini, α ∈ Z3(G, k⋆) un 3-cocycle, M

une variété orientée compacte de dimension 3 et T0 une triangulation de ∂M . Soit T une
triangulation de M telle que T∂M = T0. On note n0(T ) le nombre de sommets de T . Pour
toute coloration c0 ∈ Col(T0) on pose :

DW (M)c0 =| G |−n0(T )
∑

c∈Colc0 (T )

∏

∆∈T 3

α(∆, c), (2.3.2)

avec Colc0(T ) l’ensemble des colorations de T qui sont égales à c0 sur T0 et chaque 3-
simplexe ∆ est muni de l’orientation induite par celle de M .

Le scalaire DWM(τ) ne depend pas du choix de la triangulation de M qui étend T0.
L’invariant de Dijkgraaf-Witten est le scalaire :

DW (M) =
∑

c∈Col(T0)

DW (M)c.

Invariant à la Turaev-Viro

Nous détaillerons cet invariant au début du chapitre 3. En 1992, Turaev et Viro ont
construit un invariant quantique de variétés de dimension 3 à bord. Cet invariant est
défini pour une catégorie modulaire ([?], [?]). Puis Barrett et Westbury donnèrent une
construction de cet invariant pour une catégorie sphérique, indépendamment Gelfand et
Kazhdan proposèrent une construction utilisant aussi une catégorie sphérique. L’invariant
de Turaev-Viro est une somme d’états indexée par les colorations de la triangulation.
L’invariant par les mouvements de Pachner est obtenue grâce aux 6j-symboles de la caté-
gorie (l’égalité de Biedeharn-Elliot et la relation d’orthogonalité [?]). La notion de col-
oration utilisée est similaire à celle utilisée pour construire l’invariant de Dijkgraaf-Witten.
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2.4 Comparaison des invariants

RT

TV

DG

Os

DW

groupeCategorie

conj

vrai

modularisable

chirurgie

semisimple

amod

pic

HK

modulaire

sph

R

inv

chirurgie

ruban

ruban

Ku

Heegaard

chirurgie

chirurgie

AH

gfab

quasi

AC

AH

app

T

gcohoabe

gcoho

T

gf

amod

AH

PSfrag replacements

Catégorie
Algèbre de Hopf
Algèbre de Hopf

Groupe

Turaev-Viro
catégorie sphérique

[?] et [?]

Kuperberg
Reshetikhin-Turaev
Henning-Kaufman-

Radford
Altschüler-Coste
Dijkgraaf-Witten

Ospel
Triangulation

Chirugie

Scindement de Heegaard

catégorie modulaire [?]

modularisable [?]

groupe fini et (α, Ω)

G groupe fini et

α ∈ H3(G, k⋆)

3-cocycle quasi-abélien

Catégorie de Picard

involutive
algèbre quasi-Hopf

C = A-mod
A = Dα(G)

rubans semi-simple

: TVZ (C ) = RTC

pour C modulaire

en rubans

involutive

(1) Lyubashenko a défini un invariant de variétés de dimension 3 dans un cadre non-
semisimple. Cette construction redonne l’invariant de Reshetikhin-Turaev pour des
catégories modulaires semi-simples.

(2) Les invariants d’Altschüler-Coste et de Hennings-Kauffman-Radford sont égaux en-
tre eux si on les calcule avec le double de Drindfeld de G, un groupe fini, non tordu
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(c’est à dire le 3-cocycle est trivial). De plus, ils sont égaux à l’invariant de Ku-
perberg calculé pour l’algèbre de groupe G et aux invariants de Dijkgraaf-Witten
et d’Ospel calculés pour le groupe G et le 3-cocycle trivial. Plus précisément, pour
une variété M sans bord, orientée et connexe, ces invariant est égaux aux nombres
de classes d’homotopies d’applications de M vers l’espace classifiant BG. L’égalité
s’étend aussi à l’invariant de Turaev-Viro calculé pour la catégorie de Picard k(G),
définie au chapitre 1.

(3) L’invariant d’Altschüler-Coste est égal à l’invariant de Dijkgraaf-Witten pour les es-
paces lenticulaires. Altschüler et Coste conjecturent dans [?] que l’invariant d’Altschüler-
Coste pour le double de Drindfeld tordu par α ∈ H3(G, k⋆), avec G un groupe fini,
est égal à l’invariant de Dijkgraaf-Witten pour le groupe G et le 3-cocycle α. Cette
conjecture est la version "groupe" de la conjecture reliant l’invariant de Turaev-Viro
et l’invariant de Reshetikhin-Turaev : RTZ (C ) = TVC , avecZ (C ) est le centre (ou
le double de Kassel-Turaev) de la catégorie sphérique C . Müger a montré que le
centre d’une catégorie sphérique était une catégorie modulaire.



Chapitre 3

L’invariant de Turaev-Viro

Ce chapitre est organisé de la manière suivante.
La section 3.1 est consacrée à la construction de l’invariant de Turaev-Viro pour une

catégorie sphérique.
Dans la section 3.2, nous construisons, pour toute catégorie sphérique C , un invariant

"homotopique" HTVC des paires (M,x), où M est une 3-variété à bord et x une classe
d’homotopie d’applications de M vers l’espace classifiant BΓC du graduateur de C .

Dans la section 3.4 nous construisons une ΓC -HQFT de dimension 2+1 par "scindage"
de la TQFT de Turaev-Viro. Ce scindage se construit au moyen de l’invariant homo-
topique HTV .

La section 3.5 est consacrée à l’invariant homologique défini par Yetter [?]. C’est
un invariant des données (M,x), où M est une 3-variété, x une classe d’homologie de
H1(M, Aut⊗(1C )) associé à une catégorie modulaire. Nous montrons que cet invariant
s’obtient à partir de l’invariant HTV et donc qu’il s’étend naturellement aux catégories
sphériques.

Dans la section 3.6, nous montrons que pour une catégorie de Picard dont la dimension
de tous les objets scalaires vaut 1, l’invariant de Turaev-Viro est l’invariant de Dijkgraaf-
Witten.

Dans ce chapitre k est un corps commutatif.

3.1 Construction de l’invariant de Turaev-Viro

Soient C une catégorie souveraine et T un complexe simplicial. Rappelons que T p
o

désigne l’ensemble des p-simplexes orientées de T . Une coloration de T est la donnée
d’une application c : T 1

o → ΛC vérifiant :

(i) c(x1x2) = c(x2x1)
∨, pour tout 1-simplexe orienté (x1x2) de T ,

(ii) l’objet unité I est un sous objet de c(x1x2)⊗c(x2x3)⊗c(x3x1), pour tout 2-simplexe
orienté (x1x2x3) de T .

L’ensemble des colorations de T est noté Col(T ).

69
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Soient f un 2-simplexe orienté, c une coloration de T et ν = (x0, x1, x2) une numéro-
tation compatible à l’orientation. On pose :

VC (f, c)ν = HomC (I, c(x1x2) ⊗ c(x2x3) ⊗ c(x3x1)).

Montrons que cette construction est indépendante du choix de ν.
Soient f un 2-simplexe et ν = (x1x2x3) une numérotation compatible à l’orientation.

Les numérotations ν ′ = (x2x3x1) et ν ′′ = (x3x1x2) sont compatibles à l’orientation de f .
Pour toute coloration c de f , on définit l’espace vectoriel suivant :

V0(f, c) = VC (f, c)ν

⊕

VC (f, c)ν′

⊕

VC (f, c)ν′′ .

Le groupe alterné A3 agit sur l’espace vectoriel V0(f, c) de la manière suivante :

(123).V0(f, c) → V0(f, c)

x
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(231).V0(f, c) → V0(f, c)
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On n’oriente pas les arêtes dans les calculs graphiques car la catégorie est souveraine et
les calculs ne dépendent pas de l’orientation des arêtes.

Soit c une coloration de f . On note alors VC (f, c) l’espace vectoriel V0(f, c) quotienté
par l’action de A3. Cet espace vectoriel est indépendant du choix de la numérotation com-
patible à l’orientation du 2-simplexe f . De plus les espaces vectoriels VC (f, c)ν , VC (f, c)ν′

et VC (f, c)ν′′ sont canoniquement isomorphes à VC (f, c).
On peut aussi voir l’espace vectoriel VC (f, c) comme la limite induite du système

inductif (VC (f, c)ν , fν,ν′), indexé par les numérotations compatibles à l’orientation à f , où
les isomorphismes fν,ν′ sont donnés par des applications de la forme :

7→ ,

7→ ,

Par la suite, l’espace vectoriel VC (f, c)ν , avec f un 2-simplexe et ν = (x1x2x3) un
numérotation, sera noté VC (x1x2x3, c). S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix de la
coloration c, alors VC (x1x2x3, c) sera noté VC (x1x2x3).
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Lemme 3.1.1. Soient C une catégorie souveraine et (x1x2x3) un 2-simplexe orienté.
Pour toute coloration c de (x1x2x3) et pour toute permutation impaire σ ∈ S3, il existe
une forme bilinéaire non dégénérée ωσ :

ωσ : VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((xσ(1)xσ(2)xσ(3)), c) → k

Preuve : Les permutations impaires de S3 sont les transpositions τx1,x2 , τx1,x3 et τx2,x3 ,
on a : VC (τx2,x3 .(x1x2x3), c) = VC ((x1x3x2), c), VC (τx1,x3 .(x1x2x3), c) = VC ((x3x2x1), c) et
VC (τx1,x2 .(x1x2x3), c) = VC ((x2x1x3), c). Dans une catégorie souveraine, on sait que pour
tout endomorphisme f de I, trg(f) = trd(f). On note donc pour tout endomorphisme f

de I, tr(f) la trace de f . On pose :

VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x1x3x2), c)
ωτx2,x3−−−−→ k (3.1.1)

x
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x y
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y

= x∨y = y∨x ,

cette égalité vient du fait que la catégorie C est souveraine donc le dual à droite d’un
morphisme est égal au dual à gauche du morphisme. Comme précédemment, on n’oriente
pas les arêtes dans les calculs graphiques car la catégorie est souveraine et les calculs sont
indépendants du choix de la dualité à gauche ou à droite.

La forme bilinéaire ωτx1,x2
est égale à la forme bilinéaire ωI,c(x1x2)⊗c(x1x2)⊗c(x1x2) (1.3.4),

d’après le lemme 1.3.8 c’est une forme bilinéaire non dégénérée.

VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x3x2x1), c)
ωτx1,x3−−−−→ k (3.1.2)
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,

VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x2x1x3), c)
ωτx1,x2−−−−→ k (3.1.3)
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Pour tous vecteurs x ∈ VC ((x1x2x3), c) et y ∈ VC ((x3x2x1), c) on a :

ωτx1,x3
(x ⊗ y) = ωτx2,x3

(x ⊗ f1(y)),

ωτx1,x2
(x ⊗ y) = ωτx2,x3

(x ⊗ f2(y)),

avec f1 l’isomorphisme :

f1 : VC (x3x2x1) → VC (x1x3x2)

x

PSfrag replacements

x
7→

x

PSfrag replacements

x
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et f2 l’isomorphisme :

f2 : VC (x2x1x3) → VC (x1x3x2)

x

PSfrag replacements

x
7→

x

PSfrag replacements

x

La forme bilinéaire ωτx2,x3
est non dégénérée et f1 et f2 sont des isomorphismes, donc

ωτx1,x3
et ωτx1,x2

sont des formes bilinéaires non dégénérées.

Soient C une catégorie souveraine, T une triangulation d’une variété M , (x1x2x3x4) un
3-simplexe orienté et c une coloration de (x1x2x3x4). On définit deux formes multilinéaires
:

VC ((x2x4x3), c) ⊗ VC ((x1x3x4), c) ⊗ VC ((x1x4x2), c) ⊗ VC ((x1x2x3), c)
L+((x1x2x3x4),c)
−−−−−−−−−−→ k

(3.1.4)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
x

y z t

PSfrag replacements
xy
z
t ,

si (x1x2x3x4) a la même orientation que la variété M et

VC ((x2x3x4), c) ⊗ VC ((x1x4x3), c) ⊗ VC ((x1x2x4), c) ⊗ VC ((x1x3x2), c)
L−((x1x2x3x4),c)
−−−−−−−−−−→ k

(3.1.5)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
x

y t z

PSfrag replacements
xy
z
t .

sinon. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix de la coloration c, la forme multilinéaire
L+((x1x2x3x4), c) (resp. L−((x1x2x3x4), c)) sera notée L+(x1x2x3x4) (resp. L−(x1x2x3x4)).

Pour tout σ ∈ U4, on pose : σ.L+(x1x2x3x4) = L+(xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)). La forme mul-
tilinéaire σ.L+(x1x2x3x4) n’est pas définie sur le même espace vectoriel que L+(x1, x2x3x4),
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l’indépendance par rapport à la numérotation consiste à montrer que pour tout σ ∈ U4,
le diagramme :

VC ((x1x2x3x4), c)

∼=
²²

L+((x1x2x3x4),c) // k

VC (σ.(x1x2x3x4), c)

σ.L+((x1x2x3x4),c)

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

(3.1.6)

commute, avec VC ((x1x2x3x4), c) (resp. VC (σ.(x1x2x3x4), c))l’espace vectoriel VC (x2x4x3)⊗
VC (x1x3x4) ⊗ VC (x1x4x2) ⊗ VC (x1x2x3) (resp. VC (xσ(2)xσ(4)xσ(3)) ⊗ VC (xσ(1)xσ(3)xσ(4)) ⊗
VC (xσ(1)xσ(4)xσ(2))⊗VC (xσ(1)xσ(2)xσ(2))). Si la catégorie C est souveraine, alors le change-
ment de numérotation modifie les formes multilinéaires par un scalaire. Les lemmes suiv-
ants donnent ces scalaires. Par soucis de clarté, σ.L±((x1x2x3x4), c) = L±((x1x2x3x4)c)
désignera le fait que le diagramme commute et σ.L((x1x2x3x4), c) = λL((x1x2x3x4)c),
avec λ ∈ k

⋆, signifiera le diagramme (3.1.6) commute si l’on remplace σ.L((x1x2x3x4), c)
par λσ.L((x1x2x3x4), c).

Lemme 3.1.2. Soient C une catégorie souveraine, (x1x2x3x4) un 3-simplexe orienté
et c une coloration de (x1x2x3x4). Pour tout σ ∈ U4, on a : σ.L+((x1x2x3x4), c) =
sl(c(x1xi))

±1L+((x1x2x3x4), c), avec i tel que : σ(i) = 1.

Preuve : Les calculs sont donnés en annexe C

Lemme 3.1.3. Soient C une catégorie souveraine, (x1x2x3x4) un 3-simplexe orienté et
c une coloration de (x1x2x3x4). Pour tout σ ∈ U4, on a :

σ.L−((x1x2x3x4), c) = sl(c(x1xi))
±1L−((x1x2x3x4), c),

avec i tel que : σ(i) = 1.

Preuve : Les calculs sont donnés en annexe C.
Les formes linéaires (3.1.4) et (3.1.5) sont modifiées par la pente d’objets scalaires.

Ainsi pour avoir l’invariance il suffit d’utiliser une catégorie sphérique.

Corollaire 3.1.4. Soient C une catégorie sphérique, (x1x2x3x4) un 3-simplexe orienté et c

une coloration de (x1x2x3x4), alors L+((x1x2x3x4), c) et L−((x0x1x2x3), c) sont invariants
par l’action de U4.

Soient C une catégorie sphérique, (xixjxk) un 2-simplexe orienté et c une coloration
de (xixjxk), la forme bilinéaire non dégénérée ωI,c(xixj)⊗c(xjxk)⊗c(xkxi) (1.3.4) :

VC ((xixjxk), c) ⊗ VC ((xixkxj), c) → k

f ⊗ g 7→ tr(f∨g),

définit une dualité sur VC ((xixjxk), c). L’adjoint de L+((x1x2x3x4), c) (resp. L−((x1x2x3x4), c))
pour la forme bilinéaire non-dégénérée (1.3.4) est noté L̃+((x1x2x3x4), c) (resp. L̃−((x1x2x3x4), c))
:

L̃+((x1x2x3x4), c) ∈ VC ((x2x3x4), c) ⊗ VC ((x1x4x3), c) ⊗ VC ((x1x2x4), c) ⊗ VC ((x1x3x2), c).

L̃−((x1x2x3x4), c) ∈ VC ((x2x4x3), c) ⊗ VC ((x1x3x4), c) ⊗ VC ((x1x4x2), c) ⊗ VC ((x1x2x3), c),
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Par la suite on notera ωτxj,xk
la forme bilinéaire (1.3.4) et on dira que le 3-simplexe

(x1x2x3x4) est orienté positivement (resp. négativement) lorsqu’il a la même orienta-
tion que la variété (resp. l’orientation opposée). S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le
choix de la coloration L̃+((x1x2x3x4), c) (resp. L̃−((x1x2x3x4), c)) sera noté L̃+(x1x2x3x4)
(resp. L̃−(x1x2x3x4)). Ces vecteurs ne dépendent pas du choix de la numérotation
préservant l’orientation. Plus précisément, pour tout σ ∈ U4 il y a un isomorphisme
entre L̃+((x1x2x3x4), c) (resp. L̃−((x1x2x3x4), c)) et L̃+((xσ(1)xσ(1)xσ(1)xσ(1)), c) (resp.

L̃+((xσ(1)xσ(1)xσ(1)xσ(1)), c)). Cet isomorphisme est induit par l’isomorphisme faisant com-
muter le diagramme (3.1.6). Par exemple pour la permutation (12)(34), l’isomorphisme
:

VC (x2x3x4) ⊗ VC (x1x4x3) ⊗ VC (x1x2x4) ⊗ VC (x1x3x2) →

VC (x1x4x3) ⊗ VC (x2x3x4) ⊗ VC (x2x1x3) ⊗ VC (x2x4x1)
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envoie L̃+((x1x2x3x4), c) sur L̃+((x2x1x4x3), c). Ceci est vraie pour une catégorie sphérique;
dans le cas souverain les vecteurs diffèrent d’un scalaire donné par la pente.

Contractions

Soit (Vi)i∈I une famille d’espaces vectoriels de dimension finie, telle que pour tout i ∈ I

il existe j ∈ I et une forme bilinéaire non dégénérée ωi : Vi ⊗ Vj → k. Soit x un vecteur
Vl ⊗ .. ⊗ Vi ⊗ ... ⊗ Vr et y un vecteur de Vk ⊗ ... ⊗ Vj ⊗ ... ⊗ Vp, contracter x et y le long
de Vi consiste à appliquer la forme bilinéaire ωi en x ⊗ y.

Vl ⊗ ... ⊗ Vr ⊗ Vk ⊗ ... ⊗ Vp

∼=
−→ Vl ⊗ .. ⊗ Vi ⊗ Vj ⊗ ... ⊗ Vp

id⊗...⊗ωi⊗...⊗id
−−−−−−−−−→ Vl ⊗ ... ⊗ Vp,

l’isomorphisme est une permutation d’espaces vectoriels. Contracter x et y le long Vj par
ωi est la même opération que contracter x et y le long de Vi. La contraction de x et y le
long Vi est le vecteur obtenu après avoir contracter x et y le long Vi.

Soit T une triangulation d’une variété de dimension 3 Soit f un 2-simplexe de T

contenu dans l’intersection d’un couple de 3-simplexes de T (Fig. 3.1).

0

1

2

i
3

Figure 3.1:

On numérote les 3-simplexes et on les munit d’une coloration c. Quitte à changer
l’orientation, on peut considérer que le 3-simplexe (0123) est orienté positivement. Il



3.1. CONSTRUCTION DE L’INVARIANT DE TURAEV-VIRO 75

en résulte que le 3-simplexe (0123i) est orienté soit positivement si i < 0 < 1 < 2 ou
0 < 1 < i < 2 soit négativement si 0 < 1 < 2 < i ou 0 < i < 1 < 2. Si les 3-simplexes
sont orientés positivement on a les vecteurs suivants :

L̃+((0123), c) ∈ VC ((123), c) ⊗ VC ((032), c) ⊗ VC ((013), c) ⊗ VC ((021), c)

et

L̃+((i012), c) ∈ VC ((012), c) ⊗ VC ((i21), c) ⊗ VC ((i02), c) ⊗ VC ((i10), c)

On peut donc contracter les vecteurs L̃+((0123), c) et L̃+((i012), c) le long de VC ((012), c)
par la forme bilinéaire non dégénérée ωτ1,2 (1.3.4). Si les 3-simplexes ont des orientations
opposées alors on a les deux vecteurs suivants :

L̃+((0123), c) ∈ VC ((123), c) ⊗ VC ((032), c) ⊗ VC ((013), c) ⊗ VC ((021), c)

et

L̃−((0i12), c) ∈ VC ((i21), c) ⊗ VC ((012), c) ⊗ VC ((02i), c) ⊗ VC ((0i1), c)

On peut aussi les contracter le long de VC ((012), c) par ωτ1,2 (1.3.4). Ainsi si deux 3-
simplexes ont une face commune, on peut toujours contracter les vecteurs définis par les
3-simplexes le long de l’espace vectoriel défini par la face commune.

Avant de définir l’invariant de Turaev-Viro, nous introduisons quelques notations.
Soient C une catégorie sphérique et Σ un surface fermée et orientée munie d’une

triangulation T0. Pour toute coloration c0 de T0 on pose : VC (Σ, T0, c0) =
⊗

f∈T 2

VC (f, c0) et

VC (Σ, T0) =
⊕

c0∈Col(T0)

VC (Σ, T0, c0). Le lemme 3.1.1 nous assure que pour toute coloration

c0 ∈ Col(T0) l’espace vectoriel VC (Σ, T0, c0), où Σ est la surface Σ munie de l’orientation
opposée, est isomorphe à l’espace vectoriel VC (Σ, T0, c0)

∗. La dualité étant donnée par les
formes bilinéaires non dégénérées du lemme 3.1.1.

Soient M une variété orientée de dimension 3 de bord Σ munie d’une triangulation
T0. Pour toute une triangulation T de M telle que sa restriction à Σ soit T0 et pour toute

coloration c de T on pose : L̃(T, c) =
⊗

∆∈T 3

L̃ǫ(∆)(∆, c), avec ǫ(∆) = + si ∆ a la même

orientation que M et ǫ(∆) = − si ∆ a une orientation opposée à celle de M . On sait que
tout 2-simplexe de T contenu dans l’intérieur de M est dans est dans l’intersection d’un
unique couple de 3-simplexes. Pour toute coloration c de T , on peut contracter L̃(T, c)
le long des 2-simplexes contenus dans l’intérieur de la variété. Si la variété est fermée on
obtient un scalaire, sinon on obtient un vecteur de V (Σ, T0, cT0), avec cT0 la restriction de
la coloration c sur le complexe T0. Le vecteur ou scalaire obtenu est noté Wc. Soit T un
complexe simplicial, on note n0(T ) le nombre de 0-simplexes de T . On peut maintenant
définir l’invariant de Turaev-Viro.
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Théorème 3.1.5 (Invariant de Turaev-Viro). Soient C une catégorie sphérique admettant
un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires et de dimension inversible,
M une variété de dimension 3 compacte et orientée de bord ∂M muni de la triangulation
T0. On pose :

TV (M) = ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Col(T )

∏

e∈T 1

dim(c(e))Wc ∈ V (∂M, T0) . (3.1.7)

Le vecteur TV (M) est indépendant du choix de la triangulation qui étend T0 à M .

Soient T un complexe simplicial et c une coloration de T , on note wc le scalaire :
∏

e∈T 1

dim(c(e)).

On peut définir un invariant de Turaev-Viro pour une coloration du bord donnée.
Soit M une variété orientée de dimension 3 de bord Σ muni de la triangulation T0 et c0

une coloration de T0. Pour toute triangulation T de M qui étend T0, on note Colc0(T )
l’ensemble des colorations c de T vérifiant : la restriction de c à T0 est égale à c0. Par la
suite la restriction à T0 d’une coloration c sera notée cT0 . On a une partition de Col(T )

: Col(T ) =
∐

c0∈Col(T0)

Colc0(T ). On peut alors décomposer TV (M) de la façon suivante :

TV (M) =
∑

c0∈Col(T0)

∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0 (T )

wcWc. Le vecteur ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0 (T )

wcWc ∈

V (Σ, T0, c0) est noté TV (M, c0). Le vecteur TV (M, c0) est un invariant de variétés de di-
mension 3 [?].

Dans l’invariant défini par Turaev [?] le scalaire ∆
−n0(T0)
C

est remplacé par le scalaire

D
−n0(T )
C

, avec DC une racine carrée de ∆C . L’invariant 3.1.5 et l’invariant défini par

Turaev donnent la même TQFT. En effet le terme ∆
n0(T0)
C

n’intervient pas dans la preuve
de l’invariance car le bord est fixe, il sert lors de la construction de la TQFT pour avoir
un foncteur sans anomalie.

3.2 Turaev-Viro homotopique

3.2.1 Groupoïde fondamental

Nous rappelons la définition de groupoïde fondamental et nous fixons les notations
nécessaires pour la lecture de cette section.

Soit T un complexe simplicial. Un chemin de T est une suite finie v0v1...vk, telle que
pour tout i vi est un 0-simplexe de T et deux éléments consécutifs sont les sommets d’un
1-simplexe de T . En particulier un 0-simplexe est un chemin. Un lacet en v est un chemin
v0...vn tel que vn = v0 = v. On définit des mouvements sur l’ensemble des chemins : soit
...uvw... un chemin de T tel que les 0-simplexes u, v, w forment un 2-simplexe de T le
chemin ...uvw... peut être remplacé par le chemin ...uw... et réciproquement (Fig. (3.2)).
Si v et w sont des 0-simplexes de T le chemin ...vwv... peut être remplacé par le chemin
...v... et réciproquement (Fig. (3.3)).
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u
w

v

←→

u
w

v

Figure 3.2:

w

v
u

←→

w

v
u

Figure 3.3:

Ces mouvements définissent une relation d’équivalence sur l’ensemble des chemins,
deux chemins sont équivalents si et seulement on peut passer de l’un à l’autre par une
nombre fini de mouvements (Fig. 3.2) et/ou (Fig. 3.3). Par abus de notation nous
noterons v1...vn la classe d’équivalence du chemin v1...vn.

Soit T un complexe simplicial. Le groupoïde fondamental de T est la catégorie dont
le objets sont les 0-simplexes de T et les morphismes sont les classes d’équivalences de
chemins. La composition de deux chemins (ou lacets) c1 et c2 est la concaténation des
chemins et est notée c2 ◦ c1 = c1c2. Le groupoïde fondamental de T est noté π1(T ). Soit
v un 0-simplexe de T , le groupoïde de Poincaré de T en v est la catégorie à un objet :
v et dont les morphismes sont les classes d’équivalences de lacets en v. Le groupoïde de
Poincaré de T en v est noté π1(T, v).

Soient T un complexe et |T | l’espace topologique associé au complexe simplicial T .
On note π1(|T |) le groupoïde fondamental de l’espace topologique |T | et π1(|T |, v) le
groupoïde de Poincaré de |T | en v ∈ |T |. Il y a une équivalence de catégories entre les
groupoïdes π1(T ) et π1(|T |) (resp. π1(T, v) et π1(|T |, v)).

Un complexe simplicial connexe est un complexe simplicial T tel que pour tous 0-
simplexes u et v de T il existe un chemin entre u et v.

Lemme 3.2.1. Soit T un complexe simplicial connexe et v un sommet de T , alors la
catégorie π1(T ) est équivalente à π1(T, v).

Preuve : Le foncteur inclusion :

π1(T, v) → π1(T )

v 7→ v

vv1...vnv 7→ vv1...vnv,
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est pleinement fidèle. Comme T est connexe, il en résulte que pour tout 0-simplexe x

de T il existe un chemin de v vers x, en considérant la classe d’équivalence de ce chemin
on obtient un morphisme inversible dans la catégorie π1(T ) entre x et v. Il en résulte
que le foncteur inclusion est essentiellement surjectif. Ainsi le foncteur inclusion est une
équivalence de catégories.

3.2.2 Description des colorations

Nous donnons une interprétation topologique de l’ensemble des colorations d’un com-
plexe simplicial. Dans cette section C est une catégorie tensorielle absolument semi-simple
et G est un groupe.

Soit T un complexe simplicial. Une G-coloration c de T est une application :

T 1
o → G

e 7→ c(e),

telle que :

• pour tout 1-simplexe orienté e : c(e) = c(e)−1, avec e le 1-simplexe e muni de
l’orientation opposée,

• pour tout 2-simplexe orienté (x1x2x3) de T , c(x1x2)c(x2x3)c(x3x1) = 1.

L’ensemble des G-colorations de T est noté ColG(T ).
Le groupe de jauge d’un complexe simplicial T est le groupe : GT = {δ : T 0 → G}. Le

groupe de jauge GT agit sur ColG(T ) :

GT × ColG(T ) → CoG(T ) (3.2.1)

(δ, c) 7→ cδ,

où cδ est la coloration suivante : pour tout 1-simplexe orienté (xy) :

cδ(xy) = δ(x)c(xy)δ−1(y).

L’espace quotient de ColG(T ) par l’action de GT est noté ColG(T )
GT

.

Soit c une G-coloration. La classe de c dans ColG(T )
GT

est notée [c].
Pour tout groupe G, on note G le groupoïde à un objet dont l’ensemble des morphismes

est le groupe G.

Proposition 3.2.2. Soient T un complexe simplicial, C une catégorie tensorielle absol-
ument semi-simple et G un groupe. L’application :

ColG(T ) → Fun(π1(T ), G)

c 7→ Fc ,



3.2. TURAEV-VIRO HOMOTOPIQUE 79

avec Fc le foncteur qui envoie tout 0-simplexe de T vers l’unique objet de G et tout 1-
simplexe orienté (x1x2) vers c(x1x2), induit un isomorphisme :

ColG(T )

GT

≃
Fun(π1(T ), G)

iso
≃ [|T |, K(G, 1)], (3.2.2)

avec [|T |, K(G, 1)] l’ensemble des classes d’homotopies d’applications continues de l’espace
topologique |T | vers l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(G, 1).

Preuve :
Pour toute coloration c ∈ ColG(T ), on définit un foncteur Fc de π1(T ) vers G de la

façon suivante : pour tout objet x de π1(T ) Fc(x) = ⋆, avec ⋆ l’unique objet du groupoïde
G, et pour tout 1-simplexe orienté (xy) ∈ T 1 : Fc(xy) = c(xy). Un chemin est une
concaténation de 1-simplexe, on peut donc étendre Fc sur un chemin : Fc(v0...vn) =
Fc(vn−1vn)...Fc(v0v1). Pour tout 1-simplexe orienté (uv), on a c(uv) = c(vu)−1 et pour
tout 2-simplexe orienté (xyz), on a c(xy)c(yz)c(zx) = 1, ainsi : c(xy)c(yz) = c(xz). Il
en résulte que Fc est défini sur les classes d’équivalences de chemins, il s’agit donc d’un
foncteur. On a construit l’application suivante :

Ψ : ColG(T ) → Fun(π1(T ), G)

c 7→ Fc,

Montrons que cette application est bijective. L’application est injective car si deux col-
orations c et c′ définissent le même foncteur alors elles sont égales sur les 1-simplexes de
T . Soit F un foncteur de π1(T ) vers ΓC . Pour tout 1-simplexe orienté (xy) de T , on
pose : c(xy) = F (xy). Pour tout 2-simplexe (xyz) de T on a : F (xy)F (yz) = F (xz) et
pour tout 1-simplexe orienté (xy) on a : F (xy)F (yx) = F (xx) = id⋆. Il en résulte que
c ∈ ColG(T ).

Montrons que la bijection Ψ passe au quotient. Soient c, c′ ∈ ColG(T ) des colorations
telles que : c′ = cδ avec δ ∈ GΓC

. Il en résulte deux foncteurs F = Ψ(c) et F ′ = Ψ(c′).
Pour tout objet x de π1(T ), on pose ηx = δ(x) : F ′(x) → F (x) . Montrons que η est
un isomorphisme naturel. Il suffit de le vérifier sur les 1-simplexes orientés. Pour tout
1-simplexe orienté (xy) de T , on a : F ′(xy)ηy = δ(x)F (xy) = ηxF (xy) Ainsi Ψ passe au
quotient. On a donc la bijection :

ColG(T )

GT

≃
Fun(π1(T ), G)

iso
,

la bijection Fun(π1(T ),G)
iso

∼= [|T |, K(G, 1)], vient des propriétés de l’espace de Eilenberg-Mac
Lane K(G, 1) (π1(K(G, 1)) = G).

Description des colorations d’une variété et de son bord

Soient G un groupe et M une variété de dimension 3 de bord Σ muni d’une triangula-
tion T0. Pour toute coloration c0 ∈ Col(T0) et pour toute triangulation T de M telle que
la restriction de T à Σ soit T0, on va construire une partition de Colc0(T ).
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On note ColG,c0(T ) l’ensemble des G-colorations c de T telles que cT0 = c0. Pour tout
foncteur F0 : π1(T0) → G, Fun(π1(T ), G)F0 désigne l’ensemble des foncteurs F de π1(T )
vers le groupoïde G faisant commuter le diagramme suivant :

π1(T ) F // G

π1(T0) ,
?Â

i

OO

F0

<<xxxxxxxxx

avec i est l’inclusion de π1(T0) dans π1(T ). On note
Fun(π1(T ),G)F0

iso
l’ensemble des classes

d’isomorphismes sans contrainte sur π1(T0) de Fun(π1(T ), G)F0 . Plus précisément, il s’agit
d’isomorphismes de foncteurs de Fun(π1(T ), G)F0 tel que sur π1(T0) les isomorphismes
sont égals à l’identité.

Proposition 3.2.3. Soient C une catégorie tensorielle absolument semi-simple, T un
complexe simplicial et T0 un sous complexe simplicial alors pour toute coloration c0 ∈
Col(T0), l’application :

ColG,c0(T ) → Fun(π1(T ), G)Fc0

c 7→ Fc,

avec Fc le foncteur qui envoie tout 0-simplexe de T vers l’unique objet du groupoïde G et
tout 1-simplexe orienté (x1x2) vers c(x1x2), induit l’isomorphisme :

ColG,c0(T )

GT

≃
Fun(π1(T ), G)Fc0

iso
. (3.2.3)

Preuve : Cette proposition ce montre comme la proposition 3.2.2, c’est à dire qu’on
montre que l’application c 7→ Fc est bijective et quelle passe au quotient.

Nous allons modifier l’invariant de Turaev-Viro afin d’obtenir un invariant de variété
de dimension 3 et d’une donnée topologique de la variété.

3.3 Invariant homotopique de Turaev-Viro

Dans cette section, les catégories sphériques admettent toutes un nombre fini de classes
d’isomorphismes d’objets scalaires et sont de dimension inversible.

Notations

Soit C une catégorie sphérique. On a introduit en 1.3.2 la graduation universelle
(ΓC , |?|) et le graduateur ΓC d’une catégorie. Rappelons que pour catégorie sphérique
admettant un nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets scalaires, le graduateur
est un groupe fini. En reprenant l’interprétation des colorations d’un complexe simplicial
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faîte pour un groupe G quelconque, on définit pour tout complexe simplicial T : ColΓC
(T )

l’ensemble des ΓC -colorations. Par définition des colorations, on en déduit que pour tout
complexe simplicial T : ColΓC

(T ) = {|c||c ∈ Col(T )}. D’après la proposition (3.2.2), on
a l’isomorphisme suivant :

ColΓC
(T )

GT

≃ [π1(|T |), K(ΓC , 1)].

Pour un groupe fini G, l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(G, 1) est l’espace classifiant
BG. Par la suite, on parlera d’espace classifiant plutôt que d’espace d’Eilenberg-Mac
Lane. On note BΓC l’espace classifiant de ΓC . Par la suite on identifiera [|T |, BΓC ] à
ColΓC

(T )

GT
et xc ∈ [|T |, BΓC ] désignera la classe d’homotopie issue de la classe d’équivalence

de la coloration |c| ∈ ColΓC
(T ). Pour tout x ∈ [|T |, BΓC ], on note Colx(T ) l’ensemble

des colorations c de T telles que la classe d’équivalence de |c| soit égale à x. Pour toute

triangulation T de M , on a : Col(T ) =
∐

x∈[M,BΓC ]

Colx(T ).

Nous introduisons également les notations suivantes. Soient M une variété de bord
Σ muni d’une triangulation T0. Pour toute classe d’homotopie x0 ∈ [Σ, BΓC ], l’ensemble
des classes d’homotopies d’applications de M vers l’espace classifiant BΓC telles que la
classe d’homotopie de la restriction à Σ soit égale à x0 est noté [M, BΓC ]Σ,x0 . Ainsi pour
toute coloration c0 de T0 et pour toute triangulation T de M telle que la restriction à Σ

soit T0, on a la surjection suivante :
Fun(π1(T ),ΓC )Fc0

iso
։ [M, BΓC ]xc0

.
Pour toute coloration c0 de T0 et pour toute classe d’homotopie y ∈ [M,BΓC ]Σ,xc0

, on
note Colc0,y(T ) l’ensemble des colorations c de T telles que :

• cT0 = c0,

• [|c|] est égale à y, par
ColΓC ,c0

(T )

GT
։ [M, BΓC ]Σ,xc0

.

Construction de l’invariant homotopique

Soient C une catégorie sphérique, M une variété de dimension 3 de bord Σ muni de
la triangulation T0 et c0 est une coloration de T0. On peut décomposer TV (M, c0) de la
façon suivante :

TV (M, c0) = ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0 (T )

wcWc

= ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

x∈[M,BΓC ](Σ,xc0 )

∑

c∈Colc0,x(T )

wcWc,

on pose : HTV (M, x, c0) = ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0,x

wcWc. Nous allons montrer que pour

toute coloration c0 ∈ Col(T0), HTV (M,x, c0) est un invariant pour le couple (M,x).



82 CHAPITRE 3. L’INVARIANT DE TURAEV-VIRO

Pour ce faire nous montrons d’abord que l’espace
ColΓC ,c0

(T )

GT
est invariant par les mou-

vements de Pachner.
Soit T un complexe simplicial et T0 un sous complexe simplicial de T , on note T1

le complexe simplicial T modifié de la façon suivante on remplace un 3-simplexe non

contenu dans T0 : par le complexe simplicial obtenu par le mouvement

de Pachner (1-4) (Fig. 2.14) (T1 est le complexe obtenu à partir de T par le mouvement
bistellaire d’ordre 0). On note T2 le complexe simplicial T modifié de la façon suivante

: on remplace le complexe simplicial non contenu dans T0 : par le complexe

obtenu par le mouvement de Pachner (2-3) (Fig. 2.15) (T2 est le complexe obtenu

à partir du complexe T par le mouvement bistellaire d’ordre 1).

Lemme 3.3.1. Soient T un complexe simplicial, T0 un sous complexe simplicial de T et
c0 une coloration de T0, les applications suivantes :

ColΓC ,c0(T1)

GT1

→
ColΓC ,c0(T )

GT

(3.3.1)

[c] 7→ [cT ],

ColΓC ,c0(T2)

GT2

→
ColΓC ,c0(T )

GT

(3.3.2)

[c] 7→ [cT ].

sont bijectives.

Preuve : Montrons (3.3.1). On pose :

φ1 : ColΓC ,c0T1 → ColΓC ,c0T

c 7→ cT .

L’application φ1 est surjective. Soient les colorations c, c′ ∈ ColΓC ,c0(T1) telles que φ1(c) =

φ1(c
′), on note i le 0-simplexe situé à l’intérieur de et les autres 0-simplexes

sont numérotés de 1 à 4. On pose δ : T 0 → ΓC telle que δ(x) =

{
I si x 6= i

c′(1i)−1c(1i) sinon
.

On a alors pour tout 1-simplexe (ki) avec k ∈ {2, 3, 4} :

cδ(ki) = c(ki)δ−1(i)

= c(k1)c(1i)δ−1(i)

= c(k1)c(1i)c(1i)−1c′(1i)

= c′(k1)c′(1i)

= c′(ki),
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de plus on a : cδ(1i) = c(1i)δ(i)−1 = c′(1i). Il en résulte que φ1 passe au quotient et que
l’application ainsi obtenue est bijective.

Montrons (3.3.2). On pose :

φ2 : ColΓC ,c0(T2) → ColΓC ,c0(T )

c 7→ cT .

Soient c, c′ ∈ ColΓC
(T2) deux colorations telles que φ(c) = φ(c′) alors les colorations c et

c′ sont égales sur T , il reste à montrer l’égalité sur le 1-simplexe qui est dans l’intérieur

de . On se donne la numérotation suivante :

j

k

i

m

l

PSfrag replacements

i
j

k

l

m

.

On a donc c(ij) = c(ik)c(kj) = c′(ik)c′(kj) = c′(ij). L’application φ2 est donc injective.
Soient c une coloration de T et la numérotation suivante :

i

l

j

k
m

PSfrag replacements

i
j

k

l

m

.

On pose : c′(e) =

{
c(e) si e 6= (ij)

c(ik)c(kj) sinon
, il s’agit d’une coloration de T2, en effet :

c′(il)c′(lj) = c(il)c(lj)

= c(ik)c(kl)c(lj)

= c′(ij)

et de même : c′(im)c′(mj) = c′(ij). Ainsi on a une bijection entre ColΓC ,c0(T ) et
ColΓC ,c0(T2). En passant au quotient on a donc la bijection (3.3.2).

Les bijections du lemme 3.3.1 assurent que les classes d’homotopies définies par c et
φ1(c) (resp. φ2(c)), avec c ∈ Colc0(T ), sont les mêmes. En effet pour tout complexe T ,
on a l’égalité π1(T ) = π1(T2) et pour toute coloration c0 ∈ Col(T0)le diagramme suivant
commute :

ColΓC ,c0
(T2)

GT2

oo //

''NNNNNNNNNNN

ColΓC ,c0
(T )

GT

xxppppppppppp

Fun(π1(T ),ΓC )Fc0

iso

,
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avec Fc0 ∈ Fun(π1(T0), ΓC ) le foncteur obtenu à partir de c0. Ansi si T est la triangulation
d’une variété M et T0 est la triangulation du bord Σ de M , alors pour toute coloration
c ∈ Colc0,x(T ), avec x ∈ [M, BΓC ]Σ,x0 , l’unique coloration c′ ∈ Colc0(T2), telle que c′T =
c, appartient à l’ensemble Colc0,x(T2). De même, pour tout x ∈ [M, BΓC ]Σ,x0 et pour
toute coloration c ∈ Colc0,x(T ) alors l’unique coloration c′ ∈ Colc0(T1), telle que c′T = c,
appartient à l’ensemble des colorations Colc0,x(T1).

Théorème 3.3.2. Soit M une variété de dimension 3 de bord Σ muni d’une triangu-
lation T0. Pour toute coloration c0 ∈ Col(T0) et pour toute classe d’homotopie x ∈
[M,BΓC ]Σ,xc0

, avec la classe d’homotopie xc0 ∈ [Σ, BΓC ] obtenue à partir de c0, le vecteur

HTV (M, c0, x) = ∆
n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0,x(T )

wcWc ∈ V (Σ, T0, c0)

est un invariant du couple (M,x).

Preuve : Montrons que HTV (M, c0, x) est invariant par le mouvement de Pachner
(1 − 4) (Fig. 2.14). Comme précédemment, on note T1 le complexe simplicial T où un

3-simplexe non contenu dans T0 est remplacé par le complexe simplicial . Pour

montrer l’invariance par le mouvement de Pachner (1 − 4) il suffit de montrer que pour
toute coloration c ∈ Colc0,x(T ) on a l’égalité :

wcWc = ∆−1
C

∑

c′ ∈ Colc0,x(T1)
c′T = c

wc′Wc′ .

Par construction de l’invariant de Turaev-Viro, on sait que pour toute coloration c ∈

Colc0,x(T ), on a l’égalité : wcWc = ∆−1
C

∑

c′ ∈ Colc0(T1)
c′T = c

wc′Wc′ . D’après la bijection (3.3.1)

on sait que si c′ ∈ Colc0(T1) et c′T = c alors c′ ∈ Colc0,x(T1). On a donc l’invariance par le
mouvement de Pachner (1-4).

Montrons l’invariance par le mouvement de Pachner 2 − 3. On note T2 le complexe

simplicial T où le complexe est remplacé par le complexe . Pour montrer

l’invariance par le mouvement de Pachner (2 − 3), il suffit de montrer que pour toute

coloration c ∈ Colc0,x(T ) on a l’égalité suivante : wcWc =
∑

c′ ∈ Colc0,x(T2)
c′T = c

wc′Wc′ . Soit

c ∈ Colc0,x(T ), par construction de l’invariant de Turaev-Viro on a :

wcWc =
∑

c′ ∈ Colc0(T2)
c′T = c

wc′Wc′ ,
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la bijection (3.3.2), nous assure que si c ∈ Colc0,x(T ) alors pour toute coloration c′ ∈
Colc0(T2) telle que c′T = c, on a : c′ ∈ Colc0,x(T2).

3.4 Scindage de la TQFT de Turaev-Viro

Nous allons construire un scindage de la TQFT de Turaev-Viro. Pour cela nous allons
utiliser l’invariant construit en 3.3.2. Dans cette section C est une catégorie sphérique.

3.4.1 Construction de la TQFT de Turaev-Viro

Nous rappelons la construction de la TQFT de Turaev-Viro.

La catégorie des cobordismes

Soient Σ et Σ′ des surfaces orientées fermées, un cobordisme de Σ vers Σ′ est une
variété de dimension 3 dont le bord est : l’union disjointe Σ

∐
Σ′ des surfaces Σ, Σ′ avec

Σ la surface Σ munie de l’orientation opposée. Soient M et M ′ deux cobordismes de Σ
vers Σ′, M et M ′ sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre M et M ′ préservant
l’orientation et tel que sa restriction au bord soit l’identité. La catégorie des cobordismes
est notée Cob1+2. L’union disjointe et la variété ∅ font de Cob1+2 une catégorie monoïdale
stricte.

La catégorie des cobordismes est la catégorie dont les objets sont des surfaces fermées
et orientées et dont les morphismes sont les classes d’isomorphismes de cobordismes.

TQFTs

Une TQFT est un foncteur monoïdal de la catégorie des cobordismes vers la catégorie
des k-espaces vectoriels de dimension finie.

La catégorie des cobordismes triangulés

La catégorie des cobordismes triangulés Cob(tr,1+2) est la catégorie dont les objets sont
les couples (Σ, T ) où Σ est une surface fermée orientée et T une triangulation de Σ.
Un morphisme de (Σ, T ) vers (Σ′, T ′) est une classe d’isomorphismes préservant le bord
d’une variété M de dimension 3 dont le bord est Σ

∐
Σ′ muni de la triangulation T ∪ T ′

. L’identité de (Σ, T ) est la classe d’équivalence du cobordisme Σ × I avec les surfaces
Σ×{0} et Σ×{1} munies de la triangulation T . L’union disjointe et la variété ∅ font de
Cob(tr,1+2) une catégorie monoïdale stricte. La catégorie des cobordismes triangulés est
équivalente (au sens monoïdale) à la catégorie des cobordismes, l’équivalence de catégories
monoïdales est donnée par le foncteur oubli :

U : Cob(tr,1+2) → Cob1+2

(Σ, T ) 7→ Σ ,
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qui est un foncteur monoïdal pleinement fidèle et essentiellement surjectif.

TQFT de Turaev-Viro

Soit Σ (resp. Σ′) une surface orientée munie d’une triangulation T (resp. T ′) et M

un cobordisme de Σ vers Σ′, pour toutes colorations c ∈ Col(T ) et c′ ∈ Col(T ′), on a le
vecteur suivant : TV (M)c,c′ ∈ V (Σ, T, c)⋆ ⊗V (Σ′, T ′, c′). Les espaces vectoriels V (Σ, T, c)
et V (Σ′, T ′, c′) sont de dimension finie, on en déduit une application linéaire

TV (M)c,c′ : V (Σ, T, c) → V (Σ′, T ′, c′),

ainsi la matrice

(

TV (M)c,c′

)

c∈Col(T ),c′∈Col(T ′)

définit une application linéaire

[M ] : V (Σ, T ) → V (Σ′, T ′) .

On a la relation suivante : soient Σ, Σ′ et Σ′′ des surfaces munies des triangulations T ,
T ′ et T ′′ alors pour tous cobordismes M : (Σ, T ) → (Σ′, T ′) et M ′ : (Σ′, T ′) → (Σ′′, T ′′) :
[M ′ ∪Σ′ M ] = [M ′] ◦ [M ]. Il en résulte que l’application [Σ × I] : V (Σ, T ) → V (Σ, T ) est
un projecteur. Il est noté pΣ,T . On pose V (Σ, T ) = im(pΣ,T ), c’est un espace vectoriel
de dimension finie. Pour tout cobordisme M : Σ → Σ′ on pose V (M) = [M ]im(pΣ,T ) la
restriction de [M ] à im(pΣ,T ). Le foncteur V est un foncteur monoïdal de la catégorie
des cobordismes triangulés vers la catégorie de k-espaces vectoriels de dimension finie.
L’équivalence de catégorie monoïdale entre la catégorie des cobordismes triangulés et la
catégorie des cobordismes donne la TQFT de Turaev-Viro :

Cob(tr,1+2)

∼=
²²

V // vectk

Cob1+2

TQFTTV

99rrrrrrrrrr
,

où vectk est la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie.
On peut aussi définir V (Σ) comme étant l’espace vectoriel V (Σ, T ), en remarquant

que V (Σ, T ) est indépendant du choix de la triangulation T . En effet pour toutes trian-
gulations T, T ′ de Σ, la classe d’équivalence du cobordisme Σ× I avec la surface Σ× {0}
munie de la triangulation T et la surface Σ × {1} munie de la triangulation T ′, est un
isomorphisme de (Σ, T ) vers (Σ, T ′). On note ce cobordisme (Σ × I)T,T ′ . L’inverse est le
cobordisme (Σ× I)T ′,T . Ainsi l’application linéaire V ((Σ× I)T,T ′) : V (Σ, T ) → V (Σ, T ′)
est un isomorphisme. Par abus de notation, nous noterons V la TQFT de Turaev-Viro.

3.4.2 Scindage de la TQFT de Turaev-Viro

Par la suite pour tous x ∈ [Σ, BΓC ] et x′ ∈ [Σ′, BΓC ], on notera [M, BΓC ](Σ,x),(Σ′,x′)

l’ensemble des classes d’homotopies de [M,BΓC ] telles que la classe d’homotopie de la
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restriction à Σ (resp. Σ′) soit x (resp. x′). Par abus de notation nous noterons x un
représentant de la classe d’homotopie x.

Pour toute surface Σ munie d’une triangulation T , on peut décomposer l’espace vec-
toriel V (Σ, T ) de la façon suivante :

V (Σ, T ) =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

⊕

c∈Colx(T )

V (Σ, T, c) =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

V (Σ, T, x),

où V (Σ, T, x) est l’espace vectoriel
⊕

c∈Colx(T )

V (Σ, T, c).

Soient M un morphisme de (Σ, T ) vers (Σ′, T ′), c une coloration de T et c′ une col-
oration de T ′. Pour toute classe d’homotopie y ∈ [M, BΓC ](Σ,xc),(Σ′,xc′ )

on sait que :
HTV (M, c, c′, y) est un vecteur de V (Σ, T, c)⋆ ⊗ V (Σ′, T ′, c′). Ces espaces vectoriels sont
de dimension finie. On en déduit alors l’application linéaire suivante :

HTV (M, y, c, c′) : V (Σ, T, c) → V (Σ′, T ′, c′). (3.4.1)

Soient x ∈ [Σ, BΓC ], x′ ∈ [Σ′, BΓC ]. Pour tout y ∈ [M,BΓC ](Σ,T,x),(Σ′,T ′,x′), la matrice
(
HTV (M, c, c′, y)

)

c∈Colx(T ),c′∈Colx′ (T
′)

définit une application linéaire de V (Σ, T, x) vers

V (Σ′, T ′, x′), cette application linéaire est notée : HTV (M, y)x,x′ .

Compositions

Soient M un morphisme de (Σ, T ) vers (Σ′, T ′), M ′ un morphisme de (Σ′, T ′) vers
(Σ′′, T ′′), x ∈ [Σ, BΓC ] et x′′ ∈ [Σ′′, BΓC ]. Ainsi pour tout z ∈ [M, BΓC ](Σ,x),(Σ′′,x′′) et
pour toutes colorations c ∈ Colx(T ), c′′ ∈ Colx′′(T ′′) , on a :

HTV (M ′ ∪Σ M, z, c, c′′) =
∑

c′∈Col′x(T ′)

contr(HTV (M, zM , c, c′) ⊗ HTV (M ′, zM ′ , c′, c′′)),

avec zM (resp. zM ′) la classe d’homotopie de la restriction de z sur M (resp. M ′) et contr

la contraction des vecteurs HTV (M, zM , c, c′) et HTV (N, zN , c′, c′′) le long de V (Σ′, T ′, c′)
par la forme bilinéaire (1.3.4). Soient x ∈ [Σ, BΓC ], x′ ∈ [Σ′, BΓC ], x′′ ∈ [Σ′′, BΓC ], pour
tous y ∈ [M,BΓC ](Σ,x),(Σ′,x′), y′ ∈ [M,BΓC ](Σ′,x′),(Σ′′,x′′), c ∈ Colx(T ) et c′′ ∈ Colx′′(T ′′),
on a :

∑

c′∈Colx′,c,c′′

HTV (M ′, y′)c′,c′′ ◦ HTV (M, y)c,c′ = HTV (M ′ ∪Σ M, y ∪ y′)c,c′′ ,

avec y ∪ y′ qui est égale à y sur M et y′ sur M ′.
Ceci définit la composition des cobordismes munis d’une classe d’homotopie. Nous

allons montrer que le morphisme (Σ × I)T,T : (Σ, T ) → (Σ, T ) définit un projecteur de
V (Σ, T0, x).
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Projecteurs

Soit Σ une surface, l’inclusion Σ →֒ Σ × I est un retract par déformation, ainsi il
existe une unique classe d’homotopie y ∈ [Σ × I, BΓC ] telle que la classe d’homotopie de
la restriction à Σ × {0} soit x, il s’agit de la classe d’homotopie de l’application :

Σ × I → BΓC

(z, t) 7→ x(z).

On note cette classe d’homotopie 1x. Supposons qu’il existe une classe d’homotopie y ∈
[M,BΓC ](Σ,x),(Σ,x′) alors il existe une application y : Σ × I → Σ telle que yΣ×{0} soit
homotope à x et yΣ×{1} soit homotope à x′, il en résulte que x = x′. Ainsi l’application
linéaire HTV (Σ× I, y)x,x′ est définie si et seulement si x = x′ et si elle est définie alors 1x

est l’une unique classe d’homotopie de [Σ × I](Σ,x),(Σ,x). L’application linéaire HTV (Σ ×
I, 1x)x,x′ est notée pΣ,T,x. Par définition de la composition pΣ,T,x est un projecteur.

Lemme 3.4.1. Pour toute surface Σ munie d’une triangulation T , on a :

pΣ,T =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

pΣ,T,x.

Preuve : Pour toute variété M de dimension 3 de bord Σ muni d’une triangulation T

et pour toute coloration c ∈ Col(T ), on a : TV (M)c =
∑

x∈[M,BΓC ]Σ,xc

HTV (M,x, c). Ainsi si

M = Σ× I, on en déduit que : TV (Σ × I)c,c′ =
∑

y∈[Σ×I,BΓC ](Σ,xc),(Σ,x
c′ )

HTV (Σ × I, y, c, c′).

Or on a montré précédemment que si xc 6= xc′ alors [Σ × I](Σ,xc),(Σ,xc′ )
est vide et si

xc = xc′ alors [Σ × I](Σ,xc),(Σ,xc′ )
= 1xc . Ainsi si c, c′ ∈ Colx(T ) alors TV (Σ × I)c,c′ =

HTV (Σ×I, 1xc , c, c
′) et si c ∈ Colx(T ) et c′ ∈ Colx′(T ) avec x 6= x′ alors TV (Σ×I)c,c′ = 0.

On a donc pΣ,T =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

pΣ,T,x.

Pour toute surface Σ munie d’une triangulation T , on pose : V (Σ, T, x) = im(pΣ,T,x).
Soit M un morphisme (Σ, T ) → (Σ′, T ′), pour tous x ∈ [Σ, BΓC ], x′ ∈ [Σ′, BΓC ] et
y ∈ [M, BΓC ](Σ,x),(Σ′,x′), on note V (M, y)x,x′ la restriction de HTV (M, y)x,x′ aux espaces
vectoriels V (Σ, T, x) et V (Σ′, T ′, x′). La composition expliquée précédemment, nous as-
sure que V (M, y)x,x′ est une application linéaire de V (Σ, T, x) vers V (Σ′, T ′, x′).

Montrons que V (Σ, T, x) ne dépend pas du choix de la triangulation. Pour toute
surface fermée Σ et pour toutes triangulations T, T ′ de Σ, l’application linéaire V ((Σ ×
I, 1x)x,x : V (Σ, T, x) → V (Σ, T ′, x) est un isomorphisme. Ainsi l’espace V (Σ, T, x) ne
dépend pas du choix de la triangulation T , on le note V (Σ, x). On remarquera que si
T = T ′ alors V (Σ × I, 1x)x,x = idV (Σ,T,x)
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Théorème 3.4.2. Soit C une catégorie sphérique. Pour toute surface fermée et orientée
Σ, V la TQFT de Turaev-Viro s’écrit :

V (Σ) =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

V (Σ, x). (3.4.2)

Pour tout morphisme M : Σ0 → Σ1 et pour tous x0 ∈ [Σ1, BΓC ], x1 ∈ [Σ2, BΓC ],
V (M)x0,x1 désigne la restriction de l’application V (M) :

V (Σ)
V (M) // V (Σ′)

V (Σ, x0)
?Â

OO

V (M)x0,x1

// V (Σ, x1) .
?Â

OO

on a alors le scindage suivant :

V (M)x0,x1 =
⊕

y∈[M,BΓC ](Σ0,x0),(Σ1,x1)

V (M, y)x0,x1 , (3.4.3)

Preuve : Le scindage (3.4.2) est une conséquence du lemme 3.4.1.
Montrons le scindage (3.4.3). Soit le morphisme M : (Σ0, T0) → (Σ1, T1). Par con-

struction V (M) est la restriction de l’application linéaire [M ] à l’image du projecteur
pΣ0,T0 et l’application linéaire [M ] est la matrice TV (M)c,c′ . Or pour toutes colorations

c0 ∈ Col(T0) et c1 ∈ Col(T1), on a : TV (M)c0,c1 =
∑

y∈[M,BΓC ](Σ0,xc0 ),(Σ1,xc1 )

HTV (M, y)c0,c1 .

Pour tous x0 ∈ [Σ0, BΓC ] et x1 ∈ [Σ1, BΓC ], la restriction [M ] : VC (Σ0, T0, x0) →

VC (Σ1, T1, x1) est égale à
⊕

y∈[M,BΓC ](Σ0,x0),(Σ1,x1)

HTV (M, y)x0,x1 . Sachant que le projecteur

est scindé de la manière suivante : pΣ,T =
⊕

x∈[Σ,BΓC ]

pΣ0,T0,x, on en déduit (3.4.3).

3.4.3 Construction de la HQFT de Turaev-Viro

Nous allons montrer que toute catégorie sphérique C , la TQFT de Turaev-Viro est
obtenue à partir d’une HQFT de dimension 2+1 ayant pour but l’espace classifiant BΓC .

B-variétés

Soit B une variété de dimension d, une B-variété de dimension d est une donnée (X, g)
où X une variété fermée et orientée et g : X → B est une application continue appelée
application caractéristique.

Un B-cobordisme de (X, g) vers (Y, h) est une donnée (W,F ) où W est un cobordisme
de X vers Y et F est une classe d’homotopie relative d’une application de W vers B telle
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que sa restriction à X (resp. Y ) est égale à g (resp. h). Par la suite on fera l’abus de
notation suivant : la classe d’homotopie (relative) d’une application F sera notée F .

On remarque que si B est juste un point {∗} alors on retrouve la notion de cobordisme.
On définit une opération de recollement sur les B-cobordismes qui est un analogue

au recollement de cobordismes. Soient (W,F ) : (M, g) → (N, h) et (W ′, F ′) : (N ′, h′) →
(P, k) deux B-cobordismes et Ψ : N → N ′ un difféomorphisme tel que : h′Ψ = h. La
composition des B-cobordismes est le B-cobordisme suivant :

(W
⋃

Ψ

W ′, F.F ′) : (M, g) → (P, k),

Avec W ∪Ψ W ′ la variété obtenue en identifiant les bords de W et de W ′ par Ψ et F.F ′

est la classe d’homotopie relative de l’application suivante :

F.F ′(x) =

{
F (x) x ∈ W

F ′(x) x ∈ W ′

Etant donné que h′Psi = h, l’application F.F ′ est bien définie. Si (N, h) = (N ′, h′)
et Ψ = idN , alors on note : (W ′, F ′) ◦ (W,F ) = (W ′

⋃
W,F.F ′) la composition des

cobordismes.
L’identité de (X, g) est le B-cobordisme (X × I, 1g).
L’union disjointe de B-cobordismes est définie de la même façon que l’union disjointe

de cobordismes.
La catégorie des B-cobordismes de dimension d+1 est la catégorie dont les objets sont

les B-variétés de dimension d et les morphismes sont les classes d’isomorphismes de B-
cobordisme. La catégorie des B-cobordismes de dimension d+1 est notée Hcob(B, d+1).
L’union disjointe et la variété ∅ font de Hcob(B, d + 1) une catégorie monoïdale stricte.

HQFTs

Une HQFT de dimension d + 1 et de base B est un foncteur monoïdal de la catégorie
Hcob(B, d + 1) vers la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie.

Avant de donner la HQFT de Turaev-Viro, nous allons donner un résultat technique sur
les HQFTs. La proposition suivante montre que si l’on a une HQFT alors l’espace associe
au B-cobordisme ne dépend que de la classe d’homotopie de la fonction caractéristique.

Proposition 3.4.3. Soit F une HQFT de dimension d + 1 de base B et (X, g) une B-
variété alors pour toute application continue h : X → B homotope à g on a : F (X, g) ∼=
F (X, h).

Preuve : Une homotopie entre g et h est une application continue H : X × I → B

telle que la restriction de H à X × {0} (resp. X × {1}) est égale à g (resp. h). Ainsi la
paire formée par la variété X × I et la classe d’homotopie de H est un B-cobordisme de
(X, g) vers (X, h). De même le couple formé par la variété X × I et la classe d’homotopie
de H̃(x, t) = H(x, 1 − t) est un B-cobordisme de (X, h) vers (X, g). Etant donné que F
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est une HQFT on a : F ((X × I), H)F ((X × I), H̃) = F ((X × I), H ∪ H̃) avec H ∪ H̃ la
classe d’homotopie de l’application :

X × I → B

(x, t) 7→ H ∪ H̃ =

{
H(x, 2t) si x ∈ X et 0 ≤ t ≤ 1

2

H ′(x, 1 − 2t) si x ∈ X et 1
2
≤ t ≤ 1

Montrons que H ∪ H ′ est homotope à 1g. L’application :

(Σ × I) × I → Σ

((x, t), s) 7→

{
1g(x, t) pour tout (x, t) ∈ X × I et 0 ≤ s ≤ 1

2
,

H ∪ H ′(x, t(2s − 1)) pour tout (x, t) ∈ X × I et 1
2
≤ s ≤ 1

est une homotopie de 1g vers H ∪ H̃.

Théorème 3.4.4. Soit C une catégorie sphérique. En reprenant les notations du théorème
3.4.2, on pose :

H : Hcob(BΓC , 2 + 1) → vectk (3.4.4)

(Σ, g) 7→ V (Σ, g),

(M, F ) 7→ V (M,F ),

avec l’espace vectoriel V (Σ, g) défini pour la classe d’homotopie de g. Le foncteur H est
une HQFT de dimension 2+1 et ayant pour but l’espace classifiant BΓC .

La TQFT V de Turaev-Viro est obtenue à partir de la HQFT H : pour toute surface
Σ orientée on a

V (Σ) =
⊕

x∈[M,BΓC ]

H (Σ, x).

Preuve : Montrons que H est un foncteur. Pour tous morphismes (M,F ) : (Σ, g) →
(Σ′, g′) et (M ′, F ′) : (Σ′, g′) → (Σ′′, g′′), on a montré que : pour toutes colorations c ∈
Colxg(TΣ), c′′ ∈ Colxg′′

(TΣ′′), avec xg la classe d’homotopie de g et xg′ la classe d’homotopie
de g′, et pour tous y ∈ [M,BΓC ](Σ,xg),(Σ′

g′
), y′ ∈ [M ′, BΓC ](Σ′,xg′ ),(Σ

′′
g′′

) on a :

∑

c′∈Colx
g′ ,c,c′′

HTV (M ′, F ′)c′,c′′ ◦ HTV (M, F )c,c′ = HTV (M ′ ∪Σ M,F ∪ F ′)c,c′′ .

Ainsi

HTV (M ′, F )xg′ ,xg′′
HTV (M, F )xg ,xg′

= HTV (M ′ ∪Σ′ M,F ′ ∪ F )xg,xg′′
.

En considérant la restriction à l’image du projecteur pΣ,T,xg , on a : V (M ′, F ′)V (M,F ) =
V (M ′ ∪Σ M,F ′ ∪ F ). De plus V (Σ × 1x) = idV (Σ,x), car il s’agit de la restriction du
projecteur pΣ,T,x sur son image.
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Montrons que H est monoïdal. Soit Σ (resp. Σ′) une surface munie d’une triangula-
tion T (resp. T ′), alors l’espace vectoriel

VC (Σ
∐

Σ′, T ∪ T ′) =
⊕

c∈Col(T )
∐

Col(T ′)

⊗

f∈T 2
∐

T ′2

V (f, c)

est isomorphe à : VC (Σ, T ) ⊗ VC (Σ′, T ′). Ainsi pour toutes classes d’homotopies x ∈
[Σ, BΓC ] et x′ ∈ [Σ′, BΓC ], on a : VC (Σ

∐
Σ′, T ∪T ′, x∪x′) = VC (Σ, T, x)⊗VC (Σ′, T ′, x′).

De plus pour tous morphismes (M,F ) : (Σ1, g1) → (Σ′
1, g

′
1) et (M ′, F ′) : (Σ2, g2) →

(Σ′
2, g

′
2), on a :

HTV (M
∐

M ′, F ∪ F ′)(xg1 ,xg′1
),(xg2 ,xg′2

) = HTV (M,F )xg1 ,xg′1
⊗ HTV (M ′, F ′)xg2 ,xg′2

,

avec pour tout i ∈ {1, 2} xgi
(resp. xg′i

) la classe d’homotopie de gi (resp. g′
i). Il en résulte

que H est monoïdal.
Le fait que la TQFT de Turaev-Viro soit issue d’une HQFT est une conséquence

directe du scindage donné en 3.4.2

3.5 L’invariant homologique de Turaev-Viro

Dans cette section nous montrons que l’invariant homologique de Turaev-Viro [?]
est défini pour une catégorie sphérique. Puis nous donnons une nouvelle description
de l’invariant homologique de Turaev-Viro à l’aide de l’invariant HTV 3.3.2.

Invariant homologique de Turaev-Viro [?]

Soient C une catégorie tensorielle absolument semi-simple en rubans et M une variété
sans bord de dimension 3, on note H1(M, Aut⊗(1C )) le premier groupe d’homologie de M

à valeur dans Aut⊗(1C ). Soit x ∈ H1(M, Aut⊗(1C )) et α un représentant de x. On note

αe ∈ Aut⊗(1C ) le coefficient de α correspondant au 1-simplexe e : α =
∑

e∈T 1

αee. Ainsi pour

tout objet scalaire X de C : αe(X) ∈ EndC (X). On note αe
X le scalaire définissant cet

isomorphisme. Soient M une variété fermée de dimension 3 et x ∈ H1(M, A) l’invariant
homologique de Turaev-Viro de (M, x) est le scalaire :

YC (M, x) = ∆−n0

C

∑

c∈Col(T )

∏

e∈T 1

αe
c(e)wcWc. (3.5.1)

L’invariant YC (M, x) est indépendant du choix de la triangulation de M ainsi que du choix
du représentant de x. Dans [?], Yetter montre, en 3 étapes , que YC est un invariant. Dans
un premier temps, il montre que pour une triangulation donnée YC (3.5.1) ne dépend pas
du choix du représentant du 1-cycle. Puis il montre que pour n’importe quels mouvements
de Pachner on peut changer le représentant du 1-cycle par un représentant qui est trivial
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à l’intérieur des regions modifiées par les mouvements de Pachner. Ainsi la preuve de
l’invariance pour les mouvements de Pachner se ramène au cas classique (non tordu par
un cycle). Le deuxième point est une conséquence de l’excision en homologie et du fait
que les régions modifiées par les mouvements de Pachner sont contractiles. Le troisième
point est la preuve de l’invariant de Turaev-Viro qui nécessite seulement une catégorie
sphérique.

Proposition 3.5.1. Soient C une catégorie sphérique, M une 3-variété fermée et x ∈

H1(M, Aut⊗(1C )). Le scalaire YC (M, α) = ∆
−n0(T )
C

∑

c∈Col(T )

∏

e∈T 1

αe
c(e)wcWc, avec α un représen-

tant de x, est un invariant pour le couple (M,x).

Preuve :
Montrons que pour une catégorie sphérique C YC ne dépend pas du choix du représen-

tant de x. On peut remarquer que le scalaire
∏

e∈T 1

αe
c(e) ne dépend pas de l’orientation des

1-simplexes e. En effet α étant un 1-cycle, on pour tout 1-simplexe e : αe = (αe)−1, avec e

est le 1-simplexe e muni de l’orientation opposée. D’après le proposition 1.3.12, pour tout
1-simplexe orienté (01) l’automorphisme monoïdal α(01) est déterminé par un morphisme
de groupe ǫ(01) ∈ Hom(ΓC , {±1}), or ǫ(01) = (ǫ(10))−1 = ǫ(10). On a donc l’indépendance
par rapport aux choix de l’orientation des 1-simplexes.

Soient α et α′ deux représentants de x ∈ H1(M, Aut⊗(1C )), il existe donc une 2-chaîne

β =
∑

f∈T 2

βff , telle que α′ = αδ(β), avec δ l’opérateur de bord de l’homologie de M à

valeur dans Aut⊗(1C ). Si β = β(012)(012) alors pour tout 1-simplexe e qui n’est pas
une face de (012) on a α′e = αe, si e = (01) alors on a α′(01) = α(01)β(012), si e = (12)

alors on a : α′(12) = α(12)β(012) et si e = (02) alors on a : α′(02) = α(02)β(012)−1
. Soit

ǫ(012) ∈ Hom(ΓC , {±1}) le morphisme de groupe définissant l’automorphisme monoïdal

β(012). Etant donné que pour tout objet scalaire X β
(012)
X = (β

(012)
X )−1 = ǫ(012)(X)idX . On

en déduit que si α′ = αδ(β), avec β =
∑

f∈T 2 βff on a pour toute coloration c :

∏

e∈T 1

α′e
c(e) =

∏

e∈T 1

αe
c(e)

∏

e∈T 1

∏

f

e < f

ǫf (|c(e)|)

=
∏

e∈T 1

αe
c(e)

∏

f∈T 2

ǫf (|f̂1|)ǫ
f (|f̂2|)ǫ

f (|f̂3|),

où f̂i est le 1-simplexe obtenu à partir de f en éliminant le ième sommet. En posant
f = (012), on a : ǫf (|f̂1|)ǫ

f (|f̂2|)ǫ
f (|f̂3|) = ǫ(|c(12)|)ǫ(|c(20)|)ǫ(|c(01)|) = 1. En effet

ǫf est un morphisme de groupe et c est une coloration donc I est un sous objet de
c(01) ⊗ c(12) ⊗ c(20) et donc dans ΓC on a : |I| = |c(01)||c(12)||c(20)|. Il en résulte que
pour une catégorie sphérique C YC est indépendant du choix du représentant de la classe
d’homologie. La suite de la preuve reprend la preuve de Yetter. C’est à dire, on remplace
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le cycle par un cycle trivial dans les régions où l’on réalise les mouvements de Pachner
(régions contractiles) et on se ramène à montrer l’invariance de l’invariant de Turaev-Viro.

On peut définir une version à bord de cet invariant. La construction est similaire
à celle de Turaev-Viro. En effet l’indépendance du choix du représentant de la classe
d’homologie reste toujours vraie. Soit M une variété de dimension 3 de bord Σ muni
d’une triangulation T0. Alors pour toute coloration c0 ∈ Col(T0) et pour toute classe
d’homologie x ∈ H1(M, Aut⊗(1C )) on pose :

YC (M, x, c0) = ∆
−n0(T )−n0(T0)
C

∑

c∈Colc0(T )

∏

e∈T 1

αe
c(e)wcWc ∈ V (Σ, T0, c0)

, avec α ∈ H1(M, Aut⊗(1C )). Ce vecteur est un invariant pour le couple (M, x). On pose

YC (M, x) =
∑

c∈Col(T0)

YC (M,x, c)

. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix de la catégorie l’invariant YC sera noté Y .

Théorème 3.5.2. Soient C une catégorie sphérique, M une 3-variété de bord Σ muni
d’une triangulation T0. Pour toute coloration c0 ∈ Col(T0) et pour tout α ∈ H1(M, Aut⊗(1C )),
on a :

Y (M, α) =
∑

x∈[M :BΓC ]xc0

(α : x)HTV (M, x),

avec (α : x) =
∏

e∈T 1

αe(c(e)) et c ∈ Colx(T ).

Preuve : Pour toute coloration de c0 de T0, on a :

Y (M, α) =
∑

x∈[M :BΓC ]xc0

∑

c∈Colx(T )

∏

e∈T 1

αe
c(e)HTV (M, x) .

D’après la proposition 1.3.13, pour tout 1-simplexe e il existe un unique morphisme de
groupe ǫe de ΓC vers {±1} tel que pour tout objet scalaire X : αe

X = ǫe(|X|). Etant donné

que α =
∑

e

αee est une 1-chaîne. On a : δα =
∑

i∈T 0

∑

e∈T 1;i∈e

αe±1i = 0, avec le signe donné

par la règle suivante : δ(01) = 0−1. Par construction de Colx(T ), on sait que si deux col-
orations c, c′ appartiennent à Colx(T ) alors il existe une jauge δ : T 0 → ΓC telle que |c′| =

|c|δ. On a donc l’égalité suivante :
∏

e∈T 1

αe(c′(e)) =
∏

e∈T 1

αe(c(e))
∏

i∈T 0

∏

e∈T 1,i∈e

ǫe(δ(i))−1, avec

le signe donné par la règle suivante : |c|δ(01) = δ(0)|c|(01)δ−1(1). D’après la propriété

de la 1-chaîne on a donc l’égalité :
∏

e∈T 1

αe(c(e)) =
∏

e∈T 1

αe(c′(e)). Ainsi le produit ne

dépend pas de la coloration mais seulement de la classe d’homotopie x. On pose alors :

(α : x) =
∏

e∈T 1

αe(c(e)) pour tout c ∈ Colx(T ) et donc on a : Y (M, α) =
∑

x∈[M :BΓC ]

(α : x)HTV (M,x).
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3.6 Comparaison de l’invariant de Dijkgraaf-Witten et

de l’invariant de Turaev-Viro

Nous montrons que l’invariant de Dijkgraaf-Witten est une spécialisation de l’invariant
de Turaev-Viro. Pour ce faire nous calculons l’invariant de Turaev-Viro pour une catégorie
de Picard dont la dimension des objets scalaires vaut 1. La proposition 1.4.2, nous assure
que l’on peut toujours munir une catégorie de Picard d’une telle structure sphérique. De
plus cette structure sphérique est unique.

Nous montrons le théorème suivant :

Théorème 3.6.1. Soient C une catégorie de Picard telle que la dimension de tous les
objets scalaires vaut 1 et α ∈ H3(ΛC , k⋆) la classe de cohomologie définissant la contrainte
d’associativité de C . Pour toute variété M de dimension 3, on a :

TVC (M) = DWΛC ,α(M).

Pour démontrer le théorème 3.6.1, nous allons relier la contraction des vecteurs L̃±(∆, c)
avec la contraction des 6j-symboles puis utiliser la description des 6j-symboles vectoriels
dans une catégorie de Picard. Nous rappelons que les espaces vectoriels HomC (X,Y ⊗Z)
(resp. HomC (Y ⊗ Z,X)) sont notés H

Y,Z
X (resp. HX

Y,Z).
Rappelons que s’il n’y a pas d’ambiguïté sur les colorations, on n’oriente pas les arêtes

des représentations graphiques.

Lemme 3.6.2. Soient C une catégorie sphérique, (x1x2x3) un 2-simplexe orienté et c

une coloration de (x1x2x3). Les diagrammes suivants :

VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x1x3x2), c) // H
c(x1x2),c(x2x3))
c(x1x3) ⊗ H

c(x1x3)
c(x1x2)⊗c(x2x3)

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωτx2,x3
''PPPPPPPPPPPPPPPPP

Â //

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)
wwooooooooooooo

k

(3.6.1)

VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x2x1x3), c) // H
c(x1x2),c(x2x3)
c(x1x3) ⊗ H

c(x1x3)
c(x1x2),c(x2x3)

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωτx1,x2
((QQQQQQQQQQQQQQQQ

Â //
x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)
wwnnnnnnnnnnnnnn

k

(3.6.2)
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VC ((x1x2x3), c) ⊗ VC ((x3x2x1), c) // H
c(x1x2),c(x2x3)
c(x1x3) ⊗ H

c(x1x3)
c(x1x2),c(x2x3)

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωτx1,x3
((QQQQQQQQQQQQQQQQ

Â //
x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)
wwnnnnnnnnnnnnnn

k

(3.6.3)

commutent.

Preuve : Montrons que le diagramme (3.6.1) commute. Pour tous morphismes x ∈
VC ((x1x2x3), c) et y ∈ VC ((x1x3x2), c) :

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)(
x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

) =
y

x

PSfrag replacements

x
y

=
x y

PSfrag replacements

x
y

= ωτ1,2(x ⊗ y).

Montrons que le diagramme (3.6.2) commute. Pour tous morphismes x ∈ VC ((x1x2x3), c)
et y ∈ VC ((x2x1x3), c), on a :

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)(
x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

) =
y

x

PSfrag replacements

x
y

=
x y

PSfrag replacements

x
y

= ωτ0,1(x ⊗ y).

Montrons que le diagramme (3.6.3) commute. Pour tous morphismes x ∈ VC ((x1x2x3), c)
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et y ∈ VC ((210), c), on a :

ωc(x1x3),c(x1x2)⊗c(x2x3)(
x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

) =
y

x

PSfrag replacements

x
y

=
x y

PSfrag replacements

x
y

= ωτ0,1(x ⊗ y).

Lemme 3.6.3. Soient C une catégorie sphérique, (0123) un 3-simplexe orienté et c une
coloration de ce 3-simplexe, alors les diagrammes suivants

V ((132), c) ⊗ V ((023), c) ⊗ V ((031), c) ⊗ V ((012), c)
L+((0123),c) //

∼=

²²

k

H
c(02),c(23)
c(03) ⊗ H

c(01),c(12)
c(02) ⊗ H

c(03)
c(01),c(13) ⊗ H

c(13)
c(12),c(23)




c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)





+

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

(3.6.4)

V ((123), c) ⊗ V ((032), c) ⊗ V ((013), c) ⊗ V ((021), c)
L−((0123),c) //

∼=

²²

k

H
c(01),c(13)
c(03) ⊗ H

c(12),c(23)
c(13) ⊗ H

c(03)
c(02),c(23) ⊗ H

c(13)
c(01),c(12)




c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)





−

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

(3.6.5)

commutent.

Preuve :
L’isomorphisme vertical du diagramme (3.6.4) est la composée de l’application :

V ((132), c) ⊗ V ((023), c) ⊗ V ((031), c) ⊗ V ((012), c) → H
c(13)
c(12),c(23) ⊗ H

c(02),c(23)
c(03) ⊗ H

c(03)
c(01),c(13) ⊗ H

c(01),c(12)
c(02)

x

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

y

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

z

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

t

PSfrag replacements

x
y

z

t
7→

x

PSfrag replacements

x
y

z

t

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

z

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

t

PSfrag replacements

x
y

z

t
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et de l’application :

H
c(13)
c(12),c(23) ⊗ H

c(02),c(23)
c(03) ⊗ H

c(03)
c(01),c(13) ⊗ H

c(01),c(12)
c(02) → H

c(02),c(23)
c(03) ⊗ H

c(01),c(12)
c(02) ⊗ H

c(03)
c(01),c(13) ⊗ H

c(13)
c(12),c(23)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ y ⊗ t ⊗ z ⊗ x.

On note Φ l’isomorphisme verticale de (3.6.4). On a alors pour tous morphismes
x ∈ VC ((132), c), y ∈ VC ((023), z ∈ VC ((031), c), t ∈ VC ((012), c) :

(
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

)

+

Φ(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t) =

z y

x

t

PSfrag replacements

x
y

z

t

=

z

x

t y

PSfrag replacements

x
y

z

t
= L+((0123), c)(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t).

L’égalité vient du fait que pour la structure autonome à gauche définie à partir de la
structure autonome à droit et de la structure souveraine, le dual à gauche d’un morphisme
est égal au dual à droite.

L’isomorphisme vertical (3.6.5) est la composée des applications suivantes :

V ((123), c) ⊗ V ((032), c) ⊗ V ((013), c) ⊗ V ((021), c) → H
c(12),c(23)
c(13) ⊗ H

c(03)
c(02),c(23) ⊗ H

c(01),c(13)
c(03) ⊗ H

c(02)
c(01),c(12)

x

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

y

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

z

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

t

PSfrag replacements

x
y

z

t
7→

x

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

y

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

z

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

t

PSfrag replacements

x
y

z

t

et de l’application :

H
c(12),c(23)
c(13) ⊗ H

c(03)
c(02),c(23) ⊗ H

c(01),c(13)
c(03) ⊗ H

c(02)
c(01),c(12) → H

c(01),c(13)
c(03) ⊗ H

c(12),c(23)
c(13) ⊗ H

c(03)
c(02),c(23) ⊗ H

c(02)
c(01),c(12)

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→ z ⊗ x ⊗ y ⊗ t.

On note Φ′ l’isomorphisme vertical du diagramme (3.6.5). Pour tous morphismes
x ∈ VC ((123), c), y ∈ VC ((032), c), z ∈ VC ((013), c) et t ∈ VC ((021), c) on a :
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(
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

)

−

Φ′(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t) = x

y t z

PSfrag replacements

x
y

z

t
= L−((0123), c)(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t)

Le lemme suivant relit le vecteur L̃±(∆, c) avec les 6j-symboles vectoriels d’une caté-
gorie sphérique.

Lemme 3.6.4. Soient C une catégorie sphérique, (0123) un 3-simplexe orienté et c une
coloration de (0123). L’isomorphisme suivant :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
Ψ+

−−→ H
c(03)
c(02),c(23) ⊗ H

c(02)
c(01),c(12) ⊗ H

c(01),c(13)
c(03) ⊗ H

c(12),c(23)
c(13)

(3.6.6)
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⊗
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⊗
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⊗
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⊗

x
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envoie L̃+((0123), c) sur dim(c(13))−1

〈
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

〉

+

. De même l’isomorphisme

:

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
Ψ−

−−→ H
c(03)
c(01),c(13) ⊗ H

c(13)
c(12),c(23) ⊗ H

c(02),c(23)
c(03) ⊗ H

c(01),c(12)
c(02)

(3.6.7)
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⊗
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⊗

t
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t

envoie L̃−((0123), c) sur dim(c(02))−1

〈
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

〉

−

.

Preuve : Montrons que Ψ+ (3.6.6) envoie L̃+(0123) sur dim(c(13))−1

〈
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

〉

+

.

Pour cela on va établir que Ψ+(L̃+(0123)) est l’adjoint de dim(c(13))−1

[
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

]

+

.

Pour tous morphismes x ∈ H
c(02),c(23)
c(03) , y ∈ H

c(01),c(12)
c(02) , z ∈ H

c(03)
c(01),c(13) et t ∈ H

c(13)
c(12),c(23) on
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note : contr(Ψ+(L̃+(0123), x, y, z, t) la contraction des vecteurs Ψ+(L̃+((0123), c) et x⊗y⊗
z⊗t par les formes bilinéaires ωc(03),c(02)⊗c(23), ωc(02),c(01)⊗c(12), ωc(03),c(01)⊗c(13), ωc(13),c(12)⊗c(23).

D’après le lemme 3.6.2, on sait que contr(Ψ+(L̃+(0123), x, y, z, t) est égal à la contraction

de L̃+(0123) avec le vecteur ( t
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⊗ z
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t

)par les formes

bilinéaires :
ωI,c(12)⊗c(23)⊗c(31) : VC (123)⊗VC (132) → k, ωI,c(03)⊗c(32)⊗c(20) : VC (032)⊗VC (023) → k,

ωI,c(01)⊗c(13)⊗c(30) : VC (013) ⊗ VC (031) → k et ωI,c(02)⊗c(21)⊗c(10) : VC (021) ⊗ VC (012) → k.

Etant donné que L̃+(0123) est l’adjoint de L+(0123) pour cette forme bilinéaire, on
en déduit que :

contr(Ψ+(L̃+(0123), x, y, z, t) = L+(0123)( t
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).

D’après le diagramme commutatif (3.6.4) on sait que

(
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

)

+

(x ⊗ y ⊗ z ⊗ t) = L+(0123)( t
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⊗ y
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).

De plus d’après le lemme 1.3.11, on a :
(

c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

)

+

= dim(c(13))−1

[
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

]

+

.

Ainsi Ψ+(L̃+(0123)) est l’adjoint de dim(c(13))−1

[
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

]

+

.

On montre de la même façon que Ψ− envoie L̃−(0123) sur dim(c(02))−1

〈
c(03) c(01) c(12)
c(23) c(02) c(13)

〉

−

.

Dorénavant C est une catégorie de Picard telle que la dimension des objets scalaires
vaut 1 et φ est une base de C . Rappelons qu’une base est une famille de difféomorphismes
φg,h : Xg ⊗ Xh → Xgh avec Xg (resp. Xh) un représentant de g (resp. h). Les 6j-
symboles dans cette base sont donnés par un représentant α de la classe de cohomologie
[α] ∈ H3(ΛC , k⋆) qui définit la contrainte s’associativité de la catégorie. Nous rappelons
que changer de base est équivalent à se donner un autre représentant de la classe de
cohomologie [α].

Corollaire 3.6.5. Soit C une catégorie de Picard telle que tous ses objet scalaires aient
pour dimension 1. Pour tout 3-simplexe (0123) orienté et pour toute coloration c de
(0123), on a :

Ψ+(L+((0123), c)) = α(c(01), c(02), c(23))φ−1
c(02),c(23) ⊗ φ−1

c(01),c(12) ⊗ φc(01),c(13) ⊗ φc(12),c(23),

Ψ−(L−((0123), c)) = α−1(c(01), c(02), c(23))φ−1
c(01),c(13) ⊗ φ−1

c(12),c(23) ⊗ φc(02),c(23) ⊗ φc(01),c(12),

avec Ψ+ (resp. Ψ−) l’isomorphisme défini en (3.6.6) (resp. (3.6.7)).
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Preuve : C’est une conséquence immédiate des lemmes 3.6.4 et 1.4.3.
Le scalaire α±1(c(01), c(12), c(23)) est le scalaires utilisé dans la construction de l’invariant

de Dijkgraaf-Witten (2.3.2) il est noté α±1((0123), c).

Preuve du théorème 3.6.1

Soit C une catégorie de Picard telles que la dimension des objets scalaires vaut 1. On
a ∆C = ♯ΛC , ainsi pour une variété M de bord Σ muni d’une triangulation T0 l’invariant

de Turaev-Viro (3.1.7) s’écrit : TV (M) = (♯ΛC )−n0(T )
∑

c∈Col(T )

Wc ∈ VC (Σ, T0), où T est

une triangulation de M telle que sa restriction à Σ soit T0. Montrons que pour toute
coloration c0 ∈ Col(T0) TV (M, c0) est un scalaire. Pour tout 2-simplexe orienté (012),
I est un sous objet de c(01) ⊗ c(12) ⊗ c(20). Etant donné que C est une catégorie de
Picard, on en déduit que I est isomorphe à c(01) ⊗ c(12) ⊗ c(20) ainsi l’espace vectoriel
VC ((012), c0) est dimension 1 et donc l’espace vectoriel VC (Σ, T0, c0) est de dimension 1.
Il en résulte TV (M, c0) ∈ V (Σ, T0, c0) ∼= k est un scalaire. Montrons que ce scalaire est

DWΛC ,α(M)c0 . Pour cela il suffit de montrer que la contraction de
⊗

∆∈T 3

L̃ǫ(∆)(∆, c) est

égale à
∏

∆∈T 3

αǫ(∆)(∆, c).

Pour tout 2-simple orienté (012) et pour tous morphismes x ∈ VC (012) et y ∈ VC (021)
on a :

ωτ1,2(x ⊗ y) = ωc(01),c(12)⊗c(20)

(

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

)

= ωc(01)⊗c(12),c(20)

(

x

PSfrag replacements

x
y

⊗
y

PSfrag replacements

x
y

)
.

Par construction des isomorphismes Ψ+ et Ψ−, on en déduit que la contraction du vecteur
⊗

∆∈T 3

Ψǫ(∆)L̃ǫ(∆)(∆), le long des faces des 3-simplexes par la forme bilinéaire (1.3.4) :

HomC (X,Y ) ⊗ HomC (Y, X) → k

f ⊗ g 7→ tr(fg)

avec X et Y des objets de C , est égale à la contraction de
⊗

∆∈T 3

L̃ǫ(∆)(∆) le long des faces

des 3-simplexes par la forme bilinéaire (1.3.4) :

HomC (I, X ⊗ Y ⊗ Z) ⊗ HomC (I, X ⊗ Y ⊗ Z) → k

f ⊗ g 7→ ωτY,Z
(f ⊗ g)

avec X, Y et Z des objets de C . Il reste à calculer la contraction du vecteur
⊗

∆∈T 3

Ψǫ(∆)L̃ǫ(∆)(∆).
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0
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i
3 .

Soit (0123) et (i012) des 3-simplexes orientés issus de la triangulation T de M , quitte
à inverser les rôles des 3-simplexes on peut supposer que (0123) a la même orientation
que M :

Si l’on fixe l’orientation d’un 3-simplexe ∆ alors la forme linéaire Lǫ(∆)(∆) est indépen-
dante du choix de la numérotation qui préserve l’orientation (action de U4). Il y a donc
deux cas à étudier la contraction lorsque les 3-simplexes ont même orientation et lorsqu’ils
ont des orientations opposées.

1er cas les simplexes ont même orientations : dans ce cas là la numérota-
tion i < 0 < 1 < 2 convient. On contracte donc Ψ+(L̃+(0123)) et Ψ+(L̃+(i012)) le
long de l’espace vectoriel HomC (c(02), c(01) ⊗ c(12)). Ainsi la contraction remplace les
vecteurs φ−1

c(01),c(12) (issu de L̃+(0123)) et φc(01),c(12) (issu de L̃+(i012)) par le scalaire :

tr(φc(01),c(12)φ
−1
c(01),c(12)) = dim(c(01) ⊗ c(12)) = 1.

2eme cas les simplexes ont des orientations opposés : dans ce cas là la numéro-
tation 0 < i < 1 < 2 convient. On contracte Ψ+(L̃(0123) et Ψ−(L̃−(0i12)) le long de
l’espace vectoriel HomC (c(02), c(01) ⊗ c(12)). Ainsi la contraction remplace les vecteurs
φ−1

c(01),c(12) (issu de L̃+(0123)) et φc(01),c(12) (issu de L̃−(0i12)) par le scalaire : 1.

Ainsi si le 3-simplexe (0123) n’admet aucune face dans le bord de Σ, l’opération de
contraction sur tout les faces va donner le scalaire α±1((0123), c). Si le 3-simplexe (0123)
admet des faces dans le bord Σ alors l’opération de contraction va donner le vecteur
suivant : α±1((0123), c)φf,c, où φf,c est le vecteur défini par la face f . Par définition du
6j-symbole il s’agit d’un vecteur de la forme φ±1(c(xixj), c(xjxk)), où (xixjxk) est une
orientation de f . Etant donné que l’espace vectoriel VC (Σ, T0, c0) est de dimension 1, on

en déduit donc que TV (M, c0) =
∑

c∈Colc0 (T )

∏

e∈T 1

αǫ(∆)(∆, c) = DWΛC ,α(M)c0 .

Si l’on choisit un autre représentant α′ de la classe de cohomologie [α] ∈ H3(ΛC , k⋆),
alors on appliquera le même raisonnement que précédemment dans une base φ′ et on

obtiendra par contraction le scalaire
∏

e∈T 1

α′ǫ(∆)(∆, c). Le lemme 1.4.4 nous assure que les

6j-symboles vectoriels définis pour la base φ′ sont égaux aux 6j-symboles vectoriels définis
pour la base φ. Comme la contraction des vecteurs L̃±(∆, c) est égale à la contraction des

6j-symboles vectoriels, on a alors :
∏

e∈T 1

αǫ(∆)(∆, c) =
∏

e∈T 1

α′ǫ(∆)(∆, c) et donc l’invariant

est indépendant du choix du représentant de la classe de cohomologie [α].



Chapitre 4

L’invariant dichromatique de 4-variétés

Ce chapitre est composé de deux parties. Dans la première partie nous allons définir
la notion d’entrelacs en rubans pointés et expliquer comment ils décrivent les variétés de
dimension 4 fermées orientées.

Dans la seconde partie nous construisons l’invariant dichromatique de 4-variétés. Nous
comparons ensuite cet invariant aux invariants de Broda généralisé et de Roberts. Par
ailleurs nous étendons aux cas non modulaire un résultat de Crane-Yetter-Kauffman. Plus
précisément, nous montrons que pour une catégorie normalisable l’invariant de Broda
généralisé est donné par la signature de la variété. Nous terminons ce chapitre en mon-
trant que pour une variété simplement connexe l’invariant dichromatique de variétés de
dimension 4 est donné par la signature et la caractéristique d’Euler de la variété.

Dans ce chapitre, une 4-variété est une variété lisse, compacte, connexe, orientée et
sans bord.

4.1 Présentation par chirurgie des variétés fermées et

orientées de dimension 4

Recollements d’anses

Dans cette section toutes les variétés et les plongements sont supposés lisses.
Pour tout entier k ∈ J0, nK, une k-anse en dimension n est une copie de Dk × Dn−k.

Soit X une variété de dimension n et h une k-anse, coller une k-anse sur X consiste à
se donner un plongement φ de ∂(Dk) × Dn−k dans le bord ∂X de X et à attacher h sur
le bord de X le long ce plongement. La variété obtenue par recollement de l’anse h le
long de φ est notée X ∪φ h. Soient X une variété de dimension n, h une k-anse et φ un
plongement de Sk−1 × Dn−k dans ∂X, alors le bord de la variété X ∪φ h est obtenue à
partir de ∂X par chirurgie d’indice k − 1 le long de φ(Sk−1 × Dn−k). Soit h une k-anse
en dimension n, la sphère d’attachement de h est la variété Sk−1 × {0} et la cosphère
d’attachement de h est la variété {0} × Sn−k−1 (Fig. 4.1).

Soient X une variété de dimension n et φ0, φ1 des plongements de Sk−1 × Dn−k dans
le bord de X. Si φ0 et φ1 sont isotopes (isotopie ambiante) alors X ∪φ0 Dk × Dn−k et

103
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sphères d’attachement

cosphères d’attachement

anse

Figure 4.1: anse

X ∪φ1 Dk × Dn−k sont difféomorphes.

Un plongement φ de Sk−1×Dn−k dans ∂X peut être construit à partir d’un plongement
φ0 de Sk−1 dans le bord de X et d’une identification f du fibré normal de φ0(S

k−1)
avec φ0(S

k−1) × R
n−k. La donnée (Φ0, f) détermine le plongement Φ à isotopie près.

De plus une isotopie entre (φ0, f) et (φ′
0, f

′) induit un difféomorphisme entre les variétés
X∪phiD

k×Dn−k et X∪φ′Dk×Dn−k, avec phi (resp. φ′) le plongement de Sk−1×Dn−k dans
∂X déterminé par (φ0, f) (resp. (φ′

0, f
′)). Ainsi la classe de difféormorphisme de X ∪phi

Dk×Dn−k dépend de la classe d’isotopie de φ, c’est à dire de la classe d’isotopie de (φ0, f).
Dorénavant, on considérera les plongements à isotopie près. Une identification du fibré
normal de φ0(S

k−1) avec Sk−1 × R
n−k est appelée framing de φ. Etant donné une k-anse

et un framing f0, alors tout framing f détermine en chaque point p de φ0(S
k−1) ∼= Sk−1

un élément de Gl(Rn−k). En composant par un difféomorphisme de Dn−k, on obtient un
framing f̃ qui donne l’identité en un point p0 de Sk−1. Ceci définit une application de Sk−1

vers Gl(Rn−k) qui envoie p0 vers idGl(Rn−k). En considérant les classes d’homotopies de
cette application on obtient un élément de πk−1(Gl(Rn−k), idGl(Rn−k)). On a une bijection
non canonique entre les choix possibles de framing de φ et πk−1(Gl(Rn−k), idGl(Rn−k)).
Cette bijection n’est pas canonique car elle dépend du choix du framing de base f0. On
connaît donc le nombre de façons de recoller (à isotopie près) une k-anse sur le bord d’une
variété.

Exemples de recollement d’anses :
0-anse : on colle la boule unité sur une variété le long d’un plongement de ∅ vers le bord
de la variété, ce qui revient à faire l’union disjointe de la variété et de la boule unité.
1-anse : le choix possible de framing est en bijection avec π0(Gl(Rn−1), idGl(Rn−k)) = Z2.
On a donc deux choix possibles de framing par rapport au framing de base, l’un qui
préserve l’orientation et l’autre qui inverse l’orientation. On obtient alors soit une variété
orientée, soit une variété non orientée. Par exemple, le recollement d’une 1-anse sur D2

donne soit le tore soit le ruban de Möbius. En dimension n la somme connexe
g

♯ S1×Dn−1

est l’unique variété (à difféomorphisme près) obtenue par recollement de g 1-anses sur Dn.
(n-1)-anse : étant donné que πn−2(Gl(R), id) = 0, il y a donc un seul choix possible de
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framing.
n-anse : recoller une n-anse sur le bord de X, revient à se donner un plongement de
Sn−1 dans ∂X. Si la variété obtenue après recollement est sans bord, alors le plongement
est un difféomorphisme entre Sn−1 et le bord de X. Pour n ≤ 4, il n’y a que deux difféo-
morphismes, à isotopie près, de Sn−1 : l’identité et l’antipodie.

Décompositions en anses

Soit X une variété de dimension n, de bord ∂X = ∂−X
∐

∂+X, avec ∂±X deux sous
variétés compactes de X. Une décomposition en anses de X relativement à ∂−X est une
identification de X avec une variété obtenue par attachement d’anses sur I × ∂−X telle
que : ∂−X soit canoniquement identifiée à {0} × ∂−X. En réalisant des isotopies des
morphismes d’attachements, on peut toujours modifier les décompositions en anses de
(X, ∂X−) de telle sorte que les anses soient attachée par ordre croissant des indices. Les
anses de même indice peuvent être attachées dans n’importe quel ordre ou simultanément.

Une décomposition en anses relative de (X, ∂−X) est une décomposition en anses de
X relativement à ∂−X, si X et

∂−X sont des variétés compactes on dira que (X, ∂−X) est un couple compact .

Toute variété lisse et compacte admet une décomposition en anses avec un nombre
fini d’anses. Ceci vient de l’existence sur les variétés lisses et compactes de fonctions de
Morse admettant un nombre fini de points critiques non dégénérés.

Soit X une variété de dimension n de bord ∂X−

∐
∂X+, étant donné une décompo-

sition en anse relativement à ∂X−, on peut toujours obtenir une décomposition en anse
relativement à ∂X+. Pour cela, on recolle un plongement c de I×∂X+ sur X en identifiant
c({1} × ∂X+) avec ∂X+ puis on retire le plongement de I × ∂X− dans X sur le lequel la
décomposition en anses de X relativement à ∂X− est construite. Alors chaque k-anse est
recollée le long de sa cosphère d’attachement sur la variété au dessus de la décomposition
en anse et peut donc être considérée comme une (n− k)-anses. En terme de fonctions de
Morse, cela revient à remplacer la fonction de Morse f d’une variété par la fonction de
Morse 1 − f .

Nous allons définir des opérations sur les anses et les décomposions en anses.

Glissements d’anses

Soient deux k-anses h1 et h2 attachées sur le bord d’une variété X de dimension n.
Un glissement d’anses est la procédure suivante :

on isotope la sphère d’attachement de h1 dans ∂(X ∪ h2) au travers de la cosphère de
h2. Au niveau de la cosphère de h2 on a un point d’intersection. En ce point les fibrés
tangents de la sphère d’attachement et de la cosphère sont de codimension 1 dans le fibré
tangent de ∂X. On a donc deux sens possibles de déplacement. Dans un sens on retourne
à la situation initiale et l’autre sens donne la variété obtenue par glissement d’anses (Fig.
(4.2)).
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←→ ←→

Figure 4.2: glissement d’anses

Créations/annihilations de paires d’anses

Soient hk−1 une (k − 1)-anse, hk une k-anse et X une variété de dimension n. La
variété X est difféomorphe à la variété obtenue par recollement des anses hk et hk−1

sur le bord de X si et seulement si la sphère d’attachement de hk intersecte de manière
transverse la cosphère d’attachement de hk−1 en unique point. On dit que les anses hk et
hk−1 s’annulent. Pour tout entier k ajouter une paire d’anses (hk, hk−1) transverses sur le
bord d’une variété est une création de paire d’anses et identifier la variété sur laquelle on
attache deux anses transverses à la variété d’origine est une annihilation de paire d’anses.

Théorème 4.1.1 (J. Cerf (1970) [?]). Soient deux décompositions en anses relatives de
(X, ∂−X), un couple compact, alors il est possible de passer d’une décomposition relative
à l’autre par des glissements d’anses, des créations ou/et annihilations de couple d’anses,
des isotopies des morphismes d’attachements.

4.1.1 Chirurgies de E. Cesar de Sá

Soit M une 4-variété compacte orientée sans bord, elle admet une décomposition
en anses avec une unique 0-anse et elle est décrite (à difféomorphisme près) par M2 la
décomposition en anses constituée des 0, 1 et 2-anses. En effet, par la décomposition
en anse duale recoller les 3-anses et l’unique 4-anse sur M2 revient à recoller M2 sur la
variété obtenue par recollement des 3-anses, vues comme des 1-anses, sur D4. Or dans le
cas orienté il existe une unique variété orientée de dimension 4 obtenue par recollement
de 1-anses sur une 0-anse, il s’agit de sommes connexes sur le bord de S1 × D3. Ainsi

M = M2∪∂

n3

♯ S1 ×D3, où ∪∂ désigne un difféomorphisme sur le bord. On recolle le long
d’un difféomorphisme du bord de M2 car la variété M est sans bord. D’après un résultat

de Laudenbach et Poenaru [?], on sait que tout difféomorphisme de
g

♯ S1×S2 s’étend à un

difféomorphisme de
g

♯ S1 × D3. La variété M2 ainsi obtenue est un cobordisme de ∅ vers

le bord ∂(
n3

♯ S1 ×D3) =
n3

♯ S1 × S2. Ce cobordisme est constitué de 1-anses et de 2-anses.
Dans le cas de la dimension 4, attacher des 2-anses sur D4 revient à ce donner un entrelacs
en rubans dans S3. En effet le morphisme d’attachement est donné par un plongement

de
∐

n2

S1 × S2, avec n2 le nombre de 2-anses, dans S3. Il reste à interpréter les 1-anses.

Pour cela on réalise un échange (ou trading) des 1-anses en des 2-anses. Cette opérations



4.1. PRÉSENTATION PAR CHIRURGIE DES VARIÉTÉS FERMÉES ET ORIENTÉES DE DIMENSION

consiste à changer le cobordisme M2 par un cobordisme de ∅ vers
n3

♯ S1×S2 admettant une
décomposition en anses avec une unique 0-anse et des 2-anses. Pour échanger les 1-anses,
on remarque que si l’on recolle une 2-anse transverse sur une 1-anse on retrouve la variété
d’origine. Ainsi recoller une 1-anse sur D4 revient à retirer la 2-anse annulatrice de D4.
La cosphère d’attachement de la 2-anse annulatrice est le bord un disque non noué de
S3 dont l’intérieur est dans l’intérieur de D4 (on peut pousser l’intérieur du disque dans
l’intérieur de D4). Ceci revient donc à recoller une 2-anse sur D4 le long du nœud trivial
d’auto-enlacement nul. Lorsqu’il y a plusieurs 1-anses on peut remplacer le cobordisme
par un cobordisme obtenu par recollement de 2-anses le long de nœuds triviaux non noués.
On obtient alors un nouveau cobordisme M ′

2 de même bord que M2 mais étant obtenu par
recollement de 2-anses sur D4. On obtient alors un entrelacs en rubans dans S3. Afin de
distinguer les composantes issues des 1-anses des composantes issues des 2-anses, on fixe
un point sur les entrelacs issus des 1-anses (Fig. (4.3)). Cette notation est celle utilisée

Figure 4.3: nœud issu d’une 1-anse

par R. Kirby dans [?] et par E. Cesar De Sá dans [?]. Ces nœuds sont appelés nœuds
pointés .

Un entrelacs en rubans pointé est un entrelacs rubans L dont certaines composantes
sont des nœuds pointés, vérifiant :

• les nœuds pointés sont topologiquement des nœuds triviaux d’auto-enlacement nul,

• les nœuds pointés ne sont pas enlacés entre eux,

• topologiquement l’entrelacs L est Kirby équivalent à l’union disjointe de nœuds
triviaux d’auto-enlacement nul.

La dernière condition vient du fait que la variété obtenue par échange de 1-anses en 2-

anses a pour bord
n3

♯ S1 × S2. Or cette variété est obtenue par chirurgie dans S3 le long
de l’union disjointe de n3 nœuds triviaux d’auto-enlacement nul. Ainsi le bord de M ′

2 est
obtenu par chirurgie dans S3 le long de l’entrelacs en rubans pointé et donc cet entrelacs
(c’est à dire en condidérant les composantes pointées comme des entrelacs en rubans) est
Kirby-équivalent à l’union disjointe de nœuds triviaux d’auto-enlacement nul.

Soit L un entrelacs en rubans pointé, on note L0 l’entrelacs en rubans L où l’on ne
distingue pas les 1-anses et des 2-anses. Par la suite, les composantes non pointés seront
appelées composantes ordinaires de l’entrelacs L.

Tout entrelacs en rubans pointé décrit une unique 4-variété. En effet en recollant
des 2-anses sur D4 le long de cet entrelacs puis en faisant l’échange (1-anse)-(2-anse) on
obtient une décomposition en anse avec des 1-anses et des 2-anses. De plus par définition
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de l’entrelacs en rubans pointé le bord de cette variété est difféomorphe à une somme
connexe de S1 × S2. Cette variété décrit alors une unique 4-variété à difféomorphisme
près obtenue par recollement de 3-anses et d’une 4-anse. E. Cesar De Sá, dans [?], a défini
des mouvements sur les entrelacs en rubans pointés :

soient L1 et L2 deux entrelacs en rubans pointés, on dit qu’ils sont Γ-équivalents si et
seulement si on peut passer de l’un à l’autre par les mouvements (Fig. 4.4).

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

←→ ∅ (4.1.5)

isotopie (4.1.6)

Figure 4.4: Mouvements de Cesar De Sá

Les mouvements (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) représentent les glissements d’anses, (4.1.4)
et (4.1.5) représentent les créations ou annihilations de paire d’anses.

Théorème 4.1.2 (E. Cesar De Sá (1979) [?]). Soit W une 4-variété compacte, connexe,
orientée et fermée. Il existe alors un entrelacs en rubans pointé qui représente W . De
plus si un entrelacs en rubans pointé L1 (resp. L2) représente WL1 (resp. WL2) alors WL1

et WL2 sont difféomorphes si et seulement si L1 et L2 sont Γ-équivalents.

4.2 Construction de l’invariant dichromatique de var-

iétés de dimension 4

Nous définissons l’invariant dichromatique de variétés de dimension 4. Par la suite k

désignera un corps commutatif de caractéristique nulle.
Soient C ′ ⊂ C deux catégories prémodulaires et L un entrelacs en rubans pointé.

Chaque brin pointé de L est coloré par la couleur de Kirby de la catégorie C et les autres
brins sont colorés par la couleur de Kirby de la catégorie C ′. Cette opération consiste
à associer à tout entrelacs en rubans un endomorphisme de ∅ dans la catégorie TangC .
On note L(ΩC , ΩC ′) l’entrelacs en rubans pointé L coloré de cette façon. Par propriété
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universelle de la catégorie TangC on peut associer à tout entrelacs en rubans L coloré
par des objets X1,...,Xn de C , avec n le nombre de composantes de L, un scalaire :
〈L(X1, ..., Xn)〉 ∈ k.

Théorème 4.2.1. Soient C ′ ⊂ C deux catégories prémodulaires de dimension inversible.
Alors on définit un invariant de variétés de dimension 4 fermées, orientées, lisses et
connexes en posant pour W une 4-variété représentée par l’entrelacs en rubans pointé L :

I+(W ) =
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L)

, (4.2.1)

avec ∆′′
C ,C ′ =

∑

X∈Λ
C ′∩TC

dim(X)2 et b+(L) (resp. b0(L)) le nombre de valeurs propres pos-

itives (resp. nulles) de la matrice d’enlacement de L0.

Preuve : L’invariant est bien défini car les dimensions sont inversibles et le scalaire

∆′′
C ,C ′ =

∑

X∈Λ
C ′∩TC

dim(X)2

est inversible. En effet d’après un résultat de Deligne [?], on sait que si k est de car-
actéristique nulle alors la dimension des objets scalaires transparents est un entier dans
k. D’après le théorème 4.1.2, on sait que des 4-variétés W et W ′ sont difféomorphes si
et seulement si les entrelacs en rubans pointés qui les représentent sont Γ-équivalents. Il
reste donc à voir que I+ est invariant par les Γ-mouvements. La matrice d’enlacement de
L et le scalaire 〈L(ΩC , ΩC ′)〉 sont invariants par isotopie.

Montrons la normalisation (4.1.4). Etant donné L un entrelacs en rubans pointé, la
matrice d’enlacement de L

∐
est :

lk(L
∐

) =

(
lk(L) 0

0 0

)

.

Il en résulte que :

b+(L
∐

) = b+(L),

b−(L
∐

) = b−(L),

b0(L
∐

) = b0(L) + 1.

Le nœud étant coloré par ΩC ′ , on a :

〈L
∐

(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L
∐

)(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L

∐
)

=
〈L(ΩC , ΩC ′)〉〈 (ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)+1(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L)

=
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L)

.
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Montrons la normalisation (4.1.5). Etant donné L un entrelacs en rubans pointé, la
matrice d’enlacement de L

∐
est :

lk(L
∐

) =








0 0

lk(L)
...

...
0 · · · 0 1
0 · · · 1 0








.

Il en résulte que :

b+(L
∐

) = b+(L) + 1,

b−(L
∐

) = b−(L) + 1,

b0(L
∐

) = b0(L).

Ainsi :

〈L
∐

(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)
b0(L

∐
)
(∆C ∆′′

C ,C ′)b+(L
∐

H)

=
〈L(ΩC , ΩC ′)〉〈 (ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L)+1

=
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)b+(L)

.

La dernière égalité est une conséquence de la relation (1.5.1) du lemme 1.5.1. En effet
d’après la relation (1.5.1), on a :

〈 (ΩC , ΩC ′)〉 =
∑

X∈Λ
C ′

dim(X)〈 (ΩC , X)〉 =
∑

X∈Λ
C ′∩TC

dim(X)2∆C = ∆′′
C ,C ′∆C .

Montrons l’invariance par (4.1.1). Soit L un entrelacs en rubans pointé, On note L̃

l’entrelacs en rubans pointé obtenu par le mouvement (4.1.1) sur L. La catégorie C étant
prémodulaire, si l’on applique la relation de glissement d’anses (1.5.3) on a :

〈L(ΩC , ΩC ′)〉 = 〈L̃(ΩC , ΩC ′)〉 .

De plus l’entrelacs L̃0 est obtenu à partir de L0 par glissement d’anses, ainsi L0 et L̃0

ont la même matrice d’enlacement. On a donc l’invariance par le mouvement (4.1.1). La
catégorie C ′ est prémodulaire, on montre de la même façon l’invariance par le mouvement
(4.1.2).

Montrons l’invariance par le mouvement (4.1.3). Soit L un entrelacs en rubans pointé,
on note L̃ l’entrelacs en rubans pointé obtenu à partir de L par le mouvement (4.1.3).
Par hypothèse C ′ est une sous catégorie prémodulaire de C , on peut donc appliquer le
glissement d’anses (1.5.2), on a donc : 〈L(ΩC , ΩC ′)〉 = 〈L̃(ΩC , ΩC ′)〉. L’entrelacs L̃0 est
donc obtenu à partir de l’entrelacs L0 par glissement d’anses, ainsi L0 et L̃0 ont la même
matrice d’enlacement. On a donc l’invariance par le mouvement (4.1.3).
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Propriété 4.2.2. Soient L et L′ deux entrelacs en rubans pointés, on note WL (resp.
WL′) la 4-variété obtenue à partir de L (resp. L′). On a l’égalité suivante :

I+(WL#WL′) = I+(WL)I+(WL′)

Preuve : La somme connexe WL#WL′ est une 4-variété fermée elle est donc représen-
tée par un entrelacs en rubans pointé L1. Par construction on en déduit que cet entrelacs
est Γ-équivalent à L

∐
L′. Ainsi I+(WL#WL′) = I+(WL)I+(WL′).

En modifiant la normalisation de (4.2.1), on obtient deux nouveaux invariants :

I−(WL) =
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)b−(L)

(4.2.2)

I0(WL) =
〈L(ΩC , ΩC ′)〉

(∆C ′)b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)

|L|−b0(L)
2

, (4.2.3)

avec | L | le nombre de composantes de L. L’invariance par les Γ-mouvements est la même
que celle du théorème 4.2.1.

Les invariants (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.3) vérifient la relation suivante :

| I0 |
2= I+I− (4.2.4)

Les invariants I+, I−, I0 sont les invariants bichromatiques de 4-variétés .

Exemples

La variété S2 × S2 est une 4-variété compacte, fermée et orientée, on va utiliser une
décomposition en anses de S2 pour calculer Iǫ(S

2 × S2), avec ǫ ∈ {+,−, 0}.
On sait que S2 = D+ ∪∂ D−, avec D± des disques de dimension 2, autrement dit S2

admet une décomposition en anses avec une 0-anse et une 2-anse. On en déduit que :

S2 × S2 = (D− × D−) ∪ (D− × D+) ∪ (D+ × D−) ∪ (D+ × D+),

on identifie (D− × D−) à une 0-anse, (D+ × D+) est vue comme 4-anse et (D− × D+),
(D+ × D−) sont des 2-anses. Il reste à voir comment on recolle les 2-anses sur la 0-anse.

(D− × D−) ∪ (D− × D+) = D− × S2,

(D− × D−) ∪ (D+ × D−) = S2 × D−.

Ainsi chaque 2-anse est recollée sur la 0-anse le long de l’entrelacs trivial d’auto enlacement
nul. Il reste à savoir comment s’enlace ses nœuds triviaux, cela revient à étudier le
plongement de S1 ×{0} et de {0}× S1 dans S3 = ∂(D− ×D−). A isotopie près S1 ×{0}
est égale à S1 ×{p}, avec {p} ∈ ∂D−, on trouve alors un disque D dans ∂(D− ×D−) qui
borde cet entrelacs, D = D− × p ⊂ ∂(D− × D−) et ce disque coupe {0} × S1 de manière
transverse en un unique point (0, p). Ainsi le plongement de S1 × 0 et de 0 × S1 donne
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l’entrelacs de Hopf dans S3. On a donc la présentation de S2 × S2 par un entrelacs en
rubans pointé. On a :

lk( ) =

(
0 1
1 0

)

.

On en déduit que b0( ) = 0 et b±( ) = 1. Il reste à calculer 〈 ΩC ′〉, comme la
catégorie C ′ est prémodulaire, d’après (1.5.1), on a : 〈 ΩC ′〉 = ∆C ′ dim(TC ′). On a
donc :

I+(S2 × S2) =
∆C ′ dim(TC ′)

∆C dim(TC ′)
=

∆C ′

∆C

.

On obtient de même I0 = I−(S2 × S2) =
∆

C ′

∆C
.

Pour la variété S3 × S1, on a la décomposition en anses suivante :

S3 × S1 = (D3
+ × D1

+) ∪ (D3
+ × D1

−) ∪ (D3
− × D1

+) ∪ (D3
− × D1

−).

Cette décomposition comporte une unique 0-anse D3
+ ×D1

+, une unique 4-anse D3
−×D1

−,
une unique 1-anse D3

+ ×D1
− et une unique 3-anse (D3

− ×D1
+). Ainsi l’entrelacs en rubans

pointé : est une représentation de la variété S3 ×S1. Il en résulte que : I−(S3 ×S1) =
∆C

∆
C ′

.

On rappelle que C1 est la catégorie des objets de C homogène de degré 1. Il s’agit d’une
catégorie prémodulaire et d’une sous catégorie pleine de C . Si l’on prend C ′ = C1, alors
I+, I− et I0 distinguent S1×S3 et S2×S2. En effet dans ce cas là, on a : I+(S2×S2) = 1

♯G

et I+(S1 × S3) = ♯G, avec G une graduation de C et ♯G l’ordre du groupe G.

L’invariant de Broda généralisé

Nous rappelons la construction de l’invariant de Broda généralisé [?].
Soit C une catégorie prémodulaire de dimension inversible dans k. Pour tout entrelacs

en rubans pointé L, on colore tous les brins par la couleur de kirby ΩC de C . L’entrelacs
coloré obtenu est noté L(ΩC ). Soit C une catégorie prémodulaire de dimension inversible
dans k, L’invariant de Broda généralisé ([?]) est le scalaire :

Br(WL) =
〈L(ΩC )〉

∆
b0(L)
C

(∆C dim(TC ))
|L|−b0(L)

2

, (4.2.5)

avec b0(L) le nombre de valeur propre égale à zéro de la matrice d’enlacement de L. Dans
[?], les auteurs définissent cet invariant (4.2.5) pour une catégorie 4d-conforme, c’est à
dire une catégorie prémodulaire telle que ∆C et ∆C dim(TC ) soient inversibles. Or cette
condition est toujours vérifiée pour une catégorie prémodulaire de dimension inversible
sur un corps commutatif de caractéristique nulle. En effet d’après un résultat de Deligne,
si k est de caractéristique nulle alors la dimension de tout objet scalaire transparent est
un entier dans k.

Si C = C ′ alors L’invariant dichromatique (4.2.1) est l’invariant de Broda généralisé
(4.2.5).
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4.2.1 Choix de couples de catégories prémodulaires

4.2.2 C ′ = C normalisable

Afin d’étudier l’invariant dichromatique, nous allons rappeler l’invariant de variété
de dimension 3 défini dans [?], il s’agit de l’invariant de Reshetikhin-Turaev avec une
normalisation différente. Cet invariant est défini sur des catégories normalisables. Soient
L un entrelacs en rubans et C une catégorie normalisable, on pose IC (L) = 〈L(ΩC )〉

∆+
C

b+(L)
∆−

C

b−(L) ,

avec ∆+
C

(resp. ∆−
C
) le scalaire 〈 (ΩC )〉 (resp. 〈 (ΩC )〉). Le scalaire IC est invariant

par les mouvements de Kirby.

Proposition 4.2.3. Soient C une catégorie normalisable et W une 4-variété, si C = C ′

alors :

I+(W ) = ∆−
C

−σ(W )
, (4.2.6)

I−(W ) = ∆+
C

σ(W )
, (4.2.7)

I0(W ) =

(
∆+

C

∆−
C

)σ(W )
2

. (4.2.8)

Preuve : Par hypothèse C = C ′, on a alors : 〈L(ΩC , ΩC ′)〉 = 〈L(ΩC )〉 et ∆′′
C ,C ′ =

dim(TC ). Chaque composante étant colorée par ΩC , on a : 〈L(ΩC )〉 = IC (S3(L0))∆
+
C

b+(L)
∆−

C

b−(L)
.

Etant donné que les entrelacs en rubans L0 et
∐

sont Kirby-équivalents, on a IC (S3(L0)) =
IC (S1 × S2)n3 . De plus IC (S1 × S2) = ∆C et b0(L) = b1(S

3(L)) = n3, on a donc :

I+(WL) =
〈L(ΩC )〉

∆
b0(L)
C

(∆C dim(TC ))b+(L)

=
∆+

C

b+(L)
∆−

C

b−(L)

(∆+
C
∆−

C
)b+(L)

= ∆−
C

−σ(L)
,

la deuxième égalité vient du fait que pour une catégorie prémodulaire, on a : ∆+
C
∆−

C
= ∆C

∑

X∈ΛC∩TC

θX dim(

avec θ le twist de la catégorie C . La catégorie C est normalisable donc pour tout objet
scalaire transparent X : θX = 1 pro. 1.5.3. On obtient de même :

I−(WL) = ∆
σ(L)
(C ′,+),

I0(WL) =

(
∆(C ′,+)

∆−
C

)σ(L)
2

.

On conclu en notant que pour tout entrelacs en rubans pointé L, on a : σ(L) = σ(WL),
avec σ(WL) la signature de la 4-variété WL [?].
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Remarque 4.2.4. Dans [?], les auteurs montrent que pour une catégorie modulaire C

: BrC (W ) =
(

∆(C ′,+)

∆−
C

)σ(W )
2

(prop 6.2 [?]). Ils ont besoin de catégories modulaires, car

dans leur preuve ils utilisent un lemme de Lickorish (lem. 6.1 [?]). Dans [?], les auteurs
cherchent une description de l’invariant de Broda généralisé dans le cas non modulaire.
La proposition 4.2.3 répond à cette question et généralise le résultat obtenu dans le cas
modulaire.

C ′ = C1

Soit C une catégorie prémodulaire, on rappelle que C1 est la catégorie des objets de
C homogène de degré 1. Il s’agit d’une catégorie prémodulaire et d’une sous catégorie
pleine de C .

Pour le couple C1 ⊂ C , nous montrons que les invariants bichromatiques de 4-variétés
sont ceux de Roberts associé à certaine classe d’homologie.

L’invariant de Roberts [?]

Soient C une catégorie modulaire, W une 4-variété, x ∈ H2(W,Aut⊗(1C )) et L un
entrelacs en rubans pointé qui décrit W . Alors la classe d’homologie x peut être représen-
tée par un sous ensemble de composantes non pointées de L, noté u. On colore alors
l’entrelacs en ruban pointé L de la façon suivante : les composantes correspondantes à
u sont colorées par la couleur de Kirby ΩC1 de la catégorie C1 et les autres composantes
sont colorées par la couleur de Kirby ΩC . L’invariant de Roberts est le scalaire :

Ro(W,x) =
〈L\u(ΩC ), u(ΩC1)〉

∆
|L|+b0(L)

2

C

. (4.2.9)

Dans l’article [?], l’invariant (4.2.9) est construit sur C = Rep(Uq(sl2)), dans ce cas là,
Aut⊗(1C ) = Car(ΓC , k⋆) = Z2.

Théorème 4.2.5. Si C est une catégorie modulaire et C ′ = C1 alors :

Ro(W,x) =

(
1

ΓC

)b0(L)

I0(WL),

avec la classe d’homologie x ∈ H2(X, Aut⊗(1C )) représentée par toutes les 2-anses de L.

Preuve : Soit C une catégorie modulaire et L un entrelacs en rubans pointé. On
pose L1 l’entrelacs en rubans constitué uniquement des composantes pointées de L et L2

l’entrelacs en rubans constitué des composantes non pointées de L. On note x l’élément
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de H2(W,Aut⊗(1C )) issu de L2, on a alors :

Ro(W,x) =
〈L1(ΩC ), L2(ΩC1)〉

∆
#L+b0(L)

2

C

=
〈L(ΩC , ΩC1)〉

∆
#L+b0(L)

2

C

=
(∆C1)

b0(L)(∆C ∆′′
C ,C ′)

|L|−b0(L)
2

∆
#L+b0(L)

2

C

I0(WL)

=
(∆C1)

b0(L)(∆C )
|L|−b0(L)

2

∆
#L+b0(L)

2

C

I0(WL)

=

(
∆C1

∆C

)b0(L)

I0(WL)

=

(
1

ΓC

)b0(L)

I0(WL),

la dernière égalité est une conséquence du lemme 1.5.2.

4.2.3 Cas des variétés simplement connexes

Nous calculons l’invariant dichromatique de variété de dimension 4 pour des variétés
simplement connexes. Nous utilisons la description des variétés simplement connexes
suivante :

Lemme 4.2.6 ([?]). Soit X une 4-variété fermée, orientée et simplement connexe, alors
il existe un entier m tel que :

X♯(
m

♯ CP
2)♯(

m

♯ CP2) ∼= (
m+b+2 (X)

♯ CP
2)#(

m+b−2 (X)

♯ CP2),

avec b+
2 (resp. b−2 ) le nombre de valeur propre positive (resp. négative) de la forme

d’intersection de X.

Pour une variété de dimension 4 sans bord, connexe et orientée, la forme d’intersection
est donnée par la matrice d’enlacement de l’entrelacs en ruban pointé décrivant la variété

Proposition 4.2.7. Soit C ′ ⊂ C avec C ′ une catégorie normalisable de dimension in-
versible et C prémodulaire de dimension inversible. Si X est une 4-variété simplement
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connexe, alors :

I+(X) =

(

∆(C ′,+)∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′

)χ(X)
2

(

∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′∆(C ′,+)

)σ(X)
2

+1

I−(X) =

(

∆(C ′,+)∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′

)χ(X)
2 (

∆′′
C ,C ′∆(C ′,−)

∆(C ′,+)

)σ(X)
2

+1

Preuve : Soit X une 4-variété fermée et simplement connexe, alors d’après (4.2.6),

on sait qu’il existe un entier m tel que : X#
m

♯ CP
2♯

m

♯ CP2 ∼=
m+b+2 (X)

♯ CP
2♯

m+b−2 (X)

♯ CP
2.

Or CP
2 (resp. CP2) est obtenue par recollement d’une 2-anse sur D4 le long du nœud

trivial d’auto-enlacement −1 (resp. +1), ainsi on a :

I+(CP
2) = ∆−

C

I+(CP2) =
∆(C ′,+)

∆C ∆C ′

I−(CP
2) = ∆(C ′,+)

I−(CP2) =
∆−

C

∆C ∆C ′

Ainsi par multiplicité de l’invariant pour les sommes connexe 4.2.2, on a : I+(X) =
(

∆
b
−
2 (X)

(C ′,+)
∆

b
+
2 (X)

(C ′,−)

(∆′′
C ,C ′ )

b
−
2 (X)

)

et I−(X) =

(

∆
b
−
2 (X)

(C ′,+)
∆

b
+
2 (X)

(C ′,−)

(∆′′
C ,C ′ )

b
+
2 (X)

)

. Etant donné que la variété est simplement

connexe orientée et fermée, on en déduit que le premier groupe d’homologie de X est nul
et par dualité de Poincarré le 3ème groupe d’homologie de X est nul. Il en résulte que
χ(X) la caractéristique d’Euler de X est égale à : 2+ b2(X) avec b2(X) le rang de H2(X).
Ainsi on a : χ(X) = 2 + b+

2 (X) + b−2 (X). Par définition la signature de σ(X) est égale à
b+
2 (X) − b−2 (X). On a donc :

b+
2 (X) =

χ(X) + σ(X)

2
− 1 ,

b−2 (X) =
χ(X) − σ(X)

2
+ 1.

On a donc les égalités suivante :

I+(X) =

(

∆(C ′,+)∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′

)χ(X)
2

(

∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′∆(C ′,+)

)σ(X)
2

+1

,

I−(X) =

(

∆(C ′,+)∆(C ′,−)

∆′′
C ,C ′

)χ(X)
2 (

∆′′
C ,C ′∆(C ′,−)

∆(C ′,+)

)σ(X)
2

+1

.



Appendice A

Algèbres de Hopf

Dans cette annexe, nous rappelons les notions nécessaires à la construction des invari-
ants de Kuperberg [?], de Hennings-Kauffman-Radford [?] et de Altschüler-Coste [?].

Dans cette annexe k est un corps commutatif.

Algèbres de Hopf

Une bigèbre est une donnée (H, m, i, ∆, ǫ), où H est un k-espace vectoriel muni d’une
structure d’algèbre (H, m, i) et d’une structure de cogèbre H = (H, ∆, ǫ), tel que :

∆ et ǫ sont des morphismes d’algèbres.

Cette condition est équivalente à la condition suivante : m et i sont des morphismes
de cogèbres.

Soient A = (A,m, i) une algèbre et C = (C, ∆, ǫ) une cogèbre. Pour tous morphismes
f, g ∈ Hom(C,A), on pose : f ⋆ g = m(f ⊗ g)∆. L’espace vectoriel Hom(C, A) muni
du produit ⋆, appelé produit de convolution, et de l’unité iǫ est une algèbre. L’antipode
d’une bigèbre (H, m, i, ∆, ǫ) est une application linéaire S ∈ Hom(H, H) vérifiant :

S ⋆ idH = idH ⋆ S = iǫ .

Une algèbre de Hopf est une bigèbre munie d’une antipode.

Une algèbre de Hopf involutive est une algèbre de Hopf H = (H, m, i, ∆, ǫ, S) telle que
S2 = idH .

Exemple A.0.8. Soit G un groupe fini. L’algèbre de groupe k[G] est munie d’une struc-
ture d’algèbre de Hopf involutive. La comultiplication et la counité sont données par les

applications suivantes : ∆(g) = g ⊗ g et ǫ(g) =

{
1 si g = 1G

0 sinon
. L’antipode est donnée

par l’application S(g) = g−1.

117
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Intégrales

Soit H = (H, m, i, ∆, ǫ, S) une algèbre de Hopf de dimension finie. Une intégrale à
gauche (resp. à droite) de H est une forme linéaire µL ∈ H⋆ (resp. µR ∈ H⋆) vérifiant :

(µL ⊗ idH)∆ = µLi ,

(resp. (idH ⊗ µR)∆ = µRi).
Soit H = (H, mi, ∆, ǫ, S) une algèbre de Hopf de dimension finie. Une cointégrale à

gauche (resp. à droite) de H est une application linéaire eL ∈ Hom(k, H) (resp. eR ∈
Hom(k, H)) vérifiant :

m(eL ⊗ idH) = ǫeL ,

(resp. m(idH ⊗ µR) = ǫeR).
Une intégrale est une intégrale à droite et à gauche.

Algèbres de Hopf quasi-triangulaires

Une algèbre de Hopf quasi-triangulaire est une donnée (A,R) où A est une algèbre de
Hopf et R est un élément de A ⊗ A vérifiant :

(i) R∆ = τ∆R, avec τ le flip sur A ⊗ A.

(ii) (idA ⊗ ∆)R = R12R13, avec R12 = R ⊗ 1A et R13 = (τ ⊗ idA)(1A ⊗ R)

(iii) (∆ ⊗ idA)R = R13R23, avec R23 = 1A ⊗ R.

Si R définit une structure quasi-triangulaire sur une algèbre de Hopf A, alors R est
inversible, d’inverse R−1 = (S ⊗ idA)(R) = (idA ⊗ S−1)(R)

La catégorie des modules sur une algèbre de Hopf quasitriangulaire est une catégorie
tressée.

Algèbres de Hopf en rubans

Une algèbre de Hopf en rubans est une donnée (A,R, u) où (A,R) est une algèbre de
Hopf quasi-triangulaire et u est un élément de A vérifiant :

• il existe un group-like G tel que v = G−1u soit dans le centre de A,

• s(u) = G−1uG.

Il en résulte que v est inversible et que S(v) = v.

Traces

Soit A une algèbre de Hopf. Une trace sur A est une application k-linéaire tr : A → k

vérifiant :

(1) tr(xy) = tr(yx), pour tous x, y ∈ A,

(2) tr(S(x)) = tr(x), pour tout x ∈ A.
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Algèbres quasi-Hopf

Une quasi-bigèbre est une donnée (A, φ) où A est une bigèbre et φ ∈ A ⊗ A ⊗ A est
inversible vérifiant :

(idA ⊗ ∆)(∆)(a) = φ(∆ ⊗ idA)(∆(a))φ−1, pour tout a ∈ A,

(idA ⊗ idA ⊗ ∆)(φ)(∆ ⊗ idA ⊗ idA)(φ) = (1 ⊗ φ)(idA ⊗ ∆ ⊗ idA)(φ)(φ ⊗ 1), (A.0.1)

(ǫ ⊗ idA)∆ = (idA ⊗ ǫ)∆ = idA,

(idA ⊗ ǫ ⊗ id)(φ) = 1.

(A.0.2)

L’élément φ, appelé associateur de A, permet de coder l’associativité dans la catégorie
des A-modules de types finis. Pour trois représentations (V1, ρ1), (V2, ρ2) et (V3, ρ3) de A

on pose :
φV1,V2,V3 = (ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ3)(φ) .

Ceci définit un isomorphisme de (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 vers V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) et la relation (A.0.1)
assure que φ_,_,_ vérifie l’identité pentagonale de Mac Lane [?].

Soit A une quasi-bigèbre. Pour tout a ∈ A on pose ∆(a) =
∑

i a
(1)
i ⊗ a

(2)
i ,

φ =
∑

i Xi ⊗ Yi ⊗ Zi et φ−1 =
∑

j Pj ⊗ Qj ⊗ Rj. Une algèbre quasi-Hopf est une donnée
(A, S, β, α) où A est une quasi-bigèbre de Hopf, S est un antimorphisme d’algèbre (appelé
antipode) et α, β des éléments de A vérifiant :

∑

i

S(a
(1)
i αa

(2)
i = ǫ(a)α, (a ∈ A),

∑

i

S(a
(1)
i βa

(2)
i = ǫ(a)β, (a ∈ A),

∑

i

XiβS(Yi)αZi = 1,

∑

i

S(Pj)αQjβS(Rj) = 1.

On pose :

(φ ⊗ 1A)(∆ ⊗ idA ⊗ idA)(φ−1) =
∑

j

Aj ⊗ Bj ⊗ Cj ⊗ Dj,

γ =
∑

j

S(Bj)αCj ⊗ S(Aj)αDj,

(∆ ⊗ idA ⊗ idA)(φ)(φ−1 ⊗ 1A) =
∑

i

Ki ⊗ Li ⊗ Mi ⊗ Ni,

δ =
∑

i

KiβS(Ni) ⊗ LiβS(Mi).

f =
∑

i

(S ⊗ S)(∆′(Pi))γ∆(QiβS(Ri)).
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Une algèbre quasi-Hopf quasi-triangulaire est une donnée (A,R) où A est une algèbre
quasi-Hopf et R est un élément inversible de A ⊗ A vérifiant :

τ∆(a) = R∆(a)R−1, (a ∈ A)

(∆ ⊗ idA)(R) = φ312R13φ
−1
132R23φ, (a ∈ A)

(idA ⊗ ∆)(R) = φ−1
231R13φ213R12φ

−1,

avec φ312 = (idA ⊗ τ)(τ ⊗ idA)(φ), φ213 = (τ ⊗ idA)(φ), φ−1
132 = (idA ⊗ τ)(φ−1) et

φ−1
231 = (τ ⊗ idA)(idA ⊗ τ)(Φ−1).

Une algèbre quasi-Hopf en rubans est une algèbre quasi-Hopf munie d’un élément v

dans le centre de A vérifiant :

• v2 = uS(u),

• S(v) = v,

• ǫ(v) = 1,

• ∆(uv−1) = f−1((S ⊗ S)(f21))(uv−1 ⊗ uv−1), avec f21 = Pf .

Le double de Drindfeld tordu

Soient G un groupe fini, ω ∈ Z3(G, k⋆) et F (G) l’algèbre des fonctions sur G à valeurs
dans k. On note Dω(G) l’espace vectoriel F (G) ⊗ k[G], (g, h) = δg ⊗ h, avec g, h ∈ G et

δg(x) =

{
1 s g = x,

0 sinon.
, est une base de Dω(G). Les structures d’algèbre et de cogèbre de

Dω(G) sont données par les applications suivantes :

(g, x).(h, y) = δg,xhx−1θg(x, y)(g, xy),

∆((g, x)) =
∑

x, y ∈ Gxy = g

γh(x, y)(x, h) ⊗ (y, h),

ǫ((g, h)) =

{
1 si g = 1G,

0 sinon.

avec pour tous (x, y, g, h) ∈ G

θg(x, y) = ω(g, x, y)ω(x, y, (xy)−1gxy)ω(x, x−1gx, y)−1 , (A.0.3)

ωx(g, h) = ω(g, h, x)ω(x, x−1gx, x−1hx)ω(g, x, x−1hx) . (A.0.4)

L’associateur et la structure quasi-triangulaire de Dω(G) sont :

φ =
∑

g,h,k∈G

ω(g, h, k)−1(g, 1G) ⊗ (h, 1G) ⊗ (k, 1G),

R =
∑

g∈G

(g, 1G) ⊗ (1F (G), g).
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On définit l’antipode S et les éléments α et β de la façon suivante :

S((g, x)) = θg−1(x, x−1)γx(g, g−1)−1(x−1g−1x, x−1),

α = 1,

β =
∑

g∈G

ω(g, g−1, g)(g, 1G),

On pose R =
∑

p

ap ⊗ bp et u =
∑

j,p

S(QjβS(Rj))S(bp)αapPj. La structure en rubans de

Dω(G) est l’élément v = βu.

Proposition A.0.9. Pour tout groupe fini G et pour tout ω ∈ Z3(G, k⋆)
(Dω(G), ., 1Dω(G), ∆, ǫ, α, β, S,R, φ, v) est une algèbre quasi-Hopf en rubans semi-simple.
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Appendice B

La catégorie des enchevêtrements

colorés

Dans cette annexe nous rappelons la construction de l’invariant par isotopie d’entrelacs
〈 〉 utilisé au chapitre 4.

Enchevêtrements

Soient n et p deux entiers naturels. Un enchevêtrement L à n entrées et p sorties est
un nombre fini de lacets et d’arcs plongés de façon lisses dans R

2 × [0, 1], de tel sorte que
le bord ∂L de L soit :

∂L = ({1}×{0}×{1})∪· · ·∪({p}×{0}×{1})∪({1}×{0}×{0})∪· · ·∪({n}×{0}×{0}) .

On désigne par (k, l)-enchevêtrement, un enchevêtrement à k entrées et l sorties. Les arcs
et les lacets d’un enchevêtrement sont des composantes de l’enchevêtrements.

Enchevêtrements en rubans

Un enchevêtrement en rubans est un enchevêtrement L ⊂ R
2×[0, 1] muni d’un champs

de vecteurs normal non singulier tel qu’aux points terminaux des arcs on ait le vecteur
(0,−1, 0). Un champs de vecteurs normal à L (à homotopie près une fois fixé sur les
points terminaux) détermine un framing de L.

Deux (k, l)-enchevêtrements L1 et L2 sont isotopes si L1 peut être déformé ,de façon
lisse, en L2. Au cour de la déformation, il ne doit pas y avoir d’intersection entre les
composantes ni d’auto intersection.

L’isotopie définit une relation d’équivalence sur les enchevêtrements en rubans.

La catégorie des enchevêtrements en rubans

La catégorie des enchevêtrements en rubans est la catégorie dont les objects sont
les entiers naturels et pour tous objets k, l, les morphismes de k vers l, avec k, l ∈ N,
sont des classes d’isotopies d’un (k, l)-enchevêtrement. La composition est donnée par la
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concaténation des enchevêtrements en rubans. L’addition pour les objets, k⊗k′ = k +k′,
et la juxtaposition pour les morphismes, L ⊗ L′ est obtenu en plaçant L′ à droite de L,
définissent une structure monoïdale sur la catégorie des enchevêtrements en rubans.

Une projection P d’un (k, l)-enchevêtrement est l’union d’un nombre fini d’arcs dans
R

2 n’admettant aucun point d’intersection ni d’auto intersection. Le bord ∂P de P doit
vérifier la condition suivante :

∂P = P ∩ (R × {0, 1})

= ({1} × {0}) ∪ · · · ∪ ({k} × {0}) ∪ ({1} × {1}) ∪ · · · ∪ ({l} × {1})

Un point de croisement de P est un point d’intersection d’au moins deux arcs.

Une projection est dite régulière si tous les points de croisement sont points de croise-
ment de deux arcs.

Diagrammes d’enchevêtrements en rubans

Un diagramme d’enchevêtrement en rubans est une projection d’un enchevêtrement
en rubans sur R× [0, 1] munie d’un ordre sur les arêtes issues des points de croisement. A
chaque point de croisement, la premiere arête (par rapport à l’ordre fixé) est le brin "au
dessus" et la seconde est le brin "au dessous".

(6,2)-enchevêtrement en rubans (2,2)-enchevêtrement en rubans

Enchevêtrements en rubans colorés

Soit C une catégorie monoïdale. Un enchevêtrement en rubans C -coloré (ou coloré
si il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix de la catégorie) est une donnée (T, s, b) où T est
un enchevêtrement en rubans et s (resp. b) est une application de T ∩ R

2 × {0} (resp.
T ∩ R

2 × {1}) vers l’ensemble des mots de longueur finie formés par les objets de C . La
figure suivante représente un (2, 3)-enchevêtrement en rubans coloré T . Les objets X, Y ,
Z, V et U sont des couleurs de T .
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T

UZ V

YX

PSfrag replacements

X

T

Y

Z

V

U

Une isotopie d’enchevêtrement en rubans coloré est une isotopie d’enchevêtrement en
rubans préservant la coloration.

La catégorie des enchevêtrements colorés

La catégorie des enchevêtrements en rubans C -colorés est la catégorie dont les objets
sont les suites finies : ((V1, ǫ1), ..., (Vm, ǫm)) avec V1, ...Vm des objets de C et ǫ1, ..., ǫm ∈
{+,−}. La suite vide est aussi un objet. Un morphisme de la catégorie des enchevêtrements
colorés est une classe d’isotopies d’enchevêtrements en rubans C -coloré. La compo-
sition est obtenue par concaténation des enchevêtrements en ruban colorés. La caté-
gorie des enchevêtrement en rubans C -colorés est notée TangC . La juxtaposition des
enchevêtrements en rubans colorés donne une structure de catégorie monoïdale à TangC .
Un entrelacs en rubans coloré est un représentant d’un morphisme de EndTangC

(∅). On
définit comme précédemment la notion de diagramme d’enchevêtrement en rubans. Dans
TangC , on définit les morphismes suivants :

VOO

V

OO

ϕV

VOO

V

OO

ϕ′
V

V V ∨
¹¹

FF

∩V

V ∨ VGG
¼¼

∪V
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V

V??ÄÄÄÄÄÄ

W__???

W

???

X+
V,W

W

W__??????

V??ÄÄÄ

V
ÄÄÄ

X−
V,W

W

W__??????
V ∨

ÄÄÄÄ

V ∨

ÄÄ

Y +
V,W

V ∨

V ∨
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

W__???

W

???

Y −
V,W

W∨

W∨
ÂÂ?

??
??

? V??ÄÄÄ

V
ÄÄÄ

Z+
V,W

V

V??ÄÄÄÄÄÄ
W∨

ÂÂ?
?

W∨
??

Z−
V,W

V ∨

V ∨
ÄÄÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

W∨
ÂÂ?

?

W∨
??

T+
V,W

W∨

W∨
ÂÂ?

??
??

?

V ∨
ÄÄÄÄ

V ∨

ÄÄ

T−
V,W

Théorème B.0.10 (Thm. 2.2 [?],[?]). Soit C une catégorie en rubans de tressage c et
de twist θ. Il existe un unique foncteur monoïdal F : TangC → C tel que :

(i) F ((V, +)) = V et F ((V,−)) = V ∨;

(ii) pour tout objet V , W de C , on a : F (X+
V,W ) = cV,W , F (φV ) = θV , F (∪V ) = hV et

F (∩V ) = eV .

Le foncteur F a les propriétés suivantes :

• F (X−
V,W ) = (cW,V )−1, F (Y +

V,W ) = (cW,V ∨)−1, F (Y −
V,W ) = cV ∨,W ,

• F (Z+
V,W ) = (cW∨,V )−1, F (Z−

V,W ) = cV,W∨,

• F (T+
V,W ) = cV ∨,W∨, F (T−

V,W ) = (cW∨,V ∨)−1, F (φ′
V ) = θ−1

V .

Construction de 〈 〉

Soient A et B deux catégories monoïdales. On note IA (resp. IB) l’objet unité de
A (resp. B). Pour tout foncteur monoïdal (F, Φ2, Φ0) : A → B, on définit l’application
suivante :

EndA (IA ) → EndB(IB)

f 7→ 〈f〉F = Φ−1
0 F (f)Φ0 .

Soient (F, Φ2, Φ0) et (F ′, Φ′
2, Φ

′
0) : A → B des foncteurs monoïdaux et η : F → F ′ un

morphisme naturel monoïdal. Pour tout morphisme f ∈ EndA (IA ), on a :

〈f〉F ′ = Φ′−1
0 F ′(f)Φ′

0

= Φ−1
0 η−1

I F ′(f)ηIΦ0

= Φ−1
0 F (f)Φ0

= 〈f〉F
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Corollaire B.0.11. Soient C une catégorie en rubans et F un foncteur en rubans de
TangC vers C qui envoie tout objet X de C vers X. Alors l’application : L 7→ 〈L〉F est
un invariant par isotopie d’entrelacs orienté en rubans C -coloré . De plus 〈 〉F ne dépend
pas du choix de F .

D’après le théorème de Schum B.0.10, on sait que pour toute catégorie en rubans C , il
existe un foncteur en rubans F de TangC vers C . Ainsi l’application linéaire 〈 〉F existe.

S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix de la catégorie en rubans, on notera cette
application linéaire : 〈 〉.
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Appendice C

Action de A4 sur les 6j-symboles dans

une catégorie souveraine

Dans cette annexe nous montrons que pour une catégorie souveraine les formes linéaires
(3.1.4) et (3.1.5) ne sont pas indépendantes du choix de la numérotation des 0-simplexes.
Ces calculs montrent que ces changements de numérotations modifient les formes mul-
tilinéaires par un scalaire qui est la pente d’objets scalaires. Ainsi si la catégorie est
sphérique alors les formes multilinéaires (3.1.4) et (3.1.5) ne dépendent pas du choix de
la numérotation.

Dans cette annexe, C une catégorie tensorielle absolument semi-simple et souveraine.
Pour réaliser ces calculs, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme C.0.12. Soit X un objet scalaire de C , on a :

(i) eXf = sl(X)(ǫX ⊗ ǫX)(idX∨ ⊗ f ⊗ idX∨)hX , pour tout f ∈ HomC (I, X ⊗ X∨),

(ii) fηX = sl(X)(ǫX)(idX∨ ⊗ f ⊗ idX)(hX ⊗ hX), pour tout f ∈ HomC (X ⊗ X∨, I),

(iii) fhX = sl(X)−1(eX)(idX ⊗ f ⊗ idX∨)(ηX ⊗ ηX), pour tout f ∈ HomC (X∨ ⊗ X, I),

(iv) ǫXf = sl(X)−1(eX ⊗ eX)(idX ⊗ f ⊗ idX∨)ηX , pour tout f ∈ HomC (I, X∨ ⊗ X).

Preuve : Montrons (i). Pour tout objet scalaire X, HomC (I, X ⊗X∨) est un espace
vectoriel de dimension 1. Le morphisme ηX est une base de HomC (I, X ⊗ X∨). Il en
résulte que pour tout f ∈ HomC (I, X ⊗X∨) avec f 6= 0, il existe λ ∈ k

⋆ tel que f = ληX .
On a donc eXf = λdimd(X) et :

(ǫX ⊗ ǫX)(idX∨ ⊗ f ⊗ idX∨)hX = λ(ǫX ⊗ ǫX)(idX∨ ⊗ ηX ⊗ idX∨)hX

= λǫXhX

= λdimg(X).

Ainsi eXf = sl(X)(ǫX ⊗ ǫX)(idX∨ ⊗ f ⊗ idX∨)hX . Les assertions (ii), (iii) et (iv) se
montrent de la même façon.

Le lemme C.0.12 va permettre de montrer les lemmes 3.1.2 et 3.1.3.
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Preuve du lemme 3.1.2

Dans cette section (0123) est un 3-simplexe orienté et c est une coloration de (0123).
σ = (01)(23) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (301)⊗VC (201)⊗VC (213)⊗VC (230)
L+((2301),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
y

PSfrag replacements

x
y

z

t
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x

PSfrag replacements

x
y

z

t
⊗

t

PSfrag replacements
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y

z

t

⊗
z

PSfrag replacements
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y

z

t

7→

t

y

x z

PSfrag replacements

x
y

z

t

.

Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :

t

y

x z
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t

z

=

zt y

x

PSfrag replacements
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y

t

z

= sl(c(01))
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x
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= sl((c(01))

y zt

x
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t

z
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tzy

x
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z

= sl(c(01)) x

y z t
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σ = (02)(13) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (310)⊗VC (201)⊗VC (213)⊗VC (230)
L+((1032),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
z
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⊗
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t

z

.
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :

x
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y z t

PSfrag replacements

x
y

t

z

σ = (03)(12) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (201)⊗VC (310)⊗VC (302)⊗VC (321)
L+((3210),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
t
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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σ = (012) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (230)⊗VC (103)⊗VC (132)⊗VC (120)
L+((1203),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :

x
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σ = (021) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (031)⊗VC (213)⊗VC (230)⊗VC (201)
L+((2013),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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σ = (013) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (302)⊗VC (120)⊗VC (103)⊗VC (132)
L+((1321),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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σ = (031) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (012)⊗VC (321)⊗VC (310)⊗VC (302)
L+((3021),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
t
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :

z
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σ = (023) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (103)⊗VC (230)⊗VC (201)⊗VC (213)
L+((2130),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
z
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :

y t x
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σ = (032) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (120)⊗VC (302)⊗VC (321)⊗VC (310)
L+((2130),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
t
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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σ = (123) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,
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VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (230)⊗VC (103)⊗VC (132)⊗VC (120)
L+((0231),c)
−−−−−−−→ k

x ⊗ y ⊗ z ⊗ t 7→
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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σ = (132) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (132) ⊗ VC (023) ⊗ VC (031) ⊗ VC (012)
L+((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (132)⊗VC (023)⊗VC (031)⊗VC (012) → VC (321)⊗VC (012)⊗VC (023)⊗VC (031)
L+((0312),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (132), y ∈ VC (023), z ∈ VC (031) et t ∈ VC (012) on a :
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Preuve du lemme 3.1.3

Dans cette section (0123) est un 3-simplexe et c est une coloration de (0123).

σ = (01)(23) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (301)⊗VC (201)⊗VC (213)⊗VC (230)
L−((2301),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (02)(13) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (301)⊗VC (210)⊗VC (231)⊗VC (203)
L−((1032),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (03)(12) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (210)⊗VC (301)⊗VC (320)⊗VC (312)
L−((3210),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (012) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (203)⊗VC (130)⊗VC (123)⊗VC (102)
L−((1203),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (021) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (013)⊗VC (231)⊗VC (203)⊗VC (210)
L−((2013),c)
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (013) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (320)⊗VC (102)⊗VC (130)⊗VC (123)
L−((1321),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (031) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (023) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (130)⊗VC (203)⊗VC (210)⊗VC (231)
L−((2130),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (032) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,
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VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (102)⊗VC (320)⊗VC (312)⊗VC (301)
L−((2130),c)
−−−−−−−→ k
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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σ = (123) : Nous allons comparer les applications suivantes :

VC (123) ⊗ VC (032) ⊗ VC (013) ⊗ VC (021)
L−((0123),c)
−−−−−−−→ k,

VC (123)⊗VC (032)⊗VC (013)⊗VC (021) → VC (231)⊗VC (013)⊗VC (021)⊗VC (032)
L−((0231),c)
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Pour tous morphismes x ∈ VC (123), y ∈ VC (032), z ∈ VC (013) et t ∈ VC (021) on a :
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Invariants quantiques en dimension 3 et 4, TQFTs et HQFTs.

Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude des invariants quantiques en dimen-
sion 3 et 4 ainsi que les TQFTs et HQFTs qui leurs sont associées. Cette thèse établit
que pour toute catégorie C sphérique la TQFT de Turaev-Viro est issue d’une HQFT en
dimension 1+2 ayant pour but l’espace classifiant BΓC . Grâce aux méthodes dévelop-
pées pour montrer ce résultat, nous avons donné une nouvelle description l’invariant de
Turaev-Viro homologique. En outre, nous introduisons la notion de catégorie de Picard
qui nous permet de relier l’invariant de Turaev-Viro à l’invariant de Dijkgraaf-Witten.
Nous construisons également un invariant quantique de dimension 4 que nous comparons
à l’invariant quantique de dimension 4 défini par Crane, Kauffman et Yetter. Ce nou-
vel invariant est obtenu à partir de couples de catégories prémodulaires de dimensions
inversibles.

Quantum invariants of 3-manifolds and 4-manifolds, TQFTs and HQFTs.

Abstract : This thesis is devoted to the study of some quantum invariants of 3-
manifolds and 4-manifolds as well as their associated TQFTs and HQFTs. We establish
that for all spherical category C , the Turaev-Viro TQFT comes from a 1+2 dimensional
HQFT which has the classifying space BΓC as target space. Using the methods developed
here, we give a new description of the homological Turaev-Viro invariant. Furthermore,
we introduce the notion of a Picard categories which we use to link the Dijkgraff-Witten
invariant to the Turaev-Viro invariant. Lastly, we construct a 4-dimensional quantum
invariant and compare it to the quantum invariant defined by Crane, Kauffman and Yet-
ter. This invariant is obtained from pairs of premodular categories which have invertible
dimensions.
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