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Introduction générale

Les océans ont toujours inspiré les artistes : peintres, poètes, . . . On citera pour commencer
cette thèse ces quelques vers :

Oh ! combien de marins, combien de capitaines
Qui sont partis joyeux pour des courses lointaines,
Dans ce morne horizon se sont évanouis !
Combien ont disparu, dure et triste fortune !
Dans une mer sans fond, par une nuit sans lune,
Sous l’aveugle océan à jamais enfouis !

Combien de patrons morts avec leurs équipages !
L’ouragan de leur vie a pris toutes les pages
Et d’un souffle il a tout dispersé sur les flots !
Nul ne saura leur fin dans l’abîme plongée.
Chaque vague en passant d’un butin s’est chargée ;
L’une a saisi l’esquif, l’autre les matelots !

[...]

Victor Hugo, in Les rayons et les ombres.

Cette thèse se place dans le cadre de l’étude de la propagation des vagues à la surface des
océans. Ces ondes de gravité, générées par le vent, se propagent sur de longues distances, inter-
agissant entre elles jusqu’à former la houle que l’on peut observer sur les océans, les mers, les
grands lacs. Leur étude constitue un axe de recherche majeur qui a pris de l’ampleur au cours
des dernières décennies. Essayer de limiter les risques face à cet océan qui effraie et fascine est
un enjeu primordial pour les personnes y étant confrontées. Ensuite, les enjeux économiques,
liés à l’industrie offshore et aux compagnies maritimes ne sont pas non plus étrangers à l’intérêt
porté à ce domaine. En effet, les pertes engendrées par exemple par l’arrêt d’une plate-forme
d’extraction de pétrole peuvent s’élever à plusieurs millions de dollars par jour ! D’autres do-
maines sont également intéressés par une meilleure compréhension des ondes de gravité : on
pense par exemple à l’industrie touristique (plaisance, vagues sur la plage, . . . ), aux systèmes
de recupération de l’énergie de la mer, aux environnementalistes (impact des vagues sur l’éco-
système, ...). L’intérêt des recherches menées est donc multiple de par le rôle majeur joué par
les vagues dans nombre de domaines divers et variés.

L’intitulé de ce sujet de thèse, « Modélisation des processus non-linéaires de génération et
de propagation d’états de mer avec une approche spectrale» peut paraître complexe de prime
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abord. Cependant, une lecture attentive peut nous renseigner sur un certain nombre d’attentes
de cette thèse. On parle tout d’abord de « modélisation » , mettant de façon sous-entendue
l’accent sur le travail numérique à effectuer. Cette thèse se placera dans le cadre de la simulation
d’un phénomène physique précis (i.e. la reproduction à l’aide d’un modèle mathématique et/ou
physique adéquat).

L’objet de l’étude est ensuite indiqué : les « processus non-linéaires de génération et de
propagation d’états de mer» . On va donc s’intéresser, comme on l’a mentionné précédemment,
aux états de mer mais on précise dès maintenant qu’on s’intéresse en particulier à la propagation
et à la génération de ceux-ci. Il faut préciser que l’on s’inscrit ici dans les thèmes de recherche
principaux du Laboratoire de Mécanique des Fluides (LMF) de l’École Centrale de Nantes
(ECN). En effet, un bassin de houle de grande dimension (50m × 30m × 5m) fait partie des
moyens expérimentaux récents disponibles au laboratoire. Ce bassin de houle permet d’étudier
la génération (par un batteur situé sur un côté du bassin) et la propagation de houles complexes
3D. C’est donc ainsi qu’il faut comprendre le terme génération (et non pas par génération de
la houle par le vent par exemple). La modélisation de ce bassin de houle a fait l’objet de deux
thèses récentes, D. Le Touzé [80] en 2003 et F. Bonnefoy [13] en 2005 et on s’inscrit donc ici
dans la continuité de celles-ci. Il faut cependant indiquer que le sujet reste ouvert et permet
notamment de dissocier les deux processus pour étudier par exemple la propagation seule d’un
état de mer donné.

Enfin, le terme «non-linéaire» que l’on peut rapprocher du complément «par une méthode
spectrale» précise la classe de méthode qui sera utilisée. On se placera donc dans le cadre d’une
méthode dite High-Order Spectral (HOS) complètement non-linéaire où la résolution est ef-
fectuée de manière spectrale. Cette méthode, initialement développée par West et al. [128] et
Dommermuth & Yue [33] a été adaptée aux bassins de houle dans [80] & [13]. Pour résumer,
le but de cette thèse va consister en le développement, sur la base des travaux de D. Le Touzé
[80] et F. Bonnefoy [13], d’un modèle complètement non-linéaire pour résoudre le problème de
la génération et de la propagation des vagues. Ces phénomènes, pouvant se révéler fortement
non-linéaires, seront analysés sur un certain nombre de cas de calculs que l’on a jugé pertinents.

Dans la première partie, on abordera tout d’abord le problème général de la modélisation
de la houle. On met en équation le problème de la propagation de la houle en théorie potentielle
(i.e. fluide parfait en écoulement irrotationnel). Ensuite, la méthode de résolution choisie, la mé-
thode HOS, est explicitée en mettant en avant les avantages de celle-ci : méthode complètement
non-linéaire, résolution efficace grâce à la formulation spectrale et l’emploi de transformées de
Fourier rapides (FFTs pour Fast Fourier Transforms), . . . et en fournissant quelques cas de
validation. Enfin, les améliorations apportées au cours de cette thèse au cœur du modèle ini-
tialement développé (c.f. Le Touzé [80] et Bonnefoy [13]) sont développées et discutées. Elles
consistent principalement en : i) une accélération de la résolution grâce à un schéma d’avance
en temps amélioré, ainsi qu’en ii) l’implémentation d’une méthode permettant le calcul efficace
des vitesses dans le domaine fluide.

Dans une deuxième partie, on s’intéressera au cas plus particulier de la modélisation d’un
bassin de houle. Ce travail, initié par D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13] au cours de leurs
thèses respectives a été approfondi ici. L’intérêt de ce dispositif expérimental dans un laboratoire
d’hydrodynamique comme le nôtre est essentiel. En effet, il peut permettre, entre autres, de
réaliser des expériences sur maquettes afin d’étudier la tenue à la mer de navires, plates-formes
offshore, . . . ainsi que leur comportement sur houle extrême par exemple. Ceci peut se révéler
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primordial dans le cadre des phases de conception de ces corps flottants. L’étude de houle seule
est également plus facilement accessible avec un tel dispositif qui permet de générer des états
de mer prédéfinis. Néanmoins, l’approche numérique revêt également toute son importance au
vu du coût de mise en place de tels essais dans la pratique. Une modélisation précise et rapide
permettrait de limiter assez aisément le nombre de ces essais à réaliser.

Ainsi, dans un premier temps, les spécificités de ce problème sont rappelées avec la modé-
lisation du générateur de vagues ainsi que de la plage absorbante. Le travail original de cette
thèse a résidé ici dans l’amélioration de la méthode de génération de la houle (modélisation
du batteur). Celle-ci peut se révéler de grande importance lors de la génération de champs de
vagues cambrées. La méthode linéaire initialement développée ([80] & [13]) est étendue aux
ordres supérieurs. Enfin, différents cas de validation de ces nouveaux modèles sont proposés
ainsi que des cas d’application avec des comparaisons expérimentales.

Dans une troisième partie, notre intérêt se portera à la simulation de l’évolution des vagues
dans l’océan. La principale différence par rapport à la partie précédente résidant dans le fait
que le système considéré est ouvert et supposé infini par périodicité du domaine de calcul.
Les simulations réalisées le sont sur de grandes échelles. Typiquement, les cas 3D que l’on
présentera seront effectués sur des domaines d’une taille d’environ 100km2. On s’intéressera
en particulier à un phénomène qui n’est pas encore complètement compris de nos jours : les
vagues scélérates. Ce phénomène redouté, longtemps considéré comme une légende de marins,
est désormais connu. C’est un processus fortement non-linéaire de par la formation de vagues de
très grande amplitude mais qui peut être simulé à l’aide de notre modèle HOS, complètement
non-linéaire. De plus, son efficacité permet des simulations 3D sur de longs temps. Il est alors
possible d’essayer de simuler l’apparition de ces évènements extrêmes en condition de mer réelle.

Tout d’abord, il est important de rappeler les spécificités du problème qui résident essentiel-
lement dans la définition correcte de l’état de mer initial que l’on va laisser évoluer. Différentes
validations seront proposées afin de s’assurer de la validité de notre modèle HOS. Puis, on
s’intéressera à l’apparition des vagues scélérates au sein de différents champs de vagues, en
commençant par leur apparition forcée par focalisation spatio-temporelle. Leur apparition na-
turelle (i.e. au sein d’un état de mer réel) est également étudiée en portant un intérêt particulier
à l’influence de la directionnalité sur leur probabilité d’occurrence, ainsi que sur différentes ca-
ractéristiques de ces vagues extrêmes (hauteur, extension transverse, . . . ).

Enfin, la quatrième partie présentera le problème de l’interaction entre une houle et une
structure marine. Ce travail fait l’objet de recherches depuis de nombreuses années au sein du
LMF. Trois thèses en cours ou récemment finies (Gilloteaux [56], Guilcher [64] et Luquet [85])
ont porté sur le couplage entre différentes méthodes afin de résoudre ce problème de tenue à la
mer. Cette problématique émane du fait que ce type de simulations est difficilement accessible
aux méthodes de résolution classiques du problème de l’écoulement autour d’une structure.
Ces dernières sont en général très mal adaptées au problème spécifique de la propagation de la
houle (notamment en termes de ressources CPU nécessaires). L’attrait pour le développement
d’une méthode très précise mais avec un temps de calcul raisonnable est en conséquence très
important. L’approche adoptée est celle d’un couplage entre la méthode HOS et les codes de
calcul résolvant l’écoulement autour d’une structure quelconque. En particulier, trois couplages
différents seront proposés : i) dans un premier temps, un couplage entre notre méthode spectrale
et un code potentiel résolvant le problème de diffraction-radiation d’un corps flottant soumis à
de grandes amplitudes, ii) dans un deuxième temps, le couplage entre le code HOS et un code
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de tenue à la mer visqueux type RANS et enfin iii) le couplage avec une méthode SPH.
On présentera donc tout d’abord le modèle de couplage à proprement parler en pointant

l’intérêt de l’approche adoptée. Les aspects numériques représentant le travail effectué durant
cette thèse sont clairement indiqués (le couplage en lui-même faisant l’objet de thèses à part
entière). Ensuite, chacun des trois couplages est décrit avec des résultats représentatifs donnés
en tant qu’illustration.
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Introduction

Cette partie va présenter différents aspects relatifs à la modélisation du problème de la
propagation d’ondes de gravité. On va s’intéresser tout d’abord aux différents travaux réalisés
en théorie potentielle. Cette rapide revue bibliographique permettra de situer la méthode HOS
qui sera utilisée par la suite.

Historiquement, les lois de Newton qui régissent la mécanique au sens large ont été intro-
duites par Isaac Newton en 1687. Ce qu’on appelle la théorie potentielle est quant à elle apparue
aux XV IIIème et XIXème siècles dans le cadre de la formulation des problèmes gravitation-
nels dérivant de potentiels satisfaisant l’équation de Laplace. Les travaux de Lagrange (1773),
Legendre (1784 à 1794) et Laplace (1782 à 1799) ont donc permis des avancées significatives.
Lagrange sera le premier à employer le terme de champ potentiel, celui-ci étant décrit par une
fonction que Green (1828) appellera la fonction potentielle et qu’enfin Gauss (1840) nommera
simplement potentiel. Dans ces exemples, on utilise un potentiel lié à la force. Pour le cas des
écoulements, on parlera de théorie potentielle avec un potentiel des vitesses (i.e. les vitesses
dérivent d’un potentiel), utilisé dès le début du XIXème siècle dans les travaux de Poisson
[105], Cauchy [21] ou Stokes [117].

La résolution de ce problème formulé en théorie potentielle se fera par une méthode spec-
trale. On entend par méthode spectrale les méthodes globales (à distinguer des méthodes locales
telles que éléments finis, différences finies, volumes finis) exprimant le problème dans un espace
de fonctions et qui vérifient des propriétés de convergence rapide. Une description plus détaillée
de cette représentation est donnée dans la section I.1.2.

On essaiera de positionner ici la méthode utilisée au cours de cette thèse par rapport aux
autres méthodes de résolution couramment utilisées pour modéliser le problème de la pro-
pagation de vagues. Historiquement, les méthodes de résolution numérique du problème de
propagation de vagues ont commencé à être développées au cours des années 60.

On commence par rappeler ici les modèles spectraux existants tels que donnés par Le Touzé
[80] auquel on se réfère pour une revue bibliographique détaillée de ces modèles :

• Mode-coupling : cette approche a été initialement proposée au début des années 60 par
Phillips [103], Longuet-Higgins [83] et Hasselmann [69] pour la résolution de l’évolution
de spectre d’états de mer faiblement non-linéaires et plus particulièrement les transferts
d’énergie au cours de cette évolution. Les interactions mode à mode sont alors prises en
compte permettant le calcul de ce transfert d’énergie. C’est en 1968 que Zakharov [133]
établira sur ce même modèle les équations d’évolution des modes eux-mêmes, donnant
ainsi accès à l’évolution temporelle de la surface libre par exemple. Un nombre limité de
composantes est utilisé : interactions à 4 vagues dans l’article de Zakharov, l’extension aux
interactions à 5 vagues ayant été réalisée par Stiassnie & Shemer [116] dont une applica-
tion numérique peut être trouvée dans Annenkov & Shrira [4]. C’est avec ce formalisme
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qu’apparaîtra l’équation cubique Non-Linéaire de Schödinger (NLS) pour l’hydrodyna-
mique dans [133]. Le lien entre cette équation NLS, dans sa forme modifiée au quatrième
ordre, et l’équation dite de Zakharov peut être trouvé dans Stiassnie [115]. On reviendra
sur ce modèle couramment utilisé plus en détail dans la partie III. On indique ici le livre
de Yuen & Lake [131] pour une revue de ces méthodes en 1982.

• Méthode directe : On entend ici par méthode directe une méthode sans développement
en ordres ou en composantes comme précédemment. Les Conditions de Surface Libre
(CSL) sont appliquées en la position exacte de celle-ci et résolues sur cette frontière
mobile. L’inconvénient principal de ce genre de méthode est l’impossibilité d’utiliser les
algorithmes de FFTs pour cette résolution (dû à la formulation non-linéaire du problème
sur la surface libre) et donc un coût en temps de calcul beaucoup plus élevé que pour les
autres méthodes citées ici. Cette méthode a été utilisée principalement par ses initiateurs,
Fenton & Rienecker [43]. On indique également le travail récent de Johannessen & Swan
[75] utilisant cette méthode dans une version améliorée permettant l’étude d’états de mer
3D.

• High-Order Spectral : Le modèle High-Order Spectral (HOS), qui fait l’objet de cette
thèse sera détaillé au cours de cette partie. On évoque ici simplement que ce modèle,
développé initialement par West et al. [128] et Dommermuth & Yue [33] résout, comme
pour la méthode directe, le problème non-linéaire complet. Cependant, une technique
particulière permettra d’obtenir un code très efficace grâce à l’emploi de FFTs pour la
résolution. Ce modèle est basé sur les mêmes équations surfaciques que celles dérivées par
Zakharov [133] mais sous leur forme complètement non-linéaire, i.e. avant l’expression sous
forme d’interactions entre vagues. Il a été utilisé pour diverses applications : apparition
de vagues scélérates en 2D dans Brandini [18], évolution de spectres de houle 3D dans
Tanaka [118] & [119] ou génération de houles irrégulières 2D et de paquets de vagues
focalisées 3D dans un bassin de houle dans Bonnefoy et al. [17].

• Dirichlet-Neumann Operator : Les modèles utilisant un Dirichlet-Neumann Operator (DNO)
permettent, de même que la méthode HOS, de résoudre le problème surfacique complè-
tement non-linéairement et grâce à leur opérateur d’utiliser des FFTs pour la résolution.
On citera par exemple Craig & Sulem [29] pour l’article original et Bateman [8] & [9]
pour les derniers développements et une version accélérée de la méthode. Il faut noter
que Le Touzé [80] puis Schäffer [107] et [108] montreront que la méthode DNO dans sa
version accélérée et la méthode HOS sont identiques.

• σ−Transform : Cette méthode, initiée par Ku & Hatziavramidis [79] en fluide visqueux
et dans une version plus récente en théorie potentielle non-linéaire par Chern et al. [23]
& [24] propose d’utiliser la transformation σ (Phillips [102]) pour ramener le problème
étudié à une géométrie fixe permettant l’utilisation de méthodes pseudo-spectrales pour
la résolution. L’inconvénient étant la nécessité de discrétiser volumiquement le domaine
augmentant d’autant plus le temps de calcul (par rapport aux méthodes surfaciques pré-
cédentes). Ainsi, même si la stabilité et la précision semblent un peu améliorées (Nicholls
& Reitich [96]) le temps de calcul peut devenir prohibitif pour des calculs 3D, bien que
la flexibilité plus grande de la géométrie puisse être d’un attrait non-négligeable.

• Méthode Mixte Pseudo-Spectrale/Intégrale : Cette méthode, initiée par Clamond & Grue
[27] en 2D propose une résolution originale du problème non-linéaire complet. A une ré-
solution pseudo-spectrale classique (avec formulation surfacique type Zakharov [133]) est
adjointe une résolution intégrale aux endroits les plus cambrés. Ceci permet le traitement
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de fortes non-linéarités dans le champ de vagues avec une extension spatiale du noyau
de résolution pouvant être modifiée à loisir. La version 3D a été développée récemment
par Fructus et al. [52]. Les auteurs exhibent un comportement intéressant, notamment en
terme de stabilité, par rapport aux méthodes pseudo-spectrales “classiques” type DNO ou
HOS. Cependant, aucune application plus cambrée que celles qui peuvent être réalisées
pratiquement avec ces méthodes n’a été présentée jusqu’à présent. On peut par ailleurs
indiquer que les temps de calculs de cette méthode mixte se révèlent bien supérieurs à
ceux des méthodes DNO ou HOS.

Il faut également indiquer que des méthodes de résolution, autres que spectrales, existent
dans ce champ de modélisation de la houle. On pense en particulier à toutes les méthodes utili-
sant la formulation intégrale des équations (BIE pour Boundary Integral Equation). La résolu-
tion s’effectue alors par la méthode des éléments aux frontières (BEM pour Boundary Element
Method) qui propose une résolution du potentiel à l’intérieur du domaine fluide grâce à l’ex-
pression du problème sur les frontières, en fonction des conditions aux limites. Les CSL sont en
général résolues de manière lagrangienne donnant le nom de schéma Mixte Eulérien/Lagrangien
(MEL) à ce type de résolution. De nombreuses études ont été réalisées dans le cadre de la pro-
pagation d’ondes de gravité avec ce genre de modèle. On se réfère aux modèles les plus aboutis,
tels celui de Grilli et al. [59], amélioré dans Fochesato & Dias [48] qui ont introduit une accéléra-
tion de la résolution à l’aide d’algorithmes de résolution rapide par multipoles (FMA pour Fast
Multipole Algorithms). Des applications récentes ont été présentées dans Fochesato et al. [49].
L’intérêt principal de ce genre de méthode résidant dans le fait que des géométries de domaines
complexes peuvent être étudiées, incluant la présence de corps à l’intérieur du domaine (on se
réfère par exemple au modèle développé par Ferrant [46]). Le déferlement peut également être
étudié avec une telle méthode (même si la reconnexion de surface libre ne peut pas être trai-
tée). En contrepartie, les temps de calcul restent élevés en comparaison des méthodes spectrales
évoquées précédemment (même avec les versions améliorées avec FMA).

On peut noter également que l’approche Boussinesq a connu de nombreux développements
permettant dorénavant une très grande précision de résolution grâce à cette méthode. Ces
travaux récents ont abouti à une version d’ordre élevé décrite dans Fuhrman & Madsen [54].
Initialement, ces méthodes étaient très limitées au niveau des profondeurs pouvant être simulées
(l’approximation Boussinesq impliquant une profondeur faible), mais les dernières avancées
permettent de modéliser des hauteurs d’eau assez importantes (cf. Madsen et al. [90]).

Enfin, il convient de remarquer que des modèles n’étant pas basés sur la théorie potentielle,
et permettant la résolution du problème de propagation de vagues, existent. On peut évoquer
par exemple l’ensemble des méthodes résolvant les équations de Navier-Stokes complètes (i.e.
incluant la viscosité) et plus communément utilisées pour la résolution des écoulements à sur-
face libre autour d’objets flottants. La génération de la houle peut alors se faire typiquement
par l’inclusion de frontières mobiles dans le domaine de calcul. On peut citer par exemple les
méthodes basées sur les équations RANS, avec des schémas de résolution type VOF, voir par
exemple Chen et al. [22]. D’autres méthodes ont été développées ponctuellement résolvant éga-
lement les équations de Navier-Stokes de façon complète avec divers schémas type éléments
finis ou différences finies. Dans ces méthodes, pas très adaptées à la propagation de la houle,
celle-ci peut devenir un challenge. En effet, le caractère dissipatif de ces modèles ne permet
en général la propagation de la houle qu’au prix d’un effort en nombre de points/temps de
calcul prohibitif. On se réfère par exemple à la partie IV pour quelques détails concernant les
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couplages entre méthodes.

La présente partie sera décomposée en 3 chapitres comme indiqué ci-après :

• La formulation associée à notre problème sera tout d’abord donnée en s’attardant sur
les hypothèses utilisées ainsi que sur les équations générales régissant le problème. Les
deux cas d’étude auxquels on s’intéresse au cours de cette thèse seront distingués, à savoir
l’étude en milieu confiné (correspondant à la modélisation d’un bassin de houle) et l’étude
en milieu ouvert (correspondant à la modélisation océanique).
• Ensuite, la méthode HOS initialement développée par West et al. [128] et Dommermuth &

Yue [33] sera décrite en détails. Divers aspects numériques seront abordés : algorithmique
de résolution, intégration en temps, et on portera un intérêt particulier au traitement
anti-repliement. Différents cas de validation seront également présentés afin de s’assurer
de la convergence et de l’efficacité de notre méthode.
• Enfin, le troisième chapitre présentera les différentes améliorations apportées à la méthode

au cours de ce travail de thèse. En particulier, le travail effectué sur l’avance en temps
ainsi que sur l’extrapolation dans tout le domaine fluide des valeurs connues au niveau
de la surface libre sera détaillé.
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Chapitre I.1

Formulation

Ce chapitre a pour objectif de présenter rapidement la formulation associée à notre problème.
Le cadre général du problème sera tout d’abord fixé en définissant les hypothèses utilisées ainsi
que les équations générales régissant notre problématique. Ensuite, les points essentiels de la
résolution par méthode spectrale seront rappelés. Dans chacune de ces sections, le cas de la
modélisation d’un bassin de houle et celui de la modélisation océanique seront distingués afin
d’exposer clairement leurs similitudes et différences.

I.1.1 Hypothèses et équations générales

Dans cette section seront décrites les différentes hypothèses faites pour la mise en équation
de notre problème. On considère un domaine D contenant un fluide (classiquement de l’eau),
pouvant représenter un bassin de houle fermé ou bien un milieu ouvert représentant une partie
de l’océan.

On choisit pour système de coordonnées un système cartésien dont l’origine O est positionnée
à une extrémité du domaine. L’axe Ox est situé selon la longueur Lx du domaine, l’axe Oy selon
la largeur Ly et l’axe Oz selon la verticale ascendante, le niveau z = 0 correspondant au niveau
du fluide au repos (voir figure I.1.1). On note x le vecteur horizontal (x,y).

x

Lx

y

Ly

O

−h

z

Fig. I.1.1 – Schéma du domaine de résolution avec système de coordonnées

Le fluide simulé sera toujours de l’eau que l’on va considérer incompressible. On fait de plus
l’hypothèse d’un fluide parfait, i.e. non-visqueux, et celle d’un écoulement irrotationel. Avec
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CHAPITRE I.1. FORMULATION

ces hypothèses, il est possible de décrire un potentiel des vitesses φ(x,z,t) tel que V(x,z,t) =
∇̃φ(x,z,t), avec ∇̃ représentant le gradient volumique. L’équation de continuité (divV = 0)
devient alors l’équation de Laplace suivante :

∆φ = 0 dans D

L’équation de conservation de la quantité de mouvement peut quant à elle être écrite sous
la forme de l’équation de Bernoulli instationnaire comme suit :

P

ρ
+
∂φ

∂t
+ gz +

1
2
|∇̃φ|2 = c(t) dans D (I.1.1)

avec c(t) une constante dépendant seulement du temps, dite constante de Bernoulli. Classique-
ment, elle est prise égale à la pression atmosphérique (on néglige alors la tension superficielle).

On choisit alors, en supposant le non-déferlement, de définir la position de la surface libre
par une grandeur univoque η(x,t). Dès lors, en écrivant l’équation précédente (I.1.1) en la
position de la surface libre on obtient :

∂φ

∂t
= −gη − 1

2
|∇̃φ|2 en z = η(x,t)

Ce qui correspond à ce qu’on appelle la Condition Dynamique de Surface Libre, que l’on notera
CDSL par la suite.

Le mouvement de la surface libre peut être décrit par l’équation suivante :

F (x,z,t) = z − η(x,t) = 0 (I.1.2)

En tout point de la surface décrite par l’équation précédente (I.1.2), les vitesses normales
du fluide et de cette surface sont égales (i.e. la surface libre est imperméable). D’où :

V.n = U.n (I.1.3)

avec U représentant la vitesse de la surface libre. Cette dernière peut être calculée par la dérivée
particulaire de la position de la surface libre :

U =

∣∣∣∣∣
u
Uz

=
D

Dt

∣∣∣∣∣
x

η(x,t)
=

(
∂

∂t
+ U.∇̃

) ∣∣∣∣∣
x

η(x,t)

U =

∣∣∣∣∣∣

u
∂η

∂t
+ u.∇η

On peut ensuite exprimer un vecteur normal à la surface libre, n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∂η
∂x

−∂η
∂y

1

. On en déduit :

U.n =
∂η

∂t
et V.n =

∂φ

∂z
−∇φ.∇η
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I.1.1. HYPOTHÈSES ET ÉQUATIONS GÉNÉRALES

D’où l’expression de la Condition Cinématique de Surface Libre, notée CCSL par la suite :

∂η

∂t
=
∂φ

∂z
−∇φ.∇η en z = η(x,t)

En résumé, le système d’équations pour les Conditions de Surface Libre, notées CSL, que nous
avons à résoudre est :





∂η

∂t
=
∂φ

∂z
−∇φ.∇η

∂φ

∂t
= −gη − 1

2
|∇̃φ|2

en z = η(x,t) (I.1.4)

On a affaire à deux types de non-linéarités en suivant Ferrant [44]. Tout d’abord, on a des
conditions devant être satisfaites sur des frontières en mouvement, dont la position fait elle-
même partie des inconnues du problème, ce sont les non-linéarités de position. De plus, les CSL
sont elles-mêmes des équations aux dérivées partielles non-linéaires : ce sont les non-linéarités
de structure.

Une fois ces hypothèses et équations générales posées, nous pouvons nous intéresser aux
spécificités de deux cas traités par la suite : i) la modélisation d’un bassin de houle (i.e. en
milieu fermé) et ii) la modélisation océanique (i.e. en milieu ouvert)

I.1.1.1 Modélisation d’un bassin de houle

On a établi dans la section I.1.1 précédente les CSL. On va maintenant s’intéresser aux
autres conditions aux limites sur les frontières de notre domaine. Dans le cas de la modélisation
d’un bassin de houle on a un domaine fermé (voir figure I.1.2), donc des conditions de flux nul
à travers les parois qui se traduisent (comme lors de l’établissement des CSL) par l’équation de
glissement, eq. (I.1.3).

x

Lx

y

Ly

O

−h

z

Fig. I.1.2 – Schéma du bassin de houle modélisé

On en déduit, sur les différentes frontières de notre domaine :
• sur les murs latéraux :

∂φ

∂y
= 0 en y = 0,Ly
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CHAPITRE I.1. FORMULATION

• sur le mur opposé au batteur :

∂φ

∂x
= 0 en x = Lx

• au fond du bassin :

∂φ

∂z
= 0 en z = −h

On doit également ajouter une dernière condition au niveau du batteur (près de la section
x = 0) afin de le modéliser. Ceci sera traité en détail dans le paragraphe II.1.1.1, la condition
étant également une condition de glissement mais appliquée cette fois-ci sur une paroi mobile.
On arrive ainsi à un système d’équations à vérifier pour le potentiel des vitesses et l’élévation
de surface libre :

∆φ = 0 dans D (I.1.5a)
∂φ

∂y
= 0 en y = 0,Ly (I.1.5b)

∂φ

∂x
= 0 en x = Lx (I.1.5c)

∂φ

∂z
= 0 en z = −h (I.1.5d)

∂η

∂t
=

∂φ

∂z
−∇φ.∇η en z = η(x,t) (I.1.5e)

∂φ

∂t
= −gη − 1

2
|∇̃φ|2 en z = η(x,t) (I.1.5f)

+ Condition sur le batteur

I.1.1.2 Modélisation océanique

On s’intéresse ici au cas de la modélisation d’une partie de l’océan. Cette fois-ci le domaine
à prendre en compte est supposé périodique dans chacune des directions x et y. Le domaine
simulé est donc supposé infini.

On en déduit les conditions aux limites suivantes :

• sur les parois latérales :

φ(x,y = 0) = φ(x,y = Ly)

η(x,y = 0) = η(x,y = Ly)

φ(x = 0,y) = φ(x = Lx,y)

η(x = 0,y) = η(x = Lx,y)

• au fond du bassin :

∂φ

∂z
= 0 en z = −h
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I.1.2. RÉSOLUTION PAR MÉTHODE SPECTRALE

On arrive ainsi à un système d’équations à vérifier pour le potentiel des vitesses et l’élévation
de surface libre :

∆φ = 0 dans D (I.1.6a)

φ(x,y = 0) = φ(x,y = Ly) (I.1.6b)

φ(x = 0,y) = φ(x = Lx,y) (I.1.6c)

η(x,y = 0) = η(x,y = Ly) (I.1.6d)

η(x = 0,y) = η(x = Lx,y) (I.1.6e)
∂φ

∂z
= 0 en z = −h (I.1.6f)

∂η

∂t
=

∂φ

∂z
−∇φ.∇η en z = η(x,t) (I.1.6g)

∂φ

∂t
= −gη − 1

2
|∇̃φ|2 en z = η(x,t) (I.1.6h)

I.1.2 Résolution par méthode spectrale

On rappelle ici de manière rapide le fonctionnement d’une résolution par méthode spectrale.
Pour de plus amples détails, voir la thèse de D. Le Touzé [80]. Le point de départ est qu’une
fonction quelconque f peut a priori être décomposée sur une base de fonctions de telle manière
que :

f(x) =
∑

i

Aiψi(x)

Ces fonctions ψi(x) peuvent être des polynômes de Tchebyshev, Legendre, des fonctions
trigonométriques ou autre, suivant la géométrie du domaine de définition de f . Dans notre cas
d’un bassin rectangulaire (voir Fig. I.1.1), ce sera simplément des fonctions trigonométriques.
Ces dernières seront différentes suivant les 2 cas traités par la suite dans cette thèse : i) la
modélisation d’un bassin de houle et ii) la modélisation océanique.

Les conditions aux limites (bords du domaine et fond) détermineront alors la forme exacte
des fonctions de base. Dès lors, on sera capable - grâce notamment dans notre cas à l’emploi
de transformées de Fourier rapides (FFTs) - de déterminer de façon très efficace les inconnues
de notre problème, les amplitudes modales Ai.

I.1.2.1 Bassin de houle

Dans le cas du bassin de houle, le système composé des conditions aux limites (équations
(I.1.5b) à (I.1.5d)) auxquelles on ajoute une condition homogène de Neumann sur le mur x = 0
ainsi que l’équation de Laplace (I.1.5a) peut être résolu implicitement par un choix judicieux
de fonctions de base. On peut en effet exprimer le potentiel des vitesses sous la forme suivante :

φ(x,z,t) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

Aφij(t) cos(kxix) cos(kyjy)
cosh (kij [z + h])

cosh (kijh)
(I.1.7)

avec kxi = iπ
Lx

, kyj = jπ
Ly

et kij =
√
k2
xi

+ k2
yj

. Les fonctions de base utilisées sont donc :
ψij(x) = cos(kxix) cos(kyjy). Et de la même manière l’élévation de surface libre peut être
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exprimée comme :

η(x,t) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

Aηij(t) cos(kxix) cos(kyjy)

La décomposition effectuée correspond à une décomposition selon les modes propres du bassin.
Ces derniers forment une base orthogonale ayant de nombreux avantages :

• Convergence rapide suivant le nombre de modes (c.f. chapitre I.2). Ceci permet de tron-
quer les sommes décrites précédemment à des nombres de points de collocation Nx, Ny
pas trop importants.
• Une décomposition en série de cosinus permet l’emploi de FFTs pour le passage entre

l’espace physique (φ(x,z,t)) et l’espace modal (Aij(t)). Ainsi, le temps de calcul évolue
comme N log(N) avec N = Nx Ny nombre de modes/points de collocation (Nx modes
dans la direction x et Ny modes selon y). Ceci est à comparer avec une inversion directe
avec un coût en N2.

L’inconvénient le plus important est ici que la géométrie du domaine est limitée à cette forme
rectangulaire décrite précédemment. En effet, si on veut conserver la possibilité d’effectuer ce
développement sur une base de fonctions cosinusoïdales, le domaine doit être rectangulaire.
Cependant, on verra dans le chapitre II.1 comment prendre en compte un batteur situé sur le
mur x = 0 en conservant ces caractéristiques intéressantes.

I.1.2.2 Milieu ouvert

Dans le cas des simulations océaniques, le système cette fois composé des conditions de
périodicité (équations (I.1.6b) & (I.1.6c)) ainsi que de la condition de fond (équation (I.1.6f))
et de l’équation de Laplace (I.1.5a) peut être résolu implicitement en exprimant le potentiel
des vitesses sous la forme suivante :

φ(x,z,t) =
+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞

Aφij(t) exp(ikxix) exp(ikyjy)
cosh (kij [z + h])

cosh (kijh)
(I.1.8)

avec kxi = i 2π
Lx

, kyj = j 2π
Ly

et kij =
√
k2
xi

+ k2
yj

. Les fonctions de base utilisées sont donc :
ψij(x) = exp(ikxix) exp(ikyjy). L’élévation de surface libre peut quant à elle être exprimée
comme suit :

η(x,t) =
+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞

Aηij(t) exp(ikxix) exp(ikyjy)

On conserve les mêmes avantages que pour la décomposition en cosinus précédente. On
est limité, comme précédemment, à des géométries rectangulaires. Cependant, ce facteur se
retrouve moins limitant lorsque l’on veut modéliser un domaine supposé infini (i.e. l’océan) que
l’on peut découper grâce à la périodicité du domaine effectif de calcul (qui sera dans notre cas
un grand domaine rectangulaire, c.f. chapitre III.1).

En conclusion, on a rappelé dans ce chapitre les aspects essentiels de la formulation de notre
problématique. La résolution par méthode spectrale qui est utilisée par la suite est également
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brièvement décrite. Ainsi, on dispose maintenant des bases nous permettant d’expliquer plus en
détail la méthode Higher-Order Spectral : HOS, que nous utilisons (voir chapitre suivant I.2).
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Chapitre I.2

Modèle non-linéaire complet

Dans ce chapitre sera décrite la méthode High-Order Spectral (HOS) initialement dévelop-
pée par West et al. [128] et Dommermuth & Yue [33]. Le cœur de cette méthode sera tout
d’abord présenté dans une première section. On détaille la reformulation en quantités surfa-
ciques des CSL qui simplifie le problème et le ramène au seul calcul de la vitesse verticale au
niveau de la surface libre. Ce calcul, effectué grâce à l’approximation HOS proprement dite, est
expliqué en mettant en avant les différences entre les formulations de West et al. [128] et celle de
Dommermuth & Yue [33]. L’algorithmique de résolution choisie sera également donnée. Dans la
deuxième section, on fera des rappels importants concernant la méthode HOS et son implémen-
tation : intégration en temps, traitement anti-repliement, validations. Enfin, la dernière section
s’intéressera au temps de calcul et notamment à l’influence du traitement anti-repliement ainsi
qu’à l’évolution de celui-ci avec le nombre de points.

I.2.1 Cœur de la méthode

I.2.1.1 Expression en quantités surfaciques

Le point de départ de ce modèle est de formuler en quantités surfaciques les CSL (I.1.4). Ces
conditions, initialement formulées pour l’élévation de surface libre η et le potentiel des vitesses
φ, sont réexprimées en fonction de η et du potentiel de surface défini par :

φs(x,t) = φ(x,z = η(x,t),t) (I.2.1)

On obtient ainsi les nouvelles CSL :




∂η

∂t
=
(
1 + |∇η|2

) ∂φ
∂z
−∇φs.∇η

∂φs

∂t
= −gη − 1

2
|∇φs|2 +

1
2

(
1 + |∇η|2

)(∂φ
∂z

)2 en z = η(x,t) (I.2.2)

Ces dernières vont permettre d’avancer en temps les quantités nous intéressant, à savoir
η(x,t) et φs(x,t). En effet, en supposant connues ces quantités à l’instant t, il est possible de les
évaluer à l’instant t+ ∆t en utilisant (I.2.2). On s’aperçoit alors que la seule inconnue restant

dans le système d’équations précédent est la vitesse verticale W (x,t) =
∂φ

∂z
(x,z = η(x,t),t).

De plus, il est à noter qu’il s’agit de la seule quantité volumique restante. Cette inconnue ne
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pouvant pas être obtenue de manière immédiate (due à la présence de la condition sur la surface
libre), elle va être évaluée par un processus itératif d’ordre élevé correspondant au modèle HOS
à proprement parler.

Ce développement en quantités surfaciques permet donc une simplifcation très importante
du problème initial, exprimé dans le volume D de fluide. Tout est maintenant résolu au niveau de
la surface libre, on a donc gagné une dimension (la composante verticale z). Le développement
en quantités spectrales s’effectuera donc sur η et φs.

η(x,t) =
∑

i

∑

j

Aηij(t)ψij(x,t) (I.2.3)

φs(x,t) =
∑

i

∑

j

Aφ
s

ij (t)ψij(x,t) (I.2.4)

Avec, en notant kĳ = (kxi, kyj) (voir section I.1.2 pour l’expression des nombres d’onde), on
rappelle les fonctions de base utilisées :

ψij(x,t) = cos(kxix) cos(kyjy) pour le bassin de houle, (i,j) ∈ [0,+∞] (I.2.5)

ψij(x,t) = exp(ikĳ.x) pour le milieu ouvert, (i,j) ∈ [−∞,+∞] (I.2.6)

Il sera utile par la suite de définir les vitesses au niveau de la surface libre, en fonction de
φs ou de φ:

∂φ

∂x
=

∂φs

∂x
− ∂η

∂x

∂φ

∂z
en z = η (I.2.7a)

∂φ

∂y
=

∂φs

∂y
− ∂η

∂y

∂φ

∂z
en z = η (I.2.7b)

I.2.1.2 Calcul de la vitesse verticale

La première étape du calcul de la vitesse verticale W (x,t) est de décomposer en série de
puissance de η le potentiel φ :

φ(x,η,t) =
∞∑

m=1

φ(m)(x,η,t)

Pratiquement, cette somme est tronquée à une valeur finie, appelée ordre HOS et notée M
par la suite. On effectue alors un développement de Taylor de chaque potentiel φ(m) autour de
z = 0 :

φ(m)(x,η,t) =
∞∑

n=0

ηn

n!
∂nφ(m)

∂zn
(x,0,t) (I.2.8)

On obtient ainsi en combinant ces deux développements :

φs(x,t) = φ(x,η,t)

= φ(1)(x,0,t) + η(x,t)
∂φ(1)

∂z
(x,0,t) + · · ·+ φ(2)(x,0,t) + η(x,t)

∂φ(2)

∂z
(x,0,t) + . . .
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On regroupe alors chaque ordre comme suit :

φ(1)(x,0,t) = φs(x,t)

φ(2)(x,0,t) = −η(x,t)
∂φ(1)

∂z
(x,0,t)

φ(3)(x,0,t) = −η(x,t)
∂φ(2)

∂z
(x,0,t)− η2

2!
(x,t)

∂2φ(1)

∂z2
(x,0,t) (I.2.9)

... =
...

φ(m)(x,0,t) = −
m−1∑

k=1

ηk

k!
(x,t)

∂kφ(m−k)

∂zk
(x,0,t) pour m > 1

On obtient ainsi un système triangulaire, chaque ligne représentant une itération menée
dans le calcul. Celles-ci sont évaluées sur des surfaces simples (en z = 0) et peuvent donc être
calculées facilement par méthode spectrale. Chaque ordre est décomposé sur des fonctions de
base comme explicité précédemment dans I.1.2 :

φ(m)(x,z,t) =
∑

i

∑

j

A
(m)
ij (t) ψij(x)

cosh (kij [z + h])
cosh(kijh)

Les amplitudes modales sont obtenues pour chaque ordre (A(m)
ij (t)) et, à partir du système

précédent (I.2.9), on peut former un autre système à même de calculer la vitesse verticale
recherchée W . Celle-ci est décomposée en série de puissance :

W (x,t) =
∞∑

m=1

W (m)(x,t) (I.2.10)

On en déduit alors :

W (1)(x,t) =
∂φ(1)

∂z
(x,0,t)

W (2)(x,t) =
∂φ(2)

∂z
(x,0,t) + η(x,t)

∂2φ(1)

∂z2
(x,0,t)

W (3)(x,t) =
∂φ(3)

∂z
(x,0,t) + η(x,t)

∂2φ(2)

∂z2
(x,0,t) +

η2

2!
(x,t)

∂3φ(1)

∂z3
(x,0,t) (I.2.11)

... =
...

W (m)(x,t) =
m−1∑

k=0

ηk

k!
(x,t)

∂k+1φ(m−k)

∂zk+1
(x,0,t)

Ayant obtenu, avec le système d’équations (I.2.9), les amplitudes modales A(m)
ij (t) on a accès

aux différents ordres de la vitesse verticale W (m) et on peut ainsi la calculer à l’ordre M voulu :

WM(x,η,t) =
M∑

m=1

W (m)(x,η,t)

Les différences entre les articles de Dommermuth & Yue [33] et de West et al. [128] résident
dans l’utilisation de cette vitesse verticale. En effet, nous suivons West et al. qui proposent
un traitement homogène de W en ordre dans les CSL. Le terme faisant intervenir la vitesse
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verticale dans la CCSL est (1 + |∇η|2)W , et pour garder la consistance en ordre, il convient
d’écrire :

(
1 + |∇η|2

)
W ≃WM + |∇η|2WM−2 (I.2.12)

De la même manière dans la CDSL :
(
1 + |∇η|2

)
W 2 ≃ (W 2)M + |∇η|2(W 2)M−2 (I.2.13)

que l’on peut comparer avec la formulation de Dommermuth & Yue qui sera pour la CCSL
par exemple : (1 + |∇η|2)W ≃ WM + |∇η|2WM . Le caractère non-homogène de leur méthode
pourrait expliquer certaines différences observées entre nos résultats et les leurs (notamment
au niveau de la détérioration de précision aux M élevés qu’ils observent).

I.2.1.3 Algorithme de résolution

Les CSL sont des équations d’évolution pour η et φs en chaque point de collocation. Ces
variables vont être avancées en temps avec un schéma de type Runge-Kutta. Comme vu dans
la section précédente, en supposant connues les quantités à l’instant t, on calcule ∂η

∂t
et ∂φ

s

∂t

(équation (I.2.2)) selon le diagramme I.2.1. Il est à noter que les gradients, ∇η et ∇φs sont
calculés dans l’espace transformé grâce à des FFTs (on rappelle ici que le domaine de calcul a
été choisi de telle façon que l’usage de ces FFTs soit possible). La vitesse verticale est obtenue
à l’aide du processus itératif décrit dans la section précédente. Les produits sont calculés dans
l’espace physique avec tous les termes traités contre le repliement (voir section I.2.2.1). On
obtient ainsi les seconds membres (traités également contre le repliement) nécessaires au calcul
des CSL (système d’équations (I.2.2)).

W et W 2

φs(x,t)

t = t+ ∆t

η(x,t)

∇η et ∇φs

CSL eq. I.2.2
∂η

∂t
et
∂φs

∂t

Fig. I.2.1 – Diagramme de la résolution temporelle des CSL
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On peut évaluer le nombre de FFTs nécessaires au calcul en fonction de l’ordre HOS M
choisi. Le premier triangle de résolution (équation (I.2.9)) nécessite M M+1

2 FFTs (directes ou
inverses), afin d’obtenir les amplitudes modales A(m)

ij (t) et le triangle pour l’évaluation de W ,
équation (I.2.11), nécessite M FFTs. On arrive ainsi, sans anti-repliement, à un nombre de
FFTs :

NFFT = M
M + 3

2
(I.2.14)

On retrouve alors les résultats obtenus par Schäffer [108]. Dans cet article, Schäffer compare
les modèles DNO (Craid & Sulem [29] et Bateman et al. [8]) et les modèles HOS de West et al.
[128] et Dommermuth & Yue [33]. Ces modèles sont identiques, seul le formalisme d’écriture
change (voir également Le Touzé [80]). Il est à noter que ce comportement en O(M2) n’est pas
confirmé par Yue dans le chapitre consacré au HOS dans le livre de C.C. Mei et al. [91]. En
effet, une évolution étrange en O(M) est donnée, sans justification et aucun temps CPU ne
permettant de vérifier une telle évolution. On se propose de vérifier cette dépendance par la
suite, voir section I.2.3.

I.2.2 Rappels importants

Dans cette section seront rappelés les résultats importants concernant la méthode HOS et
son implémentation que l’on peut trouver dans F. Bonnefoy [13], [14].

I.2.2.1 Aspects théoriques & numériques

Intégration en temps

L’avance en temps est réalisée à l’aide d’un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) avec
choix de pas de temps adaptatif. En suivant Fornberg [50], la condition de stabilité sur le pas
de temps ∆t d’une équation aux dérivées partielles (EDP) du type ∂u

∂t
= ∂u
∂x

est, en notant kN
le nombre d’onde le plus grand (i.e. le mode le plus rapide) :

∆t ≤ 2
√

2
kN

= α
1
N

(I.2.15)

Ce choix a été motivé suite à de nombreux tests numériques faisant apparaître ce choix
comme le plus adapté à notre problèmatique. Le choix du pas de temps limite sera donc effec-
tué selon cette équation (à un rapport près : en effet, l’EDP considérée étant différente dans
notre cas, les valeurs ne sont pas exactement les mêmes mais la variation si : en fonction de la
taille du domaine, du nombre de points, . . . ).

Le schéma d’avance en temps utilisé est un schéma RK4 avec choix du pas de temps adap-
tatif. On rappelle ici en quoi consiste cette avance temporelle. La méthode classique de Runge-
Kutta est une méthode efficace de résolution des EDPs. Si on appelle y(t) la fonction dont on
veut calculer l’évolution et dont on connaît la dérivée temporelle : ∂y

∂t
= f(y,t). Entre deux pas
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de temps consécutifs ti et ti+1 on définit, en notant yi = y(ti) :




hi = ti+1 − ti
k1 = f(yi , ti)
k2 = f(yi + 1

2hik1 , ti + 1
2hi)

k3 = f(yi + 1
2hik2 , ti + 1

2hi)
k4 = f(yi + 1

2hik3 , ti+1)

(I.2.16)

Le schéma RK4 classique donne une évaluation directe de y(ti+1) = yi+1:

yi+1 = yi +
hi
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (I.2.17)

Mais, ce schéma implique un pas de temps constant au cours de la simulation ce qui n’est
pas réaliste dans la plupart des cas de calcul. En effet, la complexité de la résolution n’est
pas la même au cours du temps et on peut avoir besoin de pas de temps plus faibles lors de
certains évènements (par ex. lors de la focalisation d’une vague où plus généralement lors de la
simulation d’une vague plus cambrée que les autres). L’idée est alors d’adapter le pas de temps
utilisé au cours de la simulation. On évalue alors l’erreur entre l’approximation RK4 (yi+1) et
une approximation d’un autre ordre (typiquement issue d’un RK3 ou d’un RK5 qu’on appelera
ỹi+1). C’est ce qu’on appelle le schéma de Runge-Kutta Fehlberg, noté RK4(3) ou RK4(5)
suivant l’ordre utilisé pour le calcul de l’erreur. On rappelle qu’il s’agit ici d’une estimation
de l’erreur du schéma d’intégration temporel. ỹi+1 est calculé selon un RK3 ou RK5 classique
et ensuite, l’erreur |yi+1 − ỹi+1| est utilisée afin d’évaluer un pas de temps optimal pour la
prochaine itération : hi+1. Différentes formules peuvent être considérées pour ce calcul de pas
de temps optimal, on utilisera dans notre cas :

hi+1 = 0.95 hi

(
Tol

|yi+1 − ỹi+1|

)3

(I.2.18)

Le paramètre Tol est la tolérance de l’avance en temps, représentant l’erreur maximale
acceptable. Le terme 0.95 représente un coefficient de “sécurité” appliqué sur le calcul du pas
de temps optimal. On arrive ainsi à un schéma d’intégration temporel très efficace avec une
adaptation du pas de temps au cours de la simulation.

Traitement anti-repliement

Le phénomène

La méthode HOS présentée ici est une méthode spectrale qui relie des points de colloca-
tion (i.e. l’espace physique) à des modes dans un espace transformé appelé de Fourier. Ainsi,
une variable définie sur N points de collocation pourra être définie par N modes dans l’es-
pace de Fourier. Cependant, un problème inhérent aux méthodes spectrales existe, il s’agit du
phénomène de repliement. Il intervient à chaque fois que l’on veut veut effectuer un produit
de grandeurs exprimées par une transformée de Fourier finie, i.e. lorsque la somme définissant
notre grandeur équation (I.1.7) ou (I.1.8) est tronquée à un nombre fini de modes N . En effet,
un produit de deux sommes 0 . . .N donne une somme définie sur 0 . . . 2N . Or, si le produit est
défini (comme chacun de ses membres) par N composantes, une erreur est créée. Les termes qui
devraient être décrits par les composantes N + 1 . . . 2N le seront (de manière erronée) par les
composantes 0 . . . N . On parle alors de repliement car la composante N + 1 aura une influence
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sur la composante N −1, N + 2 sur N −2, . . . jusqu’à la composante 2N qui aura une influence
sur la composante 0. Ainsi, les produits apparaissant dans la formulation du modèle devront
être traités avec attention afin d’éviter ce phenomène.

La solution

La technique la plus largement utilisée pour traiter ce problème du repliement est le zero-
padding que l’on pourra traduire par remplissage de zéros, voir par exemple Canuto et al. [20].
L’idée peut être résumée par les étapes suivantes pour un produit de deux variables f et g:

• On opère une transformée de Fourier sur f et g donnant les N amplitudes modales,
• On augmente le nombre de modes jusqu’à Nd ≥ N . Pour ce faire, les amplitudes modales

correspondantes N . . .Nd sont prises égales à zéro (remplissage de zéros),
• On effectue une transformée de Fourier inverse pour revenir sur les grandeurs dans l’espace

physique f ′ et g′ définies cette fois sur Nd points de collocation,
• On effectue le produit f ′ × g′
• On réalise une transformée de Fourier donnant Nd amplitudes modales. On ne garde que

les N premières amplitudes qui correspondront aux amplitudes du produit traité contre
le repliement.

Il faut alors choisir le nombre Nd de points judicieux pour éliminer les termes repliés. Trois
approches seront présentées : traitement anti-repliement complet, partiel et intermédiaire.

Complet : En considérant un produit d’ordre M i.e. M produits de différentes variables, on
retrouve la règle communément admise des (M + 1) moitiés (voir par exemple Canuto et al.
[20]). C’est à dire, le nombre de points à prendre en considération est :

Nd =
M + 1

2
N

Par exemple, pour le produit simple précédent (M = 2), on a donc Nd = 3N
2 . Cette règle des

(M+1) moitiés sera ce qu’on appelle après le traitement anti-repliement complet. Il correspond
au traitement exact et rigoureux du problème du repliement. On se rend compte que dès lors
que des produits d’ordres élevés apparaissent, le coût de ce genre de traitement peut devenir
très important. C’est cette approche qui est adoptée par West et al. [128] par exemple.

Partiel : L’approche adoptée par Dommermuth & Yue [33] sera appelée traitement anti-repliement
partiel. Cette approche consiste à traiter chaque produit multiple comme une succession de pro-
duits simples déaliasés par une règle des 4 moitiés (i.e. Nd = 2N). Donc, si on considère par
exemple le produit η3, cette méthode consiste à décomposer ce produit en η × η traité contre
le repliement (donnant un η2

r). Puis, il faut effectuer η2
r × η déaliasé de la même manière (règle

des 4 moitiés).

Intermédiaire : Une autre approche existe que l’on appelera anti-repliement intermédiaire par
la suite. Elle consiste à considérer un produit d’ordre M comme une succession de produits
d’ordre inférieurs p (avec : 1 < p < M ). Ainsi on aura :

Nd =
p+ 1

2
N
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On considèrera alors par exemple (p = 2) un produit d’ordre 4, η4 comme un produit
d’ordre 2 multiplié par un autre produit d’ordre 2 (η2 × η2). Chacun de ces “sous-produits” est
traité contre le repliement de manière complète (i.e. en utilisant ici Nd = 3

2 N). Le traitement
intermédiaire est donc un processus de repliements successifs qui s’avère nécessaire pour les
ordres de non-linéarités grands. En effet, le traitement complet peut s’avérer très coûteux en
mémoire / temps CPU. Mais, il est à noter qu’effectuer un traitement anti-repliement complet,
intermédiaire ou partiel n’est pas strictement équivalent : les traitement partiels et intermé-
diaires sont une approximation (qui peut être plus ou moins précise) du traitement complet.
Ce traitement anti-repliement intermédiaire que l’on utilisera par la suite est par ailleurs plus
fexible que le traitement partiel, il permet d’ajuster l’ordre inférieur p en fonction des besoins
(précision/temps de calcul).

Il est intéressant d’indiquer que F. Bonnefoy [14] a mis en lumière la nécessité d’un traite-
ment particulier de la dérivée. En particulier, lors d’une dérivation d’un produit, il convient de
conserver tous les modes du produit traité contre le repliement. Cependant, une amplification
des erreurs numériques peut apparaître lors de la dérivation des modes les plus élevés (multipli-
cation par kmn). L’idée est alors apparue d’effectuer un traitement particulier pour les dérivées
consistant en un filtrage des modes les plus élevés. On utilise un filtre passe bas sur les Nder
premiers modes avec N < Nder <

p+1
2 N .

De la même manière, on peut appliquer un filtrage sur les quantités avancées en temps η et
φs. On entend par filtrage la mise à zéro de certains des modes les plus hauts pouvant poser
problème dans certains cas. Ce filtrage est équivalent au lissage effectué par Dommermuth &
Yue [33] ou Bateman et al. [8]. D’un point de vue pratique, le filtrage est appliqué dans notre
méthode sur la condition initiale et sur les seconds membres des conditions de surface libre.
Son utilisation reste cependant réservée aux simulations d’états de mer très cambrés (proches
du déferlement) et non systématique.

I.2.2.2 Validations

De nombreuses validations et caractérisations des propriétés du modèle HOS peuvent être
trouvées dans les thèses de mes prédécesseurs sur ce sujet, D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy
[13]. L’approximation que l’on fait dans un modèle HOS est sur la vitesse verticale W . Les
tests de précision et de convergence sont donc effectués sur cette variable et le plus simple sera
de comparer notre vitesse verticale HOS à une vitesse verticale de référence, par exemple en
utilisant la solution complètement non-linéaire de Rienecker & Fenton [106]. On utilisera ici
la solution de Rienecker & Fenton améliorée par F. Bonnefoy au cours de sa thèse [13]. Cette
dernière va nous donner l’élévation de surface libre η(x,t) et le potentiel de surface φs(x,t)
d’entrée de notre simulation HOS. On comparera alors la vitesse verticale au niveau de la
surface libre donnée par notre simulation, notée W et la solution de référence de Rienecker &
Fenton, notée WRF . L’erreur absolue sera alors évaluée par :

ǫ = max
x
|W −WRF |

On rappelle ici les principaux résultats obtenus par F. Bonnefoy [14] sur la convergence en
fonction de N & M et sur l’anti-repliement.
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Convergence selon N&M

On va s’intéresser dans ce paragraphe à la convergence, en fonction du nombre de points
N et de l’ordre HOS M , de l’évaluation de la vitesse verticale W . Pour celà, on étudiera cette
convergence à cambrure assez importante, ka = 0.30. On utilisera un traitement anti-repliement
complet ici, l’influence du traitement anti-repliement ayant été étudiée avec détails comme on
le résumera dans paragraphe suivant.

On va s’intéresser ici au cas d’une houle régulière périodique que l’on résout sur une longueur
d’onde. On évalue l’erreur de l’approximation de W (ǫ) par rapport au nombre de points N ainsi
qu’à l’ordre HOS M utilisé. Dans ce cas-là, on utilise un dealiasing complet et un traitement
de la dérivée avec Nder = 2N . Les résultats pour un cas de houle typique utilisé par la suite
(ka = 0.30) sont présentés sur la figure I.2.2.
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Fig. I.2.2 – Convergence de l’évaluation de
W pour une houle de cambrure ka = 0.30.

Fig. I.2.3 – Surfaces de convergence du
schéma HOS, fonction de N et M

Sur cette figure est représenté log10(ǫ) en fonction de M et N . On observe très bien pour
ce cas assez cambré (ka = 0.30) une convergence assez rapide que ce soit en fonction de l’ordre
HOS ou du nombre de points utilisé. Ceci est une courbe typique de convergence obtenue avec
une méthode HOS. On peut remarquer sur cette figure deux surfaces planes, confirmant la
décroissance exponentielle de l’erreur à M élevé en fonction de N et à N élevé en fonction de
M .

Chacune de ces surfaces désigne une convergence de l’un des paramètres (surface A, conver-
gence sur M réalisée (si on fixe N , l’erreur stagne en augmentant M) et sur la suface B
convergence sur N réalisée (si on fixe M , l’erreur stagne en augmentant N)). Ainsi, le choix
optimal des valeurs de N et M se situe à l’intersection de ces deux surfaces planes (dans le cas
présenté ici, N ≃ 3.3M).

Il faut indiquer ici que lorsque M > 25 et N > 40, le cumul d’erreur numérique devient
problématique. En effet, à partir de ce point, si on fixe M (M > 25) et que l’on augmente N
(N > 40), au lieu d’avoir une erreur constante (on est sur la surface de convergence B) celle-
ci augmente lentement. Il s’agit d’un problème exclusivement numérique de cumul d’erreur.
Cependant, il faut noter que de tels nombre de points et d’ordre HOS aussi élevés ne sont
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pas réalistes quant à l’étude d’un état de mer complet. En effet, utiliser plus de 40 points par
longueur d’onde dans une simulation océanique de houle irrégulière n’est pas envisageable tant
au niveau du temps de calcul que de la mémoire nécessaire à une telle simulation.

Anti-repliement

• Des tests effectués avec une cambrure importante ka = 0.35 nous montrent que l’erreur
avec un traitement anti-repliement intermédiaire est comparable à celle issue du dealiasing
complet. Ainsi, ce dealiasing intermédiaire apparaît très intéressant car il permet un gain
très important en temps de calcul avec une précision qui reste maximale.

• Une comparaison du traitement anti-repliement partiel et intermédiaire nous indique
l’amélioration très importante apportée par le choix intermédiaire. En effet, il apparaît
que pour le dealiasing partiel, quand le nombre de modes N devient trop important la
convergence en fonction du nombre de modes sature avec même une augmentation de l’er-
reur quand N > 20. Au contraire, le dealiasing intermédiaire conserve une décroissance
de l’erreur jusqu’à la convergence (et ce quel que soit le choix de p) .

• Pour une cambrure plus forte ka = 0.40, on s’aperçoit que le choix de p est plus difficile à
effectuer tout en remarquant qu’à p fixé, au dessus d’un certain seuil Nc = 40 indépendant
de p, on obtient la même erreur qu’en dealiasing complet.

• Des tests sur l’influence du filtrage de la dérivée (Nder) ont également été réalisés sur ce
même cas de houle fortement cambré ka = 0.40. Les conclusions sont que le filtrage de la
dérivée améliore considérablement les résultats. La valeur Nder = 2N donne les meilleurs
résultats pour ce cas de calcul.

Comparaison aux résultats existants

• Skandrani et al. [109] Il s’agit de tests de l’approximation HOS, pour trois cambrures
faibles à modérées, ka = 0.1, 0.2 et 0.3. Trois nombres d’harmoniques sont utilisés, N = 8,
16 et 32 et 5 valeurs de M , de 2 à 10. Dans les deux modèles, un traitement anti-repliement
partiel est employé. Les différences importantes que l’on observe est que le modèle de
Skandrani et al. présente une saturation de l’erreur à M croissant pour les plus grands
nombres de modes utilisés, ce qui n’est observé dans notre cas que pour N = 8 (où on se
trouve sur la surface A du schéma de convergence I.2.3). De plus, on observe que l’erreur
obtenue avec notre modèle est inférieure à celle obtenue par Skandrani et al. à M élevé.
De plus, il faut noter que le comportement exponentiel de l’erreur qu’on met en évidence
avec notre modèle HOS vient contredire le raisonnement de l’équipe de l’Université d’Oslo
(Clamond et Grue [27] et Fructus et al.[52]), qui prend comme référence les résultats de
Skandrani et al. pour dire que le HOS sature à forte cambrure.

• Dommermuth & Yue [33] Différents points importants ont été remarqués lors de la
reproduction des cas-tests de Dommermuth & Yue (étude de l’erreur absolue sur W en
fonction de N et M pour différentes cambrures). Tout d’abord, en utilisant un dealia-
sing partiel comme celui de Dommermuth & Yue, pour les ordres M les plus élevés, on
n’observe pas de détérioration de la précision. Au contraire, l’erreur obtenue se comporte
bien de manière exponentielle, comme attendu. On rappelle la différence de formulation
utilisée, notre modèle HOS s’appuyant sur la formulation consistante de West et al. [128].
Ensuite, en utilisant un traitement anti-repliement complet ou intermédiaire on arrive à
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diminuer sensiblement les erreurs observées dans Dommermuth & Yue [33] et en particu-
lier pour les valeurs de M élevées.

I.2.3 Temps de calcul

I.2.3.1 Influence de l’anti-repliement

On va maintenant s’intéresser au coût que peut représenter le traitement anti-repliement
présenté dans le paragraphe précédent. On ne va s’intéresser ici qu’à la partie correspondant
au calcul de la vitesse verticale W (i.e. le processus itératif décrit dans la sous-section I.2.1.2).
On rappelle tout d’abord que, sans anti-repliement, on a M M+3

2 FFTs réalisées sur N points
donc un temps de calcul évoluant comme :

TCPU = O
(
M

M + 3
2

N log(N)
)
≃ O

(
M2 N log(N)

)

On va évaluer pour l’anti-repliement complet et l’anti-repliement intermédiaire le temps de
calcul en calculant le nombre de FFTs réalisées (directes ou inverses) avec le nombre de points
sur lesquels elles sont réalisées.

Complet : Le nombre de transformées de Fourier (directes ou inverses) réalisées est le suivant :

NFFTs = 2 sur N points +
(
M + 3 +M

M + 1
2

)
sur Nd points (I.2.19)

Soit, un coût en temps CPU (Nd = M+1
2 N) :

TCPUcomplet
= O

(
2 N log(N) +

[
M3

4
+M2 +

9M
4

+
3
2

]
N log

(
M + 1

2
N
))

≃ O
(
M3 N log

(
M + 1

2
N
))

Intermédiaire : Le nombre de transformées de Fourier (directes ou inverses) réalisées est le
suivant, en notant E(.) la partie entière :

NFFTs = 2 sur N points +

(
2E

(
M − 1
p

)
+M + 1 +M

M + 1
2

)
sur Nd points (I.2.20)

Soit un coût en temps CPU (Nd = p+1
2 N) :

TCPUintermédiaire
= O

(
2 N log(N) +

[
M2

2
+

3M
2

+ 2E(
M − 1
p

) + 1

]
p + 1

2
N log

(
p+ 1

2
N
))

≃ O
(
pM2 N log

(
p+ 1

2
N
))

On peut facilement se rendre compte de l’augmentation du coût en temps de calcul re-
présenté par le traitement anti-repliement. Pour résumer, le tableau suivant nous donne une
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Ordre HOS M = 4 M = 5 M = 7 M = 10 M = 15 M = 25 M = 50

Anti-repliement
Aucun 1 1.43 2.5 4.64 9.64 25.0 94.6

Intermédiaire (p = 4) 3.48 4.79 8.03 14.4 29.1 73.5 273.2
Complet 3.48 5.85 13.2 33.4 102.7 449.2 3549.2

Tab. I.2.1 – Évolution du nombre d’opérations pour la résolution de W (N = 1024)

évaluation du temps de calcul, à partir des équations (I.2.14), (I.2.19) et (I.2.20). On exprime
ici le nombre d’opérations effectuées dans le calcul de W en prenant comme référence le calcul
avec M = 4 sans traitement anti-repliement :

La figure I.2.4 présente l’évolution théorique du nombre d’opérations effectuées pour les
cas présentés dans le tableau précédent I.2.1. On se rend bien compte de l’augmentation très
importante du nombre d’opérations effectuées avec l’ordre HOS M . Ceci est d’autant plus
vrai que l’on ajoute un traitement anti-repliement à notre calcul. En effet, on passe d’une
évolution en approximativement O(M2) pour un calcul sans anti-repliement à une évolution
en O(M3) pour un calcul avec anti-repliement complet. L’interêt d’utiliser un traitement anti-
repliement intermédiaire apparaît alors ici clairement. En effet, en fixant un ordre intermédiaire
p convenablement choisi, on peut accélérer grandement le calcul (surtout à M élevé). On espère
donc enlever la part repliée la plus importante tout en ayant un temps de calcul raisonnable.

On a donc vu le gain important en temps de calcul avec la mise en place d’un traitement
anti-repliement intermédiaire. Il est à noter que cette approximation permet également un gain
important au niveau de la mémoire requise lors du calcul. Cette dernière est répertoriée dans
le tableau suivant I.2.2 :

Ordre HOS M = 4 M = 5 M = 7 M = 10 M = 15 M = 25 M = 50

Anti-repliement
Aucun 1 1.07 1.21 1.42 1.76 2.46 4.13

Intermédiaire (p = 4) 2.17 2.34 2.69 3.21 4.08 5.81 9.98
Complet 2.17 2.76 4.17 6.79 12.6 29.3 97.8

Tab. I.2.2 – Évolution des ressources en mémoire nécessaires, N = 1024× 512

On observe ainsi, pour de grandes valeurs de M , un gain pouvant aller jusqu’à un rapport 10
(M = 50) entre le traitement anti-repliement intermédiaire et complet concernant la mémoire
requise lors d’un calcul. Si on le combine pour cette même valeur de M à un rapport 13 sur
le nombre d’opérations à effectuer, on se rend bien compte de l’interêt d’une telle prise en
compte du repliement. Si on prend un exemple typique employé dans nos simulations par la
suite, par exemple M = 7, le gain est également important avec un rapport 1.7 en temps de
calcul aussi bien qu’en taille de mémoire allouée. De tels gains peuvent être primordiaux lors de
simulations de longue durée. Cependant, il faut rappeler que cette approche intermédiaire est
une approximation dans le sens ou les produits d’ordre supérieurs à p ne sont pas traités contre
le repliement et vont donc avoir une influence sur le résultat (que l’on essaie de minimiser en
choisssant un ordre p adéquat).
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Fig. I.2.4 – Evolution du nombre d’opérations en fonction de l’ordre HOS M avec ou sans
anti-repliement

I.2.3.2 Évolution avec le nombre de points

Dans ce paragraphe, on va donner quelques temps de calcul typiques des simulations que
nous allons réaliser par la suite au cours de cette thèse. Ceci permettra notamment de vérifier le
temps de calcul donné précédemment par l’équation (I.2.21) et donc l’évolution très intéressante
en fonction du nombre de points que l’on a avec notre méthode (≃ linéaire aux grands N). Le
tableau suivant I.2.3 donne les différents temps de calcul par pas de temps en fonction du
nombre de points utilisés, sur un processeur Opteron 2.4 GHz :

n1× n2 32× 16 64× 32 128× 64 256× 128 512× 256 1024× 512 2048× 1024

Évaluation
Pratique (code) 0.02 0.07 0.39 2.91 20.4 116.9 684.3

Théorique (p = 3) 0.07 0.36 1.69 7.7 34.9 155.5 684.3

Tab. I.2.3 – Évolution du temps de calcul en fonction du nombre de points

L’évaluation la plus précise du nombre d’opérations étant réalisée avec le plus grand nombre
de points (les opérations annexes devenant négligeable), on prend le calcul n1 × n2 = 2048×
1024 comme référence pour le calcul théorique. On obtient alors (c.f. tableau I.2.3) l’évolution
théorique et pratique du coût en temps CPU en fonction du nombre de points. On remarque
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que celles-ci sont en bon accord malgré quelques différences notamment aux faibles nombres
de points. On observe cependant le caractère très important du noyau de calcul qui est que
le coût en temps de calcul évolue quasi linéairement pour les grands nombres de points. Les
différences observées peuvent avoir plusieures origines, on rappelle notamment que l’évaluation
des FFTs sur N points qui est donnée par un coût en temps CPU en O(N log(N)) est un ordre
de grandeur ; d’autre part, on a évalué ici uniquement le coût des FFTs. Ainsi en raisonnant en
ordre de grandeur, on se rend bien compte que la formule I.2.21 représente de façon convenable
l’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de points. La pente de l’évolution linéaire
du temps de calcul est un peu plus élevée du fait des opérations hors-FFTs réalisées (le rapport
est d’environ 1.3 entre ces deux évaluations). L’efficacité de la méthode est cependant bien
pointée avec cette évolution. La figure I.2.5 est une représentation en échelle log-log du tableau
I.2.3.

103 104 105 106

10-1

100

101

102

log n1× n2

lo
g

T
em

p
s

C
P

U

Pratique
Théorique

Fig. I.2.5 – Évolution du temps de calcul en fonction du nombre de points en échelle log-log

On peut donc en conclure que dans ce chapitre est tout d’abord décrit le noyau de la
méthode HOS. La reformulation en quantités surfaciques permet de simplifier le problème, la
seule inconnue restant à déterminer étant la vitesse verticale W . Cette dernière est alors évaluée
par le processus HOS dont nous utiliserons la version consistante en ordre de West et al. [128].
L’algorithme de résolution est présenté. On a rappelé les résultats importants obtenus par F.
Bonnefoy [14] et [13] en ce qui concerne : i) l’intégration en temps par un schéma de Runge
Kutta du 4ème ordre adaptatif, ii) le traitement anti-repliement sous différentes formes et iii) les
différentes validations déjà effectuées sur les cas-tests que l’on peut trouver dans la littérature.
Enfin, le temps de calcul est analysé en détails mettant en avant l’efficacité de la méthode HOS.
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Chapitre I.3

Améliorations apportées au modèle

Ce chapitre a pour objectif de présenter les principales améliorations apportées au modèle
lors de cette thèse (en excluant la génération qui sera traitée spécifiquement dans le chapitre
II.2). On évoquera donc tout d’abord l’avance en temps qui a été améliorée grâce à la mise en
place du schéma présenté par Fructus et al. [52]. Ce schéma, basé sur une intégration analytique
de la partie linéaire des CSL, permet un gain important de temps CPU. Dans la seconde section,
on s’intéressera au calcul des diverses quantités d’intérêt dans le domaine fluide à partir de leur
connaissance sur la surface libre. Une méthode efficace est mise en place en adaptant le travail
de Bateman [7] à notre méthode HOS.

I.3.1 Avance en temps

La méthode d’avance en temps proposée par Fructus et al. [52] (issue de Canuto et al. [20]) a
été utilisée. Cette méthode permet une intégration analytique de la partie linéaire des conditions
de surface libre grâce à un changement de variable adéquat. Dès lors, seule la partie non-linéaire
des équations est résolue : elle n’est plus considérée comme un ajustement de la partie linéaire
mais comme un problème en elle-même. Ceci permet un gain important de temps CPU grâce
à des pas de temps beaucoup plus importants (à précision équivalente), ce qui équivaut à une
meilleure précision de la résolution (à pas de temps constant) (cf. I.3.1.3).

I.3.1.1 Principe

On a vu dans la partie I.2 précédente que l’élévation et le potentiel de surface libre peuvent
s’écrire sous la forme suivante :

η(x,t) =
∑

i

∑

j

Aηij(t)ψ
s
ij(x) (I.3.1)

φs(x,t) =
∑

j

∑

j

Aφ
s

ij (t)ψsij(x) (I.3.2)

On décompose la vitesse verticale W en une partie linéaire et une partie non-linéaire :

Wlin =
∂φ(1)

∂z
(x,0,t) (I.3.3)

Wnonlin =
M∑

m=2

m−1∑

k=0

ηk

k!
∂k+1φ(m−k)

∂zk+1
(x,0,t) (I.3.4)
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On effectue alors une double transformée de Fourier (notée FFT xy) sur les CSL et on
obtient :

dAηij
dt

= AWlinij + FFT xy
(
Wnonlin + |∇η|2W −∇φs.∇η

)
(I.3.5)

dAφ
s

ij

dt
= −gAηij + FFT xy

(
−1

2
|∇φs|2 +

1
2

(1 + |∇η|2)W 2
)

(I.3.6)

avec AWlinij l’amplitude modale de la vitesse verticale linéaire. On peut l’exprimer sous la forme :

AWlinij = kij tanh(kijh)Aφ
s

ij

On réécrit alors le système précédent en décomposant les parties linéaires des parties non-
linéaires :

dAηij
dt
− kij tanh(kijh)Aφ

s

ij = N1 (I.3.7)

dAφ
s

ij

dt
+ gAηij = N2 (I.3.8)

avec,

N1 = FFT xy
(
Wnonlin + |∇η|2W −∇φs.∇η

)
(I.3.9)

N2 = FFT xy
(
−1

2
|∇φs|2 +

1
2

(1 + |∇η|2)W 2
)

(I.3.10)

(I.3.11)

On peut alors l’écrire sous forme matricielle, en se rappellant que ω2
ij = gkij tanh(kijh) :

∂F
∂t

+ AF = N (I.3.12)

avec,

F =

(
gAηij
ωijA

φs

ij

)
, A =

[
0 −ωij
ωij 0

]

N =

(
gN1

ωijN2

)
(I.3.13)

Il apparaît alors très avantageux d’écrire l’équation matricielle précédente sous la forme :

exp

[
A(t− t0)

]
∂F
∂t

+ exp

[
A(t− t0)

]
AF = exp

[
A(t− t0)

]
(N )

∂ exp

[
A(t− t0)F

]

∂t
= exp

[
A(t− t0)

]
(N ) (I.3.14)

On obtient donc une équation d’avance en temps simplifiée, résolvant implicitement la partie
linéaire de l’équation. Celle-ci peut donc être ensuite avancée en temps par un schéma classique
(type Runge-Kutta comme utilisé initialement).
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I.3.1.2 Mise en œuvre

Lors de la mise en œuvre de ce changement de variables, il est intéressant d’insister sur
certains aspects que l’on juge importants. Tout d’abord, on définit une nouvelle variable G telle
que :

G(t) = exp

[
A(t− t0)

]
F(t) (I.3.15)

On peut exprimer également F en fonction de G:

F(t) = exp

[
A(t0 − t)

]
G(t) (I.3.16)

En introduisant cette nouvelle variable, le système à résoudre est le suivant :




∂G
∂t

= exp

[
A(t− t0)

]
(N )

G(t0) = F(t0)
(I.3.17)

La fonction exponentielle matricielle n’étant pas couramment utilisée, nous rappelons ici la
forme de celle-ci :

exp

[
A(t− t0)

]
=

[
cos [ωij (t− t0)] − sin [ωij (t− t0)]
sin [ωij (t− t0)] cos [ωij (t− t0)]

]

L’inclusion de cette nouvelle avance en temps implique un certain nombre de changements
dans l’algorithme de résolution, qui vont être indiqués ici :

• Avance en temps des représentations modales des quantités d’intérêt (Aηij et Aφ
s

ij ) plutôt
que les quantités elles-mêmes.
• Les modes donnent, à un facteur près, F(t) et par conséquent G(t) par l’équation (I.3.15).
• Avance en temps de G grâce à l’équation (I.3.17) par un schéma type Runge-Kutta du

4ème ordre avec pas de temps adaptatif :

– Calcul de N , i.e. termes non-linéaires des CSL dans l’espace de Fourier.
– Évaluation de l’erreur permettant le contrôle du pas de temps se fait sur les variables

modifiées (i.e. G).
– Obtention de G(t+ ∆t).

• Calcul de F(t+ ∆t) et donc des modes Aηij(t+ ∆t) et Aφ
s

ij (t+ ∆t).

Il faut remarquer tout d’abord qu’il serait possible d’avancer en temps la quantité G mais
on cherche à connaître les représentations modales et/ou physiques des quantités d’intérêt pour
les analyses des résultats du calcul. Ceci est la raison pour laquelle on avance en temps les
modes dans notre cas.

Il faut ensuite indiquer qu’un surcoût existe pour la mise en place de cette nouvelle for-
mulation. Typiquement, il s’agit de 2 FFTs supplémentaires, sur N points, à réaliser à chaque
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itération du schéma de Runge-Kutta. Il faut le comparer avec le coût d’évaluation du schéma
HOS qui vaut (c.f. section I.2.2) O(M3) FFTs avec traitement anti-repliement complet ou
O(pM2) FFTs avec traitement intermédiaire. On s’aperçoit donc que l’augmentation du temps
CPU pour cette nouvelle intégration en temps est négligeable. Or, on verra dans la section
suivante que le gain en temps de calcul global est significatif (de par une augmentation des pas
de temps pouvant être utilisés).

I.3.1.3 Résultats

Afin de démontrer l’efficacité de cette nouvelle avance en temps, nous allons comparer le
schéma initial où on avance en temps η et φs (courbe intitulée Classique) et ce nouveau schéma
ou l’avance en temps se fait sur les variables modifiées, intégrant analytiquement la partie li-
néaire de l’équation (courbe intitulée Intégration partie linéaire). Les 2 figures suivantes repré-
sentent, pour le cas-test de la propagation d’une houle régulière modérément cambrée, ka = 0.2,
en milieu ouvert :

• Figure I.3.1 : Les pas de temps utilisés dans l’avance en temps (RK4 adaptatif) avec
l’erreur maximale fixée à Tol = 10−7.
• Figure I.3.2 : L’erreur évaluée pour un pas de temps fixé à dt = 3.10−2.
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Fig. I.3.1 – Comparaison du pas de temps avec une erreur maximale fixée à Tol = 10−7

On peut remarquer sur la figure I.3.1 que, pour une tolérance fixée (dans l’avance en temps
du RK4 adaptatif, voir section I.2.2.1), le pas de temps correspondant varie sensiblement entre
la formulation classique et la nouvelle formulation. En effet, le pas de temps qui peut être utilisé
avec cette nouvelle formulation est environ 3 fois supérieur au pas de temps dit classique. On va
donc avoir un gain de temps CPU très important en utilisant le processus décrit précédemment
(le surcoût du processus en lui-même étant négligeable devant le gain observé, comme on l’a
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Fig. I.3.2 – Comparaison de l’erreur avec un pas de temps fixé à dt = 3.10−2

remarqué précédemment).

La figure I.3.2 montre de la même manière que précédemment l’efficacité de la méthode
utilisée. En effet, en fixant le pas de temps utilisé dans la simulation, on regarde l’erreur d’éva-
luation qui serait utilisée dans le calcul du pas de temps adaptatif du RK4 (c.f. section I.2.2.1).
Cette erreur est, comme attendu au vu de la figure I.3.1, beaucoup plus importante dans le
schéma d’avance en temps classique que dans le nouveau, où elle est réduite d’un facteur envi-
ron 85. Noter que sur cette figure, l’erreur est représentée avec une échelle logarithmique afin
de faciliter la lecture.

Il semblait ensuite important d’évoquer l’influence de la cambrure sur l’efficacité de ce nou-
veau schéma d’intégration en temps. Le changement de variables mis en place, permettant
l’intégration analytique de la partie linéaire des CSL, a peut-être un comportement particulier
en fonction de la cambrure du champ de vagues résolu. En effet, il convient de rappeler que
si cet état de mer est parfaitement linéaire, alors, la résolution de celui-ci sera implicite et
exacte de par la construction même du changement de variables. On est donc en droit de se
demander quel est le comportement de notre nouveau schéma d’intégration en temps lors de la
résolution d’états de mer cambrés (i.e. fortement non-linéaires). On a donc effectué différents
tests identiques à ceux présentés dans les figures précédentes ( I.3.1 & I.3.2) pour des cambrures
différentes. Les résultats obtenus à tolérance fixée (Tol = 10−7) sont reportés dans le tableau
suivant I.3.1. On s’intéresse ici au pas de temps moyen dt de chacun des modèles d’intégration
temporelle.

On peut donc remarquer, comme attendu, que les pas de temps utilisés dans le schéma
d’intégration en temps évoluent en suivant la complexité de la résolution : de plus en plus petits
à mesure que l’on augmente la cambrure ka. Mais ce phénomène était également observé avec
l’avance en temps utilisée initialement.
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Cambrure ka 0.10 0.20 0.30 0.40

dt(Chgmt. var.) 0.195 0.115 0.076 0.049
dt(Chgmt. var.)
dt(Classique)

3.40 2.91 2.81 2.94

Tab. I.3.1 – Influence de la cambrure sur l’intégration temporelle. Pas de temps moyen dt

Le rapport dt(Chgmt. var.)
dt(Classique) nous renseigne quant à lui sur l’efficacité comparée des deux sché-

mas. On observe alors que l’intérêt du nouveau schéma choisi est toujours des plus grands,
même aux cambrures les plus élevées. Un rapport voisin de 3 entre les pas de temps pouvant
être utilisés à précision égale est conservé quel que soit la cambrure. Même si ce rapport tend
idéalement vers l’infini pour les cambrures les plus faibles (cette influence apparaît faiblement
pour le cas modérément cambré, ka = 0.10), le changement de variables est toujours très effi-
cace pour la résolution des champs de vagues fortement non-linéaires.

Ainsi, on a bien montré l’efficacité de ce schéma d’avance en temps où la partie linéaire des
CSL est intégrée analytiquement. A précision égale, le temps de calcul va pouvoir être réduit
de façon très importante et à pas de temps fixé, la précision de la résolution est grandement
améliorée. Ce comportement est d’ailleurs très faiblement dépendant de la cambrure du champ
de vagues résolu.

I.3.2 Calcul des vitesses dans le domaine fluide

I.3.2.1 Rappel

On rappelle ici que, comme vu dans le chapitre I.1, on applique un développement spectral
au potentiel des vitesses φ que l’on va décomposer sur les fonctions de base ψij(x,z) :

φ(x,z,t) =
∑

i

∑

j

Aφij(t)ψij(x,z) dans D (I.3.18)

avec les fonctions de base décrites dans le chapitre I.1 (on remarquera que la dépendance
verticale est ici incluse dans ces fonctions de base, ψ dépendant de z). On va s’intéresser par
exemple au cas du milieu ouvert en profondeur infinie (les développements en milieu confiné
et/ou en profondeur finie sont identiques, seules changent les fonctions ψ) :

ψij(x,z) = exp(ikĳ.x) exp[kijz] dans D

avec kĳ = (kxi,kyj ) et kij =
√
k2
xi

+ k2
yj

.

On a vu dans le chapitre précédent, I.2 que les quantités surfaciques, en particulier φs(x,t),
sont également exprimées sous la forme d’un développement spectral :

φs(x,t) =
∑

i

∑

j

A
φs
ij

ij (t)ψs(x)

L’évolution au cours du temps de φs(x,t) est donc connue et on cherche à connaître φ(x,z,t)
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quel que soit z. Il est alors nécessaire d’exprimer les coefficients Aφij (nécessaires pour la recons-
truction de φ dans tout le domaine fluide D), ce qui revient à résoudre l’équation suivante :

∑

i

∑

j

Aφij(t)ψij(x,η(x,t)) = φs(x,t) (I.3.19)

Il faut remarquer que cette équation ne peut pas être simplement résolue par l’utilisation de
FFTs. En effet, si les fonctions ψij avaient été évaluées en z = 0, le système aurait été linéaire et
inversible par l’intermédiaire d’une FFT, puisque la dépendance en x est contenue simplement
dans l’exponentielle complexe exp(ikĳ.x). Avec les ψij évalués en z = η, on introduit une
dépendance en x supplémentaire par le terme exp[kijη(x,t)], qui empêche l’utilisation de FFTs.
Cette remarque est valable aussi bien pour le potentiel que pour ses dérivées définissant les
vitesses. On va étudier plusieures méthodes dans la partie suivante afin de régler ce problème.

I.3.2.2 Solveur type Fenton & Rienecker

Cette méthode a été proposée initialement par Fenton & Rienecker [43] afin d’extraire ces
coefficients Aij(t) en connaissant φs(x,t). Si on met notre problème sous forme matricielle en
ne considérant qu’une seule direction horizontale, il a la forme suivante dans le cas du domaine
ouvert en profondeur infinie :




. . . . .

... exp(ikxixm) exp[kxiη(xm)]
...

. . . . .


 ×




...
Ai
...


 =




...
φs(xm)

...




avec i = −Nx . . . Nx et m = −Nx . . . Nx.

On va donc résoudre ce système matriciel (par inversion de la matrice) afin d’obtenir les
coefficients Ai. Ceci peut être fait par plusieurs types de méthode : factorisation LU, méthode
itérative type GMRES, . . . Une fois que l’on a accès aux Ai, on peut reconstruire dans tout
le domaine D le potentiel φ(x,z) par l’équation (I.3.18). Le désavantage le plus grand de cette
méthode résidant dans l’inversion très gourmande en temps CPU et en mémoire (en particulier
pour des cas 3D). Typiquement, les inversions de systèmes linéaires ont un coût en O ((NxNy)2)
pour le cas 3D.

Un autre point qui a été mis en lumière par Bateman [7], d’après Vĳfvinkel [125], est que
cette méthode, appliquée au calcul de vitesse, peut être sujet à une amplification de petites
erreurs numériques. En effet, si l’on s’intéresse a la vitesse horizontale définie par :

U(x,z) =
∂φ(x,z)
∂x

=
∑

i

∑

j

Aij
∂ψij(x,z)

∂x
(I.3.20)

la dérivation introduit un terme multiplicatif en (i kxi) qui peut amplifier les erreurs numériques
pour les grands nombres d’onde et en particulier près de la surface libre (où les vitesses sont
les plus importantes).

La solution proposée par Vĳfvinkel [125] est de calculer tout d’abord la vitesse à la surface
libre en utilisant les équations (I.2.7), donc dans le cas de la vitesse horizontale :

U(x,z = η(x)) =
∂φ

∂x
(x,z = η(x)) =

∂φs

∂x
(x)− ∂η

∂x
(x)W (x)
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et ensuite de l’utiliser en variable d’entrée, c’est à dire en décomposant celle-ci sur les fonctions
de bases ψij :

U(x,z) =
∑

i

∑

j

Bijψij(x,z) (I.3.21)

La vitesse, connue en z = η(x,t), nous fournit par factorisation LU ou méthode GMRES les
coefficients Bij qui servent ensuite à calculer la vitesse en n’importe quel z suivant la méthode
décrite précédemment (où celles qui seront décrites par la suite). Un exemple de ce phénomène
est présenté dans la section I.3.2.5 sur la figure I.3.4 où est représenté l’évolution verticale de
la vitesse horizontale sous une crête pour une houle régulière en utilisant comme variable de
départ φ ou U .

I.3.2.3 Adaptation du “H-operator”

On va s’appuyer ici sur les publications de Bateman [7], [8] & [9] où il développe un outil
permettant le calcul des vitesses en tout point du fluide dans son modèle utilisant un “Dirichlet-
Neumann Operator”, DNO, dans sa version accélérée. Il est à noter que, comme mentionné par
Le Touzé [80] dans sa thèse ou d’une manière plus développée par Schäffer [107] et [108], cette
méthode DNO accélérée est équivalente au modèle HOS qui est utilisé ici. Il paraissait donc
intéressant de pouvoir reprendre les travaux de Bateman afin de les adapter au modèle HOS.

Cette méthode consiste en le remplacement de l’inversion matricielle décrite précédemment
par une approximation pouvant être calculée beaucoup plus rapidement. Il est à noter que
l’approximation est souvent plus précise que la factorisation LU (grâce à une réduction des
arrondis numériques), même si formellement l’inversion matricielle est exacte (voir Bateman [7]
pour plus de détails concernant ce point).

Comme on l’a rappelé en I.3.2.1, on cherche à exprimer une quantité ξ sous forme de modes
pour avoir accès aux valeurs de cette quantité dans tout le volume d’étude. On cherche donc
les Aξij(t) tel que :

ξ(x,z,t) =
∑

i

∑

j

Aξij(t)ψij(x,z) partout dans D

Pour déterminer ces coefficients, on va chercher à se placer en z = 0 pour obtenir :

ξ(x,0,t) =
∑

i

∑

j

Aξij(t)ψij(x,0) (I.3.22)

avec, en gardant l’exemple du domaine ouvert en profondeur infinie :

ψij(x,0) = exp(ikĳ.x)

Ceci permet une grande simplification de la résolution. En effet, en passant dans le domaine
de Fourier, on obtient directement :

Aξij(t) = FFT xy (ξ(x,0,t))
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ce qui permet l’utilisation des FFTs, très efficaces.

On va maintenant exposer la méthode d’obtention de ξ(x,z = 0,t), connaissant ξ(x,z =
η(x,t),t). Tout d’abord, on reprend le développement en série de Taylor utilisé dans le noyau
HOS, en notant ξr la quantité reconstruite (ξ étant la quantité initiale, connue) :

ξr(x,η,t) =
∞∑

n=0

ηn

n!
∂nξr
∂zn

(x,0,t)

On introduit ensuite, toujours en suivant un développement HOS classique le développement
formel des quantités inconnues :

ξr(x,z,t) =
∞∑

m=1

ξ(m)
r (x,z,t)

Ce qui va nous donner pour ξr pris en z = η :

ξr(x,η,t) = ξ(1)
r (x,0,t) + η

∂ξ(1)
r

∂z
(x,0,t) + · · ·+ ξ(2)

r (x,0,t) + η
∂ξ(2)
r

∂z
(x,0,t) + . . . (I.3.23)

On peut alors exprimer un processus iteratif pour résoudre une telle equation avec la for-
mulation triangulaire suivante :

ξ(1)
r (x,0,t) = ξ(x,η,t)

ξ(2)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(1)
r

∂z
(x,0,t)

ξ(3)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(2)
r

∂z
(x,0,t)− η2

2
∂2ξ(1)
r

∂z2
(x,0,t)

ξ(4)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(3)
r

∂z
(x,0,t)− η2

2
∂2ξ(2)
r

∂z2
(x,0,t)− η3

3!
∂3ξ(1)
r

∂z3
(x,0,t) (I.3.24)

. . .

ξ(m)
r (x,0,t) = −

m−1∑

k=0

ηk

k!
∂kξ(m−k)
r

∂zk
(x,0,t)

On a alors accès à la quantité recherchée :

ξr(x,0,t) =
∞∑

m=1

ξ(m)
r (x,0,t)

On a décrit ici la méthode générale permettant d’accéder itérativement à une quantité en
z = 0, cette dernière étant connue en z = η. Le processus est très similaire à celui employé
dans la méthode HOS pour obtenir la vitesse verticale W en z = η. On peut ainsi aisément
reconstruire la quantité dans tout le domaine fluide D.

Cependant, Bateman [9] explique que cette méthode est très précise pour résoudre les pro-
blèmes “courants” mais que l’opérateur H peut devenir divergent lorsqu’il est appliqué à un
problème faisant intervenir des échelles de longueur très différentes ou bien pour des champs
de vagues fortement cambrés.

Pour palier à ce problème, il a été développé un autre opérateur, appelé H2. L’intuition de
ce nouvel opérateur vient aisément : en effet, le processus précédent transforme en une seule
étape les valeurs de z = η en z = 0 ; il paraît donc judicieux d’effectuer cette transition en
plusieurs étapes, ce qui sera fait avec l’opérateur H2.
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I.3.2.4 Adaptation du “H2-operator”

On va donc maintenant transformer la valeur d’une quantité connue en z = η(x,t) vers sa
valeur en z = η2(x,t). Ce nouveau niveau est défini simplement en appliquant un facteur de
réduction à la surface libre initiale, i.e. η2(x,t) = α η(x,t) avec α ∈ [0,1] (voir figure I.3.3)
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Fig. I.3.3 – Surfaces de calcul successives avec l’opérateur H2

On écrit le développement en série de Taylor pour cette nouvelle valeur de z :

ξr(x,η2,t) =
∞∑

k=0

ηk2
k!
∂kξr
∂zk

(x,0,t)

On va donc toujours avoir la formulation triangulaire précédente, à savoir :

ξ(1)
r (x,0,t) = ξr(x,η,t)

ξ(2)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(1)
r

∂z
(x,0,t)

ξ(3)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(2)
r

∂z
(x,0,t)− η2

2
∂2ξ(1)
r

∂z2
(x,0,t)

ξ(4)
r (x,0,t) = −η∂ξ

(3)
r

∂z
(x,0,t)− η2

2
∂2ξ(2)
r

∂z2
(x,0,t)− η3

3!
∂3ξ(1)
r

∂z3
(x,0,t) (I.3.25)

. . .

ξ(m)
r (x,0,t) = −

m−1∑

k=1

ηk

k!
∂kξ(m−k)
r

∂zk
(x,0,t)
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Et on construit un deuxième triangle pour obtenir la quantité ξr(x,η2,t) recherchée :

ξ(1)
r (x,η2,t) = ξ(1)

r (x,0,t)

ξ(2)
r (x,η2,t) = ξ(2)

r (x,0,t) + η2
∂ξ(1)
r

∂z
(x,0,t)

ξ(3)
r (x,η2,t) = ξ(3)

r (x,0,t) + η2
∂ξ(2)
r

∂z
(x,0,t) +

η2
2

2
∂2ξ(1)
r

∂z2
(x,0,t)

ξ(4)
r (x,η2,t) = ξ(4)

r (x,0,t) + η2
∂ξ(3)
r

∂z
(x,0,t) +

η2
2

2
∂2ξ(2)
r

∂z2
(x,0,t) +

η3
2

3!
∂3ξ(1)
r

∂z3
(x,0,t) (I.3.26)

. . .

ξ(m)
r (x,η2,t) = ξ(m)

r (x,0,t) +
m−1∑

k=1

ηk+1
2

(k + 1)!
∂k+1ξ(m−1−k)

r

∂zk+1
(x,0,t)

Et on va donc avoir :

ξr(x,η2,t) =
∞∑

m=1

ξ(m)
r (x,η2,t)

On va donc exécuter itérativement ce calcul pour transformer les valeur de z = η(x,t) à
z = 0 en un certain nombre de passes P (on verra dans la section suivante qu’en général, 10
niveaux sont suffisants pour atteindre une très bonne précision). La dernière itération entre
z = ηp(x,t) et z = 0 sera effectuée par l’opérateur H et on aura alors la possibilité de calculer
la dépendance en z de la quantité recherchée.

I.3.2.5 Validations

On présente dans cette section différentes validations des opérateurs proposés précédemment

Quantité à reconstruire?

On va tout d’abord illustrer le phénomène d’amplification des erreurs numériques lors de la
dérivation que l’on a évoqué précédemment et mis en évidence par Vĳfvinkel [125]. La figure
I.3.4 représente le profil vertical de la vitesse horizontale sous une crête pour une houle régulière
en utilisant comme variable de départ φ(x,η,t) ou U(x,η,t).

Le cas traité est une houle régulière assez cambrée (ka = 0.30) qui est propagée dans le
domaine de calcul. On calcule ensuite à un instant t donné le profil de vitesse sous la crête en
utilisant comme valeur de départ φs(x,t) ou U(x,z = η(x,t),t). Pour le premier cas, on recalcule
le potentiel dans le domaine fluide et la vitesse est évaluée par U = ∂φ

∂x
et dans le deuxième

cas on évalue directement U dans tout le domaine fluide. Ces 2 calculs sont alors comparés à
la solution complètement non-linéaire de référence qui est issue de Rienecker & Fenton [106].
Cette méthode nous permet d’obtenir le profil permanent de la houle régulière suivie dans son
mouvement, à la cambrure choisie.

On observe alors clairement que le calcul utilisant le potentiel de surface libre en variable
d’entrée va diverger dans une zone proche de la surface libre alors que le calcul utilisant di-
rectement la vitesse à la surface libre en entrée se comporte très bien. Il faut noter que ce
problème n’apparaît que dans certains cas faisant intervenir des longueurs d’ondes différentes
(typiquement en houle irrégulière) ou alors lorsque le champ de vague est fortement cambré
comme ici. L’explication d’un tel phénomène est, comme mentionné dans la section précédente,
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Fig. I.3.4 – Influence de la condition initiale dans le calcul de vitesse pour une houle régulière
cambrée ka = 0.30.

que les petites erreurs numériques sur les hautes fréquences sont amplifiées par la dérivation.
Les résultats présentés par la suite seront donc effectués en prenant la variable d’intérêt au
niveau de la surface libre comme variable de départ pour les extrapolations à l’intérieur du
domaine fluide D.

Opérateur H

On compare maintenant l’opérateur H et l’opérateur H2. Les différents tests sont, comme
précédemment, effectués sur des houles régulières. En effet, on connaît alors une solution non-
linéaire en régime établi, par Rienecker & Fenton [106] qui sera notre solution de référence.
On effectue alors des premiers tests afin de valider notre opérateur H , sur des houles de dif-
férentes cambrures. La figure I.3.5 présente les résultats obtenus pour des cambrures ka =
0.10, 0.20, 0.30, 0.40. Il faut noter qu’ici le processus itératif de H est stoppé à un ordre fixe qu’on
prendra pour l’instant égal à l’ordre HOS M utilisé dans le calcul : ξ(x,0,t) =

∑M
m=0 ξ

(m)(x,0,t).
Mais, les deux ordres sont, à priori, complètement indépendants ce point étant traité par la suite.

On retrouve ici les conclusions formulées par Bateman [7] concernant l’opérateur H , à savoir
que ce dernier fournit de très bon résultats pour des cambrures modérées. Les deux premiers
résultats présentés sur la figure I.3.5, correspondant à des cambrures ka = 0.10 et ka = 0.20,
sont en accord quasiment parfait avec la solution de référence. Si on regarde l’erreur d’évaluation
de la vitesse horizontale en z = η(x,t), i.e. on compare la valeur originelle donnée en entrée
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Fig. I.3.5 – Profil vertical de la vitesse horizontale sous une crête, obtenu avec l’opérateur H
comparé à la solution Rienecker & Fenton pour ka = 0.10, 0.20, 0.30, 0.40.

avec sa reconstruction en ce même point, on obtient une erreur relative : ǫ0.10 = 1.5 10−8 et
ǫ0.20 = 1.7 10−4. Ces valeurs sont extrêmement faibles en se rappelant de plus que c’est en
z = η(x,t) que l’erreur maximale sera observée sur la variable reconstruite.

Cependant, lorsque les cambrures deviennent plus importantes (courbes ka = 0.30 et
ka = 0.40), on s’aperçoit que l’opérateur H atteint sa limite de validité. Proche de la sur-
face libre, la reconstruction de la vitesse horizontale devient inexacte (on notera que sur ces
deux courbes, l’abscisse est découpée en deux parties, la scission étant matérialisée par les poin-
tillés). Ce phénomène s’amplifie en même temps que la cambrure avec dans le cas d’une houle
très fortement cambrée ka = 0.4 une divergence très rapide près de la surface libre.

Malgré tout, il est à noter que dans ces deux derniers cas où la vitesse proche de la surface
libre est erronée, l’évolution verticale de celle-ci est correcte si on se place à une profondeur
suffisante, typiquement de l’ordre de λ4 avec λ la longueur d’onde. Ceci peut être très intéressant
dans le cas où seules des informations à une certaine profondeur sont nécessaires. Dans ce cas
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là, l’opérateur H est suffisant pour évaluer le profil de vitesse quelle que soit la cambrure
rencontrée.

On va s’intéresser maintenant à l’opérateur H2 pour voir si il améliore les résultats obtenus
avec H , comme indiqué dans Bateman [7].

Opérateur H2

On reprend les tests effectués précédemment, en se limitant aux cas fortement cambrés (les
autres ne posant pas de difficulté), ka = 0.30, ka = 0.40. On choisit comme précédemment un
ordre dans l’approximation égal à l’ordre HOS M utilisé dans le calcul. On choisit ensuite le
nombre de passes P que l’on va faire (une passe signifie le passage de ηp à ηp+1 avec ηp+1 = α ηp),
ici P = 25. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure I.3.6.
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Fig. I.3.6 – Profil vertical de la vitesse horizontale sous une crête, obtenu avec l’opérateur H2

comparé à la solution Rienecker & Fenton pour ka = 0.30,0.40.

On remarque ainsi qu’avec ce nouvel opérateur H2, les problèmes rencontrés avec H sont
résolus, à savoir que le calcul ne diverge pas pour les fortes cambrures. Ainsi, on a encore un
accord presque parfait avec la solution de référence pour les 2 cas les plus cambrés. L’évalua-
tion de l’erreur sur la vitesse horizontale au niveau de la surface libre nous donne cette fois-ci :
ǫ0.30 = 6.9 10−4 et ǫ0.40 = 2.8 10−2. Ainsi, avec les choix spécifiés de l’ordre de la procédure H2

(qu’on appelera MH2) ainsi que du nombre de passes effectuées P on obtient des résultats très
satisfaisants.

Il semble maintenant intéressant de mesurer l’influence de ces deux paramètres MH2 et P
sur la qualité du résultat obtenu. La figure I.3.7 présente la convergence de l’évaluation de
la vitesse en fonction de ces deux paramètres. On calcule comme précédemment cette erreur
relative d’évaluation de la vitesse au niveau de la surface libre, ǫv, pour chacun des couples
(MH2 ,P ). Le “maillage” en pointillés représente les calculs effectués (i.e. (MH2 ,P ) entiers). Il
faut indiquer que les niveaux représentent le logarithme de ǫv afin de faciliter la lecture de la
figure.
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Fig. I.3.7 – Convergence de la reconstruction de la vitesse sur la surface libre pour le cas
ka = 0.30.

On observe sur cette courbe la convergence très rapide du calcul de vitesse en fonction de
chacun des paramètres MH2 et P , les zones sombres correspondant à l’erreur la plus importante.
La convergence optimale sur P est tout de même dépendante de MH2 , celui-ci devant être au
moins égal à 3 dans ce cas. Il est à noter que le cas P = 1 correspond en fait à l’opérateur H :
le passage entre z = η(x,t) et z = 0 se fait en 1 passe. On observe alors, que pour ce cas assez
cambré (ka = 0.30), il est possible d’obtenir de très bons résultats, y compris avec l’opérateur
H en augmentant l’ordre de la méthode MH2 . On obtient également assez rapidement (dès
P = 5, MH2 = 5) des erreurs très faibles avec un minimum relevé en P = 3 et MH2 = 8. Un
comportement particulier semble être observé pour certains valeurs de MH2 (4, 6, 8) ou l’erreur
est plus faible qu’ailleurs. Cependant, une fois ces valeurs dépassées, on atteint un palier au
niveau duquel l’erreur n’évolue plus du tout, égale à ≃ 10−3 (afin de faciliter la lecture tous les
cas de calculs envisagés ne sont pas représentés mais des essais jusqu’à P = 200, MH2 = 50 ont
été menés). Le point important est qu’une fois le palier atteint (la grande zone uniformément
grise sur la figure), cette erreur ne décroît plus. Une erreur résiduelle existe donc qui ne peut
être éliminée avec cette méthode. On évoquera dans le paragraphe suivant un moyen d’éliminer
ce résidu. Cependant, cette méthode reste très précise dès lors que l’on choisit les paramètres
de façon adéquate (le résidu étant très faible).

On va maintenant s’intéresser au cas le plus cambré, ka = 0.40, dont les résultats sont
présentés sur la figure I.3.8.

Il faut tout d’abord remarquer, afin de comparer les résultats avec la figure précédente, que
les niveaux de contour ont été changés. En effet, les erreurs observées sont ici très supérieures
à celles du cas ka = 0.30. En particulier, proche de MH2 = 1 et P = 1 l’évaluation est
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Fig. I.3.8 – Convergence de la reconstruction de la vitesse sur la surface libre pour le cas
ka = 0.40.

très mauvaise avec un maximum ǫv ≃ 1.7 102 qui indique bien la difficulté que représente ce
calcul. Cepndant, on remarque, comme précédemment, une convergence assez rapide vers un
nouveau palier où l’erreur d’évaluation de la vitesse au niveau de la surface libre est assez
faible (ǫv ≃ 5.610−2). Il est alors apparu un point assez important grâce à cette courbe de
convergence : il existe une ligne dans cette figure (ici en prenant P > 15) où l’erreur est plus
faible qu’ailleurs (qu’on répère aisément, c’est la partie la plus claire sur la courbe, à droite
de la figure). Il est intéressant d’indiquer que les tests effectués en augmentant P jusqu’à 200
confirment le comportement particulier de cette ligne. En particulier, cette erreur est inférieure
à la valeur du palier observé. Or, la particularité de cette ligne est que MH2 est égal à la valeur
de M prise lors du calcul HOS en lui-même. Différents tests effectués en modifiant la valeur de
M dans le calcul HOS nous ont confirmé ce lien étroit entre la valeur de MH2 “optimale” et la
valeur de M dans le calcul. Il faut tout de même avoir une valeur de M convergée pour le calcul
pour pouvoir l’utiliser en tant que MH2 . On peut se rappeller que ce comportement particulier
apparaissaît également pour le cas précédent ka = 0.30 mais de façon moins explicite. Ainsi,
ce paramètre que l’on pensait au départ indépendant du calcul HOS effectué ne l’est pas. En
effet, même si les procédures utilisées pour le calcul de W dans la méthode HOS et celle du
calcul des quantités dans tout le domaine (à partir de leur valeurs connues sur la surface libre)
sont très semblables, le lien n’apparaissait pas de façon évidente.

Ainsi il existe une valeur optimale de MH2 , qui est M , alors que celle de P est à prendre
en fonction du cas de houle rencontré. Au vu du cas-test présenté avec une très forte cambrure
ka = 0.40, on peut penser que P = 20 est suffisant pour la majorité des calculs à effectuer.
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Itérations non-linéaires

En observant le fait que l’erreur sur le calcul des variables à l’intérieur du domaine D
ne convergeait pas vers 0, l’idée d’effectuer des itérations non-linéaires sur l’évaluation de ces
quantités a émergé afin d’améliorer éventuellement la précision si besoin est. On entend par
itération non-linéaire un ajustement de la variable d’entrée ξ (i.e. la quantité au niveau de
la surface libre z = η(x,t)) avec l’erreur entre cette valeur connue et la valeur de la quantité
reconstruite en ce point ξr. On évalue donc l’erreur absolue :

ǫξ = ξ(x,z = η(x,t),t)− ξr(x,z = η(x,t),t)

Dès lors, on effectue une correction dans la méthode de calcul type H2 en utilisant en variable
d’entrée cette fois-ci : ξ + ǫξ au lieu de ξ.

On va présenter des résultats avec le cas-test précédent, ka = 0.40. On choisit MH2 = M = 8
et P = 15 et on regarde la convergence en fonction du nombre d’itérations effectuées. Les
résultats sont présentés sur la figure I.3.9.
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Fig. I.3.9 – Convergence avec des itérations non-linéaires de l’évaluation de la vitesse pour le
cas ka = 0.40.

L’erreur est présentée ici en échelle logarithmique afin d’aider à la lecture de la figure. On
remarque tout d’abord que le processus semble très bien converger dans une première phase
(jusqu’à un nombre d’itérations ≃ 220). Mais ensuite, l’erreur ne décroît plus, on observe plus
qu’une diminution de l’amplitude des oscillations de l’erreur. On a donc une saturation du pro-
cessus (des essais menés jusqu’à 10000 itérations confirment ces conclusions) avec une erreur
résiduelle valant ici 9.8 10−4. L’erreur d’évaluation est donc réduite d’un rapport environ 40
mais n’est pas complètement éliminée. De plus, il est apparu que les grandes oscillations au
départ peuvent devenir instables en fonction de la qualité de l’évaluation sans itération. C’est à
dire que le processus peut diverger dans certains cas et donc ne pas apporter satisfaction. Ainsi,
si on a besoin d’une précision donnée sur le résultat, il faut rester prudent sur ce processus qui
peut poser problème dans certains cas très cambrés.
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Ainsi, même si les résultats sont prometteurs, il faudra sans doute, si on veut utiliser de fa-
çon répétée ce processus d’itérations non-linéaires recourir à des méthodes plus évoluées qu’une
simple correction au premier ordre de la variable d’entrée. Ensuite, tout dépend de la précision
voulue dans la reconstruction de la variable considérée proche de la surface libre. En effet il faut
rappeler qu’on s’intéresse ici à la vitesse au niveau de la surface libre pour former nos erreurs
cibles. Or, c’est à cet endroit que la précision est la plus faible dans la reconstruction. Il suffit
de s’éloigner un peu de la surface libre pour que les erreurs deviennent négligeables . . .

Pour conclure, on a présenté dans cette partie les principales améliorations apportées au
modèle. Ces dernières ont d’abord consisté en une nouvelle approche pour l’avance en temps avec
une intégration analytique de la partie linéaire des CSL. Ceci permet des gains importants en
temps CPU à précision constante. Des cas de calcul classiques (propagation de houles régulières)
montrent un temps de calcul divisé par 3 avec cette nouvelle formulation. De la même manière,
à pas de temps fixe, cela permet une précision améliorée par rapport au schéma d’avance en
temps initial. Ensuite, un moyen efficace de calcul des quantités dans le domaine fluide est
proposé. Il se base sur le travail de Bateman [7] qui a développé ce genre d’outil pour un
modèle DNO. L’adaptation au modèle HOS a été effectuée en remarquant que les approches
DNO et HOS sont équivalentes (seul le formalisme est différent). La méthode de calcul a été
validée avec succès sur différents cas de houle plus ou moins cambrés. Ces améliorations ont
fait l’objet d’une présentation en congrès au 20th International Workshop on Water Waves and
Floating Bodies, Ducrozet et al. [35]. Ceci ouvre une large gamme d’applications comme on le
verra dans le chapitre II.3 et également dans la dernière partie IV.
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Introduction

Cette partie va s’intéresser à la simulation d’un bassin de houle complet, incluant le dis-
positif de génération ainsi que la zone d’absorption. L’objectif est de modéliser fidèlement les
bassins de houle tels celui de l’ECN. Le modèle HOS a été initialement développé en ce sens
lors des thèses de D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13]. Le bassin de houle est un outil très
important dans le cadre d’études hydrodynamiques et constitue un élément essentiel au sein
du LMF. En effet, un tel dispositif expérimental permet d’obtenir nombre d’informations lors
d’études hydrodynamiques, notamment pour la conception de navires, de structures offshore
ou autre. Des essais sur modèles réduits peuvent être réalisés afin d’étudier la tenue à la mer
de tels systèmes ainsi que leur comportement sur houle extrême par exemple. Des études de
dimensionnement peuvent aussi être menées si nécessaire avec l’instrumentation adéquate. De
plus, la possibilité de contrôler totalement le champ de vagues utilisé dans ces essais présente
des intérêts évidents (même si le fait d’être en milieu confiné ajoute en contrepartie certaines
difficultés). Ceci permet d’étudier plus facilement et plus précisément la houle seule afin d’amé-
liorer la compréhension de ses mécanismes par exemple. De la même manière pour les problèmes
d’interaction houle-structure, si on compare à des essais en mer réelle, beaucoup plus difficiles
(voire impossibles) à mettre en place, les coûts seront forcément plus élevés de par l’obligation
de travailler à l’échelle 1.

Ainsi, l’objectif en vue dans le développement d’un bassin de houle numérique par méthode
spectrale (NWT pour Numerical Wave Tank) est double :

• Améliorer la compréhension de tous les phénomènes mis en jeu grâce à des simulations
numériques de qualité, permettant notamment de qualibrer bon nombre de paramètres
expérimentaux dans les essais. La thèse de F. Bonnefoy [13] a été menée en ce sens :
«Pour cela, le développement d’outils d’aide à la compréhension et d’outils d’analyse des
phénomènes dans le bassin a constitué un axe majeur du travail effectué, mettant en
jeu à la fois des approches théoriques (analytiques), numériques (simulations) et expé-
rimentales. Ainsi, l’utilisation initialement prévue de modèles numériques non-linéaires
instationnaires, qui s’est transformée en participation à la mise au point, s’est révélée très
riche d’enseignements à la fois pour l’appréhension des techniques de génération et pour
celle des phénomènes physiques non-linéaires associés.»
• Avec un modèle numérique efficace permettant la mise en place de reproductions fidèles

très rapidement, on peut imaginer de remplacer certaines expériences. Certains phéno-
mènes ne sont bien sûr pas pris en compte (déferlement par exemple) et l’intérêt des
dispositifs expérimentaux est loin d’être menacé par les simulations numériques mais on
peut tout du moins limiter de façon importante le nombre d’essais à réaliser pour des cas
de houle classiques (2D ou 3D), et donc par la même le coût de leur mise en œuvre.

Avant de poursuivre, il semble intéressant d’indiquer les autres NWT existants. Un certain
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nombre ont été mentionnés dans l’introduction de la partie I précédente. On pense par exemple
au modèle BEM amélioré de Fochesato et al. [49], qui permet, en imposant le mouvement du
batteur sur une paroi du domaine, de générer la houle. On a présenté également le modèle
pseudo-spectral utilisant la σ-transform, Turnbull et al. [124] ont proposé une application aux
NWT en imposant sur une frontière la vitesse du fluide, issue de la théorie linéaire. Le modèle
original mixte pseudo-spectral/intégrale de Fructus et al. [52], permet également la modélisation
d’un bassin de houle : voir Clamond et al. [26] pour la prise en compte de la génération qui se
fait par l’application d’un patch de pression adéquat sur la surface libre. Pour une revue des
différents NWT formulés de façon intégrale existants, on se réfère à Kim et al. [77] par exemple.

On peut également mentionner quelques études récentes de bassins de houle numériques,
par exemple Park et al. [101] présentent un NWT résolvant les équations de Navier-Stokes
complètes par différences finies à l’aide d’une méthode Marker-And-Cell modifiée. Ceci permet
donc d’avoir un NWT résolu en tenant compte de la viscosité du fluide et éventuellement
du déferlement, qui, adjoint à une méthode de marker-density function permet de vérifier le
caractère complètement non-linéaire des CSL. La génération est quant à elle réalisée par une
condition de flux sur une frontière du domaine (flux calculé en théorie linéaire ou 2nd ordre). Des
approches potentielles avec résolution en éléments finis ont également été développées. On se
refère par exemple à Wu et al. [129] et Ma et al. [88], [89] pour les versions 3D. On peut mettre
en lumière également l’approche analytique de la modélisation instationnaire d’un bassin de
houle développée par Lunéville [84]. Enfin, on indique dans ces bassins de houle numériques
celui développé au LMF récemment par Bonnefoy et al. [15], [16]. Dans ce modèle, dénommé
SWEET (Spectral Wave Evolution in the Ecn wave Tank), la résolution complète s’effectue
au second ordre (résolution spectrale avec conditions aux limites étendues à cet ordre : CSL et
conditions sur le générateur de vagues).

Pour résumer, on s’aperçoit que la résolution du problème du bassin de houle de façon non-
linéaire et rapide n’existe pas. Les méthodes existantes proposent une génération simplifiée ou
exhibent des temps de calcul prohibitifs. Or, lorsque l’on a des objectifs précis de type génie
océanique dans un bassin de houle, on a besoin d’une part de la résolution précise du problème
de la génération, et d’autre part de la prise en compte de toutes les longueurs d’ondes géné-
rées (notamment les plus petites) grâce à une discrétisation spatiale fine. On cherche donc à
répondre à cette attente en développant un NWT précis et efficace.

La présente partie sera divisée en 3 chapitres distincts comme suit :

• Tout d’abord, on va rappeler les spécificités du problème de la modélisation d’un bassin
de houle. En particulier, on s’intéressera aux méthodes de génération de houle pouvant
être employées dans un modèle comme le nôtre. En effet, la formulation spectrale impose
une géométrie fixe ce qui n’est à priori pas compatible avec la modélisation d’un batteur
physique. On se réfère ici en particulier à Bonnefoy [13] pour de plus amples détails sur
le développement de ce bassin de houle numérique.
• Ensuite, dans le deuxième chapitre on s’attachera plus en détail à la description de l’amé-

lioration du processus de génération dans ce modèle qui représente l’apport original de
cette thèse au modèle HOST (High-Order Spectral Tank) initialement développé par D.
Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13]. Deux nouveaux modèles sont proposés, respectivement
HOST-wm2 et HOST-wm3 dans lesquels la résolution du problème de génération se verra
étendu au 2ème et au 3ème ordre de non-linéarités (la surface libre demeurant, elle, com-
plètement non-linéaire). Ensuite, des pistes vers la génération complètement non-linéaire
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seront données.
• Enfin, le troisième chapitre présentera différents cas de validations sur des houles régulières

en 2D. Le comportement des nouveaux modèles développés précédemment (i.e. HOST-
wm2 et HOST-wm3) sera étudié. Des résultats sur une houle focalisée en 2D seront
également présentés avec des comparaisons avec des résultats expérimentaux obtenus
dans le bassin de houle de l’ECN.
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Chapitre II.1

Spécificités du problème

Dans cette section, on s’intéresse à la simulation de la propagation et de la génération de
vagues dans un bassin de houle. Ces derniers sont majoritairement rectangulaires, comme l’est
celui de l’ECN. On choisira donc cette géométrie, un domaine rectangulaire fermé, i.e. avec
des murs étant parfaitement réfléchissants (imperméables). On présentera ici les spécificités de
la modélisation d’un bassin de houle : on s’intéresse en particulier au batteur permettant la
génération de la houle. Sa prise en compte, basée sur l’introduction d’un potentiel additionnel,
sera introduite. Ensuite, des rappels concernant, entre autres, la modélisation de la plage ab-
sorbante seront donnés. En effet, en vue de reproductions précises, ces deux éléments doivent
être correctement décrits dans notre modèle.

II.1.1 Problème de la génération de la houle

Dans cette partie sera détaillé le problème de la génération de la houle. On simule un bassin
de houle où le fluide est initialement au repos et des vagues sont générées par un batteur. La
méthode utilisée pour la description du batteur physique est donnée en introduisant le concept
de potentiel additionnel. Il est intéressant d’indiquer que D. Le Touzé [80] a proposé une autre
méthode de génération par des doublets tournants situés à l’intérieur du domaine fluide. Cette
méthode permet une génération complètement non-linéaire, mais le contrôle de ces singularités
afin de modéliser une condition batteur réelle telle qu’on l’a dans le bassin physique est très
complexe et on lui a donc préféré la méthode présentée par la suite.

II.1.1.1 Modélisation du batteur

On souhaite modéliser un batteur physique qui, de par son mouvement, génère des vagues
dans le bassin. On dispose de deux types de batteur différents (voir figure II.1.1). Le batteur
est situé près de la section x = 0 sur toute la largeur du bassin, y = [0, Ly] et la figure repré-
sente une coupe à y constant du batteur. Le batteur est défini par l’équation x = X(y,z,t).
La condition sur le batteur sera une condition de glissement, équation (I.1.3), au niveau de sa
position x = X(y,z,t).
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Fig. II.1.1 – Schéma de la forme verticale du batteur piston (à gauche) et volet (à droite)
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avec ∇v le gradient vertical défini par : ∇v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∂y
∂

∂z

.

On en déduit donc, avec U.n = −∂X
∂t

et V.n = −∂φ
∂x
−∇vX.∇vφ, que la condition sur le

batteur s’écrit :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
+∇vX.∇vφ en x = X(y,z,t) (II.1.2)

Le problème de la génération numérique de vagues va donc consister en la modélisation
de cette équation non-linéaire (on observe comme dans le cas des CSL, des non-linéarités de
position ainsi que des non-linéarités de structure). La prise en compte de cette condition aux
limites supplémentaire n’est pas directe avec notre formulation spectrale et nécessite donc
un traitement spécifique qui sera expliqué dans la section suivante qui introduit la notion de
potentiel additionnel.

II.1.1.2 Le potentiel additionnel

Cette technique, proposée initialement par Agnon & Bingham [1], permet de genérer de
la houle en gardant une géométrie de domaine rectangulaire. En effet, comme vu auparavant
(section I.1.2), la décomposition en série spectrale et l’efficacité de la résolution résident dans
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la géométrie simple, parallélépipédique, du domaine de résolution. Or, typiquement, en génie
océanique, on utilise un bassin de houle avec un batteur (volet dans le cas du bassin de l’ECN)
permettant de générer les vagues. Or, comme on le voit sur la figure I.1.2, la géométrie du
bassin réel change au cours du temps et n’est donc plus rectangulaire.

L’idée d’Agnon & Bingham [1] est alors séparer le problème complet pour φ (système d’équa-
tions (I.1.5)) en deux parties :

φ = φspec + φadd

Le potentiel qu’on appelera spectral φspec tiendra compte de l’évolution de la surface libre
(équations (I.1.5a) à (I.1.5e)) et le potentiel dit additionnel φadd du processus de génération
(équations (I.1.5a) et (II.1.2)). Cette décomposition est rendue possible par le caractère linéaire
de l’équation de Laplace (I.1.5a). Il faut préciser qu’Agnon & Bingham avaient développé cette
méthode simplement dans le cas où ils pouvaient déterminer φadd de façon analytique. L’exten-
sion proposée ici est donc de résoudre un problème propre à la génération de façon numérique
(et non plus simplement analytiquement).

On va donc former un problème qu’on appelera additionnel traitant le problème de la
génération de la houle (i.e. sans la propagation). Nous ne définissons pas, ni ne résolvons la
surface libre dans ce problème là. Un second problème, traitant uniquement le problème de la
propagation sera également écrit (avec, de ce fait, la condition homogène de Neumann sur la
paroi x = 0). Les deux systèmes d’équations sont les suivants :

φadd ⇒





∆φadd = 0 dans D
∂φadd
∂y

= 0 en y = 0,Ly

∂φadd
∂x

= 0 en x = Lx

∂φadd
∂z

= 0 en z = −h
∂φadd
∂x

+∇vX.∇vφadd =
∂X

∂t
− ∂φspec

∂x
−∇vX.∇vφspec en x = X(y,z,t)

φspec ⇒





∆φspec = 0 dans D
∂φspec
∂y

= 0 en y = 0,Ly

∂φspec
∂x

= 0 en x = Lx,0

∂φspec
∂z

= 0 en z = −h
CSL modifiées, cf. équation (II.1.4)

Le traitement de la condition sur le batteur va être effectuée de plusieurs manières. Tout
d’abord celle-ci a été traitée de manière linéaire par D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13]. On
appelera cette version HOST-wm1 pour HOS Tank wave maker 1er ordre. C’est à dire que cette
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condition, équation (II.1.2), est développée en ordres (on suppose donc le déplacement batteur
X(y,z,t) faible devant la longueur d’onde). Dès lors, la condition batteur est exprimée sur la
paroi fixe x = 0 et non plus en x = X(y,z,t). Elle devient, si on note le déplacement au premier
ordre X(1) :

∂φadd
∂x

=
∂X(1)

∂t
en x = 0 (II.1.3)

D. Le Touzé [80] propose alors de définir une nouvelle géométrie de résolution pour ce
problème additionnel afin de faciliter sa résolution. Dans ce nouveau domaine (voir figure II.1.2),
dont la géométrie a été choisie pour une résolution efficace par méthode spectrale (cf.[80]), on
détermine φadd. Le domaine de résolution additionnel consiste en le bassin de houle initial,
auquel est adjoint son antisymétrique par rapport au plan z = zb (zb correspond au haut du
volet), ce sont les deux parties noires sur la figures II.1.2. Ensuite, une surface de raccord est
appliquée entre ces deux bassins. On arrive alors à un domaine auquel on a enlevé la surface
libre comme on l’a vu précédemment et dans lequel on va résoudre une condition sur une paroi
mobile, ici le batteur + son antisymétrique + la surface de raccord. Le problème additionnel
devient donc très semblable à un problème de surface libre, mais renversé de 90◦ et où, de la
même manière on résout des conditions limites sur une paroi mobile comme ici. Pour plus de
détails on se réfère à D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13].

hadd

xLx

y
Ly

O

−h

z

Fig. II.1.2 – Géométrie du domaine de résolution du problème additionnel

On réécrit nos CSL en prenant en compte la décomposition de φ. On noteW =
∂(φspec + φadd)

∂z
et φs(x,t) = φspec(x,z = η(x,t),t) :





∂η

∂t
=
(
1 + |∇η|2

)
W −∇ (φs + φadd) .∇η

∂φs

∂t
= −gη − 1

2
|∇φs|2 +

1
2

(
1 + |∇η|2

)
W 2

−∇φs.∇φadd −
1
2
|∇̃φadd|2 −

∂φadd
∂t

en z = η(x,t) (II.1.4)

Les termes additionnels sont donc vus comme des termes de forçage dans ces CSL. Ils sont
évalués indépendamment de la résolution HOS en elle-même comme vu précédemment. Cette
première approche de prise en compte de la génération peut être améliorée comme on le verra
dans le chapitre suivant II.2.
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II.1.2 Rappel des caractéristiques du modèle HOST-wm1

II.1.2.1 Absorption

Il est intéressant de noter que la plage absorbante présente dans le bassin de l’ECN est
également modélisée. Celle-ci est modélisée par l’ajout d’un terme dans la CDSL représentant
une modification locale de la pression au niveau de la surface libre (appelé classiquement patch
de pression) : Pa = ρν(x)∇̃φ.n. La CDSL devient donc :

∂φs

∂t
= −gη − 1

2
|∇φs|2 +

1
2

(
1 + |∇η|2

)
W 2

−∇φs.∇φadd −
1
2
|∇̃φadd|2 −

∂φadd
∂t
− ν ∂η

∂t
en z = η(x,t) (II.1.5)

Le paramètre ν (géométrie, coefficients) a été calibré par rapport à des campagnes d’expé-
riences par F. Bonnefoy, on se réfère donc à sa thèse [13] pour plus de détails concernant cette
plage absorbante.

II.1.2.2 Rampe en temps

Au début du processus de génération une rampe en temps est mise en place. Elle a pour
but de : i) limiter les discontinuités lors de la simulation numérique pour faciliter l’avance en
temps, ii) limiter les contraintes mécaniques appliquées au batteur réel lors du démarrage (dans
le cas d’accélérations brutales) et iii) limiter l’excitation des modes propres du bassin qui sont
difficilement absorbés par la plage (ce sont des modes très longs).

Des études numériques sur les types de rampes à employer (linéaire ou d’ordre supérieur)
ainsi que leur durée optimale peuvent être trouvées dans la thèse de D. Le Touzé [80].

II.1.2.3 Validations

Le modèle HOST-wm1 a été largement validé et appliqué à de nombreux cas. On rappelle
ici deux cas présentés par F. Bonnefoy [13] :

• Houles irrégulières 2D : des comparaisons entre des expériences réalisées dans le bassin de
houle de l’ECN et le modèle HOST-wm1 ont été réalisées sur des houles irrégulières 2D,
définies par un spectre de Bretschneider. Le champ de vagues a été étudié sur une longue
durée afin d’effectuer des études statistiques sur celui-ci. Différentes cambrures ont été
testées et ont permis de mettre en avant l’efficacité de la méthode par rapport au modèle
complètement 2nd ordre SWEET développé auparavant au laboratoire (voir Bonnefoy et
al. [15] & [16]). Les comparaisons simulations numériques/données expérimentales sont
très bonnes, même après de longs temps de propagation (i.e. avec multiples réflexions
sur la plage absorbante). Il a également été montré la supériorité de HOST-wm1 (CSL
complètement non-linéaires et batteur 1er ordre) par rapport à SWEET (CSL et batteur
2nd ordre) dès qu’on atteint des cambrures moyennes, le caractère non-linéaire complet
des CSL de HOST étant déterminant. Ainsi, la plage absorbante ainsi que la méthode de
génération ont été validées par de tels essais.
• Reproduction déterministe 2D et 3D : F. Bonnefoy a également travaillé sur la reproduc-

tion déterministe qui consiste, à partir de la connaissance d’une élévation de surface libre
en un point donné au cours du temps (typiquement un relevé de sondes), à reproduire
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le champ de vagues ayant donné le relevé temporel en question. Ceci a été étudié sur
des paquets de vagues focalisés en 2D et en 3D et les comparaisons se sont avérées très
concluantes montrant une nouvelle fois les capacités du modèle HOST-wm1.

En conclusion, on a tout d’abord présenté le problème de la génération de houle en rappelant
la méthode employée pour la modélisation du batteur. La résolution se fait par l’introduction
d’un potentiel additionnel résolu dans un domaine étendu permettant de conserver l’approche
spectrale pour ce problème et donc l’efficacité du calcul. Dans la seconde partie, on a éga-
lement rappelé quelques résultats importants obtenus par D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy
[13] concernant la rampe en temps utilisée, la modélisation de la plage absorbante et certains
cas de validation sur des simulations de longues durées de houles irrégulières 2D, ainsi que la
reproduction déterministe 2D et 3D de paquets de vagues focalisés.
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Chapitre II.2

Amélioration de la génération

L’idée ici est d’améliorer le processus de génération tel qu’il est décrit dans le chapitre
précédent II.1, à savoir une prise en compte au premier ordre de l’influence du batteur. Il
est à noter cependant que cette approche de modélisation par un flux linéaire du batteur est
très convaincante et a été validée sur de nombreux cas-tests comme on l’a vu précédemment.
En effet, les mouvements batteur sont en général d’amplitude assez faible (par rapport à la
longueur d’onde) et sont donc bien approchés par un développement en ordres limité au 1er

ordre. Cependant, il arrive dans certains cas que cette approximation ne soit pas suffisamment
précise. Dans ce modèle, le batteur est modélisé par un flux de vitesse en x = 0 égal à la vitesse
normale du batteur (cf. équation (II.1.3)). On néglige ainsi des termes d’ordre supérieurs liés
notamment à la position réelle du batteur et à l’amplitude finie de la houle. En raison du
traitement non-linéaire des CSL, des composantes non-linéaires seront tout de même générées
mais qui diffèrent de celles attendues, i.e. qu’on peut mesurer en bassin par exemple. On y
reviendra en détail dans le chapitre II.3.

On a donc envisagé une amélioration de la modélisation de la génération dans notre modèle.
On présentera tout d’abord dans la section II.2.1 le principe de l’amélioration, basé sur un
développement en ordres de la condition batteur. Ensuite, la section II.2.2 présentera le modèle
avec un développement des conditions sur le batteur au 2ème ordre HOST-wm2, alors que la
section II.2.3 s’intéressera au 3ème ordre HOST-wm3. Dans chacune de ces sections, l’algorithme
de résolution sera détaillé. Enfin, la section II.2.4 présentera des pistes quant à l’éventualité de
résoudre de manière complètement non-linéaire le problème de la génération de la houle.

II.2.1 Principe de l’amélioration

Dans cette section sera explicité le principe de l’amélioration de la prise en compte du
batteur au sein du code de calcul HOST. Initialement, cette condition limite était prise en
compte de façon linéaire, i.e. développement au premier ordre de la condition. L’idée ici va être
de développer aux ordres supérieurs la condition non-linéaire sur le batteur. Comme on l’a vu
dans le chapitre précédent, celle-ci est prise en compte à l’aide d’un potentiel additionnel. On va
donc chercher à obtenir un potentiel additionnel plus précis que celui initialement employé (issu
du traitement linéaire de la condition sur le batteur). Ce potentiel, apparaissant en terme de
forçage des CSL (cf. équation (II.1.4)), est décorrélé de la résolution complètement non-linéaire
de ces CSL par la méthode HOST.

En ce sens, on présentera donc le développement en ordres de la condition sur le batteur.
Celui-ci s’accompagne d’un développement en ordres des CSL. Il faut cependant garder à l’es-
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prit que ce développement en ordres des CSL est utile seulement à l’obtention du potentiel
additionnel φadd amélioré. On va toujours garder la résolution complètement non-linéaire des
CSL par HOST. Seule la prise en compte de la génération est modifiée.

II.2.1.1 Développement en ordres de la condition sur le batteur

On rappelle tout d’abord la condition non-linéaire sur le batteur :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
− ∂φ

∂y

∂X

∂y
− ∂φ

∂z

∂X

∂z
en x = X(y,z,t) (II.2.1)

On va chercher à développer en ordres de perturbation cette condition. Pour ce faire, on
rappelle le développement en ordres de perturbation d’une fonction quelconque G. En supposant
les déplacements faibles, on peut exprimer les grandeurs sur les surfaces en mouvement par un
développement de Taylor autour de la position de repos. Soit, sur la surface libre :

G(x,y,z = η,t) = G(x,y,0,t) + η
∂G

∂z
(x,y,0,t) +

η2

2
∂2G

∂z2
(x,y,0,t) + . . . (II.2.2)

et sur le batteur :

G(x = X,y,z,t) = G(0,y,z,t) +X
∂G

∂x
(0,y,z,t) +

X2

2
∂2G

∂x2
(0,y,z,t) + . . . (II.2.3)

En appliquant le développement à la condition sur le batteur (second membre de l’équation

(II.2.1)) et en adoptant la notation compacte des dérivées φ,x =
∂φ

∂x
:

X,t = φ,x(x = X)− φ,y(x = X) X,y − φ,z(x = X) X,z (II.2.4)

= φ,x(x = 0) + X φ,xx(x = 0) +
X2

2
φ,xxx(x = 0) + . . . (II.2.5)

−φ,y(x = 0) X,y −X φ,yx(x = 0) X,y −
X2

2
φ,yxx(x = 0) X,y + . . . (II.2.6)

−φ,z(x = 0) X,z −X φ,zx(x = 0) X,z −
X2

2
φ,zxx(x = 0) X,z + . . . (II.2.7)

Les deux quantités nous intéressant sont alors développées suivant un petit paramètre ǫ :

X = ǫ X(1) + ǫ2 X(2) + ǫ3 X(3) +O(ǫ4) (II.2.8)

φ = ǫ φ(1) + ǫ2 φ(2) + ǫ3 φ(3) +O(ǫ4) (II.2.9)

On obtient alors (en développant jusqu’au 3ème ordre) :

X,t = ǫ X(1),t + ǫ2 X(2),t + ǫ3 X(3),t +O(ǫ4)

= ǫ φ(1),x + ǫ2 φ(2),x + ǫ3 φ(3),x + ǫ2 X(1) φ(1),xx + ǫ3 X(2) φ(1),xx + ǫ3 X(1) φ(2),xx + ǫ3
X2

(1)

2
φ(1),xxx

−ǫ2 φ(1),y X(1),y − ǫ3 φ(2),y X(1),y − ǫ3 φ(1),y X(2),y − ǫ3 X(1) φ(1),yx X(1),y

−ǫ2 φ(1),z X(1),z − ǫ3 φ(2),z X(1),z − ǫ3 φ(1),z X(2),z − ǫ3 X(1) φ(1),zx X(1),z +O(ǫ4)

Donc en regroupant chaque ordre :

• 1er ordre :

φ(1),x = X(1),t
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• 2ème ordre :

φ(2),x = X(2),t −X(1) φ(1),xx + φ(1),y X(1),y + φ(1),z X(1),z

• 3ème ordre :

φ(3),x = X(3),t −X(2) φ(1),xx −X(1) φ(2),xx −
X2

(1)

2
φ(1),xxx

+φ(2),y X(1),y + φ(1),y X(2),y +X(1) φ(1),yx X(1),y

+φ(2),z X(1),z + φ(1),z X(2),z +X(1) φ(1),zx X(1),z

On cherche alors à résoudre le problème à chacun des ordres successivement. On s’aperçoit
que pour la résolution du problème additionnel à un ordre i, on a besoin de la connaissance
de ce potentiel (additionnel et spectral) aux ordres inférieurs. Il va donc falloir développer en
ordres le potentiel spectral ainsi que l’élévation de surface libre. On se réfère alors au code
complètement second ordre développé au sein du LMF par D. Le Touzé et F. Bonnefoy (voir
Bonnefoy et al. [15] & [16]), SWEET. Si on effectue un développement en ordres de la condition
batteur comme indiqué, il faut également développer en ordres les autres quantités rentrant en
jeu dans l’écriture des équations, de manière à rester consistant. Ceci va donc correspondre
à un couplage entre le code de calcul SWEET, qui va permettre la résolution jusqu’au 2ème

ordre et l’obtention de la condition batteur 3ème ordre, et le code HOST où on aura alors cette
condition batteur 2ème ou 3ème ordre et les CSL toujours complètement non-linéaires.

II.2.1.2 Développement en ordre des CSL

On rappelle ici le développement en ordre des CSL et les équations résultantes, les inconnues
étant les potentiels et élévations de surface libre à chacun des ordres φ(i) et η(i) i = [1,2] (les
déplacements batteur X(i) sont quant à eux connus) :

∆φ(i) = 0 dans D
∂φ(i)

∂z
= 0 en z = −h

∂φ(i)

∂y
= 0 en y = 0,Ly

∂φ(i)

∂x
= 0 en x = Lx

∂η(i)

∂t
− ∂φ(i)

∂z
= Ai en z = 0

∂φ(i)

∂t
+ gη(i) + ν

∂φ(i)

∂z
= Bi en z = 0

∂φ(i)

∂x
− ∂X(i)

∂t
= Ci en x = 0

avec au premier ordre,

A1 = 0, B1 = 0, C1 = 0
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et au second ordre :

A2 = η(1)
∂2φ(1)

∂z2
−∇η(1).∇φ(1)

B2 = −η(1)
∂2φ(1)

∂t∂z
− 1

2

∣∣∣∇̃φ(1)

∣∣∣
2 − ν

(
η(1)

∂2φ(1)

∂z2
−∇η(1).∇φ(1)

)

C2 = −X(1)
∂2φ(1)

∂x2
+∇vX1.∇vφ1

On a bien ici, comme attendu, les expressions de C1 et C2 qui correspondent au dévelop-
pement décrit précédemment. Il faut remarquer que les Ci ne dépendent que des η et φ aux
ordres inférieurs. Il en est de même pour C3 calculé dans le paragraphe précédent:

C3 = −X(2) φ(1),xx −X(1) φ(2),xx −
X2

(1)

2
φ(1),xxx

+φ(2),y X(1),y + φ(1),y X(2),y +X(1) φ(1),yx X(1),y

+φ(2),z X(1),z + φ(1),z X(2),z +X(1) φ(1),zx X(1),z

L’amélioration en elle-même apportée sur cette base est présentée plus en détail dans les deux
sections suivantes II.2.3 & II.2.2.

Il est intéressant de noter ici que le problème de la génération (i.e. le traitement des condi-
tions au niveau du batteur C1, C2 & C3) est résolu par la méthode du potentiel additionnel
présenté précédemment. Mais il est apparu lors de la mise en place du code SWEET (voir D.
Le Touzé [80]) qu’il était nécessaire d’avancer en temps ces conditions sur le batteur. En effet,
un problème de consistance de cette condition apparaît si elle est traitée telle quelle, l’idée est
alors d’avancer plutôt en temps la condition, i.e. de ne résoudre que la dérivée par rapport au
temps de celle-ci plutôt que la condition elle-même.

II.2.2 Batteur 2
ème ordre : HOST-wm2

Dans cette partie, on va décrire la première extension de la génération qui a été réalisée. On
développe cette fois le batteur jusqu’au 2ème ordre, i.e. on va résoudre le problème additionnel
jusqu’au 2ème ordre. On va donc avoir besoin de calculer les termes C1 et C2 qui vont être ob-
tenus grâce à la connaissance de X(1),η(1),φ(1). Plus précisément on va chercher à calculer d∂C1

∂t

et
∂C2

∂t
pour assurer la consistance de la solution, comme vu à la fin du paragraphe précédent.

L’algorithme de résolution que l’on va employer cette fois va donc être le suivant (schématisé
sur la figure II.2.1) :

• Résolution du problème de la génération : on détermine φadd et
∂φadd
∂t

grâce aux étapes
suivantes :

– Avance en temps de φadd,(1) :
∂2φadd,(1)

∂x∂t
=
∂C1

∂t
+
∂2X(1)

∂t2
– Avance en temps de η(1) et φspec,(1) avec les CSL développées en ordres :

∂η(1)

∂t
= A1 +

∂φ(1)

∂z
∂φ(1)

∂t
= B1 − gη(1) − ν

∂φ(1)

∂z
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– Avance en temps de φadd,(2) :
∂2φadd,(2)

∂x∂t
=
∂C2

∂t
+
∂2X(2)

∂t2

–
∂φadd
∂t

=
∂φadd,(1)

∂t
+
∂φadd,(2)

∂t
– φadd = φadd,(1) + φadd,(2)

• Résolution de la propagation complètement non-linéaire (HOST ) : les CSL sont résolues
avec les termes additionnels φadd,(1) + φadd,(2) déterminés dans l’étape précédente en for-
çage : système d’équations (II.1.4).

pas de temps t

pas de temps t + ∆t

∂φadd,(2)

∂t

∂φadd,(1)

∂t
;
∂η(1)

∂t
;
∂φspec,(1)

∂t

HOST

wm2CB(2) =

batteur au 2nd ordre

Résolution de la condition

∂η

∂t
;
∂φs

∂tcomplètement non-linéaires

SWEET - (1)

∂φ

∂t
=
∂φadd,(1)

∂t
+
∂φadd,(2)

∂t

Résolution des CSL

1er ordre

Résolution SWEET

pas de temps t

pas de temps t+ ∆t

Fig. II.2.1 – Algorithme de résolution pour HOST-wm2

En ce qui concerne la complexité de la résolution, on peut essayer de comparer la ver-
sion HOST-wm2 et la version HOST-wm1. On va ici avancer en temps un certain nombre de
variables : φadd,(2),η(1),φspec,(1), qui sont à ajouter aux variables déjà avancées en temps dans
HOST-wm1 : φadd,(1), η, φ

s. Ainsi, le calcul sera bien évidemment plus demandeur en ressources
CPU et mémoire. Cependant, l’augmentation de temps CPU reste très faible, la résolution
complètement non-linéaire du problème représentant encore la part la plus importante.

Il est importer d’indiquer également que la partie consistant en le calcul des termes addi-
tionnels (φadd = φadd,(1) + φadd,(2)) est totalement décorrelée de la résolution effective au niveau
de la surface libre par la méthode HOS. Donc, le fait qu’apparaisse ici une décomposition en
ordres autour de z = 0 pour η et φ n’est en aucun cas lié à la résolution des CSL. Ces termes
sont simplement utiles pour la construction de la condition sur le batteur étendue au 2ème ordre
et du potentiel additionnel correspondant.

Ces développements ont fait l’objet d’une présentation au 16th International Offshore and
Polar Engineering Conference, Ducrozet et al. [36] puis d’une publication dans le journal ĲOPE,
Ducrozet et al. [38]
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II.2.3 Batteur 3
ème ordre : HOST-wm3

Le principe utilisé pour obtenir le batteur 3ème ordre est sensiblement identique à celui pré-
senté précédemment, la seule différence étant que l’ordre de développement de la condition sur
le batteur est étendue à un ordre supérieur.

L’algorithme de résolution que l’on va employer est donc proche de celui décrit plus haut
et est représenté sur la figure II.2.2 :

• Résolution du problème de la génération : on détermine φadd et
∂φadd
∂t

grâce au processus
suivant :

– Avance en temps de φadd,(1) :
∂2φadd,(1)

∂x∂t
=
∂C1

∂t
– Avance en temps de η(1) et φspec,(1) avec les CSL développées en ordres :

∂η(1)

∂t
= A1 +

∂φ(1)

∂z
∂φ(1)

∂t
= B1 − gη(1) − ν

∂φ(1)

∂z

– Avance en temps de φadd,(2) :
∂2φadd,(2)

∂x∂t
=
∂C2

∂t
– Avance en temps de η(2) et φspec,(2) avec les CSL développées en ordre :

∂η(2)

∂t
= A2 +

∂φ(2)

∂z
∂φ(2)

∂t
= B2 − gη(2) − ν

∂φ(2)

∂z

– Avance en temps de φadd,(3) : d∂
2φadd,(3)

∂x∂t
=
∂C3

∂t
+
∂2X(3)

∂t2

–
∂φadd
∂t

=
∂φadd,(1)

∂t
+
∂φadd,(2)

∂t
+
∂φadd,(3)

∂t
– φadd = φadd,(1) + φadd,(2) + φadd,(3)

• Résolution de la propagation complètement non-linéaire (HOST ) : les CSL sont réso-
lues avec les termes additionnels déterminés dans l’étape précédente en forçage : système
d’équations (II.1.4).

En termes de complexité de résolution, on compare la prise en compte du batteur au 3ème

ordre HOST-wm3 à la prise en compte au 2nd ordre. On va avancer en temps un certain nombre
de variables φadd,(3),η(2),φspec,(2) qui sont à ajouter aux variables déjà avancées en temps dans
HOST-wm2 (voir section précédente).

On rappelle également ici que, comme pour le code HOST-wm2, la partie consistant en le
calcul des termes additionnels (φadd = φadd,(1) + φadd,(2) + φadd,(3)) est totalement décorrélée de
la résolution effective au niveau de la surface libre. Le développement en ordres n’est utile que
pour déterminer le potentiel additionnel adapté à notre problème.

Il est cependant intéressant de noter que le développement en ordres du batteur devient
beaucoup plus compliqué si on veut augmenter encore d’un ordre la non-linéarité de celui-
ci. En effet, le problème bien connu de la sécularité de la solution va apparaître. Ce dernier
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pas de temps t

pas de temps t+ ∆t

HOST

CB(3) =Résolution de la condition

complètement non-linéaires

Résolution des CSL

pas de temps t

pas de temps t + ∆t

1er + 2ème ordre

SWEET - (1)+(2)

batteur au 3nd ordre

wm3

∂φadd,(3)

∂t

∂φ

∂t
=
∂φadd,(1)

∂t
+
∂φadd,(2)

∂t
+
∂φadd,(3)

∂t

Résolution SWEET complète

∂η

∂t
;
∂φs

∂t

∂φadd,(1)

∂t
;
∂η(1)

∂t
;
∂φspec,(1)

∂t

∂φadd,(2)

∂t
;
∂η(2)

∂t
;
∂φspec,(2)

∂t

Fig. II.2.2 – Algorithme de résolution pour HOST-wm3

apparaît par exemple lors du développement au 3ème ordre des CSL. Un terme dit séculaire
(i.e. augmentant en fonction du temps ou en fonction de la position dans l’espace suivant
l’écriture des équations) va apparaître lors d’une résolution telle quelle. C’est ce problème de
sécularité qui est à l’origine par exemple de la modification de la vitesse de phase au 3ème ordre.
Cependant, il est à noter que ce problème n’apparaît pas lors du développement au 3ème ordre
de la condition batteur elle-même. Mais, si on veut une condition batteur au 4ème ordre, on
aura besoin des CSL développées au 3ème ordre donc ce problème sera présent compliquant
grandement la résolution. Pour plus de détails, voir Annexe A.

II.2.4 Vers le batteur non-linéaire?

II.2.4.1 Résolution

En deux dimensions, le système d’équations vérifié par le potentiel et l’élévation de surface
libre dans le bassin de houle non-linéaire est le suivant :

△φ = 0 dans D
∂φ

∂t
= −η − 1

2
|−→∇φ|2 en z = η(x,t)

∂η

∂t
=

∂φ

∂z
− ∂φ

∂x

∂η

∂x
en z = η(x,t)

∂X

∂t
=

∂φ

∂x
− ∂φ

∂z

∂X

∂z
en x = X(z,t) (II.2.10)

∂φ

∂n
= 0 en z = −1; x = Lx
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On a donc ici trois équations non-linéaires affichées sur des surfaces mobiles, notamment à
la surface du batteur. Notre méthode spectrale nous impose l’utilisation d’une géométrie pa-
rallélépipédique pour notre résolution, ce qui implique un problème pour la prise en compte de
la condition non-linéaire du batteur (cette condition est à vérifier en x = X(z,t) et non plus en
x = 0).

L’idée adoptée ici est donc de conserver notre géométrie initiale (à savoir un parallélépipède)
en appliquant toujours une condition en x = 0 de manière à essayer de satisfaire la condition
non-linéaire. Pour ce faire, un processus itératif doit donc être mis en place comme présenté
sur la figure II.2.3 :

pas de temps t

Critère d’arret

pas de temps t+ ∆t

Calcul des vitesses en x = X(z,t)

Condition non-linéaire sur batteur

Résolution additionnelle,

Flux appliqué en x = 0

Résolution principale

Flux correctif à appliquer

en x = 0

Condition linéaire

Flux initial à appliquer,

Fig. II.2.3 – Algorithme de résolution itératif pour prise en compte non-linéaire du batteur

A la première itération, on applique donc le flux linéaire en x = 0 pour le calcul de la partie
additionnelle (i.e. si on se limite à une itération on aura notre condition linéaire pour le batteur,
HOST-wm1). Ensuite, on calcule avec ce flux le potentiel total résultant ainsi que la condition
non-linéaire sur la position exacte du batteur (II.2.10). De cela, on déduit un flux correctif à
appliquer en x = 0 de manière à avoir notre condition non-linéaire sur le batteur satisfaite
exactement. Ce processus doit converger rapidement afin de ne pas avoir un temps de calcul
prohibitif.

Afin d’évaluer la condition non-linéaire sur le batteur, il est nécessaire de calculer les vi-
tesses et les accélérations du fluide en la position de celui-ci, x = X(y,z,t). Pour ce faire, on
peut utiliser les techniques décrites dans la section I.3.2. On utilisera dans notre cas la méthode
adaptée du travail de Bateman [7] (opérateurs H , H2).
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Il est alors apparu, lors de la mise en place du processus itératif précédent que la convergence
n’était pas assurée dans tous les cas. En effet, dans la majorité des cas de calculs testés, le
processus divergeait dès que le mouvement batteur devenait un tant soit peu important. Afin
de vérifier le calcul effectué, il était intéressant de voir si en imposant une correction à la
dérivée de la condition sur le batteur (en x = X(z,t)) à chaque pas de temps on imposait bien
la condition voulue sur le batteur. En effet, les corrections sont effectuées au niveau de cette
dérivée dans le processus décrit sur le schéma II.2.3. Or, il est apparu que même en ayant un
calcul convergé sur la dérivée de la condition batteur, la condition batteur en elle-même n’était
pas obligatoirement vérifiée.

Il semblait donc intéressant dans un deuxième temps de mettre en place le processus itératif
à chaque sous-pas de temps RK4 (ce qui va augmenter d’autant plus le coût de ces itérations
non-linéaires). On observe alors que le résultat au niveau de la condition sur le batteur est
très largement amélioré. Toutefois, il arrive qu’à certains instants la convergence ne puisse se
faire sur la dérivée de cette condition (comme précédemment) et dès lors, la condition batteur
elle-même s’en trouve très largement dégradée avec une propagation de l’erreur par la suite du
calcul (étant donné que l’on avance en temps celle-ci).

II.2.4.2 Avance en temps de la condition batteur

Dans le cadre du code SWEET, D. Le Touzé [80] a expliqué que la construction du batteur
unifié impose d’avancer en temps le potentiel additionnel afin d’être consistant. On peut donc
supposer connues les amplitudes modales de ce potentiel additionnel et chercher uniquement
leurs dérivées temporelles. On travaillera donc sur la seule dérivée de la condition batteur,
notée EB, équation (II.2.10) et non sur cette condition elle même. La dérivée de cette condition
donne :

dEB

dt
=
∂EB

∂t
+
∂X

∂t

∂EB

∂x
en x = X(z,t)

D’où,

∂2φ

∂x∂t
− ∂X

∂z

∂2φ

∂z∂t
=
∂2X

∂t2
− ∂X

∂t

∂2φ

∂x2
+
∂2X

∂z∂t

∂φ

∂z
+
∂X

∂z

∂X

∂t

∂2φ

∂x∂z
en x = X(z,t) (II.2.11)

Dans un premier temps, il faut vérifier le changement fait dans la résolution de la condition
batteur, à savoir avancer en temps cette condition plutôt que de l’appliquer de façon connue.
Pour ce faire, il convient de réécrire ces deux conditions (sans processus itératif tout d’abord) :

• Condition non-linéaire à appliquer initialement :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
− ∂φ

∂z

∂X

∂z
en x = X(z,t)

• Soit, la condition linéaire appliquée :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
en x = 0
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• Avance en temps de la condition non-linéaire :

∂2φ

∂x∂t
− ∂X

∂z

∂2φ

∂z∂t
=
∂2X

∂t2
− ∂X

∂t

∂2φ

∂x2
+
∂2X

∂z∂t

∂φ

∂z
+
∂X

∂z

∂X

∂t

∂2φ

∂x∂z
en x = X(z,t)

• Avance en temps de la condition linéaire :

∂2φ

∂x∂t
=
∂2X

∂t2
− ∂X

∂t

∂2φ

∂x2
en x = 0

où, par integration en temps on retrouve bien :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
− ∂φ

∂z

∂X

∂z
en x = X(z,t)

et,

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
en x = 0

Mais, un problème est tout de même apparu dû à la présence de la rampe en temps sur
la position du batteur. En effet, si on reprend la construction de cette rampe comme expliqué
par Le Touzé [80], elle est définie par l’équation suivante, en supposant la position du batteur
donnée par x = α(t)X(y,z,t) :

α(t = 0) = 0;α(t = Trampe) = 1;
∂α

∂t
(t = 0) = 0;

∂α

∂t
(t = Trampe) = 0 (II.2.12)

Ainsi, si on reprend la condition batteur appliquée initialement dans le code HOS, il vient
la condition suivante quel que soit t :

α
∂X

∂t
+
∂α

∂t
X =

∂φ

∂x
en x = 0

Donc pour t > Trampe :

∂X

∂t
=
∂φ

∂x
en x = 0

Si on reprend notre changement de variable, la condition appliquée est :

∂2φ

∂x∂t
= α

∂2X

∂t2
+
∂α

∂t

∂X

∂t
+
∂2α

∂t2
X −

(
α
∂X

∂t
+
∂α

∂t
X

)
∂2φ

∂x2
en x = 0

Si on intègre cette équation en prenant en compte la formulation de la rampe (II.2.12) on
obtient :

• Pour 0 ≤ t ≤ Trampe

α
∂X

∂t
+
∂α

∂t
X =

∂φ

∂x
en x = 0
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• Pour t > Trampe

∂X

∂t
+
∫ Trampe

0

(
∂α

∂t

∂X

∂t
+
∂2α

∂t2
Xdt

)
=
∂φ

∂x
en x = 0 (II.2.13)

A la fin de la rampe en temps, il faudra donc enlever cette intégrale résiduelle de (II.2.13)
qui n’apparaît pas dans la formulation originelle.

Ceci fait, la nouvelle formulation avec avance en temps de la condition sur le batteur est mise
en place et les résultats obtenus sur différents cas-tests sont exactement les mêmes qu’avec la
formulation originelle. Notre nouvelle formulation est donc validée et nous permet d’envisager
l’utilisation du processus itératif qui nécessitait la mise en place de cette avance temporelle.

Pour conclure ce chapitre, nous avons présenté la méthode permettant d’améliorer le proces-
sus de génération tel qu’il est décrit dans le chapitre précédent II.1. La prise en compte au 1er

ordre de l’influence du batteur est améliorée grâce à un développement en ordres de la condition
sur le batteur. Le travail effectué dans le cadre du code complètement 2nd ordre SWEET a été
adapté à notre modèle complètement non-linéaire sur la surface libre HOST et étendu jusqu’au
3ème ordre. On arrive ainsi à deux modèles améliorés, HOST-wm2 et HOST-wm3 correspon-
dant au développement des conditions batteur respectivement au 2ème et au 3ème ordre, tout en
restant complètement non-linéaire sur la surface libre. Les algorithmes de résolution de chacun
de ces modèles sont présentés. Le chapitre suivant II.3 présentera les validations et des résultats
concernant cette amélioration du processus de génération. Enfin, la section II.2.4 présente des
pistes quant à l’éventualité de résoudre de manière complètement non-linéaire le problème de
la génération de la houle et évoque un processus basé sur des itérations non-linéaires qui ne
donne pas pour le moment satisfaction.
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Chapitre II.3

Validations - Résultats

Dans ce chapitre seront présentés des cas de validation ainsi que des résultats obtenus
avec les modèles améliorés HOST-wm2 et HOST-wm3 présentés dans le chapitre précédent. La
première section II.3.1 s’intéressera à une validation sur différents cas de houles régulières 2D
(plus ou moins cambrées). Des comparaisons avec des expériences réalisées dans le bassin de
houle de l’ECN sont présentées. On s’intéresse en particulier à des comparaisons à des relevés
de sondes dans le bassin mais également au problème numérique de conservation du volume. La
section II.3.2 présentera quant à elle des résultats sur une vague focalisée 2D. Les expériences,
réalisées par Ocean Power Delivery (OPD) dans le bassin de houle de l’ECN, sont comparées
aux simulations numériques. Les comparaisons sont réalisées sur des élévations de surface libre
ainsi que sur la pression à l’intérieur du domaine fluide.

II.3.1 Houle régulière 2D

On va s’intéresser à la simulation de houles régulières 2D générées dans le bassin de l’ECN
(50m × 30m × 5m). Nous allons donc étudier le comportement des différents modèles de
génération HOST-wm1, HOST-wm2 et HOST-wm3 pour différentes cambrures de houle. Les
cas présentés ici sont ka = 0.13 et 0.2 avec une longueur d’onde λ = 3m. On rappelle que l’on
utilise les mêmes lois de commande pour le batteur numérique que celles employées pour le
batteur réel, permettant des comparaisons très aisées avec les expériences.

II.3.1.1 Élévation de surface libre

Nous allons tout d’abord nous intéresser aux élévations de surface libre fournies par les trois
modèles de génération HOST-wm(i) et les comparer avec les expériences. Les résultats sont
présentés dans la figure suivante II.3.1 où sont représentées des élévations en un point du bas-
sin à xs = 16.5m du batteur. Les expériences sont réalisées avec des sondes à houles résistives
donnant l’élévation de la houle en un endroit du bassin de houle. On s’intéresse à un cas de
houle régulière de cambrure ka = 0.13 (i.e. faiblement cambré).

On remarque sur la vue générale (en haut) que toutes les courbes sont quasiment confondues
confirmant la très bonne aptitude de notre modèle à résoudre ce genre de cas. Un zoom sur la
fin du calcul (en bas de la figure) indique même que si des différences minimes semblent exister
entre les modèles améliorés HOST-wm2/ HOST-wm3 et le modèle initial HOST-wm1, les trois
modèles sont en très bon accord avec les expériences. Donc, pour ce cas faiblement cambré
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Fig. II.3.1 – Comparaison entre génération 1er, 2ème et 3ème ordre et les expériences pour une
houle régulière, ka = 0.13.

(i.e. avec des amplitudes batteur assez réduites), les non-linéarités du mouvement batteur ne
semblent pas avoir d’influence nette sur le résultat présenté ici.

La figure II.3.2 présente un cas de houle plus cambré, ka = 0.2. On compare de la même
manière que précédemment, sur des signaux de sondes, les différentes méthodes de génération.

On observe dans ce cas-là des différences un peu plus importantes que celles observées pour
ka = 0.13. On peut noter cependant que l’accord général obtenu avec les trois modèles de
génération est très bon, comme on le voit sur le haut de la figure II.3.2. Dans la partie basse de
la figure où un zoom sur la fin de la simulation est présenté, on remarque que des écarts plus
importants entre les différentes méthodes de génération apparaissent. Notamment, au niveau
des crêtes, le modèle HOST-wm1 semble résoudre ce cas de calcul de manière moins précise que
les 2 autres modèles qui sont en très bon accord avec les expériences.

Il paraît alors intéressant de comparer les différents modèles et en particulier les modèles
HOST-wm1 et HOST-wm2. En effet, la description au 2nd ordre de la génération a été lar-
gement étudiée dans le cadre du code de calcul SWEET. On s’attend donc, si on visualise
ηHOST-wm2− ηHOST-wm1 à observer la correction sur les ondes libres qu’implique une génération au
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Fig. II.3.2 – Comparaison entre génération 1er, 2ème et 3ème ordre et les expériences pour une
houle régulière, ka = 0.2.

second ordre. En effet, on rappelle que les ondes libres sont des ondes parasites de fréquence 2ω
(ou de longueur d’onde λ/4) en houle régulière et qui perturbent le champ de vagues que l’on
veut générer. Ces ondes apparaissent lors de la génération de houle par un batteur quelconque.
Le profil de vitesse vertical imposé par ce dernier est différent du profil de la houle seule. En
conséquence, des modes évanescents (correction 1er ordre) ainsi que des ondes libres (correction
2nd ordre) sont générées pour corriger ce “défaut” de profil de vitesse. La génération au 2nd

ordre, HOST-wm2, doit donc permettre une correction de ces ondes libres. On s’attend à ce
qu’elle se traduise sur la différence ηHOST-wm2 − ηHOST-wm1 par des ondes à la fréquence 2ω se
propageant 2 fois moins vite que la houle générée. La figure suivante II.3.3 présente le résultat
obtenu dans le cas de la houle régulière, ka = 0.2.

La différence n’est donc pas celle escomptée au départ. En effet, il apparaît clairement que
celle-ci est composée d’ondes de fréquence ω superposées à celles de fréquence 2ω que l’on
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Fig. II.3.3 – Différences entre génération 1er et 2ème ordre pour une houle régulière, ka = 0.2.

attendait. Afin de comprendre ce phénomène, il convient de rappeler les CSL :





∂η

∂t
=
(
1 + |∇η|2

)
W −∇ (φs + φadd) .∇η

∂φs

∂t
= −gη − 1

2
|∇φs|2 +

1
2

(
1 + |∇η|2

)
W 2

−∇φs.∇φadd −
1
2
|∇̃φadd|2 −

∂φadd
∂t

en z = η(x,t)

Dans le cas du développement au 2ème ordre, le potentiel additionnel est décrit par φadd =
φ

(1)
add + φ

(2)
add. Si on s’intéresse en particulier à la CDSL, l’influence du 2ème ordre sera :

• ∂φ
(2)
add

∂t
, d’amplitude ǫ2 et de fréquence 2ω. Sa vitesse de propagation est 2 fois plus faible

que les ondes liées générées et c’est ce terme auquel on s’attendait. On peut noter que ce
terme est bien présent sur la figure II.3.3 où ces vagues progressives de fréquence double
commencent à arriver après ≃ 23s.
• |∇̃φ(1+2)

add |2 : fait apparaître un terme en |∇̃φ(1)
add.∇̃φ

(2)
add| qui présentera des termes en ω et en

ω3, d’amplitude ǫ3. Ce sont ces termes en ω qui apparaissent donc comme prépondérants
ici, notamment au début du relevé, où les ondes libres ne se sont pas propagées jusqu’à
la sonde. Ces derniers n’étaient pas apparus clairement au départ, étant négligés dans le
code complètement 2nd ordre SWEET (ce sont des termes du 3ème ordre).

• ∇φs.∇φ(1+2)
add fera également apparaître des termes en ω et en ω3, d’amplitude ǫ3.

C’est donc le caractère complètement non-linéaire de la résolution des CSL qui fait appa-
raître cette évolution différente de celle observée avec le code de calcul SWEET. On a donc mis
en lumière les différences observées entre la génération 1er et 2ème ordre, le même type d’étude
pouvant être mené pour étudier les différences avec la génération au 3ème ordre.

II.3.1.2 Conservation du volume

On a alors choisi de s’intéresser au volume durant la simulation. En effet, il est apparu
qu’avec la génération au premier ordre une petite dérive du volume apparaissait. Cette dérive,
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due au caractère linéaire de la condition de flux appliqué, devrait être améliorée en même temps
que la génération. On rappelle ici la méthode utilisée pour calculer le volume V à l’intérieur du
domaine, supposé ici 2D (on rappelle que la profondeur est adimensionnalisée, H = 1) :

V(t) =
∫

D
dV =

∫ L

X(z,t)

∫ η(x,t)

−1
dxdz (II.3.1)

On va séparer le volume en différentes parties :

V(t) =
∫ 0

X(z,t)

∫ η(x,t)

−1
dxdz +

∫ L

0

∫ η(x,t)

−1
dxdz

=
∫ 0

X(z,t)

∫ 0

−1
dxdz +

∫ 0

X(z,t)

∫ η(x,t)

0
dxdz +

∫ L

0

∫ 0

−1
dxdz +

∫ L

0

∫ η(x,t)

−1
dxdz

=
∫ 0

−1
X(z,t)dz +

∫ 0

X(z,t)

∫ η(x,t)

0
dxdz + L+

∫ L

0
η(x,t)dx

= L+
∫ L

0
η(x,t)dx+

∫ 0

−1
X(z,t)dz +

∫ 0

X(z,t)

∫ η(x,t)

0
dxdz

= Vrepos + VSL + Vbat. + Vint (II.3.2)

avec, Vrepos = L le volume du bassin au repos, VSL =
∫ L

0 η(x,t)dx le volume dû à la présence
de la surface libre (sans batteur), Vbat. =

∫ 0
−1 X(z,t)dz celui dû à la présence du batteur (sans

déformée de surface libre) et enfin Vint. =
∫ 0
X(z,t)

∫ η(x,t)
0 dxdz la correction due à la présence

simultanée du batteur et de la déformée de surface libre.

Le calcul de Vrepos, VSL et Vbat. est direct, seul le calcul de Vint. peut poser problème. On
choisira de le calculer en l’approximant comme suit :

Vint. ≃ X(0,t) η(0,t) (II.3.3)

on se réfère à la thèse de F. Bonnefoy [13] pour plus de détail sur les calculs de volume et pour
confirmer que l’approximation faite sur Vint. permet d’avoir un volume précis au 2nd ordre.

Il faut indiquer que l’on s’est assuré ici que le choix adopté dans les simulations suivantes,
Nx = 513,Nz = 129 correspond à un calcul convergé en nombre de modes comme le montre la
figure II.3.4.

La partie haute de la courbe représente la vue globale de l’évolution du volume au cours du
temps en fonction du nombre de points utilisés pour le calcul. La partie basse de la figure pré-
sente un zoom de l’évolution de l’erreur sur le volume proche de t = 30s. On remarque très bien
la convergence vers une certaine valeur de dérive, non-nulle. C’est ce fait de non-convergence
vers 0 du volume qui peut poser problème par la suite avec ce modèle HOST-wm1, même si on
remarque ici que les dérives sont très faibles.

La figure II.3.5 représente l’évolution de l’erreur numérique effectuée sur le volume au cours
du temps quand on augmente l’ordre de prise en compte de la condition batteur. Cette erreur
est aisément calculée par VSL+Vbat.+Vint.. On parle ici d’erreur car idéalement ce volume doit
être nul, le mouvement du batteur étant compensé par la déformation de la surface libre. On a
choisi ici un cas faiblement cambré ka = 0.1, les conclusions étant sensiblement identiques avec
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Fig. II.3.4 – Convergence sur le volume en fonction du nombre de points (Nx−1) = 4(Nz−1),
ka = 0.1.

des cambrures différentes.

On observe donc tout d’abord que l’erreur sur le volume se traduit par une dérive à peu près
constante au cours du temps. Cette dérive reste cependant faible avec, pour la génération au
premier ordre HOST-wm1, une erreur absolue inférieure à 5.10−4 après 30 s réelles de généra-
tion. Ensuite, on remarque très bien l’apport sur la précision de nos différents modèles améliorés
de génération. En effet, l’erreur sur le volume est grandement diminuée avec le modèle de géné-
ration 2nd ordre HOST-wm2 et de même avec le modèle de génération 3ème ordre HOST-wm3
où la dérive de volume est très proche de 0 après 30 secondes de propagation. Ainsi, même avec
ce champ de vagues faiblement cambré ka = 0.1, la génération a une influence (même si celle-ci
n’apparaît que peu sur les élévations de surface libre comme on l’a vu précédemment sur la
figure II.3.1). Cependant, les différences observées entre ces trois courbes vont être d’autant
plus importantes que les non-linéarités du mouvement batteur vont être importantes, comme
on le voit sur la figure II.3.6 suivante où l’on a étudié la génération d’une houle régulière avec
ka = 0.2.

Il est ensuite apparu que lorsque l’on augmente encore la cambrure (ka ≥ 0.30) du champ
de vague (et donc les non-linéarités du mouvement batteur) des problèmes apparaissaient dans
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Fig. II.3.5 – Comparaison entre générations 1er, 2ème et 3ème ordres sur l’évolution du volume,
ka = 0.1.
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Fig. II.3.6 – Comparaison entre génération 1er, 2ème et 3ème ordre sur l’évolution du volume,
ka = 0.2.

la résolution avec le modèle HOST-wm3. De fortes instabilités du potentiel additionnel utilisé
entrent en jeu et ne permettent pas de poursuivre la résolution. Ceci est explicable par le fait
que, comme on l’a vu dans la section II.2.3 où l’on présente le développement jusqu’au 3ème

ordre de la condition batteur, des dérivées d’ordre 3 du potentiel des vitesses apparaissent. En
se rappellant qu’une dérivation correspond à une multiplication par le nombre d’onde k dans
l’espace de Fourier, les hauts modes peuvent être excités lors de dérivations successives, ceci
du fait d’une amplification des erreurs numériques. On évoque ici différentes pistes qui peuvent
être suivies en vue d’améliorer encore la génération (et notamment sa stabilité) : i) instaurer une
méthode de filtrage des dérivées d’ordre élevé suivant Nz ou ii) pour le calcul de ces dérivées,
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utiliser un schéma de dérivation type différences finies n’impliquant pas les mêmes problèmes
que ceux évoqués avec notre méthode spectrale.

L’instabilité du modèle HOST-wm3 n’étant pas encore complètement résolue nous allons
étudier par la suite seulement le modèle HOST-wm2 qui semble représenter un gain important
en précision comme on a pu le voir précédemment, sans perte de stabilité notable.

II.3.2 Vague focalisée 2D dans une houle irrégulière

Afin de valider les améliorations présentées dans le chapitre précédent II.2, il convient d’étu-
dier un cas où la génération est fortement non-linéaire. La génération d’un paquet de vagues
focalisé nécessite l’utilisation de longueurs d’onde (et donc de mouvements du batteur) très
différentes. Ainsi, des non-linéarités importantes peuvent apparaître dans le mouvement du
batteur. Des essais ont été réalisés dans le bassin de houle de l’ECN sur des vagues focalisées
et vont donc permettre une validation de la génération améliorée. On présentera tout d’abord
les expériences avec les différents cas de houle puis ensuite, les résultats obtenus en comparant
les élévations de surface libre ainsi que les pressions mesurées sous la surface libre.

II.3.2.1 Expériences

Les expériences réalisées correspondent à un paquet de vagues focalisé au sein d’une houle
irrégulière. Ces expériences ont été conduites par Ocean Power Delivery (OPD) dans le bassin
de l’ECN (50m×30m×5m). L’état de mer 2D considéré est la superposition de deux champs
de vagues :

• Un champ de vagues irrégulier défini par un spectre de Bretschneider : Hs = α×0.5m;Tp =
3.13s
• Un paquet de vagues focalisé défini aussi par un spectre de Bretschneider : Hs = α ×

0.5m;Tp = 3.13s mais avec un ajustement des phases afin de manière à produire une
vague focalisée au niveau d’une sonde dans le bassin, placée à xf = 16.1 m.

avec Hs la hauteur significative de l’état de mer et Tp sa période de pic. Le paramètre α est
un facteur d’amplitude permettant de faire varier les non-linéarités de l’état de mer. Le choix
de ces paramètres a été effectué expérimentalement, OPD désirant effectuer des essais de houle
extrême proche du déferlement. Avec le choix α = 1, les paramètres Hs et Tp donnés plus
haut décrivent ainsi un état de mer où un déferlement a lieu au moment où la vague focalisée
dépasse la position du dispositif expérimental. Ensuite, d’autres essais ont été réalisés avec
α = 0.1,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9 afin d’étudier une large gamme d’amplitudes.

L’instrumentation mise en place a été choisie de manière à pouvoir obtenir des informations
sur l’élévation de surface libre ainsi que sur le champ de pression sous cette surface libre. La
figure II.3.7 représente schématiquement l’instrumentation utilisée lors de ces expériences. Les
sondes de pression sont montées sur une plaque plane alignée avec le mouvement des particules
fluides (le champ de vagues généré étant 2D). L’orifice de chaque sonde est quant à lui inséré
dans un trou de la plaque de façon à minimiser les erreurs locales dues à sa présence. Le capteur
en lui même affleure donc la surface de la plaque afin d’avoir une mesure précise de la pression.
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Fig. II.3.7 – Schéma du dispositif expérimental de mesure

II.3.2.2 Élévation de surface libre

Nous allons tout d’abord nous intéresser à l’élévation de surface libre au cours du temps
au point de focalisation : xf = 16.1m pour le cas α = 1. Il est intéressant d’indiquer que
la simulation numérique réalisée s’arrête lorsque l’on arrive au moment du déferlement (i.e.
t ≃ 20s). Les simulations numériques sont réalisées avec Nx = 513 modes sur la surface libre
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et Nz = 65 modes au niveau du batteur. L’ordre HOS est fixé à M = 8 et on simule une durée
t = 20 s pour un coût en temps CPU d’environ 300s sur un mono-processeur Opteron 2.4 GHz
(on remarquera ici l’efficacité du modèle permettant la simulation d’états de mer extrêmes en
si peu de temps).

La figure II.3.8 représente l’élévation de la surface libre en un point du bassin en fonction
du temps. On compare les expériences (relevés des sondes à houle) et les simulations avec une
génération 1er et 2ème ordre (courbes respectivement HOST-wm1 et HOST-wm2).
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Fig. II.3.8 – Comparaison entre générations 1er et 2ème ordres et les expériences α = 1.

Tout d’abord, on observe sur cette courbe que l’accord entre les simulations numériques et
les expériences est globalement très bon. La vague focalisée, qui est un évènement fortement
non-linéaire est bien simulé par les deux modèles qui se révèlent très précis et capables de mo-
déliser de tels évènements extrêmes. On rappelle ici que l’on est assez proche du déferlement
lors de cette focalisation (ce dernier ayant lieu à t ≃ 20 s). Cependant, il semble que le creux
avant la focalisation soit mieux capté par le modèle HOST-wm2. On peut indiquer que pour
t proche de la fin du calcul (≃ 20s), les comparaisons ne sont plus très bonnes du fait de la
proximité du déferlement physique ne pouvant pas être modélisé par notre méthode qui devient
défaillante. Un zoom sur la partie intéressante du relevé temporel est fait sur la figure II.3.9.

On peut alors noter qu’effectivement, le modèle de génération au premier ordre HOST-wm1
atteint ses limites dans le cas présenté ici. En effet, le creux avant la vague focalisée ainsi que la
forme temporelle de cet évènement extrême ne sont pas captés précisément par ce modèle. Par
contre, le modèle avec génération de la houle au second ordre, HOST-wm2, est très performant
dans le cas présenté. Le creux ainsi que la forme de la vague focalisée sont très bien représentés
par ce modèle et les erreurs observées avec le modèle linéaire de génération sont donc corrigées
par le développement 2nd ordre dont l’intérêt est bien pointé ici.

On propose également une validation sur un cas où la génération est très faiblement non-
linéaire. Dans ce cas là, on s’attend à avoir des résultats identiques avec les deux méthodes
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Fig. II.3.9 – Zoom de la figure II.3.8, comparaison entre génération 1er et 2ème ordre et les
expériences α = 1.

de génération. On choisit donc de comparer les expériences et les simulations numériques pour
α = 0.10. La figure II.3.10 présente cette comparaison.
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Fig. II.3.10 – Comparaison entre générations 1er et 2ème ordres et les expériences. α = 0.10

On observe, comme attendu, que les trois courbes sont confondues. Pour un cas faiblement
non-linéaire, il apparaît ainsi que la génération linéaire est suffisante. En fonction des cas de
calcul et de la précision souhaitée, on pourra choisir d’utiliser l’une des deux méthodes de géné-
ration, HOST-wm1 ou HOST-wm2, ce choix représentant une simple option du code de calcul
global que l’on utilise.

Il semble alors intéressant d’étudier l’influence des non-linéarités plus en détail, afin de
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discerner les cas où l’utilisation de HOST-wm2 se révèle primordiale et de mieux cerner les
domaines de validité respectifs des deux modèles.

II.3.2.3 Influence des non-linéarités

Dans cette section, on va s’intéresser aux différents cas étudiés expérimentalement (i.e. avec
les différentes valeurs de α). Tout d’abord, le tableau II.3.1 présente l’erreur observée sur la

hauteur H de la vague focalisée : ǫH =
H

Hexp
.

α 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.0
HOST-wm1 6.3% 7.7% 10.0% 11.0% 8.8% 10.7%
HOST-wm2 2.0% 2.4% 2.8% 4.1% 2.1% 4.6%

Tab. II.3.1 – Erreur sur la hauteur de la vague focalisée, ǫH , en fonction du facteur d’amplitude
α

Dans ce tableau, on peut remarquer la mise en lumière des non-linéarités du mouvement
batteur. En effet, avec les mêmes paramètres numériques pour chacun des modèles, on remarque
des différences notables dans la résolution du problème. Ainsi, la génération apparaît comme
un phénomène non-linéaire comme l’est la propagation de la houle. Son influence sur la qualité
des simulations n’est donc pas à négliger. D’une part, avec la génération traitée de manière
linéaire, l’erreur sur la hauteur de la vague focalisée peut atteindre 10% malgré la résolution
très précise de la propagation de vagues avec la méthode HOS. D’autre part, avec le modèle
HOST-wm2, l’accord entre les expériences et les simulations numériques est très bon et gran-
dement amélioré par rapport aux calculs réalisés avec HOST-wm1. Les erreurs sont cette fois
ci toujours inférieures à 5%, même avec les cas les plus cambrés.

Cependant, l’erreur sur la hauteur de la vague focalisée est une mesure ponctuelle ne mett-
tant pas forcément en lumière toutes les erreurs que l’on peut avoir entre une expérience et une
simulation numérique. On a donc choisi de s’intéresser ensuite à l’erreur globale sur le relevé
temporel dans le tableau II.3.2. Celle-ci peut être évaluée par :

ǫ =

∫
t

∣∣∣ηexpprobe − ηnumprobe
∣∣∣

∫
t

∣∣∣ηexpprobe
∣∣∣

α 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.0
HOST-wm1 10.8% 12.1% 14.0% 17.8% 21.3% 21.8%
HOST-wm2 7.4% 8.1% 9.1% 11.9% 11.8% 11.0%

Tab. II.3.2 – Erreur globale d’évaluation, ǫ en fonction du facteur d’amplitude α

Ce tableau nous indique, comme précédemment, l’importance des non-linéarités du mou-
vement batteur. De plus, on se rend bien compte avec cette erreur globale sur l’ensemble du
relevé temporel de l’augmentation de ces non-linéarités avec le facteur d’amplitude α. On peut
remarquer dans les deux tableaux précédents le comportement singulier des cas α = 0.80 et
α = 0.90. Dans ces deux cas de calcul, les erreurs observées ne confirment pas la tendance
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observée auparavant, on pense donc peut-être à des imprécisions lors des mesures, même si les
résultats sont probants y compris avec ce comportement différent que l’on a pas élucidé.

On observe donc pour conclure que la résolution avec une génération au 2ème ordre permet
un gain très important en précision, allant de 30% pour les cas modérément cambrés à 50%
pour les cas les plus fortement non-linéaires.

II.3.2.4 Pression

Dans cette section, on va s’intéresser au calcul de la pression sous la surface libre, l’instru-
mentation expérimentale permettant en effet de telles mesures. On a validé dans les sections
précédentes notre nouvelle méthode de génération avec les conditions sur le batteur résolues jus-
qu’au 2nd ordre, on va donc s’intéresser désormais à un cas d’application pratique du calcul des
quantités sous la surface libre par la méthode développée dans la section I.3.2. Cette méthode
permet de calculer toutes les quantités voulues sous la surface libre, à partir des informations
connues sur celle-ci, et donc à fortiori la pression qui nous intéresse ici.

On va donc comparer les relevés temporels des sondes de pression avec les calculs en ces
mêmes points. On s’intéresse aux sondes numérotées de 1 à 4 sur le schéma II.3.7. Ces sondes
sont à des profondeurs respectives z = −0.30m,z = −0.20m,z = −0.10m et z = 0.00m (i.e. à
la position de la surface libre au repos). Les conditions de houle sont les mêmes que précédem-
ment avec α = 0.90, permettant une simulation un peu plus longue, le déferlement ayant lieu
à t ≃ 33s pour ce cas-là. Les résultats sont présentés sur la figure II.3.11. L’ordonnée intitulée
pression correspond à la pression dynamique de l’écoulement.

Il faut tout d’abord indiquer que les périodes où les capteurs sortent de l’eau correspondent
aux parties plates sur les relevés temporels. Pour une meilleure comparaison, il a simplement
été spécifié pour les calculs numériques que la pression ait une valeur constante durant ces
excursions hors du fluide. En effet, les sondes utilisées présentent cette particularité. Une fois
cela indiqué, on peut remarquer l’accord excellent que l’on a entre les simulations numériques
et les résultats expérimentaux. Pour chacune des sondes, qu’elle soit proche de la surface libre
ou plus profonde le comportement est très bien représenté par notre modèle HOST-wm2. Un
zoom sur la focalisation de la vague est donné sur la figure II.3.12.

Le très bon accord observé dans la figure II.3.11 est bien confirmé dans cette figure. On
observe cependant que l’accord semble d’autant meilleur que la profondeur est importante. On
peut expliquer ce phénomène en se rappelant que la précision de l’opérateur H2 est la plus
faible proche de la surface libre, de par la construction même de cet opérateur. Les quantités
reconstruites dans le domaine fluide D sont approximées et peuvent être quelque peu erronées
près de la surface libre comme on l’a vu dans la section I.3.2. Les petites erreurs numériques se
voient donc amplifiées dans cette zone mais tout en gardant, comme on le voit ici, une précision
tout à fait acceptable par rapport aux résultats expérimentaux.

Ces comparaisons démontrent une nouvelle fois les capacités de notre modèle à correctement
simuler des évènements fortement non-linéaires. De plus, on est également capable d’être très
précis sur les dynamiques à l’intérieur du domaine fluide. Ainsi, on verra dans la section suivante
que notre modèle, permettant par exemple de calculer des grandeurs comme le gradient de
pression en n’importe quel point du domaine, peut s’avérer très intéressant pour calculer les
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Fig. II.3.11 – Comparaison des pressions sous la surface libre entre les simulations HOST-wm2
et les expériences.
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Fig. II.3.12 – Zoom de la figure II.3.11. Comparaison de pression entre les simulations HOST-
wm2 et les expériences.
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efforts sur une surface immergée par exemple.

II.3.2.5 Gradients de pression

Il convient ici d’évoquer la motivation première des expériences réalisées par OPD. Ils dis-
posent d’un code numérique permettant à partir de la connaissance de l’élévation de surface
libre en un point de reconstruire le champ de vagues en un autre point en utilisant la relation
de dispersion. Ceci est réalisé de trois manières différentes : théorie linéaire, théorie non-linéaire
second ordre et enfin une approche lagrangienne (Grestner). Ces différentes théories sont ef-
ficaces pour des houles d’amplitudes faibles à modérées mais manquent de précision pour les
vagues assez cambrées où, on l’a vu, notre modèle HOST-wm2 est quant à lui très précis.

OPD a donc réalisé des mesures de pressions afin d’évaluer l’efficacité de chacune de leurs
théories à prédire la cinématique des vagues. Les quantités les plus intéressantes dans le cas
de calculs d’interaction houle/structure étant les accélérations, ils ont disposé des rangées de
sondes comme indiqué sur le schéma du dispositif expérimental II.3.7. Ainsi, ils espéraient cal-
culer l’accélération expérimentalement dans le fluide à partir des données issues de ces rangées
de sondes (par un schéma de différences finies), dans le but d’effectuer ainsi leurs calculs hy-
drodynamiques sur leur dispositif de récupération d’énergie des vagues, Pelamis.

Le dispositif expérimental est composé de deux rangées de capteurs de pression contenant
chacune sept capteurs également espacés de 10 cm chacun (de 30 cm au-dessus de la surface
libre à 30 cm en dessous). Ceci permet donc une évaluation des gradients de pression (verticaux
et horizontaux) quand les capteurs sont sous la surface libre. Pour le gradient de pression
horizontal, on utilise simplement une différence finie sur les deux capteurs étant à la même
profondeur. Pour le gradient vertical, on va détecter le nombre de capteurs étant sous la surface
libre à un temps t donné et effectuer le calcul du gradient avec des formules de différences finies
d’ordre élevé.

L’objectif est donc ici d’étudier la validité de l’approximation faite expérimentalement. En
effet, on dispose d’une valeur très bien approchée par HOST-wm2 de ce gradient de pression en
n’importe quel point du domaine fluide. La courbe “HOST-wm2” sera donc considérée comme
la référence, la courbe “Expérience” étant le résultat obtenu par différences finies. Afin d’amé-
liorer la comparaison, il semble intéressant d’ajouter à ces deux courbes le résultat obtenu avec
HOST-wm2 mais en utilisant le schéma de différences finies pour le calcul du gradient (courbe
intitulée “HOST-wm2 (diff. finies)”). Les résultats sont présentés sur la figure II.3.13 pour le
gradient de pression horizontal (∇xP ) obtenu au niveau z = −0.30m. Il faut indiquer que la
courbe issue des données expérimentales est filtrée afin d’éliminer les hautes fréquences qui
n’ont pas lieu d’apparaître.

On peut remarquer que la forme globale de la référence numérique (courbe “HOST-wm2”)
est retrouvée avec les données expérimentales (courbe “Expérience”). Cependant, il apparaît
clairement que la comparaison entre ces deux courbes n’est pas aussi bonne que celle de la
pression. Ceci est essentiellement dû aux erreurs faites lors du calcul du gradient par différences
finies. Pour le confirmer, on peut s’intéresser à la courbe “HOST-wm2 diff. finies”. Les écarts
observés entre cette dernière et la courbe “HOST-wm2” sont uniquement dûs aux erreurs de
l’approximation par différences finies. On observe que ces erreurs peuvent devenir assez im-
portantes (notamment lors des dynamiques importantes). Un zoom sur l’arrivée de la vague
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Fig. II.3.13 – Gradient de pression horizontal en z = −0.30m

focalisée est fait sur la figure II.3.14.
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Fig. II.3.14 – Zoom de la figure II.3.13. Gradient de pression horizontal en z = −0.30m

On se rend encore mieux compte sur cette figure des carences du schéma de différences
finies utilisé (ne s’appuyant que sur 2 points). En effet, on observe très bien que le gradient
calculé juste après le passage de la vague focalisée (t ≃ 17s) est déficient avec l’approximation
de différences finies (aussi bien avec les données expérimentales que numériques). De plus, il
faut remarquer que ces comparaisons ont été faites à la profondeur z = −0.30m qui est le cas
le moins critique car, comme on l’a évoqué précédemment, la précision de l’opérateur H2 est
maximale en cette profondeur. Ainsi, ces effets seront amplifiés au fur et à mesure que l’on se
rapprochera de la surface libre.
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Ainsi, au niveau de la sonde z = −0.30m, le gradient de pression obtenu expérimentalement
semble fiable si on n’en déduit qu’un ordre de grandeur de la quantité considérée. Mais, il a
été conclu qu’OPD devait être très vigilant dans l’exploitation des mesures expérimentales car
elles ne permettraient sans doute pas d’avoir la précision qu’ils escomptaient au départ. En
effet, si de la précision est nécessaire pour, par exemple, évaluer une accélération maximale, on
devra réfléchir à un autre dispositif expérimental ou bien à effectuer des simulations numériques
précises. Une première approche pourrait être d’augmenter le nombre de sondes (notamment
dans la direction x afin d’améliorer sensiblement le schéma de différences finies).

En conclusion, on a tout d’abord présenté dans la première section les validations effectuées
sur les modèles améliorés HOST-wm2 et HOST-wm3 développés dans le chapitre précédent. Les
validations ont montré les améliorations importantes obtenues avec ces modèles où la génération
est prise en compte de manière non-linéaire (respectivement aux 2ème et 3ème ordres) par rapport
au modèle initialement développé HOST-wm1 où la génération est traitée de manière linéaire.
Les validations ont été réalisées sur des cas de houles régulières plus ou moins cambrées pour
lesquelles des données expérimentales étaient disponibles provenant d’expériences menées au
bassin de houle de l’ECN. Des comparaisons sur des relevés temporels de sondes à houle ainsi
que des études numériques de conservation du volume sont proposées. Ces validations se sont
révélées très concluantes mais elles ont fait également apparaître le caractère instable du modèle
HOST-wm3. Cette instabilité numérique est due au fait que, comme on l’a vu dans la section
II.2.3 où l’on présente le développement jusqu’au 3ème ordre de la condition batteur, des dérivées
d’ordre 3 du potentiel des vitesses apparaissent. Ainsi, des problèmes surviennent lors de ces
dérivation successives. Des traitements particuliers auront à être étudiés pour une utilisation
systématique de ce modèle HOST-wm3. Néanmoins, dans les tests menés, le fait de prendre en
compte la génération au 2nd ordre reduit déjà la plus grande partie de l’erreur liée à la génération
de la houle par rapport à HOST-wm1, ce même pour les cas les plus cambrés simulés où l’on
était proche du déferlement.

Enfin, la section II.3.2 présente les résultats obtenus sur les expériences réalisées par OPD
dans le bassin de houle de l’ECN. Le cas de houle considéré est une vague focalisée 2D au sein
d’une houle irrégulière. Des comparaisons entre les simulations numériques et les expériences
sont présentées sur des élévations de surface libre ainsi que sur la pression à l’intérieur du
domaine fluide. Ces expériences ont confirmé les aptitudes de la méthode et également l’amé-
lioration apportée par le modèle HOST-wm2. Ces comparaisons ont été présentées au 25th
International Conference on Offshore Mechanics and Arctic Engineering, Ducrozet et al. [37].
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Introduction

Nous allons nous intéresser dans cette partie à la simulation d’états de mer dans un mi-
lieu ouvert, périodique, représentant l’océan. La connaissance précise des phénomènes pouvant
prendre place lors de la propagation d’ondes de gravité au sein des océans représente un chal-
lenge pour les chercheurs depuis quelques décennies. Par exemple, les premiers modèles de type
mode-coupling tels qu’on les a décrits dans l’introduction de la partie I (Phillips [103], Longuet-
Higgins [83] et Hasselmann [69]) ont été développés en vue de résoudre les transferts d’énergie
lors de l’évolution de spectres d’états de mer faiblement non-linéaires. La stabilité des trains
de vagues a ensuite eu un attrait particulier à commencer par Lighthill [81] qui a démontré
qu’un train de vagues stationnaire faiblement non-linéaire était instable face aux perturbations
modales de grande longueur d’onde. L’article plus détaillé de Benjamin & Feir [10] fera acte
par la suite, on parle dorénavant d’instabilités de Benjamin-Feir.

Ensuite, l’intérêt s’est porté sur l’évolution en temps de ces champs de vagues. C’est dans
ce cadre que Zakharov [133] développe un modèle spectral résolvant dans le domaine temporel
les interactions mode à mode. Les interactions entre 4 vagues sont développées dans cet article,
l’extension aux interactions à 5 vagues ayant été réalisée par Stiassnie & Shemer [116] dont
une application numérique peut être trouvée dans Annenkov & Shira [4]. Dans ce même article
[133], Zakharov montrera que l’équation Non-Linéaire de Schrödinger (NLS) régit l’évolution
temporelle des champs de vagues faiblement non-linéaires en ajoutant l’hypothèse de spectre à
bande étroite à son équation précédente. Il est intéressant de noter que diverses méthodes ont
permis d’arriver à l’équation NLS (Yuen & Lake [132] par la théorie de Whitham et Chu & Mei
[25] par l’approche multi-échelle). Cette équation Non-Linéaire de Schrödinger régit de nom-
breux phénomènes de la physique non-linéaire : l’hydrodynamique qui nous intéresse ici mais
également l’optique, l’acoustique, les condensats quantiques et de nombreux autres phénomènes
non-linéaires instables.

Cette équation sert encore aujourd’hui de référence en ce qui concerne l’étude de la propa-
gation de vagues faiblement non-linéaires. Entre autres (on se réfère à Kharif & Pelinovsky [76]
pour une revue plus détaillée), diverses équations ont étendu le champ d’application de cette
équation NLS. On pense au système Davey-Stewartson permettant une formulation en profon-
deur finie, à l’équation de Dysthe [41] qui inclut le quatrième ordre de non-linéarité ainsi qu’à
ses versions modifiées permettant la prise en compte de spectre avec une largeur de bande plus
importante (modèle Broad Modified Non-Linear Schrödinger, BMNLS : voir Trulsen & Dysthe
[122] et Trulsen et al. [123]).

Cette méthode est encore très utilisée aujourd’hui pour les simulations grandes échelles
telles que celles réalisées ici de par son efficacité et sa bonne précision dans la simulation de
champs de vagues de cambrure modérée. Dans ce cadre, des simulations de vagues extrêmes,
les vagues scélérates (ou freak waves en anglais), ont été réalisées par focalisation géométrique
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ou spatio-temporelle de vagues ou avec l’étude d’instabilités de Benjamin-Feir. On pense par
exemple aux études menées par Socquet-Juglard [111]. Cependant, compte tenu de leur ampli-
tude importante, de leur cambrure élevée et de leur faible temps de vie, Kharif & Pelinovsky
[76] indiquent que les hypothèses de faible non-linéarité et de spectre à bande étroite ne sont
plus complètement vérifiées. Ainsi, l’utilisation de modèles complètement non-linéaires pour ce
genre de simulation semble être intéressant. Mais, au vu des tailles de domaines simulés, ceci
reste encore aujourd’hui un challenge. En prenant l’exemple d’un modèle classique BEM (voir
Grilli et al. [59] par ex.), ce dernier sera trop lent pour étudier l’évolution d’états de mer sur des
domaines de plusieurs km2 et sur de longues durées, même dans la version accélérée par FMA
(c.f. Fochesato & Dias [48]). Notre modèle HOS, très efficace, semble en revanche être assez
adapté à ce genre de problèmes. Il faut indiquer que diverses études utilisant le modèle HOS
ont déjà été réalisées : par exemple dans Brandini [18] et Brandini & Grilli [19] on trouve des
études sur l’apparition naturelle de vagues scélérates en 2D. Dans Tanaka [118], [119] sont pré-
sentés des résultats sur l’évolution non-linéaire de spectre 3D. On peut indiquer également les
travaux de Fuhrman & Madsen [54] ayant développé une méthode complètement non-linéaire
en formulation Boussinesq, mais avec possibilité de simuler des profondeurs importantes. Ce-
pendant, dans Fuhrman & Bingham [53] l’étude numérique du modèle fait apparaître des temps
de calcul nettement supérieurs à ceux que l’on peut obtenir avec le modèle HOS que l’on utilise
ici (typiquement un rapport au moins 5 existe entre les deux modèles pour les cas de calcul
classiques présentés dans cet article).

Les vagues scélérates sont un phénomène suscitant de plus en plus d’intérêt auprès de la
communauté scientifique. En effet, comme indiqué plus haut, la compréhension complète de ce
phénomène fortement non-linéaire ainsi que sa simulation sont un défi qui reste à relever. De
nombreuses équipes de recherche étudient ce sujet comme l’indique l’intérêt porté aux récents
workshops sur cette thématique (Rogue waves [98], [99], ICMS workshop on rogue waves [73]).

Ce qui était à l’origine considéré comme des mythes de marins, s’est progressivement trans-
formé en domaine de recherche à proprement parler lorsque des mesures en mer réelle ont
confirmé leur existence. On pense par exemple à la très connue vague du nouvel an ou vague
de Draupner observée le 1er janvier 1995 sur la plate-forme pétrolière Draupner en mer du
Nord : voir figure III.2.9 issue de Haver [71]. Le caractère extrême apparaît dans le fait que
lors de cette tempête, la hauteur significative (crête à creux) Hs était d’environ 11 m et la
vague mesurée atteint quant à elle environ 26 m. On arrive alors à un rapport Hmax/Hs ≃ 2.3.
Ce paramètre sera typiquement celui utilisé pour désigner le caractère “scélérat” ou non d’une
vague, la limite inférieure étant fixée à Hmax/Hs ≥ 2.2 (on se réfère par exemple aux récents
articles de Rogue waves [99], même si d’autres auteurs requièrent l’utilisation d’un rapport 2.0 :
voir par exemple Clauss [28]). Dès lors, de nombreux efforts ont été effectués pour essayer de
comprendre la formation de telles vagues dans le but de les prévoir : les dégâts occasionés (tant
humains que matériels) par de telles vagues ne sont pas négligeables.

Ainsi, la compréhension du phénomène est nécessaire pour le dimensionnement des navires
ou des plates-formes offshore par exemple, qui plus est en sachant que les modèles classiques
utilisés encore de nos jours ne prennent pas en compte de tels évènements alors qu’ils sont
bel et bien réels (un listing des vagues scélérates observées en 2005 est par exemple donné par
Didenkulova et al. [31]). De nombreux phénomènes peuvent être à l’origine de la formation
de ces vagues extrêmes, voir Kharif & Pelinovsky [76] pour une revue récente les concernant.
Et donc leur étude, que nous proposons ici, est très intéressante dans le sens où les simula-
tions complètement non-linéaires 3D sur de larges domaines et durant de longs temps n’ont
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été qu’abordées jusqu’à présent. Le développement d’un modèle efficace et précis permettant
ce type de simulation est donc d’un intérêt de premier plan.

Cette partie se présente sous forme de deux chapitres :

• Tout d’abord, les spécificités du problème de la propagation de la houle en milieu ou-
vert et plus particulièrement de la simulation de l’océan de façon réaliste sont abordées.
L’initialisation du calcul constitue un point primordial qui est détaillé, le code de calcul
dans ce cas-là ne résolvant que la propagation des vagues et non leur génération. Il est
donc essentiel de définir précisément la condition initiale du calcul afin de simuler un état
de mer ayant un intérêt (de par sa similitude avec un état de mer réel ou de par une
caractéristique intéressante à étudier). Les différentes méthodes d’analyse du champ de
vagues seront données ainsi que les modèles théoriques utilisés par la suite. Différents cas
de validation du modèle proposé sont également donnés.

• Dans le second chapitre, on va s’intéresser au problème spécifique des vagues scélérates.
Deux types de simulation vont être réalisés. Tout d’abord, on étudiera la focalisation
spatio-temporelle d’un champ de vagues 2D puis 3D. On laisse évoluer un état de mer
directionnel dont les phases ont été ajustées “artificiellement” afin de produire un évène-
ment extrême forcé. Ensuite dans un deuxième temps un spectre de houle classique avec
un choix initial de phases aléatoire est simulé sur une longue période et l’occurence des
vagues scélérates naturelles est étudiée. Enfin, l’influence de la directionalité du champ
de vagues est discutée : une étude paramétrique sur l’étalement directionnel est fournie
sur divers paramètres tels que la hauteur des vagues scélérates, leur extension transverse
et leur probabilité d’occurence.

103



INTRODUCTION

104



Chapitre III.1

Spécificités du problème

Dans ce chapitre seront détaillés les différentes spécificités du problème auquel on porte
notre intérêt ici, à savoir la simulation d’états de mer en milieu ouvert. Le modèle HOS dans
sa version périodique sera utilisé. On s’intéressera tout d’abord à un des éléments primordiaux
lors de telles simulations qui est la définition d’une condition initiale qui représente un état de
mer réaliste et qui soit également adaptée à notre modèle complètement non-linéaire. Lors de
ce genre de simulations dites océaniques, un état de mer initial est spécifié et on étudie son
évolution au cours du temps qui est calculée à l’aide d’un modèle de propagation des vagues,
ici la méthode HOS. L’initialisation en vue de la reproduction d’états de mer donnés est égale-
ment envisagée. On présentera ensuite les différentes méthodes d’analyse des champs de vagues
nécessaires par la suite afin de qualifier l’état de mer simulé. Une attention particulière sera
portée aux probabilités des états de mer avec une description des différents modèles (linéaires
et non-linéaires) utilisés en tant que références dans le chapitre suivant. Enfin, une dernière
section présentera des cas de calculs réalisés sur ce modèle périodique afin de valider son uti-
lisation dans les conditions du chapitre suivant, à savoir des simulations sur de très longues
durées d’états de mer assez cambrés.

On rappelle ici que dans le paragraphe I.1.1 a été présentée la mise en équation du problème
avec des conditions aux limites de périodicité. Cela nous a amenés au système d’équations I.1.6
à résoudre. Le chapitre I.2 nous renseigne ensuite sur la méthode de résolution HOS impliquant
une reformulation des CSL. Le système d’équations à résoudre devient donc :

∆φ = 0 dans D

φ(x,y = 0) = φ(x,y = Ly)

φ(x = 0,y) = φ(x = Lx,y)

η(x,y = 0) = η(x,y = Ly)

η(x = 0,y) = η(x = Lx,y)
∂φ

∂z
= 0 en z = −h

∂η

∂t
=

(
1 + |∇η|2

) ∂φ
∂z
−∇φs.∇η en z = η(x,t)

∂φs

∂t
= −gη − 1

2
|∇φs|2 +

1
2

(
1 + |∇η|2

)(∂φ
∂z

)2

en z = η(x,t)
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III.1.1 Problème de l’initialisation

On va détailler dans cette partie la méthode utilisée pour l’initialisation du champ de vagues.
Tout d’abord, on présentera une approche classique consistant en une superposition linéaire de
composantes et ensuite on s’intéressera à la pertinence d’un tel choix en sachant que l’on dispose
d’un code de propagation complètement non-linéaire.

III.1.1.1 Un état de mer réaliste?

On choisit ici la condition initiale utilisée par Tanaka [118] lors de ses simulations. Le
champ de vagues est défini par un spectre directionnel, typiquement un spectre de JONSWAP
ou Pierson-Moskowitz (P-M). Ce sont des spectres typiquement utilisés lors de calculs offshore,
pour le dimensionnement des structures par exemple. Dans cet article, Tanaka présente une
relation entre l’amplitude complexe notée b(k,t) (grandeur initialement introduite par Zakharov
[133]) et le spectre directionnel noté Φ(ω,θ). L’amplitude complexe est définie comme suit :

b(k,t) =

√
ω(k)
2k

η̂(k,t) + i

√
k

2ω(k)
φ̂s(k,t) (III.1.2)

avec le chapeau représentant la transformée de Fourier de la variable et :

ω(k) =
√
gk et k = |k|

On rappelle ici la relation inverse entre η et φs et b :

η(x,t) =
1

2π

∫ √
k

2ω(k)
[b(k,t) + b∗(−k,t)] eik.xdk (III.1.3)

φs(x,t) =
1

2π

∫ √
ω(k)
2k

[b(k,t)− b∗(−k,t)] eik.xdk (III.1.4)

Si on note bk les valeurs discrètes de b(k,t), on a la relation suivante avec le spectre :

|bk|2 =
g2

2ω4
k

Φ(ω,θ)∆kx∆ky (III.1.5)

avec ∆kx =
2π
Lx

et ∆ky =
2π
Ly

les discrétisations de l’espace modal.

On commence par calculer la norme |bk(t = 0)| avec l’équation précédente (III.1.5) pour le
spectre directionnel Φ(ω,θ) choisi. Ensuite, la phase de chaque mode bk(t = 0) est déterminée de
façon aléatoire dans l’intervalle [0,2π] afin de construire notre champ de vagues irrégulier initial.

On définit le spectre directionnel Φ(ω,θ) :

Φ(ω,θ) = ψ(ω)×G(θ)

Avec un spectre en fréquence, ψ(ω) qui est typiquement :

ψ(ω) = αPg
2ω−5 exp


−5

4

(
ω

ωp

)−4

 γ

exp
[
−

(ω−ωp)2

2σ2ω2
p

]
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avec αP la constante de Phillips et ωp fréquence angulaire au pic du spectre. La directionnalité,
G(θ) est quant à elle définie par la fonction suivante, avec n le paramètre de directionnalité :

G(θ) =





An cosn θ, |θ| ≤ π2

0, |θ| > π
2

(III.1.6)

avec,

An =





(2pp!)2

π(2p)!
, si n = 2p

(2p+ 1)!
2(2pp!)2

, si n = 2p+ 1

Il est important de remarquer que, par la suite, l’espace et le temps sont adimensionnalisés
de telle manière que ωp et g sont tous deux égaux à 1. On aura ainsi, un spectre de JONSWAP
directionnel avec les paramètres suivants :

αP = 3.279E, γ = 3.3, σ =

{
0.07 (ω < 1),
0.09 (ω ≥ 1)

(III.1.7)

où E représente la densité d’énergie adimensionnelle du champ de vagues et peut être reliée
à la hauteur significative (adimensionnelle) par : Hs ≃ 4

√
E (cf. Tanaka [119]). Le choix des

paramètres sera traité dans le paragraphe suivant.
On indique ici que l’on peut également définir un spectre de Pierson-Moskowitz (P-M)

directionnel en choisissant les paramètres suivants :

αP = 5E, γ = 1.0 (III.1.8)

La relation entre αP et E dans les équations (III.1.7) & (III.1.8) vient du fait que :

∫ ∞

0
ω−5 exp


−5

4

(
ω

ωp

)−4

 γ

exp
[
−

(ω−ωp)2

2σ2ω2
p

]

dω =





1
3.279

si γ = 3.3,

1
5

si γ = 1

(III.1.9)

D’autre part, il est essentiel de remarquer que chaque composante du spectre est superposée
linéairement aux autres, aucune interaction non-linéaire n’est prise en compte dans une telle
approche. Il convient donc de se demander ce qui se passe dans un code complètement non-
linéaire lorsque l’initialisation est faite de manière linéaire. Ceci sera traité dans le paragraphe
III.1.1.3.

III.1.1.2 Choix des paramètres

Afin de déduire la densité d’énergie adimensionnelle du champ de vagues, E, qui est l’in-
connue déterminant le type d’état de mer que l’on va considérer dans nos simulations, on va
utiliser les mesures en mer reportées dans la note technique de Haver et al. [72] ou dans Haver
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[70]. Ces données sont extraites de relevés sur quatre différentes plates-formes pétrolières en
mer du Nord. Ceux-ci sont réalisés avec en général un enregistrement de 20 minutes toutes les
3 heures. Les données ont été mesurées sur la période 1973-2001 et représentent donc une base
très intéressante pour les spécifications de paramètres dont nous avons besoin. En effet, environ
70000 enregistrements sont répertoriés et donc leur fiabilité, statistiquement parlant, est très
bonne. Un diagramme de probabilité d’occurence (scatter-diagram en anglais) est fourni dans
cet article : il donne les probabilités d’occurence de chaque état de mer défini par la période de
pic Tp et la hauteur significative Hs. Ce diagramme est reproduit dans la figure III.1.1.

Fig. III.1.1 – Probabilités d’occurence (scatter-diagram) des états de mer en mer du Nord.
Données sur la période 1973-2001 issues de Haver et al. [72]

On fait le lien ensuite entre ce diagramme (i.e. Hs et Tp) et la grandeur d’intérêt dans la
formulation du spectre précédente, à savoir E. Il faut noter que ce diagramme fait intervenir les
quantités dimensionnelles Hs et Tp. Le lien vu précédemment : Hs ≃ 4

√
E faisait intervenir la

hauteur significative adimensionnelle. Donc, sur le diagramme, nous avons reporté différentes
valeurs de l’énergie adimensionnelle E (représentées chacunes par une courbe dans ce dia-
gramme dimensionnel). On peut remarquer que la courbe E = 0.005 définit très bien la limite
supérieure du diagramme. Cette limite indique approximativement les hauteurs significatives
les plus grandes pouvant être atteintes (typiquement lors de tempêtes). Ainsi, nous choisissons
ce paramètre comme étant très représentatif des états de mer les plus extrêmes que l’on peut
rencontrer en mer du Nord (i.e. les fortes tempêtes).

Il faut indiquer ici que cette approche est décrite par Socquet-Juglard [111] sous une autre
forme, faisant apparaître la cambrure moyenne d’un état de mer définie par :

s = kpa =

√
2π2

g

Hs
T 2
p

(III.1.10)
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Ainsi,

E =
s2g2T 4

p

2 (2π)4 =
s2g2

2ω4
p

(III.1.11)

On retrouve ainsi le résultat donné par Socquet-Juglard [111] qui est que la courbe s = 0.1
représente très bien la majorité des états de mer qu’il est possible de rencontrer par tempête
en mer du Nord.

III.1.1.3 Du linéaire vers le non-linéaire

Il a été démontré par Dommermuth [32] que la définition d’un champ de vagues initial adé-
quat n’est pas chose aisée et qu’elle peut conduire à des instabilités numériques importantes
si elle n’est pas réalisée de façon correcte. Cependant, Dommermuth indique que des simula-
tions complètement non-linéaires peuvent être initialisées de façon linéaire en sachant que dans
ce cas-là, une période de transition existe lors de laquelle le champ de vagues va “devenir”
complètement non-linéaire.

Cette période de transition est prise en compte grâce à l’utilisation d’un schéma de relaxation
permettant l’utilisation de ces conditions initiales linéaires. Les CSL peuvent être écrites sous
la forme suivante où les composantes non-linéaires sont extraites (F et G) :

∂φs

∂t
+ gη = F,

∂η

∂t
−W (1) = G

Dommermuth [32] propose d’ajuster ces termes non-linéaires comme suit :

∂φs

∂t
+ gη = F

(
1− exp

[
−
(
t

Ta

)n])

∂η

∂t
−W (1) = G

(
1− exp

[
−
(
t

Ta

)n])

Différents choix de paramètres ont été envisagés par Dommermuth [32]. Conformément aux
conclusions données dans cet article, on choisira Ta = 10Tp et n = 4.

III.1.1.4 La reproduction

Pour certaines applications, il peut être nécessaire de reproduire une élévation observée à un
point donné, ou bien avoir certaines caractéristiques pour les vagues en un certain endroit du
domaine. Ceci n’est pas aisément obtenu avec l’approche décrite précédemment pour l’initiali-
sation. En effet, on ne spécifie que des valeurs globales (période de pic Tp, hauteur significative
Hs ou autre). La dispersion des phases (prises aléatoirement dans l’intervalle [0,2π]) implique
que l’on ne connaît pas explicitement, avant la résolution, des grandeurs locales en un point du
domaine par exemple.

Ainsi, il apparaît intéressant d’être capable de déterminer une condition initiale à même
de reproduire une déformée de surface libre donnée par exemple. Ce travail est en cours de
réalisation par E. Blondel [12] dans le cadre de sa thèse. L’idée est d’utiliser un processus de
reconstruction itératif à partir d’un signal de sonde à houle avec une solution analytique pour
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la reconstruction premier et deuxième ordre et les ordres supérieurs évalués par méthode HOS.

On peut également s’intéresser à une focalisation partielle des composantes de l’état de mer.
Dans ce cas, le champ de vagues initial est décrit par un spectre de JONSWAP directionnel
comme expliqué précédemment (c.f. section III.1.1), mais les composantes du spectre ont leurs
phases ajustées afin qu’une grande quantité d’énergie soit localisée en un point du domaine de
calcul (on choisira le milieu du domaine) à un temps donné : on parle de focalisation spatio-
temporelle.

Ceci est réalisé par un choix judicieux de la distribution initiale de phases des composantes
bk(t = 0). Pour un champ de vagues classique, uniformément réparti sur le domaine de calcul,
on a vu que l’on choisissait une répartition aléatoire dans l’intervalle [0 , 2π]. En réduisant cet
intervalle à un intervalle de la forme [0 , 2π (1− α)], une partie de l’énergie contenue dans le
spectre s’accumule en x = 0. On choisit alors, par un petit maniement des phases, de trans-
later le point de focalisation au centre du domaine x = (Lx/2 , Ly/2). La quantité d’énergie
accumulée en ce point, donc l’amplitude de l’évènement extrême, peut être ajustée en reglant le
paramètre α. Plus celui-ci est proche de 1 plus l’accumulation d’énergie est importante avec à
la limite, si α = 1, la totalité de l’énergie du spectre concentrée en le centre du domaine. Il est
à noter que cette méthode, basée sur une répartition artificielle des phases, peut mener à des
champs de vagues très peu réalistes (notamment quand α est très proche de 1). En effet, si la
totalité de l’énergie est accumulée en un seul point, on se rend bien compte que les amplitudes
atteintes seront irréelles. On utilisera ici typiquement α = 0.15 pour les simulations en 3D et
α = 0.25 pour les simulations en 2D. On considère deux choix différents de paramètres car pour
le cas 3D, l’énergie contenue dans tout le champ de vagues (plan x − y) tend à se concentrer
en le point milieu du domaine x = (Lx/2 , Ly/2), alors que pour le cas 2D, l’énergie est focalisé
sur la ligne x = (Lx/2 , y). Donc on se rend bien compte que α doit être inférieur pour le cas
3D que pour le cas 2D pour une amplitude similaire de l’évènement extrême. La figure III.1.2
indique l’influence du paramètre α sur l’évènement extrême formé dans le cas 2D.

On remarque sur cette figure que plus α est grand et proche de 1, plus la vague focalisée
va être de grande amplitude. Comme dit précédemment, la vague obtenue avec α = 0.85 par
exemple n’est pas réaliste : on obtient Hmax

Hs
> 10. Le choix du paramètre α reste empirique,

tout en prenant en compte la limitation précédente. On peut par exemple choisir α tel que les
résultats soient compatibles avec des observations (voir eg Guedes Soares et al. [62] & [63]).

Une fois que l’on a défini l’évènement à l’instant de la focalisation, on réalise une propagation
linéaire inverse pendant un temps Ti. On entend par propagation linéaire inverse, une propa-
gation d’un état de mer de manière linéaire vers les temps négatifs. C’est-à-dire que chaque
composante du champ de vagues (i,j) est propagée à sa propre fréquence angulaire : ωij =

√
gkij

pendant une durée dite de propagation inverse Ti. En reprenant la décomposition sur la base
modale (I.1.8) :

φ(x,y,z,t− Ti) =
∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞

Aφij(t) exp [i(kxix− ωijTi)] exp
[
i(kyjy − ωijTi)

]

×cosh (kij[z + h])
cosh (kijh)

On va ainsi obtenir une condition initiale pour notre champ de vagues que nous allons laisser
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Fig. III.1.2 – Influence du paramètre α sur le champ de vague focalisé

évoluer jusqu’à t ≃ Ti pour obtenir l’évènement nous intéressant. Ceci est une première approche
en vue de la reproduction. En effet l’évènement simulé réellement (i.e. lorsque t ≃ Ti) sera un
peu différent de l’original “cible” et ceci dû aux effets non-linéaires lors de la propagation. En
particulier, on peut noter que l’instant de focalisation n’est pas exactement Ti car la vitesse
non-linéaire de propagation est différente de celle linéaire (la focalisation aura lieu typiquement
pour t > Ti).

III.1.2 Méthodes d’analyse du champ de vagues

Il existe différentes méthodes pour analyser un champ de vagues afin de récupérer les infor-
mations importantes le concernant. Les grandeurs nous intéressant par la suite sont la hauteur
significative, Hs l’élévation et la hauteur crête à creux maximale ηmax, Hmax ainsi que la taille
des vagues dans chacune des directions : Lx dans la direction moyenne de propagation et Ly
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dans la direction transverse.
La méthode utilisée pour l’analyse d’un champ de vagues 2D est une méthode classique

d’analyse vague par vague. Chaque vague est isolée par une méthode repérant les passages à
zéro (zero-crossing, voir schéma III.1.3) : on définit ensuite une vague comme étant l’élévation
de surface libre comprise entre deux passages à zéro montants (zero up-crossing) ou entre deux
passages à zéro descendants (zero down-crossing). Chacune de ces vagues est détectée et on
obtient ses caractéristiques propres : hauteur crête à creux H et longueur d’onde λx.

η

x

λx

H

Fig. III.1.3 – Définition d’une vague up-crossing : hauteur H et longueur d’onde λx

On effectue des sorties de l’élévation de surface libre (typiquement 10 sorties par période de
pic) qui sont analysées par cette technique. La totalité des vagues présentes dans le domaine
sont extraites et ce à chaque sortie désirée (i.e. à un pas de temps fixé). Ceci permettra d’obtenir
des informations globales nous intéressant sur le champ de vagues : la hauteur significative Hs
(définie comme la moyenne du tiers supérieur des hauteurs de vagues observées), ηmax, Hmax
(les maxima) et λ0 la longueur d’onde moyenne.

En ce qui concerne l’approche utilisée pour l’analyse de champs de vagues 3D, elle reste
identique. À savoir, on choisit de définir la hauteur de vague comme étant la hauteur crête à
creux dans la direction moyenne de propagation (cette approche atteindra bien sûr ses limites
lorsque l’étalement directionnel de l’état de mer sera très important). En utilisant cette ap-
proche, il est apparu convenable d’effectuer l’analyse vague par vague précédente (zero-crossing
dans la direction x qui est la direction moyenne de propagation) successivement sur chacune
des lignes de maillages parallèles à (Ox). Ceci va donc nous permettre d’obtenir pour le champ
de vagues 3D des informations selon la direction moyenne de propagation : Hs, ηmax, Hmax et
λ0.

Il semblait enfin intéressant d’analyser, non seulement dans la direction moyenne de propa-
gation le champ de vagues, mais également dans la direction transverse. Cette approche, plus
rarement utilisée dans la littérature est tout à fait pertinente lorsque l’on prend en compte la
directionnalité de la houle. En effet, l’étalement dans la direction transverse est une donnée
importante en ce qui concerne l’impact qu’aura telle ou telle vague (en terme de vagues ex-
trêmes notamment). Ainsi, on a mis en place une analyse par passage à zéros des vagues dans
la direction transverse y afin de déterminer leurs caractéristiques, à savoir leur hauteur H et
leur longueur d’onde λy. On peut également s’intéresser à la longueur des crêtes dans cette
direction transverse, notée λc et qui sera utilisée par la suite.
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III.1.3 Probabilités des états de mer

On va décrire ici différentes théories statistiques permettant de décrire les états de mer.
Tout d’abord seront présentés les modèles basés sur la théorie linéaire et ensuite on envisagera
des modèles tenant compte d’une certaine non-linéarité dans les champs de vagues analysés. Ce
sont ces modèles qui seront utilisés comme comparaison dans les simulations faites par la suite
(chapitre III.2). Enfin, une méthode permettant l’approximation du nombre de vagues dans un
état de mer est présentée.

III.1.3.1 Modèles linéaires

Il a été postulé par Longuet-Higgins [82] que la loi de répartition de l’élévation de surface
libre linéaire est une gaussienne. Il convient d’expliquer ce qu’est une telle répartition.

On considère l’élévation de surface libre η(x,t) comme une variable aléatoire. La moyenne
est définie par :

µ = E [η] (III.1.12)

avec E [.] qui est l’espérance mathématique. La variance est quant à elle définie par :

V = σ2 = E
[
(η − µ)2

]
(III.1.13)

σ représentant l’écart-type du signal. On définit deux types de fonctions de probabilité : la
fonction de répartition notée F (z) et la fonction densité de probabilité que l’on notera f(z). La
fonction de répartition correspond à la probabilité que le signal (ici η(x,t)) prenne une valeur
supérieure à la variable z :

F (z) = P [η(x,t) < z] (III.1.14)

avec P [condition] la probabilité que “condition” soit vérifiée. Le fonction densité de probabilité
f est définie par :

f(z) =
dF

dz
(III.1.15)

Ces deux fonctions vont alors s’exprimer comme tel pour le cas d’une répartition gaussienne :

FG(z) =
1

σ
√

2π

∫ z

−∞
exp

[
−(t− µ)2

2σ2

]
dt (III.1.16)

fG(z) =
1

σ
√

2π
exp

[
−(z − µ)2

2σ2

]
(III.1.17)

La figure III.1.4 représente ces deux fonctions avec µ = 0 et σ = 0.5.

La loi de répartition de la hauteur crête à creux H peut quant à elle être approchée par une
répartition de Rayleigh en première approximation (i.e. champ de vagues linéaire défini par un
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Fig. III.1.4 – Fonction densité de probabilité et fonction de répartition Gaussienne

spectre supposé à bande étroite, c.f. Longuet-Higgins [82]). Cette loi de répartition peut être
exprimée par :

FR(z) = 1− exp

[
− z

2

σ2
H

]
(III.1.18)

fR(z) =
2z
σ2
H

exp

[
− z

2

σ2
H

]
(III.1.19)

qui peut être réécrit sous la forme (c.f. Nerzic & Prevosto [95]) :

FR(z) = 1− exp

[
−z

2

θ2

]
(III.1.20)

fR(z) =
2z
σ2

exp

[
−z

2

θ2

]
(III.1.21)

avec z = z/Hs, la variable adimensionnée par la hauteur significative et θ est un paramètre
d’échelle qui prend les valeurs (1/2)1/2 pour des hauteurs de vagues, ou (1/8)1/2 pour des hau-
teur de crêtes. La figure III.1.5 représente ces deux fonctions avec σ = 0.5.

On va définir également quelques fonctions qui seront utilisées par la suite :
• Le skewness (ou coefficient d’asymétrie) qui est une mesure de l’asymétrie verticale de

la surface libre (i.e. en particulier les crêtes plus hautes que les creux avec des houles
cambrées) notée µ3) est exprimée par :

µ3 =
E
[
(z − µ)3

]

σ3
(III.1.22)

Il est égal à 0 pour une variable aléatoire à distribution normale.
• Le kurtosis (ou coefficient d’aplatissement) qui quantifie le caractère “pointu" (> 0)

ou“applati" (< 0) de la distribution par rapport à la distribution normale prise comme
référence. Il est noté µ4 et est exprimé par :

µ4 =
E
[
(z − µ)4

]

σ4
(III.1.23)
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Fig. III.1.5 – Fonction densité de probabilité et fonction de répartition selon loi de Rayleigh

Il est égal à 3 pour une variable aléatoire à distribution normale.

III.1.3.2 Modèles améliorés : modèles de Rayleigh-Stokes / Edgeworth-
Rayleigh

Les modèles dit de Rayleigh-Stokes sont des modèles où la surface libre n’est plus considérée
comme un processus gaussien à bande étroite au premier ordre d’approximation. On va prendre
en compte les non-linéarités en utilisant l’expansion de Stokes au second ordre (c.f. Tayfun [120])
ou au troisième ordre (c.f. Vinje [126]), et ce associé à la répartition gaussienne décrite dans la
section précédente. On se limitera ici à l’approche au second ordre en conservant l’hypothèse
de spectre à bande étroite dont on va donner les principaux résultats tels que reportés par
Socquet-Juglard dans sa thèse [111] :

• Répartition de l’élévation de surface libre η (adimensionnalisée par Hs) : La loi de répar-
tition a pour forme :

F (η) =
1

2πσ2

∫ ∫

η≤x+σ/2(x2−y2)
exp

(
−x

2 + y2

2

)
dxdy (III.1.24)

Le terme dominant de la fonction densité de probabilité est :

f(η) ≃ 1− 7σ2/8√
2π (1 + 3G+ 2G2)

exp

(
− G

2

2σ2

)
(III.1.25)

avec G =
√

1 + 2ση − 1.

• Répartition des hauteurs de vague H (adimensionnalisées par Hs) : Il a été montré par
Forristall [51] que la distribution théorique linéaire de Rayleigh ne parvenait pas à correc-
tement reproduire les données accumulées lors d’une tempête dans le Golfe du Mexique.
Il montre alors qu’une distribution de Weibull peut être trouvée comme modélisant très
bien le phénomène. Celle-ci peut être mise sous la forme :

fW (H) =
αWH

αW−1

θαWW
exp

(
− H
θW

αW
)

(III.1.26)
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les paramètres choisis par Forristall dans son cas sont : αW = 2.126 et θW = 2.724. Les
paramètres peuvent être ajustés afin de correctement reproduire une houle donnée. Ty-
piquement si on se fixe une zone de mesure par exemple, les paramètres αW et θW sont
choisis à l’aide d’une campagne expérimentale permettant de calibrer le modèle.

D’autre part, Mori & Yasuda [94] ont développé un modèle amélioré prenant en compte
le caractère non-gaussien des vagues. En gardant l’approximation d’un spectre à bande
étroite ainsi que des non-linéarités faibles, ils arrivent à une expression de la densité de
probabilité des hauteurs de vagues en fonction du skewness(µ3)/kurtosis(µ4) du champ de
vagues considéré. Cette densité, qu’ils considèrent comme une extension de la loi linéaire
de Rayleigh est appelée distribution d’Edgeworth-Rayleigh :

fER(H) =
H

4
exp(−H

2

8
)


1 +

∑

ij

βijBij(H)


 (III.1.27)

avec,

β(4,1) =
1
29

(µ4 − 3)

β(4,2) =
1

3× 221
(µ4 − 3)2

β(6,1) =
5

32 × 212
µ2

3

β(6,2) =
1

32 × 223
µ2

3(µ4 − 3)

β(6,3) =
5

34 × 228
µ4

3

B(4,1) = H4 − 32H2 + 128

B(4,2) = H8 − 128H6 + 4608H4 − 49152H2 + 98304

B(6,1) = H6 − 72H4 + 115H2 − 48

B(6,2) = H10 − 200H8 + 12800H6 − 307200H4 + 2457600H2 − 3932160

B(6,3) = H12 − 288H10 + 28800H8 − 1228800H6 + 2211840H4 − 141557760H2 + 188743680

Pour plus de détails sur ces différents modèles améliorés, on se réfère à l’article original de
Tayfun[120] ainsi qu’à Mori & Yasuda [93] & [94] et Socquet-Juglard [111].

III.1.3.3 Nombre de vagues

Une information importante lorsque l’on étudie un champ de vagues 3D est le nombre de
vagues à l’intérieur de ce domaine. Il peut être évalué par différentes formules et notamment
en se référant à Krogstad et al. [78] (repris dans Dysthe et al. [40]), dans un domaine de taille
Nxλp ×Nyλp il est donné par :

Nespace =
√

2π
NxNyλ

2
p

λ0λc
(III.1.28)

avec λp la longueur d’onde de pic, λ0 la longueur d’onde moyenne et λc la longueur (dans la
direction transverse) de crête moyenne (i.e. dans la direction transverse à la propagation).
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Il est intéressant de comparer ce nombre de vagues au nombre de vagues donné par un relevé
en mer par exemple. En effet, les relevés en mer sont des mesures ponctuelles de l’élévation de
surface libre en fonction du temps. En appelant T la durée de l’enregistrement et Tz la période
moyenne de passage à zéros, le nombre de vagues dans un enregistrement est donné par :

Ntemps =
T

Tz
(III.1.29)

Enfin, dans notre cas, nous allons étudier l’évolution d’un grand domaine au cours du temps.
Il faut donc trouver une évaluation espace-temps du nombre de vagues. La relation n’est pas
aussi simple que dans les deux cas précédents à cause de la corrélation que l’on a entre l’espace
et le temps. Krogstad et al. [78] donnent une première approximation grossière de ce nombre
de vagues :

Nespace/temps ∼ 2π
NxNyλ

2
pT

6λ0λcTz
(III.1.30)

On rappelle que pour un spectre de JONSWAP (c.f. Molin [92]) que :

Tz
Tp

= 0.6063 + 0.1164γ
1
2 − 0.01224γ

Pour les cas étudiés par la suite (en général, Nx = Ny = 42 et T = 1000Tp) et avec une
directionnalité n = 2 on va obtenir (l’influence de la directionnalité sera traitée par la suite) :

Ntemps Nespace Nespace/temps
Nombre de vagues 1.0103 5.8103 2.4106

Tab. III.1.1 – Nombre de vagues étudiées suivant les cas d’analyse

Ainsi, les analyses faites en espace/temps (dernière colonne du tableau) permettent d’avoir
un très grand nombre vagues et de fournir des statistiques fines. Pour avoir par exemple les
mêmes informations à partir d’un relevé temporel, il faudrait une analyse sur un temps ≃ 2000
fois plus long. De même, l’analyse d’un domaine spatial à un seul instant nécessiterait une
surface ≃ 420 fois plus grande pour contenir le même nombre de vagues.

III.1.4 Validations

III.1.4.1 Propagation longue durée

On verra dans le chapitre suivant III.2 que les simulations océaniques réalisées le sont sur
des temps très longs. Afin de valider la capacité de notre modèle à résoudre précisément un pro-
blème sur une longue durée nous effectuons ici une validation de notre méthode. Cette dernière
s’effectue sur la propagation d’une houle régulière de cambrure assez importante (ka = 0.30)
typiquement observée localement dans les champs de vagues étudiées dans ce chapitre III.2. La
condition initiale est, comme précédemment, donnée par la solution complètement non-linéaire
de Rienecker & Fenton [106] (dans sa version améliorée par F. Bonnefoy [13]). On va donc
étudier la propagation de cette houle sur une longue durée (1000 périodes de la houle, notée
T0). Il faut noter que le déphasage, auquel on va s’intéresser, sur de tels temps de simulation
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est un très bon indicateur aussi bien de la qualité de la résolution des CSL que de leur avance
en temps correcte. Ce cas de validation nous permettra également d’étudier l’influence de cer-
tains paramètres sur les résultats des simulations et donc d’en choisir quelques-uns pour la suite.

On va tout d’abord valider notre avance en temps ainsi que la précision de la solution
en réalisant une propagation directe puis inverse de la solution. On entend par propagation
inverse une propagation en diminuant le temps t courant de la simulation. La propagation di-
recte s’effectue entre t = 0 et t = 1000T0 et ensuite on effectue la propagation dite inverse
entre t = 1000T0 et t = 0. Nous allons donc pouvoir vérifier la réversibilité de la résolution
effectuée, ce qui validera l’avance en temps réalisée ainsi que la précision de la résolution. On
s’intéresse au déphasage de notre champ de vague lors de sa propagation (à toutes les pé-
riodes, on le calcule par rapport à la condition initiale), ainsi qu’à son énergie totale. La figure
III.1.6 présente un exemple de ce type de simulation où sont représentées les élévations de sur-
face libre initiale, puis après 1000 périodes de propagation et enfin après la propagation inverse.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06
t = 0
t = 1000T0

t = 0 (inv.)

x/λ

η
/λ

Fig. III.1.6 – Exemple d’un cas de simulation directe puis inverse sur 1000 périodes.

On observe un faible déphasage résiduel (ici ≃ 10◦) au bout de 1000 périodes. L’élévation
à t = 0 après un aller-retour en temps est bien superposée à l’élévation initiale à t = 0, ce qui
atteste de la réversibilité correcte de la résolution.

La figure III.1.7 présente l’évolution du déphasage lors des 1000 périodes de propagation
pour différentes valeurs du paramètre de tolérance de l’avance en temps Tol (Tol = 10−5 à 10−9).
Pour ce cas de calcul on a pris un nombre de modes N = 16, ce qui permet la résolution des
sept premières harmoniques. L’ordre HOS est fixé à M = 8 avec un traitement anti-repliement
complet. Le filtrage de la dérivée est pris avec Nder = 2N et on réalise un filtrage dans l’espace
des modes sur la dernière harmonique.

On remarque sur cette figure de grandes différences de comportement en fonction du pa-
ramètre de tolérance pris pour l’avance en temps. En effet, lorsque l’on n’est pas convergé sur
ce paramètre (courbe Tol = 10−5 et Tol = 10−6), le déphasage observé après 1000T0 reste
faible dans le cas présenté ici (inférieur à 15◦ pour le cas Tol = 10−5, la résolution des CSL se
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Fig. III.1.7 – Évolution du déphasage lors de la propagation (directe puis inverse) d’une houle
régulière ka = 0.30

fait correctement), mais la propagation inverse révèle les défaillances de l’avance en temps. En
effet, pour les deux cas avec la tolérance la plus grande, on observe que la résolution n’est pas
réversible, i.e. on ne revient pas à l’état initial après la propagation inverse. Ceci indique que
la résolution en temps n’est pas effectuée correctement. Cependant, en diminuant la tolérance
(courbe Tol ≤ 10−7) on observe que la réversibilité de la résolution devient effective. Cette
courbe représente trois cas tests différents réalisés (Tol = 10−7,10−8,10−9). Ces courbes étant
superposées, on a choisi de n’en représenter qu’une seule par souci de clarté. Ainsi, à partir
d’une tolérance de 10−7, notre avance en temps est convergée : on atteint la même valeur de
déphasage après les 1000 périodes de propagation et la propagation inverse est parfaitement
réalisée (solution initiale et finale parfaitement confondues). Par la suite, on choisira donc pour
paramètre de tolérance, Tol = 10−7.

On s’intéresse maintenant à l’influence de l’ordre HOS M sur le déphasage observé. On
utilise les mêmes paramètres de simulation que donnés pour le cas précédent avec Tol = 10−7

et en faisant varier M . Les résultats sont présentés sur la figure III.1.8.

La courbe intitulée M ≥ 7 représente tous les résultats obtenus pour M ∈ [7,15] qui ne
sont pas discernable sur cette figure, les résultats étant pratiquement confondus avec un très
faible déphasage, inférieur à 3◦ justifiant le caractère convergé du résultat pour ces valeurs de
M . La courbe M = 5 présente un déphasage maximum d’environ 38◦ après 1000 périodes de
propagation, ce qui reste une valeur assez faible compte-tenu de l’exigence de ce cas de calcul.
Enfin, avec M = 3, on s’aperçoit que le déphasage atteint −509◦ après 1000 périodes de propa-
gation. Ceci est un déphasage très important mettant en lumière les carences de la résolution
pour un ordre HOS si petit. Dès lors que l’on veut réaliser des simulations sur de longs temps,
il semble nécessaire de prendre M au moins égale à 5 et si possible égal à 7. Il faut remarquer
le lien étroit entre cet ordre HOS et le nombre d’harmoniques prises pour le calcul (i.e. nombre
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Fig. III.1.8 – Évolution du déphasage lors de la propagation (directe puis inverse) d’une houle
régulière ka = 0.30

de points). En effet, grâce au choix M = 7, on va correctement résoudre les sept premières har-
moniques qui sont toutes les harmoniques accessibles avec le choix du nombre de modes N = 16.

D’autre part, il faut noter que dès lors que l’on utilise une tolérance sur l’avance en temps
correcte, celle-ci se fait convenablement, ce que l’on peut vérifier par le déphasage final après la
propagation inverse qui est nulle. Ainsi, ici même avec le choix M = 3 n’étant pas satisfaisant
du point de vue de la qualité de la résolution des conditions de surface libre, l’avance en temps
est correcte. On va donc s’intéresser dorénavant uniquement au déphasage observé après 1000
périodes de propagation, ce paramètre étant suffisant pour évaluer la qualité de la résolution.

Le tableau III.1.2 présente donc l’influence plus en détail de l’ordre HOS M sur le déphasage
observé après les 1000 périodes de propagation. On est toujours dans le cas, N = 16, i.e. les
sept premières harmoniques sont résolues.

M 3 4 5 7 8 9 11 14 15 17 19 23 29
Déphasage (en ◦) 510 209 38 −0.2 1.9 2.8 2.6 2.5 2.9 3.1 3.1 2.7 2.6

Tab. III.1.2 – Convergence selon l’ordre HOS M du déphasage après 1000T0

On observe donc, comme indiqué par la figure III.1.8, que l’influence de l’ordre HOS M
est très importante et nous montre la nécessité d’utiliser lors de calculs comportant de fortes
non-linéarités sur de longues durées des ordres HOS élevés. Dans ce cas là, un ordre HOS M
au moins égal à 7 est nécessaire pour être parfaitement convergé et conserver une bonne résolu-
tion, le choix M = 5 présentant un résultat tout de même acceptable. On retrouve la remarque
énoncée précédemment qui est que le choix du nombre d’harmoniques résolues influence le choix
de l’ordre HOS M . En effet, il apparaît clairement que plus aucun gain n’est observée une fois
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que celles-ci sont résolues correctement. On choisira donc par la suite pour ordre HOS, M = 8
ou M = Nh (si Nh < 8) sauf indication contraire (principalement pour des exigeances de temps
de calcul on sera parfois amené à utiliser M = 5).

Le tableau III.1.3 présente l’influence du nombre de modes N (donc du nombre d’harmo-
niques N = 2(Nh+1)) utilisés sur le déphasage observé après les 1000 périodes de propagation.
L’ordre HOS est tout d’abord choisi égal à M = 8 et ensuite des résultats avec M = Nh sont
présentés.

N 4 8 16 20 24 32 64
Nh 1 3 7 9 11 15 31

Déphasage (en ◦) : M = 8 8.8103 4.9102 1.9 1.0 1.1 53 Arrêt après 12T0

Déphasage (en ◦) : M = Nh 1.6104 1.9102 −0.2 −0.01 −0.41 −0.4 Arrêt après 12T0

Tab. III.1.3 – Convergence selon le nombre de modes Nx utilisés du déphasage après 1000T0

On peut noter que comme attendu, on a une convergence en fonction du nombre de modes
utilisés, convergence qui semble atteinte aux environs de N = 16. D’autre part, il apparaît que
le calcul diverge pour le plus grand nombre de modes N = 64 après un certain temps de pro-
pagation. De la même manière le calcul pour N = 32 avec l’ordre HOS M = 8 voit apparaître
des petits problèmes liés aux plus haut modes étant anormalement excités. Il reste cependant
possible d’exécuter le calcul en filtrant davantage les quantités d’intérêt et/ou en changeant le
filtrage effectué sur la dérivée Nder. Le choix de N était donc judicieux ici (compromis précision
/ temps de calcul). Et, si on compare les résultats obtenus suivant le choix de M , ils confirment
le lien entre cet ordre HOS M et le nombre d’harmoniques résolues Nh. En effet, le gain en
utilisant M = Nh est important et on essaiera de le conserver, tout en gardant des temps de
calcul raisonnables.

Le tableau III.1.4 présente l’influence du filtrage de la dérivée Nder sur le déphasage observé
après les 1000 périodes de propagation. On a choisi ici, M = 8 et N = 16.

Nder 0.8N 1.0N 1.2N 1.4N 1.6N 1.8N 2.0N
Déphasage (en ◦) 17 7.0 1.3 1.9 1.9 1.9 1.9

Tab. III.1.4 – Influence du paramètre Nder sur le déphasage après 1000T0

On peut remarquer dans ce tableau que le paramètre Nder a une influence limitée. Le filtrage
de la dérivée, permettant une stabilisation du calcul dans certains cas fortement cambrés ne
dégrade pas la résolution. Cette dégradation commence cependant à apparaître pour de forts
filtrages Nder = 0.8N . Ainsi, le choix de Nder semble assez flexible au vu de ses résultats et sera
donc à ajuster si des problèmes de stabilité apparaissent.

Le tableau III.1.5 présente l’influence du filtrage des quantités avancées en temps, Nfilt, sur
le déphasage observé après les 1000 périodes de propagation. Comme précédemment, M = 8,
N = 16 et Nder = 2N .

Dans le cas présenté, le filtrage des quantités d’intérêt (η,φs) n’apparaît pas nécessaire, le
calcul sans aucun filtrage se déroulant sans problème. Il semble même inutile, la solution s’en
trouvant dégradée. Ce tableau nous indique simplement que ce filtrage est à réaliser avec pru-
dence. En effet, en rappelant que l’on résout ici sur 7 harmoniques, on remarque que dès que
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Nfilt Sans filtrage 1 harmonique 2 harmoniques 3 harmoniques 4 harmoniques
Déphasage (en ◦) 0.5 1.9 12.8 63.7 304

Tab. III.1.5 – Influence du paramètre Nfilt sur le déphasage après 1000T0

l’on filtre sur plus de 2 harmoniques, la qualité du résultat s’en fait ressentir. Il faut cependant
noter que ce filtrage n’est appliqué que dans des cas extrêmes où l’on est très proche du défer-
lement et que dans le cas général, aucun filtrage n’est appliqué. Ainsi par la suite, si un filtrage
est nécessaire il faudra toujours veiller à son utilisation de façon correcte.

Le tableau III.1.6 présente l’influence du traitement anti-repliement intermédiaire (et no-
tamment son ordre p) sur le déphasage observé après les 1000 périodes de propagation. On a
une nouvelle fois pour paramètres M = 8, N = 16 et Nder = 2N .

p 1 2 3 4 5 6 7
Déphasage (en ◦) 0.3 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9

Tab. III.1.6 – Influence du traitement anti-repliement intermédiaire sur le déphasage après
1000T0

On s’aperçoit que, dès p = 2, l’influence d’une augmentation de p n’est plus visible dans
ce tableau. Pour p = 1, il faut noter que ce très faible déphasage est observé par hasard, la
résolution étant moins précise (le cas p = 1 correspond en fait au cas où aucun traitement
anti-repliement n’est appliqué). Ceci a été vérifié en changeant un paramètre et dans ce cas là,
l’erreur pour p = 1 devient plus importante que pour les valeurs de p supérieures. Ainsi, comme
pour le choix de Nder, celui de p semble assez flexible, tout en sachant que par souci de temps
de calcul, on choisira toujours le p le plus petit possible. Mais il est intéressant que dans ce cas
assez cambré ka = 0.30, on observe ici une erreur semblable antre un dealiasing complet p = 7
et un dealiasing intermédiaire, montrant bien l’intérêt de ce dernier. Ce cas-test ne permet donc
pas de donner une valeur à utiliser dans toutes les configurations mais montre bien l’intérêt
d’effectuer un traitement anti-repliement intermédiaire, avec le paramètre p à ajuster si besoin
est.

III.1.4.2 Étude des échanges non-linéaires

Dans cette section, on s’intéresse aux échanges d’énergie entre les composantes de houle
au moyen de l’approche développée par Tanaka [118] & [119] à l’aide d’une méthode HOS.
Dans ces deux articles, Tanaka s’intéresse à l’évolution d’états de mer directionnels définis
par des spectres de JONSWAP et de Pierson-Moskowitz. En particulier, Tanaka vérifie avec
ses simulations la théorie d’Hasselmann [69] concernant les transferts d’énergie non-linéaires
prenant place dans les propagations d’ondes de gravité. Ces transferts sont évalués à l’aide de
taux d’échange de différents spectres et sont typiquement les résultats que nous donnerons ici.
On se réfère cependant à Tanaka [118] & [119] pour plus de détails concernant l’interprétation
à donner à de tels résultats.

On se propose de vérifier que l’implémentation faite du modèle HOS permet bien de retrou-
ver les résultats publiés par Tanaka. Dans un premier temps, Tanaka compare les évolutions
temporelles du skewness et du kurtosis (moment d’ordre 3 et 4 de l’élévation de surface libre).
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On compare les comportements des simulations réalisées avec un spectre de JONSWAP d’éner-
gie E = 0.0025 et E = 0.005 et avec un spectre de type Pierson-Moskowitz pour les mêmes
énergies (cf. figures 5 et 6 de [118]). On se place dans les mêmes conditions de calcul, à savoir une
directionnalité définie par n = 2, Nx = 1024, Ny = 512, M = 3 et traitement anti-repliement
partiel.

L’évolution du skewness et du kurtosis obtenue avec notre modèle est reportée sur la figure
III.1.9, alors que les résultats présentés par Tanaka sont rappelés sur la figure III.1.10.
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Fig. III.1.9 – Évolution du skewness et du kurtosis au cours du temps pour 4 types de spectre

On observe donc sur cette figure le très bon accord avec les résultats de Tanaka [118]. En
particulier, les différences de comportement entre les spectres de JONSWAP et de P-M sont
identiques : déviation plus importante pour le spectre de P-M et augmentation de cette dé-
viation avec l’énergie. On observe, plus particulièrement sur la courbe supérieure représentant
le skewness, deux groupes distincts, correspondant à chacune des énergies, au sein desquels le
spectre de P-M présente une déviation plus importante (par rapport à la répartition gaussienne
(i.e. skewness = 0, kurtosis = 3). On peut cependant remarquer quelques différences avec
les résultats de [118], que l’on attribue aux tirages de phases aléatoires qui sont différents et
impliquent donc un résultat différent. Ces 2 figures mettent en avant le caractère non-linéaire
du champ de vagues de par la déviation observée par rapport à la répartition gaussienne .

Dans un deuxième temps, Tanaka définit deux taux de transferts respectivement fréquentiels
et directionnels T1(ω) et T2(ω,θ) (en se rappelant que le spectre directionnel est défini par
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Fig. III.1.10 – Reproduction des figures 5 et 6 de Tanaka [118]

Φ(ω,θ,t) = ψ(ω,t)×G(θ,t)) :

T1(ω) =
ψ(ω,t2)− ψ(ω,t1)

t2 − t1
, T2(ω,θ) =

Φ(ω,θ,t2)− Φ(ω,θ,t1)
t2 − t1

(III.1.31)
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Fig. III.1.11 – T1(ω) pour un spectre de JONSWAP E = 0.005

Sur la figure III.1.11 est représenté pour deux cas (A et B) le taux de transfert fréquentiel
T1(ω) entre les instants t1 = 10Tp et t2 = 25Tp. Cette figure est à comparer avec la figure 8 de
Tanaka [118]. La différence entre ces deux cas est la fréquence de coupure utilisée dans le calcul
qui ne semble pas avoir d’effet très important ici (le tirage de phase aléatoire pouvant avoir une
certaine influence sur les résultats : de l’ordre des différences observées entre les courbes ici).
Les caractéristiques principales du transfert d’énergie mis en lumière par Hasselmann [69] se
retrouvent ici, les résultats que l’on obtient étant similaires de ceux de Tanaka.

Pour le cas A, on représente sur la figure III.1.12 la fonction de transfert directionelle T2(ω,θ)
avec une nouvelle fois des résultats très similaires à ceux obtenus par Tanaka (voir figure 11
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Fig. III.1.12 – T2(ω,θ) pour un spectre de JONSWAP E = 0.005

de [118]), résultats en accord général avec la théorie de Hasselmann [69]. Le but principal était
ici de vérifier notre implémentation avec des calculs déjà réalisés avec la méthode HOS. On
rappelle que pour plus de détails concernant l’analyse fine des phénomènes mis en évidence
avec ces calculs, on se réfère à Tanaka [118] & [119].

III.1.5 Conclusion

En conclusion, on a détaillé dans un premier temps le travail effectué sur l’initialisation du
calcul. On cherche à reproduire des champs de vagues réalistes grâce à notre modèle. On a
donc choisi d’utiliser une initialisation selon un spectre de houle classique de type JONSWAP
à laquelle est ajoutée une directionnalité caractérisée par le paramètre n. Différents paramètres
permettent d’ajuster ce type de spectre, notamment son énergie. Cette dernière a été choisie ici
par rapport à des données au réel de la Mer du Nord (≃ 70000 enregistrements sur la période
1973 − 2001) afin de simuler les mers les plus extrêmes rencontrées. On détaille également
un processus de relaxation sur l’initialisation précédente (linéaire) afin d’avoir un champ de
vagues adéquat à notre modèle HOS complètement non-linéaire. L’initialisation en vue de la
reproduction d’états de mer donnés est également envisagée, dans le cadre de vagues focalisées
notamment.

La méthode d’analyse des champs de vagues est ensuite exposée. Il s’agit d’une analyse
vague par vague par zéro-crossing dans la direction de propagation ainsi que dans la direc-
tion transverse afin d’avoir des informations précises sur la directionnalité de l’état de mer en
question.

Différentes théories statistiques permettant de décrire un état de mer sont présentées, li-
néaires et partiellement non-linéaires. Ces approches serviront de référence lors de l’étude des
résultats des simulations numériques réalisées à l’aide du modèle HOS. On s’intéresse en parti-
culier à l’élévation de surface libre mais également à la hauteur de vagues (crête à creux).
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Enfin, des validations effectuées sur des propagations longue durée de houles régulières per-
mettent de justifier les capacités de notre modèle à simuler précisément l’évolution d’états de
mer cambrés sur de très longues durées. Les résultats obtenus par Tanaka [118] & [119] sont éga-
lement reproduits avec succès, validant la procédure d’initialisation ainsi que l’implémentation
effectuée.
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Chapitre III.2

Formation de vagues scélérates

Nous allons étudier la formation de vagues scélérates sous deux approches différentes.
Tout d’abord, l’étude portera sur la focalisation spatio-temporelle bi-dimensionnelle ou tri-
dimensionnelle (directionnelle) d’un champ de vagues. Cette approche est couramment utilisée,
notamment lors d’expériences, pour étudier l’influence des vagues extrêmes sur des bateaux ou
des structures marines. Cette méthode est utilisée en sachant que le processus de focalisation
peut être un des phénomènes expliquant la formation des vagues extrêmes (voir par exemple
Kharif & Pelinovsky [76] pour une revue des phénomènes à l’origine des vagues scélérates) et
également de par sa simplicité de mise en place. Dans un deuxième temps, nous étudierons
l’apparition naturelle de vagues scélérates au sein d’un champ de vagues lors de simulations
à grande échelle et sur de longs temps de simulation (en 2D ou 3D). On entend par naturelle
le fait qu’aucune condition n’est spécifiée pour produire ces évènements extrêmes : un spectre
représentant un état de mer classique est donné initialement et on étudie l’évolution du champ
de vagues correspondant. Ensuite, l’influence de la directionnalité sur les probabilités d’occu-
rence d’évènements extrêmes est étudiée. Enfin, une comparaison avec des résultats proposés
par Socquet-Juglard et al. [112] avec une méthode BMNLS est effectuée. Une extension de leur
travail est mise en avant avec des perspectives intéressantes.

III.2.1 Focalisation

Dans cette partie, nous allons détailler les différents résultats obtenus au niveau de la foca-
lisation spatio-temporelle en 2D puis en 3D. La condition initiale employée est détaillée sous
sa forme générale tridimensionnelle dans la section III.1.1.4.

III.2.1.1 Focalisation 2D

Les conditions numériques utilisées pour ce calcul sont :

• État de mer défini par un spectre de JONSWAP caractérisé par E=0.005 i.e. αP = 0.016,
Hs = 0.28 en quantités adimensionnelles (par rapport à g et ωp),
• Taille du domaine: Lx = 82λp,
• Nombre de modes utilisés : Nx = 4096, ordre HOS M = 5,
• En quantités dimensionnelles, si on fixe Tp = 12.5 s (typique en mer du Nord par tempête):
λp = 244m, Taille du domaine simulé : 20 km.
• Initialisation avec un temps de propagation linéaire inverse : Ti = 20Tp et α = 0.25
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La figure III.2.1 représente l’évolution du champ de vagues lors de la focalisation jusqu’à
t = 35Tp, celle-ci ayant lieu à t = 20.3 Tp. On repère la focalisation par le moment où l’élévation
maximale est relevée, qu’on appellera temps de focalisation Tf . Elle se produit en un point de
focalisation d’abscisse xf .
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Fig. III.2.1 – Evolution du champ de vagues lors de la focalisation. Tf = 20.3 Tp

On constate tout d’abord qu’au point de focalisation spécifié en linéaire (x = Lx/2), l’élé-
vation maximale réelle se produit avant le temps de focalisation linéaire, Ti = 20Tp. En-
suite, ailleurs dans le bassin (xf > Lx/2), l’élévation maximale (la focalisation) se produit
à t = Tf > Ti. Ceci est facilement explicable par la dispersion en amplitude et est souvent
observé lors d’expériences menées en bassin de houle. Ainsi, la focalisation, repérée par l’éléva-
tion maximale dans le domaine, prend place après le point de focalisation linéaire, aussi bien
en temps (Tf = 20.3 Tp) qu’en espace (xf > Lx/2).

Au départ du calcul, t = 0Tp, le champ de vagues semble complètement aléatoire. Les com-
posantes qui vont se superposer pour produire la focalisation sont comprises dans le champ
irrégulier. Les pointillés représentent cependant approximativement la position de ces diffé-
rentes composantes dans le domaine. Une analyse plus fine de cette partie du domaine nous
indique que l’on peut observer les longueurs d’ondes les plus longues qui se situent le plus loin
du point de focalisation (le milieu du domaine), alors que les longueurs d’ondes les plus courtes
semblent être proche de ce point de focalisation comme attendu. En effet, la vitesse de propa-
gation croît avec la longueur d’onde donc, vu que lors de la propagation linéaire inverse chaque
composante est propagée avec sa vitesse propre, cet étalement spatial des diverses longueurs
d’ondes est observé. En avançant en temps à t = 10Tp, chacune des composantes de la future
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focalisation s’est propagée à sa vitesse propre et s’est donc rapprochée du point de focalisation.
Elles sont cette fois assez difficilement discernables de l’état de mer irrégulier environnant. En-
suite, à t = 20.3Tp la focalisation apparaît. Une analyse de l’état de mer et de la focalisation
nous indique que Hmax

Hs
> 2.5 ce qui révèle bien le caractère extrême de cette vague focalisée.

Cependant, il faut remarquer que toutes les composantes de la vague focalisée initiale (avant la
propagation inverse) ne sont pas contenues dans cet évènement. En effet, on peut par exemple
observer les petites longueurs d’ondes situées en x < xf qui n’ont pas participé à la focalisation.
Ceci est dû au caractère complètement non-linéaire de la propagation lors de cette simulation,
alors que la propagation inverse réalisée pour l’initialisation n’était que linéaire. Enfin, après la
focalisation, à t = 35Tp, on observe que chacune des composantes continue à évoluer à sa propre
vitesse avec maintenant les plus grandes longueurs d’ondes ayant “dépassé” les plus petites. On
revient assez rapidement, après ce processus de dé-focalisation, à un état de mer complètement
aléatoire.

Nous avons ici démontré la capacité de notre modèle à générer et propager des houles
extrêmes par focalisation 2D. Il semble maintenant intéressant de s’attarder sur un cas plus
complexe, la focalisation directionnelle.

III.2.1.2 Focalisation directionnelle

On s’intéresse donc ici à un problème purement tridimensionnel qui est la focalisation di-
rectionnelle. Les conditions numériques utilisées dans ce calcul sont :

• État de mer défini par un spectre de JONSWAP caractérisé par E=0.005 i.e. αP = 0.016,
Hs = 0.28 en quantités adimensionnelles (par rapport à g et ωp),
• Taille du domaine: Lx = 21λp × Ly = 21λp,
• Nombre de modes utilisés : Nx = 512×Ny = 256, ordre HOS M = 5,
• En quantités dimensionnelles, si on fixe Tp = 12.5s (typique en mer du Nord par tempête):
λp = 244m, Taille du domaine simulé : 5124m× 5124m ≃ 25 km2.
• Initialisation avec un temps de propagation linéaire inverse : Ti = 20Tp et α = 0.15

La figure III.2.2 représente le champ de vagues initial de la simulation. Les composantes de
focalisation créent un champ concentrique typique que l’on peut observer au centre du domaine.

La figure III.2.3 représente l’élévation de surface libre 3D après un temps t = 20.3 Tp de
propagation correspondant au moment où l’élévation maximale est relevée, donc au temps de
focalisation. On peut remarquer que la plus grande partie du domaine consiste en un champ de
vagues aléatoires (composantes non-focalisées), alors qu’au centre du domaine, différentes com-
posantes se sont superposées afin de former l’évènement extrême se situant, comme attendu,
procche du centre du domaine de calcul.

La figure III.2.4 est un zoom sur la partie intéressante du champ de vagues décrit précé-
demment. Le centre de la vue présentée correspond à la position de la focalisation linéaire (i.e.
avant la propagation linéaire inverse). Les niveaux de contour ont été ajustés par rapport aux
figures précédentes afin de faciliter l’appréhension de la forme de la vague. Dans notre cas, la
vague focalisée se compose d’une crête avec une forme en V suivie d’un creux très profond
(on peut se rappeler ici les observations de marins faisant état de trous dans la mer lorsqu’ils

129



CHAPITRE III.2. FORMATION DE VAGUES SCÉLÉRATES

Fig. III.2.2 – Élévation de surface libre 3D initiale E = 0.005, Lx = 21λp × Ly = 21λp,
Nx = 512×Ny = 256, ordre HOS M = 5 et propagation linéaire inverse pendant 20Tp.

Fig. III.2.3 – Élévation de surface libre 3D à la focalisation t = 20.3 Tp.

évoquaient ces vagues extrêmes).

Ainsi, comme lors de l’étude en 2D, la focalisation prend place après le point de focalisation
linéaire, aussi bien en temps (t = 20.3 Tp) qu’en espace. Une analyse du champ de vagues nous
renseigne sur le caractère extrême de l’état de mer généré. En effet, on atteint Hmax/Hs > 3.5
ce qui ne semble pas très réaliste vis à vis des différentes mesures auxquelles on a pu avoir accès
sur des relevés en mer. Ainsi, les paramètres d’entrée de la vague focalisée doivent être ajustés
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Fig. III.2.4 – Zoom de la figure III.2.3 : élévation de surface libre 3D à la focalisation t = 20.3 Tp.

de manière à essayer de reproduire des évènements plus réalistes.

Cependant, cette étude de focalisation tri-dimensionnelle a permis de mettre en avant les
capacités de la méthode quant à la large gamme d’états de mer pouvant être simulés. Même
les vagues extrêmes (ici Hmax/Hs > 3.5) peuvent être modélisées sans problème et nous allons
par la suite nous intéresser à la simulation d’états de mer réels (i.e. sans artifice menant à une
possible formation de vague extrême) sur de longues durées et une analyse de ce champ de
vagues nous permettra d’examiner l’apparition naturelle de ces vagues scélérates.

III.2.2 Évolution longue

L’évolution d’états de mer bi et tri-dimensionnels est maintenant considérée. On définit
un champ de vagues initial à l’aide d’un spectre décrivant un état de mer typique en mer du
Nord par tempête. Les phases seront cette fois-ci choisies de manière complètement aléatoire
afin d’étudier l’apparition naturelle de vagues scélérates. Une étude paramétrique est présentée
pointant notamment l’influence de la directionnalité de l’état de mer considéré.

III.2.2.1 Domaine bidimensionnel

Les premières simulations sont réalisées en 2D, on ne tient donc pas compte de la direction-
nalité. Les conditions de cette simulation sont les suivantes :
• État de mer défini par un spectre de JONSWAP caractérisé par E=0.005 i.e. αP = 0.016,
Hs = 0.28 en quantités adimensionnelles (par rapport à g et ωp),
• Taille du domaine: Lx = 82λp,
• Nombre de modes utilisés : Nx = 2048, ordre HOS M = 8,
• En quantités dimensionnelles, si on fixe Tp = 12.5 s (typique en mer du Nord par tempête):
λp = 244m, Taille du domaine simulé : 20 km.

131



CHAPITRE III.2. FORMATION DE VAGUES SCÉLÉRATES

Sur la figure III.2.5 est représenté le champ de vagues initial qui sera propagé non-linéairement
et analysé. Les vagues se propagent dans le sens des x positifs (de la gauche vers la droite). Une
analyse de la surface libre par zero-crossing (voir paragraphe III.1.2) nous confirme le lien entre
l’énergie contenue initialement dans le spectre et la hauteur significative, ici Hs = 0.28. Nous
avons ainsi notre état de mer 2D irrégulier initial dont le spectre est de type JONSWAP et
représentant bien ce qui peut être observé par tempête en mer du Nord (E = 0.005). Cet état
de mer va alors être propagé durant 1000 périodes de pic, ce qui représente environ 3 heures et
30 minutes de simulation d’un grand domaine de 20 km de long à l’échelle réelle.
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Fig. III.2.5 – Champ de vagues 2D initial

Pendant cette simulation, nous allons nous intéresser tout d’abord à l’évolution au cours
du temps du paramètre Hmax/Hs qui permet de caractériser l’apparition de vagues scélérates
(selon le critère connu Hmax/Hs > 2.2). La figure III.2.6 représente l’évolution de ce paramètre
avec le temps.

On peut noter que des évènements très brefs sont détectés, par exemple en t/Tp = 560 et
t/Tp = 930. Ces évènements représentent des vagues scélérates avec une durée de vie très courte
et apparaissant très rapidement. En effet, en regardant l’évolution temporelle, on s’aperçoit que
la hauteur maximale observée dans le champ de vagues croît à ce moment de façon très rapide et
décroît également de la même manière. Des vagues extrêmes avec une durée de vie plus longues
sont également observées par exemple en t/Tp ≃ 240. Dans ce cas-là, un groupe de vagues de
grande amplitude reste cohérent durant quelques périodes de pic (environ 20Tp) et produit des
évènements extrêmes successifs. Ce type d’évolution d’états de mer est le même que celui décrit
par Trulsen [121] lorsqu’il a essayé de reproduire la vague de Draupner. Il faut également noter
que tant que des structures marines et des bateaux sont considérés, la probabilité de rencontrer
de telles séries de vagues scélérates est plus grande que celle de rencontrer des évènements isolés,
de part la durée de vie beaucoup plus longue des premiers.

En vue d’une meilleure illustration du phénomène observé, la figure III.2.7 représente le
moment où la vague la plus extrême (i.e. avec la hauteur la plus grande) est relevée dans le
groupe de vagues cohérent sur plusieurs périodes apparaissant au cours de la simulation. Cet
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Fig. III.2.6 – Evolution du paramètre Hmax/Hs pendant la simulation

évènement consiste en une vague isolée de très forte amplitude (Hmax = 2.3Hs et ηmax = 1.5Hs).
Le caractère exceptionnel d’une telle vague peut aisément être mis en avant lorsque l’on observe
le champ de vagues environnant ne présentant aucune autre vague de telle amplitude. En se
ramenant à un état de mer réel : Tp = 12.5s, la vague scélérate détectée atteint une hauteur
crête à creux H = 25m pour un Hs = 10.9m.
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Fig. III.2.7 – Déformée de surface libre 2D de la vague scélérate à t = 243Tp

La figure III.2.8 est une vue zoomée de la figure précédente sur la vague scélérate qui nous
intéresse.

On peut observer sur cette figure qu’un creux assez important précède l’évènement extrême.
Ceci nous rappele les récits de marins ayant probablement rencontré des vagues scélérates et qui
ont observé des “trous” dans la mer avant un “mur d’eau” arrivant sur eux. L’analyse par pas-
sage à zéro nous donne une longueur d’onde λzc = 1.1λp. Une cambrure globale ǫ = Hmax/λzc
de 9.3% est mesurée sur cet évènement et confirme le caractère extrême de celui-ci avec une
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Fig. III.2.8 – Zoom de la figure III.2.7 : vague scélérate à t = 243Tp

cambrure assez importante. La forme obtenue est donc en bon accord avec les quelques obser-
vations que l’on a de ces murs d’eau cambrés. De plus, on rappelle ici la forme très connue de
la vague du nouvel an (ou vague de Draupner) observée lors d’une tempête le 1er janvier 1995
sur la plateforme pétrolière de Draupner en mer du Nord : voir figure III.2.9 issue de Haver [71].
Les formes sont bien semblables dans les deux cas (en notant que la figure III.2.8 est une vue
spatiale alors que la figure III.2.9 est un signal temporel, une vue temporelle de notre simulation
donne un signal présentant la même forme).

Fig. III.2.9 – Vue de la vague scélérate observée sur la plateforme pétrolière de Draupner

On a donc présenté ici des simulations complètement non-linéaires sur un très grand domaine
(20 km) et durant un temps très important (3 heures et 30 minutes). Des vagues scélérates
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apparaissant naturellement dans le domaine ont été simulées, la plus importante atteignant
H = 25 m. La robustesse ainsi que les capacités du modèle ont ainsi pu être mises en avant sur
ce cas bi-dimensionnel. Il est à noter que ce genre d’étude a déjà été abordé avec la méthode
HOS dans Brandini [18] où divers résultats concernant l’analyse statistique de l’occurence de ces
vagues scélérates sont proposés. Ses simulations, limitées à des études en 2D, étaient réalisées
sur 200Tp avec un domaine de longueur 32λp et un ordre HOS M = 4. Les résultats présentés ici
sur un temps plus long dans un domaine plus grand et avec une augmentation non-négligeable
de l’ordre HOS, jusqu’à M = 8, constituent une avancée importante. De plus, nous allons
maintenant nous intéresser au cas 3D.

III.2.2.2 Domaine tridimensionnel

Nous étudions dans ce paragraphe l’évolution d’un état de mer directionnel. Ce dernier est
défini avec les paramètres suivant :

• État de mer défini par un spectre de JONSWAP caractérisé par E=0.005 i.e. αP = 0.016,
Hs = 0.28 en quantités adimensionnelles (par rapport à g et ωp),
• Taille du domaine: Lx = 42λp × Ly = 42λp,
• Nombre de modes utilisés : Nx = 1024×Ny = 512, ordre HOS M = 5,
• En quantités dimensionnelles, si on fixe Tp = 12.5 s (typique en mer du Nord par tempête):
λp = 244m, Taille du domaine simulé : 10250m× 10250m (i.e. ≃ 105 km2).

La taille du domaine est réduite dans la direction x par rapport au cas 2D présenté dans
le paragraphe précédent afin de conserver un temps de calcul raisonnable. En ce qui concerne
le temps de calcul, les simulations présentées ici (avec les conditions numériques ci-dessus)
requièrent environ 10 jours de temps CPU sur un ordinateur avec un processeur unique 3Ghz
Xeon, pour 250 périodes de pic de simulation.

La figure III.2.10 présente la déformée de surface libre initiale avec le paramètre de direc-
tionnalité n = 2. Ceci correspond à un champ de vagues fortement étalé en direction. Ce choix
de paramètre pour la directionnalité utilisée ici (n = 2) n’est pas réaliste mais permet de mettre
en évidence les capacités de simulation du modèle HOS ainsi que les méthodes d’analyse mises
en œuvre. Un exemple avec une dispersion de l’état de mer beaucoup plus faible (mais plus
réaliste) est présenté dans la section suivante sur la figure III.2.14 ou le paramètre de direction-
nalité est n = 90.

Cet état de mer est donc propagé durant un temps t = 250Tp, l’élévation de surface libre
étant enregistrée 10 fois par période de pic. Ensuite, une analyse par passages à zéro est réa-
lisée sur ces 2500 instants différents et permet d’obtenir l’évolution de la hauteur de vague en
fonction du temps (à la même fréquence que l’élévation de surface libre). Ainsi, il est désormais
possible de détecter les évènements extrêmes en étudiant le paramètre Hmax/Hs. L’évolution
temporelle de ce paramètre de détection est représentée sur la figure suivante III.2.11.

La première observation que l’on peut faire en comparant cette figure à la même figure
obtenue précédemment sur le champ de vagues 2D (Fig. III.2.6) est que le niveau moyen du
paramètre Hmax/Hs est beaucoup plus important dans ce cas 3D et également que les vagues
scélérates (i.e. Hmax/Hs > 2.2) sont plus nombreuses. Ceci est aisément explicable par le fait
que le domaine simulé est de très grande taille et que le cas de houle présenté est très dispersé ce
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Fig. III.2.10 – Élévation de surface libre initiale, directionnalité n = 2
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Fig. III.2.11 – Evolution du paramètre Hmax/Hs pendant la simulation, n = 2

qui implique un très grand nombre de vagues à l’intérieur du domaine. Le nombre de vagues est
évalué comme présenté précédemment dans III.1.3.3 et l’équation (III.1.28) nous donne pour le
paramètre de directionnalité n = 2, un nombre de vagues Nn=2 ∼ 6.103 alors que pour le cas
2D on avait N2D ∼ 102. On peut indiquer ici que Hs est calculé comme étant égal à H1/3, ce
qui n’est pas exact : voir par exemple Guedes Soares et al. [62]. Les amplitudes atteintes par le
rapport Hmax/Hs avec Hs = 4σ seront un peu différentes.

A t = 0, on peut remarquer qu’un évènement extrême artificiel est formé par l’initialisation
linéaire de la simulation. On peut également observer, comme en 2D, des groupes de vagues de
grande amplitude qui produisent plusieurs vagues scélérates à la suite (t = 26Tp ou t = 171Tp).
Des vagues isolées apparaissent également au cours de la simulation (par exemple à t = 120Tp).
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On réalise maintenant des simulations tri-dimensionnelles et il semble donc intéressant de
regarder la forme des vagues scélérates obtenues. On s’intéresse à l’évènement le plus extrême
relevé à t = 171Tp. La figure III.2.12 montre l’élévation de surface libre à ce moment-là. Le
carré blanc indique la position de l’évènement extrême dont une vue plus proche est présentée
en figure III.2.13.

Fig. III.2.12 – Élévation de surface libre au moment de la vague scélérate, t = 171Tp, n = 2

Fig. III.2.13 – Zoom de la figure III.2.12 : vague scélérate à t = 171Tp, n = 2
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On retrouve sur la vue globale du champ de vagues que l’évènement extrême est isolé mais
on s’aperçoit en suivant temporellement le groupe de vagues composant cette vague scélérate
que son temps de vie est assez long (≃ 20Tp) durant lequel la vague extrême se propage dans
le domaine. D’autre part, concernant la forme de cet évènement, on s’aperçoit que sa longueur
d’onde dans la direction de propagation λx vaut 1.2λp et que l’étalement dans la direction
transverse est très faible. La longueur transverse de crête introduite précédemment λc vaut
moins d’une longueur d’onde de pic. Ainsi, il s’agit plus d’une vague en forme de pic qu’une
vague qu’on pourrait qualifier de “mur d’eau”. Cependant, on s’attend à ce que cette forme
pyramidale de la vague soit très influencée par la directionnalité de l’état de mer considéré.

La section qui se termine ici avait pour objectif de montrer la faisabilité de l’étude de la
formation de freak waves grâce au modèle HOS périodique. La section suivante s’attache à
décrire plus en détail l’influence de la directionnalité sur l’apparition de ces vagues scélérates,
au travers d’approches statistiques et déterministes jugées complémentaires.

III.2.3 Influence de la directionnalité

Nous allons présenter ici une étude paramétrique de l’influence de la directionnalité de l’état
de mer sur la formation des vagues scélérates. On va donc faire varier le paramètre n définissant
l’étalement directionnel du spectre de houle considéré. Les premiers essais ont été réalisés avec
n = 2 qui est la valeur utilisée par Tanaka [118] & [119]. Cependant, cette valeur représente
un état de mer très dispersé (cf. Fig. III.2.10) qui n’est pas très réaliste de ce que l’on peut
trouver en mer. En effet, les champs des vagues observés sont moins étalés et on choisira donc
des valeurs plus élevées du paramètre de directionnalité, à savoir : n = 15, n = 30 et n = 90. La
figure III.2.14 représente l’état de mer initial défini par n = 90. Ce dernier est, comme attendu,
beaucoup moins étalé directionnellement et correspond plus à ce que l’on peut rencontrer dans
la nature. En augmentant encore le paramètre n, on va tendre vers un champ de vagues unidi-
rectionnel.

En anticipant sur l’analyse vague par vague qui va suivre, il est intéressant de noter que le
nombre de vagues présentes dans le domaine varie grandement en fonction de la directionnalité.
En utilisant l’équation (III.1.30), avec λ0 et λc déterminés par une analyse du champ de vagues
initial, on arrive au tableau suivant III.2.1 :

n = 2 n = 15 n = 30 n = 90
λ0 1.1λp 1.07λp 1.05λp 0.97λp
λc 0.69λp 0.91λp 1.10λp 3.34λp

Nespace 5.81103 4.70103 3.83103 1.36102

Nespace/temps 2.4106 2.0106 1.6106 5.8104

Tab. III.2.1 – Tailles λ0, λc et nombre de vagues Nespace, Nespace/temps dans le domaine en
fonction de la directionnalité
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Fig. III.2.14 – Élévation de surface libre initiale, directionnalité n = 90

On remarque que le nombre de vagues tend à diminuer à mesure que l’étalement directionnel
diminue. Cette évolution ne doit pas être oubliée lorsqu’on étudie l’influence de la directionnalité
sur un paramètre, surtout lorsque l’on arrive à des états de mer très peu directionnels (cf. par
exemple n = 90) où les analyses statistiques seront plus difficiles à mener au vu du nombre de
vagues pouvant s’avérer assez faible.

III.2.3.1 Initialisation de la simulation

On va s’intéresser dans un premier temps aux distributions de probabilité de l’élévation de
surface libre et de la hauteur de vague. On cherche à savoir si l’initialisation de la simulation est
correcte. On rappelle (cf. section III.1.1) qu’elle est constituée d’une condition initiale linéaire
puis d’une période de relaxation vers le non-linéaire.

Condition Initiale, t = 0

On présente tout d’abord dans la figure III.2.15 la densité de probabilité f de l’élévation de
surface libre du champ de vagues initial. Le cas présenté est pour une directionnalité n = 2, les
résultats étant identiques quelle que soit la directionnalité utilisée.

On peut remarquer sur cette figure que la densité de probabilité de l’élévation de surface libre
initiale suit une loi gaussienne décrite dans la partie III.1.3. Ceci est bien le résultat attendu
étant donné que cette condition intiale est définie comme une superposition de composantes
linéaires issues d’un spectre de JONSWAP. La partie basse de la courbe, qui présente cette même
densité de probabilité en échelle logarithmique, permet une meilleure lecture des différences
observées. On utilisera donc par la suite les densités de probabilités en échelle logarithmique.

Les densités de probabilité sont calculées à partir de la discrétisation, en un certain nombre
d’intervalles Ni, de la gamme de valeurs pouvant être prises par la variable à laquelle on
s’intéresse (typiquement son minimum et son maximum courants). Ensuite, le nombre de valeurs
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Fig. III.2.15 – Densité de probabilité de l’élévation de surface libre initiale, n = 2, Ni = 500 et
t = 0

prises dans chaque intervalle par la quantité d’intérêt nous donne sa densité de probabilité. Il
est à noter que le nombre de ces intervalles utilisés influe sur la régularité de cette solution.
En effet, si un nombre trop important d’intervalles est utilisé, on observera une densité de
probabilité bruitée comme dans la figure III.2.15, où Ni = 500. On utilisera par la suite un
nombre d’intervalles fixé à Ni = 100 dont un cas identique à la figure précédente est reproduite
sur la figure III.2.16.

On observe alors bien un lissage de la solution par rapport à la figure III.2.15. La répartition
gaussienne définit donc de façon très précise la densité de probabilité de l’élévation du surface
libre initiale (linéaire).

Nous allons effectuer la même analyse que précédemment pour la densité de probabilité de
la hauteur de vague crête à creux. On a vu dans la section III.1.3 que celle-ci devrait initiale-
ment suivre une distribution de Rayleigh. La figure III.2.17 présente cette densité de probabilité
comparée à la loi de Rayleigh. Comme précédemment, on a vérifié que la directionnalité n’avait
pas d’influence sur ce résultat.

On remarque alors très bien que, comme on s’y attendait, la densité de probabilité de la
hauteur de vagues est parfaitement représentée par une distribution de Rayleigh. Il apparaît
cependant que la densité de probabilité obtenue à partir des simulations HOS ne présente pas
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Fig. III.2.16 – Densité de probabilité de l’élévation de surface libre initiale, n = 2, Ni = 100 et
t = 0

la régularité des résultats obtenus avec l’élévation de surface libre. Ceci est dû au nombre d’évè-
nements étudiés. En effet, la densité de probabilité de l’élévation de surface libre est calculée
sur les points de calcul spatiaux, i.e. typiquement N = 1024×512 ≃ 520000, alors que pour les
hauteurs de vagues on travaille sur le nombre de vagues qui typiquement va être pour n = 2
(voir tableau III.2.1), Nespace ≃ 6000. Ainsi, le nombre d’évènements est très différent entre
l’étude de l’élévation de surface libre et celle de la hauteur de vague. Enfin, comme pour l’élé-
vation, on présentera dans la suite les résultats en échelle logarithmique.

Nous avons vérifié dans ce paragraphe les répartitions théoriques linéaires données précé-
demment, ainsi que les analyses réalisées sur le champ de vagues (calcul des hauteurs crête à
creux en particulier). Ces répartitions concordent effectivement avec une distribution linéaire
de l’élévation de surface libre. On va maintenant s’intéresser à l’évolution de ces répartitions au
cours du temps avec notamment l’influence du caractère non-linéaire de notre résolution par
méthode HOS.

Après la relaxation, t = 10Tp

On va s’intéresser dans ce paragraphe aux densités de probabilité concernant l’état de mer
après la période de relaxation (à t = 10Tp) préconisée par Dommermuth [32] (voir la section
III.1.1.3). La figure III.2.18 représente la densité de probabilité de l’élévation de surface libre η
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Fig. III.2.17 – Densité de probabilité de la hauteur crête à creux initiale, n = 2, Ni = 100 et
t = 0

comparée à la répartition théorique linéaire (gaussienne) et au modèle 2nd ordre de Tayfun que
l’on a présenté dans la section III.1.3.
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Fig. III.2.18 – Densité de probabilité de l’élévation de surface libre : n = 2 et t = 10Tp

On remarque alors qu’une fois le champ de vagues correctement initialisé (i.e. après la
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période de transition), la densité de probabilité des élévations de surface libre ne suit plus la
répartition linéaire gaussienne. En effet, on a désormais un état de mer non-linéaire dont on
observe les caractéristiques classiques : à savoir, les creux moins marqués qu’en théorie linéaire
et les crêtes plus élevées. D’autre part, la répartition issue de la théorie 2nd ordre de Tayfun [120]
représente de façon très précise la répartition des élévations de surface libre de notre champ
de vagues. Il est intéressant de noter que la directionnalité n’a pas d’influence sur ce résultat.
Pour plus de clarté, les courbes pour les différentes valeurs de la directionnalité ne sont pas
représentées, étant quasiment confondues entre elles.

En ce qui concerne les hauteurs crêtes à creux, la figure III.2.19 présente la densité de
probabilité des hauteurs de vagues après la période de relaxation permettant au champ de
vagues d’avoir son caractère non-linéaire. On a superposé les modèles prenant en compte une
partie des non-linéarités décrits dans la partie III.1.3, sachant qu’il a été montré sur de nom-
breuses mesures en mer que la distribution de Rayleigh surestimait les probabilités d’occurence.
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Fig. III.2.19 – Densité de probabilité de la hauteur de vagues : n = 2 et t = 10Tp

On peut noter sur cette figure, en la comparant à la figure avant la période de relaxation,
(figure III.2.17) que la densité de probabilité est beaucoup moins modifiée que celle de l’élé-
vation de surface libre. La répartition de Rayleigh approxime toujours de façon assez fiable la
densité de probabilité complètement non-linéaire obtenue par les simulations HOS. On observe
que les paramètres choisis par Forristall pour la répartition dite de Weibull ne conviennent pas
totalement à nos simulations. Cependant, il faut se rappeler que ces paramètres peuvent être
ajustés afin d’approximer plus finement la solution (par exemple le choix αW = 2, θW = 8 cor-
respond à la répartition de Rayleigh). Le choix de Forristall avait été fait sur des données prises
dans le Golfe de Mexico ce qui ne correspond pas exactement à nos conditions de houle. Le
modèle dit Edgeworth-Rayleigh quant à lui approxime assez précisément cette répartition. Le
caractère bruité de la densité mesurée à partir des données HOS gêne cependant une conclusion
nette sur la validité de tel ou tel modèle.

Il est donc apparu dans cette section que l’initialisation linéaire initiale utilisant un spectre
de JONSWAP nécessite une période de relaxation vers le champ de vagues complètement non-
linéaire comme indiqué par Dommermuth [32]. Une fois cette période de transition passée, les
différentes densités de probabilité des quantités d’intérêt (élévation de surface libre, hauteur
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crête à creux) sont bien représentées par les modèles améliorés présentés précédemment dans
la section III.1.3. Il apparaît lorsque l’on étudie ces quantités que la directionnalité n’a pas
d’influence sur les densités de probabilité initiales. Il semble intéressant de voir si l’évolution
au cours du temps de ces densités de probabilité est influencée par la directionnalité comme
semble l’indiquer les articles de Socquet-Juglard et al. [112] ou Onorato et al. [100].

III.2.3.2 Évolution au cours du temps

On s’intéresse dans ce paragraphe à l’évolution au cours du temps de différents paramètres
permettant de mettre en avant l’influence de la directionnalité. Tout d’abord, on étudie l’évolu-
tion temporelle des densités de probabilités présentées précédemment. On en présente des vues
à différents instants (t = 50Tp, 100Tp et 200Tp) et ce pour chacune des 4 directionnalités trai-
tées : n = 2, 15, 30, 90. La figure III.2.20 traite de l’élévation de surface libre, la figure III.2.21
de la hauteur de vagues et la figure III.2.22 d’une hauteur de vague moyennée sur un court laps
de temps.

Il convient de rappeler qu’à t = 10Tp, après la période de relaxation, les densités de proba-
bilités étaient identiques quelle que soit la directionnalité de l’état de mer simulé. On observe
alors que l’évolution au cours du temps est modifiée avec la directionnalité. En effet, en com-
parant à un instant donné (une colonne de figures), on constate que les répartitions ne sont pas
identiques entre elles. On observe par exemple à t = 200Tp sur la figure III.2.20 que la densité de
probabilité des élévations de surface libre les plus grandes semble largement augmentée lorsque
l’on passe de n = 2 à n = 90. Mais, ceci ne semble pas vérifié quel que soit le temps d’analyse.
Il convient donc d’analyser de façon autre notre champ de vagues afin d’extraire de façon plus
fine les différences existant entre les simulations.

On s’intéresse auparavant aux densités de probabilité des hauteurs de vague sur la figure
III.2.21. On représente, comme dans la figure précédente III.2.20, pour les différents cas de di-
rectionnalité traités et à différents instants t la densité de probabilité cette fois-ci des hauteurs
crêtes à creux H .

On peut remarquer sur cette figure, comme on l’avait noté sur la figure III.2.17 représen-
tant les densités de probabilité des hauteur de vagues à l’état initial, que le nombre de vagues
étant très faible (comparé au nombre de points dans le calcul des probabilité de η), les si-
gnaux extraits des simulations HOS sont “bruités”. La comparaison ne devient alors pas aisée,
les oscillations étant d’amplitude très importante. On a essayé par la suite de lisser ce signal
en le moyenant sur une durée fixe. Afin de ne pas perdre d’informations, il convient de réali-
ser cette moyenne sur une durée assez courte, on choisira ici 2Tp. La figure suivante III.2.22
représente les même densités de probabilité que précédemment, moyennées sur ce laps de temps.

Comme attendu, les densités de probabilité oscillent moins mais il apparaît cependant que
pour les hauteurs de vagues élevées, le signal reste "bruité". En effet, pour H/Hs > 1.5 le nombre
de vagues entrant en jeu ne semble pas assez grand pour avoir des probabilités satisfaisantes,
même en moyennant en temps ces hauteurs. Il semble donc difficile de donner des conclusions
précises sur le comportement du champ de vagues avec de tels signaux. Cependant, on peut
étudier la forme générale du signal nous donnant quelques informations, mais il faudra rester
prudent quant à la comparaison des différents cas de simulation.
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Fig. III.2.20 – Évolution au cours du temps de la densité de probabilité de l’élévation de surface
libre.
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Fig. III.2.21 – Évolution au cours du temps de la densité de probabilité de la hauteur de vague.
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Fig. III.2.22 – Évolution au cours du temps de la densité de probabilité de la hauteur de vague,
moyennée sur 2Tp.
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En observant pour une directionnalité donnée les densités de probabilité au cours du temps,
on se rend bien compte d’une évolution temporelle de celle-ci. En effet, des changements appa-
raissent clairement :

• Pour le cas n = 2, on peut remarquer que la densité de probabilité semble s’étaler autour
de son maximum avec un décalage de celui-ci vers les hauteurs de vagues plus grandes. Le
comportement aux hauteurs crêtes à creux élevées semble être très proche de la théorie
linéaire (répartition de Rayleigh). Hauteur max atteinte : H ≃ 2Hs
• Pour le cas n = 15, la densité de probabilité s’est ajustée, dès t = 50Tp , avec un maximum

pour une hauteur de vagues H/Hs plus faible que la répartition linéaire ne le prévoit. En
ce qui concerne le comportement aux hauteurs élevées, il semble assez modifié au cours du
temps avec notamment pour t = 50Tp et 100Tp une densité de probabilité plus faible que
la théorie linéaire. En t = 200Tp par contre, la théorie de Rayleigh semble bien approximer
le champ de vagues simulé. Hauteur “max.” atteinte : H ≃ 2.1Hs
• Pour le cas n = 30, de même que pour le cas n = 15, la densité de probabilité admet un

maximum pour un H/Hs plus faible que la répartition linéaire. En t = 100Tp et 200Tp,
la répartition des hauteurs de vagues s’écarte très clairement de la répartion linéaire qui
devient défaillante pour les grandes hauteurs crêtes à creux qu’elles surestiment. Hauteur
“max.” atteinte : H ≃ 1.8Hs
• Pour le cas n = 90, les conclusions sont identiques que pour le cas n = 30. Hauteur “max.”

atteinte : H ≃ 1.8Hs

On a comparé ici les résultats avec le modèle amélioré de Edgeworth-Rayleigh. Ce modèle
ne semble pas capable de prendre en compte toute la complexité du champ de vagues que
l’on simule. En effet, ce modèle reste assez proche de la répartition de Rayleigh. qui peut
s’avérer très défaillante dans certains cas. Cependant il est à noter que l’hypothèse de bande
étroite est appliquée et que les erreurs observées peuvent être sans doute expliquées par cette
approximation. Mori & Yasuda [94] ont comparé ce modèle à des mesures en mer où le spectre,
comme dans nos simulations, est assez étalé en fréquence. Ils observent également des erreurs
dans la prédiction des densités de probabilité. D’autre part, il est intéressant d’indiquer que
pour chacune de ces simulations, la répartition aux faibles hauteurs est plus importante que
celle escomptée au vu de la théorie linéaire ou de par les théories améliorées. Ce point a déjà été
indiqué par Podgórski et al. [104] et Stansell et al. [113], imputant ce phénomène à la mesure
des données et au caractère étalé en fréquence du champ de vagues. Il est intéressant de noter,
que le modèle de Weibull peut être ajusté à l’aide de ses paramètres afin de représenter au
mieux cette densité. On prend par exemple le cas n = 30, t = 100Tp on peut alors ajuster les
paramètres, en prenant αW = 1.81 et θW = 5.1 on obtient le résultat présenté sur la figure
III.2.23.

On observe alors un très bon accord entre la répartition dite de Weibull avec les para-
mètres donnés ci-dessus et les résultats extraits des simulations HOS. Mais, il faut noter que
ces paramètres sont assez éloignés d’une répartition classique de Rayleigh αWRayleigh = 2 et
θWRayleigh = 8.0. L’inconvénient est donc qu’une telle répartition doit être ajustée de manière
empirique par rapport à des mesures ou ici des résultats obtenus. Les coefficients αW et θW
ne peuvent pas être déduits d’observations ou autre comme c’est le cas du modèle Edgeworth-
Rayleigh utilisant le skewness et le kurtosis du champ de vagues.

En ce qui concerne l’étude de l’influence de la directionnalité sur la densité de probabilité

149



CHAPITRE III.2. FORMATION DE VAGUES SCÉLÉRATES

0 0.5 1 1.5 2

10-3

10-2

10-1

100

lo
g(

f(
H
/H

s
))

H/Hs

Simulation HOS
Répartition Rayleigh
Weibull

Fig. III.2.23 – Densité de probabilité de la hauteur de vagues, n = 30, t = 100Tp

des hauteurs de vague il faut rappeler que le nombre de vagues est différent suivant le cas
étudié, ce qui pose bien évidemment un problème dans notre étude, expliquant sans doute par
exemple les valeurs maximales observées ici qui ne sont pas identiques.

On cherche alors à étudier l’influence de la directionnalité de façon plus précise. On a analysé
précédemment en des moments précis les densités de probabilité des hauteurs de vague ainsi
que des élévations de surface libre. On va maintenant s’intéresser à l’étude au cours du temps
de paramètres permettant de qualifier le champ de vagues et notamment les vagues extrêmes
apparaissant au cours du temps dans ce champ de vagues. En se reférant à la littérature, il
semble que l’étude de deux paramètres présente un intérêt particulier, le kurtosis et le rapport
Hmax/Hs : le premier, qui traduit le caractère pointu d’une distribution (i.e. dans notre cas la
propension à avoir de grandes vagues cambrées) et le second, qui demande un traitement parti-
culier des données avec une anlayse du champ de vagues à chaque instant plus lourde mais qui
renseigne sur de nombreux points intéressant par exemple pour une étude de dimensionnement
dans un état de mer fixé.

La figure III.2.24 présente l’évolution des deux paramètres : Hmax/Hs et kurtosis au cours
du temps. Les différentes simulations avec les quatre directionnalités traitées n = 2, 15, 30, 90
sont analysées.

On étudie dans un premier temps le rapport Hmax/Hs. La ligne en pointillés noirs représente
le seuil de détection des vagues scélérates. On peut observer des comportements différents sui-
vant la directionnalité du champ de vagues, en particulier dans les valeurs maximales atteintes.
On peut observer par exemple pour le cas n = 15, à partir de t = 175Tp et jusqu’à la fin de
la simulation (ici t = 225Tp) des vagues extrêmes en série apparaissant, avec un niveau moyen
de Hmax/Hs très élevé (≃ 2.3). Il a été montré sur des simulations de petite taille par Onorato
et al. [100] qu’une augmentation de l’étalement directionnel diminuait l’occurence des vagues
extrêmes. Cette tendance n’apparaît pas clairement dans nos simulations même si il semble que
en comparant les cas n = 30, n = 15 et n = 2, le cas le plus étalé (n = 2) semble comporter
moins de vagues extrêmes, tout du moins avec des temps de vie plus courts. Ensuite, le cas
n = 90 ne semble pas spécialement corroborer nos dires même si il faut se rappeler comme
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Fig. III.2.24 – Évolution au cours du temps des paramètres : Hmax/Hs et Kurtosis
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on l’a vu précédemment que le nombre de vagues mises en jeu diminue fortement lorsque l’on
diminue l’étalement.

Enfin, cette figure a également pour but de mettre en avant le rapport existant entre kurtosis
et vagues extrêmes. En comparant les 2 courbes sur la figure III.2.24 on s’aperçoit du lien étroit
entre les deux paramètres (kurtosis et Hmax/Hs). On remarque dans notre figure une déviation
pouvant être assez importante par rapport à la distribution gaussienne (kurtosis = 3). La cor-
rélation entre ces deux paramètres est très forte et permet donc de qualifier le kurtosis comme
une mesure assez fiable du caractère extrême d’un champ de vagues (résultat largement utilisé,
voir par exemple Onorato et al. [100] ou Socquet et al. [112]). Cependant, il faut noter que
l’analyse réalisée avec ce paramètre ne sera jamais aussi précise que l’étude à l’aide du rapport
Hmax/Hs par exemple. En effet, des vagues extrêmes avec des durées de vie assez courtes ne
peuvent pas être décelées par une étude du kurtosis seul (on pense par exemple au cas n = 30 à
t = 95Tp). Cependant, le calcul du moment d’ordre 4 de l’élévation de surface libre (le kurtosis)
est beaucoup plus aisé à réaliser que l’analyse des hauteurs de vagues, tout en fournissant les
tendances de manière très précises. Il faut donc en fonction de la précision nécessaire utiliser
l’un ou l’autre des paramètres.

Afin de comparer plus précisément l’influence de la directionnalité on trace dans la figure
suivante III.2.25, l’évolution temporelle du kurtosis pour chacun des quatre cas étudiés.
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Fig. III.2.25 – Évolution au cours du temps du kurtosis pour les quatre directionnalités diffé-
rentes

On observe plus nettement les différences entre les différents essais. On se rend bien compte
ici que le cas le plus étalé directionnellement n = 2 est celui présentant une déviation par
rapport à la répartition gaussienne (kurtosis = 3) la plus faible. Ensuite, il apparaît que le cas
très peu étalé, n = 90 présente les déviations les plus importantes. Cependant comme on l’a vu
précédemment la corrélation avec des hauteurs de vagues extrêmes plus importantes que pour
les autres essais n’est pas directe. Il faut donc sans doute être prudent lors de l’utilisation du
paramètre kurtosis comme mesure du caractère extrême d’un champ de vagues.

Il faut garder à l’esprit que les deux approches présentées sont un peu différentes. En effet,
le kurtosis, qui est le moment d’ordre quatre de l’élévation de surface libre, s’appuie sur cette
dernière pour son calcul. Le paramètre Hmax/Hs s’appuie quant à lui sur la hauteur de vagues
crête à creux. Ainsi, l’influence de la directionnalité va être vue différemment : avec l’analyse
sur H chaque vague isolée est traitée de la même manière alors que leurs tailles transverses
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peuvent être très différentes comme on le verra dans le paragraphe suivant III.2.3.3 ; avec le
kurtosis, la taille transverse n’est pas un paramètre rentrant en jeu.

III.2.3.3 Forme des vagues scélérates

Il semble également intéressant d’étudier la forme moyenne des vagues scélérates. Ceci est
rendu possible par l’analyse vague par vague utilisée dans les deux directions principale et trans-
verse. La figure III.2.26 représente les différentes vagues scélérates observées lors des simulations.
Chaque rectangle représente une vague extrême observée (i.e. une vague avec H/Hs > 2.2) avec
ses dimensions propres (i.e. λx sa longueur dans la direction de propagation et λy sa longueur
dans la direction transverse). Les quatre cas de directionnalité sont présentés sur cette figure.
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Fig. III.2.26 – Position et forme des vagues scélérates dans le domaine de calcul pour les 4
directionnalités différentes

La comparaison des quatre cas amène de nombreux commentaires. Par exemple, la dimen-
sion transverse de la vague, λy, tend à augmenter à mesure que l’étalement directionnel diminue,
comme attendu. Les valeurs moyennes et leur évolution en fonction de la directionnalité sont
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reportées dans le tableau III.2.2. On remarque dans cette figure également une grande variation
du nombre de vagues scélérates observées Nfreaks en fonction de la directionnalité. Les cas les
plus étalés, n = 2 et n = 15 semblent contenir un grand nombre de ces évènements extrêmes.

En observant la figure III.2.26, on remarque sur le cas n = 2 que les vagues extrêmes pré-
sentent une forme très peu étendue dans la direction transverse. Dans ce cas de calcul, fortement
étalé en direction, les vagues vont présenter une forme plutôt trapézoïdale comme on l’a remar-
qué sur la figure III.2.13. Lorsque n augmente, donc que l’étalement directionnel diminue, on
se rend bien compte de l’allongement transversal des vagues extrêmes observées (cf. λy dans
tableau III.2.2).

D’autre part, ces figures sont intéressantes car elles peuvent nous renseigner sur le compor-
tement des vagues scélérates observées. En effet, deux types distincts semblent apparaître lors
de notre analyse, comme l’étude du rapport Hmax/Hs (figure III.2.24) nous l’avait suggéré. On
a d’une part des vagues extrêmes apparaissant de manière isolée dans le domaine simulé et on
a d’autre part des vagues scélérates apparaissant en groupe. Par exemple, pour le cas n = 2
en (x/λp, y/λp) = (6,10) un groupe de vagues de grande amplitude apparaît et reste cohérent
pendant quelques périodes. Ce genre d’évènements est à comparer aux évènements dits isolés
où une vague scélérate n’est décelée qu’à un instant précis et à un endroit donné. Leur temps
de vie est beaucoup plus court et est lié au critère Hmax/Hs de détection. En effet, si une vague
dépasse légèrement et sur un temps très court ce critère de détection, on la repèrera comme
isolée car suivie d’aucune autre vague ne satisfaisant le critère décrivant comme scélérate une
vague. Ainsi le critère de détection dont la valeur seuil est définie de façon quelque peu arbi-
traire, conduira à une durée de vie plus ou moins longue des évènements détectés. Des groupes
de vagues extrêmes peuvent être décelés également pour le cas n = 15 en (x/λp, y/λp) = (11,8),
pour le cas n = 30 en (x/λp, y/λp) = (6,28) ou pour n = 90 en (x/λp, y/λp) = (29,28).

Il est intéressant de noter que la simulation réalisée avec n = 90, qui correspond à un spectre
peu étalé directionnellement et donc assez proche d’un état de mer réaliste, fait apparaître des
vagues très longues dans la direction transverse. On se remémore alors les récits de marins
faisant état de murs d’eau arrivant sur eux lorsqu’ils décrivent les vagues que l’on qualifie
dorénavant de scélérates. Ici on est bien en présence réellement de murs d’eau, la dimension
transversale de la crête de la vague sera, si on fixe un état de mer avec Tp = 12.5s, λc ≃ 1000m !

n = 2 n = 15 n = 30 n = 90
Nfreaks 376 475 152 62

Nfreaks/Nespace/temps 1.610−4 2.410−4 1.010−4 1.110−3

λx 1.10λp 1.05λp 1.08λp 1.02λp
λy 1.59λp 3.98λp 4.77λp 8.75λp

Tab. III.2.2 – Nombre de vagues scélérates et taille de celles-ci en fonction du paramètre de
directionnalité n

Il apparaît clairement sur la figure III.2.26 que le nombre de vagues observées Nfreaks tend
à diminuer lorsque le paramètre de directionnalité n augmente (exception faite du cas n =
15 où deux groupes de vagues scélérates restent cohérents pendant une très grande durée,
expliquant le grand nombre observé). Cependant, il est intéressant de comparer ce nombre
de vagues scélérates observées au nombre de vagues totales détectées au cours de la simulation
Nespace/temps. On s’aperçoit alors, en étudiant le rapportNfreaks/Nespace/temps que les probabilités
d’apparition ne sont pas si différentes que ce que l’on pourrait penser au premier abord. En

154



III.2.3. INFLUENCE DE LA DIRECTIONNALITÉ

effet, pour le cas n = 90 où le nombre de vagues sclérates observées est le plus faible, mais
en même temps le nombre de vagues est beaucoup moins important que dans les autres (c.f.
Tableau III.2.1) et par conséquent la probabilité d’occurence d’évènements extrêmes est en fait
la plus forte des quatre cas simulés.

En ce qui concerne les dimensions moyennes des vagues, la dimension dans l’axe de propaga-
tion reste sensiblement identique en fonction de la directionnalité alors que la taille transverse
λy augmente de façon assez importante. De plus, il est à noter que si l’on compare les valeurs
initiales des tailles de crêtes λc dans le tableau III.2.1 aux valeurs dans le tableau précédent, il
apparaît que les vagues scélérates semblent avoir une extension transverse plus importante que
la moyenne des vagues observées dans le champ de vagues.

Enfin, on va s’intéresser à la forme moyenne des vagues extrêmes observées afin de déter-
miner une forme typique de celles-ci. La figure suivante III.2.27 représente pour chacune des
directionnalités (n = 2,15,30,90) la forme moyenne des vagues scélérates détectées au cours de
la simulation.
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Fig. III.2.27 – Forme moyenne des vagues scélérates en fonction de la directionnalité

Ces formes moyennes ont été obtenues à partir des analyses vague par vague successives,
dans la direction principale, puis transverse. Il en résulte que le coin en bas à gauche correspond
à un passage à zéro en montant dans les deux directions. Par conséquent, la crête de la vague
extrême détectée se trouve dans le quart inférieur gauche et le creux la précédant dans le quart
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inférieur droit.
On peut tout d’abord retrouver sur cette figure les différences de taille transversale notées

précédemment. Ensuite, il est intéressant de remarquer que les amplitudes sont très semblables
d’une simulation à l’autre. Comme le montrait la figure III.2.24, les valeurs de Hmax/Hs corres-
pondant aux évènements obtenus ne changent pas fondamentalement suivant la directionnalité
(contrairement à la probabilité d’occurence qui elle en dépend fortement comme on l’a vu).
Concernant la forme de la vague en elle-même, le cas n = 2 présente une forme moyenne trapé-
zoïdale très peu étalée dans la direction transverse comme dans l’exemple donné dans la figure
III.2.13. Plus le paramètre n augmente, plus cet étalement transverse augmente (cf. λy dans le
tableau III.2.2), jusqu’à arriver pour le cas n = 90 a un veritable mur d’eau précédé d’un creux
profond. Il faut indiquer que les cas n = 30 et n = 90 ont été obtenus avec respectivement
152 et 62 vagues, expliquant l’aspect beaucoup moins “lissé” que pour le cas n = 2. Le cas
n = 15 est assez particulier car composé, comme on l’a vu sur la figure III.2.26, de 2 groupes
principaux de vagues scélérates se propageant sur des durées assez longues et avec chacun des
caractéristiques un peu différentes au niveau de la position de la crête, . . . Ainsi, le résultat ob-
tenu pour cette forme moyenne ne présente pas une vague bien distincte comme on peut l’avoir
pour le cas n = 2. Il est intéressant d’indiquer ici les travaux de Podgórski et al. [104] qui
présente des densités de probabilités de la position des crêtes, formulées à partir d’un spectre
directionnel de JONSWAP. Il est montré en particulier que cette position varie grandement
avec la longueur d’onde de la vague considérée. Ces résultats seront donc à approfondir afin de
voir si nos simulations peuvent confirmer ou non ces résultats.

III.2.3.4 Évolution temporelle du kurtosis et du spectre de l’éléva-
tion

On s’intéresse ici aux travaux réalisés par Socquet-Juglard et al. [112]. Dans cet article sont
présentées diverses simulations réalisées à l’aide d’un modèle de propagation d’ondes de gravité
à spectre de bande étroite. Le modèle utilisé est celui développé par les équipes de Dysthe
et Trulsen (voir Dythe [41], Trulsen & Dysthe [122] et Trulsen et al. [123] et basé sur l’équa-
tion non-linéaire de Schrödinger dans sa forme modifiée (BMNLS - Broad Modified Non-Linear
Schrödinger)). Diverses simulations d’états de mer définis par des spectres de JONSWAP avec
différentes distributions angulaires sont présentées et analysées. L’influence de cet étalement
directionnel est discutée et fait apparaître que les vagues avec faible dispersion angulaire pré-
sentent des densités de probabilité de vagues extrêmes plus importantes. Récemment, Gramstad
& Trulsen [60] ont approfondi les études menées par Socquet-Juglard avec un modèle BMNLS
également. L’étude porte son intérêt à l’influence de la longueur de crête (i.e. de la direction-
nalité) ainsi que de la longueur d’un groupe de vagues (caractérisé par le Benjamin-Feir Index
BFI, introduit par Janssen [74]) sur les probabilités d’occurence des vagues scélérates.

On a voulu reproduire ces simulations afin de voir, d’une part si notre modèle complètement
non-linéaire donnait des résultats semblables et d’autre part quel était le comportement du
champ de vagues pour des temps très longs. En effet, les simulations à l’aide du modèle BMNLS
sont limitées en temps de propagation (ceci est dû aux approximations faites sur la largeur de
bande et la cambrure moyenne). Typiquement, la limite de validité en temps est τ = 10(ωpǫ2)−1,
à comparer avec l’échelle de temps dite de Benjamin-Feir : τBF = (ωpǫ2)−1 (durant lesquels
les changements principaux dans le spectre ont lieu) ce qui dans les cas présentés ici donne
τ ≃ 150Tp. Les simulations réalisées avec le modèle HOS seront menées jusqu’à t = 580Tp.
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La formulation adoptée par Socquet-Juglard pour la définition du spectre directionnel de
JONSWAP est un peu différente de celle décrite précédemment dans la section III.1.1. Le
spectre directionnel Φ(k,θ) est défini par :

Φ(k,θ) = ψ(k)×G(θ)

Avec un spectre qui est typiquement :

ψ(k) = αPk
−4 exp

(
−5

4
k−2

)
γ

exp

[
−
−(
√

k−1)2

2σ2

]

avec αP la constante de Phillips et k le nombre d’onde adimensionné par le nombre d’onde de
pic kp. La directionnalité est quant à elle définie par :

G(θ) =





1
β

cos2
(
πθ
2β

)
, |θ| ≤ β

0, |θ| > β

(III.2.1)

avec, β une mesure de l’étalement directionnel.

Les différents cas étudiés sont donnés dans le tableau suivant III.2.3.

Cas β γ

A 0.7 3.3
B 0.35 5
C 0.14 5

Tab. III.2.3 – Paramètres des différents cas de calcul

Le paramètre de directionnalité ainsi que le paramètre γ (déterminant l’étalement fréquen-
tiel du spectre de JONSWAP) sont modifiés. Différents résultats peuvent être étudiés sur ces
simulations, on s’intéressera ici à l’évolution temporelle du kurtosis. Cette dernière est repré-
sentée sur la figure III.2.28 pour les trois cas de houle spécifiés. La figure III.2.29 présente la
comparaison entre la figure 18 issue de Socquet-Juglard et al. [112] et les simulations HOS.

En comparant cette figure aux résultats obtenus par Socquet-Juglard et al. [112], on peut
tout d’abord remarquer que les évolutions des cas A et C semblent assez proches des résultats
obtenus par la méthode BMNLS. L’évolution pour le cas A semble avoir lieu sur une échelle
de temps un peu plus grande que celle obtenue dans [112]. En ce qui concerne le cas B, des
différences notables semblent exister, l’évolution du kurtosis du cas B se situant sous la courbe
du cas A dans l’article de Socquet-Juglard. Aucune explication n’a été trouvée, ce point restant
en suspens. Divers tirages aléatoires doivent être testés afin de vérifier qu’il ne s’agit pas d’un
tirage particulier de phase qui mène à ce résultat. On peut cependant noter que le cas B
présente des étalements directionnels et fréquentiels plus faibles que le cas A, ce qui selon
Socquet-Juglard et al. [112] peut conduire éventuellement à une évolution du kurtosis plus
éloignée de la répartition Gaussienne (kurtosis = 3), ce qui est le résultat obtenu ici.
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Fig. III.2.28 – Évolution du kurtosis au cours du temps sur les simulations de Socquet-Juglard
et al. [112]
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Fig. III.2.29 – Comparaison de l’évolution du kurtosis au cours du temps avec les simulations
de Socquet-Juglard et al. [112]

Il est tout de même possible de formuler quelques remarques avec l’observation de la figure
III.2.28. En effet, on rappelle que les simulations réalisées avec le modèle BMNLS étaient limi-
tées à t < 150Tp. Les conclusions formulées par Socquet-Juglard et al. font état du lien existant
entre le kurtosis et la probabilité d’occurence des vagues scélérates ; ainsi que du lien entre le
changement de spectre (dû aux instabilités de type Benjamin-Feir) et l’apparition de tels évène-
ments. Le premier point a été vérifié précédemment dans la section III.2.3.2 et la concordance
des évolutions du kurtosis pour les cas A et C confirme également cette remarque. En ce qui
concerne le lien entre les changements dans le spectre et l’apparition des vagues scélérates il
apparaît également dans nos simulations (cf. figures III.2.30, III.2.31 et III.2.32, on abordera ces
évolutions de spectre à la fin de cette section). On peut noter que ces changements se font sur
des durées supérieures à celles observées par Socquet-Juglard et al. : en effet, on observe dans
nos simulations une évolution du kurtosis importante au cours des 100 premières périodes de
propagation alors que les simulations BMNLS font apparaître des modifications principalement
au cours des 50 premières périodes. On s’éloigne alors un peu de l’échelle de temps caractéris-
tique de l’instabilité de Benjamin-Feir τ = (ωpǫ2)−1 ≃ 16Tp. Différentes analyses doivent être
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réalisées afin d’étudier l’origine de telles différences (hypothèse de spectre à bande assez étroite
du BMNLS? Initialisation non-linéaire influence le résultat? ...).

Le point important est d’étudier ce qu’il se passe pour t > 150Tp après que les changements
majeurs (type Benjamin-Feir) ont eu lieu dans le spectre. Il apparaît alors que le kurtosis
continue d’évoluer et pouvant présenter en certains instants des valeurs assez importantes : on
remarque par exemple pour le cas A, proche de t = 280Tp la déviation maximale est atteinte
avec kurtosis ≃ 3.2. De la même manière, pour le cas B, on peut remarquer que les amplitudes
maximales du kurtosis sont atteintes à t = 60Tp mais qu’on a des évènements semblables au bout
de 350Tp. Enfin, pour le cas C qui présente les déviations les plus importantes, elles semblent
bien apparaître lors des changements dans le spectre dus aux instabilités de Benjamin-Feir.
Cependant, le champ de vagues présente des probabilités d’états de mer extrêmes importantes
en divers instants t = 210Tp, t = 380Tp et t = 490Tp. Ainsi, même après que les changements
dans le spectre les plus importants aient eu lieu (i.e. durant les 100 premières périodes de pro-
pagation), des évènements extrêmes peuvent apparaître dans le champ de vagues.

On se propose maintenant de présenter les évolutions temporelles du spectre de l’élévation
de surface libre. On reproduit tout d’abord les calculs de Krogstad et al. [78] obtenus également
avec le modèle BMNLS. La figure III.2.30 correspond à la figure 3 de [78] où est représentée
l’évolution du spectre du cas avec β = 0.70 et γ = 3.3 (cas A) et la figure III.2.31 celle du cas
β = 0.35 et γ = 3.3 (cas B de [78]). Le pic du spectre initial est k0 = (1,0) et les niveaux de
contours sont représentés avec un intervalle logarithmique de 1.5 dB. À noter que l’on représente
ici le spectre de η alors que dans Krogstad et al. [78] (ou de même après dans Socquet-Juglard
et al. [112]) est donné le spectre de l’enveloppe A. Cependant, il est possible de comparer ces
spectres qui vont avoir les mêmes formes, le premier étant centré en k0 alors que le second est
centré sur l’origine. On indique également sur cette figure les droites d’équation ky = ±2−1/2kx
représentées en pointillés. Ces droites correspondent aux lignes où les instabilités de Benjamin-
Feir sont les plus importantes.

On peut remarquer le très bon accord entre les résultats de Krogstad et al. [78] et ceux
obtenus avec notre modèle HOS. L’évolution des spectres est très semblable. On observe l’éta-
lement en direction au cours du temps, ainsi qu’un déplacement du pic du spectre vers les
basses fréquences (downshifting). Les différences notables observées sont :

• La régularité dans le spectre n’est pas identique. Elle dépend grandement de l’interpola-
tion utilisée pour sa représentation. En effet, tous les modes de calcul ne sont pas donnés
dans notre cas afin de lisser un peu le résultat. Le choix de la grille de “réprésentation ”
est donc arbitraire et influe sur l’apparence du spectre. On a tout de même essayé d’ajus-
ter cette interpolation afin d’avoir des résultats comparables avec ceux présentés dans
l’article auquel on se réfère.
• Le spectre proche de la frontière kx = 2 est assez différent. Les figures de Krogstad et

al. [78] font apparaître une frontière nette proche de cette frontière. Ceci est dû aux
approximations faites dans le cadre du code de calcul BMNLS qui limitent la résolution
au nombre d’onde kx = 2. On résout dans notre cas l’espace modal jusqu’à kxmax = 12 et
kymax = 6, ce qui explique les différences observées en “bout de spectre”.

Ensuite on peut remarquer, comme indiqué initialement par Dysthe et al. [42], que les
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Fig. III.2.30 – Évolution du spectre de l’élévation de surface libre au cours du temps, cas A de
Krogstad et al. [78]

changements dans le spectre se font principalement selon les lignes ky = ±2−1/2kx indiquées sur
les figures III.2.30 et III.2.31. Ce fait indique et confirme le rôle principal joué par les instabilités
de Benjamin-Feir dans les changements du spectre au début de la simulation avec le lien sur
les probabilités d’occurence mis en lumière précédemment. On rappelle que l’échelle de temps
de Benjamin-Feir est de l’ordre de τ = (ǫ2ωp)−1 ≃ 16Tp.

Enfin, on note également que les changements dans le spectre sont plus importants pour le
spectre peu étalé en direction. On retrouve donc ici bien les conclusions principales de Krogstad
et al. [78] et de Dysthe et al. [42], obtenues avec un modèle BMNLS.

Dans un dernier temps, on présente sur la figure III.2.32 l’évolution du spectre pour le cas
β = 0.14 et γ = 5 présenté sur la figure 5 de Socquet-Juglard et al. [112]. De même que dans
les cas précédents, le pic du spectre initial est k0 = (1,0) et les niveaux de contours sont re-
présentés à intervalle logarithmique de 1.5 dB. Les droites d’équation ky = ±2−1/2kx sont aussi
représentées en pointillés.

Les conclusions sont identiques à celles faites précédemment. Le spectre évolue principa-
lement selon les lignes où les instabilités de Benjamin-Feir sont les plus importantes. Pour ce
spectre encore plus faiblement étalé en direction, les changements sont plus importants que
ceux observés dans les figures III.2.30 et III.2.31.

On choisit alors de présenter ce que peuvent apporter les simulations HOS par rapport au
modèle BMNLS. La simulation est donc poursuivie en temps et on présente une vue du spectre
en t = 260Tp. On peut observer qu’entre les instants t = 149Tp et t = 260Tp des changements
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Fig. III.2.31 – Évolution du spectre de l’élévation de surface libre au cours du temps, cas B de
Krogstad et al. [78]

ont lieu dans le spectre mais que ceux-ci semblent beaucoup moins importants que ceux ob-
servés auparavant. Des analyses plus fines sur les évolutions et les phénomènes se produisant
après les changements dus aux instabilités de Benjamin-Feir (typiquement après 100− 150Tp)
permettront peut-être de comprendre les phénomènes amenant la formation des évènements
extrêmes que l’on observe après les changements dans le spectre dus à ces instabilités.

Ceci est très intéressant dans le sens où ce genre d’étude n’a été réalisée jusqu’à présent
qu’avec des modèles de propagation de houle approchés de type BMNLS étant limités tout
d’abord dans le temps maximal de propagation, ainsi que dans la précision (spectre à largeur
de bande étroite, interactions limitées à 4 vagues, ...). Ainsi, notre modèle permet des études
plus précises que les modèles cités précédemment (le modèle est complètement nonlinéaire) sans
aucune restriction sur la durée pouvant être simulée. Il apparaît également que la conclusion
sous jacente à l’étude de Socquet-Juglard et al. [112] qui est que les instabilités de Benjamin-
Feir sont à l’origine des vagues scélérates observées (ce qui est comme on l’a vu en partie vrai)
mais qu’après cette période de relaxation du spectre, ils ne semblent pas prédire une possibilité
d’avoir une déviation par rapport à la normale gaussienne des probabilités de mers extrêmes.
En effet, il apparaît clairement dans nos résultats que d’autres phénomènes sont en jeu et des
études plus approfondies seront à réaliser dans le futur afin de les comprendre plus précisément
(des modifications dans le spectre apparaissant suivant une autre échelle de temps, un phéno-
mène tout autre?).
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Fig. III.2.32 – Évolution du spectre de l’élévation de surface libre au cours du temps, cas C de
Socquet-Juglard et al. [112]

III.2.4 Conclusion

En conclusion, on a dans un premier temps démontré les capacités de notre modèle à générer
et propager des houles extrêmes par focalisation en 2D et en 3D. La condition initiale est
déterminée de telle manière qu’à un temps donné, différentes composantes arrivent à un endroit
donné, créant une vague de grande amplitude (condition initiale déterminée par propagation
inverse). Des vagues de hauteur très importantes peuvent alors apparaître avec ce processus
qui peut mener à des évènements artificiels dans le sens où leur apparition n’émane que d’un
choix particulier de phases. Cependant, cela reste un cas d’application intéressant indiquant
les capacités de notre modèle HOS à produire des évènements de telle taille (on a par exemple
formé une vague telle que Hmax/Hs > 3.5).

Ensuite, on s’est intéressé à l’apparition naturelle de vagues scélérates dans un état de
mer simulé sur de grandes périodes en 2D et en 3D. Ces simulations sont effectuées sur de
grands domaines de fluide, typiquement les simulations 3D sont réalisées sur une partie d’océan
d’environ 100km2 avec Tp = 12.5 s. Dans ces simulations, aucune spécification n’est faite sur les
phases ou autre, on laisse juste évoluer le champ de vagues initié par un spectre de JONSWAP
classique et on effectue une analyse vague par vague de l’état de mer ce qui nous fournit les
caractéristiques de celui-ci au cours du temps. On arrive alors à étudier l’apparition de vagues
scélérates dans notre domaine et leurs caractéristiques.

Une étude paramétrique sur la directionnalité est proposée par la suite, permettant une
analyse de l’influence de ce paramètre sur les probabilités d’occurence. On observe dans notre
cas que les différences observées entre un cas fortement étalé et un cas faiblement étalé sont
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assez faibles, mais tendant cependant à montrer que le cas faiblement étalé est plus propice
à la formation d’évènements extrêmes (notamment grâce à l’étude du kurtosis). Une analyse
originale de la forme des vagues scélérates est également proposée mettant en avant l’importance
de la directionnalité de la houle.

En ce sens, dans une dernière partie sont comparés les résultats obtenus à l’aide d’un modèle
BMNLS (cf. Socquet-Juglard [112], Krogstad et al. [78]) sur le même genre d’analyse. Notre
modèle permet d’étendre, avec des perspectives intéressantes, les conclusions formulées dans
Socquet-Juglard et al., de par la non-limitation en temps de simulation du modèle HOS. Par
exemple, il sera intéressant de comprendre quelle est l’origine des vagues scélérates apparaissant
après le processus de relaxation du spectre (instabilités de Benjamin-Feir).

Ce travail sur les simulations océaniques et notamment la simulation de l’apparition de
vagues scélérates a fait l’objet d’une publication dans le journal NHESS, Ducrozet et al. [39]
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Introduction

Le problème étudié dans cette partie est le problème instationnaire de l’interaction entre
une houle et une structure marine. C’est un thème de recherche devenu majeur au vu des en-
jeux économiques y étant liés. La conception de navires ou de structures offshores correctement
dimensionnés n’est pas facilement réalisable. Les méthodes numériques permettant de résoudre
ce problème complexe sont assez diverses (on effectuera une revue de celles-ci rapidement dans
le chapitre IV.1) et demandent souvent d’importantes ressources informatiques. L’attrait pour
le développement d’une méthode très précise, mais avec un temps de calcul raisonnable, est en
conséquence très important.

Les études faites auparavant dans cette thèse, aussi bien dans la partie II que dans la
partie III, se sont intéressées au problème de la houle seule (i.e. de sa propagation, avec ou
sans génération). On a réussi à étudier, à l’aide de notre modèle complètement non-linéaire,
des phénomènes importants de la dynamique des vagues (modélisation d’un bassin de houle
complet, étude de la focalisation directionnelle, simulations d’apparitions de vagues scélérates,
. . . ). On a par ailleurs pointé l’efficacité ainsi que la précision de notre modèle, faisant apparaître
son caractère très intéressant pour bon nombre d’applications en hydrodynamique. Il a donc
semblé avantageux d’envisager d’utiliser notre modèle HOS comme description de la houle lors
de l’étude de l’interaction houle-structure. L’approche du couplage entre la méthode HOS et
une autre méthode pouvant traiter l’interaction de notre houle avec une structure est donc
envisagée. La présentation de ce travail sera décomposée en deux chapitres :

• Dans un premier chapitre, nous aborderons de façon globale le problème du couplage entre
différentes méthodes numériques. L’intérêt par rapport aux autres méthodes numériques
“globales” qui sont rappelées brièvement est également pointé. Le choix du type de cou-
plage est également réalisé avec soin. Ensuite, certains aspects numériques sont explicités
afin d’indiquer clairement le travail effectué dans ce cadre, la méthode de couplage ayant
fait l’objet de thèses spécifiques. La contribution de cette thèse se limite à la modélisation
et à la mise à disposition de la partie “houle incidente”. Un intérêt particulier est porté à
la précision ainsi qu’à l’efficacité du couplage.

• Au cours du second chapitre, on s’intéressera aux différents couplages réalisés au sein du
LMF. Chacune des méthodes utilisée sera explicitée : i) couplage spectral/potentiel, ii)
couplage spectral/RANS et iii) couplage spectral/SPH. Pour chacune d’elles, l’intérêt de
son développement est rappelé et différents résultats seront présentés afin d’illustrer le
travail effectué.
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Chapitre IV.1

Principe & Mise en œuvre

On va étudier dans ce chapitre le principe du couplage en mettant en avant l’intérêt de la
méthode adoptée pour le couplage. Ensuite, des détails sur la mise en œuvre numérique seront
donnés, mettant en lumière les efforts apportés au niveau de la précision et de l’efficacité du
couplage mis en place. On se réfère, pour plus de détails sur ces couplages, aux thèses dédiées
à ce sujet précis réalisées au LMF et auxquelles on s’est intéressé par la suite : J.C. Gilloteaux
[56], P.M. Guilcher [64] et R. Luquet [85].

IV.1.1 Principe du couplage

La résolution du problème de la tenue à la mer a évolué ces dernières années grâce au déve-
loppement des ressources informatiques. Différentes approches permettant de résoudre un tel
problème ont été développées. On rappellera tout d’abord rapidement ces différentes approches
et on pointera ensuite l’intérêt de l’approche adoptée.

IV.1.1.1 Méthodes existantes

On rappelle ici l’analyse de l’existant en terme de méthodes de tenue à la mer issue de
R. Luquet [85] avec quelques compléments. Différentes méthodes permettent la résolution du
problème de l’écoulement autour d’un corps flottant (navire, plate-forme offshore, . . . ). His-
toriquement, les méthodes potentielles qui négligent la viscosité et le caractère rotationnel de
l’écoulement ont été les premières développées. Un résumé complet peut être trouvé dans We-
hausen [127]. Ces méthodes sont encore largement utilisées et développées notamment de par
leur rapidité. Ensuite, la résolution des équations de Navier-Stokes complètes a permis la prise
en compte de la viscosité du fluide, phénomène pouvant se révéler très important dans cer-
taines configurations. Une large revue bibliographique de ces méthodes peut être trouvée dans
la thèse de Berton [11]. Enfin, il est intéressant d’évoquer une gamme de méthodes récentes ba-
sées sur les équations d’Euler (i.e. sans viscosité) mais avec un formalisme original permettant
de s’affranchir de maillages et autorisant donc une grande liberté dans la complexité simulée
(déferlements, géométries complexes, . . . ). Cette méthode, appelée méthode SPH (Smoothed
Particle Hydrodynamics), est en développement récent au LMF, voir les thèses de Doring [34]
ou Oger [97].

La prise en compte de l’environnement réel de ce corps flottant, l’océan, est un point primor-
dial. Comme on l’a vu, la théorie potentielle est très adaptée au problème de la propagation de
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la houle seule qui est un processus où la viscosité est négligeable. Diverses méthodes potentielles
existent pour le traitement de ce problème. Il apparaît par contre que les méthodes permettant
le traitement du problème de l’écoulement autour d’un corps flottant ne sont pas très adaptées
à la propagation en elle-même (dissipation numérique et/ou temps de calcul prohibitif).

La propagation ainsi que la génération de la houle peuvent en effet être traitées de différentes
manières dans les codes classiques de résolution du problème de l’écoulement autour d’un corps :

• Méthode directe : cette méthode est la plus naturelle et consiste à utiliser un code de
calcul résolvant l’écoulement autour d’un corps flottant et de générer la houle sur une
des frontières (modélisation d’un batteur par exemple, ou utilisation de conditions aux
limites adaptées). Lors d’études expérimentales, c’est typiquement ce qui est réalisé : une
maquette est mise dans un bassin de houle et une houle est générée sur laquelle on étudie
le comportement de la structure flottante. L’avantage principal est sa facilité de mise en
œuvre, mais cette technique présente quelques inconvénients.
Pour le cas de conditions aux limites fixées, une description analytique précise de celles-ci
est difficilement accessible (typiquement ce qui est réalisé se base sur une théorie po-
tentielle linéarisée c.f. Xing-Kaeding [130]). Afin d’éliminer le problème des réflexions, il
conviendrait d’appliquer des conditions de type “mer ouverte” sur les frontières du do-
maine, ce qui est impossible à réaliser pratiquement, ne connaissant pas le champ diffracté
à l’avance. On peut cependant imposer des conditions aux limites de type “domaine ou-
vert” pour la houle seule (non-perturbée). Mais, dans ce cas-là, on limite la durée du
calcul ou moment jusqu’où le champ diffracté vient se réfléchir sur la frontière du do-
maine. C’est-à-dire, soit on prend un grand domaine, ce qui est pénalisant en temps de
calcul, soit on a une durée très limitée de calcul.
Pour ce qui est du cas avec modélisation du batteur, le même type de problème de temps
de calcul apparaît. En effet, la présence d’ondes libres oblige à se placer à une distance
suffisante du générateur et augmente donc d’autant plus la taille du domaine simulé.
De plus, il faut rappeler que dans ces deux cas avec les méthodes classiques de discré-
tisation pour les codes de calcul visqueux (type RANS) ou avec la méthode SPH, la
discrétisation doit être très fine afin d’assurer un minimum de dissipation numérique lors
de la propagation de la houle, augmentant d’autant plus le temps de calcul.

• Méthode couplée : l’idée de cette méthode est de coupler plusieurs codes de calcul. En
particulier, de coupler un code de calcul résolvant l’écoulement autour de corps flottants
à un autre résolvant la propagation et éventuellement la génération de la houle. Plusieurs
méthodes de couplage existent :

– Décomposition temporelle : l’idée ici est de séparer de façon temporelle les phéno-
mènes rencontrés. En prenant l’exemple d’un paquet de vagues impactant une struc-
ture fixe, la génération et la propagation de la houle au début du calcul peuvent
être résolues par une méthode potentielle et ensuite, lorsque le paquet de vagues at-
teint la structure, on résout les interactions avec une méthode traitant l’interaction
houle/structure de manière plus fine. Ce type de couplage peut même être appliqué
pour de la propagation de houle seule : c.f. Grilli et al. [58] où la transition potentiel
- VOF est effectuée lors du déferlement qui peut ainsi être traité. L’avantage prin-
cipal est alors une réduction du temps de calcul grâce à l’utilisation de la méthode
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potentielle au début du calcul. Cependant, il faut noter que les cas d’application de
ce genre de couplage sont très limités. En effet, il faut avoir un cas où les évènements
sont bien distincts où il est possible de bien séparer les moments où les phénomènes
sont dissociés et également que les phénomènes non-potentiels soient assez courts
afin d’avoir un intérêt dans le couplage. Il sera par exemple impossible de résoudre
le problème d’un navire avançant sur une houle, la propagation ayant lieu en même
temps que la diffraction sur toute la durée du calcul.

– Décomposition spatiale : cette deuxième approche semble alors plus efficace, elle
consiste en une décomposition spatiale du problème. On identifie alors les zones où
tel ou tel phénomène doit être résolu. Pour le cas d’une interaction houle-structure,
il convient alors de distinguer le champ loin du corps qui est résolu par méthode
potentielle, du champ proche (autour du corps) où sera résolu complètement le pro-
blème de diffraction-radiation avec la houle. On se rend bien compte dès lors du
grand intérêt au niveau temps de calcul d’une telle décomposition. Cependant, il est
apparu, notamment dans le cadre de couplages RANS-potentiel, que des instabili-
tés numériques au niveau de la zone de raccord entre les domaines apparaissaient
et aucune solution satisfaisante n’a été trouvée pour le moment (voir par exemple
Hamilton & Yeung [68]). On indiquera que ce type de couplage a par contre déjà
été réalisé pour le cas potentiel-potentiel où ce genre de problème n’apparaît pas (cf.
Grue [61] par exemple).

– Décomposition fonctionnelle : l’idée est cette fois-ci de décomposer dans l’espace
fonctionnel le problème (i.e. effectuer un changement de variables cohérent). Cette
approche, plus mathématique, permet un couplage réalisé de façon intrinsèque lors de
la formulation des équations. Le problème total peut alors être séparé en deux parties
distinctes mais complémentaires, chacune ayant une résolution lui étant propre. Le
choix de la décomposition est libre mais elle doit être judicieusement choisie afin
d’apporter un gain. Ensuite, suivant la décomposition effectuée les sous-problèmes
seront résolus successivement ou conjointement. Cette méthode présente de grandes
qualités tant au niveau du temps de calcul amélioré que de sa flexibilité, à condition
d’effectuer la décomposition de manière astucieuse. C’est cette approche qui sera
utilisée lors des couplages réalisés ici. Elle est expliquée un peu plus en détail dans
le paragraphe suivant.

IV.1.1.2 Principe et intérêt de cette nouvelle approche

Comme on l’a dit précédemment, l’approche utilisée ici sera une décomposition de l’espace
fonctionnel. On choisit de séparer le problème complexe initial en un premier sous-problème
simple qui est ensuite complété par un deuxième sous-problème afin d’arriver à la solution finale.
Le problème de tenue à la mer nous intéressant ici est donc séparé en deux sous-problèmes :
1) la génération et la propagation de la houle dans un domaine sans présence du corps et 2)
l’interaction de l’écoulement connu avec le corps. La somme (1+2) est alors solution du pro-
blème complet comme schématisé sur la figure suivante IV.1.1. Cette méthode, initiée par P.
Ferrant dans le code XWAVE [45], résolvait avec le même genre de décomposition ce problème
en théorie potentielle. Un modèle pour la houle (type Rienecker & Fenton [106]) déterminait le
champ incident par une méthode spectrale alors que le problème de diffraction-radiation était
résolu par une méthode d’éléments frontières (BEM). L’extension avec un code de propagation
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(non-stationnaire) de houle a été proposée dans Le Touzé [80], où des premiers résultats sur
des lâchers de surface libre sont proposés.

Fig. IV.1.1 – Décomposition fonctionnelle du problème de tenue à la mer = 1) génération-
propagation de la houle sans corps + 2) interaction de la houle avec le corps

Cette méthode de décomposition fonctionnelle a ensuite été appliquée à différents codes de
calcul du laboratoire dont on verra des exemples dans le chapitre suivant IV.2 :

• un code de calcul résolvant en théorie potentielle le problème des mouvements de grande
amplitude d’un corps flottant, thèse de J.C. Gilloteaux [56] ;

• un code de calcul résolvant le problème de tenue à la mer avec un couplage RANS/Spectral,
méthode SWENS (Spectral Wave Explicit Navier-Stokes), thèse de R. Luquet [85] ;

• un code de calcul résolvant le problème de tenue à la mer avec un couplage SPH/Spectral,
thèse de P.M. Guilcher [64].

On arrive ainsi à éliminer tous les inconvénients des méthodes couplées directes. On obtient
des méthodes robustes et très efficaces :

• aucune nécessité de remaillage pour avoir une propagation sans dissipation numérique
(codes RANS & SPH).

• La houle étant séparée du champ diffracté, il est possible d’atténuer uniquement celui-ci
avec un choix de conditions aux limites adéquat. Plus de problème de durée de simulation
dû à d’éventuelles réflexions.

• Possibilité de générer des houles complexes assez aisément avec des méthodes spectrales
bien adaptées à ce genre de problèmes.

Les avantages spécifiques de chacun de ces couplages seront détaillés dans le chapitre suivant
IV.2.

Il faut indiquer qu’initialement, cette méthode a été développée avec une approche explicite
pour la houle en utilisant la formulation de Rienecker & Fenton [106]. Cette approche permet-
tait de façon très rapide et très précise d’obtenir les informations sur la houle, cette dernière
restant limitée à une houle régulière. L’idée, au vu des développements sur le calcul efficace
des vitesses/pressions à l’intérieur du domaine fluide comme vu dans la partie I.3, est d’utili-
ser la méthode HOS afin de déterminer les caractéristiques d’un champ de vagues cette fois-ci
quelconque et qui reste complètement non-linéaire.
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IV.1.2 Mise en œuvre numérique

Dans cette section, on présentera la mise en œuvre numérique du couplage présenté précé-
demment. Différents détails concernant la précision et l’efficacité du calcul seront abordés afin
d’optimiser le calcul du champ incident, résolu par la méthode HOS. On ne s’intéressera ici qu’à
la partie dépendante de la résolution HOS, c’est-à-dire l’exploitation des données HOS au sein
des codes de calcul utilisant le couplage. Ce travail a été réalisé en collaboration principalement
avec R. Luquet et également avec J.C. Gilloteaux et P.M. Guilcher.

IV.1.2.1 Généralités

La méthode choisie dans le déroulement de ces couplages a été de bien dissocier le calcul
de la houle incidente en lui-même, du calcul de l’interaction avec le corps. En effet, on a vu
dans cette thèse que la simulation de la houle peut devenir complexe dans certains cas et il
convenait donc de ne pas inclure dans un premier temps la génération et la propagation de la
houle dans les codes de calcul de tenue à la mer. En amont seront donc calculées les houles
incidentes par la méthode HOS. Des spécifications précises sont fournies (simulations en mileu
ouvert ou fermé, dimensions du domaine, durée de la simulation, type de houle désirée, . . . ) et
une simulation HOS est réalisée avec un calcul des vitesses/pressions à l’intérieur du domaine
fluide. L’ensemble des informations nécessaires est alors transmis à l’utilisateur du code couplé
sous la forme d’un fichier contenant l’ensemble des informations dont il a besoin. On évoquera
le contenu à envoyer dans la section suivante.

IV.1.2.2 Précision

Le besoin de précision est assez important pour toutes les méthodes de couplage, au risque
de détériorer le calcul du champ diffracté dans le cas contraire. En effet, ce champ diffracté va
avoir tendance à essayer de “rattraper” les erreurs commises par le champ incident, si erreur il y
a. En effet, si on prend l’exemple des CSL, celles-ci sont vérifiées implicitement par la formula-
tion des équations (cf. R. Luquet [85] pour plus de détails) et donc une erreur d’approximation
de celles-ci conduit à une création de champ diffracté corrigeant ces erreurs où il n’a pas lieu
de le faire.

Afin d’assurer la précision de la solution, divers tests ont été réalisés et ont fait apparaître
des erreurs assez importantes lors des premiers cas de calcul lorsque les amplitudes de houle
devenaient importantes. Dans cette première version, les inconnues nécessaires au calcul d’in-
teraction houle/structure étaient calculées sur un grille donnée, différente de la grille de calcul
HOS. Il est alors apparu que le comportement reconstruit entre les nœuds de collocation pou-
vait avoir la forme décrite schématiquement sur la figure IV.1.2.

Dès lors, lorsque la grille de calcul des quantités est dissociée de celle du calcul HOS, des
erreurs peuvent se produire. On indique que ce genre de comportement n’apparaît que pour
les plus hautes cambrures. Il a donc été fait le choix de calculer les inconnues sur la grille de
calcul HOS afin d’annuler ces erreurs purement numériques. Cette erreur n’était jamais appa-
rue précédemment, le comportement des quantités d’intérêt (η,φs) et de leurs dérivées n’ayant
jamais été étudié entre les points de collocation. Cependant, il apparaît naturellement que la
méthode spectrale résout de manière exacte au niveau des points de collocation, mais n’impose
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Fig. IV.1.2 – Comportement pour un cas cambré de la vitesse verticale W reconstruite entre
les nœuds de collocation

rien entre ces mêmes nœuds. Ainsi, pour des évènements importants (cambrure élevée), les plus
hauts modes permettent la résolution de manière exacte du problème mais au détriment de la
régularité entre ces points. On observe d’ailleurs que cette oscillation que l’on peut remarquer
sur la figure IV.1.2 correspond bien au mode le plus haut qui est excité. Cependant, il faut
noter que ce phénomène n’apparaît qu’aux plus hautes cambrures, i.e. en limite de validité
du code HOS. En effet, si ce dernier mode est excité de la sorte, c’est essentiellement dû à la
non-convergence parfaite de la série de modes (une telle amplitude est également sans doute
liée à du repliement). Même si le résultat est très bon au niveau des noeuds, le dernier mode
n’est pas parfaitement estimé, d’où la présence de ces oscillations (d’autant plus amplifiées que
l’on calcule des dérivées des quantités d’intérêt, ici W ).

Ainsi, les informations transmises devront être des quantités au niveau des points de colloca-
tion HOS, une interpolation entre ces points par diverses techniques (linéaire, cubique, splines,
. . . ) étant mise en place ensuite afin d’obtenir les quantités aux endroits nécessaires au code
de calcul. De la même manière, une interpolation temporelle sera mise en place dans le code
couplé. En effet, les pas de temps HOS peuvent se révéler très différents du pas de temps d’un
calcul de diffraction-radiation. Des dynamiques très différentes peuvent entrer en jeu, on pense
par exemple au couplage spectral/SPH où la méthode calculant l’interaction est une méthode
compressible nécessitant de par sa définition même des pas de temps extrêmement faibles. Or,
une telle desciption temporelle n’est pas nécessaire lors de calculs HOS et donc un pas de temps
de sortie des données HOS cohérent est déterminé, permettant de limiter la taille des fichiers
transmis, surtout lors de simulations sur de longues durées.

IV.1.2.3 Efficacité

On va s’intéresser dans cette section plus particulièrement à l’efficacité dans le calcul du
champ incident. Comme on l’a vu précédemment, la mise en place d’une interpolation tempo-
relle permet de limiter la taille des fichiers de donnée transmis. Cependant, il faut noter que
de nombreuses informations sur le champ incident sont nécessaires, augmentant d’autant la
quantité d’informations à transmettre (η et ses dérivées, les vitesses, les accélérations, . . . ). De
plus, les codes de calcul résolvant l’écoulement autour d’un objet sont des méthodes volumiques
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nécessitant donc une représentation volumique du champ incident. Notre formulation HOS qui
était surfacique va nous donner des informations dans tout le domaine de calcul D. Ainsi, une
discrétisation verticale adaptée doit être donnée, qui doit être suffisante afin de conserver la
précision du calcul, on se rend bien compte qu’en 3D, les volumes des fichiers peuvent vite de-
venir prohibitifs si la simulation dure plus de quelques secondes. Une alternative a donc du être
trouvée afin de faciliter cette transmission d’informations et la rendre réalisable dans l’ensemble
des cas de calcul pouvant être rencontrés.

On rappelle tout d’abord que la formulation spectrale des quantités volumiques a la forme
suivante (c.f. chapitre I.1) dans le cas périodique en profondeur finie :

φ(x,z,t) =
∞∑

i=−∞

∞∑

j=−∞

Aφij(t) exp(ikxix) exp(ikyjy)
cosh (kij [z + h])

cosh (kijh)

Il est donc apparu naturel, afin de tirer parti de la formulation spectrale, de ne passer comme
information que les modes des quantités d’intérêt, ici Aφij(t). Le calcul de ces modes est effectué
comme décrit dans le chapitre I.3 à l’aide de l’équivalent de l’opérateur H2. Le calcul dans tout
le domaine sera donc réalisé au sein du code de calcul couplé. Ce choix a plusieurs avantages :

• Gain très important de la quantité de données transmises, permettant sans problème le
passage à des cas de houle 3D sur des temps longs ;

• Flexibilité au niveau du choix de la discrétisation verticale. Cette dernière peut être choisie
et également évoluer si nécessaire au cours du calcul suivant les effets dus à la présence
du corps dans la houle. De plus, en général, la discrétisation verticale doit être très fine
proche de la surface libre (où la dynamique est la plus rapide) et peut être plus lâche loin
de celle-ci, et donc suivant la précision nécessaire la grille verticale peut être adaptée sans
problème. Ceci est plus difficilement réalisable si le calcul complet est effectué en amont
dans le code HOS.

Il faut indiquer, comme on l’a vu dans la section I.3.2 sur le calcul des quantités à l’intérieur
du domaine fluide, le calcul est beaucoup plus précis lorsque c’est la quantité recherchée qui est
décomposée en modes (par exemple la vitesse) plutôt que le potentiel des vitesses φ. Il en est
de même pour l’ensemble des quantités nécessaires au calcul de l’écoulement autour du corps
flottant (à savoir, ηx, ηy, U , V , W , . . . ). Dans le fichier seront donc donnés les modes de toutes
les quantités et non pas seulement les modes de η, ηt, φ et φt.

Les deux figures suivantes (IV.1.3 & IV.1.4) vont illustrer les différentes étapes du cal-
cul et notamment permettre d’identifier plus facilement les différents domaines de résolu-
tion/reconstruction. On se place ici dans le cas de la méthode SWENS, les autres méthodes
étant semblables.

La figure IV.1.3 présente donc tout d’abord un cas typique de résolution. Le domaine de
résolution SWENS est inclus dans le domaine HOS. On présente ici le cas de la reproduction
d’un essai de tenue à la mer mené en bassin de houle. Ce dernier, sans corps, est simulé à l’aide
de la méthode HOS dans lequel va être inclus le domaine de résolution RANS, indiqué par le
maillage volumique sur une demi-sphère, sur la partie supérieure de la figure IV.1.3. La “boîte”
correspond à la zone de reconstruction du calcul HOS.
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Fig. IV.1.3 – Calcul couplé : premières étapes

La première étape du couplage va consister en la résolution du problème de houle seule,
formulé de façon surfacique en z = η, par la méthode HOS. Ensuite, grâce à l’opérateur H2

décrit dans la section I.3.2, on évalue les descriptions modales des quantités d’intérêt. Une fois
que l’on a accès à ces modes Aij(t), on peut effectuer la reconstruction comme présenté sur la
figure IV.1.4.

La distribution verticale des plans horizontaux résolus pouvant être choisie de façon aléa-
toire, typiquement, on utilisera deux grilles de calcul comme indiqué sur la figure IV.1.4. Une
grille fine près de la surface libre alors que la distribution verticale peut être un peu plus
grossière en dessous, les dynamiques étant beaucoup plus faibles. Ceci permet, à précision équi-
valente, un gain pouvant devenir important au niveau du temps de reconstruction. Sur chacune
de ces grilles, composée d’une superposition de plans horizontaux (à z fixé = cste), est déterminé
l’ensemble des quantités nécessaires au calcul RANS. Celles-ci sont obtenues efficacement par
FFTs (d’où l’intérêt de la décomposition en plans horizontaux). Ainsi, le maillage des données
issues du HOS est composé de mailles rectangulaires, equiréparties sur le plan x− y (points de
collocation du calcul HOS) et avec une distribution quelconque selon l’axe z. Une fois le champ
incident déterminé comme on vient de le décrire, il est interpolé sur le maillage de résolution
SWENS (topologie O-O ou H-H).
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Fig. IV.1.4 – Calcul couplé : reconstruction du champ incident

Pour conclure, on a donc présenté le principe du couplage entre la méthode HOS et les
différents codes de tenue à la mer développés au laboratoire. Les différentes méthodes de cou-
plage existantes ont été évoquées avec leurs avantages et leurs inconvénients faisant apparaître
que la méthode adoptée, basée sur une décomposition fonctionnelle du problème, semble la
plus convaincante. Ensuite, des détails concernant la mise en œuvre du couplage sont donnés.
On s’intéresse ici seulement à la houle incidente et à sa reconstruction au sein du code de
calcul couplé. Les différents choix effectués sur la méthode de transmission des données entre
les deux codes de calcul sont donnés, notamment le passage des données sur la grille de calcul
HOS, évitant certaines erreurs numériques. Afin de limiter les données échangées, il a été choisi
de transmettre les descriptions modales des quantités seulement. La reconstruction complète
est donc effectuée au sein du code de calcul couplé sur des grilles déterminées permettant de
conserver précision et efficacité.
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Chapitre IV.2

Résultats

On présentera ici les diverses méthodes dans lesquelles le couplage décrit précédemment
a été utilisé. Pour chacune des méthodes, on expliquera l’intérêt de ladite méthode ainsi que
du couplage avec la méthode HOS. Différents cas d’application seront également proposés afin
d’illustrer ce couplage.

IV.2.1 Spectral-potentiel

Le couplage entre la méthode HOS et une méthode potentielle a été effectuée par J.C. Gil-
loteaux [56]. Cette thèse, intitulée «Simulation de grands mouvements d’un corps flottant en
fluide parfait. Application à la récupération de l’énergie des vagues», met en avant les capa-
cités des méthodes potentielles à résoudre le problème des grands mouvements. L’application
principale ici était les simulations d’un système de récupération d’énergie des vagues développé
au LMF ces dernières années : SEAREV (Système Électrique Autonome de Récupération de
l’Énergie des Vagues). La phase de développement touche à son terme avec des essais réalisés au
bassin de houle de l’ECN en 2006 avec un prototype à l’échelle 1/12ème. Le SEAREV utilise le
principe du pendule pour récupérer l’énergie des vagues. Ces dernières font bouger un flotteur
à l’intérieur duquel se trouve une masse mobile. Le mouvement relatif de la masse par rapport
au flotteur est utilisé : il remplit ou vide des pompes hydrauliques chargeant des accumulateurs
à haute pression. Ces derniers livrent leur énergie à des moteurs hydrauliques, qui à leur tour
entraînent des générateurs d’électricité. Pour plus de détails voir les thèses réalisées à ce sujet :
A. Babarit [5] et J.C. Gilloteaux [56].

IV.2.1.1 Intérêt

L’approche adoptée pour ce code de calcul résolvant le problème de tenue à la mer avec un
corps flottant ayant des mouvements de grande amplitude est une méthode 3D non-linéaire : i)
du point de vue hydrodynamique : efforts de Froude-Krylov sur la surface mouillée incidente non
perturbée, efforts de diffraction-radiation pris en compte jusqu’au 2nd ordre et ii) dynamique
du système mécanique résolue de manière non-linéaire (angles de cardan).

L’approche initiale pour la résolution de la houle incidente était d’utiliser la méthode de
Rienecker et Fenton [106] permettant d’obtenir une houle complètement non-linéaire de manière
très aisée et très rapide. La limitation principale était alors de ne pouvoir effectuer que des
simulations sur houle régulière. Cette approche permet des premières analyses, mais si l’on
veut effectuer de manière plus poussée des analyses de comportement du système SEAREV ou

181



CHAPITRE IV.2. RÉSULTATS

autre, des calculs sur houle irrégulière sont nécessaires. En ce sens, l’apport de la méthode HOS
est très intéressant. Différents avantages peuvent être évoqués :

• On a accès à n’importe quel type de houle : régulière, irrégulière de façon très précise par
notre code HOS complètement non-linéaire ;

• Reproduction facilitée d’essais en bassin de houle car ce dernier est modélisé très préci-
sément par la méthode HOST comme on l’a vu dans la partie II. De la même manière,
possibilité de faire des calculs précis en mer ouverte ;

IV.2.1.2 Applications

On va présenter ici des cas d’application mettant en avant les capacités de la méthode
couplée décrite dans le paragraphe précédent. Il faut indiquer qu’aucune analyse physique ou
numérique n’est réalisée ici, cette section a juste valeur d’illustration des capacités du modèle.
Pour plus de détails on se réfèrera aux différentes publications relatives à la méthode.

On présente sur la figure IV.2.1 une vue au cours d’un calcul type Spectral/Potentiel. Sur
cette figure sont représentés les efforts de pression de la houle incidente sur le SEAREV. On
est ici dans le cas de la simulation de grands mouvements avec le modèle 3D non-linéaire. Un
travail important a été mené lors de cette thèse en vue de la prise en compte correcte des
intersections entre la surface libre et la surface du flotteur qui peut être complexe, comme on
le voit sur la figure IV.2.1.

Fig. IV.2.1 – Efforts de pression de la houle incidente sur le système SEAREV

Cette approche présente l’avantage principal d’une résolution très rapide si on la compare
aux codes présentés par la suite tout en gardant une très grande précision de résolution. La
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figure IV.2.2 présente des comparaisons, sur la réponse en tangage du SEAREV, avec des ex-
périences menées dans le bassin de houle de l’ECN.

Fig. IV.2.2 – Réponse en tangage des deux premières harmoniques

On s’aperçoit ici de la grande amélioration des résultats par rapport au cas linéaire où la
réponse en tangage n’était pas bien simulée. Les résultats numériques sont très proches des ré-
sultats expérimentaux et ce pour des temps de calcul très courts. On indique ici que les écarts
observés peuvent être expliqués par des effets de la viscosité et/ou du slamming apparaissant
expérimentalement.

Les développements les plus récents ont permis de réaliser des simulations avec ancrage
en houle irrégulière et des expériences réalisées récemment (juillet 2007) vont permettre le di-
mensionnement de celui-ci. La figure suivante IV.2.3 présente un exemple de comportement
extrême du SEAREV avec amarrage sous une forte houle simulée en HOS. On a donc ici des
mouvements de grande amplitude simulés avec la prise en compte de l’amarrage.

Le travail réalisé au cours de la thèse de J.C. Gilloteaux [56] (voir également Gilloteaux et
al. [57] par exemple) est donc très prometteur en vue de simulations très efficaces tout en gar-
dant une précision importante avec un modèle 3D non-linéaire. On peut en particulier simuler
de grands mouvements, ce qui est très difficile dans le cadre de méthodes maillées classiques
lorsqu’aucun remaillage n’est spécifié. De plus, cette thèse a porté un intérêt particulier au
remaillage en lui-même, qui n’est pas aisé à réaliser.

On peut enfin indiquer que, dans le cas précis de l’étude du comportement du SEAREV, des
calculs récents sur houles irrégulières ont été effectués pour déterminer la matrice de production
complète d’un site donné. C’est à dire, on fixe un site susceptible d’accueillir le dispositif de
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Fig. IV.2.3 – Simulation du comportement du SEAREV avec ancrage. Vue en deux instants
avec des mouvements de grande amplitude.

récupération d’énergie des vagues et on récupère les histogrammes et corrélogrammes caracté-
risant la climatologie locales des états de mer (voir par exemple la figure IV.2.4). On effectue
alors un calcul de houle pour chacun des couples Hs / Tp et de même pour la tenue à la mer,
ce qui permet d’évaluer la production annuelle d’un site donné et fournir des informations très
intéressantes en terme de rentabilité d’emplacement, de caractéristiques optimales du flotteur,
. . .

Fig. IV.2.4 – Répartition statistique (scatter-diagram) des états de mer pour le site de l’île
d’Yeu

IV.2.2 Spectral-RANS

Le couplage entre une méthode spectrale pour la génération/propagation de la houle et un
code de calcul résolvant le problème de l’écoulement en fluide visqueux a été initié par Ferrant
et al. [47] sur des cas 2D, le cas 3D ayant été le cadre de la thèse de R. Luquet [85].
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IV.2.2.1 Intérêt

Le code de calcul permettant la simulation d’un écoulement visqueux est le code ICARE
développé à l’ECN depuis 1993. Ce dernier résout les équations de Navier-Stokes prises en
moyenne de Reynolds pour un écoulement à surface libre incompressible et turbulent (modèle
RANSE, Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations). Pour plus de détails sur ce code de
calcul, on se réfère aux thèses à ce sujet Alessandrini [2], Gentaz [55] ainsi qu’à Alessandrini
& Delhommeau [3]. L’intérêt principal du code ICARE réside dans son efficacité de résolution
grâce à une formulation complètement couplée (vitesse, pression, élévation de surface libre)
mettant en avant une convergence ainsi qu’une précision bien meilleures qu’avec une formula-
tion faiblement couplée classique type SIMPLER (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations) ou PISO (Pressure Implicit Splitting of Operators).

L’approche SWENS a tout d’abord été développée, comme dans la section précédente avec
une houle incidente décrite par la méthode de Rienecker et Fenton [106] permettant d’obtenir
une houle régulière complètement non-linéaire de manière quasi-analytique. L’intérêt d’utiliser
la modélisation HOS de la houle est donc comme précédemment : i) accès à n’importe quel
type de houle ; régulière ou irrégulière, de façon très précise par notre modèle complètement
non-linéaire, ii) reproduction aisée d’essais menés en bassin de houle grâce à sa modélisation
précise par la méthode HOST comme on l’a vu dans la partie II et iii) possibilité de faire des
calculs précis en mer ouverte, éventuellement sur de grands domaines.

IV.2.2.2 Applications

Dans ce paragraphe, différents cas d’application illustrant les capacités de la méthode vont
être présentés. Ils ont juste valeur à illustrer nos propos dans le sens où aucune analyse phy-
sique des phénomènes mis en jeu n’est réalisée. Pour plus de détails, il convient de se référer
aux différentes publications relatives à la méthode (voir par exemple Luquet et al. [86], [87]).

L’étude que l’on présente est celle d’une TLP (Tension Leg Platform) dans une houle irré-
gulière 2D. La houle utilisée dans ce calcul est la superposition d’un champ de vagues irrégulier
à une houle focalisée en la position de la TLP (c’est le cas identique à celui présenté dans la
section II.3.2, voir par exemple figure II.3.8). La géométrie d’une TLP est représentée en bas à
droite de la figure IV.2.5, i.e. une plate-forme semi-submersible fixe avec 4 colonnes et 4 pon-
tons. On présente également dans cette figure l’élévation de surface libre à différents instants
proches du temps de focalisation.

On se rend bien compte ici des capacités du modèle à traiter des problèmes de tenue à la mer
en fluide visqueux avec des houles complexes (houle focalisée au sein d’une houle irrégulière)
avec également des géométries complexes pouvant être traitées.

Enfin, on indique que l’implémentation des cas de houle 3D arrive à son terme et les premiers
exemples d’application sont en cours d’étude. Si on s’intéresse aux perspectives, on peut par
exemple imaginer des calculs mettant en relation les simulations longues durées réalisées dans
la partie III précédente avec ce calcul de tenue à la mer. Le comportement du navire en houle
extrême ou même face à une vague scélérate peut sans doute être une étude intéressante à
mener par la suite.
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Fig. IV.2.5 – Élévation de surface libre autour de la TLP lors du passage d’une houle focalisée
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IV.2.3 Spectral-SPH

Le couplage entre des méthodes spectrales pour la génération/propagation de la houle et la
méthode SPH fait l’objet d’une thèse menée par P.M. Guilcher [64].

IV.2.3.1 Intérêt

La méthode SPH est une méthode récente dans l’hydrodynamique et qui présente un certain
nombre d’avantages. C’est une méthode particulaire compressible, lagrangienne appliquée aux
équations d’Euler (i.e. la viscosité n’est pas prise en compte). C’est un type de méthode dit
sans maillage qui permet la simulation d’écoulements très complexes avec une relative simplicité
de mise en œuvre. Elle sera très adaptée dans un certain nombre de cas, notamment lors de
résolution de problèmes de dynamique rapide. On peut penser au cas de sloshing dans une cuve,
d’impact d’un corps sur une surface libre, . . .

Ainsi, après le travail sur la formulation SWENS de R. Luquet, il est apparu très intéres-
sant d’appliquer le même type de couplage à la méthode SPH. En effet, les mêmes problèmes
numériques qu’avec un code RANS apparaissent si on veut propager de la houle et la solution
semblait très prometteuse afin de simuler des problèmes complets de tenue à la mer. On pense
par exemple à des cas de slamming ou de greenwater de bateaux en mer réelle ou le déferlement
d’une vague sur une plage.

Il est important d’indiquer que, contrairement aux deux couplages précédents, la méthode
de Rienecker & Fenton [106] ne peut pas être utilisée ici en tant que champ incident. En effet,
on rappelle que la méthode SPH est une méthode lagrangienne et que l’approche de Rienecker
& Fenton ne peut simuler que des houles régulières. Dans les approches précédentes, il était
possible d’initialiser le calcul avec une augmentation progressive de l’amplitude de la houle
incidente jusqu’à l’amplitude cible fixée. Cette méthode n’est bien évidemment pas “physique”,
mais à condition d’adapter une période de relaxation lors de cette initialisation, il est possible
de l’effectuer de la sorte. Or, pour une méthode lagrangienne, ceci n’est pas possible : on doit
garder une consistance dans la simulation du début à la fin de celle-ci. Ainsi, seule une méthode
décrivant le champ incident de façon temporelle peut être utilisée ; une autre solution serait
d’utiliser en condition initiale la solution établie ce qui implique de connaître en chacun des
points de calcul toutes les informations nécessaires (ce qui n’est pas aisé dans un code de calcul,
compressible qui plus est). Ainsi, la méthode HOS est apparue très bien adaptée aux difficultés
rencontrées et ouvre de bonnes perspectives quant à son utilisation.

IV.2.3.2 Applications

On présente ici certains résultats obtenus avec cette méthode couplée spectral-SPH. Les dé-
veloppements sont très récents et des cas d’application simples ont pour le moment été traités.
On présentera ici le cas d’un carré immergé soumis à une houle incidente. Les résultats ont été
publiés dans Guilcher et al. [65]. On présente donc dans la figure IV.2.6 les champs de vitesse
autour d’un carré immergé à différents instants permettant de s’assurer du comportement cor-
rect autour du corps des particules simulées en SPH.

Ensuite, la figure IV.2.7 présente pour ce même cas, une vue globale présentant le domaine
de calcul ainsi que la composante horizontale du champ de vitesse. On se rend compte de la
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Fig. IV.2.6 – Champ de vitesse autour d’un carré immergé, couplage spectral/SPH.

résolution correcte du champ diffracté, on se réfère à l’article original pour les validations di-
verses, notamment sur les efforts exercés sur le carré.

Fig. IV.2.7 – Composante horizontale du champ de vitesse, couplage spectral/SPH.

Ce couplage ouvre donc différentes perspectives et notamment l’ensemble des calculs faisant
intervenir du déferlement (pouvant être pris en compte avec ce modèle) : slamming, déferlement
sur pont (green water) . . . La figure IV.2.8 présente les premiers résultats obtenus avec ce
phénomène de déferlement sur pont. Une houle est générée et propagée jusqu’au FPSO qui,
de par sa présence, induit un déferlement. Des validations sur ce cas de calcul sont en cours
(efforts de pression sur le coin du pont).

On évoque également une version encore plus aboutie qui pourrait voir le jour. En effet,
le travail de thèse de J.B. Deuff [30] au LMF a consisté en le développement d’un code trai-
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Fig. IV.2.8 – Composante horizontale du champ de vitesse lors du déferlement, couplage spec-
tral/SPH.

tant l’interaction fluide-structure en théorie SPH. Ainsi, coupler ce code permettant d’avoir le
traitement précis des déformations de structure ainsi que du problème de diffraction/radiation
avec la méthode HOS, permettrait d’avoir un modèle global permettant de traiter le problème
extrêmement complexe de la tenue à la mer avec résolution du problème “structure”.

En conclusion, on a présenté dans ce chapitre différents résultats obtenus avec l’approche
de couplage de la méthode HOS avec des codes de calcul résolvant le problème de l’écou-
lement autour de corps flottants. Chacune des méthodes a été abordée : spectral/potentiel,
spectral/RANS, spectral/SPH. Les attraits spécifiques de ces méthodes ont été brièvement
rappelés et des exemples d’application ont été présentés afin de mettre en avant les perspec-
tives intéressantes résultant du développement du code HOS et du couplage entre méthodes en
particulier.
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Conclusion générale

On rappelle le but initial de cette thèse de doctorat qui consistait en le développement, sur
la base des travaux de D. Le Touzé [80] et F. Bonnefoy [13], d’un modèle complètement non-
linéaire pour résoudre le problème de la génération 1 et de la propagation des vagues. En ce sens
ont été développés les nouveaux modèles HOST-wm2 et HOST-wm3 pour une prise en compte
améliorée de la génération dans le modèle de bassin de houle HOST. Des études complexes sur
la propagation de houle dans de grands domaines en milieu ouvert ont également été réalisées
mettant en lumière l’importance des effets non-linéaires. Enfin, le couplage original de ces
techniques avec différents modèles pour simuler des interactions houle-structure complexes a
été réalisé.

Bilan

Dans la première partie, qui s’articule autour de trois chapitres, on présente la formulation
associée à notre problème de propagation de vagues (avec ou sans génération). Le premier
chapitre présente le cadre général de l’étude en donnant les hypothèses et la mise en équations
du problème. On rappelle également dans ce chapitre les fondements des méthodes spectrales,
classe de méthode à laquelle appartient la méthode High-Order Spectral (HOS) que l’on va
utiliser par la suite.

Le deuxième chapitre présente en détails le modèle non-linéaire complet qui est utilisé
dans toute la suite de cette thèse. Le noyau de la méthode HOS, initié par West et al. [128] et
Dommermuth & Yue [33], est explicité. Nous avons utilisé, en le justifiant, la version consistante
en ordre de West et al. [128]. Ensuite, des rappels importants (cf. Bonnefoy [14]) concernant le
cœur de méthode sont donnés : i) intégration temporelle par un schéma de type Runge-Kutta
du 4ème ordre avec adaptation du pas de temps, ii) importance du traitement anti-repliement
tel qu’utilisé par la suite (précision, coût CPU) et iii) validations diverses sur la convergence
en nombre de modes et en ordre HOS, et reproduction des cas-tests de la littérature. Enfin,
une analyse des temps de calcul est proposée, mettant en avant l’efficacité du modèle avec une
augmentation linéaire du coût CPU en fonction du nombre de modes utilisés pour la résolution.

Le troisième chapitre détaille les contributions principales au cœur du modèle lors de ce
travail de thèse. Dans un premier temps, une amélioration du schéma d’intégration en temps
est proposée. Elle est basée sur un changement de variables adéquat permettant l’intégration
analytique de la partie linéaire des CSL. Différents tests effectués sur des cas de calculs typiques
ont fait apparaître un gain en temps CPU de l’ordre de 3 par rapport au schéma initial. Dans
un second temps, on a présenté une méthode efficace du calcul des quantités à l’intérieur du
domaine fluide de calcul. Notre formulation HOS est surfacique et on cherche à calculer des

1. On rappelle qu’on entend par génération, la génération des vagues par un batteur à houle. La génération
“naturelle” de la houle par le vent n’est pas étudiée ici
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quantités, connues sur la surface libre, dans tout le domaine fluide. Ceci a été effectué en se
basant sur le travail de Bateman [7] qui a développé une telle méthode dans le cadre d’un
code DNO. Différentes validations sur des cas de houles plus ou moins cambrées sont proposées
permettant de s’assurer de la précision du schéma adopté. Ces développements ouvrent par
ailleurs une large gamme d’applications (cf. chapitre II.3 et partie IV).

Au cours de la deuxième partie, on s’est intéressé au cas particulier de la modélisation d’un
bassin de houle rectangulaire, comprenant certaines particularités (présence d’un générateur,
d’une plage absorbante) nécessitant des traitements spécifiques pour leur prise en compte. Dans
le premier chapitre, ces spécificités, ainsi que les moyens utilisés pour les modéliser sont détaillés.
En particulier, la méthode de génération utilisant le concept de potentiel additionnel introduit
par Agnon & Bingham [1] est présentée. Des cas de validation sont également rappelés, cet
ensemble constituant l’existant au début de cette thèse.

Le deuxième chapitre présente les améliorations apportées au modèle de génération ini-
tialement implémenté. La prise en compte, jusqu’alors linéaire, de l’influence du batteur est
améliorée grâce à un développement en ordres de cette condition aux limites non-linéaire. Le
travail effectué dans le cadre du code complètement 2nd ordre SWEET a été adapté à notre
modèle non-linéaire pour la propagation HOST, et étendu jusqu’au 3ème ordre. L’idée sous-
jacente est d’améliorer la prise en compte de la génération, celle-ci pouvant être décorrélée de
la résolution complétement non-linéaire du problème de propagation. On est arrivé ainsi à deux
nouveaux modèles améliorés, HOST-wm2 et HOST-wm3 au sein desquels la prise en compte de
la condition non-linéaire sur le batteur se fait respectivement au 2ème et 3ème ordre. Enfin, on
a introduit des pistes quant à l’éventualité de résoudre de manière complètement non-linéaire
le problème de la génération de la houle.

Le troisième chapitre présente quant à lui différents cas de validation des nouveaux modèles
évoqués précédemment. Ces validations sont réalisées sur des cas de houle régulière de diffé-
rentes cambrures grâce à des comparaisons avec des essais expérimentaux réalisés au bassin
de houle de l’ECN. Les résultats concluants ont cependant mis en lumière des problèmes de
stabilité récurrents pour le modèle HOST-wm3. Des comparaisons sur une vague focalisée 2D
au sein d’une houle irrégulière ont été effectuées confirmant les aptitudes de la méthode et éga-
lement la nette amélioration apportée par le modèle HOST-wm2 par rapport au modèle initial
HOST-wm1. Les erreurs d’évaluation globales du champ de vagues peuvent être réduites de
plus de 50% pour les cas où les non-linéarités du mouvement batteur sont les plus importantes.

Dans la troisième partie, on a étudié la simulation océanique, i.e. la modélisation d’états de
mer en milieu ouvert et en profondeur supposée infinie. Au cours du premier chapitre, l’initia-
lisation du calcul, qui est un élément important en vue de simulations précises, est détaillée.
En effet, on étudie ici simplement la propagation des vagues, et non leur génération. L’étude
porte sur des états de mer définis par un spectre de JONSWAP dont les caractéristiques sont
déterminées par rapport à des relevés effectués en mer du Nord (cf. Haver [72]). Les méthodes
d’analyse utilisées sont détaillées, ainsi que les théories statistiques d’états de mer employées
par la suite. Des cas de validation du modèle HOS en milieu ouvert sont également proposés :
i) des simulations longue durée confirment les capacités du modèle HOS à simuler précisément
l’évolution, sur de très longues périodes, d’états de mer cambrés et ii) les résultats obtenus par
Tanaka [118] & [119] sur l’évolution de spectres d’états de mer 3D sont reproduits avec succès.

Dans le second chapitre, l’intérêt s’est porté plus particulièrement sur la formation des
vagues scélérates. L’approche couramment utilisée qui consiste en l’étude de vagues extrêmes
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forcées, obtenues par focalisation spatio-temporelle, est étudiée. Les résultats concluants in-
diquent les capacités de notre modèle HOS à produire des évènements de telle taille (on a
par exemple formé une vague avec Hmax/Hs > 3.5). Ensuite, l’apparition naturelle de vagues
scélérates dans un état de mer est étudiée. On simule des domaines de grande dimension sur
de longues durées en 2D et en 3D. Une analyse du champ de vagues par passages à zéro (zero-
crossing) est proposée, permettant de renseigner sur la présence éventuelle de tels événements.
L’analyse originale des passages à zéro dans la direction transverse, associée à celle classique
dans la direction de propagation a permis de décrire un certain nombre de caractéristiques du
champ de vagues que l’on a jugé pertinentes : tailles des vagues dans chacune des directions
λx, λy ; taille des crêtes dans la direction transverse λc ; hauteur crête à creux de chacune de
ces vagues H . Des informations globales sur le champ de vagues peuvent alors être extraites :
hauteur significative Hs, valeurs maximales Hmax, ηmax, . . . Ceci va permettre d’étudier l’appa-
rition de ces vagues scélérates ainsi que leurs caractéristiques propres. En particulier, une étude
paramétrique sur la directionnalité est proposée, permettant une analyse de l’influence de ce
paramètre sur les probabilités d’occurrence de ces événements extrêmes. On a étudié également
les densités de probabilité de l’élévation de surface libre η ainsi que celles de la hauteur de vagues
crête à creux H . On a pu remarquer qu’à partir de densités identiques initialement, celles-ci
évoluent différemment au cours du temps suivant la directionnalité considérée. On a observé
que les différences entre un cas fortement étalé en direction et un cas faiblement étalé sont
assez faibles, mais tendant à montrer que le cas faiblement étalé est plus propice à la formation
d’événements extrêmes (comme trouvé expérimentalement par Onorato et al. [100] ou avec un
modèle BMNLS par Socquet-Juglard et al. [112]). Ceci a été obtenu de façon plus nette avec
l’étude du kurtosis, paramètre largement utilisé pour caractériser le champ de vagues comme
étant extrême ou non. Mais, on pointe tout de même en comparant le kurtosis à l’analyse fine
proposée ici du paramètre Hmax/Hs que le kurtosis est à utiliser avec attention et parcimonie
car pouvant omettre un certain nombre de phénomènes. Une analyse originale de la forme des
vagues scélérates est ensuite proposée, mettant en avant l’importance de la directionalité de
la houle, notamment sur l’extension transverse de celles-ci. Des comparaisons avec la méthode
BMNLS sont présentées. Cette méthode est très largement utilisée dans ce cadre d’étude : la
propagation d’états de mer sur de larges domaines. L’évolution temporelle du kurtosis ainsi que
l’évolution du spectre de l’état de mer au cours du temps nous donnent des résultats similaires
de ceux de Socquet-Juglard et al. [112] et Krogstad et al. [78], à savoir que l’occurrence des
événements extrêmes est plus importante pour les spectres peu étalés en fréquence et en direc-
tion. L’importance jouée par les instabilités de Benjamin-Feir est également pointée. De plus,
ces comparaisons ont permis de montrer l’apport très important que constitue l’emploi de notre
méthode complètement non-linéaire : i) pas de limitation des temps de simulations accessibles,
ii) modèle complètement non-linéaire, iii) efficacité du modèle donnant accès à des simulations
3D, . . .

Enfin, dans la quatrième et dernière partie, on a abordé le problème de l’interaction houle-
structure. L’approche du couplage de méthodes adoptée au laboratoire depuis quelques années
pour modéliser ce problème est poursuivie dans le cadre de trois thèses déjà ou en passe d’être
soutenues. Dans ce cadre, les développements apportés au modèle HOS ont permis la mise
en place du couplage entre notre méthode et trois autres codes du laboratoire. Le premier
chapitre présente donc le principe du couplage en mettant en avant l’intérêt de l’approche
utilisée : la décomposition fonctionnelle. On s’est intéressé seulement à la houle incidente et à
sa reconstruction au sein du code de calcul couplé, ce qui a représenté l’apport effectif au cours
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de cette thèse. Un intérêt particulier est porté à la précision et à l’efficacité du couplage.
Enfin, le deuxième chapitre présente les intérêts de chacun des trois codes de calcul couplés :

spectral/potentiel, spectral/RANSE, spectral/SPH. Différents résultats d’application sont rap-
portés afin de mettre en avant les capacités intéressantes de chacun des modèles développés
(qui ont fait l’objet de thèses séparées).

Perspectives

On peut maintenant s’intéresser aux perspectives à plus ou moins long terme de ce travail
de thèse. De nombreux aspects que l’on aurait aimé aborder au cours de ce travail de thèse
restent en suspens, toutes les pistes ne pouvant pas être menées jusqu’à leur terme au cours de
ce seul travail.

Le premier point qu’on pourrait peut-être essayer d’approfondir est la prise en compte du
batteur de façon complètement non-linéaire. Le processus itératif mis en place ne donnant pas
satisfaction, il conviendrait peut-être de chercher d’autres pistes. On peut évoquer l’idée d’uti-
liser ce processus itératif en prenant comme condition initiale le batteur 2ème ou 3ème ordre. En
effet, les tests effectués l’ont été avec la condition linéaire sur le batteur en condition initiale.
Ainsi, ceci permettrait peut-être d’améliorer la précision initiale et la convergence. Cependant,
ceci ne résoudrait pas le problème principal apparaissant dans ce choix de méthode, à sa-
voir, comment définit-on la condition sur le batteur lorsque celui-ci est en dehors du domaine
(X(y,z,t) < 0)? D’autres approches naturelles n’ont pas donné satisfaction comme évoqué par
D. Le Touzé [80]. La technique de potentiel additionnel, combiné avec le bassin renversé fait
apparaître la condition batteur comme étant la surface libre de ce bassin renversé. Le dévelop-
pement d’une approche spécifique de ce problème par une méthode de résolution des conditions
de surface libre est peut-être à envisager, même si cela demande sans doute beaucoup de travail.

Des extensions diverses pourraient également être étudiées afin d’augmenter les domaines
d’application de la méthode HOS. On pense par exemple à l’inclusion d’un fond qui ne soit
pas uniforme. Les développements présentés ici s’appuyaient sur l’hypothèse d’une profondeur
infinie ou finie identique dans tout le domaine de calcul. Or, il est intéressant dans certaines
applications d’étudier l’influence d’un fond variable en espace (et éventuellement en temps).
Des travaux ont été réalisés en ce sens avec une méthode type Dirichlet-Neumann Operator
(DNO) (cf. Guyenne & Nicholls [67] ou [66] ou Smith [110]) et on rappelle que ces méthodes
(HOS et DNO) sont équivalentes laissant entrevoir de bonnes chances d’être capable d’effectuer
les mêmes développements.

On peut également penser à incorporer au sein des simulations différents modèles prenant
en compte certains phénomènes : i) ajout de l’influence du vent (par une modification locale de
la pression sur la surface libre par exemple) ou ii) inclusion d’un modèle de déferlement (par
une dissipation localisée lorsqu’il se produit) afin de pouvoir simuler n’importe quel type d’état
de mer. On peut également envisager de formuler la méthode HOS afin d’être capable de modé-
liser un courant ambiant, autre phénomène capable de contribuer à former des vagues extrêmes.

Un élément très important qui fera l’objet des développements dans un futur proche de
la méthode est sa parallélisation qui ouvre des nouvelles voies dans le travail pouvant être
effectué. En effet, malgré sa très grande efficacité, les simulations peuvent devenir assez lourdes
en temps de calcul pour les cas 3D de grande ampleur. De plus, l’investissement récent du
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LMF dans une machine de calcul parallèle de type CRAY avec 48 processeurs nous fournit
les ressources informatiques nécessaires à son utilisation. Il semble donc intéressant d’indiquer
l’intérêt de cette parallélisation en termes de simulations accessibles, principalement dans le
cadre des simulations océaniques :

• Des simulations sur des domaines encore plus étendus seront accessibles, permettant des
analyses plus fines de différents phénomènes. On pense notamment aux densités de pro-
babilité présentées dans la partie III qui, pour le cas des hauteurs de vagues étaient
assez bruitées du fait du nombre encore trop faible de vagues à l’intérieur du domaine
simulé. De plus, les ressources en mémoire vives nécessaires commençaient également à
être limitantes sur un calcul mono-processeur.

• La modélisation sur des temps encore plus importants que ceux présentés dans ce ma-
nuscrit. En effet, on commençait à être limité dans nos études menées lors de cette thèse
par le temps de calcul. Les simulations de longues durées sur de larges domaines pou-
vant atteindre des temps de calcul de plusieurs semaines, elles devaient être effectuées en
connaissance de cause. Notre modèle permet d’étendre quelque peu, avec des perspectives
intéressantes, les conclusions de Socquet-Juglard et al. [112] (modèle BMNLS), de par la
non-limitation en temps de simulation du modèle HOS. Par exemple, il sera intéressant
de comprendre quelle est l’origine des vagues scélérates apparaissant après le processus
de relaxation du spectre (instabilités de Benjamin-Feir).

• La précision des calculs pourrait également être améliorée en augmentant par exemple
l’ordre HOS utilisé dans les simulations 3D de grande échelle, ou bien en augmentant
l’ordre intermédiaire du traitement anti-repliement utilisé.

• Enfin, on indique la possibilité, une fois la parallélisation en place, d’effectuer des études
paramétriques, sur les probabilités d’occurence par exemple, beaucoup plus aisément.
On pense par exemple à étudier l’influence de la directionalité encore plus précisément
sur d’autres cas de calcul. On pourrait également s’intéresser au rôle joué par la cam-
brure moyenne du champ de vagues, à l’influence des non-linéarités prises en compte (en
changeant l’ordre HOS par exemple), à utiliser des spectres d’états de mer autres que
JONSWAP, . . .

Il est intéressant d’indiquer ici les travaux de Podgórski et al. [104] qui présentent des den-
sités de probabilité de la position des crêtes, formulées à partir d’un spectre directionnel de
JONSWAP. Il est montré en particulier que cette position varie grandement avec la longueur
d’onde de la vague considérée. Les études menées seront donc à approfondir afin de voir si nos
simulations peuvent confirmer ou non ces résultats.

On évoque aussi un autre aspect du problème de la simulation d’états de mer : la prédiction
de la houle. Ce sujet fait l’objet d’une thèse qui est en cours au sein du LMF par E. Blondel
[12]. Le but de ce travail est d’essayer de reconstruire, puis de prédire les états de mer en
une zone donnée à partir de données mesurées à un autre endroit. Les besoins pour ce genre
de simulations émanent de l’ensemble des opérations menées en mer nécessitant une certaine
stabilité de l’objet flottant à un moment donné. On pense par exemple au pont d’atterrissage
d’un porte avion qui doit être assez stable pour assurer la sécurité du pilote. Ainsi, à partir de
relevés effectués en amont du bateau, il sera possible de prédire la houle rencontrée (et éven-
tuellement modifier la route pour limiter l’amplitude des mouvements du navire). Une autre
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application qui vient à l’esprit est l’ensemble des dispositifs de récupération de l’énergie des
vagues, comme le SEAREV évoqué précédememnt et développé au laboratoire, qui, pour un
fonctionnement optimal, peut prendre en compte la connaissance du champ de vagues pour le ré-
glage de certains paramètres (cf. contrôle du latching par exemple dans Babarit & Clément [6]).

Ainsi, les objectifs fixés par ce travail de thèse ont été atteints, à savoir : le développe-
ment d’un modèle complètement non-linéaire pour résoudre le problème de la génération et
de la propagation des vagues. Son intérêt a été mis en lumière par une utilisation en vue de
l’amélioration de la compréhension des phénomènes non-linéaires entrant en jeu dans ces deux
processus. On a donc pu évaluer l’efficacité ainsi que la précision de la méthode développée qui
apparaît, dans le cadre de la modélisation d’un bassin de houle ou de simulations océaniques,
comme plus efficace que la majorité des méthodes existantes aujourd’hui. Son utilisation dans
nombre d’applications se révèlera donc des plus intéressantes. Au vu également des perspectives
de grand intérêt mises en lumière, on espère faire de cette thèse le point de départ de nombreux
travaux concernant la propagation et la génération de la houle.

196



Annexe A

Un problème de sécularité pour le
batteur 3

ème ordre?

Lors du passage au troisième ordre de la condition batteur, il semblait intéressant de vérifier
le caractère séculaire ou non de la solution. En effet, on rappelle brièvement ici l’origine de ce
problème de sécularité. Ce dernier apparaît, entre autres, lors du développement en série de
perturbations des CSL. Ceci induit, à partir du troisième ordre, une correction à apporter à la
pulsation (ou au nombre d’onde) dans toute la résolution (i.e. y compris au premier et deuxième
ordres déjà calculés).

Il est important de se remémorer ce qu’il se passe pour la résolution du problème de surface
libre seul. On développe en ordres (suivant un petit paramètre ǫ, correspondant à la cambrure
ici) le potentiel de vitesse φ et l’élévation de surface libre η :

φ = ǫ φ(1) + ǫ2 φ(2) + ǫ3 φ(3) +O(ǫ4)

η = ǫ η(1) + ǫ2 η(2) + ǫ3 η(3) +O(ǫ4)

Le système d’équations devient donc, en regroupant tout d’abord le premier ordre :

∆φ(1) = 0 dans D

φ(1),z = 0 en z = −h
φ(1),tt + gφ(1),z = 0 en z = 0

η(1),t − φ(1),z = 0 en z = 0

L’équation de Laplace avec la condition sur le fond nous donne une forme pour la solution :

φ(1)(x,y,z,t) = A
cosh(k(z + h))
cosh(kh)

sin(kx) F (t)

L’équation de surface libre pour φ(1) nous impose que la fonction temporelle soit solution de
l’équation suivante :

F,tt(t) + gk tanh(kh) F (t) = 0
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On en déduit donc la forme générale F1(t) = B1 sin(ωt+ ψ1), d’où :

φ(1) =
ω

gk
sin(kx− ωt)

η(1) =
1
k

cos(kx− ωt)

avec ω2 = gk tanh(kh).

Au deuxième ordre on a :

∆φ(2) = 0 dans D

φ(2),z = 0 en z = −h
φ(2),tt + gφ(2),z = −(φ2

(1),x + φ2
(1),z),t − η(1)φ(1),ztt − gη(1)φ(1),zz en z = 0

η(2),t − φ(2),z = −η(1)φ(1),zt −
1
2

(φ2
(1),x + φ2

(1),z) en z = 0

L’équation de Laplace avec la condition sur le fond nous donne la même forme pour la solution
que précédemment :

φ(2)(x,y,z,t) = A
cosh(k2(z + h))
cosh(k2h)

sin(k2x) F (t)

Mais l’équation de surface libre pour φ(2) est cette fois :

F,tt(t) + gk tanh(kh) F (t) = α2(x,z) sin[2(kx− ωt)]

D’ou, après résolution, la forme suivante de la solution (car F2(t) = B2 sin(ω2t + ψ2) après
simplification) :

φ(2) = Aφ2

cosh[2k(z + h)]
cosh(2kh)

sin[2(kx− ωt)]

η(2) = Aη2 cos[2(kx− ωt)]

Au troisième ordre on a :

∆φ(3) = 0 dans D

φ(3),z = 0 en z = −h
φ(3),tt + gφ(3),z = F(3) en z = 0

η(3),t − φ(3),z = G(3) en z = 0

avec :

F(3) = −
(
η(1)φ(2),zt + η(2)φ(1),zt +

η2
(1)

2
φ(1),zzt

)

−1
2

(
2φ(1),xφ(2),x + 2η(1)φ(1),xφ(1),xz + 2φ(1),zφ(2),z + 2η(1)φ(1),zφ(1),zz

)
−G(3),t

G(3) =

(
η(1)φ(2),zz + η(2)φ(1),zz +

η2
(1)

2
φ(1),zzz

)
−
(
φ(1),xη(2),x + φ(2),xη(1),x

)
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L’équation de Laplace avec la condition sur le fond nous donne la même forme pour la solution
que précédemment :

φ(3)(x,y,z,t) = A
cosh(k3(z + h))
cosh(k3h)

sin(k3x) F (t)

Mais l’équation de surface libre pour φ(3) est cette fois :

F,tt(t) + gk tanh(kh) F (t) = α3(x,z) sin[3(kx− ωt)] + β3(x,z) sin[2(kx− ωt)] + γ3(x,z) sin(kx− ωt)

C’est alors ici qu’apparaît une solution séculaire pour F (t) qui va être de la forme :

F (t) = A3 cos[3(kx− ωt)] +B3 cos[2(kx− ωt)] + C3 cos(kx− ωt) + D3 t sin(kx− ωt)(A.1)

Le terme en gras représentant le terme dit séculaire (augmentant suivant t). Ce terme ne
correspond pas à la solution physique du problème. En effet, en prenant un temps très grand,
on aurait notre solution du 3ème ordre pouvant avoir une importance plus grande que celle du
1er ordre, voir par exemple la thèse Stassen [114]. Cependant, il est possible d’éliminer ce terme
non-physique par un changement de variables adéquat sur la pulsation ω. Mais cette prise en
compte des effets du 3ème ordre nécessite de modifier les solutions obtenues aux ordres 1 et 2,
compliquant la résolution.

Il semble donc intéressant de savoir si ce phénomène apparaît lors de la prise en compte de
la condition batteur 3ème ordre. En reprenant les résultats obtenus dans II.2.3 on a :

∆φadd
(i) = 0 dans Dadd

φadd
(i),x = 0 en x = Lx

Ces deux équations nous renseignent sur la forme de la solution :

φadd
(i) (x,y,z,t) = Aadd

cosh[kadd(−x+ Lx)]
cosh(kaddLx)

cos(kaddz + ψ) (A.2)

Ensuite, on a la condition sur le batteur :

φadd
(i),x = X(i),t + f(X(i), φ

add
(i−j), φ

add
(i−j)) {j = [1 : i− 1], i = [1 : 3]}

On s’aperçoit alors que la formulation de cette condition est complètement différente de
la condition de surface libre précédemment étudiée (φ(i),tt + gφ(i),z = F(i){i = [1 : 3]}). Dans
le cas de la génération de houle, on n’a aucune raison d’avoir ce caractère séculaire de la
solution au 3ème ordre. Par contre, il est à noter qui si on poursuit le développement à un ordre
supplémentaire, on aurait alors besoin de φspec

(3) , η(3) où apparaîtrait le problème décrit.
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MODELISATION DES PROCESSUS NON-LINEAIRES DE GENERATION ET DE PROPAGATION  D'ETATS DE MER PAR UNE APPROCHE SPECTRALE 
 

 

Résumé 

 

L'analyse des processus non-linéaires de génération et de propagation de la houle a constitué le cadre de cette 

thèse. Afin d'améliorer la compréhension de ces phénomènes, une méthode numérique dite High-Order Spectral 

(HOS), résolvant le problème de façon non-linéaire, a été développée. Cette méthode, avec une formulation 

surfacique et résolue de manière spectrale, associe précision et efficacité. 
 

Un traitement original de la génération de houle non-linéaire est proposé. Il permet l'accès à des simulations 

de champs de vagues tridimensionnels complexes, fortement cambrés, dans un bassin de houle. Diverses 

comparaisons avec des expériences menées dans le bassin du Laboratoire de Mécanique des Fluides de l'ECN 

sont présentées. 
 

Des simulations océaniques, en milieu ouvert, sont également proposées. Un intérêt particulier est porté à 

l'étude de l'apparition des vagues scélérates au sein de l'océan. L'importance des effets non-linéaires est pointée 

ainsi que l'aptitude de la méthode à modéliser de tels phénomènes. Des comparaisons avec les méthodes 

classiquement employées dans ce genre de problématique indiquent l'intérêt de l'approche utilisée ici. 
 

La résolution du problème de tenue à la mer est également envisagée. L'utilisation de la méthode HOS dans 

les codes couplés, développés au Laboratoire de Mécanique des Fluides (potentiel, RANS, SPH), est envisagée. 

Elle permettra la description précise de la houle incidente ; le couplage est mis en place et validé sur un certain 

nombre de cas d'application. 

 

Mots-clés : Mécanique des fluides, Hydrodynamique, Ondes de gravité, Houle, Méthode spectrale, High-Order Spectral, Non-linéaire, 
Génération, Propagation, Bassin de houle, Vagues scélérates, Couplage 

 

 

 

 

 

MODELISATION OF NONLINEAR PROCESSES IN GENERATION AND PROPAGATION OF SEA STATES WITH A SPECTRAL APPROACH 
 

 
Abstract 

 

This thesis deals with the analysis of the nonlinear process of generation and propagation of gravity waves. A 

fully non-linear High-Order Spectral (HOS) model has been developed to improve understanding of these 

phenomena. This is an accurate and efficient method thanks to the surfacic formulation coupled with the spectral 

resolution. 
 

An original treatment of the wave generation is introduced. It allows the simulation in a wave basin of 

complex 3D wave fields, which could be very steep. Several comparisons with experiments conducted in the ECN 

wave tank are presented. 
 

Then, oceanic simulations in an open domain are proposed. A particular interest is put on the occurrence of 

freak waves in real seas. The significance of nonlinear effects as well as the abilities of the model to correctly 

describe these phenomena are pointed out. Comparisons with methods which are typically employed for this kind 

of simulation denote the relevance of the HOS method used here. 
 

Finally, the problem of behaviour at sea is discussed. The use of HOS method in coupled models developed 

in Laboratoire de Mécanique des Fluides is proposed. This will describe the incident wave field in a precise and 

efficient way. This coupling is validated on different test-cases. 

 
Keywords : Fluid mechanics, Hydrodynamic, Gravity waves, Spectral method, High-Order Spectral, Nonlinear, Generation, 

Propagation, Numerical Wave Tank, Freak waves, Rogue waves, Coupling 
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