Autour du probleme de Lehmer relatif dans un tore

Emmanuel DELSINNE

Soutenance de thése

Université de Caen
Vendredi 14 décembre 2007

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



© Le probleme de Lehmer
@ Mesure de Mahler
@ Hauteur

@ Principaux résultats

© Le probleme de Lehmer relatif unidimensionnel
@ Hauteur & extensions abéliennes
o Conjectures
@ Résultats

e Probleme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points
o Hauteur dans le tore
o Conjectures et résultats
@ Esquisse de la preuve

@ Probleme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général
@ Minimum essentiel
@ Conjectures et résultats

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Le probleme de Lehmer M

e de Ma
Hauteur
Principaux résultats

Le probleme de Lehmer

Emmanuel DELSINNE

r du probléeme de Lehmer relatif dans un to




Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler
Hauteur
Principaux résultats

Soit P € C[X] \ {0}. Notons P(X) = a4 Hf-!:l(X — «;). La mesure de
Mahler de P est le nombre réel

M(P) = |aq] H max{1, |a;|}.
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Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler
Hauteur
Principaux rés

Soit P € C[X] \ {0}. Notons P(X) = a4 Hf-!:l(X — «;). La mesure de
Mahler de P est le nombre réel

M(P) = |aq] H max{1, |a;|}.

@ La mesure de Mahler est multiplicative.
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Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler

Soit P € C[X] \ {0}. Notons P(X) = a4 Hf-!:l(X — «;). La mesure de
Mahler de P est le nombre réel

M(P) = |aq] H max{1, |a;|}.

@ La mesure de Mahler est multiplicative.

o Si P e Z[X]\ {0}, alors M(P) > 1.
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Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler
Haute

Soit P € C[X] \ {0}. Notons P(X) = a4 Hf-!:l(X — «;). La mesure de
Mahler de P est le nombre réel

M(P) = |aq] H max{1, |a;|}.

@ La mesure de Mahler est multiplicative.

o Si P e Z[X]\ {0}, alors M(P) > 1.

Proposition (Kronecker)

Soit P € Z[X] \ {0} irréductible. Alors M(P) =1 si et seulement si
P(X) = £X ou P est un polynéme cyclotomique.
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Le probleme de Lehmer Mesure de Mahler

Hauteur
Principaux résultats

Question (Lehmer, 1933)
Pour tout & > 0 existe-t-il P € Z[X]\ {0} tel que

1<MP)<l+e?
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Le probleme de Lehmer Mesure de Mahler

Hauteur
Principaux résultats

Question (Lehmer, 1933)
Pour tout & > 0 existe-t-il P € Z[X]\ {0} tel que

1<MP)<l+e?

@ X0 4 X9 _ X7 _ X6 — X5 X*—- X34+ X+1
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Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler
Hauteur
Principaux résultats

Question (Lehmer, 1933)
Pour tout & > 0 existe-t-il P € Z[X]\ {0} tel que

1<MP)<l+e?

@ X0 4 X9 _ X7 _ X6 — X5 X*—- X34+ X+1

Conjecture (Lehmer)

Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout P € Z[X] \ {0} irréductible, différent de
+X et d'un polynéme cyclotomique, on ait

M(P)>1+c.
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Le probleme de Lehmer

Mesure de Mahler
Hauteur
Principaux résultats

Soit o un nombre algébrique non nul.

Définition

Soit K un corps de nombres contenant «.. La hauteur de « est le réel

Z [}[<K %]]Iogmax{1,|a|v}.
vEMk
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Le probleme de Lehmer A

Hauteur
Princip:

Soit o un nombre algébrique non nul.

Définition

Soit K un corps de nombres contenant «.. La hauteur de « est le réel

Z [}[<K %]]Iogmax{1,|a|v}.
vEMk

@ Si P, est le polyndme minimal de « sur Z et Dg(«) son degré, alors

log M(P.) .

") = "oy
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Le probleme de Lehmer

Soit o un nombre algébrique non nul.

Définition

Soit K un corps de nombres contenant «.. La hauteur de « est le réel

o [Kv : Qv]
h(a) = VE%K KQ log max{1, |l }.

@ Si P, est le polyndme minimal de « sur Z et Dg(«) son degré, alors

log M(P,)
Do(e)

o h(af) < h(a) + h(B); Ve € Z, h(a®) = |¢|h(a);

h(a) =
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Le probleme de Lehmer

Soit o un nombre algébrique non nul.

Définition

Soit K un corps de nombres contenant «.. La hauteur de « est le réel

o [Kv : Qv]
h(a) = VE%K KQ log max{1, |l }.

@ Si P, est le polyndme minimal de « sur Z et Dg(«) son degré, alors

_log M(P,)
)= "pya)
o h(a3) < h(a) + h(B); V¢ € Z, h(a’) = |¢|h(a);

o h(a+ B) < h(a) + h(3) + log2;
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Le probleme de Lehmer

Soit o un nombre algébrique non nul.

Définition

Soit K un corps de nombres contenant «.. La hauteur de « est le réel

o [Kv : Qv]
h(a) = VE%K KQ log max{1, |l }.

@ Si P, est le polyndme minimal de « sur Z et Dg(«) son degré, alors
log M(Pa)
Do(a) -
o h(apB) < h(a) + h(B); V¢ € Z, h(a’) = |¢|h(a);
o ha+B) < h(a)+ h(3) + log2

@ (Kronecker) h(a) = 0 si et seulement si @ € 100, I'ensemble des

h(a) =

racines de |'unité.
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Le probleme de Lehmer

teur
Principaux résultats

Conjecture (Lehmer)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € QX \ too, ON ait

c
h(a) > m.
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Le probleme de Lehmer Mesure de Mahler

Hauteur
Principaux résultats

Théoreme (Dobrowolski, 1979)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € QX \ too, ON ait

h(a) > m  (log3Dg(a)) .
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Le probleme de Lehmer A
H. r
Principaux résultats

Théoreme (Dobrowolski, 1979)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € QX \ too, ON ait

c
h(a) > m

@ Si a n'est pas un entier algébrique, alors h(a) >

- (log3Dg(a)) 2.
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Le probleme de Lehmer

Théoreme (Dobrowolski, 1979)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € QX \ too, ON ait

c =3
h(a) 2 - (log3Dg(a)) .
Do(a) b
@ Si a n'est pas un entier algébrique, alors h(a) > D';g(i).
@ (Smyth, 1971) Si « n'est pas réciproque, alors h(a) > Lﬁz) ou 0

est la racine réelle de X3 — X — 1.
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Le probleme de Lehmer Mesure de Mahler

Hauteur
Principaux résultats

Théoreme (Dobrowolski, 1979)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € QX \ too, ON ait

c =3
h(a) = - (log 3Dg(ev))
Do(a) b
@ Si a n'est pas un entier algébrique, alors h(a) > D';g(i)
@ (Smyth, 1971) Si « n'est pas réciproque, alors h(a) > A‘T’je) ou 6

est la racine réelle de X3 — X — 1.

@ (Schinzel, 1973) Si o appartient a un corps C.M. et |a| # 1, alors
h( ) 1 |0g 1+\[
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Le probleme de Lehmer Mesure de Mahler

Hauteur
Principaux résultats

Théoreme (Dobrowolski, 1979)

I existe ¢ > 0 tel que, pour tout o € @X \ too, ON ait

c -3
h(a) > + (log3Dg(e)) .
Dg(e) ¢
@ Si a n'est pas un entier algébrique, alors h(a) > Dlzg(i)

@ (Smyth, 1971) Si « n'est pas réciproque, alors h(a) >
est la racine réelle de X3 — X — 1.

@ (Schinzel, 1973) Si o appartient a un corps C.M. et |a| # 1, alors
h( ) 1 |0g 1+\[
° (Amoroso—Davnd, 1999) Si I'extension Q(«)/Q est galoisienne, alors

h(e) = 5@y
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Hauteur extensions abéliennes
Conj

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Le probleme de Lehmer relatif unidimensionnel
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Hauteur & extensions abéliennes

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel
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Hauteur & extensions abéliennes

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Théoreme (Amoroso-Dvornicich, 2000)

Pour tout a € (Q*)* \ fioo, 0n a

log b
h > .
(@) = =75

V.

Théoreme (Amoroso-Zannier, 2000)

Soit K un corps de nombres. Il existe c(K) > 0 tel que, pour tout
o € Q% \ oo, on ait

c(K) _
h(a) > W(Iog 3Dyan ().
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Hauteur & extensions abéliennes
Conjectures
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Conjecture (Probleme de Lehmer relatif)

Soit K un corps de nombres. Il existe c(K) > 0 tel que, pour tout

a € Q% \ oo, on ait
K
hla) = Df((ab()a)'

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore 10 / 32



Hauteur
Conjectures
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Conjecture (Probleme de Lehmer relatif)

Soit K un corps de nombres. Il existe c(K) > 0 tel que, pour tout

a € Q% \ oo, on ait
K
hla) = Df((ab()a)'

@ Dépendance en K ?
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Conjecture (Probleme de Lehmer relatif)

Soit K un corps de nombres. Il existe c(K) > 0 tel que, pour tout

a € Q% \ oo, on ait
K
hla) = Df((ab()a)'

@ Dépendance en K ?

Kab(oz)
Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et pour Dy ()
tout o € Q% \ fioo, 0N ait Kab
c ab
") 2 K QDo) K
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Conjecture (Probleme de Lehmer relatif)

Soit K un corps de nombres. Il existe c(K) > 0 tel que, pour tout

a € Q% \ oo, on ait
K
hla) = Df((ab()a)'

@ Dépendance en K ?

Kab(a)
Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et pour Dy ()
tout o € Q% \ fioo, 0N ait Kab
c ab
hla) > ———.
() [K : Q]Dyan(cv) K
o Cette conjecture est fausse Q
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Hauteur
Conjectu
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.
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Hauteur ensions abéliennes
Conjectt
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.

Soit K = Q(¢,).- On a [K: Q] = ¢(n) et n>> [K : Q]loglog[K : Q].
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Hauteur ensions abéliennes
Conjectt
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.

Soit K = Q(¢,).- On a [K: Q] = ¢(n) et n>> [K : Q]loglog[K : Q].
Soit o = 21/
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Résultats

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.

Soit K = Q(¢,).- On a [K: Q] = ¢(n) et n>> [K : Q]loglog[K : Q].
Soit v = 21/7. Alors & € K2 donc Dyan(a) = 1 et
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N P N ons abéliennes
Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel Conject
Conje:

ctures
Résultats

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.
Soit K = Q(¢,).- On a [K: Q] = ¢(n) et n>> [K : Q]loglog[K : Q].
Soit v = 21/7. Alors & € K2 donc Dyan(a) = 1 et

_ log2 1 1

h(a) = < [K : Q]loglog[K : Q] Dya(cx)
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Soient m € N* et n le produit des m premiers nombres premiers.

Soit K = Q(¢,).- On a [K: Q] = ¢(n) et n>> [K : Q]loglog[K : Q].
Soit v = 21/7. Alors & € K2 donc Dyan(a) = 1 et

log2 1 1
h(a) = n < [K : Q]loglog[K : Q] Dyav(cx)

Ainsi ¢(K) > ([K : Q]loglog[K : Q])~L.
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Théoreme (Amoroso-D. 2007)

Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et

pour tout o € @X, on ait

c(K _
h(a) > ,fab(i)(log?)DKﬂb(o‘)) 4,

c([K : Q]log(3|Ax/ql)) >  sous GRH

avec c(K) = { (2[K : Q)!Ak /) sans GRH
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Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Théoreme (Amoroso-D. 2007)

K*(a)
Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et
Q ' Dycan(cx)
pour tout o € Q*, on ait
Kab
K
h(O[) 2 C( ) (log 3DKﬂb(OL))74‘ ab
Kab(a)
K
K: | A -3 RH
avec ¢(K) = c([K : Q] log(3] K/Q|))_ sous G
(2[K : Q'Ak g)~¢  sans GRH Q

e Dépendance en Ay /g ?
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Hauteur & extensions abéliennes
Conjectures
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Théoreme (Amoroso-D. 2007)

K*(a)
Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et
Q ' Dycan(cx)
pour tout o € Q*, on ait
Kab
K
h(O[) 2 C( ) (log 3DKﬂb(OL))74‘ ab
Kab(a)
K
K: | A -3 RH
avec ¢(K) = c([K : Q] log(3] K/Q|))_ sous G
(2[K : Q'Ak g)~¢  sans GRH Q

e Dépendance en Ay /g ?
@ GRH : estimation du terme reste dans un théoreme des idéaux
premiers de K (Lagarias-Odlyzko & Friedlander).
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Hauteur ons abéliennes
Conjectures
Résultats

Le probléme de Lehmer relatif unidimensionnel

Théoreme (Amoroso-D. 2007)
Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout corps de nombres K et

pour tout o € @X, on ait

c(K _
h(a) > ,fab(i)(log?)DKﬂb(o‘)) 4,

avec ¢(K) = { c([K: Q] log(3‘AK/Q|))73 sous GRH

(2[K : Q'Ak/q)~ ¢  sans GRH

e Dépendance en Ay /g ?

Kab(a)

K

Q

Kab

Dyan(cx)

ab

@ GRH : estimation du terme reste dans un théoréme des idéaux

premiers de K (Lagarias-Odlyzko & Friedlander).

@ Amélioration du facteur logarithmique a I'aide d'une trichotomie

(premiers tres, peu ou pas ramifiés).
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R Jpleme oe e ons abéliennes
Le probleme de Lehmer relatif unidimensionnel A
Conjectures

Résultats

Théoreme (Amoroso-D. 2007)

K*(a)
Il existe ¢ > O tel que, pour tout corps de nombres K et
Q ' Dycan(cx)
pour tout a € Q*, on ait
Kab
K
h(O[) 2 L(log 3DKﬂb(OL))74‘ ab
DKab(a) K
K: | A -3 RH
avec ¢(K) = c([K : Q] log(3] K/Q|))_ sous G
(2[K : Q'Ak g)~¢  sans GRH Q

e Dépendance en Ay /g ?

@ GRH : estimation du terme reste dans un théoreme des idéaux
premiers de K (Lagarias-Odlyzko & Friedlander).

@ Amélioration du facteur logarithmique a I'aide d'une trichotomie
(premiers tres, peu ou pas ramifiés).

@ Preuve : utilise des outils plus élémentaires (déterminant de type
Vandermonde) en évitant le recours a un lemme de Siegel absolu.
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

_ Probleme de Lehmer relatif
en dimension supérieure : le cas des points
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Hauteur dans le tore
Conjectures et ré
Esqu

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Soient n € N* et G, = G, (Q) le tore de dimension n, plongé
naturellement dans P".

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dans le tore

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Soient n € N* et G, = G, (Q) le tore de dimension n, plongé
naturellement dans P".

Définition

Soit o € G}J,. Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées de
o. La hauteur de o est le réel

K,
Z [[K g]]Iogmax{1,|a1|v,...,|a,,V}.
vEMg
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Hauteur dans le tore

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Soient n € N* et G, = G, (Q) le tore de dimension n, plongé
naturellement dans P".

Définition

Soit o € G}J,. Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées de
o. La hauteur de o est le réel

K,
Z [[K g]]Iogmax{1,|a1|v,...,|a,,V}.
vEMg

° h(ap) < h(a) + h(B);
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Hauteur dans le tore

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Soient n € N* et G, = G, (Q) le tore de dimension n, plongé
naturellement dans P".

Définition

Soit o € G}J,. Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées de
o. La hauteur de o est le réel

K, : Q,
h(a) = Z [[K:g]]logmax{l, loa]vy .-y lan]v )
vEMg

o h(aB) < h(a)+ h(B);
o Y/ eN, h(a!) = th(a);
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Hauteur dans le tore

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Soient n € N* et G, = G, (Q) le tore de dimension n, plongé
naturellement dans P".

Définition

Soit o € G}J,. Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées de
o. La hauteur de o est le réel

K, : Q,
h(a) = Z [[K:g]]logmax{l, loa]vy .-y lan]v )
vEMg

° h(ap) < h(a) + h(B);
o Ve N, h(a') = th(a);
o (Kronecker) h(a) = 0 si et seulement si & € (G )tors, |'ensemble

des points de torsion.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points N —
Esquisse de la preuve

Définition

Soient o € GY, et K un sous-corps de Q. L'indice d’obstruction de o sur
K est I'entier

wi (o) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, P(cx) =0}.
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Hauteur dar ore
Conjectures et résultats

Probleme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points Esq = o

Définition

Soient o € GY, et K un sous-corps de Q. L'indice d’obstruction de o sur
K est I'entier

wi (o) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, P(cx) =0}.

o Va € G, wk(a) < n(Dk(c))*/.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Définition

Soient o € GY, et K un sous-corps de Q. L'indice d’obstruction de o sur
K est I'entier

wi (o) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, P(cx) =0}.

o Va € G, wk(a) < n(Dk(c))*/.

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout av € G, a coordonnées

multiplicativement indépendantes, on ait

1o e
)= @
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points N —
Esquisse de la preuve

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout a € G}, a coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

)
&) 2 Zoley
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Hauteur dar ore
Conjectures et résultats

Probleme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points Esq = o

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout a € G}, a coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

)
&) 2 Zoley

N

L’hypothese « a € G}, a coordonnées multiplicativement
indépendantes » est
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points B -

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout a € G}, a coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

)
&) 2 Zoley

N

L’hypothese « a € G}, a coordonnées multiplicativement
indépendantes » est

o nécessaire : si ag = (21/9,...,21/9), alors wo(a) = 1 et
h(ad) = Io§2 ;
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points B -

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout a € G}, a coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

)
&) 2 Zoley

N

L’hypothese « a € G}, a coordonnées multiplicativement
indépendantes » est

o nécessaire : si ag = (21/9,...,21/9), alors wo(a) = 1 et

h(ad) — |052 :

@ équivalente a « o n'appartient pas a un translaté de sous-tore par un
point de torsion ».
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
E e la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Conjecture (Amoroso-David, 1999 : Lehmer en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout o« € G, a coordonnées

multiplicativement indépendantes, on ait

1o e
)= e

Théoreéme (Amoroso-David, 1999)

Il existe c¢(n) > 0 et k(n) > 0 tels que, pour tout o« € GJ}, a coordonnées

multiplicativement indépendantes, on ait

() = ) (1og 3ug(a)) .
wo(a)
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. . . : . résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Conjecture (Lehmer relatif en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout o € GP, & coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

_c(n)

@)z S
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Conjecture (Lehmer relatif en dimension supérieure)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour tout o € GP, & coordonnées
multiplicativement indépendantes, on ait

c(n)

)2 Gty

Théoreme (Amoroso-David, 2004)

Il existe c(n) > 0, k(n) > 0 et u(n) > 0 tels que, pour tout @ € GJ, et
pour toute extension abélienne I de Q, on ait

h() > 7 (log 3L : Qo ()"

ou il existe une sous-variété de torsion définie sur I contenant a telle que

(deg B)Y/<dim(B) < ¢(pn)wy (a)(log 3[L : Qluwr () .
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Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points N — "
Esquisse de la preuve

Théoreme (D., 2007)

Il existe c¢(n) > 0, k(n) > 0 et u(n) > 0 tels que, pour tout o« € G, et
pour toute extension abélienne L. de Q vérifiant He, 1., on ait

h(a) > w(;((,z)(bg 3wL(a))_“(")

ou il existe une sous-variété de torsion définie sur IL. contenant « telle que

(deg B)l/c"dim(B) < c(n)wr(a)(log 3w]L(a))“(”).
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points N — "
Esquisse de la preuve

Théoreme (D., 2007)

Il existe c¢(n) > 0, k(n) > 0 et u(n) > 0 tels que, pour tout o« € G, et
pour toute extension abélienne L. de Q vérifiant He, 1., on ait

h(a) > w(;((,z)(bg 3wL(a))_“(")

ou il existe une sous-variété de torsion définie sur IL. contenant « telle que

(deg B)l/c"dim(B) < c(n)wr(a)(log 3w]L(a))“(”).

e k(n) et u(n) explicites et c(n) effectivement calculable.
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Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points N —
Esquisse de la preuve

Hypothese (He. 1)

Pour tout sous-tore H de G, pour tout ¢ entier naturel, pour tout
nombre premier p ramifié dans 1L et pour tout o € Gal(Q/Q), on ait

(o2 v (1) e

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points B -

Hypothese (He. 1)

Pour tout sous-tore H de G, pour tout ¢ entier naturel, pour tout
nombre premier p ramifié dans 1L et pour tout o € Gal(Q/Q), on ait

(o2 v (1) e

(o

@ Version plus faible de I'hypothése : controle des paramétres.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points B -

Hypothese (He. 1)

Pour tout sous-tore H de G, pour tout ¢ entier naturel, pour tout
nombre premier p ramifié dans 1L et pour tout o € Gal(Q/Q), on ait

(o2 v (1) e

(o

@ Version plus faible de I'hypothése : controle des paramétres.

e H=1(G.Rémond).
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Conjectures et r ats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme

ehmer relatif dans un tore




Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

@ On suppose, par I'absurde, que la hauteur de v est petite.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

@ On suppose, par I'absurde, que la hauteur de v est petite.

@ On fixe un ensemble de premiers.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

@ On suppose, par I'absurde, que la hauteur de v est petite.
@ On fixe un ensemble de premiers.

@ On fait une dichotomie :

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

@ On suppose, par I'absurde, que la hauteur de v est petite.
@ On fixe un ensemble de premiers.

@ On fait une dichotomie :

o Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esquisse de la preuve.

@ On suppose, par I'absurde, que la hauteur de v est petite.
@ On fixe un ensemble de premiers.

@ On fait une dichotomie :

o Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

o |l existe un premier trés ramifié dans L.
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Hauteur dans le t
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

@ Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de

transcendance.
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.
@ Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de
transcendance.
o Construction d'une fonction auxiliaire a I'aide d'un lemme de Siegel
absolu : F € Q[X]\ {0} identiquement nulle avec forte multiplicité

sur {a}L = Uy cgal(@/Lyo(@)-
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

@ Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de
transcendance.

o Construction d'une fonction auxiliaire a I'aide d'un lemme de Siegel
absolu : F € Q[X]\ {0} identiquement nulle avec forte multiplicité
sur {o}L = Uscgaigyn)o(a)-

@ « et TP sont p-adiquement proches pour 7 € Gal(Q/Q)
prolongeant le morphisme de Frobenius ¢, € Gal(L/Q).
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Conjectures et r
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

@ Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de
transcendance.

o Construction d'une fonction auxiliaire a I'aide d'un lemme de Siegel
absolu : F € Q[X]\ {0} identiquement nulle avec forte multiplicité
sur {o}L = Uscgaigyn)o(a)-

@ « et Ta” sont p-adiquement proches pour 7 € Gal(Q/Q)
prolongeant le morphisme de Frobenius ¢, € Gal(L/Q).

@ Extrapolation : F identiquement nulle sur de nombreux conjugués de

multiples {a™}y.
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Conjectures et r
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

@ Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de
transcendance.

o Construction d'une fonction auxiliaire a I'aide d'un lemme de Siegel
absolu : F € Q[X]\ {0} identiquement nulle avec forte multiplicité
sur {o}L = Uscgaigyn)o(a)-

@ « et TP sont p-adiquement proches pour 7 € Gal(Q/Q)
prolongeant le morphisme de Frobenius ¢, € Gal(L/Q).

@ Extrapolation : F identiquement nulle sur de nombreux conjugués de
multiples {a™}y.

@ Lemme de zéros : construction d'une variété V dont on controle le
degré et contenant une puissance {a‘}.
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Hauteur dan
Conjectures et r
Esquisse de la preuve

Tous les premiers considérés sont peu ramifiés dans L.

Approche a la Amoroso-David : schéma classique d'une preuve de
transcendance.

Construction d'une fonction auxiliaire a I'aide d'un lemme de Siegel
absolu : F € Q[X]\ {0} identiquement nulle avec forte multiplicité
sur {o}L = Uscgaigyn)o(a)-

o et TaP sont p-adiquement proches pour 7 € Gal(Q/Q)
prolongeant le morphisme de Frobenius ¢, € Gal(L/Q).
Extrapolation : F identiquement nulle sur de nombreux conjugués de
multiples {a™}y.

Lemme de zéros : construction d'une variété V dont on controle le
degré et contenant une puissance {a‘}.

wr(a)

¢
) < logun (@)
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Il existe un premier p trés ramifié dans L.

@ Il existe un sous-corps IL,) C IL tel que o et (T sont p-adiquement
proches pour T € Gal(Q/L,,)) et ¢ point de p-torsion.
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

Il existe un premier p trés ramifié dans L.

@ Il existe un sous-corps IL,) C IL tel que o et (T sont p-adiquement
proches pour T € Gal(Q/L,,)) et ¢ point de p-torsion.

@ Argument de déterminant (pas de lemme de Siegel) :

WLy (aP) < wi(a) log wi ().
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().

Insuffisant pour conclure
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().

Insuffisant pour conclure : descente.
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().

Insuffisant pour conclure : descente.

@ Appliquer plusieurs fois de suite cette proposition.

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().

Insuffisant pour conclure : descente.

@ Appliquer plusieurs fois de suite cette proposition.

@ Construction d'une suite de variétés « emboitées ».
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i . : : . Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points one -
Esquisse de la preuve

Si h(a) < wi(a) " H(logwy(a)) ™", alors

o il existe { € N* tel que

wr(a)

wr(a') <« 7(Iogwk(a))P

@ ou il existe ¢’ € N* et un sous-corps " C 1L tel que

wi () < wi(a) logwr ().

Insuffisant pour conclure : descente.
@ Appliquer plusieurs fois de suite cette proposition.
@ Construction d'une suite de variétés « emboitées ».

@ Obtenir deux variétés de méme dimension possédant certaines
propriétés.
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points 5
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant
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Hauteur dans le t
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afteV;
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Hauteur dans le t
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
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Hauteur dans le t
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
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Hauteur dans le tore
Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afteV;
o dimV =dim V/;
o [('lVCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;

o (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(a”/)(logwy(a“/))”.
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afteV;
o dimV =dim V/;
o [('lVCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(a”/)(logwy(a“/))”.

Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant
e alcV,;
o dimV =dimV’;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)1/eodim(V) « (i, () (log wis ()",

Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wl(aZ) < deg( V)l/codim(v)
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Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afteV;
o dimV =dim V/;
o [('lVCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(a”/)(logwy(a“/))”.

Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wl(aZ) < deg( V)l/codim(v)
< deg([é’] V)l/codim(v)
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squisse de la preuve
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points E

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant

e afteV;

o dimV =dim V/;

o [(]VCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;

o (deg V/)1/edim(V) < wy, (') (logwis (™))"
Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wi(a) < deg(V)Y/eodim(V)

< deg([é’] V)l/codim(v)
< deg( V/)l/codim(V')
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Conj s et rés
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant

e afteV;

o dimV =dim V/;

o [(]VCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;

o (deg V) /eodim(V') « wy, (o) (log wi (@'))"
Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wl(aZ) < (V)l/codlm V)

< deg(

< g( Vi 1/codim(V")
w (a

< M/)(|ng[y( M’))n

[(’] V)l/codlm( )
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Esqulsse de Ia preuve

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
[e1\v c v,
¢ est un « bon » entier pour V;
(deg V') 1/oodim(V') < (o )(log wrs (' ))"

Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wl(aZ) < ( )l/codlm V)
< g([(’]\/)l/mdlm( )
< deg( )l/codlm(V )
< wu(a)(logwr (a))"
< wp(ah).
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Es sse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant
e alcV,;
o dimV =dimV’;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)1/eodim(V) « (i, () (log wis ()",

Si ¢’ est un produit de premiers peu ramifiés

wl(aZ) < ( )l/codlm V)
< g([(’]\/)l/mdlm( )
< deg( )l/codlm(V )
< wu(a)(logwr (a))"
< wp(ah).

Contradiction.
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Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afeV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV/;

@ /' est un « bon » entier pour V;

(deg V/)l/codim(v’) < w]L/(aeé’)(|ongl(a€£’))n_
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o dimV =dim V/;
[\ c v,
@ (' est un « bon » entier pour V;
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Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore
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C
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afeV;
o dimV =dim V/;
[\ c v,
@ (' est un « bon » entier pour V;
(deg V/)l/codim(v’) < w]L/(a”l)(logwy(a“,))“.

Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore

w]L(alZ) < deg(v)l/codim(v)
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afeV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV/;
@ (' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V') <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore

w]L(alZ) < deg(v)l/codim(v)
< deg(glfl[el]v)l/codim(V)
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points E

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afeV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV/;
@ (' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V') <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore
wi(a’) < deg(V)Y/edm)

< deg(glfl[el]v)l/codim(V)
< (Z/_l deg( V/))l/codim(V’)
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

Co ats
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

Emmanuel DELSINNE

alev;
dimV =dim V/;
[\ c v,

¢ est un « bon » entier pour V;
(deg V/)l/codim(v’) < w]L/(aeé’)(|ongl(a€£’))n_

Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore

wr(af) <
<
<
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deg( V)l/codim(v)
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Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore 26 /32



Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afeV;
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o [(]VCV/;

@ (' est un « bon » entier pour V;
® (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(aeé’)(|ongl(a€£’))n_

Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afeV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV/;

@ (' est un « bon » entier pour V;
® (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(aeé’)(|ongl(a€£’))n_

Si ¢' est un premier trés ramifié et V n'est pas un translaté de sous-tore

wr(af) <
<
<
<
<

Contradiction.

deg( V)l/codim(v) 4

deg(glfl[gl] V)l/codlm(V)

(Z/_l deg(vl))l/codim(vl)
(f’)_l/"wL/(aﬁ,)UOg wL/(aM’))m
wi(af).
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Conjectures et résultats
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V' vérifiant

e afteV;
o dimV =dim V/;
o [('lVCV;

@ /' est un « bon » entier pour V;

o (deg V/)l/codim(v’) < w]L/(a”/)(logwy(a“/))”.
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C
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant
e alcV,;
o dimV =dimV’;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)1/eodim(V) « (i, () (log wis ()",

Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

C
Esquisse de la preuve

On obtient deux variétés V et V' vérifiant
e alcV,;
o dimV =dimV’;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)1/eodim(V) « (i, () (log wis ()",

Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore

w]L(aE) < deg(v)l/codim(v)

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Hauteur dan
Conjectures et r
Esquisse de la preuve

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V) <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore

w]L(aE) < deg(v)l/codim(v)
< deg([é’] V)l/codim(V)
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points E

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V) <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore
wi(af) < deg(V)Y/codim(V)

< deg([é’] V)l/codim(V)
< ([]L/ : L]71 deg( V/))l/codim(V')

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V) <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore
wi(af) < deg(V)Y/codim(V)
< deg([¢']V)H/codimV)
< ([ L] 7t deg( V7)) eodim(V)
< L LY () (log wr (o))"

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V) <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore
wi(af) < deg(V)Y/codim(V)
< deg([¢']V)H/codimV)
< ([ L] 7t deg( V7)) eodim(V)
< L LY () (log wr (o))"
< w(ab).

Emmanuel DELSINNE Autour du probléme de Lehmer relatif dans un tore



Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas des points

On obtient deux variétés V et V'’ vérifiant
e afteV;
o dimV =dim V/;
o [(]VCV;
@ /' est un « bon » entier pour V;
o (deg V/)/eodim(V) <y, (o) (log wis (™))",
Si ¢/ est un premier trés ramifié et V est un translaté de sous-tore
wi(af) < deg(V)Y/codim(V)
< deg([¢']V)H/codimV)
< ([ L] 7t deg( V7)) eodim(V)
< L LY () (log wr (o))"
< w(ab).

Contradiction.
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Minimum

Conjectur
Probleme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

_ Probleme de Lehmer relatif
en dimension supérieure : le cas général
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Minimum essentiel
Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Définition

Soit V' une sous-variété de GJ,. Le minimum essentiel de V' est le réel
défini par
ASS(V) = inf {V(B) =V}
0ER ’
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Minimum essentiel

Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Définition

Soit V' une sous-variété de GJ,. Le minimum essentiel de V' est le réel
défini par
ASS(V) = inf {V(B) =V}
0ER ’

ou V(0) ={a €V, h(a) <6}.

A

Théoreme (Zhang, 1992)

Soit V' une sous-variété de G2,. Alors i**5(V) = 0 si et seulement si V

est une variété de torsion.
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Minimum essentiel
Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Définition

Soient V' une sous-variété de G, et K un sous-corps de Q. L'indice
d’obstruction de V' sur K est ['entier

wk (V) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, Va € V, P(a) = 0}
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Définition
Soient V' une sous-variété de G, et K un sous-corps de Q. L'indice
d’obstruction de V' sur K est ['entier

wk (V) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, Va € V, P(a) = 0}

Conjecture (Amoroso-David, 2001)

Il existe c(n) > 0 tel que, pour toute sous-variété géométriquement

irréductible V de G}, non contenue dans une variété de torsion, on ait
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Définition
Soient V' une sous-variété de G, et K un sous-corps de Q. L'indice
d’obstruction de V' sur K est ['entier

wk (V) = min{deg P, P € K[X]\ {0}, Va € V, P(a) = 0}

Théoreme (Amoroso-David, 2001)

Il existe c(n) > 0 et k(n) > 0 tels que, pour toute sous-variété V de G2,

non contenue dans une variété de torsion, on ait

~ess C(n) —kK(n
A= (V) > m('OEWQ(V)) (n)

@ Corollaire du théoreme pour les points.
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Minimum essentiel
Conjectures et résultats

Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Il existe c(n) > 0 tel que, pour toute sous-variété \/ géométriquement
irréductible de G}, non contenue dans une variété de torsion, on ait

~ess C(n)
a (V) Z CUQab( V)
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Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Conjecture

Il existe c(n) > 0 tel que, pour toute sous-variété \/ géométriquement
irréductible de G}, non contenue dans une variété de torsion, on ait

~ess C(n)
a (V) Z u)Qab( V)

Théoreme (D., 2005)

Il existe c(n) > 0 et k > 0 tels que, pour toute hypersurface irréductible

V de G}, qui n’est pas de torsion, on ait

~A eSS (n) —K
A(V) 2 5 Ty (og 3 (V)
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Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Conclusion
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Minimunm tiel
Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Conclusion

@ Probleme unidimensionnel : clarifier la dépendance en K.
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Minimum ntiel
Conjectures et résultats
Probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure : cas général

Conclusion

@ Probleme unidimensionnel : clarifier la dépendance en K.

@ Probleme en dimension supérieure : enlever I'hypothése technique.
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