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Résumé

Ce mémoire d’Habilitation & Diriger des Recherches (HDR) retrace dix années de
recherche en tant que maitre de conférences, autour de modeéles ’EDP appliqués a
des écoulements de fluides. On y trouve aussi bien des aspects analyse mathématique,
qu’analyse numérique, algorithmique ou encore calcul et mise en oeuvre informatique.
Les principaux modeles d’EDP abordés sont les équations de Navier-Stokes ou Stokes
surface libre (micro-fluidique, glaciologie), les équations de St-Venant ou asymptotique
”shallow” (hydraulique fluviale, glaciologie).

L’orientation de ces études vers les thématiques applicatives a conduit a élaborer des
modeles numériques potentiellement applicables aux problémes réels posés. Ainsi, les
aspects calibration de modeles, optimisation, identification, analyse de sensibilité et
assimilation de données (via le controle optimal) y sont largement représentés.

En termes de réalisation de logiciels prototypes, sont présentés un code d’hydrau-
lique fluviale (inondations) dédié a I’analyse de sensibilité, I’assimilation variationnelle
de données et le couplage, un code surface libre d’impact de gouttelettes (2D axi-
symétrique ALE) et un code d’optimisation de forme appliqué & I’électro-capillarité.

Le premier chapitre présente des analyses mathématiques et analyse de schémas
éléments finis basées sur des troncatures. Un second chapitre décrit un cadre mathématique
et algorithmique pour 'optimisation de forme, avec applications & un modele Navier-
Stokes - thermique radiative et & une gouttelette électrifiée (électro-capillarité). Un
troisieme chapitre traite de la modélisation numérique de la dynamique d’une goutte-
lette sur un substrat solide. La dynamique de la ligne triple y est décrite a ’aide du
modele de Shikhmurzaev. Dans un quatrieme chapitre sont présentés plusieurs travaux
autour d’écoulements fluviaux et zones d’inondations (St-Venant 1.5D-2D, schémas
volumes finis). Les processus de calibrage de modeles, de couplage et d’assimilation
variationnelle de données constituent une grand part des travaux. Des applications a
des écoulements réels avec données non standards (trajectoires lagrangiennes, image
satellite) démontrent la potentialité des méthodes développées. Le dernier chapitre
traite des travaux récemment initiés et tout particulierement ceux relatifs aux calottes
polaires (Stokes non-Newtonien et équations asymptotiques). Parmi les difficultés
mathématiques soulevées figurent la réduction de modeles (asymptotique, réduction
d’ordre), le couplage, la sensibilité des modeles aux erreurs et aux parametres, et enfin
I’assimilation de données et le calibrage.

Mots-Clefs. Calcul scientifique, modélisation mathématique et numérique.
Equations aux Dérivées Partielles (EDPs), schémas numériques, controle optimal, as-
similation de données, couplage, écoulements surface libre, écoulements peu profonds,
conception optimale de forme.

Applications : écoulements environnementaux (rivieres - inondations, glaciologie, hy-
drologie), hydraulique, microfluidique.

iii



Chapitre 1

Introduction

Ce document retrace dix années de recherche autour de modeles d’EDP
appliqués & des écoulements de fluides (& une exception pres). En début de par-
cours, je me suis plutot intéressé aux aspects analyse mathématique (existence,
propriétés de solutions, estimations & priori etc), aux aspects analyse numérique
(convergence de schémas éléments finis essentiellement), et avec application &
des modeles d’élasticité (I’exception non fluide), Navier-Stokes avec thermique
radiative couplée ou encore équation surfacique locale en micro-fluidique. A mi-
parcours, je me suis ensuite plus tourné vers les préoccupations des chercheurs
utilisateurs potentiels de nos modeles et ceci tout d’abord dans le domaine de la
micro-fluidique, puis ’hydraulique fluviale et & présent ’hydrologie de maniére
plus large et enfin la glaciologie. Cette ouverture vers les thématiques applica-
tives m’a conduit a élaborer des modeles numériques applicables aux problemes
réels posés.

Parmi les modeles I’EDP que j’ai abordés, figurent les équations de Navier-
Stokes surface libre (micro-fluidique), les équations de St-Venant (hydraulique
fluviale) et & présent les équations de Richards (hydrologie des sols), et enfin
les équations de Stokes en non-newtonien et les équations glaces-peu-profondes
(glaciologie).

Du fait de ma culture initiale en conception optimale de forme (travaux
de these), en parallele des modeles et solveurs directs, j’ai naturellement pu
m’intéresser aux aspects analyse de sensibilité, assimilation de données et iden-
tification de parametres (calibrage) via les techniques de contrdle optimal. Ces
aspects sont particulierement importants pour les écoulements géophysiques qui
sont des écoulements a grande échelle spatiale avec des données entachées d’er-
reurs (données de terrain par exemple), écoulements qui sont difficilement ou
pas du tout reproductibles, et qui s’appuient sur des paramétrisations empi-
riques. Du point de vue mathématique et numérique, ’applicabilité des modeles
suppose des solveurs robustes (aux données réelles) et abordables en terme de
cotit de calcul pour les échelles de temps et d’espace considérées. Concernant ce
dernier point, la notion de réduction de modeles y trouve naturellement sa place.

En termes de réalisation de logiciels prototypes, tout d’abord j’ai congu un
code d’optimisation de forme (2D axisymétrique) appliqué a 1’électro-capillarité,



code actuellement a la base des calculs d’une these dans le domaine. En parallele,
et toujours dans le domaine de la micro-fluidique, nous avons développé avec
un chercheur post-doctorant un code surface libre d’impact de gouttelettes (2D
axisymétrique ALE). Dans le domaine de ’hydraulique fluviale, j’ai mené le pro-
jet de développement d’un code dédié a ’analyse de sensibilité et assimilation
variationnelle de données. Ce logiciel est a présent largement repris et constitue
la source de plusieurs collaborations. Dans la continuité de ce dernier projet,
nous avons a présent pour ambition avec deux autres groupes de collegues eu-
ropéens de fusionner nos codes et savoir-faire autour d’une plate-forme intégrée
plus large dédiée a I’hydrologie (surface et sols).

Le contenu de ce document semble a priori disparate, cependant il suit ma
démarche chronologique et de ce fait entre deux études (et donc entre deux par-
ties), on retrouve toujours des idées et méthodes précédemment développées.
En somme, des problemes disparates mais une évolution continue des outils
mathématiques et numériques.

Dans le chapitre 2, je présente deux analyses mathématiques (estimations a
priori, existence de solutions etc) et une analyse de schémas éléments finis pour
un systéeme complexe fortement couplé.

Ces analyses portent sur un modele d’élasticité adaptative (ré-adaptation des
0s aux contraintes extérieures) et sur un modele d’écoulements Navier-Stokes
fortement couplé avec une thermique radiative corps gris.

Dans le chapitre 3, jécris la synthése d’'un cadre mathématique pour la
conception optimale de forme, et ceci avec application au modele Navier-Stokes
thermique radiative précédent (mais en faiblement couplé). Dans une seconde
partie, ce cadre mathématique et numérique est ensuite directement appliqué
& une gouttelette électrifiée (électro-capillarité), modélisée & 'état d’équilibre
comme minimisant son énergie totale (un probléme de surface libre en statique
modélisé comme un probléme d’optimisation de forme). Les discrétisations et
algorithmiques relatives aux aspects optimisation de forme y sont décrites.

Le chapitre 4 traite de la modélisation numérique de la dynamique d’une
gouttelette sur un substrat solide. La difficulté majeure résidant dans la des-
cription de la dynamique de la ligne triple. Le modele de Shikhmurzaev y est
étudié. Une analyse mathématique 1D incluant des propriétés de la solution ainsi
qu’une analyse numérique éléments finis y sont présentées. Ensuite une formula-
tion ALE du modele de Navier-Stokes surface libre avec conditions de glissement
généralisées, combinée avec une algorithmique de point triple (géométrie 2D
axisymétrique) y figurent, ainsi que des tests numériques de 1’étalement d’une
goutellette impactant un solide.

Dans le chapitre 5, je présente l’ensemble des travaux que j’ai mené au-
tour des écoulements fluviaux avec une attention particuliere portée sur les
écoulements avec débordements (zones inondées). Les modeles directs sont basés
sur les équations de St-Venant 1D et 2D. Une étude précise sur un solveur vo-
lumes finis HLLC est y présentée. Les processus d’assimilation variationnelle
de données et de calibrage de modeles y sont largement développées. L’assimi-
lation de données lagrangiennes (extraites d’images vidéos par exemple) ainsi



que celle d’'une image satellite y sont développées. Des applications a des cas
réels y sont présentés et validés. Les aspects couplage y sont abordées, incluant
un algorithme original de superposition de modele basé sur le processus de
controle optimal précédent (superposition type méthode des joints). Enfin les
développements en collaboration et applications a court terme bouclent le cha-
pitre.

Le chapitre 6 présente les perspectives a court et moyen terme, sachant qu’il
décrit I’ensemble de mes travaux récemment initiés. Ces travaux portent sur la
modélisation numérique directe et inverse d’écoulements en hydrologie (infiltra-
tion dans les sols, équations de Richards) et en glaciologie (calottes polaires,
équations de Stokes non-linéaires et équations asymptotiques). Les difficultés
mathématiques soulevées sont relatives & la réduction de modeles (asympto-
tique, réduction d’ordre), au couplage, a la sensibilité des modeles aux erreurs
et aux parametres, et enfin a ’assimilation de données et calibrage.



Chapitre 2

Résultats d’existence et
unicité de solutions

Mes travaux de these portaient sur I’optimisation de forme pour un systéeme
couplé fluide - thermique (convection forcée, couplage faible). Le modele de
fluide était trivial (écoulement potentiel), tandis que le modele de thermique
était bien plus complexe car il tenait compte des échanges diffusifs, convectifs
mais aussi radiatifs type corps gris (équation intégrale dite de radiosité).
Durant un court séjour post-doctoral au CMAF Lisbonne, j’ai écris une analyse
mathématique d’un modele d’élasticité adaptative appliqué au comportement
mécanique des os du corps humain (”bone remodelling”). J’en décris les prin-
cipes dans la section 1. De retour en France (recrutement & Grenoble, LMC-
IMAG), j’ai étudié un modele de convection naturelle incluant des transferts ra-
diatifs identiques a ceux étudiés durant ma these. L’aspect convection naturelle
(et non uniquement forcée) conduisant a des difficultés d’analyse supplémentaires
majeures tant au niveau de I’analyse mathématique que de ’analyse numérique.
J’en décris les principes en section 2.

Un point commun entre ces deux analyses mathématiques tient au fait que les
estimations a priori permettant d’obtenir I’existence de solutions a ’aide d’un
théoreme de point fixe, sont établies sur des équations tronquées (et éventuellement
avec régularisation de la troncature). Ces troncatures sont effectuées aux va-
leurs extrémes physiquement admissibles (valeurs naturelles d’un point de vue
mécanique). Cette technique de troncature permet d’écrire les analyses mathématiques
dans des espaces fonctionnels standards ; et dans le cas du fluide ou 'on peut
montrer un principe du maximum, on retrouve a posteriori l'existence et unicité

de la solution ”physiquement admissible” aux équations originelles.

2.1 Un modele d’élasticité adaptative (ré-adaptation
mécanique des os)

Ce paragraphe est tiré de l'article [MoTr98], voir également [MoTr98-b] .

Les os sont des structures dynamiques qui s’adaptent continuellement aux



stimuli extérieurs. Ce processus de ré-adaptation ( "remodelling” en anglais), est
responsable du fait qu’un os devient plus rigide et plus dense lorsque soumis a des
contraintes intenses ; inversement il devient moins rigide et plus poreux en 1’ab-
sence de contraintes extérieures. Plusieurs théories du "remodelling” existent.
Celle proposée par Cowin et Hegedus, [4], [7], présente plusieurs avantages :
i) elle est dérivée des principes de conservation de la mécanique des milieux
continus; ii) elle inclut bien d’autres théories existantes et semble pouvoir cor-
rectement modéliser bien des situations expérimentales; iii) elle généralise, en
un certain sens, la théorie de 1’élasticité non linéaire.

Je m’attache ici & montrer 'existence et 'unicité de la solution du modele
de Cowin et Hegedus, [4], [7].

Quelques notations. Soit R I'ensemble des déplacements rigides : R = {v/v =
a+bAz; ab € IR?}. On suppose que la résultante des forces extérieures
est nulle. Soit ¢ un réel, 1 < g < oo, et m des entiers positifs, on définit :
vt = (Wma(Q)/R)", V™ o= (H™(Q)/R)", L9 = (LI(€))™*", W1 =

(Wm,q(_ﬂ))nxn7 Hm — (Hm(Q))an’ Cm — (Cm(Q))an

Le modeéle. On note le champ de déplacement v = (u;), 1 < i < n, le
tenseur des contraintes o = (0y;), 1 < 4,5 < n, le tenseur des déplacements
linéarisé € = (g;;), 1 < 4,7 < n. Enfin on note e le changement de la fraction
volumique par rapport a une fraction volumique de référence. Le modele de
Cowin et Hegedus, [4], [7] est le suivant :

Trouver (u,e) qui satisfait :

—0j0i5 =v(& +e)fi in Q
oij = (&0 + €) aijrm(e) erm(u)

(P eij(u) = 5(uij + ;)
045Ny = Fz on Et
U = Ug on g
€= a(e) + Akm(e) Ekm(u) in @
e(z,0) = eg(x) in Q)

Les fonctions a;jrm (€), a(e) and A;;(e) caractérisent les propriétés du matériau
(tres peu de données expérimentales disponibles). Si on en effectue une approxi-
mation polynomiale, cela donne :

1

aijrm(e) = 50?(ﬁo agjkm +e a%ljkm) (2.1)
a(e) =ap+ay e+ay e? (2.2)
Aij(e) = AY + e Ajj (2.3)

0

~ 0
ol a; ao, a1, az, Az,

iikm a}jkm, A}j sont des constantes.

En vue de montrer 'existence de solutions faibles a ce modele, tentons de le
formuler en terme de point fixe et voyons quelles sont les difficultés rencontrées.
Si on cherche les déplacements u dans C°([0,7]; V™P) avec m > 1 et p tel
que n < p < oo, alors e(u) appartient & C°([0, T]; W™~ 1P). Considérons le cas
m=11ie. e(u) € CY([0,T]; LP). Alors, la solution e de 'EDO de "remodelling”



n’appartient pas nécessairement a C°([0,77]; L' (€2)).

Pour illustrer cela, considérons 1'équation : é = g(x)e; e(0,2) = 1 avec
-1
g(x) = x? . La fonction g appartient & LP(]0,1[) et la solution de I’équation,
e(t,x) = exp(g(x)t), n’appartient pas a C°([0,T]; L1(]0, 1[)). Ce contre-exemple
! montre que la régularité L? d’un parametre dans une EDO n’est pas préservée,
comme elle est pour les espaces CP.

Considérons a présent le cas m > 2. Il découle des proprietes d’injection
des espaces de Sobolev que les tenseur des déplacements e(u) appartient &
C°([0,T];C™=2), alors sous des hypotheses de régularité sur les coefficients
Slastiques a;jgm(€) et sur &, on a (& + €)aijrm(e) in CO([0,T]; C™~2(Q)).
Finalement, on déduit de résultats classique de régularité en élasticité que u
appartient a C°([0, T]; V™~1P) et non pas a C°([0,T]; V™P).

De cette analyse préliminaire, il est clair que si 'on veut montrer 1’existence
de solutions faibles a I’aide d’une méthode de point fixe, on a besoin de régularité
supplémentaire. Nous contournons cette difficulté en tronquant (et régularisant)
la fraction volumique e aux extrema physiquement admissibles (& savoir e doit
appartenir a 'intervalle ]0, 1]).

Pour cela, on définit les coefficients d’élasticité c;jum(e), 1 < k,m < n, de
maniere non locale comme suit :

Cijim(€) = (§o + M, 0 Py(€)) aijim(My o Py(e)) (2.4)

ou M, est un opérateur de régularisation et P,(e) un opérateur de troncation.
Nous définissons alors le modele de type non local, en considérant ces nouveaux
coefficients d’élasticité, et en considérant P, (e) & la place de e dans le second
membre des équations d’élasticité.

Cette troncation réguliere permet d’imposer que la fraction volumique ap-
partient & ]0,1], tout en ayant une régularité C* pour le couplage du systeme
d’élasticité et de PEDO de ”"remodeling”. D’un point de vue mécanique, cette
régularisation peut étre interprétée comme étant une loi constitutive non locale.

Afin d’obtenir I’existence de solution, on établit les estimations & priori sui-
vantes. Pour e et é, on a :

Proposition 1 Supposons e(u) donné dans C°([0,T];C°). Alors, il existe un
unique e in C*([0,T]; C°(2)) solution de I’EDO tronquée. De plus, il existe une
constante positive c telle que :

lellcicoy < {e + clle(W)llcooy} x { lleollcoy
+ T [ laeo)llcoy + [[A(eo)llco(lle(w)llco(cooy ]
x exp[ T (k1 + kalle(u)|cocoy) ]} (2.5)

1Contre-exemple dii & L. Sanchez du CMAF Lisbonne



Ce résultat est obtenu a ’aide du théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard (existence-
unicité) et du lemme de Gronwall (estimation).

Alors, on prouve que les nouveaux coefficients d’élasticité sont bornés dans
C1(Q) uniformément en temps. Ce qui nous permet d’obtenir une estimation
sur le champ de déplacement 3D wu :

Proposition 2 Soit e(t,z) donné dans C1([0,T]; C°(Q)). Alors, il existe une
unique solution u € C*([0,T); V2P) au systéme d’élasticité quasi-statique tronqué.
De plus, il existe un constante positive c independante de e telle que :

) (2.6)

lullcrwary < ¢ (VI fllerey + HF”CI(WI—%,P)

Finalement, on obtient :

Théoréme 1 Il existe une unique solution (u,e) in C*([0,T]; VZP)xC1([0, T]; C°(£2))
au probléeme tronqué régularisé.

Le démonstration s’effectue en trois étapes. 1) Existence de solutions & 1’aide
du théoréme de point fixe de Schauder (basé sur les estimations précédentes).
2) Unicité obtenue en adaptant une démonstration d’unicité de Cowin and Na-
chlinger [5]. 3) Du fait de notre formulation du systéme, on peut déduire de la
régularité supplémentaire de résultats classiques de régularité sur le systeme de
I’élasticité.

2.2 Un modele de convection libre avec trans-
ferts radiatifs corps gris

Ce paragraphe est tiré de article [Mo00].

Au cours de ma these, j’avais étudié un modele de thermique prenant en

compte les transferts diffusifs, convectifs mais aussi radiatifs type corps gris
(équation de radiosité). Dans le prolongement de ce travail, je me suis intéressé
a ’analyse mathématique (existence, unicité solutions faibles, estimations) ainsi
qu’a I'analyse numérique de schémas éléments finis pour ce modeéle de thermique
(intégro-différentiel non linéaire) fortement couplé aux équations de Navier-
Stokes au travers d’un terme de Boussinesq (modele complet de convection
naturelle). L’analyse mathématique s’appuie 1a encore sur un théoréme de point
fixe, des estimations a priori obtenues dans des espaces de Sobolev standards
grace & des troncatures "naturelles” (ie aux valeurs extrémes du physiquement
admissible).
L’analyse numérique éléments finis s’appuie sur l'analyse de Brezzi-Rappaz-
Raviart, [2], qui traite de lapproximation des problémes non-linéaires de la
forme F(A;z) = 0. On en déduit un ensemble de schémas éléments finis d’ap-
proximations cohérentes entre les différentes variables.

De nombreux articles traitent du modele de convection naturelle mais sans
le modele de transfert radiatif de type corps gris (e.g. [1], [12]). Par ailleurs, le
présent modele thermique radiatif ¢ @ donné a été étudié dans [11], [3], [13], [14]
et [10]. L’analyse du couplage (fort) entre Navier-Stokers et ce modele radiatif
n’avait alors pas encore été abordé.



Le modéle mathématique. On considere le modele de convection libre (na-
turelle) dans un domaine borné de IR™ (n = 2 ou 3). Aprés une résolution de
léquation intégrale de radiosité (voir [11] qui présente une expression explicite
de la radiosité en fonction de T'), et une reformulation des équations, les in-
connues du modele sont la vitesse i, la pression p, et la température T'. Les
équations sont :

—AT + VGr (@-V)i + Vp=VGrgT inQ (2.7)
div(@) =0 in Q (2.8)
~AT + VGra-VI'=0 inQ (2.9)

Comme conditions aux bords, nous avons : u = 0 sur 92, T' = T} sur un bout
du bord T'y et la condition au bord radiative. Cette derniére est non-linéaire,
non monotone, de type non locale : —g—z: =Q(T) sur I'y, ol :

Q(T)(z) = Bi (T —Ty)(x) + e(x) 6,(I — B)(TY(z) x €0

Gr est le nombre de Grashoff, Bi est le nombre de Biot, d; des nombres
adimensionnels; £(z) est I’émissivité, elle vérifie : 0 < g9 < g(x) <& < 1.
On montre que le noyau (linéaire) B est contractant dans L (9), [10], (cela
n’est pas vrai dans L9(992), 1 < ¢ < oo, & moins que I'émissivité £ soit
constante).

Existence et unicité de solutions faibles admissibles. Effectuons a nou-
veau une petite analyse préliminaire en terme de régularité. Il découle des pro-
priétés d’inclusion des espaces de Sobolev (en 3D) que si T € H'(f2) alors
T € LY(09) et Q(H(Q)) C LY(9%). Alors, un espace naturel pour écrire une
analyse serait le Banach : H(Q) N L5(99Q). Une analyse mathématique a u
donné a depuis été écrite dans [14].
Nous suivons ici la méme approche que précédemment au sens ot nous avons
préféré tronquer la température sur la frontiere I'y et dans le terme source des
équations de Navier-Stokes (terme de Boussinesq) aux valeurs physiquement
"naturelles”, voir [11], [10] :

Ting = Min(inf Ty, inf Ty); Tsup = Max(sup Ty, sup Tp) (2.10)

g Ly Iy Ty

L’opérateur correspondant Q(7T') devient alors Lipschitzien dans L?(9) et borné
dans L*°(99), voir [11].
L’intérét d’une telle troncature est de pouvoir écrire une analyse dans les espaces
de Sobolev standards, ce qui facilite grandement I’analyse sans pour autant di-
minuer la portée du résultat d’existence-unicité montré.

Brievement, 'analyse mathématique écrite est la suivante. On considere I'es-
pace des champs de vitesse & divergence nulle, 'inconnue devient (4, T). On écrit
un principe du maximum faible sur les équations tronquées : la solution vérifie
a priori Tjpp < T < Tyyp a.e. dans Q. On obtient alors des estimations & priori
sur T et u :
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+ RallTallyr,[1 + SovVGr [[ullLs@] } (2.11)



||U||1,Q <Cq VGr |g‘ ‘Q| Tsup (212)

On obtient alors I’existence de solutions faibles a 1’aide du théoréme de point
fixe de Leray-Schauder.
On établit ensuite des estimations supplémentaires (toujours dans les espaces
de Sobolev standards) et on obtient 'unicité de la solution qui vérifie le principe
du maximum. (Ces résultats d’existence et unicité sont bien entendus obtenus
pour une viscosité et une diffusion thermique suffisamment importantes...). En
résumé on obtient :

Théoréme 2 Pour une viscosité et une diffusion thermique suffisamment im-
portantes, le modéle couplé de convection naturelle avec échanges thermiques
radiatifs type corps gris précédent, admet une unique solution (u,p,T,w) in

H(Q) x L3(Q) x HY(Q) x L*°(0) qui vérifie :

Ting < T < Tsyp p.p. dans Q (2.13)

Autrement exprimé, le probléme original (non tronqué) admet une unique solu-
tion physiquement admissible.

Cette méme approche de troncature va nous permettre d’obtenir d’autres esti-
mations et de montrer la convergence des schémas éléments finis qui suivent.

Schémas élément finis : existence, unicité et convergence. Pour des rai-
sons techniques, nous considérons une troncature plus réguliere que précédemment
(C?). Pour Panalyse numérique, on considere la formulation primale du systéme
i.e. on ne résout pas l’équation de radiosité et on considére comme inconnue
discrete : i, pn, Tn et wy. On discrétise les équations a l'aide de méthode
éléments finis, les espaces éléments finis de vitesse et pression satisfaisant la
condition inf-sup de Babuska-Brezzi.

On montre que le systéme complet couplé entre dans le cadre des problemes
non-linéaires de la forme F(A;z) = 0 avec F: A x X — X, A un intervalle de
IR et X un Banach; problemes dont "approximation est étudiée dans Brezzi-
Rappaz-Raviart [2].

On écrit notre systeme sous forme de point fixe et nous considérons des solu-
tions non singulieres (on montre que le systéme linéarisé est bien posé si les
coefficients de diffusion sont suffisamment grands) Le théoréme des fonctions
implicites discret établit dans [2] nous permet d’obtenir 'existence-unicité de la
solution discrete et sa convergence en h.

A noter que 'on établit des estimations d’erreurs tres précises dans le sens ou le
cas de solutions non-régulieres (espace de Sobolev fractionnaires) est considéré.
En particulier, une nouvelle estimation d’erreur basée sur les inégalités d’inter-
polation entre deux espaces de Sobolev, est montrée pour des éléments finis a
bulle. Finalement, on a :

Théoréme 3 Supposons montré de la régularité supplémentaire sur la solution
(i,p, T, w) (de coefficients respectifs s, s,3,7), et considérons des éléments fi-
nis satisfaisant la condition inf-sup de Babuska-Brezzi. Si la viscosité v, si la
conductivité thermique A et si le coefficient de transfert thermique h sont suffi-
samment grands alors il existe un hg > 0 tel que pour tout h < hg, il existe une



unique solution (up,pn, Th,wr) € Up X Py X L X Ry, au schéma éléments finis.
De plus,

lu—unllio+[lp = pulloo + 1T = Thllia + lw —whrlope < c¢h®  (2.14)

ot ¢ est une constante indépendante de h, (u,p, T,w) € H(Q) x (L?(Q)/R) x
HY(Q) x L>(09) est 'unique solution faible (admissible) du modéle, et o =
min(s, §,7)-

Notons que le cadre d’analyse de [2] ne requiet pas de principe du maximum
discret. Par ailleurs, ce résultat traite de schémas centrés sans procédure de
stabilisation (tel que de la diffusion artificielle par exemple).

Finalement, nous montrons que les combinaisons d’éléments finis ci-dessous
satisfont les hypotheéses du théoreme et conduisent & la vitesse de convergence
montrée :

1. L’élément fini “mini” / IP; Lagrange - IPy piecewise (ordre 1), voir Fig. 2.1;
2. L’élément de Crouzeix-Raviart / IP, Lagrange - IP, Lagrange (ordre 1);

3. L’élement de Hood-Taylor / IP» Lagrange - IP; Lagrange (ordre 2);

4. L’élement (IP; iso IPy)-IP; / IP, Lagrange - IP; Lagrange (ordre 2).

Velocity Pressure
Temperature Radiosity

F1a. 2.1 — Element fini “mini” / IP; Lagrange - IPy par morceaux.
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Chapitre 3

Autour de 'optimisation de
forme pour des écoulements

Dans la continuité de mes travaux de these [12], j’ai étendu la dérivation
mathématique des équations requises pour 'optimisation de la forme d’un objet
plongé dans un écoulement couplé Navier-Stokes - thermique radiative (modele
de thermique du chapitre précédent). La différentiabilité de la solution (du
modele couplé de fluide) par rapport au domaine y est démontré. J’en ai également
profité pour revisiter les régularités des transformations de domaine requises se-
lon le type de conditions aux limites considérées. Le cadre numérique ainsi que
le logiciel associé ont été détaillé. Cette rédaction a ensuite permis I’écriture du
logiciel d’optimisation de forme ElectroCap, logiciel dédié au probleme d’électro-
mouillage de la section 2.

Ce travail d’écriture des équations d’optimisation de forme a été effectué pour
une conférence internationale, [M098-b] ; rédaction que j’ai plus détaillé par la
suite pour en faire une publication dans une revue internationale, [Mo03].
Ensuite, j’ai repris le probleme de these de S. Bouchereau [4], these encadrée par
P. Witomski. En effet quelques questions restaient en suspens, parmi lesquelles
la modélisation de la saturation de I’étalement de la goutte électrifiée ou encore
la valeur la courbure de la gouttelette au voisinage de la ligne triple, [15], [5]
. N’ayant pas a disposition de code de calcul permettant de simuler la forme
de la gouttelette électrifiée (ne serait ce qu’en 2D axisymétrique), nous avons
développé avec P. Chow-Wing-Bom, étudiant DEA 2003, le logiciel ElectroCap
[MoCh05-c] . ElectroCap est un code de calcul basé sur le cadre mathématique
et numérique de la section 1, et sur la modélisation développée durant la these
de S. Bouchereau. Du point de vue informatique, ce code s’appuie sur la bi-
bliotheque éléments finis C++ Rheolef, [11].

Une fois ce logiciel (2D axisymétrique) abouti, je me suis intéressé au calcul
de courbure d’une courbe définie par un ensemble de points eux-mémes solu-
tion de schémas numériques (typiquement le processus d’optimisation de forme
décrit précédemment ou encore I'algorithme de calcul de surface libre ALE décrit
dans le chapitre suivant). Nous avons mis au point un algorithme simple ! |
qui permet de détecter des variations de courbure locales tout en filtrant suf-

L Algorithme implémenté et testé par un E. Bretin et I. Cheddadi, étudiants Ensimag, au
cours de leur projet calcul scientifique
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fisamment les variations dues aux erreurs numériques portées par les points
définissant la courbe. Cet algorithme, initialement élaboré pour le calcul de cour-
bure d’écoulement de gouttelettes & surface libre [MoBeCo07] (voir également le
logiciel maison Micralef), a été directement appliqué aux gouttelettes obtenues
via le présent procédé d’optimisation de forme.

Ces travaux basés sur et prolongeant la these de S. Bouchereau ont donné lieu
4 une conférence internationale avec acte [MoWi05], ainsi qu’a une publica-
tion [MoWiBoChSc07]. Ces travaux ont été développés en collaboration avec C.
Quilliet et M. Bienia (Lab. LSP Grenoble).

Notons aussi que C. Scheid a commencé sa these en 2005 dans la continuité
de ces travaux (these dirigée par P. Witomski). Ses travaux numériques actuels
sont basés sur le logiciel ElectroCap, logiciel & laquelle je I'ai initié 2.

En terme d’encadrements.
P. Chow-Wing-Bom, étudiant Ensimag que j’ai encadré durant son stage de
DEA (UJF, 2003). Titre : "Modélisation numérique d’une lentille adaptative.
Approche par optimisation de forme”. Co-encadrement P. Witomski (20%).
A noter que j’ai également encadré le stage de DEA de S. Putot (1999) qui
traitait de ”controle de la température lors d’un procédé de cristallisation de
matériaux semi-conducteurs”. Le contenu du travail ne s’insérant pas directe-
ment dans la présente direction de recherche, je n’en ai pas décrit ici les grandes
lignes.
En terme de logiciels. ElectroCap, logiciel développé par P. Chow-Wing-Bom et
moi-méme.

3.1 Un cadre mathématique pour 'optimisation
de forme.
Illustration avec un modele couplé

Ce paragraphe est tiré de article [Mo03], voir également [Mo098-b] .

On considere un écoulement de convection forcée avec transferts radiatifs.
Les équations du modele direct sont celles de Navier-Stokes (faiblement) couplées
avec les équations du modele de thermique du chapitre précédent. Et on s’intéresse
au probleme d’optimisation de forme pour un tel écoulement. L’optimisation de
forme pour des écoulements Navier-Stokes avec transferts thermique convectifs-
diffusifs a fréquemment été étudié; I'optimisation de forme pour le présent
modele de thermique radiative corps gris (ie avec termes intégro-différentiels
liés a la forme du domaine) a été étudié au cours de ma theése. Je présente ici
I'extension de ces travaux lorsque le modele de fluide est celui de Navier-Stokes
et j’en profite pour revisiter précisément les régularités de domaine requises se-
lon le type de conditions aux bords considérées. Aussi, j’ai ré-écris de maniére
synthétique et rigoureuse, dans un contexte éléments finis, la discrétisation des
espaces de déformations de domaine ainsi que le processus global d’optimisation

2Claire y a d’ailleurs détecté I'oubli d’une constante dans la fonction cotit, oubli qui
confirme le dicton qu’”une constante manquante dans un probleme de point-selle ne conduit
pas le montagnard au bon col...” Qu’elle en soit remerciée au travers de la publication [Mo-
WiBoChSc07]
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qui en découle.

La démarche est illustrée au travers de ce modele de fluide couplé : la différentiabilité
de la solution par rapport au domaine y est démontrée, les équations adjointes

et la différentielle (continue) de la fonction cofit qui en découle y sont présentées.

3.1.1 Le modele couplé de fluide et optimisation de forme
Le modeéle couplé Navier-Stokes - thermique radiative.

Soit w un ouvert borné de IR (d=2 or 3), le modele adimensionnel est le
suivant.

[1] Trouver (5, p) tel que :

1 - g - - -,
e Au + (a-V)a + Vp=0et div(az) =0 dans w (3.1)

Sy

= 0 ou g on the boundary (3.2)

La fonction § € (H'(w))4, elle vérifie div(g) = 0 et s’annulle dans w\ Vi, ou V;
est un voisinage suffisament petit de la partie Dirichlet.

[2] Etant donné le champ de vitesse i, trouver (T, w) solution des équations
thermique du chapitre précédent (ie le systéme fortement couplé équation convec-
tion -diffusion / équation de radiosité).

Notons que pour avoir le probleme de thermique bien posé, la température
doit étre donnée (Dirichlet) sur les parties du bord entrantes (ie. ou @.77 < 0).

Le probleme d’optimisation de forme

On considere le probleme général d’optimisation de forme suivant. Soit J,,(y)
une fonction d’observation, on définit la fonction cott par :

J(w) = Ju(y”) (3-3)

ou y¥ = (u¥,p¥, T%, w*) est la solution du modele direct précédent, posé dans
w. Le probléme de minimisation est :

Trouver w* tel que :
j(w*) = minj(w) (3.4)
w
Pour un probléeme d’écoulement donné, il reste a préciser J,(y) qui doit
dépendre régulierement de la solution y = (u,p,T,w) ou d’une partie de ses
composantes.

On note : Vg (w) = (H3 (@))%, Vil (w) = {t € H'(@); t],, = 0} et Vo(w) =
Vit(w) x L3(w) x Vi (@) x L2(9w), avee L3(w) = {q € L2w); [, q dz = 0};
alors ’équation d’état sous forme faible est :

{ Trouver y* = (u*,p*, T%, w*) € Vp(w) tel que : (3.5)

0
Vz = (v,q,t,1r) € Vo(w), Eu(y“,z) = 0
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ou E,(y, z) est la somme des formes faibles des deux équations de Navier-Stokes,
de I’équation de convection -diffusion et de I’équation intégrale (radiosité).

Pour montrer la différentiabilité de la solution y* par rapport a w, on utilise
tout simplement le théoreme des fonctions implicites. Et pour cela on montre
w
Ay
bien posé, lorsque la viscosité et la conductivité thermique sont suffisamment
importants.

que l’équation d’état linéarisée (opérateur (y“,2).n") est coercif, et donc

3.1.2 Cadre mathématique et numérique pour optimisa-
tion de forme

On développe une approche classique de transformations de domaine (méthode

de transport avec des transformations régulieres C!), voir [13, 6, 7, 12, 1]. On va
minimiser la fonction colt par rapport aux parametres de forme. On est alors
conduit & définir la notion de dérivée par rapport a la forme d’un domaine.
On considére une famille de domaines lipschitziens (les coins sont admis, et les
propriétés des espaces de Sobolev restent valables). L’espace des domaines ad-
missibles est défini comme étant les domaines homéomorphes & un domaine de
référence. Etant donné Q un ouvert lipschitzien de IR¢, on adopte les notations
de la figure 3.1. I' désigne la frontiere mobile ie I'inconnue du probleme, B,
est un voisinage de I' suffisamment grand et B;,; DD I

N
I 7 (fixed boundary)

F1a. 3.1 — Notations et exemple type de domaine de référence )

On définit 'espace de transformations :

F = {F, F bijection of Q onto F(Q); F € C}(Q, RY), F~' € CH(F(Q), R%)}
(3.6)
et le sous-espace affine correspondant : Fo = {F € F; F =11in Q\ Bt}
L’espace des domaines admissibles est défini ainsi :

D= {w = Fo(Q); Fy € .7:0} (37)
La partie du bord I est fixée et on ne travaille que sur la partie variable T'.
On définit ensuite la notion de dérivée par rapport au domaine comme étant

la dérivée de la fonction transportée par rapport a la transformation.
Pour cela, on définit le champ de perturbation du domaine : V.=F —I. On a

16



Vel QR et V=0 dans Q\ Bin.

Pour une fonction cotit j, j : w € D — j(w) € IR, on définit le fonction cott
transportée jpar: j: Fo — IR : F — 3(F) = j(F(Q)) = j(w).

Sa dérivée par rapport au domaine est alors définie ainsi :

4 a9

@V = =)V, YV e Cc(Q, RY) (3.8)

Régularité des transformations de domaine requise. On consideére des do-

maines avec coins (lipschitziens). Si le probleme direct (d’ordre deux) est un
probléme aux bords de type Dirichlet, si la fonction d’observation est volumique
uniquement (sans terme de bord), alors des transformations F de régularité
lipschitzienne seulement, est suffisant, voir [13, 12, 1, 8]. Autrement dit, nous
n’avons pas besoin de la régularité C!, Lipschitz suffit.
Par contre, si les conditions aux bords sont du type Neumann ou mixtes, et/ou
la fonction d’observation fait intervenir un terme de bord, alors nous devons
considérer des transformations de régularité C! (car le terme 9;V;, 1 <4,j <d,
devra étre bien défini sur le bord).

Transport des équations et differentiabilité de la solution

En vue d’étudier la différentiabilité de la solution du modele direct par rap-
port au domaine et de calculer la différentielle de la fonction cout, on a besoin de
transporter I'intégralité des équations sur le domaine de référence Q = F~1(w).
Pour cela on pose : 7(F) = J(F; ") (= j(w)) ot §¥' = y* o F, et y* est la solu-
tion de I’équation d’état transportée (changement de variables dans les formes
faibles) :

Vz = (0,q,1,7) € Vo(Q), E(F;57,2) = 0 (3.9)

{ Trouver y&" = (a!', pr', TT, w") € Vo (Q) tel que :
Le probleme d’optimisation devient :

Trouver F* € Fy tel que :
7(F*) = min j(F
JEY) = min j(F)

Le probleme originel d’optimisation de forme devient alors un probleme de
contrdle optimal standard, voir [10]; nous pouvons le résoudre avec les outils
différentiels classiques et la méthode des équations adjointes classique.

Transport des espaces fonctionnels. Lors du transport des équations, nous
voulons que les espaces fonctionnels soient préservés. Ce qui est le cas pour les
espaces de Sobolev concernés. Par contre, I'espace de vitesses a divergence nulle
n’a lui aucune raison d’étre préservé (div(u) = 0 n’implique pas div(uo F') = 0).
Pour contourner ce probléme, on introduit comme dans [1], 'espace des pres-
sions : L7, (F) = {q € L*(F()); fF(Q) t@eior dr = O}

Différentiabilité de la solution. On a vu que ’on pouvait obtenir la différentiabilité

de la solution du modele direct par rapport au domaine (avec les définitions
précédentes) & ’aide du théoreme des fonctions implicites. On a plus précisément :

17



Lemme 1 Supposons la viscosité v et la conductivité thermique A suffisamment
grandes. Soit §¥' € Vo(Q) lunique solution (physiquement admissible) de (3.9).
1l existe un voisinage Vi dans Fo de lidentité telle que Uapplication F € Vi C
Fo— gf € Vo(Q) est de classe CL.

Conditions de Dirichlet non homogéenes. Concernant les conditions aux bords
de type Dirichlet non homogene, nous avons supposé qu’elles étaient posées sur
la partie fixe du bord I, et nous avons supposé que les données de Dirichlet g et
T, s’annulaient dans B, (autrement dit, le voisinage V; est inclus strictement
dans 2\ Bj,t). Nous avons alors go F' = g et Tyo F = Ty pour F € Fy, F
suffisamment petit, et nous avons pu montré la différentiabilité de la solution
par rapport au domaine i.e. I’application

FeFo—i" =@" +(9,0,74,0) € V()

avec V() = (H'(Q))? x L4 (I) x H'(92) x L*(dQ), est C* dans un voisinage
V; de l'identité I.

Si nous ne supposons pas que les conditions de Dirichlet sont posées seulement
sur la partie fixe du bord et si F' € F, alors a priori go F' # g et Tgo F # Ty.
Et pour une fonction g € H™+(IR?), m = 0 or 1, application F +— go F est
C! de F dans H™(IR?) ... (voir par ex. [13], Lemma IV.4.4).

Modéle adjoint et différentielle (”gradient continu”)

Suite aux définitions et propriétés précédentes, nous nous sommes ramenés a
un probleme de controle optimal classique au sens ou la variable de minimisation
vit dans des espaces fonctionnels standards. On peut alors employer la méthode
des équations adjointes, [10], et nous obtenons ainsi une ”bonne” expression de
la différentielle de la fonction cott. Plus précisément on montre :

Théoréme 4 Si la viscosité v et la conductivité thermique A sont suffisamment
grandes, alors il existe un voisinage Vi dans Fy de lidentité tel que la fonction
colt j 1w € D j(w) € IR est de classe C pour tout w = F(Q), F € V; C Fp.

De plus, pour tout V € C1(Q, IR?), on a :

Gy~ Mo, OB o
dw(Q).V = 20 (y*).V 0 (y*, 7).V (3.10)

oty y** est la solution de l'équation d’état (8.5) posée dans Q et 7 est l'unique
solution de I’équation d’état adjoint :

Trouver 7t = (992, p, 0 k) € V() tel que :
Vz = (v,q,t,7) € Vu(Q),
Lo o ay  _ 9o, o
oy W om)E = g )
Bien entendu, tous les termes de la différentielle de la fonction codt (3.12)
et de l'équation adjointe (3.11) peuvent étre détaillés.

(3.11)

A noter que dans cas du modele de notre fluide couplé, le systeme adjoint
est constitué d’EDP (linéaires par construction) couplé & I'équation intégrale
adjointe. Et les systemes fluide-thermique adjoints sont résolus dans le sens
inverse de celui du modele direct : modele thermique adjoint en premier (avec
équation intégrale adjointe fortement couplée) puis le modele fluide adjoint.
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3.1.3 Calcul de sensibilité de forme et processus global
d’optimisation

A partir de I'expression de la différentielle de la fonction cotit (qui nécessite
une résolution du modele direct et une résolution du modele adjoint), on discrétise
les équations d’état et d’état adjoint (via une méthode numérique adaptée, e.g.
éléments finis), on discrétise la forme du domaine et 'espace des déformations
V pour finalement obtenir le gradient de la fonction coiit 3. Ce gradient fourni
une information quantitative relative a la sensibilité de la réponse du modele
(la fonction coiit) par rapport aux parametres de forme considérés. Ce gradient
peut également étre employé dans ’optique d’un processus complet d’optimisa-
tion de la forme, processus bien évidemment bien plus lourd en terme de cott
de calcul (typiquement de 'ordre de 50-100 fois).

Je propose dans ce qui suit une rédaction synthétique de la partie discrétisation
du domaine et de ’espace des transformations, et ceci dans la continuité du cadre
mathématique défini précédemment.

On suppose avoir écrit un schéma numérique (par exemple éléments fi-
nis) du modele direct et adjoint, ce qui nous donne ici les solutions discrétes
(up,ph, Th,wr) €t (O, pr, Or, k1) ; o0 h est une taille caractéristique de la maille.
Il nous reste alors a définir précisément les parametres de forme, la gradient de
forme et les variables d’optimisation, pour enfin pouvoir mettre en place le pro-
cessus global d’optimisation qui se schématise comme indiqué sur la figure 3.2.
L’algorithme de minimisation (locale) étant ici utilisée comme un boite noire.
L’algorithme de type BFGS figurant parmi les algorithmes les plus efficaces du
premier ordre quasi-Newton.

Discrétisation de la frontiére mobile : parameétres de forme. Dans le cas de
la description de la frontiére mobile (I'inconnue du probléme) par une fonction

N—1
paramétrée : sq(t) = Z P;si(t), t € [0,1], ce bout du bord est défini par les
i=0

1=
N points de controle P;,i = 0..N — 1 ; par conséquent définir une nouvelle forme
reviendra a définir un nouvel ensemble de points de controle.

L’espace des déformations. Pour discrétiser le champ de déformation de
domaines V, V € C*(Q, IR?), on approche C(€2, IR?) par Sy, espace vectoriel
engendré par des vecteurs de déformations de base {Vi}i:o.. ~—1. Chaque vecteur
de base Vi, 1 =0..N — 1, est défini sur le point de contrdle P; correspondant (et
mis & 0 sur les autres points de contrdle) puis dans un cas général, est étendu
a ’ensemble du domaine en résolvant une EDP ”régularisante”. Dans de nom-
breux cas, il est plus judicieux de considérer le systéeme de 1’élasticité lineaire
(ce qui conduit & une déformation robuste du maillage) plutét que de considérer
la classique équation de Laplace.

Une fois ’ensemble des vecteurs de déformations de base calculés, on définit le
N—1

champ de déformation Vi ~ V par : Vg = Z Vi
i=0

3En suivant cet ordre des choses (différenciation - discrétisation - implémentation), on
obtient ce que 'on appelle le gradient continu discrétisé
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F1G. 3.2 — Processus global d’optimisation de forme

Comme mentionné précédemment, en considérant un suivi de maillage de
type déformation élastique, on peut espérer au cours du processus itératif d’op-
timisation un nombre de remaillage relativement faible (remaillage dii & 'obten-
tion d’une mauvaise qualité de mailles). Bien siir, lorsque un remaillage s’avére
nécessaire, les fonctions de base doivent étre recalculées.

A noter que nous avons distingué h de H pour les discrétisations des équations
différentielles des modeles et de I'espace des déformations respectivement. On a
ici: H = ﬁ, N nombre de parametres de forme. En effet, nous ne pouvons
considérer H = h car il est fréquemment observé que si H est trop proche de
h, alors le processus d’optimisation conduit & de fortes oscillations des forme.
Pour éviter un tel phénomene d’instabilité de forme, on considere typiquement

H ~ 3 — 4h sur la frontiére mobile.

Le gradient de forme et variable d’optimisation. On pose :

%~ (v = S L@,
ow T w 'Hiizom&u o

Les composantes du vecteur gradient de forme G = (GiH)i:o.,.NA sont
o1
donc : GH = 9

précédent.

(Q)‘A/27 terme dont ’expression a été présenté dans le théoreme

Les variables d’optimisation sont alors les N coefficients 7;, i = 0..N —1; et
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lors du procédé itératif d’optimisation, une nouvelle forme est définie par :

N-1

Qn+1 _ (I—|— Z 771‘71)(9”)
=0

3.2 Usage de l'optimisation de forme pour un
calcul de surface libre : électro-mouillage

Ce paragraphe est tiré de [MoWiBoChSc07], voir également [MoWi05-b] et
[MoCh05-c]. Collaboration avec C. Quillet et M. Bienia (LSP, Grenoble).

L’électro-mouillage désigne ’application d’un champ électrique entre une
surface solide (conductrice) et un liquide conducteur étalé sur ce solide (liquide
mouillant la surface solide). Un tel procédé permet de manipuler des liquides
de volume tres petit (/2 picolitre, domaine de la microfluidique ot les effets gra-
vitaires sont négligeables tandis que les effets de capillarité et de surface sont
dominants). L’électro-mouillage semble trés prometteur pour la manipulation de
liquides dans de nouveaux domaines applicatifs tels que les bio-technologies par
exemple. On s’intéresse ici a la modélisation numérique d’une expérience simple
qui consiste & modifier le mouillage (I’étalement) d’une gouttelette d’eau (2D
axisymétrique) sur une surface parfaitement lisse (un fil polymere), en jouant
sur l'intensité du potentiel électrique appliqué. De telles expérimentations ont
été menées par B. Berge et C. Quillet notamment, au sein du Laboratoire de
Spectrométrie Physique -LSP-, Grenoble, [2], [3].

Lorsque le potentiel électrique appliqué est faible, une loi simple (équation de
Lippman) permet de prédire la valeur de I'angle de mouillage et donc dans
notre cas la forme de la gouttelette étalée. Passée une certaine valeur seuil,
on observe un phénomeéne de saturation, [15]. Plusieurs explications plausibles
ont été avancés pour expliquer ce phénomene limitant de blocage, cependant la
compréhension de ce phénomene demeure un probleme ouvert.

S. Bouchereau a développé durant sa these (encadrée par P. Witomski), [4], un
modele numérique de cette expérience. Le principe de base étant de modéliser
cet écoulement surface libre statique sous la forme d’un probleme d’optimisation
de forme. En effet, a I’équilibre la gouttelette électrifiée minimise son énergie
totale (somme des énergies de tension de surface et de 1’électro-statique). L’in-
connue étant alors la forme de la gouttelette (sa surface libre). A partir de
ce travail, une investigation plus approfondie des forces et phénomeénes mis en
jeu au voisinage de ’angle de contact semblait intéressante. J’ai alors repris
la méme approche de modélisation que S. Bouchereau, mais ne disposant pas
de code pour effectuer des calculs fins au voisinage de la ligne triple (point de
contact en 2D), j’ai d’abord ré-écris I’ensemble des équations dans le formalisme
d’optimisation de forme du paragraphe précédent (incluant la différentiabilité
de la solution par rapport au domaine), puis ré-écris un code de calcul propre
et modulaire avec un étudiant de DEA - Ensimag, code permettant d’effectuer
des simulations numériques comparables aux expérimentations et enfin mis au
point un algorithme de calcul de courbure, et tout particulierement au voisinage
du point triple. Les résultats obtenus sont présentés par la suite ainsi que les
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perspectives & venir (perpectives développées dans le cadre de la these de C.
Scheid, these encadrée par P. Witomski).

3.2.1 Le processus d’électro-mouillage et sa modélisation
Nous considérons le procédé expérimental représenté sur la figure 3.3.

Electric potential

Electrod u

0
Air

u=u

8 Conducting liquid

€| Insulator film : Polymer

u=u Metal
0

Fia. 3.3 — Procédé d’électro-mouillage considéré

On note : org, o0sg and org les coefficients de tension de surface des
interfaces liquide-solide, solide-gaz et liquide-gaz respectivement ; 6 ’angle de
mouillage (6p sa valeur & up = 0). En supposant que le systéme se comporte
comme un condensateur plan, on obtient ’équation de Lippman :

€01
>

cos(0) = cos(by) + 5016 ¢

Cette équation prédit un étalement total lorsque v augmente, contrairement a
ce que les expérimentations montrent (phénomene de blocage), [2], [15].
Comme dans [4], on modélise cet écoulement surface libre stationnaire (état
d’équilibre recherché) par une formulation inverse de forme. L’énergie totale £
est la somme de I’énergie capillaire (énergie de surface) et de 1’énergie électro-
statique (on suppose l’énergie gravitationnelle négligeable). L’énergie électro-
statique dépend du potentiel électrique extérieur u(x), solution d’une équation
type Poisson avec conditions & I'infini et conditions de transmissions (interface
solide-gaz). Le probléme inverse de forme s’écrit :

Epr = min Eu

*
0 (wo; f“’o dx=wvol)

{ Trouver wy tel quet :

o vol est le volume de la goutte donné. On note u; = ul,,, ¢ = 1,2. Alors le
potentiel électrique u; est solution de : —div(e;Vu;) = 0 dans w;, i = 1,2, avec
conditions aux bords mixtes Dirichlet - transmission et conditions a l'infini.
Du fait de la contrainte de volume, on écrit un lagrangien (augmenté) ce qui
conduit a un probleme de point-selle.

Notons que les calculs qui suivent sont effectués en 2D axisymmeétrique mais les
formulations établies restent tout & fait valables en 3D. Dans ce dernier cas, bien
sur I'implémentation serait plus complexe et les temps de calcul plus importants.
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Gradient de forme

On suit le cadre mathématique présenté dans le paragraphe précédent : on
montre la différentiabilité de la solution par rapport au domaine, on introduit
Pétat adjoint (qui est nul!) et on obtient I'expression de la différentielle du cofit :

Théoréme 5 II existe un voisinage Vy de lidentité dans Fy tel que :
i) la fonction coit j : D — IR; w v j(w) = &,y (u”) appartient a C! for all
w=F(Q), F €V. Et pour tout Ve C*(Q, IR?), on a :

L@V = SRy (3.12)

ot us est solution de I’équation d’état posée dans Q) et

9Eq,

WhH.V = a/ zoVdr + oz/zdz'v(V) dx
8(4) Q

Q

—|—/ ’I“OVdS-l-/ r divrV ds
I're T're

—|—u/ TOVdr—i—,u/ r divpV dr

I'rs Trs

- 6/5 (roV) |Vu|? do — 6/57‘ \Vu|? div(V) da
Q Q

+5/Er <(TDV +DV)Vu®, Vil > dx
Q

avec : divpV = (div(V)— <n, TDVn >) et z = (r,2).
i) la contrainte de volume c(w) appartient a Ct pour toutw = F(Q), F € V;.
Et pour tout V € CY(Q, IR?),

de

@(Q)V = 7/97’on$ - /Qrdiv(V) dx (3.13)

Comme dans le paragraphe précédent, la démonstration s’effectue en trois étapes :
1. transport des équations; 2. différentiabilité par rapport a w; 3. introduction
des équations adjointes et obtention de ’expression de la différentielle.

Discrétisation

On discrétise I’équation d’état (potentiel électrique) avec une méthode éléments
finis IP;-Lagrange, on définit les parametres de forme et le gradient de forme
exactement selon la méthode décrite dans le paragraphe précédent.

3.2.2 ElectroCap et calcul de formes de gouttelettes

On montre sur la figure 3.4 quelques formes de gouttes obtenues avec le lo-
giciel de calcul ElectroCap.
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—#— 200V
—=— 400V
14 —%— 600V
—2— 800V
—+— 900V

12

—*— 200V
—=— 400V

—#— 600V ||

—4— 800V
—+— 900V

Fia. 3.4 — Surfaces de gouttes pour différentes valeurs de ug. A droite : zoom
prés du point triple.

Rappelons que les résultats expérimentaux sont bien retrouvés avec I’équation

de Lippman jusqu’a une certaine valeur critique ., du potentiel (dans le cas
présent, uq- &~ 700V). Pour wy > u., les résultats expérimentaux montrent
une saturation de I'angle de mouillage (phénomeéne de blocage), [15]. Tandis
que pour ug = 1050 V, I’équation de Lippman prévoit un étalement total de la
gouttelette sur le substrat (’angle de mouillage tend vers zéro).
Avec le modele numérique implémenté dans ElectroCap, on obtient des résultats
concordants avec I’équation de Lippman pour 0 — 500 V. Pour des valeurs de wg
supérieures, on n’obtient pas le phénomene de blocage a proprement parler, on
obtient par contre un angle de contact supérieur a celle prédite par I’équation
de Lippman.
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o
e
N
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0 5 10 15

F1G. 3.5 — Courbure pour plusieurs valeurs de ug.
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Calcul de courbures. J’ai implémenté dans ElectroCap une algorithmique
de calcul de courbure mise au point pour les écoulements surface libre présentés
dans le chapitre suivant. Pour l'intégralité des calculs numériques effectués, on
trouve des gouttelettes de courbure constante, excepté prés du point triple, zone
dans laquelle la courbure augmente fortement. De plus, la courbure pres du point
triple augmente avec ug. Ces résultats de variation de courbure concordent avec
les résultats expérimentaux présentés dans [3] et [5].

La figure 3.5 présente la courbure pour plusieurs valeurs de uy.

3.2.3 Prolongements en cours

Avec la modélisation numérique présentée précédemment, nous retrouvons

les variations de courbure locales pres du point triple; par contre, nous ne si-
mulons pas pleinement le phénomene de bocage, et nous ne retrouvons pas le
fait que l'angle de mouillage soit (& une certaine échelle...) constant et égale a
langle de Young (ie. celui sans potentiel électrique).
Claire Scheid, au cours de sa theése (05-08, encadrement : P. Witomski), a repris
ce travail ainsi que le logiciel ElectroCap. Elle y a rajouté la fonction de base
singuliere dans la maille du coin (la singularité y est explicitement connue en
fonction de la valeur de ’angle rentrant car il s’agit de la solution de I’équation
de Laplace). Cette premiére approche supplémentaire n’a semble-t-il pas donné
les résultats escomptés. A partir de [5], Claire définit & présent une équation
complémentaire au voisinage du point triple (équation différentielle ordinaire),
équation restant & coupler au présent modele macroscopique.
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Chapitre 4

Ecoulements de
micro-gouttes : surfaces
libres et contacts

Nous avons vu dans le chapitre précédent comment nous pouvions modéliser
un écoulement surface libre stationnaire a ’aide d’une approche optimisation de
forme. Dans le cas d’un écoulement instationnaire de gouttelettes, d’une part
une telle approche n’est plus envisageable et d’autre part le probleme de la
modélisation de la dynamique de la ligne triple devient incontournable. Apres
une longue recherche bibliographique (dans des revues de physique essentielle-
ment), je me suis intéressé au modele de Shikhmurzaev qui m’a paru plaisant
pour deux raisons essentiellement. D’une part ¢’est un modele qui est basé sur les
lois de conservation (milieu continu) et qui adopte la description des interfaces
de Gibbs; d’autre part c¢’est un modele pour lequel la dynamique de la ligne
triple (angle de mouillage et vitesse) n’est pas imposée a priori mais constitue
une réponse du modele.

Y.D. Shikhmurzaev a établit son modele au travers de cing articles ([12] et
[4] en sont les premiers et derniers de la série). J’ai alors effectué une synthese
de ces équations ainsi qu’une ré-écriture partielle (en distinguant notamment
les zones marcoscopiques et mésocopiques). Ces travaux de syntheéses ont été
exposés durant une école d’été du CEA-LETI, [Mo03a-d].
Une analyse mathématique et numérique de la partie mésoscopique du modele
en 1D a été écrite dans [MoWi04]. La partie macroscopique du modele consiste &
résoudre les équations de Navier-Stokes surface libre avec des termes surfaciques
dominants (micro-fluidique...), une condition de glissement locale de type Navier
généralisée et des équations posées sur la surface libre. Il fallait donc définir une
bonne résolution numérique d’écoulements surface libres : une haute précision
sur la description de la surface semblait nécéssaire. J’ai alors encadré trois stages
de DEA (B. Blanchard, J. Etienne, B. Leteurtre) afin de déterminer quelle ap-
proche nous pouvions bien adopter. Une approche lignes de niveaux (”Level
Set”) m’a paru difficille & définir du fait que dans le modele visé, il apparait des
équations surfaciques ie posées sur la surface libre. Ces équations surfaciques
sont du type parabolique (convection-diffusion) éventuellement non-linéaires.
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Une approche ALE m’a paru plus adaptée quune méthode lignes de niveaux
pour un tel couplage surface libre - lois de conservation surfaciques. J’ai alors
défini un schéma éléments finis du type ALE, enrichi d’un algorithme permettant
de traiter la dynamique de la ligne triple (point triple en 2D axisymmétrique),
voir [CoMo05-b] [MoBeCo07]. L’algorithme permettant de traiter 'avancée du
point triple est basé sur le mouvement de chenillette mis en évidence dans les
expérimentations. Notons également qu’un lien avec un modele de dynamique
moléculaire, voir [14], est effectué dans [MoBeCo07].

En collaboration avec le LEGI équipe PIM (JL Achard, A. Soucemarianadin)
et le CEA-LETI (A. Glieres, P. Pham), nous avons tourné nos calculs vers la
simulation de I’étalement d’une gouttelette impactant un solide (ou encore une
plaque plongeant dans un bain mouillant).

Nous avons impléménté nos algorithmiques au sein du logiciel industriel Com-
sol Multiphysics, voir [BeMo07-d] ; malheureusement la version 3.2 alors dispo-
nible ne permettait pas encore des suivis de maillages ALE pour de grandes
déformations (ce qui est le cas en écoulement de fluides et tout particulierement
lors de I'impact d’une goutellette). Nous avons alors implémenté ces algorith-
miques au sein de notre logiciel maison Micralef (voir [MoBeCo07] et un des-
criptif sur ma page web personnelle).

En terme d’encadrements.
Stages DEA. Encadrement des stages de DEA "mathématiques appliquées” de
I'"Université J. Fourier, Grenoble (étudiants Ensimag) :
- B. Blanchard, 1999. Calcul d’un écoulement bi-fluide par la méthode des
lignes de niveau. Co-encadrant 20% : P. Witomski.
- J. Etienne, 2001. Formulation ALE des équations de Navier-Stokes surface
libre avec tension de surface. Co-encadrant 40% : P. Saramito.
- B. Leteurtre, 2003. Modélisation fine de la dynamique du contact liquide-
solide-gaz. Effet Marangoni local. Co-encadrant 20% : P. Witomski.

Post-doctorants. Le logiciel Micralef (écrit en C++ et basé sur la bibliotheque
éléments finis Rheolef, code disponible sur ma page Web personnelle) a été
dévellopé par A. Benselama, I. Cotoi et moi-méme. Les deux premiers auteurs
étant deux chercheurs post-doctorants que j’ai encadré (séjours de 5 mois et
10 mois respectivement, financement issu d’un projet européen mené par A.
Soucemarianadin).

4.1 Dynamique de la ligne triple et le modele de
Shikhmurzaev

Ce paragraphe est tiré de [MoWi04], [MoBeCo07] voir également [Mo03a-d],
[Mo03b-d], [MoWi04-b], [MoWi05-b).

4.1.1 Aspects qualitatifs

Les expérimentations et procédés industriels qui impliquent la surface libre
d’un liquide s’étalant sur un solide conduisant au mouillage (ou démouillage) du
solide, font apparaitre une ligne de contact triple. La modélisation numérique
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de la dynamique de la ligne triple est une question clef dans ce domaine en plein
essor qu’est la microfluidique.

Dans le cas ol le liquide est au repos (cas statique), I'angle de mouillage

dépend uniquement de l'affinité entre les différents matériaux et est déterminé
par la loi de Young : o}% cos(#;) = oge — ogh, ou 05 désigne I'angle de
mouillage (statique) et o7%, o5}, o5k sont les coefficients de tensions de sur-
face a I’équilibre liquide-gaz, solide-liquide et solide-gaz respectivement.
Dans le cas dynamique, la ligne triple et le point de contact sont en mouvement,
la valeur de I'angle de mouillage 6 differe alors de sa valeur au repos 6. La loi
de Young présentée précédemment n’est a priori plus vérifiée. Aussi le compor-
tement du fluide se situant dans la zone sous influence des forces capillaires (i.e.
dans un voisinage de la ligne triple), est fonction des conditions d’écoulement,
de la dynamique de la ligne triple et de la dynamique de I’angle de mouillage.

Caractéristiques et structure locale de l’écoulement. Parmi les principales
caractéristiques de tels écoulements (ex. goutte glissant sur un plan incliné),
montrées a travers ’expérimentation, figurent les suivantes : i) le front liquide
avance selon un mouvement de chenillette (“rolling motion”), voir [7], ie les
particules de l'interface liquide-gaz “roulent” et passent sur l'interface liquide-
solide; ii) l'angle de contact dynamique est différent de I’angle de contact sta-
tique -déterminé par la loi de Young-, et dépend notamment du champ de vitesse
dans le volume. De plus, il semblerait que sa valeur ne puisse étre obtenue de
maniere explicite mais dépende de I’écoulement global.

Rappelons que la valeur de I'angle dynamique ainsi que la vitesse de la ligne
triple font partie des parametres essentiels pour décrire ces écoulements.

Une multitude d’études tres approfondies sur le sujet ont été menées. Citons
seulement quelques références historiques : [7], [5], [10].

4.1.2 Modélisation mathématique et difficultés sous-jacentes

Nous considérons par la suite aussi bien la configuration d’une goutte glis-
sante, que celle d’une plaque plongeante ou encore celle de 'impact d’une goutte
(en géométrie 2D axisymmétrique). Ecrivons "naivement” les équations qui
modélisent 1’écoulement du liquide. Nous notons le volume (2, la surface libre
liquide-gaz I',¢ et la surface de contact liquide-solide I';,g. Dans le volume 2,
I’écoulement du liquide est modélisé par les équations de Navier-Stokes incom-
pressible. On pose : &, = X.71 € R?; %, = S,ii+ 2,7, avec (7,7) la tangente
et normale unitaires & une surface. Les conditions aux limites sur I'y g issues de
la loi de Young-Laplace et prenant en compte les effets de courbure -ainsi que
la pression du gaz extérieur- s’écrivent :

in = (_pext +orLa Kj) 7 dans (O,T) xI'ra (41)

ou k est la courbure moyenne et p.; est la pression extérieure. A noter que le
calcul de courbure pourra s’effectuer de différentes manieres selon de type de
représentation mathématique de la surface I';q.

Représentation de la surface libre. Une description mathématique de la sur-
face libre liquide-gaz I' ;¢ ainsi qu’un modele de dynamique associé est nécessaire.
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Plusieurs descriptions sont envisageables. La frontiere I'f, ¢ peut étre représentée
comme étant le graphe d’une fonction (trop restrictif en général), ou comme
étant le zéro d’une hyper-surface (méthode des lignes de niveau, "level set”)
ou encore comme par une surface implicite transportée par un champ arbitrai-
rement eulerien-lagrangien (méthode ALE). Nous discuterons de cet aspect-la
plus loin.

Condition d’adhérence, probleme de la singularité et conditions de glisse-
ment. Il reste a établir les conditions aux limites sur la surface de contact
liquide-solide I'pg. Le fluide étant visqueux, la condition qui parait a premiere
vue étre la bonne est la condition d’adhérence, a savoir :

u="Ug

ou (75 est la vitesse du solide. Cette condition d’adhérence conduit alors au pa-
radoxe bien connu suivant : le fluide exerce une force infinie sur le solide. C’est
le probleme dit de la singularité de la ligne triple. La singularité porte sur le
tenseur des contraintes.

Une relaxation de la condition d’adhérence en une condition de type glissement
conduit bien a la relaxation de cette singularité non physique. Cependant, les
particules fluides ne glissent pas le long de I'interface. Elles se meuvent selon un
mouvement de chenillette, [7]. Une condition de glissement est-elle alors com-
patible avec un tel mouvement ?

Toute la difficulté de la modélisation de la dynamique de la ligne triple -en vu
de simulations numériques- réside dans I’établissement de bonnes équations sur
les interfaces liquide-solide et liquide-gaz, dans le voisinage de la ligne triple.
A noter que loin de la ligne triple, sur l'interface liquide-solide la condition
d’adhérence est valable tandis que sur l'interface liquide-gaz la loi de Young-
Laplace I’est également.

De nombreux travaux de modélisation -ainsi que de calcul numérique en
découlant- basées sur différentes lois de glissement ont été menés. Diverses
conclusions -plus ou moins compatibles d’ailleurs- ont alors été tirées (y com-
pris 'indépendance de I’écoulement par rapport a la condition aux limites rem-
placant la condition d’adhérence dans un voisinage de la ligne triple!).

Modélisation de la ligne de contact. Concernant la ligne de contact, nous
pouvons nous poser la question si une loi explicite intrinseque est envisageable.
Il est classique de supposer que la dynamique de l'angle peut étre modélisée
par une fonction explicite de la vitesse de la ligne triple et des propriétés des
matériaux. Il s’agit de loi de Tanner de la forme :

(6(t) — )7

UCL (t) =k (geq)’Y

pour ¢ €]0, T (4.2)
ou Ugy, est la vitesse de la ligne triple, #? I'angle de mouillage & 1’équilibre
(loi de Young), 6 langle de mouillage variable (dynamique). k et v sont des

parametres a calibrer selon I’expérience.

La théorie de Shikhmurzaev. Les auteurs de [4] ont conclut a Iinexistence
d’une loi explicite type Tanner intrinseque. Ils ont également remarqués que le
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champ de vitesse au sein du volume liquide, agit sur la dynamique de ’angle.
Autrement dit, tout est fortement couplé i.e. la dynamique de I'angle agit sur
I’écoulement dans le volume et cet écoulement agit sur la dynamique de ’angle.
Le modele de Shikhmurzaev basé sur les lois de conservation et une description
de Gibbs des interfaces, a pour principale caractéristique de ne pas imposer
la vitesse de la ligne triple ni la valeur de ’angle de mouillage, mais de les
considérer comme un réponse du modele.

4.1.3 Le modéle de Shikhmurzaev reformulé
Principe du modéle de Shikhmurzaev

On étudie ici le modele de Shikhmurzaev, voir notamment [12] [4] . Ce modeéle
est supposé décrire macroscopiquement (point de vue mécanique des milieux
continus) les principales caractéristiques de la dynamique ligne triple, et sup-
primer la singularité. L’idée de base est de considérer que le mouvement de
chenillette observé dans les expérimentations, [7], implique que les particules de
Iinterface liquide-gaz passent sur l'interface liquide-solide, et ainsi change de
propriétés (de surface) en un temps non nul. Ainsi, les valeurs des coefficients
de tensions de surface s’en trouvent modifiés durant ce lap de temps (temps de
relaxation de l'ordre de la milliseconde). Ce processus conduirait alors & un gra-
dient de tension de surface dans un petit voisinage de la ligne triple, qui induirait
un effet de Marangoni localisé. Par ailleurs, la loi de Young resterait valable en
tout temps (pour cela, nécessairement les tensions de surfaces doivent varier).
Un aspect important de cette modélisation est que la vitesse de la ligne triple
ainsi que la valeur de ’angle de mouillage constituent une réponse du modele,
et ne sont pas imposés a priori comme cela est le cas avec une loi de type Tanner..

'F ~ (surface tension*curvature).n
n GAS

0 = constant
LG
LIQUID o #constant + "Marangoni term ". T
/ LG

Area Macro. | Area meso.

[N avier—Stoke“‘s, incompressible ]

0 _=constant | 0 _# constant
SL ! s A [ ___

2o/ 7 i 77777

<ﬁ , >0 (Navier slip b.c.+"Marangoni term")

SOLID

Fi1G. 4.1 — Modele de Shikhmurzaev. Liquide mouillant une surface.

Les équations du modéle reformulées

Sans entrer dans les détails des équations de Shikmurzaev qui ont été établies
au cours de plusieurs années, voir notamment [12] [4], je présente ici une refor-
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State equation:
.
o=y(p,-p)

i) Young relation (ed;é )]
ii) Sface flux continuity

e
€

F1G. 4.2 — Voisinage de la ligne triple (zone mésoscopique).

mulation de ces équations. Je distingue ici une zone proche de la ligne triple
dite zone mésoscopique, en opposition au reste du volume désigné comme étant
la zone macroscopique. Ensuite en remanipulant les différentes équations (qui
sont, issues des principes de conservations ainsi qu’une description de Gibbs
des interfaces), j’ai différencié ce que j’appelle le modele d’hydrodynamique
macroscopique & surface libre (HFSM des les articles rédigés en anglais) du
modele de surface mésoscopique local (LSM). Le modele HFSM est constitué
des équations de Navier-Stokes surface libre avec condition de glissement de
Navier généralisée ; le modele LSM est une équation de surface parabolique non
-linéaire dégénérée.

Les conditions aux bords du modele HFSM sur I'interface liquide-gaz sont :

T

in = (~Pext + %)ﬁ + hT dans (0,7 x L'y (4.3)

ou Ca est le nombre capillaire. Le terme supplémentaire h est donnée par le
modele LSM (voir plus loin).

Sur linterface liquide-solide et proche de la ligne triple on a la condition de
glissement de Navier généralisée suivante :

(4.4)

uti = 0 in (0,T) x Ty
>, —[Bu" + g7 in(0,T)xTgy

ou ( est un coefficient de glissement et le terme supplémentaire g est donné par
le modele LSM.

Les termes ¢ et h sont locaux car ils s’annulent hors d’un certain voisinage
de la ligne triple. Dans la théorie de Shikhmurzaev, ils sont reliés aux gradients
de tension de surface ainsi (effets Marangoni locaux) :

1 - 1 -
§ = —o~ th = — T 4.
g 5Ca Vo e Ca Vorg.T (4.5)

Les coefficients de tension de surface sont une réponse du modele LSM.
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Le modeéle de surface mésoscopique LSM.

Les deux interfaces sont classiquement décrites par leur densité de surface
pi, i = 1,2, (représentation de Gibbs). Basé sur un principe de conservation,
Shikhmurzaev dérive des équations de continuité dont p; est solution :

9p;
ot
ou 7* est le temps de relaxation, ¥/ est une vitesse moyenne a U'intérieur de la
couche limite et p;? est la densité & 1'état d’équilibre. On a : o;(p;?) = 079,
Ensuite, une équation d’état établit une relation entre pj et les tensions de
surface o; : 0; = y(p§ — pf); ot v et p§ sont des constantes & estimer.
Enfin, les vitesses U7 sont reliées a p{ et @ par deux lois de Darcy (avec la
également un certain nombre de constantes & estimer).
Et enfin, a la ligne triple on impose la continuité du flux :

1
+ div(pia}) + —(pf—p") = 0 =12 (4.6)

(Pio7)er = (p315)é (4.7)
ou €5 et € sont les vecteurs unités normaux a la ligne triple et tangentiels aux
deux interfaces respectivement. Notons que I'on a : cos(0) = —€y.€,.

Le modéle de Shikhmurzaev : un modéle initialement pas fermé...

L’aspect le plus notable de ce modele est que ni la vitesse de ligne triple ni la
valeur de l’angle de mouillage (dynamique) ne sont imposés mais constituent une
réponse du modele. Néanmoins, le modele LSM est constitué de deux équations
de surface d’ordre deux (paraboliques non linéaire dégénérées) et d’une condi-
tion de transmission au point triple. Telle que formulé par Shikhmurzaev, cette
derniére n’'impose que la continuité du flux. Comme il est noté dans [3], cette
condition n’est pas suffisante pour fermer le systéme. Il manque dans cette for-
mulation (de surface) une condition & la ligne triple (on peut facilement s’en
convaincre en regardant une formulation rectiligne 1D, avec deux équations du
second ordre). Cette condition manquante ne peut pas étre 'équation de Young,
car cela reviendrait & imposer la valeur de ’angle... L’auteur de [3] propose alors
une condition supplémentaire du type :

(piv)ey = F(pi,p3) (4.8)

ou F(.,.) est une forme bilinéaire définie & partir d’une loi de potentiel chimique.

Un lien avec la dynamique moléculaire (théorie de Qian-Wang-Sheng).

Les auteurs de [14] ont effectué des simulations de dynamique moléculaire
au voisinage de l'interface de deux fluides immiscibles. Leur modele est basé sur
une description d’interface diffuse de type Cahn-Hilliard. Ils ont montré qu’a
une échelle mésoscopique, un glissement relatif a 'interface se produisait se-
lon une loi qui peut se formuler comme la condition de glissement de Navier
généralisée (4.4). Cependant, le terme § dans (4.4) modéliserait la contrainte
tangentielle due & ’anisotropie de la pression au travers de l'interface fluide-
fluide ; terme lié a la tension interfaciale. Ce terme de contrainte tangentielle g
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(dénommé ”contrainte de Young interfaciale non-équilibrée”), est défini ainsi :
frm g dy = o(cost — cosf¢?), ou me dy désigne 'intégrale au travers de
l'interface I'f,.

D’un point de vue continu, ce terme provient de la déviation de l'interface fluide-
fluide de son état d’équilibre, terme redistribué dans la région interfaciale.
Finalement, il est intéressant de noter que les deux théories (celle de Shikhmur-
zaev et celle de Qian-Wang-Sheng) conduisent & la méme condition (mésoscopique)
(4.4). L’obtention de cette condition ainsi que I'interprétation du terme g étant
radicalement différentes dans chacune des deux approches.

4.1.4 Analyse 1D du modele mésoscopique de surface

On présente dans ce paragraphe une analyse mathématique et numérique
du modele LSM basées sur une reformulation des équations. Cette reformula-
tion permet également de réduire a deux le nombre de parametres empiriques
a déterminer ; des résultats numériques permettent de définir des intervalles de
valeurs admissibles de ces parametres ainsi qu’un comportement qualitatif des
termes g et h au voisinage du point triple.

Apres reformulations et dans le cas stationnaire 1D rectiligne les deux équations
du modele LSM sont semblables et s’écrivent :

—(pp') + 61 Up" + dop = fin]0,1]
(P) p(0) = po
(=pp" + 61 Up)(1) = ¢

ol 41, d3 sont deux nombres adimensionnels, ¢ = d1p]?(2U(1) — U(0)) <0, ¢
est le flux au point triple.

Existence, unicité et propriétés de la solution

L’équation est non-linéaire et dégénere si p s’annulle. On suppose py > 0, et
on suit la technique de troncature du premier chapitre. En supposant quelques
propriétés de régularité et de signe sur U et U’ (propriétés vérifiées pour nos
cas tests), on obtient d’utiles estimations a priori, en relation avec la tronca-
ture effectuée, et on montre 'existence de solution faibles qui satisfont de telles
estimations & priori (parametre 7 ci-dessous) & l’aide du théoréme de Leray-
Schauder.

Théoréme 6 Le probleme (P) précédent admet une unique solution faible p
dans H'(0,1). Cette solution satisfait p(x) > n > 0 dans [0,1], et appartient d
H?(0,1).

Ensuite, on intégrant a la main I’équation (qui est en fait une EDO), on
obtient 1'unicité de la solution. A noter que 'on utilise fortement le fait qu’en
1D, H™*+1(0,1) est inclus dans C™([0, 1]), m entier positif. Aussi, nous montrons
plusieurs propriétés de la solution, parmi laquelle

Proposition 3 Sous les mémes hypothéses sur les données physiques que précédemment,
soit A Uopérateur défini par : A : IR — H'(0,1); ¢ +— p, ot p est l'unique so-

lution de (P). Alors, cet opérateur A est monotone.

Plus précisément si ¢o < @1 < 0, et sotent p1 et py les deux solutions corres-
pondantes, on a : py > p1 dans [0,1].
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Cette propriété de monotonie s’est avérée fort utile d’'une part pour I'analyse
numérique qui suit mais aussi pour une aide au calage ”a la main” des pa-
ramétres pour les simulations numériques.

Analyse numérique

On discrétise modele LSM 1D avec des éléments finis IP; Lagrange. Comme
pour les analyses du chapitre 1, on formule le probléeme sous forme de point fixe.
La formulation faible de (P) s’écrit :

P) Trouver 6 € Vj tel que :
<F@),v>=0 Wwel

On étudie le probleme linéarisé correspondant, on établit certaines estimations
et en appliquant les résultats d’analyse de Brezzi-Rappaz-Raviart, on obtient :

Théoréme 7 Sous les mémes hypothéses que précédemment, il existe deux
constantes hg > 0, ag > 0, et pour h < hg, il existe une unique solution 0,
au probléme discret (Py,) dans la boule fermée B(0, o).

De plus, il existe une constante ¢ indépendante de h telle que :

[0 =0nlls < c inf [0 —walh < ch [6]2 (4.9)
v EVR

Tests numériques 1D et calibrage a la main

On suppose o1 = 07+ et on calcule la solution numérique du modele LSM
1D sur l'interface liquide-solide. On considéere les données d’un systeme air-eau-
verre. En statique, on a : 05 =~ 64.6°. Dans le cas dynamique, la loi de Young
est supposée rester vraie, et le cas 63 > 90° correspond & : ogl, = 50 < ogr, <
o7t =170.

On pose : 7 = 1073s et U* = 5.1072ms~ L. Il ne reste alors plus que deux
parametres empiriques & déterminer : le produit (A.p*) et pi?. La propriété de
monotonie précédente va nous aider & définir des valeurs physiquement admis-
sibles.

Les solutions p et p’ obtenues sont présentées sur la figure 4.1.4.

Le coefficient de tension de surface ogy, et son gradient oy, sont déduit des va-
leurs de la solution et de I’équation d’état (apres résolution d’un systéme pour
obtenir les constantes v et p§ de cette loi d’état).

Finalement, on obtient : og(Pc) = 66.8, o', (Pc) = 1.01 10° et avec la loi de
Young 6; = 103.9 °.

Les valeurs des deux parametres Ap* et p{? sont les principales incertitudes
de ce modele, mais la propriété de monotonie et les extréma des valeurs physi-
quement admissibles pour ogy, nous permettent d’en déterminer des intervalles
de valeurs admissibles.

Le profil de la fonction Vos au voisinage du point triple pourra étre utilisé pour
définir les termes g et h de la condition de glissement généralisée du modele
macroscopique HFSM.
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4.2 Etalement de gouttelettes et formulation éléments
finis ALE

Ce paragraphe est tiré de [MoBeCo07] voir également [BeMo07-d].

4.2.1 Un calcul simple mais direct de courbure

Nous cherchons a élaborer un algorithme simple et direct pour calculer la
courbure d’une courbe plane donnée. Nous nous plagons dans le cas ou cette
courbe est définie au travers d’un ensemble fini de points. De plus, ces points sont
supposés bruités dans le sens ou ils sont issus de caluls numériques comportant
leurs propres erreurs. Une telle situation apparait aussi bien dans le cadre d’un
calul de surface libre ALE que dans le cadre du processus d’optimisation de
forme du chapitre précédent.

Le probleme est alors le suivant. Etant donné un ensemble de points entaché
d’erreurs (de 1'ordre schéma éléments finis), comment estimer la courbure de la
courbe sous-jacente ? Sachant que nous devons éviter les variations de courbure
diiés aux erreurs numériques portées par les points tout en quantifiant au mieux
les variations locales de courbure (dans un voisinage du point triple notamment).
Dans un contexte CAGD, l'objectif est généralement de régulariser le maillage
de la surface sous-jacente et non pas de quantifier une variation de courbure
locale.

Une évaluation de la courbure par une approximation différence finie directe
conduit a des variations trop importante diies aux erreurs portées par les points.
Une reconstruction polynomiale de la surface sous-jacente pour en évaluer sa
courbure ne conduit pas non plus a des résultats satisfaisants. En s’inspirant de
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[8], on consideére approche suivante : on approche localement la courbe sous-
jacente au sens des moindres carrés (ce qui conduit & un certain filtrage du
bruit) pour ensuite calculer la courbure de la courbe moindres carrés locale. Cet
algorithme a été implémenté et testé par deux étudiants de I’Ensimag que j’ai
encadré. Il a ensuite été inséré dans les codes Micralef et ElectroCap.

L’algorithme Etant donnés N points définissant 'interface liquide-gaz X; =
(ri,z;)T, i = 1..N, on approche localement ces données au sens des moindres
carrés par une courbe de Bezier C(t). On calcule ensuite la courbure en chaque
point X; ainsi :

’I"IZ” — ZI
(12 + 2/2)%

ou (r',z') et (r”,2") sont calculés & laide de lalgorithme de de Casteljau, ¢;
étant le parametre relatif a Xj.

ki = k(t;) =

(t:)

P Beziers’ curve

F1G. 4.4 — Point interne X;. Approximation locale aux moindres carrés par une
courbe de Bezier.

Tests numériques. On se donne des courbes dont on connait exactement
la courbure et on compare numériquement notre algoritme avec un schéma
différences finies d’ordre deux directement appliqué aux données X; = (r;, 2;)7, i =
1..N. Sans bruit imposé sur les données, les deux approches donnent de bons
résultats. Par contre si ’on rajoute un bruit aléatoire (sur ordonnée de chaque
point), le schéma différences finis direct ne donne plus de bons résultats tandis
que notre algorithme basé sur une approximation aux moindres carrés locale
permet de quantifier correctement la courbure ainsi que ses variations locales.

4.2.2 Le modele macroscopique : hydrodynamique a sur-
face libre avec conditions locales de glissement généralisées

Nous cherchons a résoudre le modele d’hydrodynamique macroscopique de
Shikhmurzaev HFSM qui est constitué des équations de Navier-Stokes incompre-
sible avec les conditions aux bords (4.3)-(4.4) et une équation de la dynamique
de la surface libre. Les termes op,¢ et Vogy, sont donnés et on pose : I'r,¢ = '),
Un autre terme source est la courbure x.
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Oscillating curve Noise on z—-coordinate (in pourcent)
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-10
— — — exact value without noise
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15 15

— — — exact value without noise
—¥— computed value

F1a. 4.5 — Valeurs de la courbure avec / sans bruit

Quelle représentation de la surface libre ? Parmi les méthodes classiquement
employées, nous pensons & la méthode des lignes de niveau ("level set”) avec
une description diffuse de l'interface, & une formulation ALE, ou encore aux
méthodes VOF et ”Front tracking”. Nous avons affaire ici a un écoulement
incompressible surface libre, surface sur laquelle sont posées des équations de
type convection-diffusion en compressible (le modele mésoscopique local). A
’issu des trois stages de DEA (B. Blanchard, J. Etienne, B. Leteurtre) que j’ai
encadré, 'approche lignes de niveaux ("level set”) avec une description diffuse
de l'interface m’a paru moins adapté qu’une formulation ALE. Evidemment
cette derniere présente I'inconvénient de ne pas pouvoir gérer des changements
de topologies, par contre elle conduit & une description explicite de la surface
qui permet plus facilement de poser les équations surfaciques (qui pourraient
d’ailleurs étre les équations de surfactants).

Le modele macroscopique a surface liubre est alors résolu selon une formulation
ALE classique dont ’algorithmique aprés discrétisation en temps est présenté
sur la figure 4.6.

Effet Marangoni au voisinage du point triple. Dans le cas test d’une plaque
solide plongeant dans un bain liquide, un raisonnement simple montre que le gra-
dient de tension de surface induit un écoulement qui s’oppose a I’écoulement vo-
lumique Fig. 4.7 : ¢’est Peffet Marangoni. Une simulation numérique (en Stokes
2D plan stationnaire) montre un champ de vitesse local au point triple cohérent
avec ce raisonnement. Aussi cela semble cohérent avec des expérimentations
menées au LEGI, voir la photo dans le cas d’un écoulement bi-fluide!.

1Cette photo est dit & A. Royon, stage ingénieur HMG et Forschungszentrum Karlsruhe,
2002
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Free surface dynamics Transport of domain
n (ALE meth. &characteristics)

u n+l n
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n
n 1. Transport of o) by u

2. Identification of y

Navier—Stok
avier-Stokes Change of variable
ALE formulation

free surface fixed u

surface tension
local Marangoni term

(u T )n+1

F1G. 4.6 — Algorithme de résolution ALE

gado, ) r oy

-

\ ,,//lélow ocoos]
[ / induced by the .-~ -~

gra.:d(oi ) . Marangoni effect .-~~~

o_ =20,
o720y

F1G. 4.7 — Plaque plongeante. (G) Aspect qualitatif (M) Champ de vitesse local (D)
Photo issue de A. Royon EnsHMG 2002
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Etalement et chenillette

Il a été montré expérimentalement [7] que lorsque le front liquide avance
(étalement), les particules de la surface passent de Uinterface liquide-gaz a 1'in-
terface liquide-solide, telles une chenillette (“rolling motion”). Partant de cette
observation, j'ai élaboré un algorithme d’étalement (avancée du point triple)
imitant ce mouvement de chenillette, voir Fig. 4.2.2, [CoMo05-b][MoBeCo07].
Cet algorithme d’étalement complete ’algorithme global ALE.

o O Free Point
T o Noslip point

Time step n o
i o \ A Slip point
> Q  Triple Point

\ Solid surface
1
1 \
1
1

—e—e—e—ev—é'.——é—»—e——»

Solid surface

'
'
'
Time step n+1 :
'

Time step n+2

D amm e mm -

1> ——
> <----o-o

o000 o
0—0—0—0©

(o]

Solid surface

F1G. 4.8 — Processus d’étalement. Les cercles représentent les noeuds de non-
glissement ; triangles : noeuds de glissement u, = 0; carrés : noeuds libres ; diamant :
le point triple.

4.2.3 Impact de gouttelettes : simulation de la phase d’étalement

Nous considérons la phase d’étalement lors de 'impact d’une gouttelette 2D
axisymétrique sur un solide. Les nombres caractéristiques sont : L,.r = 2.3 mm,
Urer = 0.98m/s, soit le Reynolds Re ~ 46, le Weber We =~ 68 et le nombre
capillaire C, ~ 1.5. L’¢lément fini utilisé est celui de Hood-Taylor (ordre deux).

Loi de type Tanner imposée et test algorithmique. Nous avons effectué des
simulations en imposant I’angle de mouillage et la vitesse du point triple afin de
tester notre algorithmique ALE. Nous avons pu vérifié que le volume total de la
goutte est relativement bien conservé (perte de 2-3 % en tout début d’étalement
lors des grandes déformations, et ceci pour un maillage de 600 éléments envi-
ron). Le nombre de remaillages requis est relativement faible (environ 20 pour
1000 itérations en temps), et ne sont nécéssaires que lorsque nous projetons
un point de la surface liquide sur la surface solide. Cela démontre notamment
la performance du relevement du champ de vitesse arbitraire par un systeme
d’élasticité linéaire (en espérant que cela convainc les responsables de Comsol
Multiphysics...).

Les résultats numériques obtenus (hauteur et diametre de la goutte) sont qua-
litativement comparables aux résultats expérimentaux dont nous disposions, [1].

Influence des paramétres (3, g, h). Nous montrons numériquement I'influence
des trois parametres ([, g, h) qui apparaissent dans les nouvelles conditions aux
bords au voisinage du point triple. Nous considérons le systeme de Stokes sta-
tionnaire avec les conditions aux bords (4.3)-(4.4).
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Tout d’abord, nous retrouvons bien sur le fait que lorsque § devient grand, la
condition de glissement devient semblable a une condition de non-glissement.

Concernant le terme en g, nous retrouvons le fait que pour |g| grand (g < 0),
I’étalement est accéléré : pour définir une contrainte faible, la vitesse tangentielle

doit étre de I'ordre de _—g. Quant au terme h, ce dernier crée une force tangente

a la surface liquide-gaz (vers le haut) qui pourrait permettre le mouvement de
rétraction.

Notons enfin que le terme _Fg agit différemment sur la surface selon si ’angle

de mouillage est inférieur ou supérieur a 7, Fig. 4.9.

Phase d’étalement simulée avec le modéle de Shikhmurzaev. Les équations
considérées sont celles du modeles HFSM : équations de Navier-Stokes instation-
naire avec surface libre et conditions aux bords (4.3)-(4.4). Les termes (53,9, h)
sont calibrés a la main selon ’analyse et les expérimentations du modele surfa-
cique 1D (section précédente) ainsi que les expérimentations précédentes, Fig.
4.9. Nous nous intéressons a la phase d’étalement de la goutte a partir d’'un
premier contact avec le support solide. Comme évoqué précédemment, le terme
g peut jouer le role d'un controle sur la vitesse du point triple (et donc sa
position) . Une diminution de |g| (¢ < 0) se traduit par une accélération de
létalement. Si |g| petit (valeurs dépendantes de 3), son effet ne se fera pas sen-
tir lors de la phase initiale tant les termes d’inertie sont dominants. Pour |g|
tres grand, d’importantes déformations du maillage sont engendrés et son suivi
devient problématique.

4.3 Bilan et perspectives

Bilan. Dans cette thématique d’écoulements dynamiques de gouttelettes
avec contact, je me suis principalement intéressé au modele de Y.D. Shikh-
murzaev issu de la mécanique des milieux continus et d’une représentation de
Gibbs de U'interface. J’ai commencé par reformuler de maniere plus synthétique
les équations. Nous avons écrit dans [MoWi04] une analyse mathématique et
numérique détaillée, ainsi que des propriétés et des expérimentations numériques
démontrant un possible calage & la main. Nous avons mis au point dans [CoMo05-
b] [MoBeCo07] une algorithmique compléte ALE pour la partie macroscopique
enrichie d’un algorithme d’avancée du point triple imitant le mouvement de che-
nillette observé dans les expérimentations. Nos expérimentations numériques ont
mis en évidence les roles prépondérants des parametres apparaissant dans les
conditions aux bords locales au point triple; ces parametres jouant potentielle-
ment un role de controle de 1’écoulement. Des résultats numériques d’étalement
d’un goutte 2D axisymmétrique apres impact sont qualitativement comparables
aux résultats expérimentaux. Enfin une analogie des équations obtenues dans la
theorie de Shikhmurzaev et celles obtenues a partir de simulations de dynamique
moléculaire (interface diffuse, Cahn-Hilliard) a été mis en évidence [MoBeCo07].

Un probléme encore ouvert : la phase de rétraction (”recoiling”).
Nous avons montré dans la section précédente le réle que pouvait jouer le terme
h dans la phase de rétraction de la goutte. Nous avons élaboré I’algorithme sui-
vant, cf Fig. 4.11, pour modéliser numériquement la dynamique du point triple
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

F1G. 4.10 — Profil de goutteletes et position du point triple pour 8 = 103 et :
(G)g = —10, (D)g = —10?

en phase de rétraction. Les résultats numériques obtenus ont montré un possible
écoulement de rétraction avec une telle approche; cependant nous n’avons pas
réussi a simuler intégralement et de maniere correcte cette phase-ci. En effet,
nous avons rencontrés des problemes d’instabilité (numérique & priori) de I'in-
terface. Une meilleure compréhension fondamentale des forces mises en jeu lors
de cette phase semble nécéssaire.

Free Point

o
Time step n \ﬂ O No slip point
A

Slip point

t Q  Triple Point
H H i B Solid surface
: 3 ;o
Timestepn+l ! ; {
| = | Solid surface
L i
o—o—AA o

F1G. 4.11 — Recoiling process. Circles represent no-slip nodes # = 0, triangles represent
slip nodes u, = 0, squares represent ”free” nodes, diamond is the triple point.

Surfactants et analogie avec les équations surfaciques de Shikh-
murzaev. Les équations de surface de la théorie de Shikhmurzaev (modele
mésoscopique) sont analogues a celles modélisant la dynamique de surfactants,
voir [13]. Ces derniéres sont des équations de convection-diffusion linéaires for-
tement couplées avec ’écoulement interne ; les opérateurs différentiels sont bien
entendus surfaciques. L’inconnue I' de ces modeles représente la concentration
des surfactants (qui modifie I’affinité entre les différents milieux, ie les tensions de
surface). Une formulation faible sur une surface paramétrée quelconque (en vue
de son implémentation éléments finis, dans Comsol multiphysics notamment,)
est présentée dans [BeMo07-d]. Une résolution complete du modele de Shikh-
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murzaev (ie couplage des équations surfaciques avec les équations de dynamique
du liquide) s’apparenterait & une résolution couplée dynamique du liquide - dy-
namique de surfactants. Des analyses mathématiques de modeles simplifiés ainsi
que des expérimentations de manipulation de macromolécules biologiques dans
des gouttes (applications en biologie médicale), sont menées par exemple par L.
Davoust du LEGI - équipe PIM.

Implémentation de ces équations au sein d’un logiciel industriel :
COMSOL Multiphysics. Nous avons implémenté les différentes équations et
algorithmiques mises au point au sein du logiciel industriel Comsol Multiphy-
sics 3.2, voir [BeMo07-d] ; et ceci en vue d’un transfert aupres de nos collegues
mécaniciens du LEGI (équipe PIM) et du CEA-LETL.

Nous avons rencontrés plusieurs difficultés, parmi lesquelles : i) le calcul de la
courbure (force primordiale en microfluidique); ii) 'implémentation de I’algo-
rithme spécifique d’avancée du point triple qui fait appel a des informations non
disponibles; iii) le suivi de maillage en présence de grandes déformations.
Concernant les deux premiers points, des astuces (pas forcément intuitives ni
élégantes...) ont cependant permis de contourner ces difficultés. Concernant la
question cruciale d’'un bon suivi de maillage, malheureusement nous n’avons
pas réussi a contourner le probleme. Il est fort probable qu’il suffise pourtant
d’une modification mineure : un bon rélevement du champ de vitesse arbitraire
(vitesse de grille) basé sur de I’élasticité linéaire. Cependant, nous pouvons pa-
rier que I’évolution prochaine de ce logiciel permettront d’y ajouter ces modeles
et algorithmiques permettant de simuler la dynamique du point triple (phase
d’étalement du moins).

Notons également qu’aussi bien les équations surfaciques de Shikhmurzaev que
les équations de surfactants ont pu étre implémentées sans trop de difficultés,
ce qui permet d’afficher un certain optimisme quant & un premier couplage a
venir entre ces différents modeles au sein de Comsol Multiphysics.
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Chapitre 5

Modeles numériques en
hydraulique fluviale et
inondations.

Assimilation variationnelle de données, calage, couplages

A partir de Pautomne 2002, j’ai commencé & m’intéresser a la modélisation
numérique (directe et inverse) de fluides géophysiques (thématique centrale du
projet Idopt) et plus spécifiquement aux écoulements de rivieres. Au sein d’Idopt
et sur cette thématique, une these encadrée par FX Le Dimet avait été soute-
nue [28] et une autre était en cours [23]. Aussi le programme européen Anfas
(auquel Idopt participait) traitait de ce sujet, voir par exemple [17]. Dans le
prolongement de ces travaux, j’ai contacté plusieurs collegues hydrauliciens, hy-
drologues et industriels (Cemagref Lyon - Montpellier, LTHE et Sogreah essen-
tiellement) pour aboutir au montage du projet ” prévention numérique de crues”,
projet région Rhone-Alpes 2003-06 thématique ”développement durable” . Pa-
rallelement & cela, je participais & I’ACI Assimage (Assimilation d’Tmages) 2003-
06 menée par FX Le Dimet, et réunissant des spécialistes de 'image (INRIA
projet Clime et IRISA notamment). Apres discussions avec les ”collegues ap-
plicatifs” (hydrologes, hydrauliciens), les directions qui semblaient intéressantes
de dévellopper au sein du projet région portaient sur le calage des modeéles,
I’assimilation de données, le couplage et la simulation temps réel. Seule cette
derniere direction ne fut pas abordée dans le cadre de ce projet.

Les collegues disposaient depuis fort longtemps de modeles et de codes per-
formants et opérationnels; citons Telemac2D (St-Venant 2D) développé par
EDF, utilisé et commercialisé par Sogreah, Rubar20 (2D) et Mage (1D casier)
développés par le Cemagref Lyon. Dans l'optique de produits logiciels utili-
sables & court terme (avant 2006...), nous avons commencé par étudier la pos-
sibilité d’obtenir ou pas ’adjoint du premier code cité. Nous avons abordé la
différenciation ”automatique” d’un code source extrait du logiciel Telemac2D.
Une large partie du travail a pu étre menée, voir [LoHoMo05-b], cependant du
fait de I'usage omniprésent des pointeurs au sein du code direct (fonctionna-
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litée non prise en compte par les différenciateurs automatiques source-a-source
actuels), nous n’avons pu aboutir & I'intégralité du code adjoint, et ceci malgré
laide des collegues du projet Tropics, outil Tapenade [37]. Mener la tiche jus-
qu’au bout aurait nécessiter des moyens supplémentaires, cependant les quelques
mois passés sur ce logiciel industriel nous ont permis de nous former sur la
différenciation automatique.

Parallelement a cela et dans 'optique de développements de nouvelles algorith-
miques (assimilation d’images vidéo / satellites, de couplages de modeles etc),
il nous fallait disposer d’un code relativement simple et parfaitement maitrisé.
C’est ainsi que j’ai initié le projet de construction de DassFlow [LoHoLeDiMo05-
b][HoMaMoLa07-b], nouveau code aussi simple que possible, évolutif et dont les
normes de programmation respectent parfaitement celles de Tapenade (différenciateur
automatique utilisé pour générer le code adjoint). Le code de calcul est inter-
facé avec les mailleurs, visualiseurs et outils SIG nécéssaires (aussi bien issus du
monde du logiciel libre que d’outils commerciaux de référence).

Au fur et & mesure des dévellopements et des contributions, nous avons pu
améliorer les solveurs directs [FeBrMo07][FeMaMo07][FeMaMo-b], démontrer
les potentialités sur des données réelles [HoLaLeDiMo06-b], intégrer des données
lagrangiennes (thése de M. Honnorat, architecte initial de DassFlow, [14][HoLeDiMo07]),
assimiler des images satellites post-traitées [15][16] [LaMo07] [HoLaMoPuPa07],
des images vidéo [HoHuLeDiMoRi07] et enfin mettre au point une algorithme de
couplage (type "mortar”) 1D global - 2D local tout en assimilant simultanément
les données [HoGeLeDiMo06-b][GeMo07].

Le présent chapitre a pour objet de présenter une synthese de ’ensemble de ces
résultats ainsi que ceux en cours et a venir.

En terme de projets.

- Montage et responsable du projet “prévention numérique de crues”. Projet
région Rhone-Alpes 2003-06, thématique ”dévellopement durable”.

- Participation PACI Assimage (Assimilation d’Images) 2003-06, resp. FX
Le Dimet.

FEn terme d’encadrements.

These. Co-encadrement & 80% de la thése de M. Honnorat (directeur habi-
lité : FX Le Dimet). ”Assimilation de données lagrangiennes pour la simulation
numérique en hydraulique fluviale” BDI-CNES, déc. 2003-06. These terminée en
janv. 07, soutenance en octobre 07.

Stage DEA. Encadrement du stage DEA-INSA 2003 ”Comparaison de schémas
€léments finis pour les équations de St Venant”. M. Honnorat. Univ. J. Fourier,
Grenoble-I.

Ingénieur CDD INRIA 2 ans 06-08 . Encadrement de J. Marin, jeune ingénieur
(Ensimag’06) pour co-dévelloper le code DassFlow mais aussi un code de gla-
ciologie.

Postdocs. Dans le cadre du projet région, j’ai encadré 1 jeune chercheur et 2

chercheurs confirmés financés sur des bourses postdoctorales (de 10 a 16 mois).
- T2DInverse : génération du code adjoint et assimilation de données avec
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Telemac2D (code EDF)Y. Loukili. 10 mois, 2004. Actuellement ingénieur
au Canada.

- Couplage et assimilation simultanées pour St-Venant 1D et 2D. Modele de
crues 1. Gejadze. 16 mois, 2004. Recruté lecturer a Glasgow a la suite de
son financement postdoctoral.

- Assimilation d’tmages satelitales pour un modéle de crues. Application a
la Moselle X. Lai. Jeune chercheur de I’académie des sciences de Chine,
Nandging, Chine.

En terme de logiciel.

- DassFlow (www.gforge.iniria.fr/Dassflow) : logiciel diffusé internationale-
ment.
Ce code est appelé a évoluer vers la plateforme intégrée d’hydrologie plus
large DassHydro, plate-forme commune avec le laboratoire MOX, Politec-
nico Milano.

5.1 DassFlow : un modele numérique direct et
inverse pour I’hydraulique fluviale

Ce paragraphe est tiré des articles, proceedings et rapports suivants : [LoHoLeDiMo05-
b] [HoLaLeDiMo06-b] [FeBrMo07] [HoMaMoLa07-b], de la these de M. Honno-
rat [14], voir également [CaDaHoLeDiLoMo05-b] [FeMaMo07] [FeMaMo-b].

5.1.1 Modeles directs 2D et 1D. Couplage.

Nous présentons ici les modeles et schémas numériques qui ont été retenus et
implémentés dans notre logiciel DassFlow, [LoHoLeDiMo05-b] [HoMaMoLa07-
b].

Les équations de St-Venant 1D avec apports latéraux. Les modeles
opérationnels de rivieres sont basés sur un réseau de branches modélisées par
les équations de St-Venant 1D, [26], avec lois de noeuds, de vannes etc, mais
aussi avec des termes sources (généralement empiriques) modélisant la perte de
charge et moment lors des débordements, voir par exemple [36] [35]. Ces modeles
sont appelées modeles 1D casier (ou encore 1.5D), [10]. Lors de la dérivation des
équations de St-Venant 1D, si I’on considere une section de canal rectangulaire
(de largeur b(Z)) et les apports latéraux éventuels (débordements), on obtient :

95 .99 _
ot o "
ot 9z \ S Yor 2 "9z  Imig T

ou S est la section mouillée, @) le débit linéique, H la hauteur d’eau, b est
H
la largeur du canal (supposé de section rectangulaire), P = ¢S 5 qn est le

débit résultant des apports / pertes latérales (débordement au travers des pa-
rois latérales du canal principal) et sy est le terme de friction (loi de Manning
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par exemple).
On a effectué ’hypothése que le canal est de section rectangulaire (S = b.H),
mais aussi que % est petit. Ces équations peuvent s’écrire sous forme conser-

vative avec terme source :

Oopw + 0z f(w) = g(w) + s¢(w)

. 28 52

o w = [8,Q|", f(w) = (Q’F + 9%)T et g(w) = (angaa”cbbj — 9S80;zp +
Q.

tg)

Bien siir le systeme est fermé avec des conditions initiales et conditions aux
bords. On note ¢ = v/gh la célérité des ondes.

Les équations de St-Venant 2D. Les modeles d’hydraulique fluviale 2D
sont basés sur les équations de St-Venant 2D dont les inconnues sont la hauteur
d’eau h et le débit q = hu, ot u = (u,v)T est la vitesse moyennée sur la
profondeur. Les équations sont :

Oh + div(q) = 0 in Ox]0,T]

2
diq + div(ta®a) + 1gVh2+ ghVz + ¢=ldeq = 0 in Qx]0,T]

h(0) = ho,  q(0) = qo
(5.2)

ou g est la gravité, z, la topographie du fond, n le coeflicient de friction (loi de
Manning), (ho, go) la condition initiale..

Sous forme conservative avec terme source, ces équations s’écrivent :
OW + 0, F1 (W) + 0, Fo(W) = (Sg + Sy) (W)
2 2
avec Fy(W) = (q1, & + $gh?, B2 Fp(W) = (g2, B2, L2 + 1gh?)T.

Conditions aux bords. Dans une optique de couplage et calibration de modeles,
il est indispensable de porter une attention toute particuliere aux conditions aux
bords, tant du point de vue efficacité et rigueur mathématique (caractéristiques
entrantes valables en sous -critique et super-critique) que du point utilisateur
hydrologue (courbe de tarage).

On distingue les trois catégories de bord suivantes :

. Ty, la partie ou ’écoulement est rentrant,

. T'ous la partie ou I’écoulement est rentrant,

. T'wau la partie de type paroi.

Les parties entrantes et sortantes étant bien entendu susceptibles de changer
au cours du temps.

Sur ', on considere une condition de glissement :
dh
u- n|FC(t) =0, a—n|ru(t) =0 Vi
Sur la partie entrante I';,, deux types de conditions sont possibles :

a. Débit imposé : (q-n)|, = —q"(t), %|F< t) =0 Vit
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b. Caractéristiques entrantes. Elles s’écrivent : wy =u-n+ , /h%h7 W =u-T

etwyg=u-n—, /h%h, associées aux valeurs propres A\y = Ug-n-—+c, Ao =ug -7

et A3 = ug - n — ¢ respectivement.

Sur la partie sortante I'y,;, quatre types de conditions sont possibles :
a. Neumann homogene : %h* ,(t) = 0, %\1‘ ,(t) =0 Vi

b. Hauteur d’eau imposée : b, (t) = zu(t) = 2| - Wh‘ (t) = 0Vt
Cette condition ne pourra étre imposée seulement en cas d’écoulement sous-
critique.

c. Caractéristiques entrantes. Ce cas est analogue a celui présenté précédemment
pour T';,.

d. Courbe de tarage. Condition usitée par les hydrauliciens. Une courbe de ta-
rage est une relation entre le débit normal g-n et la hauteur d’eau h : g-n = f(h).

Couplage 1D-2D.

L’information & transmettre d’un modele 1D global vers un modele 2D lo-
cal, Fig. 5.1, consiste a définir les conditions aux limites de ce dernier. Sachant
que le modele 2D est un probleme aux frontieéres ouvertes et que ses équations
sont de nature hyperboliques, il semble nécessaire de raisonner en terme de ca-
ractéristiques entrantes, voir & ce sujet [5].

L’information du modele 2D a transmettre au modele 1D consiste & définir
le terme d’apport latéral ¢, voir [FeMaMo07].
Dans le cadre de schémas volumes finis, cela peut étre vu de maniere équivalente
en termes de flux numériques. Dans le cas (non réalisé en pratique) de grilles
spatio-temporelles 1D et 2D identiques (méme pas de temps, méme pas d’es-
pace), et si le canal principal 1D est rectiligne parallelle a l'axe x, cela s’écrit :

o =P +¢@ == + =P (5.3)

ott ZM[1] et Z?)[1] désignent les deux premieres composantes (sur trois) des
deux flux numériques 2D relatifs aux bords latéraux du canal.
Dans le cas plus réaliste ou les grilles spatio-temporelles 1D et 2D sont discor-
dantes (ratio de l'ordre de 100 en espace et en temps), on peut alors définir de
maniére semblable les apports latéraux a partir des flux numériques 2D (issus
du solveur VF) & I’aide d’opérateurs de projections (spatiales) et interpolation
(temporelle).

5.1.2 Solveur direct

Nous présentons les schémas volumes finis considérés en pointant les diffi-
cultés liées au "terme source” de topographie et a la notion de schémas bien
équilibrés. Nous suivons l'approche de [8].

Nous considérons des maillages 2D mixtes triangles - quadrilateres, et nous
discrétisons les deux modeles 1D et 2D par des schémas volumes finis : solveur
de Riemann approché HLL pour le 1D et HLLC pour le 2D, voir e.g. [27]. Nous
exposons la méthode dans le cas 2D seulement (sachant que cela se raméne a
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1D main channel

2D flooded area

/
f //\ &

't

T

F1c. 5.1 — Couplage modele 1D global - modeles 2D locaux

des problemes de Riemann locaux 1D).

Schéma volumes finis standard. On integre I’équation sur une cellule
K; du maillage, on applique le theoreme de divergence, on utilise la propriété
d’invariance par rotation des équations [27], on obtient :

i

N;
/ U dx + Z/ T, ' Fy(T;;U) ds = / (S, + Sf)(U) dz (5.4)
Kl‘ j*l Ei]‘ K

ol N; est le nombre d’arétes de K; (3 or 4), E;; désigne l'aréte et Tj; est la
rotation d’angle 6;; entre E;; et I’axe horizontal.

Pour la cellule K;, on définit les valeurs moyennes des termes sources et de la
1

solution ainsi : U; = m
i

/ Udz. Avec le schéma temporel Euler explicite,
K;

cela donne :

m+1 __ m
urntt = g —

N
At - - m m W/L\/
| K| N (T o F o Ty) (U, Us) + At (S + At (S7HY);
=

(5.5)
La difficulté réside dans le calcul du flux numérique (Fi" o T;;)(U;, Uj).

Le terme de friction S}n“ est traité semi-implicitement ; pour la clarté de 'ex-
posé, désormais nous le négligeons.

Cas homogéne. Considérons le cas homogene (ie pas de terme de topogra-
phie : S, = 0). En posant, V = T;;U on a : V = [h,qz,q7]" et Fi(V) =
(g7, g2/ h+gh?/2, gzqzh]T . Le schéma volumes finis 2D se raméne aux problémes
de Riemman locaux 1D :

OV + 0uF1 (V) = 0

avec V(z,0) = Vpsizz < 0; V(x,0) = Vg siaz > 0 ou les indices L et R
désignent les valeurs a gauche et a droite respectivement.

Analogie St-Venant 2D et St-Venant 1D avec polluant. Remarquons qu’en
utilisant les propriétés d’invariance des équations de St-Venant 2D (et en négligeant
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les termes tangentielles au bords des cellules, flux normaux seulement), nous
nous sommes ramenés a des problemes de Riemmann locaux 1D dans la di-
rection de la normale aux aretes. Et dans ce cas, les équations 2D St-Venant
deviennent exactement les équations 1D St-Venant faiblement couplées avec
Péquation de transport linéaire (de polluant par exemple).

Cas non homogeéne et schéma volumes finis bien équilibré. Dans le
cas non homogene, (S # 0), nous cherchons a définir un schéma volume fini
"bien équilibré”. Plus précisément, nous suivons ’approche de [8] qui conduit &
des schémas ”asymptotiquement bien équilibrés” au sens ou ils préservent toute
solution stationnaire au second ordre au moins (et pas seulement ’eau au repos).
On écrit le schéma volumes finis sous la forme suivante. Pour une cellule (z;_1 /2, Z;11/2)
(notations 1D) :

Vit v e mFiap g (5.6)
At Az v ’
ou ST est une approximation centrée du terme source S en x = x; : 5;

(Si—1/2 + Siq1/2)/2 et F§i+1/2 est une approximation de F(V(z41/2,t")) ot
V' est solution du probleme de Riemann non-homogene :

&V + 0 F(V) = S

avec Vi, et Vi comme conditions a gauche et a droite. C’est a dire que le terme
source est centré et le flux numérique F' S it /2 tient compte du terme de topogra-
phie S;. Autrement dit, nous ne suivons pas I’approche qui consiste a garder le
flux numérique du probléme homogene puis & décentrer le terme source comme
cela est fait par exemple dans [4].

Dans [8], les auteurs présentent un schéma HLL bien équilibré (au sens
précédent) pour les équations de St-Venant 1D. Dans le cas 2D (ou 1D avec pol-
luant), le schéma HLL qui ne tient pas compte de la valeur propre intermédiaire
Ao = u présente I'inconvénient d’étre diffusif. Le schéma HLLC est une exten-
sion du schéma HLL, [27], qui prend en compte la vitesse d’onde intermédiaire
Az2. A partir de la formulation (5.6) et du schéma HLL bien équilibré de [8], on
peut naturellement définir un schéma HLLC bien équilibré. En effet, si on note
Fg” le flux numérique HLL en présence du terme source, alors il suffit de poser :

[FBUe), = [FEY)), pour k= 1,2 et [FhUe)3 = [FAY), - u*

avec u* = (V1) si S* > 0 et u* = (Vg)3 si S* < 0; ot S* est la vitesse d’onde
intermédiaire a l'interface. On obtient alors un schéma HLLC bien équilibré au
sens précédent. Par ailleurs, la définition de S* suivante, voir [FeBrMo07] :

« _ SLYR — SRAL — spsr(hr —hr — X2)
hit1(wiy1 — sg) — hi(u; — sp)

conduit a une onde intermédiaire consistante avec u. La preuve de ces deux
résultats s’appuie sur le fait que toute solution stationnaire vérifie ¢ constante.
De plus, (hg — hz, — x2) = O(h?) pour toute solution stationnaire, et ce terme
s’annule pour I'eau au repos.
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Traitement du front sec. Dans le cas du front sec, les vitesses d’onde
précédentes sy, et sg sont non définies, voir [27, p. 197]. Nous employons alors
une définition de [27]. Cependant, cette méthode qui marche bien en 1’absence de
terme de topographie, conduit a des instabilités en présence de la topographie.
Nous introduisons alors classiquement une hauteur minimale d’eau h., valeur
en dessous-laquelle la cellule est considérée comme seche.

Benchmarks et comparaison de solveurs. Nous renvoyons & [HoMaMoLa07-
b] [FeMaMo-b] pour la présentation de cas tests et comparaisons de différentes
solutions.

Cas du modele couplé 1D - 2D

Dans le cas du couplage des modeles 1D -2D; a priori le probléeme d’un
schéma volumes finis global bien équilibré se pose & nouveau. En effet, du fait
que le modele 2D apporte les termes d’apports latéraux au modele 1D, une cor-
rection supplémentaire devrait étre effectuée pour bien équilibré le schéma 1D
qui comporte les correctifs issus du 2D. Cette question-ci est actuellement en
cours d’étude, voir [FeMaMo07]

5.1.3 Principes de ’assimilation variationnelle de données

Le logiciel DassFlow a été spécialement développé pour ’analyse de sensibi-
lité et l’assimilation variationelle de données (méthode également appelée 4D-
var). L’assimilation variationelle de données est basée sur la théorie du controle
optimal, voir [18], [20]. Brievement, la méthode consiste & calculer un vecteur
de controle optimal au sens ou il minimise une fonction colit qui mesure 1’écart
entre des observations disponibles et 1’état simulé du systeme.

Dans le cas de ’hydraulique fluviale, le vecteur de contréle peut inclure le
débit entrant, les coeflicients de Manning, la topographie ou encore la condition
initiale. Bien entendu, en pratique seule une partie de ces parametres peuvent
étre identifiés pour une méme configuration. Les parametres types a calibrer
sont les coefficients de Manning définis par zone (qui dépendent potentiellement
de I’écoulement), 'onde de crue entrante, bien stir ’état initial (bien que moins
important que pour l'atmosphére par exemple), et aussi une topographie (du
moins localement).

On définit la fonction d’observation H (k; W) ot W est I’état du systéme et k
la variable de controle. La fonction cott s’écrit J(k) = H(k; W) et le probleme

de controle optimal s’écrit :
mkin J(k) (5.7)

Du fait du cofiit élévé (en terme de temps CPU) de chaque évaluation de la
fonction colit, nous nous tournons vers des algorithmes de minimisation locale
basés sur l'information du gradient (algorithme de descente quasi-Newton tel
que BFGS). Le gradient de la fonction coiit est alors classiquement calculé en
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introduisant les équations adjointes.

Les observations. Comme bien des écoulements géophysiques, les obser-
vations disponibles en hydraulique fluviale sont généralement tres peu denses
et hétérogenes. Les mesures in-situ les plus classiques (et les plus faciles & assi-
miler) sont les hauteurs d’eau mesurées aux stations de jaugeage. Ces mesures
peuvent étre considérées comme quasi-continues en temps mais ne sont que tres
peu denses en espace (au mieux 2-3 stations pour une portion de riviere ins-
trumentée). Les mesures de vitesse et/ou de débit sont trés incertaines et tout
particulierement en cas d’événement exceptionnel (crues notamment). D’ailleurs
lors de grandes crues, ces stations ne donnent généralement plus d’informations
exploitables. Les laisses de crues apres un évenement ne sont que tres peu utili-
sables dans les modeles car liées a des maximums d’écoulements tres localisés.
On pense alors a exploiter d’éventuelles données de télédétection : image sa-
tellite (si disponible au moment requis...), voir [15] [16], images aériennes, mais
aussi caméra vidéo au-dessus de I’écoulement, voir [9], ou encore GPS embarqués
dans des flotteurs dérivants, voir [2]. A noter que dans le cas d’images (satellites
notamment), la densité d’observation est alors dense en espace mais ponctuelle
en temps. Nous nous intéressons par la suite & ce nouveau type de données po-
tentielles.

Exemple de fonction coiit. Supposons des hauteurs et des débits dispo-
nibles en certains temps et certains points d’espace. Ces observations (classiques
et qualifiées d’eulériennes par la suite) permettent de définir le premier terme
de la fonction cott :

T T
"obs(k>=§</o ICs ki) = (0] + [ 1Cq allet) - a |>

ou C}, et Cq sont simplement des opérateurs de restrictions.

Vient ensuite de nécessaires termes de régularisation (type Tikhonov). Par
exemple, dans la cas ou 'on controéle le débit entrant, on définit :

Jreg( ) ||atqwl||

Nous avons remarqué qu’a partir d’observations de hauteur seulement (ie la
premiere variable sur les trois pour St-Venant 2D), le processus de minimisation
est grandement amélioré si ’on définit un terme cout supplémentaire relatif aux
deux autres composantes de I’état, a savoir le débit. Plus précisement, on mesure
la différence des débits au sein de chaque élément ainsi :

1 T
Jiue (k) = 5/0 |Gk, t) — G (k, t)||2 dt

G(k,t) — G (k,t) = Z ( 11(VL, Vr) — [S]l(VhVR))

avec [Fs]1(Ur,Ug) la premiere composante du flux numérique du schéma vo-
lumes finis et Uy, = [h°**, h°bSu, ho*v)T un flux mixte observé - calculé.
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Dans le cas présent, la fonction cott total s’écrirait :
J(k) = QopsJobs (k) + aflumjflux (k) + arngreg (k) (58)

ou les coefficients aops, O fjuaz €t Qreg sont a définir.

Algorithmique globale d’optimisation. Le processus de controle opti-
mal est similaire & celui du chapitre traitant d’optimisation, hormis le fait qu’a
présent il s’agit de controle optimal de systemes instationnaires. L’algorithmique
globale est representée sur la figure 5.2. A noter que le modele adjoint est
rétrograde en temps; par ailleurs la différence entre état simulé et observa-
tions se trouvent dans le terme source. Comme pour l'optimisation de forme le
minimiseur local est celui de Gilbert-Lemaréchal, [13] (basé sur I’algorithme de
Quasi-Newton BFGS). Le code adjoint est obtenu directement en différenciant
le code direct (et non pas a partir des équations adjointes discrétisées).

Nous présentons dans le paragraphe suivant le lien entre les équations adjointes
et le code adjoint généré par 'outil de différenciation automatique Tapenade

[37].
First guess Optimal values
of control variables
I
. . J\
: control variables |
* ; if converged
g Forward code Optimization
= 0— T
< routine
|
-]
E Adjoint code
N T 0 L-BFGS algorithm
(M1QN3 routine)

cost function and
its gradients

F1a. 5.2 — Algorithme d’assimilation variationelle de données (4D-Var).

5.1.4 Des équations adjointes au code adjoint différentié
automatiquement

Tout d’abord rappelons que les équations adjointes sont définies a partir de
I’adjoint de l'opérateur linéaire tangent; ce sont donc bien sur des équations
linéaires.
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Trois approches sont envisageables pour calculer I’état adjoint (solution des
équations adjointes) et donc le gradient de la fonction cotit qui en découle. 1)
La premiere qui est la plus naturelle pour un mathématicien mais aussi la plus
synthétique, consiste & écrire les équations adjointes (continues), puis discrétiser
ces équations via un schéma numérique adéquate. On obtient ce que ’on appelle
le gradient continu discrétisé. 2) La seconde (faisant appel a du calcul différentiel
en dimension finie seulement) consiste a construire l'opérateur adjoint au niveau
discret ie & partir des équations discretes du modele direct. On obtient alors le
gradient discret. 3) La troisieme possibilité consiste & différencier non plus les
équations mais directement le code de calcul résolvant le modele direct (en y
incluant la fonction cotit). Cette derniére approche présente I'inconvénient de
ne plus bien percevoir le lien entre les équations continues et les calculs effectués
(c’est ce que nous proposons d’éclairicir dans ce qui suit). Par contre, dans le cas
ou les différents gradients envisageables différeraient suffisamment (les erreurs
portées par les différents gradients sont nécessairement différentes) et pour un
espace de controle de taille importante, il semble plus cohérent de calculer le gra-
dient de la fonction cott effectivement calculé (ie celui issu de la différenciation
du code source).

Aussi, si le code direct a été initialement congu pour étre différencié ”automa-
tiquement” par un outil tel que Tapenade [37] (transformation source-a -source
pour des codes Fortran 95), 'usage d’un tel outil de différenciation automatique
s’avere étre d’une tres grande utilité.

Lien entre un code adjoint généré automatiquement et le gradient.
Les éclaircissements qui suivent sont intégralement tirés de la these de M. Hon-
norat [14].

Soit K l'espace des variables de controle et ) 'espace de la réponse du modele
direct. Dans notre cas, on a : k = (yo,qm,zout,n,zb,)T et Y = (y,j)T.
A noter, que nous considérons (et cela est primordiale pour la suite) que le
calcul de la fonction coiit fait partie de la réponse du modele direct. Nous pou-
vons représenter le modele direct (ainsi que le code de calcul associé) ainsi :
M K— ).

Le modele linéaire tangent s’écrit alors : %—’L’l(k) : K — Y. Il prend en entrée
dk € K, variation sur le vecteur de controle, et fournit en sortie :

oM
dY_a—k

(k) - dk

Le modele adjoint est défini & partir de ’adjoint de 'opérateur linéaire tan-
gent : (%—/l\:‘(k)) : Y — K'. 1l prend en entrée une certaine variable dY™* € )’
et fournit en sortie la ”variable adjointe” dk* € K’ :

oM *

dk* = ——(k) | -dY™
()

Montrons alors quel est le lien entre la variable adjointe dk* et le gradient

de j recherché.
Par définition de ’adjoint nous avons :

<(%—f)*. v+, dk>m’C - <dY*, (24) -dk>wy (5.9)
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ce qui se ré-écrit :

(dk*, dK) ., = (dY*, dY)

o (5.10)

V'xy -

Si nous posons dY* = (0,1)7 et en notant dk = (§yo,dn, 823, 6¢")T, on
obtient :

o5 Yo
0 dy* 5n* on
1 ) dJ* = (Szb ) 521)
VXY oq"™* g™ K'xK
0204 0Zout

Par ailleurs, par définition :

dJ = 5L (k) dyo + G2 (k) - on+ FL(K) - 52 + 2L (k) - 6gim + 522 (k) - 6z0us

Finalement, la variable adjointe dk* (réponse du code adjoint avec dY™* = (0,1)7
en entrée) correspond aux dérivées partielles recherchées de la fonction cott J :

200 = 45 2k =
%(k) =z 8?11{7, k) = ¢, af{it (k) = 25w

5.2 Démonstration des potentialités sur des données
réelles (mais standards)

Ce paragraphe est tiré du proceeding [HoLaLeDiMo06-b] et de I’article [LaMo07] ;
voir également le rapport de recherche [HoMaMoLa07-b].

Nous montrons dans ce paragraphe les potentialités de la méthode d’assi-
milation variationnelle de données mais aussi celles du logiciel DassFlow dans
le cas d’écoulements 2D avec données synthétiques ou réelles. Les observations
sont standards dans le sens ou I'on dispose de hauteurs d’eau en quelques points
d’espace et continues en temps.

Nous traitons deux problémes inverses types : 1) la calibration des coefficients
de friction (Manning) du modele St-Venant 2D en présence de débordement ; 2)
I'identification des débits aux bords de plusieurs branches d’une riviere.

Le premier exemple traite d’un cas test fictif mais présentant les mémes
caractéristiques que le cas test réel de la Moselle présenté dans un prochain
paragraphe (image satellite). Les données sont alors synthétiques ie il s’agit
d’expériences jumelles : les observations sont crées via un premier run du modele
direct. Ces observations sont donc parfaites et entachées d’aucune erreur, ce
qui simplifie le probleéme inverse traité. En effet, dans le cas d’écoulements
réels, le modele ne représente qu’approximativement (voire mal) la réalité de
I’écoulement. Une difficulté majeure est alors de comparer les observations (réelles)
disponibles avec ’état simulé issu du modele ”simpliste”.
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Le deuxieme exemple traite de données réelles : la riviere des perles en Chine
(aux environs de Hong-Kong). Ce cas test réel a nécessité I'interfagage du code
de calcul avec des outils logiciels SIG performants, des maillages mixtes triangles
- quadrangles non triviaux et surtout un solveur direct robuste qui reste stable
en présence de grandes variations de topographie. L’intérét principal d’un tel
cas test concerne essentiellement ces différents aspects.

Identification des coefficients de Manning

Nous présentons le cas test ”jouet” considéré, cas test que nous reprendrons
par la suite pour d’autres études. La configuration est celle d'un lit majeur (la
riviere) entouré d’une plaine d’inondation potentielle, Fig. 5.3. On impose en
entrée une onde qui crée un débordement et ’on considere comme seules obser-
vations les hauteurs d’eau & la station 1 (en tout temps) Fig. 5.4(a). Tous les
parametres d’entrée du modele sont connus sauf les coefficients de Manning n.
On définit classiquement ces coeflicients selon plusieurs ”grandes zones” (”land-
uses” ), Fig. 5.5. Les valeurs données & priori (”first guess”) sont prises toutes
égales : n = 0.010 dans les cinq zones. Le tableau suivant montre qu’apres opti-
misation, nous retrouvons parfaitement ’ensemble des cing valeurs recherchées.

Zone Valeur a retrouver Valeur identifiée
Lit majeur 0.025 (graviers) 0.025000487
Partie droite du lit 0.066 (bushes) 0.065991635
Partie gauche du lit 0.04 (petite végétation) 0.039996868
Environ de la station 1 | 0.03 (pattrages, champs) 0.029999658
Environ bord sortant 0.10 (urbanisme) 0.10001384

Des résultats numériques similaires ont été obtenus avec des données réelles
pour la configuration de la riviere Moselle (nord-est de la France), voir [LaMo07].
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Identification du débit entrant : riviere des perles

On considere la portion de riviére indiquée sur la figure 5.6 (G). L’écoulement
aux environs des stations de mesures A, B et C, est principalement régi par les
marées (débits entrants - sortants en BC6). On considére le probleme inverse
suivant : étant données les hauteurs d’eau A% mesurées chaque heure aux sta-
tions A, B et C, nous cherchons a identifier les débits aux bords en BC, BCs et
BCj ainsi que 1’état initial de ’écoulement. Les valeurs choisies & priori (”first
guess”) sont des estimations grossiéres de ces quantités. La simulation porte sur
une période de temps de 36 heures.

Un premier calcul de gradient montre que les observations aux trois stations
de mesures sont beaucoup plus sensibles a la donnée au bord en BCg que celles en
BC(C1 et BCy. Apres optimisation, nous retrouvons parfaitement la hauteur d’eau
en BCg, tandis que les hauteurs d’eau en BC et BC; sont approximativement
retrouvées (sensibilité moindre), Fig. 5.6( D). Aussi, nous montrons sur la figure
5.6 (D) qu’aprés optimisation, ’écoulement aux stations de mesure correspond
bien sur parfaitement aux observations.
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F1a. 5.6 — Riviere des perles : (G) maillage (D) hauteurs identifiées en BCg
(haut), BCy (milieu), état simulé et observations en C (bas)
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5.3 Données spatialement distribuées (une image
satellite)

Ce paragraphe est tiré des articles [LaMo07] [HoLaMoPuPa07] et des pro-
ceedings [HoLaLeDiMo07-b] [HoLaMoPu0T7-b].

Nous nous posons la question des potentialités d’une image satellite pour ca-
ler un modele d’écoulement de surface lors d’une crue (St-Venant 2D). Lorsque
I’on regarde une telle image ”brute”, Fig. 5.13, la tache d’eau nous montre clai-
rement que bien des champs, partie d’une ville etc (lit majeur) sont sous les
eaux. Cependant, le passage de la perception visuelle a la quantification de I'in-
formation dans un modele d’écoulement est loin d’étre immédiate... C’est cette
question-1a que nous étudions dans un cas bien précis (crue de la Moselle de
février 97).

Notons d’abord qu’obtenir une image satellite lors d’un tel évenement est
loin d’étre systématique. Ensuite le premier travail a mener est 'extraction d’in-
formation utilisable et "fiable” & partir de 'image satellite brute. Ce travail a
été intégralement effectué par R. Hostache et C. Puech [15] [16].

Les observations issues de ce travail deviennent alors du point de vue de
I'assimilation de données, des observations relativement standards. En effet, ce
sont des hauteurs d’eau spatialement distribuées, voir Fig. 5.13. Elles ont pour
seule particularité d’étre ponctuelle en temps et relativement dense en espace
(ce qui est le contraire des mesures de hauteurs in-situ dans le lit majeur). Pour
I’évenement considéré, les hauteurs issues de I'image satellite sont complétées
par d’autres mesures de hauteurs in-situ mais en une seule station de mesure
et en début et fin d’évenement seulement, voir Fig. 5.14. C’est a dire que les
mesures sont absentes au cours de la période de crue la plus importante.

Etant données la lourdeur des données et des calculs, et aussi du fait que
nous ne connaissons a priori pas ce que 1’'on peut espérer de telles observations,
nous commencons par considérer un événement fictif similaire basé sur la confi-
guration jouet précédente.

5.3.1 Investigation numérique sur l’apport d’une image
satellite

Nous considérons le cas test jouet précédent, Fig. 5.3, avec des observations
”synthétiques” (créees par le modele).

Une image ”parfaite” comme seule observation. Le premier probleme
inverse considéré est le suivant. Etant donnée comme unique observation une
image ”parfaite” (ie hauteurs non entachées d’erreur et disponibles en tout point
du domaine géométrique), nous cherchons a identifier le débit entrant ayant
conduit & un tel débordement. L’ensemble des autres parametres (condition
initiale, Manning etc) est donné. Ce premier test nous permet d’une part de
mettre en évidence I’apport du terme supplémentaire J;,,, dans la fonction cofit,
voir (5.8), et aussi d’estimer Papport potentiel d’une image pour la calibration
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du modele.

Pour mesurer ’apport de Jf,., nous supprimons le terme de régularisation :
Qreg = 0 dans (5.8). Les expériences numériques montrent alors que ce terme
de flux améliore grandement la qualité du processus d’identification, voir Fig.
5.7 (Jfiuz apporte de 'information supplémentaire sur le flux).

Ce premier cas test montre également qu’avec une seule donnée image (parfaite
et complete rappelons-le), le débit entrant passé semble identifiable, Fig. 5.7.
Bien str, apres le temps de I'image (Timag = 120s) le débit ne peut plus étre

identifié, puisque plus aucune observation n’est disponible.
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FiG. 5.7 — Identification de @, avec une image parfaite comme seule observa-
tion. Apport de J g

Données partielles semblables au cas Moselle. Nous considérons a
présent des observations semblables a celles du cas réel de la Moselle, a savoir
nous disposons d’une image partielle (les 3 zones indiquées sur la Fig. 5.3),
et d’'un hydrographe partiel pris a la station située a peu pres au milieu de
I’écoulement, Fig. 5.3 et 5.8.
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Fi1G. 5.8 — Cas test jouet : observations disponibles.

Dauns les 1égendes des figures, on note ”TS” (pour ”time series” ), les résultats
obtenus avec I’hydrographe comme seule observation, et par "IMAG” lorsque
I’on observe en plus une image partielle.
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Dans un premier temps, on ne considere a nouveau pas le terme de régularisation
(areg = 0 dans (5.8)), ce qui permet de mieux mettre en évidence le temps de
propagation de l'information entre ’onde entrante et le temps d’observation de
I'image (vitesse d’onde (u + ¢)). Dans notre cas précis, I'image (Tipqy = 100s
ou Tjmag = 120s) permet d’identifier potentiellement 'onde entrante durant les

42s passées, voir Fig. 5.9.
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F1G. 5.9 — Débit entrant identifié. Pas de régularisation. Période potentiellement

identifiable avec une image.

Dans I'expérience suivante on ré-introduit le terme de régularisation, et nous
identifions I'onde entrante avec une image prise soit & Timag = 100s soit a

Timag = 120s, voir Fig. 5.10.
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F1G. 5.10 — Débit entrant identifié. (G) Timag = 100s (D) Tipmag = 120s

Cette derniére expérience montre que : 1) étant données les mesures partielles
a la station, 'image apporte une information complémentaire primordiale ; 2) le
terme supplémentaire Jy;,,, améliore le processus d’identification.
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Décomposition temporelle avec recouvrement

Le modele adjoint, rétrograde en temps, requiet la valeur de I’état (direct) en
tout temps, ce qui a priori implique la mise en mémoire de I'intégralité de I’état
du systéme et ceci pour tout temps (ce stockage mémoire n’est en fait pas total
du fait que lors de la différenciation du code source direct, Tapenade élabore une
stratégie mixte stockage - re-calcul, ” checkpointing” and ”snapshots”, voir [37]).
Les équations de St-Venant n’ont beau étre que 2D au plus, les temps importants
de simulation considérés requierent une mémoire extrémement importante. Une
des manieres de remédier a ce probleme est d’élaborer une stratégie temporelle
lors de I’assimilation de données, voir par exemple [22]. Nous abordons ici une
stratégie similaire dans le sens ol nous cherchons a découper la période de si-
mulation en plusieurs sous-domaines temporels. Dans le cas de l'identification
de l'onde de crue entrante, le temps de propagation de 'onde du point d’entrée
au point d’observation nous conduit a découper la période de simulation en des
sous-périodes se recouvrant d’au moins autant ce temps de propagation de I'in-
formation (vitesse d’onde (u + ¢)). Nous montrons sur la figure 5.12 les erreurs
obtenues sur ’état du systeme aprés optimisation, avec ou sans décomposition
temporelle et surtout avec ou sans recouvrement. Nous retrouvons alors le fait
qu’une décomposotion temporelle sans recouvrement ne peut conduire a une
bonne identification.

Du point de vue mémoire, bien entendu la mémoire requise est diminuée pro-
portionnelement a la durée des sous-périodes. Quant au temps CPU, ce dernier
devrait a priori croitre proportionnellement au temps supplémentaire du aux
recouvrements. Nous avons remarqué lors de nos expérimentations numériques
qu’il n’en était en fait rien. En effet, le temps CPU total restait quasi-constant
malgré les recouvrements (& critére de convergence donné). Cela montre que
dans ce cas précis, les décompositions temporelles (de ordre de 4) avec (faibles)
recouvrements conduisent a un processus de minimisation plus rapide en termes
d’itérations.

5.3.2 Application a un cas réel : crue de la Moselle

Nous appliquons a présent les méthodologies précédentes aux données réelles
de la crue de la Moselle de février 1997. Les observations disponibles ont déja
été décrites précédemment ; elles sont schématisées sur les figures 5.14 (G) et
5.13. Les temps de simulation considérés sont de 66 heures (du 25 fev. 12h00,
début de la crue, au 28 fév. 6h00 période de fin de crue).

Identification des coefficients de Manning. Nous effectuons le méme
type d’étude que précédemment lors du cas test jouet mais avec les données
réelles disponibles. Notre premier objectif est d’exploiter ces observations pour
calibrer au mieux les coefficients de friction n (Manning, parameétres supposés
indépendant du temps et de ’événement). Les valeurs considérées & priori (”first
guess”) sont celles d’un hydraulicien numéricien confirmé et habitué a effectuer
un travail de calibrage "4 la main” (via essais-erreurs).

Partant de la, une premiére analyse de sensibilité (calcul du gradient) montre
que la valeur primordiale est celle du lit mineur tandis que celles du lit ma-
jeur (étendue inondée) n’interviennent que trés peu sur la qualité du résultat
(débit en sortie par exemple). Nous avons pour cela considéré de 1 & 10 zones
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Sliced assimilation strategy

Assimilation strategy with overlapping

Ty

F1Gg. 5.11 — Décomposition temporelle : a) sans recouvrement ; b) avec recou-
vrement (période de retour Tyetro)
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F1G. 5.12 — Identification de Q;,(t) et décomposition temporelle. Erreur RMS
pour : (a) h; (b) |lu|. Assimilation sans décomposition (ICQ : 1); avec
décomposition sans recouvrement (4-00) et avec recouvrement (4-20).
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F1a. 5.13 — Image satellite (G) ”brute” (D) aprés extraction de hauteurs d’eau
"fiables” ([Hostache-Puech], Cemagref Montpellier).

400
wer 350
' £
1200 B . s
300 g e S \,%
& 1000 [ d s // 7 N
mE J ,.E 250 # {
= ° Unavailable <
s s0p TS LT S & ‘ =24
e - & 200 7 i
k4 o s 7
S e0f £ =, 1 3 150 Timag
° *~ Image time (T;;a0) " ® /
wol g mag) < 1 100 L o e - |
. Y/ Initial guess —
200 £ d 50 K/ 24h-imag66 --- | |
24h-noimag ***
0 . . . . . 0 ; ;
0 20 40 60 80 100 120 0 12 24 36 48 60 72
time (h) time (s)

F1G. 5.14 — Moselle. (G) Observations réelles disponibles; (D) Expériences ju-
melles : débit identifié avec / sans image.

différentes d’occupation des sols ("land-use”). Les hauteurs obtenues aprés ca-
libration, Fig. 5.15, montrent d’une part que 3 zones (lit mineur - lit majeur
gauche et droite) conduisent au meilleur résultat (conformément & I’analyse de
sensibilité précédente), et d’autre part que le processus d’optimisation a permis
d’améliorer grandement le modele numérique d’écoulement par rapport au pre-
mier calage plus classique effectué ”a la main”.

Identification de I’onde de crue entrante (en expériences jumelles...).
Du fait de leur faible densité spatio-temporelle, les données réelles disponibles
n’ont pas permis de reconstruire de maniere satisfaisante un état initial et le
débit entrant. Nous nous sommes alors tournés vers des expériences jumelles
mais toujours sur la configuration réelle de la Moselle. Nous avons généré les
observations : une image avec une information plus dense en espace que 'image
réelle (avec Tjmqg = 66h), et un hydrogramme plus dense en temps que I’hydro-
gramme réel (24h seulement de non-mesures). Dans ces conditions, nous avons
alors pu identifier le débit entrant, voir Fig. 5.14(D).
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est disponible sans / avec calibration du Manning.

En guise de perspectives. Nous avons vu que lorsque nous sommes en

présence d’une image satellite, les données sont relativement denses en espace
mais ponctuelles en temps, contrairement aux mesures in-situ qui sont ponc-
tuelles en espace mais quasi-continues en temps. Il pourrait alors étre intéressant
de combiner une décomposition temporelle avec une telle répartition hétérogene
des données.
Par ailleurs, I'information visuelle la plus frappante dans une image aérienne ou
satellite de la nappe d’eau (tdche d’inondation) est la position du front. Nous
discutons dans le chapitre de perspectives de ’assimilation d’un front via une
méthode de lignes de niveau (”level set”). Cependant, nous pouvons déja faire
remarquer que plusieurs approches semblaient possibles pour assimiler une telle
donnée image durant la crue : a) hauteurs d’eau extraites (I’approche présentée
ici) ; b) prise en compte du volume d’eau correspondant dans la fonction cotit;
¢) position du front sec (autrement dit assimilation d’un front).

5.4 Données lagrangiennes

Ce paragraphe est tiré de la these de Marc Honnorat [14] , des articles [Ho-
LeDiMo07], [HoHuLeDiMoRi07] ; voir également les communications dans des
congres internationaux.

Comme nous ’avons mentionné précédemment, les observations disponibles
en hydraulique fluviale consistent généralement a des hauteurs d’eau quasi-
continues en temps mais en seulement trés peu de points d’espace (au mieux
deux-trois stations de jaugeage pour une portion de riviere bien instrumentée).
Les mesures de vitesse sont quant & elles tres incertaines (et tout particulierement
en cas de crues). L’idée d’une vidéo-surveillance des riviéres a alors récemment
été développée, voir par exemple [9] ou 1’écoulement en surface de mousses
dans une zone restreinte de la riviere est filmée, ou encore [2] ou 'on suit par
GPS des flotteurs dérivants dans I’écoulement (trajectoires observées & une bien
plus grande échelle). A noter que dans le domaine de l'océanographie de telles
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données lagrangiennes avaient déja été mises en place.
Nous nous attachons dans ce paragraphe a assimiler des données lagrangiennes
dans un modele de riviere St-Venant 2D.

5.4.1 Modele de transport additionnel et vitesse de trans-
port...

La modélisation de marqueurs lagrangiens passifs dans un modele d’écoulement
St-Venant conduit a priori simplement a I’ajout d’une équation de transport
pour chaque flotteur. Soit /N le nombre de ”particules” transportées, leurs trajec-
toires lagrangiennes X;(t) sont solutions des équations différentielles ordinaires
suivantes : pour ¢ = 1..N,

4x,(t) = v(Xi(t),t)  Vteld t]] (5.11)
Xi(t}) = o}

ou v est la vitesse de transport (de surface pour des flotteurs en surface) des par-
ticules, t¥ et t{ sont les temps d’entrée et sortie de la zone d’observations. Toute
la difficulté réside alors & définir la vitesse de transport v. En effet, un modele de
St-Venant standard ne fournit pas d’information suffisante sur des phénomenes
locaux, petites échelles ou de turbulence. Et pourtant ces phénomenes peuvent
s’avérer prépondérants dans le transport observé. En guise de premiere approche
élémentaire et du fait de I’hypothese ”eaux peu profondes”, on peut déja noter
que v = yu ol u est la vitesse du modele de St-Venant (i.e. moyennée sur la
verticale) et v un coefficient multiplicatif. Typiquement, dans un canal & fond
plat, v = 1.1. Par la suite, nous considérons ce coefficient v comme un parametre
(dépendant de z) & identifier.

Concernant les observations (en supposant que nous en disposons d'un grand
nombre), une approche simpliste mais permettant de filtrer les petites échelles
consiste & moyenner en espace-temps les trajectoires observées. Pour cela, a
partir des observations ”brutes”, on construit un champs de vitesse moyenné
sur des fenétres spatio-temporelles, Fig. 5.16, ce qui permet ensuite de recons-

truire les trajectoires "filtrées”, notées {ij S}jzl ~.» solutions des EDOs cor-
respondantes. Le filtrage peut étre effectué a différentes échelles en paramétrant
les dimensions des fenétres spatio-temporelles employées. A noter qu’une étape
préliminaire consiste & rééchantillonner les observations sur la grille temporelle

de calcul.

—

FiG. 5.16 — Fenétres spatio-temporelles utilisées pour "filtrer” les trajectoires.
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Numériquement, les EDOs sont résolues a I’aide d’un schéma de Runge-
Kutta ordre 2 et la vitesse v est évaluée en un point d’espace via une interpo-
lation Ql-Lagrange (maillage régulier en quadrangles).

Terme cott additionnel. On introduit ensuite un terme supplémentaire dans
la fonction colit & minimiser. Ce terme mesure 'erreur faite sur les positions
des particules (entre les positions simulées et les positions observées filtrées). Il

-
s'ecrit :

N tzf
Z/ | X (t) — X () | at (5.12)

5.4.2 Survol et identification d’une topographie locale

Nous nous plagons dans le cadre d’expériences jumelles mais pour lesquelles
les trajectoires observées sont artificiellement bruitées. Plus précisément, les
trajectoires observées sont construites a partir du modele de transport en pre-
nant comme champ de vitesse v = (v 4+ V) ou v est le résultat d’un processus
stochastique de Gauss—Markov. La géométrie de 1’écoulement est représentée
sur la figure 5.17(a). Nous cherchons a identifier la topographie z, (la bosse),
Fig. 5.17(b), (et potentiellement la condition initiale en plus). Si nous tentons
d’identifier la topographie (présence de la bosse) & partir d’observations de hau-
teurs d’eau aux absisses 1 = 15m et x5 = 70m, le processus de minimisation
n’aboutit pas a un résultat satisfaisant. Par contre, si nous observons en plus
640 trajectoires (bruitées) X au-dessus de la zone, nous réussissons a identi-
fier correctement la topographie, voir Fig. 5.4.2. Autrement formulé, I’observa-
tion du "survol” d’une topographie par des marqueurs dérivants semble pouvoir
conduire & son identification (du moins localement).
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-»> o — Q2 > X o
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Distance x (m)

F1G. 5.17 — (a) Configuration géométrique. (b) Coupes verticales de I’écoulement
de référence.

5.4.3 Un cas réel en canal

Nous passons a présent au cas d’'un écoulement réel en canal. Les expérimentations
ont été effectuées par N. Riviere (INSA Lyon et LMFA), tandis que Pextraction
de trajectoires des images vidéos recueillies a été effectuée par E. Huot (Univ.
Versailles et INRIA projet Clime) par une méthode PIV. Le travail collaboratif
qui suit va donner lieu a la publication [HoHuLeDiMoRi07].
Nous considérons un écoulement en canal simple, Fig. 5.20, 5.21, en travers du-
quel est posée une planche de bois (la ”bosse”). A lentrée du canal est imposé
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F1G. 5.18 — (a) Trajectoires bruitées et de référence. (b) Vitesses longétudinales
bruitées et de référence.
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F1a. 5.19 — (a) Topographie identifiée. (b) Convergence de la fonction cofit.

un débit constant tandis qu’a la sortie le niveau de hauteur est fixé. Ces condi-
tions aux limites constantes au cours du temps, conduisent a un état permanent
en moyenne. Les particules observées sont des confettis disséminés a la surface
de Peau et filmés par une caméra vidéo (séquence de 35s). Un exemple d’image
extraite d’une séquence est donné sur la figure 5.21. Les trajectoires “brutes”
sont ensuite filtrées a I’aide de la méthode présentée précédemment (N, = 150
trajectoires au total).

Ecoulement St-Venant de référence. On calcule une solution de ”référence”
avec le solveur direct de DassFlow, en prenant en compte toutes les informations
disponibles sur 1’écoulement, et ceci afin de pouvoir comparer la solution St-
Venant avec les observations recueillies. Cette comparaison permet de mettre
en évidence les erreurs modele, voir Fig. 5.22. On note que le modele Saint-
Venant représente correctement les hauteurs d’eau. Ensuite, on calcule la vitesse
débitante calculée a partir de la valeur du débit imposé § et des observations
de hauteur d’eau h* par la formule : u®® = ﬁ (L largeur du canal). On
remarque alors une grande différence entre cette vitesse débitante et les vitesses
de surface observées (apres filtrage et dérivation des positions observées).
En amont de I'obstacle, cette différence peut s’expliquer par ’hypothése ”eaux
peu profondes” (pression hydrostatique et moyennisation des vitesses verticales).
Par contre, au-dessus et en aval de I'obstacle, I'hypothése ”eaux peu profondes”
n’est plus valable : nous sommes en présence d’une recirculation et d’un jet dit
de surface, [N. Riviére, communication personnelle], voir Fig. 5.23.

Un meilleur modele pour un tel écoulement serait bien sir les équations
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F1c. 5.21 — Image extraite d’une séquence vidéo utilisée pour I’expérience. On y voit
les confettis a la surface de I'eau (point blancs) ainsi que la planche au fond du canal

servant d’obstacle.
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F1G. 5.22 — Comparaison entre ’écoulement de référence simulé et les observations.
Trait en pointillés : simulation Saint-Venant de référence. Points noirs : observations
issues de ’écoulement réel a partir des mesures de hauteur d’eau. Trait continu : vitesse
d’une particule observée.
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F1a. 5.23 — Vue schématique d’une zone de recirculation en aval d’une marche des-
cendante avec surface libre.
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de Navier-Stokes 3D avec surface libre. Cependant, nous obtenons avec notre
modele de Saint-Venant un résultat intéressant d’identification de la zone de
recirculation, comme le montre ’expérience suivante. Nous cherchons a iden-
tifier la valeur de la topographie z;, (forme de la planche de bois en travers),
du coeflicient de Manning n (découpé selon 9 zones prédéfinies), des condi-
tions initiales de ’écoulement, ainsi que la valeur du coefficient v du modele
de transport. On remarque sur la figure 5.24 (a) que la topographie identifiée
ne correspond pas a 1’obstacle réel mais a un obstacle plus étalé et d’amplitude
maximale semblable. L’interprétation que nous pouvons en faire est la suivante
[N. Riviere, communication personnelle]. Au sein de la zone de recirculation 3D,
le débit est globalement nul or du point de vue des équations de Saint-Venant,
le débit en un point correspond a l'intégration sur la verticale du débit 3D.
Cette analyse se vérifie d’un point de vue quantitatif a partir de la formule
établie expérimentalement qui exprime le rapport : ﬁ—; = 6.82—;(1 — Z: hz )%, ol
L, est la longueur de la recirculation, h, est la hauteur de l'obstacle, h. et h,
sont les hauteurs d’eau respectivement en amont et en aval de ’obstacle. Dans
notre configuration expérimentale, ce rapport vaut aux alentours de 11 ; valeur
que nous retrouvons approximativement a partir de nos résultats numériques
(proche de 12).

Concernant les autres variables identifiées, les conditions initiales corres-
pondent quasiment & ’écoulement permanent ; en revanche, la valeur du coeffi-
cient 7y et celle du coefficient de Manning n’ont pu étre clairement interprétée
d’un point de vue mécanique des fluides.
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F1G. 5.24 — (a) Topographie équivalente identifiée z;; (b) Comparaison des vitesses
de surface : des particules filtrées, de la vitesse de surface identifiée, de la vitesse de
référence.

En conclusion, la topographie identifiée rend compte de la présence de ’obs-
tacle réel ainsi que des recirculations de part et d’autre de celui-ci (en identifiant
ces derniéres comme étant une topographie équivalente).

5.5 Superposition locale d’un modele de zoom
et assimilation simultanée
Ce paragraphe est tiré de larticle [GeMo07] et de Darticle en cours de

rédaction [FeMaMo07]; voir également les communications dans des congres
internationaux.
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5.5.1 Idée de base

Les modeles opérationnels d’hydraulique fluviale décrivent généralement un

réseau de rivieres avec les équations St-Venant 1D et termes sources modélisant
d’éventuels débordements (ces modeles sont appelés modeles 1D casier ou encore
modeles 1.5D, voir [10]). Un intérét majeur de ces modeles (réseau de branches
1D, voir par exemple le code Mage [36]) est leur faible cotit de calcul, et donc
la potentialité d’effectuer des simulations nécessitant un faible temps CPU. Les
7 casiers” (typiquement des zones inondées) sont modélisés par les termes sources
qui expriment une perte/gain de masse et charge. Par construction, ces équations
ne modélisent pas la dynamique de I’écoulement a l'intérieur des casiers. Dans
les cas ou la dynamique au sein d’un casier est intéressante, nous proposons
de superposer un modele 2D St-Venant (modeéle local de zoom), voir Fig. 5.1.
Dans le cas d’une zone inondée, 'intérét potentiel d’un tel couplage est évident ;
mais cela peut présenter également un intérét dans un contexte de calibration
vi assimilation de données pour le modele 1.5D global lui-méme. En effet, les
observations (des hauteurs d’eau essentiellement) ne sont pas nécessairement
disponibles en tout temps dans le lit mineur (voir par exemple le cas de la crue
de la Moselle) mais peuvent par contre I’étre dans le lit majeur (zone inondée).
Dans une telle configuration, bien évidemment un modele 1.5D n’est pas apte
a assimiler de telles données puisque non représentées. La superposition d’un
modele local de zoom a un modele global peut donc trouver son intérét dans
I’assimilation de données non représentées par le modele global mais utiles a
son calage. L’intérét d’un tel principe de superposition reste vrai pour d’autres
type d’écoulements comme par exemple les écoulements de glace (voir chapitre
suivant). A noter que le modele global représente & priori une physique moins
complete (et sur une grille spatio-temporelle plus grossiére) que le modele local
de zoom (physique plus compléte et grilles plus fines).
Si Pobjectif n’est que le couplage des deux modeles (superposition du modele
local de zoom sur le modele global), il semble naturel d’envisager une algo-
rithmique de couplage du type Schwarz (global en temps par exemple). Par
contre, si nous nous plagons dans un contexte d’assimilation variationnelle de
données existant (modele adjoint et processus d’optimisation existants), il de-
vient intéressant d’effectuer le couplage de maniere faible type méthode des
joints ("Mortar”) en utilisant le processus de contrdle optimal. C’est cette idée-
ci que nous développons dans le contexte de la superposition d’un modele
2D St-Venant par-dessus un casier du modele 1.5D. Cela conduit a l'algo-
rithme de couplage-assimilation simultanés JAC (JAC pour ”Joint Assimilation
Coupling”). Notons pour terminer qu’une notion similaire de couplage via un
controle "virtuel” avait été introduite dans [21] ou encore [12].

Hydraulique fluviale : transferts d’information 1D-2D

Le couplage considéré peut étre qualifié d’inhomogene dans le sens ou : a)
les équations 1D ne peuvent fournir toute l'information au modele 2D ; b) d'un
point de vue discret, les grilles spatio-temporelles sont largement discordantes
de ratios 10' — 102 en espace et 102 — 103 en temps, voir par exemple les logiciels
[36], [38]. Ces difficultés sont facilement prises en compte du fait que dans le
cadre du contrdle optimal, le couplage est effectué de maniere faible (condition
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de continuité au sens faible).

Transfert d’information 1D wvers 2D. Les informations échangées entre les
deux modeles (conditions de couplage) ont déja été décrites dans le paragraphe
précédent traitant des modeles directs. Le modele 1D fournit aux interfaces
Ty, | = 3,4, les caractéristiques entrantes au modele 2D (notées wy), ce qui
consiste a imposer la relation de continuité suivante :

Wk = / wkds k:1,2 l:3,4
Iy

ou Wy désigne les caractéristiques 1D. Ces relations de continuité sont imposées
de maniere forte ou faible selon si le couplage s’effectue via une méthode de
décomposition de domaine de type Schwarz global en temps (superposition de
domaine de fait), ou bien via le processus de controle optimal.

Transfert d’information 2D vers 1D. Comme décrit précédemment, cela s’ef-
fectue au niveau des termes d’apport latéraux dans les équations St-Venant 1D,
voir (5.3)

incomming chary

nming characteristics

. 1
*~_ 1D source term e 4

- X

x T - wet—dry front

F1G. 5.25 — Lit majeur 1D, zone inondée 2D, interfaces de couplage.

5.5.2 L’algorithme de couplage et assimilation simultanés

Je présente ci-dessous 'algorithme qui permet simultanément de coupler et
assimiler des données locales 2D dans le modele 1D global. L’algorithme est
basé sur le processus de controle optimal mis en oeuvre pour l’assimilation
variationnelle de données. Pour cela, on considere les caractéristiques entrantes
au modele 2D comme variables de controle supplémentaires et on ajoute a la
fonction cotit la condition de continuité (sous forme faible) aux interfaces :

T
/ [Wk—/ ’wde] dt k=12 1=3,4
0 I

Apres convergence, on obtient un couplage 1D-2D avec conditions de ”raccord
faible”, tandis que le modele global est calibré a ’aide des observations dispo-
nibles. L’algorithme est représenté sur la figure 4.6.
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F1G. 5.26 — L’algorithme de couplage et assimilation simultané

5.5.3 Cas tests

Nous supposons disponibles les hauteurs d’eau aux instruments de mesures
A et B, Fig. 5.27, et en chaque instant. On considere ici des expériences jumelles
(les observations sont créées préalablement par le modele). Etant données ces
mesures, on couple les deux modeles tout en identifiant I’onde de crue entrante
(il s’agit ici non pas d’un débit entrant mais de la caractéristique entrante Wiy,
ce qui revient au méme). Les grilles spatiales 1D-2D présentent un ratio de
0.1 tandis que les grilles temporelles présentent un ratio de 0.01 (le modele 1D
global est résolu sur une grille spatio-temporelle plus grossiere).

Y,y
sensor B r6(t)
I
Q. (t)

I \0 I, |

I 9 ] }
W / I Ts L xx

sensor A

Fic. 5.27 — (a) Géométrie du cas test. (b) Bathymétrie.

On représente sur la figure 5.28(G) la condition au bord entrante de référence
W1 (trait pointillé) et sa valeur identifiée aprés k itérations de I’algorithme JAC
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(trait continu). Sur la figure 5.28(D), on représente la fonction cotit ainsi que ses
différents termes au cours des itérations. Apres convergence, nous avons obtenu
le couplage des deux modeles tout en identifiant ’onde de crue entrante. Sur la
figure 5.29 est représenté 1’état du systeéme apres calibration.

Nous remarquons que l'onde de crue entrante identifiée (apres convergence) ne
correspond pas parfaitement avec 'onde de crue de référence (celle utilisée pour
la génération des observations avec le modele 2D grille fine). Cette erreur sur la
valeur de la variable de contréle obtenue est diie a la dégradation effectuée sur
la grille spatio-temporelle 1D. En effet, dans le cas de grilles concordantes et
égales a celle de la solution de référence, l'identification obtenue est excellente
(les deux courbes obtenues apres convergence coincident parfaitement).

2 sensors, data: h
2000 2 sensors, data: h; y=100, vobs=10 S

4 Inconsistent 1D/2D grids J1

1800
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boundary control, W, (m?s7Y
objective function, log(D)

0 100 200 300 400 500 600 700 0 5 10 15 20 25
time, t (s) iteration number, k

Fi1G. 5.28 — Algorithme JAC. Grilles non concordantes. (G) Identification de I'onde
de crue entrante apres k itérations. (D) Convergence de ’algorithme.
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F1G. 5.29 — JAC. Grilles non concordantes. Ecoulement apres couplage et calibrage
simultanés. (G) hauteur .(D) vitesse.

Comparaison avec une décomposition de domaine Schwarz global en temps.

Bien siir, dans le cas d’un couplage simple (sans identification) & 'aide d’un
algorithme de Schwarz (global en temps), la condition entrante au modele 1D
global (onde de crue entrante) doit étre donnée. Cependant, il est intéressant
de comparer 1’état du systeme (1’écoulement) obtenu a l'aide de 1’algorithme de
Schwarz, Fig. 5.30, avec celui obtenu précédent avec 1’algorithme JAC, Fig. 5.29.
Nous remarquons alors que les solutions obtenues pour chacune des approches
sont semblables; et ces solutions approchent bien la solution de référence (2D
en grille fine partout). La différence que nous pouvons observer entre la solution
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couplée et la solution de référence dans le canal principal hors de la zone de
zoom, est a nouveau die a la grille grossiere 1D. En effet, dans le cas de grilles
concordantes et égales a celle de la solution de référence, apres couplage nous
retrouvons parfaitement la solution de référence.

t=600 s, k=3, 1 f.v. /Q1 t=600 s, k=3, 1 f.v. /Q1
4 3.5
pale solid — ref. sol.
sharp solid - 'zoom’ sol.
3 with markers - 1D sol. 1 3
ref. sol in Q
= 4 1 1
é ref. sol 25 /
< in Ql '
o 250 . ‘0
S \ E 2 1
g, — >
Qo = p—o—0—
o S 15 q
8 15- K=}
g g
5 1
3
[z ) 8 1
zoom'’ area 200m’ area
0 ; H ; o ; H ;
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
diistance, x (km) distance, x (km)

FiG. 5.30 — Schwarz. Grilles non concordantes. Ecoulement aprés couplage. (G) hau-
teur .(D) vitesse.

Calage du modele global via ’assimilation de données disponibles
uniquement via le modele de zoom.

A présent, nous montrons les potentialités de la méthode JAC pour assimiler

des données non représentées par le modele 1D global néanmoins utilisées pour
le calibrer. On assimile la hauteur d’eau (en tout instant) mesurée & I'instrument
de mesure B uniquement (situé & 100m du canal principal, voir Fig.5.27). Les
grilles spatio-temporelles 1D et 2D sont concordantes. L’onde de crue entrante
de référence est représentée sur la figure 5.31(G) (ligne en pointillés). Jusqu’a
t ~ 300s, sa valeur est inférieure au seuil critique de débordement. Les mesures
de hauteurs d’eau correspondantes (mesures au point B) sont représentées en
rouge. Jusqu’a l'instant ¢ ~ 600s, aucun information sur I’écoulement n’est dis-
ponible (la hauteur d’eau mesurée est nulle).
La solution obtenue apres convergence de I'algorithme JAC est représentée sur
la figure 5.31(D). La méthode permet d’identifier correctement ’'onde entrante
durant la période ou celle-ci induit un débordement détecté par les mesures au
point B. Bien sur, du fait du temps de propagation de I’onde entre la condition
au bord entrante et le point de mesure B, aucun identification valable ne peut
étre espérée en fin de période temporelle.

Cet exemple montre que le modele 2D superposé simultanément au proces-
sus d’identification, a permis de caler le modele global avec des données non
représentées par ce dernier. Ce type d’application de la méthode de couplage -
assimilation simultanés (algorithme JAC) peut bien siir étre appliqué & d’autres
types d’écoulements.
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F1G. 5.31 — (G) Onde entrante de référence et mesures correspondantes (au point B).
(D) Onde crue identifiée au cours des itérations k de 'algorithme JAC.

5.6 DassFlow : développements et applications
a court terme

Nous terminons ce chapitre traitant de modélisation directe et inverse en
hydraulique fluviale et dont les calculs sont basés sur notre logiciel DassFlow,
par une présentation de projets en cours de développements (projets en collabo-
ration mais se déroulant hors du LJK-Moise). Le premier est lié a I’assimilation
de données de flotteurs dérivants (trajectoires lagrangiennes & grande échelle) ;
le second a ’assimilation de données issues de mesures altimétriques pour de
grands bassins hydrologiques. Ces deux projets de développements portés res-
pectivement par un chercheur post-doctorant de I'université de Berkeley et un
doctorant du LEGOS Toulouse, poussent un peu plus loin I’aspect applicatif
de notre travail, et fera peut-étre évoluer le logiciel DassFlow vers des ver-
sions plus sophistiquées. A noter que les deux problemes abordés considerent
de grandes échelles d’espace et de temps, et de fait requierent un solveur direct
inconditionnellement stable (quitte & étre moins précis que notre solveur actuel
HLLC). C’est un aspect que nous allons étudier sous peu (LJK-Moise).

Parmi les développements en cours notons également que nous étudions actuel-
lement 'aspect bien équilibré pour un schéma volumes finis HLLC appliqué
au systeme couplé 1.5D - 2D, voir la section 1 de ce chapitre et l'article en
préparation [FeMaMoO07].

Enfin je terminerais sur un développement également en cours et qui traite de
I’assimilation de fronts par lignes de niveau; les fronts constituant un type de
données qui potentiellement peut étre extrait d’images des écoulements.

Flotteurs lagrangiens a grande échelle

A Tautomne dernier, Alexandre Bayen (Ass. Prof. a I'université de Berkeley,
dept civil and environmental engineering) a souhaité expérimenter DassFlow
dans le cadre de son projet d’instrumentation et modélisation des écoulements
dans le delta formé par les fleuves San-Joaquin et Sacramento (zone hydrologique
majeure de Californie). La zone étudiée étant proche de 'estuaire, la dynamique
de I’écoulement est largement influencée par les conditions des marées, voir Fig.
5.32. Ce large projet de recherche, [2], a pour ambition d’aborder aussi bien
la partie instrumentation, que la partie communication des données en temps
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réel, qu’enfin la partie modélisation et simulation numérique (en temps réel si
possible...). C’est bien évidemment sur la partie modélisation numérique que
notre collaboration s’est établie. Du point de vue instrumentation, il s’agit es-
sentiellement d’effectuer des lachers réguliers de flotteurs dérivants possédant
de multiples capteurs embarqués (position-vitesse, température, sédiments, sa-
linité). Dans un premier temps, seules les données de position (via GPS) seront
exploitées. Du point de I'assimilation de données, le probleme proposé consiste
finalement & assimiler des données lagrangiennes (et eulériennes) dans un modele
St-Venant 2D. Ces travaux se situent dans la prolongation de ceux développés au
cours de la thése de Marc Honnorat, [14], [HoLeDiMo07]. Du fait de I'influence
des marées, les conditions aux bords (frontieres ouvertes) a identifier peuvent
étre exprimées ainsi :

P
l )
hbord(t) =ho + hLT + kz::l h]gSZ’I’L(wkt + ¢k)

Ce qui conduit & 2(P + 1) parametres a identifier par frontiere ouverte, ou P
est le nombre d’harmoniques des marées considéré.

La difficulté restante & surmonter est essentiellement liée aux grandes échelles
d’espace et de temps considérées. L’échelle spatiale peut étre estimée a partir
de la figure 5.32, et les échelles de temps considérées sont de quelques jours. A
partir de la version actuelle de DassFlow, deux actions doivent étre menées.

1) La résolution des EDOs de transport sur un maillage déstructuré triangle -
quadrangle (le solveur actuel des EDOs n’est valable que sur un maillage struc-
turé). Ce point-ci est actuellement a 1’étude par O.P. Tossavainen, chercheur
post-doctorant Berkeley.

2) L’élaboration d’un solveur 2D-Venant permettant des pas de temps relative-
ment grands, autrement dit un solveur inconditionnellement stable. En effet, les
solveurs directs actuels implémentés dans DassFlow sont basés sur des schémas
volumes finis avec une discrétisation temporelle Euler explicite. La condition
de stabilité qui en découle conduit a des temps CPU de calcul trop importants.
Dans le cadre d’une collaboration avec le Mox, Politechnico di Milano (E. Miglio,
L. Bonaventura), nous envisageons d’adapter leur solveur qui est basé sur un
schéma éléments finis semi-implicite ol le terme de transport est traité par une
méthode des caractéristiques, voir [13]. Une telle approche permet de considérer
des pas de temps plus raisonnables.

Données altimétriques satellitaires (& grandes échelles)

Les recherches autour des potentialités de l'altimétrie spatiale appliquée
aux eaux de surface continentales (zones inondées notamment) ont grandement
avancées ces dernieéres années. Citons le programme européen ” Water mission”
initié a Toulouse en 2003 et auquel le LEGOS Toulouse participe activement,
voir par exemple [7].

Ces travaux ont notamment abouti a des séries temporelles de hauteurs d’eau
déduites de 'altimétrie spatiale dans plusieurs grands bassins hydrographiques.
L’objectif pouvant étre d’étudier la réponse des eaux de surface a la variabilité
climatique saisonniere et interannuelle. Citons comme exemple étudié les inon-
dations saisonnieres des plaines du delta du Mékong liées a la mousson, Fig.
5.33; ou encore des estimations de débit de I’Amazone. Pour plus de détails,
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F1a. 5.32 — Portion de riviere Sacramento instrumentée (Courtesy of USGS &
A. Bayen Berkeley). Les flotteurs dérivants sont lachés aux points noirs. Des
mesures de vitesses sont effectuées aux lignes rouges.

nous renvoyons le lecteur aux sites web du LEGOS, thématique « Hydrologie
spatiale sur les fleuves et zones d’inondation » ! 2.

Sur cette thématique, nous prévoyons une collaboration avec A. Cazenave,
N. Mognard et JF Crétaux du LEGOS, autour de "utilisation de leurs données
extraites des mesures altimétriques dans nos modeles d’écoulement St-Venant
(DassFlow). L’étude s’intégrerait au travail de these de S. Biancamaria (06-
09) intitulé «Préparation & la mission WatER : comparaison des altimetres
actuels et de nouvelle génération, pour estimer des parametres hydrologiques
des modeles hydrologiques et hydrodynamiques». Un objectif étant de montrer
les apports potentiels de la mission spatiale WatER (Water Elevation Reco-
very) dédiée a I’hydrologie pour une meilleure compréhension de I'hydraulique
de plaines d’inondation et de bassins fluviaux. Le travail de Sylvain porte sur une
modélisation du bassin de ’Ob en Sibérie occidentale (6éme plus grand bassin
versant mondial). L’Ob contribue pour 15 % de Papport annuel d’eau douce dans
I'océan arctique; I'arctique étant la région la plus touchée par le réchauffement
climatique et les apports d’eaux douces pouvant influer la circulation océanique
thermo-haline.

D’un point de vue solveur numérique, la méme difficulté que précédemment
apparait, & savoir considérer de grandes échelles de temps (de 'ordre de ’année
avec des données de l'ordre de ’heure). Nous pensons alors & nouveau au
développement d’un solveur St-Venant (1.5D et 1D-2D couplé) basé sur un
schéma semi-implicite semi-lagrangien (ie le terme de transport est traité par
une méthode des caractéristiques), approche développée par exemple par nos

Thttp ://www.legos.obs-mip.fr/fr/equipes/gohs/resultats/e hydrologie
2http ://www.legos.obs-mip.fr/fr/recherches/missions/water
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F1G. 5.33 — Grands bassins versants. Données satellitaires obtenues au LEGOS
Toulouse.

collegues de Milan, voir [13], [14].

Assimilation de fronts par lignes de niveau

Dans le cadre de PACI Assimage (2003-06), FX Le Dimet suggérait d’exploi-
ter les images de fluides géophysiques dans les modeles ; ou autrement dit établir
des méthodes d’assimilation de données permettant d’insérer de maniere quan-
titative ce volume croissant d’images disponible dans les modeles d’écoulements.
Nous avons déja vu dans ce document deux exemples d’assimilation de données
issues du traitement de I'image. Le premier, relatif aux images vidéos de confet-
tis, a conduit apres traitement des images par E. Huot (INRIA Clime et univ.
Versailles), & 'assimilation d’un ensemble de trajectoires lagrangiennes, voir
[HoLeDiMo07] [HoHuLeDiMoRi07]. Le second, relatif & la crue de la Moselle,
a conduit apres traitement des images par R. Hostache et C. Puech (Cemagref
Montpellier) a Passimilation de données eulériennes classiques, avec toutefois
une répartition spatio-temporelle bien particuliere, voir [LaMo07] [HoLaMo-
PuPa07]. Voir également les actes de conférence [LeHeHuMeMo06-c] [HoLaLeDiMo07-
b] [HoLaLeDiMo07-b].

Un type de structure qui peut directement étre observé dans les images
d’écoulements sont les fronts. Citons par exemple, les limites de la nappe d’eau
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pour une plaine inondée, ou les limites d’un polluant dans une étendue d’eau
(grands fleuves, lacs, océans) ou encore, exemple plus complexe, le contour de
nuages dans ’atmosphere. Cependant passer du ”on voit que” a l’assimilation
d’une information quantifiée et viable est tres loin d’étre trivial.

Outre 'extraction d’une information quantitative de 'image (sujet de recherche
relevant essentiellement du traitement de l'image), une difficulté majeure réside
dans la modélisation du champ de vitesse lié a la dynamique de la structure
observée. Nous en avons vu un premier exemple simple avec les confettis a la
surface de I’écoulement dans un canal, champs de vitesse a relier avec un champ
de vitesse moyen St-Venant du modele d’écoulement.

Un outil mathématique désormais classique pour représenter les fronts est la
méthode des lignes de niveau, [30] ("level set”). En 2D (contexte des images),
cette approche consiste a représenter une courbe plane I' ¢4+ dans le domaine
Q) comme la ligne de niveau zéro d’une fonction scalaire ¢. Ce qui s’écrit :
Trrone(t) = {(z,y) € Q, ¢(z,y;t) = 0}. Cette approche est couramment
employée dans les domaines du traitement de 'image et de la modélisation
numérique des fluides. Son grand avantage réside dans sa capacité a représenter
implicitement des changements de topologie complexes.

Dans les buts de suivi de contours d’objets dans une séquence d’images et/ou
d’évaluation de champs de vitesse denses, les auteurs de [31] [32] ont développés
une méthode qui s’appuie sur l'assimilation variationnelle de données. Ils ob-
tiennent par exemple la reconstitution de champs de vitesse turbulents a partir
de séquences d’images partielles et bruitées.

Nous nous proposons ici d’utiliser de tels résultats issus des images (suivis
de contours et/ou champs denses reconstitués) comme données dans un modele
d’écoulement, St-Venant 2D par exemple. On peut alors ajouter au modele
direct St-Venant 2D I’équation de transport du front qui, sans le terme lié a la
courbure, revient tout simplement a 1’équation de transport linéaire : %d) =0
dans Q x [0,T] (avec conditions aux frontieres ouvertes et conditions initiales).
La vitesse de transport du front wg.on: pourrait étre extraite de la séquence
d’images via un modele a priori comme par exemple le transport de la vorticité
et de la divergence, voir [32]. Ce champ de vitesse wf,.ons doit ensuite étre mis en
relation avec le champ de vitesse du modele d’écoulement St-Venant u (question
de modélisation).

Si 'on considere I’assimilation de la position du front observé I'®(t), on peut
alors ajouter le terme supplémentaire suivant a la fonction coit :

1 T
Jfront(k) = §A || ¢(t) - ¢Obs(t) Hi dt

olt ¢®*(t) est une fonction de niveau associée & I'observation T'®(¢) et || - ||«
une norme dans 2 a définir. On pourra choisir de ré-initialiser les fonctions de
niveau ¢ et ¢® comme fonction de distance aux seuls instants d’observation.
Aussi, en guide d’ébauche pour la condition initiale, nous pourrions utiliser le
champ de vitesse reconstitué a partir de I'image.

Dans le cas ou 'on veuille assimiler également les champs de vitesse denses
reconstitués & partir de la séquence d’images et d’'un modele & priori (comme
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celui de [31] [32]), il semble indispensable d’ajouter un terme d’erreur €,ps sur

les observations : €yps = u —ug’s, ge- Ce terme d’erreur inclurait 'erreur modele
de reconstitution du champ dense, et pourrait d’ailleurs lui-méme faire partie

de la variable de contréle, voir & ce sujet [33].

Nous envisageons alors d’identifier une condition initiale ainsi que des condi-
tions aux frontiéres ouvertes selon cette approche, pour un écoulement at-
mosphérique simple analysé a partir d’une séquence d’images disponible.

Nécessité d’un solveur non diffusif. Notons que si I'on veut assimiler la dy-
namique d’un front, le solveur direct pour I’équation de transport correspon-
dante se doit d’étre le moins diffusif possible. Dans le cas de grilles régulieres
structurées, un schéma de type WENO d’ordre élevé (5) associé & un schéma
d’intégration en temps de Runge-Kutta d’ordre élevé est facilement implémentable.
Par contre dans le cas de grilles déstructurés, le choix d’un solveur non dif-
fusif peut s’avérer plus délicat. Une possiblité serait d’adopter une approche
basée sur une formulation semi-langrangienne (caractéristiques) associée a une
discrétisation type Galerkin discontinue, voir par exemple [14]. Cela permettrait
de combiner la précision et les propriétés conservatives d’une méthode Galer-
kin discontinue avec la robustesse (en terme de condition de stabilité) d’une
approche semi-lagrangienne.

Diffusion, contacts actuels et collaborations a venir

Le mode de diffusion de DassFlow choisi est le suivant. Nous distribuons
gratuitement le code direct avec documentations via notre site web, Fig. 5.34.
Par contre, le code complet (incluant le processus complet d’assimilation varia-
tionnelle de données et de minimisation) est distribué uniquement dans le cadre
d’une collaboration bien définie ou éventuelle.

A ce jour (juin 2007), une douzaine de départements disposent du code direct
(universités ou instituts de recherche liés & l'eau répartis dans le monde en-
tier : Bénin, Californie, Chine, Espagne, Floride, Grece, Italie, Japon, Irelande,
Luxembourg, Mali etc). Seuls deux équipes proches possedent le code complet :
le MOX du Politechnico Milano et le centre de recherche public G. Lippmann
du Luxembourg. Bien stir nos partenaires francais et notamment ceux du projet
région ont accés au code.

A terme plusieurs développements extérieurs devraient pouvoir étre insérés dans
les prochaines versions. Citons ceux de E. Fernandez-Nieto de l'université de
Séville (solveurs volumes finis) et ceux de O.P. Tossavainen de Berkeley (flot-
teurs lagrangiens sur maillage déstructuré).

Notons enfin des contacts établis avec le SHAPI Toulouse (J.M. Tanguy) et la
Sogreah Grenoble (LHF, P. Sauvaget).

Par ailleurs, avec les collegues du MOX - Milano (E. Miglio, L. Bonaventura),
les collegues de Séville (E. Fernandez-Nieto) et Malaga (C. Pares), nous envisa-
geons la fusion de nos savoir-faires respectifs (schémas et/ou codes sources) au
sein d'une plate-forme commune traitant de la modélisation directe et inverse
en hydrologie (voir DassHydro au chapitre suivant). Le processus d’assimilation
variationnelle de données sera copié sur celui de DassFlow. Joél Marin, ingénieur
associé INRIA (06-08), a largement participé & la modularité des versions ac-
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tuellement diffusés ainsi qu’a la structure du code a venir.

— DASROW

Dussfione | & coesgutmrional sofrw are: for numerical simabaion of vives iydrulics
m“ulhlm#whmm calibratum sl

DiaaaFlow is developped o et eas MOJSE, [NHLA Rhine-Alpes. 1 has oo
e-funded by Reégion Rhidoe-Alpes during the rocanch sy “Nemerial
iy fof Cioecadi™

How does it work ?

‘This code is writien in Fortran %0, Tt inchudes a forwsed solver (Finite veikamn
wcheeme ity eooriganding adpt code and B full aptimization proce (iociding S5
nin expersens mode].

I & imerfuced with few free and commercist pre and poss-pmeesson (S0 w00k,
mesh peocrsions, visuaiiration sk, which allows o make ness with neal dais,

Forward Solver, The forwand code is basod on the 200 and 10 shaliow -woer

equations (S1-Veaan) in comervative firm with friction . Time-diacretization

Terwand Euler scheme, space-dhcrenrasion is 2 finie volume: scheme hased ona
HLLC Riemann solver

The mesh is mu of riangley
Many rype ol boundary cosditions, ichding charcuwrisics, an avadabic,
Adjaint Seiver. It is summatically generisd using e smmmatc differntistion
1ol Tapenmde. [
# Bedi
Opeimization process. 1t is hased on a LHEDS alponton (geasi-newion method), oo wd b 0
[

A twin experimes mode i avakanl

i i e e riawe | wdr(firstiive of wettre devel at emadusies
avnilahle.

Additional iodubis il e avadatic wos | |, lgrangian Sesapot Cuaimilaiton
ol ingrengien dual 3, wesl ooupling of 1D and X0 models.

LS o earmrpies of applicasom._

Fox e detaili, you can read i INRIA Ressarch Repant " DusFlus (00
iebational das assimiaos solmoors for 20 Her lows®

Fia. 5.34 — DassFlow : page principale du site web de diffusion. Forge INRIA
(maintenue par J. Marin).
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Chapitre 6

Vers ’hydrologie et la
glaciologie. Perspectives et
travaux en cours

En guise de perspectives, je présente les travaux que j’ai récemment initié et

qui devraient constituer I’essentiel de mes recherches a court et moyen terme. Ces
travaux s’articulent autour de méthodes mathématiques et schémas numériques
performants pour la modélisation numérique directe et inverse d’écoulements en
glaciologie (calottes polaires) et en hydrologie (avec une ouverture vers 'infiltra-
tion dans les sols). A noter que ces deux thématiques font partie des thématiques
majeures en vue d’une modélisation plus fine du systéeme climatique global.
Les difficultés mathématiques soulevées pour ces deux types d’écoulements sont
multiples : réduction de modele requis, couplage de phénomenes multi-échelles,
sensibilité des modeles aux erreurs et aux parametres, assimilation de données
et calibrage.
Pour chacune de ces thématiques applicative, je développe les directions de re-
cherche définies suite aux discussions menées avec les collegues glaciologues, hy-
drologues et hydrauliciens. Chaque axe de recherche sera développé en collabo-
ration étroite avec eux et en s’appuyant sur des theses et séjours post-doctoraux
a venir.

6.1 Hydrologie des sols : infiltrations a 1’échelle
d’un bassin versant

A partir de début 2006, j’ai commencé a m’intéresser aux écoulements dans
les sols. J’ai pu entrer dans cette nouvelle thématique applicative, qui est connexe
a celle du projet région que j’ai mené précédemment, grace a une collaboration
avec I. Braud (Cemagref Lyon) et S. Anquetin (LTHE). Nous avons alors co-
encadré un stage de fin d’études d’ingénieur (E. Neveu, 6 mois en 2006) au cours
duquel j’ai pu m’initier d’une part au modele traité (loi de Darcy et équations
de Richards) et d’autre part prendre connaissance des méthodes actuellement
employées au sein de la plate-forme Liquid, plate-forme développée par la start-
up grenobloise HydroWide. Suite aux nombreuses discussions avec les collegues
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hydrologues, j’ai petit a petit pu isoler quelques problemes de modélisation et
de schémas numériques qui me semblaient abordables a moyen terme. Nous
avons défini un sujet de stage post-doctoral (Cemagref - LTHE, financement
projet Européen). Ce stage est toujours a la recherche d’un candidat. J’ai parti-
cipé a la rédaction de la proposition du projet ANR 2006 (non retenu) intitulé
”Plate-forme de modélisation, hydrologie, intégration, couplage de modeles” et
porté par I. Braud. Ces recherches en hydrologie s’effectuent également dans le
cadre du plateau SOMME (Synergie Observation Modélisation en Modélisation
de I'Environnement) d’Envirhonalp (resp. I. Braud et FX Le Dimet), région
Rhone-Alpes, et regroupant le Cemagref Lyon, le LTHE, le LJK et la Start-up
Hydrowide.

Notons que I'ensemble de ces discussions et travaux préliminaires s’est avéré
plus complexe que dans le cas d’un contexte de mécanique plus classique (hy-
draulique fluviale par exemple) du fait de la multiplicité et de ’hétérogénéité des
problemes pointés, de I’aspect multi-échelles spatio-temporels des écoulements et
de la complexité des données sous-jacentes. La modélisation de tels écoulements
par des EDPs, avec une prise en compte des contraintes hydrologiques, semble
loin d’étre évidente.

A Tautomne dernier, j’ai proposé le stage M2R qu’effectue actuellement A.
Martinez, et que nous co-encadrons avec M. Nodet (LJK). Ce stage traite de
P’étude d’'une formulation originale des équations de Richards (formulation dae
a PJ. Ross, voir [7] [8]).

Contexte hydrologique.

Les processus hydrologiques sont complexes, hétérogenes, multi-échelles et

couplés. Parmi ces processus nous pouvouns citer les précipitations (vues comme
un terme source), Uinfiltration dans les sols (nappes), les écoulements de surface
(ruissellement, rivieres), '’évapo-transpiration (évaporation du sol, transpiration
des végétaux, évaporation de l'eau interceptée par la végétation), le transport
de matiere (polluants, sédiments), et ce que nous qualifierons de singularités a
savoir la modification des chemins de ’eau par des éléments anthropiques (par-
celles drainées, fossés, haies, routes, urbanisation etc).
Par ailleurs, les observations disponibles sont tout aussi complexes et hétérogenes.
Nous pouvons citer tres brievement les mesures in-situ (hauteurs d’eau, débits),
la scintillométrie (évapotranspiration sur un transect), la télédétection ; et nous
disposons que de tres peu voire de pas du tout de données sur les propriétés des
sols.

Le passage de I’échelle locale ou les modeles d’EDP semblent appropriés a
I’échelle du bassin versant constitue une réelle difficulté. Les collegues hydro-
logues distinguent classiquement une échelle intermédiaire qui est une modélisation
fine & I’échelle d’un sous-bassin versant (REW pour ”Representative Elemen-
tary Watershed”) avec pour objectif de passer & une paramétrisation des flux
d’échanges a ’échelle du bassin versant, voir Fig. 6.1. Les cellules élémentaires
du point de vue hydrologiques sont représentées par les RECs (Representative
Elementary Columns), zones supposées homogenes du point de vue occupation
et type de sols. Cet aspect multi-échelle est encore complexifié avec la présence
des 7singularités” (haies, fossés etc) mentionnés précédemment.
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F1G. 6.1 — Représentation d’un bassin versant sous forme de RECs et REWSs. Images
issues du Cemagref Lyon.

Modélisation numérique d’écoulements grande échelle en sols sa-
turés-insaturés.

Dans ce contexte hydrologique, nous commencons a étudier un modele d’in-
filtration des eaux dans les sols : les équations de Richards 3D saturé - non-
saturé, EDPs paraboliques fortement non linéaires avec lois & seuil éventuelles.
Du fait des grandes échelles en vue (échelle d’un sous-bassin versant REW), une
résolution des équations 3D de maniere ”frontale” est extrémement cotiteuse en
temps de calcul. On se propose alors avec M. Nodet de revisiter et/ou d’élaborer
une nouvelle formulation au probléme (tant mathématique que numérique et al-
gorithmique) qui permettrait de simuler numériquement 'infiltration des eaux
a ’échelle d’'un REW.

Commencons par les équations de Richards 1D (sujet M2R d’A. Martinez en
cours). Ces équations peuvent étre formulées de plusieurs manieres différentes.
Une formulation largement utilisée dans la communauté des hydrologues est
celle établie dans [4], voir également [2], formulation en variable mixte taux de
saturation - ”pression”. Cette formulation ne distingue & priori pas les zones
saturées des zones insaturées. Elle présente I'avantage d’'une formulation rela-
tivement synthétique mais présente 'inconvénient de requérir une finesse de
maillage élevée du fait de la formulation ”directe” des fortes non-linéarités
présentes dans les équations. La formulation originale élaborée dans [7] (voir
également [8]) conduit & deux formulations distinctes selon si ’on se situe dans
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une zone saturée ou insaturée, sachant que le front de saturation (position de
la nappe) fait partie de I'inconnue du systéme. Cette formulation basée sur une
variable issue de la transformée de Kirchoff permet de découpler deux difficultés
présentes, a savoir les fortes non-linéarités et la présence du front ou non. A.
Martinez a montré au cours de son stage de M2R que la formulation de [7] est,
a grille donnée, plus précise que la formulation plus classique issue de [4]. Au-
trement présenté, a précision donnée cette formulation conduit & des temps de
calcul bien moins importants, voir [6].

Nous nous proposons a présent d’étudier les possibilités d’extension au 3D de

cette formulation originale des équations de Richards, qui est basée sur la trans-
formée de Kirchoff. Une extension au 3D devra prendre en compte la tres forte
anisotropie des sols et des écoulements. En effet, les cellulles sont typiquement
de 'ordre de I’hectare en horizontal pour quelques décimetres en profondeur,
tandis que les dynamiques d’écoulement verticales et horizontales peuvent étre
de nature tres différentes selon si le sol est saturé ou non.
Ensuite, plutdt que de raisonner en termes de schémas volumes finis, ce qui est
actuellement le cas pour notre schéma 1D, nous nous proposons d’élaborer une
discrétisation de ces équations a l'aide d’éléments finis type Galerkin disconti-
nue, et ceci en vue de h-p-raffinements. Ces schémas (qu’ils soient du type VF
ou DG) pourront étre implémentés sur la base d’algorithmes de splitting, per-
mettant de traiter les dynamiques différemment selon les directions privilégiés
de lécoulement (matrice de perméabilité dans les lois de Darcy). A terme une
étude autour de la réduction d’ordre de ce modele direct semble une direction
complémentaire intéressante afin de pouvoir aborder 1’échelle d’un sous-bassin
versant REW.

A noter que le code de calcul correspondant pourra étre développé dans le
cadre de la plate-forme de modeles hydrologiques DassHydro (plate-forme com-
mune a venir LJK - MOX Milano - univ. Malaga et Sevilla; voir paragraphe
suivant). Un transfert des solveurs élaborés pourrait également étre effectué
aupres de la start-up grenobloise Hydrowide.

Analyse de sensibilité et assimilation de données. Aussi, une fois une for-
mulation 3D efficace développée, nous pourrons aborder le couplage écoulement
dans les sols - écoulement de surface (St-Venant 1D-2D). Un couplage de ces
écoulements hydrologiques passera aussi par des analyses de sensibilités préalables.
Dans la continuité, le calage des modeles pourra étre effectué par assimilation
de données.

Collaboration pays du Sahel.

Jal effectué a quelques reprises des missions de formation et surtout d’aide
a la mise en place de mathématiques appliquées au sein du département de
mathématiques et informatique de l'université de Bamako (Mali). Suite a ces
séjours, nous avons avec O. Diallo (resp. du département) échangés autour de
modeles mathématiques en hydrologie. Il est a présent prévu que nous déposions
aupres de ’AUF une demande de bourse de these en co-tutelle, sur cette thématique
d’infiltration dans le sols et couplage sols 3D - riviere 1D, Fig. 6.1.
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F1G. 6.2 — Schéma d’infiltration dans les sols et intéractions sol-surface. Image issue
du US Geological Survey.

6.2 Hydrologie : vers une plate-forme intégrée
commune

Suite aux travaux en hydraulique fluviale précédemment décrits, nous avons
initié avec E. Miglio, L. Bonaventura (MOX, Politechnico di Milano), une col-
laboration autour de la modélisation numérique des écoulements d’hydraulique
fluviale et d’hydrologie (infiltrations). Aussi, suite aux travaux communs avec
E. Fernandez-Nieto (univ. Sevilla), nous avons prévu d’élargir la collaboration
avec les collegues de Malaga (M. Castro, C. Pares) autour de ce méme type
d’écoulements et schémas numériques.

Les collegues de Milan ont développé un modele Shallow-Water quasi-3D (for-
mulation éléments finis semi-implicite, semi-lagrangienne), voir [13], et plus
récemment un modele avec transports de sédiments, voir [12] . Aussi, ils ont
élaborés pour I'équation de transport linéaire un nouveau schéma conservatif
Galerkin discontinu basé sur une formulation semi-implicite semi-lagrangienne,
[14] . Ce solveur semble intéressant du fait de sa stabilité inconditionnelle et de
son aspect tres peu diffusif. Ces modeles et solveurs ont tous été implémentés
en Fortran 90.

Les collegues d’Andalousie ont quant a eux développé un large logiciel, dénommé
DamFlow, et regroupant des modeles 1D - 2D - 3D (solveurs essentiellement vo-
lumes finis explicites, code en C++), voir [15] [10] [11].

J’ai alors proposé aux collegues de rapprocher nos savoir-faires, voire de fu-
sionner nos codes dans certains cas, autour des écoulements de surface. Cette
initiative a conduit a la mise en place actuelle de la plate-forme commune Das-
sHydro, avec comme support et administration actuel J. Marin (ingénieur as-
socié INRIA). Outre un travail de coordination, ma contribution porte aussi
bien sur les solveurs directs que sur l'analyse de sensibilité, I'identification ou
lassimilation de données (processus de contrdle optimal). Une premiére action,
relativement directe, consiste a insérer les solveurs de nos collegues de Milan
(semi-implicites, écrits en Fortran 90) au sein de cette nouvelle plate-forme de
calcul DassHydro. L’architecture logicielle de base est calquée sur celle de Dass-
Flow, voir Fig. 6.2. Les nouveaux solveurs directs a insérer sont en cours d’étude,
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et les travaux préliminaires d’architecture logicielle sont actuellement effectués
par J. Marin. Du point de vue de la différenciation automatique, il est pro-
bable que deux difficultés se présentent. La premiere est liée a la différenciation
des algorithmes type Newton-Raphson ou Picard, présents dans ces solveurs
semi-implicites. La seconde est liée a la différenciation du calcul de pied des ca-
ractéristiques (solveurs semi-lagrangiens). Ces deux aspects devront étre abordés
avec le plus grand soin.

Le financement des actions futures relative a cette plate-forme commune reste
a définir.

Tres brievement, les modeles et solveurs directs a potentiellement intégrer
traitent d’écoulements avec sédiments, d’écoulements St-Venant multi-couches
et d’équations de transports (polluants, fronts). Plusieurs couplages entre ces
modeles sont envisagés. Aussi, au sein de nos trois équipes, nous disposons ac-
tuellement de solveurs différents pour un méme type de modele, chacun possédant
ses avantages et inconvénients et pouvant étre plus ou moins bien adapté a une
configuration donnée. Citons a titre d’exemple le solveur volumes finis HLLC
bien équilibré développé dans DassFlow qui s’avere tres précis mais contraint
par une condition de stabilité restrictive, tandis que le solveur St-Venant 2D
semi-implicite semi-lagrangien du MOX s’avere plus diffusif mais incondition-
nellement stable.
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F1a. 6.3 — Structure du code commun DassHydro & venir. Gestion commune LJK -
MOX -Univ. Malaga et Sevilla & venir. Support actuel : J. Marin (ingénieur associé
INRIA).

97



A noter également que je participe a une proposition ”Marie-Curie Initial
Training Networks (ITN)” récemment déposé et qui rassemble un groupe de
collegues européens plus large. L’objectif étant de collaborer autour de schémas
numériques pour des écoulements environnementaux.

6.3 Glaciologie : modeles global et local d’écoulement
de la calotte polaire

A Pautomne 2005, j’ai commencé & m’intéresser a des écoulements issus d’une
autre thématique applicative : la glaciologie. J’ai alors commencé par partici-
per au projet ANR jeune chercheur MIDIGA (Modelling and Identification for
Drilling Interpretation in Greeland and Antartica, 2006-08) mené par F. Parre-
nin du LGGE Grenoble, [PaEtal06-c]. Suite & nos réunions de travail (avec O.
Gagliardini, C. Ritz, F. Parrenin et E. Blayo notamment), les probleémes exposés
ci-dessous seront abordés dans le cadre du BQR INP-G 07-10 que nous avons
récemment obtenu (bourse de thése notamment), et aussi de maniére connexe
dans le cadre d’un stage post-doctoral MIDIGA - LGGE a venir a 'automne
2007 ; le tout appuyé par un soutien développement de la part de J. Marin,
ingénieur associé INRIA 06-08.

Le contexte scientifique. Le climat de notre Terre est un systeme d’une
trés grande complexité et notre capacité a prédire son évolution future passe
par une meilleure compréhension des interactions entre le soleil, les océans, les
surfaces terrestres, ’atmospheére et la cryosphere. Les calottes polaires jouent
un role tres important dans ce systeme, puisqu’elles sont a la fois des enregistre-
ments, des témoins et des acteurs de I’évolution du climat. Nous nous intéressons
tout particulierement a deux problématiques, toutes deux liées aux écoulements
des calottes.

1) Les forages glaciaires en Antarctique ont déja révélé de nombreuses informa-
tions telles que la corrélation entre gaz a effet de serre et climat, et présence
de rapides variations de température. L’interprétation de ces forages est en par-
tie basée sur des modeles thermo-mécaniques d’écoulement de glace (modeles
de datation). Cependant ces modeles d’écoulement doivent étre améliorés pour
pouvoir pleinement exploiter les nombreuses informations disponibles dans les
carottages.

2) Les calottes polaires en tant que composante du systéme climatique représentent
d’énormes réservoirs d’eau douce dont les variations agissent directement sur la
salinité et le niveau des mers. L'estimation de 1'état d’équilibre (en termes de
gain ou de perte de masse d’ensemble) de ces grandes calottes représente donc
un défi scientifique majeur pour notre futur. Dans cet équilibre, les glaciers
cOtiers émissaires jouent un role prépondérant puisqu’on estime qu’en Antarc-
tique ils évacuent plus de 70% de la masse alors qu’ils ne représentent que 10%
de la ligne de cote, Fig. 6.3. Des observations récentes mettent en évidence une
accélération de ces glaciers. Les causes de cette accélération sont a ce jour uni-
quement spéculatives. Un effort de modélisation, couplé & des mesures de terrain
semble intéressant pour comprendre les mécanismes régissant 1’écoulement de
ces glaciers émissaires.

L’objet de la these BQR INP-G 07-10 sera de contribuer a I'obtention de
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Fia. 6.4 — Antarctique. Vitesses de bilan (flux sortants). Image LEGOS Toulouse.

meilleurs modeles d’écoulements de la glace polaire tant au niveau local (modele
3D frontieres ouvertes) qu’au niveau global (modele asymptotique ”shallow-
ice”). L’objectif serait ensuite I’assimilation d’un maximum de données dispo-
nibles (contribution du chercheur post-doctorant & venir). L’ensemble contri-
buerait a de meilleurs modeles de datation et a une meilleure compréhension
des systemes glaciaires cotiers.

Nous aborderons les probléemes suivants :
1) Tanalyse de sensibilité et I'identification des conditions aux bords (latérales
et basales) pour un modele local haute résolution (Stokes non-linéaire surface
libre) ;
2) le modele asymptotique global grande échelle revisité avec conditions basales
réalistes ;
3) le couplage de ces deux modeles (local Stokes et asymptotique global grande
échelle) combiné & assimilation des données disponibles.

Les points 1) et 3) seront abordés avec une approche basée sur du controle op-
timal de systeme, et des algorithmes similaires a ceux présentés dans la chapitre
précédent (hydraulique fluviale). Le point 2) sera abordé a partir des travaux de
C. Ritz [21], [20] et aussi en collaboration avec D. Bresch (LAMA, Chambéry).

Les modeles d’écoulements locaux et globaux actuellement utilisés.
Nos études s’appuieront sur les deux modeles directs d’écoulements de calottes
polaires actuellement utilisés par le LGGE :

1. Le modele de Stokes 3D surface libre (anisotrope ou isotrope et avec viscosité
non linéaire) co-développé par O. Gagliardini en collaboration avec le Center for
Scientific Computing (CSC, Helsinki, Finlande). Les variables sont la vitesse,
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la pression, les contraintes et la position de la surface libre (cas isotherme). Ce
modele est dit local et haute résolution car précis mais colteux en temps de
calcul, [18] [17].

2. Le modele global grande échelle GRISLI (GRenoble Ice Shelf Land Ice)
basé sur une asymptotique couche mince et développé par C. Ritz. Ce modele
«réduit» couche mince possede I'avantage, du fait de son faible coiit de calcul,
de pouvoir étre utilisé pour I'intégralité de la calotte («grande échellex) et pour
des simulations en temps longs (plusieurs centaines de milliers d’années). Par
contre, I’hypothese ”shallow-ice” effectuée n’est plus valable lorsque le socle ro-
cheux induit des effets majeurs ou encore dans un voisinage de la cote ou se
cotoient des écoulements rapides et lents, Fig. 6.3, [18] [21].

Nous considérons ici que des modeles d’écoulements isothermes. Les aspects
thermiques sont indispensables en vue d’une modélisation fine mais ne pourront
étre envisagés qu’a moyen terme.

Etude 1. Mode¢le de Stokes frontiéres ouvertes, analyse de sensibi-
lité et identification.

Si nous souhaitons développer les méthodes d’analyse de sensibilité et d’iden-
tification de parametres (conditions aux frontieres ouvertes et conditions ba-
sales) basées sur les techniques de controle optimal, une premiere étape consiste
a obtenir le code adjoint du modele de Stokes. Le LGGE utilise actuellement
Elmer, code éléments finis Fortran 90, développé par le Center for Scienti-
fic Computing & Helsinki. Ce code (de 130 000 lignes environ) présente ce-
pendant l'inconvénient d’étre fortement basé sur des pointeurs et n’est donc
pas différentiable & I'aide d’un outil de différenciation automatique source-a-
source tel que Tapenade (INRIA Sophia-Antipolis). Nous récupérerons alors
I’ensemble des pré- et post-processeurs d’Elmer, et ré-écrirons un nouveau code
de résolution du systeme de Stokes non-linéaire surface libre utilisé en 2D puis a
terme en 3D. Ce travail de programmation se basera sur nos connaissances des
schémas numériques écoulement surface libre (en faibles déformations) voir le
chapitre précédent ”écoulements surface libre” et [17], des normes de program-
mation nécessaires a la différenciation automatique.

Ce travail de programmation du noyau de calcul et d’interfacage logiciel sera en
partie effectué par J. Marin, ingénieur associé.

Les directions de recherche pourront alors porter sur I’analyse de sensibilité
aux conditions aux bords ainsi que 'identification (quantitative) de ces condi-
tions aux bords, et ceci a partir d’observations disponibles. Les bords concernés
sont les bords latéraux (frontieres ouvertes, vitesses ou contraintes) et le fond
(glissement - friction, présence de lacs ou pas).

Les observations ”brutes” disponibles et a potentiellement assimiler sont : la to-
pographie de surface (altimétrie+GPS), des échos radars (socle rocheux, épaisseur
de glace, présences de lacs, isochrones), des vitesses de surface et & terme I’ani-
sotropie de la glace (au niveau des forages).

Les questions d’assimilation d’échos radars seront abordées dans le cadre du
stage post-doctoral LGGE (supervisé par F. Parrenin, [19], [20], [PaEtal06-c]).

Etude 2. Modeéle asymptotique global grande échelle revisité.
Nous aborderons une re-dérivation du modele d’écoulement couche mince
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isotherme issu d’une asymptotique 2nd ordre sur les équations type Stokes iso-
trope/anisotrope (newtonien/non-newtonien) avec surface libre (modele global
isotherme grande échelle Grisli de C. Ritz). Les inconnues du modele sont la
vitesse, la pression, les contraintes et la position de la surface libre.

La difficulté de cette re-dérivation réside dans le passage a ’asymptotique mathématique,
d’une part des conditions aux frontieres ouvertes, d’autre part des conditions
basales non triviales. Cette étude constitue une étape importante du couplage
des modeles global et local (étude 3).

Ce travail s’effectuera avec C. Ritz (LGGE) et D. Bresch (LAMA) et s’appuiera
sur leurs compétences respectives en modélisation couche mince et dérivations
asymptotiques.

Etude 3. Couplage modeles et assimilation de données simultané.

Ce dernier point constitue un objectif final du travail de these. Il s’agit
d’une part de coupler le modele Stokes haute résolution (étude 1) au modele
asymptotique grande échelle (étude 2) au travers des « meilleures » conditions
aux frontieres ouvertes établies précédemment. L’algorithmique de couplage sera
basée sur un processus de controle optimal (couplage faible type méthode des
joints). Comme nous 'avons vu dans le le chapitre précédent (contexte hydrau-
lique fluviale), un telle approche présente plusieurs avantages parmi lesquels :
a) couplage de deux modeles hétérogenes et de grilles spatio-temporelles forte-
ment disparates;
b) assimilation de données simultanée (processus commun de controle optimal)
conduisant & un couplage ”optimal” ;
¢) assimilation de données locales (ex. forages ou écoulements cotiers) dans le
modele global (calibrage de ce dernier).

L’ensemble de ces travaux débutera véritablement en septembre 2007.
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F1G. 6.5 — Modele local 3D (non linéaire, surface libre) et conditions aux bords &
identifier. Image LGGE.

Colloque National sur I'assimilation de données, Toulouse, 2006.
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F1G. 6.6 — Superposition du modele local Stokes 3D au modele global asymptotique
Grisli (”shallow-ice”). Images LGGE.
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