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Introduction

Dans cette thèse, nous étudions quelques modèles de mécanique des fluides, en particu-
lier des systèmes non linéaires d’évolution, notamment le système non linéaire de Boussinesq
suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Q, (1)

b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (2)

div u = 0 dans Q, (3)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (4)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (5)

où Ω est un ouvert borné lipschitzien de RN , (N = 2, 3), de frontière ∂Ω, T > 0, Q = Ω ×
(0, T ), ΣT = ∂Ω×(0, T ). Les inconnues sont le champ de déplacement u : Ω×(0, T ) −→ RN

et le champ de température θ : Ω × (0, T ) −→ R et Du = 1
2
(∇u + (∇u)t) est le taux de

déformations. L’équation (1) est l’équation de conservation de la quantité de mouvement.
Dans cette équation, les quantités µ et p désignent respectivement la viscosité et la pression
cinématique du fluide. Le second membre de l’équation (1) est la fonction F (θ), où F
est une force de gravité proportionnelle à des variations de densité qui dépendent de la
température. La fonction µ est continue de R dans R et bornée. La fonction F est continue
de R dans RN , u0 appartient à L2(Ω), à divergence nulle et u0.n = 0 sur ∂Ω. L’équation (2)
est l’équation de conservation de l’énergie dans laquelle le second membre µ(θ)|Du|2 est
l’énergie de dissipation. Pour cette équation, la donnée initiale b(θ0) appartient à L1(Ω). Le
système de Boussinesq (1) − (5) des équations d’hydrodynamique (voir [12]), résulte d’un
couplage entre les équations de Navier Stokes et l’équation de l’énergie ([27]). Des systèmes
non linéaires similaires mais avec un second membre constant (par rapport à θ) et b(θ) = θ
ont été en particulier étudié dans [13], [14] et [25]. La présence des gradients de densité
ou la variation de densité dans un fluide est induite, par exemple, par des variations de la
température résultant du chauffage non uniforme du fluide. On trouvera, par exemple, une
présentation des hypothèses, qui permettent de justifier les modèles de Boussinesq dans [3].
Les modèles étudiés dans cette thèse sont plus généraux que celui décrit dans [3] ou [12],
puisque l’on considère ici une énergie interne b(θ) non linéaire, une viscosité dépendant
de la température et un couplage via l’énergie de dissipation µ(θ)|Du|2. L’existence des
solutions à (1) − (5) repose sur la stabilité des équations (1) et (2) si l’on travaille par
approximations ou sur l’unicité des solutions de ces équations si l’on travaille par point
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8 Introduction

fixe. On est donc amené à distinguer le cas de la dimension 2 d’espace (N = 2) de la
dimension 3 (N = 3).

♣ Le cas de la dimension N = 2
On sait que si F (θ) ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)), alors l’équation de Navier-Stokes (1) a une solution
unique pour u0 ∈ L2(Ω) et que l’énergie de dissipation µ(θ)|Du|2 est stable dans L1(Q)
vis-à-vis des approximations. L’équation de conservation de l’énergie (2) se place donc
naturellement dans le cadre L1. Nombreux sont les travaux sur les équations paraboliques
à données L1 (voir [5] et [15] par exemple). Pour avoir l’unicité et la stabilité de solution
de (2), on utilise donc le cadre des solutions renormalisées qui possèdent ces propriétés à
la différence des solutions faibles. Le type de solutions que l’on obtient dépend bien sûr
du comportement de la fonction F . Si F est par exemple bornée, on obtient des solutions
pour toutes données initiales u0 ∈ L2(Ω) et b(θ0) ∈ L1(Ω). Pour aborder le cas de fonctions
F plus générales, il faut examiner plus précisément la régularité des solutions de (2). Sous
les hypothèses que nous adoptons sur b, les solutions renormalisées des équations de type
(2) vérifient les régularités suivantes :

θ ∈ L∞(0, T, L1(Ω)),

∀ k > 0,

∫ T

0

∫

Ω

|DTk(θ)|
2 dx dt ≤ C k,

avec Tk(r) =min(k,max(r,−k)) ∀ r ∈ R. Nous démontrons alors dans une première étape
que θ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)) avec 1 < q < ∞ et r < q

q−1
(un résultat similaire est démontré

dans [29] pour N > 2). Pour avoir F (θ) ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)), on est donc amené à faire une
hypothèse de croissance sur F du type :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0 et 2α ∈ [0, 3[. Nous démontrons alors dans une deuxième étape que
F (θ) s’identifie à un élement de L2(0, T ; H−1(Ω)) avec

‖F (θ)‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C(a + ‖θ‖α
Lr(0,T ;Lq(Ω))).

Ces arguments nous permettent via des approximations de b et des méthodes de points
fixe de démontrer que (1) − (5) possèdent des solutions pour des données initiales petites.

♣ Le cas de la dimension N = 3
L’unicité de la solution de l’équation de Navier-Stokes (1) et la stabilité de l’énergie de dis-
sipation sont des problèmes ouverts si u0 appartient seulement à (H1

0 (Ω))3. Si par exemple
u0 ∈ (H1

0 (Ω))3 et F est une fonction bornée telle que ‖u0‖H1
0 (Ω) +‖F‖L∞(R) ≤ η, avec η une

constante suffisamment petite, on peut obtenir alors l’existence d’une solution à (1) − (5)
pour les mêmes techniques que dans le cas N = 2.
Si u0 est seulement dans (H1

0 (Ω))3, le manque de stabilité de l’énergie de dissipation
µ(θ)|Du|2 dans L1(Q) est un obstacle sérieux. Nous utilisons alors une transformation
formelle analogue à celle utilisée pour les équations de Rayleigh-Bénard dans [25]. Le sys-
tème formellement équivalent à (1) − (5) est ici :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Q, (6)



Introduction 9

∂

∂t

( |u|2
2

+ b(θ)
)

+ div

{
u
( |u|2

2
+ b(θ) + p

)}
(7)

−

3∑

j=1

∂

∂xj

{
µ(θ)

∂

∂xj

(
|u|2

2
)

}
− ∆θ = F (θ) · u +

3∑

i,j=1

∂iuj ∂j(µ(θ)ui) dans Q,

div u = 0 dans Q, (8)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (9)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (10)

L’équation (7) est l’équation de conservation de l’énergie totale : énergie cinétique et énergie
interne. Il faut remarquer que dans la modélisation thermodynamique du couplage vitesse-
température pour les milieux continus, c’est en fait de l’équation (7) que l’on part (premier
principe de la thermodynamique). L’équation (2) se déduit en combinant (1) multipliée par
u et (7). Il est donc légitime de travailler avec le système (6)-(7). L’avantage de travailler
avec le système (6) − (10) est que l’équation (7) possède des propriétés de stabilité par
rapport aux approximations. Ceci nous permet de démontrer que le système (6) − (10)
admet au moins une solution pour des données initiales petites et bien sûr sous l’hypothèse
de croissance de F :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0 et 2α ∈ [0, 5
3
[.

La notion de solutions renormalisées a été introduite par P.-L. Lions et R.-J. Di Perna
[19] pour l’étude des équations de Boltzmann (voir aussi P.-L. Lions [25] pour des applica-
tions à des modèles de mécanique des fluides ). Cette notion a été adaptée par la suite à
des versions elliptiques et paraboliques (voir par exemple [4], [9], [20] et [23]).

Cette thèse est composée de quatre chapitres. Dans le Chapitre 1, nous étudions le
système (1) − (5) en dimension 2 (N = 2). Dans un premier temps, nous démontrons le
Lemme 1.3.4 où il s’agit de montrer l’existence et l’unicité de la solution renormalisée de
l’équation suivante :





b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = G dans Q,
θ = 0 sur ΣT ,
b(θ)(t = 0) = b(θ0) sur Ω

(11)

Pour une fonction G donnée dans L1(Q), une donnée initiale b(θ0) ∈ L1(Ω) et pour u donnée
dans L2(Q), on appelle solution renormalisée du problème (11), une fonction mesurable θ
définie sur Q vérifiant :

b(θ) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)); (12)

TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0; (13)

∫

{(x,t)∈Q;n≤|b(θ)(x,t)|≤n+1}

b′(θ)|∇θ|2 dx dt −→ 0 quand n → +∞; (14)

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact, on a
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∂S(b(θ))

∂t
+ div (uS(b(θ)) -div (S ′(b(θ)∇θ) + S ′′(b(θ)b′(θ)|∇θ|2 = GS ′(b(θ)) (15)

dans D′(Q),
S(b(θ))(t = 0) = S(b(θ0)) sur Ω. (16)

On démontre que pour une fonction b définie sur R, de classe C1, strictement croissante et
nulle en zéro, il existe une solution renormalisée du problème (11) au sens de la définition ci-
dessus. Si de plus b′ est localement lipschitzienne, on montre que cette solution est unique.
Une variante de ce problème où l’on remplace u · ∇b(θ) par divφ(θ), où φ est une fonction
continue sur R à valeurs dans RN , a été étudiée dans D. Blanchard et H. Redwane [9]. Ce
résultat sera également utilisé dans les Chapitres 2 et 4. Ensuite, dans le cas particulier
où F est bornée dans L∞(Q), le Théorème 1.4.1 nous donne l’existence d’une solution
faible-renormalisée du système (1) − (5) au sens de la Définition 1.2.2 du Chapitre 1.

Dans le Chapitre 2, nous étudions toujours le système (1)−(5) en dimension 2 (N = 2).
On suppose que la fonction F vérifie une hypothèse de croissance du type :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0.
(i) Le Théorème 2.4.1 nous donne :

- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système (1)−(5)
(au sens de la Définition 1.2.2)
- si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe
une solution faible-renormalisée du système (1) − (5) (au sens de la Définition 1.2.2).

(ii) Dans la Section 2.5, on montre un résultat d’existence en dimension 3. On suppose
que F est une fonction continue de R dans R3 et que u0 ∈ (H1

0 (Ω))3, le Théorème 2.5.1
nous donne :
il existe un nombre réel η > 0, suffisamment petit tel que si ‖u0‖H1

0 (Ω) + ‖F‖L∞(R) ≤ η,
alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système (1)− (5) en dimension
N = 3 (au sens de la Définition 1.2.2).

(iii) Les Théorèmes 2.6.1 et 2.6.2 nous donnent deux résultats d’unicité sous des condi-
tions très particulières sur les données et en dimension 2.

Dans le Chapitre 3, nous étudions l’existence d’une solution pour un système non
linéaire de Boussinesq où l’on remplace le terme de convection u · ∇b(θ) et le laplacien
par un terme de convection du type div (Φ(θ)) et un opérateur non linéaire de diffusion
dans l’équation de la chaleur :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Ω × (0, T ), (17)

∂b(θ)

∂t
− div (a(x, θ,∇θ)) + div (Φ(θ)) = 2µ(θ)|Du|2 dans Ω × (0, T ), (18)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (19)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (20)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b0 dans Ω, (21)
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Dans ce système, b est un graphe défini sur R à valeurs dans P(R) monotone et qui vérifie
b−1 ∈ C0(R). De plus, la fonction a(x, s, ξ) est monotone et coercive par rapport à ξ.
La fonction Φ est localement lipschitzienne sur R à valeurs dans R2. La donnée initiale
b0 appartient à L1(Ω). La fonction F vérifie une hypothèse de croissance comme dans
le second chapitre. L’originalité du travail que nous présentons ici résulte du fait que la
fonction θ vérifie une équation plus générale, mais sans le terme de convection u · ∇b(θ). Il
s’agit de montrer que sous des conditions moins fortes sur b, notamment, pour une fonction
b discontinue, il existe une solution en dimension 2 du système (17)−(21). Dans un premier
temps, on donne la définition d’une solution faible-renormalisée du système (17) − (21).
Un couple de fonctions (u, θ) définies sur Ω× (0, T ) est une solution faible-renormalisée du
système (17) − (21) si :

u ∈ L2(0, T ; H1
σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω))

TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0 et θ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)),

1

n

∫

{(x,t)∈Q;n≤|θ(x,t)|≤2n}

a(x, θ,∇θ)∇θ dx dt −→ 0 quand n → +∞,

u(t = 0) = u0 p.p. dans Ω,

u est solution faible de l’équation de Navier-Stokes ,

il existe βθ ∈ L1(Q) tel que βθ ∈ b(θ) presque partout dans Q et qui vérifie l’équation :

−

∫ T

0

∫

Ω

ϕt

∫ βθ

0

S ′(b−1(r))dr dx dt

−

∫

Ω

ϕ(0)
( ∫ b0

0

S ′(b−1(r))dr
)
dx +

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇ϕS ′(θ)dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇θS ′′(θ) ϕdx dt −

∫ T

0

∫

Ω

∇ϕ
( ∫ θ

0

Φ′(ξ)S ′(ξ)dξ
)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ)|Du|2 S ′(θ)ϕdx dt,

pour tout S ∈ W 2,∞(R) tel que S ′ est à support compact, et pour tout ϕ ∈ C∞
0 ([0, T )× Ω̄)

tel que S ′(θ)ϕ ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

On suppose que b vérifie de plus les hypothèses (3.8) et (3.10) du Chapitre 3, que
l’opérateur a est plus régulier (satisfait les hypothèse (3.13)-(3.16) du Chapitre 3) et que
la fonction F vérifie

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0. Alors :
- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système
(17) − (21) (au sens de la définition ci-dessus).
- si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b0‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe une
solution faible-renormalisée du système (17) − (21) (au sens de la même définition).
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Le quatrième chapitre est consacré à l’étude du système formellement équivalent (6)−
(10) en dimension 3 (N = 3). Dans le système (6) − (10), on a la possibilité de passer à
la limite dans le terme ∂iuj∂j(µui) qui peut s’écrire sous la forme ∂i(µ(u · ∇)ui) (vis-à-
vis des approximations). En utilisant le cadre des solutions renormalisées des problèmes
paraboliques à données L1 (voir [10] et [22] ) ainsi que les théorèmes de compacité, (voir
[30]), nous démontrons l’existence d’une solution faible du système formellement équivalent
(6) − (10). On suppose que u0 ∈ (H1

0 (Ω))3, et que 2α ∈ [0, 5
3
[. On suppose que la fonction

F vérifie
∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0 et que b est une fonction lipschitzienne. Le Théorème 4.3.1 nous donne :
- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible du système (6) − (10) (au sens
de la Définition 4.2.1).
- si 1 < 2α < 5

3
, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe

une solution faible du système (6) − (10) (au sens de la Définition 4.2.1).



Chapitre 1

Étude d’un système non linéaire de
Boussinesq à second membre borné
dans L∞

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence d’une solution faible-renormalisée pour un
système non linéaire de type :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Ω × (0, T ), (1.1)

∂b(θ)

∂t
+ u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Ω × (0, T ), (1.2)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (1.3)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (1.4)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (1.5)

où Ω est un ouvert, lipschitzien et borné de R2, de frontière ∂Ω, T > 0. On pose Q =
Ω × (0, T ), ΣT = ∂Ω × (0, T ), et Du = 1

2
(∇u + (∇u)t). Les inconnues sont le champ de

vitesse u : Ω × (0, T ) −→ RN et le champ de température θ : Ω × (0, T ) −→ R.
On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction de classe C1 sur R telle que b(0) = 0 (1.6)

b′(r) ≥ α′ ∀r ∈ R, pour une constante α′ > 0 (1.7)

µ est continue sur R telle que m0 ≤ µ(s) ≤ m1, ∀s ∈ R (1.8)

où m0 et m1 sont des constantes vérifiant 0 < m0 ≤ m1

F est une fonction continue de R dans R2, et bornée (1.9)

u0 ∈ (L2(Ω))2, div u0 = 0, et u0 · n = 0 sur ∂Ω (1.10)

13
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θ0 est une fonction mesurable définie sur Ω telle que b(θ0) ∈ L1(Ω). (1.11)

La difficulté principale concernant l’existence d’une solution pour le système (1.1) − (1.5)
est due à l’équation (1.2) et au couplage. Si u est une solution variationnelle de (1.1)
(u ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)), le terme à droite de (1.2) appartient alors à L1(Ω × (0, T )). Pour
remédier à cette difficulté, on utilise la technique des solutions renormalisées . Cette no-
tion a été introduite par P.-L. Lions et R.-J. Di Perna [19] pour l’étude des équations de
Boltzmann (voir aussi P-L.Lions [25] pour quelques applications à des modèles de méca-
nique des fluides). Cette notion a été adaptée à une version parabolique de (1.2)−(1.5) par
D.Blanchard, et H.Redwane dans [9]. Ce chapitre est composé de 4 sections, dans la section
2, on donne la définition des espaces fonctionnels de Navier-Stokes ainsi que la définition
d’une solution faible-renormalisée de (1.1)− (1.5). Dans la section 3, on suppose que b′ est
localement lipschitzienne, on adapte alors les techniques usuelles des équations de Navier-
Stokes [32] avec celles des solutions renormalisées pour prouver l’existence d’une solution
faible de l’equation (1.1) et une solution renormalisée de l’équation (1.2). Dans la dernière
section, on introduit un problème approché du sytème (1.1)− (1.5). Le travail établi dans
la Section 3 nous permet de conclure quant à l’existence d’une solution faible-renormalisée
de ce système. Enfin, on passe à la limite dans le système approché pour déduire l’existence
d’une solution faible-renormalisée du système couplé.

1.2 Définitions et rappels

On note TK la fonction troncature à la hauteur K (K ≥ 0) définie par :

TK(r) = min(K, max(r,−K)).

K

K

−K

−K

TK
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Pour toute partie A de Ω, on note χA la fonction caratéristique de l’ensemble A.
On rappelle les espaces fonctionnels classiques pour les équations de Navier-Stokes :

C∞
σ (Ω) = {u ∈ C∞

0 (Ω; RN); div u = 0},

Lp
σ(Ω) = fermeture de C∞

σ (Ω) dans Lp(Ω; RN),

H1
σ(Ω) = fermeture de C∞

σ (Ω) dans H1
0 (Ω; RN),

Lp
σ(Q) = Lp(0, T ; Lp

σ(Ω)).

avec p ≥ 1 .
On remarque que la pression p peut être éliminée du système (1.1)−(1.5), ceci grâce au

lemme de Rham [16] : si < q,w >= 0 pour tout w ∈ H1
σ(Ω) alors il existe une distribution

p telle que q = −∇p. Dans la suite, nous étudions le système suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1
σ)′(Ω), (1.12)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (1.13)

div u = 0 dans Q, (1.14)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (1.15)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (1.16)

Pour introduire la notion d’une solution faible-renormalisée du système ((1.12)−(1.16)),
on considère les deux formes bilinéaire et trilinéaire suivantes :

aθ(u, v) =
1

2

2∑

i,j=1

∫

Ω

µ(θ)
(∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)∂vj

∂xi

dx,

d(u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

uj

∂vi

∂xj

wi dx =

∫

Ω

(u · ∇)v · w dx,

∀u, v ∈ H1
σ(Ω), w ∈ H1

σ(Ω), θ est une fonction mesurable.

Lemme 1.2.1. La forme bilinéaire aθ est continue et coercive dans H1
σ(Ω) × H1

σ(Ω) pour
presque tout t ∈ [0, T ].

Preuve du Lemme 1.2.1.

Sachant que µ est bornée, il est facile de vérifier que aθ est continue, d’après l’inégalité
de Korn, aθ est coercive, autrement dit, aθ(u, u) ≥ m0 ‖u‖

2
H1

σ(Ω).

Lemme 1.2.2. La forme trilinéaire d est continue et antisymétrique dans H1
σ(Ω)×H1

σ(Ω)×
H1

σ(Ω), autrement dit :
d(u, v, w) + d(u,w, v) = 0, ∀u, v, w ∈ H1

σ(Ω). En particulier, d(u, v, v) = 0,∀u, v ∈ H1
σ(Ω).
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Preuve du Lemme 1.2.2.

Une démonstration détaillée est dans [31].

Définition 1.2.1 (Solution renormalisée). Soit G une fonction dans L1(Q), u dans
L2(Q), et θ0 une fonction mesurable telle que b(θ0) appartient à L1(Ω). Une fonction me-
surable θ définie sur Q est dite solution renormalisée du problème :

P1(G, θ0)





b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = G dans Q,
θ = 0 sur ΣT ,
b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω

si :
b(θ) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)); (1.17)

TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0; (1.18)

∫

{(x,t)∈Q;n≤|b(θ)(x,t)|≤n+1}

b′(θ)|∇θ|2 dx dt −→ 0 quand n → +∞; (1.19)

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact, on a

∂S(b(θ))

∂t
+ div(uS(b(θ)) − div(S ′(b(θ)∇θ) + S ′′(b(θ)b′(θ)|∇θ|2 = GS ′(b(θ)) (1.20)

dans D′(Q),
S(b(θ))(t = 0) = S(b(θ0)) dans Ω. (1.21)

Remarque 1.2.3. L’équation (1.20) est obtenue en multipliant ponctuellement l’équation
de P1(G, θ0) par S ′(b(θ)), on vérifie aisément que tous les termes de cette équation ont un
sens dans D′(Q).
En effet, si M > 0 est telle que supp(S ′) ⊂ [−M, M ], les propriétés de b impliquent que si
|b(θ)| ≤ M , on aura :

|θ| ≤ KM avec KM = max
(
− b−1(−M), b−1(M)

)
.

Ce qui nous permet de remplacer dans (1.20) les fonctions b(θ) et θ par TM(b(θ)) et TKM
(θ)

respectivement. De plus on a :
– uS(b(θ)) ∈ L2(Q), puisque u ∈ L2(Q) et S est bornée partout,
– S ′(b(θ))Dθ = S ′(b(θ)DTKM

(θ) presque partout dans Q et les régularités (1.18) en-
traînent alors que S ′(b(θ))Dθ ∈ L2(Q),

– S ′′(b(θ))b′(θ)|Dθ|2 = S ′′(b(θ))b′(θ)|DTKM
(θ)|2 presque partout dans Q, S ′′(b(θ))b′(θ) ∈

L∞(Q) puisque :

|S ′′(b(θ))b′(θ)| ≤ ‖S ′′‖L∞(R) maxr∈[−b−1(−M),b−1(M)]|b
′(r)| p.p. dans Q,

les régularités (1.18) entraînent alors que S ′′(b(θ))b′(θ)|Dθ|2 ∈ L1(Q),
– GS ′(b(θ)) ∈ L1(Q), puisque G ∈ L1(Q) et S ′(b(θ)) ∈ L∞(Q)
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Ainsi tous les termes de l’équation (1.20) ont un sens dans D′(Q), nous remarquons aussi
que l’équation (1.20) implique que le terme parabolique :

∂S(b(θ))

∂t
∈ L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)).

On vérifiera plus tard que S(b(θ)) ∈ C0([0, T ]; L1(Ω)). L’équation (1.21) a un sens alors
pour toute fonction S ∈ C∞(R) telle que S’ est à support compact.

La définition suivante précise la notion de solution faible-renormalisée pour le système
(1.12) − (1.16).

Définition 1.2.2. Un couple de fonctions (u, θ) définies sur Ω × (0, T ) est une solution
faible-renormalisée du système ((1.12) − (1.16)) si :

u ∈ L2(0, T ; H1
σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) (1.22)

TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0 et b(θ) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)), (1.23)

∫

{(x,t)∈Q;n≤|b(θ)(x,t)|≤n+1}

b′(θ)|Dθ|2 dx dt −→ 0 quand n → +∞, (1.24)

u(t = 0) = u0 p.p. dans Ω, (1.25)

〈ut, w〉L2
σ(Ω) + 2aθ(u,w) + d(u, u, w) = 〈F (θ), w〉L2

σ(Ω) ∀w ∈ H1
σ(Ω), (1.26)

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact, on a

∂S(b(θ))

∂t
+ div(uS(b(θ)) − div(S ′(b(θ))Dθ) + S ′′(b(θ))b′(θ)|Dθ|2 = 2µ(θ)|Du|2S ′(b(θ))

(1.27)
dans D′(Q),

S(b(θ))(t = 0) = S(b(θ0)) dans Ω. (1.28)

1.3 Existence et stabilité pour une fonction b plus régu-

lière

Dans cette section, nous supposons de plus que :

b′ est localement lipschitzienne (1.29)

En effet, cette hypothèse est nécessaire pour avoir l’unicité de la solution renormalisée et
pouvoir appliquer un point fixe par la suite. Dans le cas où la fonction continue F est
bornée, les propriétés des équations de Navier-Stokes ainsi que des solutions renormalisées
vont nous permettre d’établir grâce à un théorème de point fixe, un résultat d’existence
d’une solution du système (1.12) − (1.16) :
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Théorème 1.3.1. On suppose vérifiées les hyphothèses (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10),
(1.11) et (1.29), alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système ((1.12)−
(1.16)) (au sens de la Définition 1.2.2).

Preuve du Théorème 1.3.1.

Nous utilisons une méthode de point fixe.
Soit θ un élément arbitraire de L1(Q), et considérons le problème suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1
σ)′(Ω), (1.30)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div u = 0 dans Q, (1.31)

u = 0 sur ΣT , (1.32)

u(t = 0) = u0 dans Ω (1.33)

Lemme 1.3.2. On suppose vérifiées les hypothèses (1.8), (1.9), (1.10). La fonction θ est
fixée dans L1(Q). Alors il existe une unique solution faible du problème ((1.30) − (1.33))
telle que u ∈ L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)).

Preuve du Lemme 1.3.2.

Puisque µ(θ) est bornée, il suffit alors de refaire le même raisonnement que Luc Tartar
(voir [31]).

Remarque 1.3.3. Le résultat de l’existence et de l’unicité de la solution faible du système
((1.30) − (1.33)) reste valable dans le cas où θ est fixée dans un espace telle que F (θ) ∈
L2(0, T ; H−1(Ω))(voir [25] par exemple).

On passe maintenant à l’analyse du second problème qui provient du système ((1.12)−
(1.16)) :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − ∆θ̂ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (1.34)

θ̂ = 0 sur ΣT , (1.35)

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (1.36)

Lemme 1.3.4. Soient θ ∈ L1(Q) et u est l’unique solution du problème ((1.30) − (1.33)).
Sous les hypothèses (1.6), (1.7), (1.8) et (1.11), il existe une unique solution renormalisée
θ̂ du problème ((1.34) − (1.36)) telle que TK(θ̂) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)),∀K ≥ 0
et b(θ̂) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).

Preuve du Lemme 1.3.4.

La démonstration de l’existence est décomposée en 7 étapes :
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Étape 1. Dans cette étape, on commense par régulariser le problème (1.34) − (1.36). Ce
type d’approximation nous permet d’adapter les techniques des solutions renormali-
sées appliquées aux problèmes paraboliques à données L1.
Pour ε > 0 fixé, on définit :

bε(r) = T 1
ε
(b(r)) + εr pour tout r ∈ R. (1.37)

Alors bε est une fonction lipschitzienne vérifiant bε(0) = 0, b′ε(r) ≥ ε ∀r ∈ R et,

bε(r) −→ b(r),

quand ε tend vers 0, pour tout r ∈ R.

f ε ∈ C∞
0 (Q) telle que f ε −→ 2µ(θ)|Du|2 = f, fortement dans L1(Q), (1.38)

quand ε tend vers 0.

θε
0 ∈ C∞

0 (Ω) telle que bε(θ
ε
0) −→ b(θ0) fortement dans L1(Ω), (1.39)

quand ε tend vers 0.

Nous considérons maintenant le problème approché suivant :

bε(θ
ε)t + u · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = f ε dans Q (1.40)

θε = 0 sur ΣT (1.41)

bε(θ
ε)(t = 0) = bε(θ

ε
0) dans Ω (1.42)

Lemme 1.3.5. Le problème (1.40) − (1.42) admet au moins une solution faible θε

dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

Preuve du Lemme 1.3.5.

La démonstration est basée sur des techniques d’approximation, sur des estimations
à priori et des passages à la limite. Elle est divisée en deux étapes. Dans la première
étape, on résout un problème approché associé à (1.40) − (1.42) où l’on approche u
par uj qui est dans L∞(Q) et à divergence nulle. En effet, pour pouvoir multiplier
le terme u · ∇bε(θ

ε) par la fonction test bε(θ
ε) par exemple, on a besoin de plus de

régularité sur u. Dans la deuxième étape, on obtient des estimations uniformes en
j et on passe à la limite quand j tend vers l’infini dans le problème approché de la
première étape.

1. ⋆⋆ Pour ε > 0 et j fixés, nous proposons de résoudre :

bε(θ
ε
j)t + uj · ∇bε(θ

ε
j) − ∆θε

j = f ε dans Q (1.43)

θε
j = 0 sur ΣT (1.44)

bε(θ
ε
j)(t = 0) = bε(θ

ε
0) dans Ω (1.45)
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avec uj ∈ L∞
σ (Q) vérifiant

||uj||L∞

σ (Q) ≤ j et uj −→ u dans L2
σ(Q) quand j tend vers + ∞. (1.46)

(on trouve ce type d’approximation dans [25] et [17] par exemple).
Dans un premier temps, et dans le but de simplifier les notations, nous allons
omettre les indices ε et j.
Le problème ((1.43) − (1.45)) peut être réécrit sous la forme :

b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = f dans Q (1.47)

θ = 0 sur ΣT (1.48)

b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (1.49)

Nous rappelons que b est lipschitzienne, et que b′ ≥ c, pour une constante c > 0,
f ∈ L2(Q), u ∈ L∞(Q), et div u = 0.
Cependant, les hypothèses que nous avons ne suffisent pas pour appliquer un
point fixe, car on ne trouve pas de convexe fermé, borné et stable. On introduit
alors une régularisation de b comme suit :

bη(r) = T 1
η
(b(r)),

et on définit le problème approché suivant :

b(θ)t + div(u · bη(θ)) − ∆θ = f dans Q (1.50)

θ = 0 sur ΣT (1.51)

b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (1.52)

Pour η > 0 fixé, le problème approché ((1.50) − (1.52)) admet une solution.
En effet, on procéde par un point fixe.
Pour θ̄ ∈ L2(Q) et u ∈ L∞(Q) fixés, on définit l’unique solution θ ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω))
du problème :

b(θ)t + div(u · bη(θ̄)) − ∆θ = f dans Q (1.53)

θ = 0 sur ΣT (1.54)

b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (1.55)

(voir par exemple [2]). Notons ψ l’application définie par :

ψ : L2(Q) −→ L2(Q)

θ̄ −→ θ = ψ(θ̄)

i-ψ est compacte :
on suppose que θ̄ est bornée dans L2(Q), on a :

b(θ)t − ∆θ = f̄ dans Q.
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avec f̄ = f − div(u · bη(θ̄)). On a en particulier f̄ ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) car u et
bη(θ̄) sont dans L∞(Q) et f appartient à C∞

0 (Q).
Nous obtenons pour tout t ∈ [0, T ] :

∫ t

0

∫

Ω

∂b(θ)

∂t
θ dx ds +

∫ t

0

∫

Ω

|Dθ|2 dx ds (1.56)

=

∫ t

0

∫

Ω

f̄ θ dx ds.

ce qui implique :
∫

Ω

B(θ)(t) dx −

∫

Ω

B(θ0) dx (1.57)

+

∫ t

0

∫

Ω

|Dθ|2 dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f̄ θ dx ds.

où B(r) =
∫ r

0
b′(s)s ds vérifie :

B(r) ≥ c
r2

2
∀r ∈ R, (1.58)

car ici, on a b′ ≥ c. En utilisant (1.57), (1.58), et l’inégalité de Young, on a :

c

2

∫

Ω

|θ(t)|2 dx +

∫ t

0

‖Dθ‖2
L2(Ω)(s) ds (1.59)

≤

∫ t

0

‖f̄‖H−1(Ω)(s)‖θ‖H1
0 (Ω)(s) ds +

∫

Ω

B(θ0) dx

≤
1

2

∫ t

0

‖f̄‖2
H−1(Ω)(s) +

1

2

∫ t

0

‖Dθ‖2
L2(Ω)(s) ds

+

∫

Ω

B(θ0) dx

cela entraîne :

c

2

∫

Ω

|θ(t)|2 dx +
1

2

∫ t

0

‖Dθ‖2
L2(Ω)(s) ds (1.60)

≤
1

2

∫ t

0

‖f̄‖2
H−1(Ω)(s) +

∫

Ω

B(θ0) dx

En utilisant (1.60), on déduit que θ est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) et dans
L2(0, T ; H1

0 (Ω)), le caractère lipschitzien de b implique :

b(θ) est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) et dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) (1.61)
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∂b(θ)

∂t
étant bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)), l’estimation (1.61) et un lemme de

type Aubin (Simon [30], corollaire 4), nous permettent de conclure que :

b(θ) est compacte dans L2(Q)

D’après les propriétés de b, nous avons :

|θn − θm| ≤
1

c
|b(θn) − b(θm)|,

alors
θ est compacte dans L2(Q) (1.62)

ii-Montrons que ψ est continue :
Soient θ̄ ∈ L2(Q) et θ̄n une suite de L2(Q) telles que :

θ̄n −→ θ̄ fortement dans L2(Q), (1.63)

quand n tend vers +∞. On pose :

θn = ψ(θ̄n) et θ = ψ(θ̄).

Pour η > 0 et n fixés, nous avons :

b(θn)t + div(u · bη(θ̄n)) − ∆θn = f dans Q. (1.64)

θ̄n est bornée dans L2(Q) d’après (1.63). On utilise le résultat de compacité
(1.62), on en déduit que :

θn est compacte dans L2(Q).

Il existe une fonction α dans L2(Q) telle que :

θn −→ α fortement dans L2(Q),

à une sous-suite près, quand n tend vers +∞. b étant continue et lipschitzienne,
on obtient alors :

b(θn) −→ b(α) fortement dans L2(Q),

quand n tend vers +∞.
De même, (1.63) implique que :

bη(θ̄n) −→ bη(θ̄) fortement dans L2(Q),

quand n tend vers +∞. On passe maintenant à la limite dans (1.64), quand n
tend vers +∞, η étant fixé, on obtient :

b(α)t + div(u · bη(θ̄)) − ∆α = f dans Q,
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au sens faible. Par définition de θn, on a :

b(θn)(t = 0) = b(θ0) dans Ω.

On suit le même raisonnement ci-dessus. En appliquant un lemme de type Aubin
(Simon [30]), on montre que :

b(θn) demeure dans un compact de C0(0, T ; H−1(Ω)).

Alors, b(θn)(t = 0) converge fortement vers b(α)(t = 0) dans H−1(Ω), quand n
tend vers l’infini. On en déduit que b(α)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. L’unicité de la
solution du problème (1.53) − (1.55) implique que α = θ et que par la suite :

θn −→ θ fortement dans L2(Q),

quand n tend vers +∞.
iii-Montrons qu’il existe une boule B de L2(Q) telle que ψ(B) ⊂ B :
soit θ̄ ∈ BL2(Q)(0, R), où R est nombre réel strictement positif.
En utilisant (1.57), et grâce à l’inégalité de Poincaré, on en déduit que :

∫

Ω

B(θ)(t) dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Dθ|2 dx ds (1.65)

≤

∫ t

0

‖f‖L2(Ω)(s)‖θ‖L2(Ω)(s)ds +

∫

Ω

B(θ0) dx

+

∫ t

0

∫

Ω

u · bη(θ̄)∇θdx ds

≤
1

2

∫ t

0

‖f‖2
L2(Ω)(s) +

1

2

∫ t

0

‖Dθ‖2
L2(Ω)(s) ds

+‖u‖L∞(Q)

∫ t

0

‖bη(θ̄)‖L2(Ω)(s)‖Dθ‖L2(Ω)(s)ds +

∫

Ω

B(θ0) dx.

Pour η > 0 fixé, nous avons :

‖bη(θ̄)‖L∞(Q) ≤ c1 où c1 est une constante indépendante de θ̄. (1.66)

A partir de (1.58), (1.65), (1.66), et par une application de l’inégalité de Young,
nous obtenons en particulier :

‖θ‖L2(Q) ≤ c2 où c2 est une constante indépendante de θ̄, (1.67)

ce qui nous assure l’ existence d’une boule B de L2(Q) telle que ψ(B) ⊂ B .
D’après (i), (ii), (iii), l’application du théorème du point fixe de Schauder, et
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la définition de ψ, on conclut qu’il existe une solution θη du problème approché
(1.50) − (1.52) :

b(θη)t + div(u · bη(θη)) − ∆θη = f dans Q (1.68)

θη = 0 sur ΣT (1.69)

b(θη)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (1.70)

On multiplie l’équation (1.68) par la fonction test θη, on obtient :

∫

Ω

B(θη)(t) dx −

∫

Ω

B(θ0) dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Dθη|2 dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bη(θη)θη dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

fθη dx ds,

pour tout t ∈ [0, T ].
On montre que : ∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bη(θη)θη dx ds = 0. (1.71)

En effet, on pose Bη(r) =
∫ r

0
(bη)′(s)s ds et on note par TK la fonction troncature

à la hauteur K (K ≥ 0) définie par :

TK(r) = min(K, max(r,−K)).

Puisque div u = 0, on a :

∫ t

0

∫

Ω

u∇Bη(TK(θη)) dx ds = 0,

pour tout entier K. De plus, on a :

∫ t

0

∫

Ω

u∇Bη(TK(θη)) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

u∇bη(TK(θη))TK(θη) dx ds.

En faisant tendre K vers l’infini dans le terme à droite de l’égalité ci-dessus, on
obtient le résultat souhaité (1.71). On refait à peu près les mêmes estimations
que (1.59), (1.60) et (1.61), on déduit que :

b(θη) est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) et dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)). (1.72)

On a u∇bη(θη) = u(bη)′(θη)∇θη, on a aussi |(bη)′(θη)| ≤ |b′(θη)|, donc majorée
par une constante. Alors u∇bη(θη) est borné dans L2(Q). On en déduit que :

∂b(θη)

∂t
est borné dans L2(0, T ; H−1(Ω)). (1.73)
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Les estimation (1.72), (1.73) et un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire
4), nous permettent de conclure que :

b(θη) est compacte dans L2(Q)

D’après les propriétés de b, nous avons :

|θn − θm| ≤
1

c
|b(θn) − b(θm)|,

alors
θη est compacte dans L2(Q). (1.74)

Il existe alors une fonction θ dans L2(Q) telle que :

θη −→ θ fortement dans L2(Q), (1.75)

à une sous-suite près, quand η tend vers 0. le caratère continu et lipschitzien de
b implique :

b(θη) −→ b(θ) fortement dans L2(Q),

quand η tend vers 0.
Comme b est continue, on a :

bη(θη) −→ b(θ) p.p. dans Q (1.76)

quand η tend vers 0.
L’inégalité |bη(θη)| ≤ |θη|, ainsi que l’estimation (1.75), nous permettent d’ob-
tenir :

bη(θη) est bornée uniformément en η dans L2(Q). (1.77)

En utilisant (1.76), (1.77), nous déduisons que :

bη(θη) −→ b(θ) fortement dans L2(Q),

quand η tend vers 0.
On peut passer maintenant à la limite dans (1.68), quand η tend vers 0.
Pour justifier la condition initiale (1.49), on utilise les deux estimations (1.72) et
(1.73). On applique alors un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 4) pour
déduire que b(θη) demeure dans un compact de C0(0, T ; H−1(Ω)), donc b(θ0) =
b(θη)(t = 0) converge vers b(θ)(t = 0) fortement dans H−1(Ω), d’où la condition
initiale (1.49). On peut donc conclure que le problème (1.47)− (1.49) admet au
moins une solution θ dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) qui vérifie b(θ) ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)).

2. ⋆⋆ Pour ε > 0 fixé :
Le but de cette étape est d’obtenir des estimations uniformes en j et de passer
à la limite quand j tend vers l’infini dans le problème approché (1.43) − (1.45)
de la première étape.
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On rappelle que pour ε > 0 et j fixés, le problème (1.43) − (1.45) admet au
moins une solution θε

j ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) telle que bε(θ

ε
j) ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)).

On multiplie la première équation (1.43) par θε
j , on obtient alors :

∫ t

0

∫

Ω

∂bε(θ
ε
j)

∂t
θε

j dx ds +

∫ t

0

∫

Ω

|Dθε
j |

2 dx ds (1.78)

+

∫ t

0

∫

Ω

uj · ∇bε(θ
ε
j) θε

j dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εθε
j dx ds.

Comme divuj = 0, on refait le même raisonnement que (1.71) pour avoir :

∫ t

0

∫

Ω

uj · ∇bε(θ
ε
j) θε

j dx ds = 0.

On procède de la même façon que dans (1.65), on obtient, pour ε > 0 fixé que :

θε
j est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) (1.79)

indépendamment de j. Pour ε > 0 fixé, bε étant lipschitzienne, on a :

bε(θ
ε
j) est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) (1.80)

indépendamment de j, pour ε > 0 fixé.
Puisque uj · ∇bε(θ

ε
j) ∈ L2(Q), on multiplie cette fois-ci l’équation (1.43) par

bε(θ
ε
j), on obtient alors :

∫ t

0

∫

Ω

∂bε(θ
ε
j)

∂t
bε(θ

ε
j) dx ds +

∫ t

0

∫

Ω

b′ε(θ
ε
j)|Dθε

j |
2 dx ds (1.81)

+

∫ t

0

∫

Ω

uj · ∇bε(θ
ε
j) bε(θ

ε
j) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εbε(θ
ε
j) dx ds.

Comme divuj = 0, on refait toujours le même raisonnement que (1.71), on
obtient : ∫ t

0

∫

Ω

uj · ∇bε(θ
ε
j) bε(θ

ε
j) dx ds = 0,

ce qui implique :

1

2

∫

Ω

|bε(θ
ε
j)(t)|

2 dx −
1

2

∫

Ω

|bε(θ
ε
0)|

2 dx

+

∫ t

0

∫

Ω

b′ε(θ
ε
j)|Dθε

j |
2 dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εbε(θ
ε
j) dx ds,

et
1

2

∫

Ω

|bε(θ
ε
j)(t)|

2 dx ≤
1

2

∫

Ω

|bε(θ
ε
0)|

2 dx
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+
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|f ε(s)|2 dx ds +
1

2

∫ t

0

∫

Ω

|bε(θ
ε
j)(s)|

2 dx ds,

finalement, on aura :
∫

Ω

|bε(θ
ε
j)(t)|

2 dx ≤ C1 + C2

∫ t

0

∫

Ω

|bε(θ
ε
j)(s)|

2 dx ds, (1.82)

où C1 et C2 sont des constantes qui dépendent uniquement de ε.
L’estimation (1.82) et le lemme de Gronwall permettent de déduire que pour
ε > 0 fixé :

bε(θ
ε
j) est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)), (1.83)

indépendamment de j.
Puisque bε

′(r) ≥ ε, ∀r ∈ R, alors, pour ε > 0 fixé, on a :

θε
j est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)), (1.84)

et
θε

j ⇀ θε faiblement dans L2(Q), (1.85)

à une sous-suite près, quand j tend vers +∞.
On sait que :

∂bε(θ
ε
j)

∂t
= ∆θε

j − uj · ∇bε(θ
ε
j) + f ε dans Q

⋆ ∆θε
j est bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)) (voir (1.79)).

⋆ D’après (1.46), et (1.80), uj · ∇bε(θ
ε
j) est bornée dans L1(Q).

⋆ f ε appartient en particulier à L2(Q), pour ε > 0 fixé.
Par conséquent, pour ε > 0 fixé :

∂bε(θ
ε
j)

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)). (1.86)

En utilisant (1.80), (1.86), l’application du lemme de type Aubin (Simon [30],
corollaire 4) à bε(θ

ε
j) implique que :

bε(θ
ε
j) est compacte dans L2(Q),

on en déduit,
bε(θ

ε
j) −→ χε fortement dans L2(Q), (1.87)

à une sous-suite près, quand j tend vers +∞.
D’après (1.85), (1.87), et un résultat classique de Minty (voir par exemple [24]),
on obtient :

χε = bε(θ
ε) (1.88)

Par conséquent, pour ε > 0 fixé, on a :

bε(θ
ε
j) −→ bε(θ

ε) fortement dans L2(Q), (1.89)
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quand j tend vers +∞.
Grâce à (1.79) et (1.85), on déduit que :

θε
j ⇀ θε faiblement dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)), (1.90)

quand j tend vers +∞.
Dans la suite, on passe à la limite quand j tend vers l’infini dans l’équation
approché (1.43), en utilisant les résultats de convergence (1.89) et (1.90). La
prinçipale difficulté est de passer à la limite dans le terme uj · ∇bε(θ

ε
j). D’après

(1.80) et (1.89), on a :

∇bε(θ
ε
j) ⇀ ∇bε(θ

ε) faiblement dans L2(Q),

à une sous-suite près, quand j tend vers +∞. De plus, on a :

uj −→ u fortement dans L2(Q),

quand j tend vers +∞, alors :

uj · ∇bε(θ
ε
j) ⇀ u · ∇bε(θ

ε) faiblement dans L1(Q),

quand j tend vers +∞. On peut donc passer à la limite dans chaque terme de
l’équation approché (1.43). Il nous reste plus qu’à vérifier la condition initiale
(1.42). Nous rappelons d’abord que uj ·∇bε(θ

ε
j) = div(uj · bε(θ

ε
j)), car divuj = 0.

On sait que bε(θ
ε
j) est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω))∩L2(0, T ; H1

0 (Ω)) pour ε > 0
fixé. Alors bε(θ

ε
j) est bornée dans L4(Q) pour ε > 0 fixé, car on est en dimension

2 (N = 2). uj étant borné dans L2(Q), on en déduit que :

uj · bε(θ
ε
j) est borné dans L

4
3 (Q),

pour ε > 0 fixé. D’après les estimations ci-dessus, on conclut que :

∂bε(θ
ε
j)

∂t
est bornée dans L

4
3 (0, T ; W−1, 4

3 (Ω)), (1.91)

pour ε > 0 fixé. D’après (1.84), (1.91) et un lemme de type Aubin (Simon [30],
corollaire 4), on déduit que bε(θ

ε
j) demeure dans un compact de C0(0, T ; H−1(Ω)),

donc bε(θ
ε
0) = bε(θ

ε
j)(t = 0) converge vers bε(θ

ε)(t = 0) fortement dans H−1(Ω),
d’où la condition initiale (1.42). On en déduit que pour ε > 0 fixé :

θε ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) est solution du problème (1.40) − (1.42).

Étape 2. ESTIMATIONS A PRIORI. Les estimations qui découleront de cette étape,
sont liées aux techniques usuelles de solutions renormalisées appliquées aux problèmes
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de type (1.40)-(1.42), (voir par exemple [9]). On prend TK(θε) comme fonction test
dans (1.40), on a :

∫

Ω

Bε
K(θε)(t) dx +

∫ t

0

∫

Ω

|DTK(θε)2| dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(θε) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εTK(θε) dx ds +

∫

Ω

Bε
K(θε

0) dx (1.92)

pour tout t dans (0, T ), et où

Bε
K(z) =

∫ z

0

b′ε(s)TK(s)ds

En utilisant div u = 0 , la formule de Stokes et la condition (1.41) entraînent :

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(θε) dx ds = 0 (1.93)

D’après la définition de Bε
K , on a 0 ≤ Bε

K(θε
0) ≤ K|bε(θ

ε
0)| p.p. dans Ω, ce qui

implique :

0 ≤

∫

Ω

Bε
K(θε

0) dx ≤ K||bε(θ
ε
0)||L1(Ω).

Les propriétés de f ε et bε(θ
ε
0), ainsi que les égalités (1.92) et (1.93) permettent de

déduire que :

TK(θε) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) indépendamment de ε, (1.94)

pour tout K ≥ 0.
Pour M > 0 fixé, soit SM une fonction croissante de classe C∞(R) telle que :
supp S ′ ⊂ [−M,M ], S ′

M = 1 sur [−M
2
, M

2
] et SM(0) = 0.
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−M
2

−M

M
2

−M
2

M
2

M

SM

D’après la définition de bε, il est clair que

{|bε(θ
ε)| ≤ M} ⊂ {|b(θε)| ≤ M} = {b−1(−M) ≤ θε ≤ b−1(M)}

pour ε < 1
M

.
Nous procédons de la même façon que dans la remarque (1.2.3), en remplaçant la
fonction S par SM , et le problème P1(G, θ0) par le problème (1.40)−(1.42), on obtient
alors :

(SM(bε(θ
ε)))ε< 1

M
est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) (1.95)

et (∂SM(bε(θ
ε))

∂t

)
ε< 1

M

est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)) (1.96)

On applique un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 4) qui nous permet de
conclure que pour tout M > 0 et pour tout ε < 1

M
:

SM(bε(θ
ε)) est dans un compact de L2(Q). (1.97)

On définit la fonction lipschitizienne bornée Ψn par :

Ψn(r) = Tn+1(r) − Tn(r)



1.3 Existence et stabilité pour une fonction b plus régulière 31

n+1n−n−(n+1)

1

-1

Ψn

et la fonction lipschitizienne positive Ψn par :

Ψn(r) =

∫ r

0

Ψn(s) ds.

On choisit Ψn(bε(θ
ε)) comme fonction test dans (1.40) − (1.42). On obtient alors :

∫

Ω

Ψn(bε(θ
ε)(t)) dx +

∫ t

0

∫

Ω

DθεDΨn(bε(θ
ε)) dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)Ψn(bε(θ

ε)) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εΨn(bε(θ
ε)) dx ds +

∫

Ω

Ψn(bε(θ
ε
0)) dx

(1.98)

pour tout t dans (0, T).

Étape 3. Nous commençons par démontrer les résultats de convergence à une sous-suite
près :

θε converge presque partout vers θ̂ sur Q, (1.99)

bε(θ
ε) converge presque partout vers b(θ̂) sur Q, (1.100)

TK(θε) converge faiblement vers TK(θ̂) sur L2(0, T ; H1
0 (Ω)), (1.101)

Ψn(bε(θ
ε)) converge faiblement vers Ψn(b(θ̂)) sur L2(0, T ; H1

0 (Ω)). (1.102)

quand ε tend vers 0 pour tout K > 0 et pour chaque n ≥ 1.
On démontre via un procédé de construction de suite diagonale, qu’il existe une
sous-suite, toujours notée par bε(θ

ε) et qui vérifie :

bε(θ
ε) converge presque partout vers χ sur Q,
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où χ est une fonction mesurable.
On considère désormais que M est un entier, on prend ε = 1

n
, et bε(θ

ε) = vn.
D’après (1.97), on sait que :

{SM(vn)/n > M} ⊂ CM ,

CM etant un compact de L2(Q).
On prend M = 1, il existe une sous suite (v1

nk
)k de (vn)n telle que la suite (S1(v

1
nk

))k

converge presque partout sur Q.
Pout M = 2, il suffit de remarquer que :

(S2(v
1
nk

))nk>2 ⊂ {S2(vn)/n > 2} ⊂ C2.

Comme pour le cas où M est égale à 1, on extrait une sous-suite (v2
nk

)k de (v1
nk

)nk>2

telle que la suite (S2(v
2
nk

))k converge presque partout sur Q,
et ainsi de suite jusqu’ à ce qu’on puisse construire une suite diagonale (vnk+1

nk
)k, telle

que la suite (SM(vnk+1
nk

))k converge presque partout sur Q, pour tout entier M .
On conclut que pour tout entier M , il existe une sous-suite toujours notée par
(bε(θ

ε))ε>0 telle que :

SM(bε(θ
ε))ε>0 converge presque partout sur Q , quand ε → 0.

La fonction TM étant continue, pour tout M > 0 fixé, on obtient :

TM
2
(SM(bε(θ

ε))) converge presque partout sur Q quand ε → 0.

D’après la définition de SM , il est facile de vérifier que :

TM
2
(SM)(t) = TM

2
(t) t ∈ R.

On en déduit que pour tout M > 0 fixé :

TM
2
(bε(θ

ε)) converge presque partout sur Q quand ε → 0.

On applique à présent un lemme de F. Murat (voir [26]), il existe une sous-suite
toujours notée par (bε(θ

ε))ε>0, il existe une fonction mesurable χ définie sur Q telle
que :

bε(θ
ε) converge presque partout vers χ sur Q.

On sait que bε
−1 est continue sur R, et converge partout vers b−1, par conséquent :

θε converge presque partout vers θ̂ = b−1(χ) sur Q, (1.103)

et que :
bε(θ

ε) converge presque partout vers b(θ̂) sur Q,
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quand ε tend vers 0.
En utilisant la convergence (1.103), et le fait que TK(θε) est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)),
indépendamment de ε, on conclut que pour tout K > 0 fixé :

TK(θε) converge faiblement vers TK(θ̂) sur L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

On utilise TK(bε(θ
ε)) comme fonction test dans (1.40)-(1.42), on obtient :

∫

Ω

TK(bε(θ
ε))(t) dx +

∫ t

0

∫

Ω

b′ε(θ
ε)T ′

K(bε(θ
ε))|Dθε|2 dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(bε(θ

ε)) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εTK(bε(θ
ε)) dx ds +

∫

Ω

TK(bε(θ
ε
0)) dx

(1.104)

où TK(r) =
∫ r

0
TK(s)ds.

Sachant que div u = 0, on utilise la formule de Stokes et la condition (1.41) pour
obtenir : ∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(bε(θ

ε)) dx ds = 0 (1.105)

On passe maintenant à la limite inférieure dans l’équation (1.104) quand ε tend vers
0, en utilisant (1.105), (1.100), (1.38) et (1.39), on obtient :

∫

Ω

TK(b(θ̂))(t)dx ≤ K(‖f‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).

D’après l’inégalité précédente, et grâce à la définition de TK , on en déduit que :

K

∫

Ω

|b(θ̂)(t)| dx ≤
3

2
K2mes(Ω) + K(‖f‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω))

pour presque tout t ∈ [0, T ], ce qui implique

b(θ̂) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).

On passe maintenant à la limite dans (1.98) quand ε tend vers 0. Comme div u = 0,
on utilise la formule de Stokes et la condition (1.41) pour obtenir :

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)Ψn((bε(θ

ε)) dx ds = 0

il en découle :

lim
ε→0

∫ t

0

∫

{n≤|bε(θε)|≤n+1}

b′ε(θ
ε)|Dθε|2 dx dt ≤

∫ t

0

∫

Ω

fΨn(b(θ̂)) dx dt +

∫ t

0

∫

Ω

Ψn(b(θ0)) dx.

(1.106)
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Comme Ψn et Ψn convergent presque partout vers zéro où

|Ψn(b(θ̂))| ≤ 1 et |Ψn(b(θ0))| ≤ |b(θ0)| ∈ L1(Ω),

le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet d’obtenir :

lim
n→+∞

lim
ε→0

∫ t

0

∫

{n≤|bε(θε)|≤n+1}

b′ε(θ
ε)|Dθε|2 dx dt = 0 (1.107)

on va prouver maintenant que :

(b′ε(θ
ε))

1
2 |Dθε|χ{n≤|bε(θε)|≤n+1} converge faiblement dans (L2(Q))

N

vers (b′(θ̂))
1
2 |Dθ̂|χ{n≤|b(θ̂)|≤n+1} quand ε tend vers 0 pour tout n. (1.108)

Pour tout entier n, on définit une suite de fonctions lipschitziennes et continues par :

Gn,n+1
ε (r) = (Tbε

−1(n+1)(r) − Tbε
−1(n)(r))

+ − (T−bε
−1(−n−1)(r) − T−bε

−1(−n)(r))
−

Gn,n+1
ε

b−1
ε (n)b−1

ε (−n) b−1
ε (n + 1)b−1

ε (−n − 1)

b−1
ε (−n − 1) − b−1

ε (−n)

b−1
ε (n + 1) − b−1

ε (n)

Pour tout nombre réel r et pour tout entier n, Gn,n+1
ε converge vers

Gn,n+1(r) = (Tb−1(n+1)(r) − Tb−1(n)(r))
+ − (T−b−1(−n−1)(r) − T−b−1(−n)(r))

−

quand ε tend vers zéro.
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b−1(−n)b−1(−n − 1) b−1(n) b−1(n + 1)

Gn,n+1

b−1(−n − 1) − b−1(−n)

b−1(n + 1) − b−1(n)

Sachant que supp(Gn,n+1
ε )′ ⊂ [b−1(−n−1), b−1(n+1)] pour ε ≤ 1

n+1
, ||Gn,n+1

ε ||L∞(R) ≤
Kn =max{b−1(n + 1), |b−1(−n − 1)|} et ||(Gn,n+1

ε )′||L∞(R) ≤ 1. On en déduit que la
suite DGn,n+1

ε (θε) qui s’identifie à (Gn,n+1
ε )′(θε)DTKn

(θε) est bornée dans L2(Q)N

pour ε ≤ 1
n+1

. Grâce à la convergence de bε, il existe une sous suite de Gn,n+1
ε (θε)

notée de la même façon telle que DGn,n+1
ε (θε) converge faiblement vers DGn,n+1(θ̂)

dans L2(Q)N quand ε tend vers zéro. D’après les définitions de Gn,n+1
ε et de Gn,n+1,

on a pour ε ≤ 1
n+1

(b′ε(θ
ε))

1
2 |Dθε|χ{n≤|bε(θε)|≤n+1} = (b′ε(G

n,n+1
ε (θε)))

1
2 DGn,n+1

ε (θε) p.p.dans Q.

La continuité de b′ sur R entraîne que :

(b′ε(G
n,n+1
ε (θε)))

1
2 → (b′(Gn,n+1(θ̂)))

1
2 p.p. dans Q,

quand ε tend vers zéro, où

|(b′ε(G
n,n+1
ε (θε)))

1
2 | ≤ max

[b−1(−n−1),b−1(n+1)]
((b′)

1
2 (r) + 1) p.p. dans Q.

En tenant compte de la convergence de DGn,n+1
ε (θε) vers DGn,n+1(θ̂) dans L2(Q)N ,

on en déduit que pour tout entier n :

(b′ε(G
n,n+1
ε (θε)))

1
2 DGn,n+1

ε (θε) ⇀ (b′(Gn,n+1(θ̂)))
1
2 DGn,n+1(θ̂)

faiblement dans L2(Q)N , quand ε tend vers zéro. Et

(b′(Gn,n+1(θ̂)))
1
2 DGn,n+1(θ̂) = (b′(θ̂))

1
2 Dθ̂χ{n≤|b(θ̂)|≤n+1} p.p. dans Q.

Cela implique que :
∫ t

0

∫

{n≤|b(θ̂)|≤n+1}

b′(θ̂)|Dθ̂|2 dx dt ≤ lim inf
ε→0

∫ t

0

∫

{n≤|bε(θε)|≤n+1}

b′ε(θ
ε)|Dθε|2 dx dt
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grâce à l’estimation (1.107), on obtient :

lim
n→+∞

∫ t

0

∫

{n≤|b(θ̂)|≤n+1}

b′(θ̂)|Dθ̂|2 dx dt = 0 (1.109)

Étape 4. On définit une régularisation spécifique de TK(b(θ̂)) (pour K ≥ 0 fixé ) par :
Soit (vµ

0 )µ une suite de fonctions définie sur Ω telle que :

vµ
0 ∈ L∞(Ω) ∩ H1

0 (Ω) ∀µ > 0, (1.110)

‖vµ
0‖L∞(Ω) ≤ K ∀µ > 0, (1.111)

vµ
0 → TK(b(θ0)) p.p.dans Ω et

1

µ
‖Dvµ

0‖
2
L2(Ω) → 0, quand µ → +∞. (1.112)

(voir par exemple [7] pour la preuve de l’existence de telle suite (vµ
0 )µ).

D’après (1.7), on a :

DTK(b(θ̂)) = T
′

K(b(θ̂))b′(θ̂)DT K
α′

(θ̂).

Puisque b est localement lipschitzienne et graçe à (1.101), on obtient :

TK(b(θ̂)) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)),∀K ≥ 0.

∀K ≥ 0,∀µ > 0 , il existe une unique solution

(TK(b(θ̂)))µ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0 (Ω))

du problème monotone :

∂TK(b(θ̂))µ

∂t
+ µ(TK(b(θ̂))µ − TK(b(θ̂))) = 0 dans D′(Q) (1.113)

TK(b(θ̂))µ(t = 0) = vµ
0 dans Ω (1.114)

((1.113)-(1.114)) implique que :

∂TK(b(θ̂))µ

∂t
∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)). (1.115)

On se contentera ici de rappeler quelques résultats très importants (voir [6]) :

TK(b(θ̂))µ → TK(b(θ̂)) p.p. dans Q, et dans L∞(Q) faible ∗ (1.116)

et fortement dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) quand µ tend vers + ∞

‖TK(b(θ̂))µ‖L∞(Q) ≤ max (‖TK(b(θ̂))‖L∞(Q); ‖v
µ
0‖L∞(Ω)) ≤ K (1.117)

pour tout µ et pour tout K ≥ 0 .



1.3 Existence et stabilité pour une fonction b plus régulière 37

Lemme 1.3.6. Soit K ≥ 0 fixé, soit S une fonction de classe C∞(R), croissante
telle que S(r) = r pour |r| ≤ K et telle que S ′ soit à support compact, alors :

lim inf
µ→+∞

lim
ε→ 0

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − TK(b(θ̂))µ〉 ds dt ≥ 0.

où le crochet 〈, 〉 représente le produit de dualité entre L1(Ω) + H−1(Ω) et L∞(Ω) ∩
H1

0 (Ω)

Preuve du Lemme 1.3.6.

Dans cette démonstration, nous nous inspirons des techniques de démonstration uti-
lisées dans le cadre linéaire dans [7].
Soit K ≥ 0 fixé. S ′ étant à support compact, nous avons :

S(bε(θ
ε)) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)) ∩ L∞(Q),

et
S(b(θ̂)) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)) ∩ L∞(Q).

On multiplie comme d’habitude l’équation du problème régularisé par S ′(bε(θ
ε)), on

vérifie aisément que :

∂S(bε(θ
ε))

∂t
∈ L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)).

Par définition de S, on a :

TK(S(bε(θ
ε))) = TK(bε(θ

ε)) et TK(S(b(θ̂))) = TK(b(θ̂)) p.p. dans Q.

L’unicité de la solution du problème monotone implique que pour tout µ > 0 :

(TK(S(b(θ̂))))µ = (TK(b(θ̂)))µ p.p dans Q. (1.118)

Pour ne pas alourdir les notations, on pose :

vε = S(bε(θ
ε)) et v = S(b(θ̂)). (1.119)

On a : ∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − TK(b(θ̂))µ〉 ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂vε

∂t
, (TK(vε) − (TK(v))µ)〉 ds dt.

D’après (1.115), (1.118), et (1.119), on obtient :

∂(TK(v))µ

∂t
∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)) ⊂ L1(Q).
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On obtient alors :
∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − (TK(b(θ̂)))µ〉 ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂(vε − (TK(v))µ)

∂t
, (vε − (TK(v))µ)〉 ds dt

−

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂vε

∂t
, (vε − TK(vε))〉 ds dt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

∂(TK(v))µ

∂t
, (vε − (TK(v))µ)dx ds dt.

Sachant que
∫ r

0
(s − TK(s) ds = 1

2
|r − TK(r)|2, et en appliquant un lemme de Murat

[26], on obtient :

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − (TK(b(θ̂)))µ〉 ds dt (1.120)

=
1

2

∫ T

0

∫

Ω

|vε − (TK(v))µ|
2 dx dt −

T

2

∫

Ω

|vε − (TK(v))µ|
2(t = 0) dx

−
1

2

∫ T

0

∫

Ω

|vε − TK(vε)|2 dx dt +
T

2

∫

Ω

|vε − TK(vε)|2(t = 0) dx

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

∂(TK(v))µ

∂t
, (vε − (TK(v))µ)dx ds dt.

Rappelons que bε(θ
ε) → b(θ̂) p.p. dans Q, et que S est bornée, ce qui implique :

vε → v fortement dans L2(Q) et dans L∞(Q) faiblement ∗,

quand ε tend vers 0.
On a également vε(t = 0) = S(bε(θ

ε))(t = 0) = S(bε(θ
ε
0)) p.p .dans Q,

or, bε(θ
ε
0) → b(θ0) fortement dans L1(Ω), quand ε tend vers 0, on en déduit :

vε(t = 0) → S(b(θ0)) fortement dans L2(Ω),

quand ε tend vers 0.
On fait tendre ε vers 0 dans (1.120), en utilisant les deux derniers résultats de conver-
gence de vε et de vε(t = 0), on en déduit :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − (TK(b(θ̂)))µ〉 ds dt (1.121)

=
1

2

∫ T

0

∫

Ω

|v − (TK(v))µ|
2 dx dt −

T

2

∫

Ω

|S(b(θ0)) − (TK(v))µ(t = 0)|2 dx
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−
1

2

∫ T

0

∫

Ω

|v − TK(v)|2 dx dt +
T

2

∫

Ω

|S(b(θ0)) − TK(S(b(θ0)))(t = 0)|2 dx

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

∂(TK(v))µ

∂t
, (v − (TK(v))µ)dx ds dt,

pour tout µ > 0.

Avant de passer à la limite-inf quand µ tend vers l’infini dans (1.121), nous réécrivons
le problème monotone en termes de TK(v) :

∂(TK(v))µ

∂t
+ µ((TK(v))µ − TK(v)) = 0 dans D′(Q), (1.122)

(TK(v))µ(t = 0) = vµ
0 dans Ω, (1.123)

puisque TK(S(b(θ0))) = TK(b(θ0)) p.p. dans Ω, on a :

(TK(v))µ → TK(v) dans L2(Q), (1.124)

et
(TK(v))µ(t = 0) → TK(S(b(θ0))) dans L2(Ω), (1.125)

quand µ tend vers +∞.

On passe à la limite-inf, quand µ tend vers +∞ dans (1.121), d’après (1.122), (1.124),
et (1.125), on obtient :

lim inf
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(bε(θ

ε))

∂t
, TK(bε(θ

ε)) − (TK(b(θ̂)))µ〉 ds dt

= lim inf
µ→+∞

µ

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

(TK(v) − (TK(v))µ)(v − (TK(v))µ) dx ds dt.

On sait que |(TK(v))µ| ≤ K presque partout dans Q, ce qui implique :

(TK(v) − (TK(v))µ)(v − (TK(v))µ) ≥ 0 p.p. dans Q,

la démonstration du lemme (1.3.6) est ainsi terminée.

Étape 5.

Lemme 1.3.7. La sous suite de θε définie dans l’étape 3 vérifie pour tout K ≥ 0 :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θε)DTK(bε(θ
ε))dx ds dt ≤

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂))dx ds dt,

où K⋆ = max (b−1(K), |b−1(−K)|)

Preuve du Lemme 1.3.7.
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On définit pour n ≥ 1 fixé, la suite de fonctions croissantes et de classe C∞(R) par :

Sn(r) = r pour |r| ≤ n, (1.126)

supp(Sn)′ ⊂ [−(n + 1), n + 1], (1.127)

‖S ′′
n‖L∞(R) ≤ 1. (1.128)

−n

n

n n + 1−n

Sn

−(n + 1)

On multiplie le problème régularisé ((1.40) − (1.42)) par S ′
n(bε(θ

ε)), on obtient :

∂Sn(bε(θ
ε))

∂t
+ u · b′ε(θ

ε)DθεS ′
n(bε(θ

ε)) − div (S ′
n(bε(θ

ε))Dθε)

+S ′′
n(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)|Dθε|2 = f εS ′

n(bε(θ
ε)) dans D′(Q). (1.129)

On choisit la fonction W ε
µ = TK(bε(θ

ε))−TK(b(θ̂))µ comme fonction test dans (1.129)
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( pour ε > 0 et µ > 0 ), on obtient après intégration sur (0, t), puis (0, T ) :

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂Sn(bε(θ

ε))

∂t
,W ε

µ〉 ds dt +

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′
n(bε(θ

ε))DθεDW ε
µ dx ds dt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
n(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)W ε

µ|Dθε|2 dx ds dt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

u · b′ε(θ
ε)DθεS ′

n(bε(θ
ε))W ε

µ dx ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

f εS ′
n(bε(θ

ε))W ε
µ dx ds dt. (1.130)

Dans ce qui suit, on passe à la limite dans (1.130) quand ε tend vers 0, puis quand µ
tend vers +∞ et enfin quand n tend vers +∞ pour K ≥ 0 fixé. On démontre d’abord
les résultats suivants :

lim inf
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂Sn(bε(θ

ε))

∂t
,W ε

µ〉 ds dt ≥ 0 ∀n ≥ K, (1.131)

lim
n→+∞

lim
µ→+∞

lim
ε→0


∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
n(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)W ε

µ|Dθε|2 dx ds dt

 = 0, (1.132)

lim
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

f εS ′
n(bε(θ

ε))W ε
µ dx ds dt = 0 ∀n ≥ 1, (1.133)

et lim
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)S ′

n(bε(θ
ε))W ε

µ dx ds dt = 0 ∀n ≥ 1. (1.134)

Preuve du (1.131) : en utilisant la définition de W ε
µ, le lemme (1.3.6) appliqué avec

S = Sn pour n ≥ K fixé, l’estimation(1.131) est une conséquence immédiate.
Preuve du (1.132) : pour tout n ≥ 1 fixé, on a supp(Sn)′′ ⊂ [−(n+1),−n]

⋃
[n, n+1].

Par conséquent :


∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
n(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)W ε

µ|Dθε|2 dx ds dt



≤ T ||S ′′
n||L∞(R)||Wµ

ε||L∞(Q)

∫

{n≤|bε(θε)|≤n+1}

b′ε(θ
ε)|Dθε|2 dx dt,

pour tout n ≥ 1 et pour tout µ > 0. L’application de l’inégalité précédente, en tenant
compte des estimations (1.117) et (1.128) nous permet d’obtenir :

lim
µ→+∞

lim
ε→0


∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
n(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)W ε

µ|Dθε|2 dx ds dt



≤ C lim sup
ε→0

∫

{n≤|bε(θε)|≤n+1}

b′ε(θ
ε)|Dθε|2 dx dt,
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pour tout n ≥ 1, où C est une constante indépendante de n. Grâce à l’estimation
(1.107), on peut passer à la limtie dans cette dernière inégalité quand n tend vers
+∞ et obtenir (1.132).
Preuve du (1.133) : pour µ > 0 fixé, on a :

W ε
µ ⇀ TK(b(θ̂)) − TK(b(θ̂))µ faiblement dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) (1.135)

et p.p. dans Q , et dans L∞(Q) faible ∗ quand ε tend vers 0.
On applique le théorème de convergence dominée de Lebesgue, en utilisant les es-
timations (1.38), (1.100), et (1.135), on en déduit pour tout µ > 0 et pour tout
n ≥ 1 :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

f εS ′
n(bε(θ

ε))W ε
µ dx ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θ)|Du|2S ′
n(b(θ̂))(TK(b(θ̂)) − TK(b(θ̂))µ) dx ds dt.

Maintenant, pour n ≥ 1 fixé, l’estimation (1.116) nous permet de passer à la limite
dans cette dernière égalité quand µ tend vers +∞, ce qui achève la démonstration
de (1.133).
Preuve du (1.134) : pour n ≥ 1 fixé, on a :

u · b′ε(θ
ε)S ′

n(bε(θ
ε))Dθε W ε

µ = u · S ′
n(bε(θ

ε))b′ε(TN⋆(θε))DTN⋆(θε)W ε
µ, (1.136)

p.p. dans Q, ∀ ε ≤ 1
n+1

où N⋆ = max (b−1(n + 1),−b−1(−n − 1)).
Comme supp (S ′

n) ⊂ [−n − 1, n + 1], la suite :

(S ′
n(bε(θ

ε))b′ε(TN⋆(θε)))ε est bornée et converge vers S ′
n(b(θ̂))b′(TN⋆(θ̂)) (1.137)

presque partout dans Q quand ε tend vers 0, car S ′
n est régulier et bornée et grâce

aux estimations (1.99), (1.100) et (1.37).
Pour µ > 0 fixé, on a :

W ε
µ ⇀ TK(b(θ̂)) − TK(b(θ̂))µ p.p. dans Q et dans L∞(Q) faible ∗, (1.138)

quand ε tend vers 0 .
u étant fixé dans L2(Q), les estimations (1.136), (1.137), et (1.138), entraînent :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)S ′

n(bε(θ
ε))W ε

µ dx ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

u · b′(TN⋆(θ̂))S ′
n(b(θ̂))DTN⋆(θ̂)[TK(b(θ̂)) − TK(b(θ̂))µ] dx ds dt, (1.139)

pour tout µ > 0.
En utilisant l’estimation (1.116) et en passant à la limite dans (1.139) quand µ tend
vers l’infini, on obtient le résultat (1.134) souhaité .
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Nous retournons maintenant à la démonstration du lemme (1.3.7), grâce aux estima-
tions (1.130), (1.131), (1.132), (1.133) et (1.134), nous sommes en mesure de passer
à la limite-sup quand ε tend vers zéro, puis à la limite-sup quand µ tend vers +∞ et
enfin à la limite quand n tend vers +∞ dans (1.130). Nous obtenons en utilisant la
définition de W ε

µ que pour tout K ≥ 0 :

lim
n→+∞

lim
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′
n(bε(θ

ε))Dθε(DTK(bε(θ
ε)) − DTK(b(θ̂))µ) dx ds dt ≤ 0.

Comme S ′
n(bε(θ

ε))DθεDTK(bε(θ
ε)) = DθεDTK(bε(θ

ε)) pour K ≤ n.
L’inégalité précédente implique que pour tout K ≤ n :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DθεDTK(bε(θ
ε)) dx ds dt (1.140)

≤ lim
n→+∞

lim
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′
n(bε(θ

ε))DθεDTK(b(θ̂))µ dx ds dt.

Le terme du coté droit de l’inégalité (1.140) sera traité de la manière qui suit :
pour ε ≤ 1

n+1
, on a :

S ′
n(bε(θ

ε))Dθε = S ′
n(bε(θ

ε))DTN⋆(θε) p.p. dans Q.

Grâce à l’estimation (1.101) on conclut que pour n ≥ 1 fixé

S ′
n(bε(θ

ε))Dθε ⇀ S ′
n(b(θ̂))DTN⋆(θ̂) faiblement dans L2(Q),

quand ε tend vers zéro. La convergence forte de TK(b(θ̂))µ vers TK(b(θ̂))
dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)) quand µ tend vers +∞, implique que

lim
µ→+∞

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′
n(bε(θ

ε))DθεDTK(b(θ̂))µ dx ds dt (1.141)

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S ′
n(b(θ̂))DTN⋆(θ̂)DTK(b(θ̂))dxdsdt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTN⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) dx ds dt,

pour K ≤ n. Maintenent pour K ≤ n on a

DTN⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) = DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) p.p. dans Q

où K⋆ = max (b−1(K),−b−1(−K)), ce qui implique tenant compte des estimations
(1.140) et (1.141) que

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DθεDTK(bε(θ
ε)) dx ds dt



44 Système de Boussinesq à second membre borné dans L∞

≤

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) dx ds dt.

Pour ε ≤ 1
K

, on a DθεDTK(bε(θ
ε)) = DTK⋆(θε)DTK(bε(θ

ε)) p.p. dans Q. On termine
ainsi la preuve du lemme (1.3.7).

Étape 6.

Lemme 1.3.8. Pour K ≥ 0 fixé, on a :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]2T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt = 0

et
DTK⋆(θε)DTK(bε(θ

ε)) ⇀ DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)),

faiblement dans L1(Q) quand ε tend vers 0, où K⋆ = max {b−1(K), |b−1(−K)|}

Preuve du Lemme 1.3.8.

Soit K ≥ 0 fixé. La définition de bε implique que :

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]2T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt ≥ 0.

Cette dernière inégalité peut être décomposée comme suit :

A1
ε + A2

ε + A3
ε ≥ 0, (1.142)

où

A1
ε =

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θε)DTK⋆(θε)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt,

A2
ε = −

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θε)DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt,

et

A3
ε = −

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂)[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt.

Nous avons :

lim sup
ε→0

A1
ε = lim sup

ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θε)DTK⋆(θε)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt.

D’après le lemme 1.3.7, on obtient :

lim sup
ε→0

A1
ε ≤

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂))dx ds dt. (1.143)
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En utilisant les estimations (1.37), (1.100) et (1.101), on a :

DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) = DTK⋆(θ̂)T ′

K(bε(θ
ε))b′ε(TK⋆(θε))

pour tout ε < 1
K

et

DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(TK⋆(θε)) → DTK⋆(θ̂)T ′
K(b(θ̂))b′(TK⋆(θ̂)) (1.144)

fortement dans (L2(Q))N , quand ε tend vers zéro. On a également :

DTK⋆(θ̂)T ′
K(b(θ̂))b′(TK⋆(θ̂)) = DTK(b(θ̂)) p.p. dans Q. (1.145)

En utilisant les estimations (1.101), (1.144) et (1.145), on obtient :

lim
ε→0

A2
ε = −

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂))dx ds dt. (1.146)

Et d’après les estimations (1.37), (1.100) et (1.101), on conclut que :

(DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂))T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) ⇀ 0 (1.147)

faiblement dans (L2(Q))N , quand ε tend zéro. Les estimations (1.101) et (1.147)
entraînent que pour tout K > 0 :

lim
ε→0

A3
ε = 0. (1.148)

Grâce aux estimations (1.143), (1.146) et (1.148), on peut passer à la limite-sup
quand ε tend vers zéro dans (1.142) et obtenir pour K ≥ 0 fixé :

lim
ε→0

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]2T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) dx ds dt = 0.

Compte tenu de ce dernier résultat de convergence, on déduit que pour tout K ≥ 0
et pour tout T ′ < T :

[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]2T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) → 0

fortement dans L1((0, T ′) × Ω) quand ε tend vers zéro. In addition, we have :

[DTK⋆(θε) − DTK⋆(θ̂)]2T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)

= DTK⋆(θε)DTK(bε(θ
ε)) − 2DTK⋆(θε)DTK⋆(θ̂)T ′

K(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)

+DTK⋆(θ̂)DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε).

On note :
Bε

1 = DTK⋆(θε)DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε)
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et
Bε

2 = DTK⋆(θ̂)DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε).

D’après (1.144) et (1.145), nous avons :

DTK⋆(θ̂)T ′
K(bε(θ

ε))b′ε(θ
ε) → DTK(b(θ̂))

fortement dans (L2(Q))N quand ε tend vers zéro. En utilisant l’estimation (1.101) et
ce dernier résultat de convergence, on obtient :

Bε
1 ⇀ DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) (1.149)

faiblement dans (L1(Q))N quand ε tend vers zéro. De la même façon, on obtient :

Bε
2 ⇀ DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) (1.150)

fortement dans (L1(Q))N quand ε tend vers zéro. Les estimations (1.149) et (1.150),
impliquent que pour tout K ≥ 0 et pour tout T ′ < T :

DTK⋆(θε)DTK(bε(θ
ε)) ⇀ DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) (1.151)

faiblement dans L1((0, T ′) × Ω) quand ε tend vers zéro. Par la suite, on prolonge la
fonction f sur l’intervalle (0, T̄ ) avec T̄ > T (prolongement par 0). On peut facilement
vérifier que le résultat de convergence (1.151) reste vrai faiblement dans L1(Q), la
preuve du Lemme (1.3.8) est alors complète.

Étape 7. Dans cette étape , on montre que θ̂ satisfait (1.27) et (1.28). Soit S une fonction
de classe C∞(R) telle que S ′ est à support compact. Soit K un nombre réel positif tel
que supp (S ′) ⊂ [−K,K]. On multiplie ponctuellement l’équation approchée (1.40)
par S ′(bε(θ

ε)), ce qui nous permet d’écrire :

∂S(bε(θ
ε))

∂t
+ u · ∇bε(θ

ε)S ′(bε(θ
ε)) − div (S ′(bε(θ

ε))Dθε) (1.152)

+S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 = f εS ′(bε(θ
ε)) dans D′(Q)

Dans ce qui suit, on va passer à la limite quand ε tend vers 0 dans chaque terme de
(1.152).

⋆ Limite de
∂S(bε(θ

ε))

∂t

∂S(bε(θ
ε))

∂t
⇀

∂S(b(θ̂))

∂t
dans D′(Q) quand ε tend vers 0

sachant que S est bornée, continue et que S(bε(θ
ε)) converge vers S(b(θ̂)) p.p. dans

Q et dans L∞(Q) faible ∗.
⋆ Limite de : div(S ′(bε(θ

ε))Dθε)
Comme supp S’ ⊂ [−K, K], on a pour ε < 1

K
, où K⋆ = max {b−1(K), |b−1(−K)|} :

S ′(bε(θ
ε))Dθε = S ′(bε(θ

ε))DTK⋆(θε) p.p. dans Q
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La suite S ′(bε(θ
ε)) converge vers S ′(b(θ̂)) p.p. dans Q et elle est bornée .

L’estimation (1.101) donne alors :

S ′(bε(θ
ε))DTK⋆(θε) ⇀ S ′(b(θ̂))DTK⋆(θ̂) faiblement dans L2(Q) quand ε tend vers 0.

S ′(b(θ̂))DTK⋆(θ̂) = S ′(b(θ̂))Dθ̂ p.p. dans Q puisque S ′(b(θ̂)) = 0 pour |b(θ̂)| ≥ K,

alors

S ′(bε(θ
ε))Dθε ⇀ S ′(b(θ̂))Dθ̂ faiblement dans L2(Q) quand ε tend vers 0.

⋆ Limite de S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 :
Comme suppS ′′ ⊂ [−K,K], nous avons pour ε ≤ 1

K
:

S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 = S ′′(bε(θ
ε))b′ε(TK⋆(θε))|DTK⋆(θε)|2

= S ′′(bε(θ
ε))T ′

K(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)DTK⋆(θε)Dθε p.p. dans Q.

La convergence presque partout de S ′′(bε(θ
ε)) vers S ′′(b(θ̂)) quans ε tend vers 0, le

fait que S ′′ soit bornée, et le Lemme 1.3.8 nous permet de conclure que :

S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 ⇀ S ′′(b(θ̂))DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)),

faiblement dans L1(Q), quand ε tend vers 0. Enfin :

S ′′(b(θ̂))DTK⋆(θ̂)DTK(b(θ̂)) = S ′′(b(θ̂))b′(θ̂)|Dθ̂|2 p.p. dans Q.

⋆ Limite de f εS ′(bε(θ
ε)) :

D’après (1.38) et (1.100), on a :

f εS ′(bε(θ
ε)) −→ 2µ(θ)|Du|2S ′(b(θ̂))

fortement dans L1(Q) quand ε tend vers 0.
⋆ Limite de u · ∇bε(θ

ε)S ′(bε(θ
ε)) :

Comme div u = 0, on a :

u · ∇bε(θ
ε)S ′(bε(θ

ε)) = div (u · S(bε(θ
ε))) dans D′(Q).

La convergence presque partout de S(bε(θ
ε)) vers S(b(θ̂)) quand ε tend vers 0, le fait

que S soit bornée, et que u soit fixée dans L2(Q) entraînent que :

u · S(bε(θ
ε)) −→ u · S(b(θ̂)) fortement dans L2(Q) quand ε tend vers 0.

Grâce à ces résultats de convergence, nous sommes en mesure de passer à la limite
quand ε tend vers 0 dans le problème régularisé et de conclure que θ̂ satisfait (1.27).
Il nous reste à montrer que S(b(θ̂)) vérifie la condition initiale (1.28). Pour cela, on
vérifie d’abord que :

S(bε(θ
ε)) −→ S(b(θ̂)) fortement dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)),
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quand ε tend vers zéro. En effet :

S ′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)Dθε = S ′(bε(θ
ε))b′ε(TKα′

(θε))DTKα′
(θε) p.p. dans Q, (1.153)

pour ε petit, où Kα′ = K
α′

, car supp S ′ ⊂ [−K,K] et grâce à l’estiamation (1.7). b
étant de classe C1, d’après (1.99), on a :

b′ε(TKα′
(θε)) −→ b′(TKα′

(θ̂) p.p. dans Q, (1.154)

quand ε tend vers 0. De même, on a :

S ′(bε(θ
ε)) −→ S ′(b(θ̂)) p.p. dans Q, (1.155)

quand ε tend vers 0, car S ′ est continue. Par ailleurs, on a :

S ′(bε(θ
ε))b′ε(TKα′

(θε)) est borné dans L∞(Q), (1.156)

pour tout K ≥ 0, car b est localement lipschitzienne. Puisque b est de classe C1

et grâce à l’estimation (1.7), le Lemme 1.3.8, nous assure mieux que la convergence
faible de TK⋆(θε) vers TK⋆(θ̂) :

TK⋆(θε) −→ TK⋆(θ̂) fortement dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)), (1.157)

quand ε tend vers zéro. D‘après (1.153), (1.154), (1.155), (1.156) et (1.157), on conclut
que :

S(bε(θ
ε)) −→ S(b(θ̂)) fortement dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)), (1.158)

quand ε tend vers zéro. Le même raisonnement qui nous a donné (1.158), permet de
vérifier que :

div (S ′(bε(θ
ε))Dθε) est compact dans L2(0, T ; H−1(Ω)).

Alors
∂S(bε(θ

ε))

∂t
se décompose en deux termes. Un premier terme est compact dans

L2(0, T ; H−1(Ω)), tandis que le deuxième terme converge faiblement dans L1(Q)
(d’après les résultats de convergence ci-dessus). En tenant compte de l’estimation
(1.158) et en appliquant un lemme de [28], on conclut que S(bε(θ

ε)) demeure dans un
compact de C0([0, T ]; L1(Ω)). On en déduit que d’un côté S(bε(θ

ε))(t = 0) = S(bε(θ
ε
0))

converge vers S(b(θ̂))(t = 0) fortement dans L1(Ω). D’un autre côté, (1.39) et la ré-
gularité de S impliquent que S(bε(θ

ε
0)) converge vers S(b(θ0)) fortement dans Lq(Ω)

pour tout q < ∞. On conclut alors que :

S(b(θ̂))(t = 0) = S(b(θ0)) dans Ω.

Ce qui termine la démonstration du résultat de l’existence.
Dans la huitième et dernière étape, on montre que la solution renormalisée du pro-
blème (1.34) − (1.36) est unique.
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Étape 8.Unicité : Rappelons maintenant la définition de la suite de fonctions hn :

hn(r) =

{
1 si |r| ≤ n,
h(r − (n − 1)sg(r) si |r| ≥ n,

où h est une fonction positive de classe C∞
0 (R), telle que :

h(r) = 1 si |r| ≤ 1, 0 ≤ h(r) ≤ 1 ∀r ∈ R, h(r) = 0 si |r| ≥ 2.

On suppose que h est décroissante sur [1, 2] et croissante sur [−2,−1].

hn

n + 1n−(n + 1) −n

Pour tout entier n ≥ 2, la suite de fonctions définie par :

Sn(r) =

∫ r

0

hn(s) ds,
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−n

n

n n + 1−n

Sn

−(n + 1)

est utilisée pour remplacer S dans (1.27) pour θ̂1 et θ̂2. On en déduit :

∂Sn(b(θ̂i))

∂t
-div (hn(b(θ̂i))Dθ̂i) + h

′

n(b(θ̂i))b
′(θ̂i)|Dθ̂i|

2 (1.159)

+ div (uSn(b(θ̂i))) = fhn(b(θ̂i))

dans D′(Q), pour i = 1, 2.
Soit K un nombre réel et positif. On prend 1

K
TK(Sn(b(θ̂1))−Sn(b(θ̂2))) comme fonc-

tion test dans la différence des équations (1.159) pour i = 1 et i = 2.
Nous obtenons après intégration sur (0, t), puis sur (0, T ) :

∫ T

0

∫ t

0

1

K
〈
∂Sn(b(θ̂1))

∂t
−

∂Sn(b(θ̂2))

∂t
, TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2)))〉ds dt (1.160)

+AnK + BnK + CnK + DnK

=

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
f [hn(b(θ̂1)) − hn(b(θ̂2))]TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt,

où

AnK =

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
[hn(b(θ̂1))Dθ̂1 − hn(b(θ̂2))Dθ̂2]DTK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt,
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BnK =

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
h

′

n(b(θ̂1))b
′(θ̂1)|Dθ̂1|

2TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt,

CnK = −

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
h

′

n(b(θ̂2))b
′(θ̂2)|Dθ̂2|

2TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt,

et

DnK = −

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
u · [Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))]DTK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt.

Dans (1.160), 〈, 〉 signifie le produit de dualité entre L1(Ω)+H−1(Ω) et L∞(Ω)∩H1
0 (Ω).

Dans la suite, on montre que les termes AnK , BnK , CnK , et DnK vérifient :

lim sup
K→0

AnK ≥ 0 ∀n ≥ 2 (1.161)

lim sup
n→+∞

lim sup
K→0

BnK = 0 (1.162)

lim sup
n→+∞

lim sup
K→0

CnK = 0 (1.163)

et
DnK = 0 ∀n ≥ 2, ∀K ≥ 0. (1.164)

Preuve du (1.161), (1.162), et (1.163)
Le caractère localement lipschitzien de b′, nous permet de justifier les estimations
(1.161), (1.162) et (1.163) comme dans [9].
Preuve du (1.164) :
d’après la définition de DnK , nous avons :

DnK = −

∫ T

0

T − t

K
[

∫

Ω

u · DgK(wn)(t) dx]dt

= −

∫ T

0

T − t

K
[

∫

Ω

divu · gK(wn)(t) dx]dt,

où

gK(r) =

∫ r

0

s T
′

K(s) ds, et wn = Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2)),

sachant que gK(wn) = 0 sur ∂Ω × (0, T ). Comme div u = 0, on en déduit le résultat
désiré (1.164).
On a :

∫ t

0

〈
∂Sn(b(θ̂1))

∂t
−

∂Sn(b(θ̂2))

∂t
, TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2)))〉ds (1.165)

=

∫

Ω

TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2)))(t) dx.
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En utilisant (1.165), (1.161), (1.162), (1.163), et (1.164), on obtient :

lim
n→+∞

lim
K→0

∫ T

0

∫

Ω

1

K
TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt

≤ lim
n→+∞

lim
K→0

∫ T

0

∫

Ω

T − t

K
f [hn(b(θ̂1)) − hn(b(θ̂2))]TK(Sn(b(θ̂1)) − Sn(b(θ̂2))) dx dt.

On sait que :

lim
K→0

TK

K
(r) = sg(r),

lim
K→0

TK

K
(r) = |r|,

lim
n→+∞

hn(r) = 1,

lim
n→+∞

Sn(r) = r,

où sg(r) représente le signe de r. On applique le Lemme de Fatou dans le premier
terme de l’inégalité ci-dessus, et le théorème de convergence dominée de Lebesgue
dans le deuxième terme, on obtient :

∫

Q

|b(θ̂1) − b(θ̂2)| dx dt = 0,

On en déduit que b(θ̂1) = b(θ̂2) p.p. dans Q, et que θ̂1 = θ̂2 p.p. dans Q.
Ce qui termine la démonstration du Lemme (1.3.4).

RETOUR À LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME (1.3.1) :
On définit l’application suivante :

ψ1 : L1(Q) −→ L1(Q) :

θ −→ θ̂ = ψ1(θ)

On rappelle que θ̂ est l’unique solution renormalisée du problème :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − ∆θ̂ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q,

θ̂ = 0 sur ΣT ,

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω,

où θ est fixé dans L1(Q) et u est l’unique solution du problème ((1.30)− (1.33)). Dans un
premier temps, on démontre le lemme suivant :

Lemme 1.3.9. ∀p ∈ [1, N+2
N

[, il existe une constante c(p,N, Ω, T ) qui dépend uniquement
de p, N , Ω, et T telle que :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).
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Preuve du Lemme 1.3.9.

On rappelle que si on prend TK(θε) comme fonction test dans (1.40), on obtient :
∫

Ω

Bε
K(θε)(t) dx +

∫ t

0

∫

Ω

|DTK(θε)2| dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(θε) dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

f εTK(θε) dx ds +

∫

Ω

Bε
K(θε

0) dx (1.166)

pour tout t dans (0, T ), et où

Bε
K(z) =

∫ z

0

b′ε(s)TK(s)ds.

On sait que div u = 0 , la formule de Stokes et la condition (1.41) entraînent alors :
∫ t

0

∫

Ω

u · ∇bε(θ
ε)TK(θε) dx ds = 0 (1.167)

D’après la définition de Bε
K , on a :

0 ≤ Bε
K(θε

0) ≤ K|bε(θ
ε
0)|

presque partout dans Ω, ce qui implique :

0 ≤

∫

Ω

Bε
K(θε

0) dx ≤ K||bε(θ
ε
0)||L1(Ω).

D’après (1.101), on a :

TK(θε) ⇀ TK(θ̂) faiblement dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)),

quand ε tend vers zéro. On passe alors à la limite quand ε tend vers zéro dans (1.166).
Grâce aux estimations (1.38), (1.39) et (1.167), on obtient :

∫

Q

|DTK(θ̂)|2dxdt ≤ KC((‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)). (1.168)

L’estimation (1.168) et l’application du lemme 1 dans D.Blanchard et O.Guibé [4] en-
traînent que :
∀p ∈ [1, N+2

N
[, il existe une constante c(p,N, Ω, T ) qui dépend uniquement de p, N , Ω, et

T telle que :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p, N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω))
N

N+2 · ‖θ̂‖
2

N+2

L∞(0,T ;L1(Ω)). (1.169)

Il est facile de vérifier que :

‖b(θ̂)‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ ‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω),
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d’après (1.7), on obtient :

‖θ̂‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ c (‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)), (1.170)

où c est une constante.
Les estimations (1.169), et (1.170) nous permettent d’achever la preuve du Lemme (1.3.9).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que ψ1 est compacte, continue et qu’il existe une
boule B de L1(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B.

i-ψ1 est compacte :

Soit θn une suite de fonctions qui est bornée dans L1(Q). La suite θ̂n est définie par :

ψ1(θn) = θ̂n.

Pour n ≥ 1 fixé, et d’après le Lemme (1.3.2), un de L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)) est
l’unique solution faible du problème suivant :

unt + (un · ∇)un − 2 div (µ(θn)Dun) = F (θn) dans (H1
σ)′(Ω), (1.171)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div un = 0 dans Q, (1.172)

un = 0 sur ΣT , (1.173)

un(·, 0) = u0 dans Ω. (1.174)

D’après la définition de ψ1 et le lemme (1.3.4), nous obtenons pour n ≥ 1 fixé :
θ̂n est l’unique solution renormalisée du problème suivant :

b(θ̂n)t + un · ∇b(θ̂n) − ∆θ̂n = 2µ(θn)|Dun|
2 dans Q, (1.175)

θ̂n = 0 sur ΣT , (1.176)

b(θ̂n)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (1.177)

D’après (1.9), on déduit que F (θn) est bornée dans L∞(Q).
Puisque dans cette section :

un est bornée dans L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (1.178)

unt est bornée dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (1.179)

un → u fortement dans L2
σ(Q), (1.180)

unt ⇀ ut faiblement dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)). (1.181)

quand n tend vers +∞, où u est une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)) (voir
par exemple [31], [17] et [32]).
Cela implique que :

µ(θn)|Dun|
2 est bornée dans L1(Q) (1.182)
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Utilisant cette fois-ci l’estimation (1.182), ainsi que le Lemme (1.3.9), on obtient :

θ̂n est bornée dans Lp(Q), (1.183)

pour tout p ∈ [1, N+2
N

[.
Pour n ≥ 1 fixé, nous avons :

∂S(b(θ̂n))

∂t
+ div (un · S(b(θ̂n))) − div (S ′(b(θ̂n))Dθ̂n)

+S ′′(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 = 2µ(θn)|Dun|

2S ′(b(θ̂n)) dans D′(Q) (1.184)

⋆ ESTIMATIONS A PRIORI : On prend TK(θ̂n) comme fonction test dans (1.184), avec
S = SM , et SM ∈ W 2,∞(R) telle que S ′

M soit à support compact (supp (S ′
M) ⊂ [−M, M ]),

S ′
M = 1 dans [−M

2
, M

2
] et SM(0) = 0.

Dans la suite, on passe à la limite quand M tend vers +∞, le nombre réel K reste fixé.

∫ t

0

〈
∂SM(b(θ̂n))

∂t
, TK(θ̂n)〉ds =

∫

Ω

(

∫ θ̂n

0

(S ′
M(b(z))b′(z)TK(z))dz)(t)dx − C (1.185)

où C =

∫ θ0

0

S ′
M(b(z))b′(z)TK(z)dz

et ∫

Ω

(

∫ θ̂n

0

(S ′
M(b((z))b′(z)TK(z))dz)(t)dx ≥ 0

La formule de Stokes, la condition (1.176), et le fait que div un = 0 nous permer d’obtenir :
∫

Ω

un · SM(b(θ̂n))DTK(θ̂n)dx = 0. (1.186)

Nous avons :
∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDTK(θ̂n)dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))|DTK(θ̂n)|2dx ds,

ce qui implique :

lim
M→+∞

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDTK(θ̂n)dx ds =

∫ t

0

∫

Ω

|DTK(θ̂n)|2dx ds. (1.187)

Grâce à la condition d’énergie, on a :
∫ t

0

∫

Ω

S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2TK(θ̂n) converge vers 0, (1.188)

quand M tend vers +∞. On a aussi :

DSM(b(θ̂n)) = S ′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)DTKM

(θ̂n) p.p. dans Q, (1.189)
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où KM = max (−b−1(−M), b−1(M)). D’après les estimations :

‖S ′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)‖L∞(Q) ≤ ‖S ′

M‖L∞(R)( max
r∈[−b−1(−M),b−1(M)]

|b′(r)|) (1.190)

(1.185), (1.186), (1.187), (1.188), et (1.178), on obtient :

TK(θ̂n) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) uniformément en n ∀K ≥ 0. (1.191)

L’égalité (1.189) ainsi que les estimations (1.190) et (1.191) sans oublier que SM(0) = 0
donnent :

SM(b(θ̂n)) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) ∀M ≥ 1. (1.192)

En utilisant (1.184), nous obtenons :

∂SM(b(θ̂n))

∂t
= − div (un · SM(b(θ̂n))) + div (S ′

M(b(θ̂n))Dθ̂n)

−S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2 + 2µ(θn)|Dun|
2S ′

Mb(θ̂n)) dans D′(Q). (1.193)

Comme supp(S ′) et supp(S ′′) sont tous les deux inclus dans [−M,M ] , θ̂n peut être rem-
placée par TKM

(θ̂n) dans chaque terme de (1.193) :
⋆ div (S ′

M(b(θ̂n))Dθ̂n) s’identifie avec div (S ′
M(b(θ̂n))DTKM

(θ̂n)) p.p. dans Q, qui est bor-
née dans L2(0, T ; H−1(Ω)) .
⋆ div (un · SM(b(θ̂n))) = un · ∇SM(b(θ̂n)), puisque div un = 0. D’après (1.180) et (1.192),
il est clair que div (un · SM(b(θ̂n))) est bornée dans L1(Q) pour tout M ≥ 1.
⋆ S ′′

M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 est bornée dans L1(Q).

⋆ 2µ(θn)|Dun|
2S ′

Mb(θ̂n)) est bornée dans L1(Q), grâce à (1.179) et au fait que µ(θn)S ′
M(b(θ̂n))

soit bornée dans L∞(R).
Par conséquent :

∂SM(b(θ̂n))

∂t
est bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)) + L1(Q) ∀M ≥ 1 (1.194)

On démontre de la même façon que dans l’étape 3, en utilisant les estimations (1.192) et
(1.194) que pour une sous-suite toujours indexée par n, il existe une fonction ϑ telle que :

θ̂n converge presque partout vers ϑ dans Q, (1.195)

b(θ̂n) converge presque partout vers b(ϑ) dans Q, (1.196)

et grâce à l’estimation (1.191)

TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(ϑ) dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)). (1.197)

En utilisant (1.183), et (1.195), on conclut que :

θ̂n demeure dans un compact de Lq(Q), (1.198)
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pour tout q vérifiant q < p avec 1 ≤ p < N+2
N

,
alors

θ̂n demeure dans un compact de Lp(Q), (1.199)

pour tout p vérifiant 1 ≤ p < N+2
N

, en particulier :

θ̂n demeure dans un compact de L1(Q). (1.200)

ii-ψ1 est continue :
soit θn une suite de fonctions appartenant à L1(Q). La fonction θ appartient également à
L1(Q). θ̂n, et θ̂ sont définies comme suit :

ψ1(θn) = θ̂n et ψ1(θ) = θ̂

On suppose que :
θn −→ θ, (1.201)

fortement dans L1(Q) quand n tend vers +∞.
On montre dans ce paragraphe que :

θ̂n −→ θ̂,

fortement dans L1(Q) quand n tend vers +∞.
On suit le même raisonnement de (i), on rappelle que pour une sous-suite toujours indexée
par n, il existe une fonction mesurable ϑ telle que :

θ̂n converge presque partout vers ϑ dans Q,

b(θ̂n) converge presque partout vers b(ϑ) dans Q,

et
TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(ϑ) dans L2(0, T ; H0

1(Ω)),

pour tout K ≥ 0, quand n tend vers +∞.
Notre but maintenant est de montrer que ϑ est une solution renormalisée du problème
(1.34) − (1.36)

On montre que b(ϑ) appartient à L∞(0, T ; L1(Ω)) :

On prend TK(SM(b(θ̂n))) comme fonction test dans (1.184), avec S = SM , cela entraîne :

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))

∂b(θ̂n)

∂t
TK(SM(b(θ̂n))) dx ds −

∫ t

0

∫

Ω

un · SM(b(θ̂n)DTK(SM(b(θ̂n))) dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDTK(SM(b(θ̂n))) dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2TK(SM(b(θ̂n))) dx ds

=

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

M(b(θ̂n))TK(SM(b(θ̂n))) dx ds. (1.202)
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Procédons comme dans (1.186), on obtient :

∫ t

0

∫

Ω

un · SM(b(θ̂n))DTK(SM(b(θ̂n))) dx ds = 0,

ainsi que
∫

Ω

TK(SM(b(θ̂n)))(t)dx +

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDTK(SM(b(θ̂n))) dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2TK(SM(b(θ̂n))) dx ds (1.203)

=

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

M(b(θ̂n))TK(SM(b(θ̂n))) dx +

∫

Ω

TK(SM(b(θ0)))(t)dx.ds.

On passe à la limite quand M tend vers +∞ dans (1.203), on a :

∫

Ω

TK(b(θ̂n))(t)dx +

∫ t

0

∫

Ω

b′(θ̂n)T ′
K(b(θ̂n))|Dθ̂n|

2 dx ds (1.204)

=

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2TK(b(θ̂n)) dx ds +

∫

Ω

TK(b(θ0))(t)dx.

L’estimation (1.179) implique que la suite (Dun)n est bornée dans (L2(Q))N , on obtient
alors que :

∫

Ω

TK(b(θ̂n))(t)dx +

∫ t

0

∫

Ω

b′(θ̂n)T ′
K(b(θ̂n))|Dθ̂n|

2 dx ds ≤ K(C + ‖b(θ0)‖L1(Ω)), (1.205)

où C est une constante. Le deuxième terme à gauche de (1.205) est positif, l’estimation,
(1.196) et le lemme de Fatou permettent de passer à la limite-inf dans (1.205) quand n
tend vers +∞ et d’obtenir ainsi :

∫

Ω

TK(b(ϑ))(t)dx ≤ K(C + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).

Grâce à la définition de TK , on déduit à partir de l’inégalité précédente que :

K

∫

Ω

|b(ϑ)(x, t)|dx ≤
3K2

2
mes (Ω) + K(C + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).

pour presque tout t ∈ (0, T ), ce qui implique b(ϑ) appartient à L∞(0, T ; L1(Ω)).
On rappelle que :

∫

{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}

b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 dx dt converge vers 0, (1.206)

quand p tend vers +∞, ∀, n fixé.
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On montre maintenant que :

lim
p→+∞

∫

{p≤|b(ϑ)|≤p+1}

b′(ϑ)|Dϑ|2 dx dt = 0. (1.207)

On introduit les fonctions : Zp+1
p (r) = Tp+1(r) − Tp(r) et Z̃p+1

p (t) =
∫ t

0
Zp

p+1(s) ds.

On prend Zp+1
p (SM(b(θ̂n))) comme fonction test dans (1.184), avec S = SM , pour tout

entier n, nous avons :

∫ t

0

∫

Ω

∂SM(b(θ̂n))

∂t
Zp+1

p (SM(b(θ̂n)))dx ds −

∫ t

0

∫

Ω

un · SM(b(θ̂n)DZp+1
p (SM(b(θ̂n)))dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDZp+1

p (SM(b(θ̂n)))dx ds

+

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2Zp+1
p (SM(b(θ̂n)))dx ds

=

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

M(b(θ̂n))Zp+1
p (SM(b(θ̂n)))dx ds. (1.208)

Nous avons aussi :
∫ t

0

∫

Ω

∂SM(b(θ̂n))

∂t
Zp+1

p (SM(b(θ̂n)))dx ds =

∫

Ω

Z̃p+1
p (SM(b(θ̂n)))(t) dx−

∫

Ω

Z̃p+1
p (SM(b(θ0))) dx,

(1.209)

où Z̃p+1
p est positive. Grâce au théorème de divergence, on a :

∫ t

0

∫

Ω

un · SM(b(θ̂n))DZp+1
p (SM(b(θ̂n)))dx ds = 0. (1.210)

On a :

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDZp+1

p (SM(b(θ̂n))) = S ′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)χ{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}|Dθ̂n|

2,

presque partout dans Q, pour M assez grand. Puisque b(θ̂n) est tronquée, la suite θ̂n

l’est aussi grâce à la coercivité de b. On en déduit que χ{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}|Dθ̂n|
2 ∈ L1(Q). Par

ailleurs, S ′
M converge presque partout vers 1, quand M tend vers l’infini, et S ′

M(b(θ̂n))b′(θ̂n)
est bornée dans L∞(Q) d’après (1.190). Le théorème de convergence dominée de Lebesgue
donne alors :

∫ t

0

∫

Ω

S ′
M(b(θ̂n))Dθ̂nDZp+1

p (SM(b(θ̂n))) dx ds →

∫

{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}

b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2dx dt (1.211)

quand M tend vers +∞ .
D’après (1.206), on a :

∫ t

0

∫

Ω

S ′′
M(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2Zp+1
p (SM(b(θ̂n))) dx ds converge vers 0 (1.212)
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quand M tend vers +∞. Finalement,
∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

M(b(θ̂n))Zp+1
p (SM(b(θ̂n))) dx ds →

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2Zp+1

p (b(θ̂n)) dx ds

(1.213)
quand M tend vers +∞. On utilise les estimations (1.209), (1.210), (1.211), (1.212) et
(1.213), pour passer à la limite dans (1.208) quand M tend vers +∞ et on obtient alors :
∫

{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}

b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2dx dt ≤

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2Zp+1

p (b(θ̂n)) dx ds+

∫

Ω

Z̃p+1
p (b(θ0)) dx.

(1.214)
Revenant à la démonstration de la condition d’énergie (1.207) :
on remarque d’abord que le terme (u · ∇)u · u a un sens. En effet, u ∈ L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) ∩
L2(0, T ; H1

σ(Ω)) et L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ⊂ L4(Q) en dimension 2 (N = 2).
On multiplie alors l’équation (1.171) par un. Puisque :

F (θn) → F (θ) dans Lp(Q),∀p < ∞,

on fait tendre n vers l’infini. En faisant la différence entre l’équation obtenue et l’equation de
u multipliée par la fonction test u, on déduit que un converge en norme dans L2(0, T ; H1

σ(Ω))
vers u, quand n tend vers l’infini. D’après la convergence faible (1.179), on conclut que :

un −→ u fortement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (1.215)

quand n tend vers +∞. D’après (1.215), (1.196), et puisque Zp+1
p est continue et bornée,

on peut alors passer à la limite quand n tend vers +∞ dans (1.214) et obtenir :

lim
n→+∞

∫

{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}

b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 dx dt ≤

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θ)|Du|2Zp+1
p (b(ϑ)) dx ds+

∫

Ω

Z̃p+1
p (b(θ0)) dx.

(1.216)

Comme Zp+1
p et Z̃p+1

p convergent partout vers zéro quand p tend vers +∞, et que

|Zp+1
p (b(ϑ)| ≤ 1 et |Z̃p+1

p (b(θ0))| ≤ |b(θ0)| ∈ L1(Ω),

le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure que :

lim
p→+∞

lim
n→+∞

∫

{p≤|b(θ̂n)|≤p+1}

b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 dx dt = 0. (1.217)

Nous remarquons que :

(b′(θ̂n))
1
2 Dθ̂nχ{p≤|b(θ̂n)|≤p+1} ⇀ (b′(ϑ))

1
2 Dϑχ{p≤|b(ϑ)|≤p+1},

faiblement dans L2(Q) quand n tend vers +∞. Pour s’en convaincre, il suffit de suivre le
même raisonnement de l’étape 3. On conclut avec (1.217) que :

lim
n→+∞

∫

{n≤|b(ϑ)|≤n+1}

b′(ϑ)|Dϑ|2 dx dt = 0.

La condition d’énergie (1.207) est alors démontrée.
En suivant le même raisonnement que dans la preuve du Lemme (1.3.6)), on a :
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Lemme 1.3.10.

lim inf
µ→+∞

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

〈
∂S(b(θ̂n))

∂t
, TK(b(θ̂n)) − TK(b(ϑ))µ〉 ds dt ≥ 0.

Nous démontrons maintenant l’analogue du Lemme (1.3.7), en ne détaillant que les
différences à apporter dans la preuve.

Lemme 1.3.11.

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(θ̂n)DTK(b(θ̂n)) dx ds dt ≤

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

DTK⋆(ϑ)DTK(b(ϑ)) dx ds dt.

où K⋆ = max (b−1(K),−b−1(−K))

Preuve du Lemme 1.3.11.

On utilise (1.184), on remplace S par Sp, on obtient ainsi :

∂Sp(b(θ̂n))

∂t
− div(S

′

p(b(θ̂n))Dθ̂n) + S
′′

p (b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 (1.218)

+un · b′(θ̂n)Dθ̂nS
′

p(b(θ̂n)) = 2µ(θn)|Dun|
2S

′

p(b(θ̂n)) dans D′(Q)

On prend la fonction TK(b(θ̂n)) − TK(b(ϑ))µ ( pour n > 0 et µ > 0 ) comme fonction test
dans (1.218). Pour K ≥ 0, fixé, on pose :

W n
µ = TK(b(θ̂n)) − TK(b(ϑ))µ. (1.219)

On obtient après intégration sur (0, t) puis sur (0, T ) :
∫ T

0

∫ t

0

〈
∂Sp(b(θ̂n))

∂t
, W n

µ 〉 ds dt +

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

un · b′(θ̂n)Dθ̂nS
′

p(b(θ̂n)W n
µ dx ds dt

+

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S
′

p(b(θ̂n))Dθ̂nDW n
µ dx ds dt +

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

S
′′

p (b(θ̂n))b′(θ̂n)W n
µ |Dθ̂n|

2 dx ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S

′

p(b(θ̂n))W n
µ dx ds dt. (1.220)

Dans la suite, on passe à la limite dans (1.220) quand n tend vers +∞, puis quand µ
tend vers +∞ et enfin quand p tend vers +∞. Le nombre réel K ≥ 0 reste fixé.
Les seuls termes qui méritent d’être étudier sont les termes en un, puisqu’on est plus dans
le cas où u est fixé dans L2. Ceci est la seule difference par rapport à la démonstration du
Lemme 1.3.7.

En utilisant (1.215), (1.196) et (1.201) le caractère continu et borné de S ′
p et de TK , on

obtient :

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

p(b(θ̂n))W n
µ dx ds dt =

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θ)|Du|2S ′
p(b(ϑ))(TK(b(ϑ)) − TK(b(ϑ))µ) dx ds dt.
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D’après (1.116), on obtient :

lim
µ→+∞

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2S ′

p(b(θ̂n))W n
µ dx ds dt = 0,∀ p ≥ 1.

Pour p ≥ 1 fixé, on a :

un · b′(θ̂n)S ′
p(b(θ̂n))Dθ̂n W n

µ = un · S ′
p(b(θ̂n))b′(Tp⋆(θ̂n))DTp⋆(θ̂n)W n

µ , (1.221)

p.p. dans Q où p⋆ = max (b−1(p + 1),−b−1(−p − 1)). Comme supp(S ′
p) ⊂ [−p − 1, p + 1],

la suite :

S ′
p(b(θ̂n))b′(Tp⋆(θ̂n)) est bornée et converge vers S ′

p(b(ϑ))b′(Tp⋆(ϑ)) (1.222)

presque partout dans Q quand n tend vers +∞, puisque S ′
p est régulier et borné, et grâce

aux estimations (1.195) et (1.196).
Pour µ > 0 fixé, nous avons :

W n
µ ⇀ TK(b(ϑ)) − TK(b(ϑ))µ p.p. dans Q et dans L∞(Q) faible ∗ (1.223)

quand n tend vers +∞ .
D’après (1.180), (1.197), (1.221), (1.222) et (1.223), on déduit que :

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

un · ∇b(θ̂n)S ′
p(b(θ̂n))W n

µ dx ds dt

=

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

u · b′(Tp⋆(ϑ))S ′
p(b(ϑ))DTp⋆(ϑ)[TK(b(ϑ)) − TK(b(ϑ))µ] dx ds dt (1.224)

pour tout µ > 0.
On fait maintenant appel à la convergence (1.116), en remplaçant θ̂ par ϑ, et on passe à
la limite quand µ → +∞ dans (1.224), ce qui permer de conclure que :

lim
µ→+∞

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

un · ∇b(θ̂n)S ′
p(b(θ̂n))W n

µ dx ds dt = 0 (1.225)

pour tout p ≥ 1.
La suite de la démonstration est identique à celle du Lemme 1.3.7.

Lemme 1.3.12. Pour K ≥ 0 fixé , nous avons :

lim
n→+∞

∫ T

0

∫ t

0

∫

Ω

[DTK⋆(θ̂n) − DTK⋆(ϑ)]2T ′
K(b(θ̂n))b′(θ̂n) dx ds dt = 0

et

DTK⋆(θ̂n)DTK(b(θ̂n)) ⇀ DTK⋆(ϑ)DTK(b(ϑ)) faiblement dans L1(Q) quand n tend vers +∞,

où K⋆ = max {b−1(K), |b−1(−K)|}
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Preuve du Lemme 1.3.12.

La démonstration reste identique à celle du Lemme (1.3.8) dans l’étape 6.
A présent, il nous faut prouver que ϑ satisfait (1.27). Soit S une fonction dans C∞(R)

telle que S ′ soit à support compact. Soit K un nombre réel positif vérifiant supp(S ′) ⊂
[−K,K]. Dans ce qui suit, on passera à la limite quand n tend vers +∞ dans chaque terme
de (1.184) :

⋆ Limite de
∂S(b(θ̂n))

∂t

∂S(b(θ̂n))

∂t
−→

∂S(b(ϑ))

∂t
dans D′(Q) quand n tend vers + ∞

puisque S est bornée, continue et grâce à l’estimation (1.196).
⋆ Limite de div (S ′(b(θ̂n))Dθ̂n) :
comme supp(S ′) ⊂ [−K,K], on a :

S ′(b(θ̂n))Dθ̂n = S ′(b(θ̂n))DTK⋆(θ̂n) p.p. dans Q,

où K⋆ = max {b−1(K), |b−1(−K)|}.

La suite S ′(b(θ̂n)) converge vers S ′(b(ϑ)) p.p. dans Q et elle est bornée . (1.226)

D’après (1.226) et (1.197)

S ′(b(θ̂n))DTK⋆(θ̂n) ⇀ S ′(b(ϑ))DTK⋆(ϑ) faiblement dans L2(Q),

quand n tend vers +∞.
Le terme S ′(b(ϑ))DTK⋆(ϑ) = S ′(b(ϑ))Dϑ p.p. dans Q, puisque S ′(b(ϑ)) = 0,
pour |b(ϑ)| ≥ K.
⋆ Limite de S ′′(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|

2

Comme supp(S ′′) ⊂ [−K, K], nous avons :

S ′′(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 = S ′′(b(θ̂n))b′(TK⋆(θ̂n))|DTK⋆(θ̂n)|2

= S ′′(b(θ̂n))T ′
K(b(θ̂n))b′(θ̂n)DTK⋆(θ̂n)Dθ̂n p.p. dans Q.

Le terme T ′
K(b(θ̂n))b′(θ̂n)DTK⋆(θ̂n)Dθ̂n peut être réécrit sous la forme DTK⋆(θ̂n)DTK(b(θ̂n)).

La convergence presque partout de S ′′(b(θ̂n)) vers S ′′(b(ϑ)) quand n tend vers +∞, le ca-
ratère borné de S ′′, et l’application du lemme (1.3.12) permettent de conclure que :

S ′′(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 ⇀ S ′′(b(ϑ))DTK⋆(ϑ)DTK(b(ϑ)) faiblement dans L1(Q),

quand n tend vers +∞. Or :

S ′′(b(ϑ))DTK⋆(ϑ)DTK(b(ϑ)) = S ′′(b(ϑ))b′(ϑ)|Dϑ|2 p.p. dans Q.
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⋆ Limite de 2µ(θn)|Dun|
2S ′(b(θ̂n)) :

Grâce aux estimations (1.215), (1.226), (1.201), le fait que µ soit continue et bornée, on a :

2µ(θn)|Dun|
2S ′(b(θ̂n)) −→ 2µ(θ)|Du|2S ′(b(ϑ)) fortement dans L1(Q),

quand n tend vers +∞.
⋆ Limite de div (un · S(b(θ̂n))) :
La convergence presque partout de S(b(θ̂n)) vers S(b(ϑ)) quand n tend vers +∞ , le fait
que S soit bornée, et l’estimation (1.180) entraînent :

unS(b(θ̂n)) −→ uS(b(ϑ))

fortement dans L2
σ(Q) quand n tend vers +∞.

Tous ces résultats de convergence nous permettent de passer à la limite quand n tend
vers +∞ dans l’équation (1.184) et de conclure que ϑ satisfait (1.27).
Reste à montrer que S(b(ϑ)) satisfait la condition initiale (1.28). Pour cela, on procède
exactement de la même façon que dans l’étape 7.

Par conséquent, ϑ est une solution renormalisée du problème (1.34)− (1.36), d’après le
lemme (1.3.4), on conclut que :

ϑ = θ̂ p.p. dans Q.

En utilisant (1.195), on obtient :

θ̂n converge presque partout vers θ̂ dans Q. (1.227)

D’après les estimations (1.183) et (1.227), on a :

θ̂n −→ θ̂, (1.228)

fortement dans Lq(Q) pour tout q vérifiant q < p, avec 1 ≤ p < N+2
N

,
alors

θ̂n −→ θ̂, (1.229)

fortement dans Lp(Q), pour tout p vérifiant 1 ≤ p < N+2
N

,
en particulier :

θ̂n −→ θ̂, (1.230)

fortement dans L1(Q), quand n tend vers +∞.
iii-Il existe une boule B de L1(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B :

on cherche un nombre réel positif R, telle que :

ψ1(BL1(Q)(0, R)) ⊂ BL1(Q)(0, R).

On suppose que θ appartient à BL1(Q)(0, R).
Comme F est bornée, on a :

F (θ) est bornée dans L∞(Q).
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On rappelle que la fonction u, appartenant à L2(0, T ; H1
σ(Ω))∩L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) est l’unique
solution du problème (1.30)−(1.33). On utilise alors u comme une fonction test dans (1.30),
on a :

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx + 2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ)|Du|2 dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt +
1

2

∫

Ω

|u0|
2 dx,

alors
1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx + m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt

≤

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt + ‖u0‖
2
L2(Ω),

ce qui implique

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx + m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤

∫ T

0

‖F (θ)‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) dt + ‖u0‖
2
L2(Ω), (1.231)

D’après l’estimation (1.231), ainsi que l’inégalité de Poincaré, on obtient :

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx + m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ c1

∫ T

0

‖F (θ)‖L2(Ω)‖∇u‖L2(Ω) dt + ‖u0‖
2
L2(Ω),

(1.232)
où c1 est une constante. L’inégalité de Young, l’estimation (1.232) ainsi que l’inégalité de
Korn nous permettent de conclure que :

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx +

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤
c1

2

m0
2
‖F (θ)‖2

L2(Q) +
2

m0

‖u0‖
2
L2(Ω).

Ce qui implique :

u est bornée dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2

σ(Ω)).

Par conséquent :
µ(θ)|Du|2 est bornée dans L1(Q),

en utilisant le Lemme 1.3.9, on en déduit que :

θ̂ est bornée dans L1(Q),

autrement dit, il existe une constante C > 0, indépendante de θ telle que :

‖θ̂‖L1(Q) ≤ C,

pour conclure, il suffit de prendre R ≥ C. Ce qui implique :

ψ1(BL1(Q)(0, R)) ⊂ BL1(Q)(0, R).

Le théorème du point fixe de Schauder ainsi que la définition de ψ1 permettent de conclure,
sous les conditions annoncées auparavant, qu’il existe une solution faible-renormalisée (u, θ)
(au sens de la Définition 1.2.2 ) du problème (1.12) − (1.16).
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1.4 Existence d’une solution pour le système couplé

Dans cette section, on ne suppose plus que b′ est localement lipschitzienne. La fonction
b vérifie uniquement les hypothèses (1.6) et (1.7).

Théorème 1.4.1. On suppose vérifiées les hypothèses (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) et
(1.11) . Alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du problème ((1.12) −
(1.16)) (au sens de la définition 1.2.2).

Preuve du Théorème 1.4.1.

Soit bε la régularisation de b définie par :
bε est une suite d’approximation de b, de classe C2 telle que b′ε(r) > 0,∀r ∈ R, bε(0) = 0
et telle que bε et b′ε convergent vers b et b′ uniformément sur R quand ε tend vers 0.
Sachant que b′ε converge uniformément vers b′ sur R, et en utilisant l’hypothèse (1.7) de
coercivitée de b, on obtient :

b′ε ≥
α′

2
.

On en déduit que bε vérifie (1.6), (1.7) et (1.29). On considère le problème approché suivant :

∂uε

∂t
+ (uε · ∇)uε − 2 div (µ(θε)Duε) = F (θε) dans (H1

σ)′(Ω), (1.233)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

∂bε(θ
ε)

∂t
+ uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µ(θε)|Duε|2 dans Q, (1.234)

div uε = 0 dans Q, (1.235)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (1.236)

uε(t = 0) = u0 et bε(θ
ε)(t = 0) = bε(θ0) dans Ω. (1.237)

D’après les hypothèses mentionnées dans le Théorème 1.4.1, l’application du Théorème
1.3.1 nous permet de conclure qu’il existe une solution faible-renormalisée (uε, θε) (au sens
de la Définition 1.2.2 ) du problème (1.233) − (1.237).

F étant bornée sur R,

on en déduit que :
F (θε) est bornée sur Q.

Alors :
uε est bornée dans L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

∂uε

∂t
est bornée dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)),

on peut alors extraire une sous-suite telle que :

uε ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

uε → u fortement dans L2
σ(Q),
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quand ε tend vers 0, où u est une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)). Cela
entraîne :

µ(θε)|Duε|2 est bornée dans L1(Q),

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact, on a pour ε > 0 fixé :

∂S(bε(θ
ε))

∂t
+ div (uε · S(bε(θ

ε))) − div (S ′(bε(θ
ε))Dθε)

+S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 = 2µ(θε)|Duε|2S ′(bε(θ
ε)) dans D′(Q),

Dans la suite, on procéde de la même façon que dans la Section 1.3, afin de démontrer
que :

TK(θε) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) indépendamment de ε pour tout K ≥ 0,

SM(bε(θ
ε)) est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)),

et
∂SM(bε(θ

ε))

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)),

indépendamment de ε pour ε < 1
M

, (SM est définie dans la Section 1.3). On obtient à une
sous-suite près que :

θε converge presque partout vers θ dans Q,

bε(θ
ε) converge presque partout vers b(θ) dans Q,

TK(θε) converge faiblement vers TK(θ) dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)),

où θ est une fonction mesurable. Par conséquent :

F (θε) → F (θ) dans Lp(Q),∀p < ∞.

Puisque uε est compacte dans L2(Q), on déduit que :

uε −→ u fortement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (1.238)

quand ε tend vers zéro. Avec les mêmes arguments qu’on a utilisé tout au long de la section
précédente, on vérifie aisément les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27),
et (1.28).
Par conséquent, il existe une solution faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition
1.2.2) du problème (1.12) − (1.16).
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Chapitre 2

Étude d’un système non linéaire de
Boussinesq à second membre ayant une
croissance

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié l’existence d’une solution faible-renormalisée
pour un système non linéaire que nous rappelons :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Ω × (0, T ), (2.1)

∂b(θ)

∂t
+ u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Ω × (0, T ), (2.2)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (2.3)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (2.4)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (2.5)

où Ω est un ouvert lipschitzien et borné de R2, de frontière ∂Ω, T > 0, Q = Ω × (0, T ),
ΣT = ∂Ω × (0, T ), et Du = 1

2
(∇u + (∇u)t). Les inconnues sont le champ de déplacement

u : Ω × (0, T ) −→ R2 et le champ de température θ : Ω × (0, T ) −→ R.
Dans le premier chapitre, nous avons supposé que F est bornée dans L∞(R), ce qui nous
a permis d’établir un théorème d’existence. Dans ce chapitre, on se plaçe dans le cadre où
la fonction F vérifie une hypothèse de croissance :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0,M ≥ 0 (2.6)

et 2α ∈ [0, 3[. On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction de classe C1 sur R telle que b(0) = 0, (2.7)

b′(r) ≥ α′ ∀r ∈ R pour une constante α′ > 0, (2.8)

69
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µ est une fonction continue sur R, telle que m0 ≤ µ(s) ≤ m1, ∀s ∈ R (2.9)

avec 0 < m0 ≤ m1,

F est une fonction continue de R dans RN , (2.10)

u0 ∈ (L2(Ω))2, div u0 = 0, et u0 · n = 0 sur ∂Ω, (2.11)

θ0 est une fonction mesurable définie sur Ω telle que b(θ0) ∈ L1(Ω). (2.12)

Ce chapitre est composé de 6 sections. Dans la Section 2.2, on rapppelle la définition d’une
solution faible-renormalisée de (2.13) − (2.17). Dans la Section 2.3, on suppose de plus
que b′ est localement lipschitzienne. Il s’agit de montrer un résultat d’existence de solution
sous cette condition supplémentaire sur b, mais uniquement dans le cas où 1 < 2α < 3.
Le cas où 0 ≤ 2α ≤ 1 sera traité directement dans la section 2.4 sans passer par l’étape
intermédiaire où l’on suppose que b′ est localement lipschitzienne sur R. Dans la Section
2.3, on distingue deux cas suivant les valeurs de α. Dans le premier cas, on suppose que
1 < 2α < 2. On fixe θ dans L2α(Q) et on considère l’unique solution faible u de (2.13),
puis on désigne par θ̂ l’unique solution renormalisée du problème :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − ∆θ̂ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q,

θ̂ = 0 sur ΣT ,

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω,

on utilise alors l’estimation suivante : ∀p ∈ [1, N+2
N

[,

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).

Les propriétés de stabilité des solutions renormalisées pour les problèmes paraboliques (voir
[4], [9]) permettent alors de montrer que l’application ψ1 : θ → θ̂ est continue et compacte
de L2α(Q) dans lui même. On montre alors que :

‖θ̂‖L2α(Q) ≤ c

[
a2 + M2‖θ‖2α

L2α(Q) + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
.

En supposant que les données sont suffisament petites, il existe donc une boule de L2α(Q)
stable par l’application ψ1. Le théorème du point fixe de Schauder permet de conclure à
l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ) du système (2.13) − (2.17), telle que
θ est bornée dans L2α(Q), si b′ est localement lipschitizienne. Dans le deuxième cas, on
suppose que 2 ≤ 2α < 3, on vérifie que si p > 2

3−2α
, q = αp′ et r = 2α, on a :


∫ T

0

∫

Ω

F (θ) ϕdx dt

 ≤ C ‖θ‖α
Lr(0,T ;Lq(Ω)) · ‖ϕ‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + C ′ ‖ϕ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)),

pour θ dans Lr(0, T ; Lq(Ω)) et pour tout ϕ dans C∞
0 (Q). On fixe alors θ dans Lr(0, T ; Lq(Ω))

et on définit θ̂ comme ci-dessus. On a alors θ̂ ∈ L∞(0, T, L1(Ω)) avec ‖θ̂‖L∞(0,T,L1(Ω)) ≤ M ,
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et
∫ T

0

∫
Ω
|DTK(θ̂)|2 dx dt ≤ K · M , ∀K > 0. On en déduit que ∀q, r tel que 1 < q <

∞, et r < q

q−1
, θ̂ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), et il existe donc une constante C(q, r, Ω, N) telle

que‖θ̂‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ C ·M . En utilisant les estimations sur θ̂, on montre que l’application
ψ2 (définie par ψ2(θ) = θ̂) vérifie les hypothèses du théorème du point fixe de Schauder de
Lr(0, T ; Lq(Ω)) dans lui même, sous réserve que les données soient petites. On en déduit
l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ) du système (2.13)−(2.17) telle que θ est
bornée dans Lr(0, T ; Lq(Ω)). Dans la Section 2.4, on distingue deux cas suivant les valeurs
de α. Dans le premier cas, on suppose que 1 < 2α < 3. On introduit un problème approché
du sytème (2.13) − (2.17) en régularisant la fonction b par bε. Le travail établi dans la
Section 2.3 nous permet de conclure quant à l’existence d’une solution faible-renormalisée
de ce système. Enfin, on passe à la limite dans le système approché pour déduire l’existence
d’une solution faible-renormalisée du système couplé (2.13)− (2.17). Dans le deuxième cas,
on suppose que 0 ≤ 2α ≤ 1. On introduit un problème approché du sytème (2.13)− (2.17)
en remplacant la fonction F par F ε = F ◦ T 1

ε
. Le travail établi dans le Chapitre 1 nous

permet de conclure quant à l’existence d’une solution faible-renormalisée de ce système,
tout en s’affranchissant de l’hypothèse de petites données. Enfin, on passe à la limite dans
le système approché pour déduire l’existence d’une solution faible-renormalisée du système
couplé (2.13) − (2.17). Dans la cinquième section, on établit l’existence d’une solution
faible-renormalisée du système (2.13) − (2.17) en dimension N = 3, sous des conditions
très particulières, en effet, on suppose que F et u0 sont très petites. Enfin, dans la sixième et
dernière section, on énonce et on démontre quelques résultats d’unicité du système couplé
en dimension 2.

Dans la suite nous étudions le système suivant :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1

σ)′(Ω), (2.13)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

b(θ)t + u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (2.14)

div u = 0 dans Q, (2.15)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (2.16)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (2.17)

2.2 Existence et stabilité pour une fonction b plus régu-

lière

Dans cette section, nous supposons de plus que :

b′ est localement lipschitzienne sur R. (2.18)

Il s’agit de montrer un résultat d’existence de solution sous cette condition supplémentaire
sur b, mais uniquement dans le cas où 1 < 2α < 3. Le cas où 0 ≤ 2α ≤ 1 sera traité
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directement dans la section 2.4 sans passer par l’étape intermédiaire où l’on suppose que
b′ est localement lipschitzienne sur R.
Cette section est consacrée à la démonstration du théorème suivant :

Théorème 2.2.1. On suppose vérifiées les hypothèses (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12) et (2.18), et que la fonction F vérifie
∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0, M ≥ 0, alors :
si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a+‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe une
solution faible-renormalisée du système (2.13) − (2.17) (au sens de la Définition 1.2.2).

Remarque 2.2.2. Dans la Définition 1.2.2, le produit de dualité 〈, 〉L2
σ

devient 〈, 〉H−1,H1
0

si 2 ≤ 2α < 3.

Preuve du Théorème 2.2.1.

Nous utilisons une méthode de point fixe.
Selon les valeurs de α, la fonction θ sera choisit dans un espace particulier.

- θ ∈ L2α(Q) si 1 < 2α < 2.
- θ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)) si 2 ≤ 2α < 3, avec pour ce dernier cas, q = αp′ et r = 2α. Le

nombre réel p′ est l’exposant conjugué de p, où p vérifie p > 2
3−2α

.
Considérons maintenant le problème suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1
σ)′(Ω), (2.19)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div u = 0 dans Q, (2.20)

u = 0 sur ΣT , (2.21)

u(t = 0) = u0 dans Ω (2.22)

Lemme 2.2.3. On suppose vérifiées les hypothèses (2.9), (2.10), (2.11). La fonction F
vérifie l’hypothèse de croissance (2.6) telle que 2α ∈]1, 3[. Selon les valeurs de α, θ est fixé
dans un espace particulier comme ci-dessus. Alors il existe une unique solution faible u du
problème (2.19) − (2.22) telle que u ∈ L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)).

Preuve du Lemme 2.2.3.

Pour tout 2α appartenant à ]1, 3[, la fonction θ est fixé dans un espace de telle sorte
que F (θ) ∈ L2(Q) où alors F (θ) s’identifie à un élement de L2(0, T ; H−1(Ω)). En effet,
prenons par exemple le cas où 1 ≤ α < 3

2
, on a 2 ≤ 2

3−2α
< ∞.

On choisit p tel que 2
3−2α

< p < ∞, alors p > 2. Soit p′ le conjugué de Hölder de p

(1
p

+ 1
p′

= 1).

On note q = αp′ et r = 2α.
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Soit une fonction ϕ dans C∞
0 (Ω × (0, T ))). En utilisant l’inégalité de Hölder, on a :

∫ T

0

∫

Ω

|θα| |ϕ| dx dt ≤

∫ T

0

( ∫

Ω

|θαp′ |dx
) 1

p′
( ∫

Ω

|ϕp|dx
) 1

p

dt,

≤

(∫ T

0

( ∫

Ω

|θαp′|dx
) 2

p′

) 1
2

dt ·

(∫ T

0

( ∫

Ω

|ϕp|dx
) 2

p

) 1
2

dt,

d’après les inclusions de Sobolev, on obtient :

∫ T

0

∫

Ω

|θα| |ϕ| dx dt ≤ C

( ∫ T

0

( ∫

Ω

|θq|dx
) r

q

) q

p′r

dt · ‖ϕ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)),

ce qui implique :

∫ T

0

∫

Ω

|θα| |ϕ| dx dt ≤ C ‖θ‖α
Lr(0,T ;Lq(Ω)) · ‖ϕ‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)).

Et d’après la croissance de F , on a :


∫ T

0

∫

Ω

F (θ) ϕdx dt

 ≤ C ‖θ‖α
Lr(0,T ;Lq(Ω)) · ‖ϕ‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + C ′ ‖ϕ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)).

Donc la fonction F (θ) s’identifie à un élement de L2(0, T ; H−1(Ω)). D’après la Remarque
1.3.3, il existe une unique solution faible u du problème (2.19) − (2.22) telle que u ∈
L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2
σ(Ω)).

On passe maintenant à l’analyse du second problème qui provient du système (2.13)−
(2.17) :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − ∆θ̂ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (2.23)

θ̂ = 0 sur ΣT , (2.24)

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω (2.25)

Lemme 2.2.4. On choisit θ comme dans le Lemme 2.2.3, u est l’unique solution du pro-
bléme (2.19)−(2.22), sous les hypothèses (2.7), (2.8), (2.9) et (2.12), il existe une unique so-
lution renormalisée θ̂ du problème (2.23)−(2.25) telle que TK(θ̂) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)),∀K ≥ 0
et b(θ̂) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).

Preuve du Lemme 2.2.4.

Voir les étapes 1 à 8 du premier chapitre.
RETOUR À LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME (2.2.1) :

Dans la suite, nous distinguons deux cas possibles :
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CAS 1 : 1 < 2α < 2. On définit l’application suivante :

ψ1 : L2α(Q) −→ L2α(Q) :

θ −→ θ̂ = ψ1(θ),

où θ̂ est donnée par le Lemme 2.2.4.
Dans un premier temps, nous rappelons le lemme suivant dont la démonstration a
été faite dans le premier chapitre :

Lemme 2.2.5. ∀p ∈ [1, 2[, il existe une constante c(p,N, Ω, T ) qui dépend unique-
ment de p, N , Ω, et T telle que :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)).

Dans ce qui suit, nous allons montrer que ψ1 est compacte, continue et qu’il existe
une boule B de L2α(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B.
i-ψ1 est compacte :

soit θn une suite de fonctions bornée dans L2α(Q), et la suite θ̂n définie par :

ψ1(θn) = θ̂n.

Pour n ≥ 1 fixé, d’après le lemme (2.2.3), un est l’unique solution faible du problème
suivant :

unt + (un · ∇)un − 2 div (µ(θn)Dun) = F (θn) dans (H1
σ)′(Ω), (2.26)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div un = 0 dans Q, (2.27)

un = 0 sur ΣT , (2.28)

un(·, 0) = u0 dans Ω. (2.29)

D’après la définition de ψ1 (voir le Lemme 2.2.4), pour n ≥ 1 fixé, θ̂n est l’unique
solution renormalisée du problème suivant :

b(θ̂n)t + un · ∇b(θ̂n) − ∆θ̂n = 2µ(θn)|Dun|
2 dans Q, (2.30)

θ̂n = 0 sur ΣT , (2.31)

b(θ̂n)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (2.32)

D’après la croissance de F (voir (2.6)), on déduit que F (θn) est bornée dans L2(Q).
Nous avons alors, comme dans le chapitre 1 :

un est bornée dans L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (2.33)

unt est bornée dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)).
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Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (2.34)

un → u fortement dans L2
σ(Q), (2.35)

unt ⇀ ut faiblement dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)), (2.36)

quand n tend vers +∞, où u est une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)).
Cela implique que :

µ(θn)|Dun|
2 est bornée dans L1(Q). (2.37)

Utilisant cette fois-ci l’estimation (2.37), ainsi que le Lemme 2.2.5, on obtient :

θ̂n est bornée dans Lp(Q), (2.38)

pour tout p ∈ [1, 2[.

Pour n ≥ 1 fixé, nous avons en particulier :

∂S(b(θ̂n))

∂t
+ div (un · S(b(θ̂n))) − div (S ′(b(θ̂n))Dθ̂n)

+S ′′(b(θ̂n))b′(θ̂n)|Dθ̂n|
2 = 2µ(θn)|Dun|

2S ′(b(θ̂n)) dans D′(Q) (2.39)

⋆ ESTIMATIONS A PRIORI : On prend TK(θ̂n) comme fonction test dans (2.39),
avec S = SM , et SM ∈ W 2,∞(R) telle que S ′

M soit à support compact (supp(S ′
M) ⊂

[−M, M ]), S ′
M = 1 dans [−M

2
, M

2
] et SM(0) = 0.

En reprenant le même raisonnement du paragraphe (i), Section 3 (ψ1 est compacte)
du Chapitre 1, on retrouve les estimations suivantes :

SM(b(θ̂n)) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)), (2.40)

et
∂SM(b(θ̂n))

∂t
est bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)) + L1(Q), (2.41)

pour tout,M ≥ 1. D’après ce même raisonnement, et grâce aux estimations (2.40) et
(2.41), on vérifie que pour une sous-suite toujours indexée par n, il existe une fonction
ϑ telle que :

θ̂n converge presque partout vers ϑ dans Q, (2.42)

b(θ̂n) converge presque partout vers b(ϑ) dans Q, (2.43)

et
TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(ϑ) dans L2(0, T ; H0

1(Ω)), (2.44)

pour tout K ≥ 0, quand n tend vers +∞. En utilisant (2.38), et (2.42), on conclut
que :

θ̂n demeure dans un compact de Lq(Q), (2.45)
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pour tout q vérifiant q < p, avec 1 ≤ p < 2,
alors

θ̂n demeure dans un compact de Lp(Q), (2.46)

pour tout p vérifiant 1 ≤ p < 2, en particulier :

θ̂n demeure dans un compact de L2α(Q), (2.47)

puisque 1 < 2α < 2.
ii-ψ1 est continue :
soit θn une suite de fonctions de L2α(Q) telle que :

θn −→ θ fortement dans L2α(Q), (2.48)

quand n tend vers +∞ (avec 1 < 2α < 2), où θ est une fonction appartenant à
L2α(Q). Soit θ̂n et θ̂ définies par :

ψ1(θn) = θ̂n et ψ1(θ) = θ̂.

On suit le même type de raisonnement que dans (i), on rappelle que pour une sous-
suite toujours indexée par n, il existe une fonction ϑ telle que :

θ̂n converge presque partout vers ϑ dans Q,

b(θ̂n) converge presque partout vers b(ϑ) dans Q,

et
TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(ϑ) dans L2(0, T ; H0

1(Ω)),

pour tout K ≥ 0, quand n tend vers +∞. Par ailleurs, on a :

F (θn) ⇀ F (θ) dans L2(Q),

quand n tend vers l’infini et un est compacte dans L2(Q). On en déduit :

un −→ u dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

quand n tend vers l’infini. Dans la suite, il suffit de reprendre exactement le même
raisonnement du paragraphe (iii), Section 3 (ψ1 est continue) du Chapitre 1 pour
conclure que ϑ est une solution renormalisée du problème (2.23)− (2.25). D’après le
Lemme (2.2.4), on conclut que :

ϑ = θ̂ p.p. dans Q,

d’après l’estimation (2.42), on obtient :

θ̂n converge presque partout vers θ̂ dans Q. (2.49)
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Les estimations (2.38) et (2.49) impliquent :

θ̂n −→ θ̂ fortement dans Lq(Q), (2.50)

pour tout q tel que q < p, avec 1 ≤ p < 2,
alors

θ̂n −→ θ̂ fortement dans Lp(Q), (2.51)

pour tout p tel que 1 ≤ p < 2,
par conséquent :

θ̂n −→ θ̂ fortement dans L2α(Q), (2.52)

car 1 < 2α < 2.
iii-Il existe une boule B de L2α(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B :
on cherche à déterminer un nombre réel positif R, tel que :

ψ1(BL2α(Q)(0, R)) ⊂ BL2α(Q)(0, R).

On suppose que θ appartient à BL2α(Q)(0, R).
On rappelle que u, appartenant à L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) est l’unique

solution du problème (2.19)− (2.22). On utilise alors u comme une fonction test dans
(2.19), on a :

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx +
1

2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ)|Du|2 dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt +
1

2

∫

Ω

|u0|
2 dx,

alors
1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx +
m0

2

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt

≤

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt +
1

2
‖u0‖

2
L2(Ω),

ce qui implique

m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ 2

∫ T

0

‖F (θ)‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) dt + ‖u0‖
2
L2(Ω). (2.53)

D’après l’estimation (2.53), ainsi que l’inégalité de Poincaré, on obtient :

m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ c1

∫ T

0

‖F (θ)‖L2(Ω)‖∇u‖L2(Ω) dt + ‖u0‖
2
L2(Ω), (2.54)

où c1 est une constante, l’inégalité de Young, l’estimation (2.54) ainsi que l’inégalité
de Korn nous permettent de conclure que :

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤
c1

2

m0
2
‖F (θ)‖2

L2(Q) +
2

m0

‖u0‖
2
L2(Ω). (2.55)
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D’après le Lemme (2.2.5), et l’estimation (2.55), on a :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )

[
m1c1

2

m0
2
‖F (θ)‖2

L2(Q) +
2m1

m0

‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
, (2.56)

pour tout p tel que 1 ≤ p < 2.
D’après la croissance de F , on obtient :

|F (θ)|2 ≤ 2(a2 + M2|θ|2α) p.p. dans Q,

alors
‖F (θ)‖2

L2(Q) ≤ 2a2 mes(Ω)T + 2M2‖θ‖2α
L2α(Q). (2.57)

Il s’ensuit d’après (2.56) et (2.57) que :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )

[
2m1c1

2

m0
2

a2 mes(Ω)T +
2m1c1

2

m0
2

M2‖θ‖2α
L2α(Q)

+
2m1

m0

‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
,

pour tout p tel que 1 ≤ p < 2. Puisque 1 < 2α < 2, nous avons en particulier :

‖θ̂‖L2α(Q) ≤ c(α, N, Ω, T )

[
2m1c1

2

m0
2

a2 mes(Ω)T +
2m1c1

2

m0
2

M2‖θ‖2α
L2α(Q)

+
2m1

m0

‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
.

On en déduit que :

‖θ̂‖L2α(Q) ≤ c

[
a2 + M2‖θ‖2α

L2α(Q) + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
,

avec c une constante qui ne dépend pas de ‖θ‖L2α(Q).
Maintenant, on cherche à déterminer un nombre réel positif R tel que :

c

(
a2 + M2R2α + ‖u0‖

2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

)
≤ R.

On sait que s’il existe un nombre réel positif η, suffisamment petit tel que :

a2 + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η,

alors, il existe R(η) > 0 tel que :

c

(
a2 + M2R2α(η) + ‖u0‖

2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

)
≤ R(η),
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cela implique :
ψ1(BL2α(Q)(0, R(η))) ⊂ BL2α(Q)(0, R(η)).

On applique le théorème du point fixe de Schauder. D’après la définition de ψ1,
on conclut que sous la condition de petites données, il existe une solution faible-
renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du problème (2.13) − (2.17) telle
que :

‖θ‖L2α(Q) ≤ R(η),

pour η suffisamment petit.

CAS 2 : 2 ≤ 2α < 3. Dans un premier temps, nous allons donner la preuve du lemme
suivant :

Lemme 2.2.6. Soit θ une fonction mesurable définie sur Q, et une constante M > 0,
telle que :

θ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)), ‖θ‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ M, (2.58)

∀K > 0, TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) et

∫

Q

|DTK(θ)|2 dx dt ≤ K M, (2.59)

alors, pour tout q, r vérifiant 1 < q < ∞, et r < q

q−1
, on a θ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), et il

existe une constante C (qui dépend de T, r, q, Ω, N) telle que

‖θ‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ C M.

Preuve du Lemme 2.2.6.

D’après l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on a :
∫

Ω

|TK(θ)|3 dx ≤ C

∫

Ω

|TK(θ)| dx

∫

Ω

|DTK(θ)|2 dx,

≤ C M

∫

Ω

|DTK(θ)|2 dx,

pour presque tout t dans (0, T ).
Ce qui implique :

mes{(x, t) : |θ| > K} ≤ C
M

K3

∫

Ω

|DTK(θ)|2 dx. (2.60)

On écrit :
∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt =

∫ T

0

( ∫ ∞

0

mes{x ∈ Ω : |θ|q > s} ds

) r
q

dt,

d’après l’estimation (2.58), on a :

mes{x ∈ Ω : |θ| > K} ≤
M

K
, (2.61)
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pour presque tout t dans (0, T ).
Pour presque tout t dans (0, T ), on a :

mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)|q > s} = mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)| > s
1
q }

=

(
mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)| > s

1
q }

)o (
mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)| > s

1
q }

)1−o

,

les estimations (2.60) et (2.61), impliquent :

mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)|q > s} ≤ CM o

(∫
Ω
|DT

s
1
q
(θ)|2 dx

s
3
q

)o
M1−o

s
1−o

q

,

On en déduit :

mes{x ∈ Ω : |θ(t, x)|q > s} ≤ CM

( ∫

Ω

|DT
s

1
q
(θ)|2 dx

)o
1

s
1+2o

q

, (2.62)

pour presque tout t dans (0, T ).
Dans ce qui suit, la preuve de ce lemme sera divisée en trois étapes.

Étape 1 : q = r. On pose o = 1. Soit un nombre réel positif β, on a :

∫ T

0

∫

Ω

|θ|qdx dt ≤

∫ T

0

∫ β

0

mes{x ∈ Ω : |θ|q > s} ds dt

+

∫ T

0

∫ ∞

β

mes{x ∈ Ω : |θ|q > s} ds dt.

D’après (2.62), on obtient :
∫ T

0

∫

Ω

|θ|qdx dt ≤ βT |Ω| + CM

∫ T

0

∫ ∞

β

∫

Ω

|DT
s

1
q
(θ)|2 dx

1

s
3
q

ds dt.

Le théorème de Fubini permet de conclure que :
∫ T

0

∫

Ω

|θ|qdx dt ≤ βT |Ω| + CM

∫ ∞

β

∫ T

0

∫

Ω

|DT
s

1
q
(θ)|2 dx

1

s
3
q

dt ds,

≤ βT |Ω| + CM

∫ ∞

β

M

s
2
q

ds.

Rappelons que q < 2 (par hypothèse), alors :

∫ T

0

∫

Ω

|θ|qdx dt ≤ βT |Ω| + CM2 β1− 2
q

−1 + 2
q

.

On pose β = M q, on en déduit que :
∫ T

0

∫

Ω

|θ|qdx dt ≤ M q(T |Ω| +
Cq

2 − q
).
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Étape 2 : q < r. Soit un nombre réel positif β, on a :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤

∫ T

0

( ∫ β

0

mes{x ∈ Ω : |θ|q > s} ds

) r
q

dt

+

∫ T

0

( ∫ ∞

β

mes{x ∈ Ω : |θ|q > s} ds

) r
q

dt.

On pose o = q

r
dans (2.62), on obtient :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ β
r
q |Ω|

r
q T + C

∫ T

0

( ∫ ∞

β

M

( ∫
Ω
|DT

s
1
q
(θ)|2 dx

) q
r

s
1
q
+ 2

r

ds

) r
q

dt.

Pour un nombre réel γ > 1, on écrit :

( ∫

Ω

|DT
s

1
q
(θ)|2 dx

) q
r

=

(∫
Ω
|DT

s
1
q
(θ)|2 dx

s
1
q
+γ

) q
r

s
1
r
+ γq

r ,

pour presque tout t dans (0, T ).
D’après l’inégalité de Hölder, on a :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ β
r
q |Ω|

r
q T

+CM
r
q

∫ T

0

[ ∫ ∞

β

∫
Ω
|DT

s
1
q
(θ)|2 dx

s
1
q
+γ

]
ds ·

[ ∫ ∞

β

ds

s[ 1
q
+ 1

r
(1−qγ)] r

r−q

] r−q
q

dt,

l’intégrale

[ ∫ ∞

β

ds

s[ 1
q
+ 1

r
(1−qγ)] r

r−q

] r−q
q

est finie et indépendante de t, si et seulement

si on a [1
q

+ 1
r
(1 − qγ)] r

r−q
> 1.

Le théorème de Fubini implique :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ β
r
q |Ω|

r
q T + CM1+ r

q

∫ ∞

β

1

sγ
ds ·

[ ∫ ∞

β

ds

s[ 1
q
+ 1

r
(1−qγ)] r

r−q

] r−q
q

,

on sait que r < q

q−1
(par hypothèses du Lemme 2.2.6), alors 1 + 1

q
+ r

q2 −
r
q

> 1,
il existe un nombre réel γ tel que 1 < γ < 1 + 1

q
+ r

q2 −
r
q
, il est facile de vérifier
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qu’on a [1
q

+ 1
r
(1 − qγ)] r

r−q
> 1.

On a également :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ β
r
q |Ω|

r
q T + CM1+ r

q
β1−γ

γ − 1
·

β

[
1−[ 1

q
+ 1

r
(1−qγ)] r

r−q

]
r−q

q

[1
q

+ 1
r
(1 − qγ)] r

r−q
− 1

,

si on pose β = M q, on conclut que :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ C(γ, r, q,N)M r.

Étape 3 : r < q. Si q < 2, alors r < 2. D’après l’inégalité de Hölder on a :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ C(r, q, Ω, T )

( ∫ T

0

∫

Ω

|θ|q dx dt

) r
q

,

d’après la première étape, on a :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ C(r, q, Ω, T )M r.

Si q ≥ 2, pour 0 < o < 1, l’inégalité de Hölder implique :

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

≤

( ∫

Ω

|θ|q−o+o dx

) r
q

,

≤

( ∫

Ω

|θ| dx

) o r
q

( ∫

Ω

|θ|
q−o
1−o dx

) (1−o)r
q

,

pour presque tout t dans (0, T ).
L’estimation (2.58) nous donne :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ M
o r
q

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|
q−o
1−o dx

) 1−o
q−o

r(q−o)
q

dt. (2.63)

Dans la suite, on montre que pour tout K > 0 :

∫ T

0

( ∫

Ω

|TK(θ)|
q−o
1−o dx

) 1−o
q−o

r(q−o)
q

dt ≤ CM. (2.64)

On rappelle que N = 2, d’après les inclusions de Sobolev, on obtient :

∫

Ω

|TK(θ)|p dx ≤ C(p, |Ω|)

( ∫

Ω

|DTK(θ)|2 dx

) p
2

, (2.65)
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pour tout p ≥ 2.
on prend p = 2q

(1−o)r
, et on écrit :

|TK(θ)|
q−o
1−o ≤ |TK(θ)|p · K

1
1−o

(q−o− 2q
r

),

pour presque tout (x, t) dans Q, alors :

( ∫

Ω

|TK(θ)|
q−o
1−o dx

) 1−o
q−o

r(q−o)
q

≤ K
r
q
(q−o− 2q

r
)

( ∫

Ω

|TK(θ)|p dx

) 2
p

,

pour presque tout t dans (0, T ).
D’après l’estimation (2.65), on déduit que :

( ∫

Ω

|TK(θ)|
q−o
1−o dx

) 1−o
q−o

r(q−o)
q

≤ cK
r
q
(q−o− 2q

r
)

∫

Ω

|DTK(θ)|2 dx,

pour presque tout t dans (0, T ).
Cela implique :

∫ T

0

( ∫

Ω

|TK(θ)|
q−o
1−o dx

) (1−o)r
q

dt ≤ CK
r
q
(q−o− 2q

r
)K M,

par hypothèses du Lemme 2.2.6, on sait que r < q

q−1
, alors 0 < q

r
(r− 1) < 1, on

peut prendre o = q

r
(r − 1), la preuve de (2.64) est alors terminée.

L’estimation (2.64) et le lemme de Fatou permettent de conclure que :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|
q−o
1−o dx

) 1−o
q−o

r(q−o)
q

dt ≤ CM, (2.66)

d’après (2.63), on déduit que :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ|q dx

) r
q

dt ≤ C(γ, r, q,N)M r.

La preuve du Lemme 2.2.6 est alors complète.

On rappelle que si 1 ≤ α < 3
2

alors 2 ≤ 2
3−2α

< ∞.
On choisit p tel que 2

3−2α
< p < ∞, alors p > 2. Soit p′ le conjugué de Hölder de p

(1
p

+ 1
p′

= 1).

1 < p′ <
2

2α − 1
.

On pose q = αp′ et r = 2α.
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On remarque que r et q vérifient 1 < q < ∞, et r < q

q−1
. Soit θ une fonction de

Lr(0, T ; Lq(Ω)). Dans la preuve du Lemme 2.2.3, on a montré que la fonction F (θ)
s’identifie à un élement de L2(0, T ; H−1(Ω)) et qu’on a :

‖F (θ)‖L2(H−1(Ω)) ≤ C(a + ‖θ‖α
L2α(Lq(Ω))). (2.67)

D’après le Lemme 2.2.3, il existe une solution unique u ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω))∩L∞(0, T ; L2(Ω))

du problème (2.19)− (2.22). De plus d’après le Lemme 2.2.4, il existe une solution re-
normalisée unique θ̂ du problème (2.23)−(2.25) telle que TK(θ̂) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)),∀K ≥
0 et b(θ̂) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).
On définit l’application suivante :

ψ2 : Lr(0, T ; Lq(Ω)) −→ Lr(0, T ; Lq(Ω))

θ −→ θ̂ = ψ2(θ)

On sait que θ̂ vérifie les estimations (1.168), (1.170). Le Lemme (2.2.6) permet alors
de déduire que θ̂ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)). L’application ψ2 est bien définie.
Dans ce qui suit, nous allons démontrer que ψ2 est compacte, continue et qu’il existe
une boule B de Lr(0, T ; Lq(Ω)) telle que ψ2(B) ⊂ B.
i-ψ2 est compacte :

On définit une suite de fonctions θn bornée dans Lr(0, T ; Lq(Ω)), et la suite θ̂n par

ψ2(θn) = θ̂n.

Pour n ≥ 1 fixé, d’après le Lemme (2.2.3), un est l’unique solution du problème
suivant :

unt + (un · ∇)un − 2 div (µ(θn)Dun) = F (θn) dans (H1
σ)′(Ω), (2.68)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div un = 0 dans Q, (2.69)

un = 0 sur ΣT , (2.70)

un(·, 0) = u0 dans Ω. (2.71)

Grâce à l’estimation (2.67), on déduit que F (θn) est bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)).
Alors :

un est bornée dans L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (2.72)

unt est bornée dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)).

On peut alors extraire une sous-suite telle que :

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (2.73)

un → u fortement dans L2
σ(Q), (2.74)

unt ⇀ ut faiblement dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)), (2.75)
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quand n tend vers +∞, où u est une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)).
(voir [31] et [17]).
Cela implique :

µ(θn)|Dun|
2 est bornée dans L1(Q). (2.76)

D’après la définition de ψ2, l’estimation (2.76), et le Lemme 2.2.4, nous obtenons
pour n ≥ 1 fixé :
θ̂n est l’unique solution renormalisée du problème suivant :

b(θ̂n)t + un · ∇b(θ̂n) − ∆θ̂n = 2µ(θn)|Dun|
2 dans Q, (2.77)

θ̂n = 0 sur ΣT , (2.78)

b(θ̂n)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (2.79)

L’estimation (2.76) implique que les hypothèses du Lemme (2.2.6) sont satisfaites et
par conséquent :

θ̂n est bornée dans Lr1(0, T ; Lq1(Ω)), (2.80)

pour tout couple (q1, r1) tel que 1 < q1 < ∞ et r1 < q1

q1−1
.

On suit le même raisonnement de (i), dans le cas où 1 < 2α < 2, on obtient :

θ̂n → ϑ,

à une sous-suite près, presque partout dans Q, quand n tend vers +∞, où ϑ est une
fonction mesurable.
Maintenant, on démontre que :

θ̂n → ϑ,

fortement dans Lr(0, T ; Lq(Ω)), quand n tend vers +∞.
Dans un premier temps, on montre qu’ils existent q1 et r1 tel que q1 > q, r1 > r,
1 < q1 < ∞ et r1 < q1

q1−1
.

On sait que p > 2
3−2α

⇒ αp

p−1
< 2α

2α−1
, on choisit q1 tel que αp

p−1
< q1 < 2α

2α−1
.

q1 > αp′ ⇒ q1 > q.

q1 <
2α

2α − 1
⇒ 2α <

q1

q1 − 1
,

on choisit r1 tel que

2α < r1 <
q1

q1 − 1
,

cela implique r1 > r et r1 < q1

q1−1
. On utilise l’inégalité de Hölder :

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n|
q dx

) r
q

dt ≤

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ̂n|
q1 dx

) r
q1

· (mes {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q dt,
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alors

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n|
q dx

) r
q

dt ≤

(∫ T

0

( ∫

Ω

|θ̂n|
q1 dx

) r1
q1

dt

) r
r1

· I, (2.81)

où I =

( ∫ T

0

(mes {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q

r1
r1−r dt

) r1−r

r1

.

On a pour presque tout t dans (0, T ) :

mes {x ∈ Ω; |θ̂n| > K} ≤
M

K
,

car θ̂n est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)). Alors

∫ T

0

(mes {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q

r1
r1−r dt ≤ T

M s

Ks
,

où s = q1−q

q1

r
q

r1

r1−r
, on en déduit :

( ∫ T

0

(mes {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q

r1
r1−r dt

) r1−r

r1

≤ T
r1−r

r1
M

q1−q

q1

r
q

K
q1−q

q1

r
q

.

Finalement, on obtient :

( ∫ T

0

(mes {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q

r1
r1−r dt

) r1−r

r1

tend vers zéro, quand K tend vers + ∞,

indépendamment de n. D’après les estimations (2.81) et (2.80), on conclut que :

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n|
q dx

) r
q

dt tend vers zéro quand K tend vers + ∞, (2.82)

indépendamment de n. On rappelle que :

θ̂n → ϑ,

presque partout dans Q, quand n tend vers +∞. De plus, en suivant le même raison-
nement que (i) et (ii), dans le cas où 1 < 2α < 2, on conclut que ϑ satisfait (2.58) et
(2.59). Grâce au Lemme (2.2.6), on obtient en particulier :

ϑ ∈ Lr1(0, T ; Lq1(Ω)).
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A présent, on observe l’inégalité :
∫ T

0

( ∫

Ω

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt ≤

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx +

∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt,

d’après l’inégalité de Young :

∫ T

0

( ∫

Ω

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt ≤ C

∫ T

0

(∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt

+ C

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt. (2.83)

Pour presque tout t dans (0, T ), on a :

|θ̂n − ϑ|qχ{|θ̂n|≤K} → 0,

p.p. dans Ω, quand n tend vers +∞ et

|θ̂n − ϑ|qχ{|θ̂n|≤K} ≤ C(Kq + |ϑ|q) ∈ L1(Ω),

pour presque tout t dans (0, T ). Le théorème de Lebesgue implique que :
∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx → 0,

quand n tend vers +∞, de plus, nous avons :
∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx ≤ C1

(
|Ω|Kq +

∫

Ω

|ϑ|q dx

)
,

ce qui implique : ( ∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

→ 0,

quand n tend vers +∞, pour presque tout t dans (0, T ), et
( ∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

≤ C2

(
|Ω|Kr +

( ∫

Ω

|ϑ|q dx

) r
q )

.

Soit la fonction définie par :

t −→ |Ω|Kr +

( ∫

Ω

|ϑ(x, t)|q dx

) r
q

∈ L1(0, T ),

on applique le théorème de Lebesgue :
∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|≤K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt → 0, (2.84)
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quand n tend vers +∞.
Dans ce qui suit, on montre que le second membre à droite de l’inégalité (2.83), tend
vers zéro, quand K tend vers +∞, indépendamment de n. Grâce à l’inégalité de
Young, on obtient :

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt ≤ C3

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n|
q dx

) r
q

dt

+ C3

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|ϑ|q dx

) r
q

dt, (2.85)

d’après (2.82), le premier terme à droite de l’inégalité (2.85), tend vers zéro, quand
K tend vers +∞, indépendamment de n. On rappelle que ϑ ∈ Lr1(0, T ; Lq1(Ω)), les
mêmes arguments qui nous ont permis d’avoir l’estimation (2.82), nous assurent que :

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|ϑ|q dx

) r
q

dt ≤

(∫ T

0

( ∫

Ω

|ϑ|q1 dx

) r1
q1

dt

) r
r1

· J

où J =

( ∫ T

0

(meas {|θ̂n| > K})
q1−q

q1

r
q

r1
r1−r dt

) r1−r

r1

,

cela implique que le deuxième terme à droite de l’inégalité (2.85), tend vers zéro,
quand K tend vers +∞, indépendamment de n. On en déduit que :

∫ T

0

( ∫

{|θ̂n|>K}

|θ̂n − ϑ|q dx

) r
q

dt → 0, (2.86)

quand K tend vers +∞, indépendamment de n.
D’après les estimations (2.83), (2.84) et (2.86), on conclut que :

θ̂n → ϑ fortement dans Lr(0, T ; Lq(Ω)), (2.87)

quand n tend vers +∞.
ii-ψ2 est continue :
soit θn une suite de fonctions de Lr(0, T ; Lq(Ω)) telle que :

θn −→ θ fortement dans Lr(0, T ; Lq(Ω)), (2.88)

quand n tend vers +∞, où θ est une fonction qui appartient à̀ Lr(0, T ; Lq(Ω)). Soit
θ̂n, et θ̂ définies par :

ψ2(θn) = θ̂n et ψ2(θ) = θ̂.

On suit le même raisonnement que (ii) dans le cas où 1 < 2α < 2, on rappelle que
pour une sous- suite indexée par n, il existe une fonction v telle que :

θ̂n converge presque partout vers v dans Q,
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b(θ̂n) converge presque partout vers b(v) dans Q,

et
TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(v) dans L2(0, T ; H0

1(Ω)),

quand n tend vers +∞.
On sait que l’application :

Lr(0, T ; Lq(Ω)) −→ L2(0, T ; Lp′(Ω))

θ −→ F (θ)

est continue et que l’injection L2(0, T ; Lp′(Ω)) ⊂ L2(0, T ; H−1(Ω)) est continue. Donc,
d’après (2.88), on déduit que :

F (θn) → F (θ) dans L2(0, T ; H−1(Ω)),

quand n tend vers +∞. D’où :

µ(θn)|Dun|
2 → µ(θ)|Du|2 dans L1(Q).

quand n tend vers +∞. On conclut que v est une solution renormalisée du problème
(2.23) − (2.25). D’après le Lemme 2.2.4, on a v = θ̂ p.p. dans Q, alors :

θ̂n converge presque partout vers θ̂ dans Q. (2.89)

D’après les mêmes arguments qui ont donné l’estimation (2.80), on sait que θ̂n est
bornée dans Lr1(0, T ; Lq1(Ω)), pour tout (q1, r1) tel que 1 < q1 < ∞ et r1 < q1

q1−1
.

On conclut (compacité de ψ2) que :

θ̂n → θ̂ fortement dans Lr(0, T ; Lq(Ω)),

quand n tend vers +∞.
iii-Il existe une boule B de Lr(0, T ; Lq(Ω)) telle que ψ2(B) ⊂ B
On cherche à déterminer un nombre réel positif R, tel que :

ψ2(BLr(0,T ;Lq(Ω))(0, R)) ⊂ BLr(0,T ;Lq(Ω))(0, R).

On suppose que θ appartient à BLr(0,T ;Lq(Ω))(0, R).
On rapelle que u, appartenant à L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) est l’unique so-

lution du problème (2.19) − (2.22). On utilise alors u comme une fonction test dans
(2.19), on obtient :

1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx +
1

2

∫ T

0

∫

Ω

µ(θ)|Du|2 dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt +
1

2

∫

Ω

|u0|
2 dx,
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alors
1

2

∫

Ω

|u(t)|2 dx +
m0

2

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt

≤

∫ T

0

∫

Ω

F (θ) · u dx dt +
1

2
‖u0‖

2
L2(Ω),

d’après la définition de F , on a :

m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ 2

∫ T

0

∫

Ω

a u dx dt + ‖u0‖
2
L2(Ω)

+2M

∫ T

0

∫

Ω

|θ|α u dx dt,

d’après (2.67), on a :

m0

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ 2a ‖u‖L2(Q) + 2M‖θ‖α
Lr(0,T ;Lq(Ω)) ‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ‖u0‖
2
L2(Ω).

On applique les inégalités de Young et de Poincaré ainsi que l’inégalité de Korn pour
obtenir :

m0

2

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤ c1a ‖∇u‖L2(Q) +
2M2

m0

‖θ‖2α
Lr(0,T ;Lq(Ω)) + ‖u0‖

2
L2(Ω).

On applique une fois de plus les inégalités de Young et de Korn, d’où :

∫ T

0

∫

Ω

|Du|2 dx dt ≤
4c1

2a2

m0
2

+
8M2

m0
2
‖θ‖2α

Lr(0,T ;Lq(Ω)) +
4

m0

‖u0‖
2
L2(Ω).

Le Lemme 2.2.6, implique que :

‖θ̂‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ c2

(
‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

)
,

on conclut alors que :

‖θ̂‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ c

[
a2 + M2‖θ‖2α

Lr(0,T ;Lq(Ω)) + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

]
,

c est une constante indépendante de ‖θ‖Lr(0,T ;Lq(Ω)).
Désormais, on cherche un nombre réel positif R tel que :

c

(
a2 + M2R2α + ‖u0‖

2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

)
≤ R,

on sait que s’il existe un nombre réel positif η, suffisamment petit tel que :

a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η,
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alors, il existe R(η) > 0 tel que :

c

(
a2 + M2R2α(η) + ‖u0‖

2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω)

)
≤ R(η),

ce qui implique :

ψ2(BLr(0,T ;Lq(Ω))(0, R(η))) ⊂ BLr(0,T ;Lq(Ω))(0, R(η)).

Le théorème du point fixe de Schauder ainsi que la définition de ψ2, permettent de
conclure qu’il existe une solution faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition
1.2.2 ) du problème (2.13) − (2.17), pour des données petites, telle que :

‖θ‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ R(η),

pour η suffisamment petit.

2.3 Existence de solution du système couplé

Dans cette section b satisfait (2.7) et (2.8). On ne suppose donc plus b′ localement
lipschitzienne.

Théorème 2.3.1. On suppose vérifiées les hypothèses (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12) et que la fonction F vérifie
∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0, M ≥ 0, alors :
- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système
(2.13) − (2.17) (au sens de la Définition 1.2.2).
- si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe
une solution faible-renormalisée du système (2.13) − (2.17).

Preuve du Théorème 2.3.1.

On distingue deux cas suivant les valeurs de α :

CAS 1 : 1 < 2α < 3. Soit bε une suite de fonctions qui régularise b :
bε est une suite de fonctions de classe C2 telle que b

′

ε(r) > 0,∀r ∈ R, bε(0) = 0 et
telle que bε et b′ε convergent uniformément vers b et b′ successivement sur R quand ε
tend vers 0.

Puisque bε ∈ C2(R) alors b′ε est localement lipschitizenne sur R.

Sachant que b′ε converge vers b′ uniformément sur R quand ε tend vers 0, et grâce à
l’estimation (2.8), on obtient :

b′ε(r) ≥
α′

2
∀r ∈ R,
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on en déduit que bε satisfait (2.7), (2.8) et (2.18).
On considère le problème approché suivant :

∂uε

∂t
+ (uε · ∇)uε − 2 div (µ(θε)Duε) = F (θε) dans (H1

σ)′(Ω), (2.90)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

∂bε(θ
ε)

∂t
+ uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µ(θε)|Duε|2 dans Q, (2.91)

div uε = 0 dans Q, (2.92)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (2.93)

uε(t = 0) = u0 et bε(θ
ε)(t = 0) = bε(θ0) dans Ω. (2.94)

On a :
a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖bε(θ0)‖L1(Ω)

≤ a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) + ‖bε(θ0) − b(θ0)‖L1(Ω).

On a alors :
a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖bε(θ0)‖L1(Ω)

≤ η + ‖bε(θ0) − b(θ0)‖L1(Ω).

Soit ε0 > 0 fixé, et suffisamment petit, on en déduit que pour tout ε < ε0 :

a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖bε(θ0)‖L1(Ω) ≤ η′,

où η′ est un nombre réel positif et suffisamment petit. D’après cette condition et
les hypothèses mentionnées dans le Théorème 2.3.1, l’application du Théorème 2.2.1
permet de conclure que pour tout ε < ε0, il existe C(η) > 0 et une solution faible-
renormalisée (uε, θε) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du problème (2.90)− (2.94) telle
que :

‖θε‖L2α(Q) ≤ C(η) si 1 < 2α < 2,

‖θε‖Lr1 (0,T ;Lq1 (Ω)) ≤ C(η) si 2 ≤ 2α < 3.

∀q1 > 1,∀r1 < q1

q1−1
.

Cela implique, et compris dans tous les cas que :

F (θε) est bornée dans L2(0, T ; H−1(Ω)),

alors :
uε est bornée dans L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

∂uε

∂t
est bornée dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)).

On peut alors extraire une sous-suite telle que :

uε ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

uε → u fortement dans L2
σ(Q),
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quand ε tend vers 0, où u et une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω))∩L2(0, T ; H1

σ(Ω)). Cela
implique :

µ(θε)|Duε|2 est bornée dans L1(Q).

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact. Pour ε > 0 fixé, on a :

∂S(bε(θ
ε))

∂t
+ div (uε · S(bε(θ

ε))) − div (S ′(bε(θ
ε))Dθε)

+S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 = 2µ(θε)|Duε|2S ′(bε(θ
ε)) dans D′(Q).

Dans ce qui suit, il suffit de suivre le même raisonnement que la Section 2.3, pour en
déduire que :

TK(θε) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) indépendamment de ε pour tout K ≥ 0,

SM(bε(θ
ε)) est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)),

et
∂SM(bε(θ

ε))

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)),

indépendamment de ε pour ε < 1
M

, (SM est définie dans la Section 2.3). À une
sous-suite près, nous avons :

θε converge presque partout vers θ dans Q,

bε(θ
ε) converge presque partout vers b(θ) dans Q,

TK(θε) converge faiblement vers TK(θ) dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)),

quand ε tend vers 0, où θ est une fonction mesurable.
Raisonnement identique à celui de la compacité de ψ2 :

θε → θ dans L2α(Lq),

alors F (θε) → F (θ) dans L2(H−1),

d’où µ(θε)|Duε|2 → µ(θ)|Du|2 dans L1(Q),

Toujours grâce aux mêmes arguments de la troisième section, on démontre les esti-
mations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27), et (1.28).
Par conséquent, il existe une solution faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Défini-
tion 1.2.2) du problème (2.13) − (2.17).

CAS 2 : 0 ≤ 2α ≤ 1. Si α est nul, il suffit d’appliquer le Théorème 1.4.1 du chapitre 1.
On suppose maintenant que 0 < 2α ≤ 1. On procéde par approximation et passage
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à la limite. On commence par remplacer la fonction F par F ε = F ◦ T 1
ε
, pour tout

ε > 0, et on considère le problème approché suivant :

∂uε

∂t
+ (uε · ∇)uε − 2 div (µ(θε)Duε) = F ε(θε) dans (H1

σ)′(Ω), (2.95)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

∂b(θε)

∂t
+ uε · ∇b(θε) − ∆θε = 2µ(θε)|Duε|2 dans Q, (2.96)

div uε = 0 dans Q, (2.97)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (2.98)

uε(t = 0) = u0 et b(θε)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (2.99)

La fonction F ε étant et bornée, en appliquant le Théorème 1.4.1 du chapitre 1,
on déduit qu’il existe une solution faible-renormalisée (uε, θε) du système approché
(2.95) − (2.99) au sens de la Définition 1.2.2. On obtient (voir la démonstration du
Théorème 2.2.1) pour le système (2.95) − (2.99), l’estimation suivante :

∫

Ω

|θε|(t)dx ≤ c1

∫ t

0

∫

Ω

|θε|2αdx dt + c2, (2.100)

où c1 et c2 sont des constantes qui dépendent de Ω, T et des données.
Pour 2α = 1, on applique le lemme de Gronwall pour déduire que la suite (θε)ε>0 est
bornée uniformément en ε dans L∞(0, T ; L1(Ω)).
Pour 0 < 2α < 1, on applique d’abord l’inégalité de Hölder, puis l’inégalité suivante :

cx2α ≤ c0 + cx,

avant d’appliquer une deuxième fois le lemme de Gronwall pour déduire que la suite
(θε)ε>0 est bornée uniformément en ε dans L∞(0, T ; L1(Ω)).
Puisque 2α ≤ 1, par définition de F et F ε, on conclut que la suite (F ε(θε))ε>0 est en
particulier bornée uniformément en ε dans L2(Q).
⇒ µ(θε)|Duε|2 est bornée dans L1(Q).
Or, uε est compact dans L2(Q), il suffit donc de reprendre le même raisonnement que
dans le cas précédent (1 < 2α < 3). Il existe alors deux fonctions u et θ telles que :

uε → u dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

θε −→ θ presque partout dans Q,

à une sous-suite près, quand ε tend vers 0. Toujours grâce aux mêmes arguments
du cas précédent, on démontre les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26),
(1.27), et (1.28).
Ainsi, (u, θ) est une solution faible-renormalisée (au sens de la Définition 1.2.2) du
problème (2.13) − (2.17).
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2.4 Existence de solution en dimension 3

Dans cette section, on suppose que F est une fonction continue de R dans R3 et bornée.

Théorème 2.4.1. On suppose vérifiées les hypothèses (2.7) − (2.12). On suppose de plus
que u0 ∈ H1

0 (Ω), et qu’il existe un nombre réel η > 0, suffisamment petit tel que ‖u0‖H1
0 (Ω)+

‖F‖L∞(R) ≤ η, alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système (2.13)−
(2.17) en dimension N = 3 (au sens de la Définition 1.2.2).

Preuve du Théorème 2.4.1.

On se contentera ici de rappeler les différentes étapes principales et nécessaires à l’élabo-
ration d’une preuve. On démontre ce théorème par point fixe et on procéde en deux étapes.
Dans la première étape, nous supposons de plus que b′ est localement Lipschitizienne. Soit
la fonction θ dans L1(Q), on suppose qu’il existe un nombre réel η > 0, suffisamment petit
tel que ‖u0‖H1

0 (Ω) +‖F‖L∞(R) ≤ η. Le théorème 3.11 de [32] nous assure l’existence et l’uni-
cité de la solution faible u de l’equation (2.12) dans L∞(0, T ; H1

0 (Ω)) ∩ L2(0, T ; H2(Ω)),
avec ‖u‖L2(0,T ;H2(Ω)) ≤ C. À (θ, u), on associe l’unique solution renormalisée θ̂ du problème
suivant :

b(θ̂)t + u · ∇b(θ̂) − ∆θ̂ = 2µ(θ)|Du|2 dans Q,

θ̂ = 0 sur ΣT ,

b(θ̂)(t = 0) = b(θ0) dans Ω.

On définit l’application ψ3 par :

ψ3 : L1(Q) −→ L1(Q)

θ −→ θ̂ = ψ3(θ)

Pour les mêmes arguments utilisés dans le Chapitre 1, on montre que ψ3 vérifie les condi-
tions du théorème de point fixe de Schauder, d’où l’existence d’une solution faible-renormalisée
(u, θ) du système (2.13)− (2.17). Dans la deuxième étape, on note par bε la régularisation
de b définie par :
bε est une suite d’approximations de b, de classe C2 telle que b′ε(r) > 0, ∀r ∈ R, bε(0) = 0
et telle que bε et b′ε convergent vers b et b′ uniformément sur R quand ε tend vers 0. On
rappelle que pour tout ε > 0 fixé, bε satisfait les hypothèses (2.7), (2.8) et (2.18).
On considère le problème approché suivant :

∂uε

∂t
+ (uε · ∇)uε − 2 div (µ(θε)Duε) = F (θε) dans (H1

σ)′(Ω), (2.101)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

∂bε(θ
ε)

∂t
+ uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µ(θε)|Duε|2 dans Q, (2.102)

div uε = 0 dans Q, (2.103)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (2.104)

uε(·, 0) = u0 et b(θε)(t = 0) = bε(θ0) dans Ω. (2.105)
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On sait qu’il existe un nombre réel η > 0, suffisamment petit tel que ‖u0‖H1
0 (Ω)+‖F‖L∞(R) ≤

η. Donc, d’après le résultat de l’étape 1, on conclut que pour tout ε > 0, il existe une
solution faible-renormalisée (uε, θε) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du problème (2.101)−
(2.105) où :

uε est bornée dans L2(0, T ; H2(Ω)),

∂uε

∂t
est bornée dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)).

Par un lemme de type Aubin (Simon [30]), on peut extraire une sous-suite telle que :

uε −→ u fortement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

uε → u fortement dans L2
σ(Q),

quand ε tend vers 0, où u est une fonction de L∞(0, T ; H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ; H2(Ω)). Cela

entraîne :
µ(θε)|Duε|2 est bornée dans L1(Q),

∀S ∈ C∞(R) telle que S ′ est à support compact, on a pour ε > 0 fixé :

∂S(bε(θ
ε))

∂t
+ div (uε · S(bε(θ

ε))) − div (S ′(bε(θ
ε))Dθε)

+S ′′(bε(θ
ε))b′ε(θ

ε)|Dθε|2 = 2µ(θε)|Duε|2S ′(bε(θ
ε)) dans D′(Q).

Dans la suite, on procédera de la même façon que dans le Chapitre 1, afin de démontrer
que :

TK(θε) est bornée dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) indépendamment de ε pour tout K ≥ 0,

SM(bε(θ
ε)) est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)),

et
∂SM(bε(θ

ε))

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)),

indépendamment de ε pour ε < 1
M

, (SM est définie dans la section 1.3). On obtient à une
sous suite près que :

θε converge presque partout vers θ dans Q,

bε(θ
ε) converge presque partout vers b(θ) dans Q,

TK(θε) converge faiblement vers TK(θ) dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)),

quand ε tend vers 0, où θ est une fonction mesurable. Avec les mêmes arguments du
chapitre 1, on démontre les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27), et
(1.28), d’où l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition
1.2.2) du problème (2.13) − (2.17).
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2.5 Quelques résultats concernant l’unicité

Dans cette section, on se place sous des conditions particulières, on suppose que N = 2,
2µ = 1, on suppose également que le second membre de l’équation d’énergie est remplacé
par une fonction f donnée qui appartient à L2(Q). Le théorème suivant montre l’unicité
de la solution faible du système :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − ∆u = F (θ) dans Ω × (0, T ), (2.106)

∂θ

∂t
+ u · ∇θ − ∆θ = f dans Ω × (0, T ), (2.107)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (2.108)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (2.109)

u(t = 0) = u0 et θ(t = 0) = θ0 dans Ω, (2.110)

Théorème 2.5.1. On suppose que N = 2. La fonction continue F est lipschitzienne et
bornée, f ∈ L2(Q), u0 ∈ L2

σ(Ω), et que θ0 ∈ L2(Ω). Alors il existe une unique solution
faible (u, θ) du système (2.106) − (2.110).

Preuve du Théorème 2.5.1.

Comme on a supposé que N = 2, F est bornée, et que f ∈ L2(Q), l’existence d’une
solution faible du système (2.106) − (2.110) est un résultat classique. On se contentera de
démontrer l’unicité de la solution faible de ce système.
Soient θ1 et θ2 deux solutions faibles de l’équation (2.107), en faisant la différence des deux
équations en θ1 et θ2, en multipliant par θ1 − θ2, et en intégrant sur Ω puis sur (0, T ), on
obtient :
1

2

∫

Ω

|θ1−θ2|
2(t) dx+

∫

Q

(u1·∇θ1−u2·∇θ2)(θ1−θ2) dx dt+

∫

Q

|∇(θ1−θ2)|
2 dx dt = 0. (2.111)

Le deuxième terme à gauche de l’égalité précédente peut être réécrit sous forme :
∫

Q

(u1 · ∇θ1 − u2 · ∇θ2)(θ1 − θ2) dx dt =

∫

Q

(u1 − u2 · ∇θ1)(θ1 − θ2) dx dt

+

∫

Q

(u2 · ∇θ1)(θ1 − θ2) dx dt −

∫

Q

(u2 · ∇θ2)(θ1 − θ2) dx dt

=

∫

Q

(u1 − u2 · ∇(θ1 − θ2))(θ1 − θ2) dx dt +

∫

Q

(u2 · ∇(θ1 − θ2))(θ1 − θ2) dx dt

+

∫

Q

((u1 − u2) · ∇θ2))(θ1 − θ2) dx dt.

Puisque a est antisymétrique, les deux premiers termes à droite de cette dernière égalité
sont nuls, ce qui implique d’après (2.111) :

1

2

∫

Ω

|θ1 − θ2|
2(t) dx +

∫

Q

(u1 − u2)∇θ2(θ1 − θ2) dx dt +

∫

Q

|∇(θ1 − θ2)|
2 dx dt = 0, (2.112)
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on en déduit :

1

2

∫

Ω

|θ1 − θ2|
2(t) dx +

∫

Q

|∇(θ1 − θ2)|
2 dx dt ≤ ‖u1 − u2‖L4(Q) ‖θ2‖L4(Q) ‖∇(θ1 − θ2)‖L2(Q).

(2.113)
f étant fixée dans L2(Q), θ2 est bornée dans L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
σ(Ω)). D’après

les inclusions de Sobolev, θ2 est bornée dans L4(Q). En appliquant maintenant l’inégalité
de Young à l’estimation (2.113), on obtient :

1

2

∫

Ω

|θ1−θ2|
2(t) dx+

∫

Q

|∇(θ1−θ2)|
2 dx dt ≤ C1 ‖u1−u2‖

2
L4(Q)+

1

2
‖∇(θ1−θ2)‖

2
L2(Q). (2.114)

On applique toujours les inclusions de Sobolev en dimension 2, puis les résultats de
dépendance continue des équations de Navier-Stokes (voir [31]), on conclut :

1

2

∫

Ω

|θ1 − θ2|
2(t) dx +

1

2

∫

Q

|∇(θ1 − θ2)|
2 dx dt ≤ C2 ‖F (θ1) − F (θ2)‖

2
L2(Q). (2.115)

F étant lipschitzienne, on a pour presque tout t dans [0, T ] :

1

2

∫

Ω

|θ1 − θ2|
2(t) dx +

1

2

∫

Q

|∇(θ1 − θ2)|
2 dx dt ≤ C2

∫ T

0

∫

Ω

|θ1 − θ2|
2(t) dx dt. (2.116)

Le lemme de Gronwall nous assure alors que θ1 = θ2, les résultats classiques des équations
de Navier-Stokes en dimension 2 impliquent que u1 = u2.

Maintenant, on démontre l’unicité de la solution faible-renormalisée du système suivant :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − ∆u = F (θ) dans Ω × (0, T ), (2.117)

∂b(θ)

∂t
+ u · ∇b(θ) − ∆θ = f dans Ω × (0, T ), (2.118)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (2.119)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (2.120)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (2.121)

Théorème 2.5.2. On suppose vérifiées les hypothèses (2.7), (2.8), (2.11) et (2.12). On
suppose de plus que :
- N = 2,
- b est Lipschitizienne,
- F est Lipschitizienne,
- Il existe M > 0 telle que F ′ = 0 sur ] −∞,−M ] ∪ [M, +∞[,
- f ∈ L2(Q).
Alors il existe une unique solution faible-renormalisée (u, θ) du système (2.117) − (2.121).

Preuve du Théorème 2.5.2.
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On a déja montré l’existence d’une solution faible-renormalisée en dimension 2 du sys-
tème (2.117) − (2.121), dans un cadre un peu plus général que celui des hypothèses du
Théorème 2.5.2 (voir le Théorème 1.4.1). On s’inspire de la méthode de J.-I Diaz et G.
Galiano dans [17] pour montrer l’unicité. Désormais, on suppose qu’il existe deux solutions
faible-renormalisées (u1, θ1) et (u2, θ2) du système (2.117) − (2.121). On pose :
u = u1 − u2, θ = Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2)) pour tout n ≥ 1, et Fi = F (θi), i = 1, 2.
Alors (u, θ) satisfait :

ut + (u1 · ∇)u + (u · ∇)u2 − ∆u = F1 − F2 dans Q, (2.122)

θt + u1 · ∇θ + u · ∇Sn(b(θ2)) − ∆(Zn(θ1) − Zn(θ2))

= f
[
S ′

n(b(θ1))−S ′
n(b(θ2))

]
−S ′′

n(b(θ1))b
′(θ1)|∇θ1|

2 +S ′′
n(b(θ2))b

′(θ2)|∇θ2|
2 dans Q, (2.123)

div u = 0 dans Q, (2.124)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (2.125)

u(t = 0) = 0 et θ(t = 0) = 0 dans Ω, (2.126)
∫

{(x,t)∈Q;n≤|b(θi)(x,t)|≤n+1}

b′(θi)|∇θi|
2 dx dt −→ 0 quand n → +∞, i = 1, 2, (2.127)

où Zn(r) =
∫ r

0
S ′

n(b(s)) ds.
Pour tout t ∈ [0, T ], nous considérons les fonctions test assez régulières w et ξ telles que
w(·, T ) = 0 dans Ω. En intégrant par parties, on obtient :
∫

Q

∂u

∂t
·w dx dt+

∫

Q

(u1·∇)u·w dx dt+

∫

Q

(u·∇)u2·w dx dt−

∫

Q

∆uw dx dt =

∫

Q

(F1−F2)w dx dt.

(2.128)
Rappelons que b(u1, u, w) = −b(u1, w, u) et que b(u, u2, w) = −b(u,w, u2), alors :

−

∫

Q

u·
∂w

∂t
dx dt−

∫

Q

u·(u1·∇)w dx dt−

∫

Q

u2·(u·∇)w dx dt−

∫

Q

u∆w dx dt =

∫

Q

(F1−F2)w dx dt.

(2.129)
Par ailleurs, on a :
∫

Ω

θ(T ) ξ(T ) dx−

∫

Q

θ
∂ξ

∂t
−

∫

Q

u1 θ∇ξ dx dt+

∫

Q

u∇Sn(b(θ2)) ξ dx dt−

∫

Q

(Zn(θ1)−Zn(θ2))∆ξ

(2.130)

=

∫

Q

f
[
S ′

n(b(θ1)) − S ′
n(b(θ2))

]
ξ dx dt −

∫

Q

S ′′
n(b(θ1))b

′(θ1)|∇θ1|
2ξ dx dt

+

∫

Q

S ′′
n(b(θ2))b

′(θ2)|∇θ2|
2ξ dx dt.

En faisant la somme de (2.129) et (2.130), on obtient :
∫

Ω

θ(T ) ξ(T ) dx =

∫

Q

u · (
∂w

∂t
+ (u1 · ∇)w + ∆w) dx dt +

∫

Q

u2 · (u · ∇)w dx dt (2.131)
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+

∫

Q

(F1 − F2)w dx dt +

∫

Q

θ(
∂ξ

∂t
+ u1 · ∇ξ) dx dt −

∫

Q

ξu∇Sn(b(θ2)) dx dt

+

∫

Q

(Zn(θ1) − Zn(θ2))∆ξ dx dt +

∫

Q

f
[
S ′

n(b(θ1)) − S ′
n(b(θ2))

]
ξ dx dt

−

∫

Q

S ′′
n(b(θ1))b

′(θ1)|∇θ1|
2ξ dx dt +

∫

Q

S ′′
n(b(θ2))b

′(θ2)|∇θ2|
2ξ dx dt.

On exprime maintenant le terme u2 · (u · ∇)w en utilisant l’opérateur différentiel L défini
par :

u · (Lw : u2) = u · (
∂w

∂x
· u2,

∂w

∂y
· u2)

Soit h : Q −→ [0, +∞[ la fonction définie par :

h =





Zn(θ1) − Zn(θ2)

Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2))
si Sn(b(θ1)) 6= Sn(b(θ2)),

1

maxR(b′)
sinon .

Par définition de Zn, on a :

Zn(θ1) − Zn(θ2) =

∫ θ1

θ2

S ′
n(b(s)) ds.

Alors :

1

maxR(b′)

(
Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2))

)
≤ Zn(θ1) − Zn(θ2)

≤
1

minR(b′)

(
Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2))

)
. (2.132)

b étant lipschitzienne, il existe alors une constante k0 > 0 telle que h > k0 presque partout
dans Q. De même, le caractère lipschitzien de b−1 implique que h ∈ L∞(Q). On remarque
aussi grâce à (2.132) que si Sn(b(θ1)) = Sn(b(θ2)), alors Zn(θ1)−Zn(θ2) = 0. Par ailleurs, on
vérifie que si Sn(b(θ1)) = Sn(b(θ2)) pour n suffisamment grand, alors F1 − F2 = 0 presque
partout dans Q. En effet, on distingue deux cas possibles. Dans le premier cas, on suppose
que b(θ1) = b(θ2), alors θ1 = θ2 et par conséquent F1 − F2 = 0. Dans le deuxième cas, on
suppose que b(θ1) 6= b(θ2). Par définition de Sn, on a de toute évidence b(θ1) > n + 1 et
b(θ2) > n + 1 (ou alors b(θ1) < −(n + 1) et b(θ2) < −(n + 1)). Cela implique θ1 > b−1(n)
et θ2 > b−1(n). Pour n suffisamment grand, on peut supposer que b−1(n) > M . On en
déduit que θ1 > M et θ2 > M et que F1 − F2 = 0 presque partout dans Q (car F ′ = 0 sur
] −∞,−M ] ∪ [M, +∞[). D’après l’égalité (2.131), on a :

∫

Ω

θ(T ) ξ(T ) dx =

∫

Q

u · (wt + (u1 · ∇)w + Lw : u2 − ξ∇Sn(b(θ2)) + ∆w) dx dt (2.133)
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+

∫

Q

θ(ξt + u1 · ∇ξ + g · w + h∆ξ) dx dt +

∫

Q

f
[
S ′

n(b(θ1)) − S ′
n(b(θ2))

]
ξ dx dt

−

∫

Q

S ′′
n(b(θ1))b

′(θ1)|∇θ1|
2ξ dx dt +

∫

Q

S ′′
n(b(θ2))b

′(θ2)|∇θ2|
2ξ dx dt,

où

g =





F (θ1) − F (θ2)

Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2))
si Sn(b(θ1)) 6= Sn(b(θ2)),

0 sinon ,

pour n suffisamment grand.
Mettons nous par exemple dans le cas où b(θ1) < n et b(θ2) < n. Alors :

g =





F (θ1) − F (θ2)

b(θ1) − b(θ2)
si b(θ1) 6= b(θ2),

0 sinon .

Puisque b−1 et F sont lipschitiziennes, il est clair que g ∈ L∞(Q). Cependant si b(θ1) > n
et b(θ2) > n, le caractère lipschitzien de b−1 et F ne suffit pas pour avoir g dans L∞(Q).
On utilise alors l’hypothèse du théorème 2.5.2 :

Il existe M > 0 telle que F ′ = 0 sur ] −∞,−M ] ∪ [M, +∞[. (2.134)

Pour n assez grand, on choisit M telle que M < b−1(n). On obtient alors : M < b−1(n) < θ1,
et M < b−1(n) < θ2. L’hypothèse (2.134) implique :

F (θ1) = F (θ2) = constante.

Dans le troisième et dernier cas, on suppose que b(θ1) < n et que b(θ2) > n. Alors, pour n
suffisamment grand, on a :

g =
F (θ1) − F (M)

b(θ1) − Sn(b(θ2))
.

On peut minorer la quantité |b(θ1)−Sn(b(θ2))| par une constante strictement positive, pour
n suffisamment grand, tandis que F (θ1)−F (M) reste borné car F ′ est nulle en dehors d’un
compact. On en déduit que g est dans L∞(Q) dans ce troisième cas. Dans tous les cas, on
a vérifié que l’hypothèse (2.134) empêche g d’exploser. On en déduit que g ∈ L∞(Q).
Pour chaque n fixé, on considère le problème suivant :

wn
Kt + (u1 · ∇)wn

K + Lwn
K : u2 − ξn

K∇Sn(b(θ2)) + ∆wn
K = 0 dans Q(2.135)

ξn
Kt + u1 · ∇ξn

K + g · wn
K + h∆ξn

K + TK

K
(Sn(b(θ1)) − Sn(b(θ2))) = 0 dans Q(2.136)

div wn
K = 0 dans Q(2.137)

wn
K = 0 et ξn

K = 0 sur ΣT (2.138)

wn
K(t = T ) = 0 et ξn

K(t = T ) = 0 dans Ω(2.139)

D’après les inclusions de Sobolev en dimension 2, u1, u2 et u appartiennent à L∞(Q) (voir
[32]), rappelons également que ∇Sn(b(θ2)) est bornée dans L2(Q) uniformément en n, car
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f appartient à L2(Q). On applique alors le lemme 7 de [14], ce qui nous donne l’existence
d’une unique solution faible du problème (2.135)− (2.139), telle que ‖ξ‖L∞(Q) ≤ C(K), où
C(K) est une constante qui dépend de K. On en déduit :
∫

Q

[Sn(b(θ1))−Sn(b(θ2))]
TK

K
(Sn(b(θ1))−Sn(b(θ2))) dx dt =

∫

Q

f
[
S ′

n(b(θ1))−S ′
n(b(θ2))

]
ξ dx dt

(2.140)

−

∫

Q

S ′′
n(b(θ1))b

′(θ1)|∇θ1|
2ξ dx dt +

∫

Q

S ′′
n(b(θ2))b

′(θ2)|∇θ2|
2ξ dx dt.

Pour K fixé, en faisant tendre n vers l’infini, les trois termes à droite de l’égalité (2.140)
convergent vers 0, car ξ est bornée dans L∞(Q) et grâce aux estimations (2.127). On en
déduit : ∫

Q

(b(θ1) − b(θ2))
TK

K
(b(θ1) − b(θ2)) dx dt = 0, ∀K ≥ 0, (2.141)

on fait tendre K vers 0, on obtient :
∫

Q

|b(θ1) − b(θ2)| dx dt = 0, (2.142)

alors b(θ1) = b(θ2) presque partout dans Q, et par conséquent θ1 = θ2 presque partout dans
Q. Les résultats classiques des équations de Navier-Stokes en dimension 2 impliquent que
u1 = u2 presque partout dans Q. L’unicité de la solution faible-renormalisée du système
(2.117) − (2.121) est ainsi démontrée.



Chapitre 3

Étude d’un système non linéaire de
Boussinesq-Stefan à second membre
ayant une croissance

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l’existence d’une solution faible-renormalisée pour un sys-
tème non linéaire de Boussinesq où l’on remplace le terme de convection u · ∇b(θ) et le
laplacien par un terme de convection du type div (Φ(θ)) et un opérateur non linéaire de
diffusion dans l’équation de la chaleur :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Ω × (0, T ), (3.1)

∂b(θ)

∂t
− div (a(x, θ,∇θ)) + div (Φ(θ)) = 2µ(θ)|Du|2 dans Ω × (0, T ), (3.2)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (3.3)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (3.4)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b0 dans Ω, (3.5)

où Ω est un ouvert lipschitzien et borné de R2, de frontière ∂Ω, T > 0, Q = Ω × (0, T ),
ΣT = ∂Ω × (0, T ), et Du = 1

2
(∇u + (∇u)t). Dans ce système, b est un graphe défini sur

R à valeurs dans P(R) monotone et qui vérifie b−1 ∈ C0(R). De plus, la fonction a(x, s, ξ)
est monotone et coercive par rapport à ξ. La fonction Φ est localement lipschitzienne
sur R à valeurs dans R2. Les données initiales u0 et b0 appartiennent à L2(Ω) et L1(Ω)
respectivement. Les inconnues sont le champ de déplacement u : Ω × (0, T ) −→ R2 et le
champ de température θ : Ω × (0, T ) −→ R.
Comme dans le second chapitre, on se place dans le cadre où la fonction F vérifie une
hypothèse de croissance :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0,M ≥ 0 (3.6)

103
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et 2α ∈ [0, 3[.
L’originalité du travail que nous présentons ici résulte du fait que la fonction θ vérifie

une équation plus générale, mais sans le terme de convection u ·∇b(θ). Il s’agit de montrer
que sous des conditions moins fortes sur b, notamment, pour une fonction b discontinue, il
existe une solution faible-renormalisée en dimension 2 du système (3.1)− (3.5). Il convient
de remarquer que l’équation de la chaleur (3.2) s’inscrit dans le cadre d’un problème de
type Stefan à données L1, ayant un opérateur non linéaire de diffusion et un terme de
convection. On utilise alors le cadre des solutions faibles pour les équations de Navier-
Stokes et le cadre des solutions renormalisées introduit dans [8] pour l’équation de la
chaleur (3.2). Les résultats d’existence, d’unicité et de stabilité des solutions renormalisées
dans [8] permettent d’utiliser des arguments de type point fixe. L’originalité de l’article [8]
est de définir une solution renormalisée où l’on tient compte de l’intégration par parties. Sur
la base de cette définition et en multipliant par les fonctions tests adéquates, on retrouve les
mêmes estimations sur θ que les chapitres précédents. Désormais, nous sommes en mesure
d’appliquer un point fixe directement sans avoir à régulariser la fonction b.
On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

b : R −→ P(R) est un graphe monotone telle que 0 ∈ b(0). (3.7)

|b(r)| ≥ C|r| ∀r ∈ R, (3.8)

où C est une constante > 0.
b−1 est continue sur R, (3.9)

où b−1 est la fonction inverse de b.

Pour tout n ∈ N, la fonction b, définie par b = min {r ∈ b(s)} admet un nombre (3.10)

fini de points discontinus sur [−n, n], et b est de classe C1 en dehors de ces points.

µ est une fonction continue sur R, telle que m0 ≤ µ(s) ≤ m1, ∀s ∈ R (3.11)

avec 0 < m0 ≤ m1,

F est une fonction continue de R dans R2. (3.12)

a(x, s, ξ) : Ω × R × R2 −→ R2 est une fonction de Carathéodory telle que :

a(x, s, ξ)ξ ≥ α′|ξ|2, (3.13)

|a(x, s, ξ) − a(x, r, ξ)| ≤ L(s, r)(K(x) + |ξ|)|s − r|, (3.14)

|a(x, s, ξ)| ≤ M(|s|)(K(x) + |ξ|), (3.15)

(a(x, s, ξ) − a(x, s, η))(ξ − η) ≥ 0, (3.16)

pour chaque ξ, η dans R2, pour chaque s, r dans R et pour presque tout x dans Ω, où
α′ > 0, K(x) ∈ L2(Ω) et L : R2 −→ R,M : R −→ R sont des fonctions continues.

La fonction Φ : R −→ R2 est localement lipschitzienne. (3.17)
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u0 ∈ (L2(Ω))2, div u0 = 0, et u0 · n = 0 sur ∂Ω, (3.18)

b0 ∈ L1(Ω). (3.19)

Ce chapitre est composé de 3 sections. Dans la Section 3.2, on rappelle la définition d’une
solution renormalisée de (3.2) à données L1 introduite dans [8]. On rappelle ensuite la
définition d’une solution faible-renormalisée de tout le système (3.1)−(3.5). Dans la Section
3.3, on énonce et on démontre un théorème d’existence de solution faible-renormalisée du
système (3.1)− (3.5). On distingue trois cas suivant les valeurs de α. Dans le premier cas,
on suppose que 1 < 2α < 2. On fixe θ dans L2α(Q) et on considère l’unique solution faible
u de (3.1), puis on désigne par θ̂ l’unique solution renormalisée du problème :

∂b(θ̂)

∂t
− div (a(x, θ̂,∇θ̂)) + div (Φ(θ̂)) = 2µ(θ)|Du|2 dans Q,

θ̂ = 0 sur ΣT ,

b(θ̂)(t = 0) = b0 dans Ω.

Puisque µ(θ)|Du|2 est dans L1(Q), on retrouve grâce à [8] l’estimation suivante :
∀p ∈ [1, N+2

N
[, on a :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)).

Les propriétés de stabilité des solutions renormalisées pour les problèmes paraboliques (voir
[8]) permettent alors de montrer que l’application ψ1 : θ → θ̂ est continue. Cependant la
compacité de ψ1 reste un problème plus délicat. En effet, pour une suite θn bornée dans
L2α(Q), le second membre µ(θn)|Dun|

2 est borné dans L1(Q). L’analyse développée dans [8]
ne permet pas conclure directement que la suite θ̂n ( θ̂n = ψ1(θn))converge presque partout
dans Q. Nous allons donc procéder différemment. On définit une fonction f assez régulière
(au moins deux fois dérivable), telle que f(x) = x3 sur un voisinage de zéro suffisamment
petit. la fonction f est linéaire en dehors du voisinage de zéro. On pose

γ1 = f+ et γ2 = −f−.

Les deux fonctions γ1(b(r) − ε − 1) et γ2(b(r) + ε) sont de classe C1. Par un argument de
type Aubin, on montre que les deux fonctions γ1(b(θ̂n)− ε− 1) et γ2(b(θ̂n) + ε) convergent
presque partout et on en déduit la convergence presque partout de θ̂n. En supposant que
les données sont suffisamment petites, on montre qu’ il existe une boule de L2α(Q) stable
par l’application ψ1 comme dans le Chapitre 2. Le théorème du point fixe de Schauder
permet de conclure quant à l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ) du système
(3.1) − (3.5) pour de petites données. Dans le deuxième cas, on suppose que 2 ≤ 2α < 3.
On refait la même démonstration que dans le premier cas et on applique le théorème
du point fixe de Schauder sur Lr(0, T ; Lq(Ω)) comme dans le Chapitre 2 pour conclure à
l’existence d’une solution pour de petites données. Enfin, dans le troisième et dernier cas,
on suppose que 0 ≤ 2α ≤ 1. On introduit un problème approché du sytème (3.1)− (3.5) en
remplacant la fonction F par F ε = F ◦T 1

ε
. Le théorème du point fixe de Schauder appliqué
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sur L1(Q) nous permet de conclure quant à l’existence d’une solution faible-renormalisée de
ce système, tout en s’affranchissant de l’hypothèse de petites données. Enfin, on passe à la
limite dans le système approché pour déduire l’existence d’une solution faible-renormalisée
du système couplé (3.1) − (3.5).

3.2 Définitions et rappels

Dans la suite nous étudions le système suivant :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1

σ)′(Ω), (3.20)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

∂b(θ)

∂t
− div (a(x, θ,∇θ)) + div (Φ(θ)) = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (3.21)

div u = 0 dans Q, (3.22)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (3.23)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b0 dans Ω. (3.24)

Pour introduire la notion d’une solution faible-renormalisée du systéme (3.20)− (3.24),
on rappelle les deux formes bilinéaires et trilinéaires suivantes :

aθ(u, v) =
1

2

2∑

i,j=1

∫

Ω

µ(θ)

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
∂vj

∂xi

dx,

d(u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

uj

∂vi

∂xj

wi dx =

∫

Ω

(u · ∇)v · w dx,

∀u, v ∈ H1
σ(Ω), w ∈ H1

σ(Ω), θ est une fonction mesurable.
Nous rappelons que la forme bilinéaire aθ est continue et coercive dans H1

σ(Ω)×H1
σ(Ω)

pour presque tout t ∈ [0, T ] et que la forme trilinéaire d est continue et antisymétrique
dans H1

σ(Ω) × H1
σ(Ω) × H1

σ(Ω).

Définition 3.2.1 (Solution renormalisée). Soit G une fonction dans L1(Q), b0 appar-
tient à L1(Ω). Une fonction mesurable θ définie sur Q est dite solution renormalisée du
problème :

P1(G, θ0)





∂b(θ)

∂t
− div(a(x, θ,∇θ)) + div(Φ(θ)) = G dans Q,

θ = 0 sur ΣT ,
b(θ)(t = 0) = b0 dans Ω

si :
θ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)); (3.25)
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TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0; (3.26)

1

n

∫

{(x,t)∈Q;n≤|θ(x,t)|≤2n}

a(x, θ,∇θ)∇θ dx dt −→ 0 quand n → +∞; (3.27)

il existe βθ ∈ L1(Q) tel que βθ ∈ b(θ) presque partout dans Q et qui vérifie l’équation :

−

∫ T

0

∫

Ω

ϕt

∫ βθ

0

S ′(b−1(r))dr dx dt

−

∫

Ω

ϕ(0)
( ∫ b0

0

S ′(b−1(r))dr
)
dx +

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇ϕS ′(θ)dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇θS ′′(θ) ϕdx dt −

∫ T

0

∫

Ω

∇ϕ
( ∫ θ

0

Φ′(ξ)S ′(ξ)dξ
)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

GS ′(θ)ϕdx dt, (3.28)

pour tout S ∈ W 2,∞(R) tel que S ′ est à support compact, et pour tout ϕ ∈ C∞
0 ([0, T ) × Ω̄)

tel que S ′(θ)ϕ ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

Remarque 3.2.1. Puisque l’on a supposé que b−1 est continue sur R, on a :

θ = b−1(βθ).

On rappelle les résultats essentiels démontrés dans [8] :

Théorème 3.2.2. – Sous les hypothèses ci-dessus sur les données G et b0, le problème
P1(G, θ0) admet une unique solution renormalisée.

– Si θε et θη sont deux solutions renormalisées pour les données (Gε, bε
0) et (Gη, bη

0),
alors :

‖βθε − βθη(t)‖L1(Ω)) ≤ ‖Gε − Gη‖L1(Q) + ‖bε
0 − bη

0‖L1(Ω), ∀t ∈ (0, T ).

La définition suivante précise la notion de solution faible-renormalisée pour le système
(3.20) − (3.24).

Définition 3.2.2. Un couple de fonctions (u, θ) définies sur Ω × (0, T ) est une solution
faible-renormalisée du système (3.20) − (3.24) si :

u ∈ L2(0, T ; H1
σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) (3.29)

TK(θ) ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) pour tout K ≥ 0 et θ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)), (3.30)

1

n

∫

{(x,t)∈Q;n≤|θ(x,t)|≤2n}

a(x, θ,∇θ)∇θ dx dt −→ 0 quand n → +∞, (3.31)
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u(t = 0) = u0 p.p. dans Ω, (3.32)

u est solution faible de l’équation de Navier-Stokes , (3.33)

il existe βθ ∈ L1(Q) tel que βθ ∈ b(θ) presque partout dans Q et qui vérifie l’équation :

−

∫ T

0

∫

Ω

ϕt

∫ βθ

0

S ′(b−1(r))dr dx dt

−

∫

Ω

ϕ(0)
( ∫ b0

0

S ′(b−1(r))dr
)
dx +

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇ϕS ′(θ)dx dt

+

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ,∇θ)∇θS ′′(θ) ϕdx dt −

∫ T

0

∫

Ω

∇ϕ
( ∫ θ

0

Φ′(ξ)S ′(ξ)dξ
)
dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θ)|Du|2 S ′(θ)ϕdx dt, (3.34)

pour tout S ∈ W 2,∞(R) tel que S ′ est à support compact, et pour tout ϕ ∈ C∞
0 ([0, T ) × Ω̄)

tel que S ′(θ)ϕ ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

3.3 Existence d’une solution pour le système non li-

néaire

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème suivant :

Théorème 3.3.1. On suppose vérifiées les hypothèses (3.7)−(3.10), (3.11), (3.12), (3.13)−
(3.16), (3.17), (3.18) et (3.19) et que la fonction F vérifie
∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0, M ≥ 0, alors :
- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du système
(3.20) − (3.24) (au sens de la Définition 3.2.2).
- si 1 < 2α < 3, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b0‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe une
solution faible-renormalisée du système (3.20) − (3.24) (au sens de la Définition 3.2.2).

Preuve du Théorème 3.3.1.

La démonstration de ce théorème sera divisé en deux cas. Dans le premier cas, on
suppose que 1 < 2α < 3 et on procède par point fixe. Dans le deuxième cas, on suppose
que 0 ≤ 2α ≤ 1 et on procède par approximation et passage à la limite. Le premier cas
sera lui aussi divisé en deux étapes. Dans la première étape, on suppose que 1 < 2α < 2 et
on applique un point fixe sur L2α(Q). Dans la deuxième étape, on suppose que 2 ≤ 2α < 3
et on applique un point fixe sur Lr(0, T ; Lq(Ω)), où r et q dépendent de α.

CAS 1 : 1 < 2α < 3. Nous utilisons une méthode de point fixe.
Selon les valeurs de α, on se donne une fonction θ telle que :
- θ ∈ L2α(Q) si 1 < 2α < 2.
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- θ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω) si 2 ≤ 2α < 3, avec pour ce dernier cas, q = αp′ et r = 2α. Le
nombre réel p′ est l’exposant conjugué de p, où p vérifie p > 2

3−2α
.

En utilisant la condition de croissance sur la fonction F , on a F (θ) ∈ L2(Q) si
1 < 2α < 2 et F (θ) ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)) si 2 ≤ 2α < 3 par l’analyse développée dans
la Section 2.2 du Chapitre 2.
A la fonction θ, on associe l’unique solution faible u dans L2(0, T ; H1

σ(Ω))∩L∞(0, T ; L2
σ(Ω))

du problème suivant :

ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) = F (θ) dans (H1
σ)′(Ω), (3.35)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div u = 0 dans Q, (3.36)

u = 0 sur ΣT , (3.37)

u(t = 0) = u0 dans Ω (3.38)

On passe maintenant à l’analyse du second problème qui provient du système (3.20)−
(3.24) :

∂b(θ̂)

∂t
− div (a(x, θ̂,∇θ̂)) + div (Φ(θ̂)) = 2µ(θ)|Du|2 dans Q, (3.39)

θ̂ = 0 sur ΣT , (3.40)

b(θ̂)(t = 0) = b0 dans Ω. (3.41)

Dans [8], on trouve une démonstration détaillée du lemme suivant :

Lemme 3.3.2. On choisit θ comme ci-dessus, u est l’unique solution du problème
(3.35)−(3.38), sous les hypothèses (3.7)-(3.10), (3.11), (3.13)-(3.16), (3.17) et (3.19),
il existe une unique solution renormalisée θ̂ du problème (3.39) − (3.41) telle que
TK(θ̂) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)),∀K ≥ 0 et βθ̂ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).

On a aussi θ̂ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω))(par (3.8)).
RETOUR À LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME (3.3.1) :
On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Sous les hypothèses du Lemme 3.3.2, pour tout q, r vérifiant 1 < q <
∞, et r < q

q−1
, on a θ̂ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), et il existe une constante C (qui dépend de

T, r, q, Ω, N) telle que

‖θ̂‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ C (‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)).

Preuve du Lemme 3.3.3.

On utilise principalement la méthode de [8]. En effet, d’après le Théorème 3.2.2,
on a :

‖βθ̂‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)).
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L’hypothèse (3.8) donne alors l’estimation suivante :

‖θ̂‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ c(p, N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)), (3.42)

d’où l’on déduit en utilisant le lemme 3.5 de [8] :
∫

Q

|∇TK(θ̂)|2 dx dt ≤ c(p,N, Ω, T )(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)).

Il suffit d’utiliser les deux estimations ci-dessus et de faire appel au Lemme 2.2.6 du
chapitre 2 pour conclure.
La suite de la démonstration se fait en deux étapes :

ÉTAPE 1 : 1 < 2α < 2. On définit l’application suivante :

ψ1 : L2α(Q) −→ L2α(Q) :

θ −→ θ̂ = ψ1(θ),

où θ̂ est donnée par le Lemme 3.3.2.
Le Lemme 3.3.3 nous assure l’inégalité suivante :
∀p ∈ [1, 2[, il existe une constante C qui dépend uniquement de p, N , Ω, et T
telle que :

‖θ̂‖Lp(Q) ≤ C(‖µ(θ)|Du|2‖L1(Q) + ‖b0‖L1(Ω)). (3.43)

Dans ce qui suit, nous allons montrer que ψ1 est compacte, continue et qu’il
existe une boule B de L2α(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B.
i-ψ1 est compacte :

soit θn une suite de fonctions bornée dans L2α(Q), et la suite θ̂n définie par :

ψ1(θn) = θ̂n.

Pour n ≥ 1 fixé, un est l’unique solution faible du problème suivant :

unt + (un · ∇)un − 2 div (µ(θn)Dun) = F (θn) dans (H1
σ)′(Ω), (3.44)

pour presque tout t ∈ (0, T ),

div un = 0 dans Q, (3.45)

un = 0 sur ΣT , (3.46)

un(·, 0) = u0 dans Ω. (3.47)

D’après la définition de ψ1 (voir le Lemme 3.3.2), pour n ≥ 1 fixé, θ̂n est l’unique
solution renormalisée du problème suivant :

∂b(θ̂n)

∂t
− div (a(x, θ̂n,∇θ̂n)) + div (Φ(θ̂n)) = 2µ(θn)|Dun|

2 dans Q,

θ̂n = 0 sur ΣT ,

b(θ̂n)(t = 0) = b0 dans Ω.
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D’après la croissance de F (voir (3.6)) et puisque 1 < 2α < 2, on déduit que
F (θn) est bornée dans L2(Q).
Nous avons alors, comme dans le chapitre 1 :

un est bornée dans L∞(0, T ; L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (3.48)

unt est bornée dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (3.49)

un → u fortement dans L2
σ(Q), (3.50)

unt ⇀ ut faiblement dans L2(0, T ; (H1
σ) ′(Ω)), (3.51)

quand n tend vers +∞, où u est une fonction de L∞(0, T ; L2
σ(Ω))∩L2(0, T ; H1

σ(Ω)).
Cela implique que :

µ(θn)|Dun|
2 est bornée dans L1(Q). (3.52)

Utilisant les estimations (3.52) et (3.43), on obtient :

θ̂n est bornée dans Lp(Q), (3.53)

pour tout p ∈ [1, 2[.
Nous allons maintenant déduire de (3.52) que la suite θ̂n (à une sous-suite près)
converge presque partout dans Q. On ne peut pas déduire ce résultat directement
de [8] car l’on utilise la convergence forte dans L1(Q) du second membre de
l’équation de la chaleur. Pour simplifer la démonstration, on suppose que b a un
seul point de discontinuité en zéro. Prenons par exemple b(0+) = 1 et b(0−) = 0.
La démonstration qui suit reste valable pour toute fonction b qui satifait les
hypothèses du Théorème 3.3.1. On définit une nouvelle fonction f assez régulière
(au moins deux fois dérivable), telle que f(x) = x3 sur un voisinage de zéro
suffisamment petit. la fonction f est linéaire en dehors du voisinage de zéro. On
pose

γ1 = f+ et γ2 = −f−.

Les deux fonctions γ1(b(r) − ε − 1) et γ2(b(r) + ε) sont de classe C1. Par un
argument de type Aubin, on montre que les deux fonctions γ1(b(θ̂n) − ε − 1) et
γ2(b(θ̂n)+ ε) convergent presque partout et on en déduit la convergence presque
partout de θ̂n.
Pour ε > 0 fixé, pour M ≥ 1, on montre que pour la suite SM définie dans les
chapitres précédents (Chapitre 2, Section 2.2) :

SM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)
est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω).
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On a en effet :

DSM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)
=

S
′

M(γ1(b(θ̂n) − ε − 1))γ′
1(b(θ̂n) − ε − 1))b′(θ̂n)χ{b(θ̂n)>1+ε}DTKMε

(θ̂n).

presque partout dans Q, où KMε
est un nombre réel qui dépend de M et ε.

Puisque b est de classe C1 en dehors des points de discontinuité et S ′
M est à

support compact, on a :

S
′

M(γ1(b(θ̂n)−ε−1))γ′
1(b(θ̂n)−ε−1))b′(θ̂n)χ{b(θ̂n)>1+ε} est bornée dans L∞(Q).

Puisque µ(θn)|Dun|
2 est bornée dans L1(Q), on a d’après [8] :

DTKMε
(θ̂n) est bornée dans L2(Q).

On conclut que :

SM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)
est bornée dans L2(0, T ; H1

0 (Ω)), (3.54)

pour ε > 0 fixé et pour tout M ≥ 1.
Pour ε et M fixés, on montre maintenant que :

∂SM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω).

Pour n ≥ 1 fixé, θ̂n est une solution renormalisée de l’equation de la chaleur, on
a :

∫ T

0

∫

Ω

ϕt

∫ β
θ̂n

0

S ′
Mε(b

−1(r))dr dx dt

=

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ̂n,∇θ̂n)∇ϕS ′
Mε(θ̂n)dx dt +

∫ T

0

∫

Ω

a(x, θ̂n,∇θ̂n)∇θ̂nS ′′
Mε(θ̂n) ϕdx dt

−

∫ T

0

∫

Ω

∇ϕ
( ∫ θ̂n

0

Φ′(ξ)S ′
Mε(ξ)dξ

)
dx dt −

∫ T

0

∫

Ω

2µ(θn)|Dun|
2 S ′

Mε(θ̂n)ϕdx dt,

(3.55)

avec ϕ ∈ C∞
0 (Q) et SMε(r) =

∫ r

0
S ′

M(γ1(b(r) − ε − 1)) γ′
1(b(r) − ε − 1) dr. On

obtient alors :

∂

∂t

( ∫ β
θ̂n

0

S ′
Mε(b

−1(r))dr
)

= div (a(x, θ̂n,∇θ̂n)S ′
Mε(θ̂n))

− a(x, θ̂n,∇θ̂n)∇θ̂nS
′′
Mε(θ̂n) − div (Φ(θ̂n))S ′

Mε(θ̂n) + 2µ(θn)|Dun|
2 S ′

Mε(θ̂n),
(3.56)
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au sens des distributions. Puisque S ′
Mε et S

′′

Mε sont à support compact ( supp
(S ′

Mε) ⊂ [−L,L], ε et M fixés), on peut remplacer θ̂n par sa troncature TL(θ̂n)
dans l’égalité précédente. La croissance de la fonction a nous permet de vérifier
de la même façon que dans les chapitres précédents que chaque terme à droite
de l’égalité (3.56) est borné soit dans L2(0, T ; H−1(Ω), soit dans L1(Q). On en
déduit que :

∂

∂t

( ∫ β
θ̂n

0

S ′
Mε(b

−1(r))dr
)

est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)),

pour ε > 0 fixé et pour tout M ≥ 1.
Par ailleurs, puisque S ′

Mε(r) = 0, en particulier pour b(r) < 1 + ε, on a :

∫ β
θ̂n

0

S ′
Mε(b

−1(r))dr =

∫ b(θ̂n)

0

S ′
M(γ1(r − ε − 1)) γ′

1(r − ε − 1) dr

= SM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)
. (3.57)

On conclut que :

∂SM

(
γ1(b(θ̂n) − ε − 1)

)

∂t
est bornée dans L1(Q) + L2(0, T ; H−1(Ω)), (3.58)

pour ε > 0 fixé et pour tout M ≥ 1.
Grâce aux estimations (3.54) et (3.58), on applique un lemme de type Aubin
(Simon [30]). Par un procédé de construction de suite diagonale, il existe une
sous-suite notée θ̂n telle que pour tout entier m, on a :

γ1(b(θ̂n) −
1

m
− 1) −→ φm (3.59)

et

γ2(b(θ̂n) +
1

m
) −→ ψm (3.60)

presque partout dans Q, quand n tend vers l’infini.
On passe désormais à la dernière phase de cette démonstration. On utlise les
résultats de convergence (3.59) et (3.60) pour montrer la convergence presque
partout de θ̂n à une sous-suite près.
La suite de fonctions φm est une suite positive et décroissante en m, tandis que
ψm est une suite de fonctions négative et croissante en m, alors :

φm −→ γ+ (3.61)

et
ψm −→ γ− (3.62)
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presque partout dans Q, quand m tend vers l’infini, où γ+ est une fonction
mesurable positive et γ− est une fonction mesurable négative.
Il convient de remarquer d’abord que :

γ1(b(θ̂n) −
1

m
− 1) = γ1(b(θ̂

+
n ) −

1

m
− 1) (3.63)

presque partout dans Q. On a :

lim
m→∞

lim
n→∞

γ1(b(θ̂n) −
1

m
− 1) = γ+.

On a également :

lim
m→∞

γ1(b(θ̂n) −
1

m
− 1) = γ1(b(θ̂

+
n ) − 1),

uniformément en n, car γ1 est lipschitzienne. On en déduit alors que :

lim
n→∞

γ1(b(θ̂
+
n ) − 1) = γ+. (3.64)

- Soit (x, t) ∈ Q tel que γ+(x, t) > 0 :
d’après (3.64) et puisque γ−1

1 est continue sur [0, +∞[, on a :

b(θ̂+
n )(x, t) −→ γ−1

1 (γ+(x, t)) + 1,

quand n tend vers l’infini. La continuité de b−1 nous permet de déduire que :

θ̂+
n (x, t) −→ b−1

(
γ−1

1 (γ+(x, t)) + 1

)
,

quand n tend vers l’infini.
- Soit (x, t) ∈ Q tel que γ+(x, t) = 0 :
par définition de γ1 et d’après (3.64), il est clair que :

θ̂+
n (x, t) −→ 0,

quand n tend vers l’infini.
On conclut que :

θ̂+
n −→ σ+, (3.65)

prersque partout dans Q, quand n tend vers l’infini, où σ+ est une fonction
définie par :

σ+ =

{
b−1

(
γ−1

1 (γ+) + 1
)

dans {(x, t) ∈ Q, γ+(x, t) > 0}
0 dans {(x, t) ∈ Q, γ+(x, t) = 0}

De la même façon, on montre que :

θ̂−n −→ σ−, (3.66)
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prersque partout dans Q, quand n tend vers l’infini, où σ− est une fonction
définie par :

σ− =

{
−b−1(γ−1

2 (γ−)) dans {(x, t) ∈ Q, γ−(x, t) < 0}
0 dans {(x, t) ∈ Q, γ−(x, t) = 0}

Puisque θ̂n = θ̂+
n − θ̂−n , on obtient alors :

θ̂n −→ σ, (3.67)

prersque partout dans Q, quand n tend vers l’infini, où σ est une fonction définie
par σ = σ+ − σ−. En utilisant (3.53), et (3.67), on conclut que :

θ̂n demeure dans un compact de Lq(Q), (3.68)

pour tout q vérifiant q < p, avec 1 ≤ p < 2,
alors

θ̂n demeure dans un compact de Lp(Q), (3.69)

pour tout p vérifiant 1 ≤ p < 2, en particulier :

θ̂n demeure dans un compact de L2α(Q), (3.70)

puisque 1 < 2α < 2.
ii-On montre que ψ1 est continue :
soit θn une suite de fonctions de L2α(Q) telle que :

θn −→ θ fortement dans L2α(Q), (3.71)

quand n tend vers +∞ (avec 1 < 2α < 2), où θ est une fonction appartenant à
L2α(Q). Soit θ̂n et θ̂ définies par :

ψ1(θn) = θ̂n et ψ1(θ) = θ̂.

Puisqu’on est en dimension 2(N = 2), grâce aux convergences (3.49) et (3.71)
et grâce à̀ la compacité de un dans L2(Q), on vérifie comme pour la convergence
(1.215), que :

un −→ u fortement dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)),

quand n tend vers l’infini. Puisque la fonction µ est continue, on obtient :

µ(θn)|Dun|
2 −→ µ(θ)|Du|2 fortement dans L1(Q), (3.72)

quand n tend vers l’infini. D’après la convergence (3.72), le Théorème 3.2.2
montre que βθ̂n

est une suite de Cauchy dans L∞(0, T ; L1(Ω)). En particulier, il
existe deux fonctions ϑ et βϑ ∈ b(ϑ) telles que :

βθ̂n
−→ βϑ dans L∞(0, T ; L1(Ω)) et presque partout dans Q,
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à une sous-suite près. Puisque b−1 est continue, alors :

θ̂n −→ ϑ presque partout dans Q.

quand n tend vers l’infini. Par conséquent :

TK(θ̂n) converge faiblement vers TK(ϑ) dans L2(0, T ; H0
1(Ω)),

pour tout K ≥ 0, quand n tend vers +∞.
On en déduit d’après le théorème 4.1 de [8] que ϑ est l’unique solution renor-
malisée du problème (3.39)− (3.41), d’après le Lemme (3.3.2), on conclut que :

ϑ = θ̂ p.p. dans Q,

On obtient alors :

θ̂n converge presque partout vers θ̂ dans Q. (3.73)

Les estimations (3.53) et (3.73) impliquent :

θ̂n −→ θ̂, fortement dans Lq(Q), (3.74)

pour tout q tel que q < p, avec 1 ≤ p < 2,
alors

θ̂n −→ θ̂, fortement dans Lp(Q), (3.75)

pour tout p tel que 1 ≤ p < 2,
par conséquent :

θ̂n −→ θ̂, fortement dans L2α(Q), (3.76)

car 1 < 2α < 2.
iii-On montre qu’il existe une boule B de L2α(Q) telle que ψ1(B) ⊂ B :
Compte tenu de l’estimation (3.43), la démonstration de l’existence d’un nombre
réel positif R, tel que :

ψ1(BL2α(Q)(0, R)) ⊂ BL2α(Q)(0, R),

est exactement la même que celle donnée au Chapitre 2, Section 2.2, paragraphe
iii. On applique le théorème du point fixe de Schauder. D’après la définition de
ψ1, on conclut que sous la condition de petites données, il existe une solution
faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition 3.2.2 ) du problème (3.20) −
(3.24).

ÉTAPE 2 : 2 ≤ 2α < 3. On rappelle que si 1 ≤ α < 3
2

alors 2 ≤ 2
3−2α

< ∞.
On choisit p tel que 2

3−2α
< p < ∞, alors p > 2. Soit p′ le conjugué de Hölder

de p (1
p

+ 1
p′

= 1). On pose q = αp′ et r = 2α.
On remarque que r et q vérifient 1 < q < ∞, et r < q

q−1
.



3.3 Existence d’une solution pour le système non linéaire 117

Soit θ une fonction de Lr(0, T ; Lq(Ω)). D’après le Chapitre 2, Section 2.2, la
fonction F (θ) s’identifie à un élement de L2(0, T ; H−1(Ω)). Alors, il existe une
solution unique u ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)) du problème (3.35) −
(3.38). De plus d’après le lemme 3.3.2, il existe une solution renormalisée unique
θ̂ du problème (3.39) − (3.41) telle que
TK(θ̂) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)), ∀K ≥ 0 et θ̂ ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).
On définit l’application suivante :

ψ2 : Lr(0, T ; Lq(Ω)) −→ Lr(0, T ; Lq(Ω))

θ −→ θ̂ = ψ2(θ)

Le Lemme (3.3.3) permet alors de déduire que θ̂ ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)). L’application
ψ2 est donc bien définie.
En reprenant la démonstration du cas 2 ≤ 2α < 3 du Chapitre 2, Section 2.2,
adapté suivant le raisonnement de l’étape précédente, on en déduit que l’appli-
cation ψ2 est compacte, continue et qu’il existe une boule B de Lr(0, T ; Lq(Ω))
telle que ψ2(B) ⊂ B.

CAS 2 : 0 ≤ 2α ≤ 1. Si α est nul, Dans ce cas, l’analyse de la démonstration du théorème
1.3.1, en se basant bien évidement sur le raisonnement fait dans le premier cas, permet
d’obtenir l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ) (au sens de la Définition
3.2.2) du problème (3.20) − (3.24). En effet, l’application ψ1 (du premier chapitre)
ainsi construite de L1(Q) dans L1(Q), reste compacte et continue. De plus,

F (θ) est bornée dans L∞(Q).

ce qui implique qu’il existe un nombre réel positif R > 0 tel que :

ψ1(BL1(Q)(0, R)) ⊂ BL1(Q)(0, R).

Ainsi, on applique le théorème du point fixe de Schauder sur L1(Q) sans supposer
que les données sont petites, d’où l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, θ)
(au sens de la Définition 3.2.2) du problème (3.20)− (3.24). On suppose maintenant
que 0 < 2α ≤ 1. On procéde par approximation et passage à la limite. On commence
par remplacer la fonction F par F ε = F ◦ T 1

ε
, pour tout ε > 0, et on considère le

problème approché suivant :

P ε





∂uε

∂t
+ (uε · ∇)uε − 2 div (µ(θε)Duε) = F ε(θε) dans (H1

σ)′(Ω),

pour presque tout t ∈ (0, T )
∂b(θε)

∂t
− div (a(x, θε,∇θε)) + div (Φ(θε)) = 2µ(θε)|Duε|2 dans Q,

div uε = 0 dans Q,
uε = 0 et θε = 0 sur ΣT ,
uε(t = 0) = u0 et b(θε)(t = 0) = b0 dans Ω.
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La fonction F ε étant continue et bornée, on déduit qu’il existe une solution faible-
renormalisée (uε, θε) du système approché P ε au sens de la Définition 3.2.2 (d’après
le cas α = 0). On obtient via l’estimation (3.42) et en répétant la démonstration du
cas 0 < 2α ≤ 1 du Chapitre 2, Section 2.3 :

∫

Ω

|θε|(t)dx ≤ c1

∫ t

0

∫

Ω

|θε|2αdx dt + c2, (3.77)

où c1 et c2 sont des constantes qui dépendent de Ω, T et des données b0 et u0.
Puisque 2α ≤ 1, le raisonnement du chapitre 2 montre que la suite (θε)ε>0 est bornée
uniformément en ε dans L∞(0, T ; L1(Ω)). Par définition de F et F ε, on conclut que la
suite (F ε(θε))ε>0 est en particulier bornée uniformément en ε dans L2(Q). Désormais,
il suffit de reprendre le même raisonnement que dans le cas précédent (1 < 2α < 3).
Il existe alors deux fonctions u et θ telles que :

uε ⇀ u faiblement dans L2(0, T ; H1
σ(Ω)),

θε −→ θ presque partout dans Q,

et puisque N = 2 et comme pour la convergence (3.72), on a :

µ(θε)|Duε|2 −→ µ(θ)|Du|2 fortement dans L1(Q),

à une sous-suite près, quand ε tend vers 0. En passant à la limite quand ε tend vers
0 dans le système approché P ε et en utilisant le résultat de stabilité donné dans le
théorème 4.1 de [8], on vérifie que (u, θ) est une solution faible-renormalisée (au sens
de la Définition 3.2.2) du problème (3.20) − (3.24).



Chapitre 4

Existence d’une solution faible pour un
système formellement équivalent en
dimension 3

4.1 Introduction

Dans le deuxième chapitre , nous avons étudié le système non linéaire de Boussinesq :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Ω × (0, T ), (4.1)

∂b(θ)

∂t
+ u · ∇b(θ) − ∆θ = 2µ(θ)|Du|2 dans Ω × (0, T ), (4.2)

div u = 0 dans Ω × (0, T ), (4.3)

u = 0 et θ = 0 sur ∂Ω × (0, T ), (4.4)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω. (4.5)

En dimension 2 (N = 2), la difficulté principale concernant l’existence d’une solution pour
le système (4.1) − (4.5) est due à l’équation (4.2) et au couplage. Afin de se placer dans
le cadre des solutions renormalisées des équations paraboliques avec un second membre
dans L1, nous avons imposé des conditions de croissance sur la fonction continue F . Nous
avons profité de l’unicité des solutions des équations de Navier-Stokes, ce qui nous a permis
d’appliquer le théorème du point fixe de Schauder. En dimension 3 (N = 3), l’unicité des
solutions des équations de Navier-Stokes reste un problème ouvert. Néanmoins, on obtient
l’unicité dans [32], sous réserve que la fonction continue F soit uniformément bornée et pour
des données petites F et u0. Nous avons un deuxième obstacle lié au manque de stabilité du
terme quadratique µ(θ)|Du|2 dans l’équation de la chaleur (vis-à-vis des approximations).
Afin de pallier ces difficultés pour N = 3, nous allons opérer une transformation formelle
analogue à celle utilisée pour les équations de Rayleigh-Bénard dans [25]. En multipliant
(4.1) par u et en additionnant à (4.2), on obtient le système formellement équivalent sui-
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vant :
ut + (u · ∇)u − 2 div (µ(θ)Du) + ∇p = F (θ) dans Q, (4.6)

∂

∂t

( |u|2
2

+ b(θ)
)

+ div

{
u
( |u|2

2
+ b(θ) + p

)}
(4.7)

−

3∑

j=1

∂

∂xj

{
µ(θ)

∂

∂xj

(
|u|2

2
)

}
− ∆θ = F (θ) · u +

3∑

i,j=1

∂iuj ∂j(µ(θ)ui) dans Q,

div u = 0 dans Q, (4.8)

u = 0 et θ = 0 sur ΣT , (4.9)

u(t = 0) = u0 et b(θ)(t = 0) = b(θ0) dans Ω, (4.10)

où Ω est un ouvert borné lipschitzien de R3, de frontière ∂Ω, T > 0, Q = Ω × (0, T ), et
ΣT = ∂Ω× (0, T ). Du = 1

2
(∇u + (∇u)t). L’avantage du système (4.6)− (4.10) par rapport

à (4.1)−(4.5) repose sur la possibilité de passer à la limite même pour N = 3 dans le terme
∂iuj∂j(µui). En utilisant les résultats des travaux effectués sur les solutions renormalisées
des problèmes paraboliques à données L1 (voir [9] et [23] ) ainsi que les théorèmes de
compacité (voir [30]), nous démontrons dans le Théorème 4.3.1, l’existence d’une solution
faible du système formellement équivalent (4.6) − (4.10). Tout au long de ce chapitre, on
suppose que N = 3 et que la fonction continue F vérifie une hypothèse de croissance :

∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α,

avec a ≥ 0, M ≥ 0 et 2α ∈ [0, 5
3
[.

Soit 1 < 2α < 5
3
. On considère le système approché suivant :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.11)

bε(θ
ε)t + uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µε|Duε|2 dans Q, (4.12)

où div uε = 0 dans Q, uε = 0, θε = 0 sur ΣT , uε(t = 0) = uε
0 et bε(θ

ε)(t = 0) = bε(θ
ε
0) dans

Ω, uε
0 = u0 ∗ ρε, θε

0 ∈ D(Ω), telle que bε(θ
ε
0) → b(θ0), fortement dans L1(Ω) quand ε tend

vers zéro, bε est une suite d’approximations de b, de classe C2 telle que b′ε(r) > 0, ∀r ∈ R,
et telle que bε et b′ε convergent vers b et b′ uniformément sur R quand ε tend vers 0.
Les régularisations uε, µε et F ε sont définies dans [25]. En supposant que les données
sont suffisamment petites, on montre grâce au théorème du point fixe de Schauder, qu’il
existe une solution (uε, θε) forte-renormalisée du système approché (4.11) − (4.12), pour
tout ε < ε0, où ε0 > 0 est fixé et suffisamment petit. Grâce au lemme 2.2 de [10], nous
pouvons démontrer que bε(θ

ε) est bornée dans C(0, T ; L1(Ω))∩L1(0, T ; Lq(Ω)) (∀1 ≤ q < 3)
et que ∇bε(θ

ε) est bornée dans Lr(Ω × (0, T ))(∀1 ≤ r < 5
4
) (on utilise ici l’hypothèse

supplementaire : b est une fonction Lipschitizienne). Par ailleurs, on montre qu’il existe
une fonction mesurable θ définie sur Q, telle que, à une sous suite près, θε converge vers θ,
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et bε(θ
ε) converge vers b(θ), presque partout dans Q. On combine les deux équations (4.11)

et (4.12), on obtient l’équation suivante :

∂

∂t

( |uε|2

2
+ bε(θ

ε)
)

+ div

{
uε

( |uε|2

2
+ bε(θ

ε)
)

+ uεpε

}
(4.13)

−

3∑

j=1

∂

∂xj

{
µε

∂

∂xj

(
|uε|2

2
)

}
− ∆θε = F ε · uε +

3∑

i,j=1

∂iu
ε
j ∂j(µεu

ε
i ) dans Q,

On remarque que ∂iu
ε
j ∂j(µεu

ε
i ) = ∂i

(
µε(u

ε · ∇)uε
i

)
, et en appliquant un théorème de

compacité sur l’équation (4.13), on déduit que |uε|2

2
+ bε(θ

ε) converge fortement dans
Lr(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω))(∀1 ≤ r < ∞,∀1 ≤ q < 3). On applique cette fois-ci
un théorème de compacité sur l’équation (4.11), cela implique que |uε|2

2
converge fortement

vers |u|2

2
dans Lr(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω))(∀1 ≤ r < ∞,∀1 ≤ q < 3). On conclut

alors que bε(θ
ε) converge fortement vers b(θ) dans le même espace. On démontre aussi que

µε converge fortement vers µ(θ) dans Lp(Q) ∀p < ∞ et que F ε converge vers F (θ) dans
Lp(Q) fort ∀p < 2, quand ε tend vers 0. On peut alors passer à la limite dans chaque
terme des équations (4.11) et (4.13) et obtenir une solution faible de (4.6) − (4.10) (au
sens de la définition 4.2.1). Si 0 ≤ 2α ≤ 1, on introduit un problème approché du sytème
(4.6) − (4.10) en remplacant la fonction F par F ◦ T 1

ε
:

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.14)

b(θε)t + uε · ∇b(θε) − ∆θε = 2µε|Duε|2 dans Q, (4.15)

où div uε = 0 dans Q, uε = 0, θε = 0 sur ΣT , uε(t = 0) = uε
0 et b(θε)(t = 0) = b(θ0)

dans Ω. A ε > 0, la fonction F ◦ T 1
ε

étant continue et bornée, on applique le théorème
du point fixe de Schauder sur L1(Q), ce qui nous permet de conclure quant à l’existence
d’une solution forte-renormalisée de ce système, tout en s’affranchissant de l’hypothèse de
petites données. Enfin, on vérife que la suite F ε est bornée uniformément en ε dans L2(Q)
et on passe à la limite dans le nouveau système approché (4.11)-(4.13) comme dans le cas
où 1 < 2α < 5

3
pour déduire l’existence d’une solution faible du système (4.6)− (4.10) (au

sens de la définition 4.2.1).
On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction de classe C1 sur R telle que b(0) = 0, (4.16)

b est une fonction lipschitzienne , (4.17)

b′(r) ≥ α′ ∀r ∈ R, pour une constante α′ > 0, (4.18)

µ est continue sur R avec m0 ≤ µ(s) ≤ m1, (4.19)

où m0 et m1 sont des constantes vérifiant 0 < m0 ≤ m1 ∀s ∈ R,

La fonction F vérifie une hypothèse de croissance :
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∀r ∈ R, |F (r)| ≤ a + M |r|α, avec a ≥ 0,M ≥ 0, et 2α ∈ [0,
5

3
[, (4.20)

F est continue de R dans RN , (4.21)

u0 ∈ (H1
0 (Ω))3, div u0 = 0, et u0 · n = 0 sur ∂Ω, (4.22)

θ0 est une fonction mesurable définie sur Ω telle que b(θ0) ∈ L1(Ω). (4.23)

4.2 Définitions

On rapelle que TK est la fonction troncature à la hauteur K (K ≥ 0) définie par :

TK(r) = min(K, max(r,−K)).

La définition suivante précise la notion de solution faible du système formellement équi-
valent (4.6) − (4.10).

Définition 4.2.1. Un couple de fonctions (u, θ) définies sur Ω × (0, T ) est une solution
faible du système (4.6) − (4.10) si :

u ∈ L2(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lp(0, T ; L2(Ω))∀1 ≤ q < 6 ;∀1 ≤ p < ∞ (4.24)

∇p ∈ L
5
4 (Ω × (0, T )) (4.25)

θ ∈ Lp(Ω × (0, T )) ∀1 ≤ p <
5

3
(4.26)

b(θ) ∈ L1(0, T ; Lm(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω))∀1 ≤ m < 3 ;∀1 ≤ r < ∞ (4.27)

u est une solution faible de l’équation (4.6) ( au sens des distributions) (4.28)

et si pour toute fonction φ ∈ C∞
0 (Ω̄ × [0, T )), on a :

∫

Ω

dx

∫ T

0

dt

{( |u|2
2

+ b(θ)
) ∂φ

∂t
+ u

( |u|2
2

+ b(θ) + p
)
· ∇φ (4.29)

−

3∑

j=1

{
µ(θ)

∂

∂xj

(
|u|2

2
)

}
∂φ

∂xj

+ θ∆φ + F (θ) · uφ +
3∑

i,j=1

∂iuj ∂j(µ(θ)ui)φ

}

−

∫

Ω

dx
{ |u0|

2

2
+ b(θ0)

}
φ(x, 0) = 0.

Remarque 4.2.1. Quand F (θ) ∈ L2(0, T ; H−1(Ω)), le terme u b(θ) a bien un sens. En
effet, on sait que
u ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))∩L2(0, T ; L6(Ω)) (inclusions de Sobolev). En dimension 3, on obtient

alors u ∈ L
10
3 (Q). Or b(θ) ∈ Lq(Q), ∀q < 5

3
grâce aux estimations de Boccardo-Gallouët

[11]. On en déduit que u b(θ) ∈ L1(Q).



4.3 Existence d’une solution faible du système formellement équivalent 123

4.3 Existence d’une solution faible du système formel-

lement équivalent

Dans cette section, on énonce et on démontre un résultat d’existence d’une solution
faible du système formellement équivalent (4.6)-(4.10)

Théorème 4.3.1. On suppose satisfaites les hypothèses (4.16)-(4.23) et Ω "régulier".
Alors :
- si 0 ≤ 2α ≤ 1 alors il existe au moins une solution faible du système (4.6)-(4.10) (au
sens de la Définition 4.2.1).
- si 1 < 2α < 5

3
, il existe η > 0, tel que si a + ‖u0‖L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η, alors il existe

une solution faible du système (4.6)-(4.10) (au sens de la Définition 4.2.1).

Preuve du Théorème 4.3.1.

On distingue deux cas suivant les valeurs de α.

CAS 1 : 1 < 2α < 5
3
. La démonstration de ce théorème se divise alors en trois étapes.

Dans la première étape, on montre l’existence d’une solution forte-renormalisée d’un
système approché associé à (4.1) − (4.5). Dans la deuxième étape, on construit un
nouveau système à partir du système approché. La troisième et dernière étape est
basée sur des estimations à priori et un passage à la limite.

Étape 1. On utilse la méthode de P.-L. Lions [25] pour approcher le problème en u.
Soit ε > 0 fixé, on considère le système approché suivant :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.30)

bε(θ
ε)t + uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µε|Duε|2 dans Q, (4.31)

div uε = 0 dans Q, (4.32)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (4.33)

uε(t = 0) = uε
0 et bε(θ

ε)(t = 0) = bε(θ
ε
0) dans Ω, (4.34)

où uε
0 = u0 ∗ ρε, (∗ est le produit de convolution ), ρε est une suite de fonctions

régularisantes. Maintenant, nous allons préciser la définition de uε, µε et de F ε.
Soit θ fixé dans L2α(Q) où 1 < 2α < 5

3
. Soit µε une suite de fonctions C∞(R)

bornées et telle que µε converge vers µ uniformément sur R quand ε tend vers
0.
On pose :

µ̃ε(θ) =

{
µε(θ) dans Ω,
1 dans Ωc.

La suite de fonctions µε est définie par :

µε = µ̃ε(θ) ∗ ρε|Ω.
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Soit Ωε définie par :
Ωε = {x ∈ Ω, d(x, ∂Ω) > ε}.

On note par ūε la troncature de uε dans Ωε ( prolongement par 0 sur Ω), et on
définit uε par :

uε = ūε ∗ ρ ε
2
.

Si uε ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) (par exemple), uε s’annule sur ∂Ω, est régulier en x tel

que div uε = 0 dans RN . Enfin, on pose :

F ε = ζε(F (θ)χ(d(x,∂Ω)>2ε)) ∗ ρε,

où ζε ∈ C∞([0, T ]), ζε(t) = 1 si t ≥ 2ε, 0 ≤ ζε(t) ≤ 1 si t ∈ [0, T ], ζε(t) = 0 si
t ≤ ε.
Lemme 4.3.2. pour tout ε < ε0, où ε0 > 0 est fixé et suffisamment petit, il
existe une solution forte-renormalisée (uε, θε) du système approché (4.30)−(4.34)
(pour des données petites).

Preuve du Lemme 4.3.2.

On procède par point fixe. Soit θ fixé dans L2α(Q) où 1 < 2α < 5
3
.

Pour tout ε > 0, on considère le problème approché suivant :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div (µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.35)

div uε = 0 dans Q, (4.36)

uε(t = 0) = uε
0 dans Ω, uε = 0 sur ΣT . (4.37)

Ce problème admet une solution unique uε telle que uε ∈ C∞(Ω̄ × [0, T ]) (voir
[25]).
Toujours pour ε > 0 fixé, soit θ̂ε l’unique solution renormalisée du problème
approché suivant :

bε(θ̂
ε)t + uε · ∇bε(θ̂

ε) − ∆θ̂ε = 2µε |Duε|2 dans Q, (4.38)

θ̂ε = 0 sur ΣT , (4.39)

bε(θ̂
ε)(t = 0) = bε(θ

ε
0) dans Ω, (4.40)

où θε
0 ∈ D(Ω) et telle que bε(θ

ε
0) → b(θ0) fortement dans L1(Ω) quand ε tend

vers zéro. La suite de fonctions bε est une suite d’approximations de b, de classe
C2 telle que b′ε(r) > 0,∀r ∈ R, bε(0) = 0 et telle que bε et b′ε convergent vers b
et b′ uniformément sur R quand ε tend vers 0.
On remarque que pour tout ε > 0 fixé, la fonction bε vérifie toutes les hypothèses
nécessaires à l’existence et l’unicité de la solution renormalisée du problème
(4.38) − (4.40) (voir Chapitre 1).
Pour tout ε > 0, on définit l’application ψε par :

ψε : L2α(Q) −→ L2α(Q)



4.3 Existence d’une solution faible du système formellement équivalent 125

θ −→ θ̂ε.

Comme µε |Duε|2 ∈ L1(Q), les estimations de Boccardo-Gallouet ([11], voir aussi
[4]) impliquent que θ̂ε ∈ Lp(Q), ∀p ∈ [1, N+2

N
[. En particulier θ̂ε ∈ L2α(Q). L’ap-

plication ψε est alors bien définie. Dans la suite, on vérifie que cette application
est compacte, continue et qu’il existe un convexe fermé borné et stable par ψε.
⋆ ψε est compacte :
Soit θn une suite de fonctions bornée dans L2α(Q).
Pour n ≥ 1 fixé, soit uε

n l’unique solution du problème :

∂uε
n

∂t
+ (un

ε · ∇)uε
n − 2div (µn

ε Duε
n) + ∇pε = F ε

n dans Q, (4.41)

uε
n ∈ C∞(Ω̄ × [0, T ]), div uε

n = 0 dans Q, (4.42)

uε
n(t = 0) = uε

0 dans Ω, uε
n = 0 sur ΣT , (4.43)

un
ε est construit à partir de uε

n comme ci-dessus. Il en est de même pour µn
ε et

F ε
n. Par définition de F ε

n, on a :

‖F ε
n‖L2(Q) ≤ C‖F (θn)‖L2(Q).

Puisque θn est bornée dans L2α(Q), alors F ε
n est bornée dans L2(Q) uniformé-

ment en n, pour tout ε > 0. Le même raisonnement qui nous a permis de montrer
que ψ1 est compact dans le Chapitre 2, nous assure qu’il en est de même pour
ψε.
⋆ ψε est continue :
On définit une suite de fonctions θn qui appartient à L2α(Q), et une fonction
θ ∈ L2α(Q). Les fonctions θ̂ε

n et θ̂ε sont définies par :

ψε(θn) = θ̂ε
n et ψε(θ) = θ̂ε.

On suppose que :
θn −→ θ, (4.44)

fortement dans L2α(Q) quand n tend vers +∞.
La suite F ε

n est bornée dans L2(Q) uniformément en n, pour tout ε > 0. Alors,
pour tout ε > 0 fixé, on a :

uε
n est bornée dans L∞(0, T ; L2

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
σ(Ω)), (4.45)

∂uε
n

∂t
est bornée dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

uε
n ⇀ vε faiblement dans L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (4.46)

uε
n → vε fortement dans L2

σ(Q),
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∂uε
n

∂t
⇀

∂vε

∂t
faiblement dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)).

quand n tend vers +∞, pour tout ε > 0 fixé. où vε est une fonction de
L2(0, T ; H1

σ(Ω)). Par ailleurs, on vérifie aisément d’après les résultats classiques
d’analyse fonctionnelle que :

µn
ε → µε fortement dans Lp(Q),∀p < ∞, (4.47)

un
ε → v̄ε ∗ ρ ε

2
fortement dans L2

σ(Q), (4.48)

F ε
n → F ε fortement dans L1(Q), (4.49)

quand n tend vers +∞, pour tout ε > 0 fixé. Grâce à ces résultats, on déduit que
vε est une solution faible du problème (4.35) − (4.37). Or le problème (4.35) −
(4.37) admet une solution forte et unique uε. Ce qui implique (voir [25] chap
2, § 2.5) que vε = uε presque partout dans Q. Puisque uε

n est régulier, on
peut le considérer comme fonction test dans (4.41). On peut alors passer de la
convergence faible dans (4.46) à la convergence forte comme dans (1.215). On
en déduit :

uε
n → uε fortement dans L2(0, T ; H1

σ(Ω)), (4.50)

un
ε → uε fortement dans L2

σ(Q), (4.51)
∂uε

n

∂t
⇀

∂uε

∂t
faiblement dans L2(0, T ; (H1

σ) ′(Ω)), (4.52)

quand n tend vers +∞, pour tout ε > 0 fixé, où uε est l’unique solution du
problème (4.35) − (4.37).
Pour tout n ≥ 1 fixé, nous rappelons que θ̂ε

n est l’unique solution renormalisée
du problème suivant :

bε(θ̂
ε
n)t + un

ε · ∇bε(θ̂
ε
n) − ∆θ̂ε

n = 2µn
ε |Duε

n|
2 dans Q, (4.53)

θ̂ε
n = 0 sur ΣT , (4.54)

bε(θ̂
ε
n)(t = 0) = bε(θ

ε
0) dans Ω, (4.55)

où θε
0 ∈ D(Ω), telle que bε(θ

ε
0) → b(θ0), fortement dans L1(Ω) quand ε tend vers

zéro. D’après l’estimation (4.50), le second membre µn
ε |Duε

n|
2 est borné dans

L1(Q) uniformément en n. On utilise les résultats des chapitres 1 et 2 pour les
solutions renormalisées à second membre dans L1(Q). On conclut que pour une
sous-suite toujours indexée par n, pour tout ε > 0 fixé, il existe une fonction
mesurable ϑε telle que :

θ̂ε
n converge presque partout vers ϑε dans Q,

bε(θ̂
ε
n) converge presque partout vers bε(ϑε) dans Q,
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et
TK(θ̂ε

n) converge faiblement vers TK(ϑε) dans L2(0, T ; H0
1(Ω)).

quand n tend vers +∞. On démontre comme dans les chapitres 1 et 2 que ϑε

n’est autre que l’unique solution renormalisée du problème (4.38)−(4.40), alors :

ϑε = θ̂ε p.p. dans Q.

On obtient avec les résultats de convergence ci-dessus :

θ̂ε
n converge presque partout vers θ̂ε dans Q, (4.56)

quand n tend vers +∞, pour tout ε > 0. Le Lemme 2.2.5 du Chapitre 2 implique
alors que :

θ̂ε
n est bornée dans Lp(Q),

∀p ∈ [1, N+2
N

[,∀ε > 0. On en déduit que :

θ̂ε
n −→ θ̂ε,

fortement dans Lp(Q), pour tout p tel que 1 ≤ p < N+2
N

,
en particulier :

θ̂ε
n −→ θ̂ε,

fortement dans L2α(Q), car 1 < 2α < N+2
N

. Ceci démontre la continuité de
l’application ψε de L2α(Q) dans L2α(Q).

⋆-Il existe une boule B de L2α(Q) telle que ψε(B) ⊂ B :
on cherche à déterminer un nombre réel positif R, tel que :

ψε(BL2α(Q)(0, R)) ⊂ BL2α(Q)(0, R).

On suppose que θ appartient à BL2α(Q)(0, R).
On rappelle que uε est l’unique solution du problème (4.35) − (4.37) dans
L2(0, T ; H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2
σ(Ω)). On utilise alors uε comme une fonction test

dans (4.35). Si on refait les mêmes calculs qu’au paragraphe (iii) dans le Cha-
pitre 2, on obtient :

‖θ̂ε‖L2α(Q) ≤ c

[
a2 + M2‖θ‖2α

L2α(Q) + ‖uε
0‖

2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω)

]
,

avec c une constante qui ne dépend pas de ‖θ‖L2α(Q).
Ce qui nous amène à chercher un nombre réel positif R tel que :

c

(
a2 + M2R2α + ‖uε

0‖
2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω)

)
≤ R.
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Ce nombre réel existe à condition que a2 + ‖uε
0‖

2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω) soit suf-

fisement petit. Par hypothèse, on sait qu’il existe un nomre réel positif η, tel
que :

a2 + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) ≤ η.

Grâce à cette dernière estimation et à la définition de uε
0, on a :

a2 + ‖uε
0‖

2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω)

≤ a2 + ‖u0‖
2
L2(Ω) + ‖b(θ0)‖L1(Ω) + ‖bε(θ

ε
0) − b(θ0)‖L1(Ω),

≤ η + ‖bε(θ
ε
0) − b(θ0)‖L1(Ω).

Puisque bε(θ
ε
0) → b(θ0), fortement dans L1(Ω) quand ε tend vers zéro, il est clair

que pour ε0 > 0 fixé, suffisamment petit, pour tout ε < ε0, on a :

a2 + ‖uε
0‖

2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω) ≤ η′,

où η′ est un nombre réel positif suffisamment petit. Il existe alors R(η) > 0 tel
que :

c

(
a2 + M2R2α(η) + ‖uε

0‖
2
L2(Ω) + ‖bε(θ

ε
0)‖L1(Ω)

)
≤ R(η).

Cela implique :

ψε(BL2α(Q)(0, R(η))) ⊂ BL2α(Q)(0, R(η)).

On applique le théorème du point fixe de Schauder à ψε :

∀ ε ∈]0, ε0[, il existe θε telle que ‖θε‖L2α(Q) ≤ R(η), et telle que ψε(θ
ε) = θε.

Par définition de ψε, on conclut l’existence d’une solution forte-renormalisée
(uε, θε) du système approché :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q,

bε(θ
ε)t + uε · ∇bε(θ

ε) − ∆θε = 2µε|Duε|2 dans Q,

div uε = 0 dans Q,

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT ,

uε(t = 0) = uε
0 et bε(θ

ε)(t = 0) = bε(θ
ε
0) dans Ω,

pour tout ε < ε0, où ε0 > 0 est fixé suffisamment petit.

Étape 2. On remarque d’abord que l’équation (4.31) du système approché (4.30)−
(4.34) a un second membre très régulier, ce qui nous permet de considérer la
solution renormalisée de cette équation comme une solution faible. On multiplie
la première équation (4.30) par uε, en additionnant le résultat à la seconde
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équation (4.31), on obtient après simplification un nouveau système approché
equivalent à (4.30) − (4.34) qui est :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.57)

∂

∂t

( |uε|2

2
+ bε(θ

ε)
)

+ div

{
uε

( |uε|2

2
+ bε(θ

ε)
)

+ uεpε

}
(4.58)

−

3∑

j=1

∂

∂xj

{
µε

∂

∂xj

(
|uε|2

2
)

}
− ∆θε = F ε · uε +

3∑

i,j=1

∂iu
ε
j ∂j(µεu

ε
i ) dans Q,

div uε = 0 dans Q, (4.59)

uε = 0 et θε = 0 sur ΣT , (4.60)

uε(t = 0) = uε
0 et bε(θ

ε)(t = 0) = bε(θ
ε
0) dans Ω, (4.61)

pour tout ε < ε0, où ε0 > 0 est fixé suffisamment petit.

Étape 3. Dans cette troisième et dernière étape, on passe à la limite dans le système
approché (4.57) − (4.61). On démontre d’abord le lemme suivant :
Lemme 4.3.3. bε(θ

ε) est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω)) (∀1 ≤
q < 3) et ∇bε(θ

ε) est bornée dans Lr(Ω × (0, T ))(∀1 ≤ r < 5
4
).

Preuve du Lemme 4.3.3.

On considère de nouveau le problème (4.30) − (4.34). D’après le théorème du
point fixe de Schauder que nous avons pu appliquer, on sait que ce problème ad-
met une solution forte-renormalisée (uε, θε) telle que θε est bornée dans L2α(Q)
pour ε suffisamment petit. Par définition de F et de F ε, il est clair que F ε est bor-
née dans L2(Q), et donc uε est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

0 (Ω)).
Comme µε est bornée aussi, le second membre de l’équation (4.31) est bornée
dans L1(Q). Puisque bε(θ

ε
0) est bornée dans L1(Ω), on en déduit que bε(θ

ε) est
bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)).
On multiplie l’équation (4.31) par la fonction test ZK+1

K (SM(bε(θ
ε))), où ZK+1

K (r) =
TK+1(r) − TK(r), SM est définie dans les chapitres précédents.
On refait les mêmes calculs qui nous ont permis de montrer la condition d’énergie
(1.207) dans le Chapitre 1. On obtient :

∫

{K≤|bε(θε)|<K+1}

bε
′(θε)|Dθε|2dx ds ≤ C, (4.62)

où C est une constante.
On pose :

BK = {(x, t) ∈ Q,K ≤ |bε(θ
ε)| < K + 1}.

Comme b est une fonction lipschitzienne, et grâce à la première estimation du
Lemme 4.3.3, on a :

‖bε(θ
ε)‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ C, (4.63)
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∫

BK

|∇bε(θ
ε)|2 dx ds ≤ C, ∀K ∈ N. (4.64)

D’après ces deux dernières estimations, et en appliquant le lemme 2.2 de [10],
on obtient

bε(θ
ε) est bornée dans Lr(0, T ; W 1,q

0 (Ω)) pour tout couple (q, r) tel que

1 ≤ q < min
{ N

N − 1
, 2

}
, 1 ≤ r < 2

et
2

r
+

N

q
> N + 1.

En particulier,
bε(θ

ε) est bornée dans L1(0, T ; W 1,q
0 (Ω)),

∀ 1 ≤ q < N
N−1

si N > 2, alors

bε(θ
ε) est bornée dans L1(0, T ; W 1,q

0 (Ω)), ∀ 1 ≤ q <
3

2
.

Or W 1,q
0 (Ω) ⊂ Lq⋆

(Ω), avec 1
q⋆ = 1

q
− 1

N
, ce qui implique

bε(θ
ε) est bornée dans L1(0, T ; Lq(Ω)),∀ 1 ≤ q < 3.

On a aussi :

bε(θ
ε) est bornée dans Lq(0, T ; W 1,q

0 (Ω)), ∀ 1 ≤ q <
N + 2

N + 1
,

par conséquent :

∇bε(θ
ε) est bornée dans Lr(Ω × (0, T )),∀ 1 ≤ r <

5

4
.

d’où ce qu’il fallait démontrer.
On passe maintenant à la démonstration du lemme suivant :
Lemme 4.3.4. Il existe une fonction u définie sur Q telle que uε converge vers
u fortement dans L2(0, T ; Lq(Ω)), ∀q ∈ [1, 6[, et fortement dans Lr(0, T ; L2(Ω)),
∀r ∈ [1,∞[, à une sous suite près quand ε tend vers 0.

Preuve du Lemme 4.3.4.

On rappelle que uε est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0 (Ω)). D’après

les inclusions de Sobolev en dimension 3, le terme uε ·∇uε est borné dans L
5
4 (Q).

F ε est en particulier bornée dans le même espace. ∇pε est également bornée dans
L

5
4 (Q) (voir P.-L. Lions [25]). On en déduit que

∂uε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; L1(Ω)) + L2(0, T ; H−1(Ω)).
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Observons maintenant les injections suivantes :

H1
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) ⊂ W−1,s(Ω),

la première injection est compacte, avec s <inf(2, N
N−1

), pour tout 1 ≤ q < 2⋆ =
6. Alors

∂uε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; W−1,s(Ω)),

avec s <inf(2, N
N−1

). Un lemme de type Aubin (Simon [30])implique que :

uε est relativement compacte dans L2(0, T ; Lq(Ω)), ∀ 1 ≤ q < 6.

On conclut qu’il existe une fonction mesurable u définie sur Q telle que :

uε converge vers u fortement dans L2(0, T ; Lq(Ω)),∀q ∈ [1, 6[,

à une sous-suite près quand ε tend vers 0.
On passe maintenant à la démonstration du deuxième résultat de convergence.
On rappelle qu’on a :

uε est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

∂uε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; W−1,s(Ω)),

avec s <inf(2, N
N−1

). On a également les injections suivantes :

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ W−1,s(Ω),

la première injection est compacte, avec s <inf(2, N
N−1

). Un lemme de type Aubin
(Simon [30], corollaire 6) implique que :

uε est relativement compacte dans Lr(0, T ; L2(Ω)),∀ 1 ≤ r < ∞.

On conclut que :

uε converge vers u fortement dans Lr(0, T ; L2(Ω)),∀r ∈ [1,∞[,

à une sous-suite près quand ε tend vers 0.

Remarque 4.3.5. |uε|2

2
est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω))

(∀ 1 ≤ q < 3).

Dans le lemme suivant, on démontre un résultat de convergence très important :

Lemme 4.3.6.
|uε|2

2
+ bε(θ

ε) converge fortement vers
|u|2

2
+ b(θ) dans

L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend vers 0.

Preuve du Lemme 4.3.6.
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Dans tout ce qui suit, on pose :

Gε =
|uε|2

2
+ bε(θ

ε).

On montre que chaque terme de l’équation (4.58) est borné. En effet, d’après le
lemme 4.3.3 et la remarque 4.3.5, on a :

Gε est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω))(∀1 ≤ q < 3).

∇Gε est bornée dans Lr(Q) (∀1 ≤ r <
5

4
),

autrement dit

Gε est bornée dans Lr(0, T ; W 1,r
0 (Ω)) (∀1 ≤ r <

5

4
).

On pose
T1 = div(uε · G

ε).

Comme uε est bornée dans L∞(0, T ; L2(Ω)), et Gε est bornée dans L1(0, T ; Lq(Ω))
(∀ 2 < q < 3), alors :

T1 est bornée dans L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀1 < r <
6

5
).

On pose

T2 =
3∑

j=1

∂

∂xj

{
µε

∂

∂xj

(
|uε|2

2
)

}
.

On sait que µε est bornée dans L∞(Q), et que
∂

∂xj

( |u
ε|2

2
) est bornée dans L

5
4 (Q),

alors :

T2 est bornée dans L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀1 < r <
5

4
).

On pose
T3 = ∆θε.

La coercivité de b et le Lemme 4.3.3 impliquent que :

T3 est bornée dans L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀1 < r <
5

4
).

On pose
T4 = F ε · uε.

On a déja vérifié que F ε est bornée dans L2(Q), et que uε est bornée dans
L∞(0, T ; L2(Ω)). On en déduit que :

T4 est bornée dans L1(Q).
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On pose

T5 =
3∑

i,j=1

∂iu
ε
j ∂j(µεu

ε
i ).

On montre que ce terme peut s’écrire sous une autre forme, pour cela, on va
omettre le symbole ε pour ne pas alourdir les notations. On pose

A = µ(u · ∇)u.

Alors :

A = µ

3∑

i=1

(ui∂i)u = µ

3∑

i=1

ui · ∂iu.

Ce qui implique :

div A =
3∑

i,j=1

∂j(µui · ∂iuj),

div A =
3∑

i,j=1

∂j(µui)∂iuj + µ

3∑

i,j=1

ui∂j∂iuj.

Le deuxième terme de cette dernière égalité est nul, car la divergence de u est
nulle. On en déduit que

T5 = div [µε(u
ε · ∇)uε].

Le même raisonnement que pour T2 donne :

T5 est bornée dans L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀1 < r <
5

4
).

On pose
T6 = div(uε · pε).

Sans perdre de généralité, on suppose que div F ε = 0, on rappelle aussi que
u0 ∈ H1

0 (Ω) telle que div u0 = 0, et u0 ·n = 0 sur ∂Ω. Sachant que µε est bornée
dans L∞(Q), on applique le théorème 3.1 de Giga et Sohr [21], on obtient alors :

∇pε est bornée dans L
5
4 (Q).

et que

pε est bornée dans L2(0, T ; Lq(Ω))(∀q <
3

2
). (4.65)

Grâce à cette dernière estimation et au Lemme 4.3.4, on conclut que :

uε · pε est bornée dans L1(0, T ; Lr(Ω)) (∀1 < r <
6

5
).
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Par conséquent :

T6 est bornée dans L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀1 < r <
6

5
).

Récapitulatif :

Gε est bornée dans L1(0, T ; W 1,r
0 (Ω)) (∀ 1 < r <

6

5
), (4.66)

(et dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω)), ∀ 1 ≤ q < 3),

∂Gε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; L1(Ω)) + L1(0, T ; W−1,r(Ω)) (∀ 1 < r <

6

5
).

(4.67)
Observons les injections suivantes :

W 1,r
0 (Ω) ⊂ L1(Ω) ⊂ W−1,s(Ω).

La première injection est compacte, avec 1 < r < 6
5
, et s <inf(r, N

N−1
) (il suffit

de prendre s < r). D’après (4.66) et (4.67), on a :

Gε est bornée dans L1(0, T ; W 1,r
0 (Ω)), (∀ 1 < r <

6

5
),

∂Gε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; W−1,s(Ω)),

avec s < r. Un lemme de type Aubin (Simon [30]) implique :

Gε est relativement compacte dans L1(Q).

On conclut qu’il existe une fonction G définie sur Q telle que :

Gε converge vers G fortement dans L1(Q), (4.68)

à une sous-suite près, quand ε tend vers 0.
Désormais, on utilisera les deux estimations (4.66) et (4.68) pour montrer la
convergence forte de Gε vers G dans L1(0, T ; Lq(Ω)), ∀ 1 < q < 3. En effet,
d’après l’estimation (4.66), Gε est bornée dans L1(0, T ; Lq1(Ω)), avec 1 < q1 < 3.

Soit q tel que q1 > q > 1 (
q1

q
> 1). On utilise l’inégalité de Hölder :

∫ T

0

( ∫

{|Gε|≥K}

|Gε|q dx

) 1
q

dt ≤

∫ T

0

( ∫

Ω

|Gε|q1 dx

) 1
q1

· (mes {|Gε| ≥ K})
q1−q

q1 dt.

On sait que Gε est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)), alors, on a pour presque tout
t dans (0, T ) :

mes {x ∈ Ω; |Gε| ≥ K} ≤
M

K
.
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Ce qui implique :

∫ T

0

( ∫

{|Gε|≥K}

|Gε|q dx

) 1
q

dt ≤
M

q1−q

q1

K
q1−q

q1

·

∫ T

0

( ∫

Ω

|Gε|q1 dx

) 1
q1

dt.

Le deuxième terme à droite de cette dernière inégalité est produit de deux
termes. Le premier terme tend vers zéro, quand K tend vers +∞, indépendam-
ment de ε. Le deuxième est borné. On en déduit que :

∫ T

0

( ∫

{|Gε|≥K}

|Gε|q dx

) 1
q

dt tend vers zéro quand K tend vers + ∞, (4.69)

indépendamment de ε, d’où l’equi-integarbilité.
D’après l’inégalité de Minkowski, on a :

‖Gε − G‖L1(0,T ;Lq(Ω)) ≤

∫ T

0

( ∫

{|Gε|≤K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

dt

+

∫ T

0

( ∫

{|Gε|>K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

dt. (4.70)

Pour presque tout t dans (0, T ), on a :

|Gε − G|qχ{|Gε|≤K} → 0,

p.p. dans Ω, quand ε tend vers 0 et

|Gε − G|qχ{|Gε|≤K} ≤ C(Kq + |G|q), (4.71)

pour presque tout t dans (0, T ). On vérifie maintenant que G ∈ L1(0, T ; Lq(Ω)).
En effet, Gε est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; Lq(Ω)), (∀ 1 ≤ q < 3).
Par interpolation, on obtient :

Gε est bornée dans Lp(0, T ; Lq′(Ω)),

∀ 1 < p < ∞ et ∀ 1 < q′ < q < 3, ce qui implique :

Gε est bornée dans Lp(0, T ; Lq′(Ω)),

∀ 1 < p < ∞ et ∀ 1 < q′ < 3. En particulier :

Gε est bornée dans Lp(0, T ; Lq1(Ω)),∀ 1 < p < ∞.

Lp(0, T ; Lq1(Ω)) est un espace réflexif, alors :

Gε converge faiblement vers G
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dans Lp(0, T ; Lq1(Ω)), ∀ 1 < p < ∞ à une sous-suite près. On en déduit que
G ∈ Lp(0, T ; Lq1(Ω)), ∀ 1 < p < ∞. Par ailleurs, on a les injections suivantes :

Lp(0, T ; Lq1(Ω)) ⊂ L1(0, T ; Lq1(Ω)) ⊂ L1(0, T ; Lq(Ω)).

Il s’ensuit que G ∈ L1(0, T ; Lq(Ω)). Ce qui implique que le deuxième terme à
droite de l’inégalité (4.71) appartient à L1(Ω) pour presque tout t dans [0, T ].
Le théorème de Lebesgue implique alors que :

∫

{|Gε|≤K}

|Gε − G|q dx → 0,

quand ε tend vers 0 et que :

( ∫

{|Gε|≤K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

→ 0,

pour presque tout t dans (0, T ), quand ε tend vers 0. D’après l’inégalité de
Minkowski, on a :

( ∫

{|Gε|≤K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

≤ K|Ω|
1
q +

( ∫

Ω

|G|q dx

) 1
q

,

Soit la fonction définie par :

t −→ K|Ω|
1
q +

( ∫

Ω

|G(x, t)|q dx

) 1
q

∈ L1(0, T ),

on applique le théorème de Lebesgue :

∫ T

0

( ∫

{|Gε|≤K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

dt → 0, (4.72)

quand ε tend vers 0.
Dans ce qui suit, on montre que le second membre à droite de l’inégalité (4.70),
tend vers zéro, quand K tend vers +∞, indépendamment de ε. Grâce à l’inégalité
de Minkowski, on obtient :

∫ T

0

( ∫

{|Gε|>K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

dt ≤

∫ T

0

( ∫

{|Gε|>K}

|Gε|q dx

) 1
q

dt

+

∫ T

0

( ∫

{|Gε|>K}

|G|q dx

) 1
q

dt, (4.73)
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d’après (4.69), le premier terme à droite de l’inégalité (4.73), tend vers zéro,
quand K tend vers +∞, indépendamment de ε. On rappelle que G ∈ L1(0, T ; Lq1(Ω)),
et que :

mes {|Gε| > K} ≤ w(K),

avec w(K) tend vers 0, quand K tend vers +∞. Avec tous ces résultats, on
conclut que : ∫ T

0

( ∫

{|Gε|>K}

|Gε − G|q dx

) 1
q

dt → 0, (4.74)

quand K tend vers +∞, indépendamment de ε.
D’après les estimations (4.70), (4.72) et (4.74), on conclut que :

Gε → G fortement dans L1(0, T ; Lq(Ω)),

quand ε tend vers 0, ∀ 1 < q < q1 avec q1 < 3. Alors :

Gε → G fortement dans L1(0, T ; Lq(Ω)), (4.75)

quand ε tend vers 0, ∀ 1 ≤ q < 3.
On retourne maintenant à la démonstration du Lemme 4.3.6. Observons les
injections suivantes :

W 1,r
0 (Ω) ⊂ L1(Ω) ⊂ W−1,s(Ω),

la première injection est compacte, avec 1 < r < 6
5
, et s <inf(r, N

N−1
) (il suffit

de prendre s < r). D’après (4.66) et (4.67), on a :

Gε est bornée dans L∞(0, T ; L1(Ω)) ∩ L1(0, T ; W 1,r
0 (Ω)), (∀ 1 < r <

6

5
).

∂Gε

∂t
est bornée dans L1(0, T ; W−1,s(Ω)),

avec s < r. Un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 6) implique :

Gε est relativement compacte dans Lr(0, T ; L1(Ω)), (4.76)

∀ 1 ≤ r < ∞.
D’après le Lemme 4.3.4, on a :

|uε|2

2
converge fortement vers

|u|2

2
, (4.77)

dans L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend
vers 0. De même d’après les estimations (4.75) et (4.76), on a :

|uε|2

2
+ bε(θ

ε) converge fortement vers G, (4.78)
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dans L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend
vers 0. D’après (4.77) et (4.78), on a :

bε(θ
ε) converge fortement vers G −

|u|2

2
, (4.79)

dans L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend
vers 0.
En appliquant les techniques usuelles des solutions renormalisées à l’équation
(4.31), sachant qu’elle a un second membre borné dans L1(Q), on montre de la
même façon que dans les chapitres précédents qu’il existe une fonction mesurable
θ définie sur Q, telle que, à une sous-suite près :

θεconverge vers θ, (4.80)

et
bε(θ

ε)converge vers b(θ), (4.81)

presque partout dans Q, quand ε tend vers 0. D’après (4.79) et (4.81), on conclut
que :

b(θ) = G −
|u|2

2
,

presque partout dans Q. Les estimations (4.78) et (4.79) impliquent que :

bε(θ
ε) converge fortement vers b(θ), (4.82)

dans L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend
vers 0 et que :

|uε|2

2
+ bε(θ

ε) converge fortement vers
|u|2

2
+ b(θ), (4.83)

dans L1(0, T ; Lq(Ω)) ∩ Lr(0, T ; L1(Ω)), ∀r ∈ [1,∞[, ∀q ∈ [1, 3[, quand ε tend
vers 0. Cela achève la démonstration du Lemme 4.3.6.
Retour à la démonstration du Théorème 4.3.1 :
on vérifie que θε converge fortement vers θ dans L1(Q).
En effet, d’après ce qui précède :

θε est bornée dans Lp(Q),

avec 1 < p < 5
3
, en tenant compte de l’estimation (4.80), on déduit que :

θε converge fortement vers θ

dans Lq(Q), pour tout q vérifiant 1 ≤ q < p. Ce qui implique :

θε converge fortement vers θ, (4.84)

dans L1(Q), quand ε tend vers zéro.
Dans le lemme suivant, on démontre la convergence de µε :
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Lemme 4.3.7. µε converge fortement vers µ(θ), dans Lp(Q),

∀ p < ∞, quand ε tend vers zéro.

Preuve du Lemme 4.3.7.
Soit la fonction Th définie par :

Thf(x) =

{
f(x + h, t) si (x + h, t) ∈ Q,
0 sinon

On note fε = µ̃ε(θε) ( µ̃ε(θε) est définie ci-dessus), et f = µ̃(θ) où

µ̃(θ) =

{
µ(θ) dans Q,
1 sinon

Le caractère borné de µε, et l’estimation (4.80) impliquent que :

fε converge fortement vers f, (4.85)

dans Lp(RN+1), quand ε tend vers 0, ∀ 1 ≤ p < ∞.
On a :

‖ρε ∗ fε − f‖Lp(RN+1) = ‖ρε ∗ fε − fε + fε − f‖Lp(RN+1),

≤ ‖ρε ∗ fε − fε‖Lp(RN+1) + ‖fε − f‖Lp(RN+1). (4.86)

Dans un premier temps, on montre que :

‖ρε ∗ fε − fε‖Lp(RN+1) ≤ sup
|η|<ε

‖Tηfε − fε‖Lp(RN+1).

On procède de la même manière que dans E. DiBenedetto [18] ( proposition
21.1 ). En effet, pour presque tout t dans R, on a :

|(ρε ∗ fε)(x, t) − fε(x, t)| =


∫

RN

ρε(x − y)[fε(y, t) − fε(x, t)]dy

,

≤

∫

|η|<ε

ρε(η)|fε(x + η, t) − fε(x, t)|dη,

d’après l’inégalité de Hölder, on obtient :

|(ρε∗fε)(x, t)−fε(x, t)| ≤
( ∫

RN

ρε(η) dη
) 1

q

·
( ∫

RN

ρε(η)|fε(x+η, t)−fε(x, t)|p dη
) 1

p

,

où q est l’exposant conjugué de p. On en déduit que :
∫

R

∫

RN

|(ρε ∗ fε)(x, t) − fε(x, t)|p dx dt

≤

∫

R

( ∫

RN

( ∫

RN

ρε(η)|fε(x + η, t) − fε(x, t)|p dη
)
dx

)
dt,

≤

∫

R

( ∫

RN

(
ρε(η)

∫

RN

|fε(x + η, t) − fε(x, t)|p dx
)
dη

)
dt,
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grâce au théorème de Fubini. On applique une deuxième fois ce théorème, on
obtient alors :

∫

R

∫

RN

|(ρε ∗ fε)(x, t) − fε(x, t)|p dx dt

≤

∫

RN

ρε(η)

( ∫

R

( ∫

RN

|fε(x + η, t) − fε(x, t)|p dx
)
dt

)
dη,

≤

∫

RN

ρε(η)‖Tηfε − fε‖
p

Lp(RN+1)
(η) dη,

≤

∫

|η|<ε

ρε(η)‖Tηfε − fε‖
p

Lp(RN+1)
(η) dη,

≤ sup
|η|<ε

‖Tηfε − fε‖
p

Lp(RN+1)
.

On conclut que :

‖ρε ∗ fε − fε‖Lp(RN+1) ≤ sup
|η|<ε

‖Tηfε − fε‖Lp(RN+1). (4.87)

D’après les estimations (4.86) et (4.87), on obtient :

‖ρε ∗ fε − f‖Lp(RN+1) ≤ sup
|η|<ε

‖Tηfε − fε‖Lp(RN+1) + ‖fε − f‖Lp(RN+1),

≤ sup
|η|<ε

‖Tηfε − fε −Tηf + f‖Lp(RN+1) + sup
|η|<ε

‖Tηf − f‖Lp(RN+1) + ‖fε − f‖Lp(RN+1),

≤ sup
|η|<ε

‖Tη(fε−f)−(fε−f)‖Lp(RN+1) + sup
|η|<ε

‖Tηf −f‖Lp(RN+1) +‖fε−f‖Lp(RN+1),

≤ sup
|η|<ε

‖Tη(fε − f)‖Lp(RN+1) + sup
|η|<ε

‖Tηf − f‖Lp(RN+1) + 2‖fε − f‖Lp(RN+1),

≤ 3‖(fε − f)‖Lp(RN+1) + sup
|η|<ε

‖Tηf − f‖Lp(RN+1).

Le premier terme à droite de cette dernière inégalité tend vers 0 grâce à l’esti-
mation (4.85). De même, le deuxième terme à droite de cette inégalité tend vers
0 ( voir DiBenedetto [18], proposition 21.1). Par conséquent :

‖ρε ∗ fε − f‖Lp(RN+1) tend vers 0,

quand ε tend vers 0. Alors :

‖ρε ∗ fε − f‖Lp(Q) tend vers 0,

quand ε tend vers 0. Autrement dit, on a :

‖µε − µ(θ)‖Lp(Q) tend vers 0,

quand ε tend vers 0. Ce qui achève la démonstration du Lemme 4.3.7.
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Remarque 4.3.8. On peut démontrer par un raisonnement analogue à celui
qui vient d’être décrit la convergence suivante :

F ε converge fortement vers F (θ) dans Lp(Q), (4.88)

∀ p < 2, quand ε tend vers 0.

Donc, on a en particulier :

µε(u
ε · ∇)uε

i ⇀ µ(θ)(u · ∇)ui dans L1(Q). (4.89)

Maintenant, on vérifie que le terme div(uε · pε) passe à la limite quand ε tend
vers 0. En effet, l’estimation (4.65) implique que à une sous-suite près :

pε ⇀ p faiblement dans L2(0, T ; Lq(Ω)),

∀ q < 3
2
. On sait aussi que :

uε → u fortement dans L2(0, T ; Lq(Ω)),

∀ 1 ≤ q < 6. Ces deux derniers résultats de convergence nous assurent alors
que :

uε pε ⇀ u p faiblement dans L1(0, T ; Lr(Ω)),

∀ r < 6
5
. En particulier,

uε pε ⇀ up faiblement dans L1(Q).

On en déduit que :

div (uε pε) ⇀ div (u p) au sens des distributions. (4.90)

Grâce à tous les résultats de convergence que nous avons pu montrer jusqu’ici,
et plus particulièrement grâce aux Lemmes 4.3.4, 4.3.6 et 4.3.7 et grâce aux
estimations (4.77), (4.82), (4.84), (4.88), (4.89) et (4.90), nous pouvons passer à
la limite dans chaque terme des équations (4.57) et (4.58) et obtenir une solution
faible du système (4.6) − (4.10) au sens de la Définition 4.2.1.

CAS 2 : 0 ≤ 2α ≤ 1. Si α est nul, Dans ce cas, l’analyse de la démonstration du
théorème 4.3.1 dans le premier cas permet d’obtenir l’existence d’une solution
forte-renormalisée (uε, θε) du problème (4.30)-(4.34). En effet, l’application ψ1

(du premier cas) ainsi construite de L1(Q) dans L1(Q), reste compacte et conti-
nue. De plus,

F ε est bornée dans L∞(Q).

ce qui implique qu’il existe un nombre réel positif R > 0 tel que :

ψ1(BL1(Q)(0, R)) ⊂ BL1(Q)(0, R).
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Ainsi, on applique le théorème du point fixe de Schauder sur L1(Q) sans supposer
que les données sont petites, d’où l’existence d’une solution forte-renormalisée
(uε, θε) du problème (4.30) − (4.34).
On suppose maintenant que 0 < 2α ≤ 1. On procéde par approximation et
passage à la limite. On commence par remplacer la fonction F par F ◦T 1

ε
. Pour

tout ε > 0, on considère le problème approché suivant :

uε
t + (uε · ∇)uε − 2div(µεDuε) + ∇pε = F ε dans Q, (4.91)

b(θε)t + uε · ∇b(θε) − ∆θε = 2µε|Duε|2 dans Q, (4.92)

où div uε = 0 dans Q, uε = 0, θε = 0 sur ΣT , uε(t = 0) = uε
0 et b(θε)(t = 0) =

b(θ0) dans Ω. La suite F ε est définie par :

F ε = ζε(F ◦ T 1
ε
(θ)χ(d(x,∂Ω)>2ε)) ∗ ρε.

A ε > 0, La fonction F◦T 1
ε

étant continue et bornée, on déduit qu’il existe une so-
lution forte-renormalisée (uε, θε) du système approché (4.91)− (4.92) (d’après le
cas α = 0). Le même raisonnement des chapitres 2 et 3 dans la cas où 0 ≤ 2α ≤ 1
montre que la suite (θε)ε>0 est bornée uniformément en ε dans L∞(0, T ; L1(Ω)).
Par définition de F et F ε, on conclut que la suite F ε est en particulier bornée
uniformément en ε dans L2(Q). Enfin, on construit un nouveau système appro-
ché (4.57)-(4.61) et on passe à la limite dans ce nouveau système comme dans
le cas où 1 < 2α < 5

3
pour déduire l’existence d’une solution faible du système

(4.6) − (4.10) (au sens de la définition 4.2.1).

Ainsi se termine la démonstration du Théorème 4.3.1.
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