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Introduction

Dans cette thése, nous étudions quelques modéles de mécanique des fluides, en particu-
lier des systémes non linéaires d’évolution, notamment le systéme non linéaire de Boussinesq
suivant :

u+ (u-V)u—2div (u(@)Du) + Vp = F(0) dans Q, (1)
b(B), + u- Vb(0) — AG = 2u(6)| Dul? dans Q, (2)
divu=0 dans @, (3)

u=0et =0 sur X, (4)

u(t =0) =wug et b(0)(t =0) = b(0) dans Q, (5)

ott  est un ouvert borné lipschitzien de RY, (N = 2,3), de frontiére 99, T' > 0, Q = Q x
(0,T), X7 = 90 x(0,T). Les inconnues sont le champ de déplacement v : Qx (0,7) — RY
et le champ de température 6 : Q x (0,7) — R et Du = 3(Vu + (Vu)') est le taux de
déformations. L’équation (1) est I’équation de conservation de la quantité de mouvement.
Dans cette équation, les quantités p et p désignent respectivement la viscosité et la pression
cinématique du fluide. Le second membre de I’équation (1) est la fonction F(6), ou F
est une force de gravité proportionnelle & des variations de densité qui dépendent de la
température. La fonction p est continue de R dans R et bornée. La fonction F est continue
de R dans R, uqy appartient a L2(€2), a divergence nulle et ug.n = 0 sur 9. L’équation (2)
est I’équation de conservation de I'énergie dans laquelle le second membre u(6)|Dul? est
I’énergie de dissipation. Pour cette équation, la donnée initiale b(y) appartient a L*(€2). Le
systéme de Boussinesq (1) — (5) des équations d’hydrodynamique (voir [12]), résulte d'un
couplage entre les équations de Navier Stokes et I'équation de I'énergie ([27]). Des systémes
non linéaires similaires mais avec un second membre constant (par rapport a 6) et b(0) = 0
ont été en particulier étudié dans [13], [14] et [25]. La présence des gradients de densité
ou la variation de densité dans un fluide est induite, par exemple, par des variations de la
température résultant du chauffage non uniforme du fluide. On trouvera, par exemple, une
présentation des hypothéses, qui permettent de justifier les modéles de Boussinesq dans [3].
Les modéles étudiés dans cette thése sont plus généraux que celui décrit dans [3] ou [12],
puisque l'on considére ici une énergie interne b() non linéaire, une viscosité dépendant
de la température et un couplage via I’énergie de dissipation p(6)|Du|?. L’existence des
solutions & (1) — (5) repose sur la stabilité des équations (1) et (2) si l'on travaille par
approximations ou sur l'unicité des solutions de ces équations si l'on travaille par point
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8 Introduction

fixe. On est donc amené a distinguer le cas de la dimension 2 d’espace (N = 2) de la
dimension 3 (N = 3).
& Le cas de la dimension N = 2

On sait que si F'(9) € L?(0,T; H~1(Q)), alors 'équation de Navier-Stokes (1) a une solution
unique pour ug € L*(Q) et que Pénergie de dissipation p(0)|Dul|* est stable dans L'(Q)
vis-a-vis des approximations. L’équation de conservation de l’énergie (2) se place donc
naturellement dans le cadre L!. Nombreux sont les travaux sur les équations paraboliques
a données L' (voir [5] et [15] par exemple). Pour avoir I'unicité et la stabilité de solution
de (2), on utilise donc le cadre des solutions renormalisées qui possédent ces propriétés a
la différence des solutions faibles. Le type de solutions que 'on obtient dépend bien str
du comportement de la fonction F'. Si F' est par exemple bornée, on obtient des solutions
pour toutes données initiales ug € L*(Q2) et b(6y) € L'(Q). Pour aborder le cas de fonctions
F plus générales, il faut examiner plus précisément la régularité des solutions de (2). Sous
les hypothéses que nous adoptons sur b, les solutions renormalisées des équations de type
(2) veérifient les régularités suivantes :

6 € L>(0,T, L' (Q)),

T
Vk>0,//|DTk(9)]2dmdt§0k,
0JQ

avec Ti(r) =min(k,max(r, —k)) ¥V r € R. Nous démontrons alors dans une premiére étape
que 6 € L"(0,T5 L1(€2)) avec 1 < ¢ < oo et 7 < L3 (un résultat similaire est démontré
dans [29] pour N > 2). Pour avoir F'(f) € L*(0,T; H'(Q2)), on est donc amené a faire une
hypothése de croissance sur F' du type :

Vr € R, |F(r)| < a+ M|r|%,

avec a > 0, M > 0 et 2a € [0,3[. Nous démontrons alors dans une deuxiéme étape que
F(0) s’identifie & un élement de L*(0,T; H'(Q2)) avec

IE @) 2011 () < Cla+ 101%- 0150000

Ces arguments nous permettent via des approximations de b et des méthodes de points
fixe de démontrer que (1) — (5) possédent des solutions pour des données initiales petites.
& Le cas de la dimension N = 3

L’unicité de la solution de 'équation de Navier-Stokes (1) et la stabilité de I’énergie de dis-
sipation sont des problémes ouverts si uy appartient seulement a (H((£2))3. Si par exemple
ug € (Hy(Q2))* et F est une fonction bornée telle que [[uol| g (q) + | Fll @) < 71, avec n une
constante suffisamment petite, on peut obtenir alors I’existence d’une solution a (1) — (5)
pour les mémes techniques que dans le cas N = 2.

Si uy est seulement dans (H{(f2))3, le manque de stabilité de 1'énergie de dissipation
w(0)|Dul* dans L'(Q) est un obstacle sérieux. Nous utilisons alors une transformation
formelle analogue a celle utilisée pour les équations de Rayleigh-Bénard dans [25]. Le sys-
téme formellement équivalent a (1) — (5) est ici :

ur + (u-V)u — 2 div (u(#)Du) + Vp = F(0) dans Q, (6)
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(S +b(8)) + div {u(% +b(6) +p)} ")

X 0 50} = 20 = 0w 3 s 0 s 0

j=1 ij=1
div u = 0 dans Q, (8)

u=0et =0 sur Xp, 9)

u(t =0) = ug et b(O)(t =0) = b(6y) dans . (10)

L’équation (7) est ’équation de conservation de I’énergie totale : énergie cinétique et énergie
interne. Il faut remarquer que dans la modélisation thermodynamique du couplage vitesse-
température pour les milieux continus, c’est en fait de I’équation (7) que l'on part (premier
principe de la thermodynamique). L’équation (2) se déduit en combinant (1) multipliée par
w et (7). Il est donc légitime de travailler avec le systéme (6)-(7). L’avantage de travailler
avec le systéme (6) — (10) est que ’équation (7) posséde des propriétés de stabilité par
rapport aux approximations. Ceci nous permet de démontrer que le systéme (6) — (10)
admet au moins une solution pour des données initiales petites et bien siir sous I’hypothése
de croissance de F':
Vr € R, |F(r)] <a+ M|r|*,

avec a >0, M >0 et 2o € [0, 3],

La notion de solutions renormalisées a été introduite par P.-L. Lions et R.-J. Di Perna
[19] pour I’étude des équations de Boltzmann (voir aussi P.-L. Lions [25] pour des applica-
tions & des modeéles de mécanique des fluides ). Cette notion a été adaptée par la suite a
des versions elliptiques et paraboliques (voir par exemple [4], [9], [20] et [23]).

Cette these est composée de quatre chapitres. Dans le Chapitre 1, nous étudions le
systéme (1) — (5) en dimension 2 (N = 2). Dans un premier temps, nous démontrons le
Lemme 1.3.4 ou il s’agit de montrer 'existence et 'unicité de la solution renormalisée de
I’équation suivante :

b(0), +u-Vb(#) — A =G dans Q,
0=0 sur Xp, (11)
b(0)(t =0) = b(by) sur )

Pour une fonction G donnée dans L*(Q), une donnée initiale b(6y) € L'(Q) et pour u donnée
dans L*(Q), on appelle solution renormalisée du probléme (11), une fonction mesurable 6
définie sur @) vérifiant :

b(f) € L>(0,T; L1 (Q)); (12)
Tr(0) € L*(0,T; Hy()) pour tout K > 0; (13)

/ V(0)|VO|* dx dt — 0 quand n — ~+o0; (14)
{(a:,t)EQ;n§|b(9)(w,t)\§n+1}

V.S € C™®(R) telle que S’ est a support compact, on a
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95(b(9))
ot
dans D'(Q),

+ div (uS(b(0)) -div (S'(b(0)VE) + S"(BO) (0)|VO]> = GS'(b(0))  (15)

S(b(0))(t = 0) = S(b(6y)) sur Q. (16)

On démontre que pour une fonction b définie sur R, de classe C, strictement croissante et
nulle en zéro, il existe une solution renormalisée du probléme (11) au sens de la définition ci-
dessus. Si de plus ¥’ est localement lipschitzienne, on montre que cette solution est unique.
Une variante de ce probléme ou 'on remplace u - Vb(0) par divg(d), ot ¢ est une fonction
continue sur R a valeurs dans RY, a été étudiée dans D. Blanchard et H. Redwane [9]. Ce
résultat sera également utilisé dans les Chapitres 2 et 4. Ensuite, dans le cas particulier
ou F' est bornée dans L>°(Q), le Théoréme 1.4.1 nous donne 'existence d’une solution
faible-renormalisée du systéme (1) — (5) au sens de la Définition 1.2.2 du Chapitre 1.

Dans le Chapitre 2, nous étudions toujours le systéme (1) —(5) en dimension 2 (N = 2).
On suppose que la fonction F' vérifie une hypothése de croissance du type :

VreR, |F(r)| <a+ M|r|%,

avec a > 0, M > 0.

(i) Le Théoréme 2.4.1 nous donne :
-si 0 < 2a < 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéme (1) —(5)
(au sens de la Définition 1.2.2)
-si 1 <2 < 3, il existe n > 0, tel que si a + |luo||r2@) + [|6(00) ||l L1 < 7, alors il existe
une solution faible-renormalisée du systéme (1) — (5) (au sens de la Définition 1.2.2).

(ii) Dans la Section 2.5, on montre un résultat d’existence en dimension 3. On suppose
que F est une fonction continue de R dans R? et que ug € (Hj(2))?, le Théoréme 2.5.1
nous donne :

il existe un nombre réel n > 0, suffisamment petit tel que si |lug| g3y + [[Fllze® < 7,
alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéme (1) — (5) en dimension
N = 3 (au sens de la Définition 1.2.2).

(iii) Les Théorémes 2.6.1 et 2.6.2 nous donnent deux résultats d’unicité sous des condi-
tions tres particuliéres sur les données et en dimension 2.

Dans le Chapitre 3, nous étudions l'existence d’une solution pour un systéme non
linéaire de Boussinesq ou l'on remplace le terme de convection u - Vb(0) et le laplacien
par un terme de convection du type div (®(#)) et un opérateur non linéaire de diffusion
dans I’équation de la chaleur :

ou

T (u-V)u—2div (u(f)Du) + Vp = F(0) dans Q x (0,7),  (17)
81)8_(;0) — div (a(z,0,V0)) + div (®(0)) = 2u(0)|Dul* dans Q x (0,7),  (18)
divu=0 dans Q x (0,7),  (19)

u=0et =0 sur 002 x (0,7),  (20)

u(t =0) =wug et b(A)(t =0) = by dans €2, (21)



Introduction 11

Dans ce systéme, b est un graphe défini sur R a valeurs dans P(R) monotone et qui vérifie
b= € C°(R). De plus, la fonction a(z,s,&) est monotone et coercive par rapport a &.
La fonction ® est localement lipschitzienne sur R & valeurs dans R?. La donnée initiale
bo appartient a L'(€2). La fonction F vérifie une hypothése de croissance comme dans
le second chapitre. L’originalité du travail que nous présentons ici résulte du fait que la
fonction 0 vérifie une équation plus générale, mais sans le terme de convection u - Vb(6). 11
s’agit de montrer que sous des conditions moins fortes sur b, notamment, pour une fonction
b discontinue, il existe une solution en dimension 2 du systéme (17) —(21). Dans un premier
temps, on donne la définition d'une solution faible-renormalisée du systéme (17) — (21).
Un couple de fonctions (u, 8) définies sur Q x (0,7T) est une solution faible-renormalisée du
systéme (17) — (21) si :

we LX0,T5 Hy(2)) N L*(0,T; L*(Q))
Tx(0) € L*(0,T; Hy(S2)) pour tout K >0 et § € L>(0,T; L'(2)),

1
—/ a(z,0,VO)VOdx dt — 0 quand n — +o0,
T J{(2,t)eQn<|0(x,t)| <2n}
u(t = 0) = ug p.p. dans €,
u est solution faible de I’équation de Navier-Stokes ,

il existe By € L*(Q) tel que By € b(#) presque partout dans Q et qui vérifie 'équation :

Be
//gpt/ S'"(b="(r))dr dx dt

—/w(o)( " S (r))dr dx+// a(z,0,V0)VS'(0)dx dt

// (z,0,V0)VOS"(0) godxdt—//ch / €)S (§)d§)dxdt
- /0 /Q 201(6)| Dul? §'(0)pdz dt.

pour tout S € W2>(R) tel que S’ est & support compact, et pour tout ¢ € Cg([0,T) x Q)
tel que S’(0)p € L*(0,T; H3(2)).

On suppose que b vérifie de plus les hypothéses (3.8) et (3.10) du Chapitre 3, que
I'opérateur a est plus régulier (satisfait les hypothese (3.13)-(3.16) du Chapitre 3) et que
la fonction F' vérifie

VreR, |F(r)| <a+ M|r|%,
avec a > 0, M > 0. Alors :
-8 0 < 2a < 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéme
(17) — (21) (au sens de la définition ci-dessus).
-si 1 < 2a < 3, il existe n > 0, tel que si a + ||uol|z2(0) + [|bol|21(0) < 1, alors il existe une
solution faible-renormalisée du systéme (17) — (21) (au sens de la méme définition).
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Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude du systéme formellement équivalent (6) —
(10) en dimension 3 (N = 3). Dans le systéme (6) — (10), on a la possibilité de passer a
la limite dans le terme O;u;0;(pu;) qui peut s’écrire sous la forme 0;(p(u - V)u;) (vis-a-
vis des approximations). En utilisant le cadre des solutions renormalisées des problémes
paraboliques & données L' (voir [10] et [22] ) ainsi que les théorémes de compacité, (voir
[30]), nous démontrons 'existence d’une solution faible du systéme formellement équivalent
(6) — (10). On suppose que ug € (Hj(22))?, et que 2« € [0, 2[. On suppose que la fonction
F vérifie

VreR, |F(r)| <a+ Mlr|®,

avec a > 0, M > 0 et que b est une fonction lipschitzienne. Le Théoréme 4.3.1 nous donne :
-s1 0 < 2a <1 alors il existe au moins une solution faible du systéme (6) — (10) (au sens
de la Définition 4.2.1).

-si1 <20 < 2, il existe n > 0, tel que si a+ [Juol|r2) + [|6(60)]| 1) < 7, alors il existe
une solution faible du systéme (6) — (10) (au sens de la Définition 4.2.1).



Chapitre 1

Etude d’un systéme non linéaire de

Boussinesq a second membre borné
dans L°°

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence d’une solution faible-renormalisée pour un
systéme non linéaire de type :

ou

T (u-V)u—2div (u(d)Du) + Vp = F() dans Q x (0,7), (1.1)
8(;_(75) +u - Vb(0) — A0 = 2u(0)| Du? dans Q x (0,7), (1.2)
divu=0 dans Q x (0,7), (1.3)

u=0et0=0 sur 02 x (0,7), (1.4)

u(t =0) =ug et b(8)(t =0) =0b(6) dans €2, (1.5)

ot Q est un ouvert, lipschitzien et borné de R?, de frontiere 9, T' > 0. On pose Q =
Q x (0,T), 8y = 9Q x (0,T), et Du = 3(Vu + (Vu)'). Les inconnues sont le champ de
vitesse u : Q x (0,7) — RY et le champ de température 6 : Q x (0,7) — R.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction de classe C' sur R telle que b(0) = 0 (1.6)

V(r) > o' Vr € R, pour une constante o’ > 0 (1.7)

u est continue sur R telle que mg < p(s) <my, VseR (1.8)
oll mg et my sont des constantes vérifiant 0 < mg < my

F est une fonction continue de R dans R?, et bornée (1.9)

ug € (L*(Q))?, div ug =0, et ug - n = 0 sur 99 (1.10)

13



14 Systéme de Boussinesq a second membre borné dans L™

6y est une fonction mesurable définie sur Q telle que b(6y) € L*(Q). (1.11)

La difficulté principale concernant I’existence d’une solution pour le systéme (1.1) — (1.5)
est due a I’équation (1.2) et au couplage. Si u est une solution variationnelle de (1.1)

(u € L*0,T; H}()), le terme a droite de (1.2) appartient alors a L*(Q x (0,T)). Pour
remédier & cette difficulté, on utilise la technique des solutions renormalisées . Cette no-
tion a été introduite par P.-L. Lions et R.-J. Di Perna [19] pour I'étude des équations de
Boltzmann (voir aussi P-L.Lions [25] pour quelques applications a des modéles de méca-
nique des fluides). Cette notion a été adaptée a une version parabolique de (1.2) —(1.5) par
D.Blanchard, et H.Redwane dans [9]. Ce chapitre est composé de 4 sections, dans la section
2, on donne la définition des espaces fonctionnels de Navier-Stokes ainsi que la définition
d’une solution faible-renormalisée de (1.1) — (1.5). Dans la section 3, on suppose que b est
localement lipschitzienne, on adapte alors les techniques usuelles des équations de Navier-
Stokes [32] avec celles des solutions renormalisées pour prouver 'existence d’une solution
faible de ’equation (1.1) et une solution renormalisée de 1’équation (1.2). Dans la derniére
section, on introduit un probléme approché du sytéme (1.1) — (1.5). Le travail établi dans
la Section 3 nous permet de conclure quant a 'existence d’une solution faible-renormalisée
de ce systéme. Enfin, on passe a la limite dans le systéme approché pour déduire I’existence
d’une solution faible-renormalisée du systéme couplé.

1.2 Définitions et rappels
On note Tk la fonction troncature a la hauteur K (K > 0) définie par :
Tk (r) = min(K, max(r, — K)).

Tk
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Pour toute partie A de €2, on note x4 la fonction caratéristique de I’ensemble A.
On rappelle les espaces fonctionnels classiques pour les équations de Navier-Stokes :

C>(Q) = {u € C°(Q; RY); div u = 0},
L2(Q) = fermeture de C2°(€2) dans LP(; RY),
HY(Q) = fermeture de C2°(€2) dans Hj(€;RY),

Lg(Q) = LP(0,T; Ly ().

avec p > 1.

On remarque que la pression p peut étre éliminée du systéme (1.1) — (1.5), ceci grace au
lemme de Rham [16] : si < ¢,w >= 0 pour tout w € H!(Q) alors il existe une distribution
p telle que ¢ = —Vp. Dans la suite, nous étudions le systéme suivant :

u + (u- V)u—2 div (u(0)Du) = F(§) dans (HL)' (), (1.12)
pour presque tout t € (0,7),

b(0), +u-Vb(#) — AG =2u(0)|Dul®*  dans Q, (1.13)
divu=0 dans @, (1.14)

u=0et =0 sur X, (1.15)

(1.16)

u(t =0) =wug et b(0)(t =0) = b(h) dans (2,

Pour introduire la notion d’une solution faible-renormalisée du systéme ((1.12)—(1.16)),
on consideére les deux formes bilinéaire et trilinéaire suivantes :

8uz 8u] ov;
Z / 8% 83:1)8:102 dr

d(u,v,w) = Z/uj%wid:r:/ﬂ(u-V)v-wdx,
j

Vu,v € HX(Q),w € H: (), 0 est une fonction mesurable.

Lemme 1.2.1. La forme bilinéaire ag est continue et coercive dans H:(Q) x HL(Q) pour
presque tout t € [0,T7.

Preuve du Lemme 1.2.1.

Sachant que p est bornée, il est facile de vérifier que ay est continue, d’apres 'inégalité
de Korn, ay est coercive, autrement dit, ag(u,u) > mq Huﬂip(m.

Lemme 1.2.2. La forme trilinéaire d est continue et antisymétrique dans H}(2) x H1(Q) x
HX(Q), autrement dit :
d(u,v,w) + d(u,w,v) = 0,Yu,v,w € H{(Q). En particulier, d(u,v,v) = 0,Vu,v € H}(Q).
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Preuve du Lemme 1.2.2.

Une démonstration détaillée est dans [31].

Définition 1.2.1 (Solution renormalisée). Soit G une fonction dans L'(Q), u dans
L*(Q), et Oy une fonction mesurable telle que b(0y) appartient a L'(Q). Une fonction me-
surable 0 définie sur Q est dite solution renormalisée du probléeme :

b(0), +u - Vb(0) — A0 =G dans Q,

Pl(G, 90) =0 sur ZT,
b(0)(t = 0) = b(by) dans <)
St
b() € L>=(0,T; L*(Q)); (1.17)
Tk (0) € L*(0,T; Hy(Q)) pour tout K > 0; (1.18)
/ V(0)|VO|> dv dt — 0 quand n — +oo; (1.19)
{(z,1)€Q;n<[b(0) (w,t)| <n+1}
V.S € C®(R) telle que S’ est a support compact, on a
% + div(uS(b(0)) — div(S'(b(0)VO) + S”(b(0)b (0)|VO|* = GS'(b(H)) (1.20)
dans D'(Q),

S(b(0))(t = 0) = S(b(6y)) dans Q. (1.21)

Remarque 1.2.3. L’équation (1.20) est obtenue en multipliant ponctuellement [’équation
de P(G,6y) par S'(b(0)), on vérifie aisément que tous les termes de cette équation ont un
sens dans D'(Q).

En effet, si M > 0 est telle que supp(S’) C [—M, M|, les propriétés de b impliquent que si
1b(0)| < M, on aura :

10| < Ky avec KM:maX<—b_1(—M),b_1(M)).

Ce qui nous permet de remplacer dans (1.20) les fonctions b(0) et 0 par Ty (b(0)) et Tk,,(0)
respectivement. De plus on a :
~uS(b(0)) € L*(Q), puisque u € L*(Q) et S est bornée partout,
- S'(b(9)) DO = S'(b(0)DTk,,(0) presque partout dans Q et les régularités (1.18) en-
trainent alors que S'(b(0))D0 € L*(Q),
~ S"(b(0)V'(0)|DO? = S”(b(0))V ()| DTk, (0)|* presque partout dans Q, S”(b(0))b'(9) €
L>(Q) puisque :

15" (0(0))"(0)] < 15" oo (r) MAZe[—p-1(—ar),p-1 (2| V(7)) p.p. dans Q,

les régularités (1.18) entrainent alors que S”(b(9))V'(0)|D6|? € L'(Q),
- GS'(b(0)) € LYQ), puisque G € L}(Q) et S'(b(0)) € L*=(Q)
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Ainsi tous les termes de l’équation (1.20) ont un sens dans D'(Q), nous remarquons aussi
que ’équation (1.20) implique que le terme parabolique :
25 ((6))
ot

On vérifiera plus tard que S(b(9)) € C°([0,T]; L*(Q)). L’équation (1.21) a un sens alors
pour toute fonction S € C®(R) telle que S’ est a support compact.

c LY(Q) + L*(0,T; H(Q)).

La définition suivante précise la notion de solution faible-renormalisée pour le systéme
(1.12) — (1.16).

Définition 1.2.2. Un couple de fonctions (u,0) définies sur Q x (0,T) est une solution
faible-renormalisée du systéeme ((1.12) — (1.16)) si :

u € L*(0,T; HA(Q)) N L>(0,T; L2(Q)) (1.22)
Tr(0) € L*(0,T; Hy () pour tout K >0 et b(d) € L>=(0,T; L*()), (1.23)
/ V(0)|DO)? dxdt — 0 quand n — +oo, (1.24)
{(@,1)€Q;n<[b(0) (x,t)|<n+1}
u(t =0) = ug p.p. dans Q, (1.25)
(ug, w)rz2 () + 2a(u, w) + d(u,u,w) = (F(0),w) 2 Yw € Hi(Q), (1.26)
VS € C*(R) telle que S" est a support compact, on a
% + div(uS(b(6)) — div(S'(b(0))DO) + S" (b(9)6'(8)|DO|* = 2u(0)| Du|>S’ (b(6))
(1.27)
dans D'(Q),
S((0))(t =0) = S(b(y)) dans Q. (1.28)

1.3 Existence et stabilité pour une fonction b plus régu-
liére
Dans cette section, nous supposons de plus que :

b’ est localement lipschitzienne (1.29)

En effet, cette hypothése est nécessaire pour avoir 1'unicité de la solution renormalisée et
pouvoir appliquer un point fixe par la suite. Dans le cas ou la fonction continue F' est
bornée, les propriétés des équations de Navier-Stokes ainsi que des solutions renormalisées
vont nous permettre d’établir grace a un théoréme de point fixe, un résultat d’existence
d’une solution du systéme (1.12) — (1.16) :
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Théoréme 1.3.1. On suppose vérifiées les hyphotheéses (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10),
(1.11) et (1.29), alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéme ((1.12)—
(1.16)) (au sens de la Définition 1.2.2).

Preuve du Théoréme 1.3.1.

Nous utilisons une méthode de point fixe.
Soit # un élément arbitraire de L'(Q), et considérons le probléme suivant :

u + (u-V)u— 2 div (u(0)Du) = F(§) dans (HL)' (), (1.30)
pour presque tout t € (0,7,

divu=0 dans @, (1.31)

u=20 sur X, (1.32)

u(t =0) = ug dans 2 (1.33)

Lemme 1.3.2. On suppose vérifiées les hypothéses (1.8), (1.9), (1.10). La fonction 6 est
fizée dans L'(Q). Alors il existe une unique solution faible du probleme ((1.30) — (1.33))
telle que w € L*(0,T; HX(Q2)) N L*(0,T; L*(Q)).

Preuve du Lemme 1.3.2.

Puisque p(6) est bornée, il suffit alors de refaire le méme raisonnement que Luc Tartar
(voir [31]).

Remarque 1.3.3. Le résultat de l’existence et de l'unicité de la solution faible du systéme
((1.30) — (1.33)) reste valable dans le cas ot 0 est fizée dans un espace telle que F(0) €
L*(0,T; H () (voir [25] par exemple).

On passe maintenant a 1’analyse du second probléme qui provient du systéme ((1.12) —
(1.16)) :

b(), + u - Vb(0) — AG = 2.(0)|Du)?  dans Q, (1.34)
0=0 sur Y, (1.35)
b(0)(t = 0) = b(6y) dans Q (1.36)

Lemme 1.3.4. Soient 0 € L'(Q) et u est l'unique solution du probleme ((1.30) — (1.33)).
Sous les hypotheses (1.6), (1.7), (1.8) et (1.11), il existe une unique solution renormalisée
0 du probleme ((1.34) — (1.36)) telle que Ty (0) € L*(0,T; H (Q)),VK > 0

et b() € L>(0,T; L'()).

Preuve du Lemme 1.3.4.

La démonstration de I'existence est décomposée en 7 étapes :
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Etape 1. Dans cette étape, on commense par régulariser le probléme (1.34) — (1.36). Ce
type d’approximation nous permet d’adapter les techniques des solutions renormali-
sées appliquées aux problémes paraboliques & données L!.
Pour € > 0 fixé, on définit :

be(r) = Té(b(r)) +er pour tout r € R. (1.37)
Alors b, est une fonction lipschitzienne vérifiant b.(0) = 0, b.(r) > € Vr € R et,
be(r) — b(r),
quand ¢ tend vers 0, pour tout r € R.
[ € C5R(Q) telle que f& — 2u(0)|Dul? = f, fortement dans L'(Q), (1.38)
quand ¢ tend vers 0.
05 € C3°(9) telle que b.(65) — b(6) fortement dans L*(12), (1.39)

quand ¢ tend vers 0.

Nous considérons maintenant le probléme approché suivant :

b-(60°): + u - Vb (0°) — A6° = f¢  dans Q (1.40)
6 =0 sur Xrp (1.41)
b-(6°)(t = 0) = b.(65) dans 2 (1.42)

Lemme 1.3.5. Le probleme (1.40) — (1.42) admet au moins une solution faible 6°
dans L*(0,T; H(2)).

Preuve du Lemme 1.3.5.

La démonstration est basée sur des techniques d’approximation, sur des estimations
a priori et des passages a la limite. Elle est divisée en deux étapes. Dans la premiére
étape, on résout un probléme approché associé a (1.40) — (1.42) ou l'on approche u
par u; qui est dans L*®(Q) et a divergence nulle. En effet, pour pouvoir multiplier
le terme wu - Vb.(0°) par la fonction test b.(6°) par exemple, on a besoin de plus de
régularité sur u. Dans la deuxiéme étape, on obtient des estimations uniformes en
7 et on passe a la limite quand j tend vers l'infini dans le probléme approché de la
premiere étape.

1. % Pour € > 0 et j fixés, nous proposons de résoudre :
be(05) + uj - VO (05) — A = f© dans Q (1.43)

0 =0 sur Xp (1.44)
b-(05)(t = 0) = b.(65) dans (1.45)
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avec u; € L°(Q)) vérifiant
uj (@) < J et uj — u dans L2(Q) quand j tend vers + oco. (1.46)

(on trouve ce type d’approximation dans [25] et [17] par exemple).
Dans un premier temps, et dans le but de simplifier les notations, nous allons
omettre les indices ¢ et j.

Le probléme ((1.43) — (1.45)) peut étre réécrit sous la forme :

b(0) +u-Vb#) — A0 =f dans Q (1.47)
0=0 sur Xp (1.48)
b(0)(t =0) = b(bp) dans €2 (1.49)

Nous rappelons que b est lipschitzienne, et que b’ > ¢, pour une constante ¢ > 0,
feL*Q),ue L>®Q), et divu=0.

Cependant, les hypothéses que nous avons ne suffisent pas pour appliquer un
point fixe, car on ne trouve pas de convexe fermé, borné et stable. On introduit
alors une régularisation de b comme suit :

et on définit le probléme approché suivant :

b(0); + div(u-0"(0)) — A = f dans Q (1.50)
=0 sur Xp (1.51)
b(0)(t = 0) = b(by) dans Q (1.52)

Pour n > 0 fixé, le probléme approché ((1.50) — (1.52)) admet une solution.
En effet, on procéde par un point fixe.

Pour § € L*(Q) et u € L>=(Q) fixés, on définit I'unique solution § € L%(0,T; H} (1))
du probléme :

b(0); + div(u - b"(0)) — A0 = f dans Q (1.53)
=0 sur Xrp (1.54)
b(0)(t =0) = b(by) dans Q (1.55)

(voir par exemple [2]). Notons 1) 'application définie par :
v Q) — L*(Q)
0 — 6 =1(0)

i~y est compacte :
on suppose que 6 est bornée dans L*(Q), on a :

b(#), — AO = f dans Q.
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avec f=f—div(u-b"(0)). On a en particulier f € L2(0,T; H~'(Q)) car u et
b"(#) sont dans L>=(Q) et f appartient a C§°(Q).
Nous obtenons pour tout ¢ € [0,77] :

t t
//ab—w)ﬁdxds—l—/ /|D0|2d:17d3 (1.56)
o Jo Ot 0 Ja
t
:/ /f@dxds.
0o Ja

/B(@)(t) dw—/B(QO) dx (1.57)
Q Q

¢ t
—l—/ /|D0|2dxds:/ /f@da:ds.
0 Jo 0 Jo

ou B(r) = [ V/(s)sds vérifie :

ce qui implique :

2

B(r) > c% vr € R, (1.58)

car ici, on a O’ > c. En utilisant (1.57), (1.58), et I'inégalité de Young, on a :

t
C
5 [ OR s+ [ 1IP0I (s)ds (1.59)

l/wm |WmmUM+AB%M$

_ 1 [t
<5 [ 1)+ 5 [ DO e)ds
0 0
Q

5 [ OR -+ 5 [ D0 (o) ds (1.60)
<5 [ Wit + [ B ds

En utilisant (1.60), on déduit que @ est bornée dans L>(0,T; L*(2)) et dans
L*(0,T; H}(9)), le caractere lipschitzien de b implique :

cela entraine :

b(6) est bornée dans L>(0,T; L*(Q2)) et dans L*(0,T; Hy(Q)) (1.61)
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ob(0
2u(6) étant bornée dans L*(0,7; H1(2)), Pestimation (1.61) et un lemme de

type Aubin (Simon [30], corollaire 4), nous permettent de conclure que :
b() est compacte dans L?*(Q)

D’aprés les propriétés de b, nous avons :
1

alors
6 est compacte dans L*(Q) (1.62)

ii-Montrons que 1 est continue :
Soient 6 € L*(Q) et 6,, une suite de L?(Q) telles que :

0,, — 0 fortement dans L*(Q), (1.63)
quand n tend vers +00. On pose :
On = (0n) et 6 = (0).

Pour n > 0 et n fixés, nous avons :

b(0,): + div(u - b7(6,)) — AG, = f dans Q. (1.64)

0, est bornée dans L2(Q) d’aprés (1.63). On utilise le résultat de compacité
(1.62), on en déduit que :

0,, est compacte dans L?(Q).
Il existe une fonction o dans L?(Q) telle que :
0,, — «a fortement dans L*(Q),

a une sous-suite pres, quand n tend vers +o00. b étant continue et lipschitzienne,
on obtient alors :

b(6,) — b(a) fortement dans L*(Q),

quand n tend vers +oo.
De méme, (1.63) implique que :

b(6,) — b"(0) fortement dans L?*(Q),

quand n tend vers +00. On passe maintenant a la limite dans (1.64), quand n
tend vers +o00, 1 étant fixé, on obtient :

b(a); + div(u - b"(0)) — Aa = f dans @,
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au sens faible. Par définition de 6,,, on a :
b(0,,)(t =0) = b(hy) dans Q.

On suit le méme raisonnement ci-dessus. En appliquant un lemme de type Aubin
(Simon [30]), on montre que :

b(6,) demeure dans un compact de C°(0,T; H'(Q)).
Alors, b(0,)(t = 0) converge fortement vers b(a)(t = 0) dans H~1(Q2), quand n
tend vers 'infini. On en déduit que b(«)(t = 0) = b(y) dans Q. L’unicité de la
solution du probléme (1.53) — (1.55) implique que o = 6 et que par la suite :
0,, — 6 fortement dans L*(Q),
quand n tend vers +oo.
iii-Montrons qu'il existe une boule B de L*(Q) telle que ¥(B) C B :

soit 6 € Brz(g)(0, R), out R est nombre réel strictement positif.
En utilisant (1.57), et grace a l'inégalité de Poincaré, on en déduit que :

/3(9)( )d:v+/ /\D@\?dm (1.65)

/ 1 lLz2(en ()61 22 (3)dds + / B(6o) dz

+/ /u-b”(@)V@da:ds
<5 [ 1w+ 3 [ 100

Hlull =) / 1570 ]2y ()| DB L (e ()l + / B(60) de.
Pour n > 0 fixé, nous avons :

167(0) | 1< (q) < €1 ot ¢; est une constante indépendante de 6. (1.66)

A partir de (1.58), (1.65), (1.66), et par une application de I'inégalité de Young,
nous obtenons en particulier :

10]|£2(q) < c2 ol ¢y est une constante indépendante de 6, (1.67)

ce qui nous assure 1’ existence d’une boule B de L*(Q) telle que ¢(B) C B .
D’aprés (i), (i7), (¢ii), Papplication du théoréme du point fixe de Schauder, et
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la définition de 1, on conclut qu’il existe une solution 6”7 du probléme approché

(1.50) — (1.52) :

b(0") + div(u - b"(07) — AG" = f  dans Q (1.68)
0" =0 sur Xrp (1.69)
b(6"M)(t = 0) = b(by) dans 2 (1.70)

On multiplie ’équation (1.68) par la fonction test 67, on obtient :

t
/B(Q")(t)da:—/B(Qo)dx—i—/ /|DQ”|2dxds
Q Q 0 Jo
¢ t
+//u~Vb"(0")0"da:ds:/ /f@”dxds,
0/Q 0 Jo

pour tout t € [0, 7.
On montre que :

t
// w- V(00" dx ds = 0. (1.71)
0JQ

En effet, on pose B7(r) = [/ (b7)'(s)s ds et on note par T la fonction troncature
a la hauteur K (K > 0) définie par :

Tk (r) = min(K, max(r, — K)).

Puisque divu =0, on a :

/ot/g uVB"(Tk(0")) dzds = 0,

pour tout entier K. De plus, on a :

/Ot/ﬂ uV B (T (0")) dxds = /Ot/Q uNVb" (T (0")Ti (6") da: ds.

En faisant tendre K vers l'infini dans le terme a droite de ’égalité ci-dessus, on
obtient le résultat souhaité (1.71). On refait a peu prés les mémes estimations
que (1.59), (1.60) et (1.61), on déduit que :

b(6") est bornée dans L>(0,T; L*(Q2)) et dans L*(0,T; Hy(Q)). (1.72)

On a uVd"(07) = u(b")'(0")VE", on a aussi |(b7)"(0")
par une constante. Alors uV7(07) est borné dans L?

| < |b'(07)], donc majorée
(Q). On en déduit que :

Ob(0")

o ot borné dans L*(0,T; H *(Q)). (1.73)
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2.

Les estimation (1.72), (1.73) et un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire
4), nous permettent de conclure que :

b(0") est compacte dans L*(Q)

D’aprés les propriétés de b, nous avons :
1

alors
0" est compacte dans L*(Q). (1.74)

Il existe alors une fonction 6 dans L?*(Q) telle que :
0" — 0 fortement dans L*(Q), (1.75)

a une sous-suite pres, quand 7 tend vers 0. le caratére continu et lipschitzien de
b implique :
b(6") — b(0) fortement dans L?(Q),

quand 7 tend vers 0.
Comme b est continue, on a :

b"(0") — b(f) p.p. dans Q (1.76)

quand 7 tend vers 0.
L’inégalité |b7(07)| < |67, ainsi que Iestimation (1.75), nous permettent d’ob-
tenir :

b7(6") est bornée uniformément en 1 dans L*(Q). (1.77)

En utilisant (1.76), (1.77), nous déduisons que :
b(6") — b(#) fortement dans L*(Q),

quand 7 tend vers 0.

On peut passer maintenant a la limite dans (1.68), quand 71 tend vers 0.

Pour justifier la condition initiale (1.49), on utilise les deux estimations (1.72) et
(1.73). On applique alors un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 4) pour
déduire que b(0") demeure dans un compact de C°(0,T; H~1(£2)), donc b(6y) =
b(0")(t = 0) converge vers b(0)(t = 0) fortement dans H~*(€2), d’ott la condition
initiale (1.49). On peut donc conclure que le probléme (1.47) — (1.49) admet au
moins une solution @ dans L*(0,T; Hi(€2)) qui vérifie b(#) € L>(0,T; L*()).
%% Pour ¢ > 0 fixé :

Le but de cette étape est d’obtenir des estimations uniformes en j et de passer

a la limite quand j tend vers l'infini dans le probléme approché (1.43) — (1.45)
de la premiére étape.



26

Systéme de Boussinesq a second membre borné dans L™

On rappelle que pour € > 0 et j fixés, le probléeme (1.43) — (1.45) admet au
moins une solution 65 € L*(0,T; Hy(2)) telle que b.(65) € L>(0,T; L*(£2)).
On multiplie la premiére équation (1.43) par ¢, on obtient alors :

. ,
// D) g 1z i +/ /yDeEy d ds (1.78)
t t

+/ /Uj'ng(9§)9§d$dS:/ /f‘f@jdxds.
0 Q 0 Q

Comme divu; = 0, on refait le méme raisonnement que (1.71) pour avoir :

¢
//uj-VbE(Qj)dede:O.
0 Jo

On proceéde de la méme fagon que dans (1.65), on obtient, pour € > 0 fixé que :
05 est bornée dans L*(0,T’; Hy () (1.79)
indépendamment de j. Pour £ > 0 fixé, b, étant lipschitzienne, on a :
b-(05) est bornée dans L*(0,T; Hy(2)) (1.80)
indépendamment de j, pour € > 0 fixé.

Puisque wu; - Vb (05) € L*(Q), on multiplie cette fois-ci 1'équation (1.43) par
b-(05), on obtient alors :

ab / 2
/ / (975 < (05) d:z;ds—i—/ /b (605)|DO5|" dx ds (1.81)
t t
+/ /uj-ng(Oj) b (05) da:ds:/ /fabs(ﬁj) dx ds.
0 Jo 0 Jo

Comme divu; = 0, on refait toujours le méme raisonnement que (1.71), on

obtient : ,
/ / uj - Vb (05) bo(05) dvds = 0
0 Ja

1 15 2 1 e\ |2
5 [ 1@ OF e =5 [ b6 ds
t t
+/ /b;(0§)|D0§|2dxd3:/ /fabg(ﬁj)dxds,
0 Q 0 Q
5 [ 0P s <5 [ pss)a
2 ), 17V T3 ), el

ce qui implique :
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x [ [ireraass ) [ [ noeras,

finalement, on aura :

/Q|b€(6’§)(t)| dm§01+02/0 /Q|b5(9§)(s)| dx ds, (1.82)

ou C et (5 sont des constantes qui dépendent uniquement de €.
L’estimation (1.82) et le lemme de Gronwall permettent de déduire que pour
e > 0 fixé :

be(05) est bornée dans L=(0,T; L*(R)), (1.83)

indépendamment de j.
Puisque b./(r) > ¢, Vr € R, alors, pour € > 0 fixé, on a :

5 P 0 T2
05 est bornée dans L>(0, T L*(52)), (1.84)

et
05 — 6° faiblement dans L*(Q), (1.85)

a une sous-suite prés, quand j tend vers 4oc.

On sait que :
ob.(6%)
ot
* AB5 est bornée dans L*(0,T; H~'(Q)) (voir (1.79)).
* D’aprés (1.46), et (1.80), u; - Vb (65) est bornée dans L'(Q).
* f¢ appartient en particulier & L?(Q), pour & > 0 fixé.
Par conséquent, pour € > 0 fixé :

ob.(0°)
ot

En utilisant (1.80), (1.86), 'application du lemme de type Aubin (Simon [30],
corollaire 4) & b.(65) implique que :

= A0 —u; - Vb (05) + f° dans Q

est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H *(Q)). (1.86)

be(05) est compacte dans L*(Q),
on en déduit,
be(05) — X fortement dans L*(Q), (1.87)

a une sous-suite prés, quand j tend vers +oc.
D’apreés (1.85), (1.87), et un résultat classique de Minty (voir par exemple [24]),
on obtient :

Par conséquent, pour € > 0 fixé, on a :

b-(05) — b.(6°) fortement dans L*(Q), (1.89)
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quand j tend vers +oo.
Gréce a (1.79) et (1.85), on déduit que :

¢ — 6° faiblement dans L*(0,T; Hy (), (1.90)

quand j tend vers +oo.

Dans la suite, on passe a la limite quand j tend vers l'infini dans ’équation
approché (1.43), en utilisant les résultats de convergence (1.89) et (1.90). La
pringipale difficulté est de passer & la limite dans le terme u; - Vb (65). D’apres
(1.80) et (1.89), on a :

Vb (05) — Vb.(6°) faiblement dans L*(Q),
a une sous-suite prés, quand j tend vers +oco. De plus, on a :
u; — u fortement dans L*(Q),
quand 7 tend vers +oo, alors :
uj - Vb.(05) — u - Vb (6°) faiblement dans LYQ),

quand j tend vers +o0o. On peut donc passer a la limite dans chaque terme de
I'équation approché (1.43). Il nous reste plus qu’a vérifier la condition initiale
(1.42). Nous rappelons d’abord que u; - Vb.(05) = div(u; - b:(05)), car divu; = 0.
On sait que b.(65) est bornée dans L>(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; Hy(£2)) pour € > 0
fixé. Alors b.(65) est bornée dans LY(Q) pour ¢ > 0 fixé, car on est en dimension
2 (N = 2). u; étant borné dans L*(Q), on en déduit que :

uj - be(9§) est borné dans Lg(Q),

pour £ > 0 fixé. D’aprés les estimations ci-dessus, on conclut que :

0b. (63 4 4
;tj) est bornée dans L3 (0,T; W 13(Q)), (1.91)

pour € > 0 fixé. D’apres (1.84), (1.91) et un lemme de type Aubin (Simon [30],
corollaire 4), on déduit que b (¢5) demeure dans un compact de C°(0,T; H~1(Q)),
donc b.(65) = b-(#5)(t = 0) converge vers b.(6°)(t = 0) fortement dans H~"(€),
d’ott la condition initiale (1.42). On en déduit que pour € > 0 fixé :

6° € L*(0,T; Hy()) est solution du probléme (1.40) — (1.42).

Etape 2. ESTIMATIONS A PRIORI. Les estimations qui découleront de cette étape,

sont liées aux techniques usuelles de solutions renormalisées appliquées aux problémes
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de type (1.40)-(1.42), (voir par exemple [9]). On prend Tk (#°) comme fonction test
dans (1.40), on a :

LL@wwwm+AZuﬂﬂm%mw
+AxwvumanM@:AZfnwﬂm¢+43y@m: (1.92)

pour tout ¢ dans (0,7), et ot

Bi(z) = / ()T (s)ds

En utilisant div u = 0, la formule de Stokes et la condition (1.41) entrainent :

twvmmmwmmﬁm (1.93)
1

D’aprés la définition de B%, on a 0 < B3 (65) < K|b.(65)| p.p. dans 2, ce qui
implique :

0< / B (65) dar < K16-(69) 1.

Les propriétés de f€ et b.(605), ainsi que les égalités (1.92) et (1.93) permettent de
déduire que :

Tk (6°) est bornée dans L?(0, T; Hy (2)) indépendamment de &, (1.94)

pour tout K > 0.
Pour M > 0 fixé, soit Sy, une fonction croissante de classe C°(R) telle que :
supp S’ C [-M, M], Sy, = 1 sur [ Y] et Sp(0) = 0.

T2 72



30

Systéme de Boussinesq a second membre borné dans L™

Su

SIS

D’aprés la définition de b, il est clair que
{[0-(07)] < M} C {[b(6°)] < M} = {b7'(-=M) < 6" <071 (M)}

1

pour € < 7.

Nous procédons de la méme fagon que dans la remarque (1.2.3), en remplagant la
fonction S par Sy, et le probléme Py (G, 6y) par le probléme (1.40)—(1.42), on obtient
alors :

(SM(bE(HE)))Kﬁ est bornée dans L*(0,T; Hy(Q)) (1.95)
et
(W) . est bornée dans L'(Q) + L*(0, T; H(Q)) (1.96)
E<ﬁ

On applique un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 4) qui nous permet de
conclure que pour tout M > 0 et pour tout € < % :

S (b-(67)) est dans un compact de L*(Q). (1.97)

On définit la fonction lipschitizienne bornée ¥, par :

Vo (r) = Topa(r) = Tu(r)
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—(n+1) -n n n+1

et la fonction lipschitizienne positive ¥,, par :

On choisit W,,(b-(6°)) comme fonction test dans (1.40) — (1.42). On obtient alors :
/ (b (6°)(t ))dx—i—/ /DHED\IJ (b:(0°)) dz ds

//u Vb (0°)W (65(95))dxds:/0 /QfE\IJn(ba(QE))dxdst/Q\I/_n(bg(ﬁg))dx

(1.98)
pour tout ¢ dans (0, T).

Etape 3. Nous commencons par démontrer les résultats de convergence a une sous-suite

e 0° converge presque partout vers 6 sur Q, (1.99)
b.(6°) converge presque partout vers b(0) sur Q, (1.100)

Ty (6°) converge faiblement vers Tk (6) sur L*(0, T; H}(Q)), (1.101)

U, (b-(6°)) converge faiblement vers W, (b(9)) sur L*(0,T; H(2)). (1.102)

quand ¢ tend vers 0 pour tout K > 0 et pour chaque n > 1.
On démontre via un procédé de construction de suite diagonale, qu’il existe une
sous-suite, toujours notée par b.(6°) et qui vérifie :

b-(67) converge presque partout vers x sur @,
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ou x est une fonction mesurable.
On considére désormais que M est un entier, on prend ¢ = %, et b.(0°) = v,.
D’aprés (1.97), on sait que :

{SM(UR)/H > M} - C’M7

Cy etant un compact de L*(Q).

On prend M = 1, il existe une sous suite (U}Lk)k de (vy,), telle que la suite (S (Uik))k
converge presque partout sur ().

Pout M = 2, il suffit de remarquer que :

(S2 (v, ))n>2 € {Sa(va)/n > 2} C Cs.

N . . : : 2 1
Comme pour le cas out M est égale a 1, on extrait une sous-suite (v; )x de (v, )n,>2

telle que la suite (SQ(U?«L,C» x converge presque partout sur @,

et ainsi de suite jusqu’ & ce qu’on puisse construire une suite diagonale (UZ’;“) K, telle
que la suite (Sy(vj#*)), converge presque partout sur @, pour tout entier M.
On conclut que pour tout entier M, il existe une sous-suite toujours notée par

(b=(07))eso telle que :

Shr(b-(6%))es0 converge presque partout sur @ , quand ¢ — 0.
La fonction Ty, étant continue, pour tout M > 0 fixé, on obtient :

Ty (S (be(67))) converge presque partout sur () quand & — 0.
D’aprés la définition de Sy, il est facile de vérifier que :

Ty (Su)(t) =Tu(t) teR

2

On en déduit que pour tout M > 0 fixé :

T (b-(67)) converge presque partout sur ) quand € — 0.

2

On applique & présent un lemme de F. Murat (voir [26]), il existe une sous-suite
toujours notée par (b.(6°)):>0, il existe une fonction mesurable x définie sur @) telle
que :

b-(6°) converge presque partout vers x sur Q).

On sait que b, ! est continue sur R, et converge partout vers b~!, par conséquent :
67 converge presque partout vers § = b~ (x) sur Q, (1.103)

et que :
b.(0%) converge presque partout vers b(f) sur @,
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quand ¢ tend vers 0.
En utilisant la convergence (1.103), et le fait que Tk (6°) est bornée dans L?(0, T'; H3 (92)),
indépendamment de e, on conclut que pour tout K > 0 fixé :

Ty (6°) converge faiblement vers Tk (6) sur L*(0,T; HL(Q)).

On utilise Tk (b-(6°)) comme fonction test dans (1.40)-(1.42), on obtient :
/TK( (09))(t) dx +// b.(0°) Ty (b-(6°))| D6 |? dx ds

+/0t/ﬂu Vb (6°) Tk (e (95))dwds—// STk (b (96))dxds+/TK(b (6%)) da
(1.104)
ou Ty (r fo Tk (s)ds.

Sachant que div u = 0, on utilise la formule de Stokes et la condition (1.41) pour
obtenir :

/t/ w- Vb (6°)Tk (b(6°)) dxds =0 (1.105)
0/Q

On passe maintenant a la limite inférieure dans I’équation (1.104) quand ¢ tend vers
0, en utilisant (1.105), (1.100), (1.38) et (1.39), on obtient :

| Tew@) 0z < K1l + 1660 o)
D’aprés l'inégalité précédente, et grace a la définition de Tk , on en déduit que :
K [ pO)O]do < 5Kmes(@) + K1 o) + 100 o)

pour presque tout t € [0,7], ce qui implique
b(0) € L=(0,T; L' (Q)).

On passe maintenant a la limite dans (1.98) quand ¢ tend vers 0. Comme div u = 0,
on utilise la formule de Stokes et la condition (1.41) pour obtenir :

/ot/gu - Vb (6°)V,,((b-(6°)) dx ds = 0

il en découle :

t
lim// b’(@a)\Dea\zda:dt<// £ ( d;vdt+// T, (b(0))) da.
£=0 JoJ {n<|be(6°) | <nt1} 0/

(1.106)
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Comme V¥, et ¥, convergent presque partout vers zéro ou
W, (0(6))] < 1 et [W,(b(60))| < [b(60)| € L'(),

le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet d’obtenir :

t
lim m// . (6°) | DEF |2 das dt — 0 (1.107)
0/ {n<[be (6°)|<n+1}

n—+oo e—0

on va prouver maintenant que :

(b;(es))%’D98|X{ng|bg(98)|gn+1} converge faiblement dans (LQ(Q))N
vers (b/(0))2 ’Délx{n§|b(é)|§n+l} quand ¢ tend vers 0 pour tout n. (1.108)

Pour tout entier n, on définit une suite de fonctions lipschitziennes et continues par :

Gr i (r) = (T () (1) = Ty 1y ()" - (T =1y (1) = T =1y (1)

b (—n—1)  b(— bz (n) b (n+1)
bt (=n—1) b (—n)

£

Pour tout nombre réel r et pour tout entier n, G converge vers

G (r) = (To 1y (1) = Torr (1)) = (Topr oy (1) = Ty (1)

quand ¢ tend vers zéro.
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Gn,n+1

b l(n+1)—b"1(n)

Sachant que supp(GZ" ) C [b~'(—n—1),b" (n+1)] pour e < —o, |G| oo (r) <
K, =max{b"'(n + 1), [b~'(—n — 1)|} et |[[(GZ"*1)||fe®) < 1. On en déduit que la
suite DG ”“(95) qui s’identifie a (G™"T1Y (GE)DTKH(OE) est bornée dans L*(Q)N

pour ¢ < —. Gréace a la convergence de b., il existe une sous suite de G™"*1(6°)

notée de la méme facon telle que DG +1(6°) converge faiblement vers DG™"1(f)
dans L?(Q)N quand ¢ tend vers zéro. D’aprés les définitions de Gm"+ et de G™1,

on a pour € < ——= Py

(BL(6°))* DO [ oy<nsry = (BL(GZH(6)))F DG21(6°) p.p.dans Q.
La continuité de b sur R entraine que :
(BL(GE™H(6°)))7 — (V(G™(8))) 7p.p. dans Q,
quand ¢ tend vers zéro, ot

V(G (05))) 2] < max VY3 (r) + 1 dans
L@ S max(#)H0) +1) pp. dans Q.

En tenant compte de la convergence de DG™™1(6°) vers DG™"1(0) dans L*(Q)V
on en déduit que pour tout entier n :

(BL(GZH(69)))F DGLH(67) — (V(G1(6))2 DG (6)
faiblement dans L?(Q)", quand ¢ tend vers zéro. Et
(@ (0))E DG (0) = (B(0))EDOX iy - hans Q.

Cela implique que :

t
// b (6 )|D9[2dxdt<hm1nf// b.(6°)| DO d dit
(n<|b(d)|<n+1} {(n<|be (6°)|<n-+1}
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grace a l'estimation (1.107), on obtient :

t
lim // V(0)| DO dv dt =0 (1.109)
n=to0 Jo (n<|b(B)| <n+1}

Etape 4. On définit une régularisation spécifique de Tk (b(9)) (pour K > 0 fixé ) par :
Soit (vfy), une suite de fonctions définie sur © telle que :

vh € L°(Q)NH}(Q) Yu>0, (1.110)
ool < K Vp>0, (1111)

vy — Tk (b(0y)) p.p.dans Q et iHDU{fH%Q(Q) — 0, quand pt — +o0.  (1.112)

(voir par exemple [7] pour la preuve de I'existence de telle suite (vf)),).
D’aprés (1.7), on a :

DTy (b(6)) = Ty (b(6))V' () DT (6).
Puisque b est localement lipschitzienne et grage a (1.101), on obtient :

Ty (b(0)) € L*(0,T; H}(Q)),VK > 0.
VK > 0,Vu > 0, il existe une unique solution

(T (b(0))), € L=(0,T; L*()) N L*(0, T; H ()

du probléme monotone :

0Tk (b(0)), + w(Tx (b(8)),, — Tk (b(6))) =0  dans D'(Q) (1.113)

Ti (b(6)) ,(t = 0) = v} dans Q (1.114)

((1.113)-(1.114)) implique que :

%bt(% € [2(0,T; HI(2)). (1.115)

On se contentera ici de rappeler quelques résultats trés importants (voir [6]) :

~

Ti (b(8)), — Tr(b(A)) p.p. dans Q, et dans L>¥(Q) faible * (1.116)
et fortement dans L*(0,T; H}(€2)) quand j tend vers + oo
Tk (6Ol < max (I Tk GO |~y [ lmo) <K (1117)

pour tout u et pour tout K >0 .
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Lemme 1.3.6. Soit K > 0 fizé, soit S une fonction de classe C*(R), croissante
telle que S(r) =1 pour |r| < K et telle que S” soit a support compact, alors :

lim inf Tim / /0 <%,TK(1)€(95))—TK(b(é))@dsdtzo.

p——+o0 e— 0 0

ou le crochet {,) représente le produit de dualité entre L'(Q) + H1(Q) et L>(Q) N
Hy(2)

Preuve du Lemme 1.3.6.

Dans cette démonstration, nous nous inspirons des techniques de démonstration uti-
lisées dans le cadre linéaire dans [7].
Soit K > 0 fixé. S’ étant & support compact, nous avons :

S(b:(67)) € L*(0,T; Hy(2)) N L=(Q),

et
S(b()) € L*(0,T; Hy(Q2)) N L™(Q).

On multiplie comme d’habitude I’équation du probléme régularisé par S’(b.(6)), on
vérifie aisément que :

95 (b:(69))

o e LY(Q) + L*(0,T; H1(Q)).

Par définition de S, on a :
Ty (S(b(69))) = T (b)) et T (S(b(B))) = T (b(6)) p.p. dans Q.
L’unicité de la solution du probléme monotone implique que pour tout p > 0 :

(Tx (SBO)))u = (T (b(6))) . p-p dans Q. (1.118)

Pour ne pas alourdir les notations, on pose :

v = S(b-(6°)) et v = S(b(0)). (1.119)

/ / <%’TK@E(95))_TK(b(é))u>d5dt

/ / — (Tk(v)),)) dsdt.

D’apres (1.115), (1.118), et (1. 119) on obtient :

Tk (V)

5 € L0, T Hy () € LHQ).



38 Systéme de Boussinesq a second membre borné dans L™

On obtient alors :

| ) - (o)) dsa
= [ [ OO, (o ) s

_/O /O <a_”t,(vf_TK(v€))>dsdt
" / / [ o — (it dsar

Sachant que [ (s — Tk (s)ds = 3|r — Tk(r)[?, et en appliquant un lemme de Murat
[26], on obtient :

/O /0 <%, Ty (b-(6)) — (T (b(0))),.) ds dt (1.120)

-3/ ) = @t Pavit = [ 0 = T, = 0)do
_%/T/ yvf_TK(UE)FddeZ/Q|UE—TK<U€>|2(15—0>d$
/ // TK (v — (T (0)),)der ds dt.

Rappelons que b.(0°) — b(@) p.p. dans @), et que S est bornée, ce qui implique :
v° — v fortement dans L*(Q) et dans L*°(Q) faiblement x,

quand ¢ tend vers 0.
On a également v°(t = 0) = S(b-(6°))(t = 0) = S(b-(65)) p.p .dans Q,
or, b.(65) — b(6y) fortement dans L'(2), quand ¢ tend vers 0, on en déduit :

v¥(t = 0) — S(b(6)) fortement dans L*(2),

quand ¢ tend vers 0.

On fait tendre € vers 0 dans (1.120), en utilisant les deux derniers résultats de conver-
gence de v° et de v*(t = 0), on en déduit :

[Tt OS(b.(6°)) _ .
iy [ [ 0 0) - (@@ dsde (121)

e—0 0

= %/0 /ﬂ |U — (TK(U))M|2 dx dt — g/ﬂ |S(b(90)) _ (TK(U))“(t _ 0)|2 dr
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e 2 T 2
3 v — T (v)|” d dt + B} |S(b(0p)) — Tk (S(b(6)))(t = 0)|° dz
0 Jo Q

+/:/;/g%,@_(TK(U))u)dxdsdt,

pour tout p > 0.

Avant de passer a la limite-inf quand p tend vers 'infini dans (1.121), nous réécrivons
le probléme monotone en termes de Tk (v) :

Tk (V)

o (T (v), = Ti(v)) = 0 dans D'(Q), (1.122)

(Tx(v)u(t =0) = vf dans Q, (1.123)
puisque T (S(b(6p))) = Tk (b(6p)) p-p. dans €2, on a :
(Tx (v)), — Tx(v) dans L*(Q), (1.124)

et
(T (0))u(t = 0) — T (S(b(6o))) dans L2(), (1.125)

quand g tend vers +o00.

On passe a la limite-inf, quand p tend vers +oo dans (1.121), d’apres (1.122), (1.124),
et (1.125), on obtient :

p—+oo e—0

lim inf lim /0 /O <%,TK(55<96))—(TK<b(é)))H>dsdt

= mint [ [ [ ) = (Teno - W), do ds i

H——+00

On sait que |(Tx(v)),| < K presque partout dans @), ce qui implique :

(Tre (v) = (Tre (0))) (v = (Tk (v)) ) 2 0 p-p. dans Q,

la démonstration du lemme (1.3.6) est ainsi terminée.
Etape 5.
Lemme 1.3.7. La sous suite de 6° définie dans l’étape 3 vérifie pour tout K > 0 :

e—0

Iim /0 T/O t/Q DTy (0°) DTy (b-(6°))dx ds dt < /0 T/Ot/Q DTy+(0) DT (b(0))dx ds dt,

ou K* = maz (b7Y(K),|b" (—K)|)

Preuve du Lemme 1.3.7.
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On définit pour n > 1 fixé, la suite de fonctions croissantes et de classe C*°(R) par :

Sy(r) =17 pour |r| < n, (1.126)
supp(S,)' C [=(n+1),n+ 1], (1.127)
1Snllpoe () < 1. (1.128)
Sn
n
—(n+1) -n n n+1
-n

On multiplie le probléme régularisé ((1.40) — (1.42)) par S, (b-(6°)), on obtient :

95, (b=(67))

g T U(07) DI, (0.(67)) — div (S, (6 (67)) DE)

+S7(b-(6°))b.(6°)| D6°|? = £S5 (b.(6°)) dans D'(Q). (1.129)

On choisit la fonction Wi = Ty (b-(6°)) —TK(b(é))M comme fonction test dans (1.129)



1.3 Existence et stabilité pour une fonction b plus réguliére 41

( pour € >0 et u >0 ), on obtient aprés intégration sur (0,t), puis (0,7) :

Trt 9S8, (b.(6°)) . Y A SR —
// <$>Wu>d8dt+/// S, (b-(6°)) D6F DWE dar ds dlt
0J0 0J0JQ

T rt
+/// S (be(0°))bL(6°)W5 | DO®|? dx ds dt
0J0JQ

T pt
+/// - U.(07) DO S, (bo(6°))We dux ds dt
0J0JQ

_ /0 T/Ot/ﬂ FESL (b-(0°))WE dards . (1.130)

Dans ce qui suit, on passe a la limite dans (1.130) quand ¢ tend vers 0, puis quand
tend vers 400 et enfin quand n tend vers +oo pour K > 0 fixé. On démontre d’abord
les résultats suivants :

T pt €
liminflim// (M,W‘E) dsdt >0 Vn>K, (1.131)

p——+oo e—0

lim lim lim
n—-+oo p—-+o0 e—0

lim lim/// S0 WE drdsdt =0 Yn>1,  (1.133)
0JQ

p——+o0 e—0 0

/// Sy (b=(67))bL(6°)W5| DO |* da: ds dt 0, (1.132)

T ot
et lim lim/// u- Vb (6°)S, (b (6°)Widedsdt =0 VYn>1. (1.134)

p——+o00 e—0 0

Preuve du (1.131) : en utilisant la définition de W, le lemme (1.3.6) appliqué avec
S =S, pour n > K fixé, 'estimation(1.131) est une conséquence immeédiate.
Preuve du (1.132) : pour tout n > 1 fixé, on a supp(S,)” C [—(n+1), —n|J[n,n+1].

Par conséquent :
T t
‘/// Sy (b (6))bL(6°)W5 | DO®|? d ds dt
0 JoJa

< T8l Wi ll~co) | b.(60%)| DO°[? der i,
{n<|be (6)|<n+1}

pour tout n > 1 et pour tout p > 0. L’application de I'inégalité précédente, en tenant
compte des estimations (1.117) et (1.128) nous permet d’obtenir :

/// S (b (6°))0L(6°)WE | DEF |2 dae dis dit

< Clim sup/ b.(0°)| DO |* dux dt,
{n<|b: (6%)|<n+1}

e—0

lim lim
p——+oo e—0
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pour tout n > 1, ou C est une constante indépendante de n. Grace a l'estimation
(1.107), on peut passer a la limtie dans cette derniére inégalité quand n tend vers
+00 et obtenir (1.132).

Preuve du (1.133) : pour p > 0 fixé, on a :

We — Ty (b(h)) — Tk (b(h)), faiblement dans L*(0, T'; Hy (€2)) (1.135)

et p.p. dans @ , et dans L>°(Q) faible * quand ¢ tend vers 0.
On applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, en utilisant les es-
timations (1.38), (1.100), et (1.135), on en déduit pour tout g > 0 et pour tout

n>1: .
t
lim / / / F28 (b (0°)) WS da dis dit

/// 20(8)| Dul*5,,(b(9)) (T (b(6)) — T (b(6)),.) dx ds dt.

Maintenant, pour n > 1 fixé, 'estimation (1.116) nous permet de passer a la limite
dans cette derniére égalité quand p tend vers +oo, ce qui achéve la démonstration
de (1.133).

Preuve du (1.134) : pour n > 1 fixé, on a :

- W(09) S, (0(6°)) DO W = w - S, (bo(6%).(Tw+ (69)) DT+ (6F)WS,  (1.136)

p.p. dans @, Ve < n+r1 ot N* = max (b"'(n+1),-b"'(—n—1)).
Comme supp (S)) C [-n — 1,n + 1], la suite :
(S" (b-(6°))b.(T+(6°)))e est bornée et converge vers S’ (b(0))b (Ty+(0)) (1.137)

presque partout dans ) quand ¢ tend vers 0, car S, est régulier et bornée et gréace
aux estimations (1.99), (1.100) et (1.37).
Pour p > 0 fixé, on a :

We — T (b(9)) — Ti (b()), p.p. dans Q et dans L>(Q) faible *, (1.138)

quand ¢ tend vers 0 .
u étant fixé dans L?(Q), les estimations (1.136), (1.137), et (1.138), entrainent :

lim/// - Vba(6°) S, (b-(6°)) W di ds dt

- /OT/Ot/Q w- b (T« (0)) S, ((0)) DT+ (0)[ T (b(8)) — T (b(0)),] da ds dt, (1.139)

pour tout g > 0.
En utilisant I'estimation (1.116) et en passant a la limite dans (1.139) quand p tend
vers l'infini, on obtient le résultat (1.134) souhaité .
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Nous retournons maintenant a la démonstration du lemme (1.3.7), grace aux estima-
tions (1.130), (1.131), (1.132), (1.133) et (1.134), nous sommes en mesure de passer
a la limite-sup quand e tend vers zéro, puis a la limite-sup quand p tend vers o0 et
enfin & la limite quand n tend vers +oc dans (1.130). Nous obtenons en utilisant la
définition de W que pour tout K >0 :

lim lim lim / / / S! (b-(67)) DO (DT (b (6°)) — DTk (b(h)),) dx ds dt < 0.

n—+oo p——+oo €—0

Comme S/ (b-(6°)) DO DTk (b-(0°)) = DO DTk (b-(6°)) pour K < n.
L’inégalité précédente implique que pour tout K < n :

T rt
m/// DO° DTy (b.(6°)) d ds dt (1.140)
e=0Jo JoJa

< lim lim lim / / / S! (b.(6°))DO° DTy (b(H)),, da ds dt.

n—-+o0 p—-+oo £—0

Le terme du coté droit de 'inégalité (1.140) sera traité de la maniére qui suit :
pour ¢ < ——,on a:

g
S! (b-(6°))DO* = S/ (b.(6°)) DT+ (6%) p.p. dans Q.
Gréce a l'estimation (1.101) on conclut que pour n > 1 fixé

S (b:(6°))DO° — S (b(0)) DT+ (0) faiblement dans L?(Q),

quand ¢ tend vers zéro. La convergence forte de Ty (b(0)) u vers T, % (b(6))
dans L*(0,T; H}(Q2)) quand p tend vers +oo, implique que

lim lim / /0 /Q ! (b-(6°)) D6 DTy (b(0)),, dz: ds dt (1.141)

pu——4oo —0 0

/// S, (b(0)) DT+ (0) DT (b(6))dwdsdt

/// DTy+(8) DT (b(B)) du ds dt,

pour K < n. Maintenent pour K < n on a
DTy (6) DTy (b(6)) = DTy (0) DTk (b(6)) p.p. dans Q

ot K* = max (b"*(K),—b"!(—K)), ce qui implique tenant compte des estimations

(1.140) et (1.141) que
Tt
lim/// D6° DTk (b-(6°)) dx ds dt
e=0Jo JoJa
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/// DTx-(8) DTy (b(6)) der ds dt.

Pour e < +, on a DO° DT (b = DTy« (0°) DTy (b-(6°)) p.p. dans @. On termine
ainsi la preuve du lemme (1 3 7)

Etape 6.
Lemme 1.3.8. Pour K > 0 fixé, on a :

lim / / / DTy (6°) — DT+ (0)]* Ty (b-(6°))b.(6°) daz ds dt = 0

e—0

et
DTy (0°) DT, (b-(6°)) — DTK*(é)DTK(b(é))7

faiblement dans L'(Q) quand ¢ tend vers 0, ot K* = maz {b~'(K), |b"'(—K)|}
Preuve du Lemme 1.3.8.

Soit K > 0 fixé. La définition de b, implique que :

/// DTy (6) — DT (0)* Ty (b-(6°))0L(6°) d ds dt > 0.

Cette derniére inégalité peut étre décomposée comme suit, :

A + Ay + Ay > 0, (1.142)
ol
T pt
A = / / / DTy (6°) DT (65 T (b (6°))V.(6°) d ds dit,
0J0JD
T pt R
- / / / DTy (%) DT (6) Tl (b2 (6°))1L(6°) dr s i,
0J0JQ
et

_/T/t/ DTK*(QA)[DTK*(0€> _ DTK*(é)]T}((bg(Qa))b’e(Gg) di ds dt.
Nous avons :

T pt

lim sup A° = lim sup / / / DTer (6°) DTies (65 T (b (6°))W.(6°) d: dis .
e—0 e—0 0JQ

D’apres le lemme 1.3.7, on obtient :

T pt
limsupAfg/// DTy« (0) DTk (b(0))dx ds dt. (1.143)
0Jo

e—0
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En utilisant les estimations (1.37), (1.100) et (1.101), on a :
DT+ (0) T (b=(67))6L(67) = DT e (0) T (b-(6°))VL (T (6%))

pour tout € < % et

~

DTy (B) Ty (b= (67))0L(Tic+ (6°)) — DT (0) T3 (b(6)V' (T (6)) (1.144)
fortement dans (L*(Q))", quand ¢ tend vers zéro. On a également :
DTy (0)T4 (b(0))V (T« (0)) = DT (b(A)) p.p. dans Q. (1.145)

En utilisant les estimations (1.101), (1.144) et (1.145), on obtient :

lim Ay° = — / / / DTy (0) DTx (b(0))dx ds dt. (1.146)

e—0

Et d’aprés les estimations (1.37), (1.100) et (1.101), on conclut que :
(DT (6°) — DT () The (bo(0°))1L(0°) — 0 (1147

faiblement dans (L*(Q))", quand e tend zéro. Les estimations (1.101) et (1.147)
entrainent que pour tout K > 0 :

lim As® = 0. (1.148)

e—0

Gréace aux estimations (1.143), (1.146) et (1.148), on peut passer a la limite-sup
quand ¢ tend vers zéro dans (1.142) et obtenir pour K > 0 fix¢é :

lim / / / DTy (6°) — DT+ (0)]>Th (b (0°))V.(0°7) dax ds dt = 0.

Compte tenu de ce dernier résultat de convergence, on déduit que pour tout K > 0
et pour tout 7" < T :

[DTic: (6°) = DTy~ (0)*Tic (b= (6°))b2(6°) — 0
fortement dans L'((0,7”) x Q) quand ¢ tend vers zéro. In addition, we have :
[DT e (6°) = DT (0)]P T (be(6°)0L(6°)
= DTy (0°) DT (bo(6°)) — 2D T+ (0°) DT+ (0) T (b(60°))BL(67)

+ DTy (6) DTy ()T (b (6°))1L(6).

On note : .
B = DTy (6°) DTrc- (8) T (b (6°))0L(6°)
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et
B = DTy (0) DTy~ (6) T (b.(6°))bL(6°).

D’aprés (1.144) et (1.145), nous avons :
DT+ (8) T (b-(6°)0L(6°) — DT (b(9))

fortement dans (L?(Q))™ quand ¢ tend vers zéro. En utilisant 1’estimation (1.101) et
ce dernier résultat de convergence, on obtient :

B — DTy (0) DT (b()) (1.149)

faiblement dans (L'(Q))" quand e tend vers zéro. De la méme fagon, on obtient :

B — DTy (6) DT (b(6)) (1.150)
fortement dans (L'(Q))" quand e tend vers zéro. Les estimations (1.149) et (1.150),
impliquent que pour tout K > 0 et pour tout 77 < T :

DTy (67) DTk (b-(6°)) — DTx+(0) DTk (b(6)) (1.151)

faiblement dans L'((0,7") x ) quand ¢ tend vers zéro. Par la suite, on prolonge la
fonction f sur I'intervalle (0, T') avec T > T' (prolongement par 0). On peut facilement
vérifier que le résultat de convergence (1.151) reste vrai faiblement dans L'(Q), la
preuve du Lemme (1.3.8) est alors compléte.

Etape 7. Dans cette étape , on montre que 6 satisfait (1.27) et (1.28). Soit S une fonction

de classe C*°(R) telle que S’ est & support compact. Soit K un nombre réel positif tel
que supp (S’) C [-K, K]. On multiplie ponctuellement ’équation approchée (1.40)
par S’(b.(67)), ce qui nous permet d’écrire :

—8S(b§t(6€)) +u - Vb (69)S"(b:(6°)) — div (S'(b-(6°)) D6F) (1.152)

5 (b.(6°)b.(6%) | DO = f25'(b.(67)) dans D/(Q)

Dans ce qui suit, on va passer a la limite quand ¢ tend vers 0 dans chaque terme de
(1.152).

* Limite de w
ot
aS(l;t(H )) N aS(abt(H)) dans 'D/(Q) quand ¢ tend vers 0

sachant que S est bornée, continue et que S(b.(6°)) converge vers S (b(é)) p.p. dans
Q et dans L>(Q) faible .

* Limite de : div(S’(b-(07))D6°)

Comme supp S’ C [-K, K], on a pour € < +, ot K* = max {b*(K), |b'(—=K)|} :

S'(b-(607))DO° = S (b.(6°)) DT+ (6°) p.p. dans Q
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La suite S'(b-(6°)) converge vers S'(b(A)) p.p. dans Q et elle est bornée .
L’estimation (1.101) donne alors :
S (b.(6°)) DT k- (6°) — S"(b(0)) DT+ () faiblement dans L*(Q) quand ¢ tend vers 0.
S"(b(0)) DT+ (0) = S'(b(0)) DA p.p. dans Q puisque S’ (b()) = 0 pour |b(d)| > K,
alors

S'(b.(6°)) DO° — S'(b(A)) DI faiblement dans L*(Q) quand e tend vers 0.
x Limite de S”(b-(6°))b.(6°)| D6|? :

Comme suppS” C [—K, K], nous avons pour € < & :
S" (b= (09)0L(6°)| DO |* = S"(b=(67))0L (TK*(QE))|DTK*(9€)|2
= 5"(b=(67)) Ti (be(6°))-(67) DT+ (6°) D6 p.p. dans Q.

La convergence presque partout de S”(b.(6)) vers S”(b(d)) quans ¢ tend vers 0, le
fait que S” soit bornée, et le Lemme 1.3.8 nous permet de conclure que :

S" (be(6°))bL(6°)| DO — S (b(0)) DT+ (6) DT (b(6) ),
faiblement dans L'(Q), quand ¢ tend vers 0. Enfin :
S"(6(0)) DT (B) DTyc (b(8)) = S"((8))V'(8) | DA p.p. dams Q.

)
* Limite de fS(b.(6°)) :
D’aprés (1.38) et (1.100), on a :

foS'(b:(67)) — 2u(8)| Dul*S' (b(6))

fortement dans L'(Q) quand e tend vers 0.
* Limite de  w - Vb (6°)S'(b-(6°)) :

Comme div v =0, on a :
w- Vb (6°)S"(b-(6°)) = div (u-S(b-(6°))) dans D'(Q).

La convergence presque partout de S(b.(6)) vers S(b(f)) quand e tend vers 0, le fait
que S soit bornée, et que u soit fixée dans L?(Q) entrainent que :

u- S(be(6°)) — u- S(b(h)) fortement dans L*(Q) quand ¢ tend vers 0.

Grace a ces résultats de convergence, nous sommes en mesure de passer a la limite
quand ¢ tend vers 0 dans le probléme régularisé et de conclure que 0 satisfait (1.27).
11 nous reste a montrer que S(b(6)) vérifie la condition initiale (1.28). Pour cela, on
vérifie d’abord que :

S(b.(6°)) — S(b(6)) fortement dans L2(0,T; HL(Q2)),
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quand ¢ tend vers zéro. En effet :
S/ (b (0)) 0L (6°) D" — S'(b. ()W, (Tic,(6°)) DTy, (6%) pop. dams @, (1.153)

pour € petit, ot Ko = £, car supp S’ C [—K, K] et grace a l'estiamation (1.7). b
étant de classe C'!, d’apres (1.99), on a :

V.(Tk,,(6°) — b’(TKa,(é) p.p. dans @, (1.154)
quand ¢ tend vers 0. De méme, on a :
S'(b.(6°)) — S'(b(A)) p.p. dans Q, (1.155)
quand ¢ tend vers 0, car S’ est continue. Par ailleurs, on a :

S'(b-(0°))V.(Tk, (6°)) est borné dans L>(Q), (1.156)

pour tout K > 0, car b est localement lipschitzienne. Puisque b est de classe C*
et grace a 'estimation (1.7), le Lemme 1.3.8, nous assure mieux que la convergence

~

faible de Tk«(6°) vers T+ (0) :
T+ (6°) — T+ (0) fortement dans L2(0,T; HL(Q)), (1.157)

quand ¢ tend vers zéro. D‘aprés (1.153), (1.154), (1.155), (1.156) et (1.157), on conclut
que : A
S(b.(6°)) — S(b(0)) fortement dans L*(0, T; Hy(2)), (1.158)

quand ¢ tend vers zéro. Le méme raisonnement qui nous a donné (1.158), permet de
vérifier que :

div (S'(b.(6°))DO°) est compact dans L*(0,T; H '(f2)).
9S(b(67))

Alors se décompose en deux termes. Un premier terme est compact dans
L2(0,T; H71()), tandis que le deuxiéme terme converge faiblement dans L'(Q)
(d’aprés les résultats de convergence ci-dessus). En tenant compte de l'estimation
(1.158) et en appliquant un lemme de [28], on conclut que S(b.(6°)) demeure dans un
compact de C°([0,T7; L(©2)). On en déduit que d’un coté S(b.(6°))(t = 0) = S(b-(65))
converge vers S(b(0))(t = 0) fortement dans L'(€2). D’un autre coté, (1.39) et la ré-
gularité de S impliquent que S(b.(65)) converge vers S(b(6p)) fortement dans L9(€2)
pour tout ¢ < co. On conclut alors que :

S(b(0))(t = 0) = S(b(#y)) dans Q.

Ce qui termine la démonstration du résultat de ’existence.
Dans la huitiéme et derniére étape, on montre que la solution renormalisée du pro-
bléme (1.34) — (1.36) est unique.
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Etape 8.Unicité : Rappelons maintenant la définition de la suite de fonctions h,, :

si |r| < n,

1
0= { b o a5
ol h est une fonction positive de classe C§°(R), telle que :
hry=1si|r|<1, 0<h(r)<1l VreR, h(r)=0si|r|>2

On suppose que h est décroissante sur [1,2] et croissante sur [—2, —1].

hn

—(n+1) -n n n+1

Pour tout entier n > 2, la suite de fonctions définie par :
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S

—(n+1) -—n n n+1

est utilisée pour remplacer S dans (1.27) pour 6, et f5. On en déduit :

%bt(éi)) -div (hn(b(0:)) D;) + Iy, (b(0:)) (6,)] DO, | (1.159)

+ div (uS,(b(6:)) = fha(b(6))

dans D'(Q), pour i = 1, 2.

Soit K un nombre réel et positif. On prend %TK(Sn(b(él)) — Sn(b(65))) comme fonc-
tion test dans la différence des équations (1.159) pour i =1 et i = 2.

Nous obtenons aprés intégration sur (0,t), puis sur (0,7) :

//1 35 _8S”g’t(é2>>,TK(sn(b(él))—Sn<b(é2)))>d8dt (1.160)

+AnK + BnK + CnK + DnK

- /0 /Q %f [P (b(01)) = b (b(02))| Tic (S (b(601)) — S, (b(62))) dav dt,

A = / ' / L (0(61)) DBy — ha(b(85)) D5 DTy (S (b(61)) — S, (b(6))) dx dt,
0 Q
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T T — t ’ ~ 1A A2 A A
B,k = Thn(b(el))b (01)| D01 |* Tk (S, (b(01)) — S, (b(62))) dx dt,
0o Ja

Coke = — / / L 00 (82) DT (5, 001)) — S, (b(6) vt
et

~ ~

T 7y ) .
D,k = —/0 /Q T [Sn(b(01)) — Sn(b(02))] DTk (Sy(b(01)) — Sp(b(62))) d dt.

Dans (1.160), {, ) signifie le produit de dualité entre L' (Q)+H () et L=(Q)NH; ().
Dans la suite, on montre que les termes A, x, Bk, Chi, et D, i vérifient :

limsup A, >0 Vn > 2 (1.161)
K—0
lim sup lim sup B, x = 0 (1.162)

n—+oo  K—0
lim sup lim sup C,,x = 0 (1.163)
n—-—+oo K—0
et
Do =0  ¥n>2 VK >0. (1.164)

Preuve du (1.161), (1.162), et (1.163)

Le caractére localement lipschitzien de o', nous permet de justifier les estimations
(1.161), (1.162) et (1.163) comme dans [9].

Preuve du (1.164) :

d’apres la définition de D, x, nous avons :

D=~ [ = / - Dyge(w,)(t) daldt

0 %[ /Q dives - grc(wn) (¢) da]dt,

ou
gx(r) = / sTi(s)ds, et wy, = S,(b(01)) — S,(b(6a)),
0
sachant que g (w,) = 0 sur 9 x (0,7"). Comme div u = 0, on en déduit le résultat

désiré (1.164).
On a :

/0 <35n(§"1)) _ 83"(;;92)),TK(S”(b(91)) — Su(b(0:)))) ds (1.165)
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En utilisant (1.165), (1.161), (1.162), (1.163), et (1.164), on obtient :

lim lim /0 /Q %TK(Sn(b(éﬂ)—Sn(b(éz)))d:)sdt

n—-+oo K—0

glm1m[LA%;mmwm—mw@mw&wmw&w@mMﬁ

n—+oo K—0

On sait que :

ou sg(r) représente le signe de r. On applique le Lemme de Fatou dans le premier
terme de l'inégalité ci-dessus, et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
dans le deuxiéme terme, on obtient :

[ 180~ b6 e o,
Q

On en déduit que b(él) = b(ég) p.p. dans Q, et que 6; = 6y p.p. dans Q.
Ce qui termine la démonstration du Lemme (1.3.4).

RETOUR A LA DEMONSTRATION DU THEOREME (1.3.1) :
On définit 'application suivante :

U LY(Q) — LY(Q):
0 — 0 =1 (0)
On rappelle que 0 est I'unique solution renormalisée du probléme :
b(), + u - Vb(0) — AG = 2,(0)|Du)>  dans Q,

0 =0 sur Xr,
b(0)(t = 0) = b(6y) dans Q,

ol 6 est fixé dans L'(Q) et u est I'unique solution du probléme ((1.30) — (1.33)). Dans un
premier temps, on démontre le lemme suivant :

Lemme 1.3.9. Vp € [1, %[, il existe une constante c(p, N,Q,T) qui dépend uniquement
dep, N, Q, etT telle que :

16]10@) < e(p, N, T)(|1(8)| D[l 1) + 16(80) I 10)-
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Preuve du Lemme 1.3.9.

On rappelle que si on prend Tk (0°) comme fonction test dans (1.40), on obtient :
t
/ BE(6°)(t) dar + / / DTy (6°)?) e dis
) 0/a
t t
+//u-Vb€(9a)TK(95) dx ds = // feTk(6°) d:rds+/B§<(08)dx (1.166)
0/a 0/a Q

pour tout ¢ dans (0,7, et on

B (z) = /OZ bL(s)Tk(s)ds.

On sait que div u = 0, la formule de Stokes et la condition (1.41) entrainent alors :

¢
// u- Vb (0°)Tk(60°) drds =0 (1.167)
0/Q
D’aprés la définition de B, on a :
0 < Bi(6) < K1b=(65)|

presque partout dans €2, ce qui implique :
0< [ Bil5) de < K-8 1o
Q

D’apreés (1.101), on a :
Ty (6°) — Tx(6) faiblement dans L*(0,T; H}(Q)),

quand ¢ tend vers zéro. On passe alors a la limite quand € tend vers zéro dans (1.166).
Gréace aux estimations (1.38), (1.39) et (1.167), on obtient :

/Q DTx(6) Pdadt < KC((|p(0)| Dulll11q) + [6(60) | 2:(0). (1.168)

L’estimation (1.168) et lapplication du lemme 1 dans D.Blanchard et O.Guibé [4] en-
tralnent que :

Vp € [1, %[, il existe une constante c¢(p, N, 2, T) qui dépend uniquement de p, N, Q, et
T telle que :

N

~ N2
16120y < e(p. N, Q2 T)([|1(O)| Dul [l @) + 160 11(0) ¥+ - 101 2fo (- (1:169)

11 est facile de vérifier que :

16) |z 073210y < I(8) [ Dl () + 16(B0) 11 0.
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d’aprés (1.7), on obtient :

16]1 073210 < € (1(O)| Dul?[| @) + [1b(60) [12(e) (1.170)

ou c est une constante.
Les estimations (1.169), et (1.170) nous permettent d’achever la preuve du Lemme (1.3.9).
Dans ce qui suit, nous allons montrer que 1), est compacte, continue et qu’il existe une

boule B de L*(Q) telle que ¥1(B) C B.
i- est compacte :

Soit 6, une suite de fonctions qui est bornée dans L!(Q). La suite 0,, est définie par :

Pour n > 1 fix¢, et d’apres le Lemme (1.3.2), u,, de L>(0,T; L2(Q2)) N L*(0,T; HX(2)) est
I'unique solution faible du probléme suivant :

Ung + (U - Vu, — 2 div (u(6,)Duy,) = F(6,) dans (H)(Q), (1.171)
pour presque tout t € (0,7),

div u, =0 dans @, (1.172)

Uy, =0 sur X, (1.173)

un(+,0) = ug dans €. (1.174)

D’apres la définition de ¢; et le lemme (1.3.4), nous obtenons pour n > 1 fixé :
0,, est 'unique solution renormalisée du probléme suivant :

b(0,), + tn - V0(8,) — Ab, = 2u(6,)| Du, > dans Q, (1.175)
0, =0 sur X, (1.176)
b(0,)(t = 0) = b(6) dans Q. (1.177)

D’apreés (1.9), on déduit que F'(6,,) est bornée dans L>(Q).
Puisque dans cette section :
u, est bornée dans L(0,T; L2(2)) N L*(0,T; HA(Q)), (1.178)
Uy est bornée dans L*(0,T; (H2)'(2)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

u, — u faiblement dans L*(0,T; H:()), (1.179)
u,, — u fortement dans L2(Q), (1.180)
Uy — uy faiblement dans L*(0, T; (HLY)'(Q)). (1.181)

quand n tend vers +oo, ol u est une fonction de L>(0,7T; L2(Q)) N L*(0,T; HL(Q)) (voir
par exemple [31], [17] et [32]).
Cela implique que :

1(0,)|Du, |* est bornée dans L'(Q) (1.182)
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Utilisant cette fois-ci 'estimation (1.182), ainsi que le Lemme (1.3.9), on obtient :

0, est bornée dans LP(Q), (1.183)
pour tout p € [1, 22[.
Pour n > 1 fixé, nous avons :

%&é")ﬁ div (- S(b(0,))) — div (S'(b(65)) D)

+S"(b(0,)) (0,)| D0, |* = 204(6,,)| Dun | S (b(6,,)) dans D'(Q) (1.184)

* ESTIMATIONS A PRIORI : On prend Tk (6,,) comme fonction test dans (1.184), avec
S = Sy, et Sy € W2(R) telle que S}, soit a support compact (supp (S},) C [—M, M]),
Shy =1 dans [-&, & ] et Sy (0) = 0.
Dans la suite, on passe a la limite quand M tend vers 400, le nombre réel K reste fixé.

t A On
/0 <W,TK(9})M$= /Q ( /0 (S (B ()T (2)d=) (B)de — € (1.185)

onc= | U S (b(2))W ()T (2)d>
et

én
[ Subnw T o 2o
o Jo
La formule de Stokes, la condition (1.176), et le fait que div u,, = 0 nous permer d’obtenir :

/ Uy - Sar(b(0,)) DTk (0,))dx = 0. (1.186)

Nous avons :

// S (b(0,)) D0, DTy (6 d:cds_// St (6(0,))| DT (6,,)d ds,

ce qui implique :

t
lim / / St (b(6)) DO, DT (6,)dz ds — / / DTy (6,) 2dz ds. (1187)
0JQ

M —+oco

Grace a la condition d’énergie, on a :

// S 0,)|D0,,|*T (0,,) converge vers 0, (1.188)

quand M tend vers +oco. On a aussi :

DSy (b(6,)) = S5, (b(0,))V (6,) DT, (6,) p.p. dans Q, (1.189)
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ou Ky = max (—=b~Y(—=M),b"1(M)). D’aprés les estimations :

~ ~

| ! wo(@) < |19l zee ! 1.1
IS4 BNV Ol < IShllmn (o W) (1.190)

(1.185), (1.186), (1.187), (1.188), et (1.178), on obtient :
Tk (6,,) est bornée dans L?(0,T; H}(Q)) uniformément en n VK > 0. (1.191)

L’égalite (1.189) ainsi que les estimations (1.190) et (1.191) sans oublier que Sy (0) = 0
donnent :

S (b(6,)) est bornée dans L*(0,T; H(Q)) VM > 1. (1.192)

En utilisant (1.184), nous obtenons :

%i(én)) = — div (uy, - SM(b(én>)) 4 div (S§\4<b(én))Dén)
S (DB (6,)| DB + 201(6,)| Dun|2S%,b(6,)) dans D'(Q). (1199

~

Comme supp(S’) et supp(S”) sont tous les deux inclus dans [—M, M] , #,, peut étre rem-
placée par Tk, (0,) dans chaque terme de (1.193) :

* div (S},(b(6,))D8,,) s'identifie avec div (S, (b(6,))DTk,, (0,)) p.p. dans Q, qui est bor-
née dans L*(0,7; H1(Q)) .

* div (U - Sar(0(0,))) = tn - VSar(b(6,)), puisque div u, = 0. D’apres (1.180) et (1.192),
il est clair que div (u, - Sar(b(0,))) est bornée dans L*(Q) pour tout M > 1.

* S, (b(0,)V (0,)|D6,)? est bornée dans L'(Q).

* 200(0,)| D |2S4,b(6,,)) est bornée dans L'(Q), grace & (1.179) et au fait que 1(6,,) S, (b(0,))
soit bornée dans L>(R).

Par conséquent :

O (b(0n))

5 est bornée dans L*(0,T; H1(Q)) + L' (Q) VM >1 (1.194)

On démontre de la méme fagon que dans 'étape 3, en utilisant les estimations (1.192) et
(1.194) que pour une sous-suite toujours indexée par n, il existe une fonction ¥ telle que :

~

6,, converge presque partout vers 9 dans @, (1.195)

b(0,) converge presque partout vers b(9) dans Q, (1.196)
et grace a l'estimation (1.191)
Tk (6,,) converge faiblement vers Ty (1) dans L*(0, T; HL(Q)). (1.197)
En utilisant (1.183), et (1.195), on conclut que :

A

6, demeure dans un compact de L(Q), (1.198)
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pour tout ¢ vérifiant ¢ < p avec 1 < p < N+2
alors R
0, demeure dans un compact de LP(Q), (1.199)

N+2

pour tout p vérifiant 1 < p < , en particulier :

0,, demeure dans un compact de L'(Q). (1.200)

ii-1); est continue :
soit #, une suite de fonctions appartenant & L'(Q). La fonction 6 appartient également a
LY(Q). 0, et 6 sont définies comme suit :

U1(6) = B, et 11 (0) = 6

On suppose que :
0, — 0, (1.201)

fortement dans L'(Q) quand n tend vers +oo.
On montre dans ce paragraphe que :

0, — 0,
fortement dans L'(Q) quand n tend vers +oo.

On suit le méme raisonnement de (i), on rappelle que pour une sous-suite toujours indexée
par n, il existe une fonction mesurable ¥ telle que :

A~

0,, converge presque partout vers 9 dans @,

b(én) converge presque partout vers b(J) dans @,

et
Ty (0,,) converge faiblement vers Ty () dans L*(0, T; Hy' (),

pour tout K > 0, quand n tend vers +oc.
Notre but maintenant est de montrer que 1 est une solution renormalisée du probléme
(1.34) — (1.36)

On montre que b(¢J) appartient a L>(0,T; L'(Q)) :

On prend Tk (Sy(b(6,))) comme fonction test dans (1.184), avec S = Sy, cela entraine :

/ / sS4 (b(6,)) é)TK(SM(b(én)))dxds— /0 t/Qun-SM(b(én)DTK(SM(b(én)))dxds
/ / St (b(6,)) D0, DT (Sar(b(6,,))) dz ds
/ / S" (b 0,)| D0, |*Trc (Sar (b(6,,))) dz ds

// 201(0,)| Duun |28, (b(0,)) T (Sar(b(6,))) dr ds. (1.202)
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Procédons comme dans (1.186), on obtient :
/0 t/g Up - Sar(b(0,)) DTk (Sar(b(6,,))) dz ds = 0,
ainsi que
/QTK(SM(b( Pz + // St (6(0,)) DBy DTic(Sar (b(6r))) da: ds
/ / S" (b 0,)| D0, |* T (Sar (b(6,,))) d ds (1.203)
-/ / 20(00) | Dt Sy (b(01)) Tic (Sa (b(6,))) e + / Tie(Su (b(60))) (£)dz .

Q

On passe a la limite quand M tend vers +oo dans (1.203), on a :
T_ t)dz + // V(6 0,))|D0,,|? da ds (1.204)

/ / 24(0)| Dutn [P Tic (b(6,)) v s + / Tre(b(06))(t) .

L’estimation (1.179) implique que la suite (Du,), est bornée dans (L*(Q))Y, on obtient
alors que :

/ dw+// b (0 0,))| DB, dxds < K(C + [[b(60) || 1), (1.205)

ou C' est une constante. Le deuxiéme terme & gauche de (1.205) est positif, I’estimation,
(1.196) et le lemme de Fatou permettent de passer a la limite-inf dans (1.205) quand n
tend vers 400 et d’obtenir ainsi :

[ T ®dz < KO+ 0o
Q
Grace a la définition de Tk , on déduit a partir de I'inégalité précédente que :
3K*?
K | [b(0)(z, t)lde < —— mes (&) + K(C + [[6(00) 21 (2))-
Q

pour presque tout ¢ € (0,7, ce qui implique b(¥)) appartient a L>°(0,T; L*(£2)).
On rappelle que :

/ V' (0,,)|D0,|? dx: dt converge vers 0, (1.206)
{p<Ib(Br)|<p+1}

quand p tend vers +oo, V, n fixé.
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On montre maintenant que :

lim V(9)|DY|? dz dt = 0. (1.207)
P00 Jip<|b(9)|<p+1}

On introduit les fonctions : Z2*(r) = Ty (r) — Tp(r) et ZET(t) = [J Z,P ' (s) ds.

On prend Z£+1(SM(b(én))) comme fonction test dans (1.184), avec S = Sy, pour tout
entier n, nous avons :

// WZP“(SMW@W ds = / / tn Sy (b(0n) DZH (S (b(6,)))de ds

0

/ / S4r(0(0,)) D0, DZ2 (S (b(6,,)))dx ds
/ / s, 0,)| DO, [>Z2 (Spr (b(By,)))d ds
— /0 /Q 10(0,)| Dy [ S}y (b(6,)) Z2H (Sas (b(6,,)))dw ds. (1.208)

Nous avons aussi :

/Ot/Q asM(al;(én)) 2 (Sa(b(0)))dr ds = QEF(SM(b(én)))(t) do— Q}Eﬁ(SM(b(go))) iz,
(1.209)

< opil o . L .
ott ZF™ est positive. Grace au théoréme de divergence, on a :

/ 7 Un - Spr(b(6,))DZE (S (b(6,)))de ds = 0. (1.210)
0JQ

Sy (b(6,)) DO, DZE (S31 (b(0,))) = Sy 00V (0u)X iy <y DOl

presque partout dans (), pour M assez grand. Puisque b(é ) est tronquée, la suite 0,
Iest aussi grace a la coercivité de b. On en déduit que x4, |<er1}|D9 > € L'(Q). Par

ailleurs, S, converge presque partout vers 1, quand M tend vers Uinfini, et S}, (b(6,,))V/ (6,,)
est bornée dans L>°(Q) d’aprés (1.190). Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
donne alors :

// Sir(0(0,)) D0, DZ2 (S (b(6,,))) da ds — V(0,)|D0,|?dz dt  (1.211)

{p<|b(dn)|<p+1}

quand M tend vers 400 .
D’aprés (1.206), on a :

),
/ /S 0,)|D0,,| 228 (S (b(,))) dx: ds converge vers 0 (1.212)
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quand M tend vers +o00. Finalement,

t t
] 20.01Du 83, 06.0) 25 (Sur(bl6.)) dds — [ [ 206,)1Du 25 046,)) dods
0/0 0/0
(1.213)
quand M tend vers +oo. On utilise les estimations (1.209),(1.210),(1.211), (1.212) et
(1.213), pour passer a la limite dans (1.208) quand M tend vers +oo et on obtient alors :

P

t
/ v (0,)| D0, |?dx dt < / / 2M(9n)|Dun|QZg+1(b(én))dxds+ Z2 (b(60y)) dex.
{p<|b(dn)|<p+1} 0JQ

Q
(1.214)
Revenant a la démonstration de la condition d’énergie (1.207) :
on remarque d’abord que le terme (u - V)u - u a un sens. En effet, u € L>(0,T; L2(Q)) N
L*(0,T; HX(Q)) et L>(0,T; LA(Q)) N L*(0,T; H:()) € L*Q) en dimension 2 (N = 2).
On multiplie alors 'équation (1.171) par w,. Puisque :

F(6,) — F(0) dans LP(Q),Vp < oo,

on fait tendre n vers I'infini. En faisant la différence entre I’équation obtenue et I’equation de
u multipliée par la fonction test u, on déduit que u,, converge en norme dans L?(0, T’; H:(€2))
vers u, quand n tend vers l'infini. D’aprés la convergence faible (1.179), on conclut que :

u,, — u fortement dans L*(0,T; HX(Q)), (1.215)

quand n tend vers +oo. D’apres (1.215), (1.196), et puisque Zg*l est continue et bornée,
on peut alors passer a la limite quand n tend vers +oo dans (1.214) et obtenir :

—_—~—

t
fim b (6,)| DL da dt < / / 201(8)| Dul? 22 (b(0)) dr dst | ZET(b(60)) d.
0JQ

n=400 Jip<|b(dn)|<p+1} Q

(1.216)

—~—

Comme Zg“ et Z£+1 convergent partout vers zéro quand p tend vers +oo, et que

|Z5H (b(0)] < Let | Z57 (b(0))] < [b(6o)] € L'(S2),
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure que :
lim lim v'(0,)| D0, |? dx dt = 0. (1.217)
Prreo =00 Jip<|b(dn)|<p+1}
Nous remarquons que :
(b/(én))§Dénx{p§|b(én)|§p+l} — (V' (9))2 DIxX (p<p(o)|<p+1}-

faiblement dans L?(Q) quand n tend vers +o0o. Pour s’en convaincre, il suffit de suivre le
méme raisonnement de I’étape 3. On conclut avec (1.217) que :

lim V(9)| DI da dt = 0.

=00 S < |b(9)| <n+1}

La condition d’énergie (1.207) est alors démontrée.
En suivant le méme raisonnement que dans la preuve du Lemme (1.3.6)), on a :
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Lemme 1.3.10.

liminf lim / / <%,TK(b(én))—T1{(bw))u> ds dt > 0,

H—=+00 n——+00

Nous démontrons maintenant ’analogue du Lemme (1.3.7), en ne détaillant que les
différences a apporter dans la preuve.

Lemme 1.3.11.

nEToo / / / DTx+(0,) DT (b(0,)) da ds dt < /0 T/O t/ﬂ DTy (9) DT (b(9)) da ds dt.
ot K* = max (b"1(K), b~} (—K))

Preuve du Lemme 1.3.11.

On utilise (1.184), on remplace S par S,, on obtient ainsi :

aspgaién)) — div(S,(b(0,)) DO,) + S, (b(6,))V (6,)| DO, | (1.218)

ity - U (6) D0 S, (0(0)) = 201(60)| D 25, (b(6,)) daams D'(Q)

On prend la fonction Tk (b(6,)) — Tk (b(?)), (pour n > 0et pr>0) comme fonction test
dans (1.218). Pour K > 0, fixé, on pose :

W =Ty (b(0)) — Trc (b(1)),,- (1.219)

On obtient apres mtegratlon sur (0,t) puis sur (0,7) :

aS , S
/ / at W” dsdt + / / / Uy V' (0,)D0,S, (b(0,) W dz ds dt
/// )) D DW”dxdsdt+/// S 0,)W | DO,|* dz ds dt

/// 201(0,)| D [* S, (b(0,)) W dx dls . (1.220)

Dans la suite, on passe a la limite dans (1.220) quand n tend vers +oo, puis quand u
tend vers 400 et enfin quand p tend vers +o0o. Le nombre réel K > 0 reste fixé.
Les seuls termes qui méritent d’étre étudier sont les termes en wu,,, puisqu’on est plus dans
le cas ot u est fixé dans L2. Ceci est la seule difference par rapport a la démonstration du
Lemme 1.3.7.

En utilisant (1.215), (1.196) et (1.201) le caracteére continu et borné de S} et de Tx, on
obtient :

RETOO/// 201(0,) | Dun S (0(0,)) W, dx dis dt =
/OT/Ot/Q 201(0) | Dul*S,, (b)) (T (b(9)) — T (b(9)),,) dx dis .
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D’aprés (1.116), on obtient :

lim  lim ///% )| DS, (b(6,))WT dadsdt = 0,¥p > 1.

H——+00 n—+00

Pour p > 1 fixé, on a :
Un V' (00)S)(6(0,)) DO W =y, - Sb(b(0))Y (T (6,)) DT e (B) W, (1.221)

p.p. dans Q ou p* = max (b~ (p+1),—b~'(—p —1)). Comme supp(S;) C [-p—1,p+1],
la suite :

S;(b(é NV (T, (0,,)) est bornée et converge vers SL(b()V (T (19)) (1.222)

presque partout dans () quand n tend vers +oo, puisque S}, est régulier et borné, et grace
aux estimations (1.195) et (1.196).
Pour p > 0 fixé, nous avons :

Wi — Tg(b(V)) — Tk (b(V)), p-p- dans Q et dans L>(Q) faible * (1.223)

quand n tend vers +oo .
D’aprés (1.180), (1.197), (1.221), (1.222) et (1.223), on déduit que :

L / / / tn - Vb(6,) S, (0(6)) W} da ds dt
= /0 T/O t/Q - ' (T (9)) Sy (b(0)) DT () [T (b(0)) — Tie (b(0)) ] dw ds dt - (1.224)

pour tout p > 0. A
On fait maintenant appel a la convergence (1.116), en remplacant 6 par ¢, et on passe a
la limite quand g — +oo dans (1.224), ce qui permer de conclure que :

T pt
lim lim / / / Uy - V(0,) S5 (b(6,)) W dz ds dt = 0 (1.225)
0/Q

p——+00 n—+00 0

pour tout p > 1.
La suite de la démonstration est identique a celle du Lemme 1.3.7.

Lemme 1.3.12. Pour K > 0 fixé , nous avons :

Lim /0 T/O t/Q[DTK*(én) — DT+ (0)> T4 (b(0,))V(0,,) dax ds dt = 0
et
DTy (0,) DTk (b(6,,)) — DTy (9) DT (b(9)) faiblement dans L'(Q) quand n tend vers +oco,
ou K* = maz {b~*(K),|b"(—=K)|}
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Preuve du Lemme 1.3.12.

La démonstration reste identique a celle du Lemme (1.3.8) dans I’étape 6.

A présent, il nous faut prouver que ¥ satisfait (1.27). Soit S une fonction dans C*°(R)
telle que S’ soit & support compact. Soit K un nombre réel positif vérifiant supp(S’) C
[— K, K|. Dans ce qui suit, on passera a la limite quand n tend vers +oo dans chaque terme
de (1.184) :

~

* Limite de w
ot
% — % dans D'(Q) quand n tend vers + oo

puisque S est bornée, continue et grace a l'estimation (1.196).
* Limite de div (5'(b(6,))D40,) :
comme supp(S’) C [-K, K], on a:

S'(b(6)) Dby, = S'(b(0)) DT+ (6,) p.p. dans Q,
ou K* = max {b~Y(K),|b"1(—K)|}.
La suite S'(b(6,)) converge vers S'(b(1))) p.p. dans Q et elle est bornée . (1.226)

D’aprés (1.226) et (1.197)

S'(b(6,)) DT (0,,) — S"(b(9)) DT+ (9) faiblement dans L*(Q),
quand n tend vers +oo.
Le terme S'(b(1)) DTk+(9) = S'(b(¥)) DY p.p. dans @, puisque S'(b(¢)) = 0,
pour [b(¥)| > K.

* Limite de S”(b(6,))V(6,,)| D0,
Comme supp(S”) C [-K, K], nous avons :

S GO @D = S GE (T () IDTi (o)
—  S"(b(6,)) T (b(6)6 (6,) DTrc- (6,) Dby, p.p. dams Q.

Le terme T} (b(0,))0'(0,)) DT i+ (6,,) DO, peut étre réécrit sous la forme DT+ (6,) DTk (b(6,)).

La convergence presque partout de S”(b(0,,)) vers S”(b(9)) quand n tend vers +oco, le ca-
ratére borné de S”, et 'application du lemme (1.3.12) permettent de conclure que :

S" (b(6,))V(6,)| D0, |> — S"(b(9)) DTy (9) DT (b(9)) faiblement dans L(Q),
quand n tend vers +oo. Or :

S"(b(9)) DT+ (9) DTy (b(9)) = S"(b(9))V (9)| DV p.p. dans Q.
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* Limite de 244(6,,)| D, |25 (b(6,
Gréce aux estimations (1.215), (
)

)
1.2

26), (1.201), le fait que p soit continue et bornée, on a :
201(60,)| D |25 (b(6,,)) — 20(0) | Du)?S (b(¥9)) fortement dans L*(Q),

quand n tend vers +oo.

* Limite de div (u, - S(b(6,))) :

La convergence presque partout de S(b(f,)) vers S(b(9)) quand n tend vers 400 , le fait
que S soit bornée, et l'estimation (1.180) entrainent :

U, S(b(6,,)) — uS(b())

fortement dans L2(Q) quand n tend vers +oc.

Tous ces résultats de convergence nous permettent de passer a la limite quand n tend
vers +oo dans 'équation (1.184) et de conclure que ¥ satisfait (1.27).
Reste & montrer que S(b(¢)) satisfait la condition initiale (1.28). Pour cela, on procéde
exactement de la méme fagon que dans 1’étape 7.

Par conséquent, ¥ est une solution renormalisée du probléme (1.34) — (1.36), d’apres le
lemme (1.3.4), on conclut que :

V=40 p.p.- dans Q.

En utilisant (1.195), on obtient :

~

6, converge presque partout vers 6 dans Q. (1.227)

D’apreés les estimations (1.183) et (1.227), on a :

A~

6, — 0, (1.228)

fortement dans L?(Q) pour tout ¢ vérifiant ¢ < p, avec 1 < p < & +2
alors

0, — 0, (1.229)
fortement dans LP(Q), pour tout p vérifiant 1 <p < & +2
en particulier : R R

b, — 0, (1.230)

fortement dans L'(Q), quand n tend vers +oo.
iii-1l existe une boule B de L'(Q) telle que v,(B) C B :
on cherche un nombre réel positif R, telle que :

¢1 (BLl(Q)(O, R)) C BLI(Q) (0, R)

On suppose que 0 appartient & Bpig)(0, R).
Comme F' est bornée, on a :

F(0) est bornée dans L>(Q).
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On rappelle que la fonction u, appartenant a L?(0,T; HL(Q))NL>(0,T; L2(€)) est 'unique
solution du probléme (1.30)—(1.33). On utilise alors u comme une fonction test dans (1.30),

on a: .
1
—/|u(t)|2dx—|—2//u(9)|Du|2dxdt
2 Ja 0Jo

’ 1
://F(@).udxdt+—/|u0|2dx,
0Jo 2 Ja
1 T
—/ ]u(t)|2dx+m0//|Du|2dxdt
2 Ja 0Jo

T
g//F(@)-udxdt+|1uo|\§2m),
0J0

alors

ce qui implique

1 T T

D’aprés l'estimation (1.231), ainsi que 'inégalité de Poincaré, on obtient :

1 T T
§/S)‘u(t)‘2dx—|—m0/O/Q‘Duﬁdxdtgcl/o HF(G)”LQ(Q)”VQLHLQ(Q) dt+’|U0H%2(Q),
(1.232)

oll ¢; est une constante. L’inégalité de Young, l'estimation (1.232) ainsi que I'inégalité de
Korn nous permettent de conclure que :

1 g c1? 2
5 [ futo)do+ /0 [ 1Du dwde < ES1FO) e + ol
Ce qui implique :
u est bornée dans L*(0,T; HL(2)) N L>(0,T; L2(Q)).

Par conséquent :
1(0)|Du|* est bornée dans L'(Q),

en utilisant le Lemme 1.3.9, on en déduit que :
0 est bornée dans L'(Q),
autrement dit, il existe une constante C' > 0, indépendante de 6 telle que :
10]l12q) < C,
pour conclure, il suffit de prendre R > C'. Ce qui implique :
1(BLig)(0, R)) C Bri(g)(0, R).

Le théoréme du point fixe de Schauder ainsi que la définition de ¢; permettent de conclure,
sous les conditions annoncées auparavant, qu’il existe une solution faible-renormalisée (u, 6)
(au sens de la Définition 1.2.2 ) du probléme (1.12) — (1.16).
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1.4 Existence d’une solution pour le systéme couplé

Dans cette section, on ne suppose plus que b’ est localement lipschitzienne. La fonction
b vérifie uniquement les hypothéses (1.6) et (1.7).

Théoréme 1.4.1. On suppose vérifiées les hypothéses (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) et
(1.11) . Alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du probléme ((1.12) —
(1.16)) (au sens de la définition 1.2.2).

Preuve du Théoréme 1.4.1.

Soit b, la régularisation de b définie par :
b- est une suite d’approximation de b, de classe C? telle que b.(r) > 0,Vr € R, b.(0) = 0
et telle que b, et bl convergent vers b et b' uniformément sur R quand ¢ tend vers 0.
Sachant que b, converge uniformément vers b’ sur R, et en utilisant ’hypothése (1.7) de
coercivitée de b, on obtient :

CY/
/

> —.

b, > 5
On en déduit que b, vérifie (1.6), (1.7) et (1.29). On considére le probléme approché suivant :
a(;i + (uf - V)uf — 2 div (u(6°)Duf) = F(0°) dans (HL)' (), (1.233)

pour presque tout t € (0,7,
Ob(6°) )

o +uf - Vb (0°) — AG° = 2u(6°)|Duf|*  dans @, (1.234)
div uf =0 dans @, (1.235)
u*=0et =0 sur X, (1.236)
us(t =0) = ug et b-(6°)(t = 0) = b-(6p) dans €. (1.237)

D’apreés les hypothéses mentionnées dans le Théoréme 1.4.1, I'application du Théoréme
1.3.1 nous permet de conclure qu'il existe une solution faible-renormalisée (u®, 6°) (au sens
de la Définition 1.2.2 ) du probléme (1.233) — (1.237).

F' étant bornée sur R,

on en déduit que :
F(6°) est bornée sur Q.

Alors :
u® est bornée dans L>®(0,T; L2(Q)) N L*(0, T; HX(Q)),
ou®
ot
on peut alors extraire une sous-suite telle que :

est bornée dans L*(0,T; (H})'(Q)),

u® — u faiblement dans L*(0, T; H)(9)),

u® — u fortement dans L?,(Q)a
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quand ¢ tend vers 0, ot u est une fonction de L>(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; H:(Q)). Cela
entraine :
w(6°)| Dus|* est bornée dans L'(Q),

VS € C*(R) telle que S’ est a support compact, on a pour € > 0 fixé :

% +div (uF - S(b(69))) — div (S'(bo(67)) D)
+5" (b=(6°))0L(67)| DO |* = 2u(6°) | Du[S" (b (67)) dans D'(Q),

Dans la suite, on procéde de la méme facon que dans la Section 1.3, afin de démontrer
que :

Tk (6°) est bornée dans L*(0, T; Hy(€2)) indépendamment de ¢ pour tout K > 0,

Sur(b:(6°)) est bornée dans L*(0,T; Hy(S2)),
et
0Sn(b=(6°))
ot

indépendamment de ¢ pour € < %, (Su est définie dans la Section 1.3). On obtient & une
sous-suite pres que :

est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H '(Q)),

0° converge presque partout vers # dans @),

b.(6°) converge presque partout vers b(#) dans @,
T (6°) converge faiblement vers Tk (6) dans L*(0,T; H}(9)),

ol # est une fonction mesurable. Par conséquent :
F(6°) — F(0) dans LP(Q),Vp < oc.
Puisque ¢ est compacte dans L?(Q), on déduit que :
u® — u fortement dans L*(0,T; H(Q)), (1.238)

quand ¢ tend vers zéro. Avec les mémes arguments qu’on a utilisé tout au long de la section
précédente, on vérifie aisément les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27),
et (1.28).

Par conséquent, il existe une solution faible-renormalisée (u,#) (au sens de la Définition
1.2.2) du probléme (1.12) — (1.16).
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Chapitre 2

Etude d’un systéme non linéaire de
Boussinesq a second membre ayant une
croissance

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié I’existence d’ une solution faible-renormalisée
pour un systéme non linéaire que nous rappelons :

ou

o T (u-V)u—2div (u(@)Du) + Vp = F(0) dans Q2 x (0,7), (2.1)
8%_(5) +u - Vb(0) — A0 = 2u(0)| Dul? dans Q x (0,7, (2.2)
divu =0 dans Q x (0,7, (2.3)

u=0et =0 sur 092 x (0,7T), (2.4)

u(t =0) = ug et b(O)(t =0) = b(bp) dans Q, (2.5)

ol € est un ouvert lipschitzien et borné de R?, de frontiere 9Q, T' > 0, Q = Q x (0,7),
Sp =00 x(0,T), et Du= 3(Vu+ (Vu)"). Les inconnues sont le champ de déplacement
u:Qx (0,7) — R? et le champ de température 6 : Q x (0,7) — R.

Dans le premier chapitre, nous avons supposé que F' est bornée dans L>*(R), ce qui nous
a permis d’établir un théoréme d’existence. Dans ce chapitre, on se plage dans le cadre ou
la fonction F' vérifie une hypothése de croissance :

VreR, |F(r)| <a+ M|r|* aveca >0,M >0 (2.6)
et 2a € [0, 3[. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
b est une fonction de classe C* sur R telle que b(0) = 0, (2.7)

V(r) > a'Vr € R pour une constante o’ > 0, (2.8)

69
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@ est une fonction continue sur R, telle que mo < u(s) < mq,Vs € R (2.9)

avec 0 < mg < my,

F est une fonction continue de R dans RY, (2.10)
ug € (L*(Q))?, div ug = 0, et ug - n = 0 sur 99, (2.11)
6y est une fonction mesurable définie sur Q telle que b(6y) € L*(Q). (2.12)

Ce chapitre est composé de 6 sections. Dans la Section 2.2, on rapppelle la définition d'une
solution faible-renormalisée de (2.13) — (2.17). Dans la Section 2.3, on suppose de plus
que b’ est localement lipschitzienne. Il s’agit de montrer un résultat d’existence de solution
sous cette condition supplémentaire sur b, mais uniquement dans le cas ou 1 < 2a < 3.
Le cas ou 0 < 2a < 1 sera traité directement dans la section 2.4 sans passer par l'étape
intermédiaire ou I'on suppose que O’ est localement lipschitzienne sur R. Dans la Section
2.3, on distingue deux cas suivant les valeurs de a. Dans le premier cas, on suppose que
1 < 2a < 2. On fixe 6 dans L**(Q) et on considére 'unique solution faible u de (2.13),
puis on désigne par 0 I'unique solution renormalisée du probléme :

A

b(0), + u - Vb(0) — A = 24(0)|Dul?  dans Q,

6=0 sur X,
b(0)(t = 0) = b(6y) dans Q,
on utilise alors 'estimation suivante : ¥p € [1, %[,

16]1o@) < e(p, N, T)(1|1(8)| D[l 1) + 16(80) | 1(0)-

Les propriétés de stabilité des solutions renormalisées pour les problémes paraboliques (voir
[4], [9]) permettent alors de montrer que l'application 1 :  — 6 est continue et compacte
de L**(Q) dans lui méme. On montre alors que :

101220 () < € | @® + M2[|0] 750 q) + lluollZ2() + 1b(6o)l| 1oy |-

En supposant que les données sont suffisament petites, il existe donc une boule de L**(Q)
stable par l'application ;. Le théoréme du point fixe de Schauder permet de conclure a
'existence d’une solution faible-renormalisée (u, ) du systéme (2.13) — (2.17), telle que
0 est bornée dans L?*(Q), si V' est localement lipschitizienne. Dans le deuxiéme cas, on

suppose que 2 < 2« < 3, on vérifie que si p > ﬁ, g=ap et r =2, on a :

T
‘ //QF(Q) pdx dt‘ <C ||9||%T(O,T;Lq(n)) : ||90||L2(0,T;H5(Q)) +C ||S0||L2(0,T;H5(Q)),
0

pour ¢ dans L"(0, T; L4(€2)) et pour tout ¢ dans C§°(Q). On fixe alors 6 dans L"(0,T'; L9(€2))
et on définit # comme ci-dessus. On a alors § € L>(0,T, L'(Q)) avec ||| (o.1,10)) < M,
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et fOTfQ|DTK(é)|2dxdt < K-M,VK > 0. On en déduit que Vg,r tel que 1 < ¢ <

00, et r < qf’l, 6 € L7(0,T;L9(2)), et il existe donc une constante C(q, 7,2, N) telle

que||é |l Lro/m5z0(0)) < C - M. En utilisant les estimations sur 0, on montre que lapplication
Wy (définie par 15 (0) = ) vérifie les hypotheéses du théoréme du point fixe de Schauder de
L7(0,T; L9()) dans lui méme, sous réserve que les données soient petites. On en déduit
'existence d’une solution faible-renormalisée (u, ) du systéme (2.13) —(2.17) telle que 0 est
bornée dans L"(0,7; L1(£2)). Dans la Section 2.4, on distingue deux cas suivant les valeurs
de a. Dans le premier cas, on suppose que 1 < 2a < 3. On introduit un probléme approché
du sytéme (2.13) — (2.17) en régularisant la fonction b par b.. Le travail établi dans la
Section 2.3 nous permet de conclure quant a ’existence d’une solution faible-renormalisée
de ce systéme. Enfin, on passe a la limite dans le systéme approché pour déduire I'existence
d’une solution faible-renormalisée du systéme couplé (2.13) —(2.17). Dans le deuxiéme cas,
on suppose que 0 < 2a < 1. On introduit un probléme approché du sytéme (2.13) — (2.17)
en remplacant la fonction F' par F° = F o T1. Le travail établi dans le Chapitre 1 nous
permet de conclure quant a 'existence d’une solution faible-renormalisée de ce systéme,
tout en s’affranchissant de I’hypothése de petites données. Enfin, on passe a la limite dans
le systéme approché pour déduire 'existence d’une solution faible-renormalisée du systéme
couplé (2.13) — (2.17). Dans la cinquiéme section, on établit l'existence d’une solution
faible-renormalisée du systéme (2.13) — (2.17) en dimension N = 3, sous des conditions
trés particuliéres, en effet, on suppose que F' et ug sont trés petites. Enfin, dans la sixiéme et
derniére section, on énonce et on démontre quelques résultats d’unicité du systéme couplé
en dimension 2.
Dans la suite nous étudions le systéme suivant :

% + (u-V)u—2div (u(0)Du) = F(§) dans (H}) (), (2.13)

pour presque tout t € (0,7),

b(0), + u- Vb(0) — AG = 2p(0)| Dul? dans @, (2.14)
divu =0 dans @, (2.15)

u=0et =0 sur X, (2.16)

(2.17)

u(t =0) =wug et b(0)(t =0) = b(h) dans €2,

2.2 Existence et stabilité pour une fonction b plus régu-
liére
Dans cette section, nous supposons de plus que :

b’ est localement lipschitzienne sur R. (2.18)

Il s’agit de montrer un résultat d’existence de solution sous cette condition supplémentaire
sur b, mais uniquement dans le cas o 1 < 2a < 3. Le cas ot 0 < 2a < 1 sera traité



72 Systéme de Boussinesq a second membre ayant une croissance

directement dans la section 2.4 sans passer par ’étape intermédiaire ot I'on suppose que
b’ est localement lipschitzienne sur R.
Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. On suppose vérifiées les hypothéses (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12) et (2.18), et que la fonction F vérifie

VreR, |F(r)| <a+ M|r|* aveca >0, M >0, alors :

si 1 <2 < 3, il existen > 0, tel que si a+ ||uol|r2@) +[10(00)|| L1 ) < 1, alors il existe une
solution faible-renormalisée du systéme (2.13) — (2.17) (au sens de la Définition 1.2.2).

Remarque 2.2.2. Dans la Définition 1.2.2, le produit de dualité (, )2 devient (, >H—17Hé
512 < 2a < 3.

Preuve du Théoréme 2.2.1.

Nous utilisons une méthode de point fixe.
Selon les valeurs de «, la fonction 6 sera choisit dans un espace particulier.

-0 e L**(Q)sil<2a<2.

-0 € L7(0,T;L9(Q)) si 2 < 2a < 3, avec pour ce dernier cas, ¢ = ap’ et r = 2a. Le
nombre réel p’ est 'exposant conjugué de p, ou p vérifie p > ﬁ
Considérons maintenant le probléme suivant :

u + (u - V)u — 2 div (u(0)Du) = F(§) dans (HL)' (), (2.19)
pour presque tout t € (0,7,

divu=0 dans Q, (2.20)

u=20 sur X, (2.21)

u(t =0) = ug dans Q (2.22)

Lemme 2.2.3. On suppose vérifiées les hypothéses (2.9), (2.10), (2.11). La fonction F
vérifie 'hypothese de croissance (2.6) telle que 2a €)1, 3. Selon les valeurs de o, 0 est fixé

dans un espace particulier comme ci-dessus. Alors il existe une unique solution faible u du
probleme (2.19) — (2.22) telle que u € L*(0,T; H:(2)) N L>(0,T; L*(2)).

Preuve du Lemme 2.2.3.
Pour tout 2« appartenant a |1, 3], la fonction 6 est fixé dans un espace de telle sorte

que F(0) € L*(Q) ou alors F(6) s’identifie & un élement de L?(0,T; H~1(Q)). En effet,
prenons par exemple le cas o1 1 < o < %, ona?2< ﬁ < 00.

On choisit p tel que ﬁ < p < oo, alors p > 2. Soit p’ le conjugué de Holder de p
G+ =1.

On note ¢ = ap’ et r = 2a.
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Soit une fonction ¢ dans C§°(€2 x (0,7))). En utilisant I'inégalité de Holder, on a :

/OT/QIGQHQOMJJOZISS /OT(/Q]eap'\dx>1’l'(/Q’@P‘dxy’dt,

1

< </OT</Q!9ap/\d:c>§>2dt~ (/j(/g@pdaz)ﬁ)édt,

d’apres les inclusions de Sobolev, on obtient :

T T r P%qr
//wmmmwso(/(/wmﬁ) -l 20y 0y
0JQ 0 Q

ce qui implique :

T
Aéwwwmwscwmmmwmwmww%@y

Et d’apres la croissance de F', on a :

T
‘ //QF(Q) pdx dt‘ <C ||0||%T(O,T;LQ(Q)) : ||90||L2(0,T;H5(Q)) + ||90||L2(0,T;H3(Q))-
0

Donc la fonction F() s’identifie & un élement de L*(0,7; H~(€2)). D’aprés la Remarque
1.3.3, il existe une unique solution faible u du probléme (2.19) — (2.22) telle que u €
L2(0,T; HY(Q)) N L=(0, T; L2(9)).

On passe maintenant a ’analyse du second probléme qui provient du systéme (2.13) —

(2.17) :

b(), +u - Vb(0) — AG = 2u(0)|Du)?  dans Q, (2.23)
0=0 sur Y, (2.24)
b(0)(t = 0) = b(6y) dans Q (2.25)

Lemme 2.2.4. On choisit 8 comme dans le Lemme 2.2.3, u est ['unique solution du pro-
bléme (2.19)—(2.22), sous les hypothéses (2.7), (2.8), (2.9) et (2.12), il existe une unique so-
lution renormalisée  du probleme (2.23)—(2.25) telle que Tx () € L*(0,T; HL(Q)), VK > 0
et () € L>(0,T; L'()).

Preuve du Lemme 2.2.4.
Voir les étapes 1 a 8 du premier chapitre.

RETOUR A LA DEMONSTRATION DU THEOREME (2.2.1) :

Dans la suite, nous distinguons deux cas possibles :
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CAS 1 :1 < 2a < 2. On définit 'application suivante :

vr s L2(Q) — L*(Q) :
6 — 0 =1(0),

ot 0 est donnée par le Lemme 2.2.4.

Dans un premier temps, nous rappelons le lemme suivant dont la démonstration a
été faite dans le premier chapitre :

Lemme 2.2.5. Vp € [1,2], il existe une constante c(p, N,Q2,T) qui dépend unique-
ment de p, N, Q, et T telle que :

16l1zr@) < e(p. N, T)(1(8)| Dul*| 1) + 1(60) | 1(0)-

Dans ce qui suit, nous allons montrer que ; est compacte, continue et qu’il existe
une boule B de L?**(Q) telle que ¢ (B) C B.

i-1); est compacte :

soit 0,, une suite de fonctions bornée dans L**(Q), et la suite 0,, définie par :

Pour n > 1 fixé, d’aprés le lemme (2.2.3), u, est 'unique solution faible du probléme
suivant :

Ung + (Up - V), — 2 div (u(6,)Duy,) = F(6,) dans (H})(Q),  (2.26)
pour presque tout t € (0,7,

div u, =0 dans @, (2.27)
Up, =0 sur Xy, (2.28)
Un(+,0) = ug dans €. (2.29)

D’aprés la définition de v (voir le Lemme 2.2.4), pour n > 1 fixé, 0, est I'unique
solution renormalisée du probléme suivant :

b(8,.), + tn - Vb(8,) — A0, = 20u(0,,)| Dun)*  dans Q, (2.30)
0, =0 sur Y, (2.31)
b(0,)(t = 0) = b(6y) dans Q. (2.32)

D’apres la croissance de F' (voir (2.6)), on déduit que F'(6,,) est bornée dans L?(Q).
Nous avons alors, comme dans le chapitre 1 :

u,, est bornée dans L>(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; HL()), (2.33)

Uy est bornée dans L*(0,T; (HLY)'(Q)).

g
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Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

u, — u faiblement dans L*(0,T; H:(Q)), (2.34)
u,, — u fortement dans L2(Q), (2.35)
Up: — uy faiblement dans L*(0, T; (HLY)'(Q)), (2.36)

quand n tend vers +oo, ot u est une fonction de L>(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; H:(Q)).
Cela implique que :
1(0,)| Duy,|? est bornée dans L'(Q). (2.37)

Utilisant cette fois-ci 'estimation (2.37), ainsi que le Lemme 2.2.5, on obtient :
0, est bornée dans LP(Q), (2.38)

pour tout p € [1,2[.
Pour n > 1 fixé, nous avons en particulier :

%ﬁen)) + div (u, - S((6,))) — div (S'(b(6,))D8,,)
+5" (b(B,)V (6,)| D8, > = 20(6,,)| D |2S' (b(6,)) dans D'(Q) (2.39)

~

* ESTIMATIONS A PRIORI : On prend Tk(6,) comme fonction test dans (2.39),
avec S = Sy, et Sy € W2 (R) telle que S, soit a support compact (supp(S};) C
[—M, M), Sy, =1 dans [, & | et Sy (0) = 0.

En reprenant le méme raisonnement du paragraphe (i), Section 3 (; est compacte)

du Chapitre 1, on retrouve les estimations suivantes :

Sar(b(6,,)) est bornée dans L*(0,T; HL(Q)), (2.40)
et )
W est bornée dans L*(0,T; H1(Q)) + L*(Q), (2.41)

pour tout,M > 1. D’aprés ce méme raisonnement, et grace aux estimations (2.40) et
(2.41), on vérifie que pour une sous-suite toujours indexée par n, il existe une fonction

¥ telle que : R
6,, converge presque partout vers 9 dans (@), (2.42)
b(én) converge presque partout vers b(J) dans @, (2.43)
et R
Tk (0,) converge faiblement vers Ty (1) dans L*(0,T; Hy'(Q2)), (2.44)

pour tout K > 0, quand n tend vers +oo. En utilisant (2.38), et (2.42), on conclut
que :

~

6, demeure dans un compact de LY(Q), (2.45)
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pour tout ¢ vérifiant ¢ < p, avec 1 < p < 2,
alors )
0, demeure dans un compact de L”(Q), (2.46)

pour tout p vérifiant 1 < p < 2, en particulier :
0, demeure dans un compact de L**(Q), (2.47)

puisque 1 < 2ar < 2.
ii-1); est continue :
soit 6, une suite de fonctions de L?**(Q) telle que :

0,, — 6 fortement dans L**(Q), (2.48)

quand n tend vers +o0 (avec 1 < 2a < 2), ou f est une fonction appartenant a
L**(Q). Soit 6, et § définies par :

U1(6,) = 6, et ¥y (0) = 0.

On suit le méme type de raisonnement que dans (i), on rappelle que pour une sous-
suite toujours indexée par n, il existe une fonction ¢ telle que :

A~

6,, converge presque partout vers 9 dans @,

b(én) converge presque partout vers b(J) dans @,

et
Tk (0,,) converge faiblement vers Ty () dans L*(0,T; Hy' (),

pour tout K > 0, quand n tend vers +oo. Par ailleurs, on a :
F(0,) — F(0) dans L*(Q),
quand n tend vers l'infini et u, est compacte dans L*(Q). On en déduit :
u, — u dans L*(0, T; HX(9)),

quand n tend vers I'infini. Dans la suite, il suffit de reprendre exactement le méme
raisonnement du paragraphe (iii), Section 3 (11 est continue) du Chapitre 1 pour
conclure que 9 est une solution renormalisée du probléme (2.23) — (2.25). D’aprés le
Lemme (2.2.4), on conclut que :

V=10 p.p. dans Q,

d’apreés 'estimation (2.42), on obtient :

~

0, converge presque partout vers 0 dans Q. (2.49)
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Les estimations (2.38) et (2.49) impliquent :

N

0, — 0 fortement dans L(Q), (2.50)

pour tout ¢ tel que ¢ < p, avec 1 < p < 2,
alors R R
6, — 0 fortement dans L?(Q), (2.51)

pour tout p tel que 1 < p < 2,
par conséquent : R A
0,, — 0 fortement dans L**(Q), (2.52)

car 1 < 2o < 2.

iii-Il existe une boule B de L?*(Q) telle que ¢, (B) C B :
on cherche a déterminer un nombre réel positif R, tel que :

wl(BLQa(Q)a), R)) C BLza(Q) (0, R)

On suppose que 6 appartient a Bj2a(g)(0, R).
On rappelle que u, appartenant a L?(0,T; H:(2)) N L>=(0,T; L%(Q2)) est I'unique
solution du probléme (2.19) — (2.22). On utilise alors u comme une fonction test dans

(2.19), on a :
1 ) e )
— [ |u(®)|?dx+ = w(0)| Du|* dx dt
2 Ja 2 Jo Ja
4 1
://F(H)-udasdt+—/|uo|2dx,
0Jo 2 Jo

1 T
-/ |u(t)|2dx+@// \Dul? dx dt
2 Ja 2 JoJo

T
1
S//F(Q)'dedtJr—HUOH%%Q)?
0 Ja 2

alors

ce qui implique

T T
mo//Q|Du|2dxdt§2/ V) 20y 1l 2yt + o220 (2.53)
0 0

D’aprés lestimation (2.53), ainsi que 'inégalité de Poincaré, on obtient :

T T
mo// | Dul|? dz dt < 01/ | F(O) || L2 | V|| 2 dt + HuOH%Q(Q), (2.54)
0J0Q 0

ol ¢; est une constante, I'inégalité de Young, l'estimation (2.54) ainsi que 'inégalité
de Korn nous permettent de conclure que :

2

T 2
C1
DulPdzdt < —||F(0)|?20) + — Y. 2.55
/0/Q| ul” dx _m02” @) (@) mOHUOHL(Q) ( )
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D’aprés le Lemme (2.2.5), et 'estimation (2.55), on a :

2m1

m101
2 IF @)L +—0||uo||ia(m+||b(90)||L1<Q> , (2.56)

HQHLP(Q) < C(p7 N7 Qv T)

pour tout p tel que 1 < p < 2.
D’aprés la croissance de F', on obtient :

F(O) < 2(a? + M|6) p.p. dans Q,
alors
IF(0)]172(0) < 2a® mes(Q)T + 2M?(|0]73. (2.57)
Il s’ensuit d’aprées (2.56) et (2.57) que :

2m1612 2

2
5—a” mes(Q)T + ———— ma”

18]l i) < (. N, fo)[ A0S

mo

2m1
2l + 00 |

pour tout p tel que 1 < p < 2. Puisque 1 < 2a < 2, nous avons en particulier :

2m1012 2 2mlcl

0] 13m0y < el N0, T) {— mes(Q)T +

2
e M0l g

2m1
g + 160 e ] .

On en déduit que :

18]l 20 <c[a ISV Q>+Huonim)+Hb<eo>uy<m],

avec ¢ une constante qui ne dépend pas de [|0|| 20 ().
Maintenant, on cherche a déterminer un nombre réel positif R tel que :

(@4 PR gy + O ) < .

On sait que s’il existe un nombre réel positif 7, suffisamment petit tel que :
a’ + HUOH%Q(Q) + [[6(00) || 21 ) < m,

alors, il existe R(n) > 0 tel que :

c ( MR () + (ol Zacey + !\5(90)“L1(n>> < R(n),
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cela implique :
1(Bra(g)(0, R(n))) C Braa(g)(0, R(n)).
On applique le théoréme du point fixe de Schauder. D’aprés la définition de )y,
on conclut que sous la condition de petites données, il existe une solution faible-
renormalisée (u,0) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du probléme (2.13) — (2.17) telle
que :
0[] 22 ) < B(n),
pour 7 suffisamment petit.
CAS 2 : 2 <2a < 3. Dans un premier temps, nous allons donner la preuve du lemme
suivant :

Lemme 2.2.6. Soit 6 une fonction mesurable définie sur QQ, et une constante M > 0,

telle que :
0 € L0, T; L)), |0l e o,r:0r () < M, (2.58)
VK > 0,Tx(0) € L*(0,T; Hy(S2)) et/ DTy (0)|* dz dt < K M, (2.59)
Q
alors, pour tout q,r vérifiant 1 < g < 0o, et r < q%l, onaf e L"(0,T; L)), et il

existe une constante C' (qui dépend de T,r,q,<2, N) telle que
10| - o.1:2902)) < C M.

Preuve du Lemme 2.2.6.

D’aprés I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, on a :

/Q\TK(e)|3dxgc/QyTK(e)\dx/QyDTK(e)de,

g(JM/ |DTx(0))? dz,
Q

pour presque tout ¢ dans (0,7).
Ce qui implique :

mes{(z,1) : |0] > K} < c%/ngK(e)Fdx. (2.60)

On écrit :

T 3 T S .
/ (/ \G\qu> dt = / (/ mes{z € Q: 0|7 > s} d3> dt,
0 Q 0 0

d’aprés l'estimation (2.58), on a :

M
mes{z € Q: |0 > K} < a (2.61)
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pour presque tout ¢ dans (0, 7).
Pour presque tout ¢ dans (0,7"), on a :

mes{z € Q: |0(t,x)|? > s} = mes{z € Q:|0(¢,z)| > s%}

1-o0

= (mes{:(: cQ: |0t x)| > sfz})O (mes{x cQ:0(t,x)| > 33}> ;

les estimations (2.60) et (2.61), impliquent :

DT, (0)]2 dary © p1-o
mes{z € Q: [0(,2)? > s} < CM"(IQ . ) __
Sa S a
On en déduit :
1
mes{z € Q: |0(t,x)|? > s} < CM(/ |DT 1(0)|2da:) e (2.62)
Q 84 S 4q

pour presque tout ¢ dans (0,7).
Dans ce qui suit, la preuve de ce lemme sera divisée en trois étapes.

Etape 1:¢g=r. On pose o = 1. Soit un nombre réel positif 3, on a :

T T 8
//|€|qudt§// mes{z € Q: |0|? > s}dsdt
0Jo 0 Jo
T poo
+// mes{z € Q: |0|? > s} dsdt.
0

D’aprés (2.62), on obtient :

// ]9|qudt<ﬁT|Q|+CM// / DT, (O) x—dsdt

Le théoréeme de Fubini permet de conclure que :

//]0|qudt<ﬁT|Q|+CM///|DT1 |2dx—dtds

< BT|Q| —i—C’M/ — ds.
Rappelons que ¢ < 2 (par hypothése), alors :

g

5
1—|—5

// 0|%dx dt < BT|Q| + CM?
On pose = M4, on en déduit que :

T
// 09z dt < MU(T|0| + —SL ).
0Jo 2—q
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Etape 2: ¢ < r. Soit un nombre réel positif 3, on a :

T 0 A g
/(/|0|qdm) dtg/(/ mes{xGQ:|6’|q>s}ds> dt
0o \Jo o \Jo
T 0o 2
+/ </ mes{z € Q: |0]7 > s}ds) dt.
0 B

On pose 0 = £ dans (2.62), on obtient :

aq
P

, c oy M (DT R )
/</|9|de) dt§6q|Q|qT+C/ / o ds | dt.
0 Q 0 8 satr

Pour un nombre réel v > 1, on écrit :

: DT (O))Pdz\ " .,
( / |DTS;<0>|2dx) - (f" s,
Q S4q

pour presque tout ¢ dans (0,7).
D’apres I'inégalité de Hélder, on a :

T g r r
/(/|9|de) dt < G5 |05 T
0 Q

. (T o [|DT 1(0)>dx o d a
coari [ [FRPLORE] T T
0 3 sat? 5 glatrd-amli

r—q

S

1,1 T
8[54‘;(1_‘1’}/)} P

o dS q
I'intégrale [ / —] est finie et indépendante de ¢, si et seulement
B

si on a [% + 11— q)); 5 > 1
Le théoreme de Fubini implique :

! 7 LIPNE: pr [T1 > ds o
/(/ |9|qd$> dt < Ba|Q[«T + CM +q/ —ds - / T
0 Q g S 5 glatr-amliz

on sait que r < q%l (par hypothéses du Lemme 2.2.6), alors 1+ % + q% — g > 1,

il existe un nombre réel v tel que 1 <y <1+ % + q% — fl, il est facile de vérifier
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qu’on a [é +3(1- )5 > L
On a également :

r

/T</ 6] dx>th - 65\Q|5T+ T Bl ' ’i[l[lﬁr(lm)]rq}q |
o 71 -y -1

si on pose = M9, on conclut que :

T a
/ </ |Q|qdac) dt < C(y,r,q, N)M".
o \Jo

Etape 3:7 < ¢. Siq< 2, alors r < 2. D’aprés I'inégalité de Holder on a :

T 3 T 3
/(/ |9|de) dth(r,q,Q,T)(/ /|9|dedt> |
0 Q 0 Q

d’apreés la premiére étape, on a :

T a
/ (/ \G\qu> dt < C(r,q,Q,T)M".
0 0

Si g > 2, pour 0 < o < 1, 'inégalité de Holder implique :

(/ \6|qd;c)q < (/ \g‘qowd:v)q,
Q Q

(1—o)r

< (/\ﬂdm)q (/reiﬁ‘é’dx) "
Q Q

pour presque tout ¢ dans (0,7).
L’estimation (2.58) nous donne :

T r T 1=0 1(4=0)
/(/ |9|qu) dth"J/ (/ 6] dx) dt. (2.63)
0 Q 0 Q

Dans la suite, on montre que pour tout K > 0 :

1—0 r(g—0)

/OT (/Q T (0)] =% d:c)” " odt < CM. (2.64)

On rappelle que N = 2, d’aprés les inclusions de Sobolev, on obtient :

b
2

/Q]TK(G)V’da:SC’(p,lQ])(/Q|DTK(0)\2da:) , (2.65)
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pour tout p > 2.
on prend p = uz—i)w et on écrit :

pour presque tout (z,t) dans @, alors :

10 r(g—0)

( / |TK<0>|?’—‘5dm) o sm(q”f)( / |TK<0>|pdx)”,
Q 9]

pour presque tout ¢ dans (0,7).
D’aprés lestimation (2.65), on déduit que :

1—0 r(g—0)

(/ Ty (0 odm) o scKZ@‘O‘Qf)/IDTK(e)Ide,
Q

pour presque tout ¢ dans (0,7).
Cela implique :

(a—-o)r

/</|TK lodx) " dt < ORI K M,

par hypothéses du Lemme 2.2.6, on sait que r <3 ,alors 0 < 4(r—1) <1, on

peut prendre o = Z(r — 1), la preuve de (2.64) est alors terminée.
L’estimation (2.64) et le lemme de Fatou permettent de conclure que :

[

d’aprés (2.63), on déduit que :

r ;
/</|0|qda:) dt < C(v,7,q, N)M".
0 Q

La preuve du Lemme 2.2.6 est alors compléte.

1—0 r(g—0)

= dx)q S a<om, (2.66)

On rappelle que si 1 < a < % alors 2 < 37% < 00.

On choisit p tel que ﬁ < p < 00, alors p > 2. Soit p’ le conjugué de Holder de p

G+ =1.

1<p'<2a_1.

On pose g = ap’ et r = 2a.
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On remarque que r et g vérifient 1 < ¢ < o0, et r < q%l. Soit # une fonction de
L7(0, 75 L9(52)). Dans la preuve du Lemme 2.2.3, on a montré que la fonction F'(9)

s'identifie & un élement de L*(0,7; H '(Q2)) et qu'on a :
IE @221 < Cla+[10]|720(1ag0)))- (2.67)

D’aprés le Lemme 2.2.3, il existe une solution unique u € L*(0, T; Hy(Q))NL>(0, T; L*(Q2))
du probleme (2.19) — (2.22). De plus d’aprés le Lemme 2.2.4, il existe une solution re-
normalisée unique 6 du probléme (2.23)—(2.25) telle que Tk (0) € L*(0,T; H} (R2)),VK >

~

0 et b(f) € L>(0,T; L}(Q)).
On définit 'application suivante :

Wy 2 L7(0,T; LY()) — L"(0,T; L))

0 — 0 = (0)
On sait que 0 vérifie les estimations (1.168), (1.170). Le Lemme (2.2.6) permet alors
de déduire que 6 € L7 (0,7 L9(2)). L’application 1, est bien définie.
Dans ce qui suit, nous allons démontrer que 15 est compacte, continue et qu’il existe
une boule B de L"(0,T; L(2)) telle que ¥»(B) C B.
i-1)9 est compacte :
On définit une suite de fonctions 6, bornée dans L7 (0, T; L4(Q)), et la suite 6, par

o (6,) = b,

Pour n > 1 fixé, d’aprés le Lemme (2.2.3), u, est I'unique solution du probléme
suivant :

Ung + (Up - VU, — 2 div (u(6,)Duy,) = F(6,) dans (H})(Q),  (2.68)
pour presque tout t € (0,7,

div u, =0 dans @, (2.69)
U, =0 sur X, (2.70)
un(+,0) = ug dans €. (2.71)

Grace a l'estimation (2.67), on déduit que F(6,) est bornée dans L*(0,T; H™()).
Alors :
u, est bornée dans L>(0,T; L2(2)) N L*(0, T; HX(9)), (2.72)

Uy est bornée dans L*(0, T; (HLY)'(Q)).

g

On peut alors extraire une sous-suite telle que :

u, — u faiblement dans L*(0, T; H(9)), (2.73)
u,, — u fortement dans L2(Q), (2.74)
Uy — uy faiblement dans L*(0, T; (HL)'(Q)), (2.75)
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quand n tend vers +oo, ou u est une fonction de L>(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; H:(Q)).
(voir [31] et [17]).
Cela implique :

11(0,)| Duy,|? est bornée dans L*(Q). (2.76)
D’aprés la définition de 1)y, l'estimation (2.76), et le Lemme 2.2.4, nous obtenons

pour n > 1 fixé :
0,, est 'unique solution renormalisée du probléme suivant :

b(6,.), + tn - Vb(8,) — A8, = 20u(0,,)| Dun)*  dans Q, (2.77)
0, = sur Y, (2.78)
b(0,)(t = 0) = b(6y) dans Q. (2.79)

L’estimation (2.76) implique que les hypothéses du Lemme (2.2.6) sont satisfaites et
par conséquent :

0, est bornée dans L™ (0, T; L™ (1)), (2.80)

pour tout couple (gq,77) =t
On suit le méme raisonnement de (i), dans le cas ou 1 < 2 < 2, on obtient :

én—>29,

& une sous-suite pres, presque partout dans ), quand n tend vers 400, ot ¥ est une
fonction mesurable.
Maintenant, on démontre que :
én — 1,
fortement dans L7 (0,7 L9(2)), quand n tend vers +o0.
Dans un premier temps, on montre qu’ils existent ¢; et r tel que ¢4 > ¢q, r1 > r,

On sait que p > :> ;‘Tpl < on choisit ¢; tel que -5

3— 204 2a 12

@ >ap =q >q.

20 q1
= 2a < ,
20 —1 T g1

qr <

on choisit r; tel que

cela implique r1 > r et r;

g 7‘1 ~ a1—49 r
/(/ |én|qd$) dt < / </ |0 |7 dx) - (mes {|0,| > K}) @ adt,
0 {|6n|>K}
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alors

/OT(/{gan}'é”'qu) dt < (/ </ 10, d:c) dt) h I, (2.81)

r|{—r
1

T q1—9q9 r T
ot T — (/ (mes {|0,] > K} 5 mts dt)
0
On a pour presque tout ¢ dans (0,7) :

- M
mes {x € Q;|0,] > K} < %

car 0, est bornée dans L>(0,T; L'(2)). Alors

S

T N a=gr _r M
/ (mes {0, > K}t 5 b g < 7L
0 K

ol s = L4 L T "on en déduit :
@ qri-r

1T

T q1-9 r 1 T =T Mqlfllq ;
(/ (mes {|6, > K})"® wrdt) ST e

q1 g

Finalement, on obtient :
ri-r

T —qr 1
(/ (mes {|6,| > K})qlql e dt) tend vers zéro, quand K tend vers + oo,
0
indépendamment de n. D’apreés les estimations (2.81) et (2.80), on conclut que :

r .
/ </ 16,,|7 dx) dt tend vers zéro quand K tend vers + oo, (2.82)
0 \J{|fa|>K}

indépendamment de n. On rappelle que :
0, — 1,

presque partout dans @), quand n tend vers +o0. De plus, en suivant le méme raison-
nement que (i) et (i), dans le cas ou 1 < 2ar < 2, on conclut que ¥ satisfait (2.58) et
(2.59). Grace au Lemme (2.2.6), on obtient en particulier :

9 € L (0,T; L9 (Q)).
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A présent, on observe 'inégalité :

T F T R . 7
/</|0n—19]qu> dtg/(/ |en—q91qu+/ \en—qux) dt,
0 Q 0 {10n|<K} {10n]>K}

d’apres 'inégalité de Young :

T g T A 5
/(/yen—chzx> dth/(/ ]9n—19|qu> dt
0 \J/Q 0 \J{|fn|<K}
7 A :
+c/ (/ |@n—ﬁyqu) dt. (2.83)
0 {|0n|>K}

10n = 91X 9,1y = 0,

Pour presque tout ¢ dans (0,7), on a :

p.p. dans €2, quand n tend vers +oco et
|én - Q9|qX{|én|gK} < C(K+[9]7) € LY(Q),

pour presque tout ¢ dans (0,7). Le théoréme de Lebesgue implique que :

/ 10,, — 9|* dx — 0,
{l6n|<K}

quand n tend vers +o0o, de plus, nous avons :

/ 10, — V)7 dx < Cy <|Q|Kq +/ |19|de>,
{16n|<K} Q

(/ |én—19|qu)q 0,
{16.1<K)

quand n tend vers +o00, pour presque tout ¢ dans (0,7"), e

</ yén—qua;> < Ca(|0IK" + (/ |19\qu>
{16n| <K}

Soit la fonction définie par :

ce qui implique :

t— |QIKT + (/ |19($,t)|qd93)q e LY(0,7),
Q

on applique le théoréme de Lebesgue :

7 :
/(/ |@n—19]qu> it — 0, (2.84)
0 \J{lon|<K}
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quand n tend vers +oo.

Dans ce qui suit, on montre que le second membre & droite de I'inégalité (2.83), tend
vers zéro, quand K tend vers +oo, indépendamment de n. Grace a l'inégalité de
Young, on obtient :

T g T . 2
[ ) wze, [([ i)
0 {|0.]>K} 0 {|0n|>K}
T a
+03/(/A |191qu> it (2.85)
0 {|0n|>K}

d’aprés (2.82), le premier terme a droite de 'inégalité (2.85), tend vers zéro, quand
K tend vers +oo, indépendamment de n. On rappelle que ¢ € L™ (0,T; L% (), les
mémes arguments qui nous ont permis d’avoir I’estimation (2.82), nous assurent que :

/0T</{|an>m 'ﬁ‘q‘@ o= ( / ( JALE dx)q dt) "

T a9Q—ar T Tl’l‘IT
ou J = (/ (meas {0, > K}) o ane dt) ,
0

cela implique que le deuxiéme terme a droite de l'inégalité (2.85), tend vers zéro,
quand K tend vers +oo, indépendamment de n. On en déduit que :

" :
/ (/ \en—qux) dt — 0, (2.86)
0 {16n|>K}

quand K tend vers +oo, indépendamment de n.
D’aprés les estimations (2.83), (2.84) et (2.86), on conclut que :

0, — ¥ fortement dans L"(0,T; LI(12)), (2.87)

quand n tend vers +oo.

ii-9 est continue :
soit #,, une suite de fonctions de L"(0,7; L9(€2)) telle que :

6, — 0 fortement dans L"(0,7"; L(£2)), (2.88)

quand n tend vers +oo, ot 6 est une fonction qui appartient a L7(0,T; L(Q)). Soit
0, et O définies par :

wz(en) = Qn et ¢2(9) =40
On suit le méme raisonnement que (i) dans le cas ot 1 < 2a < 2, on rappelle que
pour une sous- suite indexée par n, il existe une fonction v telle que :

~

f,, converge presque partout vers v dans @,
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b(én) converge presque partout vers b(v) dans @,

et
Tk (6,) converge faiblement vers Ty (v) dans L*(0,T; Hy'(2)),

quand n tend vers +oc.
On sait que l'application :

L7(0,T; LYQ)) — L*(0,T; L” (Q))

0 — F(0)

est continue et que l'injection L2(0,T; LP (2)) c L*(0,T; H~'(f)) est continue. Donc,
d’aprés (2.88), on déduit que :

F(0,) — F(0) dans L*(0,T; H (1)),
quand n tend vers +oo. D’ou :
p(0n)|Dun|* — u(0)| Dul? dans LY(Q).

quand n tend vers +00. On conclut que v est une solution renormalisée du probleme
(2.23) — (2.25). D’apres le Lemme 2.2.4, on a v = 6 p.p. dans Q, alors :

6, converge presque partout vers 6 dans Q. (2.89)

D’aprés les mémes arguments qui ont donné I'estimation (2.80), on sait que 6, est

bornée dans L™ (0, T; L%(€2)), pour tout (gi,71) tel que 1 < ¢ <ocoet ry < L7

On conclut (compacité de 1) que :

~

0, — 0 fortement dans L"(0,T; L9(2)),

quand n tend vers +oo.
iii-Il existe une boule B de L"(0,T’; L1(£2)) telle que ¢(B) C B
On cherche & déterminer un nombre réel positif R, tel que :

Va(Brro,r;ze2))(0, R)) C Brro.rsza(2)) (0, R).

On suppose que 0 appartient & Brro,r;24(0))(0, R).
On rapelle que u, appartenant a L*(0,T; H:(Q)) N L>°(0,T; L2(£2)) est I'unique so-
lution du probléme (2.19) — (2.22). On utilise alors v comme une fonction test dans

(2.19), on obtient :
1 ) I )
— [ Ju(®)|*dx + = w(6)|Dul” dx dt
2 Ja 2 Jo Ja

r 1
://F(G).udxdt+—/|u0|2dx,
0JQ 2 Q
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1
—/ |u(t)|2d:c+—// \Dul? da dt
2 Ja
T 1 )
< F(Q) -udxdt + —HUQHLQ(Q),
0JQ 2

d’aprés la définition de F', on a :

T T
mo//|Du\2d:Cdt§2//audmdt—i—HuOH%?(m
0Jo 0Jo
T
+2M//|0|°‘ud:1:dt,
0.JQ

T
mo / /Q | Du)? dz dt < 2a|ul|L2(q) + 2M|0]1 0 1.0 [wll 20,712 (0)) + ||U0||%2(9)
0

alors

d’aprés (2.67), on a :

On applique les inégalités de Young et de Poincaré ainsi que I'inégalité de Korn pour
obtenir :

2M?

T
mo
T/O/QIDuvdxdtg caa|[Vullzg +— HGHUOTU, @) + luol2z0)-

On applique une fois de plus les inégalités de Young et de Korn, d’ou :

T 2
4c,%a? 8M? 4
2 1 2
| 1pu e < 2 B0l ey + ol
Le Lemme 2.2.6, implique que :

10]| 20,7200y < 2 ([|1(6) | Dul?|| 110y + 16(00) || 21+

on conclut alors que :
1611207200y < € [a + M|01IE% 0,700y + uollZ2 (o) + \Ib(90)||u(m],

c est une constante indépendante de [|0||1r0,7;24(02))-
Désormais, on cherche un nombre réel positif R tel que :

o (@ + 2R+l + 00 s ) < R

on sait que s’il existe un nombre réel positif 7, suffisamment petit tel que :

a + [luoll 2y + 16(60) [ 1) < 7,
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alors, il existe R(n) > 0 tel que :

c (aQ + M2R* (1) + [|uoll7 (o) + Hb(9o)HL1<Q>) < R(n),
ce qui implique :

Vo(Brro,r;29(2)) (0, B(1))) C Brro.r:za(2) (0, R(n)).

Le théoréme du point fixe de Schauder ainsi que la définition de )5, permettent de
conclure qu’il existe une solution faible-renormalisée (u,6) (au sens de la Définition
1.2.2 ) du probléme (2.13) — (2.17), pour des données petites, telle que :

101l r0,7:2902)) < R(n),

pour n suffisamment petit.

2.3 Existence de solution du systéme couplé

Dans cette section b satisfait (2.7) et (2.8). On ne suppose donc plus ¥ localement
lipschitzienne.

Théoréme 2.3.1. On suppose vérifiées les hypothéses (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11),
(2.12) et que la fonction F vérifie

VreR, |F(r)| <a+ M|r|* aveca >0, M >0, alors :

-5t 0 < 2a0 < 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéeme
(2.13) — (2.17) (au sens de la Définition 1.2.2).

- 811 < 200 < 3, il emiste > 0, tel que si a+ ||ug||r2) + [[6(00) | 1) < 0, alors il existe
une solution faible-renormalisée du systéme (2.13) — (2.17).

Preuve du Théoréme 2.3.1.

On distingue deux cas suivant les valeurs de « :

CAS 1 :1 < 2a < 3. Soit b, une suite de fonctions qui régularise b :
b est une suite de fonctions de classe C? telle que b_(r) > 0,¥r € R, b.(0) = 0 et
telle que b, et b. convergent uniformément vers b et O’ successivement sur R quand ¢
tend vers 0.

Puisque b, € C*(R) alors b, est localement lipschitizenne sur R.

Sachant que b. converge vers b’ uniformément sur R quand ¢ tend vers 0, et grace a
'estimation (2.8), on obtient :

b ( o
ET)Z§ VTER,
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on en déduit que b, satisfait (2.7), (2.8) et (2.18).
On considére le probléme approché suivant :

aa?; + (uf - V)uf — 2 div (u(6°)Duf) = F(0°) dans (HL)' (), (2.90)
pour presque tout t € (0,7,
b (6°) 9
5 +us - Vb (60°) — AO° = 2u(6°)|Ducl*  dans Q, (2.91)
div u® =0 dans @, (2.92)
u*=0et 0°=0 sur X, (2.93)
us(t =0) = ug et b.(0°)(t = 0) = b-(6p) dans €. (2.94)
On a
a+ [luollz2() + [16(60) |21 (@)
< a+ [[uollz2i) + 16(60) [ 1 (0) + [[b=(60) — b(6o) | L1 (0)-
On a alors :

a+ [[uoll L2y + [16<(600) || L1 ()
<0+ [[b(6o) — b(00)] 1 (-

Soit gy > 0 fixé, et suffisamment petit, on en déduit que pour tout € < gy :

a+ [[uoll 2@ + [16(60)l| 1) < 7,

ot 7' est un nombre réel positif et suffisamment petit. D’aprés cette condition et
les hypothéses mentionnées dans le Théoréeme 2.3.1, 'application du Théoréme 2.2.1
permet de conclure que pour tout € < €y, il existe C'(n) > 0 et une solution faible-
renormalisée (u®, 6°) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du probléme (2.90) — (2.94) telle
que :

||6’6||L2a(Q) < C(n) sil < 2a <2,

10\ Lr o,z )y < C(n) si2 <2a < 3.

q
Vg1 > 1,Vr < qlil.

Cela implique, et compris dans tous les cas que :

F(6°) est bornée dans L*(0,T; H1(9)),
alors :
u est bornée dans L>®(0,T; L2(Q)) N L*(0, T; HX()),
ou®
ot

On peut alors extraire une sous-suite telle que :

est bornée dans L*(0,T; (HL)'()).

u® — v faiblement dans L*(0,T; H:(Q)),

u® — u fortement dans L?,(Q)a
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quand ¢ tend vers 0, ot w et une fonction de L>°(0,T; L2(2)) N L*(0,T; HL(Q)). Cela
implique :
w(6°)|Duf|? est bornée dans L'(Q).

V.S € C®(R) telle que S’ est a support compact. Pour € > 0 fixé, on a :
% + div (u® - S(b-(6%))) — div (S'(b-(6°)) D)
+8"(b:(6°))b2(6°)| DO |* = 20u(67)| Du|*S' (b (6%)) dans D'(Q).

Dans ce qui suit, il suffit de suivre le méme raisonnement que la Section 2.3, pour en
déduire que :

Ty (6°) est bornée dans L*(0,T; Hy(€2)) indépendamment de & pour tout K > 0,

Sur(b:(6°)) est bornée dans L*(0,T; Hy(S2)),
et
OSn(b:(67))
ot

indépendamment de ¢ pour £ <
sous-suite prés, nous avons :

est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H*(Q2)),

ﬁ, (Syr est définie dans la Section 2.3). A une

0° converge presque partout vers 6 dans @),

b (0%) converge presque partout vers b(f) dans @,
Ty (6°) converge faiblement vers Tk (6) dans L*(0,T; Hy(9)),

quand ¢ tend vers 0, ou € est une fonction mesurable.
Raisonnement identique a celui de la compacité de s :

6° — 6 dans L**(LY),

alors F(6°) — F(6)dans L*(H ™),
doit (6°)| Du?[? — u(6) | Dul? dams LY(Q),

Toujours grace aux mémes arguments de la troisiéme section, on démontre les esti-
mations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27), et (1.28).

Par conséquent, il existe une solution faible-renormalisée (u, ) (au sens de la Défini-
tion 1.2.2) du probléme (2.13) — (2.17).

CAS 2 :0<2a <1. Siaest nul, il suffit d’appliquer le Théoréme 1.4.1 du chapitre 1.
On suppose maintenant que 0 < 2a < 1. On procéde par approximation et passage
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a la limite. On commence par remplacer la fonction F' par F* = F o T1, pour tout
€ > 0, et on considére le probléme approché suivant :

85; + (uf - V)uf — 2 div (u(6°)Duf) = FE(6°)  dans (H})(Q),  (2.95)
pour presque tout t € (0,7),
ob(6°) :
BT +u - Vb(6°) — AG° = 2u(6°)| Du dans @, (2.96)
div uf =0 dans @), (2.97)
u"=0et =0 sur X, (2.98)
uf(t =0) = ug et b(0°)(t = 0) = b(by) dans €. (2.99)

La fonction F*¢ étant et bornée, en appliquant le Théoréme 1.4.1 du chapitre 1,
on déduit qu’il existe une solution faible-renormalisée (u®,6°) du systéme approché
(2.95) — (2.99) au sens de la Définition 1.2.2. On obtient (voir la démonstration du
Théoréme 2.2.1) pour le systéme (2.95) — (2.99), 'estimation suivante :

t
/|e€|(t)dxgc1 // 02 dt + o, (2.100)
Q 0J/Q

ou ¢ et ¢y sont des constantes qui dépendent de €2, T' et des données.

Pour 2ae = 1, on applique le lemme de Gronwall pour déduire que la suite (6%).5¢ est
bornée uniformément en ¢ dans L>(0,T; L'(Q)).

Pour 0 < 2a < 1, on applique d’abord I'inégalité de Holder, puis 'inégalité suivante :

cx®® < ¢o + cx,

avant d’appliquer une deuxiéme fois le lemme de Gronwall pour déduire que la suite
(6°).~0 est bornée uniformément en € dans L>°(0, T; L'(Q)).

Puisque 2« < 1, par définition de F' et F*¥, on conclut que la suite (F(6%)).~o est en
particulier bornée uniformément en e dans L?*(Q).

= u(6°)|Duf|? est bornée dans L'(Q).

Or, u® est compact dans L*(Q), il suffit donc de reprendre le méme raisonnement que
dans le cas précédent (1 < 2a < 3). Il existe alors deux fonctions u et 6 telles que :

u® — u dans L*(0,T; H(Q)),

0° — 0 presque partout dans (),

a une sous-suite pres, quand ¢ tend vers 0. Toujours grace aux mémes arguments
du cas précédent, on démontre les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26),
(1.27), et (1.28).

Ainsi, (u, ) est une solution faible-renormalisée (au sens de la Définition 1.2.2) du
probléme (2.13) — (2.17).
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2.4 Existence de solution en dimension 3

Dans cette section, on suppose que F est une fonction continue de R dans R? et bornée.

Théoréme 2.4.1. On suppose vérifiées les hypotheses (2.7) — (2.12). On suppose de plus
que ug € HY (), et qu’il existe un nombre réeln > 0, suffisamment petit tel que [[woll )+
| F|| Lo r) < 1, alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéme (2.13) —
(2.17) en dimension N = 3 (au sens de la Définition 1.2.2).

Preuve du Théoréme 2.4.1.

On se contentera ici de rappeler les différentes étapes principales et nécessaires a 1’élabo-
ration d’une preuve. On démontre ce théoréme par point fixe et on procéde en deux étapes.
Dans la premiére étape, nous supposons de plus que b’ est localement Lipschitizienne. Soit
la fonction 6 dans L'(Q), on suppose qu'’il existe un nombre réel > 0, suffisamment petit
tel que [[uol g2 (o) + | ]| Lo (r) < 1. Le théoréme 3.11 de [32] nous assure l'existence et I'uni-
cité de la solution faible u de l'equation (2.12) dans L>(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; H*(Q2)),
avec [|ul| 20120 < C. A (6,u), on associe I'unique solution renormalisée 0 du probléme
suivant :

b(), + u - Vb(0) — AG = 2.(0)|Du)>  dans Q,
6=0 sur X,
b(0)(t = 0) = b(6y) dans Q.

On définit application 13 par :
¥ 0 LNQ) — LHQ)
0 — 0 = 3(0)

Pour les mémes arguments utilisés dans le Chapitre 1, on montre que 3 vérifie les condi-
tions du théoréme de point fixe de Schauder, d’ot1 I'existence d’une solution faible-renormalisée
(u,0) du systéme (2.13) — (2.17). Dans la deuxiéme étape, on note par b. la régularisation
de b définie par :

b est une suite d’approximations de b, de classe C? telle que b.(r) > 0,Vr € R, b.(0) =0
et telle que b, et b. convergent vers b et b’ uniformément sur R quand ¢ tend vers 0. On
rappelle que pour tout £ > 0 fixé, b, satisfait les hypothéses (2.7), (2.8) et (2.18).

On considére le probléme approché suivant :

aaut + (uf - V)uf — 2 div (u(0°)Duf) = F(6°) dans (H})(Q), (2.101)
pour presque tout t € (0,7),
b (6°) )
T +uf - Vb (0°) — AG° = 2u(6°)|Du|*  dans Q, (2.102)
divu® =0 dans @, (2.103)
ut=0et =0 sur Y, (2.104)
u(+,0) = ug et b(6°)(t =0) = b-(6p) dans €. (2.105)
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On sait qu’il existe un nombre réel n > 0, suffisamment petit tel que [|uol| g2 )+ | Fl| 2o ®) <
1. Donc, d’apreés le résultat de 'étape 1, on conclut que pour tout € > 0, il existe une
solution faible-renormalisée (u®, 6°) (au sens de la Définition 1.2.2 ) du probléme (2.101) —
(2.105) ot :
u® est bornée dans L*(0,T; H*(12)),
ou®
ot

Par un lemme de type Aubin (Simon [30]), on peut extraire une sous-suite telle que :

est bornée dans L*(0,T; (H})'(Q)).

u® — u fortement dans L*(0,T; HX(Q)),

u® — u fortement dans L2(Q),

quand ¢ tend vers 0, ou u est une fonction de L*(0,T; H&(Q)) N L2(0,T; Hz(Q)), Cela
entraine :
w(6°)| Dus|* est bornée dans L'(Q),

VS € C*(R) telle que S’ est a support compact, on a pour € > 0 fixé :

%+ div (uf - S(b.(6°))) — div (S (b.(6%)) DEF)
48" (b (0°)V.(0F)| DO |2 = 20(67)| Du 25" (b-(6°)) dans D'(Q).

Dans la suite, on procédera de la méme fagon que dans le Chapitre 1, afin de démontrer
que :

Ty (6°) est bornée dans L*(0,T; Hy(€2)) indépendamment de e pour tout K > 0,

Sur(b:(6°)) est bornée dans L*(0,T; Hy(S2)),
et
OSn(b:(67))
ot

indépendamment de € pour € < ﬁ, (Su est définie dans la section 1.3). On obtient & une
sous suite prés que :

est bornée dans L' (Q) + L*(0,T; H™*(Q2)),

0° converge presque partout vers 6 dans @),

b.(6°) converge presque partout vers b(f) dans @,
Tx (6°) converge faiblement vers Tk (0) dans L*(0,T; Hy(12)),

quand ¢ tend vers 0, ou € est une fonction mesurable. Avec les mémes arguments du
chapitre 1, on démontre les estimations (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26), (1.27), et
(1.28), d’ou l'existence d’une solution faible-renormalisée (u,6) (au sens de la Définition
1.2.2) du probléme (2.13) — (2.17).



2.5 Quelques résultats concernant I'unicité 97

2.5 Quelques résultats concernant 'unicité

Dans cette section, on se place sous des conditions particuliéres, on suppose que N = 2,
21 = 1, on suppose également que le second membre de I'équation d’énergie est remplacé
par une fonction f donnée qui appartient a L?*(Q). Le théoréme suivant montre I'unicité
de la solution faible du systeme :

(;))_;L + (u-V)u—Au=F(0) dans Q x (0,7), (2.106)
%+U-V8—A0:f dans Q x (0,7, (2.107)
divu=0 dans Q x (0,7), (2.108)

u=0et =0 sur 002 x (0,7), (2.109)
u(t=0)=wug et 6(t =0) =0y dans €, (2.110)

Théoréme 2.5.1. On suppose que N = 2. La fonction continue F est lipschitzienne et
bornée, f € L*(Q), up € LZ(Q), et que Oy € L*(Q2). Alors il existe une unique solution
faible (u,0) du systéeme (2.106) — (2.110).

Preuve du Théoréme 2.5.1.

Comme on a supposé¢ que N = 2, F' est bornée, et que f € L*(Q), l'existence d’une
solution faible du systéme (2.106) — (2.110) est un résultat classique. On se contentera de
démontrer 'unicité de la solution faible de ce systéme.

Soient 6; et 0, deux solutions faibles de 'équation (2.107), en faisant la différence des deux
équations en 6y et 65, en multipliant par ¢, — 5, et en intégrant sur 2 puis sur (0,7), on
obtient :

1
5/ 10— 0,[2(1) dac—i—/(u1~V91—u2~V82)(91—92) dxdt+/ IV (01—6,) 2 dw dt = 0. (2.111)
Q Q Q

Le deuxiéme terme a gauche de 1’égalité précédente peut étre réécrit sous forme :

/('Uq . V91 — Uy - V@g)(@l — 92) dr dt = /(u1 — Uy - V91)(91 — 62) dx dt
Q Q

= / (Ul — U9 - V(91 — 92))(91 — 92) dx dt + / (Ug : V(91 — (92))((91 — 92) dx dt
Q Q

+ /Q((u1 ) - V0,)) (01 — 63) da dt.

Puisque a est antisymétrique, les deux premiers termes a droite de cette derniére égalité
sont nuls, ce qui implique d’aprés (2.111) :

Q Q Q
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on en déduit :

1
5/ |6‘1 — 92’2@) dx +/ |V((91 - 92)‘2dﬂf dt § Hul — u2HL4(Q) H92HL4(Q) HV(91 - HQ)HLQ(Q)'
Q Q

(2.113)
[ étant fixée dans L*(Q), 62 est bornée dans L>(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; HL(Q2)). D’apres
les inclusions de Sobolev, 6 est bornée dans L*(Q). En appliquant maintenant I’inégalité
de Young a 'estimation (2.113), on obtient :

1

1
§/Q|01—92|2(t) dl'—i—/c:? |V(61—62)’2 dx dt S Cl ]|u1—u2|]%4(@+§HV(61—92)H%Q(Q) (2114)

On applique toujours les inclusions de Sobolev en dimension 2, puis les résultats de
dépendance continue des équations de Navier-Stokes (voir [31]), on conclut :

1 1
5/Qw1 — 6 2(t) da + 5/@!V<91 — 02) dudt < Cy||F(61) = F(62)[[Faq)  (2:115)

F étant lipschitzienne, on a pour presque tout ¢ dans [0,7] :

1 1 T
—/ |91 — 92|2(t) dx + —/ |V(91 - 92)|2 dx dt S Cg // |91 — 92|2(t) dx dt. (2116)
2 Q 2 Q 0JQ

Le lemme de Gronwall nous assure alors que 0; = 05, les résultats classiques des équations
de Navier-Stokes en dimension 2 impliquent que u; = us.
Maintenant, on démontre 'unicité de la solution faible-renormalisée du systéme suivant :

% + (u-V)u — Au= F(0) dans Q x (0,7), (2.117)
alg_(f) +u-Vb) — Al = f dans Q x (0,7), (2.118)
divu=0 dans Q x (0,7), (2.119)

u=0et =0 sur 092 x (0,7, (2.120)

u(t =0) =wug et b(O)(t =0) =b(6p) dans €, (2.121)

Théoréme 2.5.2. On suppose vérifiées les hypothéses (2.7), (2.8), (2.11) et (2.12). On
suppose de plus que :

-N=2,

- b est Lipschitizienne,

- F' est Lipschitizienne,

- Il existe M > 0 telle que F' =0 sur | — oo, —M| U [M, +o0],

- f e L*Q).

Alors il existe une unique solution faible-renormalisée (u,0) du systéme (2.117) — (2.121).

Preuve du Théoréme 2.5.2.
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On a déja montré I'existence d’une solution faible-renormalisée en dimension 2 du sys-
téme (2.117) — (2.121), dans un cadre un peu plus général que celui des hypothéses du
Théoréme 2.5.2 (voir le Théoréme 1.4.1). On s’inspire de la méthode de J.-I Diaz et G.
Galiano dans [17] pour montrer I'unicité. Désormais, on suppose qu'il existe deux solutions
faible-renormalisées (u1,61) et (ug,02) du systéme (2.117) — (2.121). On pose :
u=u; — uy, 0 = 5,(b(01)) — Sn(b(6)) pour tout n > 1, et F; = F(0;),i=1,2.

Alors (u, ) satisfait :

u + (ug - Viu+ (u-V)ug — Au = Fy — F, dans Q, (2.122)

0 +uy - VO +u- VS, (b(02)) — A(Z,(61) — Z,(62))

= f[S5(6(61)) = S, (b(62))] — Sy (b(61))6(61)|V 01>+ Sy, (b(62))b (62) [V, |* dans Q, (2.123
div u = 0 dans @, (2.

u=0etd=0sur X, (2.125
u(t=0)=0et 6(t =0) =0 dans €, (2.
(2.

/ V(0;)|V8;|* de dt — 0 quand n — +o0,i = 1,2,
{(wt)EQn<|b( )(zt)|<n+1}

ol Zy( fo S (b

n
Pour tout t elo, T] nous Considérons les fonctions test assez réguliéres w et £ telles que

w(-,T) = 0 dans €. En intégrant par parties, on obtient :

/@wdazdt—i—/ (ul-V)u-wda:dt+/ (u-V)ug-wda:dt—/ Auwdazdt:/(Fl—Fg)wdwdt.
Q Ot Q Q Q Q

(2.128)
Rappelons que b(uy, u, w) = —b(uy, w, u) et que b(u, ug, w) = —b(u, w, us), alors :

/ua—wdxdt / (ul-V)wdxdt—/ u2-(u-V)wda:dt—/ qudxdt:/(Fl—Fg)wda:dt.
@ Ot Q Q Q Q

(2.129)
Par ailleurs, on a :

o8
/Qe(T)g(T) dx—/QQE—/Qul 9V§dxdt+/@ uVSn(b(Qg))fdmdt—/Q(Zn(Ql)—Zn(Qz))Ag
(2.130)
= [ F18.0600) - S0(6)] ¢ dwd — [ ST 6)[70, ¢ d d
Q Q
+ [ S0 (02) V6 do e
Q

En faisant la somme de (2.129) et (2.130), on obtient :

/9 dx—/u~(%—l:+(u1~V)w+Aw)dxdt+/uQ-(wV)wd:ﬂdt (2.131)
Q Q
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23
+ [ (Fy — F)wdrdt+ | (= +uy - VE) dedt — [ £EuVS,(b(6)) drdt
Q Q@ Ot Q
+ (2,00 - Zu@)AEdwde+ [ F[S,0060) - S,062)]¢ dwdt
Q Q

- /Q S(b(0)0(01)| V€ dr dit + /Q S (b(0:))V(6:) |V 05[2€ v di.

On exprime maintenant le terme sy - (v - V)w en utilisant U'opérateur différentiel L défini
par :

U'(Lw:UQ):U‘(a_w'UQ,a_w'UQ>

ox oy
Soit h : Q — [0, +00][ la fonction définie par :

Zn(‘gl) — Zn(92)
h={ Snb(01) = 5a(b(62))

si S, (b(61)) # S, (b(6)),

v sinon .
Par définition de Z,,, on a :
Z,(01) = Z,(0:) = S,(b(s)) ds.
Alors :
e (Su00061)) = $,00602)) < Z,(60) - Z,(02)
< minﬂi 7 (Sn(b(el)) - sn(b(eg)). (2.132)

b étant lipschitzienne, il existe alors une constante ky > 0 telle que h > ko presque partout
dans Q. De méme, le caractére lipschitzien de b~ implique que h € L*°(Q). On remarque
aussi grace a (2.132) que si S, (b(61)) = Sn(b(62)), alors Z,,(01) — Z,(02) = 0. Par ailleurs, on
vérifie que si S, (b(61)) = S, (b(62)) pour n suffisamment grand, alors F; — Fy = 0 presque
partout dans ). En effet, on distingue deux cas possibles. Dans le premier cas, on suppose
que b(6;) = b(6s), alors 0; = 05 et par conséquent F; — Fy = 0. Dans le deuxiéme cas, on
suppose que b(6;) # b(6;). Par définition de S, on a de toute évidence b(f;) > n + 1 et
b(02) > n+1 (ou alors b(#;) < —(n+ 1) et b(fy) < —(n + 1)). Cela implique 6; > b=*(n)
et 6 > b~!(n). Pour n suffisamment grand, on peut supposer que b='(n) > M. On en
déduit que 6; > M et 0y > M et que Fy — Fy = 0 presque partout dans @ (car F’ = 0 sur
| — 00, —M] U [M, +o0]). D’aprés I'égalité (2.131), on a :

/QG(T) &(T)de = /Qu (w4 (uy - V)w + Lw : ug — EV S, (b(62)) + Aw) dedt  (2.133)
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+/0(£t+u1-V§+g-w+hA5)dxdt+/f[sg(b(el))—sg(b(eg))}gdxdt
Q Q

- / S(b(0,))0'(0,)| V0, € der it + / S (b(62))V(62) V6 dv .
Q Q

o F(6,) — F(0,) _
9= S0l —s.n@) S H00) 7 S(b(62),

0 sinon ,

pour n suffisamment grand.
Mettons nous par exemple dans le cas ot b(6;) < n et b(f2) < n. Alors :
F(6,) — F(0)

sinon .

Puisque b~! et F sont lipschitiziennes, il est clair que g € L>=(Q). Cependant si b(6;) > n
et b(fy) > n, le caractére lipschitzien de b=! et F ne suffit pas pour avoir g dans L>®(Q).
On utilise alors I’hypothése du théoréme 2.5.2 :

Il existe M > 0 telle que F' =0 sur | — oo, —M]| U [M, +o0]. (2.134)

Pour n assez grand, on choisit M telle que M < b~'(n). On obtient alors : M < b~!(n) < 6y,
et M < b '(n) < 6,. L’hypotheése (2.134) implique :

F(61) = F(6,) = constante.

Dans le troisiéme et dernier cas, on suppose que b(6;) < n et que b(fy) > n. Alors, pour n
suffisamment grand, on a :

F(61) — F(M)

b(61) — Sn(b(62))

On peut minorer la quantité |b(61) — .S, (b(02))| par une constante strictement positive, pour
n suffisamment grand, tandis que F'(¢,) — F(M) reste borné car F” est nulle en dehors d'un
compact. On en déduit que g est dans L>(()) dans ce troisiéme cas. Dans tous les cas, on
a vérifié que 'hypothése (2.134) empéche g d’exploser. On en déduit que g € L®(Q).
Pour chaque n fixé, on considére le probléme suivant :

Wy + (ug - V)wh + Lwl - ug — EEVS,(b(0:)) + Awl =0 dans )(2.135)
G+ 1 - VER + g Wi + WA + T(S,(b(01)) — Su(b(62))) =0 dans (X2.136)
div wi =0 dans )(2.137)

wr=0et =0 sur Yr(2.138)

wr(t=T)=0et Lt =T)=0 dans Q(2.139)

D’apreés les inclusions de Sobolev en dimension 2, uy, us et u appartiennent a L>°(Q) (voir
[32]), rappelons également que VS, (b(s)) est bornée dans L?(Q) uniformément en n, car



102 Systéme de Boussinesq a second membre ayant une croissance

f appartient & L?*(Q). On applique alors le lemme 7 de [14], ce qui nous donne 'existence
d’une unique solution faible du probléme (2.135) — (2.139), telle que ||£||z~(g) < C(K), ot
C(K) est une constante qui dépend de K. On en déduit :

[ 50(0001)) S 001 (5, (0001)) =S, 0002))) ddr = [ F[51000) 5,002 ot
Q Q
(2.140)
~ [ 06 6)1V0 P drdr+ [ 1(0(6:))0 (6| V0sP d
Q Q

Pour K fixé, en faisant tendre n vers l'infini, les trois termes a droite de 1'égalité (2.140)
convergent vers 0, car £ est bornée dans L*(Q) et grace aux estimations (2.127). On en
déduit : -
/ (b(6,) — b(%))%(b(@l) — b(6s)) dxdt =0, VK >0, (2.141)
Q

on fait tendre K vers 0, on obtient :
/ B(0)) — b(6s)] da dt — 0, (2.142)
Q

alors b(01) = b(0y) presque partout dans @), et par conséquent #; = 5 presque partout dans
(). Les résultats classiques des équations de Navier-Stokes en dimension 2 impliquent que
u; = ug presque partout dans (). L’unicité de la solution faible-renormalisée du systéme
(2.117) — (2.121) est ainsi démontrée.



Chapitre 3

Etude d’un systéme non linéaire de
Boussinesg-Stefan a second membre
ayant une croissance

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie 'existence d’une solution faible-renormalisée pour un sys-
téme non linéaire de Boussinesq ot 'on remplace le terme de convection u - Vb() et le
laplacien par un terme de convection du type div (®(6)) et un opérateur non linéaire de
diffusion dans I’équation de la chaleur :

ou

En + (u-V)u—2div (u(0)Du) + Vp = F(0) dans Q x (0,7), (3.1)
8%—(5) — div (a(x,0,V0)) + div (®(0)) = 2u(0)|Dul*> dans Q x (0,7), (3.2)
divu=0 dans 2 x (0,7), (3.3)

u=0et 0 =0 sur 002 x (0,7), (3.4

u(t =0) =ug et b(0)(t =0) = by dans €2, (3.5)

ou  est un ouvert lipschitzien et borné de R?, de frontiere 9, T > 0, Q = Q x (0,7,
Sr =00 % (0,T), et Du = 3(Vu+ (Vu)'). Dans ce systéme, b est un graphe défini sur
R & valeurs dans P(R) monotone et qui vérifie b~! € C°(R). De plus, la fonction a(z, s, )
est monotone et coercive par rapport a £. La fonction ® est localement lipschitzienne
sur R a valeurs dans R?. Les données initiales ug et by appartiennent a L*(Q2) et L'(Q)
respectivement. Les inconnues sont le champ de déplacement u : Q x (0,7) — R? et le
champ de température 6 : Q2 x (0,7) — R.

Comme dans le second chapitre, on se place dans le cadre ou la fonction F' vérifie une
hypothése de croissance :

Vr e R, |F(r)| <a+ Mlr|*, aveca>0,M >0 (3.6)

103
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et 2a € [0, 3[.

L’originalité du travail que nous présentons ici résulte du fait que la fonction 6 vérifie
une équation plus générale, mais sans le terme de convection u - Vb(#). Il s’agit de montrer
que sous des conditions moins fortes sur b, notamment, pour une fonction b discontinue, il
existe une solution faible-renormalisée en dimension 2 du systéme (3.1) — (3.5). Il convient
de remarquer que ’équation de la chaleur (3.2) s’inscrit dans le cadre d’un probléme de
type Stefan & données L!, ayant un opérateur non linéaire de diffusion et un terme de
convection. On utilise alors le cadre des solutions faibles pour les équations de Navier-
Stokes et le cadre des solutions renormalisées introduit dans [8] pour I’équation de la
chaleur (3.2). Les résultats d’existence, d’unicité et de stabilité des solutions renormalisées
dans [8] permettent d’utiliser des arguments de type point fixe. L’originalité de l'article [8]
est de définir une solution renormalisée o1 I’on tient compte de 'intégration par parties. Sur
la base de cette définition et en multipliant par les fonctions tests adéquates, on retrouve les
mémes estimations sur 6 que les chapitres précédents. Désormais, nous sommes en mesure
d’appliquer un point fixe directement sans avoir a régulariser la fonction b.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

b:R — P(R) est un graphe monotone telle que 0 € b(0). (3.7)

|b(r)| > C|r|Vr € R, (3.8)

ou C est une constante > 0.
b~! est continue sur R, (3.9)

ot b~ est la fonction inverse de b.
Pour tout n € N, la fonction b, définie par b = min {r € b(s)} admet un nombre (3.10)

fini de points discontinus sur [—n, n], et b est de classe C' en dehors de ces points.
p est une fonction continue sur R, telle que my < u(s) <my,Vs € R (3.11)
avec 0 < mg < my,
F est une fonction continue de R dans R”. (3.12)

a(r,5,€) : Q x R x R? — R? est une fonction de Carathéodory telle que :

a(z,s,€)§ > o€, (3.13)

a2, 5,8) — alz,r,§)] < Lis,r)(K(z) + [])]s — 7], (3.14)
ja(z, s, &) < M(|s|) (K (x) + ), (3.15)
(a(z,s,€) —alz,s,m)(§ —n) =0, (3.16)

pour chaque &, 7 dans R2 pour chaque s,7 dans R et pour presque tout x dans Q, oil
o >0, K(z) e L*(Q) et L: R? — R, M : R — R sont des fonctions continues.

La fonction @ : R — R? est localement lipschitzienne. (3.17)
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ug € (L*(Q))?, div ug = 0, et ug - n = 0 sur 99, (3.18)
bo € L'(9). (3.19)

Ce chapitre est composé de 3 sections. Dans la Section 3.2, on rappelle la définition d’une
solution renormalisée de (3.2) a données L' introduite dans [§8]. On rappelle ensuite la
définition d’une solution faible-renormalisée de tout le systéme (3.1)—(3.5). Dans la Section
3.3, on énonce et on démontre un théoréme d’existence de solution faible-renormalisée du
systéme (3.1) — (3.5). On distingue trois cas suivant les valeurs de «. Dans le premier cas,
on suppose que 1 < 2a < 2. On fixe  dans L**(Q) et on considére I'unique solution faible
u de (3.1), puis on désigne par 6 'unique solution renormalisée du probléme :

~

al(;(tﬁ) — div (a(z,0,V0)) + div (2(8)) = 2u(0)|Duf* dans Q,
6=0 sur X,
b(0)(t = 0) = by dans €.

Puisque p(0)|Dul* est dans L'(Q), on retrouve grace a [8] lestimation suivante :
Vp € [1,%[, on a :

16110 < e(p, N, 2, T)(1|1(0) | D[l 13y + bollre).

Les propriétés de stabilité des solutions renormalisées pour les problémes paraboliques (voir
[8]) permettent alors de montrer que I'application ¢ : § — 0 est continue. Cependant la
compacité de 1 reste un probléme plus délicat. En effet, pour une suite 6,, bornée dans
L**(Q), le second membre p(6,,)| Du,|* est borné dans L'(Q). L’analyse développée dans [§]
ne permet pas conclure directement que la suite 6, ( 0, = 11 (6,))converge presque partout
dans @. Nous allons donc procéder différemment. On définit une fonction f assez réguliere
(au moins deux fois dérivable), telle que f(x) = z® sur un voisinage de zéro suffisamment
petit. la fonction f est linéaire en dehors du voisinage de zéro. On pose

Nn=fretyp=—f".

Les deux fonctions v (b(r) — e — 1) et y2(b(r) + €) sont de classe C*. Par un argument de
type Aubin, on montre que les deux fonctions 1 (b(6,) — & — 1) et vo(b(6,,) 4 €) convergent
presque partout et on en déduit la convergence presque partout de 0,. En supposant que
les données sont suffisamment petites, on montre qu’ il existe une boule de L**(Q) stable
par l'application ¢y comme dans le Chapitre 2. Le théoréme du point fixe de Schauder
permet de conclure quant a l’existence d’une solution faible-renormalisée (u, 0) du systéme
(3.1) — (3.5) pour de petites données. Dans le deuxiéme cas, on suppose que 2 < 2o < 3.
On refait la méme démonstration que dans le premier cas et on applique le théoréme
du point fixe de Schauder sur L"(0,7T; L4(2)) comme dans le Chapitre 2 pour conclure a
I'existence d’une solution pour de petites données. Enfin, dans le troisiéme et dernier cas,
on suppose que 0 < 2« < 1. On introduit un probléme approché du sytéme (3.1) — (3.5) en
remplacant la fonction F' par F© = FoT 1. Le théoréme du point fixe de Schauder appliqué
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sur L'(Q) nous permet de conclure quant a I'existence d’une solution faible-renormalisée de
ce systéme, tout en s’affranchissant de I’hypothése de petites données. Enfin, on passe a la
limite dans le systéme approché pour déduire I'existence d’une solution faible-renormalisée
du systéme couplé (3.1) — (3.5).

3.2 Définitions et rappels

Dans la suite nous étudions le systéme suivant :

% + (u - V)u — 2 div (u(0)Du) = F(0) dans (H})'(Q), (3.20)
pour presque tout t € (0,7),
ab(0) . : 2
5 div (a(z,0,V0)) + div (®(0)) = 2u(0)|Dul* dans @, (3.21)
divu =20 dans @, (3.22)
u=0et =0 sur X, (3.23)
u(t =0) =ug et b(O)(t =0) = by dans Q. (3.24)

Pour introduire la notion d’une solution faible-renormalisée du systéme (3.20) — (3.24),
on rappelle les deux formes bilinéaires et trilinéaires suivantes :

Z / ou; 8u] 0v; iz,
Oz, 890, ox;

1]1

d(u, v, w) Z/ujgvlwzdx /(U.V)U.wdx,
3,7=1 Q
Vu,v € HX(Q),w € H: (), 0 est une fonction mesurable.
Nous rappelons que la forme bilinéaire ag est continue et coercive dans H}(2) x H!(£2)
pour presque tout ¢ € [0,7T] et que la forme trilinéaire d est continue et antisymétrique
dans HL(Q) x HL(Q) x HL(Q).

Définition 3.2.1 (Solution renormalisée). Soit G une fonction dans L'(Q), by appar-
tient a LY(Q). Une fonction mesurable 0 définie sur Q est dite solution renormalisée du
probleme :
ouh) _ iv(a(z,0,V0)) + div(®(0)) =G  dans Q,
PG, 00) 4 g 6150 sur Y
- T,
b(0)(t =0) = by dans §2

o 6 € L>=(0,T; L*(Q)); (3.25)



3.2 Définitions et rappels 107

Tk (0) € L*(0,T; H)(Q)) pour tout K > 0; (3.26)
1

/ a(x,0,VO)VOdrdt — 0 quand n — +o0; (3.27)
N J{(@t)eQm<|(,t)<2n}

il eziste By € LY(Q) tel que By € b(0) presque partout dans Q et qui vérifie I’équation :

T Bo
- / / Ot S' (b7 (r))dr dz dt
oJa Jo

—/@(0)(/% (b1 (r))dr dx+// a(2,0,V0) VS (8)dx dt

// (2,0, VO)VOS" () gpda:dt—//Vgp / (f)df)d:ﬂdt
- /0 /Q GS'(O)pdz dt, (3.28)

pour tout S € W2=(R) tel que S’ est a support compact, et pour tout ¢ € C*([0,T) x Q)
tel que S'(0)p € L*(0,T; HL ().

Remarque 3.2.1. Puisque l'on a supposé que b~' est continue sur R, on a :
6= b7 (5).
On rappelle les résultats essentiels démontrés dans [§] :

Théoréme 3.2.2. — Sous les hypotheses ci-dessus sur les données G et by, le probléme
P (G,0y) admet une unique solution renormalisée.

— 81 0% et 0" sont deux solutions renormalisées pour les données (G¢,b5) et (G",by),
alors :

1862 = Bon (D)l 2@y < NG° = Gl + 166 = g llLrey, VE € (0,T).
La définition suivante précise la notion de solution faible-renormalisée pour le systéme
(3.20) — (3.24).

Définition 3.2.2. Un couple de fonctions (u,0) définies sur 2 x (0,T") est une solution
faible-renormalisée du systéme (3.20) — (3.24) si

u € L2(0,T; HA(Q)) N L>=(0,T; L2(Q)) (3.29)

Tk (0) € L*(0,T; Hy(Q)) pour tout K >0 et § € L(0,T; L' (Q)), (3.30)

a(z,0,VO)VOdxdt — 0 quand n — +o0, (3.31)

3!
I J{(@,)eQin<|0(,t)|<2n}
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u(t =0) =up p.p. dans 2, (3.32)
u est solution faible de l’équation de Navier-Stokes , (3.33)

il existe By € LY(Q) tel que By € b(0) presque partout dans Q et qui vérifie I’équation :

Be
//(pt/ S'"(b="(r))dr dx dt

—/QO(O)( S' (b~ (r))dr dm—i—// a(z,0,VO)VpS'(0)dx dt

// a(z,0,V0)VOS"(0) <pdmdt—//ch / )8 ’(f)df)dxdt

:/O/QQM(Q)|DU|25'(0)¢dxdt, (3.34)

pour tout S € W2*(R) tel que S’ est a support compact, et pour tout ¢ € C°([0,T) x Q)
tel que S'(0)p € L*(0,T; HL(Q)).

3.3 Existence d’une solution pour le systéme non li-
néaire
Cette section est consacrée & la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. On suppose vérifiées les hypotheses (3.7)—(3.10), (3.11), (3.12), (3.13)—
(3.16), (3.17), (3.18) et (3.19) et que la fonction F vérifie

VreR, |F(r)| <a+ M|r|* aveca >0, M >0, alors :

-5t 0 < 2a < 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systéeme
(3.20) — (3.24) (au sens de la Définition 3.2.2).

- 511 < 2a < 3, il ewiste ) > 0, tel que si a4+ ||uol|r2) + [|bo| L1 () < 1, alors il existe une
solution faible-renormalisée du systéme (3.20) — (3. 24) (au sens de la Définition 3.2.2).

Preuve du Théoréme 3.3.1.

La démonstration de ce théoréeme sera divisé en deux cas. Dans le premier cas, on
suppose que 1 < 2a < 3 et on procéde par point fixe. Dans le deuxiéme cas, on suppose
que 0 < 2a < 1 et on proceéde par approximation et passage a la limite. Le premier cas
sera lui aussi divisé en deux étapes. Dans la premiére étape, on suppose que 1 < 2a < 2 et
on applique un point fixe sur L?*(Q). Dans la deuxiéme étape, on suppose que 2 < 2a < 3
et on applique un point fixe sur L"(0,7’; L(2)), ou r et ¢ dépendent de «.

CAS 1 :1 < 2a < 3. Nous utilisons une méthode de point fixe.
Selon les valeurs de «, on se donne une fonction 6 telle que :

-0 e Q) sil<2a<2.
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-0 € L7(0,T; L%(Q) si 2 < 2a < 3, avec pour ce dernier cas, ¢ = ap’ et r = 2a. Le
nombre réel p’ est 'exposant conjugué de p, ou p vérifie p > ﬁ

En utilisant la condition de croissance sur la fonction F', on a F(0) € L*(Q) si

1 <2a<2et F(0) € L?(0,T; H1(Q)) si 2 < 2a < 3 par l'analyse développée dans

la Section 2.2 du Chapitre 2.

A la fonction 6, on associe 'unique solution faible u dans L?(0, T'; HX(Q2))NL>(0, T; L2(Q))

du probléme suivant :

u + (u-V)u — 2 div (u(@)Du) = F(#) dans (H})(Q), (3.35)
pour presque tout t € (0,7),
divu=20 dans @, (3.36)
u=0 sur X, (3.37)
u(t =0) = ug dans Q (3.38)
On passe maintenant a ’analyse du second probléme qui provient du systéme (3.20)—
(3.24) :
o) NS . A )
5 div (a(x,0,V0)) + div (®(0)) = 2u(0)|Du|* dans @,  (3.39)
0=0 sur Xp,  (3.40)
b(A)(t = 0) = by dans Q. (3.41)

Dans [8], on trouve une démonstration détaillée du lemme suivant :

Lemme 3.3.2. On choisit  comme ci-dessus, u est ['unique solution du probléme
(3.35) —(3.38), sous les hypotheses (3.7)-(3.10), (3.11), (3.13)-(3.16), (3.17) et (3.19),
il eziste une unique solution renormalisée 6 du probléme (3.39) — (3.41) telle que

Ty (0) € L*(0,T; HH(Q)),YK >0 et ;€ L=(0,T; LY(Q)).

On a aussi 6 € L>®(0,T; L*(Q))(par (3.8)).
RETOUR A LA DEMONSTRATION DU THEOREME (3.3.1) :

On commence par démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Sous les hypothéses du Lemme 3.3.2, pour tout q,r vérifiant 1 < q <
00, et r < qqu, on a® e L"(0,T; LYS)), et il existe une constante C' (qui dépend de

T,r,q,0, N) telle que

16| - ors20(2)) < C (116(0) | Dul?[| 1) + [boll 12 ()
Preuve du Lemme 3.3.3.

On utilise principalement la méthode de [8]. En effet, d’aprés le Théoréme 3.2.2,
on a:

1851l o 0.5y < elp, N, T)([11(0) [ Dul*[| 1) + lIboll 1 (e)-
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L’hypothése (3.8) donne alors I'estimation suivante :

1611z 0,212 < e(p, N T)([1608) [ D[l 1) + b0l 1) (3.42)

d’ou 'on déduit en utilisant le lemme 3.5 de [§] :
/Q VT (@) da dt < c(p, N, 2, T)(|1(0) Dl [0y + o]l 2 o)

I1 suffit d’utiliser les deux estimations ci-dessus et de faire appel au Lemme 2.2.6 du
chapitre 2 pour conclure.
La suite de la démonstration se fait en deux étapes :

ETAPE 1 : 1 < 2a < 2. On définit application suivante :

Py L2°‘(Q) — L2O‘(Q) :
0 — 0=y (0),

ot  est donnée par le Lemme 3.3.2.

Le Lemme 3.3.3 nous assure l'inégalité suivante :
Vp € [1,2], il existe une constante C' qui dépend uniquement de p, N, Q, et T
telle que :

1011 20(@) < C(||1£(8)| Dul?|| 1) + 1bollrr@))- (3.43)

Dans ce qui suit, nous allons montrer que 1, est compacte, continue et qu’il
existe une boule B de L?**(Q) telle que 1;(B) C B.

i-1 est compacte :

soit 6, une suite de fonctions bornée dans L2*(Q), et la suite 6, définie par :
U1(0,) = 0,.
Pour n > 1 fixé, u,, est I'unique solution faible du probléme suivant :

Ung + (U - V) — 2 div (u(6,)Duy,) = F(0,) dans (H})(Q), (3.44)
pour presque tout t € (0,7),

div u, =0 dans Q, (3.45)
U, =0 sur X, (3.46)
un(+,0) = ug dans €. (3.47)

D’aprés la définition de 1) (voir le Lemme 3.3.2), pour n > 1 fixé, 6, est I'unique
solution renormalisée du probléme suivant :

A~

ab(d,)
ot

— div (a(x,0,,V0,)) + div (9(0,)) = 2u(6,)|Dun|?>  dans Q,
0

sur Xr,
b(0,)(t = 0) = by dans Q.
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D’aprés la croissance de F' (voir (3.6)) et puisque 1 < 2« < 2, on déduit que
F(6,) est bornée dans L*(Q).
Nous avons alors, comme dans le chapitre 1 :

u,, est bornée dans L>®(0,T; L2(Q)) N L*(0, T; HX(Q)), (3.48)

Uy est bornée dans L*(0,T; (HL)'(Q)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :

u, — u faiblement dans L*(0,T; H}(Q)), (3.49)
u,, — u fortement dans L2(Q), (3.50)
Up; — uy faiblement dans L*(0,T; (HL)'(Q)), (3.51)

quand n tend vers +00, ot u est une fonction de L>(0,T; L2(Q2))NL*(0, T; HL(Q)).
Cela implique que :

1(0,)|Du,|* est bornée dans L*(Q). (3.52)
Utilisant les estimations (3.52) et (3.43), on obtient :
0, est bornée dans L?(Q), (3.53)

pour tout p € [1,2].

Nous allons maintenant déduire de (3.52) que la suite 6, (& une sous-suite prés)
converge presque partout dans ). On ne peut pas déduire ce résultat directement
de [8] car 'on utilise la convergence forte dans L!'(Q) du second membre de
I’équation de la chaleur. Pour simplifer la démonstration, on suppose que b a un
seul point de discontinuité en zéro. Prenons par exemple b(07) = 1 et b(0~) = 0.
La démonstration qui suit reste valable pour toute fonction b qui satifait les
hypothéses du Théoréme 3.3.1. On définit une nouvelle fonction f assez réguliére
(au moins deux fois dérivable), telle que f(z) = 2 sur un voisinage de zéro
suffisamment petit. la fonction f est linéaire en dehors du voisinage de zéro. On
pose

n=fretyp=—f".

Les deux fonctions v;(b(r) — e — 1) et y2(b(r) + €) sont de classe C'. Par un
argument de type Aubin, on montre que les deux fonctions 1 (b(6,) — e — 1) et
")/2<b(én) + &) convergent presque partout et on en déduit la convergence presque
partout de 0,.

Pour € > 0 fixé, pour M > 1, on montre que pour la suite Sy, définie dans les
chapitres précédents (Chapitre 2, Section 2.2) :

S <’yl(b(én) —€— 1)) est bornée dans L*(0,T; Hy ().
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On a en effet :

DS (%(b(én) e 1)) —

Spr (1 (0(6n) = & = D)1 (0(6n) = & = D)V (0)X 30,1510y DT, (0n).

presque partout dans ), ou K. est un nombre réel qui dépend de M et e.
Puisque b est de classe C! en dehors des points de discontinuité et S}, est a
support compact, on a :

SN (b(0n) — £ = 1)V (b(0n) — £ = 1)V (0) X (45,142} €5t bornée dans L=(Q).
Puisque 1(6,,)| Duy,|* est bornée dans L'(Q), on a d’apres [8] :
DTk, (6,) est bornée dans L*(Q).

On conclut que :
Su (”yl(b(én) —e— 1)) est bornée dans L*(0,T; Hy(Q)), (3.54)

pour ¢ > 0 fixé et pour tout M > 1.
Pour € et M fixés, on montre maintenant que :

DS (71(b(én) - 1))

5 est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H™ ().

Pour n > 1 fixé, 0,, est une solution renormalisée de I’equation de la chaleur, on

ﬂgn
//g&t/ S0 (r))dr dz dt

// (2,0, V0,)VSh,. (0, dxdtJr// (2,0, V0,)V0,5%,(0,,) pd dt

//w /Gn )SME(f)d§>dxdt—//2,u )| Dun|? Sy (62 pdz dt,

(3.55)

avec p € C5°(Q) et Sue(r) = [y Shy(n(b(r) —e — 1))y (b(r) — e — 1) dr. On
obtient alors :

%( /0 K Sye(b™(7)dr) = div (a(, b, V0,)S4.(0.)

— (00, V0,)V6,8;.(0,) — div (2(0,))S47.(6,) + 20(0,)| D * S}y (6,),
(3.56)
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au sens des distributions. Puisque S7,, et S;\//[a sont & support compact ( supp

~

(Se) C [—L, L], € et M fixés), on peut remplacer 6,, par sa troncature 77, (6,,)
dans ’égalité précédente. La croissance de la fonction a nous permet de vérifier
de la méme fagon que dans les chapitres précédents que chaque terme a droite
de I'égalité (3.56) est borné soit dans L*(0,T; H~(2), soit dans L'(Q). On en
déduit que :

0 B,

a</o Ma(b_l(r))dr> est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H*(Q)),

pour € > 0 fixé et pour tout M > 1.
Par ailleurs, puisque S},.(r) = 0, en particulier pour b(r) < 1+¢, on a :

Bon b(0n)
[ st = [ Sutatr e = )aitr—e =y
— Sy (71(b(én) e 1)). (3.57)
On conclut que :

OSm <71(b(én) —&- 1))
ot

est bornée dans L'(Q) + L*(0,T; H*(Q)), (3.58)

pour € > 0 fixé et pour tout M > 1.

Grace aux estimations (3.54) et (3.58), on applique un lemme de type Aubin
(Simon [30]). Par un procédé de construction de suite diagonale, il existe une
sous-suite notée én telle que pour tout entier m, on a :

W) = 1) — (3.59)
et 1
Y2 (b(8,,) + —) — ¥m (3.60)

presque partout dans (), quand n tend vers l'infini.

On passe désormais a la derniére phase de cette démonstration. On utlise les
résultats de convergence (3.59) et (3.60) pour montrer la convergence presque
partout de én & une sous-suite pres.

La suite de fonctions ¢,, est une suite positive et décroissante en m, tandis que
¥, est une suite de fonctions négative et croissante en m, alors :

et
Vm — Y~ (3.62)
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presque partout dans (Q, quand m tend vers 'infini, ol 7' est une fonction
mesurable positive et 7~ est une fonction mesurable négative.
Il convient de remarquer d’abord que :

1

Y1 (B(0n) = — = 1) =5 (b(0}) — — 1) (3.63)

1
m m
presque partout dans (). On a :

A 1
lim lim ~(b(6,) — i 1) =~t.

On a également :
. A 1 )
Jim 1 (b(0h) — — = 1) = (b(6;) — 1),

uniformément en n, car 7, est lipschitzienne. On en déduit alors que :

lim v (b(6F) — 1) = 4*. (3.64)

n—oo

- Soit (z,t) € Q tel que y*(x,t) >0 :
d’aprés (3.64) et puisque ;' est continue sur [0, +oc[, on a :

b(O)(w,t) — 2 (v (1) + 1,

quand n tend vers 'infini. La continuité de b=! nous permet de déduire que :

biat) — 07 (307 ) +1),

quand n tend vers l'infini.
- Soit (z,t) € Q tel que v (x,t) =0 :
par définition de v, et d’aprés (3.64), il est clair que :

0 (x,t) — 0,

quand n tend vers l'infini.
On conclut que : )
0 — o™, (3.65)

prersque partout dans ), quand n tend vers l'infini, ot 0" est une fonction
définie par :

S { b=t (v ' (vF) +1)  dans {(z,1) € Q7" (x,1) > 0}
0 dans {(z,t) € Q,y"(x,t) = 0}

De la méme fagon, on montre que :

~

0 — o, (3.66)

n
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prersque partout dans (), quand n tend vers l'infini, ol ¢~ est une fonction
définie par :

o — { —b7' (9 (y7))  dans {(z,t) € @,y (z,t) <0}
0 dans {(z,t) € Q,v (z,t) =0}

~

Puisque 0,, = éj{ — 0, on obtient alors :
0, — o, (3.67)

prersque partout dans (), quand n tend vers l'infini, ol o est une fonction définie
par 0 = ot — o~ En utilisant (3.53), et (3.67), on conclut que :

A~

0,, demeure dans un compact de L(Q), (3.68)

pour tout ¢ vérifiant ¢ < p, avec 1 < p < 2,
alors X
6, demeure dans un compact de LP(Q), (3.69)

pour tout p vérifiant 1 < p < 2, en particulier :
0,, demeure dans un compact de L**(Q), (3.70)

puisque 1 < 2 < 2.
ii-On montre que v est continue :
soit 6, une suite de fonctions de L?**(Q) telle que :

0,, — 0 fortement dans L**(Q), (3.71)

quand n tend vers +oo (avec 1 < 2ar < 2), o 0 est une fonction appartenant a
L**(Q). Soit 6, et 6 définies par :

U1 (0,) = 0, et 1hy(0) = 6.

Puisqu’on est en dimension 2(N = 2), grace aux convergences (3.49) et (3.71)
et grace a la compacité de u, dans L2(Q), on vérifie comme pour la convergence
(1.215), que :

u,, — u fortement dans L*(0,T; Hy(Q2)),

quand n tend vers 'infini. Puisque la fonction p est continue, on obtient :
1(0,)| Dy |* — p(6)| Duf? fortement dans L'(Q), (3.72)

quand n tend vers l'infini. D’aprés la convergence (3.72), le Théoréme 3.2.2
montre que (; est une suite de Cauchy dans L>(0,T; L'(2)). En particulier, il
existe deux fonctions ¥ et By € b(?)) telles que :

By — By dans L=(0,T; L'(Q)) et presque partout dans @,
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a une sous-suite prés. Puisque b~! est continue, alors :

~

#,, — 1 presque partout dans Q).
quand n tend vers l'infini. Par conséquent :
Ty (6,,) converge faiblement vers Ty () dans L2(0,T; Hy'(2)),

pour tout K > 0, quand n tend vers +oo.
On en déduit d’aprés le théoréme 4.1 de [8] que ¥ est 'unique solution renor-
malisée du probléme (3.39) — (3.41), d’apres le Lemme (3.3.2), on conclut que :

=10 p.p. dans @,

On obtient alors :

~

f,, converge presque partout vers 6 dans Q. (3.73)

Les estimations (3.53) et (3.73) impliquent :

A

0, — 0, fortement dans L(Q), (3.74)

pour tout ¢q tel que ¢ < p, avec 1 < p < 2,
alors ) )
0, — 6, fortement dans L”(Q), (3.75)

pour tout p tel que 1 < p < 2,
par conséquent :
0,, — 0, fortement dans L**(Q), (3.76)

car 1 < 2a < 2.

iii-On montre qu’il existe une boule B de L?*(Q) telle que ¢1(B) C B :
Compte tenu de I'estimation (3.43), la démonstration de I'existence d'un nombre
réel positif R, tel que :

U1(Braeg)(0, R)) C Brza(g)(0, R),

est exactement la méme que celle donnée au Chapitre 2, Section 2.2, paragraphe
i41. On applique le théoréme du point fixe de Schauder. D’aprés la définition de
1y, on conclut que sous la condition de petites données, il existe une solution
faible-renormalisée (u, ) (au sens de la Définition 3.2.2 ) du probléme (3.20) —
(3.24).

ETAPE 2 : 2 < 2a < 3. On rappelle que si 1 < a < % alors 2 < ﬁ < 00.

On choisit p tel que 3_% < p < oo, alors p > 2. Soit p’ le conjugué de Holder
dep(%—i—z%:l). On pose ¢ = ap’ et r = 2.
On remarque que r et ¢ vérifient 1 < g < oo, et r < q%l.
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Soit € une fonction de L7(0,7; L4(2)). D’aprés le Chapitre 2, Section 2.2, la
fonction F'(0) s’identifie & un élement de L?(0,T; H'(2)). Alors, il existe une
solution unique u € L*(0,T; H}(2)) N L>(0,T; L*(2)) du probléme (3.35) —
Q3.38). De plus d’apreés le lemme 3.3.2, il existe une solution renormalisée unique
¢ du probleme (3.39) — (3.41) telle que

Ty (0) € L*(0,T; HH(Q)),VK >0 et 6 € L>(0,T; L}(Q)).

On définit 'application suivante :

Wy 2 L7(0,T; LY()) — L"(0,T; LY())

9—>é:¢2(9)

Le Lemme (3.3.3) permet alors de déduire que 6 € L7(0, T; L(Q)). L’application
1o est donc bien définie.

En reprenant la démonstration du cas 2 < 2a < 3 du Chapitre 2, Section 2.2,
adapté suivant le raisonnement de I’étape précédente, on en déduit que ’appli-

cation 19 est compacte, continue et qu'il existe une boule B de L"(0,7"; L(2))
telle que ¢»(B) C B.

CAS 2 : 0 <2a < 1. Siaestnul, Dans ce cas, I’analyse de la démonstration du théoréeme
1.3.1, en se basant bien évidement sur le raisonnement fait dans le premier cas, permet
d’obtenir I'existence d’une solution faible-renormalisée (u, f) (au sens de la Définition
3.2.2) du probléme (3.20) — (3.24). En effet, 'application ¢ (du premier chapitre)
ainsi construite de L'(Q) dans L'(Q), reste compacte et continue. De plus,

F(0) est bornée dans L>(Q).
ce qui implique qu’il existe un nombre réel positif R > 0 tel que :

@/Jl(BLl(Q)(O, R)) C BLl(Q)(O, R)

Ainsi, on applique le théoréme du point fixe de Schauder sur L'(Q) sans supposer
que les données sont petites, d’on 'existence d’une solution faible-renormalisée (u, 0)
(au sens de la Définition 3.2.2) du probléme (3.20) — (3.24). On suppose maintenant
que 0 < 2a < 1. On procéde par approximation et passage a la limite. On commence
par remplacer la fonction F' par F* = F o T1, pour tout € > 0, et on considére le
probléme approché suivant : :

( aue

5 + (u® - V)us — 2 div (u(6°)Duf) = F=(6°) dans (H})'(Q),
pour presque tout t € (0,7)

ped PO iy (oo, 07, 90) 4 div (@(6°)) = 20(0%) | Duff? dams @,
div u® =0 dans @,
u*=0et =0 sur X,

u(t =0) = ug et b(6°)(t =0) = by dans Q.
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La fonction F© étant continue et bornée, on déduit qu’il existe une solution faible-
renormalisée (u®, 6%) du systéme approché P¢ au sens de la Définition 3.2.2 (d’apreés
le cas @ = 0). On obtient via 'estimation (3.42) et en répétant la démonstration du
cas 0 < 2a < 1 du Chapitre 2, Section 2.3 :

t
/|95](t)dx§cl // 102 da dt + s, (3.77)
Q 0/Q

oll ¢; et ¢y sont des constantes qui dépendent de €2, T' et des données by et wuy.
Puisque 2 < 1, le raisonnement du chapitre 2 montre que la suite (6%).~o est bornée
uniformément en e dans L>(0, T'; L*(2)). Par définition de F et F, on conclut que la
suite (F€(6°)).~0 est en particulier bornée uniformément en e dans L?(Q). Désormais,
il suffit de reprendre le méme raisonnement que dans le cas précédent (1 < 2 < 3).
Il existe alors deux fonctions u et 0 telles que :

u® — u faiblement dans L*(0,T; HX(Q2)),

0° — 0 presque partout dans (),

et puisque N = 2 et comme pour la convergence (3.72), on a :
w(0°)| Duf|* — u(#)|Dul? fortement dans L'(Q),

a une sous-suite prés, quand ¢ tend vers 0. En passant a la limite quand ¢ tend vers
0 dans le systéme approché P et en utilisant le résultat de stabilité donné dans le
théoréme 4.1 de [8], on vérifie que (u, #) est une solution faible-renormalisée (au sens
de la Définition 3.2.2) du probléme (3.20) — (3.24).



Chapitre 4

Existence d’une solution faible pour un
systéme formellement équivalent en
dimension 3

4.1 Introduction

Dans le deuxiéme chapitre , nous avons étudié le systéme non linéaire de Boussinesq :

% + (u-V)u—2div (u(0)Du) + Vp = F(0) dans Q x (0,7, (4.1)
8%_(5) +u - Vb(0) — A0 = 2p(0)| Du? dans Q x (0,7), (4.2)
divu =0 dans Q x (0,7, (4.3)

u=0et =0 sur 092 x (0,7), (4.4)

u(t =0) =ug et b(8)(t =0) =0b(6) dans Q. (4.5)

En dimension 2 (N = 2), la difficulté principale concernant 1’existence d’une solution pour
le systéme (4.1) — (4.5) est due a l'équation (4.2) et au couplage. Afin de se placer dans
le cadre des solutions renormalisées des équations paraboliques avec un second membre
dans L!, nous avons imposé des conditions de croissance sur la fonction continue F. Nous
avons profité de 'unicité des solutions des équations de Navier-Stokes, ce qui nous a permis
d’appliquer le théoréme du point fixe de Schauder. En dimension 3 (N = 3), l'unicité des
solutions des équations de Navier-Stokes reste un probléme ouvert. Néanmoins, on obtient
I'unicité dans [32], sous réserve que la fonction continue F soit uniformément bornée et pour
des données petites F' et ug. Nous avons un deuxiéme obstacle li¢ au manque de stabilité du
terme quadratique ()| Du|? dans I’équation de la chaleur (vis-a-vis des approximations).
Afin de pallier ces difficultés pour N = 3, nous allons opérer une transformation formelle
analogue a celle utilisée pour les équations de Rayleigh-Bénard dans [25]. En multipliant
(4.1) par u et en additionnant a (4.2), on obtient le systéme formellement équivalent sui-

119
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vant :
ur + (u- V)u—2div (u(0)Du) + Vp = F(0) dans @Q, (4.6)
%(% +b(0)) + div {u(% + b(0) —i—p)} (4.7)

_ Z %{M(Q)%(%)} —A=F() u+ Z O;u; 0j(p(0)u;) dans @,

g=1 """ i.j=1
div u = 0 dans Q, (4.8)
u=0et §=0sur X, (4.9)
u(t =0) =ug et b(0)(t =0) = b(hy) dans €, (4.10)

ot € est un ouvert borné lipschitzien de R3, de frontiére 9, T > 0, Q = Q x (0,7T), et
Sr =00 x(0,T). Du= 1(Vu+ (Vu)'). L’avantage du systéme (4.6) — (4.10) par rapport
a (4.1) — (4.5) repose sur la possibilité de passer a la limite méme pour N = 3 dans le terme
0;u;0;(pw;). En utilisant les résultats des travaux effectués sur les solutions renormalisées
des problémes paraboliques & données L' (voir [9] et [23] ) ainsi que les théorémes de
compacité (voir [30]), nous démontrons dans le Théoréme 4.3.1, I'existence d’une solution
faible du systéme formellement équivalent (4.6) — (4.10). Tout au long de ce chapitre, on
suppose que N = 3 et que la fonction continue F' vérifie une hypothése de croissance :

VreR, |F(r)| <a+ M|r|%,

avec a >0, M >0 et 20 € [0, 3],
Soit 1 < 2a < g On considére le systéme approché suivant :

u§ + (ue - V)u® — 2div(peDuf) + Vp® = F©  dans @, (4.11)
bo(6°), + u - Vb(6°) — AG° = 2u.|Duf|*  dans Q, (4.12)

oudivu®=0dans Q, u* =0, 0° =0 sur Xr, u*(t =0) = uf et b.(6°)(t = 0) = b-(65) dans
Q, u§ = up * pe, 05 € D(NQ), telle que b.(05) — b(6y), fortement dans L'(Q2) quand ¢ tend
vers zéro, b. est une suite d’approximations de b, de classe C? telle que b.(r) > 0,Vr € R,
et telle que b. et b. convergent vers b et I’ uniformément sur R quand ¢ tend vers 0.
Les régularisations u., p. et F© sont définies dans [25]. En supposant que les données
sont suffisamment petites, on montre grace au théoréme du point fixe de Schauder, qu’il
existe une solution (u®, ) forte-renormalisée du systéme approché (4.11) — (4.12), pour
tout € < gg, ol €9 > 0 est fixé et suffisamment petit. Grace au lemme 2.2 de [10], nous
pouvons démontrer que b, (6°) est bornée dans C'(0, T; L*(2))NL*(0,T; L9(22)) (V1 < g < 3)
et que Vb (6°) est bornée dans L™(Q x (0,7))(V1 < r < 2) (on utilise ici Phypothese
supplementaire : b est une fonction Lipschitizienne). Par ailleurs, on montre qu’il existe
une fonction mesurable 6 définie sur @, telle que, a une sous suite pres, #° converge vers 6,
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et b-(0°) converge vers b(f), presque partout dans (). On combine les deux équations (4.11)
et (4.12), on obtient I’équation suivante :

Q(W
ot: 2

s|2 | s|2

+ ba(eg)) + div {ue( + 55(95)) 4 usps} (4.13)

3 0 o |u5|2 3
_Za%{uaa%‘( 2 )}—A@ =t +Zaiuj3j(,u€ui) dans @,

1,7=1

On remarque que 0yu50;(peus;) = 0; (;Lg(u6 . V)uf), et en appliquant un théoréme de

compacité sur ’équation (4.13), on déduit que @ + b.(6°) converge fortement dans

L7(0,T; LY(Q)) N L0, T; LY(N))(V1 < r < oo0,V1 < ¢ < 3). On applique cette fois-ci
|us?

un théoréme de compacité sur I'équation (4.11), cela implique que 5~ converge fortement

vers % dans L"(0,T; L*(Q2)) N LY0,T; L9(Q))(V1 < r < 00,V1 < g < 3). On conclut
alors que b.(0°) converge fortement vers b(6) dans le méme espace. On démontre aussi que
e converge fortement vers u(f) dans LP(Q) Vp < oo et que F* converge vers F(f) dans
LP(Q) fort ¥p < 2, quand ¢ tend vers 0. On peut alors passer a la limite dans chaque
terme des équations (4.11) et (4.13) et obtenir une solution faible de (4.6) — (4.10) (au
sens de la définition 4.2.1). Si 0 < 2a < 1, on introduit un probléme approché du sytéme
(4.6) — (4.10) en remplacant la fonction F' par F o T :

uf + (ue - V)us — 2div(p.Du®) + Vp® = F°  dans @, (4.14)
b(6°), + ue - Vb(6°) — AO° = 2p.| Dus|? dans Q, (4.15)

ou div u® = 0 dans @, u® = 0, 6° = 0 sur X, u®(t = 0) = uf et b(6°)(t = 0) = b(o)
dans Q. A ¢ > 0, la fonction F o T: étant continue et bornée, on applique le théoréme
du point fixe de Schauder sur Ll(Q)g, ce qui nous permet de conclure quant a l’existence
d’une solution forte-renormalisée de ce systéme, tout en s’affranchissant de I’hypothése de
petites données. Enfin, on vérife que la suite F* est bornée uniformément en e dans L?*(Q)
et on passe & la limite dans le nouveau systéme approché (4.11)-(4.13) comme dans le cas
ou 1 < 2a < 2 pour déduire I'existence d’une solution faible du systéme (4.6) — (4.10) (au
sens de la définition 4.2.1).
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

b est une fonction de classe C* sur R telle que b(0) = 0, (4.16)
b est une fonction lipschitzienne , (4.17)

V(r) > o'Vr € R, pour une constante o’ > 0, (4.18)
 est continue sur R avec mg < p(s) < my, (4.19)

ol mg et my sont des constantes vérifiant 0 < mg < m; Vs € R,

La fonction F' vérifie une hypothése de croissance :
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5
Vr e R, |F(r)| <a-+ M|r|*avec a > 0, M > 0,et 2a € [0, 5[’ (4.20)
F est continue de R dans R”, (4.21)
ug € (Hy(2))?, div ug =0, et ug - n = 0 sur 99, (4.22)
6y est une fonction mesurable définie sur € telle que b(6y) € L*(Q). (4.23)

4.2 Définitions
On rapelle que Tk est la fonction troncature a la hauteur K (K > 0) définie par :
Tk (r) = min(K, max(r, —K)).

La définition suivante précise la notion de solution faible du systéme formellement équi-
valent (4.6) — (4.10).

Définition 4.2.1. Un couple de fonctions (u,0) définies sur Q2 x (0,T) est une solution
faible du systéeme (4.6) — (4.10) si :

u € L*(0,T; L1(Q) N LP(0,T; L*(Q)V1 < ¢ < 6;¥1 < p < o0 (4.24)
Vp e Li(Q x (0,T)) (4.25)
5
e LP(2x(0,T)V1<p< 3 (4.26)
b(#) € L'(0,T; L™ ()N L™ (0, T; L'(2) V1 <m < 3;V1 <7 < o0 (4.27)
u est une solution faible de I’équation (4.6) ( au sens des distributions) (4.28)
et si pour toute fonction ¢ € C(2 x [0,T)), on a :
T 2 o 2
/ d:);/ dt{ (% +b(9)) a—(ﬁ + u(M +b(0) +p) - Vo (4.29)
o Jo t 2

J

=S {0y S} 52 4080+ FO) w6+ 3 0 yu0)u)o

J=1 1,j=1

N /Q dw{@ +b(0) } (. 0) = 0.

Remarque 4.2.1. Quand F(0) € L*(0,T; H1(Q)), le terme ub(0) a bien un sens. En
effet, on sait que

u e L>(0,T; L*(Q)) N L*0,T; L°(Q)) (inclusions de Sobolev). En dimension 3, on obtient
alors u € L%(Q). Or b(0) € L1(Q), Yq < % grice aux estimations de Boccardo-Gallouét
[11]. On en déduit que ub(f) € L*(Q).
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4.3 Existence d’une solution faible du systéme formel-
lement équivalent

Dans cette section, on énonce et on démontre un résultat d’existence d’une solution
faible du systéme formellement équivalent (4.6)-(4.10)

Théoréme 4.3.1. On suppose satisfaites les hypothéses (4.16)-(4.23) et Q "régulier”.
Alors :

- 510 < 2a <1 alors il existe au moins une solution faible du systéeme (4.6)-(4.10) (au
sens de la Définition 4.2.1).

-si1<2a <2, il existen >0, tel que si a+ |Juol|r2() + 1|b(60)|| 1) < 1, alors il existe

3
une solution faible du systéme (4.6)-(4.10) (au sens de la Définition 4.2.1).

Preuve du Théoréme 4.3.1.

On distingue deux cas suivant les valeurs de a.

CAS1:1<2a< g La démonstration de ce théoréme se divise alors en trois étapes.
Dans la premiére étape, on montre ’existence d’une solution forte-renormalisée d'un
systéme approché associé a (4.1) — (4.5). Dans la deuxiéme étape, on construit un
nouveau systéme a partir du systéme approché. La troisiéme et derniére étape est
basée sur des estimations a priori et un passage a la limite.

Etape 1. On utilse la méthode de P.-L. Lions [25] pour approcher le probléme en .
Soit € > 0 fixé, on consideére le systéme approché suivant :

u§ + (ue - V)us — 2div(p.Duf) + Vp® = F°  dans Q, (4.30)
be(6°), + ue - Vb (0°) — AO° = 2p.|Duf|*>  dans Q, (4.31)
divu® =0 dans @, (4.32)

u*=0et =0 sur X, (4.33)

us(t =0) =ug et b.(6°)(t = 0) = b-(65) dans €2, (4.34)

ol uf = ug * pe, (* est le produit de convolution ), p. est une suite de fonctions
régularisantes. Maintenant, nous allons préciser la définition de u., u. et de F*.
Soit 6 fixé dans L**(Q) ou 1 < 2a < 2. Soit p une suite de fonctions C*(R)
bornées et telle que p° converge vers p uniformément sur R quand ¢ tend vers
0.

On pose :

—— | pf(0) dansQ,
pe(0) = { 1 dans Q°.

La suite de fonctions . est définie par :

—~—

pe = p=(6) * pela-
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Soit ). définie par :
Q. ={z € Q,d(z,00) > }.
On note par u. la troncature de u¢ dans €). ( prolongement par 0 sur €2), et on
définit u. par :
Ue = Ug * ps-
Siw® € L*(0,T; H} () (par exemple), u. s’annule sur 02, est régulier en z tel
que div u. = 0 dans R". Enfin, on pose :

F® = G(F(0)X (d(w,00)>20)) * Pe

ot (. € C=([0,T)), ¢.(t) =1sit>2,0<((t) <1sitel0,T], () =0si
t<e.

Lemme 4.3.2. pour tout € < €g, ot g9 > 0 est fixé et suffisamment petit, il
existe une solution forte-renormalisée (u®, 0°) du systéme approché (4.30)—(4.34)
(pour des données petites).

Preuve du Lemme 4.3.2.

On procéde par point fixe. Soit 0 fixé dans L**(Q) ot 1 < 2o < g
Pour tout € > 0, on consideére le probléme approché suivant :

u; + (ue - V)u© — 2div (u.Du®) + Vp® = F* dans Q, (4.35)

div v = 0 dans Q, (4.36)

u®(t = 0) = ug dans Q,u® = 0 sur Xr. (4.37)

Ce probléme admet une solution unique ¢ telle que u® € C=(Q x [0,77]) (voir

[25]).
Toujours pour € > 0 fixé, soit 6° I'unique solution renormalisée du probléme
approché suivant :

be(6°), + ue - Vb.(67) — A = 2u. | Duf|? dans Q, (4.38)
6° = 0 sur Xy, (4.39)
b.(0°)(t = 0) = b.(6) dans Q, (4.40)

ou 65 € D(Q) et telle que b.(05) — b(hy) fortement dans L'(2) quand & tend
vers zéro. La suite de fonctions b, est une suite d’approximations de b, de classe
C? telle que b.(r) > 0,Vr € R, b.(0) = 0 et telle que b. et b. convergent vers b
et b’ uniformément sur R quand ¢ tend vers 0.

On remarque que pour tout € > 0 fixé, la fonction b, vérifie toutes les hypothéses
nécessaires a l'existence et l'unicité de la solution renormalisée du probléme
(4.38) — (4.40) (voir Chapitre 1).

Pour tout € > 0, on définit I’application . par :

Vet L*(Q) — L*(Q)
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0 — 6°.

Comme p. |Duf)? € LY(Q), les estimations de Boccardo-Gallouet ([11], voir aussi
[4]) impliquent que 6° € LP(Q), Vp € [1, A21 En particulier 0= € L2*(Q). Lap-
plication 1. est alors bien définie. Dans la suite, on vérifie que cette application
est compacte, continue et qu’il existe un convexe fermé borné et stable par ..
* ). est compacte :

Soit 6,, une suite de fonctions bornée dans L?*(Q).

Pour n > 1 fixé, soit u;, I'unique solution du probléme :

3
ou;,

5 + (ul - V)u;, — 2div (p2Du;,) + Vp© = F); dans Q, (4.41)
us € C°(Q x [0,7]), div uf = 0 dans Q, (4.42)
u;, (t = 0) = ug dans Q,u;, = 0 sur X, (4.43)

ul est construit a partir de u;, comme ci-dessus. Il en est de méme pour ! et
F;. Par définition de £, on a :

Il 2 @) < ClIEOn) ] 22 -

Puisque 6,, est bornée dans L**(Q), alors F¢ est bornée dans L?(Q) uniformé-
ment en n, pour tout € > 0. Le méme raisonnement qui nous a permis de montrer
que 1 est compact dans le Chapitre 2, nous assure qu’il en est de méme pour
Pe-

* 1), est continue :

On définit une suite de fonctions 6, qui appartient & L?*(Q), et une fonction
0 € L*(Q). Les fonctions 62 et 6% sont définies par :

Ve(bn) = éfz et 1. (0) = 6°.

On suppose que :
0, — 0, (4.44)

fortement dans L?*(Q) quand n tend vers +oo0.
La suite F¢ est bornée dans L?(Q) uniformément en n, pour tout € > 0. Alors,
pour tout € > 0 fixé, on a :

uf, est bornée dans L>®(0,T; L2(Q)) N L*(0,T; HX(Q)), (4.45)

aal;” est bornée dans L*(0,T; (HL)'(Q)).

Nous pouvons alors extraire une sous-suite telle que :
uf, — v° faiblement dans L*(0, T; H1(2)), (4.46)

uf, — v° fortement dans L2(Q),
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ous ov®
o faiblement dans L*(0,7; (H2)'(Q)).
at 8t ( Y 7( O') ( ))
quand n tend vers —+oo, pour tout ¢ > 0 fixé. ol v° est une fonction de
L*(0,T; HX(Q)). Par ailleurs, on vérifie aisément d’apres les résultats classiques

d’analyse fonctionnelle que :

pr — p fortement dans LP(Q),Vp < oo, (4.47)
u; — 0 x ps fortement dans L2(Q), (4.48)
FE — F© fortement dans L'(Q), (4.49)

quand n tend vers 400, pour tout £ > 0 fixé. Grace a ces résultats, on déduit que
v est une solution faible du probléme (4.35) — (4.37). Or le probléme (4.35) —
(4.37) admet une solution forte et unique u°. Ce qui implique (voir [25] chap
2, § 2.5) que v°* = u° presque partout dans ). Puisque uS est régulier, on
peut le considérer comme fonction test dans (4.41). On peut alors passer de la
convergence faible dans (4.46) a la convergence forte comme dans (1.215). On
en déduit :

uf, — u® fortement dans L*(0,T; H(Q)), (4.50)
u” — u, fortement dans L2(Q), (4.51)

aui ou : 2 1y 7/
5% o faiblement dans L°(0,77; (H,)'(£2)), (4.52)

quand n tend vers +oo, pour tout € > 0 fixé, ou u® est I'unique solution du
probléme (4.35) — (4.37).

Pour tout n > 1 fixé, nous rappelons que éfL est I'unique solution renormalisée
du probléme suivant :

be(62), + ul - Vb (05) — AGE = 2u" | Duc |* dans Q, (4.53)
05 = 0 sur X, (4.54)
be(05)(t = 0) = b(65) dans Q, (4.55)

ou 05 € D(Q), telle que b.(05) — b(6y), fortement dans L' (2) quand ¢ tend vers
zéro. D’aprés l'estimation (4.50), le second membre u” |Du|? est borné dans
LY(Q) uniformément en n. On utilise les résultats des chapitres 1 et 2 pour les
solutions renormalisées & second membre dans L'(Q). On conclut que pour une
sous-suite toujours indexée par n, pour tout € > 0 fixé, il existe une fonction
mesurable 9. telle que :

~

0° converge presque partout vers ¥J. dans @,

A

b.(67) converge presque partout vers b.(J.) dans @,
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et
Ty (65) converge faiblement vers Ty (¥.) dans L*(0,T; Hy(Q)).

quand n tend vers +oo. On démontre comme dans les chapitres 1 et 2 que 9.
n’est autre que 'unique solution renormalisée du probléme (4.38)—(4.40), alors :

9. = 6° p.p. dans Q.
On obtient avec les résultats de convergence ci-dessus :
éfl converge presque partout vers 6° dans Q, (4.56)

quand n tend vers o0, pour tout £ > 0. Le Lemme 2.2.5 du Chapitre 2 implique
alors que :

A~

0° est bornée dans LP(Q),
Vp € [1, %[,‘v’e > 0. On en déduit que :

A

€ Ne
0, — 07,

N+2
fortement dans LP((Q)), pour tout p tel que 1 < p < ==,
en particulier :

05 — 0%,

N

fortement dans L**(Q), car 1 < 2a < TJ’Q Ceci démontre la continuité de

'application ¢, de L**(Q) dans L**(Q).

*-11 existe une boule B de L**(Q) telle que ¥.(B) C B :
on cherche a déterminer un nombre réel positif R, tel que :

we(BLQO‘(Q)(Oa R)) C BLQ&(Q) (0, R)

On suppose que 6 appartient a B2a(g)(0, R).

On rappelle que u° est I'unique solution du probléme (4.35) — (4.37) dans
L0, T; HX(Q)) N L>®(0,T; L2(Q)). On utilise alors u° comme une fonction test
dans (4.35). Si on refait les mémes calculs qu’au paragraphe (ii7) dans le Cha-
pitre 2, on obtient :

16°[| 220 (@) < € {Cf + M2)0][ 730 q) + lugl T2 + |’bs(eg>HL1(Q):| :

avec ¢ une constante qui ne dépend pas de [|0||;20(q)-
Ce qui nous améne a chercher un nombre réel positif R tel que :

o (4 PR il + 00 ) < R
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Ce nombre réel existe a condition que a® + ||u8||%2(m + [162(05) || L1 () soit suf-
fisement petit. Par hypothése, on sait qu’il existe un nomre réel positif 7, tel
que :

a® + [Juol| 720y + 116(00) |1 () < -

Grace a cette derniére estimation et a la définition de ug, on a :
@ + ||ugl 2y + 1009120

< a” + [JuollZ2() + 16(00)l| 2+ (@) + 16-(5) — b(00) 10
<+ [162(65) — b(0o) | 1 (-

Puisque b.(65) — b(6y), fortement dans L'(§2) quand ¢ tend vers zéro, il est clair
que pour gy > 0 fixé, suffisamment petit, pour tout € < ¢y, on a :

a’ + HUSH%Q(Q) + 16 (05) |21 ) <77

ol ' est un nombre réel positif suffisamment petit. Il existe alors R(n) > 0 tel
que :

e (4 APE) + ulEy + 1D v ) < RO

Cela implique :

Ve(Braaq)(0, R(n))) C Brza(g)(0, R(n)).

On applique le théoréeme du point fixe de Schauder a 1. :
V e €]0,¢gq], il existe 6 telle que [|6°|f20(0) < R(n), et telle que ¥ (6°) = 6°.

Par définition de 1., on conclut I'existence d’une solution forte-renormalisée
(uf,0°) du systéme approché :

u§ + (ue - V)us — 2div(pu.Duf) + Vp® = F°  dans Q,
bo(67), + ue - Vb (6°) — AG° = 2p.|Duf|*  dans Q,
divus =0 dans @),

u*=0et =0 sur X,

ut(t =0) = uf et b-(6°)(t = 0) = b.(65) dans €,

pour tout € < gp, ot 9 > 0 est fixé suffisamment petit.

Etape 2. On remarque d’abord que I’équation (4.31) du systéme approché (4.30) —

(4.34) a un second membre trés régulier, ce qui nous permet de considérer la
solution renormalisée de cette équation comme une solution faible. On multiplie
la premiére équation (4.30) par u°, en additionnant le résultat a la seconde
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équation (4.31), on obtient aprés simplification un nouveau systéme approché
equivalent a (4.30) — (4.34) qui est :

u; + (ue - V)u' — 2div(p. Du®) + Vp© = F*© dans Q, (4.57)
a(’uj + b:(67)) + div {ug(l i +b.(6)) + ugpa} (4.58)
i 0 { |u£|2)}—A06 Feuf +Zau 0j(peu7) dans @,
p= « Ox; "0z 2 =
div v = 0 dans @, (4.59)
u®=0et 0°=0sur Xr, (4.60)
u(t =0) =ug et b(6°)(t = 0) = b.(65) dans €, (4.61)

pour tout & < gg, ol 9 > 0 est fixé suffisamment petit.

Etape 3. Dans cette troisiéme et derniére étape, on passe a la limite dans le systéme
approché (4.57) — (4.61). On démontre d’abord le lemme suivant :
Lemme 4.3.3. b.(6°) est bornée dans L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; L9(Q)) (V1 <
q < 3) et Vb.(6°) est bornée dans L"(2 x (0,T))(V1 <r < 2).

Preuve du Lemme 4.3.3.

On considére de nouveau le probléeme (4.30) — (4.34). D’aprés le théoréme du
point fixe de Schauder que nous avons pu appliquer, on sait que ce probléme ad-
met une solution forte-renormalisée (uf, 6°) telle que 6° est bornée dans L**(Q)
pour ¢ suffisamment petit. Par définition de F et de F©, il est clair que F© est bor-
née dans L*(Q), et donc u® est bornée dans L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; Hy(2)).
Comme g, est bornée aussi, le second membre de I’équation (4.31) est bornée
dans L'(Q). Puisque b.(65) est bornée dans L*(€), on en déduit que b.(6°) est
bornée dans L>(0,T; L'(Q)).

On multiplie 'équation (4.31) par la fonction test Zx T (Sy (b-(6%))), ot Zp (1) =
Tri1(r) — Tk (r), Sy est définie dans les chapitres précédents.

On refait les mémes calculs qui nous ont permis de montrer la condition d’énergie
(1.207) dans le Chapitre 1. On obtient :

/ b/ (6°)| D6 2dz ds < C, (4.62)
{K<|be(6°)|<K+1}
ou C est une constante.

On pose :
Br ={(z,t) € Q, K < [b(6°)] < K + 1}.

Comme b est une fonction lipschitzienne, et grace a la premiére estimation du
Lemme 4.3.3, on a :

[16c(0°) oo 0,720 (02 < C, (4.63)
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/ IVb.(6F) 2 dz ds < O, VK € N. (4.64)
Bk

D’aprés ces deux derniéres estimations, et en appliquant le lemme 2.2 de [10],
on obtient

b.(6°) est bornée dans L' (0, T; Wy (Q)) pour tout couple (¢,7) tel que

1§q<mm{%,2}, 1<r<2

2 N
et -+ —>N+1
r q

En particulier,
b.(6°) est bornée dans L*(0, T; Wy (Q)),
V1§q<% si N > 2, alors

b.(6°) est bornée dans L*(0,T; Wy (Q)),V 1 < g < g

Or W(}’q(Q> C L7 (), avec qi* = % — =, ce qui implique

L
N?

b.(0F) est bornée dans L'(0,7T; LI(Q)),¥V 1 < g < 3.

On a aussi :
N +2
b.(6°) est bornée dans LU(0,T; Wy 9(Q)),V 1 < ¢ < il :
N+1
par conséquent :
5

Vb (0°) est bornée dans L"(Q x (0,7)),V1<r < 7

d’ou ce qu’il fallait démontrer.
On passe maintenant a la démonstration du lemme suivant :

Lemme 4.3.4. I existe une fonction u définie sur Q) telle que u® converge vers
u fortement dans L*(0,T; LY(2)), Vq € [1,6], et fortement dans L"(0,T; L*(Q)),
Vr € [1,00[, a une sous suite prés quand e tend vers 0.

Preuve du Lemme 4.3.4.

On rappelle que uf est bornée dans L*>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q2)). D’apres
les inclusions de Sobolev en dimension 3, le terme u, - Vu® est borné dans Li (Q).

F© est en particulier bornée dans le méme espace. Vp© est également bornée dans
5 . . .
L1(Q) (voir P.-L. Lions [25]). On en déduit que

ou’
ot

est bornée dans L'(0, T; L*(Q)) + L*(0,T; H~ ().
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Observons maintenant les injections suivantes :
Hy(Q) C L1(Q) c W 4(Q),

la premiére injection est compacte, avec s <inf(2, %), pour tout 1 < g < 2% =

6. Alors

£

ot
avec s <inf(2, :%=). Un lemme de type Aubin (Simon [30])implique que :

est bornée dans L'(0, T; W~ 15(Q2)),

u’ est relativement compacte dans L*(0,T; LY(Q)),V 1 < ¢ < 6.
On conclut qu’il existe une fonction mesurable u définie sur @ telle que :
u® converge vers u fortement dans L?(0,7T; LY(2)),Vq € [1, 6],

a une sous-suite prés quand ¢ tend vers 0.
On passe maintenant a la démonstration du deuxiéme résultat de convergence.
On rappelle qu'on a :
u® est bornée dans L>(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; HY ().
&€

ot

avec s <inf(2, %) On a également les injections suivantes :

est bornée dans L' (0, T; W~ 15(Q)),

H(Q) C L*(Q) c W H5(Q),

la premiére injection est compacte, avec s <inf(2, %) Un lemme de type Aubin
(Simon [30], corollaire 6) implique que :

u® est relativement compacte dans L"(0,T; L*(Q2)),V 1 <7 < co.
On conclut que :
u® converge vers u fortement dans L"(0,T; L*(Q2)),Vr € [1, 00|,

a une sous-suite prés quand ¢ tend vers 0.
Remarque 4.3.5. @ est bornée dans L>(0,T; L*(Q2)) N LY(0,T; L1(Q))

(V1<qg<3).

Dans le lemme suivant, on démontre un résultat de convergence trés important :
us 2 U 2

Lemme 4.3.6. ] + b.(6°) converge fortement vers % + b(0) dans

LY0,T; LY(Q)) N L™(0,T; L*(2)), Vr € [1,00[, Vg € [1,3[, quand € tend vers 0.

Preuve du Lemme 4.3.6.
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Dans tout ce qui suit, on pose :

On montre que chaque terme de 'équation (4.58) est borné. En effet, d’aprés le
lemme 4.3.3 et la remarque 4.3.5, on a :

G® est bornée dans L>(0,7; L*(Q)) N L*(0,T; LY(Q))(V1 < ¢ < 3).

VG* est bornée dans L"(Q) (V1 <r < Z),
autrement dit
)
G¢ est bornée dans L"(0,T;: W, " (Q)) (V1 < r < Z)

On pose
Ty = div(u. - G%).

Comme u, est bornée dans L>(0, T'; L%(92)), et G° est bornée dans L(0,T; L4(Q2))
(V2 < q<3),alors :

T} est bornée dans L' (0, T; W~"(Q)) (V1 < r < g)

On pose

3
_ o) 9 |ufl?
T2_Z@xj{”68$j( 2 )}

Jj=1

a €2
On sait que j. est bornée dans L(Q), et que — (2I) est bornée dans L7 (Q),

3
Ox;

alors :

T, est bornée dans L'(0, T; W~ 1"(Q)) (V1 < r < Z)

On pose
T = A6,

La coercivité de b et le Lemme 4.3.3 impliquent que :

)
T est bornée dans L' (0, T; W~1"(Q)) (V1 < r < Z_l)

On pose
T4 = F° ..

On a déja vérifiec que F* est bornée dans L?(Q), et que u® est bornée dans

L>(0,T; L*(€2)). On en déduit que :

Ty est bornée dans L'(Q).
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On pose

3
Ts =) O 0;(peus).

i.j=1
On montre que ce terme peut s’écrire sous une autre forme, pour cela, on va
omettre le symbole € pour ne pas alourdir les notations. On pose

A= pu(u-Vu.
Alors :
3 3
A=yu Z(uzaz)u = “Z u; - Oju.
i=1 i=1

Ce qui implique :

3
div A = Z @(uuz . &«uj),

2,j=1

3 3

ij=1 ij=1
Le deuxiéme terme de cette derniere égalité est nul, car la divergence de u est
nulle. On en déduit que

Ts = div [pe(u® - V)u©].

Le méme raisonnement que pour 75 donne :

Ts est bornée dans L' (0, T; W~ (Q)) (V1 < r < Z)

On pose
Ts = div(u® - p).

Sans perdre de généralité, on suppose que div F° = 0, on rappelle aussi que
ug € H(Q) telle que div ug = 0, et ug-n = 0 sur 9. Sachant que pi. est bornée
dans L>=(Q), on applique le théoréme 3.1 de Giga et Sohr [21], on obtient alors :

Vp© est bornée dans Lg(Q).

et que
p° est bornée dans L*(0,T; LY(2))(Vq < g) (4.65)

Grace a cette derniére estimation et au Lemme 4.3.4, on conclut que :

uf - pf est bornée dans L'(0,T; L"(2)) (V1 < r < g)
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Par conséquent :

Ts est bornée dans L' (0, T; W~1"(Q)) (V1 < r < g)

Récapitulatif :

G* est bornée dans L*(0,T; W, " (Q) (V1 <r < g), (4.66)

(et dans L>®(0,T; L*(Q)) N LY(0,T; LY(Q)), V1 < g < 3),
oG
ot

est bornée dans L'(0, T; L*(Q)) + LY(0, T; W (Q)) (V1 <r < g)
(4.67)

Observons les injections suivantes :
Wy () € LYQ) € Whs(Q).

La premieére injection est compacte, avec 1 < r < 2, et s <inf(r, = ) (il suffit
de prendre s < r). D’aprés (4.66) et (4.67), on a :

G* est bornée dans L*(0,T;W,"(Q)), (V1< r < g),

oG est bornée dans L'(0, T; W~5(Q)),

avec s < r. Un lemme de type Aubin (Simon [30]) implique :
G est relativement compacte dans L'(Q).
On conclut qu’il existe une fonction G' définie sur @) telle que :
G® converge vers G fortement dans L'(Q), (4.68)

a une sous-suite pres, quand ¢ tend vers 0.

Désormais, on utilisera les deux estimations (4.66) et (4.68) pour montrer la
convergence forte de G° vers G dans L'(0,T; L)), V1 < q < 3. En effet,
d’aprés lestimation (4.66), G¢ est bornée dans L'(0,T; L% (f2)), avec 1 < ¢; < 3.

Soit ¢ tel que ¢ > ¢ > 1 (2 > 1). On utilise l'inégalité de Holder :
q

g 11 a—4q
/</ |G€|qu) dt < / (/ |Ge | dx) - (mes {|G°| > K}) « dt.
0 {IGe|=K}

On sait que G est bornée dans L>(0,T; L'(€2)), alors, on a pour presque tout
t dans (0,7) :

M
mes {z € ;|G°| > K} < e
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Ce qui implique :

T 1 -
/(/ ycmm) <M /</|G5|q1 d:c) dt.
0 {IGe|>K} K o

Le deuxiéme terme a droite de cette derniere inégalité est produit de deux
termes. Le premier terme tend vers zéro, quand K tend vers 400, indépendam-
ment de €. Le deuxiéme est borné. On en déduit que :

T @
/ (/ |G*|? da:) dt tend vers zéro quand K tend vers + oo, (4.69)
0 \J{Ge|>K}

indépendamment de e, d’ott 'equi-integarbilité.
D’apres I'inégalité de Minkowski, on a :

: :
16~ Gl < [( [ 16 —Glrae)
0 {IGe|<K}
. :
+/ (/ ]GE—G]qu) dt. (4.70)
0 {|G¢|>K}

Pour presque tout ¢ dans (0,7"), on a :
G" = Gl"xqee1<x — 0,

p.p.- dans €2, quand ¢ tend vers 0 et

7 — Glixgorieny < COKT + [GIY) (@.71)
pour presque tout ¢ dans (0, 7). On vérifie maintenant que G € L'(0,T’; L%()).
En effet, G° est bornée dans L>(0,T; L'(Q)) N LY(0,T; L)), (V1 < ¢ < 3).
Par interpolation, on obtient :

GF est bornée dans LP(0,T; L7 (Q)),
V 1<p<ooetV 1<q <q<3,cequiimplique :

GF est bornée dans LP(0,T; L7 (Q)),
V I1<p<xetV 1<q <3.En particulier :

G* est bornée dans LP(0,7; L% (Q2)),V 1 < p < 0.

LP(0,T; L™ (Q2)) est un espace réflexif, alors :

G° converge faiblement vers G
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dans LP(0,7; L7(Q2)), V 1 < p < 0o & une sous-suite prés. On en déduit que
G e LP(0,T;L"(Q2)),V 1< p < oo. Par ailleurs, on a les injections suivantes :

LP(0,T; L™ () € L*(0,T; L™(Q)) c L'(0,T; L1()).
Il s’ensuit que G € LY(0,T; L4(f2)). Ce qui implique que le deuxiéme terme a

droite de l'inégalité (4.71) appartient a L'(2) pour presque tout ¢ dans [0, T].
Le théoreme de Lebesgue implique alors que :

/ G5 — Gl dz — 0,
{IG¢|<K}

quand € tend vers 0 et que :

(/ |G€—G|qu)q — 0,
{lGe|<K}

pour presque tout t dans (0,7"), quand e tend vers 0. D’aprés l'inégalité de
Minkowski, on a :

(/ \GE—G\qu>q < K|} + (/ |G|qu)q,
{IG¢|<K} Q

Soit la fonction définie par :

t— KlQ]% + (/ \G(m,t)]qd:c) = LY0,T),
Q

on applique le théoréme de Lebesgue :

. :
/ (/ |G — G]qu) dt — 0, (4.72)
0 {lGe|<K}
quand ¢ tend vers 0.

Dans ce qui suit, on montre que le second membre & droite de l'inégalité (4.70),
tend vers zéro, quand K tend vers +o0o, indépendamment de €. Grace a l'inégalité
de Minkowski, on obtient :

T ‘ T J
/(/ |G8—G|‘1d:v> i < /(/ |Gf|qczg;) it
0 {IG*|>K} 0 {IG¢|>K}
T 7
+/ </ |G!qu> dt, (4.73)
0 {|G¢|>K}
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d’aprés (4.69), le premier terme a droite de l'inégalité (4.73), tend vers zéro,
quand K tend vers +o00, indépendamment de e. On rappelle que G' € L'(0, T; L% (2)),

et que :
mes {|G°| > K} < w(K),

avec w(K) tend vers 0, quand K tend vers +oo. Avec tous ces résultats, on

conclut que :
r :
/ (/ \GE—G\qd:c) dt — 0, (4.74)
0 {|G¢|>K}

quand K tend vers +oo, indépendamment de ¢.
D’aprés les estimations (4.70), (4.72) et (4.74), on conclut que :

G — @ fortement dans L'(0, T; LY(Q2)),
quand ¢ tend vers 0, V 1 < ¢ < ¢; avec ¢; < 3. Alors :
G® — @ fortement dans L'(0,T; LY(Q)), (4.75)

quand € tend vers 0,V 1 < ¢ < 3.
On retourne maintenant & la démonstration du Lemme 4.3.6. Observons les
injections suivantes :

Wy (Q) c LHQ) ¢ WH(Q),

la premiére injection est compacte, avec 1 < r < —, et s <inf(r, = ) (il suffit
de prendre s < r). D’aprés (4.66) et (4.67), on a :

G* est bornée dans L>(0,T; L' (Q)) N L' (0, T; W, " (), (V1 <7 < §>

0G*

est bornée dans L' (0, T; W~%(Q)),
avec s < r. Un lemme de type Aubin (Simon [30], corollaire 6) implique :
G* est relativement compacte dans L"(0,T; L*(Q2)), (4.76)

V1<r<oo.
D’apres le Lemme 4.3.4, on a :

] juf
converge fortement vers R (4.77)

dans L'(0,T; LY(Q)) N L™(0,T; L' (), Vr € [1,00], Yq € [1,3], quand & tend
vers 0. De méme d’aprés les estimations (4.75) et (4.7 ) on a:

Ju”)?

+ b.(0°) converge fortement vers G, (4.78)
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dans L'(0,T; L)) N L"(0,T; LY(Q)), Vr € [1,00[, Vg € [1,3], quand ¢ tend
vers 0. D’aprés (4.77) et (4.78), on a :
. Juf?
b.(67) converge fortement vers G — R (4.79)

dans L*(0,T; LY(Q)) N L™(0,T; L' (), Vr € [1,00], Yq € [1,3], quand & tend
vers 0.

En appliquant les techniques usuelles des solutions renormalisées a 1’équation
(4.31), sachant qu’elle a un second membre borné dans L'(Q), on montre de la
méme facon que dans les chapitres précédents qu’il existe une fonction mesurable
0 définie sur @, telle que, a une sous-suite pres :

0 converge vers 6, (4.80)

et
b.(6°)converge vers b(6), (4.81)

presque partout dans @, quand ¢ tend vers 0. D’aprés (4.79) et (4.81), on conclut
que :
Juf®
-
presque partout dans (). Les estimations (4.78) et (4.79) impliquent que :

b(0) = G

b.(6°) converge fortement vers b(6), (4.82)
dans L*(0,T; LY(Q)) N L7(0,T; L' (), Vr € [1,00], Vg € [1,3], quand & tend
vers 0 et que :

Ju”? . Juf?
5+ b-(6°) converge fortement vers - T b(0), (4.83)

dans L'(0,T; L)) N L(0,T; LY(Q)), Vr € [1,00[, Vq € [1,3], quand & tend
vers 0. Cela achéve la démonstration du Lemme 4.3.6.

Retour & la démonstration du Théoréme 4.3.1 :
on vérifie que #° converge fortement vers ¢ dans L'(Q).
En effet, d’aprés ce qui précéde :

6° est bornée dans LP(Q),

avec 1 < p < %, en tenant compte de 'estimation (4.80), on déduit que :
6° converge fortement vers 6
dans L(Q), pour tout ¢ vérifiant 1 < ¢ < p. Ce qui implique :
¢ converge fortement vers 6, (4.84)

dans L'(Q), quand ¢ tend vers zéro.
Dans le lemme suivant, on démontre la convergence de . :
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Lemme 4.3.7. u. converge fortement vers u(0), dans LP(Q),
V p < 0o, quand ¢ tend vers zéro.

Preuve du Lemme 4.3.7.

Soit la fonction 7}, définie par :

LR AL

T~~~ —_—

On note f. = pf(0%) ( pe(0°) est définie ci-dessus), et f = u(6) on

— [ ul6) dans @
o) = { 1 sinon

Le caractére borné de pf, et 'estimation (4.80) impliquent que :
f- converge fortement vers f, (4.85)

dans LP(RY*1) quand € tend vers 0, V 1 < p < oo.
On a :

Hpe * fe - f”LP(RNH) = Hpe * fa - fe + fs - f”LP(RNH)»
<|lpe * fo = fellor@n+ry + 1fe = fllzr@yey. (4.86)

Dans un premier temps, on montre que :

Hpa * fo — fa“LP(RN“) < ‘Sl|1p HTnfa - fa”LP(RN“)'
ni<e

On procéde de la méme maniére que dans E. DiBenedetto [18] ( proposition
21.1 ). En effet, pour presque tout ¢ dans R, on a :

Y

(oo x £w0) = 2001 = | [ pelo = 1) = o0l

< / P fol +1,8) — £, 8) i,
Inl<e

d’aprés 'inégalité de Holder, on obtient :

()t~ £w)| <

RN

1

et ) ([ ol =Lt 0P dn)

ou ¢q est 'exposant conjugué de p. On en déduit que :

[[ 00 £0000) - o o

< [([ (] pittesn0 - neor an)c o
< [( [ (et [ 1o tn0) = o as)an o
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grace au théoréeme de Fubini. On applique une deuxiéme fois ce théoréme, on
obtient alors :

/W/RN [(pe * f)(,t) — fo(x, )P do dt
( ’fa z+1,t) = fe(z, 1) da:)dt) dn),

< / 0 Iy fe = Lol oy (n)
RN

< [ 0TS £y )
\77|<€

S Sup ”Tnfs fEHLp RN+1

Inl<e

On conclut que :

e * fo — fellpr@n+1y < sup [T, fe — fell co@nry. (4.87)

Inl<e

D’apreés les estimations (4.86) et (4.87), on obtient :

||p€ * fe - fHLP(RNH) < |Sl|1p HTnfs - szLP(RN“) + Hfs - f||LP(RN+1)7
n|<e

< sup ”Tr].fa — [ _Tnf+f||LP(RN+1) -+ sup ”Tnf - f||LP(RN+1) + I fe — fHLP(RN+1)>

Inl<e In|<e
< sup |T,(fe = f) = (fe = Ol e@neny +sup [| T f = fll owneny + | fe = fll o1y,
Inl<e [n|<e
< sup [|T,(fe = Hllee@n+y + sup |15 f — fllor@vry + 201 fe — fllr@n+ry,
Inl<e Inl<e
< 3J|(fe = Hllee@n+1y + |Sl‘lp T f — fllzr @y
ni<e

Le premier terme a droite de cette derniére inégalité tend vers 0 grace a ’esti-
mation (4.85). De méme, le deuxiéme terme a droite de cette inégalité tend vers
0 ( voir DiBenedetto [18], proposition 21.1). Par conséquent :

lpe * fo = fllLpmn+1) tend vers O,
quand ¢ tend vers 0. Alors :
l|pe * f- — fllzr(q) tend vers 0,
quand ¢ tend vers 0. Autrement dit, on a :
|12 — 12(0) || e (@) tend vers O,

quand ¢ tend vers 0. Ce qui achéve la démonstration du Lemme 4.3.7.
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Remarque 4.3.8. On peut démontrer par un raisonnement analogue a celui
qui vient d’étre décrit la convergence suivante :

F*¢ converge fortement vers F(0) dans LP(Q), (4.88)

V p <2, quand € tend vers 0.

Donc, on a en particulier :
pe(u® - V)us — p(0)(u - V)u,; dans L'(Q). (4.89)

Maintenant, on vérifie que le terme div(u® - p) passe a la limite quand e tend
vers 0. En effet, 'estimation (4.65) implique que & une sous-suite prés :

p° — p faiblement dans L?*(0,T’; L1(2)),
Vq< % On sait aussi que :
u® — u fortement dans L*(0,T; LY(9)),

V1 < g < 6. Ces deux derniers résultats de convergence nous assurent alors
que :
uf p* — up faiblement dans L*(0,T; L"(f)),

Vr< g. En particulier,
u® p° — up faiblement dans L'(Q).
On en déduit que :
div (u®p°) — div (up) au sens des distributions. (4.90)

Grace a tous les résultats de convergence que nous avons pu montrer jusqu’ici,
et plus particuliéerement grace aux Lemmes 4.3.4, 4.3.6 et 4.3.7 et grace aux
estimations (4.77), (4.82), (4.84), (4.88), (4.89) et (4.90), nous pouvons passer a
la limite dans chaque terme des équations (4.57) et (4.58) et obtenir une solution
faible du systéme (4.6) — (4.10) au sens de la Définition 4.2.1.

CAS 2 :0<2a<1. Si a est nul, Dans ce cas, 'analyse de la démonstration du
théoréeme 4.3.1 dans le premier cas permet d’obtenir 'existence dune solution
forte-renormalisée (u®, 6°) du probléme (4.30)-(4.34). En effet, 'application
(du premier cas) ainsi construite de L'(Q) dans L'(Q), reste compacte et conti-
nue. De plus,

F* est bornée dans L>(Q).

ce qui implique qu’il existe un nombre réel positif R > 0 tel que :

@Dl(BLl(Q)(O, R)) C BLl(Q)(O, R).
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Ainsi, on applique le théoréme du point fixe de Schauder sur L!(Q) sans supposer
que les données sont petites, d’out I'existence d’une solution forte-renormalisée
(uf,0%) du probléeme (4.30) — (4.34).

On suppose maintenant que 0 < 2a < 1. On procéde par approximation et
passage a la limite. On commence par remplacer la fonction F' par F'oT1. Pour
tout € > 0, on considére le probléeme approché suivant : :

us + (ue - V)uf — 2div(p.Duf) + Vp® = F°  dans Q, (4.91)
b(6°), + ue - Vb(0°) — AG° = 2p.| Dus? dans @, (4.92)

ou div u® = 0 dans @, v =0, 0° = 0 sur X, u*(t = 0) = uj et b(0°)(t =0) =
b(fy) dans 2. La suite ¢ est définie par :

F* = G(F o T1(0)X (d(w,00)>20)) * Pe-

A e > 0, La fonction FoT1 étant continue et bornée, on déduit qu’il existe une so-

£

lution forte-renormalisée (u®, %) du systéme approché (4.91) —(4.92) (d’apres le
cas o = 0). Le méme raisonnement des chapitres 2 et 3 dans la cason 0 < 2a < 1
montre que la suite (6¥).- est bornée uniformément en ¢ dans L>(0, T'; L*(€2)).
Par définition de F' et F*<, on conclut que la suite F© est en particulier bornée
uniformément en e dans L?*(Q). Enfin, on construit un nouveau systéme appro-
ché (4.57)-(4.61) et on passe a la limite dans ce nouveau systéme comme dans
le cas o 1 < 2a < % pour déduire l'existence d’une solution faible du systéme
(4.6) — (4.10) (au sens de la définition 4.2.1).

Ainsi se termine la démonstration du Théoréme 4.3.1.
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