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Prise en compte du champ thermo-convectif pour le contrôle
thermique des espaces habitables

Résumé

Le contrôle en temps réel des locaux climatisés requiert la connaissance de modèles
de la distribution de température et du champ de vitesse. Des modèles complets,
basés sur les codes CFD, donnent accès à ces informations, mais sont incompatibles
avec des applications en temps réel. Ainsi, un modèle d’ordre réduit est nécessaire.
Cette étude propose de réduire la taille d’un modèle CFD en adoptant, dans un pre-
mier temps, l’hypothèse d’un champ de vitesse fixé, ce qui permet de ne résoudre que
l’équation de conservation de l’énergie. Puis, mis sous forme d’un système d’état, la
décomposition orthogonale aux valeurs propres est utilisée pour réduire son ordre.
Cette méthode est appliquée au cas d’un local équipé d’un ventilo-convecteur. La
forme de système d’état du modèle réduit ainsi obtenu permet, par application de
la théorie moderne du contrôle, d’estimer la température dans la zone d’occupa-
tion sans mesure directe, et ainsi de l’intégrer dans une boucle fermée de contrôle.
Plusieurs contrôleurs sont comparés avec pour point commun d’être synthétisés sur
le principe du modèle interne basé sur la connaissance d’un modèle d’ordre réduit
de l’air du local.

Mots-clés : contrôle de la température, espace d’état, modèle d’ordre réduit, estima-
teur, CFD, décomposition orthogonale aux valeurs propres
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Taking into account the heat convection field in thermal control of
indoor spaces

Abstract

Real-time control of air-conditioned indoor spaces needs models of temperature dis-
tribution and air velocity field in rooms. Models, based on CFD, give this informa-
tion but they are improper for real-time applications. Therefore, a reduced model
is needed. The purpose of this study is to reduce the size of a CFD model by first
considering the velocity field fixed and solving only the energy balance equation,
then putting this equation in the form of state-space and finally by reducing its
order by Proper Orthogonal Decomposition (POD). This algorithm was applied to
a room equipped with a fan coil. The state space form of the reduced order model
allows to estimate the temperature in the occupancy zone, without a direct mea-
surement, and to feedback it to a controller. Several controllers are compared, they
are all designed with the internal model theory.

Keywords : temperature control, state space, reduced order model, estimator, CFD,
proper orthogonal decomposition
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α Coefficient de correction de la diffusivité [−]

β Paramètre de pondération [−]

δ(f) Fonction Dirac de la fréquence [−]

δnm Symbole de Kronecker [−]

Γ Diffusivité thermique caractéristique [m2.s−1]

δL Dimension moyenne du maillage [m]

∆t Pas de temps [s]

δtc Temps caractéristique [s]

∆x ∆y Dimension de la maille dans les directions x et y [m]

ǫ Taux de dissipation [m2.s3]



xxviii NOMENCLATURE

[Unité]
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Introduction 1

Introduction générale

A l’heure où j’écris ces quelques lignes d’introduction se déroule, en France, le
Grenelle de l’environnement qui réunit l’état et les représentants de la société civile
afin de définir une feuille de route en faveur de l’écologie, du développement et de
l’aménagement durables. Ces objectifs se dessinent dans le choix des appellations des
différents groupes de travail parmi lesquelles apparaissent l’ambition de «maîtriser la
demande d’énergie», d’«adopter des modes de consommation durables», ou encore
de «préserver les ressources naturelles». Au regard de cette prise de conscience,
le bilan du secteur du bâtiment est peu flatteur. C’est le premier consommateur
d’énergie avec 43 % de l’énergie totale consommée contre 31 % pour les transports
et 20 % pour l’industrie. De plus, cette consommation a augmenté de 25 % entre
1973 et 2002. Ce secteur représente également 21 % des émissions de CO2. Ainsi, non
seulement le bâtiment se révèle être une source importante d’économies d’énergie,
mais ce secteur ne pourra pas être ignoré pour atteindre les objectifs à venir. Pour
y arriver, les spécialistes mettent en avant trois étapes :

– diminuer notre consommation énergétique, notamment en supprimant les gas-
pillages, ce qui passe notamment par un changement des comportements,

– optimiser le fonctionnement des équipements existants,
– faire appel à des technologies innovantes.
A l’opposé, les bâtiments ont dû répondre, ces dernières années, à une demande

accrue en confort et en équipements. Alors que la climatisation était il y a encore
peu de temps réservée aux bureaux et aux commerces, elle est en train de gagner le
terrain des habitations, en particulier depuis la canicule de 2003. Ainsi, l’objectif des
équipements de climatisation, de chauffage et de ventilation est double. Ils doivent,
d’une part, assurer des conditions de vie confortables ou des conditions de travail
favorisant la productivité et l’efficacité et, d’autre part, minimiser les consommations
d’énergie.

Les travaux, présentés dans ce mémoire, peuvent très bien s’insérer dans le cadre
des deux dernières étapes, en se focalisant sur l’amélioration du contrôle thermique
des locaux. Partant du principe que le coût énergétique des bâtiments est directe-
ment influencé par notre capacité à bien les exploiter [1], il est raisonnable de penser
qu’un perfectionnement du contrôle des installations de conditionnement d’air est
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une des meilleures voies conduisant à l’amélioration de l’efficacité énergétique des
bâtiments [2], tout en répondant aux besoins de confort. Or les technologies des
contrôleurs terminaux utilisées actuellement dans le bâtiment sont extrêmement
simples, en raison notamment d’un manque d’information sur la distribution de
température dans les locaux. Notre premier objectif consiste alors à montrer qu’il
est possible d’obtenir des informations précises sur les caractéristiques thermiques
d’un local, utilisables en temps réel par un contrôleur. Ces caractéristiques étant
liées au champ thermo-aéraulique du local, toute la difficulté consiste à passer des
équations de Navier Stokes et de conservation de l’énergie, décrivant la physique du
phénomène coûteuse en temps de calcul, à des modèles d’ordre faible, résolvables
en temps réel. Parmi les solutions présentes dans la littérature, deux ont attirés
notre attention : l’hypothèse de champ de vitesse fixé d’une part, et la réduction
de modèle par la décomposition orthogonale aux valeurs propres (notée POD pour
Proper Orthogonal Decomposition) d’autre part. Enfin, notre deuxième objectif a
pour finalité d’appliquer aux bâtiments la théorie moderne du contrôle développée
et utilisée dans d’autres secteurs industriels tels que l’aéronautique. L’écriture sous
forme de systèmes d’état en est la clé afin de construire un estimateur capable de
prédire en temps réel la température dans la zone d’occupation d’un local pour la
contrôler.

Dans la première partie de ce document, nous présentons le contexte de l’étude
afin d’en dégager la problématique et les objectifs.

Dans la deuxième partie, nous présentons les méthodes de modélisation du champ
thermo-convectif actuellement utilisées dans le secteur du bâtiment. Elle permettra
d’éclairer les choix faits dans nos travaux.

La troisième permet d’un part de construire un ensemble de données de référence
à partir de simulations CFD et, d’autre part d’introduire l’hypothèse de champ de
vitesse fixé à travers le développement d’un modèle d’ordre élevé du champ thermo-
aéraulique.

La quatrième est consacrée à la réduction de l’ordre des modèles en appliquant
la décomposition orthogonale aux valeurs propres.

Enfin, dans la dernière partie, nous utilisons les modèles d’ordre réduit afin de
construire un estimateur de la température puis de synthétiser et tester plusieurs
contrôleurs.
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Chapitre 1

Contexte et Objectifs

Ce chapitre est consacré à l’introduction des méthodes actuellement utilisées
pour le contrôle thermique des locaux. Leur confrontation avec les critères de confort
thermique nous permettra d’en montrer les limites et ainsi de définir les objectifs de
nos travaux.

1.1 Contrôle des systèmes de conditionnement d’air

1.1.1 Stratégie de contrôle

Il existe plusieurs types de systèmes de conditionnement d’air dont le choix s’ef-
fectue en fonction des contraintes du projet (place et énergie disponibles, budget,
rénovation ou neuf, ...). On distinguera :

– les systèmes tout air à volume d’air variable (VAV) ou à volume d’air constant
(VAC),

– les systèmes air/eau tels que les ventilo-convecteurs, les systèmes à induction
et les systèmes associant des émetteurs de chaleur à une ventilation,

– les systèmes frigorifiques.
Il est possible de les classer en fonction de leur mode de contrôle. La figure

(1.1) montre comment la température est contrôlée avec ces systèmes [3]. Dans le
cas des systèmes tout air, l’air neuf est tout d’abord traité dans une centrale de
traitement d’air puis transporté dans les pièces. La température du local est régulée
par le contrôleur CT en ajustant la température d’air soufflé grâce à la vanne de
la batterie pour les systèmes VAC, ou en modifiant le débit d’air pour les systèmes
VAV. Pour les systèmes à induction, l’air neuf est également traité en centrale avant
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TCT
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Fig. 1.1 – Contrôle de la température par les systèmes de conditionnement d’air

d’être introduit dans l’unité terminale à moyenne ou forte pression. Par induction,
il se mélange à de l’air repris dans le local préalablement chauffé ou refroidi avec
une batterie. La température du local est contrôlée en agissant sur cette batterie.
Par contre, pour les ventilo-convecteurs, l’air neuf est d’abord mélangé avec l’air
repris avant de traverser une batterie chaude ou froide. La température du local
est influencée par la température de l’air soufflé réglée par le débit d’eau circulant
dans la batterie et le débit d’air soufflé. L’air neuf peut soit provenir d’une centrale,
soit directement de l’extérieur. Dans tous les cas, le système de régulation contient
un capteur (T) qui mesure la grandeur réglée, et un régulateur ( CT ) qui définit
la grandeur de réglage appliquée à l’actionneur (vanne ou registre). L’objectif du
régulateur est de supprimer l’écart de réglage qui est la différence entre la grandeur
réglée et la valeur de consigne fixée par l’utilisateur. Quelque soit le système étudié,
la grandeur réglée n’est pas la grandeur à contrôler. Par exemple, dans le cas des
systèmes tout air VAC (figure 1.1(a)), c’est la température de reprise qui est mesurée
alors que c’est la température au centre du local qui doit être contrôlée.
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1.1.2 Théorie du contrôle

1.1.2.1 Principe de la régulation

Les exemples précédents mettent en évidence les principaux éléments d’une
boucle de contrôle :

– le capteur qui mesure la grandeur réglée,
– le régulateur qui calcule la grandeur de réglage et envoie le signal de commande,
– l’actionneur qui modifie la position de l’organe de réglage.
La figure (1.2) donne le principe général du contrôle en boucle fermée d’un sys-

tème. Le régulateur compare la grandeur réglée à la consigne pour définir la com-
mande donnée à l’actionneur (ou organe de réglage) afin de modifier éventuellement
sa position. Ce principe de régulation est très couramment utilisé pour le contrôle
thermique terminal dans l’habitat, il permet notamment de tenir compte des nom-
breuses perturbations difficilement prévisibles en temps réel (apports solaires, entrée
ou sortie d’occupants, ouverture d’une fenêtre ou d’une porte, ...).

+
-

Consigne Commande Position

Grandeur mesurée Grandeur réglée

Régulateur Actionneur Système

Perturbations

Capteur

Fig. 1.2 – Schéma bloc du contrôle en boucle fermée

1.1.2.2 Techniques de régulation

La régulation appliquée au bâtiment s’appuie en général sur les techniques clas-
siques de régulation telles que les régulateurs TOR (pour Tout Ou Rien) ou PID
(pour Proportionnel Intégrateur Dérivé). Dans le premier cas, l’organe de réglage
ne possède que deux positions (ouvert ou fermé par exemple) alors que dans le
deuxième cas, l’action est progressive. Pour le régulateur PID, la commande u(t) est
liée à l’écart e(t) entre la consigne et la grandeur réglée par la relation donnée par
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l’équation(1.1).

u(t) = KP

[

e(t) +
1

Ti

∫ t

0

e(t)dt+ Td
de(t)

dt

]

(1.1)

La détermination des paramètres KP , Ti et Td constitue le dimensionnement ou
paramétrage du contrôleur. Etant donné que le régulateur doit compenser l’erreur
commise, ces constantes dépendent des caractéristiques du système et de critères
(stabilité, performance et robustesse) à atteindre pour le système contrôlé. Dans
la pratique, le choix des constantes s’avère assez délicat, et bien souvent dans le
domaine du bâtiment seuls les régulateurs P ou PI sont utilisés. Largement em-
ployé pour les systèmes de conditionnement d’air, le contrôleur PI a été comparé au
contrôleur TOR par Kulkarni et Hong [4] pour le chauffage d’un bâtiment résiden-
tiel. Alors qu’au niveau du confort, le contrôleur PI devance son concurrent grâce
à sa plus faible amplitude de température, il n’apporte pas d’amélioration notable
sur le plan énergétique.

Pour améliorer la régulation, la théorie du contrôle moderne a initié le déve-
loppement du contrôle dit «optimal». Cette théorie repose essentiellement sur la
possibilité d’obtenir un modèle d’état (équation 1.2) du système contrôlé.

{

ẋ(t) = Ax(t) + Buu(t) + Bwp
wp(t)

y(t) = Cx(t) + Duu(t) + Dwm
wm(t)

(1.2)

où :
– x : vecteur d’état qui contient toutes les variables permettant de décrire le

système,
– y : vecteur de sortie qui contient les variables observées,
– u : vecteur d’entrée qui contient les grandeurs de commande,
– A : matrice d’état,
– Bu et Du : matrices d’entrée,
– Bwp

et Dwm
: respectivement matrice des perturbations et matrice de bruit

des mesures,
– C : matrice d’observation.

La première équation est l’équation différentielle d’état qui caractérise le compor-
tement dynamique du système, alors que la deuxième est l’équation de sortie ou
d’observation qui permet d’extraire la variable mesurée. La valeur de la commande
u(t) est obtenue par la minimisation d’une fonction coût intégrant divers critères
tels que le respect d’une consigne ou la réduction de la consommation d’énergie. De
nombreuses études ont été effectuées sur cette technique dans les années 1980 et
1990 [5] sans déboucher sur des applications. Mais avec l’accroissement important
des capacités de calcul des ordinateurs, le contrôle optimal réapparaît dans certains
secteurs comme l’aéronautique.
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1.1.3 Contrôle et confort thermique

La régulation doit avant tout permettre au système de conditionnement d’air de
répondre à ses objectifs, dont le confort. Or, le confort thermique de l’individu est une
notion complexe qui repose à la fois sur des aspects physiologiques et psychologiques.
Ainsi Fanger [6] a proposé l’emploi de l’indice PMV (pour Predicted Mean Vote ou
vote moyen prévisible) issu d’une démarche théorique et empirique pour tenir compte
des différents paramètres du confort que sont la température de l’air, la température
moyenne de rayonnement, la vitesse de l’air, l’humidité de l’air ou encore, l’activité et
les vêtements de l’occupant. Cet indice conduit au PPD (pour Predicted Percentage
of Dissatisfied ou pourcentage prévisible d’insatisfait) qui donne des informations sur
l’inconfort thermique en estimant le pourcentage de personnes susceptibles d’avoir
trop chaud ou trop froid. La norme européenne ISO7730 [7] consacrée à l’évaluation
des ambiances thermiques modérées s’appuie sur ces deux indices. Toutefois, elle
met en évidence d’autres critères dans le cas des bureaux et des logements :

– la différence verticale de température de l’air entre la tête et le niveau des
chevilles,

– la température de surface du sol,
– la vitesse moyenne de l’air,
– l’asymétrie de température rayonnante entre l’occupant et les parois,
– l’humidité relative de l’air.
Il apparaît donc que le confort thermique dépend d’une part de nombreuses

grandeurs et d’autre part de la distribution de ces grandeurs dans le local.

1.2 Prise en compte de l’hétérogénéité des tem-

pératures pour le contrôle thermique

Traditionnellement, lors du dimensionnement du système de contrôle, de l’éva-
luation de la consommation ou encore lors de l’évaluation du niveau de confort ther-
mique, l’air intérieur est considéré comme bien mélangé, c’est-à-dire qu’une seule
température peut caractériser l’ensemble du local. Bien que ce modèle soit très pra-
tique et largement répandu pour calculer les charges de chauffage ou de climatisation,
il conduit souvent à des systèmes de contrôle à l’origine de situations d’inconfort.

En réalité, la distribution de température dans un local est significativement
hétérogène. Dans le cas d’un local équipé d’un ventilo-convecteur placé en allège,
Peng [8] et Riederer [9] ont répertorié les différentes configurations possibles (figure
1.3). Elles dépendent de la température et de la vitesse de soufflage. Quelle que soit
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Fig. 1.3 – Différentes configurations du champ thermoaéraulique dans un local
équipé d’un ventilo-convecteur

la configuration, il apparaît que l’hétérogeneité des températures ne peut pas être
négligée. Elle devrait donc absolument être prise en compte lors du contrôle ther-
mique des locaux. Pour être plus précis, prenons l’exemple de l’atrium expérimental
de Kanagawa au Japon. Une campagne de mesures [10] a mis en évidence les larges
variations temporelles et spatiales des températures et de l’écoulement d’air. Ainsi,
dans le cas d’un refroidissement par air conditionné, une stratification thermique
importante peut parfois être observée, avec un gradient vertical de température
pouvant atteindre 7,6 °C sur 2 m de hauteur. Les mesures montrent de plus que ce
gradient peut varier du simple au double en fonction des conditions de soufflage.

D’autre part, la figure (1.1) illustrant la régulation de la température pour plu-
sieurs systèmes de conditionnement d’air met en évidence la différence entre la zone
de mesure, où est placée la sonde de température (T), et la zone d’occupation au
centre du local. Ainsi, pour contrôler la température dans la zone d’occupation,
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plusieurs solutions apparaissent. Une solution simple consiste à déplacer la sonde
de température dans la zone d’occupation, ce qui risque d’être incompatible avec
l’utilisation de cette zone. Une deuxième solution nous amène à prendre en compte
la différence entre la température mesurée et la température contrôlée de façon for-
faitaire. L’exemple de l’atrium montre que cette méthode est peu fiable étant donné
les fortes variations spatiales et temporelles des températures. Il semble donc plus
judicieux d’estimer la température contrôlée en fonction de la température mesurée.
Cette solution rend alors indispensable la connaissance du champ thermo-aéraulique
qui lie ces deux variables.

Pourtant, Peng et Van Paassen ont montré dans leur recherche bibliographique
[3] que la plupart des systèmes de contrôle de conditionnement d’air ne prennent
pas en compte la distribution de température étant donné qu’un modèle dynamique
applicable en temps réel n’est pas disponible. Pour pallier cette absence, les auteurs
se sont appuyés sur la capacité des logiciels de CFD (Computational Fluid Dynamic)
à calculer le champ thermo-aéraulique d’un local équipé d’un ventilo-convecteur.
En couplant les modèles zonaux à un estimateur d’état, ils obtiennent un système
dynamique résolvable en temps réel qui permet de contrôler la température dans la
zone d’occupation. D’autres auteurs, tels que De Moor et Berckmans [11], Taylor
[12] et al. et Zerihun Desta et al. [13] et [14] utilisent des données expérimentales
afin d’identifier une fonction de transfert d’ordre faible représentant la dynamique
des températures dans un local.

1.3 Objectifs

L’objectif de cette thèse consiste à montrer la faisabilité de la prise en compte du
champ thermo-convectif pour le contrôle thermique des locaux. La section précédente
a montré qu’il était nécessaire d’obtenir un modèle dynamique du champ thermo-
aéraulique. De plus, la finalité du contrôle implique par définition que ce modèle soit
résolu en temps réel.

Hormis les travaux de Peng et Van Paassen [3] et de Ghiaus et Ghiaus [15], peu
de recherches ont à notre connaissance été réalisées sur ce sujet. Comme eux, nous
avons choisi d’appuyer notre étude sur l’exemple d’un local équipé d’un ventilo-
convecteur représenté sur la figure (1.4). Placé en allège, le ventilo-convecteur pos-
sède une bouche de soufflage de dimension (0,06× 0,40) et une bouche d’extraction
de dimension (0,06 × 0,76). Un capteur de température est placé à la reprise pour
mesurer la température de l’air extrait du local. Ce capteur est donc situé en dehors
de la zone d’occupation (centre du local) dont la température doit être contrôlée. La
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Fig. 1.4 – Vue du local étudié

bouche de soufflage oriente le jet vers le plafond avec une légère inclinaison vers le
vitrage. Pour restreindre l’étude au champ thermo-convectif et diminuer les sources
d’erreur lors de la modélisation, les échanges thermiques par rayonnement ne sont
pas considérés. Le ventilo-convecteur et les parois seront considérés extérieurs au
domaine étudié. Les conditions aux limites sont donc constituées des températures
des surfaces internes des parois, ainsi que des conditions de température et de vitesse
au niveau des bouches de soufflage et de reprise.

Néanmoins, il nous sera difficile de comparer nos résultats à ceux de Peng en rai-
son du manque de données chiffrées sur ses travaux. C’est pourquoi nous mettrons
l’accent sur l’utilisation de critères objectifs et chiffrés pour mesurer la qualité de
nos résultats. Ceux-ci seront confrontés à des données de références obtenues avec
un logiciel de dynamique des fluides. Par rapport à des données expérimentales, cet
outil a l’avantage de donner plus de souplesse quant au nombre de configurations
étudiées. Conscient du risque d’éloignement de ces données par rapport à des don-
nées expérimentales, nous essaierons autant que possible de comparer certains des
éléments de nos modèles à des modèles empiriques . Nous pouvons également souli-
gner l’intérêt du choix d’un local équipé d’un ventilo-convecteur qui nous donnera
accès à des écoulements variés représentatifs des écoulements réels (figure 1.3).

Enfin, et suite aux travaux de Peng, nous aurons pour objectif de répondre à
deux questions laissées en suspend :
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– comment construire un modèle du champ thermo-aéraulique valable quelle que
soit la configuration de l’écoulement ?

– est-il possible et souhaitable de construire des contrôleurs plus complexes que
les contrôleurs actuellement utilisés dans le bâtiment ?
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Chapitre 2

Modélisation du champ

thermo-aéraulique à l’intérieur des

bâtiments

La réalisation des objectifs de ces travaux repose sur notre capacité à modéliser
le champ thermo-convectif à l’intérieur des locaux. Aussi, il nous a paru important
de faire apparaître dans ce mémoire l’étude bibliographique que nous avons réalisée
sur ce sujet, et qui éclaire nos choix. Les CFD pour Computational Fluid Dynamic
vont constituer un des principaux outils de nos travaux, en particulier pour obtenir
des données de référence. Ils font appel à de nombreuses techniques et nécessitent
beaucoup d’expertise afin d’obtenir des résultats réalistes. Cette remarque est par-
ticulièrement vraie dans le cas des bâtiments où les écoulements sont souvent de
nature complexe et multiple. De plus, cette partie va nous permettre d’identifier
les différentes méthodes utilisables dans le bâtiment afin d’obtenir une modélisation
d’ordre faible utilisable pour le contrôle thermique des locaux.

2.1 Application des CFD dans les locaux

La physique des phénomènes existants dans les locaux est complexe. Beausoleil-
Morrison [16] en fait l’analyse suivante. Le mouvement de l’air y est provoqué à
la fois par des forces mécaniques et par la poussée d’Archimède. Les forces méca-
niques sont généralement causées par des ventilateurs ou par le vent entrant par
des ouvertures, alors que les forces d’Archimède sont généralement engendrées par
des sources de chaleur ou de froid présentes dans le local (radiateurs, occupants,
équipements de bureau, ...) ou par la différence de température entre les parois et
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l’air. De plus, l’air dans un local peut être considéré comme incompressible car les
vitesses sont lentes, de l’ordre du [m/s] ou du [cm/s]. L’air, comme de nombreux
fluides, est newtonien. Enfin, étant donné les faibles variations de température de
l’air, ses propriétés thermodynamiques sont considérées comme indépendantes de
la température. Les effets de densité sont alors représentés par l’approximation de
Boussinesq.

Ce problème peut être décrit par les équations de Navier Stokes incompressible
(2.2 et 2.1) et l’équation de conservation de l’énergie (2.3). Avec la convention d’Ein-
stein, elles s’écrivent en coordonnées cartésiennes :

équation de continuité :
∂

∂xi

(vi) = 0 (2.1)

équation de conservation du moment :

∂

∂t
(vi) +

∂

∂xj

(vjvi) = −
1

ρ

∂P

∂xi

+ ν
∂

∂xj

[(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)]

+ β(θ∞ − θ)gi (2.2)

avec gi l’accélération de pesanteur dans la direction i et θ∞ la température de réfé-
rence.

équation de conservation de l’énergie :

∂

∂t
(CPθ) +

∂

∂xi
(CPviθ) =

1

ρ

∂

∂xi

(

λ
∂θ

∂xi

)

+ Sp (2.3)

Elles sont hautement non linéaires et fortement couplées. Aussi ne peuvent-elles
pas être résolues analytiquement, si ce n’est pour des problèmes très simples. Des
techniques de discrétisation numérique ont été introduites pour ramener ce problème
à un niveau résolvable. Le domaine fluide est tout d’abord découpé en volumes de
contrôle. L’approximation des équations différentielles sur ces volumes conduit alors
à un système de relations algébriques. C’est le principe de la dynamique des fluides
numérique ou CFD (pour Computational Fluid Dynamics). Néanmoins, il n’existe
pas de méthode universelle puisque chaque cas étudié constitue un cas particulier.
Dans ce contexte, l’étude thermoaéraulique d’un local constitue un exemple com-
plexe d’application en raison de la complexité et de la diversité d’une part des
phénomènes physiques impliqués, et d’autre part des géométries étudiées.

Par ailleurs, la circulation de l’air dans un local est en général considérée comme
un phénomène turbulent même dans le cas des salles propres [17]. Dans [18], il
est précisé que l’écoulement de l’air dans un local n’est pas pleinement turbulent
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mais seulement localement. La plupart des écoulements subissent des fluctuations
turbulentes aléatoires qui sont dues aux instabilités entre les forces visqueuses et les
forces d’inertie. Etant donné que les fluctuations turbulentes influencent le transport
des moments et de l’énergie thermique, elles doivent être prises en compte dans la
formulation et la solution des équations.

Il est enfin intéressant de remarquer [16] que la plupart des applications réussies
des CFD dans les locaux ne permettaient de prédire que l’écoulement de l’air. Le
calcul de la distribution des températures, et notamment des transferts thermiques
convectifs aux parois, a eu beaucoup moins de succès.

2.1.1 Couplage vitesse-pression

Patankar relève que la réelle difficulté dans le calcul du champ de vitesse réside
dans le champ de pression inconnu [19]. En effet, le gradient de pression fait partie
du terme source des équations de Navier Stokes. Ce couplage de la vitesse et de la
pression est résolu par des méthodes de prédiction-correction. Le logiciel StarCD
en propose trois : une variante de la méthode SIMPLE (Semi-Implicit Method for
Pressure Linked-Equations), PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)
et SIMPISO une combinaison des deux premières. Pour plus de détails sur ces mé-
thodes, on pourra se référer à [20] et [21]. SIMPLE et SIMPISO sont réservés aux
calculs stationnaires, alors que PISO, plus récent, est très performant pour les calculs
stationnaires et conseillé pour les calculs instationnaires.

Dans le cas des programmes CFD non commerciaux appliqués aux locaux, beau-
coup d’auteurs, ([22], [23], [18], [17] et [24]), utilisent l’algorithme SIMPLE-Consis-
tent (noté SIMPLEC). Comme le souligne Beausoleil-Morrison et al. dans [25], cette
méthode a moins de simplifications que SIMPLE et donne de bons résultats.

Enfin, pour la méthode SIMPLE, de nombreux auteurs, [24] et [25] par exemple,
rapportent qu’il est nécessaire de sous relaxer les termes de correction de pression
pour obtenir la convergence. En d’autres termes, il faut ralentir la résolution itérative
du couplage. La valeur de 0,3 semble satisfaisante pour le facteur de sous relaxation.

2.1.2 Méthodes de résolution

L’objectif des méthodes de résolution est de transformer le système d’équations
aux dérivées partielles décrivant le problème en un système d’équations algébriques.
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Fig. 2.1 – Discrétisation d’un domaine 1D

Il faut tout d’abord discrétiser le domaine de calcul. La figure (2.1) illustre la dis-
crétisation d’un domaine en une dimension. Seules trois mailles (P, E et W) et leurs
frontières respectives (w et e) sont représentées.

Trois types de méthodes sont principalement utilisées :
– la méthode des différences finies. Les inconnues φ sont exprimées aux

noeuds du maillage. Les dérivées sont approchées par des différences finies ob-
tenues en utilisant des séries de Taylor tronquées. Ces expressions approchées,
insérées dans les équations à résoudre, conduisent à des équations algébriques
ayant pour inconnues la valeur des inconnues en chaque point du maillage.

– la méthode des éléments finis. Les variations locales des inconnues sont
décrites par des fonctions simples (linéaires ou quadratiques). Les expressions
ainsi obtenues sont introduites dans les équations à résoudre qui ne sont alors
plus vérifiées de façon exacte. Un résidu est défini pour mesurer cette erreur.
Sa minimisation avec des fonctions de pondération et par intégration conduit
à un système d’équations algébriques dont les inconnues sont les coefficients
des fonctions d’approximation.

– les méthodes spectrales. Les inconnues sont approchées par des séries de
Fourier tronquées ou par des séries de polynômes de Chebyshev. A la différence
des deux autres techniques, l’approximation n’est pas locale, mais valable sur
l’ensemble du domaine.

Cependant, la plupart des codes CFD commerciaux (PHOENICS, FLUENT,
FLOW3D et StarCD) utilisent la méthode des volumes finis qui est issue d’une
formulation spéciale de la méthode des différences finies. Son algorithme suit trois
étapes :

– l’intégration formelle des équations sur tous les volumes de contrôle composant
le domaine,

– la discrétisation des termes des équations intégrées à partir d’un ensemble
d’approximations du type différence finie,

– la résolution des équations algébriques par une méthode itérative.
Cette méthode exprime la conservation physique des quantités sur chaque volume
de contrôle [26], ce qui est un de ses avantages majeurs. Ceci explique sans doute
en grande partie sa fréquente utilisation dans le domaine des simulations aérau-
liques des locaux ([22] et [16]). L’application de cette méthode conduit à un système
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d’équations permettant d’obtenir les valeurs des différentes grandeurs au centre des
volumes de contrôle. Néanmoins, lors de l’intégration des équations (2.2 et 2.3),
d’autres inconnues apparaissent : la valeur des grandeurs aux frontières des cellules
(w et e sur la figure (2.1)). Il est donc nécessaire d’obtenir des équations supplémen-
taires.

2.1.3 Schémas de discrétisation

L’utilisation de schémas de discrétisation permet d’exprimer les grandeurs aux
frontières des mailles en fonction de leur valeur au centre dans le cas de la discré-
tisation spatiale, et de calculer les dérivées temporelles en fonction des valeurs aux
différents pas de temps dans le cas de la discrétisation temporelle.

2.1.3.1 Discrétisation spatiale

Le schéma centré Le schéma centré suppose que les variations sont linéaires
au niveau des frontières. Il est très largement utilisé pour les termes diffusifs, et
notamment pour calculer les coefficients de diffusion aux interfaces. Par contre, pour
les termes de transport, il peut conduire à des solutions irréalistes [16]. Ce résultat
semble tout à fait logique puisque ce schéma par définition ne tient pas compte du
transport, et vient confirmer qu’il ne peut être utilisé que pour des écoulements à
faibles nombres de Reynolds [19], ou lorsque la diffusion est bien plus importante
que le transport [27].

Les schémas amonts Contrairement au schéma centré, les schéma amonts tien-
nent compte du sens de l’écoulement. Leonard [28] compare des schémas amonts
d’ordre différents pour le terme de transport.

– Les schémas amonts d’ordre 1 créent beaucoup de diffusion numérique due à
l’erreur de troncature, c’est le cas du schéma «upwind».

– Les schémas amonts d’ordre 2 sont stables mais sont soumis à un risque d’os-
cillations non physiques.

– Les schémas amonts d’ordre 3 sont conditionnellement stables, c’est-à-dire que
leur stabilité est soumise à condition.

Il propose le schéma QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective
Kinetics) dont voici les principales caractéristiques :

– interpolation quadratique à partir de 3 points (2 en amont de l’écoulement et
1 en aval). Il respecte donc le sens de l’écoulement,
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– en raison d’une propriété géométrique de la parabole (i.e. que le gradient à
mi-distance entre deux points est égal à celui d’une corde joignant les points),
le gradient du schéma QUICK est identique à celui du schéma centré,

– conservation des grandeurs aux frontières et du gradient,
– très précis car du troisième ordre,
– les conditions aux limites sont délicates particulièrement dans les zones de fort

gradient et les fortes valeurs du nombre de Péclet. Il est alors souhaitable de
raffiner le maillage ou de faire appel à une interpolation alternative,

– dans les zones de fort gradient, l’interpolation quadratique peut être remplacée
par une interpolation exponentielle.

Murakami [29] confirme qu’il est très utilisé dans le domaine du bâtiment en raison
de son comportement stable et d’une diffusion numérique relativement faible.

Le schéma MARS (Monotone Advection and Reconstruction Scheme

Pour atténuer les oscillations non-physiques apparaissant dans les schéma précé-
dents, il est possible d’utiliser des schémas TVD (Total Variation Diminishing) tel
que le schéma MARS. Proposé par StarCD, c’est un schéma d’ordre deux qui se
déroule en deux étapes. La solution donnée par ce schéma est la moins sensible à la
structure du maillage.

2.1.3.2 Discrétisation temporelle

Le terme de dérivée temporelle peut être approché par :

∂φ

∂t
=
φt+1 − φt

∆t
(2.4)

avec :
– φt+1 la valeur de l’inconnue au temps t+ ∆t,
– φt la valeur de l’inconnue au temps t,
– ∆t le pas de temps.
Il s’agit maintenant de savoir à quel temps vont être exprimés les termes obtenus

par la discrétisation spatiale.

Le schéma explicite Ce schéma utilise la valeur au temps t des termes issus
de la discrétisation spatiale. Ce schéma conduit à des conditions de stabilité assez
pénalisantes vis-à-vis du choix du pas temps.



2.1. APPLICATION DES CFD DANS LES LOCAUX 19

Le schéma pleinement implicite La valeur des quantités au temps t + ∆t est
utilisée. Ce schéma est inconditionnellement stable quelque soit le pas de temps.
Néanmoins, il peut manquer de précision si le pas de temps est trop important.
Peng l’utilisa pour modéliser le champ de température dans un local [8].

Le schéma Crank-Nicholson Ce schéma utilise la moyenne des quantités entre
les temps t et t + ∆t. Sa précision est meilleure que pour le schéma pleinement
implicite. Par contre, il peut conduire à des oscillations pour de grandes valeurs du
pas de temps.

Le logiciel StarCD permet de coupler ces deux derniers schémas afin de tirer
parti de leurs avantages en combinant leurs expressions. Le lecteur pourra se référer
au manuel méthodologique de StarCD pour plus de détails [30].

2.1.4 Modèles de turbulence

Pour le traitement général de la turbulence dans le cadre de simulations, il existe
trois techniques différentes. Néanmoins, le choix s’impose vite dans le cadre de si-
mulations dans les bâtiments [22] :

– la simulation numérique directe (DNS pour Direct Numerical Simulation) ré-
sout directement les équations de Navier Stokes. Elle n’est pas utilisée car elle
nécessite un maillage très fin et un pas de temps très faible afin de résoudre
les plus petites échelles de la turbulence,

– la simulation des grandes structures tourbillonnaires (LES pour Large Eddy
Simulation) ne résout que les grandes structures. L’effet des petites structures
sur l’écoulement est modélisé en introduisant des termes supplémentaires dans
les équations. Mais là encore, les temps de calcul deviennent vite prohibitifs
surtout pour un calcul en trois dimensions,

– la simulation par des modèles de transport des quantités moyennées dans le
temps (modèles RANS pour Reynolds Averaged Navier Stokes) ne calcule que
les grandeurs moyennes de l’écoulement. Aussi, chaque quantité est décompo-
sée en un terme moyen qui est résolu et un terme fluctuant qui est modélisé en
ajoutant de nouveaux termes dans les équations du problème. Ces termes sont
généralement exprimés à partir du concept de viscosité turbulente µt proposé
par Boussinesq. En calculant la distribution de cette grandeur, les modèles
de turbulence établissent implicitement le rapport de force entre les diffusions
turbulente et moléculaire [18]. Murakami et Kato confirment que pour une uti-
lisation de type ingénieur, une simulation basée sur les équations moyennées
de Reynolds est la plus efficace et la plus utilisée [31]. Les modèles de turbu-
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lence les plus courants calculent la distribution de la viscosité tourbillonnaire
en rajoutant des équations au problème. Le lecteur voudra bien se référer à
l’ouvrage de Chassaing [32], en particulier pour la formulation mathématique
des modèles qui n’est pas ici notre objet.

2.1.4.1 Modèle k − ǫ standard

L’étude bibliographique, réalisée dans [18], montre que le modèle k−ǫ standard a
majoritairement été utilisé. Comme exemple d’utilisation dans le bâtiment, on peut
se référer à [33] et [31]. C’est un modèle à deux équations mis au point par Launder
et Spalding [34]. La viscosité turbulente µt y est exprimée en fonction de l’énergie
cinétique turbulente k et de son taux de dissipation ǫ qui vérifient des équations
de transport. Cette approche a été développée dans le cadre des écoulements plei-
nement turbulents. Ainsi l’utilisation du modèle standard impose l’hypothèse d’un
écoulement pleinement turbulent ou du moins qui réagit comme tel. Un traitement
différent doit être appliqué à proximité des parois, où la diffusion visqueuse domine
la diffusion turbulente. Le plus souvent, la méthode des lois de paroi est utilisée. Le
premier point de discrétisation est supposé placé dans la zone à turbulence déve-
loppée. Les profils de température et de vitesse entre la paroi et ce point sont alors
donnés par des lois logarithmiques. La sous-couche visqueuse n’a donc pas à être
discrétisée ce qui évite l’emploi d’un maillage raffiné proche des parois.

Bien qu’elle ait eu beaucoup de succès pour prédire les écoulements, son utilisa-
tion a été moins efficace pour prédire les transferts thermiques convectifs à la sur-
face des parois. Pour Beausoleil-Morrison [16], les mauvaises prévisions des échanges
convectifs superficiels sont le résultat de l’inadéquation des lois de paroi logarith-
miques pour résoudre les écoulements près des parois. Ceci est assez logique étant
donné que dans le bâtiment, la condition d’écoulements pleinement turbulents n’est
pas remplie puisque tous les types d’écoulement sont présents (laminaire, transitoire
et turbulent). La viscosité turbulente est ainsi surestimée par le modèle près des
parois. De nombreux auteurs ont montré que la loi logarithmique des fonctions de
paroi ne pouvait pas conduire à des résultats réalistes dans la plupart des cas [18].
De plus, les résultats sont très sensibles à l’emplacement de la première maille par
rapport à la paroi. Si elle est placée trop près, les échanges convectifs superficiels
sont surestimés, et inversement si elle est trop éloignée.

Néanmoins, il conduit en général à des résultats qui, sans être toujours d’une
précision suffisante, permettent à l’ingénieur de disposer d’une première approche
des caractéristiques locales d’un écoulement turbulent pour une très large gamme
de configurations. Dans le cas des écoulements à proximité des bouches de soufflage
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[24], Einberg et al. précisent qu’il représente le modèle le mieux connu. Comparant
les résultats obtenus en utilisant ce modèle avec des mesures expérimentales. Ces
auteurs obtiennent une précision de ±0,02 m/s pour des vitesses comprises entre 0
et 1 m/s et de ±0,1 K pour la température.

Chassaing [32] en liste les avantages :
– modèle largement répandu,
– prise en compte de la variabilité spatiale de l’agitation turbulente,
– relative simplicité de mise en oeuvre,
– bonne prédiction des écoulements cisaillés simples,

et les défauts :
– dépendance locale et linéaire des tensions turbulentes et du champ moyen,
– schématisation de l’équation pour ǫ,
– peu adapté aux écoulements complexes (recirculations, anisotropie forte, pro-

duction négative,...)
En dépit des efforts de certains auteurs [35] pour développer de nouvelles lois de

paroi, celles-ci restent spécifiques à des régimes d’écoulement particuliers.

2.1.4.2 Modèle à 0 équation

Dans le cadre de simulations du bâtiment, Chen et Xu [17] ont proposé un modèle
de turbulence à 0 équation dans lequel la viscosité turbulente est définie par :

µt = 0.03874ρVcl (2.5)

où :
– Vc : vitesse moyenne locale,
– l : échelle de longueur.

Les auteurs ont comparé ce modèle au modèle k − ǫ standard dans deux cas ca-
ractéristiques des écoulements dans les locaux. Dans le cas d’une ventilation forcée
en deux dimensions, le modèle k − ǫ se révèle plus performant que le modèle à 0
équation pour prédire la portée du jet et le retour de l’écoulement vers le plancher.
Néanmoins, il ne permet pas, contrairement au modèle à 0 équation, de prévoir la
seconde recirculation. Dans le cas d’une convection mixte en trois dimensions, la
comparaison des deux modèles est très sensible au nombre d’Archimède. Ainsi, le
modèle à 0 équation est meilleur pour les hauts nombres d’Archimède, mais moins
bon pour les faibles nombres d’Archimède. Par contre, un nombre moins important
de mailles est nécessaire pour le modèle à 0 équation.

Le principal avantage du modèle à 0 équation réside donc non pas dans sa préci-
sion, mais dans sa simplicité et son besoin plus faible en temps de calcul. Beausoleil
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Morrison et al. l’utilisent ainsi pour initialiser les coefficients d’échange par convec-
tion aux parois [25].

2.1.4.3 Modèle à bas nombre de Reynolds

Le modèle k − ǫ standard contenant des constantes empiriques, il n’est donc va-
lable que pour des couches de cisaillement totalement turbulentes et des jets libres.
L’amélioration de cet aspect des CFD est le but du modèle à bas nombre de Reynolds
qui améliore le traitement des effets de la poussée d’Archimède. C’est en fait une va-
riante du modèle standard qu’il complète par une meilleure prise en compte des effets
de paroi. Comme nous le verrons dans la section (2.1.5), son inconvénient majeur
réside dans la nécessité d’utiliser un maillage très fin qui augmente considérablement
les temps de calcul par rapport au modèle standard.

Il a par exemple été utilisé pour simuler les écoulements de convection mixte
dans une cavité carrée [36], pour des vitesses de soufflage de 0,3 à 0,6 m/s.

2.1.4.4 Modèle RNG k − ǫ

Le modèle de turbulence k− ǫ RNG, initié par Yakhot et Smith [37] est obtenu à
partir de l’application aux équations de Navier Stokes de la méthode mathématique
appelée «renormalisation group». Il diffère du modèle standard par la valeur des
constantes obtenues théoriquement, mais aussi par l’ajout de termes aux équations
vérifiées par k et ǫ. Ceux-ci tiennent compte des effets des bas nombres de Reynolds
pour calculer la viscosité turbulente. Contrairement au modèle standard, le modèle
RNG est donc compatible à la fois avec les écoulements à hauts nombres de Reynolds
et à bas nombres de Reynolds. C’est une capacité particulièrement importante dans
le cas des écoulements intérieurs qui sont souvent limités par des parois, et ont par
conséquent des zones à bas nombre de Reynolds. De plus, les équations gouvernant
l’écoulement peuvent être intégrées aussi bien dans la couche turbulente que dans la
sous-couche visqueuse adjacente aux parois. Aussi les modèles de paroi utilisés avec
le modèle standard ne sont plus nécessaires. Ceci constitue un avantage puisque ces
fonctions sont souvent issues d’écoulements particuliers.

Ce modèle a déjà montré son potentiel dans plusieurs utilisations : [38], [39] ou
encore [22]. Contrairement au modèle standard, il ne surestime pas la viscosité tur-
bulente. Son principal inconvénient réside dans sa complexité qui engendre l’emploi
de maillages plus fins et de pas de temps plus faibles que le modèle standard. Lors de
l’étude de l’écoulement d’air dans une salle blanche [40], la convergence du modèle
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RNG fut par exemple plus difficile à obtenir.

2.1.5 Maillage

Il existe deux types de maillages : les maillages structurés qui peuvent être générés
en reproduisant plusieurs fois une maille, et les non structurés dont les éléments
sont assemblés de manière quelconque. Le choix du type de maillage dépend de
la complexité de la géométrie et des phénomènes physiques. Pour une salle vide
[22], par exemple, le maillage structuré représente un choix évident, et permettra de
représenter convenablement les phénomènes physiques tels que les couches limites
aux parois. Ce n’est plus le cas si on rajoute de nombreux éléments.

Si la discrétisation était faite avec la forme instantanée des équations, alors elle
impliquerait un maillage très fin pour que la maille adjacente aux parois soit située
dans la couche laminaire de la couche limite [18]. En pratique, la section (2.1.4) a
montré que des techniques de modélisation de la turbulence sont utilisées, ce qui
conduit à ne résoudre que des équations moyennées dans le temps. La taille de la
première maille dépend alors du modèle de turbulence utilisé.

2.1.5.1 Taille de la maille adjacente aux parois

La taille de la première maille est caractérisée par la grandeur adimensionnelle
y+ définie par :

y+ =
yparoi
µ
ρ
uτ

(2.6)

où uτ =

√

1
ρ

∣
∣
∣
∂u
∂y

∣
∣
∣ est la vitesse de frottement. Il est intéressant de remarquer que

cette grandeur dépend de la vitesse et donc des résultats de la simulation. Elle ne
peut donc pas être déterminée à l’avance, mais seulement a posteriori.

Si l’on se réfère au manuel de StarCD [41], dans le cas du modèle standard k− ǫ,
la couche limite n’est représentée que par une seule maille dont la position y+ par
rapport au mur doit être comprise entre 30 et 100. Si le noeud est placé trop près,
l’utilité de la loi de paroi est en partie perdue. Dans le cas contraire, le profil de
la vitesse s’éloignera du profil supposé. Dans le cas du modèle à bas nombre de
Reynolds, il n’y a pas de loi de paroi, le maillage doit donc être beaucoup plus fin.
Il est conseillé de choisir une valeur de y+ de l’ordre de l’unité.

Dans le cas des modèles à 0 équation, les coefficients d’échange convectif sont



24 CHAPITRE 2. MODÉLISATION DU CHAMP THERMO-AÉRAULIQUE

fonction entre autre de la taille de la maille adjacente à la paroi. Il y a donc un risque
de dépendance vis à vis du maillage. Un groupe d’auteurs [42] propose de fixer la
taille de la première maille à 0,1 m en convection forcée et à 0,005 m en convection
naturelle.

2.1.5.2 Taille des mailles courantes

Deux paramètres sont importants à vérifier pour les mailles qui ne sont pas
adjacentes aux parois :

– le rapport de forme égal au rapport entre la plus petite et la plus grande
dimension d’une maille,

– le pas de grossissement entre deux mailles successives. Il ne doit pas être ex-
cessif. Des valeurs maximales de 1,2 à 1,5 sont souvent préconisées.

De plus, Einberg et al. [24] précisent que le maillage doit être suffisamment fin au
niveau du soufflage pour réduire les risques de diffusion numérique. En modélisant
l’écoulement 3D dans un local [31], Murakami et Kato précisent que l’énergie ciné-
tique de turbulence, son taux de production et son taux de dissipation atteignent
des valeurs importantes à proximité des jets et notamment à leur périphérie. Un
maillage fin est nécessaire pour tenir compte des brusques changements de leurs
valeurs.

2.1.6 Paramètres de simulation

2.1.6.1 Conditions initiales

Pour un cas donné, il est assez logique de penser que plus les conditions initiales
sont proches du résultat final, et plus la convergence sera rapide à obtenir. De plus,
Rouaud et Havet [40] indiquent que pour le modèle de turbulence RNG, l’énergie
cinétique turbulente initiale k influence énormément la validité des résultats. Dans
le cas de simulations de phénomènes complexes, il sera certainement plus efficace de
faire plusieurs simulations en complexifiant le modèle à chaque étape.

2.1.6.2 Pas de temps des simulations

Il est assez courant parmi les utilisateurs de CFD de choisir la valeur du pas de
temps en utilisant la fonction de courant notée CFL (Courant-Friedrichs-Levy) et
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définie par :

CFL =
umax × ∆t

∆xmin

(2.7)

Il est intéressant de remarquer qu’un CFL inférieur à 1 signifie qu’au cours d’un
pas de temps, le fluide parcourt une distance inférieure à la taille de la plus petite
maille du domaine.

Lors de l’étude de l’écoulement de l’air dans une salle blanche [40], les auteurs
préconisent un CFL de 5 pour le modèle standard k − ǫ et un CFL de 1 pour
le modèle RNG qui est plus difficile à faire converger. Néanmoins, en étudiant la
convection mixte turbulente dans une cavité, Matei et al. [36] ont obtenu un pas
de temps calculé par le CFL de 0,004 s pour une taille minimum de maille de
1 mm. Ce pas de temps était incompatible avec l’échelle de temps thermique de la
cellule étudiée égale à 320 s. Il apparaît donc ici que ce critère peut parfois être trop
restrictif et qu’il doit être assoupli. Dans le manuel d’utilisation du logiciel StarCD
[43], il est précisé que dans le cas d’une simulation instationnaire avec l’algorithme
PISO, le pas doit être idéalement du même ordre de grandeur que δtc, le plus petit
des temps caractéristiques de la convection et de la diffusion, c’est-à-dire :

δtc = min

(
δL

uc
,
δL2

Γ

)

(2.8)

où
– uc : vitesse caractéristique,
– δL : dimension moyenne du maillage,
– Γ : diffusivité thermique caractéristique.
En général, il est même possible d’utiliser une valeur du pas de temps ∆t = 50δtc

tout en obtenant une bonne précision.

2.1.6.3 Conditions turbulentes au soufflage

L’utilisation des modèles de turbulence de type k − ǫ introduit deux nouvelles
variables k et ǫ auxquelles il faut donner une valeur au niveau d’une condition aux
limites de type soufflage.

Dans la pratique, il s’est révélé plus commode d’exprimer ces deux grandeurs en
fonction de l’intensité turbulente TI, variant généralement entre 1 et 6 %, et d’une
longueur de mélange notée lm (équations 2.9 et 2.10). Cette dernière est donnée par
lm = 0,07L où L est la longueur caractéristique du diffuseur.

k =
3

2
(vsoufflage TI)

2 (2.9)
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ǫ = C3/4
µ

k3/2

lm
(2.10)

où :
– vsoufflage vitesse de soufflage,
– Cµ un coefficient empirique.

Il est conseillé de commencer par une valeur élevée de l’intensité turbulente puis de
la diminuer. Dans le cas d’un diffuseur d’air industriel [24], les valeurs de 4 et 12 %
ont été utilisées pour des vitesses de soufflage respectives de 0,2 m/s et 3,9 m/s.

2.1.6.4 Critères de convergence

La résolution des équations de Navier Stokes et de conservation de l’énergie
n’est pas exacte mais seulement approchée. Il faut donc se donner des critères de
convergence pour savoir quand arrêter les simulations. Cette question est d’autant
plus cruciale pour le calcul des vitesses et des températures que ce cas a rencontré
beaucoup moins de succès que le seul calcul des vitesses [16].

Le tableau (2.2) donne les valeurs des résidus normalisés obtenues après conver-
gence dans plusieurs études. Dans la dernière [40], la convergence était aussi vérifiée
par le suivi de l’évolution des variables en trois points différents.

Référence
de l’étude

Résidu normalisé

Vitesse Continuité k ǫ Energie

[22] 10−3 10−3 10−3 10−4 10−6

[24] 10−4 10−4 - - 10−7

[40] < 10−5

Tab. 2.2 – Valeurs des résidus normalisés

2.1.7 Conclusion

L’utilisation des CFD nécessite donc l’emploi de nombreuses techniques et de
modèles variés. Encore une fois, notre objectif n’est pas d’obtenir des données repro-
duisant exactement le champ thermo-aéraulique dans un local expérimental, mais
d’obtenir des données réalistes facilement reproductibles et aisément identifiables
vis-à-vis des modèles utilisés. Aussi, les critères de choix seront plus basés sur les
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connaissances disponibles que sur la capacités des modèles et des techniques utilisées
à représenter une situation réelle.

2.2 Réduction des modèles

Avec l’augmentation des puissances de calcul, les CFD permettent maintenant
d’étudier les distributions spatiales et temporelles de la vitesse, de la température
ou de la concentration de façon détaillée. Mais ils sont trop gourmands en temps et
sont donc incompatibles avec le contrôle en temps réel, ce qui implique le passage
aux modèles réduits. Or, le passage d’un modèle détaillé du type CFD à un modèle
réduit se caractérise de deux manières [44] :

– la diminution de l’ordre du modèle, donc de la mémoire nécessaire pour stocker
les matrices du modèle ainsi que du temps de calcul associé à la résolution du
problème,

– la perte de précision. Le créateur d’un modèle réduit doit donc toujours définir
le compromis le plus judicieux entre gain de temps et précision recherchée,
en fonction du problème physique étudié, de l’application à laquelle il est
confronté et du cahier des charges qui lui est imposé.

Il est donc nécessaire d’établir un compromis entre le besoin de réduction de la taille
des modèles et l’impératif de conserver suffisamment de précision.

Nous allons maintenant examiner plusieurs méthodes de réduction, classées en
deux catégories :

– les méthodes de simplification de la description des phénomènes physiques qui
s’accompagnent généralement d’une diminution de la résolution spatiale du
modèle,

– les méthodes de réduction mathématiques qui engendrent une diminution de
l’ordre de la représentation mathématique des modèles.

2.2.1 Simplification de la description des phénomènes phy-

siques

2.2.1.1 Modèle thermique avec un champ de vitesse donné

Lors de simulations CFD, c’est la résolution des équations de conservation de la
quantité de mouvement qui consomme le plus de temps de calcul à cause de leur non
linéarité. Par des visualisations dans une chambre test [8], Peng a observé que pour
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une situation caractéristique de chauffage (ou de refroidissement), déterminée par la
vitesse et la direction de l’écoulement, l’écoulement dominant pour le transport des
masses d’air et la distribution des températures est relativement stable, bien que
l’écoulement d’air varie en certains points de l’écoulement à cause de la turbulence
et de perturbations. C’est particulièrement vrai dans le cas où l’air chaud (ou froid)
est fourni par une unité de conditionnement d’air équipée d’un ventilateur, c’est-
à-dire lorsque l’écoulement est principalement imposé par l’air soufflé. Ainsi, d’un
côté, le calcul du champ de vitesse prend beaucoup de temps, et de l’autre, celui-
ci ne change pas beaucoup. Peng et Van Paassen répertorient plusieurs références
qui étudient la prédiction de la dynamique des températures intérieures en utilisant
un champ de vitesse fixe obtenu par des simulations CFD [3]. Seule l’équation de
conservation de l’énergie doit alors être résolue, alors que le champ de vitesse et la
viscosité turbulente sont précalculés. Ils montrent de plus que cette méthode peut
prédire de façon satisfaisante la réponse dynamique des températures intérieures et
réduit nettement le temps de calcul en deux dimensions. L’erreur entre les résultats
de ce modèle et des simulations CFD peut atteindre 2°C, mais la configuration de
l’écoulement est toujours bien retrouvée. Néanmoins, cette hypothèse ne suffit pas
pour utiliser ce modèle pour contrôler la température.

Toujours dans le cadre des travaux qui viennent d’être cités, Ghiaus et Ghiaus
[15] mettent en évidence l’erreur commise par cette méthode lorsque les calculs CFD
donnant le champ de vitesse et la viscosité turbulente ne convergent pas suffisam-
ment. La conservation de la masse n’est alors pas respectée dans l’espace discrétisé
ce qui induit une erreur sur la résolution de l’équation de conservation de l’énergie
discrétisée : une masse est ajoutée ou enlevée à chaque itération. Habituellement,
lors d’un calcul CFD des équations de continuité, de conservation de l’énergie et
de conservation de la quantité de mouvement, cette erreur n’existe pas car le cou-
plage entre ces équations induit le calcul de toutes les grandeurs à chaque itération.
L’erreur commise à chaque itération est donc corrigée lors de la suivante. Pour tenir
compte de cette erreur dans le cas du modèle thermique à champ de vitesse fixe, les
auteurs rajoutent un terme correctif à l’équation de conservation de l’énergie. Les
détails de cette correction sont donnés dans le paragraphe (3.2.2.1).

2.2.1.2 Modèles zonaux

Le domaine étudié est découpé en n zones isothermes à géométrie parallélépipé-
dique suivant les trois dimensions, où n est bien moins grand que pour un calcul
CFD. Toutes les zones sont couplées entre elles par des débits massiques d’air et,
pour chacune d’entre elles les bilans massique et thermique (voire de concentration
d’un polluant) sont écrits. Toutefois, la discrétisation du domaine étudié doit tenir
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compte des spécificités des écoulements rencontrés. De plus, Bezzo et al. [45] notent
qu’une des faiblesses de la méthode zonale réside dans la difficulté de caractériser
les flux entre les zones adjacentes, ainsi que certaines quantités mécaniques telles
que le taux de dissipation d’énergie turbulente, qui ont des effets importants sur le
processus existant dans chaque zone.

Inard [46] propose de calculer les échanges de masse par une dégradation des
équations de la mécanique des fluides. Une distinction est faite entre les zones dites
courantes et les zones à écoulements moteurs. Les zones dites courantes ou à faible
vitesse sont représentées par un champ de pression alors que les écoulements moteurs
sont décrits par leur lois de comportement. Pour les premières citées, il est nécessaire
d’introduire des coefficients de décharge qui tiennent compte empiriquement des
effets de viscosité du fluide afin de calculer les débits massiques entre zones. Bien qu’il
soit difficile d’obtenir des valeurs précises pour ce coefficient, les résultats obtenus
pour une cellule d’habitation ou un atrium sont corrects (erreur de l’ordre du degré),
notamment au regard de la précision des mesures servant de référence. Mais au delà
de la connaissance précise des paramètres du cas étudié, Inard précise que la nécessité
de maîtriser les lois physiques qui gouvernent les écoulements moteurs n’est après
tout pas différente du rôle de l’expérience d’un modélisateur CFD lors, par exemple,
de la construction d’un maillage.

Pour remédier à la difficulté du calcul des débits massiques, Bezzo et al. proposent
[45] une approche multi-échelle associant les modèles zonaux et CFD. Cette méthode
est applicable aux systèmes dans lesquels la dynamique du fluide est plus rapide que
les autres phénomènes et peut être décrite par un calcul CFD stationnaire avec un
fluide homogène. Le calcul CFD a pour charge de caractériser les flux entre zones
ainsi que les quantités affectées par les processus de mélange. Ainsi, Peng [3] a
associé, en deux dimensions, les modèles zonaux à l’hypothèse de champ de vitesse
fixé et calculé par une simulation CFD. De plus, pour tenir compte des effets de
la turbulence sur les échanges de chaleur entre zones, il propose une modification
artificielle du modèle, sans pour autant modifier les débits massiques entre zones.
Bien que la précision du modèle zonal soit diminuée par rapport au modèle à champ
de vitesse fixé et à maillage fin, le temps de calcul se trouve maintenant réduit à
l’ordre de la seconde ce qui devient compatible avec le contrôle en temps réel [8].

L’autre problème majeur des modèles zonaux est la définition de zones correctes.
C’est un problème fondamental puisque la façon dont les zones vont être définies
affecte la capacité du modèle à prédire les phénomènes critiques. D’après Bezzo et
Macchietto [47] plusieurs critères gouvernent leur choix : la géométrie des équipe-
ments, les zones montrant des comportements différents, et éventuellement la struc-
ture du maillage CFD ou encore la puissance des ordinateurs. Un découpage manuel
dépend entièrement de l’expérience de l’utilisateur pour identifier des régions bien
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mélangées et homogènes. De plus, l’identification et la localisation de zones dans
le cas d’une géométrie 3D complexe peuvent être compliquées et prendre beaucoup
de temps. Plusieurs auteurs ([47] et [48]) proposent des méthodes pour générer au-
tomatiquement les zones. Néanmoins, une question demeure sans réponse. Au delà
de quel nombre de zones, la précision du modèle zonal ne change plus de façon si-
gnificative ? Par contre, le nombre de zones nécessaires est nettement inférieur au
nombre de mailles utilisées pour un calcul CFD et varie dans les exemples rencon-
trés de moins de 10 pour les cas 2D les plus simples à 10750 pour le cas 3D d’un
atelier industriel [46]. Dans le cadre du contrôle thermique d’un local équipé d’un
ventilo-convecteur [3], Peng distingue plusieurs configurations de la distribution de
température. Pour chacune d’elle, il calcule un champ de vitesse et construit un
modèle zonal. Cependant, l’auteur ne précise pas comment passer d’un modèle à
l’autre lors du contrôle en temps réel.

Ainsi, bien que les modèles zonaux conduisent à des modèles de taille nette-
ment plus faible que dans le cas de modèles CFD, la réduction pourrait parfois
s’avérer insuffisante pour les applications liées au contrôle, notamment dans le cas
d’écoulements complexes. De plus, chaque découpage en zone du modèle est propre
à l’écoulement spécifique pour lequel il a été obtenu. Il n’est donc plus valable si
l’écoulement subit un évolution trop grande. Enfin, les modèles zonaux sont peu
adaptés [46] à la prédiction du champ de vitesse, ce qui pourrait s’avérer à terme
incompatible avec l’étude du confort dont fait partie le contrôle thermique. Basman
et Kalifa [49] complètent en disant que bien que les modèles zonaux soient pratiques
pour évaluer les flux entre zones, ils ne permettent pas d’étudier les distributions
spatiales et temporelles de la vitesse, de la température ou de la concentration à
l’intérieur d’une seule zone.

Enfin, alors que les modèles zonaux ont été initiés pour faire face notamment à
la faiblesse des moyens de calcul, peut-être est-ce le moment de faire le point sur
des techniques de réduction, certes plus gourmandes en calcul, mais exigeant moins
de simplifications physiques.

2.2.2 Réduction mathématique des modèles

Palomo Del Barrio et al. [50] répertorient deux types principaux de méthodes
mathématiques de réduction :

– les méthodes de minimisation : elles sont basées sur un problème de minimi-
sation. Les paramètres du modèle réduit sont calculés pour que l’erreur de
réduction soit minimisée au sens statistique.

– les méthodes spectrales : cette première approche consiste à représenter la
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solution d’un problème physique par une combinaison linéaire des vecteurs
(aussi appelés modes propres) d’une base particulière. Si la projection sur
la base met en évidence un faible nombre de directions principales, alors la
solution du problème physique peut être réduit au calcul des coefficients de
projection associés à ces directions ;

2.2.2.1 Méthodes de minimisation

Identification de fonctions de transfert : cette technique est basée sur la
nécessité de posséder une représentation linéaire du système pour développer un
algorithme de contrôle. Or, même pour les systèmes non linéaires, les modèles sous
forme de fonctions de transfert constituent une bonne approximation de leur com-
portement [12].

A l’origine de ces travaux figure le modèle boîte grise de De Moor et Berckmans
[11]. Bien que la température dans un local ne soit pas homogène, il est possible de
définir un volume de contrôle (ou volume de mélange actif) défini par le plus grand
volume qui peut être considéré comme homogène au regard d’un critère sur le gra-
dient de température. Cette définition peut aussi être appliquée à d’autres champs
scalaires comme l’humidité relative ou la concentration. Deux types de variables
peuvent alors être distinguées :

– les variables globales relatives à tout le local, le débit de ventilation q et la
puissance de chauffage par exemple W ;

– les variables locales propres à chaque volume de contrôle, telles que qc et Wc

qui sont respectivement la part du débit total q et la part de la puissance de
chauffe W qui rentrent dans le volume de contrôle. Elles sont évaluées à partir
de données expérimentales.

En appliquant la loi de conservation de l’énergie à chaque volume de contrôle, les
auteurs obtiennent :

dθ

dt
= −βqcθ + βqcθext + δWc (2.11)

où θext est la température extérieure, β et δ dépendent uniquement des constantes
physiques du fluide. Ce modèle est donc basé à la fois sur les lois physiques et sur
des données, d’où le nom de modèle DBM (Data Based Mechanistic).

Par rapport aux modèles zonaux, cette méthode a l’avantage de ne pas prendre
en compte les échanges entre les volumes de contrôle. Par contre, elle ne permet
pas d’assurer que l’ordre du modèle est suffisamment élevé. De plus, elle repose
sur l’hypothèse que les modes dominants des transferts d’énergie dans le bâtiment
peuvent être capturés efficacement par des données expérimentales ou numériques
[13]. L’efficacité de cette approche repose donc sur la représentativité et la qualité
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des données temporelles.

Généralisant cette méthode, Taylor et Zerihun Desta partent d’une fonction de
transfert dont les paramètres (ordres et coefficients) sont totalement inconnus. Dans
[14], les auteurs proposent la représentation suivante du modèle :








θ1(k)

θ2(k)
...

θn(k)








=









Z11(z−1)
X11(z−1)

Z12(z−1)
X12(z−1)

· · · Z1m(z−1)
X1m(z−1)

Z21(z−1)
X21(z−1)

Z22(z−1)
X22(z−1)

· · · Z2m(z−1)
X2m(z−1)

...
...

...
Zn1(z−1)
Xn1(z−1)

Zn2(z−1)
Xn2(z−1)

· · · Znm(z−1)
Xnm(z−1)









×








θsoufflage 1(k)

θsoufflage 2(k)
...

θsoufflage n(k)








(2.12)

où :
– θi : température du iième volume de contrôle,
– θsoufflage j : température de soufflage de la jième bouche de soufflage,
– Xij et Zij : polynômes,
– z−1 : opérateur dérivé discret.
L’ordre et les coefficients des polynômes sont obtenus par la minimisation du

critère d’identification de Young (critère YIC) qui comporte deux termes :
– le premier mesure la qualité de reconstruction des données ;
– le deuxième mesure la qualité d’estimation des paramètres.
Bien que cette méthode ait donné de bons résultats dans le cadre du contrôle

de grandeurs scalaires dans un local avec 36 volumes de contrôle, il est légitime de
s’interroger sur sa faisabilité pour un problème plus complexe ou pour le contrôle
d’une grandeur vectorielle comme la vitesse. De plus, la validité du modèle n’a
semble-t’il pas été évaluée en dehors de l’intervalle des variables utilisé pour la
construction.

Autres méthodes : d’autres méthodes [50] sont basées sur la minimisation d’une
fonctionnelle de coût. Le choix de celle-ci dépend beaucoup du choix de la norme
utilisée pour réduire l’effort de calcul. On donnera comme exemple la norme de
Hankel (norme H∞) et une norme quadratique (norme L2). Malheureusement, la
résolution numérique de tels problèmes s’avère généralement difficile.

2.2.2.2 Méthodes spectrales : La décomposition orthogonale aux valeurs

propres (POD)

De nombreuses méthodes de réduction sont basées sur ce principe [50] :
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– les méthodes de troncature d’une base modale ;
– les méthodes de troncature d’une base singulière ;
– les méthodes de symétrisation basées sur l’équilibrage des résultats du modèle

initial.
Il a été démontré que les méthodes basées sur la troncature d’une base singulière

et les méthodes de symétrisation conduisent en général à de meilleurs résultats que
les méthodes de troncature d’une base modale. Palomo Del Barrio [50] met cette re-
marque en évidence dans le cas d’un modèle représentant le comportement thermique
d’un bâtiment. Utilisant plusieurs types de méthodes, elle obtient les meilleurs ré-
sultats avec la technique de Moore qui est une méthode de symétrisation. Toutefois,
son modèle initial ne comportait que 163 équations. Effectivement, Videcoq et Petit
[51] précisent que beaucoup de ces méthodes de réduction reposent sur la sélection
de modes propres et donc l’inversion de matrices, ce qui peut être difficile dans le
cas de systèmes importants. La décomposition orthogonale aux valeurs propres (ou
POD pour Proper Orthogonal Decomposition) basée sur la troncature d’une base
modale, réussit à contourner cette difficulté.

Description de la POD : La POD peut être définie comme une technique sta-
tistique qui calcule des fonctions physiques (structures) qui sont le mieux corrélées
en moyenne avec un champ donné [52].

Considérons X(x,t) un ensemble d’observations, aussi appelées snapshots, d’un
processus physique, obtenues en N instants différents sur un domaine spatial noté Ω.
Ces observations peuvent être issues de données expérimentales ou numériques cor-
respondant à des champs de vitesse, de vorticité, de température,... Nous cherchons
une fonction Φ qui possède, au sens des moindres carrés, la plus grande projection
sur les observations, c’est-à-dire :

{

(X,Φ) = maxΨ∈L2(Ω)(X,Ψ)

(Φ,Φ) = 1
(2.13)

où :
– L2(Ω) : espace des fonctions de carré intégrable sur le domaine Ω,
– • : opérateur statistique de moyenne,
– (•,•) : produit scalaire de L2 défini par (Φ,Ψ) =

∫

Ω
Φ(x)tΨ(x)dx

Un calcul variationnel [53] permet de montrer que l’expression (2.13) est équivalente
à l’intégrale de Fredholm définie par le problème aux valeurs propres suivant :

Trouver λ ∈ R et Φ ∈ L2(Ω) tels que
∫

Ω

R(x,x′)Φ(x′)dx′ = λΦ(x), (2.14)

où R est le tenseur de corrélation spatiale défini par :

Rij(x,x
′) = Xi(x,t)Xj(x′,t) (2.15)
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Les solutions Φn sont communément appelées fonctions propres empiriques, modes
propres orthogonaux ou modes principaux. Du fait de l’orthogonalité de la base ainsi
constituée, le vecteur X peut s’écrire :

X(x,t) =

∞∑

n=1

bn(t)Φn(x), avec bn(t) = (X(x,t),Φn) (2.16)

Cette formulation sera appelée la décomposition POD directe du champ X. Les
coefficients bn(t) sont incorrélés et leurs valeurs moyennes sont les valeurs propres
λn :

bn(t)b∗m(t) = δnmλn (2.17)

R étant symétrique et définie semi-positive, toutes les valeurs propres sont réelles
et non négatives. Elles peuvent donc être ordonnées : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN . Chaque
valeur propre représente pour le mode correspondant sa contribution à une énergie
moyenne [54] :

E = (X,X) (2.18)

Cette notion d’énergie ne représente pas forcément une énergie physique. Si X est
un champ de vitesse, alors cette notion est à rapprocher de l’énergie cinétique de
l’écoulement, alors que pour la température, elle représente plutôt la quantité d’in-
formations contenue dans le mode. Deane et Sirovich [54] en donnent l’illustration
suivante : le fait que le premier mode capture par exemple 65% de l’énergie peut
signifier statistiquement que l’écoulement dépense 65% de son temps à exécuter ce
mouvement. La principale propriété de la POD est alors son habileté à donner la
meilleure approximation de l’écoulement au sens énergétique. Ainsi, l’énergie conte-
nue dans les M premiers modes est toujours supérieure à l’énergie contenue dans
n’importe qu’elle autre base de dimension M comme par exemple la base de Fourier
[55].

Dans la pratique, et notamment si les snapshots ont été obtenus par des simula-
tions numériques, le calcul du tenseur R peut s’avérer très long. Aussi, pour réduire
la taille du problème aux valeurs propres à résoudre, la méthode des snapshots,
introduite par Sirovich [56], propose d’exprimer les modes propres en fonction des
données originales :

Φn(x,tk) =

N∑

k=1

X(x,tk)cnk (2.19)

Le problème aux valeurs propres à résoudre devient alors :

Trouver λn et cnj tels que
N∑

k=1

Ckjcnk = λncnj pour j ∈ [1,N ] (2.20)
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où cnk est la kième composante de la constante associée au nième mode, et C le tenseur
de corrélation temporelle défini par :

Ckj =
1

N

∫

Ω

Xi(x,tj)Xi(x,tk) (2.21)

Alors que le problème aux valeurs propres (2.14) est de dimension Nm ×Nm, où Nm

est le nombre de mesures spatiales, le problème issu de la méthode des snapshots
est de dimension N ×N où N est le nombre de mesures temporelles. Dans le cas de
simulations numériques, le maillage spatial est important mais la taille temporelle
est limitée, la méthode des snapshots est donc plus aisée à résoudre.

Plusieurs auteurs soulignent l’intérêt d’une telle méthode. Liang et al. [57] et
Chatterjee [58] l’utilisent notamment pour l’analyse de données de grandes dimen-
sions. En 1993, Christensen et al. [59] écrivent que la description d’un phénomène
physique complexe peut ainsi être réduit de plusieurs ordres. Couplet et al. [60]
confirment que puisque la POD extrait des données les structures les plus énergé-
tiques en moyenne, la construction d’un modèle réduit avec la base POD permet
une analyse physique de l’écoulement en termes de structures cohérentes.

Construction du modèle d’ordre réduit : il existe plusieurs méthodes pour
construire un modèle d’ordre réduit à partir d’une base POD :

– Projection d’un modèle d’ordre élevé
La première étape consiste à discrétiser les équations différentielles qui dé-
crivent le phénomène physique étudié. Alors que Videcoq et Petit [51] n’ap-
pliquent qu’une discrétisation spatiale afin d’obtenir un système d’état, van
Doren et al. [61] réalisent également une discrétisation temporelle. Ce choix
dépend en fait de l’utilisation qui sera faite du modèle. Mais dans les deux cas,
la dimension du système obtenu est proportionnelle à la taille Nm du maillage
spatial utilisé. Videcoq et Petit [51] obtiennent par exemple un système dyna-
mique d’ordre élevé de la forme :

{

Ẋ(t) = AX(t) + Bu(t)

y(t) = CX(t) + Du(t)
(2.22)

X est un vecteur qui peut contenir la température de chaque maille (système de
dimension Nm), la concentration, les composantes du vecteur vitesse (système
de dimension 3Nm en trois dimensions) ou bien plusieurs de ces grandeurs.
Ensuite, un ensemble de snapshots est construit à partir de simulations nu-
mériques ou de mesures. Il doit représenter le comportement dynamique du
système. Par application de la POD, une base de projection est obtenue et
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permet de décomposer tout vecteur X :

X(x,t) =

M∑

i=1

ai(t)Φi(x) (2.23)

où M est le nombre de modes conservés.
Après avoir remplacé X par l’expression (2.23) dans l’équation (2.22), l’étape
finale consiste ensuite à projeter le système d’état sur la base POD. Le système
d’ordre réduit peut alors se mettre sous la forme suivante :

{

ȧ(t) = Ara(t) + Bru(t)

y(t) = Cra(t) + Dru(t)
(2.24)

Sa dimension est égale à M qui est nettement inférieure à Nm la dimension du
système d’ordre élevé.

– Projection de Galerkin
Cette méthode est très similaire à la précédente dont elle diffère seulement
par l’ordre des étapes de discrétisation et de projection. En effet, les équations
différentielles décrivant le modèle physique sont d’abord projetées avant d’être
discrétisées. Prenons l’exemple de l’équation de conservation de l’énergie sans
terme source :

∂θ

∂t
= −v · gradθ + div

(

agradθ

)

(2.25)

Une fois la POD appliquée au champ de température, on obtient :

θ(x,t) =

M∑

i=1

ai(t)Φi(x) (2.26)

En substituant cette expression dans l’équation (2.25), il vient :

M∑

i=1

Φi
dai

dt
= −

M∑

i=1

aiv · gradΦi +
M∑

i=1

aidiv

(

agradΦi

)

(2.27)

En projetant sur la base POD et en tenant compte de l’orthogonalité des
vecteurs de la base, un système d’ordre réduit de M équations est obtenu :

dam

dt
=

M∑

i=1

(

Φm,− v · gradΦi + div

(

agradΦi

))

ai (2.28)

Dans l’hypothèse où v et a sont constants, il suffit de calculer une fois pour
toute le coefficient de l’équation (2.28).
Ainsi, Afanasiev et Hinze [62] utilisent la POD pour obtenir un modèle de
dimension réduite des équations de Navier-Stockes afin de contrôler un écou-
lement. Gunes [63] applique cette méthode aux champs de vitesse et de tem-
pérature en créant une base pour chacune de ces deux grandeurs. Il obtient
alors deux systèmes d’équations réduits qui conservent le couplage entre la
température et la vitesse. Allery et al. [64] l’appliquent à l’écoulement dans
une cavité ventilée pour étudier la dispersion particulaire.
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Quelques soit la méthode utilisée, cette technique conduit à des modèles de di-
mensions très faibles ce qui en facilite [51] et en accélère [65] la résolution numérique.
Dans ce dernier article, Ravindran s’en sert pour analyser les stabilités et les bifur-
cations de certains écoulements.

Il a été constaté que le premier mode de la décomposition représente le champ
moyen. Ainsi le modèle est généralement calculé non pas pour le champ total, mais
seulement pour le champ fluctuant obtenu par soustraction du champ moyen au
champ total :

X(x,t) = Xmoy(x) +

M∑

i=1

ai(t)Φi(x) (2.29)

Van Doren et al. [61] estiment que cette étape augmente le niveau de détail de la
reconstruction par le modèle réduit, en particulier dans le cas de snapshots proches.
En effet, l’écart entre le premier mode et les autres est alors plus faible.

Etudiant la validité de la projection de Galerkin, Couplet et al. [66] rappellent
que les écoulements laminaires ou transitionnels sont souvent gouvernés par un faible
nombre de structures cohérentes. Cette méthode permet donc d’obtenir un modèle
d’ordre faible, et se révèle alors très intéressante pour le contrôle. Par contre, pour
les écoulements turbulents, le modèle réduit obtenu peut être imprécis voire instable.
Plusieurs raisons peuvent expliquer ce phénomène :

– l’incompatibilité des données sur lesquelles la POD est appliquée avec la formu-
lation variationnelle sur laquelle la méthode Galerkin est basée. Par exemple,
des données extraites d’un code aux volumes finis ne sont pas compatibles avec
la discrétisation numérique d’une formulation variationnelle,

– lors de la troncature, tous les transferts entre les larges et les petites échelles
de l’écoulement sont négligés. Pourtant dans les écoulements turbulents, les
petites échelles dissipent une partie de l’énergie des grandes échelles.

Pour corriger l’erreur de troncature, de nombreux auteurs (Sirovich et Deane
[67], Podvin et Le Quere [68], Rempfer [69], Allery [53], Couplet et al. [70], ...)
utilisent le modèle de Heisenberg basé sur l’hypothèse que l’effet des modes d’ordre
élevé sur les modes d’ordre faible est équivalent à l’augmentation de la dissipation,
d’où l’ajout d’une viscosité artificielle. Celle-ci dépend de l’indice du mode et de
l’indice de troncature. Plusieurs observations en découlent :

– la valeur maximale est obtenue pour un indice proche de l’indice de troncature
et reste quasiment constante quelque soit l’indice de troncature ;

– la viscosité est une fonction décroissante de l’indice de troncature pour un
même mode.

Cordier et Bergmann [71] proposent de déterminer les viscosités tourbillonnaires à
ajouter sur chacun des modes POD par une calibration optimale du modèle réduit.
Cette technique conduit alors à un problème de minimisation sous contrainte, dans
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lequel on cherche à minimiser l’écart entre les coefficients temporels calculés par le
modèle réduit et ceux calculés par projection directe sur la base POD, en agissant
sur la viscosité tourbillonnaire comme variable de contrôle. Allery propose quand à
lui une correction qui se traduit par l’ajout d’un terme source et d’un terme linéaire
au système différentiel initial. Ces termes supplémentaires sont obtenus à l’aide des
coefficients temporels issus de la projection directe de la POD.

Bien que ce type de correction ait montré de bons résultats, Couplet et al. [66]
rappellent que d’autres erreurs sont commises lors de la résolution d’un modèle ré-
duit par la POD, telles que les erreurs numériques auxquelles sont très sensibles les
systèmes d’équations différentielles ordinaires, ou encore les erreurs de traitement
des conditions aux limites. Les méthodes de correction qu’il propose permettent
d’ajuster les coefficients du modèle réduit en résolvant un problème de minimisa-
tion. Le nouveau modèle réduit devra alors retrouver de façon optimale les données
utilisées pour calculer la base POD, en étant construit à partir du modèle réduit ori-
ginal. L’auteur s’interroge néanmoins sur l’interprétation physique des calibrations
obtenues et sur son impact sur le contrôle actif d’un écoulement instationnaire

Troncature de la base POD : La taille du modèle d’ordre réduit du nombre de
modes conservés. Pour le déterminer, Sirovich et Deane [67] proposent de calculer
l’amplitude cumulée relative des valeurs propres :

Ek =

∑k
i=1 λi

∑∞
i=1 λi

(2.30)

Elle donne le pourcentage d’énergie contenue dans les k premiers modes. Dans le cas
de la distribution de température dans un local, Basman et Khalifa [49] affirment
qu’il suffit d’avoir EM > 95% et que ce critère peut être diminué en fonction de la
précision désirée. Par contre, ils rajoutent qu’il ne permet pas de juger de la capacité
d’un modèle réduit avec la base POD de prévoir des conditions non présentes dans
les snapshots. Pour l’étude de la convection de Rayleigh-Benard [67], Sirovich et
Deane utilisent un critère plus complet en introduisant la dimension de Karhunen-
Loéve dKL définie par dKL = M telle que EM > 0,9 et λM

λ1

< 10−2. La deuxième
condition permet de garantir que le premier mode exclu représente une amplitude
au moins 100 fois plus faible que celle du premier mode conservé.

Ces critères doivent toutefois être pondérés en fonction de l’application. Par
exemple, dans le cas du contrôle optimal d’un système, Atwell [72] met en évidence
l’existence d’un gain fonctionnel issu du calcul du contrôleur optimal. Celui-ci repré-
sente l’action du paramètre contrôlé sur l’ensemble du domaine. La base construite
avec la POD doit donc être capable de reconstruire correctement ce gain fonctionnel
pour que le modèle réduit soit capable de bien contrôler le système.
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Enfin, Doren remarque l’influence de la taille du maillage et du nombre de snap-
shots sur le nombre de modes conservés [61]. Ainsi la dimension du modèle augmente
de façon asymptotique avec le nombre de snapshots utilisés, traduisant clairement
l’augmentation des informations contenues dans les snapshots. Elle augmente éga-
lement avec le raffinement du maillage.

Contrôle des modèles réduits : des travaux montrent une bonne adéquation
entre les modèles réduits avec la base POD et le contrôle en temps réel. Ly et Tran
[73] soulignent qu’en raison de l’optimalité de la POD, cette approche garantit que
le nombre de paramètres décrivant le processus physique est le plus petit possible.
En conséquence, le contrôle d’un tel processus devient évident. Podvin et Le Quéré
[68] mettent également l’accent sur le potentiel de cette technique puisqu’il existe
de nombreuses situations nécessitant des approximations rapides et peu coûteuses
plutôt que des solutions complètes et précises ; par exemple, le contrôle en boucle
fermée et en temps réel qui ne possède pas assez de temps pour calculer la solution
complète entre la mesure et l’action. Basman et Khalifa [49] appliquent la POD
au champ thermo-convectif d’un local de bureau (3 × 3 × 4 m) climatisé par le
plafond. Le vecteur X à projeter sur la base POD est composé de l’amplitude de la
vitesse et de la température en chaque point d’un maillage CFD en trois dimensions.
A partir de snapshot calculés par les simulations CFD, il suffit de 3 modes pour
capturer 96% de l’énergie. Le premier mode capture à lui seul 88% de l’énergie.
Avec 8 modes, l’écart type entre le vecteur reconstruit par l’expression (2.29) et les
résultats CFD est inférieur à 5 mm/s pour la vitesse et 0,05 °C pour la température.
Les auteurs concluent que cette technique devrait être particulièrement adaptée au
contrôle thermique des locaux en raison d’une part de la rapidité de reconstruction
du champ (à peine quelques secondes), et d’autre part de leur capacité à calculer les
distributions spatiales.

De plus, plusieurs auteurs étudient l’effet du contrôle sur la base POD. Dans le
cas du contrôle du décollement sur un profil d’aile d’avion, Favier et Kourta [74] se
rendent compte que la plus grosse influence du contrôle est subie par le premier mode.
Prabhu et al. [75] observent l’effet de plusieurs stratégies de contrôle sur la structure
d’une base POD dans le cas d’un écoulement turbulent bordé par des parois. Les
résultats montrent que la base POD construite sur un écoulement non contrôlé doit
absolument être complétée par des éléments extraits d’un écoulement contrôlé avant
d’être utilisée dans un modèle d’ordre réduit pour du contrôle prédictif. Dans le cas
d’écoulements laminaires, il y a eu plusieurs applications réussies. Cependant, l’état
de la variable contrôlée était en général connue et la dimension du système était
assez petite pour qu’une troncature importante de la base POD soit utilisée. Par
contre, dans le cas d’écoulements turbulents, où la dimension des systèmes est plus
importante, le succès de la POD pour construire des modèles d’ordre réduit n’est
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pas aussi claire. Prabhu et al. [75] pointent le fait que la base POD est intrinsèque à
l’écoulement avec lequel elle est calculée. Ainsi sous l’action du contrôle, l’écoulement
étant modifié, elle doit aussi être modifiée. Ceci implique la recherche d’une base
adaptative. Néanmoins, pour des écoulements utilisant des stratégies de contrôle peu
efficaces, un modèle de dimension faible basé sur une base POD, construite avec un
écoulement non contrôlé, peut donner de bons résultats avec un faible nombre de
modes. Mais l’erreur augmente avec le nombre de modes conservés, ce qui traduit que
les premiers modes traduisent peu l’influence d’un tel contrôle. Par contre, construire
un modèle de dimension faible pour un écoulement contrôlé de manière plus efficace
(contrôle optimal par exemple) avec cette même base POD nécessitera l’ajout d’un
terme tenant compte des effets du contrôle. A l’opposé, dans [76], l’auteur applique
la théorie du contrôle optimal à un modèle réduit avec la technique des snapshots. La
base POD de dimension 5 est construite à partir de snapshots issus d’une simulation
du système non contrôlé.

Enfin, Atwell s’interroge sur le moment où doit intervenir la réduction [72]. En
effet, lorsque le contrôle est réellement appliqué, il est couplé avec un système réel,
et non avec une équation différentielle discrétisée. Aussi, réduire l’ordre du modèle
représentant le système physique n’est pas nécessaire pour le contrôle à partir du
moment où il est possible de calculer un contrôleur d’ordre réduit. Trois méthodes
différentes pour créer le contrôleur de taille réduite sont comparées :

– Approche «construction puis réduction» : les modèles d’état du système et
de l’estimateur ainsi que le contrôleur sont d’abord calculés puis projetés sur
la base. L’approximation de la loi de contrôle est bonne mais demande beau-
coup de temps de calcul. Mais alors que la boucle fermée semble bien réagir,
l’estimateur n’arrive pas à prédire l’état du système.

– Approche «réduction puis construction» : le modèle d’état du système est
construit puis projeté. Le contrôleur et l’estimateur sont calculés à partir
du modèle d’ordre réduit du système. Une mauvaise approximation de loi de
contrôle du modèle d’ordre élevé est obtenue.

– Approche hybride : le modèle d’état du système et le contrôleur sont calculés
puis réduits. L’estimateur réduit est ensuite calculé. La loi de contrôle est très
bien retrouvée.

Pourtant dans le cas du contrôle en boucle fermée de la convection naturelle [77],
Park et Lee montrent que l’approche «réduction puis construction» peut donner des
résultats très convenables. A noter que dans cette étude, les équations du moment
et de l’énergie sont réduites sur des bases différentes tout en conservant le couplage.

Choix des snapshots : en fin de compte, il apparaît que l’étape la plus impor-
tante dans la construction d’une base POD réside dans le choix des snapshots. Atwell
[72] a bien identifié les difficultés inhérentes à ce choix :
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– Combien de snapshots sont nécessaires pour avoir une bonne information ?
– Quelle doit être la durée des simulations pour générer les snapshots ?
– Quelle doit être la condition initiale ?
– Comment incorporer des informations relatives au contrôle ?

Bien qu’il n’existe pas de règles générales pour construire l’ensemble de données
servant à la construction de la base POD [78], Singh et al. [79] donnent un principe
à respecter pour ce choix : la réussite d’une telle méthode repose sur la capacité des
modèles POD à capturer la dynamique des équations avec une bonne précision. Aussi
la POD doit être construite à partir d’un écoulement suffisamment riche grâce à une
excitation adéquate des modes pour capturer la majeure partie de l’énergie. Guidé
par ce même principe Park et Lee [77] proposent d’appliquer la POD au contrôle
en boucle fermée de la convection naturelle. Deux paramètres adimensionnels de
contrôle sont identifiés : G qui caractérise l’amplitude de la source de chaleur et
H le nombre d’Hartmann qui commande la vitesse. H peut varier entre 0 et 400,
alors que G reste proche de 15. Il démontre alors que pour exciter tous les modes
propres décrivant le comportement du système lorsque H varie arbitrairement, il
suffit d’extraire les snapshots des simulations suivantes :

1. simulation à G = 15 et H = 0 afin d’obtenir la condition initiale,

2. simulation instationnaire avec G = 15 et H passant de 0 à 400 à t = 0 ; 500
snapshots sont enregistrés,

3. simulation instationnaire avec G = 15 et H passant de 400 à 0 à t = 0 ; 500
snapshots sont enregistrés.

Christensen et al. [59] ont utilisé un modèle réduit avec la POD pour retrouver
les bifurcations d’un système fluide lors de son processus de transition entre un ré-
gime laminaire et turbulent. Le nombre de Reynolds est le paramètre gouvernant
l’écoulement. Pour les nombres de Reynolds conduisant à un régime permanent, seul
le snapshot contenant le régime permanent final est conservé. Pour les nombres de
Reynolds conduisant à un régime pseudo permanent, plusieurs snapshots réguliè-
rement répartis en temps sont gardés. A la base POD générée avec ces snapshots,
sont rajoutés des modes supplémentaires. Ainsi pour tenir compte de la bifurcation,
les régimes permanent et pseudo-permanent nés lors de la bifurcation sont rajoutés
comme fonction du nombre de Reynolds. Pour être sûr que le modèle d’ordre réduit
représente la dynamique non seulement aux nombres de Reynolds correspondant
aux snapshots mais aussi pour toute valeur intermédiaire, des modes représentant
la direction de déplacement sont rajoutés. Les vecteurs de déplacement sont définis
comme les différences des moyennes des snapshots de chaque nombre de Reynolds.
Plusieurs façons de rajouter ces modes ont été testées, toutes donnent de bons ré-
sultats.

Singh et al. [79] évitent le problème de l’influence du contrôle sur la base POD
en utilisant la méthode de la fonction de contrôle basée sur une décomposition
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du champ X, non pas en deux parties, mais en trois : le champ moyen, le champ
fluctuant projeté sur la base POD et le terme de contrôle :

X = Xmoy +

M∑

k=1

akΦk + γΦc (2.31)

où Φc est la fonction de contrôle.

Contrairement à la plupart des auteurs, Atwell [72] n’utilise pas de simulations
temporelles pour calculer les snapshots. Dans certains cas, la loi de contrôle peut
se mettre sous une forme intégrale dont le noyau, appelé gain fonctionnel, donne
un aperçu de la dynamique du contrôleur ou de ses caractéristiques. Les régions
où le gain fonctionnel est grand correspondent à une importante contribution à la
valeur de l’état estimé lors du contrôle. La dimension du gain fonctionnel est égale
au nombre de paramètres de contrôle. Si cette dimension n’est pas trop faible, ce
gain fonctionnel peut être utilisé pour créer la base POD car il contient toutes les
informations sur le comportement du système contrôlé. Par contre, cette base ne
pourra pas servir à faire des simulations, mais seulement à définir un contrôleur.
Quelque soit la méthode retenue pour construire la base, celle-ci doit être capable
de bien reconstituer le gain fonctionnel. Atwell a comparé trois méthodes :

– à partir des gains fonctionnels. La base obtenue donne bien évidemment une
bonne approximation des gains fonctionnels ;

– à partir de snapshots temporels issus d’une simulation longue du système
contrôlé de façon optimale. La projection des gains fonctionnels sur cette base
ne donne pas une bonne approximation. Par conséquent, l’approximation de
la loi de contrôle optimal sera aussi mauvaise et affectera la performance et la
robustesse du système ;

– à partir des snapshots issus des simulations d’une famille de contrôle (des éche-
lons dans ce cas). Les résultats sont bien meilleurs que dans le cas précédent,
mais moins bons que pour la première méthode.

Enfin Afanasiev et Hinze [62] ainsi que Ravindran [65] ont choisi de construire
leur base de façon itérative en proposant des procédures assez similaires :

1. construction d’un modèle d’ordre réduit à partir d’une base POD extraite de
la réponse du modèle d’ordre élevé contrôlé ou pas ;

2. résolution du problème de contrôle optimal avec ce modèle ;

3. la solution est utilisée en contrôle du modèle d’ordre élevé pour calculer de
nouveaux snapshots rajoutés aux précédents pour Afanasiev, ou remplaçant
les précédents pour Ravindran ;

4. l’étape 1 est de nouveau calculée jusqu’à convergence de la solution du pro-
blème de contrôle optimal.

La résolution de cet algorithme a besoin d’un très faible nombre d’itérations.
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Validité de la base et des modèles d’ordre réduit Les snapshots sont donc
extraits de simulations de conditions particulières. La question de la validité des
bases ainsi obtenues et donc des modèles d’ordre réduit , en dehors de ces conditions
de simulation, peut donc se poser

Gunes [80] applique la projection de Galerkin à un système gouverné par les
nombres adimensionnels de Prandtl (Pr) et de Grashof (Gr), en construisant la base
POD avec des simulations pour un couple (Pr0, Gr0) fixé, qui est nommé couple
de design. Si le modèle réduit ainsi calculé arrive très bien à retrouver les résultats
au couple de design, il obtient également de très bons résultats pour des conditions
proches, (Pr0, Gr) par exemple avec Gr proche de Gr0. Loin des conditions de
design, Gunes retrouve qualitativement les résultats du modèle d’ordre élevé.

Dans le cas de la convection de Rayleigh-Bénard [73], Ly et Tran utilisent 22
snapshots qui correspondent chacun à un régime permanent obtenu en faisant varier
le paramètre principal, le nombre de Rayleigh Ra, sur un intervalle discret. Ils ob-
tiennent la décomposition POD de dimension 3 de la distribution de température :

θRa = θmoy +
3∑

k=1

aRa
k Φk (2.32)

où θmoy est la température moyenne calculée sur l’ensemble des snapshots. Pour
les valeurs intermédiaires du nombre de Rayleigh, les coefficients temporels de la
décomposition sont calculés par interpolation cubique. L’erreur obtenue lors de la
reconstitution du champ est inférieure à 3%.

Doren et al. [61] confirme que plus l’entrée diffère de celle utilisée pour la cons-
truction des snapshots, plus les résultats du modèle réduit s’éloignent de ceux du
modèle d’ordre élevé. De plus, il considère impossible de spécifier a priori la validité
d’un modèle réduit. Il fait donc le choix de valider fréquemment le modèle réduit
avec le modèle d’ordre élevé en recalculant régulièrement la base de projection.

Néanmoins, plusieurs auteurs estiment que dans certains cas, il est possible de dé-
terminer un comportement spécifique de certains modes. Raju et al. [81] remarquent
ainsi que la structure des modes dominants reste qualitativement la même quelque
soit le nombre de Reynolds. Deane et Sirovich [54] vont plus loin en examinant la
variation des modes de la base POD en fonction du nombre de Rayleigh dans le
cas de la convection chaotique de Rayleigh-Bénard et pour de faibles nombres de
Rayleigh. Ils obtiennent alors une base analytique.
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2.2.3 Conclusion

Les nombreux exemples d’utilisation de la technique des snapshots montrent
qu’il est possible de réduire l’étude de systèmes physiques à des systèmes de taille
très limitée (inférieure à 10) que ce soit en 2 ou 3 dimensions. De plus, contraire-
ment à d’autres techniques, elle n’est pas limitée par la puissance des moyens de
calcul actuels, ni par le type de grandeurs étudiées (scalaires ou vectorielles). Cette
technique de réduction semble donc présenter un bon potentiel dans le cadre du
contrôle thermique des locaux et l’étude du confort. Finalement son inconvénient
majeur réside sans doute dans l’absence de méthode précise afin de créer l’ensemble
de snapshots. Les nombreuses applications citées ont du permettre au lecteur de s’en
rendre compte, mais lui fournisse également de nombreuses pistes de réflexion dans
l’optique d’une prochaine utilisation.
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Chapitre 3

Modèles d’ordre élevé

Ce chapitre est consacré aux deux modèles d’ordre élevé que nous avons utilisé.
Le premier est un modèle CFD complet qui va nous permettre entre autres d’obtenir
des données de référence pour la suite de ce travail. Le deuxième est aussi un modèle
CFD construit en appliquant l’hypothèse d’un champ de vitesse fixé.

3.1 Données de référence

L’objectif de notre travail est de montrer la faisabilité de la prise en compte
du champ thermo-convectif pour le contrôle thermique des locaux. Il faudra donc
notamment montrer que la méthode proposée permet de prédire avec une préci-
sion suffisante des données de référence supposées fidèles à la réalité. Il existe au
moins deux alternatives pour construire un ensemble de données de référence. La
première consiste à utiliser un local expérimental tel que la cellule d’essais étudiée
par Meslem et al. [82] qui est très proche de notre configuration. Seulement, une ex-
périmentation demande un travail amont important qui conduit à un projet souvent
coûteux et limité quant au nombre de configurations réalisables. De plus, si cette
approche nous assure par définition la proximité avec les phénomènes réels, elle ne
nous permet pas un accès toujours suffisant à la nature et à la quantification des
phénomènes physiques. En effet, il n’est pas toujours évident de les mesurer préci-
sément. Par exemple, alors que la mesure du champ de vitesse est possible avec une
bonne définition géométrique grâce à des techniques non intrusives comme la PIV
(pour Particle Image Velocimetry) [39], la mesure des distributions de température
est plus délicate surtout pour les faibles écarts de températures (quelques degrés)
rencontrés dans les locaux. Ainsi, bien qu’il existe des modèles nous permettant de
lever certaines de ces indéterminations, les erreurs commises risquent de se confondre
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avec celles engendrées par nos propres modèles. La deuxième solution conduit à l’uti-
lisation d’un logiciel de CFD afin de simuler le champ thermo-convectif. Seulement,
l’obtention de données fidèles à un local réel nécessite beaucoup d’expertise de la
part de l’utilisateur. De plus, certains phénomènes comme les recirculations s’avèrent
parfois difficiles voir impossibles à retrouver. Néanmoins, cette approche garantit en
principe la connaissance de tous les modèles utilisés, et diminue les incertitudes liées
à la méconnaissance des phénomènes physiques. Enfin, les modèles CFD permettent
d’étendre l’étude à des configurations non réalisables avec une cellule test donnée,
mais pouvant exister avec d’autre.

3.1.1 Description du local étudié

Il s’agit ici de simuler le champ thermo-convectif existant dans le local repré-
senté sur la figure (1.4). Les conditions aux limites sont constantes et uniformes
pour les températures des surfaces internes des parois : 30 °C pour la paroi vitrée
et 25 °C pour les autres parois. Ces températures ont été choisies en fonction de
configurations réelles étudiées par Meslem [83] pour un fonctionnement en clima-
tisation. Les conditions thermiques du local sont commandées par le jet d’air du
ventilo-convecteur dont la température et la vitesse de soufflage sont variables. Lors
de ses mesures, Meslem fit varier ces deux paramètres respectivement entre 13,0
et 26,5 °C et 1,86 à 3,24 m/s. Bien que nous ne reprendrons pas exactement ces
valeurs, elles représentent un intervalle de conditions de soufflage admissibles pour
un ventilo-convecteur réel. Ce choix des conditions aux limites marque notre volonté
de laisser les parois et le ventilo-convecteur en dehors du système étudié, ce qui est
cohérent avec la perspective d’intégration de notre travail dans un modèle global du
bâtiment construit par connexion des modèles des différents éléments du bâtiment
(parois, équipement techniques, climat extérieur, champ thermo-convectif, ...). De
plus, nous réalisons de fait une simplification de notre système en négligeant l’inter-
action entre le local et les équipements techniques qui nécessiterait une vision plus
globale du bâtiment.

Avant de détailler les méthodes utilisées pour les simulations CFD et leur para-
métrage, il est important de préciser que toutes les simulations présentées dans ce
mémoire sont des simulations en deux dimensions appliquées au plan central verti-
cal (xOy) du local. Les simulations nécessiteront alors beaucoup moins de temps de
calcul notamment dans le cas des simulations instationnaires. D’autre part les don-
nées à traiter seront de tailles plus petites puisque le maillage comportera beaucoup
moins de mailles. Dans la suite du mémoire, nous essaierons de mettre en évidence les
avantages procurés par ce choix, et nous nous attacherons surtout à montrer qu’il est
sans conséquence sur la faisabilité et la fiabilité de la méthode proposée. Par contre
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et bien qu’il rende impossible la comparaison de nos résultats avec d’éventuelles
données expérimentales, nous veillerons à travailler sur des configurations réalistes
du champ thermo-convectif.

3.1.2 Paramètres des simulations

3.1.2.1 Méthodes de résolution

Les simulations ont été réalisées avec le logiciel commercial StarCD. Comme
la plupart des codes CFD, il utilise la méthode des volumes finis. Le choix des
méthodes et des paramètres est effectué en s’appuyant sur l’état de l’art présenté
dans le chapitre 2. Ainsi le couplage entre la vitesse et la pression est résolu avec
l’algorithme PISO associé à une sous relaxation des termes de correction. Pour la
discrétisation spatiale, plusieurs schémas sont utilisés :

– le schéma centré pour la densité et les coefficients de diffusion,
– les schémas QUICK ou MARS pour les vitesses et la température. La priorité

est donnée au schéma QUICK car il est parfaitement connu contrairement au
schéma MARS. Néanmoins, des problèmes de stabilité nous obligerons à faire
appel au schéma MARS dans de nombreuses configurations,

– le schéma amont UD d’ordre 2 pour les quantités turbulentes conformément
aux indications d’un tutorial de StarCD [84],

La discrétisation temporelle est réalisée avec le schéma pleinement implicite qui est
stable quelque soit le pas de temps.

3.1.2.2 Modèle de turbulence

Pour la turbulence, le modèle le plus fréquemment utilisé a été adopté, c’est-à-
dire le modèle standard k− ǫ. Bien qu’il soit moins adapté à notre cas que d’autres
modèles présentés dans le chapitre 2, il a l’avantage de nécessiter un maillage moins
fin que le modèle à bas nombre de Reynolds, et est plus facile à faire converger que
le modèle RNG. Ce choix a une influence sur la construction du maillage puisqu’au
contact des parois, le modèle standard est remplacée par des lois de paroi qui fixent
le profil de la vitesse au sein de la maille adjacente à la paroi. La position du centre
de cette maille est imposée par la valeur de y+ (équation 2.6) qui doit être comprise
entre 30 et 100.
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Fig. 3.1 – Conditions aux limites au niveau du ventilo-convecteur

3.1.2.3 Conditions aux limites

Trois types de conditions aux limites sont utilisées dans notre modèle.

– soufflage :
Au niveau de la bouche de soufflage du ventilo-convecteur, le vecteur vitesse et
la température de l’air sont imposés. Le vecteur vitesse est incliné de 5,7° vers
le vitrage par rapport à la verticale. De plus, cette condition aux limites a été
appliquée à l’entrée d’un tube positionné en amont de la bouche de soufflage
pour pouvoir obtenir des données relatives à l’amont de celle-ci (figure 3.1).
De plus, lors de la résolution des équations de Navier Stokes, l’algorithme PISO
conduit à une équation en pression relative. Pour obtenir une pression absolue,
un des points de l’entrée est généralement choisi comme point de référence.
Sa pression est fixée, en absence d’une connaissance plus fine, à la pression
atmosphérique.
D’autre part, il faut aussi préciser les valeurs liées à la turbulence. Comme la
plupart des codes commerciaux, StarCD permet d’exprimer k et ǫ à partir de
formules décrites dans la sous section (2.1.6) basées sur l’intensité turbulente
TI (fixée à 6%) et d’une longueur de mélange lm = 0.07L. L est la dimension
caractéristique de la bouche de soufflage, c’est-à-dire dans notre cas sa largeur
(6 cm).

– reprise :
Elle correspond à la reprise d’air du ventilo-convecteur. Les gradients y sont
nuls dans la direction de l’écoulement, c’est à dire dans la direction x. Elle
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est appliquée non pas directement à la reprise mais à l’extrémité d’un tube
de reprise pour s’affranchir des effets induits par le rétrécissement de l’écoule-
ment au niveau de la reprise (figure 3.1). Le longueur du tube lrep doit être
supérieure à 10 fois la hauteur hrep de la bouche de reprise [85]. De plus, le
local étudié ne possède pas d’autre extraction d’air, le débit sortant au niveau
du ventilo-convecteur est donc fixé égal au débit entrant.

– paroi :
Cette condition est appliquée sur toutes les parois. Le non glissement et l’im-
perméabilité imposent la nullité des deux composantes de la vitesse au niveau
de la paroi. De plus, la température de surface des parois est fixée.

Pour plus d’information sur les conditions aux limites, le lecteur pourra se référer
à l’ouvrage de Versteeg et Malalasekera [21].

3.1.2.4 Maillage utilisé

Le maillage est en grande partie imposé par le choix du modèle de turbulence
ainsi que par la géométrie. La figure (3.2) présente le maillage retenu. Partant d’une
maille de 2 cm de large au niveau des parois, la taille des mailles est augmentée
jusqu’à 9 cm au centre du local. Le ratio maximum entre les dimensions des mailles
atteint donc la valeur de 4,5. Le pas d’augmentation de la taille des mailles a été
fixé à 1,5 ce qui est le maximum que l’on puisse s’autoriser.

Ce maillage a été dans un premier temps utilisé pour simuler le champ thermo-
aéraulique pour une vitesse de soufflage de 1,5 m/s et une température de soufflage
de 21 °C. Le tableau (3.1) donne les valeurs moyennes et maximales de y+ obtenues
pour chaque paroi. Pour que les lois de paroi n’engendrent pas une erreur trop
importante, nous nous sommes surtout attachés à ne pas avoir de valeurs supérieures
à 100, quitte à perdre l’intérêt des lois de parois quand y+ est inférieur à 30.

y+ moyen y+ maximum
Paroi horizontale du ventilo-convecteur 31 39
Paroi verticale du ventilo-convecteur 36 76
Mur opposé au ventilo-convecteur 14 20
Plafond 25 33
Plancher 21 80
Vitrage 35 56

Tab. 3.1 – Valeurs de y+ du maillage utilisé
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Fig. 3.2 – Vue du maillage utilisé

Enfin, pour réduire les risques de diffusion numérique, le maillage est affiné au
niveau du soufflage [24].

3.1.2.5 Autres paramètres

Le premier objectif de ces simulations consiste à obtenir des données de référence
nous permettant de tester les modèles que nous construisons ainsi que d’évaluer
la possibilité de les intégrer dans une boucle de contrôle de la température. Le
contrôle étant par définition instationnaire, il est nécessaire d’obtenir des simulations
instationnaires du local. La question du choix de la commande de ces simulations
se pose donc de façon cruciale car cette commande doit permettre de mettre en
évidence et donc de capturer le comportement dynamique du local. L’échelon a ainsi
été choisi comme signal de commande. En effet, celui-ci à la propriété d’exciter une
large bande de fréquences du volume d’air intérieur, à la fois les hautes fréquences
lors de l’impulsion initiale que les basses fréquences avec le maintien de la valeur
de consigne. Mathématiquement, notre choix peut s’appuyer sur la transformée de
Fourier du signal, qui pour un échelon unitaire est donnée par l’équation :

U(f) =
1

j2πf
+

1

2
δ(f) (3.1)

où :
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– f fréquence,
– δ(f) Dirac à la fréquence f .

Cette transformée a la particularité d’être continue et donc de contenir un spectre
continu de fréquences.

Pour un ventilo-convecteur, l’air soufflé peut être caractérisé par deux grandeurs :
la vitesse et la température de soufflage. Afin de minimiser les paramètres de l’étude
seule la température est ici considérée comme variable de commande. Ceci revient
à choisir un ventilo-convecteur à commande de vitesse manuelle et à commande
en température automatique. Les échelons s’appliqueront donc à la température de
soufflage.

Pour réaliser ces simulations instationnaires, il est nécessaire de fixer un pas de
temps de résolution des équations. Classiquement, celui-ci peut tout d’abord être
calculé à partir de la fonction de courant notée CFL (équation 2.7). Dans notre cas,
la plus petite maille à une largeur de 2 cm. Aussi pour une vitesse de l’air soufflé de
1,5 m/s, un CFL inférieur à l’unité conduit à un pas de temps inférieur à 0,013 s. Or
cette valeur est incompatible avec la constante de temps du volume de l’air intérieur,
de l’ordre de 200 s comme nous le verrons plus tard. L’utilisation de l’algorithme
PISO nous permet d’utiliser un critère moins restrictif en calculant le temps carac-
téristique δtc (équation 2.8) minimum des temps caractéristiques de la convection et
de la diffusion. Une première simulation stationnaire pour un air soufflé à 16 °C et
1,5 m/s permet de calculer ce temps caractéristique pour chaque maille. Le temps
caractéristique minimum, égal à 0,013 s, n’est obtenu qu’au niveau de la bouche de
soufflage, alors que sur l’ensemble du maillage le temps caractéristique moyen est de
0,256 s. La valeur issue du CFL est ainsi retrouvée à la sortie du ventilo-convecteur,
uniquement sur quelques mailles. L’étude bibliographique (§2.1.6) a montré que le
pas de temps devait idéalement être égal au temps caractéristique, mais pouvait être
augmenté jusqu’à 50 fois ce temps. Aussi, dans un souci de compromis avec l’échelle
de temps thermique du local, nous avons choisi un pas de temps de 1 s.

Enfin, un critère de convergence doit être défini afin de fixer l’arrêt des simu-
lations. Au vu de l’étude bibliographique (§2.2), celui-ci peut raisonnablement être
fixé à un résidu normalisé de 10−4. L’évolution des grandeurs calculées est de plus
surveillée en un point du domaine choisi au coeur de la zone d’occupation puisque
notre étude a pour but d’y contrôler la température.
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3.1.3 Résultats des simulations

De précédentes études ont mis en évidence l’existence de trois configurations
différentes du champ thermo-convectif (§1.2) dépendant d’une part des conditions
de l’air soufflé (vitesse et température) et d’autre part des conditions aux limites,
puisque la température de la paroi vitrée a par exemple une grande influence sur
la portée du jet d’air. Dans notre cas, les températures de paroi sont constantes.
Les configurations sont donc uniquement fonction des conditions de soufflage qui
peuvent être caractérisées [83] par :

– le nombre de Reynolds, pouvant être défini comme le rapport des forces d’iner-
tie et visqueuse :

Re =
vsoufL

ν
(3.2)

– le nombre d’Archimède, pouvant être défini comme le rapport des forces d’iner-
tie et de poussée

Ar =
gβ(θsouf − θ∞)L

v2
souf

(3.3)

où
– vsouf vitesse de soufflage,
– L dimension caractéristique de la bouche de soufflage, 0,06 m dans notre cas,
– ν viscosité cinématique de l’air, soit 1,56.10−5 m2s−1 à 20 °C,
– g accélération de la pesanteur, soit 9,81 m/s2,
– β coefficient d’expansion volumique,
– θsouf température de soufflage,
– θ∞ température de l’air ambiant.
Nous pouvons maintenant définir précisément dans le tableau (3.2) les conditions

de soufflage qui nous ont permis d’obtenir les trois configurations présentées sur la
figure (1.3).

Au vu des résultats du tableau (3.2), plusieurs remarques s’imposent. Tout
d’abord, il peut être intéressant de différencier les cas en fonction de la vitesse de
soufflage. D’un côté, la vitesse de 1,5 m/s conduit à un seul cas, alors que la vitesse de
1,0 m/s engendre deux cas séparés par une transition rapide. La limite entre les cas

Conditions de soufflage
Vitesse Température Nombre de Nombre

[m/s] [°C] Reynolds d’Archimède

Cas 1 : force d’inertie très faible 1,0 16,0 à 19,7 3846 0,215 à 0,115

Cas 2 : force d’inertie faible 1,0 19,7 à 21,0 3846 0,115 à 0,076

Cas 3 : force d’inertie importante 1,5 16,0 à 21,0 5769 0,081 à 0,030

Tab. 3.2 – Conditions de soufflage pour chaque cas étudié
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1) et 2) n’est pas précisément définie contrairement à ce que pourrait laisser croire ce
tableau. En effet, la transition entre les deux cas est très instable, la convergence des
simulations autour de la transition a donc été très difficile voire impossible à obtenir.
C’est notamment le cas des simulations instationnaires conduisant à la température
de soufflage de 20 °C. Par contre, nous pouvons définir de façon certaine que le cas
1) correspond à des températures de soufflage inférieures à 19,7 °C et que le cas 2)
est bien obtenu pour des valeurs supérieures à 20 °C. Les simulations ne nous ont
pas permis de définir ce qui se passe entre ces deux valeurs.

Par la suite, tous les résultats obtenus sont comparés à ces données de référence en
utilisant l’écart quadratique moyen, noté σ. L’analyse de l’écart avec les données de
référence s’affranchit ainsi du signe de la différence de température entre les résultats
et les données de référence. Dans le cas de résultats en régime transitoire, l’écart
quadratique moyen est donné pour une maille de coordonnées (x,y) par l’équation
(3.4) :

σ =

√
∑nt

t=0 (θref(x,y,t) − θ(x,y,t))2

nt

(3.4)

où :
– nt : nombre de pas de temps,
– θref : température de la maille issue des données de référence à chaque pas de

temps,
– θ : température de la maille du modèle évalué à chaque pas de temps,

Il est calculé en quatre points :
– T2 : point au centre de la zone d’occupation à 0,10 m du sol correspondant à

la hauteur des chevilles,
– T3 : point au centre de la zone d’occupation à 1,10 m du sol correspondant à

la hauteur de la tête d’un occupant en position assise,
– T4 : point au centre de la zone d’occupation à 1,80 m du sol correspondant à

la hauteur de la tête d’un occupant en position debout,
– T5 : point situé à la reprise du ventilo-convecteur.

Dans le cas de l’analyse d’un régime permanent, l’écart quadratique moyen est cal-
culé pour plusieurs zones du local :

– l’écart quadratique moyen pour la zone d’occupation, noté σzocc,
– l’écart quadratique moyen à la reprise, noté σreprise,
– l’écart quadratique moyen pour tout le local, noté σlocal.

Les trois ont pour expression générale :

σ =

√
∑n

i=1 (θref(xi,yi) − θ(xi,yi))
2

Nm
(3.5)

où :
– Nm : nombre maille dans la zone considérée,
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– θref (xi,yi) : température issue des données de référence pour une maille de
coordonnées (xi,yi) de la zone,

– θ(xi,yi) : température du modèle pour chaque maille de coordonnées (xi,yi) de
la zone considérée.

La zone d’occupation a les dimensions suivantes :
– hauteur : du sol jusqu’à 2,00 m pour prendre en compte une personne debout,
– la largeur : à la distance de 0,90 m de la paroi Est et à 0,60 m de la paroi

Ouest.
L’écart quadratique moyen donnant une valeur globale, la différence de tempé-

rature entre les données de référence et les résultats est également calculée en tout
point du maillage afin d’obtenir une valeur de comparaison locale.

3.2 Résolution de l’équation de conservation de

l’énergie

Nous cherchons à résoudre dans l’espace d’état le problème physique associé au
local étudié. Sur l’intervalle de température considéré pour l’air, la capacité calori-
fique de l’air varie peu. D’après l’hypothèse de Boussinesq, la masse volumique de
l’air peut être considérée comme constante pour des variations de température infé-
rieures à 30 °C. Ces deux grandeurs seront donc supposées constantes. Ce problème
est décrit par l’équation de conservation de l’énergie et les conditions aux limites
associées :

ρCp
dθ

dt
= div(λ gradθ) + Sp (3.6)

où :
– ρ : masse volumique de l’air,
– Cp : capacité calorifique massique de l’air,
– dθ

dt
= ∂θ

∂t
+ v · gradθ : dérivée particulaire de la température,

– v : champ de vitesse,
– θ : champ de température instantané,
– λ : conductivité thermique de l’air,
– Sp : puissance volumique d’énergie.
Conformément à l’hypothèse proposée par Peng [8] et reprise par Ghiaus et

Ghiaus [15], le champ de vitesse est supposé constant et est extrait des simulations
CFD.

La résolution de l’équation doit conduire à des résultats proches des données de
référence. A chaque fois que ce sera possible, les méthodes utilisées lors de simulations
CFD seront donc conservées. En particulier, les conditions aux limites sont :
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– au niveau des parois : les températures de surface des parois, notée θparoi sont
uniformes et constantes,

– au soufflage : la température et la vitesse de l’air sont imposées,
– à la reprise du ventilo-convecteur : le gradient de température est nul.

3.2.1 Equation moyennée de conservation de l’énergie

Dans les conditions de cette étude, la variation de la température de l’air est
faible (quelques degrés). La conductivité thermique de l’air peut donc être considérée
comme constante. De plus, le terme source étant dans notre cas nul, l’équation (3.6)
devient :

∂θ

∂t
= −v · gradθ + a div(gradθ) (3.7)

où a = λ
ρCp

est la diffusivité thermique de l’air.

En utilisant la convention d’Einstein, il vient :

∂θ

∂t
= −vi

∂θ

∂xi
+ a

∂2θ

∂xi ∂xi
(3.8)

Pour modéliser la turbulence, nous conservons le modèle retenu lors du calcul des
données de référence basé sur les équations moyennées de Reynolds. La température
et la vitesse instantanées sont décomposées en 2 parties : ψ = Ψ + ψ

′

, où :
– Ψ est la moyenne calculée sur une durée grande par rapport à celle des fluc-

tuations turbulentes,
– ψ

′

est la fluctuation du champ autour de cette moyenne.
Après substitution et en calculant la moyenne de l’équation (3.8) sur une durée
grande par rapport à celle des fluctuations turbulentes, il vient :

∂Θ

∂t
= −Vi

∂Θ

∂xi
+ a

∂2Θ

∂xi ∂xi
+

∂

∂xi
(−v

′

i θ
′) (3.9)

où • est l’opérateur moyenne. Le terme v′

i θ
′ est interprété comme un flux de chaleur

turbulent. Par similitude avec l’équation de Fourier, on pose :

−v
′

i θ
′ = at

∂Θ

∂xi

(3.10)

où at est la diffusivité thermique turbulente. Elle est liée à la viscosité turbulente
νt par le nombre de Prandtl turbulent Prt suivant la relation Prt = νt/at. Le
nombre de Prandtl turbulent a été fixé à 0,9 lors des simulations CFD. Alors que la
diffusivité moléculaire ne dépend que du fluide, la diffusivité turbulente dépend de
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l’écoulement, et n’est donc pas uniforme. L’équation (3.9) devient alors :

∂Θ

∂t
= −Vi

∂Θ

∂xi
+ a

∂2Θ

∂xi ∂xi
+

∂

∂xi
(at

∂Θ

∂xi
) (3.11)

En introduisant la diffusivité effective de l’air aeff = a + at , il vient :

∂Θ

∂t
= −Vi

∂Θ

∂xi
+

∂

∂xi

(

aeff
∂Θ

∂xi

)

(3.12)

3.2.2 Méthode d’intégration

3.2.2.1 Correction de l’équation de conservation de l’énergie

Comme lors des simulations CFD, la méthode des volumes finis est utilisée.
Cette méthode est par construction conservative ce qui assure la conservation des
flux (convectifs et diffusifs) aux frontières des volumes de contrôle. Il est donc plus
cohérent d’appliquer la méthode des volumes finis à la forme dite "conservative"
des équations (2.1 à 2.3). En appliquant les hypothèses développées dans la section
précédente, l’équation de conservation de l’énergie s’écrit sous forme conservative :

∂Θ

∂t
= −

∂

∂xi
(ViΘ) +

∂

∂xi

(

aeff
∂Θ

∂xi

)

(3.13)

Pour s’assurer que notre méthode reste similaire à la méthode utilisée lors du
calcul des données de référence, il est important de vérifier sous quelles hypothèses,
les équations (3.12) et (3.13) sont bien équivalentes.

Commençons par développer les deux premiers termes de l’équation (3.13) :

∂Θ

∂t
= −Θ

∂Vi

∂xi
− Vi

∂Θ

∂xi
+

∂

∂xi

(

aeff
∂Θ

∂xi

)

(3.14)

Or l’équation de continuité (2.1) donne : ∂Vi

∂xi
= 0

d’où :
∂Θ

∂t
= −Vi

∂Θ

∂xi
+

∂

∂xi

(

aeff
∂Θ

∂xi

)

(3.15)

Il y a donc équivalence seulement si l’équation de continuité est vérifiée. Or
conformément à nos hypothèses, le champ de vitesse utilisé pour résoudre l’équation
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de conservation de l’énergie est extrait des résultats obtenus lors des simulations
CFD. L’équation de continuité n’est donc pas exactement vérifiée, mais seulement
à la précision des résultats près. La résolution de la température par l’équation de
conservation de l’énergie sous forme conservative est donc légèrement faussée. Les
logiciels de CFD tiennent implicitement compte de cette erreur grâce au couplage
entre les équations de continuité, du moment et de conservation de l’énergie. En effet
à chaque itération, l’erreur induite sur le champ de température lors de l’itération
précédente est prise en compte lors du calcul du champ de vitesse et ainsi corrigée.
Dans notre cas, on ne résout que l’équation de conservation de l’énergie, le couplage
entre les différentes équations est donc supprimé. Cette erreur n’est plus corrigée à
chaque itération, elle est au contraire amplifiée. Ainsi Ghiaus et Ghiaus [15] affirment
que dans le cas d’un calcul avec un grand nombre d’itérations, le cumul d’erreur
est suffisant pour nettement fausser le résultat de la résolution de l’équation de
conservation de l’énergie. Il faut donc apporter une correction lors de la résolution
de l’équation de conservation de l’énergie sous forme conservative. D’après l’équation
(3.14), cette correction est donnée par le terme Θ∂Vi

∂xi
, l’équation de conservation de

l’énergie à intégrer devient alors :

∂Θ

∂t
= −

∂

∂xi

(ViΘ) +
∂

∂xi

(

aeff
∂Θ

∂xi

)

+ Θ
∂Vi

∂xi

(3.16)

Sans la convention d’Einstein, cette équation s’écrit :

∂Θ

∂t
= −div

(

VΘ

)

+ div

(

aeffgradΘ

)

+ ΘdivV (3.17)

3.2.2.2 Intégration

La première étape consiste à intégrer l’équation sur tous les volumes de contrôle
composant le domaine. Le maillage utilisé pour le calcul des données de référence est
de nouveau employé. La figure (3.3) précise les notations. Par convention, la notation
des faces se fait en minuscules alors que la notation du centre des cellules se fait en
majuscules. De plus, la vitesse et la température dans chaque volume élémentaire
sont assimilées à leurs valeurs au centre sauf pour les frontières.

En intégrant l’équation (3.17) sur un volume de contrôle noté Ω de la figure (3.3),
on obtient :

∫

Ω

∂Θ

∂t
dΩ

︸ ︷︷ ︸

1

= −

∫

Ω

div

(

VΘ

)

dΩ

︸ ︷︷ ︸

2

+

∫

Ω

div

(

aeffgradΘ

)

dΩ

︸ ︷︷ ︸

3

+

∫

Ω

ΘdivV dΩ

︸ ︷︷ ︸

4

(3.18)
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Fig. 3.3 – Volume de contrôle pour un champ en deux dimensions

Examinons ces 4 termes un par un et commençons par le terme 1 de dérivée
temporelle. Le volume est invariable au cours du temps, on obtient donc :

∫

Ω

∂Θ

∂t
dΩ =

∂

∂t

∫

Ω

Θ dΩ =
∂ΘP

∂t
∆x∆y (3.19)

Etudions le deuxième terme. En notant δΩ la frontière du volume et n la normale
sortante, la formule de Stokes nous donne :

−

∫

Ω

div

(

vΘ

)

dΩ = −

∮

δΩ

Θv · ndγ

= −

[

(Θeue − Θwuw)∆y + (Θnvn − Θsvs)∆x

]

(3.20)

Pour déterminer complètement ce terme, il sera nécessaire d’évaluer les températures
et les vitesses aux frontières.

La formule de Stokes peut également être appliquée au troisième terme de la
façon suivante :

∫

Ω

div

(

aeffgradΘ

)

dΩ =

∮

δΩ

aeffgradΘ · ndγ (3.21)
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Le flux d’énergie traversant chaque frontière peut s’exprimer par :

ϕfrontiere = (−λeffgradΘ)frontiere (3.22)

En notant n la normale sortant à la frontière, l’expression (3.21) devient alors :
∫

Ω

div

(

aeffgradΘ

)

dΩ = −
1

ρCP

(

ϕe · ne + ϕw · nw

)

∆y

−
1

ρCP

(

ϕn · nn + ϕs · ns

)

∆x (3.23)

Il est intéressant de noter que ϕ · n est le flux sortant de la maille par la frontière.

Les flux aux frontières seront exprimés en utilisant les expressions des tempéra-
tures aux frontières calculées dans le cadre de la discrétisation du terme de transport.
Quant aux conductivités effectives, elles sont obtenues par combinaison linéaire des
conductivités effectives des mailles adjacentes au prorata des largeurs de mailles.
Dans le cas de la frontière Est, il vient :

λeffe =
∆xPλeffE + ∆xEλeffP

∆xE + ∆xP
(3.24)

Dans le cas d’un maillage uniforme, l’expression précédente devient :

λeffe =
λeffE + λeffP

2
(3.25)

Reste le quatrième terme issu de la correction de l’équation de conservation de
l’énergie sous forme conservative. Il est difficile d’en trouver une expression cohérente
avec la méthode des volumes finis. Aussi, retiendrons nous l’expression donnée par
Ghiaus [15], issue de la technique d’intégration par différences finies :

∫

Ω

ΘdivV dΩ = ΘP

[

(ue − uw)∆y + (vn − vs)∆x

]

(3.26)

En regroupant les 4 termes et en divisant par ∆x∆y, on obtient l’équation de
conservation de l’énergie intégrée sur un volume élémentaire :

∂ΘP

∂t
= −

[
Θeue − Θwuw

∆x
+

Θnvn − Θsvs

∆y

]

−
1

ρCp∆x

(

ϕe · ne + ϕw · nw

)

−
1

ρCp∆y

(

ϕn · nn + ϕs · ns

)

+

(
ue − uw

∆x
+
vn − vs

∆y

)

ΘP (3.27)

Dans l’équation (3.27), interviennent les grandeurs caractérisant les frontières
entre cellules voisines. En ce qui concerne les vitesses, les valeurs aux frontières sont
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extraites des résultats des simulations numériques effectuées avec StarCD. Utilisant
la méthode des volumes finis, StarCD doit aussi accéder aux valeurs des vitesses aux
faces des cellules. Pour cela des équations supplémentaires en pression sont résolues.
Néanmoins, l’utilisateur ne peut accéder aux valeurs des vitesses aux faces, mais
il peut seulement extraire le flux massique traversant chaque face. Or au niveau
d’une face i quelconque le flux massique a pour expression ṁi = ρuidSi, dSi étant
la surface de la face. La vitesse au niveau de la face i a donc pour expression :

ui =
ṁi

ρdSi
(3.28)

Par contre, pour les températures, la résolution de l’équation nous permet seule-
ment de connaître les valeurs au centre des cellules. L’utilisation d’un schéma de
discrétisation s’impose donc pour exprimer les températures aux frontières des cel-
lules en fonction des températures au centre des cellules.

Calcul des températures aux frontières

Pour exprimer la température à la frontière d’une cellule, le schéma QUICK est
appliqué. Ce schéma d’ordre trois devrait conduire à une bonne précision. Il utilise
les valeurs des températures au centre de trois cellules, deux cellules en amont de la
frontière et une cellule en aval de la frontière, relativement au sens de déplacement du
fluide. L’évolution de la température entre ces trois cellules est supposée quadratique.
Son expression est donc obtenue à partir de l’équation de la parabole passant par
ces trois points :

Θ = ΘU + g1(ΘD − ΘU) + g2(ΘU − ΘUU) (3.29)

avec :

g1 =
(x− xU )(x− xUU)

(xD − xU )(xD − xUU)
; g2 =

(x− xU)(xD − x)

(xU − xUU)(xD − xUU )
(3.30)

et les indices suivants :

D pour le premier noeud aval (Downstream)

U pour le premier noeud amont (Upstream)

UU pour le deuxième noeud amont

Ce schéma fait donc appel à des cellules voisines de premier rang (premiers noeuds
aval et amont) et des cellules voisines de second rang (deuxième noeud amont).

Dans la littérature, ce schéma est la plupart du temps appliqué à des maillages
uniformes. Pour rappel, les coefficients des équations (3.30) prennent alors des va-
leurs constantes : g1 = 3

8
et g2 = 1

8
.
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Les exemples d’utilisation de ce schéma dans le cas d’un maillage non uniforme
sont beaucoup moins nombreux. Aussi, avons nous trouvé intéressant d’en donner
l’expression dans le cas de la frontière Est d’une maille. Le lecteur voudra bien se
référer à la figure (3.3) pour les notations. Deux cas sont à distinguer suivant le sens
du flux :

– Si ue ≥ 0, alors (D,U,UU) = (E,P,W ) et

Θe = ΘP + g1(ΘE − ΘP ) + g2(ΘP − ΘW ) (3.31)

avec :

g1 =
(xe − xP )(xe − xW )

(xE − xP )(xE − xW )
; g2 =

(xe − xP )(xE − xe)

(xP − xW )(xE − xW )

où :

g1 =
∆x
2

(∆x+ ∆xW

2
)

(∆x
2

+ ∆xE

2
)(∆x+ ∆xW

2
+ ∆xE

2
)

; g2 =
∆x
2

∆xE

2

(∆x
2

+ ∆xW

2
)(∆x+ ∆xW

2
+ ∆xE

2
)

– Si ue < 0, alors (D,U,UU) = (P,E,EE) et

Θe = ΘE + g3(ΘP − ΘE) + g4(ΘE − θEE) (3.32)

avec :

g3 =
(xe − xE)(xe − xEE)

(xP − xE)(xP − xEE)
; g4 =

(xe − xE)(xP − xe)

(xE − xEE)(xP − xEE)

où :

g3 =
∆xE

2
(∆xE + ∆xEE

2
)

(∆x
2

+ ∆xE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)

; g4 =
∆xE

2
∆x
2

(∆xE

2
+ ∆xEE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)

En combinant ces 2 expressions, on obtient une expression du produit Θeue :

θeue = −
g2

2
(ue + |ue|)ΘW

+
1

2

(

(1 − g1 + g2 + g3)ue + (1 − g1 + g2 − g3) |ue|

)

ΘP

+
1

2

(

(1 + g1 − g3 + g4)ue + (−1 + g1 + g3 − g4) |ue|

)

ΘE

−
g4

2
(ue − |ue|)ΘEE (3.33)

Le détail et la suite des calculs sont donnés en annexe A.
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Calcul des flux diffusifs traversant les frontières

Rappelons que le flux diffusif traversant une face a pour expression :

ϕfrontiere = (−λeffgradΘ)frontiere (3.34)

Ainsi à la frontière Est, il vient :

ϕe · ne = −λeffe

(
∂Θ

∂x

)

e

(3.35)

En remplaçant Θ par son expression (3.29) issue du schéma QUICK, on obtient :

ϕe · ne = −λeffe

[(
dg1

dx

)

e

(ΘD − ΘU) +

(
dg2

dx

)

e

(ΘU − ΘUU)

]

−λeffe

[(
dg1

dx

)

e

ΘD +

((
dg2

dx

)

e

−

(
dg1

dx

)

e

)

ΘU −

(
dg2

dx

)

e

ΘUU

]

(3.36)

avec :
(
dg1

dx

)

e

=
2xe − xU − xUU

(xD − xU)(xD − xUU)
;

(
dg2

dx

)

e

=
−2xe + xU + xD

(xU − xUU)(xD − xUU)
(3.37)

L’annexe (A) présente le détail des calculs et conduit à l’expression :

−
ϕe · ne

ρCP ∆x
= DeWΘW +DePΘP +DeEΘE +DeEEΘEE (3.38)

Remarque :

Dans le cas d’un maillage uniforme, les coefficients de l’équation(3.38) ont pour
expression : :

DeW = 0 ; DeP = −
aeffe

∆x2
; DeE =

aeffe

∆x2
; DeEE = 0

Soit
−

ϕe · ne

ρCP ∆x
=
aeffe

∆x2
(ΘE − ΘP )

C’est l’expression obtenue avec un schéma centré.

3.2.2.3 Traitement des conditions aux limites

La section précédente a montré que l’intégration de l’équation de conservation de
l’énergie pour tous les volumes de contrôle fait appel aux cellules voisines de la cellule
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étudiée. Les cellules situées au bord du domaine vont donc nécessiter un traitement
spécial. Lors de l’intégration traduite par l’équation (3.18), les quatre termes à cal-
culer ont en fait été divisés en deux catégories : les intégrations volumiques (termes
1 et 4) et les intégrations surfaciques (termes 2 et 3).

Pour les premiers, l’intégration ne change pas pour un volume de contrôle placé
au bord du domaine. Précisons tout de même l’expression du terme 4 :

∫

Ω

Θdivv dΩ = ΘP

[

(ue − uw)∆y + (vn − vs)∆x

]

(3.39)

L’influence des conditions aux limites apparaît ici directement par les vitesses aux
frontières :

– au contact des parois : en appliquant l’hypothèse d’imperméabilité, la compo-
sante normale de la vitesse est supposée nulle,

– au niveau de la bouche de soufflage : la vitesse est imposée par la vitesse de
soufflage de l’air,

– au niveau de la reprise d’air du ventilo-convecteur : la vitesse non nulle est
donnée par les résultats des calculs CFD.

Concernant les termes surfaciques, le traitement des conditions aux limites est
beaucoup plus délicat puisque l’application du schéma QUICK fait apparaître des
données (géométriques ou températures) des cellules voisines de premier rang et
de deuxième rang, cellules n’existant pas au niveau des conditions aux limites. Les
sources bibliographiques donnant le principe et le détail des calculs sont assez rares,
nous avons donc décidé d’en présenter ci-dessous les grandes lignes et dans l’annexe
(A) le détail.

Au niveau des parois

Prenons l’exemple de la paroi Ouest (vitrage). Pour le terme de transport, les
conditions au niveau de la paroi vont modifier le terme relatif à la cellule immédia-
tement adjacente à la paroi, mais aussi pour celle de second rang. Rappelons que le
terme de transport s’exprime par :

Θeue − Θwuw

∆x
(3.40)

La température des parois est imposée et notée θparoi Ouest. De plus, d’après l’hypo-
thèse d’imperméabilité, la vitesse uw est nulle. D’autre part, la terme de transport à
la frontière Est de la cellule adjacente à la paroi est donnée par l’expression (3.33).
Pour pallier l’absence de cellule voisine Ouest, Leonard [28] a suggéré de créer un
noeud fictif à la distance ∆x

2
à l’Ouest de la paroi (soit ∆xW = ∆x), comme illustré

sur la figure (3.4(a)).
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Fig. 3.4 – Maillage aux abords de la paroi Ouest

La température au noeud fictif est calculée par interpolation linéaire avec la
température de la paroi et la température de la maille P :

ΘO = 2Θparoi Ouest − ΘP (3.41)

Cette expression permet d’obtenir la température de la maille voisine Ouest dans le
cas de la cellule adjacente à la paroi mais également celle de la maille voisine Ouest
de second rang dans le cas de la maille adjacente de second rang (figure (3.4(b))).

Concernant les termes de diffusion, la présence des parois va modifier le calcul
des gradients de température pour les deux cellules adjacentes. Ces gradients doivent
être calculés par une méthode cohérente avec le schéma QUICK. Malalasekera et
Versteeg [21] proposent d’utiliser une interpolation quadratique entre la paroi et les
noeuds des mailles adjacentes de premier et second rang, soit en s’inspirant de la
formule (3.29) du schéma QUICK :

∂Θ

∂x
=
dg1

dx
(Θparoi Ouest − ΘP ) +

dg2

dx
(ΘP − ΘE) (3.42)

avec

dg1

dx
=

(x− xE) + (x− xP )

(xparoi Ouest − xE)(xparoi Ouest − xP )
;
dg2

dx
=

(xP − x) + (xparoi Ouest − x)

(xparoi Ouest − xE)(xP − xE)
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Au niveau de la bouche de soufflage

Lors des simulations effectuées sur StarCD, un tube de soufflage a été défini
afin d’assurer les conditions aux limites au soufflage, c’est-à-dire la température
et la vitesse de soufflage. Ce tube de soufflage est extérieur au domaine étudié,
mais contrairement au cas des cellules adjacentes aux parois, il assure l’existence de
cellules voisines Sud (figure (3.5)).

E
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EEE EE
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v

P

(s)

(n)

Bouche de soufflage

Dy

Dy

Paroi du 

ventilo-convecteur
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Q
souf

v
souf

Dy

Fig. 3.5 – Volume de contrôle au soufflage du ventilo-convecteur

La température de la cellule basse a donc une température égale à la tempéra-
ture de soufflage. La vitesse vsouf à la frontière avec la cellule en sortie du ventilo-
convecteur (cellule de noeud P) est extraite des résultats des simulations CFD.

Au niveau de la bouche de reprise

La reprise d’air est verticale (bouche de normale x), et constitue la frontière
Ouest des mailles adjacentes (figure 3.6).

En condition de reprise, le gradient de température est nul. La température de
l’air extrait est donc égale à la température des cellules adjacentes à la reprise. De
plus, la vitesse uw de la frontière est non nulle, et même négative par définition de
la reprise. Il en est de même au niveau de la frontière Est des mailles adjacentes à
la reprise. Lors des simulations CFD, un tube de reprise a été créé pour assurer les
conditions aux limites, ce qui permet d’obtenir les vitesses pour les cellules voisines
Ouest.
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Equation discrétisée en espace

En résumé, et en utilisant la notation Θ̇ = ∂Θ
∂t

, l’équation de conservation de
l’énergie intégrée (3.27) s’écrit alors pour chaque maille :

Θ̇P = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS

+ aEEθEE + aWWΘWW + aNNΘNN + aSSΘSS

+ Hparoi OuestΘparoi Ouest +Hparoi EstΘparoi Est

+ Hparoi NordΘparoi Nord +Hparoi SudΘparoi Sud

+ HsoufΘsouf (3.43)

3.2.3 Mise sous forme d’un système d’état

Pour les systèmes dynamiques, la théorie du contrôle utilise l’espace d’état. Le
modèle a alors la représentation générale suivante :

{

Θ̇ = AΘ + Bu

Θobs = CΘ + Du
(3.44)

où les vecteurs Θ, u et Θobs sont :
· le vecteur d’état Θ qui contient la température de chaque volume de contrôle,
· le vecteur d’entrée u qui introduit les conditions aux limites ainsi que des

variables indépendantes telles que les sources internes par exemple,
· le vecteur d’observation Θobs qui regroupe uniquement les températures (ou

grandeurs) dont la valeur doit être observée.
Les matrices A et B sont liées aux coefficients de l’équation de conservation de

l’énergie intégrée calculés dans la section précédente, alors que les matrices C et D

dépendent seulement de la stratégie du contrôle par le choix des températures (ou
grandeurs) observées.

Pour obtenir la représentation dans l’espace d’état, les matrices des tempéra-
tures devront être écrites sous la forme d’un vecteur, ce qui modifiera également les
matrices A et B. La méthode utilisée a été présentée dans [15]. L’annexe (B) en
rappelle les principales lignes.

3.3 Mise en oeuvre du modèle d’ordre élevé

Les sections précédentes ont décrit la méthode suivie pour résoudre l’équation
de conservation de l’énergie en se basant sur l’hypothèse d’un champ de vitesse fixe.
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Plusieurs données sont nécessaires pour conduire à terme cette procédure :
– un maillage,
– un champ de vitesse,
– une distribution de diffusivité effective.
Pour le maillage, il parait évident de garder celui utilisé lors des simulations

CFD. Ce choix a, d’une part, l’avantage de nous prémunir de l’influence que pourrait
avoir le maillage lors de la comparaison des résultats du modèle d’ordre élevé aux
données de référence. D’autre part, la résolution spatiale des résultats n’est ainsi pas
diminuée.

Dans le local équipé d’un ventilo-convecteur, rappelons que trois cas principaux
ont été distingués (figure 1.3). Ils correspondent à des champs de vitesse bien diffé-
rents dans leur morphologie. Il paraît donc intuitif de définir au moins trois champs
de vitesse, un pour chaque cas (Tableau 3.2). Il faudra néanmoins vérifier que la
définition de trois champs de vitesse et donc de trois cas est suffisante pour obtenir
des résultats satisfaisants.

Concernant le choix de la diffusivité effective, il faut remarquer que l’intégration
de l’équation de conservation de l’énergie ne nécessite que la connaissance de la
diffusivité aux frontières des mailles. De façon générale, elle est obtenue par un
schéma centré pondéré par les dimensions des mailles (équation 3.24), en utilisant
les diffusivités effectives aux centres des mailles voisines. Cette expression sera donc
valable dans tous le domaine, sauf au niveau des parois. Au niveau des bouches de
soufflage et de reprise, l’expression est aussi applicable puisqu’il existe des cellules
voisines en raison de l’existence des tubes de soufflage et de reprise. Ainsi, alors que
pour les mailles non adjacentes aux parois, il suffit d’utiliser les résultats CFD pour
obtenir les diffusivités effectives au centre des cellules, pour les mailles adjacentes
au paroi, il faut trouver une autre méthode pour accéder à la diffusivité effective
à la frontière entre les mailles et les parois. Celle-ci nous permettra alors d’évaluer
l’échange superficiel convectif entre les parois et l’air (équation A.24).

Dans un premier temps nous nous proposons de décrire et de comparer la manière
dont les échanges convectifs superficiels sont caractérisés dans les modèles CFD puis
dans les modèles aérauliques du bâtiment.
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3.3.1 Calcul des échanges convectifs superficiels

3.3.1.1 Echanges convectifs superficiels dans les modèles CFD

Intéressons nous donc aux conditions aux limites implémentées lors des calculs
CFD. Nous avons déjà vu (§2.1.4) que celles-ci sont liées au choix du modèle de
turbulence. Dans notre cas, le modèle des hauts nombres de Reynolds, qui est conçu
pour les écoulements pleinement turbulents, n’est pas adapté à proximité des parois.
Des lois de paroi permettent donc de calculer les vitesses et la température au niveau
de la paroi.

Pour la vitesse, la composante tangentielle à la paroi est donnée par :

u+ =

{

y+ , y+ ≤ y+
m

1
κ

ln(Ey+) , y+ > y+
m

(3.45)

avec

u+ =
u

uτ

et y+ =
ρC

1/4
µ k1/2

µ
y (3.46)

et y+
m satisfait l’équation :

y+ −
1

κ
ln(Ey+) = 0 (3.47)

où
– u : vitesse tangentielle du fluide,
– uτ = (τparoi/ρ)

1/2,
– τparoi : contrainte tangentielle ,
– k : énergie cinétique turbulente,
– y : distance à la paroi du centre de la maille adjacente,
– µ : viscosité moléculaire,
– Cµ, κ, E : constantes empiriques.
La connaissance de u+ permet d’obtenir la température :

Θ+ = Prt(u
+ + P ) (3.48)

avec

Θ+ =
C̄pρ(Θparoi − Θ)uτ

ϕparoi
(3.49)

et P , le facteur de résistance de la sous-couche :

P ≡ 9,24

[(
Pr

Prt

)3/4

− 1

] [

1 + 0,28 exp

(
−0.007Pr

Prt

)]

(3.50)

où
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– C̄p : capacité calorifique massique moyenne,
– Θparoi : température de surface de la paroi,
– ϕparoi : flux convectif échangé à la paroi,
– Pr : nombre de Prandtl moléculaire,
– Prt : nombre de Prandtl turbulent.

Des formules précédentes, il est aisé de définir et calculer un coefficient de transfert
convectif :

h =
ϕparoi

Θparoi − Θ
=

C̄pρuτ

Prt(u+ + P )
(3.51)

Pour chaque maille adjacente à la paroi, le coefficient d’échange superficiel con-
vectif h dépend donc non seulement de la taille de la maille mais aussi des grandeurs
turbulentes. Il apparaît donc souhaitable de garder le même maillage et la même
diffusivité effective pour le calcul CFD et le modèle d’état.

3.3.1.2 Echanges convectifs superficiels dans les modèles aérauliques du

bâtiment

Les modèles aérauliques du bâtiment les plus courant considèrent que chaque
pièce est parfaitement mélangée (méthode nodale) ou qu’elle peut être divisée en
un nombre faible de zones correspondant aux différentes parties de l’écoulement
(méthode zonale). Dans les deux cas, l’échange thermique entre les parois et l’air du
local est constitué d’un flux radiatif et d’un flux convectif, ce dernier étant déterminé
par :

φconv = hS(Θparoi − Θair) (3.52)

avec
– φconv : flux convectif échangé entre l’air et la paroi,
– h : coefficient d’échange superficiel convectif,
– S : surface de la paroi,
– Θair : température de l’air,
– Θparoi : température de surface de la paroi.
Le tableau (3.3) donne quelques expressions extraites de la littérature concernant

les coefficients d’échange superficiel convectif en fonction du régime d’écoulement et
de l’orientation des parois. La température des parois est supposée uniforme, le
coefficient d’échange superficiel convectif l’est donc aussi.
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Orientation

des parois

Expression Régime d’écoule-

ment

Référence

Verticale
h = 3 |Θair − Θparoi|

1/3 Convection mixte [86]
h = 1,5 |Θair − Θparoi|

1/3 Convection naturelle [87]
Horizontale
(plafond)

h = 3 |Θair − Θparoi|
2/3 Convection mixte [88]

h = 3 Convection naturelle [87]
Horizontale
(plancher)

h = 3 Tous les cas [87]

Tab. 3.3 – Quelques expressions du coefficient d’échange superficiel convectif

3.3.1.3 Choix du traitement des échanges convectifs superficiels dans le

modèle d’ordre élevé

Rappelons que notre objectif consiste à obtenir avec le modèle d’ordre élevé des
résultats les plus proches possibles des données de référence. Il serait donc logique
d’utiliser la même méthode pour calculer l’échange superficiel convectif au niveau
des parois. Néanmoins, les formules empiriques présentées dans le tableau (3.3) ont
déjà fait leur preuve dans le domaine du bâtiment et sont d’une utilisation très
simple. Nous nous proposons dans la suite de comparer ces formules avec les coef-
ficients obtenus lors des simulations CFD. Cette comparaison devrait notamment
nous permettre de juger de la qualité du traitement de l’échange superficiel convectif
avec le modèle CFD.

De plus, Beausoleil-Morrison [18] a étudié le couplage entre un modèle CFD et
un modèle global du bâtiment. Le couplage entre les deux s’effectue au niveau des
parois par l’intermédiaire de la température des parois et d’un coefficient d’échange
superficiel convectif. Il montre qu’il est essentiel d’adapter les coefficients de trans-
fert en fonction de l’écoulement de l’air à proximité de chaque paroi. Il utilise donc
différentes formules extraites de la littérature. Enfin, il rajoute qu’une simulation
détaillée de l’écoulement d’air obtenue avec un modèle CFD nécessite un traitement
détaillé de l’échange par convection au niveau de la paroi. En l’absence d’informa-
tion suffisante sur cet échange, il pourra être difficile de calculer avec précision un
écoulement complexe varié.

Le modèle des hauts nombres de Reynolds choisi pour la turbulence fait l’hypo-
thèse que les échanges convectifs superficiels ont intégralement lieu dans la première
maille adjacente à la paroi. Aussi, les coefficients d’échange superficiel convectif du
tableau (3.3) sont calculés pour chaque maille en assimilant la température de l’air
Θair à la température au centre de la maille adjacente. Ce choix est également cohé-
rent avec le calcul d’un coefficient d’échange superficiel pour chaque maille en contact
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avec une paroi. De plus, quelque soit le cas et la paroi, le régime d’écoulement n’est
jamais ou rarement en convection naturelle. Les relations en convection mixte sont
donc utilisées. Néanmoins, l’analyse des résultats devra nous permettre de remettre
ce choix en cause. Enfin, nous disposons de peu d’information sur le cas 3) en raison
de l’instabilité présente lors des simulations CFD pour un nombre d’Archimède au
soufflage compris entre 0,115 et 0,105 (soit une température de soufflage comprise
entre 19,7 °C et 20,0 °C). Pour disposer de résultats plus significatifs sur ce cas,
nous avons donc réalisé des simulations pour un nombre d’Archimède au soufflage
pouvant atteindre 0,020 (soit une température de soufflage maximale de 24,0 °C).
La portée du jet augmente sans pour autant atteindre la paroi Est.

Les figures (3.7), (3.8) et (3.9) présentent les coefficients d’échange superficiel
convectif ainsi calculés (en pointillés) et ceux obtenus par le calcul CFD (en trait
plein) pour les trois cas définis dans le tableau (3.2). En abscisse se trouve la position
sur la paroi dont l’origine se situe sur la figure (1.4) en bas pour les parois verticales
et à gauche pour les parois horizontales.

Dans tous les cas, il faut remarquer que les profils des coefficients des deux
familles sont qualitativement assez semblables. Les différences principales se situent
aux extrémités des parois, lieu de phénomènes locaux tels que des recirculations ou
de l’induction. Mais ces zones ne représentent qu’une faible partie des parois. Par
contre quantitativement, la comparaison est beaucoup moins flatteuse et met en
évidence plusieurs points à discuter :

– le régime d’écoulement n’est pas tout le temps en convection mixe. Par exem-
ple, dans le cas 1) (figures 1.3(a) et 3.7) l’écoulement le long du plafond corres-
pond à un régime de convection naturelle pour lequel le coefficient d’échange
superficiel convectif est constant et égal à 3 W/m2°C, valeur très proche du
profil issu des résultats CFD. Pour le cas 2) (figures 1.3(b) et 3.8) l’écoulement
peut d’abord être identifié à un régime de convection mixte, puis à un régime
de convection naturelle admettant de nouveau un coefficient de 3 W/m2°C,

– le calcul du coefficient d’échange superficiel convectif avec les formules du
tableau (3.3) a été réalisé en prenant pour température de l’air de référence la
température de la maille adjacente à la paroi. Cette hypothèse n’est pas tout
à fait cohérente avec l’emploi habituel de ces formules. En effet, dans le cas
de la méthode nodale, la température intérieure est assimilée à la température
au centre du local ou de la zone considérée, c’est-à-dire à la température loin
de la paroi. Des essais ont montré que l’éloignement du point de référence
par rapport à la paroi ne changeait pas la forme du profil du coefficient, mais
seulement les valeurs numériques (par exemple, augmentation du coefficient au
niveau du plafond en s’éloignant de la paroi dans le cas 1), tout en conservant
le même ordre de grandeur,

– le modèle des hauts nombres de Reynolds a été conçu et validé pour des écou-
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Fig. 3.7 – Coefficients d’échange superficiel convectif pour un air soufflé à Re =

3846 et Ar ∈ [0,129 0,215] (en trait plein : valeurs extraites des résultats CFD, en
pointillés : valeurs calculées avec les expressions du tableau(3.3))
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Fig. 3.8 – Coefficients d’échange superficiel convectif pour un air soufflé à Re =

3846 et Ar ∈ [0,020 0,076] (en trait plein : valeurs extraites des résultats CFD, en
pointillés : valeurs calculées avec les expressions du tableau(3.3))
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Fig. 3.9 – Coefficients d’échange superficiel convectif pour un air soufflé à Re =

5769 et Ar ∈ [0,030 0,081] (en trait plein : valeurs extraites des résultats CFD, en
pointillés : valeurs calculées avec les expressions du tableau(3.3))
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lements pleinement turbulents, et n’est donc pas totalement adapté aux trans-
ferts aérauliques dans le bâtiment,

– la taille de la maille adjacente à la paroi définie par y+ n’est pas, dans notre
cas, toujours comprise entre 30 et 100. L’ordre de grandeur est tout de même
respecté.

Ces remarques doivent donc nous conduire à beaucoup de prudence vis à vis
de l’exploitation de ces résultats. Néanmoins, il est possible de conclure que les
deux approches sont cohérentes entre elles au moins qualitativement. Les principales
différences se situent aux extrémités sachant que les formules empiriques ne sont
pas forcément adaptées aux phénomènes locaux, ainsi qu’au niveau du plafond et
de la paroi Est où les échanges sont parfois sous-estimés dans les calculs CFD,
certainement à cause d’un mauvais dimensionnement de la première maille.

Ainsi, pour être sûr de ne pas trop s’éloigner des données de référence, le choix
d’utiliser la méthode du calcul CFD s’impose.

Expression des échanges superficiels convectifs pour le modèle d’ordre

élevé :

Dans le modèle d’état d’ordre élevé, l’échange thermique entre la paroi et l’air
est caractérisé par la diffusivité thermique effective. Exprimons cette quantité en
fonction des coefficients d’échange par convection calculés avec le logiciel de CFD.
Pour plus de clarté le cas d’une paroi Ouest est étudié.

La discrétisation de l’équation de conservation de l’énergie conduit avec le schéma
QUICK à l’expression du flux d’énergie surfacique ϕmur Ouest transmis par le mur à
l’air :

ϕparoi Ouest = −λeffw

(
∂Θ

∂x

)

paroi Ouest

= −λeffw

[
dg1

dx
(Θparoi Ouest − ΘP ) +

dg2

dx
(ΘP − ΘE)

]

= −λeffw

dg1

dx

[

Θparoi Ouest −

(

1 −
dg2

dx
dg1

dx

)

ΘP −
dg2

dx
dg1

dx

ΘE

]

(3.53)

où :
– λeffw

= ρCPaeffw
: conductivité effective de l’air au niveau de la paroi, c’est-

à-dire à la frontière Ouest de la cellule adjacente (cf. figure 3.4(a)),
– g1 et g2 : coefficients introduits par le schéma de discrétisation QUICK,
– ΘP et ΘE : températures au centre de la cellule adjacente à la paroi et de sa

voisine Est respectivement.
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En introduisant le coefficient h d’échange superficiel par convection au niveau de
la paroi, on peut écrire :

ϕparoi Ouest = h(Θparoi Ouest − Θair) (3.54)

soit,

aeffw
= −

h

ρCP
dg1

dx

=
∆x(2∆x+ ∆xE)

3∆x+ ∆xE

h

2ρCp

(3.55)

avec :
– ∆x : épaisseur de la maille adjacente à la paroi de premier ordre,
– ∆xE : épaisseur de la maille adjacente à la paroi de second rang,
– h : coefficient de transfert par convection.
Pour que l’expression du flux soit bien consistante avec le schéma QUICK, la

température de l’air utilisée a pour expression :

Θair =

(

1 −
dg2

dx
dg1

dx

)

ΘP +
dg2

dx
dg1

dx

ΘE (3.56)

Cette expression illustre le fait que l’échange par convection entre l’air et la paroi
se fait non pas sur une seule maille, mais sur les deux mailles adjacentes. C’est
une particularité du schéma QUICK qui provient de l’utilisation d’une interpolation
quadratique. Si dg1

dx
caractérise l’échange total réalisé entre le mur et l’air (équation

3.53), alors le rapport
dg2
dx
dg1
dx

donne la part de l’échange effectuée avec la maille adja-

cente de second rang et
(

1 −
dg2
dx
dg1
dx

)

celle effectuée avec la maille adjacente de premier

rang.

L’extraction des coefficients d’échange superficiel convectif calculés avec les don-
nées de référence permet donc d’obtenir la diffusivité effective aux parois et donc
d’exprimer les conditions aux limites aux parois.

Analyse des coefficients d’échange superficiel convectif :

Les figures (3.7) à (3.9) présentent en trait plein les coefficients d’échange super-
ficiel convectif obtenus lors des calculs des données de référence.

Elles montrent que dans le cas du plancher et de la paroi Ouest, le profil du
coefficient d’échange reste le même quelque soit le cas. Seule la valeur varie d’une
vitesse de soufflage à l’autre. De plus, la valeur reste quasiment constante au sein
d’un même cas.

Par contre pour la paroi Est et le plafond, les choses sont différentes. Néanmoins,
des similitudes peuvent être définies en fonction de la configuration de l’écoulement.
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Pour chaque paroi, trois configurations peuvent être définies à partir des conditions
de soufflage.

– Pour le plafond :

1. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,036 et 0,020) et (Re = 5769, Ar = 0,030

à 0,081). Le jet colle au plafond jusqu’à la paroi Est ou presque. Ici la
forme du profil reste la même, sa valeur décroît avec la portée du jet.

2. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,056, 0,076, 0,129 et 0,155). Le jet
retombe bien avant d’atteindre la paroi Est. Le profil à la même forme
par contre, la valeur diminue fortement quand le nombre d’Archimède
augmente. Le profil tend à s’aplatir pour Ar = 0,155 et devient très
proche du cas suivant.

3. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,183 et 0,215). Le jet retombe avant d’at-
teindre le plafond. La vitesse de l’air est très faible au niveau du plafond,
les coefficients d’échange superficiel convectif sont faibles et constants.

– Pour la paroi Est :

1. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,036 et 0,020) et (Re = 5769, Ar =

0,030 à 0,081). Plus le jet est froid et plus sa portée est faible. Le jet est
donc moins en contact avec cette paroi lorsque le nombre d’Archimède
au soufflage augmente. La valeur du coefficient d’échange superficiel par
convection h diminue.

2. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,056, 0,076, 0,129 et 0,155). Le pro-
fil est presque plat. La valeur du coefficient recommence à augmenter
lorsque le nombre d’Archimède au soufflage est à 0,155, la transition vers
la configuration suivante a commencé.

3. Air soufflé à (Re = 3846, Ar = 0,183 et 0,215). L’air remonte le long de
la paroi Est, le coefficient d’échange superficiel convectif augmente quand
le nombre d’Archimède au soufflage augmente.

Ainsi, les deux parois qui subissent les plus fortes variations du coefficient d’é-
change convectif sont le plafond et la paroi Est. Ces deux parois nous amènent à
distinguer non pas trois, mais quatre cas (Tableau 3.4).

Conditions de soufflage
Vitesse Température Nombre de Nombre
[m/s] [°C] Reynolds d’Archimède

Cas a 1,0 16,0 à 16,7 3846 0,215 à 0,194
Cas b 1,0 16,7 à 19,7 3846 0,194 à 0,115
Cas c 1,0 19,7 à 21,0 3846 0,115 à 0,076
Cas d 1,5 16,0 à 21,0 5769 0,081 à 0,039

Tab. 3.4 – Cas à distinguer pour le champ thermo-aéraulique
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Les cas b) et c) sont différenciés non seulement par les valeurs du coefficient
d’échange superficiel convectif, mais aussi et surtout par le champ de vitesse. Par
contre, les cas a) et b) ne se distinguent que par les coefficients d’échange super-
ficiel convectif. La limite Ar = 0,194 entre les deux cas a été déterminée approxi-
mativement à partir des données de référence. Nous reviendrons plus tard sur sa
signification. Concernant le cas d), nous pourrions également penser à distinguer
plusieurs cas à cause de la variation du coefficient au plafond (variation de l’ordre
de 1 W/m2°C). En réalité, pour cette configuration, les effets de la vitesse sont pré-
pondérants, la variation des coefficients d’échange superficiel convectif reste faible.

Ainsi, quatre cas différents ont été identifiés. Pour chacun des cas, l’équation de
conservation de l’énergie doit être intégrée en utilisant un champ de vitesse , des
coefficients d’échange superficiel convectif et une diffusivité effective au centre des
mailles fixes calculés par le code CFD (données de référence).

3.3.2 Résultats

Cette section est consacrée à la validation du modèle d’ordre élevé, noté MOE,
c’est-à-dire à la comparaison de ses résultats avec les données de référence.

Précisons tout d’abord le choix des grandeurs extraites des simulations CFD.
Pour chacun des quatre cas étudiés, un champ de vitesse, une distribution des dif-
fusivités effectives et des coefficients d’échange superficiel convectif moyens sont
calculés à partir des données de référence obtenues pour les régimes permanents
suivant :

– cas a : air soufflé à Re = 3846, Ar = 0,194 et 0,215,
– cas b : air soufflé à Re = 3846, Ar = 0,129, 0,155 et 0,183,
– cas c : air soufflé à Re = 3846, Ar = 0,076,
– cas d : air soufflé à Re = 5769, Ar = 0,030, Ar = 0,038, Ar = 0,048, Ar =

0,058, Ar = 0,069 et 0,081.
Notons que pour le cas c), une seule condition de soufflage a été retenue en raison des
difficultés rencontrées pour obtenir une bonne convergence des données de référence
pour un air soufflé à un nombre d’Archimède de 0,105.

Les résultats de chaque cas sont examinés en régime permanent et en régime
transitoire. Ce dernier correspond à la réponse du MOE à des échelons de la tem-
pérature de soufflage choisis pour représenter toute l’amplitude des températures
de soufflage de chaque cas. Les simulations sont effectuées avec Simulink, boîte à
outil de Matlab, en utilisant un solver explicite de type Runge-Kutta à pas de temps
variables.
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Fig. 3.10 – Cas a : différence de température entre les données de référence et le
MOE pour un air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,215

3.3.2.1 Cas a

En régime permanent, la comparaison avec les données de référence est établie
dans le tableau (3.5). Alors que l’écart quadratique moyen est inférieur à 0,1 °C à la
reprise et dans la zone d’occupation, sa valeur augmente fortement dans l’ensemble
du local pour dépasser 0,3 °C. La figure (3.10) présente la différence de tempéra-
ture entre le MOE et les données de référence en régime permanent pour un air
soufflé à Ar = 0,215. L’écart maximum, de l’ordre de −4 °C, est en fait circonscrit
à un nombre restreint de points situés dans le coin supérieur gauche du ventilo-
convecteur. La figure (3.10) permet en revanche d’identifier deux zones présentant
des écarts importants, toutes deux situées en dehors de la zone d’occupation. La pre-
mière correspond à la zone juste au dessus du jet et quantifie l’erreur commise par

Ar au
soufflage

σ [°C] en régime permanent
local zone d’occupation reprise

0,215 0,37 0,09 0,10
0,195 0,31 0,08 0,06

Tab. 3.5 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime permanent
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l’hypothèse de champ de vitesse fixé qui surestime la portée du jet. La deuxième est
située à proximité du plafond et est le siège d’une forte stratification thermique. Les
isothermes y sont donc resserrées et une faible erreur de positionnement de celles-ci
engendre par conséquent un fort écart de température.

Pour les régimes instationnaires, le tableau (3.6) donne les écarts quadratiques
moyens entre les données de référence et le MOE pour plusieurs échelons. La figure
(3.11) précise les résultats pour l’échelon du nombre d’Archimède au soufflage de
0,215 à 0,195. L’erreur relative est presque toujours inférieure à 0,1 °C. Par contre,
les figures (3.11(b) et 3.11(c)) mettent en évidence un comportement particulier du
modèle CFD et du MOE à l’instant initial, c’est-à-dire la naissance d’une oscillation
a priori non physique. Ce type de comportement est caractéristique des schémas
de discrétisation «upwind» d’ordre élevé comme le schéma QUICK, et a déjà été
identifié par plusieurs auteurs [28] et [89]. Aussi le choix de ce schéma pour sa préci-
sion doit être associé à une extrême prudence lors de l’interprétation des résultats,
notamment en cas de difficultés de convergence ou d’oscillations non physiques.

Ar au soufflage
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,215 à 0,195 0,02 0,09 0,07 0,03
échelon de 0,195 à 0,215 0,05 0,11 0,07 0,04

Tab. 3.6 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime instationnaire
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Fig. 3.11 – Cas a : régime transitoire pour un échelon du nombre d’Archimède au
soufflage de 0,215 à 0,195 et un nombre de Reynolds de 3846



3.3. MISE EN OEUVRE DU MODÈLE D’ORDRE ÉLEVÉ 83

-0,15

-0,15

0,03

-0,15

-0,15

0,03

0,20

0,73

0,03

0,20

0,38

1,25

2,30

T1

T2

T3

T4

T5

Zone d’occupation

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 x[m]
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

y[m]

[°C]

Fig. 3.12 – Cas b : différence de température entre les données de référence et le
MOE pour un air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,194

3.3.2.2 Cas b

En régime permanent, la comparaison avec les données de référence est donnée
dans le tableau (3.7). Comme dans le cas précédent, il existe une forte dégradation
des résultats entre la zone d’occupation et l’ensemble du local. La figure (3.12)
permet d’identifier deux zones qui présentent un fort écart de température, de l’ordre
de 1 et 3 °C, entre le MOE et les données de référence dans le cas d’un air soufflé à
Ar = 0,194. La figure (1.3(a)) fait apparaître que ces deux zones correspondent d’une
part à l’extrémité du jet après sa première ascension et d’autre part à l’extrémité
du jet après la deuxième ascension le long du mur Est. Nous pouvons donc conclure
que dans les deux cas, l’écart provient de la surestimation de la portée du jet. De

Ar au
soufflage

σ [°C] en régime permanent
local zone d’occupation reprise

0,194 0,66 0,14 0,17
0,142 0,17 0,05 0,03
0,129 0,20 0,04 0,00

Tab. 3.7 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime permanent
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plus, pour cette condition de soufflage, il apparaît dans le tableau (3.7) que l’écart
quadratique moyen en régime permanent est nettement dégradé pour l’ensemble du
local à 0,66 °C et que ces valeurs dans la zone d’occupation et à la reprise, bien
qu’acceptables, sont supérieures à 0,1 °C. Les résultats du cas a) (tableau 3.5) pour
un nombre d’Archimède au soufflage proche (Ar = 0,195) sont bien meilleurs. Cette
dernière remarque met en évidence la difficulté pour définir précisément la frontière
entre deux configurations du champ thermo-aéraulique. Par contre, ces résultats
montrent qu’il est nécessaire de différencier les cas a) et b) pour ne pas voir les
résultats se dégrader de manière significative au niveau du jet.

Pour les régimes instationnaires, le tableau (3.8) donne les écarts quadratiques
moyens entre les données de référence et le MOE pour plusieurs échelons de la tem-
pérature au soufflage. La figure (3.13) présente la réponse du MOE pour l’échelon du
nombre d’Archimède au soufflage de 0,142 à 0,194, qui des trois échelons présentés
est celui possédant les écarts quadratiques moyens les plus élevés. Il est judicieux
de remarquer que la température est systématiquement surestimée. L’écart de tem-
pérature varie autour de 0,2 °C, c’est-à-dire autour de l’écart quadratique moyen
en régime permanent pour un nombre d’Archimède de 0,194. Les remarques faites
pour le régime permanent sont donc toujours valables.

Ar au soufflage
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,194 à 0,142 0,13 0,07 0,16 0,11
échelon de 0,142 à 0,194 0,18 0,20 0,15 0,25
échelon de 0,155 à 0,129 0,11 0,08 0,18 0,05

Tab. 3.8 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime instationnaire
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Fig. 3.13 – Cas b : régime transitoire pour un échelon du nombre d’Archimède au
soufflage de 0,142 à 0,194 et un nombre de Reynolds de 3846
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Fig. 3.14 – Cas c : différence de température entre les données de référence et le
MOE pour un air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,105

3.3.2.3 Cas c

Le tableau (3.9) montre que l’écart quadratique moyen est supérieur à 0,3 °C
à la fois pour la zone d’occupation et l’ensemble du local. La figure (3.14) donne
l’écart de température entre le MOE et les données de référence pour un nombre
d’Archimède au soufflage de 0,105. Elle confirme que l’écart n’est pas ici concentré
sur quelques zones. Il faut tout de même distinguer la zone du jet qui connaît des
écarts supérieurs à 1 °C. Plusieurs facteurs peuvent expliquer cette dégradation des
résultats :

1. contrairement aux autres cas, le jet pénètre ici largement dans la zone d’occu-
pation , d’où la propagation de l’erreur dans cette zone,

2. le champ de vitesse est égal au champ de vitesse pour un nombre d’Archi-

Ar au
soufflage

σ [°C] en régime permanent
local zone d’occupation reprise

0,105 0,36 0,42 0,10
0,076 0,18 0,11 0,06

Tab. 3.9 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime permanent
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mède au soufflage de 0,076, ce qui défavorise le calcul du jet pour un nombre
d’Archimède au soufflage de 0,105,

3. les points T3 et T4 sont situés à proximité ou à l’intérieur du jet, zone dans
laquelle les gradients de température sont importants. Une faible erreur de
positionnement de ces lignes par le MOE engendre donc une augmentation
conséquente de l’écart quadratique moyen.

Pour les régimes instationnaires, le tableau (3.10) donne les écarts quadratiques
entre les données de référence et le MOE pour plusieurs échelons du nombre d’Ar-
chimède au soufflage. Les observations précédentes sont aussi valables en régime
transitoire pour le point T3, situé au coeur du jet.

Ar au soufflage
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,105 à 0,076 0,15 0,44 0,17 0,04

Tab. 3.10 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime instationnaire
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Fig. 3.15 – Cas d : différence de température entre les données de référence et le
MOE pour un air soufflé à Re = 5769 et Ar = 0,069

3.3.2.4 Cas d

Les tableaux (3.11) et (3.12) donnent les écarts quadratiques moyens entre les
données de référence et les résultats du MOE respectivement en régime permanent
et en régime transitoire.

Ce cas est le plus avantageux vis-à-vis de l’hypothèse d’un champ de vitesse fixé.
En effet, la force d’inertie entraîne le jet d’air jusqu’à la paroi Est, ce qui a pour effet
de peu modifier la configuration du champ thermo-aéraulique au sein du local. Il a
ainsi été possible de garder le même champ de vitesse quelque soit la température
de l’air soufflé. Les écarts quadratiques moyens restent ici tout à fait convenables

Ar au
soufflage

σ [°C] en régime permanent
local zone d’occupation reprise

0,069 0,29 0,10 0,20
0,048 0,22 0,05 0,10
0,038 0,19 0,04 0,06

Tab. 3.11 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime permanent
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Ar au soufflage
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,081 à 0,069 0,12 0,06 0,07 0,19
échelon de 0,058 à 0,048 0,06 0,01 0,02 0,10
échelon de 0,030 à 0,038 0,04 0,01 0,00 0,05

Tab. 3.12 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE avec les données
de référence en régime instationnaire

notamment pour le régime transitoire. Dans le cas du régime permanent pour un
nombre d’Archimède au soufflage de 0,069, la figure (3.15) montre en comparaison
avec la figure (1.3(c)) que les écarts les plus importants se trouvent au niveau du jet
et des zones de recirculation.

3.4 Conclusion

L’analyse des résultats du modèle d’état d’ordre élevé montre que sa précision est
globalement satisfaisante, bien qu’apparaît souvent une dégradation au niveau des
parois. Il s’avère de plus important d’insister sur plusieurs points. Tout d’abord, il
apparaît que l’hypothèse d’un champ de vitesse fixé est la source d’une dégradation
des écarts quadratiques moyens. Ainsi, le jet d’air s’avère délicat à prédire si sa
configuration varie trop rapidement en fonction des conditions de soufflage. De plus,
il est assez difficile, voire impossible de définir précisément la frontière entre deux
cas successifs. Cette difficulté mise en évidence lors de la transition entre les cas a)
et b) influencera le choix d’une solution pour effectuer le passage entre les différents
cas. Enfin, lors d’un changement des conditions de soufflage, apparaissent dans les
premiers instants des oscillations probablement d’origine numérique. Dans la suite
du mémoire, l’interprétation des résultats devra en tenir compte.
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Chapitre 4

Modèles d’ordre réduit

Dans le chapitre précédent, un modèle d’ordre élevé pour le calcul du champ de
température a été obtenu. Bien que celui-ci puisse être résolu rapidement, c’est-à-dire
en quelques minutes sur un ordinateur personnel, ce temps demeure trop long pour
une application en temps réel. De plus, l’ordre du système d’état obtenu est égal à
la dimension de la matrice d’état A, c’est-à-dire au nombre de mailles utilisées, soit
2992 dans notre cas. Or, nous verrons qu’un contrôleur idéal doit avoir le même ordre
que le système. L’ordre du modèle est donc toujours trop important. Aussi pour le
réduire, nous commencerons par obtenir une base de projection pour chaque modèle
d’ordre élevé en utilisant la décomposition orthogonale aux valeurs propres. Nous
tronquerons ensuite cette base pour diminuer l’ordre du modèle réduit. Enfin, un
modèle unique sera construit en interpolant les modèles des quatre cas d’écoulements
distingués.

4.1 Construction de la base de projection

4.1.1 Les snapshots

Les méthodes spectrales décrites dans l’état de l’art (§2.2.2.2) sont basées sur la
résolution d’un problème aux valeurs propres qui requiert la diagonalisation d’une
matrice. L’avantage de la POD sur les autres techniques de cette famille réside dans
la méthode des snapshots qui permet de travailler sur un problème de dimension
nettement réduite puisque celle-ci dépend du nombre de pas de temps contenus dans
l’échantillonnage et non de la dimension spatiale du problème. La taille du maillage
utilisé n’a donc pas d’influence sur la possibilité de construire une base de projec-
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tion avec cette technique. La généralisation du calcul bidimensionnel à un calcul
tridimensionnel ne devrait donc pas poser de problème sur ce point. Néanmoins,
la base POD est représentative de l’écoulement étudié, et donc de sa complexité.
Or, l’écoulement de l’air dans un local réel , en trois dimensions, est plus complexe
qu’un écoulement bidimensionnel. Nous pouvons donc supposer que la base tron-
quée contiendra plus de modes dans le cas tridimensionnel. Cependant, Basman et
Khalifa [49] ont montré que l’application de la POD en trois dimensions à un local
similaire à celui de notre étude conduisait à une base tronquée de dimension infé-
rieure à 10, taille tout à fait correcte pour un modèle d’ordre réduit résolvable en
temps réel. Cette étude permet donc de généraliser notre étude bidimensionnelle à
des cas tridimensionnels similaires.

La première étape de la POD consiste à obtenir l’ensemble des snapshots, c’est-
à-dire à réaliser l’échantillonnage caractéristique de la distribution de tempéra-
ture dans le local. Il n’existe pas de règle générale pour construire les snapshots.
Cependant, l’état de l’art a montré que pour obtenir une base destinée à construire
un modèle d’ordre réduit servant au contrôle de la température, il est nécessaire que
les snapshots capturent la dynamique de l’équation de conservation de l’énergie, et
donc qu’ils soient issus d’une simulation avec une excitation adéquate. Utilisé par
Park et Lee [77], l’échelon de température de soufflage permet d’exciter une large
gamme de fréquences. Une simulation basée sur une telle consigne sera donc riche
en information sur la dynamique de la distribution de température. Pour compléter
la richesse de cette simulation, Park et Lee ont proposé d’associer deux échelons
opposés dans la consigne de façon à balayer l’ensemble de l’intervalle de consigne
admissible dans un sens puis dans l’autre. Ainsi pour chacun des cas identifiés dans
la section (3.3), les snapshots sont extraits des simulations suivantes :

1. simulation à la température de soufflage minimale pour obtenir la condition
initiale,

2. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de la
température minimale à la température maximale jusqu’à obtention d’un ré-
gime permanent,

3. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de la
température maximale à la température minimale jusqu’à obtention d’un ré-
gime permanent.

Ces simulations ont été réalisées en priorité avec StarCD. Elles contiennent donc la
résolution de l’équation de conservation de l’énergie, mais aussi celle des équations
de conservation du moment. Contrairement au modèle d’ordre élevé, l’hypothèse
d’un champ de vitesse fixé n’a donc pas été faite. Les snapshots qui en sont extraits
contiennent alors des informations supplémentaires, par rapport au MOE quant à
l’influence de la variation du champ de vitesse sur la distribution de température.
Néanmoins, comme nous l’avions déjà signalé lors de la description des données de
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référence, il n’a pas été possible d’obtenir des simulations autour de la tempéra-
ture de soufflage de 19,7 °C, pour une vitesse de soufflage de 1 m/s. La méthode
de construction des snapshots doit donc être adaptée pour les cas b) et c). Deux
stratégies différentes ont été utilisées. Pour le cas b), étant donnée que le MOE pré-
sente des résultats satisfaisants, celui-ci a été utilisé afin d’extraire les snapshots des
simulations suivantes :

1. simulation à la température de soufflage de 16,7 °C pour obtenir la condition
initiale,

2. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de
16,7 °C à 19,6 °C jusqu’à obtention d’un régime permanent,

3. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de
19,6 °C à 16,7 °C jusqu’à obtention d’un régime permanent.

Pour le cas c), nous avons choisi d’utiliser StarCD en se rapprochant au maximum de
la frontière avec le cas b), quitte à obtenir une convergence médiocre des simulations,
ce qui nous permettra de juger de la robustesse de la technique par rapport aux
problèmes de convergence des simulations CFD. Ainsi les snapshots sont extraits
des simulations suivantes :

1. simulation à la température de soufflage de 20,0 °C pour obtenir la condition
initiale,

2. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de
20,0 °C à 21,0 °C jusqu’à obtention d’un régime permanent,

3. simulation instationnaire pour un échelon de température de soufflage de
21,0 °C à 20,0 °C jusqu’à obtention d’un régime permanent.

Une fois ces simulations réalisées, il faut choisir les snapshots à extraire. La mé-
thode des snapshots n’impose qu’une seule contrainte : les snapshots doivent être
incorrélés entre eux. Il est difficile de le vérifier concrètement. Par contre, nous pou-
vons prendre des précautions pour entre autres éviter d’extraire plusieurs snapshots
du régime permanent de l’écoulement. Or, il est difficile, voire impossible de déter-
miner le temps d’établissement du régime permanent, d’où l’introduction du temps
de réponse qui correspond à l’instant à partir duquel la variation de température
reste comprise entre 95% et 105% de la variation finale. De plus, certains points
du local n’atteignent pas un régime permament établi, en particulier au niveau des
recirculations ou à proximité du plafond. Il est donc impossible de tenir compte de
la totalité des points pour déterminer le temps de réponse du local. Nous avons
choisi d’attendre que 95% des points du local aient atteint leur temps de réponse.
Ainsi pour chaque cas, entre 40 et 60 snapshots ont été extraits des simulations en
veillant à n’extraire qu’un seul snapshot au delà du temps de réponse. Le tableau
(4.1) donne les caractéristiques des snapshots.



94 CHAPITRE 4. MODÈLES D’ORDRE RÉDUIT

Echelon [°C] Temps de Intervalle Nombre de Instant
réponse [s] de temps [s] snapshots du dernier

snapshot [s]
Cas a)

16,0 à 16,6 1720 60 30 1740
16,6 à 16,0 1980 60 34 3780

Cas b)
16,7 à 19,6 1200 60 21 1200
19,6 à 16,7 1200 60 21 2460

Cas c)
20,0 à 21,0 1140 60 20 1140
21,0 à 20,0 1760 60 31 3000

Cas d)
16,0 à 21,0 460 20 24 460
21,0 à 16,0 420 20 22 900

Tab. 4.1 – Caractéristiques des snapshots

4.1.2 Décomposition de la distribution de température

La méthode des snapshots est appliquée à la partie fluctuante des snapshots et
conduit à l’expression générale d’un snapshot au temps tk :

Θ(x, tk) = Θmoy(x) +
N∑

i=1

bi(tk)Φi(x) (4.1)

Pour chaque cas, Θmoy est le champ moyen calculé sur tous les snapshots du cas
(figure 4.1). La deuxième partie de l’expression (4.1) est donc le champ fluctuant
des snapshots autour de leur valeur moyenne. A chaque mode sont associées une
valeur propre λk et l’énergie cumulée relative E (expression 2.30). Le tableau (4.2)
donne pour chaque cas les valeurs propres et l’énergie cumulée relative des 8 premiers
modes. L’analyse de ce tableau conduit à plusieurs remarques communes aux quatre
cas :

– le premier mode est nettement dominant et capture au moins 70% de l’énergie
(72,98% dans le cas c), et même 98,15% dans le cas d),

– un très faible nombre de modes est suffisant pour obtenir plus de 90% de
l’énergie, au maximum trois dans le cas c),

– en corrélation avec les deux premières remarques, les valeurs propres décrois-
sent très rapidement.

De plus, il est possible de lier ces remarques à la nature physique des écoulements.
Ainsi, le cas d) possède un écoulement simple régit par la vitesse du jet d’air. Or, c’est
celui qui affiche la plus grande prédominance du premier mode et qui nécessite le
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Fig. 4.1 – Températures moyennes
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Mode Valeur propre Energie cumulée
relative [%]

Cas a)
1 0,2809 83,93
2 0,0439 97,05
3 0,544.10−2 98,68
4 0,198.10−2 99,27
5 0,102.10−2 99,58
6 0,554.10−3 99,74
7 0,222.10−3 99,81
8 0,203.10−3 99,87
Cas b)
1 4,4437 84,98
2 0,7457 99,27
3 0,0287 99,82
4 0,61.10−2 99,94
5 0,22.10−2 99,98
6 0,747.10−3 99,99
7 0,262.10−3 100,00
8 0,834.10−4 100,00
Cas c)
1 0,7379 72,98
2 0,1367 86,54
3 0,0492 91,42
4 0,0393 95,32
5 0,0128 96,58
6 0,77.10−2 97,35
7 0,70.10−2 98,05
8 0,54.10−2 98,58
Cas d)
1 32,9710 98,15
2 0,5729 99,86
3 0,0234 99,93
4 0,83.10−2 99,95
5 0,81.10−2 99,98
6 0,45.10−2 99,99
7 0,11.10−2 99,99
8 0,707.10−3 100,00

Tab. 4.2 – Valeurs propres et contribution à l’énergie totale des 8 premiers modes
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moins de modes pour atteindre un pourcentage d’énergie élevé. A contrario, le cas c)
subit une variation d’écoulement rapide. La convergence des données de référence
a de plus été difficile à obtenir. Il possède ainsi la répartition des modes la plus
étendue. Quant aux cas a) et b), les répartitions de l’énergie en fonction des modes
sont assez semblables. Or, leurs écoulements sont similaires d’autant plus que nous
nous sommes affranchis des problèmes de convergence au voisinage de la transition
avec le cas c), en utilisant des snapshots provenant du MOE.

Examinons maintenant la structure des modes et les coefficients temporels asso-
ciés aux quatre valeurs propres les plus énergétiques (figures 4.2 à 4.9) :

– les trois premiers coefficients temporels ont le même comportement temporel
que la consigne. Ils sont composés de deux signaux opposés situés de part et
d’autre du pointillé sur les figures (4.2, 4.4, 4.6 et 4.8),

– le premier coefficient est caractéristique de la réponse d’un système du premier
ordre à un échelon et représente le comportement global de l’air du local.
Associé à la valeur du premier mode, il peut être comparé à l’amplitude de la
variation de température. Par exemple pour le cas a), le coefficient temporel
(figure 4.2), varie entre −0,13 et 0,13, et le mode 1 est égal à 2 au voisinage
de la bouche de soufflage (figure 4.3). Leur produit donne une variation de
±0,26 °C autour de la température moyenne, à comparer à la variation de
la température de l’air soufflé de ±0,30 °C. De la même façon, il est possible
d’obtenir la variation de la température au centre du local, proche de ±0,10 °C,

– le deuxième coefficient temporel se distingue du premier par le fait qu’il in-
tervient surtout dans les premiers instants de la variation puisque sa valeur
finale est faible. Son produit avec le deuxième mode a donc une faible influence
sur la valeur de la température atteinte. Par contre, il apporte une correction
importante sur le début du régime transitoire. De plus, les valeurs du mode
2 distinguent par leur signe les points dans le jet et hors du jet. Les premiers
voient ainsi leur régime transitoire accéléré par rapport au comportement glo-
bal donné par le mode 1, alors que les seconds voient leur régime transitoire
ralenti. Physiquement, cette correction du régime transitoire peut être associée
à l’existence d’un temps de transport au sein du local,

– le troisième mode et son coefficient temporel apportent une correction du ré-
gime transitoire similaire au deuxième, mais avec une amplitude moindre,

– le quatrième mode n’a pas un comportement aussi systématique pour tous
les cas. Néanmoins, pour les cas a) et d), son coefficient temporel n’est plus
constitué de deux signaux opposés, et met en valeur des zones sièges de phéno-
mènes locaux (recirculations dans les coins) peu affectés par les changements
de consigne.

Alors que ces remarques sont valables pour les cas a), b) et d), elles doivent
être pondérés pour le cas c), notamment au niveau de la deuxième partie des coef-
ficients temporels qui sont nettement fluctuants. Ce comportement est le reflet de
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Fig. 4.2 – cas a : coefficients temporels des 4 premiers modes
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Fig. 4.6 – cas c : coefficients temporels des 4 premiers modes
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la mauvaise convergence des données de référence au voisinage de la transition avec
le cas b). Toutefois, le coefficient temporel du premier mode a un régime transitoire
relativement stable en comparaison des trois autres. Or, il permet de capturer un
peu moins de 74 % de l’énergie. Son comportement est également caractéristique
d’un premier ordre.

4.1.3 Base de projection minimale

Les modes et coefficients obtenus pour les 4 cas montrent que leur influence
diminue très rapidement en fonction de leur indice. Ainsi, seules quelques valeurs
propres sont nécessaires pour capturer une grande quantité d’énergie. Conformément
à la définition de la dimension de Karhunen-Loève dKL (§2.2.2.2), l’indice M de
troncature de la base est choisi tel que :

EM =

∑M
i=1 λi

∑N
i=1 λi

> 0,90 et
λM

λ1
< 10−2 (4.2)

Ce critère permet non seulement de tenir compte de l’énergie cumulative, mais aussi
de l’énergie capturée par chaque mode, et donc de ne pas négliger un mode contenant
une part faible mais non négligeable d’énergie. Il vient ainsi :

– cas a : M = 4

– cas b : M = 3

– cas c : M = 7

– cas d : M = 3

A part le cas c) pour lequel ce critère assure la capture de 98 % de l’énergie, l’indice
de troncature correspond pour les trois autres cas à une énergie cumulée supérieure
à 99 %, ce qui correspond au critère utilisé par Basman et Khalifa pour le calcul de
la distribution de température dans un local.

Afin d’obtenir des bases de projection de dimension identique, nous choisissons
de conserver le même nombre de modes pour tous les cas, il vient donc M = 7.

La distribution de température des snapshots a maintenant pour expression ré-
duite :

∀ k ∈ [1, N ] , Θ(x, tk) = Θmoy(x) +

M∑

i=1

bi(tk)Φi(x) (4.3)
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4.2 Construction des modèles d’ordre réduit

4.2.1 Projection des modèles d’ordre élevé

Pour décrire le comportement thermique de l’air du local, nous disposons :

1. du modèle d’ordre élevé donné par le système d’équations :
{

Θ̇(t) = AΘ(t) + Bu(t)

Θobs(t) = CΘ(t) + Du(t)
, (4.4)

2. des snapshots dont l’expression réduite est donnée par l’équation (4.3).

Les distributions de température contenues dans les snapshots doivent vérifier le
modèle d’ordre élevé. En introduisant l’expression (4.3) dans la première équation
du système (4.4), il vient :

M∑

i=1

ḃi(t)Φi(x) =

M∑

i=1

Abi(t)Φi(x) + AΘmoy(x) + Bu(t) (4.5)

Or, les modes (Φi)i∈[1,M ] forment une base orthogonale, le produit scalaire de deux
vecteurs de la base s’écrit donc :

∀(i,j) ∈ [1,M ]2, (Φi,Φj) = ‖Φi‖
2 δij (4.6)

où :
– δij est le symbole de Kronecker,
– ‖Φi‖ la norme de Φi.

La projection de l’expression (4.7) sur tout vecteur Φj donne :

∀j ∈ [1,M ],

M∑

i=1

(Φj,ḃi(t)Φi) =

M∑

i=1

(Φj ,Abi(t)Φi)+(Φj ,AΘmoy))+(Φj,Bu(t)) (4.7)

Soit ∀j ∈ [1,M ],
M∑

i=1

(Φj,Φi)ḃi(t) =
M∑

i=1

(Φj,AΦi)bi(t) + (Φj,AΘmoy)) + (Φj ,Bu(t))

(4.8)
Du fait de l’orthogonalité des modes, il vient :

∀j ∈ [1,M ], (Φj,Φj)ḃj(t) =

M∑

i=1

(Φj,AΦi)bi(t) + (Φj,AΘmoy) + (Φj ,Bu(t)) (4.9)

Soit ∀j ∈ [1,M ], ḃj(t) =

M∑

i=1

(Φj ,AΦi)

‖Φj‖
2 bi(t) +

(Φj ,AΘmoy)

‖Φj‖
2 +

(Φj ,Bu(t))

‖Φj‖
2 (4.10)
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Ce système d’équations s’écrit sous forme matricielle :

ḃ(t) = Arb(t) + Er + Bru(t) (4.11)

avec :
– Arij

=
(Φi,AΦj)

‖Φi‖
2 ,

– Eri
= (Φi,AΘmoy)

‖Φi‖
2 ,

– Brij
= (Φi,B(:,j))

‖Φi‖
2 où B(: ,j) est la jième colonne de la matrice B.

De plus, l’équation (4.3) s’écrit matriciellement :

Θ(t) = Θmoy + Crb(t) (4.12)

où Cr est la matrice d’observation dont les colonnes sont constituées des modes
propres Φi dans le cas d’une observation totale.

Si l’ensemble formé par les snapshots constitue une bonne représentation de
la dynamique de l’air du local en réponse à une variation du vecteur d’entrée u(t),
alors le système dynamique constitué des équations (4.11) et (4.12) peut être étendu
à toutes les valeurs possibles de u(t) pour obtenir des coefficients temporels a(t)

étendus : {

ȧ(t) = Ara(t) + Bru(t) + Er

Θobs(t) = Cra(t) + Θmoy

, (4.13)

Nous voyons ici que le choix de la consigne lors du calcul des snapshots est primordial
pour la construction d’un modèle réduit valable pour des conditions différentes de
celles utilisées pour les snapshots.

Pour se rapprocher de la forme canonique d’un système d’état, le changement de
variable a(t) = a(t) + A−1

r Er conduit au modèle d’ordre réduit :

{

ȧ(t) = Ara(t) + Bru(t)

Θobs(t) = Cra(t) + Dru(t) + Θmoyr

, (4.14)

Ce nouveau système d’état constitue un modèle d’ordre réduit puisque la variable
d’état est le vecteur des coefficients temporels dont la dimension correspond au
nombre M de modes conservés, c’est-à-dire 7. Ainsi :

– a(t) : vecteur d’état de dimension M ,
– Ar : matrice d’état de dimension M ×M ,
– Br : matrice d’entrée de dimension M×nCL, où nCL est le nombre de conditions

aux limites en températures, c’est-à-dire 5 (températures de surface des quatre
parois du local et température de l’air soufflé),

– u(t) : vecteur des entrées de dimension nCL,
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– Cr : matrice d’observation de dimension nobs × M , où nobs est le nombre
de températures observées. Dans le cas d’une observation complète, nobs =

2992. Si seule la iième température est observée, alors nobs = 1, et la matrice
d’observation n’est composée que de la iième ligne de la matrice d’observation
complète (équation 4.12),

– Dr = 0 : deuxième matrice d’entrée de dimension nobs × nCL,
– Θmoyr

= Θmoy − CrA
−1
r Er : vecteur de dimension nobs. Dans le cas d’une

observation complète, son expression est donnée par l’équation (4.2.1). Pour
une observation incomplète, seuls les éléments de Θmoy correspondant aux
points observés sont conservés.

4.2.2 Correction des modèles d’ordre réduit

L’état de l’art (§2.2.2.2) a mis en évidence qu’il existe une erreur due à la tron-
cature des modes de faible énergie. Pour en tenir compte, nous proposons d’utiliser,
comme de nombreux auteurs, le modèle de Heisenberg basé sur l’augmentation de la
dissipation en ajoutant une viscosité «tourbillonnaire» à chacune des équations du
modèle d’état. Reprenons la première équation du système d’état avant changement
de variable, en séparant les termes de diffusion (indice d) et de transport (indice t)
provenant de la discrétisation de l’équation de conservation de l’énergie (3.13) :

ȧ(t) = (Art + Ard)a(t) + (Brt + Brd)u(t) + (Ert + Erd) (4.15)

Pour tenir compte de l’effet de la troncature des modes de faible énergie sur le
jième mode, l’ajout d’une viscosité se traduit par l’augmentation de la diffusivité par
αjaeff :

ȧ(t) = Arta(t) + Brtu(t) + Ert + I1+α [Arda(t) + Brdu(t) + Erd] (4.16)

avec :

I1+α =









1 + α1

. . . 0

0
. . .

1 + αM









Les coefficients de correction αj sont calculés par calibration optimale du modèle
d’ordre réduit [71]. Ainsi, les contraintes N (a,α) du système sont définies. Elles
représentent les équations du système :

N (a,α) = 0 (4.17)

Soit,

N (a,α) = ȧ(t) − Arta(t) −Brtu(t) − Ert − I1+α [Arda(t) + Brdu(t) + Erd] (4.18)



110 CHAPITRE 4. MODÈLES D’ORDRE RÉDUIT

L’objectif consiste à approcher au sens des moindres carrés les coefficients temporels
b des snapshots par les coefficients temporels a calculés par la première équation du
système (4.13). Ceci revient à minimiser la fonctionnelle objectif suivante :

I(a,α) =

∫ T

0

M∑

j=1

(aj − bj)
2dt+ β2

∫ T

0

M∑

j=1

α2
jdt (4.19)

Le deuxième terme représente le coût lié à la distance entre la diffusivité effective
aeff et la diffusivité effective corrigée (1+αj)aeff . Il permet d’éviter que le problème
d’optimisation soit mal posé, avec une fonctionnelle objectif non concave. β est un
coefficient de pondération entre les deux termes de la fonctionnelle. Plus β est petit,
plus la plage de contrôle pour minimiser le premier terme de la fonctionnelle est
grande.

C’est un problème d’optimisation avec contraintes dont l’objectif consiste à mi-
nimiser la fonctionnelle objectif sous la contrainte du système :

{

minα∈RM I(a,α)

N (a,α) = 0
(4.20)

Un tel problème de minimisation n’est pas simple à résoudre directement. Il est
plus judicieux de créer un problème équivalent en introduisant la fonctionnelle
Lagrangienne suivante :

L(a, α,ã) = I(a,α) − 〈N (a,α),ã〉 (4.21)

où ã est un multiplicateur de Lagrange. Le produit scalaire est cette fois-ci défini
par :

〈N (a,α),ã〉 =
M∑

j=1

∫ T

0

ãj(t)Nj(a,α)dt (4.22)

Le problème consiste alors à déterminer le contrôle optimal α, l’état a et le
multiplicateur de Lagrange ã tels que la fonctionnelle Lagrangienne L(a, α,ã) soit
stationnaire :

δL =
∂L

∂a
δa +

∂L

∂α
δα+

∂L

∂ã
δã = 0 (4.23)

Les variables a, α et ã étant indépendantes, la solution optimale est donc obtenue
en annulant les premières variations de L par rapport à a, α et ã :

∂L

∂a
δa = 0 ;

∂L

∂α
δα = 0 ;

∂L

∂ã
δã = 0 (4.24)

Les calculs, décrits dans l’annexe (C), conduisent à un système de trois équations
couplées qui peut être résolu avec un méthode itérative :







ȧ = (Art + I1+αArd)a + (Brt + I1+αBrd)u + Ert + I1+αErd

− ˙̃a = t (Art + I1+αArd) ã + 2(a − b) ; ã(T ) = 0

α = − 1
2β2

∫ T

0
t (Arda + Brdu + Erd) ãdt

(4.25)
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Les figures (4.10) à (4.13) comparent les coefficients temporels obtenus avec les
modèles d’ordre réduit corrigé et non corrigé à ceux obtenus par projection directe
des snapshots sur la base POD. Remarquons tout de suite que pour le cas b), les
coefficients sont très proches. La correction du MOR n’apporte d’ailleurs pas une
amélioration très nette. Pour les trois autres cas, les snapshots sont obtenus non
pas à partir du MOE mais à partir de simulations CFD. Pour les cas a) et d),
l’allure des deux coefficients temporels les plus énergétiques est assez bien retrouvée,
pas pour les suivants. Pour le cas a), la correction est absolument nécessaire pour
améliorer la précision du MOR. Mais il faut souligner que la méthode de calibration
n’est pas très simple à mettre en oeuvre et nécessiterait des méthodes de résolution
itérative performantes pour améliorer son efficacité. Pour le cas d), la correction a
un effet paradoxal puisqu’elle diminue la précision du modèle sur les deux premiers
coefficients, ce qui met en relief un inconvénient de la méthode de correction choisie.
En effet, la minimisation de la fonctionnelle objectif (4.19) conduit à la minimisation
de l’écart global entre les coefficients temporels issus de la projection des snapshots
et ceux calculés avec le MOR. Ainsi, il est possible que certains coefficients soient
améliorés alors que d’autres sont dégradés tout en minimisant la fonctionnelle. C’est
ce qui arrive au cas d), d’autant plus que sept modes sont conservés alors que trois
suffiraient. En conclusion, nous décidons de ne pas corriger le MOR du cas d). Il
faudra vérifier que la précision du MOR est bien suffisante. Pour le cas c), il faut
souligner que la correction a été peu perturbée par la fluctuation de la deuxième
partie des coefficients temporels.

Enfin, cette méthode de calibration permet non seulement de corriger les erreurs
de troncature mais aussi de tenir compte de l’ensemble des erreurs de modélisation.
Cette remarque prend tout son sens pour expliquer les difficultés rencontrées pour
corriger correctement les cas a), c) et d). Contrairement au cas b), la calibration
tenait aussi compte de l’erreur commise par le MOE à cause de l’hypothèse d’un
champ de vitesse fixe.
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Fig. 4.10 – Cas a : Correction des coefficients temporels des 4 modes les plus éner-
gétiques, calculés par le MOR non corrigé, le MOR corrigé et par projection directe
des snapshots
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Fig. 4.11 – Cas b : Correction des coefficients temporels des 4 modes les plus éner-
gétiques, calculés par le MOR non corrigé, le MOR corrigé et par projection directe
des snapshots
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Fig. 4.12 – Cas c : Correction des coefficients temporels des 4 modes les plus éner-
gétiques, calculés par le MOR non corrigé, le MOR corrigé et par projection directe
des snapshots
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Fig. 4.13 – Cas d : Correction des coefficients temporels des 4 modes les plus éner-
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4.2.3 Résultats des modèles d’ordre réduit

Examinons maintenant les résultats des modèles d’ordre réduit. Les tableaux
(4.3), (4.5), (4.7) et (4.9) permettent de comparer les écarts quadratiques moyens en
régime permanent des modèles d’ordre élevé, des modèles d’ordre réduit non corrigés
(MOR nc) et des modèles d’ordre réduit corrigés (MOR). De plus, les figures (4.14),
(4.16), (4.18) et (4.19) donnent les différences de températures entre d’une part le
MOE et les données de référence et d’autre part le MOR corrigé (non corrigé pour
le cas d) et les données de référence pour des conditions de soufflage représentatives
de chaque cas. Pour le régime transitoire, les tableaux (4.4), (4.6), (4.8) et (4.10)
contiennent les résultats des trois familles de modèles pour des échelons du nombre
d’Archimède au soufflage. Pour les cas a) et b), ces tableaux sont complétés par les
figures (4.15) et (4.17) qui illustrent l’évolution temporelle de la température des
quatre points étudiés pour un échelon représentatif des cas.

Avec la réduction du modèle, une dégradation des résultats est attendue puisque
la création de la base de projection passe par une diminution de l’information (me-
surée par l’énergie) lors de la troncature. Pourtant, les résultats mettent en évidence
que cette dégradation n’est pas systématique. Commençons par l’examen du cas b)
pour lequel les snapshots ont été extraits des résultats du MOE. La troncature à
l’ordre 7 de la base a permis de conserver la totalité de l’énergie. Les tableaux (4.5)
et (4.6), ainsi que les figures (4.16) et (4.17) montrent que le MOR corrigé est ex-
trêmement proche du MOE. Concernant la correction du MOR, son effet est faible
sur les résultats comme le laissait penser la comparaison des coefficients temporels
des modèles corrigé et non corrigé.

Pour les trois autres cas, les conclusions sont différentes. Rappelons tout d’abord
que la principale différence avec le cas b) réside dans le fait que les snapshots sont
extraits des simulations CFD. Pour les cas a) et c), les résultats en régime perma-
nent (tableaux 4.3 et 4.7) mettent en évidence une nette amélioration de l’écart
quadratique moyen dans tout le local passant par exemple de 0,37 °C à 0,18 °C pour
un air soufflé à Ar = 0,215 (cas a), ou encore de 0,36 °C à 0,16 °C pour un air
soufflé à Ar = 0,105 (cas c). De plus, les écarts quadratiques moyens ont également
diminué dans la zone d’occupation et à la reprise pour certaines conditions d’air
soufflé. En particulier pour un air soufflé à Ar = 0,105 (cas c), la figure (4.18) met
en évidence que le MOR est plus précis au niveau du jet d’air. L’amélioration de
la prévision du jet peut ainsi expliquer la diminution de l’écart dans tout le local.
Mais pourquoi la projection du MOE sur la base POD améliore-t’elle la précision
du modèle au niveau du jet ? La réponse réside dans la nature même des snapshots
qui, extraits des simulations CFD, contiennent des informations sur la variation du
champ de vitesse, contrairement au MOE qui est basé sur l’hypothèse d’un champ
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de vitesse fixe. Concernant le régime transitoire, l’amélioration de l’écart est plus
aléatoire. Par exemple, dans le cas a), la réponse à l’échelon du nombre d’Archimède
au soufflage de 0,215 à 0,195 (tableau 4.4 et figure 4.15), donne un écart légèrement
diminué de 0,09 °C à 0,05 °C pour le point T3 et plus nettement dégradé à la reprise
(point T5) de 0,03 °C à 0,16 °C. Ce phénomène se répète dans le cas c) avec par
exemple pour la réponse à l’échelon du nombre d’Archimède au soufflage de 0,105 à
0,076 (tableau 4.8) une diminution de l’écart de 0,15 °C à 0,05 °C pour le point T2 et
une augmentation de 0,11 °C à 0,23 °C pour le point T3. Il est difficile de l’expliquer.
Notons tout de même que le MOR est construit à partir de deux approximations
du champ thermo-aéraulique, le MOE et la base POD construite à partir des snap-
shots issus des simulations CFD. Autant le cas b) semble montrer que lorsque les
snapshots sont issus du MOE alors la projection de celui-ci donne des résultats très
proches, autant lorsque le MOE et les snapshots sont indépendants, les résultats sont
assez hétérogènes. Néanmoins, même dans ce deuxième cas, les résultats restent sa-
tisfaisants et les valeurs les plus importantes de l’écart quadratique moyen sont, en
régime permanent, de 0,20 °C pour l’ensemble du local et un nombre d’Archimède
au soufflage de 0,129 (tableau 4.6) et, en régime transitoire, de 0,23 °C pour le point
T3 et un échelon du nombre d’Archimède au soufflage de 0,105 à 0,076 (tableau 4.8).
Nous avons volontairement écarté la valeur de 0,66 °C obtenu pour tout le local et
un nombre d’Archimède au soufflage de 0,195 car elle reste fidèle à la valeur, déjà
importante, obtenue par le MOE. Concernant la correction du MOR, les résultats
du MOR corrigé sont dans l’ensemble meilleurs. Le cas d) semble lui aussi satisfaire
aux remarques précédentes. Toutefois, il est intéressant de noter que c’est le cas
pour lequel le plus de modes superflus sont conservés. En effet, alors que seuls trois
modes suffiraient largement à lui faire vérifier le critère de troncature (tableau 4.2),
sept modes sont conservés. Les quatre modes les moins énergétiques contiennent
seulement 0,04% de l’énergie. La conservation de ces modes augmente la taille du
MOR et donc sa sensibilité aux erreurs numériques de résolution. Ses résultats (ta-
bleaux 4.9 et 4.10) sont néanmoins très satisfaisants sauf pour le régime permanent à
Ar = 0,069 et le régime instationnaire pour un échelon de Ar = 0,081 à Ar = 0,069

où les écarts quadratiques moyens peuvent atteindre 0,34 °C. Néanmoins, il faut
remarquer que les écarts ont des valeurs homogènes avoisinant 0,30 °C.

Enfin, ces résultats montrent que les MOR sont capables d’obtenir des résultats
satisfaisants pour des échelons différents de ceux utilisés lors de la génération des
snapshots, ce qui permet d’étendre leur validité.
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,215 MOE 0,37 0,09 0,10

MOR nc 0,24 0,25 0,26
MOR 0,18 0,07 0,02

0,195 MOE 0,31 0,08 0,06
MOR nc 0,14 0,14 0,07
MOR 0,12 0,12 0,15

Tab. 4.3 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,215 à 0,195 MOE 0,02 0,09 0,07 0,03
MOR nc 0,08 0,17 0,17 0,05
MOR 0,09 0,05 0,08 0,16

échelon de 0,195 à 0,215 MOE 0,05 0,11 0,07 0,04
MOR nc 0,19 0,16 0,11 0,25
MOR 0,02 0,04 0,16 0,08

Tab. 4.4 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
instationnaire
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Fig. 4.14 – Cas a : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,215
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,194 MOE 0,66 0,14 0,17

MOR nc 0,66 0,13 0,17
MOR 0,66 0,10 0,14

0,142 MOE 0,17 0,05 0,03
MOR nc 0,17 0,06 0,04
MOR 0,17 0,04 0,01

0, 129 MOE 0,20 0,04 0,00
MOR nc 0,20 0,04 0,00
MOR 0,20 0,05 0,02

Tab. 4.5 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,194 à 0,142 MOE 0,13 0,07 0,16 0,11
MOR nc 0,14 0,06 0,17 0,15
MOR 0,15 0,07 0,19 0,15

échelon de 0,142 à 0,194 MOE 0,18 0,20 0,15 0,25
MOR nc 0,17 0,20 0,14 0,25
MOR 0,14 0,17 0,11 0,22

échelon de 0,155 à 0,129 MOE 0,11 0,08 0,18 0,05
MOR nc 0,11 0,08 0,17 0,07
MOR 0,12 0,09 0,19 0,08

Tab. 4.6 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
instationnaire
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Fig. 4.16 – Cas b : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,194
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Fig. 4.17 – Cas b : régime transitoire pour un échelon du nombre d’Archimède au
soufflage de 0,142 à 0,194 et un nombre de Reynolds de 3846
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,105 MOE 0,36 0,42 0,10

MOR nc 0,32 0,39 0,16
MOR 0,16 0,19 0,03

0,076 MOE 0,18 0,11 0,06
MOR nc 0,21 0,18 0,13
MOE 0,16 0,12 0,13

Tab. 4.7 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,105 à 0,076 MOE 0,15 0,44 0,17 0,04
MOR nc 0,06 0,15 0,15 0,24
MOR 0,05 0,23 0,14 0,13

Tab. 4.8 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR non
corrigé (MOR nc) et du MOR corrigé (MOR) avec les données de référence en régime
instationnaire
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Fig. 4.18 – Cas c : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,105



126 CHAPITRE 4. MODÈLES D’ORDRE RÉDUIT

Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,069 MOE 0,29 0,10 0,20

MOR nc 0,26 0,28 0,34
0,048 MOE 0,22 0,05 0,10

MOR nc 0,12 0,10 0,14
0,038 MOE 0,19 0,04 0,06

MOR nc 0,09 0,04 0,06

Tab. 4.9 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE et du MOR non
corrigé (MOR nc) avec les données de référence en régime permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,081 à 0,069 MOE 0,12 0,06 0,07 0,19
MOR nc 0,20 0,26 0,30 0,30

échelon de 0,058 à 0,048 MOE 0,06 0,01 0,02 0,10
MOR nc 0,09 0,09 0,14 0,14

échelon de 0,030 à 0,038 MOE 0,04 0,01 0,00 0,05
MOR nc 0,02 0,04 0,05 0,04

Tab. 4.10 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE et du MOR
non corrigé (MOR nc) avec les données de référence en régime instationnaire
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Fig. 4.19 – Cas d : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 5769 et Ar = 0,069
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4.3 Interpolation des modèles d’ordre réduit

Nous disposons maintenant de quatre modèles d’ordre réduit applicables locale-
ment. Nous avons déjà mis en évidence qu’il était difficile de fixer la frontière entre
deux cas successifs. Par exemple, pour les cas a) et b), les données de référence nous
ont conduit à la fixer à une valeur du nombre d’Archimède au soufflage de 0,194.
Or, la valeur de 0,66 °C pour l’écart quadratique moyen de tout le local du cas
b) (tableau 4.5) est révélateur d’une erreur importante. Par contre, les données de
référence indiquent que le cas a) est correctement applicable pour un air soufflé à
Ar = 0,215 et le cas b) pour un air soufflé à Ar = 0,183. Ainsi la validité locale
des modèles nous conduit à utiliser une interpolation de type logique floue entre les
températures obtenues avec les différents modèles. Commençons par étudier les cas
a), b) et c) qui correspondent à un nombre de Reynolds au soufflage de 3846. Il peut
être remarqué que les transitions entre les différents cas ne se font pas subitement,
mais autour du point de transition. Par exemple, bien que la frontière entre les cas
a) et b) ait été fixée à Ar = 0,215, la transition s’effectue progressivement autour
de cette valeur.

Le tableau (4.11) permet de comparer, en régime permanent, les résultats des
MOR pour ces trois cas. En gras sont repérées les valeurs du nombre d’Archimède
marquant la frontière entre les cas. Autour de la transition, la température des
données de référence est presque toujours comprise entre les températures des deux
cas considérés, ou à défaut en est très proche. Physiquement, ces deux transitions
ne se font pas de la même façon, la deuxième étant beaucoup plus rapide. Lors des
simulations CFD, il a d’ailleurs été impossible de déterminer précisément la frontière

Archimède Températures [°C] Données
au soufflage cas a) cas b) cas c) de référence

0,215 18,65 18,82 19,91 18,63
0,195 18,96 19,25 20,21 19,11
0,194 19,01 19,33 20,27 19,19
0,183 19,16 19,54 20,42 19,44
0,155 19,67 20,27 20,93 20,24
0,142 19,93 20,63 21,19 20,62
0,129 20,19 20,99 21,45 21,01
0,115 20,49 21,43 21,76 21,47
0,105 20,70 21,72 21,96 21,98
0,076 21,22 22,45 22,48 22,60

Tab. 4.11 – Températures à la reprise calculées par les MOR en régime permanent
(Re = 3846)
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Fig. 4.20 – Valeur absolue de l’écart de température entre les MOR et les données
de référence pour un nombre de Reynolds de 3846

entre les cas b) et c). Cette différence apparaît clairement sur la figure (4.20) qui
représente la valeur absolue de l’écart de température entre chaque MOR et les
données de référence en fonction du nombre d’Archimède au soufflage. En effet la
pente des courbes est plus importante autour de la transition entre les cas b) et c)
qu’entre les cas a) et b). L’intervalle d’interpolation sera donc plus large pour la
deuxième citée. De plus, nous savons que pour un nombre d’Archimède au soufflage
de 0,105, le cas b) n’est physiquement plus valable. Nous proposons ainsi d’effectuer
l’interpolation entre les cas a) et b) pour des nombres d’Archimède au soufflage
compris entre 0,215 et 0,183, et l’interpolation entre les cas b) et c) entre 0,115 et
0,105, comme indiquée sur la figure (4.20) par les pointillés. La température de l’air
est alors donnée par :

θ1 m/s = paθcas a + pbθcas b + pcθcas c (4.26)

où :
– θ1 m/s : température de l’air du local pour un air soufflé à 1 m/s,
– θcas a, θcas b et θcas c : températures calculées par les MOR des cas a), b) et c),
– pa, pb et pc : coefficients d’interpolation des cas a), b) et c).

Nous avons choisi d’exprimer les coefficients d’interpolation p, non pas en fonction
des nombres d’Archimède, mais en fonction de la température de soufflage. En effet,
lors de l’intégration de ce modèle dans une boucle de contrôle, le calcul en temps réel
du nombre d’Archimède (equation 3.3) nécessiterait la donnée de la température et
de la vitesse de soufflage qui peuvent être mesurées, mais aussi de la température
de l’air ambiant qui doit être calculée par le modèle ce qui peut poser des problèmes
de stabilité du système. Les valeurs des coefficients d’interpolation p, fonction de
la température de soufflage, sont données dans le tableau (4.12). La figure (4.21)
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Température de soufflage [°C]
[16,0 17,0] [17,0 19,5] [19,5 20,0] [20,0 21,0]

pa −θsouf + 17,0 0 0 0
pb θsouf − 16,0 1 −2θsouf + 40,0 0
pc 0 0 2θsouf − 39,0 1

Tab. 4.12 – Valeurs des coefficients d’interpolation

Température de l’air soufflé [°C]

pa

pb

pc

16,0 16,5 17,0 17,5 18,0 18,5 19,0 19,5 20,0 20,5 21,0
0,0

0,5

1,0

Fig. 4.21 – Coefficients d’interpolation

montre l’allure de ces coefficients.

Jusqu’à présent, seul le régime permanent a été abordé. Ces pondérations sont-
elles également valables en régime transitoire ? L’évidence nous pousse à dire que
non. Par exemple, dans le cas d’un échelon de température de soufflage de 16,0 à
17,0 °C, l’expression (4.26) conduit à un passage brutal du cas a) au cas b), ce qui
revient à négliger le temps de transport au sein du local. Il est difficile d’évaluer avec
précision la dynamique exacte de la transition entre les cas. Par exemple, pour les cas
b) et c), il nous a été impossible d’effectuer la simulation de cette transition. Aussi,
nous proposons une approximation d’ordre 1 pour cette dynamique, c’est-à-dire dans
le cas de la pondération du cas a) :

τ ṗa + pa = −θsouf + 17,0 (4.27)

D’autre part, la somme des pondérations doit toujours être égale à 1, la constante
de temps de la dynamique doit donc être la même pour les deux cas faisant l’objet
de la transition. Le tableau (4.13) donne les expressions dynamiques des coefficients
d’interpolation.

Les constantes de temps sont extraites des données de référence en régime tran-
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Température
de

soufflage [°C]
[16,0 − 17,0] τabṗa + pa = −θsouf + 17 pb = 1 − pa pc = 0

[17,0 − 19,5] pa = 0 pb = 1 pc = 0

[19,5 − 20,0] pa = 0 pb = 1 − pc τbcṗc + pc = 2θsouf − 39

[20,0 − 21,0] pa = 0 pb = 0 pc = 1

Tab. 4.13 – Equations dynamiques des coefficients d’interpolation

sitoire. Tous les points du local n’ayant pas la même dynamique, il est nécessaire
de choisir un point de référence. Lors des simulations du contrôle de la température
du local que nous effectuerons dans le chapitre suivant, les MOR nous donneront la
température à la reprise du ventilo-convecteur, c’est-à-dire la température mesurée.
Il est donc naturel de choisir un point à la reprise comme référence. Pour un mo-
dèle du premier ordre, la constante de temps d’un système est le tiers du temps de
réponse. Le tableau (4.14) donne les constantes de temps de chaque cas.

cas a) cas b) cas c)
Constante de temps [s] 162 210 137

Tab. 4.14 – Valeurs des constantes de temps

Par compromis entre deux cas successifs, la constante de temps d’interpolation est
prise égale à la moyenne entre les constantes de temps des différents cas, d’où :

{

τab = 162+210
2

= 186 s

τbc = 210+137
2

= 174 s
(4.28)

La transition entre les deux vitesses de soufflage peut se faire exactement de la
même façon, c’est-à-dire en réalisant une interpolation entre la température dans
la zone d’occupation calculée pour une vitesse d’air soufflé de 1 m/s, donnée par
l’équation (4.26), et la température donnée par le MOR du cas d). Il vient :

θ = p1 m/sθ1 m/s + pdθcas d (4.29)

avec :
{

τvitesseṗ1 m/s + p1 m/s = −2(vsouf − 1) + 1

pd = 1 − p1 m/s

(4.30)

D’après les données de référence, la transition entre les deux vitesses se fait avec une
constante de temps de 260 s pour la température à la reprise.
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Fig. 4.22 – Interpolation des MOR à Re = 3846 pour un échelon du nombre d’Ar-
chimède au soufflage de : (a) Ar = 0,215 à Ar = 0,183, (b) Ar = 0,183 à Ar = 0,215

Pour valider cette approche, nous nous proposons de tester deux transitions,
et tout d’abord le passage du cas a) au cas b) en testant la réponse du modèle
à l’échelon de soufflage de Ar = 0,215 à Ar = 0,183 (figure 4.22(a)) et à l’échelon
opposé de Ar = 0,183 à Ar = 0,215 (figure 4.22(b)). Les écarts quadratiques moyens
instationnaires sont respectivement de 0,09 °C et 0,10 °C pour les deux échelons, ce
qui correspond à de bons résultats par rapport aux résultats instationnaires des cas
a) et b) (tableaux 4.4 et 4.6). Dans le cas de l’échelon de Ar = 0,215 à Ar = 0,183, le
modèle interpolé améliore nettement la précision par rapport aux modèles respectifs
des cas a) et b).

Le manque de données de référence pour le cas c) ne nous a pas permis de tester
l’interpolation pour la transition entre les cas a) et b).

Examinons maintenant la transition entre le cas d) et le cas (a) correspondant à
une variation du nombre de Reynolds au soufflage de 5769 à 3846 (soit une variation
de la vitesse de soufflage de 1,5 m/s à 1 m/s), en conservant lã même température
de soufflage de 16 °C (cf. figure 4.23). Il est difficile de tirer des conclusions pour
cette transition tant la validité des données de référence peut être mise en doute en
raison d’une mauvaise convergence.
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4.4 Conclusion

Un modèle d’ordre réduit est disponible pour chaque cas. Mis sous forme d’un
système d’état d’ordre faible, ils sont résolvables en temps réel. L’interpolation des
températures calculées par ces quatre modèles permet d’obtenir la température dans
le local en fonction de la température et de la vitesse de l’air soufflé (figure 4.24).
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Fig. 4.24 – Schéma de principe du modèle du local

Bien que sa précision soit encore perfectible, nous pourrions maintenant intégrer
ce modèle dans une boucle de contrôle afin de simuler la régulation de la tempé-
rature dans le local. Conformément à la description de la figure (4.25), ce modèle
permettrait d’une part de simuler la mesure de la température à la reprise du ventilo-
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convecteur et de la comparer à la température de consigne pour définir la commande
du ventilo-convecteur (contrôle classique), et d’autre part de calculer la température
dans la zone d’occupation. Dans le chapitre suivant, les modèles d’ordre réduit se-
ront utilisés afin de simuler le comportement du local contrôlé. Dans le cas d’un
local réel, ces modèles ne seraient pas nécessaires puisque la température de reprise
serait directement mesurée dans le local.

Local
Ventilo-

convecteur
Contrôleur+

-

Qconsigne

Qrep mesurée

Commande Qsoufflage
Qzocc

Fig. 4.25 – Contrôle de la température de reprise
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Chapitre 5

Estimation et contrôle

Dans le chapitre précédent, un modèle d’ordre réduit a été construit pour chaque
configuration thermo-aéraulique identifiée. Ces modèles mis sous la forme de système
d’état sont résolvables en temps réel, et donne la distribution de température dans
tout le local.

En utilisant les propriétés des systèmes d’état et la théorie du contrôle, l’objectif
de ce chapitre consiste à estimer la température dans la zone d’occupation en com-
parant les résultats des modèles d’ordre réduit à la température mesurée à la reprise
du ventilo-convecteur, puis à créer un contrôleur. La figure (5.1) présente le schéma
de commande qui sera utilisé pour tester le contrôle.

Le rôle de l’estimateur consiste à utiliser la température mesurée afin de corriger
l’erreur des modèles d’ordre réduit du local pour calculer la température dans la zone
d’occupation avec une meilleure précision. La température dans cette zone pourra

Estimateur

Local
Ventilo-

convecteur
Contrôleur+

-

Qconsigne

Qzone d'occupation estimée

Qreprise mesurée

Commande Qsoufflage

Fig. 5.1 – Schéma de contrôle de la température dans la zone d’occupation
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alors être directement contrôlée.

Plaçant la modélisation du ventilo-convecteur hors de notre étude, celui-ci est
simplement représenté par une loi linéaire liant l’ouverture de la vanne de la batterie
froide à la température de l’air soufflé (figure 5.2). Le gain du ventilo-convecteur est
donc de − 5

100
. De plus, pour tenir compte de l’inertie du ventilo-convecteur, un

filtre du premier ordre est rajouté pour la température et la vitesse de soufflage. Sa
constante de temps est fixée à 20 s.

Ouverture vanne [%]

Qsouf [°C]

16

21

0 100

Fig. 5.2 – Caractéristique du ventilo-convecteur

5.1 Propriétés des systèmes d’état

Avant toute chose, il est nécessaire de vérifier certaines propriétés du système
d’état : sa contrôlabilité et son observabilité. Nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage
de Bergounioux pour plus de détails et notamment les démonstrations des propriétés
mathématiques [90].

5.1.1 Contrôlabilité

L’état a(t) du système, à valeurs dans R
M sur [0,+∞[, est donné par l’équation

différentielle ordinaire (EDO) à coefficients constants :
{

ȧ(t) = Ara(t) + Bru(t) sur ]0,+∞[

a(t = 0) = a0

, (5.1)

Un problème de contrôle consiste en :
– une classe de contrôles u admissibles, qui correspond à l’intervalle de tempé-

rature de l’air soufflé [16 21],
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– une EDO de la forme (5.1) décrivant l’état du système,
– une famille d’ensembles cibles, également appelés les consignes.
Soit a0 dans R

M . S’il existe un contrôle u admissible et un instant t1 tels que
a(t1) appartient à l’ensemble cible, u envoie a0 à la cible, alors a0 est dit contrôlable.
Cette définition conduit alors à plusieurs questions :

1. trouver l’ensemble des états initiaux a0 ∈ R
M qui peuvent être envoyés à

la cible, c’est-à-dire l’ensemble des états initiaux contrôlables. C’est alors un
problème de contrôlabilité. Si cet ensemble est R

M alors le système est dit
complètement contrôlable,

2. si un état initial a0 est connu, alors un deuxième problème consiste à trouver
et décrire au moins un contrôle qui réalise la jonction de a0 à la cible. C’est
un problème de synthèse,

3. Quand il n’y a pas unicité du contrôle, il est possible de chercher le «meilleur»
relativement à un critère (ou coût) donné. C’est alors un problème de contrôle
optimal.

Pour déterminer la contrôlabilité d’un système, la matrice de contrôlabilité est
définie :

C(Ar,Br) =
[
Br,ArBr,Ar

2Br, . . . ,A
M−1
r Br

]
. (5.2)

C’est une matrice M × M . Le système est alors complètement contrôlable si la
matrice de contrôlabilité C est de rang maximal, égal à M . De façon équivalente, la
contrôlabilité peut être calculée par le grammien de contrôlabilité défini par :

Wc =

∫ ∞

0

eAτB tBe
tAτdτ (5.3)

Le système est alors contrôlable si et seulement si le grammien est défini positif.

Après vérification, les modèles d’ordre réduit des quatre cas ont tous une matrice
de contrôlabilité de rang sept, ils sont donc complètement contrôlables.

5.1.2 Observabilité

Dans notre cas, l’état du système n’est pas directement mesurable ou observable.
Par contre, il est lié aux températures par l’équation de sortie :

Θobs(t) = Cra(t) + Dru(t) + Θmoyr
(5.4)

Le système dynamique, décrit par l’équation d’état et par l’équation de sortie, est
alors dit observable si l’état a peut être déterminé de manière unique à partir des
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mesures Θobs. L’observabilité se détermine à partir du calcul du rang de la matrice
d’observabilité O définie par :

O(Cr,Ar) =











Cr

CrAr

CrA
2
r

...
CrA

M−1
r











(5.5)

De façon équivalente, l’observabilité peut être calculée par le grammien d’observa-
bilité défini par :

Wo =

∫ ∞

0

eAτC tCe
tAτdτ (5.6)

Le système est alors observable si et seulement si le grammien est défini positif.

Plaçons nous dans le cas réaliste où seule la température de l’air à la reprise du
ventilo-convecteur est mesurée, alors pour les quatre cas, la matrice d’observabilité
est de rang sept, c’est-à-dire de rang maximal. Les modèles d’ordre réduit sont donc
observables

5.2 Estimation de la température

Replaçons nous dans le contexte du contrôle thermique d’un local équipé d’un
ventilo-convecteur. Comme pour un contrôle classique, nous disposons de la mesure
d’une température donnée par le capteur placé à la reprise du ventilo-convecteur.
Ainsi, seule une connaissance incomplète de l’état est disponible à travers la tempé-
rature observée. Il est alors souhaitable de concevoir un filtre afin d’extraire autant
d’information que possible de la température observée avant d’utiliser cette infor-
mation pour calculer la commande. En théorie moderne du contrôle, un modèle du
système lui-même est utilisé comme filtre et l’information ainsi obtenue constitue
une estimation de l’état du système. La seule condition pour pouvoir construire un
tel estimateur repose sur l’observabilité des MOR, propriété vérifiée dans la section
précédente.

5.2.1 Construction des estimateurs

La température mesurée est donnée par quatre systèmes d’état de la forme :
{

ȧ = Ara + Bru

Θrep = Crrep
a + Θmoyrrep

. (5.7)
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L’estimateur consiste alors en un système analogue :
{

˙̂a = Arâ + Bru − L(Θrep − Θ̂rep)

Θ̂rep = Crrep
â + Θmoyrrep

, (5.8)

où :
– L : matrice de l’estimateur à déterminer,
– â : estimation de l’état,
– Θ̂rep : estimation de la mesure.

L(Θrep − Θ̂rep) constitue le «feedback» de l’estimateur basé sur la différence entre
la mesure Θrep et son estimation par le modèle Θ̂rep. Il a pour fonction d’agir sur
l’estimation afin de ramener â vers a.

Pour déterminer la matrice de l’estimateur, il est utile de considérer le système
régissant l’évolution de l’erreur :

{

ae = a− â

Θrepe
= Θrep − Θ̂rep

(5.9)

En retranchant membre à membre l’estimateur (5.8) du système (5.7), il vient :
{

ȧe = Arae + LΘrepe

Θrepe
= Crrep

ae
, (5.10)

soit {

ȧe = (Ar + LCrrep)ae

Θrepe
= Crrep

ae

. (5.11)

La fonction de l’estimateur est de minimiser l’écart entre a et â, c’est-à-dire la
fonctionnelle de coût :

I =

∫ T

0

taeaedt. (5.12)

Le calcul de l’estimateur revient alors à un problème d’optimisation sous la contrain-
te du système (5.8) avec la fonctionnelle objectif I. Il peut donc être résolu par des
méthodes proches de celle décrite dans l’annexe C qui appartiennent à la théorie des
compensateurs linéaires quadratiques gaussiens (ou LQG pour «Linear Quadratic
Gaussian») [91]. Son expression est alors donnée par :

L = −Y tCrrep
, (5.13)

où Y est solution de l’équation de Riccati :

AY + Y tA− Y tCrrep
Crrep

Y + I = 0, (5.14)

avec I la matrice identité.
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L’estimateur d’état va alors nous permettre de tenir compte de l’erreur commise
par le modèle d’état, quantifiée en temps réel par la mesure de Θrep, pour esti-
mer la valeur de la température dans tout le local, et en particulier dans la zone
d’occupation :







˙̂a = Arâ + Bru − L(Θrep − Θ̂rep)

Θ̂rep = Crrep
â + Θmoyrrep

Θ̂zocc = Crzocc
â + Θmoyrzocc

. (5.15)

5.2.2 Résultats

Pour illustrer le fonctionnement de l’estimateur, nous nous proposons d’assimiler
les données de référence à des mesures en temps réel. Notre objectif est donc de
corriger les résultats des MOR présentés dans le chapitre précédent en utilisant la
valeur de la température de reprise donnée à chaque pas de temps par les données
de référence.

Les résultats des figures (5.3 à 5.8) et des tableaux (5.1 à 5.8) sont assez hé-
térogènes, mais néanmoins révélateurs de plusieurs caractéristiques de l’estimateur
d’état. L’ensemble des résultats montrent tout d’abord le rôle joué par l’introduc-
tion dans l’estimateur de l’erreur entre la mesure et l’estimation au point de mesure
puisque les écarts quadratiques moyens sont très faibles, voire nuls à la reprise aussi
bien en régime permanent qu’en régime transitoire. La valeur maximale est atteinte
pour le nombre d’Archimède de 0,105 en régime permanent avec un écart quadra-
tique moyen de 0,06. En régime transitoire, les figures (5.4(d) et 5.6(d)) montrent que
la courbe de la température à la reprise donnée par l’estimateur colle parfaitement
à celle donnée par les résultats de référence.

Pour le reste du local, les écarts quadratiques moyens sont meilleurs pour la
zone d’occupation que pour l’ensemble du local, notamment pour les cas a) et b).
Il n’y a rien d’étonnant à retrouver cette tendance déjà observée pour les modèles
d’ordre élevés et réduits puisque l’estimateur contient par construction le MOR. Par
contre, l’estimateur fait apparaître une nouvelle caractéristique mise en évidence
par la figure (5.5) qui représente les différences de température entre d’une part les
résultats de l’estimateur et le MOR et d’autre part les données de référence pour le
cas b) et un nombre d’Archimède de 0,194. Bien que les résultats soient globalement
dégradés par l’estimateur, ils ne le sont pas de façon homogène pour l’ensemble du
local. Ainsi, les points situés en partie basse du local, c’est-à-dire près de la reprise,
obtiennent de meilleurs résultats. Les tableaux de résultats en régime transitoire
corroborent ce fait en montrant que les points proches de la reprise par rapport à
l’écoulement voient leurs températures mieux estimées. Par exemple, dans les cas
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a) et b), le point T2 a un régime transitoire mieux estimé que les points T3 et T4

(tableaux 5.2 et 5.4), même dans le cas où les résultats du MOR étaient moins bons
pour ce point (échelon de 0,215 à 0,195 pour le cas a). La figure (5.7) illustre de nou-
veau cette caractéristique. En effet, la reprise se situe dans ce cas à l’extrémité du
jet. Ainsi l’écart de température diminue dans le jet alors qu’il augmente en dehors
du jet. Cette remarque semble mettre en évidence la contre partie du principe de
l’estimateur. La mesure ne se faisant qu’en un point, l’estimateur assimile l’erreur à
la reprise à l’erreur dans tout le local. Par exemple, dans le cas de la figure (5.2), le
MOR sous-estime la température à la reprise ainsi que la vitesse de son évolution.
L’effet de l’estimateur consiste donc à augmenter la température et à accélérer son
évolution à la reprise mais aussi en tout point du local. Pour le cas a), les résultats
restent acceptables avec des écarts quadratiques moyens presque toujours inférieurs
à 0,20 °C. Par contre, dans le cas b), l’écart quadratique moyen atteint 0,43 °C au
point T4 pour un échelon de 0,142 à 0,194 (tableau 5.4). Il faut remarquer que cet
échelon présentait déjà les écarts quadratiques moyens les plus élevés, notamment
à la reprise, avec une valeur de 0,22 °C, soit le double de la valeur au point T4. La
figure (5.6) montre que la correction effectuée par l’estimateur est alors nettement
surévaluée pour le point T4. Le cas d) semble au contraire être l’exemple d’un bon
fonctionnement de l’estimateur. Pour ce cas, les résultats du MOR sont tout à fait
convenables sauf pour un nombre d’Archimède de 0,069 et un échelon de 0,081 à
0,069. Les tableaux (5.7) et (5.2) montrent que les écarts quadratiques moyens sont
voisins de 0,30 °C, et surtout qu’ils sont assez homogènes d’une zone à l’autre, d’un
point à l’autre. De plus, l’écoulement d’air est tel qu’il balaye l’ensemble du local
avant d’arriver à la reprise et donc au point T5. Contrairement aux autres cas, la
température en ce point est donc directement corrélée à la température des autres
points par l’intermédiaire du jet. L’estimateur améliore alors nettement les résultats
qui deviennent tous inférieurs à 0,20 °C. Ainsi, le bon fonctionnement de l’estima-
teur semble répondre à deux conditions. Le point de mesure doit tout d’abord être
caractéristique des points dont la température doit être estimée comme dans le cas
d). C’est plus discutable dans les trois autres cas. De plus, l’erreur commise par les
MOR à la reprise doit aussi être caractéristique de l’erreur commise dans l’ensemble
du local ou du moins dans la zone étudiée. La réponse à ces conditions pourrait
résider dans l’étude de la position optimale du capteur, et pourquoi pas de leur
nombre optimal. L’existence des MOR pourrait grandement y contribuer, notam-
ment en accélérant la vitesse d’une telle étude. Une autre réponse pourrait consister
à contourner cette difficulté en modifiant le calcul de la matrice de l’estimateur L.
Détaillé dans la sous-section (5.2.1), il peut être assimilé à un problème d’optimisa-
tion sous contrainte. Or le résultat d’un tel problème repose en grande partie sur le
choix de la fonctionnelle objectif I :

I =

∫ T

0

taeaedt. (5.16)



144 CHAPITRE 5. ESTIMATION ET CONTRÔLE

Une première remarque consiste à dire que les coefficients y ont tous le même poids.
Or, nous avons vu dans la sous-section (4.1.2) que les coefficients associés aux vec-
teurs de la base n’agissent pas tous sur les mêmes zones, et n’ont pas la même contri-
bution énergétique. Ainsi, il pourrait être judicieux de pondérer les coefficients en
fonction de leur influence sur les zones étudiées, ou de leur contenu énergétique. La
fonctionnelle deviendrait alors :

I =

∫ T

0

taePaedt. (5.17)

D’autre part, la fonctionnelle objectif (5.16) ne contient qu’un seul terme traduisant
la différence temporelle des coefficients temporels. Pour diminuer le poids de la
correction sur le régime transitoire, un terme supplémentaire dépendant du régime
permanent atteint pourrait être introduit.

Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,215 MOE 0,37 0,09 0,10

MOR 0,18 0,07 0,02
Estimateur 0,19 0,09 0,01

0,195 MOE 0,31 0,08 0,06
MOR 0,12 0,12 0,15
Estimateur 0,12 0,10 0,00

Tab. 5.1 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime permanent
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Fig. 5.3 – Cas a : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,215
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Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,215 à 0,195 MOE 0,02 0,09 0,07 0,03
MOR 0,09 0,05 0,08 0,16
Estimateur 0,08 0,16 0,16 0,00

échelon de 0,195 à 0,215 MOE 0,05 0,11 0,07 0,04
MOR 0,02 0,04 0,16 0,08
Estimateur 0,07 0,10 0,23 0,00

Tab. 5.2 – Cas a (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime instationnaire

Temps [s]

T
em

p
ér

a
tu

re
[°

C
]

θsouf vsouf = 1 m/s

Re = 3846Ar

16,0°C

16,6°C

0,215

0,195

0 500 1000 1500 2000

19,6

19,8

19,9

20,0

20,1

20,2

20,3

(a) Point T2

    


















MOR

Temps [s]

T
em

p
ér

a
tu

re
[°

C
]

Données de référence

Estimateur

0 500 1000 1500 2000
20,5

20,6

20,7

20,8

20,9

21,0

(b) Point T3

   














Temps [s]

T
em

p
ér

a
tu

re
[°

C
]

0 500 1000 1500 2000

2000

20,6

20,8

21,0

21,2

21,4

(c) Point T4

    














Temps [s]

T
em

p
ér

a
tu

re
[°

C
]

0 500 1000 1500 2000
18,6

18,8

19,0

19,2

19,4

(d) Point T5

Fig. 5.4 – Cas a : régime transitoire pour un échelon du nombre d’Archimède au
soufflage de 0,215 à 0,195 et un nombre de Reynolds de 3846
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,194 MOE 0,66 0,14 0,17

MOR 0,66 0,10 0,14
Estimateur 0,70 0,21 0,01

0,142 MOE 0,17 0,05 0,03
MOR 0,17 0,04 0,01
Estimateur 0,18 0,06 0,01

0, 129 MOE 0,20 0,04 0,00
MOR 0,20 0,05 0,02
Estimateur 0,20 0,04 0,01

Tab. 5.3 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,194 à 0,142 MOE 0,13 0,07 0,16 0,11
MOR 0,15 0,07 0,19 0,15
Estimateur 0,10 0,29 0,20 0,01

échelon de 0,142 à 0,194 MOE 0,18 0,20 0,15 0,25
MOR 0,14 0,17 0,11 0,22
Estimateur 0,20 0,30 0,43 0,00

échelon de 0,155 à 0,129 MOE 0,11 0,08 0,18 0,05
MOR 0,12 0,09 0,19 0,08
Estimateur 0,08 0,12 0,14 0,01

Tab. 5.4 – Cas b (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime instationnaire
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Fig. 5.5 – Cas b : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,194
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,105 MOE 0,36 0,42 0,10

MOR 0,16 0,19 0,03
Estimateur 0,18 0,21 0,06

0,076 MOE 0,18 0,11 0,06
MOE 0,16 0,12 0,13
Estimateur 0,19 0,18 0,01

Tab. 5.5 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,105 à 0,076 MOE 0,15 0,44 0,17 0,04
MOR 0,05 0,23 0,14 0,13
Estimateur 0,16 0,32 0,09 0,01

Tab. 5.6 – Cas c (Re = 3846) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime instationnaire
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Fig. 5.7 – Cas c : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 3846 et Ar = 0,105
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Ar au
soufflage

Modèle
σ [°C] en régime permanent

local zone d’occupation reprise
0,069 MOE 0,29 0,10 0,20

MOR 0,26 0,28 0,34
Estimateur 0,18 0,13 0,00

0,048 MOE 0,22 0,05 0,10
MOR 0,12 0,10 0,14
Estimateur 0,11 0,09 0,00

0,038 MOE 0,19 0,04 0,06
MOR 0,09 0,04 0,06
Estimateur 0,10 0,08 0,00

Tab. 5.7 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE et du MOR non
corrigé (MOR nc) avec les données de référence en régime permanent

Ar au soufflage Modèle
σ [°C] en régime transitoire
zone d’occupation reprise
T2 T3 T4 T5

échelon de 0,081 à 0,069 MOE 0,12 0,06 0,07 0,19
MOR 0,20 0,26 0,30 0,30
Estimateur 0,07 0,14 0,14 0,00

échelon de 0,058 à 0,048 MOE 0,06 0,01 0,02 0,10
MOR 0,09 0,09 0,14 0,14
Estimateur 0,05 0,10 0,07 0,00

échelon de 0,030 à 0,038 MOE 0,04 0,01 0,00 0,05
MOR 0,02 0,04 0,05 0,04
Estimateur 0,04 0,08 0,02 0,00

Tab. 5.8 – Cas d (Re = 5769) : comparaison des résultats du MOE, du MOR et de
l’estimateur avec les données de référence en régime instationnaire
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Fig. 5.8 – Cas d : différence de température avec les données de référence pour un
air soufflé à Re = 5769 et Ar = 0,069



154 CHAPITRE 5. ESTIMATION ET CONTRÔLE

5.2.3 Interpolation des estimateurs

Pour gérer les transitions entre deux cas, nous allons procéder pour les estima-
teurs comme pour les MOR. Commençons par les cas a), b) et c) qui correspondent
à un nombre de Reynolds au soufflage de 3846. Le tableau (5.9) permet de comparer,
en régime permanent, les résultats des estimateurs pour ces trois cas. Il montre que

Archimède Températures estimées Données
au soufflage cas a) cas b) cas c) de référence

0,215 20,53 20,21 20,28 20,56
0,195 20,98 20,63 20,56 20,86
0,194 21,08 20,73 20,62 20,92
0,183 21,39 21,11 20,83 21,07
0,155 22,05 21,63 21,20 21,57
0,142 22,37 21,90 21,39 21,85
0,129 22,70 22,16 21,58 22,16
0,115 23,14 22,56 21,85 22,53
0,105 23,66 23,23 22,20 22,58
0,076 24,04 23,29 22,37 22,25

Tab. 5.9 – Températures en [°C] dans la zone d’occupation en régime permanent

les données de référence peuvent tout à fait être retrouvées par interpolation des ré-
sultats des différents cas. En gras sont repérées les nombres d’Archimède marquant
la frontière entre les cas.

Comme lors de la construction du modèle d’ordre réduit du local, il peut être
remarqué que les transitions entre les différents cas ne se font pas subitement, mais
autour du point de transition. Par exemple, bien que la frontière entre les cas a)
et b) ait été fixée à Ar = 0,194, la transition s’effectue progressivement autour de
cette valeur. La figure (5.9) montre de plus une différence de cinétique entre les deux
transitions.

Au vu des connaissances sur les transitions dont nous disposons, nous proposons
à nouveau d’effectuer la transition de l’estimateur du cas a) vers l’estimateur du
cas b) entre Ar = 0,215 et Ar = 0,183, et la transition entre les cas b) et c) entre
Ar = 0,115 et Ar = 0,105. La température dans la zone d’occupation est alors
donnée par :

θzocc à 1 m/s = paθzocc cas a + pbθzocc cas b + pcθzocc cas c (5.18)

La valeur des coefficients d’interpolation pour les estimateurs des cas a), b) et c),
fonction de nouveau de la température de soufflage, sont données dans le tableau
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Fig. 5.9 – Valeur absolue de l’écart de température entre les estimateurs et les
données de référence pour un nombre de Reynolds de 3846

(5.10). La température dans la zone d’occupation est donc calculée par interpolation
linéaire des températures calculées par les estimateurs des différents cas, avec des
coefficients qui dépendent de la température de soufflage.

Par compromis entre deux cas successifs, la constante de temps d’interpolation
est prise égale à la moyenne entre les constantes de temps des modèles du premier
ordre des cas (cf. tableau 5.12), d’où :

{

τab = 201+294
2

= 248 s

τbc = 294+131
2

= 213 s
(5.19)

De la même façon, la transition entre les deux valeurs du nombre de Reynolds au
soufflage peut se faire exactement de la même façon, c’est-à-dire en réalisant une in-
terpolation entre la température dans la zone d’occupation calculée pour une vitesse

Température
d’air soufflé [°C]

[16,0 − 17,0] τabṗa + pa = −θs + 17 pb = 1 − pa pc = 0

[17,0 − 19,5] pa = 0 pb = 1 pc = 0

[19,5 − 20,0] pa = 0 pb = 1 − pc τbcṗc + pc = 2θs − 39

[20,0 − 21,0] pa = 0 pb = 0 pc = 1

Tab. 5.10 – Equations dynamiques des pondérations de l’estimateur
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Fig. 5.10 – Interpolation des estimateurs pour un échelon du nombre d’Archimède
au soufflage de : (a) Ar = 0,215 à Ar = 0,183, (b) Ar = 0,183 à Ar = 0,215.
Re = 3846

de 1 m/s, donnée par l’équation (5.18), et la température donnée par l’estimateur
du cas d). Il vient :

θzocc = p1 m/sθzocc à 1 m/s + pdθzocc cas d (5.20)

avec :
{

τvitesse ˙p1 m/s + p1 m/s = −2(vsoufflage − 1) + 1

pd = 1 − p1 m/s

(5.21)

D’après les données de référence, cette transition se fait avec une constante de temps
de 313 s pour la température dans la zone d’occupation.

Pour valider cette approche, nous nous proposons de tester deux cas, et tout
d’abord le passage du cas a) au cas b) en testant la réponse de l’estimateur à
l’échelon du nombre d’Archimède au soufflage de Ar = 0,215 à Ar = 0,183 (figure
5.10(a)) et à l’échelon inverse de Ar = 0,183 à Ar = 0,215 (figure 5.10(b)).

L’écart quadratique moyen instationnaire obtenu est vraiment très faible, respec-
tivement 0,05 °C et 0,07 °C. Dans le cas de l’échelon de Ar = 0,215 à Ar = 0,183,
l’interpolation améliore nettement la précision par rapport aux estimateurs respec-
tifs des cas a) et b).

Examinons maintenant un deuxième cas test correspondant au passage du cas d)
au cas a), c’est-à-dire une variation du nombre de Reynolds au soufflage de 5769 à
3846 (soit une variation de la vitesse de soufflage de 1,5 m/s à 1 m/s), en conservant
la même température de soufflage de 16 °C (cf. figure 5.11).

L’augmentation de l’écart quadratique moyen à 0,20 °C en comparaison du cas
test précédent provient notamment d’une moins bonne précision des données de



5.2. ESTIMATION DE LA TEMPÉRATURE 157

Temps [s]

T
em

p
ér

a
tu

re
[°

C
]

Estimateur du cas d)

Données de référence
Interpolation
Estimateur du cas a)

0 1000 2000 3000 4000 5000
17,5

18,0

18,5

19,0

19,5

20,0

20,5

21,0

21,5

22,0

Fig. 5.11 – Interpolation des estimateurs pour un échelon du nombre de Reynolds
au soufflage de 5769 à 3846

référence au voisinage de l’instant initial. Les résultats montrent tout de même une
assez bonne concordance entre l’estimateur interpolé et les données de référence.
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5.2.4 Conclusion

La figure (5.12) résume le principe d’interpolation des estimateurs qui néces-
site trois données (température de reprise, température de soufflage et vitesse d’air
soufflé) pour une sortie (température de la zone d’occupation). Il faut noter que ,
contrairement au modèle du local, les températures de surface des parois sont une
donnée interne à l’estimateur, fixée une fois pour toute.
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Fig. 5.12 – Schéma de principe de l’estimateur
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5.3 Contrôle de la température

Dans cette section, un contrôleur est construit afin de réguler la température
dans la zone d’occupation, à une hauteur de 1,10 m. Bien que cette température ne
soit pas mesurée, mais estimée à partir de la mesure de la température de reprise,
la théorie moderne du contrôle nous conduit à calculer le contrôleur comme si la
température à contrôler était mesurée. En d’autres termes, il est fait abstraction de
la présence de l’estimateur et le modèle du local à contrôler est :

{

ȧ(t) = Ara(t) + Bru(t)

θzocc(t) = Cra(t) + Dru(t)
(5.22)

A partir de ce système d’état, il est tout à fait possible de synthétiser un contrôleur en
résolvant un problème de contrôle optimal. Toutefois, afin de montrer les possibilités
offertes par les modèles d’ordre réduit, nous avons choisi une autre méthode de syn-
thèse : les contrôleurs à modèle interne notés IMC (pour Internal Model Controller).
Cette méthode utilise les fonctions de transfert, aussi les MOR sont préalablement
mis sous cette forme avec Matlab.

5.3.1 Contrôleur à modèle interne (IMC)

5.3.1.1 Principe

Le principe du contrôleur à modèle interne repose sur la constatation que le
contrôle ne peut être convenablement assuré que si le système de contrôle contient
une représentation du procédé à contrôler. Ainsi, si le contrôleur est développé sur
la base d’un modèle exact du procédé, alors un contrôle parfait est théoriquement
possible. Considérons par exemple la stratégie de contrôle de la figure (5.13).

En prenant comme contrôleur Gc l’inverse du modèle du procédé Gp, il est clair
que la sortie sera toujours égale à la consigne. Ce contrôle en boucle ouverte n’est
possible qu’en cas d’une connaissance complète et exacte du procédé. En pratique,
celui-ci n’est pas parfaitement modélisé, pas totalement inversible et souvent soumis
à des perturbations inconnues. Aussi, est-il nécessaire de passer à une stratégie de

Gc(s) Gp(s)
Consigne Sortie

Fig. 5.13 – Contrôle en boucle ouverte
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Fig. 5.14 – Principe du contrôle à modèle interne

contrôle en boucle fermée. La stratégie de contrôle à modèle interne conduit alors au
schéma de contrôle de la figure (5.14), où d(s) est la perturbation inconnue et U(s)

la commande. La sortie du procédé est comparée à celle du modèle pour former un
signal d̂(s) :

d̂(s) =
[

Gp(s) − G̃p(s)
]

U(s) + d(s) (5.23)

S’il n’y a pas de perturbation, alors d̂(s) mesure l’écart entre le procédé et son
modèle. Si le procédé est parfaitement modélisé, d̂(s) est égal à la perturbation.
Ainsi d̂(s) peut être assimilé aux informations manquant dans le modèle. Il peut
donc être utilisé pour améliorer le contrôle en corrigeant la consigne. La fonction de
transfert en boucle fermée du schéma de contrôle est donnée par l’équation (5.24).

Y (s) =
Gc(s)Gp(s)R(s) +

[

1 −Gc(s)G̃p(s)
]

d(s)

1 +
[

Gp(s) − G̃p(s)
]

Gc(s)
(5.24)

D’après cette expression, il apparaît que si le procédé est parfaitement modélisé et si
le contrôleur est l’inverse du modèle du procédé, alors la consigne est parfaitement
suivie par le système avec un rejet complet des perturbations. Même en l’absence
d’un modèle parfait, utiliser un contrôleur égal à l’inverse du modèle du procédé
suffit à obtenir un rejet parfait des perturbations.

De plus, l’effet des erreurs de modélisation doit être minimisé pour augmenter
la robustesse du contrôleur. Or, les erreurs de modélisation se font en général sentir
pour les hautes fréquences. Il suffit donc de rajouter, en série avec le contrôleur, un
filtre passe bas de fonction de transfert :

Gf(s) =
1

(1 + Tfs)r
(5.25)

Le filtre doit être au moins deux fois plus rapide que le modèle du local ce qui
implique que sa constante de temps Tf est au moins deux fois plus petite que la
constante de temps du modèle du local. La fonction de transfert du contrôleur à
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Fig. 5.15 – Transformation d’un contrôleur IMC en contrôleur classique

modèle interne s’écrit alors :

GIMC(s) = Gc(s)Gf(s) (5.26)

r est choisi pour que le contrôleur soit réalisable, c’est-à-dire pour que l’ordre du
dénominateur de la fonction de transfert du contrôleur soit au moins égal à celui du
numérateur.

Dans la pratique, la fonction de transfert du système n’est pas totalement inver-
sible. Elle peut être décomposée en deux fonctions de transfert, l’une correspondant
à la partie inversible G̃+

p et l’autre à la partie non inversible G̃−
p telles que :

G̃p(s) = G̃+
p (s)G̃−

p (s) (5.27)

Le terme non inversible contient des éléments dont l’inversion provoquerait des in-
stabilités ou des difficultés de réalisation, c’est-à-dire des termes contenant des zéros
positifs et des temps de retard. En général, le contrôleur sera alors l’inverse de la
partie inversible, soit :

GIMC(s) = G̃+
p (s)−1Gf(s), (5.28)

et son ordre est le même que celui du modèle du procédé.

Enfin, il est possible de se ramener à un schéma de contrôle en boucle fermée en
transformant le schéma (5.14) comme indiqué sur les figures (5.15) et (5.16) . Soit :

Gc(s) =
GIMC(s)

1 − G̃p(s)GIMC(s)
=

G̃+
p (s)−1Gf(s)

1 − G̃−
p (s)Gf (s)

(5.29)

+

+

+

-

Consigne R(s) Sortie Y (s)
Gc(s) Gp(s)

d(s)

ΣΣ
U(s)

Fig. 5.16 – Schéma du contrôle classique en boucle fermée
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5.3.1.2 Contrôleur d’ordre 1

Dans un premier temps, nous nous proposons d’appliquer le principe du contrôle
à modèle interne à la construction d’un contrôleur d’ordre 1. Nous obtiendrons
ainsi un contrôleur PI (Proportionnel Intégral), qui est le contrôleur majoritairement
utilisé pour les ventilo-convecteurs.

L’ordre du contrôleur étant égal à celui du modèle, il est tout d’abord nécessaire
de réduire le modèle du système à l’ordre 1. Etant donné la finalité de cette réduction,
la théorie des réalisations équilibrées est ici fortement recommandée. En effet, elle est
basée sur les notions de contrôlabilité et d’observabilité. Or, pour une variable d’état
donnée, il peut y avoir un conflit entre ces deux propriétés. Aussi avant de réduire
la taille du système, il est judicieux de le transformer afin de les équilibrer. Chaque
variable d’état possède alors une valeur identique d’observabilité et de contrôlabilité.
Les grammiens de contrôlabilité et d’observabilité en résultant, sont égaux à une
matrice diagonale composée des valeurs singulières dites de Hankel rangées par ordre
croissant. Les nouvelles variables d’état sont alors classées par degré d’observabilité
et de contrôlabilité. La réduction de modèle peut ensuite être réalisée en supprimant
les parties du modèle associées à des variables d’état possédant un faible degré
d’observabilité et de contrôlabilité. Les valeurs singulières de Hankel peuvent aussi
être interprétées comme une indication de la corrélation entre les états et l’entrée
du système. Une faible valeur est donc synonyme d’un état qui peut être supprimé.
Le lecteur pourra se référer aux travaux de Palomo Del Barrio et al. [50] portant
sur une utilisation en contrôle thermique du bâtiment.

Le tableau (5.11) donne les valeurs singulières de Hankel du modèle d’ordre
réduit de chaque cas. Il apparaît clairement ici que la réduction à l’ordre 1 des
modèles conduit à une mauvaise approximation au sens de la contrôlabilité et de
l’observabilité des systèmes. Cette remarque met en évidence la nécessité de tra-
vailler avec des modèles d’ordre supérieur à 1 aussi bien pour le local que pour le

Mode Cas (a) Cas (b) Cas (c) Cas (d)
1 1,067.10−2 1,512.10−2 1,392.10−2 1,817.10−2

2 1,144.10−3 3,448.10−3 1,038.10−2 2,589.10−3

3 9,640.10−5 1,637.10−3 6,877.10−4 5,420.10−4

4 8,381.10−5 3,688.10−4 3,096.10−4 5,731.10−5

5 8,123.10−6 3,502.10−4 3,069.10−4 1.163.10−5

6 1,194.10−6 1,344.10−4 1,325.10−5 3,468.10−7

7 5,300.10−8 1,617.10−6 6,274.10−6 2,573.10−7

Tab. 5.11 – Valeurs propres de Hankel des modèles d’ordre réduit
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Cas a Cas b Cas c Cas d
Go -0,019 -0,026 -0,008 -0,032
Te [s] 201,47 294,09 131,46 127,63
τ [s] 24,08 42,95 301,60 16,83

Tab. 5.12 – Fonctions de transfert d’ordre 1 du modèle

contrôleur. Néanmoins, pour garder une possibilité de comparaison avec les tech-
niques de contrôle classique, il est intéressant de construire un contrôleur à modèle
interne d’ordre 1 et de le mettre sous la forme d’un contrôleur PI :

Gc(s) = Kc

[

1 +
1

Tis

]

(5.30)

La réduction à l’ordre 1 des modèles d’ordre réduit conduit ainsi pour chaque cas à
une fonction de transfert de la forme :

G̃p(s) =
Go

1 + Tes
e−τs (5.31)

avec :
– Go : gain du modèle,
– Te : constante de temps,
– τ : retard.

Le tableau (5.12) donne les valeurs de ces trois grandeurs pour chaque cas.

La partie contenant le retard, G̃−
p (s) = e−τs n’est pas inversible. En approchant ce

terme par un développement limité au premier ordre, G̃−
p (s) = 1−τs, la construction

des contrôleurs à modèle interne (équation 5.26) conduit à des contrôleurs de la
forme :

GIMC(s) =
1 + Tes

Go(1 + Tfs)
(5.32)

soit,

Gc(s) =
1 + Tes

Go(Tf + τ)s
(5.33)

La valeur de Tf est choisie pour que le filtre soit deux fois plus rapide que le modèle,
c’est-à-dire Tf = Te

2
. Les équations (5.30) et (5.33) permettent alors d’identifier

l’expression des paramètres du contrôleur PI :

Kc =
Te

Go(Tf + τ)
; Ti = Te (5.34)

Le tableau (5.13) en donne les valeurs numériques.
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Cas a Cas b Cas c Cas d
Kc -84,71 -58,63 -42,34 -49,31
Ti [s] 201,47 294,09 131,46 127,63
Tf [s] 100,73 147,05 65,73 63,81

Tab. 5.13 – Valeurs des paramètres des contrôleurs PI

5.3.1.3 Contrôleur d’ordre 7

La construction d’un contrôleur à modèle interne d’ordre 7 est plus délicate,
néanmoins, elle suit les mêmes étapes.

La fonction de transfert du procédé peut s’écrire sous la forme :

G̃p(s) =
N(s)

D(s)
(5.35)

Les tableaux (5.14) et (5.15) donnent la composition des numérateurs et des déno-
minateurs des fonctions de transfert pour chaque cas.

Dans notre cas, les numérateurs contiennent des termes de la forme (−τs+1) ou
(τ 2s2 − 2τζs + 1), avec τ et ζ positif, dont les inverses sont instables. Dans ce cas,
le choix optimal du contrôleur à modèle interne, au sens de l’erreur quadratique1,
consiste à inverser la partie du modèle possédant des zéros dans le moitié gauche
du plan et d’ajouter des pôles miroirs des zéros placés dans le plan droit. Ainsi, en
écrivant la fonction de transfert sous la forme

Gp(s) =
N−(s)N+(s)

D(s)
(5.36)

le contrôleur à modèle interne s’écrit :

GIMC(s) =
D(s)

N−(s)N+(−s)(Tfs+ 1)r
(5.37)

où :
– N− : partie du numérateur inversible,

1ISE =
∫∞
0 (y(t) − r(t))2dt

N(s)

Cas a −0,019(17,14s2 + 5,74s + 1)(98,18s2 + 19,25s + 1)(−19,57s + 1)

Cas b −0,026(1000,35s2 + 29,20s + 1)(3582,57s2 + 90,67s + 1)(−40,74s + 1)

Cas c −0,008(7,39s2 + 1,04s + 1)(154,18s2 + 18,05s + 1)(18,74s + 1)(−301,24s + 1)

Cas d −0,032(38,15s2 + 9,26s + 1)(4,76s + 1)(−0,57s + 1)(37,31s2 − 5,37s + 1)

Tab. 5.14 – Numérateurs des fonctions de transfert du local
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D(s)

Cas a (2,50s + 1)(4,70s + 1)(55,59s2 + 11,15s + 1)(12,81s + 1)(199,31s + 1)

Cas b (13,06s + 1)(1105,65s2 + 18,00s + 1)(3977,06s2 + 67,37s + 1)(324,99s + 1)

Cas c (7,68s2 + 1,23s + 1)(161,63s2 + 19,07s + 1)(164,04s2 + 23,85s + 1)(128,19s + 1)

Cas d (0,41s + 1)(7,85s + 1)(45,44s2 + 10,14s + 1)(39,27s2 + 10,88s + 1)(122,25s + 1)

Tab. 5.15 – Dénominateurs des fonctions de transfert du local

– N+ : partie du numérateur non inversible,
– r : ordre relatif de la fonction de transfert du modèle. (5.35)
Le tableau (5.16) donne les fonctions de transfert des contrôleurs à modèle interne

ainsi obtenus.

GIMC(s)

Cas a − (2,50s+1)(4,70s+1)(55,59s2+11,15s+1)(12,81s+1)(199,31s+1)
0,019(17,14s2+5,74s+1)(98,18s2+19,25s+1)(19,57s+1)(Tf s+1)

Cas b − (13,06s+1)(1105,65s2+18,00s+1)(3977,06s2+67,37s+1)(324,99s+1)
0,026(1000,35s2+29,20s+1)(3582,57s2+90,67s+1)(40,74s+1)(Tf s+1)

Cas c − (7,68s2+1,23s+1)(161,63s2+19,07s+1)(164,04s2+23,85s+1)(128,19s+1)
0,008(7,39s2+1,04s+1)(154,18s2+18,05s+1)(18,74s+1)(301,24s+1)(Tf s+1)

Cas d − (0,41s+1)(7,85s+1)(45,44s2+10,14s+1)(39,27s2+10,88s+1)(122,25s+1)
0,032(37,31s2+5,37s+1)(38,15s2+9,26s+1)(4,76s+1)(Tf s+1)2

Tab. 5.16 – Fonctions de transfert des contrôleurs à modèle interne d’ordre 7

5.3.2 Contrôleur unique

Nous disposons à présent de quatre contrôleurs, un pour chaque cas. Pour obtenir
un seul contrôleur, la première méthode consiste à construire un contrôleur à partir
des quatre contrôleurs obtenus par la méthode des modèles internes. Ce contrôleur
doit donc être suffisamment robuste pour pouvoir contrôler le système quelque soit
le cas de fonctionnement. Dans le cas d’un contrôleur d’ordre 1, il suffit de choisir
comme paramètres du contrôleur PI, le gain le plus faible en valeur absolue et le
temps d’intégration le plus élevé. Il vient donc :

Kc = −42,34 ; Ti = 294,09 s (5.38)

Dans le cas d’un contrôleur d’ordre 7, cette méthode devient plus hasardeuse.
De plus, pourquoi supprimer l’avantage de posséder un contrôleur adapté à chaque
configuration. De la même façon que pour les quatre modèles du local et de l’es-
timateur, il est possible de créer un contrôleur adaptatif en utilisant le concept de
logique floue. L’adaptation du contrôleur se fait autour de l’intervalle de transition
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entre chaque cas par interpolation des résultats des fonctions de transfert des contrô-
leurs de chaque cas. Etant donné que le contrôle s’effectue sur la température de
la zone d’occupation, les mêmes interpolations que pour l’estimateur unique sont
utilisées. A partir des fonctions de transfert des tableaux (5.13) et (5.16) sont ainsi
construits deux contrôleurs adaptatifs respectivement d’ordre 1 et 7 en suivant le
principe de la figure (5.17).

Contrôleur

cas a)

Interpolation

cas a) et b)

Commande

cas a)

pa

pb

Contrôleur

cas b)

Interpolation

cas b) et c)

Commande

cas b)

pb

pc

Contrôleur

cas c)

Interpolation

cas 1 m/s et d)

Commande

cas c)

p1 m/s

pd

+

+

+

+

Commande

1 m/s

Contrôleur

cas d)

Commande

cas d)

Qsouf

Vsouf

+

+

Commande

Contrôleur

Ecart

consigne- mesure

Fig. 5.17 – Schéma de principe du contrôleur adaptatif

5.3.3 Résultats

Les réponses du local contrôlé par les trois contrôleurs définis précédemment sont
comparées dans le cas d’une variation de consigne de la température dans la zone
d’occupation puis dans le cas d’une variation des températures de surface du vitrage
et du plancher.
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5.3.3.1 Variation de consigne

Pour évaluer les performances de chacun de ces contrôleurs, plusieurs critères
sont utilisés en fonction de la propriété étudiée :

– l’erreur statique est égale à l’écart entre la consigne et la valeur finale atteinte
par la température dans la zone d’occupation à 1,10m,

– le temps de réponse correspond au temps pour que la variation de la tempéra-
ture dans la zone d’occupation atteigne 95 % de la variation totale qui définit
la fin du régime transitoire. C’est une mesure de la rapidité du contrôleur,

– l’erreur en régime transitoire est quantifiée par trois critères complémentaires :

1. le critère de Hall-Sartorius définit par :

I1 =

∫ ∞

0

(θzocc(t) − consigne(t))2 dt [°C2.s]. (5.39)

Il favorise les régimes transitoires rapides car l’écart initial est prépon-
dérant, mais ne tient que peu compte de l’amortissement en pénalisant
surtout les forts écarts,

2. pour tenir compte de l’amortissement, le critère précédent est complété
par l’intégrale de la valeur absolue de l’écart :

I2 =

∫ ∞

0

|θzocc(t) − consigne(t)| dt [°C.s], (5.40)

3. pour donner un poids plus important aux faibles écarts survenant en fin
du régime transitoire, la quantité suivante est utilisée :

I3 =

∫ ∞

0

t |θzocc(t) − consigne(t)| dt [°C.s2], (5.41)

– la variation de l’ouverture de la vanne est quantifiée par :
√
∫

(ouverture(t) − ouverture(tfinal))
2 dt (5.42)

Cette expression a l’avantage de pénaliser un ouverture oscillante. Elle peut
être reliée à la fatigue de la vanne.

Le système contrôlé est soumis à une succession d’échelons de consigne pour la
température dans la zone d’occupation permettant de balayer l’ensemble de la plage
de fonctionnement. La figure (5.18) représente ces échelons ainsi que la température
et la vitesse de l’air soufflé correspondantes d’après les données de référence.

La figure (5.19) donne la réponse du système contrôlé pour les trois types de
contrôleur.
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Ecart statique

Quelque soit le contrôleur, l’écart statique est nul sauf pour le dernier éche-
lon. Rappelons que le passage du cas b) au cas c) correspond à une diminution
de la température dans la zone d’occupation à 1,10 m lorsque la température de
soufflage augmente (cf. tableau 5.9). Or, les trois contrôleurs ont pour caractéris-
tique commune d’augmenter la température de soufflage lorsque la différence entre
la consigne et la température estimée est positive. En conséquence, pour cet éche-
lon, ils tendent forcément à augmenter la température de soufflage au maximum,
c’est-à-dire à 21 °C. Le régime permanent obtenu pour la température dans la zone
d’occupation correspond effectivement bien à cette température de soufflage.

Temps de réponse

Echelon 1 Echelon 2 Echelon 3 Echelon 4 Echelon 5

Contrôleur robuste 931 1077 596 710 1829
Contrôleur adaptatif 421 836 1632 1035 1393
d’ordre 1
Contrôleur adaptatif 446 569 1787 625 1210
d’ordre 7

Tab. 5.17 – Valeurs des temps de réponse [s]

Pour les échelons 1, 2 et 5, il ne fait aucun doute de la supériorité des contrôleurs
adaptatifs sur le contrôleur robuste, ainsi que du contrôleur d’ordre 7 sur le contrô-
leur d’ordre 1. Les choses ne semblent pas aussi claires dans le cas des échelons 3
et 4. Rappelons dans un premier temps que ces deux échelons correspondent pour
le premier au cas b) et pour le second à la transition entre les cas b) et c). Pour
ces deux échelons, le modèle du local connaît une oscillation initiale non physique
contraire à la consigne. Il est donc normal que la commande augmente fortement.
Par contre, pour le contrôleur robuste et l’échelon 3, ce saut de la commande est
atténué car le gain du contrôleur est plus faible (-42,34) que celui des contrôleurs
adaptatifs (-56,63), d’où un temps de réponse plus court. Concernant l’échelon 4,
seul le contrôleur adaptatif d’ordre 7 possède un temps de réponse plus court.

Erreur en régime transitoire

Au vu des résultats du tableau (5.18), il semble que le contrôleur robuste donne
globalement les meilleurs performances. Néanmoins, nos connaissances sur le fonc-
tionnement des modèles d’ordre réduit, ainsi que les résultats des tableaux (5.19) et
(5.20) vont nous permettre de discuter plus en profondeur les résultats des différents
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Echelon 1 Echelon 2 Echelon 3 Echelon 4 Echelon 5

Contrôleur robuste 1748 138 61 182 72
Contrôleur adaptatif 1108 162 98 185 83
d’ordre 1
Contrôleur adaptatif 1327 195 158 181 89
d’ordre 7

Tab. 5.18 – Valeurs du critère I1 [°C2.s]

Echelon 1 Echelon 2 Echelon 3 Echelon 4 Echelon 5

Contrôleur robuste 788 259 141 280 409
Contrôleur adaptatif 555 304 321 298 439
d’ordre 1
Contrôleur adaptatif 627 284 434 240 476
d’ordre 7

Tab. 5.19 – Valeurs du critère I2 [°C.s]

Echelon 1 Echelon 2 Echelon 3 Echelon 4 Echelon 5

Contrôleur robuste 2,69.105 1,40.105 24715 63753 5,85.105

Contrôleur adaptatif 88522 1,36.105 1,78.105 1,02.105 5,72.105

d’ordre 1
Contrôleur adaptatif 1,02.105 95461 2,57.105 39625 5,93.105

d’ordre 7

Tab. 5.20 – Valeurs du critère I3 [°C.s2]

contrôleurs. Dans le cas de l’échelon 3 par exemple, il est manifeste que le contrô-
leur robuste est plus performant. Comme nous l’avons déjà remarqué dans l’analyse
des temps de réponse, la valeur plus faible de son gain apporte pour cet échelon la
robustesse que ne contient pas le MOR du local, notamment aux instants initiaux.
Par contre, dans le cas de l’échelon 2, le critère I1 met en avant sa plus faible erreur
initiale alors que le critère I3 montre qu’il est moins performant que le contrôleur
adaptatif d’ordre 7 en fin du régime transitoire. Quant au cas de l’échelon 5, l’en-
semble des contrôleurs donne des résultats médiocres du fait de la présence d’une
erreur statique. Pour les échelons 1 et 4, les contrôleurs adaptatifs sont plus perfor-
mants. Il est intéressant de constater que le contrôleur adaptatif d’ordre 1 obtient
de meilleurs résultats sur l’échelon 1 qui correspond au cas d). Or, la création de la
base de projection a montré que seuls trois modes auraient été nécessaires afin de
construire un modèle d’ordre réduit et que le mode le plus énergétique contient a lui
seul 98,15 % de l’énergie (cf. tableau 4.2). Ainsi, les résultats du contrôleur d’ordre
7 semble montrer ici que la conservation de modes de très faible énergie tende à
diminuer les performances du contrôleur.
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Enfin, pour l’échelon 4, le contrôleur adaptatif d’ordre 7 fait preuve de meilleures
performances notamment en fin de régime transitoire (critère I3). Cet échelon cor-
respond au cas b) pour lequel le MOR n’aurait, comme pour le cas a), nécessité
que 4 modes, mais dont le premier mode ne contient pas autant d’énergie. D’autre
part, ce cas correspond aussi au MOR corrigé donnant le plus faible écart entre les
coefficients temporels calculés par le MOR et ceux obtenus par projection directe
des snapshots sur la base. Ainsi, le contrôleur d’ordre 7 semble ici bénéficier d’une
meilleure robustesse que les autres contrôleurs.

Ouverture

Echelon 1 Echelon 2 Echelon 3 Echelon 4 Echelon 5

Contrôleur robuste 305 677 174 184 849
Contrôleur adaptatif 201 884 614 479 790
d’ordre 1
Contrôleur adaptatif 440 546 712 216 546
d’ordre 7

Tab. 5.21 – Valeurs des ouvertures de la vanne

Le tableau (5.21) montre que l’intégrale de l’ouverture de la vanne est généra-
lement plus faible pour les contrôleurs adaptatifs sauf pour l’échelon 3 et dans une
moindre mesure l’échelon 4. Hormis pour le cas de l’échelon 1, le contrôleur adaptatif
d’ordre 7 entraîne une ouverture de la vanne nettement moins oscillante (cf figure
5.19(c)) que le contrôleur adaptatif d’ordre 1 (cf figure 5.19(b)) et le contrôleur
robuste (cf figure 5.19(a)).

5.3.3.2 Variation des températures de surface des parois

Etudions maintenant le comportement du système contrôlé par le contrôleur
adaptatif d’ordre 7 lorsque les températures de surface du vitrage et du plancher
varient. A l’instant initial, la température de consigne est à 22,2 °C ce qui cor-
respond à une température de soufflage de 19,0 °C. La consigne étant maintenue
constante, la température de soufflage varie seulement en réponse à la variation des
températures de surface des parois. Les premiers résultats ont montré que le mo-
dèle d’ordre réduit du local ne permet pas d’obtenir des valeurs cohérentes avec
celles issues des simulations StarCD. Ce n’est pas étonnant puisque ce modèle est
basé sur des simulations CFD au sein desquelles les températures de paroi étaient
constantes. Pour corriger ce défaut, il faudrait utiliser la linéarité des modèles afin
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d’obtenir des MOR constitués de deux systèmes d’état d’ordre réduit, l’un réagissant
aux variations des conditions de soufflage, et l’autre réagissant aux variations des
températures de surface des parois construit de façon similaire au premier. Aussi,
l’objectif de cette partie consiste à montrer que l’estimateur est capable de tenir
compte de la variation de la température des parois du local par comparaison avec
les valeurs données par le modèle d’ordre réduit du local, et que le contrôleur peut
maintenir la température de consigne malgré cette perturbation

Variation de la température de surface du vitrage

A l’instant t = 100 s, la température de surface du vitrage passe de 30 à 35 °C. La
température de soufflage varie alors de 19,0 à 18,8 °C pour maintenir la température
de consigne dans la zone d’occupation (figure 5.20).

Le tableau (5.22) donne les températures de reprise et de la zone d’occupation
obtenues pour ses deux températures de soufflage avec le modèle d’ordre réduit
en boucle ouverte et le système contrôlé en boucle fermé composé du MOR, de
l’estimateur et du contrôleur.

Les températures obtenues avec le système contrôlé sont cohérentes (erreur de
0,1 °C) avec celles du modèle d’ordre réduit. Néanmoins, il faut remarquer que les
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Température de soufflage 19,0 18,8
Modèle du local Température de reprise 21,0 20,9
en boucle ouverte Température de la zone d’occupation 22,2 22,1
Système contrôlé Température de reprise 21,0 20,9

Température de la zone d’occupation 22,2 22,2

Tab. 5.22 – Températures en [°C] pour une variation de la température de surface
du vitrage

variations de température sont ici très faibles.

Variation de la température de surface du plancher

A l’instant t = 100 s, la température de surface du plancher passe de 25 à
30 °C. La température de soufflage varie alors de 19,0 à 18,1 °C pour maintenir la
température de consigne dans la zone d’occupation (figure 5.21).

Le tableau (5.23) donne les températures de reprise et de la zone d’occupation
obtenues pour ses deux températures de soufflage avec le modèle d’ordre réduit en
boucle ouverte et le système contrôlé en boucle fermé.
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Température de soufflage 19,0 18,1
Modèle du local Température de reprise 21,0 20,6
en boucle ouverte Température de la zone d’occupation 22,2 22,0
Système contrôlé Température de reprise 21,0 20,6

Température de la zone d’occupation 22,2 22,2

Tab. 5.23 – Températures en [°C] pour une variation de la température du plancher

Les variations de température sont cette fois-ci conséquentes et permettent de
conclure que l’estimateur arrive à prendre en compte la variation de la température
de surface du plancher avec une précision suffisante à savoir inférieure à 0,2 °C, ce
qui reste inférieur à l’écart de température minimal ressenti par le corps humain.
De plus, l’écart entre les températures de reprise initiale et finale est de 0,4 °C
pour les deux modèles. Ceci met en évidence l’intérêt du contrôle à partir d’une
estimation en temps réel de la température de la zone d’occupation, et non à partir
d’une estimation forfaitaire qui dans ce cas aurait conduit à un maintien de la
température de reprise mais pas de la température de la zone d’occupation.

Variation des températures de surface du vitrage et du plancher

A l’instant t = 100 s, la température de surface du plancher passe de 25 à 30 °C
et celle du vitrage de 30 à 40 °C pour simuler l’apparition d’une tâche solaire. La
température de soufflage varie alors de 19,0 à 17,8 °C pour maintenir la température
de la zone d’occupation (figure 5.22). Le tableau (5.24) donne les températures
de reprise et dans la zone d’occupation obtenues pour ses deux températures de
soufflage avec le modèle d’ordre réduit en boucle ouverte et le système contrôlé.

Température de soufflage 19,0 17,8
Modèle du local Température de reprise 21,0 20,6
en boucle ouverte Température de la zone d’occupation 22,2 22,1
Système contrôlé Température de reprise 21,0 20,4
et estimateur Température de la zone d’occupation 22,2 22,2

Tab. 5.24 – Températures en [°C] pour une variation des températures de surface
du plancher et du vitrage

De nouveau, l’écart entre la température estimée et la température donnée par le
MOR est inférieure 0,1 °C. De plus, la température de l’air à la reprise varie suivant
le modèle de 0,4 à 0,6 °C.
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Fig. 5.22 – Réponse du système pour une variation des températures de surface du
plancher et du vitrage (tâche solaire)

5.3.4 Conclusion

Ces différents tests de contrôle mettent en évidence plusieurs enseignements
concernant l’utilisation des modèles d’ordre réduit afin de tenir compte du champ
thermo-aéraulique pour le contrôle de la température dans la zone d’occupation :

1. l’écriture des modèles sous forme de système d’état nous ouvre les portes de
la théorie moderne du contrôle peu utilisée dans le domaine du bâtiment,

2. la synthèse de contrôleur par modèle interne permet d’intégrer le modèle du
local au sein même du contrôleur. Ainsi, la construction d’un contrôleur d’ordre
1 se révèle être très simple et rapide. La synthèse d’un contrôleur d’ordre 7
apparaît plus délicate, mais est maintenant envisageable,

3. l’ensemble des résultats donne un léger avantage au contrôleur adaptatif d’or-
dre 7, et notamment du fait de sa plus grande stabilité. Néanmoins, il s’avère
aussi plus sensible aux erreurs de modélisation (oscillations initiales non phy-
siques) que le contrôleur d’ordre 1 robuste. Pour améliorer cette caractéris-
tique, il pourrait être envisagé de tenir compte des erreurs de modélisation
lors de la construction de l’estimateur ou du contrôleur (contrôle robuste),

4. les variations des températures de surface des parois a montré que les MOR,
les estimateurs et les contrôleurs y sont sensibles bien que la base de réduction
ait été construite à partir de snapshots n’intégrant pas cette variation. Il sera
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intéressant d’associer les estimateurs et les contrôleurs avec un local réel et
non un modèle, et de voir dans quelle mesure la variation de température de
surface des parois doit être intégrée à la construction des snapshots.

5. enfin, les derniers tests mettent en évidence la différence de comportement
entre les températures de reprise et de la zone d’occupation lorsqu’elles sont
contrôlées, et donc la nécessité de modèles d’ordre réduit du champ thermo-
aéraulique.
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Conclusion générale

Notre objectif était de montrer la faisabilité de la prise en compte du champ
thermo-aéraulique pour le contrôle thermique d’un local. Les deux difficultés ma-
jeures de ce travail résidaient dans le difficulté à modéliser le champ thermo-aérauli-
que d’un local puis à construire un modèle résolvable en temps réel et d’ordre suffi-
samment faible pour être éligible à la synthèse d’un contrôleur.

Tout d’abord, nous avons obtenu des données de référence à partir d’un logiciel
de CFD. Bien que moins réalistes que celle issues de mesures, elle nous ont d’une
part permis de mieux maîtriser leurs paramètres, et d’autre part de traiter plus de
cas que nous l’aurait autorisé un local expérimental.

La construction d’un modèle thermo-aéraulique a donné lieu à la première hy-
pothèse en utilisant un champ de vitesse fixé, nous obligeant à distinguer quatre
cas différents. La limite d’une telle hypothèse s’est donc rapidement faite sentir
en restreignant l’intervalle de validité de chaque champ lorsque la force d’inertie
du jet diminue. Par contre, cette hypothèse a permis la simplification des équa-
tions décrivant la physique du phénomène, ainsi que la linéarisation de l’équation
de conservation de l’énergie. Enfin, la finesse du maillage utilisé a nécessité l’usage
de conditions aux limites détaillées variant elles aussi en fonction des cas. Au final,
un modèle d’ordre élevé a été obtenu pour chacun des cas, et validé en le comparant
aux données de référence.

Dans l’étape suivante, un modèle d’ordre réduit a été obtenu par projection des
modèles d’ordre élevé. La construction de la base de projection a été réalisée en
utilisant la décomposition aux valeurs propres. Des simulations instationnaires en
réponse à deux échelons successifs ont permis d’extraire les snapshots avec pour
objectif d’obtenir une bonne représentation des champs thermo-aérauliques contrô-
lés. Dans cette optique l’utilisation des modèles d’ordre élevés en lieu et place de
simulations CFD peut se révéler d’un gain de temps très appréciable dans le cas où
le champ thermo-aéraulique est suffisamment stable ou lorsque les modèles d’ordre
élevé sont suffisamment précis. Dans le cas contraire, l’extraction des snapshots à
partir de simulations CFD peut dans un sens apporter des informations supplémen-
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taires suite à l’hypothèse d’un champ de vitesse fixé, et dans l’autre sens complexifier
la correction des modèles réduits par la confrontation des erreurs de modélisation des
modèles d’ordre élevés et les CFD. Concernant l’ordre de la réduction, nous avons
fait le choix de garder le même nombre de modes pour tous les cas pour anticiper
la synthèse d’un contrôleur de même taille. Finalement, ce choix a pu réduire la
précision des modèles d’ordre réduit quand le nombre de modes conservés était bien
supérieur au nombre minimal imposé par le critère de troncature.

Pour contrôler directement la température dans la zone d’occupation en s’affran-
chissant d’une approximation forfaitaire à partir de la température de reprise, nous
avons fait appel aux estimateurs d’état qui s’appuient sur le formalisme du système
d’état et ses propriétés. Bien qu’inégaux suivant les cas, les résultats sont encou-
rageants sachant que l’estimateur utilisé a une expression simple et pourrait être
enrichi. Disposant d’une estimation de la température dans la zone d’occupation,
et de modèles d’ordre réduit, nous étions en mesure de synthétiser un contrôleur.
Devant les possibilités offertes par la théorie moderne du contrôle, notre choix s’est
porté sur les contrôleurs à modèle interne dont l’avantage réside dans la simplicité
de leur principe, bien que leur synthèse puisse parfois être délicate lorsque l’ordre
augmente. Nos conclusions, qui s’appuient à la fois sur les résultats des simulations
de contrôle et sur le calcul des valeurs de Hankel, montrent l’intérêt de rechercher
la synthèse de contrôleurs d’ordre supérieur à un qui sont seuls à même de tenir
compte de la complexité du système thermo-aéraulique régissant la température
dans un local.

Ces conclusions mettent en évidence de nombreux points à approfondir. Par
exemple, la construction de la base de projection et des snapshots doit encore être
étudiée en utilisant d’autres méthodes pour extraire les snapshots, ou en enrichissant
itérativement la base avec des modes issus des résultats des modèles d’ordre réduit
contrôlés. Il serait également intéressant de comparer notre démarche de projection
à une projection de Galerkin, c’est-à-dire d’examiner les conséquences du moment
de la discrétisation spatiale (avant la projection dans notre cas, après dans le cas
de la méthode de Galerkin). De plus, du fait de l’hypothèse du champ de vitesse
fixé, seule l’équation de conservation de l’énergie a dû être réduite conduisant à
plusieurs modèles interpolés pour couvrir l’ensemble du domaine de fonctionnement.
A l’avenir, il pourrait être envisagé de réduire également les équations de Navier-
Stokes ce qui donnerait accès au champ de vitesse de l’air en temps réel et permettrait
ainsi l’utilisation de critères de confort plus complexes que la seule température de
l’air.

La perspective d’une confrontation avec un local exige également de compléter
les modèles d’ordre réduit, en tenant compte du rayonnement et en déplaçant les
conditions aux limites à l’extérieur du local. Le modèle ainsi complété pourrait alors
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largement trouver sa place au sein d’une plate-forme de simulation dynamique du
bâtiment. Dans le cadre de ces deux applications, la linéarisation pourrait alors se
révéler d’un apport important en isolant l’influence et la modélisation des différents
paramètres de l’environnement thermique d’un local.

Enfin, les perspectives de ces travaux sont importantes au sein du laboratoire,
puisqu’ils permettent d’associer les recherches sur les méthodes spectrales de ré-
duction à l’ouverture d’une nouvelle voie induite par les possibilités de la théorie
moderne du contrôle, en passant par les recherches expérimentales visant à l’amé-
lioration du confort thermique. Bien que nos travaux aient porté sur le contrôle de
la température, la méthode pourrait également être appliquée à d’autres grandeurs
scalaires comme les concentrations en polluant. Ainsi, ces travaux peuvent être vu
comme un premier travail de recherche dont le but était d’introduire de nouvelles
méthodes dans le domaine de l’aéraulique du bâtiment et d’en montrer le potentiel.
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Annexe A

Méthode de discrétisation

Cette annexe donne les détails de l’intégration et de la discrétisation de l’équation
de conservation de l’énergie.

A.1 Calcul des températures aux frontières

L’application du schéma QUICK pour le calcul des températures aux frontières
d’une cellule de centre (P) donne :

– Frontière Est (E)

Θeue = −
g2

2
(ue + |ue|)ΘW

+
1

2

(

(1 − g1 + g2 + g3)ue + (1 − g1 + g2 − g3) |ue|

)

ΘP

+
1

2

(

(1 + g1 − g3 + g4)ue + (−1 + g1 + g3 − g4) |ue|

)

ΘE

−
g4

2
(ue − |ue|)ΘEE (A.1)

Les valeurs de (g1,g2,g3,g4) sont celles de la cellule (P).
– Frontière Ouest (O)

Pour la frontière Ouest de la cellule P, on posera par continuité, que sa tem-
pérature est égale à la température de la face Est de la cellule W, c’est-à-dire
de la cellule voisine Ouest. On obtient ainsi l’expression du produit Θwuw en
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décalant une fois les indices vers l’Ouest :

Θwuw = −
g2

2
(uw + |uw|)ΘWW

+
1

2

(

(1 − g1 + g2 + g3)uw + (1 − g1 + g2 − g3) |uw|

)

ΘW

+
1

2

(

(1 + g1 − g3 + g4)uw + (−1 + g1 + g3 − g4) |uw|

)

ΘP

−
g4

2
(uw − |uw|)ΘE (A.2)

Les valeurs de (g1,g2,g3,g4) sont celles de la cellule voisine Ouest.
– Frontière Nord (N)

Θnvn = −
g2

2
(vn + |vn|)ΘS

+
1

2

(

(1 − g1 + g2 + g3)vn + (1 − g1 + g2 − g3) |vn|

)

ΘP

+
1

2

(

(1 + g1 − g3 + g4)vn + (−1 + g1 + g3 − g4) |vn|

)

ΘN

−
g4

2
(vn − |vn|)ΘNN (A.3)

Les valeurs de (g1,g2,g3,g4) sont celles de la cellule de centre (P) mais calculées
par rapport à la deuxième coordonnée y.

– Frontière Sud (S)

Θsvs = −
g2

2
(vs + |vs|)ΘSS

+
1

2

(

(1 − g1 + g2 + g3)vs + (1 − g1 + g2 − g3) |vs|

)

ΘS

+
1

2

(

(1 + g1 − g3 + g4)vs + (−1 + g1 + g3 − g4) |vs|

)

ΘP

−
g4

2
(vs − |vs|)ΘN (A.4)

Les valeurs de (g1,g2,g3,g4) sont celles de la cellule voisine Sud calculées par
rapport à la deuxième coordonnée y.

En divisant par ∆x ou ∆y et en simplifiant l’écriture, on obtient les termes
convectifs de l’équation (3.27) :

Θeue

∆x
= FeWΘW + FePΘP + FeEΘE + FeEEΘEE

Θwuw

∆x
= FwWWΘWW + FwWΘW + FwPΘP + FwEΘE

Θnwn

∆y
= FnSΘS + FnP ΘP + FnNΘN + FnNNΘNN

Θsws

∆y
= FsSSΘSS + FsSΘS + FsPΘP + FsNΘN (A.5)
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Les expressions des coefficients F sont obtenues à partir des équations (A.1) à (A.4).

A.2 Calcul des flux diffusifs traversant les fron-

tières

Pour obtenir le terme diffusif à la frontière Est (équation (3.27)) d’une cellule de
centre (P), il est nécessaire d’obtenir (équation (3.36)) :

ϕe · ne = − λeffe

[(
dg1

dx

)

e

(ΘD − ΘU) +

(
dg2

dx

)

e

(ΘU − ΘUU)

]

− λeffe

[(
dg1

dx

)

e

ΘD +

((
dg2

dx

)

e

−

(
dg1

dx

)

e

)

ΘU −

(
dg2

dx

)

e

ΘUU

]

(A.6)

avec :
(
dg1

dx

)

e

=
2xe − xU − xUU

(xD − xU )(xD − xUU)
;

(
dg2

dx

)

e

=
−2xe + xU + xD

(xU − xUU )(xD − xUU)
(A.7)

– Si ue ≥ 0, (D,U,UU) = (E,P,W ), alors
(
dg1

dx

)

e

=
xP − xW + ∆x

(xE − xP )(xE − xW )
;

(
dg2

dx

)

e

=
xE − xP − ∆x

(xP − xW )(xE − xW )

soit :
(
dg1

dx

)

e

=
3∆x

2
+ ∆xW

2

(∆xE

2
+ ∆x

2
)(∆xE

2
+ ∆x+ ∆xW

2
)

(
dg2

dx

)

e

=
∆xE

2
− ∆x

2

(∆x
2

+ ∆xW

2
)(∆xE

2
+ ∆x+ ∆xW

2
)

(
dg2

dx

)

e

−

(
dg1

dx

)

e

=
∆xE

2
− ∆x− ∆xW

2

(∆xE

2
+ ∆x

2
)(∆x

2
+ ∆xW

2
)

(A.8)

– Si ue < 0, (D,U,UU) = (P,E,EE), alors
(
dg1

dx

)

e

=
(xP − xE) + (xP − xEE) + ∆x

(xP − xE)(xP − xEE)
;

(
dg2

dx

)

e

=
xE − xP − ∆x

(xE − xEE)(xP − xEE)

soit :
(
dg1

dx

)

e

= −
3∆xE

2
+ ∆xEE

2

(∆x
2

+ ∆xE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)

(
dg2

dx

)

e

=
∆xE

2
− ∆x

2

(∆xE

2
+ ∆xEE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)

(
dg2

dx

)

e

−

(
dg1

dx

)

e

=
∆xEE

2
+ ∆xE − ∆x

2

(∆xE

2
+ ∆x

2
)(∆xEE

2
+ ∆xE

2
)

(A.9)
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Or,

(
∂Θ

∂x

)

e

= signe(ue)

((
∂Θ

∂x

)

e

)

ue≥0

+

(

1 − signe(ue)

)((
∂Θ

∂x

)

e

)

ue<0

avec signe(x) la fonction définie par :

signe(x) =

{

0 si x ≤ 0

1 si x > 0
(A.10)

En rappelant que λeff = aeffρCP , il vient :

−
ϕe · ne

ρCP ∆x
= DeWΘW +DePΘP +DeEΘE +DeEEΘEE (A.11)

avec :

DeW = −2aeffe

∆xE − ∆x

∆x(∆x + ∆xW )(∆xE + 2∆x+ ∆xW )
signe(ue)

DeP =
2aeffe

∆x(∆xE + ∆x)

[

∆xE − 2∆x− ∆xW

∆x+ ∆xW
signe(ue)

−
3∆xE + ∆xEE

∆x + 2∆xE + ∆xEE

(

1 − signe(ue)

)]

DeE =
2aeffe

∆x(∆xE + ∆x)

[

3∆x+ ∆xW

∆xE + 2∆x+ ∆xW
signe(ue)

+
∆xEE + 2∆xE − ∆x

∆xEE + ∆xE
(1 − signe(ue))

]

DeEE = −2aeffe

∆xE − ∆x

∆x(∆xE + ∆xEE)(∆x+ 2∆xE + ∆xEE)

(

1 − signe(ue)

)

(A.12)

A la frontière Ouest de la maille, le flux sortant ϕw ·nw est opposé au flux sortant

de la cellule voisine Ouest
(

ϕe · ne

)

cellule W

, c’est-à-dire :

−
ϕw · nw

ρCP ∆x
= DwWWΘWW +DwWΘW +DwPΘP +DwEΘE (A.13)
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Par glissement d’indice vers l’Ouest dans les équations (A.11) et (A.12), il vient :

DwWW = 2aeffw

∆x− ∆xW

∆x(∆xW + ∆xWW )(∆x+ 2∆xW + ∆xWW )
signe(uw)

DwW = −
2aeffw

∆x(∆x + ∆xW )

[

∆x− 2∆xW − ∆xWW

∆xW + ∆xWW

signe(uw)

−
3∆x+ ∆xE

∆xW + 2∆x+ ∆xE

(

1 − signe(uw)

)]

DwP = −
2aeffw

∆x(∆x + ∆xW )

[

3∆xW + ∆xWW

∆x+ 2∆xW + ∆xWW

signe(uw)

+
∆xE + 2∆x− ∆xW

∆xE + ∆x
(1 − signe(uw))

]

DwE = 2aeffw

∆x− ∆xW

∆x(∆x+ ∆xE)(∆xW + 2∆x+ ∆xE)

(

1 − signe(uw)

)

(A.14)

Pour les autres frontières, des expressions similaires sont obtenues :

−
ϕn · nn

ρCP ∆y
= DnSΘS +DnPΘP +DnNΘN +DnNNΘNN (A.15)

−
ϕs · ns

ρCP ∆y
= DsSSΘSS +DsSΘS +DsPΘP +DsNΘN (A.16)

A.3 Expression générale de l’équation de conser-

vation de l’énergie discrétisée

Avec la notation Θ̇ = ∂Θ
∂t

, l’équation de conservation de l’énergie intégrée (3.27)
s’écrit :

Θ̇P = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS

+ aEEΘEE + aWWΘWW + aNNΘNN + aSSΘSS

(A.17)
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où :

aP = −FeP + FwP +DeP +DwP

−FnP + FsP +DnP +DsP

acor =
ue − uw

∆x
+
vn − vs

∆y
aE = DeE +DwE − FeE + FwE aW = DwW +DeW − FeW + FwW

aN = DnN +DsN − FnN + FsN aS = DsS +DnS − FnS + FsS

aEE = DeEE − FeEE aWW = DwWW + FwWW

aNN = DnNN − FnNN aSS = DsSS + FsSS (A.18)

A.4 Conditions aux limites

Pour faciliter la programmation et la résolution de l’équation de conservation
de l’énergie, nous essaierons systématiquement de nous rapprocher d’expressions
similaires aux équations (A.17) et (A.18).

A.4.1 Au niveau de la paroi Ouest

Le lecteur se référera aux figures (3.4(a)) et (3.4(b)) pour les notations.

La température des parois est imposée et notée pour la paroi Ouest Θparoi Ouest.
De plus, par hypothèse d’imperméabilité, la vitesse uw est nulle.

Pour surmonter l’absence de la cellule voisine Ouest, un noeud fictif est créé à
la distance ∆x

2
à l’Ouest de la paroi (soit ∆xW = ∆x). La température au noeud

fictif est calculée par interpolation linéaire avec la température de la paroi et la
température de la maille P :

ΘO = 2Θmur Ouest − ΘP (A.19)

A.4.1.1 Volume de contrôle adjacent à la paroi

La figure (3.4(a)) illustre la configuration propre à cette maille.

Termes de transport
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Le produit Θeue

∆x
(équation (A.5)) devient :

Θeue

∆x
= FeW (2Θmur Ouest − ΘP ) + FePΘP + FeEΘE + FeEEΘEE

= Feparoi Ouest
Θmur Ouest + (FeP − FeW )ΘP + FeEΘE + FeEEΘEE (A.20)

L’expression précédente peut être reformulée pour obtenir :

Θeue

∆x
= FeW ΘW + FeP ΘP + FeEΘE + FeEEΘEE + Feparoi Ouest

Θmur Ouest (A.21)

avec

FeW = 0 FeP = (FeP − FeW )
equation(A.5)

FeE = (FeE)
equation(A.5)

FeEE = (FeEE)
equation(A.5)

Feparoi Ouest
= 2(FeW )

equation(A.5)

(A.22)

Quant au produit Θwuw

∆x
, son expression reste la même. En notant que uw = 0, il

vient :

Θwuw

∆x
= FwWWΘWW + FwWΘW + FwP ΘP + FwEΘE = 0 (A.23)

Termes de diffusion

Le flux diffusif au niveau de la paroi doit être calculé en utilisant une expression
consistante avec celle du schéma QUICK :

∂Θ

∂x
=
dg1

dx
(Θparoi Ouest − ΘP ) +

dg2

dx
(ΘP − ΘE)

dg1

dx
=

(x− xE) + (x− xP )

(xparoi Ouest − xE)(xparoi Ouest − xP )
;
dg2

dx
=

(xP − x) + (xparoi Ouest − x)

(xparoi Ouest − xE)(xP − xE)

– Au niveau de la paroi, x = xparoi Ouest, soit :

dg1

dx
=

(xparoi Ouest − xE) + (xparoi Ouest − xP )

(xparoi Ouest − xE)(xparoi Ouest − xP )
;
dg2

dx
=

xP − xparoi Ouest

(xparoi Ouest − xE)(xP − xE)

ou encore :

dg1

dx
= −

3∆x
2

+ ∆xE

2

(∆x+ ∆xE

2
)(∆x

2
)

;
dg2

dx
=

∆x
2

(∆x+ ∆xE

2
)(∆x

2
+ ∆xE

2
)
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En rappelant que ϕw · nw = λeffw

(

∂Θ
∂x

)

w

, les termes diffusifs peuvent de

nouveau se mettre sous la forme :

−
ϕw · nw

ρCP ∆x
= DwWWΘWW +DwWΘW +DwPΘP +DwEΘE

+Dwparoi Ouest
Θparoi Ouest (A.24)

avec :

DwWW = 0 DwW = 0

DwP = −2aeffw

2∆x+∆xE

∆x2(∆x+∆xE)
DwE = 2aeffw

1
(2∆x+∆xE)(∆x+∆xE)

Dwparoi Ouest
= 2aeffw

3∆x+∆xE

∆x2(2∆x+∆xE)

(A.25)
– Au niveau de la frontière Est de la cellule,

Le noeud miroir créé précédemment permet d’appliquer la formule générale
(A.11) pour calculer le flux diffusif transmis par cette frontière :

−
ϕe · ne

ρCP ∆x
= DeWΘW +DePΘP +DeEΘE +DeEEΘEE (A.26)

Or, la cellule voisine W est ici la cellule fictive, il vient donc :

ΘW = ΘO = 2Θmur Ouest − ΘP et ∆xW = ∆x (A.27)

soit :

−
ϕe · ne

ρCP ∆x
= DeWΘW +DePΘP +DeEΘE +DeEEΘEE +Deparoi Ouest

Θmur Ouest

(A.28)
avec :

DeW = 0 DeP = (DeP −DeW )
equation(A.12)

DeE = (DeE)
equation(A.12)

DeEE = (DeEE)
equation(A.12)

Deparoi Ouest
= 2(DeW )

equation(A.12)

(A.29)

Equation de conservation de l’énergie intégrée

L’équation de conservation de l’énergie intégrée devient :

Θ̇ = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS + aEEΘEE + aWWΘWW

+aNNΘNN + aSSΘSS +Hparoi OuestΘparoi Ouest (A.30)

où :
Hparoi Ouest = −Feparoi Ouest

+Dwparoi Ouest
+Deparoi Ouest

Par rapport aux expressions (A.18) des coefficients a de l’équation de conserva-
tion de l’énergie intégrée dans le cas général, on remarque que :
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– le coefficient FeP de transport de la cellule P s’exprime en fonction des coeffi-
cients FeP et FeW du cas général : FeP = (FeP − FeW )

equation(A.5)
,

– les coefficients des températures ΘW et ΘWW sont nuls,
– tous les termes de transport relatifs à la face w, c’est-à-dire FwWW , FwW , FwP

et FwE sont nuls,
– le coefficient diffusif DeW est nul,
– les coefficients DwP , DwE, DeP ont une expression particulière à cette condition

aux limites,
– tous les autres coefficients sont identiques.

A.4.1.2 Volume de contrôle adjacent à la paroi de second rang

La figure (3.4(b)) illustre la configuration propre à cette maille.

Termes de transport

Dans le cas général, on a :

Θwuw

∆x
= FwWWΘWW + FwWΘW + FwPΘP + FwEΘE (A.31)

Or, d’après l’hypothèse (A.19) on a : ΘWW = 2Θmur Ouest − ΘW . Il vient donc :

Θwuw

∆x
= Fwparoi Ouest

Θmur Ouest + (FwW − FwWW )ΘW + FwPΘP + FwEΘE (A.32)

L’expression précédente peut être reformulée pour obtenir :

Θwuw

∆x
= FwWWΘWW +FwWΘW +FwPΘP +FwEΘE +Fwparoi Ouest

Θmur Ouest (A.33)

avec :

FwWW = 0 FwW = (FwW − FwWW )
equation(A.5)

FwP = (FwP )
equation(A.5)

FwE = (FwE)
equation(A.5)

Fwparoi Ouest
= 2(FwWW )

equation(A.5)

(A.34)

Termes de diffusion

A la frontière Ouest de la maille, le flux diffusif sortant ϕw · nw est opposé au

flux sortant de la cellule voisine Ouest
(

ϕe ·ne

)

cellule W

comme dans le cas général,

c’est-à-dire :

−
ϕw · nw

ρCP ∆x
= DwWWΘWW +DwWΘW +DwPΘP +DwEΘE +Dwparoi Ouest

Θparoi Ouest

(A.35)
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avec :

DwWW = 0 DwW = (DwW −DwWW )
equation(A.14)

DwP = (DwP )
equation(A.14)

DwE = (DwE)
equation(A.14)

Dwparoi Ouest
= (2DwWW )

equation(A.14)

(A.36)

Equation de conservation de l’énergie intégrée

L’équation de conservation de l’énergie intégrée devient :

Θ̇ = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS + aEEΘEE + aWWΘWW

+aNNΘNN + aSSΘSS +Hparoi OuestΘparoi Ouest (A.37)

où :

Hparoi Ouest = Fwparoi Ouest +Dwparoi Ouest

Par rapport aux expressions (A.18) des coefficients a de l’équation de conserva-
tion de l’énergie discrète calculés dans le cas général, on remarque que :

– le coefficient FwW de transport de la cellule W s’exprime en fonction des co-
efficients FwW et FwWW du cas général : FwW = (FwW − FwWW )

equation(A.5)
,

– le coefficient de la température ΘWW est nul,
– le terme diffusif DwWW est nul,
– le terme diffusif DwW a une expression propre à la condition aux limites,
– tous les autres coefficients sont identiques.
Des expressions similaires sont obtenues pour toutes les autres parois.

A.4.2 Au niveau de la bouche de soufflage

Si nous reprenons les intégrations de surface (équations (3.20) et (3.23)), il ap-
paraît qu’il n’est plus nécessaire de faire appel à une méthode de discrétisation pour
calculer les termes de transport relatifs à la frontière basse des volumes de contrôle
situés à la sortie du ventilo-convecteur. Il nous faut néanmoins prendre en compte
les cellules voisines basses pour appliquer le schéma QUICK au niveau de la frontière
haute du volume de contrôle de noeud P et pour le calcul des termes diffusifs.

La figure (3.5) illustre la configuration propre à cette maille.
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A.4.2.1 Volume de contrôle placé immédiatement en sortie du ventilo-

convecteur

Termes de transport

Θsvs

∆y
= Fssouf

Θsouf et
Θnvn

∆y
= FnSΘS +FnP ΘP +FnNΘN +FnNNΘNN +Fnsouf

Θsouf

(A.38)
avec :

FnS = 0 Fssouf
= vs

∆y

Fnsouf
=

(

FnS

)

equation(A.5)

Termes de diffusion

– Au niveau de la frontière Nord

−
ϕn · nn

ρCP ∆y
= DnSΘS +DnP ΘP +DnNΘN +DnNNΘNN +Dn soufΘsouf (A.39)

avec :

DnS = 0

DnP =
2aeffn

∆y(∆yN+∆y)

[

∆yN−3∆y
2∆y

signe(vn) − 3∆yN+∆yNN

∆y+2∆yN+∆yNN

(

1 − signe(vn)

)]

DnN =
2aeffn

∆y(∆yN+∆y)

[

4∆y
∆yN+3∆y

signe(vn) + ∆yNN+2∆yN−∆y
∆yNN+∆yN

(

1 − signe(vn)

)]

DnNN = −2aeffn

(∆yN−∆y) (1−signe(vn))
∆y(∆yN+∆yNN )(∆y+2∆yN+∆yNN )

Dnsouf
= −2aeffn

∆yN−∆y
2∆y2(∆yN+3∆y)

signe(vn)

(A.40)
– Au niveau de la frontière Sud

Au contact de la bouche de soufflage, le tube de soufflage assure l’existence
de cellules voisines Sud. La dimension de ces cellules ∆y est par construction
la même que celle de la cellule adjacente. Le maillage est donc localement
uniforme. Dans ce cas, nous avons vu (§3.2.2.2) que le schéma QUICK était
équivalent pour les termes diffusifs au schéma centré, c’est-à-dire :

−
ϕs · ns

ρCP ∆y
=
aeffs

∆y2
(ΘS − ΘP ) avec ΘS = Θsouf (A.41)

soit : −
ϕs · ns

ρCP ∆y
= DsSSΘSS+DsSΘS+DsPΘP +DsNΘN +Dssouf

Θsouf (A.42)

avec :

DsSS = 0 DsS = 0 DsP = −
aeffs

∆y2 DsN = 0 Dssouf
=

aeffs

∆y2 (A.43)
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Equation de conservation de l’énergie

L’équation de conservation de l’énergie intégrée devient :

Θ̇ = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS + aEEΘEE + aWWΘWW

+aNNΘNN + aSSΘSS +HsoufΘsouf (A.44)

où :

Hsouf = −Fnsouf
+ Fssouf

+Dnsouf
+Dssouf

Par rapport aux expressions (A.18) des coefficients a de l’équation de conserva-
tion de l’énergie intégrée dans le cas général, on remarque que :

– tous les termes de transport, notés F, relatifs à la frontière s ou aux mailles
voisines S et SS sont nuls,

– les termes de diffusion, DnS,DsSS et DsS relatifs aux cellules voisines basses
sont nuls

– tous les autres coefficients sont identiques

A.4.2.2 Volume de contrôle adjacent à la sortie du ventilo-convecteur

de second rang

Termes de transport

Θsvs

∆y
= FsSSΘSS + FsSΘS + FsP ΘP + FsHΘN + Fssouf

Θsouf (A.45)

avec :

Fssouf
=

(

FsSS

)

equation(A.5)

FsSS = 0 (A.46)

Termes de diffusion

A la frontière basse de la maille, le flux diffusif sortant ϕs ·ns est opposé au flux

sortant de la cellule voisine Sud
(

ϕn · nn

)

cellule S

, c’est-à-dire :

−
ϕs · ns

ρCP ∆y
= DsSSΘSS +DsSΘS +DsPΘP +DsHΘN +Dssouf

Θsouf (A.47)
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avec :

DsSS = 0

DsS = −
2aeffs

∆y(∆y+∆yS)

[

∆y−3∆yS

2∆yS
signe(vs) −

3∆y+∆yH

∆yS+2∆y+∆yH

(

1 − signe(vs)

)]

DsP = −
2aeffs

∆y(∆y+∆yS)

[

4∆yS

∆y+3∆yS
signe(vs) + ∆yH+2∆y−∆yS

∆yH+∆y

(

1 − signe(vs)

)]

DsH = 2aeffs

∆y−∆yS

∆y(∆y+∆yH)(∆yS+2∆y+∆yH)
(1 − signe(vs)

Dssouf
= 2aeffs

∆y−∆yS

2∆y∆yS(∆y+3∆yS)
signe(vs)

(A.48)

Equation de conservation de l’énergie

L’équation de conservation de l’énergie intégrée devient :

Θ̇ = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS + aEEΘEE + aWWΘWW

+aNNΘNN + aSSΘSS +HsoufΘsouf (A.49)

où :
Hsouf = Fssouf

+Dssouf

Par rapport aux expressions (A.18) des coefficients a de l’équation de conserva-
tion de l’énergie intégrée dans le cas général, on remarque que :

– tous les termes relatifs à la maille voisine Sud de second rang notée SS sont
nuls,

– tous les autres coefficients sont identiques,

A.4.3 Au niveau de la bouche de reprise

A.4.3.1 Volume de contrôle adjacent à la reprise

Termes de transport

Le gradient de température est nul, soit Θw = ΘP . De plus, uw < 0 et ue < 0,
d’où :

Θe = ΘE +g3(ΘP −ΘE)+g4(ΘE −ΘEE) = g3ΘP +(1−g3 +g4)ΘE −g4ΘEE (A.50)

où g3 et g4 conservent leur expression générale :

g3 =
∆xE

2
(∆xE + ∆xEE

2
)

(∆x
2

+ ∆xE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)

; g4 =
∆xE

2
∆x
2

(∆xE

2
+ ∆xEE

2
)(∆x

2
+ ∆xE + ∆xEE

2
)
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Le produit Θeue

∆x
s’écrit alors :

Θeue

∆x
=

ue

∆x
g3ΘP +

ue

∆x
(1− g3 + g4)ΘE −

ue

∆x
g4ΘEE = FeP ΘP +FeEΘE +FeEEΘEE

(A.51)
Quant au produit Θwuw

∆x
, il devient :

Θwuw

∆x
=
uw

∆x
ΘP = FwPΘP (A.52)

Termes de diffusion

Le flux diffusif au niveau de la reprise est nul puisque les températures ne varient
pas.

−
ϕw · nw

ρCP ∆x
= DwWWΘWW +DwWΘW +DwPΘP +DwEΘE = 0 (A.53)

soit :
DwWW = 0 DwW = 0 DwP = 0 DwE = 0 (A.54)

Au niveau de la frontière Est de la cellule, le sens de la vitesse est connu. Il est
possible d’exprimer le flux diffusif grâce à l’expression du flux diffusif sortant de la

cellule voisine Est : ϕe · ne = −

(

ϕw · nw

)

cellule E

,

c’est-à-dire : −
ϕe · ne

ρCP ∆x
= DeWΘW +DePΘP +DeEΘE +DeEEΘEE (A.55)

avec :
DeW = 0

DeP = −2aeffe

3∆xE+∆xEE

∆x(∆xE+∆x)(∆x+2∆xE+∆xEE)

DeE = 2aeffe

∆xEE+2∆xE−∆x
∆x(∆xE+∆x)(∆xEE+∆xE)

DeEE = −2aeffe

∆xE−∆x
∆x(∆xE+∆xEE)(∆x+2∆xE+∆xEE)

(A.56)

A.4.3.2 Volume de contrôle en deuxième position par rapport à la re-

prise

Termes de transport

Dans le cas général, on a :

Θwuw

∆x
= FwWWΘWW + FwWΘW + FwP ΘP + FwEΘE (A.57)

Etant donné le sens de la vitesse, le coefficient FwWW est nul. Les autres coefficients
restent inchangés.



A.4. CONDITIONS AUX LIMITES 205

Termes de diffusion

A la frontière Ouest de la maille, le flux diffusif sortant ϕw ·nw conserve la même
expression que dans le cas d’une cellule ordinaire :

−
ϕw · nw

ρCP ∆x
= DwWWΘWW +DwWΘW +DwPΘP +DwEΘE (A.58)

avec DwWW = 0 en raison du sens négatif de la vitesse. Les autres coefficients restent
inchangés.

A.4.3.3 Equation de conservation de l’énergie

Pour les deux cellules, l’équation de conservation de l’énergie intégrée conserve
la même expression :

Θ̇ = (aP + acor)ΘP + aEΘE + aW ΘW + aNΘN + aSΘS + aEEΘEE + aWWΘWW

+ aNNΘNN + aSSΘSS (A.59)
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Annexe B

Représentation dans l’espace

d’état

Cette annexe décrit la procédure suivie pour transformer l’équation de conser-
vation de l’énergie intégrée en un système d’état de forme générale :

{

ẋ = Ax + Bu

y = Cx +Du
(B.1)

B.1 De la matrice température au vecteur d’état

Considérons tout d’abord un cas simple en 2 dimensions contenant seulement
12 cellules, (figure B.1). Notons m le nombre de lignes et n le nombre de colonnes,
respectivement 3 et 4 dans notre cas.

x

y

3 6 9 12

11

10

8

7

5

4

2

1

Fig. B.1 – Maillage d’un cas simple en deux dimensions
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Il est aisé d’obtenir une matrice des températures en gardant la même structure
que celle du maillage :






Θ3 Θ6 Θ9 Θ12

Θ2 Θ5 Θ8 Θ11

Θ1 Θ4 Θ7 Θ10




 (B.2)

ce qui en écriture indicielle donne :






Θ31 Θ32 Θ33 Θ34

Θ21 Θ22 Θ23 Θ24

Θ11 Θ12 Θ13 Θ14




 (B.3)

Le vecteur d’état x de dimension 12 est alors obtenu en écrivant les colonnes de
la matrice les unes à la suite des autres :

(Θ11 Θ21 Θ31 Θ12 Θ22 Θ32 Θ13 Θ23 Θ33 Θ14 Θ24 Θ34)
T

≡ (x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12)
T (B.4)

Pour la cellule numéro 5 (figure B.1), par exemple, sa température notée Θ22 a pour
voisine dans le vecteur d’état les températures de ses cellules voisines Hautes et
Basses. Les températures des cellules voisines Ouest et Est sont décalées de m = 3

respectivement en amont et en aval.

La généralisation à un maillage de dimension (m,n) conduit à un vecteur d’état
de dimension (m × n,1). La position de la température de la cellule (i,j) dans le
vecteur d’état est alors définie par l’indice m(j − 1) + i.

B.2 La matrice d’état A

L’écriture de la matrice A est liée à la forme de l’équation (3.43). On peut
la décomposer en une somme de plusieurs matrices correspondant chacune à un
coefficient de l’équation.

Reprenons l’exemple en deux dimensions étudié dans la section précédente. Alors
matriciellement, le premier terme aP Θ prendra la forme suivante :






a31 a32 a33 a34

a21 a22 a23 a24

a11 a12 a13 a14




×∗






Θ31 Θ32 Θ33 Θ34

Θ21 Θ22 Θ23 Θ24

Θ11 Θ12 Θ13 Θ14




 (B.5)
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où ×∗ est le produit matriciel élément par élément. Dans l’espace d’état, cette ex-
pression devient :


























a11 . . . . . . . . . . .

. a21 . . . . . . . . . .

. . a31 . . . . . . . . .

. . . a12 . . . . . . . .

. . . . a22 . . . . . . .

. . . . . a32 . . . . . .

. . . . . . a13 . . . . .

. . . . . . . a23 . . . .

. . . . . . . . a33 . . .

. . . . . . . . . a14 . .

. . . . . . . . . . a24 .

. . . . . . . . . . . a34


























×


























Θ11

Θ21

Θ31

Θ12

Θ22

Θ32

Θ13

Θ23

Θ33

Θ14

Θ24

Θ34


























(B.6)

Concernant le deuxième terme aEΘE de l’équation (3.43) exprimant l’influence
de la cellule voisine Est sur la cellule étudiée, le produit matriciel suivant est obtenu :






aE31 aE32 aE33 0

aE21 aE22 aE23 0

aE11 aE12 aE13 0




×∗






Θ32 Θ33 Θ34 0

Θ22 Θ23 Θ24 0

Θ12 Θ13 Θ14 0




 (B.7)

Les deux colonnes de 0 indiquent que les cellules à la frontière Est du domaine
d’étude n’ont pas de cellule voisine. Dans l’espace d’état, ce terme devient alors :


























. . . aE11 . . . . . . . .

. . . . aE21 . . . . . . .

. . . . . aE31 . . . . . .

. . . . . . aE12 . . . . .

. . . . . . . aE22 . . . .

. . . . . . . . aE23 . . .

. . . . . . . . . aE13 . .

. . . . . . . . . . aE23 .

. . . . . . . . . . . aE33

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .


























×


























Θ11

Θ21

Θ31

Θ12

Θ22

Θ32

Θ13

Θ23

Θ33

Θ14

Θ24

Θ34


























(B.8)
Il faut remarquer ici que les coefficients aE sont sur la diagonale +m.
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De la même façon, les coefficients aW seront placés sur la −m diagonale :


























. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

aW12 . . . . . . . . . . .

. aW22 . . . . . . . . . .

. . aW32 . . . . . . . . .

. . . aW13 . . . . . . . .

. . . . aW23 . . . . . . .

. . . . . aW33 . . . . . .

. . . . . . aW14 . . . . .

. . . . . . . aW24 . . . .

. . . . . . . . aW34 . . .


























×


























Θ11

Θ21

Θ31

Θ12

Θ22

Θ32

Θ13

Θ23

Θ33

Θ14

Θ24

Θ34


























(B.9)

Pour le terme aHΘH , représentant l’influence de la cellule haute, l’écriture ma-
tricielle donne :






0 0 0 0

aH21 aH22 aH23 aH24

aH11 aH12 aH13 aH14




×∗






0 0 0 0

Θ31 Θ32 Θ33 Θ34

Θ21 Θ22 Θ23 Θ24




 (B.10)

Dans l’espace d’état, il vient :


























. aH11 . . . . . . . . . .

. . aH21 . . . . . . . . .

. . . 0 . . . . . . . .

. . . . aH12 . . . . . . .

. . . . . aH22 . . . . . .

. . . . . . 0 . . . . .

. . . . . . . aH13 . . . .

. . . . . . . . aH23 . . .

. . . . . . . . . 0 . .

. . . . . . . . . . aH14 .

. . . . . . . . . . . aH24

. . . . . . . . . . . .


























×


























Θ11

Θ21

Θ31

Θ12

Θ22

Θ32

Θ13

Θ23

Θ33

Θ14

Θ24

Θ34


























(B.11)
Les coefficients des cellules voisines hautes sont ainsi placés sur la diagonale +1.

De la même façon, les coefficients des cellules voisines basses seront sur la −1
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diagonale :


























. . . . . . . . . . . .

aL21 . . . . . . . . . . .

. aL31 . . . . . . . . . .

. . 0 . . . . . . . . .

. . . aL22 . . . . . . . .

. . . . aL32 . . . . . . .

. . . . . 0 . . . . . .

. . . . . . aL23 . . . . .

. . . . . . . aL33 . . . .

. . . . . . . . 0 . . .

. . . . . . . . . aL24 . .

. . . . . . . . . . aL34 .


























×


























Θ11

Θ21

Θ31

Θ12

Θ22

Θ32

Θ13

Θ23

Θ33

Θ14

Θ24

Θ34


























(B.12)

Enfin les coefficients des cellules voisines de deuxième rang d’indices EE, WW,
HH et LL seront respectivement placés sur les +2m, −2m, +2, −2 diagonales.

Finalement, en additionnant les matrices de coefficients des cellules voisines, on
obtient la matrice A qui a pour dimensions (3 × 4,3 × 4), c’est-à-dire (m× n)2, de
forme générale :

+1 +2 +m +2m

A =

−1
−2

−m

−2m






































. . . . . . . . . .
. . . . .

. . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . .

. . . . .
. . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . .

. . . . . . .

.
. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . .
. . . . . .

. . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . aEE . .

.
. . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . .

. . . .

. .
. . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . .

. . .
. . . . . aW . aLL aL a aH aHH . aE . .

.
. . . . .

. . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . .

. . aWW . .
. . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

. . .
. . . . .

. . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . .
. . . . .

. . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . .
. . . . .

. . . .
. . . . . . . . . . . .

. . . . . .
. . . . .

. . . .
. . . . . . . . .
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B.3 La matrice d’état B

Cette matrice permet d’introduire les conditions aux limites contenues dans le
vecteur u. Celui-ci est formé par les températures des quatre parois du local et de
la température de soufflage :

u =










Θmur Ouest

Θmur Est

Θsol

Θplafond

Θsouf










(B.13)

B est alors une matrice de dimension (m×n,5), chaque ligne correspondant à une
cellule du local étudié. Seuls les coefficients correspondants aux cellules adjacentes
aux parois et au ventilo-convecteur, de premier et de second rang, sont différents de
zéro et égaux aux coefficients d’influence des parois et du soufflage H .
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Annexe C

Résolution du problème

d’optimisation avec contraintes

Un problème d’optimisation avec contraintes consiste à minimiser une fonction-
nelle objectif sous la contrainte d’un système :

{

minα∈RmI(a,α)

N (a,α) = 0

avec :

N (a,α) = ȧ(t) − Arta(t) − Brtu(t) −Ert − I1+α [Arda(t) + Brdu(t) + Erd] (C.1)

I(a,α) =

∫ T

0

M∑

j=1

(aj − bj)
2dt+ β2

∫ T

0

M∑

j=1

α2
jdt (C.2)

Ce problème de minimisation n’étant pas simple à résoudre directement, il est ju-
dicieux de créer un problème équivalent plus facile à résoudre. Considérons la fonc-
tionnelle Lagrangienne suivante :

L(a, α,ã) = I(a,α) − 〈N (a,α),ã〉 (C.3)

où ã est un multiplicateur de Lagrange et le produit scalaire est défini par :

〈N (a,α),ã〉 =
m∑

j=1

∫ T

0

ãj(t)Nj(a,α)dt (C.4)

Le problème consiste alors à déterminer le contrôle optimal α, l’état a et le
multiplicateur de Lagrange ã tels que la fonctionnelle Lagrangienne L(a, α,ã) soit
stationnaire :

δL =
∂L

∂a
δa +

∂L

∂α
δα +

∂L

∂ã
δã = 0 (C.5)
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Les variables a, α et ã étant indépendantes, la solution optimale est alors obtenue
en annulant les premières variations de L par rapport à a, α et ã :

∂L

∂a
δa = 0 ;

∂L

∂α
δα = 0 ;

∂L

∂ã
δã = 0 (C.6)

Pour ce faire, introduisons les gradients de L :

〈
∂L

∂ã
,δã〉 = lim

ǫ→0

L(a, α,ã + ǫδã) −L(a, α,ã)

ǫ
(C.7)

〈
∂L

∂a
,δa〉 = lim

ǫ→0

L(a + ǫδa, α,ã) −L(a, α,ã)

ǫ
(C.8)

〈
∂L

∂α
,δα〉 = lim

ǫ→0

L(a, α + ǫδα,ã) −L(a, α,ã)

ǫ
(C.9)

Première variation de L par rapport à ã

〈
∂L

∂ã
,δã〉 = lim

ǫ→0

I(a,α) − I(a,α)

ǫ
− lim

ǫ→0

〈N (a,α),ã + ǫδã〉 − 〈N (a,α),ã〉

ǫ
= 0 − 〈N (a,α),δã〉 (C.10)

Soit, 〈N (a,α),δã〉 = 0 ∀ δã (C.11)

D’où, N (a,α) = 0 (C.12)

C’est l’équation d’état du système.

Première variation de L par rapport à a

〈
∂L

∂a
,δa〉 = lim

ǫ→0

I(a + ǫδa,α) − I(a,α)

ǫ
− lim

ǫ→0

〈N (a + ǫδa,α),ã〉 − 〈N (a,α),ã〉

ǫ

=
∂I

∂a
δa − lim

ǫ→0

〈N (a + ǫδa,α) −N (a,α),ã〉

ǫ

=
∂I

∂a
δa − 〈δ̇a− Artδa − I1+αArdδa,ã〉 (C.13)

• Premier terme
∂I

∂a
= 〈a− b,δa〉 + 〈δa, a− b〉
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or en introduisant l’adjoint t :

〈δa, a − b〉 =

∫ 0

T

tδa(a − b)dt et 〈a − b,δa〉 =

∫ 0

T

t(a− b)δadt (C.14)

Soit,
∂I

∂a
= 2〈δa, a− b〉 (C.15)

• Deuxième terme

〈 ˙δa, ã〉 =

∫ T

0

t ˙δaãdt =
[
tδaã

]T

0
−

∫ T

0

tδa ˙̃adt (C.16)

δa doit vérifier la condition initiale : δa(0) = 0

Pour faire disparaître le terme en t = T , il faut imposer ã(T ) = 0

Soit, 〈 ˙δa, ã〉 = 〈δa,− ˙̃a〉 (C.17)

〈(Art + I1+αArd) δa, ã〉 =

∫ T

0

t [(Art + I1+αArd) δa] ãdt

=

∫ T

0

tδat (Art + I1+αArd) ãdt

= 〈δa, t (Art + I1+αArd) ã〉 (C.18)

Soit, 〈
∂L

∂a
,δa〉 = 〈δa, 2(a−b)〉+ 〈δa, ˙̃a+t (Art + I1+αArd) ã〉 = 0 ∀ δa (C.19)

D’où,
∂L

∂a
= 2(a− a) + ˙̃a + t (Art + I1+αArd) ã = 0 (C.20)

Ce qui conduit à l’équation de l’état adjoint :
{

− ˙̃a = 2(a− b) + t (Art + I1+αArd) ã

ã(T ) = 0
(C.21)

Première variation de L par rapport à α

〈
∂L

∂α
,δα〉 = lim

ǫ→0

I(a,α + ǫδα) − I(a,α)

ǫ
− lim

ǫ→0

〈N (a,α + ǫδα),ã〉 − 〈N (a,α),ã〉

ǫ

=
∂I

∂α
δα− lim

ǫ→0

〈N (a,α + ǫδα) −N (a,α),ã〉

ǫ

=
∂I

∂a
δα+ 〈Iδα (Arda + Brdu + Erd) ,ã〉 (C.22)
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Avec Iδα =









δα1

. . . 0

0
. . .

δαM









(C.23)

• Premier terme

∂I

∂a
δα = β2 [〈α,δα〉 + 〈δα, α〉] = 2β2〈δα, α〉 (C.24)

• Deuxième terme

〈Iδα (Arda + Brdu + Erd) ,ã〉 =

∫ T

0

t [Iδα (Arda + Brdu + Erd)] ãdt

=

∫ T

0

t (Arda + Brdu + Erd) Iδαãdt

=

∫ T

0

tδαt (Arda + Brdu + Erd) ãdt

= 〈δα, t (Arda + Brdu + Erd) ã〉 (C.25)

Soit, 〈
∂L

∂α
,δα〉 = 〈δα, 2β2α + t (Arda + Brdu + Erd) ã〉 = 0 ∀ δα (C.26)

En imposant que α est constant, son expression s’obtient en développant le produit
scalaire : ∫ T

0

tδα
[
2β2α + t (Arda + Brdu + Erd) ã

]
dt = 0 ∀ δα (C.27)

Soit,
∫ T

0

[
2β2α + t (Arda + Brdu + Erd) ã

]
dt = 0 (C.28)

Il vient alors : α = −
1

2β2

∫ T

0

t (Arda + Brdu + Erd) ãdt (C.29)

L’écriture des premières variations de L conduit ainsi à un système de trois
équations couplées qui peut être résolue avec une méthode itérative :







ȧ = (Art + I1+αArd) a + (Brt + I1+αBrd)u + Ert + I1+αErd

− ˙̃a = t (Art + I1+αArd) ã + 2(a− b) ; ã(T ) = 0

α = − 1
2β2

∫ T

0
t (Arda + Brdu + Erd) ãdt

(C.30)
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