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quables tout au long de ce travail. Je remercie également Pierre Plion pour l’intérêt et le
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2.2.2 Modèle Bray-Moss-Libby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Cµ : constante de modélisation Cµ = 0.09

C? : constante de modélisation

Cp,i : chaleur massique de l’espèce i
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τT : échelle intégrale du temps turbulent τT = k/ε
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meture généralisée : bas) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

8.14 Visualisation directe de la flamme (temps de pose 1/50s) avec Φ(2)=0.9 et

Φ(1)=0.3 (gauche) et Φ(1)=0.7 (droite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126



Table des figures xxi
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b2 : Φ(1)=0, 7, Φ(2)=0, 9 et fermetures généralisées. . . . . . . . . . . . . . 127
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ractéristiques expérimentales de décroissance de la turbulence. . . . . . . . 141
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60 mm (centre) et 70 mm (droite) pour des conditions d’un mélange stra-

tifié, cas SB08-0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

9.17 Variable d’avancement moyenne (données binarisées) à z=42.5 mm (gauche),
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tube et à la périphérie. Φrod et Φmini sont respectivement les valeurs de la
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Introduction

La combustion est encore aujourd’hui l’un des principaux moyens de production d’é-

nergie, que ce soit pour les transports aériens, spatiaux, routiers ou pour la production

d’électricité. La plus grande partie de cette énergie est issue de combustibles fossiles

dont les ressources sont limitées. Par ailleurs, la combustion de ces hydrocarbures en-

trâıne la production d’espèces polluantes pour l’environnement, à l’échelle locale mais

aussi planétaire (destruction de la couche d’ozone par les oxydes d’azote et réchauffement

global par le dioxyde de carbone). Dans ce cadre général les industriels du secteur de

l’énergie et des transports cherchent à perfectionner les procédés de combustion dans le

but d’une part de réduire leur consommation en combustible et d’autre part de limiter leur

production d’espèces polluantes. Ces objectifs, qui représentent des enjeux majeurs pour

l’énergétique, nécessitent des recherches sur les aspects fondamentaux et technologiques.

Ces recherches consistent en particulier à étudier les couplages entre les différents

phénomènes physiques intervenant dans les chambres de combustion, sachant que dans les

moteurs ou les installations industrielles, comme les turbines à gaz ou les turboréacteurs,

la combustion est fortement affectée par le caractère turbulent des écoulements. Cette

interaction entre combustion et turbulence est étudiée depuis le début du siècle der-

nier et donne lieu aujourd’hui à de nombreux sujets de recherche sur les trois aspects

expérimental, théorique et numérique. Depuis quelques décennies, par le développement

des modèles et des techniques de calcul et de la puissance des ordinateurs, les études

numériques de la combustion turbulente prennent une place de plus en plus importante.

En particulier, de telles études ont conduit la plupart des grands groupes industriels et

les organismes de recherche à développer des logiciels permettant la simulation numérique

de ces écoulements dans des configurations plus ou moins complexes tant du point de vue
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de la géométrie des systèmes envisagés que des processus pris en compte. La simulation

numérique de configurations industrielles telles que la combustion dans les turbines à gaz,

ne peut se faire aujourd’hui encore qu’en modélisant une partie des phénomènes physiques

mis en jeu. Ces travaux de modélisation sont nécessaires du fait de la grande disparité des

échelles des différents phénomènes physiques en regard de celles qui caractérisent les confi-

gurations considérées. La simulation directe de l’ensemble de ces phénomènes, c’est-à-dire

sans modéliser une partie d’entre eux, pour une géométrie de chambre de combustion

réelle demanderait un temps de calcul et une quantité de mémoire prohibitifs pour les

calculateurs d’aujourd’hui. Les modèles qu’il faut développer pour permettre le calcul des

quantités moyennes ou filtrées, doivent néanmoins tenir compte des différents mécanismes

physiques qui peuvent se produire aux petites échelles dans ces chambres de combustion

et notamment du mécanisme de mélange des gaz en présence. En particulier, les mélanges

réactifs combustible-air au sein des chambres de combustion sont rarement homogènes :

la richesse des mélanges y est variable en temps et en espace et la combustion conduit à

la propagation de flammes dans des prémélanges partiels et non parfaits.

Dans ce contexte les laboratoires de recherche du groupe EDF, un des leaders eu-

ropéens de l’énergie, et du CNRS, collaborent sur ce sujet depuis plusieurs années. En

particulier, le travail présenté dans ce mémoire a été effectué dans le cadre d’une collabo-

ration entre le département MFEE à Chatou (Mécanique des Fluides, Energie, Environne-

ment) du groupe EDF et le LCD à Poitiers (Laboratoire de Combustion et Détonique) du

CNRS. Cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux de thèse précédents de Bailly

[2], Lahjaily [43] et Bigot [8] effectués au LCD dans le cadre d’une collaboration avec le

LNH (Laboratoire National d’Hydraulique) du groupe EDF. Les modèles pour la simula-

tion numérique d’écoulements turbulents réactifs partiellement prémélangés développés au

cours de cette thèse ont été implantés dans le logiciel généraliste de mécanique des fluides

numérique Code-Saturne développé par EDF [1]. Les principaux objectifs des travaux

présentés dans ce mémoire étaient les suivants :

– Développer un modèle de combustion turbulente capable de traiter aussi bien les

écoulements parfaitement que partiellement prémélangés. Ce modèle utilise d’une

part une fraction de mélange et d’autre part une variable d’avancement des réactions
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chimiques que nous caractérisons dans ce mémoire par la fraction massique de com-

bustible. Nous proposons ici de nouvelles fermetures pour les différents termes qui

représentent le mélange aux petites échelles, c’est-à-dire les termes de dissipation

des fluctuations des deux quantités scalaires. De plus, une description réaliste des

temps caractéristiques chimiques permet de prendre en compte les effets dus aux

fortes fluctuations de richesse.

– Adapter ce modèle pour prendre en compte les effets de production de turbulence

par les flammes et de transport turbulent non gradient. Pour cela, nous proposons

de nouveaux modèles pour fermer les équations pour les tensions de Reynolds et les

flux turbulents de masse associés à la variable d’avancement décrivant le processus

chimique.

La première partie de ce mémoire est consacrée à l’introduction des bases théoriques

et des différentes approches phénoménologiques des mécanismes physiques mis en jeu

dans la combustion turbulente d’un prémélange partiel. Comme la combustion est le

résultat des interactions entre transport des espèces, transport de la chaleur et réactions

chimiques, son étude repose sur des domaines de la physique aussi variés que la mécanique

des fluides, la thermodynamique et la cinétique chimique. Par ailleurs, nous avons choisi

de prendre en compte le caractère turbulent des écoulements qui nous intéressent en

utilisant une approche statistique. Dans ce sens, ce chapitre contient une présentation

des modèles maintenant classiques EBU [87] et BML [57]. Nous introduisons aussi le

modèle LW-P [52, 75] qui a servi de base à la présente étude. Associés à des modèles de

transport turbulent classique, c’est-à-dire reposant sur l’hypothèse de viscosité turbulente,

ces modèles du premier ordre ne tiennent compte que des effets de la turbulence sur la

flamme mais ne sont pas construits pour représenter les effets inverses de la flamme sur

la turbulence ou les effets de transport de masse et d’énergie non-gradient induits par la

présence de flammes. Des modèles du second ordre tels que ceux déjà proposés par Bailly

et al. [3] et Bigot et al. [9], sont alors nécessaires pour prendre en compte ces effets qui

peuvent avoir beaucoup d’importance dans certains écoulements réactifs. Les équations

de transport introduites par ces modèles nécessitent des fermetures tenant compte de la

présence de flammes dans l’écoulement, comme celles proposées par Domingo et Bray [30]
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par exemple.

Dans la seconde partie de ce mémoire le modèle LW-P est décrit précisément et étendu

au second ordre. Pour cela les différents termes des équations de transport résolues sont

fermés en utilisant une fonction densité de probabilité faite de n distributions de Dirac.

Nous décrivons en particulier la méthode de fermeture des termes de dissipation appa-

raissant dans les équations de transport pour les seconds moments des quantités scalaires,

fraction de mélange et variable d’avancement. Ces termes sont très importants car leur

évolution est intimement liée à celle du taux de réaction chimique. Les fermetures pour

les termes responsables des phénomènes de production de turbulence par la flamme et

de transport turbulent à contre-gradient sont également détaillées puis sont testées en

utilisant les résultats d’une simulation numérique directe (DNS) 3-D d’une flamme plane

turbulente.

La troisième et dernière partie de ce mémoire présente les simulations numériques ef-

fectuées en utilisant le modèle LW-P décrit dans la partie précédente et implanté dans

Code-Saturne. Les résultats des simulations numériques sont comparés aux mesures ob-

tenues sur deux dispositifs expérimentaux différents. Tout d’abord, le modèle LW-P du

premier ordre est validé en utilisant la configuration ORACLES qui permet d’étudier un

écoulement turbulent réactif partiellement prémélangé stabilisé en aval de l’élargissement

brusque symétrique d’un canal 2D qui a déjà donné lieu aux travaux de thèse expérimentaux

de Besson [6] et Nguyen [65], au LCD à Poitiers. Dans un deuxième temps le modèle

LW-P est testé pour calculer un écoulement où les fluctuations de richesse sont bien plus

importantes que celles obtenues dans l’écoulement de la configuration ORACLES. Pour

cela nous avons choisi le dispositif expérimental étudié en particulier par O. Degardin

au CORIA de Rouen [26] qui permet d’obtenir une flamme en V stabilisée au sein d’un

écoulement turbulent de méthane et d’air à richesse stratifiée. Enfin, le modèle LW-P du

second ordre est utilisé pour simuler les écoulements de la configuration ORACLES ce

qui permet de vérifier sa capacité à prendre en compte la production de turbulence par

la flamme et le transport turbulent non-gradient.
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Première partie

Combustion Turbulente : Analyse et

Modélisation
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Chapitre 1

Phénomènes Physiques et

Formulations Mathématiques

L’interaction entre un processus chimique de combustion et la “turbulence” joue un

rôle très important dans la plupart des systèmes de combustion, pour la propulsion ou la

production d’énergie, comme par exemple les chambres de combustion des turboréacteurs

ou des turbines à gaz. L’étude de ces écoulements turbulents de gaz réactifs a conduit

à l’introduction de différentes grandeurs caractéristiques de ces phénomènes physiques.

Ces quantités sont issues de la mécanique des fluides, de la thermodynamique et de la

chimie. L’objectif de ce premier chapitre est de rappeler les phénomènes physiques mis en

jeu et les équations décrivant l’évolution des grandeurs caractéristiques. La résolution de

ces équations qui représentent les différents phénomènes physiques et mécaniques et leurs

interactions, doit permettre de prédire la structure et l’évolution des écoulements turbu-

lents réactifs. Compte tenu de la complexité de ces équations et des outils mathématiques

dont nous disposons, la résolution analytique de ces équations est limitée à des cas très

simples et dans la plupart des cas, des méthodes numériques de résolution approchée

sont nécessaires. Cependant, la résolution directe, sans hypothèse simplificatrice, des

équations nécessite une puissance de calcul très importante car les phénomènes physiques

étudiés font intervenir un nombre important de variables et un large spectre d’échelles

caractéristiques, allant des échelles de la géométrie de la chambre de combustion jusqu’à

celles associées aux effets de la cinétique chimique. La puissance de calcul des machines ac-
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tuelles n’est toujours pas suffisante pour simuler de façon directe des configurations réelles.

Une solution à ce problème consiste à filtrer une partie de la dynamique des phénomènes

physiques mis en jeu. Les grandeurs caractéristiques que nous sommes en mesure de cal-

culer sont alors des quantités filtrées ou moyennées et l’écriture des équations décrivant

leur évolution fait apparâıtre des termes inconnus qui doivent être modélisés.

1.1 Combustion et Flammes

1.1.1 Notion de Cinétique Chimique

Un processus chimique de combustion est en fait une succession de coupures et de

créations de liaisons entre les molécules. Chaque coupure et/ou création de liaison est

une réaction élémentaire, l’ensemble des réactions élémentaires constitue le mécanisme

cinétique du processus réactionnel. L’état final du processus réactionnel correspond à

l’équilibre chimique, la composition du mélange est alors définie par les lois de la thermo-

dynamique. Suivant les conditions de température et de pression de l’état final, des espèces

chimiques apparaissent ou disparaissent. Certaines espèces produites, même en très faible

proportion, ont une grande importance : c’est le cas de certaines espèces polluantes (oxyde

d’azote, monoxyde de carbone ...).

Les étapes élémentaires sont caractérisées par leur taux de réaction Ωi qui permet

de calculer l’effet de la réaction sur chaque espèce. Ωi traduit la variation de l’espèce i

au cours du temps. Le taux de réaction élémentaire est égal au produit d’une constante

de vitesse par les concentrations des espèces réactives, élevées chacune à une puissance

qui correspond à leur coefficient stœchiométrique. La constante de vitesse dépend de la

température et est le plus souvent exprimée par une loi d’Arrhénius :

r = BT α exp

(
− Ea

RT

)
= BTα exp

(
−Ta

T

)
(1.1)

où r est la constante de vitesse, B le coefficient pré-exponentiel, R la constante des gaz

parfaits, Ea l’énergie d’activation et Ta = Ea/R la température d’activation. L’énergie

d’activation représente la quantité d’énergie à apporter au système considéré pour que les

espèces puissent réagir de façon significative.
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Dans les systèmes gazeux réactifs qui nous intéressent, le processus réactionnel est com-

posé de réactions élémentaires en châıne : une première réaction produit des espèces qui

vont amorcer la châıne en réagissant de nouveau avec les réactifs initiaux et en déclenchant

de nouvelles réactions élémentaires. Les réactifs initiaux vont être très vite consommés

dès qu’une toute petite quantité du produit de la première réaction élémentaire apparâıt.

Le processus réactionnel d’une combustion peut faire intervenir des centaines d’espèces et

des milliers de réactions élémentaires, pour lesquelles il faut connâıtre les constantes des

lois cinétiques dont les valeurs sont déterminées expérimentalement. Des logiciels comme

Chemkin [38] utilisent des tabulations très détaillées de ces constantes.

Les milliers de réactions élémentaires qui interviennent dans le processus réactionnel

n’agissent pas toutes à la même vitesse, certaines ont des taux beaucoup plus forts

que d’autres. Cette disparité de temps caractéristiques permet de bâtir des schémas

réactionnels simplifiés. Ces schémas réduits permettent de diminuer le temps de calcul

et sont tout à fait pertinents lorsqu’on ne s’intéresse qu’à un petit nombre d’espèces. La

façon la plus simple d’écrire un processus réactionnel est d’exprimer le passage d’un état

initial à un état final sous la forme d’une réaction globale. Soit, par exemple, pour la

combustion d’un hydrocarbure dans l’air à la stœchiométrie :

CnHm +
(
n+

m

4

)
(O2 + 3.76N2) −→ nCO2 +

m

2
H2O + 3.76

(
n+

m

4

)
N2 (1.2)

Le taux de disparition du carburant peut s’exprimer en utilisant une loi d’Arrhénius

(empirique), pour la réaction globale, soit :

ΩY = Y a
CnHm

Y b
O2
BT c exp

(
−Ta

T

)
(1.3)

YCnHm est la fraction massique de l’hydrocarbure, YO2 la fraction massique d’oxygène, ΩY

le taux de disparition exprimé en kilogramme d’hydrocarbure par kilogramme de mélange

et par seconde. L’utilisation d’une réaction globale ne permet évidement pas de représenter

les processus de cinétique chimique réels, formés de réactions bi et trimoméculaires et

faisant intervenir de nombreuses espèces intermédiaires.

Dans le cas des flammes, le processus réactionnel de la combustion est globalement

exothermique, c’est pour cette raison qu’il peut engendrer une flamme.
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1.1.2 Les Différents Types de Flammes

Comme on s’intéresse ici à une réaction chimique se déroulant dans un milieu gazeux,

on ne peut pas dissocier ce phénomène de la mécanique des fluides. En effet, la réaction

globale, Eq.(1.2), montre que pour qu’il y ait une réaction, il faut d’abord que les espèces

réactives (combustible et oxydant) soient en contact et que l’énergie nécessaire à l’acti-

vation de la réaction soit apportée. La flamme (zone de réaction) est donc le résultat du

transport des espèces, du transport de la chaleur et de la réaction chimique. Dans un

écoulement laminaire, compte tenu des différents mécanismes qui permettent l’existence

d’un écoulement réactif, il est usuel de distinguer deux types différents de flammes :

– les flammes laminaires de diffusion où le combustible et l’oxydant sont introduits

séparément avant l’inflammation ;

– les flammes laminaires de prémélange où le combustible et l’oxydant sont mélangés

avant l’inflammation.

Flammes Laminaires de Diffusion

Dans ce type de flammes, les réactions chimiques sont très rapides comparées aux

phénomènes de convection et la combustion est contrôlée par la diffusion des espèces et

de la chaleur. Les réactifs et la chaleur diffusent les uns vers les autres - c’est ce qui va

prendre le plus de temps - avant de pouvoir réagir.

OxT

OxY

Ycomb

combTFracti
on m

ass
ique

Oxydant Combustible

Flamme

0 1ξ st

Température

fraction de mélangeξ

Oxydant Combustible

ChaleurChaleur

Flamme

Fig. 1.1 – Structure d’une flamme de diffusion laminaire
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Si on considère une seule réaction globale Eq.(1.2) et le cas limite d’un temps chimique

infiniment court devant le temps de mélange des espèces, la flamme doit être considérée

comme une surface infiniment fine dans l’écoulement. Cette interface sépare le carburant

du comburant qui ne peuvent pas coexister. En utilisant ces approximations, introduites

par Burke et Schumann [22], on peut définir une variable unique qui permet de caractériser

l’état thermochimique du mélange : la fraction de mélange ξ. Cette quantité est un scalaire

passif défini de telle façon que sa valeur est nulle dans le comburant pur et égale à l’unité

dans le carburant pur. La flamme se positionne alors sur l’iso-surface ξ = ξst, où ξst est

la fraction de mélange correspondant à la stœchiométrie. La structure d’une flamme de

diffusion est schématisée sur la figure 1.1. La fraction massique d’oxydant est maximale

dans l’oxydant pur et diminue car l’oxydant se mélange aux produits de combustion. Il

n’y a plus d’oxydant au niveau de la flamme car la réaction chimique l’a intégralement

consommé. L’évolution est la même pour le combustible. La température de flamme Tf

est celle des produits de combustion à l’état d’équilibre.

Flammes Laminaires de Prémélange

Lorsqu’on allume un mélange gazeux où le combustible et l’oxydant sont initialement

mélangés, un front de flamme, séparant les gaz frais des gaz brûlés, se propage dans tout

l’espace à une certaine vitesse. Si les gaz réactifs sont initialement placés dans un tube et

qu’on allume le mélange à une extrémité du tube, un certain temps après l’inflammation,

une flamme plane se propage à vitesse constante perpendiculairement à l’axe du tube.

En réalité, la flamme ne peut pas être exactement plane compte tenu de la présence des

parois. De fait, la flamme a une épaisseur finie δL et sa vitesse SL est une caractéristique

intrinsèque du mélange et des conditions de pression et de température. La propagation

de la flamme est le résultat de l’action de deux phénomènes : tout d’abord les gaz brûlés

échauffent par conduction thermique les gaz frais, puis lorsque la température de ces gaz

frais est suffisamment élevée ils réagissent en dégageant à leur tour de la chaleur ; cette

chaleur va servir à chauffer les gaz frais plus en aval et ainsi de suite. Si l’on considère

que les espèces et la température diffusent de la même manière et que les processus sont

adiabatiques, la flamme peut être représentée par l’évolution d’une seule variable. Cette
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variable représente à la fois l’avancement de la réaction chimique et la température ; on

choisit en général une variable d’avancement notée c qui est nulle dans les gaz frais et

égale à l’unité dans les gaz brûlés, assimilable à la fraction massique des gaz brûlés ou à

la température réduite. Dans le cas simple d’une seule réaction globale, Eq.(1.2), on peut

directement utiliser la fraction massique de combustible pour caractériser intégralement

la composition du mélange.

La structure de la flamme plane laminaire de prémélange dans un repère lié à la flamme

est donnée par la figure 1.2.

δ

x

y

U
Gaz brulésGaz frais

Tube

Flamme

Zone de réaction

Réactifs

Gaz frais

Température

Gaz brulés

Taux de réaction

Rδ

L

pSL

ˆ

ˆ

Fig. 1.2 – Structure du front de flamme de prémélange laminaire

Dans l’épaisseur de la flamme δL, la température des gaz frais augmente par conduc-

tion de la chaleur et la concentration des réactifs diminue par diffusion moléculaire des
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gaz brûlés ; les réactions chimiques se produisent uniquement dans une seconde zone

d’épaisseur δR encore plus fine que la première. On peut démontrer théoriquement cette

structure de flamme laminaire de prémélange lorsque les énergies d’activation sont im-

portantes (théorie asymptotique à grande énergie d’activation). Dans ce cas le taux de

consommation du combustible exprimé par la loi d’Arrhénius devient négligeable partout

(car le facteur exponentiel tend vers zéro) sauf dans une zone de très faible épaisseur δR où

se concentrent les réactions chimiques. Le rapport entre l’épaisseur de cette zone réactive

et l’épaisseur de flamme δL est inversement proportionnelle à l’énergie d’activation.

Le dégagement de chaleur engendré par les réactions chimiques a une conséquence

autre que celle de la propagation de la flamme. En effet, dans le cas d’un écoulement à petit

nombre de Mach dans lequel on peut considérer la pression comme thermodynamiquement

constante, l’augmentation de la température s’accompagne d’une diminution de la masse

volumique des gaz suivant : ρT ≈ cte. La conservation de la masse à la traversée de la

flamme conduit ainsi à une accélération des gaz brûlés (Up > SL) par rapport aux gaz

frais :

ρrSL = ρpUp (1.4)

ρr et ρp sont respectivement les masses volumiques dans les gaz frais et dans les gaz brûlés.

SL est la vitesse des gaz frais par rapport à la flamme (ou de la flamme par rapport aux

gaz frais), Up est la vitesse des gaz brûlés par rapport à la flamme.

Pour résumer, une flamme de diffusion sépare le combustible de l’oxydant alors qu’une

flamme de prémélange sépare les gaz frais des gaz brûlés. Ces deux types de flammes

ne sont que des cas limites, des flammes correspondant à un type intermédiaire sont

possibles. Il existe, par exemple, des structures de flammes qui peuvent à la fois présenter

une structure de prémélange et de diffusion, on parle alors de flammes triples ; elles jouent

un rôle important dans le processus de stabilisation des flammes non prémélangées [93].

1.1.3 Equations Usuelles

Dans les problèmes de combustion qui nous intéressent, les effets Dufour, Soret, la

baro-diffusion et les forces de volume peuvent être négligés. Les équations issues de la
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mécanique des fluides (équations de Navier-Stokes) exprimant la conservation de la masse

totale et de la quantité de mouvement s’écrivent de la façon suivante :

∂ρ

∂t
+
∂ρuk

∂xk

= 0 (1.5)

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xk

(ρukui) =
∂τik
∂xk

− ∂p

∂xi

(1.6)

où τik est le tenseur des contraintes visqueuses :

τik = ρν

(
∂ui

∂xk

+
∂uk

∂xi

)
− 2

3
ρν
∂ul

∂xl

δik (1.7)

ui sont les trois composantes cartésiennes du champ de vitesse (i = 1, 3), ρ la masse

volumique du mélange et p la pression.

Le bilan des espèces intervenant dans la réaction chimique s’écrit :

∂

∂t
(ρYi) +

∂

∂xk

(ρukYi) = − ∂

∂xk

(
F k

i

)
+ ωi (1.8)

où ωi = ρΩi est le taux de réaction chimique, Yi est la fraction massique et F k
i les flux

de diffusion de l’espèce i dans l’espèce majoritaire (l’azote dans notre cas). Les flux de

diffusion ont été représentés avec la loi de Fick soit : F k
i = −ρDi

∂Yi

∂xk
, où Di est le coefficient

de diffusion binaire de l’espèce i. Le bilan des espèces s’écrit alors :

∂

∂t
(ρYi) +

∂

∂xk

(ρukYi) =
∂

∂xk

(
ρDi

∂Yi

∂xk

)
+ ωi (1.9)

Le bilan d’énergie conduit à l’équation pour l’enthalpie massique h :

∂

∂t
(ρh) +

∂

∂xk

(ρukh) =
∂

∂xk

(
λ
∂T

∂xk

)
+

∂

∂xk

(∑
i

ρDihi
∂Yi

∂xk

)
+
∂p

∂t
+ uk

∂p

∂xk

− τik
∂ui

∂xk

(1.10)

λ est la conductivité thermique du gaz, T la température et hi l’enthalpie massique de

l’espèce i.

Les gaz que nous étudions sont considérés comme des mélanges parfaits de gaz parfaits,

les lois d’état sont donc :

p = ρ
R

Mm

T (1.11)



CHAPITRE 1. PHÉNOMÈNES PHYSIQUES ET FORMULATIONS MATHÉMATIQUES 15

R est la constante des gaz parfaits et Mm la masse molaire du mélange :

1

Mm

=
∑

i

Yi

Mi

(1.12)

L’enthalpie massique du mélange s’écrit :

h =
∑

i

hi(T )Yi avec hi =

∫ T

T0

Cp,idT +Q0
p,i (1.13)

Cp,i est la capacité calorifique de l’espèce i à pression constante et Q0
p,i la chaleur de

formation de l’espèce i à pression constante et à la température de référence T0. L’enthalpie

massique s’écrit finalement :

h =

∫ T

T0

Cp,mdT +
∑

i

Q0
p,iYi (1.14)

où Cp,m est la capacité calorifique du mélange par unité de masse :

Cp,m =
∑

i

YiCp,i (1.15)

La résolution de ces équations permet de connâıtre en tout point et à tout instant

la composition, la température et la pression du mélange de gaz réactif quel que soit le

type de flamme. Cependant, le grand nombre d’espèces mises en jeu par la combustion

ne permet pas la résolution de ces équations sur des configurations pratiques dans un

temps raisonnable. Un certain nombre d’hypothèses simplificatrices vont nous permettre

de diminuer considérablement le nombre d’équations à résoudre.

1.1.4 Approximation de Schvab-Zeldovitch

Dans le cas des flammes laminaires, le nombre de Mach caractéristique de l’écoulement

réactif est suffisamment petit pour que les termes liés à l’énergie cinétique et à la dissi-

pation visqueuse soient négligés dans l’équation pour l’énergie. La pression est donc ther-

modynamiquement constante et la loi d’état de l’équation (1.11) se simplifie pour s’écrire

finalement de la façon suivante :

ρT ∗ = cte avec T ∗ =
T

Mm

(1.16)

On suppose ensuite que la combustion est représentée par une réaction globale entre

un hydrocarbure et l’air, Eq.(1.2) et que le mélange est composé au maximum de cinq
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espèces : CnHm, O2, N2, CO2 et H2O. De plus, on considère que les nombres de Lewis

des espèces sont tous égaux à un :

Lei =
λ

ρCp,iDi

= 1 ∀ i (1.17)

Hypothèses qui conduisent à une équation simplifiée pour l’enthalpie :

∂

∂t
(ρh) +

∂

∂xk

(ρukh) =
∂

∂xk

(
ρD

∂h

∂xk

)
(1.18)

où ∂p/∂t a été négligé.

Cette équation est identique à l’équation de transport d’une espèce i non réactive (ωi =

0, Di = D), l’azote dans notre cas. Si les parois des systèmes étudiés sont considérés

adiabatiques et imperméables aux espèces, alors on peut définir la fraction de mélange,

notée ξ, dont l’équation représente à la fois l’évolution de l’enthalpie h et de la fraction

massique d’azote YN2 (ou de n’importe quelle espèce non réactive) :

ξ =
YN2 − YN2(1)

YN2(2)− YN2(1)
=

h− h(1)

h(2)− h(1)
(1.19)

Les indices (1) et (2) caractérisent respectivement ici l’oxydant et le combustible. Le choix

de ces conditions pour les indices (1) et (2) implique que ξ = 0 dans l’oxydant pur et

ξ = 1 dans le combustible pur.

Compte tenu de cette définition, la fraction de mélange ξ est égale à la fraction massique

de combustible YCnHm lorsque le mélange n’a pas encore réagi, c’est-à-dire dans les gaz

frais. Nous pouvons donc déterminer, à partir de la fraction massique de combustible,

notée aussi Y pour simplifier les notations (pour la même raison ωY =ω), la quantité de

combustible qui a réagi : ξ−Y . La réaction globale (1.2) permet finalement de déterminer

les fractions massiques de toutes les espèces. La composition, la température et la masse

volumique du mélange gazeux sont donc entièrement déterminées à partir de la fraction

de mélange ξ et de la fraction massique de combustible Y . Les équations d’évolution de

ces variables s’écrivent alors :

∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xk

(ρukξ) =
∂

∂xk

(
ρD

∂ξ

∂xk

)
(1.20)

∂

∂t
(ρY ) +

∂

∂xk

(ρukY ) =
∂

∂xk

(
ρD

∂Y

∂xk

)
+ ω (1.21)
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Ces deux variables permettent de représenter aussi bien des flammes de diffusion (0 < ξ < 1)

que de prémélange (ξ = cte) et donc toutes les flammes correspondant à un régime in-

termédiaire : les flammes partiellement prémélangées. Les couples (ξ,Y ) qui caractérisent

l’état thermochimique local du mélange sont définis dans un domaine limité par trois

droites, voir Figure 1.3. La droite de mélange représente les états frais, le combustible et
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Fig. 1.3 – Domaine d’existence des couples (ξ,Y )

l’oxydant se mélangent sans brûler. Les droites de combustion complète représentent les

états entièrement brûlés. Les points situés à l’intérieur du domaine représentent des gaz

en train de brûler.

Finalement, les équations que nous proposons de résoudre sont celles issues de la

mécanique des fluides (1.5)-(1.6) et celles décrivant l’évolution de ξ et Y (1.20)-(1.21).

La résolution de ces équations passe forcément par l’utilisation d’une méthode numérique

puisque les outils mathématiques actuels ne permettent pas la résolution analytique de

ces équations. La méthode numérique utilisée qui consiste à discrétiser les équations dans

l’espace et le temps, fournit une solution plus ou moins précise en fonction de l’ordre du

schéma numérique et de la qualité de la discrétisation. La discrétisation de l’espace et

du temps se traduit par l’utilisation d’un maillage ; la solution des équations ne permet
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d’obtenir que des valeurs moyennes sur des volumes de mailles. Les phénomènes physiques

que nous cherchons à représenter ont des échelles caractéristiques spatiales et temporelles

qui peuvent être très petites comparées aux dimensions (spatiales et temporelles) des

configurations pratiques soit celle d’une chambre de combustion : par exemple, l’épaisseur

d’une flamme laminaire est de l’ordre du dixième de millimètre. Pour que la solution soit

suffisamment précise, il est raisonnable de choisir une taille de maille environ dix fois plus

petite que le plus petit des phénomènes observés. Dans notre cas, il serait donc judicieux

de choisir une taille de maille de l’ordre du centième de millimètre. Si on cherche à simuler

une chambre de combustion dont les dimensions sont de l’ordre de dix centimètres - ce

qui est plutôt petit pour une configuration industrielle - le nombre de mailles à répartir

dans l’espace (3D) serait de mille milliards (100003). Résoudre les équations précédentes

avec un maillage aussi “fin” (comportant beaucoup de mailles), demande une capacité de

calcul et de mémoire que les ordinateurs actuels n’ont pas.

Certaines méthodes (Adaptative Mesh Refinement) permettent aujourd’hui d’envisager

ce type de résolution en répartissant les mailles de calcul là où elles sont nécessaires. Le

nombre de mailles peut ainsi être considérablement diminué. Paxion et al. [69] utilisent ces

méthodes pour simuler des flammes laminaires. Cependant, une telle méthode n’est utile

que si le phénomène observé, dont l’échelle caractéristique est très petite, est très localisé

et stationnaire, par exemple une onde de choc ou une flamme laminaire. Si l’écoulement est

turbulent, des phénomènes fortement instationnaires de petites tailles se produisent dans

tout le domaine, ce qui rend impossible la simulation directe de configurations pratiques.

1.2 Turbulence

1.2.1 Caractéristiques des Ecoulements Turbulents

La “turbulence” est un phénomène présent dans la plupart des cas pratiques et notam-

ment dans les chambres de combustion. Ce phénomène apparâıt lorsque les gradients de

vitesse augmentent de telle sorte que la viscosité du fluide ne peut plus dissiper les petites

perturbations et maintenir le caractère laminaire de l’écoulement. Le nombre de Reynolds

caractérise le régime de l’écoulement, laminaire ou turbulent, en comparant les temps et
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longueurs caractéristiques des effets visqueux et de l’inertie du fluide : Re = UrLr/ν où

Ur, Lr et ν sont respectivement la vitesse caractéristique, la longueur caractéristique et

la viscosité cinématique du fluide.

La turbulence est généralement représentée par des structures tourbillonnaires dont les

tailles sont réparties de façon continue sur une plage d’échelles de longueur. Les plus gros

tourbillons sont associés à la géométrie de la configuration et les plus petits tourbillons

sont dissipés par les forces visqueuses. Les bornes du spectre des échelles de taille des

tourbillons sont donc définies par la configuration de l’écoulement d’une part et par la

viscosité du fluide d’autre part.

Kolmogorov, en 1941 [42], a développé une théorie pour la turbulence homogène iso-

trope qui repose sur le mécanisme de cascade d’énergie des gros tourbillons vers les plus

petits. Les grosses structures tourbillonnaires, produites par la géométrie et porteuses

d’énergie, vont produire d’autres structures de plus en plus petites, à qui elles trans-

mettent leur énergie. Plus les tourbillons sont petits, plus les forces visqueuses dissipent

facilement leur énergie cinétique en chaleur.

La géométrie d’un écoulement présente très souvent des directions privilégiées, les

grosses structures dépendantes de la géométrie sont donc a priori fortement anisotropes.

Durant le processus de cascade, les gros tourbillons transmettent leur énergie aux tour-

billons plus petits qui peuvent avoir des directions différentes, atténuant ainsi l’anisotropie.

Plus les tourbillons sont petits plus ils ont tendance à être isotropes. Ainsi, les plus petites

échelles d’un écoulement turbulent peuvent être considérées comme quasiment isotropes.

La théorie de Kolmogorov permet finalement de définir trois zones d’échelles différentes,

voir Fig.1.4 :

– la zone des grandes échelles (échelle intégrale), qui est une caractéristique de la

géométrie de l’écoulement, est le siège de la production de turbulence ;

– la zone inertielle, qui correspond aux échelles intermédiaires et qui est indépendante

de la géométrie de l’écoulement, est le siège du transfert d’énergie des grosses vers

les petites structures ;

– la zone des petites échelles (échelle de Kolmogorov) où l’énergie des petites structures

tourbillonnaires est dissipée en chaleur.
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k
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dissipationtransfertproduction

Fig. 1.4 – Allure du spectre des fluctuations de vitesse en turbulence homogène isotrope

Plus le nombre de Reynolds est grand, plus les grandes et les petites échelles sont

différentes et donc plus le nombre de mailles à utiliser pour résoudre les équations aux

dérivées partielles est important. La résolution directe des équations par simulation de

toutes les échelles (DNS) est donc aujourd’hui limitée à des écoulements pour lesquels le

nombre de Reynolds est très faible.

La turbulence présente au moins quatre caractéristiques importantes :

– la trajectoire des particules présente des changements brusques dans l’espace et le

temps ;

– le mouvement des particules produit un effet de “diffusion” important ;

– l’écoulement est instationnaire ;

– les propriétés de l’écoulement en un point et à un instant ne sont pas reproductibles

expérimentalement.

L’expérience a montré que les trajectoires des particules et les caractéristiques locales

de l’écoulement ne sont pas reproductibles, par contre, certaines quantités “moyennes” le

sont. Les mesures des valeurs moyennes de vitesse, d’énergie ou de concentration montrent

qu’elles sont reproductibles. De la même manière, toutes les quantités statistiques qui

peuvent être définies, moyennes, variances ou corrélations entre différentes grandeurs, sont

reproductibles. De ce fait, les variables caractéristiques de l’écoulement sont représentées

par une quantité fluctuant autour d’une quantité moyenne : Φ = Φ+Φ′ où Φ est la moyenne
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de Reynolds et Φ′ la partie fluctuante de la variable Φ. Par définition, la moyenne des

fluctuations est nulle : Φ′ = 0. Les moyennes peuvent être assimilées à des moyennes

temporelles (si l’écoulement est stationnaire en moyenne) ou spatiales (s’il existe des

directions homogènes) mais de façon générale, il s’agit de moyennes statistiques.

A partir des équations d’évolution des variables et de la définition de la moyenne de

Reynolds, de nouvelles équations pour les variables moyennes vont pouvoir être écrites.

Comme les phénomènes physiques moyens ont, par définition, des échelles caractéristiques

plus grandes que les phénomènes physiques réels, le maillage considéré pour la résolution

des équations moyennes va pouvoir être beaucoup moins “fin” que celui utilisé pour la

résolution directe des équations. On peut dès lors envisager le calcul de configuration

pratique de type industriel telle que la chambre de combustion d’une turbine à gaz.

Une telle approche statistique, appelée RANS (Reynolds-Average Navier-Stokes) con-

sidère l’agitation turbulente comme un processus purement stochastique. Les variables

moyennes sont donc statistiquement stationnaires mais peuvent quand même dépendre du

temps par le biais des dérivées temporelles dans les équations moyennes. Cette dépendance

au temps est susceptible de permettre de capturer des mouvements cohérents à grandes

échelles, on parle alors de simulation URANS (Unsteady RANS). Cette dernière méthode

ne permet tout de même pas de simuler le mélange des espèces induit par les effets

fortement instationnaires des flammes turbulentes. On devra alors avoir recour à des

méthodes complètement instationnaires comme la LES (Large Eddy Simulation).

1.2.2 Equations Moyennes et Problèmes de Fermeture

Une des particularités des écoulements de gaz réactifs est la variation de masse volu-

mique engendrée par le dégagement de chaleur. Le procédé de moyenne, appliqué à ces

écoulements, conduit à des équations complexes très différentes des équations moyennes

pour les écoulements où la masse volumique est constante. Afin de retrouver les mêmes

formes d’équations, on introduit une moyenne pondérée par la masse volumique appelée

moyenne de Favre, définie de la façon suivante : ρΦ = ρΦ̃. La fluctuation autour de la

moyenne de Favre Φ̃ est notée Φ′′ : Φ = Φ̃+Φ′′. A la différence de la moyenne de Reynolds,

cette moyenne n’est pas centrée, donc Φ′′ 6= 0 mais Φ̃′′ = 0. Pour obtenir les équations
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d’évolution des quantités moyennes, on applique l’opérateur de moyenne aux équations

exactes (1.5), (1.6), (1.20) et (1.21). On obtient :

– l’équation de continuité

∂ρ

∂t
+

∂

∂xk

(ρũk) = 0 (1.22)

– l’équation de quantité de mouvement

∂

∂t
(ρũi) +

∂

∂xk

(ρũkũi) =
∂

∂xk

(
τ ik − ρu′′i u

′′
k

)− ∂p

∂xi

(1.23)

– l’équation d’évolution de la fraction de mélange moyenne

∂

∂t

(
ρξ̃

)
+

∂

∂xk

(
ρũkξ̃

)
=

∂

∂xk

(
ρD

∂ξ

∂xk

− ρu′′kξ
′′
)

(1.24)

– l’équation d’évolution de la fraction massique moyenne

∂

∂t

(
ρỸ

)
+

∂

∂xk

(
ρũkỸ

)
=

∂

∂xk

(
ρD

∂Y

∂xk

− ρu′′kY
′′
)

+ ω (1.25)

Les quantités transportées sont donc des quantités moyennes au sens de Favre. Lorsque la

masse volumique est constante, les moyennes de Favre et de Reynolds sont équivalentes.

Ces équations moyennes sont semblables aux équations initiales sauf qu’un terme

supplémentaire apparâıt dans chaque équation (mis à part l’équation de continuité). Ces

nouveaux termes représentent le mécanisme de transport turbulent des variables :

– ρu′′i u
′′
k est le flux turbulent de quantité de mouvement (tenseur de Reynolds) ;

– ρu′′kξ
′′ est le flux turbulent de la fraction de mélange ;

– ρu′′kY
′′ est le flux turbulent de la fraction massique de combustible.

Pour pouvoir utiliser ces équations moyennes, il faut connâıtre ces flux turbulent. On peut,

à partir des équations de base et du procédé de moyenne, écrire des équations d’évolution

de n’importe quelle quantité statistique, et donc celles des flux turbulents :

– équation pour les composantes du tenseur de Reynolds ;

∂

∂t

(
ρu′′i u

′′
j

)
+

∂

∂xk

(
ũkρu′′i u

′′
j

)
= Dij + Pij − ρεij +Hij (1.26)
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Avec les termes du second membre suivants :

Dij = − ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
ju
′′
i − u′′i τjk − u′′j τik

)

Pij = −ρu′′ku′′i
∂ũj

∂xk

− ρu′′ku
′′
j

∂ũi

∂xk

ρεij = τjk
∂u′′i
∂xk

+ τik
∂u′′j
∂xk

Hij = −u′′i
∂p

∂xj

− u′′j
∂p

∂xi

(1.27)

– équation des flux turbulents de fraction de mélange ;

∂

∂t

(
ρu′′i ξ′′

)
+

∂

∂xk

(
ũkρu′′i ξ′′

)
= Dξ

i + P ξ

i − ρεξ

i +Hξ

i (1.28)

Avec les termes du second membre suivants :

Dξ

i = − ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
i ξ
′′ − u′′i ρD

∂ξ′′

∂xk

− ξ′′τik

)

P ξ

i = −ρu′′ku′′i
∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′ ∂ũi

∂xk

ρεξ

i = τik
∂ξ′′

∂xk

+ ρD
∂ξ′′

∂xk

∂u′′i
∂xk

Hξ

i = −ξ′′ ∂p
∂xi

(1.29)

– équation des flux turbulents de fraction massique ;

∂

∂t

(
ρu′′i Y ′′) +

∂

∂xk

(
ũkρu′′i Y ′′) = DY

i + P Y

i − ρεYi +HY

i + ψY

i (1.30)

Avec les termes du second membre suivants :

DY

i = − ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
i Y

′′ − u′′i ρD
∂Y ′′

∂xk

− Y ′′τik

)

P Y

i = −ρu′′ku′′i
∂Ỹ

∂xk

− ρu′′kY
′′ ∂ũi

∂xk

ρεYi = τik
∂Y ′′

∂xk

+ ρD
∂Y ′′

∂xk

∂u′′i
∂xk

HY

i = −Y ′′ ∂p
∂xi

ψY

i = u′′i ω

(1.31)

Les termes Dij, D
ξ

i et DY
i regroupent les différents effets de diffusion (diffusion laminaire

et transport turbulent). Pij, P
ξ

i et P Y
i sont les termes de production, ρεij, ρε

ξ

i et ρεY
i
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les termes de dissipation et Hij, H
ξ

i et HY
i les termes de corrélation avec le gradient de

pression. Le terme ψY
i est un terme lié à la réaction chimique.

La résolution de ces équations du second ordre permet de connâıtre les flux turbulents

et ainsi de résoudre les équations des valeurs moyennes de vitesse et de scalaires. Cepen-

dant, de nouveaux termes d’ordre supérieur apparaissent dans ces nouvelles équations.

On pourrait à nouveau écrire des équations pour les termes inconnus mais celles-ci fe-

raient toujours apparâıtre des termes d’ordre supérieur. Il faut donc, à un certain ordre,

modéliser les termes inconnus par des expressions ne faisant intervenir que des termes

d’ordre inférieur ou du même ordre.

La connaissance de la seule valeur moyenne d’un scalaire n’est pas toujours suffisante

pour représenter correctement les phénomènes associés à la turbulence. On introduit alors

les équations de bilan pour les variances et la covariance de ces scalaires. En faisant

l’hypothèse que le coefficient de diffusion moléculaire est constant, les équations moyennes

pour ces quantités s’écrivent :

– variance de fraction de mélange :

∂

∂t

(
ρξ′′2

)
+

∂

∂xk

(
ũkρξ′′

2
)

=
∂

∂xk

(
ρD

∂ξ′′2

∂xk

− ρu′′kξ
′′2

)

−2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

− 2ρu′′kξ
′′ ∂ξ̃
∂xk

(1.32)

– variance de fraction massique :

∂

∂t

(
ρỸ ′′2

)
+

∂

∂xk

(
ρũkỸ ′′2

)
=

∂

∂xk

(
ρD

∂Y ′′2

∂xk

− ρu′′kY
′′2

)

−2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Y ′′ω

(1.33)

– covariance :

∂

∂t

(
ρY ′′ξ′′

)
+

∂

∂xk

(
ũkρY ′′ξ′′

)
=

∂

∂xk

(
ρD

∂Y ′′ξ′′

∂xk

− ρu′′kY
′′ξ′′

)

−2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

− ρu′′kY
′′ ∂ξ̃
∂xk

− ρu′′kξ
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ ξ′′ω

(1.34)

Là encore apparaissent des termes inconnus qui vont devoir être modélisés.

Enfin, l’équation d’état (1.16) moyenne s’écrit :

ρT ∗ = ρT̃ ∗ = cte (1.35)
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1.3 Modélisation de la Turbulence

1.3.1 Modèle k − ε

Parmi les modèles de turbulence, le modèle k − ε est l’un des plus utilisés. Ce modèle

du premier ordre repose sur le concept de viscosité turbulente introduit par Boussinesq

[13], qui consiste à modéliser les tensions de Reynolds ρu′′i u
′′
k par analogie avec le tenseur

des contraintes visqueuses τ ik. En faisant l’hypothèse que ces deux termes représentent

des phénomènes de diffusion, l’un correspond à la diffusion moléculaire et l’autre à un

processus de mélange par diffusion turbulente. Par analogie avec le transport moléculaire

de quantité de mouvement qui est caractérisé par la viscosité du fluide ν, le mélange

turbulent est caractérisé par la viscosité turbulente νT . Le premier est une propriété

moléculaire du fluide alors que le second dépend de l’écoulement turbulent, νT est donc a

priori une variable du temps et de l’espace. Les tensions de Reynolds sont alors exprimées

en fonction des gradients moyens de la façon suivante :

ρu′′i u
′′
k −

1

3
ρu′′l u

′′
l δik = −ρνT

(
∂ũi

∂xk

+
∂ũk

∂xi

)
+

2

3
ρνT

∂ũl

∂xl

δik (1.36)

L’énergie cinétique turbulente k est la demi-trace du tenseur de Reynolds, elle est définie

par :

ρk =
1

2
ρu′′l u

′′
l (1.37)

L’analogie avec la diffusion moléculaire permet également d’exprimer les flux turbulents

des scalaires (analogie avec la loi de Fick) :

ρu′′kξ
′′ = −ρDT

∂ξ̃

∂xk

ρu′′kY
′′ = −ρDT

∂Ỹ

∂xk

(1.38)

Les flux turbulents des variances des scalaires s’écrivent alors :

ρu′′kξ
′′2 = −ρDT

∂ξ̃′′2

∂xk

ρu′′kY
′′2 = −ρDT

∂Ỹ ′′2

∂xk

ρu′′kξ
′′Y ′′ = −ρDT

∂ξ̃′′Y ′′

∂xk

(1.39)

Le coefficient de diffusion turbulente DT est le rapport de la viscosité turbulente νT sur

le nombre de Schmidt turbulent σT : DT = νT/σT . Les expressions (1.38) et (1.39) pour

les flux turbulents sont aussi appelées “loi gradient” car les flux sont directement reliés

aux gradients des scalaires transportés.
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L’équation pour l’énergie cinétique turbulente k est obtenue à partir de l’équation des

tensions de Reynolds Eq.(1.26) :

∂

∂t
(ρk) +

∂

∂xj

(ρũjk) =
1

2
[Dii + Pii − ρεii +Hii] = Dk + P k − ρε+Hk (1.40)

Avec les termes du second membre suivants :

Dk = − ∂

∂xj

(
ρu′′ju

′′
i u
′′
i − u′′i τij − u′′i τij

)

P k = −ρu′′ju′′i
∂ũi

∂xj

ρε = τij
∂u′′i
∂xj

Hk = −u′′i
∂p

∂xi

(1.41)

Le transport turbulent de l’énergie cinétique k est modélisée par une loi gradient, ce

qui conduit à :

Dk =
∂

∂xj

(
ρ

(
ν +

νT

σk

)
∂k

∂xj

)
(1.42)

Le terme de production P k est fermé.

Le terme de corrélation avec la pression Hk est habituellement décomposé en deux

parties, Hk = Gk + Φk, la première liée aux fluctuations de pression et la seconde liée à

la pression moyenne :

Gk = −u′′j
∂p

∂xj

et Φk = −2u′′j
∂p′

∂xj

(1.43)

Le terme Gk lié à la pression moyenne est nul lorsque la masse volumique est constante

(u′′j = u′j = 0). Cependant, il nécessite une modélisation particulière pour les écoulements

à masse volumique variable (on parlera plus précisément de ce terme dans les chapitres

suivants).

Le terme Φk est négligé car il peut aussi être exprimé de la façon suivante :

Φk = −u′′j
∂p′

∂xj

= −∂u
′′
jp
′

∂xj

+ p′
∂u′′j
∂xj

(1.44)

L’expression ∂u′′jp′/∂xj est un terme de flux, considéré comme négligeable devant le terme

de diffusionDk, Eq. (1.42). L’expression p′∂u′′j/∂xj est nulle lorsque la masse volumique est

constante car l’équation de continuité implique ∂u′′j/∂xj = 0. Il n’y a pas de raison a priori
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qui permette de négliger Φk lorsque la masse volumique varie. Ce terme est néanmoins

souvent négligé dans les modèles où les effets de compressibilité sont négligeables.

Le modèle k− ε utilise aussi une équation de transport pour le taux de dissipation de

la turbulence ε et la connaissance de k et ε permet d’exprimer la viscosité turbulente νT .

L’analyse dimensionnelle a conduit à :

νT = Cµ
k2

ε
(1.45)

où Cµ est une constante déterminée expérimentalement dont la valeur est estimée à 0, 09.

Launder et Spalding [45] ont proposé directement une équation modélisée pour ε basée

sur la forme de celle pour l’énergie cinétique turbulente :

∂

∂t
(ρε) +

∂

∂xj

(ρũjε) = Dε + Cε1
ε

k
P k − Cε2ρ

ε2

k
+ Cε3

ε

k
Hk

avec Dε =
∂

∂xj

(
ρ(ν +

νT

σε

)
∂ε

∂xj

) (1.46)

Des détails supplémentaires sur le modèle k− ε peuvent être trouvés dans les ouvrages de

Tennekes et Lumley [89] ou de Schiestel [85].

Si les variances des scalaires sont transportées, les termes de dissipation scalaire ap-

paraissant dans ces équations doivent également être modélisés. Les trois termes de dissi-

pation intervenant dans les équations (1.32), (1.25) et (1.34) sont respectivement :

ρεξ = −2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

ρεY = −2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

ρεξY = −2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

(1.47)

Pour représenter l’évolution de la dissipation d’un scalaire passif, on utilise habituellement

un modèle de relaxation linéaire. Ce modèle relie le taux de dissipation à un temps de

mélange caractéristique, lui-même relié au temps caractéristique de la turbulence :

ρεξ =
ρξ′′2

τξ
=
ρξ′′2

RξτT

avec τT =
k

ε
(1.48)

La constante Rξ a été déterminée dans plusieurs expériences (voir par exemple [48]). Cette

représentation suppose une très forte similarité des spectres turbulents pour les scalaires et

pour le champ de vitesse, similarité qui n’est pas toujours vérifiée même pour un scalaire

passif. Pour un scalaire réactif, la modélisation de la dissipation est compliquée par le fait

qu’elle peut-être entièrement pilotée par la réaction chimique. Des modèles de fermeture
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algébrique pour ces termes de dissipation, spécifiques à la combustion, seront proposés

dans les chapitres suivants. D’autres possibilités consistant à considérer des équations de

transport modélisées pour ces termes ont aussi été proposées [53, 59].

Les constantes du modèle k − ε généralement utilisées sont répertoriées dans le ta-

bleau 1.1, voir par exemple [85].

Cµ Cε1 Cε2 Cε3 σk σε σT Rξ

0,09 1,44 1,92 1,44 1 1,3 0,7 1,25

Tab. 1.1 – Constantes du modèle k − ε

La connaissance de k et ε permet de calculer la viscosité turbulente et finalement les

tensions de Reynolds et les flux turbulents des scalaires.

Le modèle k − ε est limité à des cas où la turbulence est faiblement anisotrope car ce

modèle ne résout pas les différentes composantes de l’énergie cinétique ρu′′21 , ρu′′22 et ρu′′23 .

De plus, l’hypothèse de Boussinesq, qui conduit à la loi gradient pour les flux turbulents,

peut se révéler inadéquate pour des écoulements à masse volumique variable. En effet, le

transport turbulent peut, dans certaines configurations de combustion, être complètement

dé-corrélée des gradients moyens, voire même être de signe opposé à celui donné par la

loi gradient.

1.3.2 Modèle Rij − ε

Ce modèle du second ordre pour représenter les effets moyens de la turbulence consiste

à résoudre les six équations pour les tensions de Reynolds (1.26) ainsi qu’une équation

pour la dissipation visqueuse ε = εjj/2. L’anisotropie à grande échelle est bien représentée

par la résolution des 6 composantes des tensions de Reynolds et l’isotropie des petites

échelles de la turbulence permet de ne résoudre qu’une équation pour les composantes εij

de la dissipation visqueuse :

εij =
2

3
εδij (1.49)

Cette hypothèse est valable pour des grands nombres de Reynolds. L’équation pour la

dissipation s’écrit de façon analogue à celle du modèle k − ε (1.46) mais le terme de
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diffusion peut être écrit de façon plus complète avec la relation proposée par Daly et

Harlow [24] :

Dε =
∂

∂xk

(
Cε
k

ε
ρu′′ku

′′
m

∂ε

∂xm

)
(1.50)

Daly et Harlow utilisent l’hypothèse d’un grand nombre de Reynolds pour obtenir l’ex-

pression précédente et ils l’utilisent également pour exprimer le terme de diffusion des

tensions de reynolds :

Dij = − ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
ju
′′
i

)
=

∂

∂xk

(
Cs
k

ε
ρu′′ku

′′
m

∂ũ′′i u
′′
j

∂xm

)
(1.51)

De la même façon que pour Hk, Hij est décomposé en une partie liée aux fluctuations de

pression et une partie liée à la pression moyenne. La seconde partie, Gij, est nulle lorsque

la masse volumique est constante car u′′i = 0.

La demi-trace du terme lié aux fluctuations de pression Φk est nulle pour un écoulement

à masse volumique constante (voir paragraphe précédent). Les composantes de ce terme,

Φij, quant à elles, ne sont pas nulles ; elles assurent donc la redistribution de la production

d’énergie sur les différentes composantes des tensions de Reynolds. Ce terme a donc un

effet d’isotropisation de l’écoulement, voir par exemple [36, 46, 49, 63, 64, 84]. Une façon

de modéliser ce terme est de considérer l’équation de transport pour le tenseur d’aniso-

tropie bij=ρu′′i u
′′
j/2ρk-δij/3 comme l’ont déjà fait par exemple Djenidi et Antonia [29] ; les

équations (1.26) et (1.40) conduisent à :

∂

∂t
(ρbij) +

∂

∂xl

(ũlρbij) =
1

2k

[(
Dij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Dll

)
+

(
Pij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Pll

)

−
(
ρεij −

ũ′′i u
′′
j

2k
ρεll

)
+

(
Gij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Gll

)
+

(
Φij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Φll

)] (1.52)

L’effet d’isotropisation se traduit par un équilibre des termes du membre de droite de

l’équation précédente. Le terme de diffusion est négligé, l’équilibre s’écrit alors :

(
Φij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Φll

)
= C1

(
ρεij −

ũ′′i u
′′
j

2k
ρεll

)
− C2

(
Pij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Pll

)

−C3

(
Gij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Gll

) (1.53)
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Lorsque la trace Φll = 2Φk est négligée, on obtient :

Φij = C1

(
ρεij −

ũ′′i u
′′
j

2k
ρεll

)
− C2

(
Pij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Pll

)
− C3

(
Gij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Gll

)
(1.54)

Le terme que multiplie la constante C1 est aussi appelé terme “lent” ou terme de retour à

l’isotropie, initialement proposé par Rotta [84]. Le terme que multiplie la constante C2 est

le terme “rapide” ou d’isotropisation de la production, introduit par Naot et al. [63, 64].

Ces deux premiers termes correspondent au modèle connu, proposé par Launder,Reece et

Rodi [46]. Le dernier terme représente l’isotropisation des effets de variation de la masse

volumique, ce terme a déjà été utilisé par Bailly et al. [3] pour un écoulement turbulent

réactif.

Pour que le second ordre soit complet, les équations d’évolutions des flux turbulents

des scalaires (1.28) et (1.30) doivent être résolues, ce qui permet d’éviter l’utilisation de

la loi gradient pour représenter la diffusion turbulente des scalaires. Les différents termes

de diffusion des équations (1.28) et (1.30) sont modélisés en considérant un nombre de

Reynolds élevé et en utilisant les relations équivalentes à celles proposées par Daly et

Harlow pour le champ de vitesse :

Dξ

i =
∂

∂xk

(
Cξ

k

ε
ρu′′ku

′′
j

∂ũ′′i ξ′′

∂xj

)
DY

i =
∂

∂xk

(
CY

k

ε
ρu′′ku

′′
j

∂ũ′′i Y ′′

∂xj

)
(1.55)

Les termes de production sont fermés. Les termes de dissipation εξ

i et εY
i sont souvent

négligés en invoquant une hypothèse d’isotropie à petite échelle du champ scalaire et

du champ de vitesse, lorsque la masse volumique est constante [47]. Ces termes peuvent

également être fermés par un modèle de relaxation linéaire :

ρεξ

i =
ρu′′i ξ′′

τξ
=
ρu′′i ξ′′

RξτT

(1.56)

Les termes de corrélation avec la pression HY
i et Hξ

i sont modélisés par analogie avec

le terme Hij. Les termes HY
i et Hξ

i sont tout d’abord décomposés en deux parties :

HY
i = GY

i + ΦY
i et Hξ

i = GY
i + ΦY

i . Les fermetures pour les termes GY
i et Gξ

i seront

développées dans les chapitres suivants, ces termes sont nuls lorsque la masse volumique

est constante. Launder [36, 47] propose de modéliser les termes ΦY
i et Φξ

i par un terme

“lent” de retour à l’isotropie et un terme “rapide” d’isotropisation de la production. Les
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effets d’isotropisation de la variation de la masse volumique sont pris en compte par un

terme supplémentaire, comme l’ont utilisé Bailly et al. [3] :

ΦY

i = −Y ′′ ∂p
′

∂xi

= −CY 1
ε

k
ρu′′i Y − CY 2ρu′′jY

∂ũi

∂xj

− CY 3G
Y

i (1.57)

Φξ

i = −ξ′′ ∂p
′

∂xi

= −Cξ1
ε

k
ρu′′i ξ − Cξ2ρu′′j ξ

∂ũi

∂xj

− Cξ3G
ξ

i (1.58)

Les constantes du modèle Rij − ε généralement utilisées sont répertoriées dans le ta-

bleau 1.2

Cε Cε1 Cε2 Cε3 CS C1 C2 C3 Cξ Cξ1 Cξ2 Cξ3 Rξ

0,18 1,44 1,92 1,44 0,25 1,8 0,6 0,55 0,18 3 0,5 0,5 1,25

Tab. 1.2 – Constantes du modèle Rij − ε

Les deux modèles de turbulence présentés, k− ε et Rij − ε, permettent de résoudre les

équations des grandeurs caractéristiques moyennes des phénomènes qui nous intéressent.

Cependant, les fermetures proposées par ces modèles ont été établies en ne considérant que

les phénomènes turbulents inertes ; certains phénomènes induits par la réaction chimique

nécessitent une approche différente qui ne permet pas d’utiliser directement les fermetures

proposées. De plus, le taux de réaction chimique ω, représenté par une loi d’Arrhénius, est

une fonction fortement non linéaire des grandeurs ξ et Y . De ce fait, le taux de réaction

chimique moyen ω ne peut pas être représenté par la loi Arrhénius des valeurs moyennes

ξ et Y :

ω(ξ, Y ) 6= ω(ξ, Y ) (1.59)

Le taux de réaction chimique moyen ω ainsi que tous les termes où la réaction chimique

intervient doivent donc être modélisés. De manière générale, la modélisation des termes

inconnus des équations moyennes nécessite la prise en compte des phénomènes induits par

l’interaction de la turbulence et de la réaction chimique. Une description quantitative des

flammes turbulentes, qui conduit aux modèles habituels pour les termes inconnus, sera

exposée aux chapitres suivants. Une description qualitative de la structure d’une flamme

turbulente est un préalable nécessaire.
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1.4 Interaction entre Combustion et Turbulence

1.4.1 Flammes Turbulentes de Prémélange

La structure interne d’une flamme turbulente a tout d’abord été considérée, dès les

premiers travaux de Damköhler en 1940 [25], comme étant une flamme laminaire très fine

plissée et rapidement convectée par la turbulence de telle sorte que la zone de flamme

apparaisse épaisse à l’oeil nu. En fait, cette façon de représenter la structure interne

d’une flamme turbulente n’est pertinente que si la taille des plus petits tourbillons créés

par la turbulence, est plus grande que l’épaisseur de la flamme laminaire, empêchant

ainsi aux tourbillons de pénétrer dans la flamme laminaire. On obtient une classification

relativement simple des structures de flammes turbulentes en comparant les longueurs et

les temps caractéristiques de la turbulence à la longueur et au temps caractéristiques des

flammes laminaires. Différents nombres caractéristiques peuvent être choisis pour établir

cette classification des régimes de combustion. Les deux nombres les plus utilisés sont les

nombres de Damköhler Da et de Karlovitz Ka qui comparent le temps caractéristique

chimique τc aux temps caractéristiques de la turbulence τT et τK associés respectivement

aux structures énergétiques et dissipatives de la turbulence :

Da =
τT

τc
=
lT
δL

SL

u′
Ka =

τc
τK

=
δL
lK

uK

SL

(1.60)

τT , lT et u′ sont respectivement le temps, l’échelle intégrale et la vitesse caractéristiques

de la turbulence τK, lK et uK sont le temps, la longueur et la vitesse caractéristiques de la

dissipation (échelle de Kolmogorov). δL et SL sont l’épaisseur et la vitesse de la flamme

laminaire. Les longueurs, temps et vitesses caractéristiques de la turbulence peuvent être

exprimés en fonction de l’énergie cinétique turbulente k, de la dissipation ε et de la viscosité

cinématique du fluide ν :

u′ =
√
k lT =

u′3

ε
uK = (νε)1/4 lK =

(
ν3

ε

)1/4

(1.61)

Ces relations permettent de relier les nombres Da et Ka au nombre de Reynolds turbulent

ReT :

ReT =
u′lT
ν

= Da2Ka2 (1.62)
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Le diagramme de la figure 1.5 , avec u′/SL en ordonnée et lT/δL en abscisse, proposé

par Barrère et Borghi [4, 11, 12] permet de représenter les limites des différents régimes

de combustion. Un diagramme équivalent est utilisé par Peters [70]. Selon la zone du

diagramme dans laquelle on se trouve, les flammes turbulentes seront de différents types :

les flammes “plissées”, les flammes “épaissies” et les flammes “plissées-épaissies”.

u′
SL

100

101

102

lT
δL

u′
SL

= 1

100 101 102 103 104

R
e
T =

1

τ c
=
τ T

D
a=

1

τc=τK
Ka=

1

Ka=
100

Flammes plissées

Flammes plissées avec poches

Flammes épaissies

Flammes plissées-épaissies

Fig. 1.5 – Les différents types de flammes turbulentes de prémélanges (diagramme de

Borghi [11, 12])

Les Flammes “Plissées”

Dans le régime de combustion des “flammes plissées” ou régime de “flammelettes”, la

flamme turbulente est constituée d’une collection de flammes laminaires (flammelettes)

plissées par la turbulence. La structure interne de la flamme laminaire n’est pas perturbée

par les tourbillons car les tailles de tourbillons sont toutes plus grandes que l’épaisseur

de la flammelette, lK > δL. La considération des seuls rapports d’échelles de longueurs
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n’est toutefois pas suffisante pour conclure quant à la structure de la flamme ; d’autres

paramètres non dimensionnels tel que u′/SL doivent être pris en compte. De plus, la

comparaison de ces deux échelles de longueur n’est pas si évidente car lK est défini d’un

point de vue statistique et δL est susceptible de varier d’un point à un autre au sein de la

flamme moyenne du fait des étirements locaux.

Dans ce régime, la flamme turbulente peut donc être considérée comme un ensemble

de flammelettes d’épaisseur quasiment constante δL, courbées et plissées occupant une

zone d’épaisseur δT . δT est définie comme l’épaisseur moyenne de la flamme turbulente,

le “flame brush” en anglais.

Lorsque l’intensité turbulente augmente (u′ > SL), la déformation de la flammelette

s’accentue et peut ainsi provoquer des interactions entre deux parties adjacentes de celle-

ci, voir figure 1.6. Ces interactions sont susceptibles de conduire à la formation de “poches”

de gaz entourées d’une flammelette. Ces poches peuvent être constituées de gaz frais ou

de gaz brûlés suivant que l’interaction se fait au niveau des zones de préchauffage ou des

zones de réaction. Dans ce dernier cas, on parle alors d’interaction de deux flammelettes

“dos à dos”. L’apparition de poche de gaz frais dans les gaz brûlés est nettement plus

fréquente que l’inverse car la propagation de la flamme locale favorise ce phénomène, voir

figure 1.6. Les interactions “dos à dos” ne forment une poche de gaz brûlés que si une

extinction des zones de réaction se produit, la turbulence doit alors être suffisamment

forte.

gaz frais c = 0 gaz brûlés c = 1

ũ1

x

interaction
par les zones
de préchauffage

interaction par les zones
de réaction (“dos à dos”)

c = 0

Fig. 1.6 – Formation de poches dans une flamme turbulente
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Les Flammes “Plissées-épaissies”

Lorsque l’énergie cinétique turbulente k augmente et que l’échelle intégrale lT est

constante alors l’échelle de Kolmogorov lK diminue et devient de plus en plus proche

voire inférieure à l’épaisseur des flammelettes δL. Les structures turbulentes sont alors

susceptibles de pénétrer dans la structure de la flamme laminaire, provoquant ainsi son

épaississement. La zone de préchauffage est la première affectée par ces tourbillons car

son épaisseur est plus importante que celle de la zone de réaction. Les premières études

concernant l’épaississement de la zone de préchauffage ont été réalisées par Zimont [95].

Ce phénomène est en fait la conséquence des interactions des zones de préchauffage qui se

produisent de plus en plus fréquemment car le rayon de courbure des flammelettes est de

plus en plus petit et peut être, par endroit, de l’ordre de δL. L’étirement que la turbulence

provoque peut aussi réduire l’épaisseur de la flammelette [41, 94] et créer des interactions

“dos à dos” suivies d’extinction des deux zones de réaction en contact ; une poche de gaz

brûlés encerclée par la zone de réaction apparâıt alors dans la zone de préchauffage.

Les Flammes “Epaissies”

Si l’énergie cinétique turbulente k augmente encore et que l’échelle intégrale lT est

toujours constante de telle sorte que τT = τc alors les interactions de flammelettes ont lieu

à toutes les échelles, même les plus grandes. La flamme n’est plus plissée mais seulement

épaissie par la turbulence. Ce régime de combustion est aussi appelé “réacteur bien agité”

(well-stirred reactor) mais ce nom n’est pas très adapté car on observe tout de même une

flamme. En fait, les flammes turbulentes épaissies ont la même structure que les flammes

laminaires, avec une zone de préchauffage et une zone de réaction bien séparées. Cepen-

dant, comme la diffusion dans ces zones est engendrée par le transport turbulent qui est

bien plus important que le transport moléculaire, les zones sont bien plus épaisses que

dans des flammes laminaires.

Le diagramme de la figure (1.5) permet de choisir le modèle de combustion le mieux

adapté à la situation que l’on cherche à représenter, mais on doit bien garder à l’esprit

que cette classification des régimes de combustion n’est que qualitative [18]. En effet, les
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limites entre les différentes zones sont basées sur des raisonnements d’ordres de grandeurs ;

par exemple, la limite entre les flammes épaissies et les flammes plissées-épaissies est

définie, selon les auteurs par la droite Da = 1 ou Ka = 100, la limite entre les flammes

plissées-épaissies et les flammes plissées peut correspondre à Ka = 0.1 ou Ka = 10 plutôt

que Ka = 1. De plus, l’analyse qui conduit à cette classification est basée sur certaines

hypothèses non réalistes : une turbulence homogène isotrope obtenue dès que ReT = 1

[28], une réaction globale irréversible, etc.

Les trois types de flammes turbulentes qui viennent d’être décrites engendrent des

différences importantes des fluctuations de températures. En effet, si la flamme est de type

plissé, la mesure locale et instantanée de la température donnera soit la température des

gaz frais soit la température des gaz brûlés. Comme la flammelette a une épaisseur δL très

fine, la probabilité d’obtenir une température intermédiaire sera très faible. Par contre, si

la flamme est du type “épaissi”, les fluctuations de température ne seront pas assez fortes

pour que les températures des gaz frais et des gaz brûlés puissent être mesurées au même

endroit de la flamme moyenne. La fonction densité de probabilité (PDF) de la température

aura, dans le cas des flammes “plissées”, plutôt l’allure de deux distributions de Dirac,

l’une correspondant à la température des gaz frais, l’autre à la température des gaz brûlés.

Dans le cas de flammes “épaissies”, la PDF sera plus étroite, elle aura plutôt l’allure d’une

gaussienne. La PDF de température pour des flammes de type “plissé-épaissi” montrera

à la fois la présence de pics et de situations intermédiaires.

1.4.2 Flammes Turbulentes Partiellement Prémélangées

Le cas limite où la flamme turbulente est non prémélangée se rencontre très souvent

dans les applications, l’exemple le plus courant est le brûleur à gaz. Un jet de gaz de

combustible est injecté au centre d’un écoulement d’air de même direction, on parle alors

de flamme de diffusion turbulente.

Il est a priori plus difficile de bâtir un diagramme délimitant différents régimes de combus-

tion pour ce type de flamme comme on l’a fait pour les flammes turbulentes prémélangées.

En effet, on a pu déterminer des propriétés intrinsèques pour les flammes laminaires

de prémélange (vitesse, temps et longueur caractéristiques) qu’il n’est plus possible de
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déterminer pour les flammes de diffusion car elles ne se propagent pas. Ces flammes de

diffusion sont contrôlées par le mélange entre combustible et oxydant, c’est-à-dire par le

taux de dissipation local εξ ; cette quantité est une propriété de l’écoulement lui-même.

Lorsque la vitesse est élevée, des zones de recirculation sont parfois nécessaires pour

stabiliser les flammes de diffusion. Lorsque ces zones ne sont pas parfaitement accrochées

au nez du brûleur, un prémélange partiel de combustible et d’air se produit avant de brûler,

le “flame brush” est alors constitué à la fois de flammes de diffusion et de prémélange.

Ces prémélanges partiels existent dans la plupart des configurations pratiques, même

quand il s’agit de flammes turbulentes de prémélange, car le mélange n’est jamais parfai-

tement homogène. En effet, les procédés d’injection du combustible pur dans l’air ne sont

pas parfaits et conduisent forcément à des hétérogénéités de richesse. Celles-ci peuvent

avoir une influence non négligeable sur l’interaction flamme-turbulence car le temps ca-

ractéristique chimique et la vitesse de propagation de la flamme laminaire sont fortement

dépendants de la richesse.

Par exemple, une flamme turbulente se propageant dans un milieu à richesse moyenne

égale à la stœchiométrie et fortement hétérogène, présentera des épaississements locaux là

où le temps caractéristique chimique devient grand ; la richesse sera, à ces endroits, très

différente de la stœchiométrie. Une flamme turbulente se propageant dans le même milieu

mais homogène sera juste plissée par la turbulence. Comme les variations de richesse vont

provoquer des variations de vitesse du front de flamme, des étirements supplémentaires

sont susceptibles d’apparâıtre.

Dans ces configurations, la turbulence joue un rôle très important car elle mélange à

grande échelle les gaz présents. Le mélange à petite échelle est, quant à lui, assuré à son

stade ultime par la diffusion moléculaire qui joue un rôle également très important. Dans

des flammes de prémélange parfait, la turbulence mélange les gaz frais et les gaz brûlés,

mais dans des flammes de prémélange partiel, il faut en plus prendre en compte le mélange

entre le combustible et l’air. Dans ces cas, la PDF aura au minimum deux dimensions

alors qu’une seule dimension peut suffire pour caractériser les prémélanges parfaits.
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1.5 Conclusions

La complexité des phénomènes physiques intervenant et interagissant dans un écou-

lement réactif turbulent, nous empêche de résoudre directement les équations locales

représentant l’évolution des grandeurs mécaniques et thermodynamiques caractéristiques

de ces écoulements.

Dans un premier temps, ces équations sont simplifiées en faisant jouer un certain

nombre d’hypothèses portant sur la représentation des mécanismes chimiques et sur les

propriétés de l’écoulement :

– La cinétique chimique peut être représentée par une réaction globale. Cette hy-

pothèse est très éloignée de la réalité mais nous permet de ne prendre en compte

qu’un nombre limité d’espèces chimiques. Dans ces conditions, le taux de réaction

d’une seule espèce permet de caractériser la réaction globale.

– Le nombre de Mach des écoulements que nous étudierons est faible (Ma < 0.3).

– Les espèces et la chaleur diffusent de la même manière au niveau moléculaire (Lei = 1).

– Les parois des systèmes sont considérées adiabatiques et imperméables aux espèces.

L’ensemble de ces hypothèses permet de n’utiliser que deux variables pour connâıtre la

température et les concentrations de toutes les espèces du mélange (approximation de

Schvab-Zeldovitch). La résolution des équations de la mécanique des fluides (conservation

de la masse et quantité de mouvement), de la fraction de mélange et de la fraction massique

de combustible suffisent à caractériser les écoulements considérés, qu’il s’agisse de flammes

de diffusion ou de flammes de prémélange.

Dans un deuxième temps, le phénomène turbulent nous conduit à utiliser une ap-

proche statistique pour prédire l’évolution moyenne de l’écoulement réactif. Les équations

pour les quantités moyennes qui résultent de cette approche font apparâıtre des termes

inconnus qu’il faut modéliser. Nous utiliserons dans cette étude soit le modèle k − ε, soit

un modèle du second ordre Rij − ε. Ces modèles ont été développés en premier lieu pour

les écoulements d’un fluide inerte et à masse volumique constante. Dans notre cas, ces

modèles doivent être adaptés pour prendre en compte à la fois la réaction chimique et les

effets de variation de la masse volumique. Les équations de transport moyennes que nous

utiliserons, ainsi que les termes qui les composent, sont récapitulés dans le tableau 1.3. Le
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développement de méthodes pour fermer les différents termes des équations est l’objectif

principal de ce travail ; il est détaillé dans la deuxième partie de ce mémoire. Pour ce faire

nous chercherons à prendre en compte les deux aspects fondamentaux de la combustion

turbulente :

– l’effet de la turbulence sur la flamme

– l’effet de la flamme sur la turbulence

Les différentes structures particulières de flamme turbulente : prémélange parfait,

flammes plissées, flammes épaissies, prémélange partiel ont conduit à l’élaboration de

modèles de fermeture différents que nous allons présenter succinctement dans ce qui suit.
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Convection Diffusion Termes sources

DA
Dt

= ∂
∂t

(ρA) + ∂
∂xj

(ρũjA) ? : termes inconnus à modéliser

D
Dt

= 0

Deui

Dt
= ∂

∂xj

(
τ ij − ρu′′i u

′′
j

) − ∂p
∂xi

Deξ
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∂xj

(
ρD ∂ξ

∂xj
− ρu′′j ξ′′

)

DeY
Dt

= ∂
∂xj

(
ρD ∂Y

∂xj
− ρu′′jY ′′

)
+ω

Dgξ′′2
Dt
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∂xj

(
ρD ∂ξ′′2

∂xj
− ρu′′j ξ′′

2
)

−2ρu′′j ξ′′
∂eξ
∂xj

− ρεξ

DgY ′′2
Dt

= ∂
∂xj

(
ρD ∂Y ′′2

∂xj
− ρu′′jY ′′2

)
−2ρu′′jY ′′ ∂ eY

∂xj
− ρεY + 2Y ′′ω

DỸ ′′ξ′′
Dt
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∂xj

(
ρD ∂Y ′′ξ′′

∂xj
− ρu′′jY ′′ξ′′

)
−ρu′′jY ′′ ∂eξ

∂xj
− ρu′′j ξ′′

∂ eY
∂xj

− ρεξY + ξ′′ω

Fermeture pour le scalaire passif : εξ = ε
k

gξ′′2
Rξ

Fermetures pour le scalaire réactif : εY =? εξY =? ω =? Y ′′ω =? ξ′′ω =?

Modèle de turbulence du 1er ordre : k-ε

Dk
Dt

= ∂
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ρ(ν + νT

σk
) ∂k

∂xj
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∂eξ
∂xj
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∂xj
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σT
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∂xj
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∂xj
+
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∂xi
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3

(
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∂xl

)
δij νT = Cµ

k2

ε

si ρ = cte alors Hk = 0 si ρ est variable Hk =?

Modèle de turbulence du 2nd ordre : Rij-ε
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si ρ = cte : εξ
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ε
k
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∂xj
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(
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2k
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si ρ varie : εξ

i =? εY
i =? Hξ

i =? HY
i =? u′′i ω =? εim =? Him =?

Tab. 1.3 – Equations à résoudre et termes à modéliser



41

Chapitre 2

Modélisation de la Combustion

Turbulente

L’un des objectifs des modèles de combustion turbulente est de déterminer le taux de

production moyen ω engendré par les réactions chimiques. Du fait de la forte non linéarité

des taux de production (ou de destruction) des différentes espèces, l’estimation du taux

de production chimique moyen n’est pas directe et doit être basée sur une approche

phénoménologique. L’analyse décrite au cours du chapitre précédent a conduit à une

classification des régimes de combustion et a permis de développer des modèles adaptés à

chaque régime de combustion. Ces différents modèles ont chacun une approche physique

du problème de combustion turbulente qui leur est propre.

Dans ce chapitre, nous utiliserons une variable d’avancement de la réaction c définie

de telle sorte qu’elle soit nulle (c ≡ 0) dans les gaz frais et égale à l’unité (c ≡ 1) dans les

gaz complètement brûlés. La fraction de mélange ξ introduite ici est nulle (ξ ≡ 0) dans

l’oxydant pur et égale à l’unité (ξ ≡ 1) dans le combustible pur.

2.1 Approches de Modélisation

Les trois principales approches utilisées pour décrire les flammes turbulentes sont

présentées sur la figure (2.1) d’après l’article de revue de Veynante et Vervisch [93].

L’approche basée sur une analyse géométrique de la flamme décrit cette dernière
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Analyse géométrique

Iso-surface :
étude topologique et dynamique d’iso-surfaces
prémélange : iso - variable d’avancement
non-prémélangé : iso - fraction de mélange

Analyse dans la direction
normale à la flamme :
recherche d’informations normales
à la surface de flamme

Mélange turbulent
quantifier le mélange moléculaire en utilisant
le taux de dissipation scalaire de la variable
d’avancement et/ou de la fraction de mélange

Analyse statistique en un point
Collecte d’information en chaque point
de l’écoulement

n

c = 1
ou
ξ = 0
{c = 0

ou
ξ = 1
}

Fig. 2.1 – Trois types d’analyses des flammes turbulentes prémélangées ou non

prémélangées, d’après Veynante et Vervisch [93]

comme une surface. Cette analyse est généralement utilisée avec une hypothèse de flam-

melettes (flammes plissées), ce qui permet à partir des propriétés physiques et dynamiques

d’une isosurface (c ou ξ) de déterminer le champ scalaire correspondant. La flamme est

alors considérée comme une interface séparant les gaz frais des gaz brûlés (ou le com-

bustible de l’oxydant). Il existe essentiellement deux méthodes de calcul, basées sur cette

approche. La première consiste à dériver une équation de transport d’une iso-surface,

comme par exemple l’équation G [39]. La seconde utilise le concept de densité de surface

de flamme initialement proposé par Marble et Broadwell en 1978 [55]. La densité de sur-

face de flamme, notée Σ, mesure la surface de la flamme disponible localement par unité

de volume. Cette quantité est directement reliée au taux de réaction chimique moyen :

ωi = ΘiΣ (2.1)

Θi est le taux de production chimique local moyenné le long de la direction normale à la

flamme. Si on considère que les flammes sont juste plissées alors Θi peut être estimé à

partir du calcul d’une flamme laminaire. L’avantage de ce type d’approche est de découpler
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la description chimique de la flamme (modèle local pour Θi) de l’interaction de la flamme

avec la turbulence (Σ).

Le taux de réaction chimique moyen peut également être estimé en cherchant à quanti-

fier précisément le mélange que la turbulence engendre entre les gaz frais et les gaz brûlés

ou entre le combustible et l’oxydant. Les termes qui représentent ce mélange sont les

termes de dissipation scalaire εc, εξ qui apparaissent dans les équations pour les variances

c̃′′2 et ξ̃′′2. On montre facilement, dans le cas de flammes prémélangées plissées, qu’une

relation algébrique existe entre le taux de dissipation εc et le taux de réaction chimique

moyen ωc et le terme c′′ωc [57]. Dans le cas de flammes non prémélangées, comme le

combustible et l’oxydant doivent se mélanger pour réagir, le taux de dissipation εξ joue

également un rôle essentiel. La réaction chimique n’agit pas directement sur ce taux de

dissipation scalaire εξ mais indirectement par le biais des variations de masse volumique.

Les taux de dissipation scalaire εc et εξ sont des paramètres clés pour la modélisation de

la combustion turbulente. Quelle que soit l’approche physique utilisée les taux de dissi-

pation scalaire interviennent directement ou indirectement dans les modèles. Certaines

méthodes proposent d’ailleurs de résoudre directement des équations de transport pour

ces quantités [36, 53, 59].

Les propriétés statistiques des champs scalaires, en un point de l’écoulement (moyennes,

variances ...), peuvent être déduites de la fonction densité de probabilité (PDF). Contrai-

rement à l’analyse géométrique qui considère souvent la flamme comme une interface,

l’utilisation d’une méthode de PDF permet d’obtenir les propriétés statistiques d’états

intermédiaires c’est-à-dire dans le front de flamme. La probabilité que la variable c∗ ait

une valeur comprise entre c et c+ dc∗ au point x et au temps t est P (c)dc∗. Les quantités

statistiques peuvent alors être exprimées à l’aide de la PDF, par exemple :

c =

∫ 1

0

cP (c; x, t)dc c′2 =

∫ 1

0

(c− c)2P (c;x, t)dc (2.2)

La PDF doit être normalisée, ce qui permet d’écrire la relation suivante :

∫ 1

0

P (c; x, t)dc = 1 (2.3)

Lorsque plusieurs variables sont nécessaires pour décrire la structure de la flamme, une

PDF jointe doit être utilisée. Si les variables sont la fraction de mélange et l’avancement
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de la réaction, la PDF s’écrit P (c, ξ;x, t). Une quantité statistique dont la valeur locale

et instantanée est fonction de ces deux variables, comme par exemple le taux de réaction

chimique moyen, s’écrit alors :

ωc =

∫ ξ2

ξ1

∫ 1

0

ωcP (c, ξ;x, t)dξdc (2.4)

Il peut être utile de décomposer la PDF jointe de deux variables en deux PDF de telle sorte

que chaque PDF ne soit fonction que d’une variable. Ce procédé nécessite l’introduction

d’une PDF conditionnée. La PDF P (c, ξ;x, t) s’exprime alors de la façon suivante :

P (c, ξ; x, t) = P (c|ξ;x, t)P (ξ; x, t) (2.5)

P (ξ;x, t) est la PDF de la fraction de mélange indépendante de la variable d’avancement et

P (c|ξ;x, t) est la PDF de la variable d’avancement conditionnée en une valeur particulière

de la fraction de mélange. Des moyennes statistiques conditionnées en chaque valeur

particulière de la fraction de mélange peuvent être définies :

c|ξ =

∫ 1

0

cP (c|ξ;x, t)dc (2.6)

On peut noter que Klimenko et Bilger [40] ont proposé d’utiliser des fermetures pour ces

moyennes ; cette démarche semble a priori bien adaptée pour les flammes non prémélangées

puisque la réaction chimique se produit préférentiellement au voisinage des conditions stœ-

chiométrique. Les modèles de turbulence basés sur l’approche statistique par les biais des

PDF sont de deux types différents :

– Les modèles à PDF présumée

– Les modèles à PDF transportée

Le premier type de modèle consiste à présumer la forme de la PDF. Par exemple, si on

présume que la PDF de la fraction de mélange a la forme d’une fonction béta (fonction

définie par trois paramètres), la connaissance de la moyenne ξ, la variance ξ′2 et la condi-

tion de normalisation de la PDF vont permettre de déterminer complètement la forme de

la PDF P (ξ;x, t) en chaque point de calcul. La résolution des équations pour la valeur

moyenne ξ et la variance ξ′2 suffisent, via la PDF, à déterminer n’importe quelle quantité

statistique dont la valeur locale et instantanée n’est fonction que de ξ.

Le second type de modélisation consiste à résoudre une équation de transport de la PDF
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[31, 34]. Ces méthodes ont l’avantage de pouvoir prendre en compte précisément la chimie

et donc d’être a priori applicable à tous les régimes de combustion. En particulier, tous

les termes définis en un point, comme le taux de réaction chimique moyen, peuvent être

calculés.

Lorsque la masse volumique varie, il est plus pratique d’utiliser une PDF définie au sens

de Favre, c’est-à-dire pondérée par la masse volumique, soit P̃ (c; x, t) telle que :

P̃ (c;x, t) =
ρP (c;x, t)

ρ
(2.7)

Les trois approches de modélisation qui viennent d’être présentées ne sont pas si

différentes et peuvent être reliées les unes aux autres. Ces concepts ayant été introduits,

nous allons maintenant présenter une courte revue des modèles qui ont été proposés pour

représenter les flammes turbulentes.

2.2 Prémélange Parfait et Chimie Infiniment Rapide

2.2.1 Modèle “Eddy Break-Up”

Nous considérons maintenant des prémélanges parfaits et l’extrême limite du régime

des flammes plissées ou les phénomènes chimiques sont très rapides comparés aux phénomènes

turbulents : τc << τT et τc < τK. La zone de réaction est alors vue comme une collection

de poches de gaz frais et de gaz brûlés séparées par des interfaces réactives. L’hypothèse

sous-entendue par cette représentation est que le taux de réaction chimique des espèces

ωi est de l’ordre du nombre de Damköhler Da. Pourtant, le taux de réaction chimique

moyen ωc doit, lui, rester fini ; il faut donc que la probabilité d’obtenir des gaz en cours

de réaction (0 < c < 1) soit d’ordre inverse du nombre de Damköhler 1/Da. La PDF de

c est alors principalement composée de deux pics de Dirac, là où ωi est nul, c’est-à-dire

dans les gaz frais (c = 0) et dans les gaz brûlés (c = 1). La turbulence va “casser” ces

poches de gaz frais et de gaz brûlés et ainsi augmenter la densité de surface de flamme.

Le taux de réaction chimique moyen est donc contrôlé par la turbulence. Les travaux de

Spalding [87] ont abouti, après quelques modifications, à la relation suivante pour le taux
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de réaction chimique moyen :

ωc = CEBU ρ
c̃(1− c̃)

τT

(2.8)

Le modèle EBU a été très utilisé dans les codes de calcul industriel car il est très simple à

mettre en œuvre puisqu’il ne nécessite aucune équation de transport supplémentaire. Le

terme source ωc qui intervient dans l’équation de transport pour c̃ n’est fonction que de

quantités connues et ne dépend pas des caractéristiques chimiques de l’écoulement. Cet

avantage est aussi un inconvénient car la seule façon de faire intervenir la chimie dans

le modèle est d’ajuster la constante CEBU . La formule (2.8) a été justifiée théoriquement

plus tard par Bray et Moss [57] ce qui a permis de donner une interprétation physique à

la constante CEBU .

2.2.2 Modèle Bray-Moss-Libby

L’idée de base du formalisme du modèle BML a été proposée initialement en 1977 par

Bray et Moss [57] et a depuis fait l’objet de nombreux travaux et améliorations par Bray,

Moss et Libby puis par Bray, Champion et Libby, voir pour plus de détails [19]. On peut

noter que des travaux similaires étaient conduits à la même époque à l’ONERA par R.

Borghi.

L’idée consiste à présumer la forme de la PDF de la variable c comme une somme de

gaz frais, de gaz brûlés et de gaz en train de brûler :

P̃ (c; x, t) = α(x, t)δ(c)︸ ︷︷ ︸
gaz frais

+ β(x, t)δ(1− c)︸ ︷︷ ︸
gaz brûlés

+ γ(x, t)f(c; x, t)︸ ︷︷ ︸
gaz en cours de réaction

(2.9)

Pour des raisons de simplicité, on utilise une PDF de Favre. α, β et γ sont respectivement

les probabilités de trouver des gaz frais, des gaz brûlés et des gaz en train de brûler. δ(c)

et δ(1 − c) sont respectivement les distributions de Dirac correspondant aux gaz frais et

aux gaz brûlés. La normalisation de la PDF conduit à :

α + β + γ = 1 (2.10)

La PDF permet alors d’exprimer le terme source moyen de la variable c :

ωc(x, t) = ργ(x, t)

∫ 1

0

ω(c)

ρ
f(c; x, t)dc (2.11)
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Afin de pouvoir calculer ce terme source moyen, les paramètres de la PDF α, β, γ et la

fonction f doivent d’abord être déterminés.

On considère maintenant le régime des flammes plissées, c’est-à-dire que les nombres

de Reynolds et de Damköler sont grands. Dans ce régime, en un point donné de la flamme

moyenne, on observe une intermittence de gaz frais et de gaz brûlés ; la PDF de c est alors

quasiment bimodale (γ << α, β), elle s’écrit :

P̃ (c;x, t) = α(x, t)δ(c) + β(x, t)δ(1− c) +O(1/Da) (2.12)

La normalisation de la PDF et l’expression de c̃ permettent de déterminer les paramètres

α et β :

c̃ =

∫ 1

0

cP̃ (c;x, t)dc = β et α = 1− β (2.13)

La masse volumique moyenne est calculée à partir de l’équation d’état (1.16) :

ρT̃ ∗ = ρrT
∗
r et T̃ ∗ = αT ∗r + βT ∗p = (1− c̃)T ∗r + c̃T ∗p

ρ =
ρr

1 + τ c̃
avec τ =

T ∗p
T ∗r

− 1 =
ρr

ρp

− 1 (2.14)

où τ est le facteur d’expansion thermique.

Comme la connaissance de c̃ suffit à définir complètement la forme de la PDF, alors n’im-

porte quelle quantité statistique peut être calculée en fonction de c̃ seulement ; notamment

la variance :

c̃′′2 = αc̃2 + β (1− c̃)2 = c̃(1− c̃) (2.15)

Cette valeur pour la variance correspond à la valeur physique maximale possible (bimo-

dalité).

La PDF ne permet cependant pas de calculer le terme source moyen car l’équation (2.11)

conduit à une forme indéterminée γ → 0 et
∫ 1

0
ω(c)/ρf(c;x, t)dc → ∞. Cependant, on

peut démontrer (cf annexe A) que dans ce cas limite, le terme source moyen est propor-

tionnel à la dissipation scalaire. En dérivant une équation de transport pour la variance

(c̃(1− c̃)), on obtient :

− 2ρD
∂c

∂xk

∂c

∂xk

= ωc − 2cωc (2.16)
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En posant ρεc = 2ρD(∂c′′/∂xk)2 et cm = cωc/ωc, le terme source moyen s’exprime, en

supposant un nombre de Reynolds élevé, de la façon suivante :

ωc =
ρεc

(2cm − 1)
(2.17)

Le terme source moyen est donc fonction de la dissipation εc qui caractérise le mélange et

de cm qui caractérise la réaction chimique. La valeur de cm est un paramètre du modèle

qui est déterminé par la structure locale de la flamme. La dissipation peut être résolue

par une équation de transport ou par un modèle algébrique de relaxation linéaire, Eq.

(1.48). Dans ce dernier cas, on obtient :

ωc =
1

(2cm − 1)

ρc′′2
RcτT

=
1

(2cm − 1)
ρ
c̃(1− c̃)

RcτT

(2.18)

On retrouve bien l’expression du modèle EBU et la constante CEBU s’identifie à :

CEBU = 1/Rc(2cm − 1) (2.19)

L’expression du taux de réaction chimique moyen est cette fois obtenue de façon analytique

avec des hypothèses bien définies et une interprétation physique des constantes du modèle.

2.2.3 Modèles à une Equation de Transport

Les approches décrites précédemment qui considèrent la densité de surface de flamme

ou le taux de dissipation scalaire font parties de cette catégorie de modèle. En effet, dans

la limite d’une réaction infiniment rapide, le taux de réaction moyen peut être exprimé

comme une fonction de la dissipation scalaire ou de la densité de surface de flamme.

Une équation de transport pour le taux de dissipation d’un scalaire réactif a été pro-

posée par Mantel et Borghi [53] et modifiée récemment par Mura et Borghi [59] dans le

cas où les réactions chimiques sont très rapides :

∂ρεY
∂t

+
∂

∂xi

(
ρ(ũi − ŨLi

)εY

)
=

∂

∂xi

(
ρDT

∂εY
∂xi

)

+ CPY
ρDT

ε

k

∂Ỹ

∂xi

∂Ỹ

∂xi

+ CPU
ρ νT

εY
k

∂ũi

∂xk

∂ũi

∂xk

+ ρα
ε

k
εY − 2

3
ρβ

ε2Y

Ỹ ′′2

(
3

2
− CεY

SL

k1/2

)
(2.20)
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où ŨLi
est la moyenne des vitesse de propagation des flammes locales, exprimé de la façon

suivante :

ŨLi
=

SL

1 + u′′/SL

∂Ỹ

∂xi

/

√
∂Ỹ

∂xj

∂Ỹ

∂xj

(2.21)

Cependant, cette équation a été dérivée dans le cas où la masse volumique est constante

et reste difficile à appliquer à des configurations réelles de combustion. Des travaux plus

récents [88, 62] ont permis d’obtenir une équation de transport pour la dissipation en pre-

nant en compte les effets de variations de masse volumique. Cette équation, relativement

complexe nécessite maintenant un effort particulier pour la modélisation de ses différents

termes de production.

La dérivation d’une équation de transport pour la densité de surface de flamme conduit

à un résultat similaire, voir par exemple [32]. La modélisation des différents termes de

production permet d’aboutir à :

∂Σ

∂t
+

∂

∂xi

(ũiΣ) =
∂

∂xi

(
DT

∂Σ

∂xi

)
+ Aik

∂ũk

∂xi

Σ + α0Γk
ε

k
Σ− β0

SL + C
√
k

c̃(1− c̃)
Σ2 (2.22)

oùAik est un tenseur lié à l’étirement moyen des flammes locales, α0, β0 et C des constantes

du modèle et Γk est la fonction d’efficacité du modèle ITNFS (Intermittent Turbulence

Net Flame Stretch) [56]. Cette fonction d’efficacité permet de prendre en compte les

phénomènes d’étirement et d’extinction du front de flamme provoqués par les structures

turbulentes de l’écoulement.

2.3 Prémélange Parfait et Temps Chimique Fini

2.3.1 PDF Calculée

Le premier problème rencontré lorsque le temps chimique est considéré non nul est

lié à la définition de ce temps caractéristique. En effet, le schéma cinétique réactionnel

ne conduit pas à un seul mais à plusieurs temps caractéristiques chimiques qu’il faudrait

tous comparer aux temps caractéristiques de la turbulence. Dans notre cas, comme nous

considérons que les nombres de Lewis sont tous égaux à un, que le milieu est adiabatique

et que la combustion peut être représentée par une réaction globale alors un seul temps

chimique est considéré et une seule variable est nécessaire pour caractériser la combustion.



50 CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA COMBUSTION TURBULENTE

Si ces approximations sont réalistes, alors la PDF du degré d’avancement de la réaction c

suffit à calculer le taux de réaction chimique moyen.

Les travaux menés par O’brien et Dopazo [31] puis par Pope [73] aux Etats-Unis et

par Frost [34] en URSS ont, les premiers, conduit à l’écriture d’une équation de bilan qui

permet le calcul direct de la PDF P̃ (c) :

∂

∂t

(
ρP̃ (c)

)
+

∂

∂xk

(
ρũkP̃ (c)

)
=

∂

∂xk

(
−ρ〈u′′k|c〉P̃ (c)

)

− ∂

∂c

(〈
∂

∂xk

(
ρD

∂c

∂xk

)
| c

〉
P̃ (c) + ωcP̃ (c)

) (2.23)

Le terme lié à la réaction chimique ωcP̃ (c) ne pose pas de problème de fermeture particu-

lier. En revanche les termes qui font intervenir les moyennes conditionnées ρ〈u′′k|c〉P̃ (c) et〈
∂

∂xk

(
ρD ∂c

∂xk

)
| c

〉
P̃ (c), nécessitent un modèle. Ces deux derniers termes représentent res-

pectivement le transport turbulent et le mélange à petite échelle (terme de micromélange).

Le problème est d’évaluer le micromélange en tenant compte de l’existence d’une struc-

ture de flammelette, voir par exemple [60, 72]. La résolution de cette équation de PDF

reste néanmoins délicate à mettre en œuvre. De plus, même si elle permet de prendre

en compte des cinétiques chimiques détaillées, les temps de calcul correspondants restent

prohibitifs pour des applications industrielles.

2.3.2 PDF Présumée

Lorsque le temps chimique n’est plus infiniment petit devant le temps caractéristique

de la turbulence, la PDF de l’avancement de la réaction c ou de la température ne peut

plus être considérée comme quasi bimodale et sa forme dépend de l’endroit considéré dans

le flamme. La forme de la PDF doit passer d’un pic dans les gaz frais à un pic dans les

gaz brûlés de façon continue. La variance c̃′′2 doit également varier à la traversée de la

flamme tout en restant inférieure à sa valeur maximale c̃(1 − c̃), valeur pour laquelle la

PDF est bimodale. On peut donc se donner une forme présumée de la PDF qui dépend

d’un nombre fini de paramètres. Ces paramètres de la PDF sont calculés à partir des

différents moments de la variable c. Si, par exemple, la forme de la PDF ne dépend que

de trois paramètres, alors la valeur moyenne c̃ (premier moment), la variance c̃′′2 (second

moment) et la condition de normalisation de la PDF suffisent à calculer ces paramètres.
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Plusieurs formes de PDF définies par trois paramètres seulement ont déjà été utilisées ;

par exemple celle proposée par Borghi et Dutoya [10] est composée d’un rectangle et de

pics de Dirac ou celle utilisée par Bradley [15] est une fonction béta.

Pour déterminer la forme locale de ces PDF, les équations de transport pour la valeur

moyenne c̃ et la variance c̃′′2 doivent être résolues. Dans ces équations les termes liés à

la réaction chimique ne posent plus de problème puisque la PDF est connue, en revanche

les termes de diffusion turbulente et les termes de dissipation scalaire sont toujours in-

connus et nécessitent un effort particulier de modélisation. Ces derniers termes, peuvent

être fermés en résolvant des équations de transport pour les flux turbulents et la dissipa-

tion scalaire ou en utilisant des modèles algébriques pour ces quantités (loi gradient et

relaxation linéaire de la variance).

2.4 Prémélange Partiel

On parle de prémélange partiel lorsque la richesse de l’écoulement considéré est variable

mais que la structure de la flamme turbulente conserve sensiblement la même structure

qu’une flamme turbulente de prémélange. Autrement dit, les flammes locales se propagent,

ce ne sont pas des flammes de diffusion, mais elles se propagent dans des gradients de

richesse. Cette représentation des flammes de prémélange partiel permet d’utiliser des

modèles similaires à ceux utilisés pour les flammes de prémélange homogène mais étendus

à des cas où la richesse varie. Par exemple, le modèle BML a été étendu pour prendre en

compte des effets de dilution par Lahjaily et al. [44] puis par Bigot et al. [9]. Un modèle

basé sur l’équation G adapté au prémélange partiel a été proposé par Müller et al. [58] et

des travaux encore plus anciens basés sur le modèle de densité de surface de flamme ont

permis de modéliser des configurations où les flammes peuvent être prémélangés ou non

prémélangés [91].

Les phénomènes, induits par les variations de richesse, que l’on cherche à représenter

sont de deux natures différentes.

Tout d’abord, la température adiabatique de combustion est fortement dépendante de la

richesse. Ainsi, le taux d’expansion thermique varie dans l’écoulement en fonction de sa

richesse locale, ce qui a une influence importante sur le champ de vitesse et complique
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fortement la définition de la variable d’avancement c. Cette variable est particulièrement

difficile à définir si à la fois des zones riches et des zones pauvres sont présentes dans

l’écoulement. Cependant, l’équation de transport pour la variable c a l’avantage de faire

apparâıtre naturellement des termes liés aux dissipations des scalaires [20].

Les hétérogénéités de richesse provoquent également des variations importantes du temps

caractéristique chimique. Des richesses trop éloignées de la stœchiométrie peuvent même

conduire à des extinctions. Le régime de combustion est donc très difficile à définir puisque

des flammelettes peuvent coexister avec des flammes épaissies localement.

Pour prendre en compte précisément ces différents effets, le mélange du combustible et

de l’oxydant (c’est-à-dire la richesse) doit être calculé à l’aide de la fraction de mélange.

Les modèles à chimie infiniment rapide présentés dans les paragraphes précédents peuvent

être étendus à des configurations où la richesse est variable [44]. Dans ce cas, on considère

que la combustion a lieu en régime de flammelettes quelle que soit la fraction de mélange

locale. Les fluctuations de fraction de mélange sont alors dé-corrélées des fluctuations de

la variable d’avancement, on peut alors faire l’hypothèse que ξ̃′′c′′ = 0. Cependant ces

modèles ne permettent pas de prendre en compte de façon satisfaisante les effets dus aux

variations du temps caractéristique chimique. Plus récemment les travaux de Bigot et al.

[8] ont conduit à la résolution d’une équation pour la corrélation croisée ξ̃′′c′′.

Toutefois, compte tenu de ces difficultés, les méthodes de PDF paraissent plus appro-

priées pour le calcul des flammes turbulentes partiellement prémélangées. La difficulté est

alors de présumer (ou de calculer) la PDF jointe de fraction de mélange et d’avancement

de la réaction.

2.5 Les Modèle Libby-Williams et LW-P

Libby et Williams en 2000 [52] ont proposé un modèle (LW) applicable à la combus-

tion turbulente en prémélange partiel basé sur une PDF présumée et sur une thermochi-

mie fonction de deux variables, la fraction massique de combustible Y et la fraction de

mélange ξ. Les deux variables utilisées (Y ,ξ) permettent de déterminer la composition

du mélange en considérant les hypothèses déjà introduites au chapitre 1, hypothèses de

Schvab-zeldovitch. La PDF jointe des deux variables Y et ξ est composée de deux pics de
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Dirac :

P̃ (ξ, Y ) = αδ (Y − Y1) δ (ξ − ξ1) + (1− α) δ (Y − Y2) δ (ξ − ξ2) (2.24)

La PDF est donc définie par cinq paramètres Y1, ξ1, Y2, ξ2 et α. Si les premiers et seconds

moments des scalaires sont résolus, les positions des pics de Dirac peuvent être obtenus

par les relations suivantes :

ξ1 = ξ̃ −
(

(1− α)

α
. (ρξ′′2)/ρ

)1/2

Y1 = Ỹ −
(

(1− α)

α
. (ρY ′′2)/ρ

)1/2

ξ2 = ξ̃ +

(
α

(1− α)
. (ρξ′′2)/ρ

)1/2

Y2 = Ỹ +

(
α

(1− α)
. (ρY ′′2)/ρ

)1/2
(2.25)

La seule inconnue restante est l’amplitude α.

On peut démontrer facilement que la droite support des deux pics de Dirac (D)(
Y − Ỹ

)
/
(
ξ − ξ̃

)
= ±d a une pente d fonction des variances des scalaires :

d =

(
ρY ′′2

ρξ′′2

)1/2

(2.26)

En introduisant l’abscisse g le long de la droite D, les positions des pics s’exprime alors :

g1 = g̃ −
(

(1− α)

α
. (ρg′′2)/ρ

)1/2

g2 = g̃ +

(
α

(1− α)
. (ρg′′2)/ρ

)1/2

(2.27)

les moments de g sont définis de la façon suivante : g̃ = 0 et ρg′′2 = ρξ′′2 + ρY ′′
f

2.

La figure 2.2 représente un exemple des pics de Dirac dans l’espace des compositions d’un

prémélange partiel pauvre. Pour déterminer l’amplitude α, Libby et Williams ont proposé

de résoudre une équation de transport pour la corrélation croisée ρY ′′ξ′′. Cependant, cette

proposition n’est pas réalisable car la PDF à deux pics de Dirac impose une relation de

dépendance entre la covariance ρY ′′ξ′′ et les variances ρξ′′2 ,ρY ′′2 [75] :

ρY ′′ξ′′ =
√
ρξ′′2 . ρY ′′2 (2.28)

Ribert et al. [75] ont alors proposé de déterminer l’amplitude α en considérant que

la valeur de α obtenue lorsque les pics sont à leur position extrême sur la droite D est

valable quelle que soient les positions des pics :

α =
gmax − g̃

gmax − gmin

(2.29)
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Fig. 2.2 – Postions des pics de Dirac dans l’espace des compositions

Les valeurs limites de g, gmax et gmin, sont déterminées par les différentes droites de

l’espace des compositions, voir figure 2.2.

L’analyse introduite par Libby et Williams puis le modèle LW-P à deux pics de Dirac

utilisé par Ribert et al., sont à l’origine du modèle LW-P à quatre pics de Dirac détaillé

dans la seconde partie de ce mémoire.

2.6 Conclusions

Nous avons présenté les différentes approches possibles pour calculer le taux de réaction

chimique moyen. Quelle que soit l’approche du problème utilisée ce taux de réaction

chimique moyen est directement ou indirectement dépendant du mélange turbulent. Ce

mélange turbulent est quantifié par le biais de la dissipation scalaire ou du terme de

micromélange dans l’équation de PDF.

Le modèle que nous décrivons dans la seconde partie de ce mémoire est un développement

du modèle LW-P décrit succinctement au paragraphe précédent. Il utilise une approche de

PDF présumée qui permet de prendre en compte un temps chimique fini sans utiliser une
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équation pour la PDF. Le taux de réaction chimique moyen est alors facilement calculé

mais un modèle algébrique pour la dissipation scalaire est nécessaire puisque l’équation

pour ce terme n’est pas résolue.

Par ailleurs, les modèles qui viennent d’être décrits dans ce chapitre cherchent à

représenter l’effet de la turbulence sur la flamme mais ne prennent pas en compte l’effet

inverse de la flamme sur la turbulence. Cet effet qui peut être représenté par la modifica-

tion de la forme des flux turbulents est tout autant important car la turbulence, modifiée

par la présence de la flamme, va ensuite agir sur le mélange des espèces.
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Chapitre 3

Transports Turbulents Scalaires

Les équations moyennes pour la fraction massique de combustible (1.25) et pour la

fraction de mélange (1.24) font apparâıtre les flux scalaires turbulents ũ′′i Y ′′ et ũ′′i ξ′′.

L’équation moyenne pour la variable d’avancement c fait aussi apparâıtre le flux de la

variable d’avancement ũ′′i c′′. Comme cela a été rappelé, ces termes sont souvent modélisés

en utilisant une hypothèse de “transport gradient” qui conduit aux relations (1.38) ou,

pour la variable d’avancement c, à :

ũ′′i c′′ = −DT
∂c̃

∂xi

(3.1)

Des études aussi bien théoriques qu’expérimentales [16, 51, 86] ont montré que les flux

turbulents ũ′′i c′′ peuvent avoir, dans certaines régions de l’écoulement, le même signe que

le gradient de la variable d’avancement moyenne ∂c̃/∂xi. Dans ce cas, il est évident que les

expressions (1.38) et (3.1) ne sont plus applicables ; on parle alors de transport turbulent

à contre-gradient ou de façon plus générale de transport turbulent non-gradient.

3.1 Transports Gradient et Contre-Gradient

Ce phénomène de transport turbulent à contre-gradient peut-être expliqué théoriquement

en utilisant l’approche de Bray, Moss et Libby décrit au paragraphe 2.2.2. La zone de

réaction est alors composée de gaz frais et de gaz brûlés séparés par des flammelettes

considérées infiniment minces. L’intermittence de gaz frais et de gaz brûlés conduit à uti-

liser des moyennes conditionnées pour ces deux états c = 0 et c = 1. La PDF jointe de
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vitesse et d’avancement s’écrit de façon analogue à la relation (2.12) :

P̃ (ui, c;x, t) = α(x, t)δ(c)P (ui|c = 0) + β(x, t)δ(1− c)P (ui|c = 1) +O(1/Da) (3.2)

Les composantes de la vitesse ũi peuvent alors être décomposées de la manière suivante :

ũi = αuir + βuip = (1− c̃)uir + c̃uip (3.3)

uir et uip sont respectivement les composantes de la vitesse moyenne conditionnées dans

les gaz frais et dans les gaz brûlés :

uir =

∫
uiP (ui|c = 0)dui et uip =

∫
uiP (ui|c = 1)dui (3.4)

Cette PDF jointe permet d’exprimer les flux turbulents de c :

ũ′′i c′′ = c̃(1− c̃)(uip − uir) (3.5)

Considérons maintenant un écoulement monodimensionnel turbulent réactif normal

au front de flamme moyen comme le représente la figure 3.1.

gaz frais c = 0

gaz brûlés c = 1
ũ1

x

Fig. 3.1 – Représentation d’une flamme turbulente

La variable d’avancement moyenne c̃ augmente à la traversée de la flamme moyenne

(c̃ = 0 → 1), le gradient ∂c̃/∂x est donc positif et la relation (3.1) conduit donc à un signe

négatif pour le flux turbulent : ũ′′c′′ < 0.

Du fait de l’expansion thermique ρp = ρr/(1 + τ) et de la conservation de la masse à la

traversée du front de flamme local ρpup = ρrur, on peut écrire :

up = (1 + τ)ur donc up > ur (3.6)
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La vitesse moyenne conditionnée dans les gaz brûlés est donc susceptible d’être plus

importante que celle conditionnée dans les gaz frais, la relation (3.5) conduit donc à un

signe positif pour le flux turbulent : ũ′′c′′ > 0.

Le modèle (3.1) fourni une valeur du flux turbulent opposée à celle obtenue par la relation

(3.5), le transport turbulent est donc dans ce cas à contre-gradient.

Lorsque le facteur d’expansion thermique τ augmente, l’écart entre uip et uir augmente

aussi ; le phénomène de transport turbulent à contre-gradient sera donc d’autant plus

important que τ est élevé [54]. En revanche, à mesure que le rapport u′/SL augmente

la diffusion du scalaire redevient contrôlée par le mélange turbulent gradient. Cela a

été confirmé par les simulations numériques directes [77, 90, 92]. Le nombre de Bray

NB = τSL/u
′ a ainsi été introduit dans le but de caractériser la transition d’un type de

transport à un autre.

Le phénomène de transport turbulent à contre-gradient est lié à l’effet du gradient de

pression à travers la flamme turbulente [16] qui a pour effet de convecter plus rapidement

les poches de gaz légers (brûlés) que les poches de gaz lourds (frais). Dans beaucoup de

configurations pratiques la combustion a lieu en milieu confiné, les gaz brûlés subissent

donc une forte accélération qui entrâıne un fort gradient de pression et peut encore aug-

menter l’effet du transport à contre-gradient [86].

Pour prendre en compte le transport turbulent à contre-gradient dans les simulations

numériques, on peut soit utiliser un modèle algébrique permettant aux flux turbulents

d’être du même signe que le gradient de c̃, soit résoudre une équation de transport pour

ce terme. Cette seconde proposition, plus générale, est retenue ici. L’équation des flux

turbulents ũ′′i c′′ s’écrit de façon analogue à celle des flux turbulents de fraction massique

de combustible Eq.(1.30) :

∂

∂t

(
ρu′′i c′′

)
+

∂

∂xk

(
ũkρu′′i c′′

)
= Dc

i + P c
i − ρεci +Hc

i + ψc
i (3.7)
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où :

Dc
i = − ∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
i c
′′ − u′′i ρD

∂c′′

∂xk

− c′′τik

)

P c
i = −ρu′′ku′′i

∂c̃

∂xk

− ρu′′kc
′′ ∂ũi

∂xk

ρεci = τik
∂c′′

∂xk

+ ρD
∂c′′

∂xk

∂u′′i
∂xk

Hc
i = −c′′ ∂p

∂xi

ψc
i = u′′i ω

(3.8)

Les termes de diffusion, de dissipation et le terme lié à la réaction chimique nécessitent

des fermetures adaptées. Le terme de corrélation scalaire-pression est également très im-

portant car responsable du transport turbulent à contre-gradient. Un terme équivalent de

corrélation vitesse-pression apparâıt dans les équations des tensions de Reynolds et est

responsable de la production de turbulence par la flamme.

Les travaux de modélisation du second ordre menés par Bailly et al. [3] pour des

flammes turbulentes de prémélanges, puis ceux menés par Bigot et al. [9] pour des flammes

turbulentes de prémélanges partiels et enfin les travaux de Domingo et Bray [30] concer-

nant les termes de pression sont détaillés dans les paragraphes qui suivent.

3.2 Flammes Turbulentes de Prémélange

Le modèle, au second ordre complet, appliqué aux flammes turbulentes de prémélanges,

proposé par Bailly et al. [3], est basé sur une approche de flammelettes. Le terme de

réaction chimique moyen qui apparâıt dans l’équation pour c̃ est fermé en utilisant en

particulier la fonction d’efficacité ITNFS introduite par Meneveau et Poinsot [56] :

wc =
1.5

0.7
ρΓk

ε

k
(1 + τ)

c̃(1− c̃)

1 + τ c̃
(3.9)

où Γk est la fonction d’efficacité ITNFS qui représente l’étirement local imposé à la flamme

par la turbulence.

Le terme de diffusion des flux turbulentsDc
i est fermé par un modèle gradient généralisé

[24] :

Dc
i =

∂

∂xk

(
Cc
k

ε
ρu′′ku

′′
j

∂ũ′′i c′′

∂xj

)
(3.10)
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Les termes de production P c
i ne nécessitent aucun modèle puisque les tensions de Reynolds

sont résolues (second ordre complet).

Le terme lié à la réaction chimique est calculé algébriquement en utilisant l’hypothèse

de flammelettes [50] :

ψc
i = u′′i ω =

ρu′′i c′′

ρc̃(1− c̃)
c′′wc =

ρu′′i c′′

ρc̃(1− c̃)
(cm − c̃)wc (3.11)

où cm est la constante du modèle BML introduite dans la relation (2.18). Cette constante

est déterminée par la structure interne d’une flammelette et estimée à 0.75 dans ce cas.

Le modèle de dissipation des flux turbulents proposé par Bailly et al. [3], basé sur les

travaux de Bray et al. [17], est le suivant :

ρεci = K
ρu′′i c′′

ρc̃(1− c̃)
wc (3.12)

où K est une constante égale à l’unité.

Le terme de corrélation c-pression Hc
i est décomposé en deux parties :

Hc
i = Gc

i + Φc
i = −c′′ ∂p

∂xi

− c′′
∂p′

∂xi

(3.13)

En utilisant l’approche BML, on peut écrire Φc
i comme étant la somme de trois contribu-

tions :

Φc
i = −c′′ ∂p

′

∂xi

= α [Φc
i ]r + α [Φc

i ]p + γα [Φc
i ]f (3.14)

Les deux premières contributions correspondent respectivement aux contributions de Φc
i

dans les gaz frais et dans les gaz brûlés, la dernière correspond à la contribution de Φc
i

due à la zone réactive (passages des flammelettes). Les contributions non réactives pour

lesquelles la masse volumique est constante peuvent être fermées par un modèle classique,

déjà introduit pour la fraction de mélange et la fraction massique de combustible (1.57),

(1.58). Lorsque la contribution réactive est négligée, le terme Φc
i de corrélation avec les

fluctuations de pression 3.14 s’écrit alors :

Φc
i = −c′′ ∂p

′

∂xi

= −Cc1
ε

k
ρu′′i c′′ − Cc2ρu′′j c′′

∂ũi

∂xj

− Cc3G
c
i (3.15)

Dans le terme Gc
i , c

′′ est directement relié aux quantités connues :

c′′ =
ρ

ρr

τ c̃(1− c̃) donc Gc
i = −c′′ ∂p

∂xi

= − ρ

ρr

τ c̃(1− c̃)
∂p

∂xi

(3.16)
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Rappelons que c′′ est nul pour les écoulements à masse volumique constante.

Le terme de corrélation vitesse-pression Hij qui apparâıt dans les équations pour les

tensions de Reynolds est modélisé en procédant de la même manière que pour le terme

Hc
i . Il est tout d’abord décomposé en deux parties :

Hij = Gij + Φij = −u′′i
∂p

∂xj

− u′′j
∂p

∂xi

− u′′i
∂p′

∂xj

− u′′j
∂p′

∂xi

(3.17)

La relation (1.54) permet de modéliser le terme Φij. Dans le terme Gij, u′′i est directement

relié aux quantités connues :

u′′i =
ρ

ρr

τ ũ′′i c′′ donc Gij = −u′′i
∂p

∂xj

− u′′j
∂p

∂xi

= − ρ

ρr

τ

(
ũ′′i c′′

∂p

∂xj

+ ũ′′j c′′
∂p

∂xi

)
(3.18)

Tous les termes des équations, nécessaires pour le calcul au second ordre, sont désormais

fermés. Les phénomènes de diffusion à contre-gradient et de production de turbulence par

la flamme sont pris en compte uniquement par les effets dus à la variation de masse volu-

mique et du gradient de pression moyen via les termes Gc
i et Gij. On sait maintenant que

les termes Φc
i et Φij sont également en partie responsables de la diffusion à contre-gradient

et de la production de turbulence. Cependant, si on se contente d’utiliser les équations

(3.15) et (1.54) alors on ne peut pas prendre en compte ces effets car ces modèles sont

basés sur une hypothèse de masse volumique constante.

3.3 Flammes Turbulentes Partiellement Prémélangées

Le modèle de combustion turbulente du second ordre complet proposé par Bigot et al.

[8, 9] est une extension des travaux de Bailly et al. pour des configurations où la richesse

varie. La prise en compte des variations de richesse se base sur l’étude de Lahjaily et al.

[44].

Les variations de richesse sont déterminées par la résolution d’une équation de trans-

port pour la fraction de mélange moyenne (1.24) et d’une équation de transport pour

la variance de fraction de mélange (1.32). Les flux turbulents du premier et du second

moments de ce scalaire passif sont modélisés par les lois gradient (1.38) et (1.39). La

dissipation de ce scalaire est fermée par un modèle de relaxation linéaire (1.48).

La fraction de mélange utilisée dans les travaux de Bigot et al. est notée ici f et n’est
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pas définie de la même manière que la fraction de mélange introduite dans les parties

précédentes de ce mémoire. Les indices (1) et (2) de l’équation 1.19 caractérisent respec-

tivement, dans les travaux de Bigot et al., les valeurs minimum et maximum de f dans

l’écoulement simulé. Pour simplifier les problèmes posés par les variations de richesse, le

domaine de fluctuations de richesse est limité à des cas pauvres où les flammes peuvent se

propager (richesse supérieure à la limite d’extinction). Par conséquent, la borne inférieure

f = 0 correspond au mélange le plus pauvre de l’écoulement considéré dont la richesse

doit être supérieure à la limite d’extinction et la borne supérieure f = 1 correspond au

mélange le plus riche de l’écoulement considéré dont la richesse doit être inférieur à l’unité.

De plus, les flammelettes sont considérées quasiment infiniment minces. Ces hypothèses

permettent de définir relativement facilement la variable d’avancement c et permettent de

négliger la corrélation croisée c̃′′f ′′ car la flamme étant infiniment mince, les fluctuations

de c ne peuvent se produire en même temps que les fluctuations de f . Autrement dit,

la flamme est si mince que la fraction de mélange reste constante à sa traversée. Cette

dernière caractéristique permet d’exprimer le facteur d’expansion thermique moyen en

fonction de la fraction de mélange moyenne uniquement.

τ̃ = τ1 + (τ2 − τ1)f̃ (3.19)

τ1 et τ2 sont respectivement les facteurs d’expansion thermique correspondant à des

mélanges de richesse constante f = 0 et f = 1.

Le terme de réaction chimique moyen ωc est calculé par le modèle BML-ITNFS (3.9)

où le taux d’expansion thermique et la fonction d’efficacité Γ̃k dépendent de la fraction

de mélange moyenne :

wc =
1.5

0.7
ρΓ̃k

ε

k
(1 + τ̃)

c̃(1− c̃)

1 + τ̃ c̃
(3.20)

La fonction d’efficacité dépend aussi de la variance de fraction de mélange [56].

Les fermetures pour les flux turbulents ũ′′i c′′ utilisent la même approche que celle

décrite dans le paragraphe précédent. La seule différence est que le taux d’expansion

thermique est un taux d’expansion moyen qui dépend de la fraction de mélange moyenne.

La fermeture du terme Gij de l’équation pour les tensions de Reynolds est légèrement

différente car le terme u′′i dépend aussi des flux turbulents de fraction de mélange, ce qui
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conduit à :

Gij = − ρ

ρr

τ̃

(
ũ′′i c′′

∂p

∂xj

+ ũ′′j c′′
∂p

∂xi

)
− ρ

ρr

(τ2 − τ1)c̃

(
ũ′′i f ′′

∂p

∂xj

+ ũ′′jf ′′
∂p

∂xi

)
(3.21)

Les fermetures précédentes fournissent un modèle au second ordre complet de combus-

tion turbulente partiellement prémélangée. Cependant, le domaine de richesse sur lequel

ce modèle est applicable est borné à des cas pauvres où les flammes peuvent se propager.

Les auteurs ont voulu élargir ce domaine pour prendre en compte des cas où la richesse est

inférieure à la limite d’extinction. L’hypothèse c̃′′f ′′ = 0 a donc été abandonnée au pro-

fit d’une équation de transport pour cette corrélation. L’expression du taux d’expansion

thermique est ainsi modifiée :

τ̃ =
τ1 + (τ2 − τ1)f̃p

1 + (τ2 − τ1)c̃′′f ′′
(3.22)

où f̃p est la fraction de mélange moyenne conditionnée dans les gaz brûlés.

Les fermetures des termes de pression Gij et Gc
i s’écrivent alors :

Gc
i = −c′′ ∂p

∂xi

= −
[
ρ

ρr

τ̃ c̃(1− c̃) +
ρ

ρr

(τ2 − τ1)(1− c̃)c̃′′f ′′
]
∂p

∂xi

Gij = − ρ

ρr

τ̃

(
ũ′′i c′′

∂p

∂xj

+ ũ′′j c′′
∂p

∂xi

)
(3.23)

− ρ

ρr

(τ2 − τ1)

(
(ũ′′i f ′′c̃+ ũ′′i f ′′c′′)

∂p

∂xj

+ (ũ′′jf ′′c̃+ ũ′′jf ′′c′′)
∂p

∂xi

)

Les corrélations triples ũ′′i f ′′c′′ et ũ′′jf ′′c′′ sont modélisés par une fermeture gradient.

Il est important de noter que c̃′′f ′′ 6= 0 correspond nécessairement à une hypothèse de

temps chimique fini : c̃′′f ′′ est différent de zéro lorsque les fluctuations de f sont possibles

dans la flamme, donc quand cette dernière a une épaisseur non négligeable. Dans le modèle

proposé par Bigot et al., le temps chimique est pris en compte par l’intermédiaire de la

fonction d’efficacité Γ̃k.

3.4 Modélisation des Fluctuations de Pression

Les modèles de fermeture des termes de fluctuations de pression Φc
i et Φij, utilisés dans

les travaux de Bailly et al. [3] et Bigot et al. [9], sont des extensions en moyenne de Favre de
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ceux établis pour les écoulements de fluides à masse volumique constante [46, 64, 84]. Dans

les analyses faites par ces différents auteurs, la masse volumique est considérée constante,

ce qui permet de négliger la trace Φkk. Le modèle (3.15) pour le terme Φc
i est obtenu par

analogie avec l’analyse qui a conduit à la relation (1.54) en faisant apparâıtre un terme

“lent” dit de retour à l’isotropie, un terme rapide d’isotropisation de la production et un

terme d’isotropisation de Gc
i .

La plupart des auteurs développant des modèles de combustion turbulente ont soit

utilisé ces fermetures adaptées aux écoulements non réactifs [3, 9, 73] soit tout simplement

négligé ces termes de fluctuations de pression [16]. Cependant, comme l’ont montré des

simulations numériques directes de flammes turbulentes [77, 90, 92], aucune de ces deux

stratégies n’est satisfaisante.

Une proposition récente de Domingo et Bray [30] a conduit à une fermeture originale

pour les deux termes de fluctuations de pression Φc
i et Φij dans une flamme turbulente.

Le modèle, basé sur une approche de “flammelettes”, a été comparé avec succès à des

résultats de simulations numériques directes. Dans cette approche les termes Φc
i et Φij

sont décomposés en utilisant la PDF quasi-bimodale introduite dans le modèle BML

(2.12) :

c′′
∂p′

∂xi

= ρ
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

= αρ

(
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

)

r

+ βρ

(
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

)

p

+ γρ

(
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

)

f

(3.24)

= α
ρ

ρr

(
c′
∂p′

∂xi

)

r

+ β
ρ

ρp

(
c′
∂p′

∂xi

)

p

+ γρ

(
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

)

f

(3.25)

où l’indice r signifie que le terme est conditionné dans les gaz frais, l’indice p signifie que le

terme est conditionné dans les gaz brûlés et l’indice f signifie que le terme est conditionné

dans le front de flamme. Les valeurs conditionnées dans les gaz frais et les gaz brûlés font

intervenir les gradients de pression conditionnés :
(
c′
∂p′

∂xi

)

r

= −c̃ ∂
∂xi

(pr − p)

(
c′
∂p′

∂xi

)

p

= (1− c̃)
∂

∂xi

(pp − p) (3.26)

La partie conditionnée à l’intérieur du front de flamme local est calculée en utilisant des

relations de flammelettes [30] qui conduisent à :

γρ

(
c̃′′

ρ

∂p′

∂xi

)

f

= 0.5τ < n.xi > ΣρrS
2
L(0.7− c̃) (3.27)



66 CHAPITRE 3. TRANSPORTS TURBULENTS SCALAIRES

< n.xi > est le cosinus directeur moyen entre la normale à la flammelette et la direction

xi, Σ la densité de surface de flamme et SL la vitesse de flamme laminaire. On montre

donc que ces termes, loin d’être négligeables, sont proportionnels au taux de production

chimique moyen ω = SLΣ.

Le terme Φij est obtenu de manière similaire :

u′′i
∂p′

∂xj

= α
ρ

ρr

(
u′i
∂p′

∂xj

)

r

+ β
ρ

ρp

(
u′i
∂p′

∂xj

)

p

+ γρ

(
ũ′′i
ρ

∂p′

∂xj

)

f

(3.28)

Les parties conditionnées dans les gaz frais et les gaz brûlés font apparâıtre les gradients

de pression, les vitesses et les corrélations vitesse-pression conditionnées :

(
u′i
∂p′

∂xj

)

r

= u′ir
∂p′r
∂xj

+ (uir − ũi)
∂

∂xj

(pr − p) (3.29)

(
u′i
∂p′

∂xj

)

p

= u′ip
∂p′p
∂xj

+ (uip − ũi)
∂

∂xj

(pp − p) (3.30)

La partie conditionnée dans le front de flamme local s’exprime de la façon suivante (voir

[30]) :

γρ

(
ũ′′i
ρ

∂p′

∂xj

)

f

= −0.5τ < n.xj > ΣρrS
2
L

ũ′′i c′′

1− c̃
− 0.35τ 2 < n.xi >< n.xj > ΣρrS

3
L (3.31)

Dans ce modèle interviennent les quantités conditionnées dans les gaz frais et les gaz

brûlés suivantes : vitesses, gradients de pression et corrélations vitesse-pression.

En utilisant la forme de la PDF, les vitesses conditionnées sont exprimables en termes

des quantités résolues ũi et ũ′′i c′′ :

uir = ũi − ũ′′i c′′

1− c̃
uip = ũi +

ũ′′i c′′

c̃
(3.32)

Les gradients de pression conditionnés sont calculés en faisant l’hypothèse que les

vitesses moyennes conditionnées dans les réactifs et les gaz brûlés vérifient les équations

d’Euler :

ρr
∂uir

∂t
+ ρrujr

∂uir

∂xj

+
∂pr

∂xi

= 0 (3.33)

ρp
∂uip

∂t
+ ρpujp

∂uip

∂xj

+
∂pp

∂xi

= 0 (3.34)
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La somme des termes de corrélations vitesse-pression conditionnés (u′ir∂p′r/∂xj, ...)

peut alors être modélisée en utilisant un modèle à masse volumique constante classique

[46]. Ce choix est justifié par le fait que ces termes sont les seuls qui ne soient pas nuls

dans l’écoulement, en dehors des zones de flamme. Les équations ainsi obtenues pour les

tensions de Reynolds se comportent donc correctement en dehors des zones de combustion.

Toutefois, le modèle choisi pour représenter ces corrélations (u′ir∂p′r/∂xj, ...) n’est pas en

accord avec les résultats de DNS effectuée par Domingo et Bray.

3.5 Conclusions

Au cours de ce chapitre nous avons fait un bilan des enjeux auxquels la modélisation du

second ordre permet de répondre et des problèmes que posent la fermeture des équations

moyenne de bilan pour ces quantités du second ordre, flux turbulents et variance de la

variable d’avancement. La résolution d’équations de transport pour les flux turbulents

permet d’exprimer le rôle important du terme de corrélation scalaire-pression Hc
i dans la

représentation du phénomène de diffusion non gradient ou à contre-gradient. Les termes

analogues de corrélation vitesse-pression Hij, présents dans les équations pour les tensions

de Reynolds doivent eux aussi être modélisés précisément car ils sont responsables de la

production de turbulence par les flammes.

Les modèles au second ordre complet proposés par Bailly et al. [3] et Bigot et al. [9]

sont en mesure de représenter ces deux phénomènes engendrés par les flammes turbu-

lentes. Cependant, l’approche de “flammelettes” utilisée fait intervenir un certain nombre

de constantes empiriques (cm, K, ...) qu’il est parfois difficile de justifier. De plus, ces

modèles ne représentent la diffusion à contre-gradient et la production de turbulence par

la flamme que via l’interaction entre le gradient de pression moyen et les variations de

masse volumique, négligeant en cela le rôle des fluctuations de pression.

Le modèle de Bigot et al. [9] est en plus applicable à des configurations de prémélange

partiel. Toutefois, l’utilisation de la variable d’avancement c et l’approche de “flammelet-

tes” restreint le domaine de richesse pour lequel le modèle est applicable.

Le modèle du second ordre complet, proposé dans la seconde partie de ce mémoire,

utilise une méthode de PDF et la fraction massique de combustible Y comme variable
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d’avancement. Ce modèle est applicable au prémélange partiel et théoriquement valable

sur tout le domaine de richesse. La modélisation des termes de pression sera inspirée du

modèle de Domingo et Bray [30] mais adaptée pour prendre en compte les hétérogènéités

de richesse.
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Deuxième partie

Le Modèle LW-P
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Chapitre 4

Description du Modèle LW-P

Le modèle que nous décrivons dans ce chapitre est basé sur l’analyse originale de

Libby et Williams [52], voir paragraphe 2.5. Ces travaux ont ensuite été poursuivis au

LCD à Poitiers et ont aboutis au modèle LW-P. Ce modèle du premier ordre a été validé

dans différentes configurations géométriques pour la combustion de mélange parfait ou

présentant des hétérogénéités de richesse [75, 76, 79, 80]. L’objectif est de développer

un modèle de PDF présumée du même type qui permette de simuler la production de

turbulence par la flamme associée à des mécanismes de diffusion non-gradient.

Le modèle utilise les approximations de Schvab-Zeldovitch (une réaction globale, Le = 1,

Ma < 0.3) introduites dans le premier chapitre de ce mémoire. Par conséquent, l’état ther-

mochimique du mélange est déterminé par deux variables, la fraction de mélange ξ définie

par la relation (1.19) et la fraction massique de combustible Y .

Les paramètres de forme de la PDF jointe P̃ (Y, ξ) (LW-P 1er ordre) sont déterminés

à partir des premiers et seconds moments de ξ et Y : la fraction de mélange moyenne ξ̃,

sa variance ξ̃′′2, la fraction massique moyenne Ỹ , sa variance Ỹ ′′2 et la covariance ξ̃′′Y ′′.

La résolution d’équations de transport pour ces cinq quantités moyennes ( (1.24), (1.25),

(1.32), (1.33), (1.34) ) est donc nécessaire.

Pour le modèle du second ordre (LW-P 2nd ordre), c’est-à-dire incluant des équations

de bilan pour les flux turbulents (1.28) et (1.30), une PDF jointe des deux scalaires et de

la vitesse est introduite : P̃ (Y, ξ, ui). Les paramètres de cette PDF sont déterminés par

les premiers et seconds moments des deux variables scalaires (comme LW-P 1er ordre ) et
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par les flux turbulents de ces scalaires ũ′′i Y ′′ et ũ′′i ξ′′.

Les transports turbulents sont modélisés soit par un modèle k − ε (LW-P 1er ordre)

soit par un modèle Rij − ε (LW-P 2nd ordre).

Le principal avantage de l’utilisation de ce type de méthode est de ne pas imposer un

régime de combustion particulier. Le modèle est donc théoriquement applicable à des confi-

gurations allant des flammes parfaitement prémélangées aux flammes non prémélangées,

quel que soit la valeur du nombre de Damköhler. La forme présumée de la PDF à plusieurs

pics de Dirac permet d’évaluer les différents termes non fermés des équations de trans-

port, notamment les termes liés à la réaction chimique. La PDF utilisée sera composée de

quatre pics de Dirac en prémélange partiel et seulement de deux pics en prémélange par-

fait. Dans ce dernier cas, seules les équations pour les deux moments scalaires Ỹ , Ỹ ′′2 et

les flux turbulents de Y sont nécessaires car la fraction de mélange est constante, ξ̃ = cte,

ξ̃′′2 = ξ̃′′Y ′′ = 0, ũ′′i ξ′′ = 0.

4.1 Cinétique Chimique

Le temps chimique est introduit dans les équations par l’expression instantanée du

taux de consommation de combustible. Ce taux de consommation peut être exprimé par

la loi d’Arrhénius (1.3) comme cela a été fait dans les travaux de Ribert et al. [75, 76] et

Robin et al. [79, 80]. Les constantes a et b sont, dans ces travaux, égales à l’unité et le

coefficient pré-exponentiel est ajusté au mélange réactif considéré dans chaque étude. Les

variations de richesse sont prises en compte dans cette expression du taux de disparition

de combustible par le biais de la température T (ξ, Y ) et des fractions massiques de réactifs

Y et YO2(ξ, Y ). Cependant, cette représentation globale de la cinétique n’est en générale

pas valable sur tout le domaine de richesse. Les travaux récents de Fernández-Tarrazo

et al. [33] ont confirmé qu’une représentation globale de la cinétique pouvait donner des

résultats satisfaisants sur tout le domaine de richesse à condition d’utiliser un facteur

pré-exponentiel et une température d’activation qui soient des fonctions de la richesse.

Dans notre cas, de façon à rendre la loi d’Arrhénius pour la réaction globale applicable
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à un large domaine de richesse nous l’exprimons de la façon suivante :

ω = ρΩ = ρK (ξ) (Y − Ymin (ξ)) exp [−Ta/T ] (4.1)

La température d’activation Ta est considérée constante mais le coefficient pré-exponentiel

K est fonction de la fraction de mélange. La valeur minimale possible pour la fraction

massique de combustible Ymin est également fonction de la fraction de mélange. Cette

valeur limite est définie par les droites de combustion complète du domaine de définition

des couples (ξ, Y ) (voir Fig.1.3). Une tabulation du facteur pré-exponentiel K (ξ) est créée

à l’aide d’un logiciel de calcul de flamme laminaire 1-D [38], les valeurs de K (ξ) étant

ajustées de façon à obtenir les mêmes vitesses de propagation que celles obtenues avec

des schémas cinétiques détaillés (le GRI 2.11 dans le cas de la combustion de méthane et

d’air).

Les raisons pour lesquelles la loi d’Arrhénius est exprimée sous cette forme et les détails

du calcul Chemkin sont explicités au paragraphe 9.2.2 du chapitre 9.

4.2 Espace des Compositions

Le domaine de définition de la PDF est limité par trois droites (voir Fig. 1.3 et

Fig. 4.1) : la droite de mélange où Y atteint sa valeur maximale Y = Ymax = ξ, la droite

de combustion complète pauvre où Y atteint sa valeur minimale pour des cas pauvres

Y = Ymin = 0 et la droite de combustion complète riche où Y atteint sa valeur minimale

pour des cas riches Y = Ymin = (ξ − ξst)/(1− ξst).

La variable d’avancement Y est donc comprise entre Ymin (gaz entièrement brûlés) et Ymax

(gaz frais). Ces limites sont des fonctions connues de la fraction de mélange ξ :

Ymax(ξ) = ξ et Ymin(ξ) = A(ξ).(ξ − ξst) (4.2)

A(ξ) représente le coefficient directeur de la droite Ymin(ξ), il est donc discontinu. A(ξ) = 0

en prémélange pauvre et A(ξ) = 1/(1 − ξst) en prémélange riche. En introduisant la

fonction de Heaviside H (ξ − ξst), on obtient finalement l’expression suivante.

A(ξ) =
1

1− ξst
H (ξ − ξst) (4.3)
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combustible pur

Y
=
Ym
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=
ξ

Y=Ymin

Y
=
Y m

in
ξξstξmin

ξmax

Y

0 1

1

Fig. 4.1 – Domaine d’existence des couples (ξ,Y )

Il faut remarquer que, dans des configurations de prémélanges partiels, la fraction de

mélange n’atteint pas systématiquement les valeurs extrêmes correspondant à l’oxydant

pur (ξ = 0) et au combustible pur (ξ = 1). Le domaine de définition est alors délimité

par deux droites supplémentaires ξ = ξmin et ξ = ξmax. Dans le cas limite de flammes

parfaitement prémélangées le domaine se réduit alors à une droite verticale ξ = ξmin =

ξmax.

4.3 Paramètres de la PDF

Le modèle LW-P est un modèle basé sur l’existence d’une PDF formée de quatre

distributions de Dirac. On considère de plus que pour chaque valeur de la richesse il

existe deux avancements différents, voir figure 4.2.

Les paramètres de la PDF, c’est-à-dire les positions et les amplitudes des pics de Dirac

dans l’espace des compositions, sont déterminés à partir des premiers et seconds moments

des scalaires : ξ̃, ξ̃′′2, Ỹ , Ỹ ′′2, ξ̃′′Y ′′.

Pour la modélisation du second ordre, des quantités supplémentaires interviennent : les
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vitesses moyennes conditionnées en chaque pic, quantités qui sont déterminés à partir des

flux turbulents scalaires ρu′′i ξ′′ et ρu′′i Y ′′.

4.3.1 Premier Ordre

La PDF jointe de fraction de mélange et de fraction massique de combustible P̃ (Y, ξ)

est tout d’abord exprimée par deux distributions de Dirac en deux valeurs de la fraction

de mélange :

P̃ (Y, ξ) = αP̃a(Y )δ (ξ − ξa) + (1− α)P̃b(Y )δ (ξ − ξb) (4.4)

Cette expression fait apparâıtre les PDF de Y conditionnées en ξa et ξb. Ces PDF sont, à

leur tour, exprimées par deux distributions de Dirac :

P̃a(Y ) = βδ (Y − Ya1) + (1− β)δ (Y − Ya2)

P̃b(Y ) = γδ (Y − Yb1) + (1− γ)δ (Y − Yb2)
(4.5)

Les quatres pics de Dirac résultant de la PDF jointe sont représentés dans l’espace des

compositions sur la figure 4.2.

Finalement, La PDF jointe est définie par neuf paramètres, α, β, γ, ξa, ξb, Ya1, Ya2,

Yb1 et Yb2 qui sont à déterminer.

Les quantités moyennes transportées ξ̃, ξ̃′′2, Ỹ , Ỹ ′′2 et ξ̃′′Y ′′ fournissent cinq relations :

ξ̃ = αξa + (1− α)ξb

ξ̃′′2 = αξa
2 + (1− α)ξb

2 − ξ̃
2

= α(1− α)(ξb − ξa)
2

(4.6)

Ỹ = αỸa + (1− α)Ỹb

Ỹ ′′2 = α
(
Ỹ ′′

a
2 + Ỹa

2
)

+ (1− α)
(
Ỹ ′′

b
2 + Ỹb

2
)
− Ỹ

2 (4.7)

ξ̃′′Y ′′ = αỸaξa + (1− α)Ỹbξb − Ỹ ξ̃ = α(1− α)(Ỹb − Ỹa)(ξb − ξa) (4.8)

Ces expressions font apparâıtre les moyennes et variances conditionnées en ξa et ξb, notées :

Ỹa, Ỹb, Ỹ ′′
a

2, Ỹ ′′
b

2. Les PDF conditionnées permettent d’exprimer ces quantités en fonction

des paramètres que l’on cherche à déterminer :

Ỹa = βYa1 + (1− β)Ya2

Ỹ ′′
a

2 = βY 2
a1 + (1− β)Y 2

a2 − Ỹa

2
= β(1− β)(Ya2 − Ya1)

2
(4.9)
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ξ10 ξstξmin

1

Y

ξmax

ξa

ξb

Ỹ max
b

Ỹ max
a

Ỹ min
b

Ỹ min
a

Positions des moyennes conditionnelles

Positions de la moyenne

Positions des pics

(D
)

Fig. 4.2 – Répartition des pics de Dirac dans le domaine

Ỹb = γYb1 + (1− γ)Yb2

Ỹ ′′
b

2 = γY 2
b1 + (1− γ)Y 2

b2 − Ỹb

2
= γ(1− γ)(Yb2 − Yb1)

2
(4.10)

Une sixième relation est obtenue en considérant que les variances normalisées condi-

tionnées en ξa et ξb sont égales :

Ỹ ′′
a

2

(Ỹ max
a − Ỹa)(Ỹa − Ỹ min

a )
=

Ỹ ′′
b

2

(Ỹ max
b − Ỹb)(Ỹb − Ỹ min

b )
(4.11)

Ỹ max
a ,Ỹ min

a ,Ỹ max
b ,Ỹ min

b sont les valeurs maximales et minimales possibles pour les moyennes

conditionnées en ξa et ξb, voir figure (4.2).

Finalement, les six relations (4.6),(4.7),(4.8) et (4.11) permettent d’obtenir les six

paramètres de la PDF suivant :

ξa = ξ̃ −
√

(1− α)

α
ξ̃′′2

ξb = ξ̃ +

√
α

(1− α)
ξ̃′′2

(4.12)
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Ya1 = Ỹa −
√

(1− β)

β
Ỹ ′′

a
2

Ya2 = Ỹa +

√
β

(1− β)
Ỹ ′′

a
2

(4.13)

Yb1 = Ỹb −
√

(1− γ)

γ
Ỹ ′′

b
2

Yb2 = Ỹb +

√
γ

(1− γ)
Ỹ ′′

b
2

(4.14)

Les trois paramètres toujours inconnus sont les amplitudes α, β et γ des distributions de

Dirac. Trois relations, permettant de les exprimer, sont nécessaires pour que les paramètres

de la PDF soient entièrement déterminés.

Deux méthodes sont proposées. Dans la première on considère que les expressions des

amplitudes, lorsque les pics sont sur les bords du domaine, sont valables quelles que

soient leurs positions. Les amplitudes s’expriment alors par les relations suivantes :

α =
ξmax − ξ̃

ξmax − ξmin

β =
Ỹ max

a − Ỹa

Ỹ max
a − Ỹ min

a

γ =
Ỹ max

b − Ỹb

Ỹ max
b − Ỹ min

b

(4.15)

Les valeurs maximales et minimales sont déterminées à partir du domaine de définition

de la PDF, voir figure 4.2.

Cette méthode peut poser des problèmes lorsque les positions des distributions s’écartent

de leurs positions limites. En effet, on peut se retrouver dans des situations où on obtient

la valeur moyenne avec des amplitudes des distributions très différentes.

La seconde méthode, proposée par Champion et Libby [23], consiste à utiliser le moment

du troisième ordre. Afin d’éviter de dériver des équations de transport supplémentaires,

P.Plion [71] a proposé d’exprimer le moment d’ordre 3 en fonction des deux premiers

moments. La relation (4.16) est utilisée pour calculer le moment d’ordre 3, cette relation

est issue des propriétés des fonctions β. Pour une variable H, comprise entre Hmin et

Hmax, on obtient :

H̃ ′′3 = 2H̃ ′′2
2 Hmax − 2H̃ +Hmin

(Hmax − H̃)(H̃ −Hmin) + H̃ ′′2
(4.16)

Le moment d’ordre 3 peut également être exprimé en considérant une PDF à 2 pics de

Dirac H1 et H2 d’amplitude respective µ et 1− µ :

H̃ ′′3 = µ(1− µ)(2µ− 1)(H2 −H1)
3 (4.17)
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A l’aide de ces deux relations on peut exprimer l’amplitude µ en fonction des deux premiers

moments, on obtient :

µ = 0.5± 0.5
√
b avec b =

H̃ ′′3
2

4H̃ ′′2
3

+ H̃ ′′3
2

et (4.18)

b =
H̃ ′′2(Hmax − 2H̃ +Hmin)

2

H̃ ′′2(Hmax − 2H̃ +Hmin)2 +
(
(Hmax − H̃)(H̃ −Hmin) + H̃ ′′2

)2

Cette relation est utilisée pour déterminer les amplitudes α, β, γ avec respectivement

les premier et second moments ξ̃ et ξ̃′′2, Ỹa et Ỹ ′′
a

2, Ỹb et Ỹ ′′
b

2. Les valeurs maximales et

minimales sont déterminées à partir du domaine de définition de la PDF.

Les positions et les amplitudes des pics de Dirac dans l’espace des compositions sont

maintenant connues.

4.3.2 Second Ordre

La PDF jointe du second ordre à trois dimensions ui (i = 1, 3) et deux dimensions

scalaires Y et ξ, est construite de la même manière que celle du premier ordre (deux

distributions à deux valeurs de la fraction de mélange et deux distributions à deux valeurs

de l’avancement de la réaction) :

P̃ (ui, Y, ξ) = αP̃a(ui, Y )δ (ξ − ξa) + (1− α)P̃b(ui, Y )δ (ξ − ξb) (4.19)

avec les PDF conditionnées en ξa et ξb suivantes :

P̃a(ui, Y ) = βδ (Y − Ya1) P̃a(ui|Ya1) + (1− β)δ (Y − Ya2) P̃a(ui|Ya2)

P̃b(ui, Y ) = γδ (Y − Yb1) P̃b(ui|Yb1) + (1− γ)δ (Y − Yb2) P̃b(ui|Yb2)
(4.20)

La différence avec la PDF du premier ordre est l’apparition des PDF de vitesse condi-

tionnées en chaque pic. Comme la masse volumique en chaque pic est constante, ces

PDF peuvent être exprimées indifféremment au sens de Favre ou au sens de Reynolds :

P̃j(ui|Yjk) = Pj(ui|Yjk), avec j = a, b et k = 1, 2.

Les 3 composantes de vitesse moyenne conditionnée sont définies par la relation sui-

vante :

uijk =

∫
uiPj(ui|Yjk)dui (4.21)
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Ces douze composantes de vitesse conditionnée sont les douze paramètres supplémentaires

de la PDF du second ordre. Douze relations sont nécessaires et neuf sont obtenues en

exprimant les trois composantes de la vitesse moyenne, les trois composantes des flux

turbulents de fraction de mélange et les trois composantes des flux turbulents de fraction

massique de combustible :

ũi = αũia + (1− α)ũib (4.22)

ũ′′i ξ′′ = αũiaξa + (1− α)ũibξb − ũiξ̃ = α(1− α)(ξb − ξa)(ũib − ũia) (4.23)

ũ′′i Y ′′ = α(ũiaỸa + ũ′′i Y ′′
a ) + (1− α)(ũibỸb + ũ′′i Y

′′
b )− ũiỸ (4.24)

Ces expressions font apparâıtre les vitesses moyennes ũia et ũib et les flux turbulents ũ′′i Y ′′
a ,

ũ′′i Y
′′
b conditionnés en ξa et ξb. Ces quantités s’expriment de la façon suivante :

ũia = βuia1 + (1− β)uia2

ũib = γuib1 + (1− γ)uib2

(4.25)

ũ′′i Y ′′
a = β (uia1 − ũia)

(
Ya1 − Ỹa

)
+ (1− β) (uia2 − ũia)

(
Ya2 − Ỹa

)

= β(1− β) (Ya2 − Ya1) (uia2 − uia1)

ũ′′i Y
′′
b = γ (uib1 − ũib)

(
Yb1−Ỹb

)
+ (1− γ) (uib2 − ũib)

(
Yb2 − Ỹb

)

= γ(1− γ) (Yb2 − Yb1) (uib2 − uib1)

(4.26)

Finalement, les vitesses moyennes conditionnées en chaque pic s’écrivent :

uia1 = ũia −
ũ′′i Y ′′

a

β (Ya2 − Ya1)

uia2 = ũia +
ũ′′i Y ′′

a

(1− β) (Ya2 − Ya1)

(4.27)

uib1 = ũib −
ũ′′i Y

′′
b

γ (Yb2 − Yb1)

uib2 = ũib +
ũ′′i Y

′′
b

(1− γ) (Yb2 − Yb1)

(4.28)

Avec les expressions suivantes pour les vitesses moyennes conditionnées en a et b :

ũia = ũi − ũ′′i ξ′′

α (ξb − ξa)

ũib = ũi +
ũ′′i ξ′′

(1− α) (ξb − ξa)

(4.29)
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Pour fermer le système, trois relations supplémentaires sont nécessaires. Nous considérons

que l’écart des composantes de vitesse moyenne conditionnée rapporté à l’écart de température

en ξa est égal à celui en ξb :

uia2 − uia1

T a2 − T a1

=
uib2 − uib1

T b2 − T b1

(4.30)

Cette dernière relation permet d’exprimer le rapport des flux turbulents conditionnés

ũ′′i Y ′′
a sur ũ′′i Y

′′
b :

ũ′′i Y ′′
a

ũ′′i Y
′′
b

=
β(1− β) (Ya2 − Ya1)

(
T a2 − T a1

)

γ(1− γ) (Yb2 − Yb1)
(
T b2 − T b1

) (4.31)

Tous les paramètres de la PDF du modèle au second ordre, positions des pics, ampli-

tudes et vitesses conditionnées sont finalement calculés à partir des premiers et seconds

moments de ξ et Y , de la covariance et des flux turbulents des deux variables.

4.4 Comportement de la PDF

La méthode de construction de la PDF permet de retrouver les différents cas limites,

comme illustré par la figure 4.3. Tout d’abord, lorsque la variance de fraction de mélange

est nulle, la PDF se réduit à deux pics de Dirac positionnés sur une droite verticale (cas

1 sur la figure 4.3), c’est le cas d’un prémélange parfait. Les positions des différentes

distributions sont alors uniquement contrôlées par la fraction massique moyenne de com-

bustible et sa variance. Si la variance de fraction massique est également nulle, tous les

pics sont sur le point moyen (cas 2 sur la figure 4.3). Si la variance de fraction massique

tend vers sa valeur maximale, les pics sont rejetés près des bords du domaine (cas 3 sur la

figure 4.3). Dans ce cas, la combustion a lieu en régime de flammelettes, le modèle LW-P

tend vers le modèle BML et les formes finales des taux de réaction chimique moyen sont

les mêmes [21].

La différence importante entre les modèles LW-P et BML est que le modèle BML est

constitué de deux pics dans des états non réactifs (gaz frais et gaz brûlés) et d’un fond

réactif alors que le modèle LW-P n’est constitué que de deux pics réactifs. Mais à la limite

ou γ tend vers zéro (BML), les deux pics de LW-P tendent vers les états non réactifs,

dans ce cas, la variance de fraction massique tend vers sa valeur maximale théorique : il

n’y a plus de réaction chimique, la flamme est devenue si mince qu’elle a disparu.
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Cas 1Y

cas général en
prémélange parfait

Cas 2

variance nulle
prémélange parfait

Cas 3

limite flammelettes
prémélange parfait
BML ≡ LW-P

Cas 4Y

ξ

cas général en
prémélange partiel

(D
)

Cas 5

ξ

gaz frais en
prémélange partiel

Cas 6

ξ

gaz brûlés en
prémélange partiel

Fig. 4.3 – Comportement de la PDF

Lorsque la variance de fraction de mélange est non nulle et que le point moyen est

dans les gaz frais (cas 5 sur la figure 4.3) ou dans les gaz brûlés (cas 6 sur la figure 4.3), la

PDF se réduit encore à deux pics de Dirac. Dans ces cas, deux des quatres pics de Dirac

sont sur la moyenne conditionnelle Ỹa et les deux autres sur la moyenne conditionnelle Ỹb.

Une caractéristique importante de cette PDF est que la pente d de la droite D qui relie

les moyennes conditionnelles (voir cas 4 sur la figure 4.3) est égale au rapport de la

covariance sur la variance de fraction de mélange. d est donc égale à l’unité dans les gaz

frais (ξ̃′′Y ′′ = ξ̃′′2 = Ỹ ′′2), à zéro dans les gaz brûlés issus d’un mélange pauvre et à

(ξ̃ − ξst)/(1− ξst) dans les gaz brûlés issu d’un mélange riche.

d =
ξ̃′′Y ′′

ξ̃′′2
(4.32)

Lorsque la PDF est constituée de 4 pics de Dirac répartis dans l’espace des composi-

tions (cas 4 sur la figure 4.3), on constate que c’est la covariance qui va piloter la pente d.
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Cette covariance a donc un rôle important lorsque la combustion est à richesse variable.

Cette pente va engendrer un avancement de la réaction plus important sur certaines ri-

chesses que sur d’autres. Il faut remarquer que dans le modèle LW-P originale utilisé par

Ribert et al. [75] où la PDF est composée de deux pics de Dirac quel que soit le cas

considéré, la covariance est dépendante des deux autres variances selon la relation (2.28) ;

la pente d de la droite qui relie ces deux pics est alors donnée par la relation (2.26).

4.5 Conclusions

Le modèle à PDF présumée présenté dans ce chapitre, qui consiste à répartir quatre

distributions de Dirac dans l’espace des compositions permet une analyse approfondie des

phénomènes induits par la combustion à richesse variable. Un deuxième avantage de cette

approche mathématique est la simplicité avec laquelle les différents termes non fermés des

équations de transport peuvent être modélisés.

Pour simplifier davantage les relations lors de la fermeture des différents termes des

équations, les quatres états a1, a2, b1 et b2 seront aussi notés q (q ∈ [1, 4]). Les valeurs

moyennes s’exprimeront donc de la manière suivante :

ξ̃ =
4∑

q=1

αqξq Ỹ =
4∑

q=1

αqYq ũi =
4∑

q=1

αquiq (4.33)

Les amplitudes αq sont reliées aux amplitudes α, β, γ par les expressions suivantes :

α1 = αa1 = αβ α2 = αa2 = α(1− β)

α3 = αb1 = (1− α)γ α4 = αb2 = (1− α)(1− γ)
(4.34)
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Chapitre 5

Présentation des Modèles de

Fermeture des Equations de

Transport

Dans ce chapitre, on propose des modèles de fermeture des termes inconnus des

équations de transport récapitulées dans le tableau 1.3. Pour cela le modèle LW-P décrit

dans le chapitre précédent est utilisé. Dans un premier temps nous traitons les équations

de transport des scalaires, puis celles des flux turbulents et enfin celles des tensions de

Reynolds. L’équation pour l’énergie cinétique turbulente k qui est utilisée dans le cas

d’une résolution au premier ordre n’est pas modifiée.

5.1 Equations Scalaires

5.1.1 Termes dus à la Réaction Chimique

La forme de la PDF présentée au cours du chapitre précédent et l’expression (4.1) pour

le taux de production chimique permet de calculer les différents termes moyens faisant

intervenir la réaction chimique. Tout d’abord, le terme de consommation ω introduit par

l’équation (1.25) pour la fraction massique de combustible moyenne s’exprime simplement
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en fonction des paramètres de la PDF :

ω = ρΩ̃ = ρ

∫ ∫
Ω(ξ, Y )P̃ (ξ, Y )dξdY = ρ

4∑
q=1

αqΩ (ξq, Yq) (5.1)

De la même façon le terme Y ′′ω intervenant dans l’équation (1.33) pour la variance de

fraction massique de combustible s’exprime par :

Y ′′ω = ρỸ ′′Ω = ρ

4∑
q=1

αq

(
Yq − Ỹ

)
Ω (ξq, Yq) (5.2)

Enfin, le terme ξ′′ω intervenant dans l’équation (1.34) pour la covariance s’écrit :

ξ′′ω = ρξ̃′′Ω = ρ

4∑
q=1

αq

(
ξq − ξ̃

)
Ω (ξq, Yq) (5.3)

5.1.2 Termes de Diffusion

Dans le cas du modèle du premier ordre, tous les termes de diffusion turbulente intro-

duits dans les équations de transport sont modélisés par une loi gradient comme décrits

par les équations (1.38) et (1.39).

Dans le modèle du second ordre les termes de diffusion turbulente, ρu′′i ξ′′ et ρu′′i Y ′′

existants dans les équations pour la fraction de mélange moyenne (1.24) et pour la frac-

tion massique moyenne de combustible (1.25) sont fermés puisque les flux turbulents sont

résolus.

L’utilisation de la PDF permet ainsi de fermer les termes de diffusion turbulente des

équations des seconds moments (1.32), (1.33) et (1.34), c’est-à-dire ρu′′i ξ′′
2, ρu′′i Y ′′2 ,

ρu′′i ξ′′Y ′′ :

ρu′′i ξ′′
2 = ρ

∫ ∫ ∫
(ui − ũi)

(
ξ − ξ̃

)2

P̃ (u, ξ, Y )duidξdY

= ρ

4∑
q=1

αq

(
ξq − ξ̃

)2

(uiq − ũi) (5.4)

ρu′′i Y ′′2 = ρ

4∑
q=1

αq

(
Yq − Ỹ

)2

(uiq − ũi) (5.5)

ρu′′i ξ′′Y ′′ = ρ

4∑
q=1

αq

(
ξq − ξ̃

)(
Yq − Ỹ

)
(uiq − ũi) (5.6)
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5.1.3 Termes de Dissipation

Les termes de dissipation des scalaires εξ, εY et εξY ne peuvent pas être fermés di-

rectement par la PDF car celle-ci fournit une information définie en un point alors que

les termes de dissipation qui font intervenir les gradients instantanés des variables Y et

ξ nécessitent une information définie au moins en deux points. Un modèle algébrique est

donc nécessaire pour fermer ces termes.

La dissipation du scalaire passif εξ est fermée par un modèle classique de relaxation

linéaire donné par la relation (1.48).

Le terme de dissipation d’un scalaire réactif ne peut pas être modélisé par ce modèle

de relaxation linéaire car la réaction chimique peut imposer fortement les gradients locaux

et donc la valeur de la dissipation. Le choix des modèles de fermeture des taux dissipa-

tion εY et εY ξ a donc une importance cruciale pour être en mesure de représenter avec

précision la combustion turbulente. Un modèle pour les dissipations scalaires spécifique à

la combustion turbulente des mélanges partiels sera ensuite proposé au chapitre 6.

5.2 Equations des Flux Turbulents

5.2.1 Terme dû à la Réaction Chimique

Dans les équations pour les flux turbulents, un seul terme fait intervenir la réaction

chimique : ψY
i = u′′i ω. La relation (4.1) et la PDF conduisent à l’expression suivante :

ψY
i = u′′i ω = ρũ′′i Ω = ρ

4∑
q=1

αq (uiq − ũi) Ω (ξq, Yq) (5.7)

5.2.2 Terme de Diffusion

Les termes de diffusion intervenant dans les équations des flux turbulents comprennent

la diffusion turbulente exprimée par les corrélations du troisième ordre, ρu′′ku
′′
i ξ
′′ et ρu′′ku

′′
i Y

′′

et la diffusion laminaire exprimée par les corrélations, u′′i ρD
∂ξ′′
∂xk

, ξ′′τik, u′′i ρD
∂Y ′′
∂xk

et Y ′′τik.

Suffisamment loin des parois solides, la diffusion laminaire peut être négligée devant la

diffusion turbulente. Concernant les corrélations du troisième ordre, nous utilisons ici le

modèle de Daly et Harlow (1.55). De fait les corrélations du troisième ordre peuvent
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également être exprimées en utilisant la PDF, ce qui conduit à :

ρu′′ku
′′
i ξ
′′ = ρ

4∑
q=1

αq

[
(ukq − ũk)(uiq − ũi)(ξq − ξ̃) + u′kqu

′
iq(ξq − ξ̃)

]

ρu′′ku
′′
i Y

′′ = ρ

4∑
q=1

αq

[
(ukq − ũk)(uiq − ũi)(Yq − Ỹ ) + u′kqu

′
iq(Yq − Ỹ )

] (5.8)

Mais ces relations font intervenir les tensions de Reynolds conditionnées en chaque pic de

Dirac u′kqu
′
iq, quantités qui ne sont pas connues.

Pour déterminer ces tensions de Reynolds conditionnées u′kqu
′
iq, il faut exprimer les

tensions de Reynolds ρu′′ku
′′
i avec la PDF et faire une hypothèse supplémentaire. Par

exemple, on peut considérer les intensités turbulentes conditionnées constantes :

u′kqu
′
iq

ukquiq

= Cki (5.9)

L’expression des tensions de Reynolds en utilisant la PDF, relation (5.10), permet alors

d’exprimer les tensions de Reynolds conditionnées en fonction des quantités connues :

ρu′′ku
′′
i = ρ

4∑
q=1

αq

[
(ukq − ũk)(uiq − ũi) + u′kqu

′
iq

]
(5.10)

u′kqu
′
iq =

[
ũ′′ku

′′
i −

4∑
q=1

αq(ukq − ũk)(uiq − ũi)

]
(ukquiq) /

(
4∑

q=1

αqukquiq

)
(5.11)

Cependant, l’hypothèse 5.9 utilisée pour déterminer les tensions de Reynolds condi-

tionnées est loin d’être vérifiée. Tenant compte de cette incertitude nous préférons utiliser

le modèle de Daly et Harlow pour fermer les corrélations du troisième ordre.

5.2.3 Terme de Dissipation

Les termes de dissipation des flux turbulents sont les suivants :

ρεYi = τik
∂Y ′′

∂xk

+ ρD
∂Y ′′

∂xk

∂u′′i
∂xk

ρεξi = τik
∂ξ′′

∂xk

+ ρD
∂ξ′′

∂xk

∂u′′i
∂xk

(5.12)

Ces dissipations, comme les dissipations des scalaires, ne peuvent pas être fermées en

utilisant la PDF. On cherche alors à établir des relations algébriques permettant de les

exprimer en fonction des quantités connues et en tenant compte de la structure réactive

de l’écoulement.



CHAPITRE 5. PRÉSENTATION DES MODÈLES DE FERMETURE DES EQUATIONS DE TRANSPORT 87

Dans un premier temps, on considère que la masse volumique est constante. L’équation

de continuité implique donc que la divergence de la vitesse est nulle, ce qui permet d’écrire :

τik
∂ξ′′

∂xk

= ρν
∂ξ′′

∂xk

∂ui

∂xk

τik
∂Y ′′

∂xk

= ρν
∂Y ′′

∂xk

∂ui

∂xk

(5.13)

Si maintenant on considère que le nombre de Reynolds est grand et que le nombre de

Schmidt est égal à l’unité (D = ν), on peut écrire :

ρεYi = 2ρD
∂Y

∂xk

∂ui

∂xk

= 2ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

∂ui

∂Y
ρεξi = 2ρD

∂ξ

∂xk

∂ui

∂xk

= 2ρD
∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

∂ui

∂ξ
(5.14)

Enfin, on estime que la vitesse évolue linéairement d’une poche de gaz à l’état 1 à une

poche de gaz à l’état 2, ce qui implique que la dérivée instantanée de vitesse par rapport

au scalaire est constante :

∂ui

∂Y
=

(ui2 − ui1)

(Y2 − Y1)
=
µ (1− µ) (Y2 − Y1) (ui2 − ui1)

µ (1− µ) (Y2 − Y1)
2 =

ũ′′i Y ′′

Ỹ ′′2

∂ui

∂ξ
=

(ui2 − ui1)

(ξb − ξa)
=
α (1− α) (ξb − ξa) (ui2 − ui1)

α (1− α) (ξb − ξa)
2 =

ũ′′i ξ′′

ξ̃′′2

(5.15)

Les termes de dissipation des flux turbulents des scalaires s’expriment alors en fonction

des quantités moyennes et des dissipations des variances des scalaires :

ρεYi = ρεY
ũ′′i Y ′′

Ỹ ′′2
ρεξi = ρεξ

ũ′′i ξ′′

ξ̃′′2
=
ρu′′i ξ′′

Rξτt
(5.16)

On constate que si les dissipations des scalaires sont fermées par un modèle de relaxa-

tion linéaire, ce qui est le cas pour le scalaire passif, alors les dissipations des flux turbu-

lents s’expriment également par un modèle de relaxation linéaire. Comme la dissipation

du scalaire réactif ρεY est fortement dépendante de la réaction chimique, la dissipation

des flux turbulents de fraction massique de combustible ρεYi l’est également.

Ces fermetures des termes de dissipation des flux turbulents semblent satisfaisantes

car elles permettent de retrouver le modèle habituel pour le scalaire passif. Par ailleurs le

modèle du scalaire réactif dépend effectivement de la réaction chimique.

5.2.4 Termes de Corrélation Scalaire-Pression

Comme nous l’avons vu dans la première partie, les termes de corrélation scalaire-

pression sont très importants car ils sont responsables du mécanisme de diffusion à contre-

gradient. Contrairement à ce qui a été fait dans les premières études sur le sujet, nous
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n’allons pas décomposer les termes Hξ
i et HY

i en une partie liée au gradient de pression

moyen et une partie liée aux fluctuations de pression, mais plutôt modéliser les termes

dans leur globalité. Le modèle que nous utilisons ici pour fermer ces termes est détaillé et

comparé avec des résultats de simulations numériques directes dans le chapitre 7. Le point

de départ de l’analyse est l’étude de Domingo et Bray décrite au chapitre 3. L’analyse est

développée dans le cadre du formalisme déjà décrit du modèle LW-P et étendue au cas

des prémélanges partiels.

5.3 Equations pour les Tensions de Reynolds

Les modèles classiques de fermeture des termes de dissipation et de corrélation vitesse-

pression qui apparaissent dans les équations pour les tensions de Reynolds tel que celui

proposé par Launder, Reece et Rodi [46] ne permettent pas de prendre en compte les

effets de la flamme sur la turbulence. Nous proposons ici de nouvelles fermetures tenant

compte de la structure réactive de l’écoulement.

5.3.1 Terme de Dissipation

La turbulence aux petites échelles correspondant au phénomène de dissipation généré

par les transports moléculaires est généralement considérée comme isotrope. De ce fait les

composantes εij du tenseur de dissipation peuvent s’exprimer en fonction de la dissipation

ε.

ρεij = τjk
∂u′′i
∂xk

+ τik
∂u′′j
∂xk

=
2

3
ρεδij (5.17)

Une équation de transport pour la dissipation turbulente ε doit alors être utilisée, cf Eq.

(1.46).

La présence de flammes dans l’écoulement a une influence importante sur les gradients

locaux de vitesse et donc sur la dissipation turbulente. De ce fait, l’hypothèse d’isotropie

utilisée pour la dissipation turbulente a de grandes chances d’être mise en défaut par la

présence de flammes. Pour caractériser une telle anisotropie engendrée par la combustion,

on peut envisager de résoudre chaque composante de la dissipation turbulente εij par une

équation de transport dont les termes prendraient en compte le phénomène de combustion.
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Cependant, cette technique augmenterait encore le nombre d’équations à résoudre, qui est

déjà important. Pour prendre en compte cette anisotropie sans résoudre des équations de

transport supplémentaires, on décompose la dissipation turbulente en une partie réactive

et une partie non réactive :

ρεij = [ρεij]NR + [ρεij]R (5.18)

La partie non réactive est considérée isotrope et est calculée par la résolution de l’équation

pour ε :

[ρεij]NR =
2

3
ρεδij (5.19)

La partie réactive est exprimée en utilisant les mêmes hypothèses que celles utilisées

pour exprimer les dissipations des flux turbulents ρεYi et ρεξi . Si la masse volumique est

constante et que le nombre de Reynolds est grand alors on peut écrire :

[ρεij]R =

[
2ρν

∂ui

∂xk

∂uj

∂xk

]

R

=

[
2ρν

∂ui

∂Y

∂uj

∂Y

∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

]

R

(5.20)

Supposant maintenant que le nombre de Schmidt est égal à l’unité et que les gradients de

vitesse par rapport à Y peuvent s’exprimer par la relation (5.15). On peut alors écrire :

[ρεij]R = ρεY
ũ′′i Y ′′ũ′′jY ′′
(
Ỹ ′′2

)2 (5.21)

Finalement, les composantes de la dissipation turbulente s’expriment de la façon sui-

vante :

ρεij =
2

3
ρεδij + ρεY

ũ′′i Y ′′ũ′′jY ′′
(
Ỹ ′′2

)2 (5.22)

5.3.2 Terme de Corrélation Vitesse-Pression

La méthode utilisée pour fermer ces termes est la même que celle utilisée pour fer-

mer les termes de corrélation scalaire-pression. Ils sont également très importants car

responsables de la production de turbulence par la flamme. Le modèle sera présenté au

chapitre 7.



90 CHAPITRE 5. PRÉSENTATION DES MODÈLES DE FERMETURE DES EQUATIONS DE TRANSPORT

5.4 Conclusions

Les termes inconnus des équations de transports résolues dans le contexte du modèle

LW-P (premier et second ordre) ont été traités dans ce chapitre. Les modèles de fermeture

proposés prennent en compte la structure réactive de l’écoulement, y compris les modèles

des termes des équations pour les tensions de Reynolds et pour le taux dissipation de la

turbulence.

Les fermetures des taux de dissipation des scalaires ainsi que les fermetures des termes

de corrélation avec la pression qui jouent des rôles cruciaux dans la modélisation de la

combustion turbulente sont développées respectivement dans les chapitres 6 et 7.
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Chapitre 6

Dissipations Scalaires

Dans les trois équations de transport pour les seconds moments des scalaires ξ et Y ,

soit ρξ′′2, ρY ′′2 et ρξ′′Y ′′, apparaissent trois termes de dissipation définis par les équations

(1.47) : εξ, εY , εY ξ. Comme nous l’avons vu au paragraphe 1.3.1 du chapitre 1, la dissipation

du scalaire passif εξ peut être modélisée par un modèle usuel de relaxation ; comme celui

défini par l’équation (1.48).

Concernant maintenant les termes de dissipation des fluctuations de la variable réactive

Y nous avons rappelé, cf Eq. (2.17), que dans le cas d’un prémélange parfait et du régime

de “flammes plissées”, la dissipation scalaire εY est directement reliée au taux de réaction

chimique moyen par une relation algébrique simple. Dans le cas général où la combustion

s’écarte du régime de flammelettes et où le prémélange n’est que partiel, l’expression du

taux de dissipation de Y doit être bien entendu revue, la relation (2.17) ne représentant

qu’une limite possible.

Dans le cas d’un prémélange parfait en régime de “flammes épaissies”, la dissipation

scalaire est pilotée par le mélange turbulent et se comporte donc comme la dissipation

d’un scalaire passif. Le modèle habituel de relaxation linéaire (1.48) peut être utilisé dans

ce cas.

Notre objectif est de proposer un modèle de dissipation, tout d’abord en prémélange

parfait, qui soit applicable à tous les régimes de combustion. Le modèle doit donc pouvoir

retrouver les deux limites des “flammes plissées” et des “flammes épaissies”. Le modèle

de dissipation sera ensuite étendu pour prendre en compte les prémélanges partiels.
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On pourrait dériver une équation de transport pour la dissipation puis la fermer

[53, 59]. Dans la mesure où la fermeture d’une telle équation dans toute sa généralité

pose encore des problèmes et aussi pour des raisons de simplicité du modèle, nous choi-

sirons d’utiliser une fermeture algébrique plus simple. Cette fermeture doit permettre de

retrouver les comportements limites tels qu’ils peuvent a priori être obtenus à partir de

la résolution de l’équation de transport de εY (Mura et al. [61]).

L’analyse décrite dans les paragraphes qui suivent a été publiée dans “Combustion

and Flame” [61]. Elle a par ailleurs été validée dans le cadre de la simulation des flammes

turbulentes stratifiées [80, 81].

6.1 Prémélange Parfait

Nous considérons dans un premier temps un prémélange parfait, caractérisé par la

variable d’avancement Y .

Le modèle de dissipation proposé pour les prémélanges parfaits doit tenir compte des

deux régimes limites des “flammes plissées” et des “flammes épaissies”. Dans la limite des

flammes plissées on montre que

ρεY = −2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

− ω
(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

)
+ 2ωY ′′ (6.1)

La démonstration analytique de cette expression de la dissipation en régime de “flammes

plissées” est détaillé en annexe A. Lorsque l’on considère un nombre de Reynolds élevé,

les termes de gradients moyens peuvent être négligés, soit :

ρεY = −ω
(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

)
+ 2ωY ′′ (6.2)

Concernant maintenant la limite des flammes épaissies un modèle de relaxation linéaire

peut être utilisé :

ρεY =
ρY ′′2

τY
=
ρY ′′2

RY τt
(6.3)

On fait maintenant l’hypothèse que le passage d’une limite à l’autre dépend d’une
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fonction de ségrégation SY définissant l’état de fluctuation de Y :

ρεY = SY

(
−ω

(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

)
+ 2ωY ′′

)

+ (1− SY )

(
ρY ′′2

RY τt

)
(6.4)

Ce facteur de ségrégation, normalisé entre 0 et 1 s’exprime par :

SY =
Ỹ ′′2

(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)
(6.5)

Lorsque SY → 0, on atteint le régime de flammes infiniment épaisses et on retrouve la

fermeture (6.3) pour la dissipation. Lorsque SY → 1, on est en régime de flammelettes et

on retrouve la fermeture (6.2).

6.2 Prémélange Partiel

Dans le cas plus général où le prémélange est partiel, l’état de l’écoulement dépend

des deux variables ξ et Y . La dissipation du scalaire passif est modélisable par l’équation

(1.48) et il reste deux termes de dissipation à modéliser : ρεY et ρεξY .

Dans le cas du régime de “flammes épaissies”, on peut utiliser le modèle de relaxation

linéaire pour ces deux dissipations :

ρεY =
ρY ′′2

τY
=
ρY ′′2

RY τt
ρεY ξ =

ρY ′′ξ′′

τY ξ

=
ρY ′′ξ′′

RY ξτt
(6.6)

En revanche, il reste à établir les expressions des dissipations ρεY et ρεξY dans le cas

d’un régime de “flammes plissées”. Pour les obtenir, on conduit une analyse analogue à

celle qui a mené à l’équation (6.2), et applicable aux mélanges partiels.

La bimodalité de la PDF est supposée exister quelle que soit la richesse. Cependant,

Ymax et Ymin sont maintenant des fonctions de la fraction de mélange, données par les

équations (4.2) et (4.3). On peut démontrer que (cf annexe A) :

2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

= ω (Ymax − 2Y + Ymin)

+
(Ymax − Y )

1− ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ (ξ − ξst)

(6.7)
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En remplaçant Ymax et Ymin par les relations (4.2) et (4.3), on obtient :

2A(ξ)ρD
∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

+ 2ρD
∂ξ

∂xk

∂Y

∂xk

+ 2A(ξ)ρD
∂Y

∂xk

∂ξ

∂xk

+ 2ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

= ω (Ymax − 2Y + Ymin) (6.8)

+
(ξ − Y )

1− ξst

(
ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ (ξ − ξst)

Le dernier terme du membre de droite est négligé. Ce terme fait intervenir la dissipation

du scalaire passif conditionnée à la stœchiométrie, Il peut devenir non négligeable dans les

flammes de diffusion. Les fluctuations de A autour de la stœchiométrie sont aussi négligées,

soit A′′ = 0. Cette hypothèse permet d’exprimer facilement les valeurs moyennes de Ymax

et Ymin :

Ỹmin = Ã(ξ̃ − ξst) Y ′′
min = Ãξ′′ (6.9)

L’équation (6.8) est moyennée en prenant en compte les hypothèses précédentes et en

considérant un grand nombre de Reynolds :

− (1 + Ã)ρεY ξ + Ãρεξ + ρεY = −ω
(
Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin

)
− (1 + Ã)ωξ′′ + 2ωY ′′ (6.10)

Si on considère un prémélange parfait, c’est-à-dire ξ̃ = cte et ξ′′ = 0, l’équation (6.10)

dégénère alors vers l’équation (6.2).

L’équation (6.10) fournit une relation entre les trois dissipations scalaires moyennes

ρεξ, ρεY et ρεY ξ en régime de “flammes plissées”. La dissipation du scalaire passif ρεξ est

fermée mais les deux autres dissipations sont toujours inconnues.

Afin d’avoir une idée des expressions de ces dissipations ρεY et ρεY ξ à la limite du

régime de “flammes plissées” nous avons tout d’abord cherché à exprimer les valeurs de

la variance Ỹ ′′2 et de la covariance Ỹ ′′ξ′′ lorsque cette limite est atteinte.

6.2.1 Expressions des Seconds Moments dans le Régime des

“Flammes Plissées”

En prémélange partiel, les fluctuations du scalaire réactif Y sont dues à la fois à la

réaction chimique et au mélange turbulent. Dans les gaz frais : Ỹ ′′2 = Ỹ ′′ξ′′ = ξ̃′′2 les

fluctuations de Y sont directement reliées aux fluctuations du scalaire passif ξ.
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On peut démontrer (cf annexe A) que les valeurs de la variance Ỹ ′′2 et de la covariance

Ỹ ′′ξ′′ à la limite où le régime de flammes infiniment minces est atteint s’expriment de la

façon suivante :

Ỹ ′′2 = (Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +
(
λ+ (1− λ)Ã

2
)
ξ̃′′2

Ỹ ′′ξ′′ =
(
λ+ (1− λ)Ã

)
ξ̃′′2

(6.11)

avec

λ =
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin

et (1− λ) =
Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin

(6.12)

Le premier terme du membre de droite de la relation exprimant la valeur limite de la

variance de fraction massique (Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin), représente la part de variance due

à la réaction chimique et le second terme
(
λ+ (1− λ)Ã

2
)
ξ̃′′2, la part due au mélange

turbulent. Dans le cas d’un prémélange parfait, on retrouve bien la relation habituelle :

Ỹ ′′2 = (Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin).

Dans les travaux précédemment publiés [61], nous avons proposé d’ exprimer les dis-

sipations ρεY et ρεY ξ par analogie avec les valeurs limites des variances et covariances

lorsque la limite du régime de “flammes plissées” est atteint et de façon à ce que les

relations soient en accord avec la relation 6.10 :

ρεY = −ω
(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

)
+ 2ωY ′′ +

(
λ+ (1− λ)Ã

2
)
ρεξ (6.13)

ρεY ξ = ωξ′′ +
(
λ+ (1− λ)Ã

)
ρεξ (6.14)

Ces relations vérifient bien la relation 6.10 mais on peut obtenir les expressions exactes de

ρεY et ρεY ξ en écrivant les équations de transport pour les valeurs limites de la variance

et de la covariance (6.11), c’est ce qui est fait en annexe A. Les relations obtenues (A.45)

et (A.52) sont fermées mais complexes ; en considérant un écoulement à grand nombre de

Reynolds et en négligeant les termes d’ordre élevé, on obtient :

ρεY = −(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω + 2Y ′′ω − (1 + Ã)(1− Ã)

Ỹmax − Ỹmin

ξ̃′′2ω

+(1 + Ã)
(
λ+ (1− λ) Ã

) (
ρεξ + 2ρu′′kξ

′′ ∂ξ̃
∂xk

)

+(1 + Ã)

(
−ρu′′kY ′′ ∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′ ∂Ỹ
∂xk

)
+ Ãρεξ

(6.15)
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ρεY ξ = ξ′′ω +
(
λ+ (1− λ) Ã

) (
ρεξ + 2ρu′′kξ

′′ ∂ξ̃
∂xk

)
− (1− Ã)

Ỹmax − Ỹmin

ξ̃′′2ω

−ρu′′kY ′′ ∂ξ̃
∂xk

− ρu′′kξ
′′ ∂Ỹ
∂xk

(6.16)

Maintenant que les expressions des dissipations sont connues pour les cas limites des

“flammes plissées” et des “flammes épaissies”, le facteur de ségrégation SY nous permet

de passer d’une limite à une autre :

ρεY = SY

(
[ρεY ]f

)
+ (1− SY )

(
ρY ′′2

RY τt

)

ρεY ξ = SY

(
[ρεY ξ]f

)
+ (1− SY )

(
ρY ′′ξ′′

RY ξτt

) (6.17)

où [ρεY ]f et [ρεY ξ]f sont les taux de dissipation scalaire, à la limite des flammes infiniment

minces, fournis par les relations (6.15) et (6.16). Cette proposition plus générale a été

employée pour simuler les flammes en V stratifiées turbulentes étudiées expérimentalement

au CORIA [26].

6.2.2 Facteur de Ségrégation SY

Le facteur de ségrégation utilisé dans le cas particulier d’un prémélange parfait (6.5)

n’est plus valide en prémélange partiel. En effet, contrairement au prémélange parfait,

lorsque le régime de “flammes épaissies” est atteint, la variance du scalaire réactif n’est

pas nulle ; elle est dans ce cas contrôlée par le mélange turbulent et donc directement

fonction de la variance du scalaire passif :

ρY ′′2 =
(
ρY ′′2

)
min

=

(
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin

+
Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin

Ã
2

)
ρξ′′2 (6.18)

On choisit donc d’exprimer le facteur de ségrégation comme suit :

SY =
ρY ′′2 −

(
ρY ′′2

)
min(

ρY ′′2
)

max
−

(
ρY ′′2

)
min

(6.19)

où
(
ρY ′′2

)
min

représente la variance minimale possible, celle atteinte en régime de “flammes

épaissies” (équation (6.18)).
(
ρY ′′2

)
max

représente la variance maximale possible, celle at-

teinte en régime de flammes infiniment minces (équation (6.11)). On obtient finalement
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le facteur de ségrégation suivant :

SY =
Ỹ ′′2 −

(
(Ỹ − Ỹmin)/(Ỹmax − Ỹmin) + (Ỹmax − Ỹ )/(Ỹmax − Ỹmin)Ã

2
)
ξ̃′′2

(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin)
(6.20)

Lorsque l’on considère un prémélange parfait, cette équation dégénère correctement vers

l’équation (6.5).

6.3 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons proposé des expressions fermées pour les trois dissipations

scalaires qui décrivent le mélange à petite échelle des écoulements turbulents partiellement

prémélangés. Ces expressions permettent de retrouver les limites correspondant au régime

de flammelettes et au régime de flammes épaissies dans les deux cas : mélange parfait et

mélange partiel. Les fermetures sont ainsi applicables à tous les régimes de combustion

en accord avec le modèle LW-P.

Les développements analytiques détaillés sont donnés dans l’annexe A. Ces travaux de

modélisation des dissipations scalaires en prémélange partiel ont fait l’objet d’un article

dans “Combustion and Flame” [61], reportée en annexe C.
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Chapitre 7

Modélisation des Effets des

Fluctuations de Pression

Ce chapitre est consacré à la modélisation des termes représentant en particulier le

couplage entre gradient de pression et dégagement de chaleur Hξ
i , H

Y
i et Hij intervenant

respectivement dans les équations des flux turbulents du scalaire réactif, des flux tur-

bulents du scalaire passif et des tensions de Reynolds. Ces termes sont responsables du

transport turbulent à contre-gradient lorsqu’il se produit et de la production de turbu-

lence par la flamme. Comme ces phénomènes sont dus aussi bien aux effets du gradient

de pression moyen que du gradient des fluctuations de pression, les termes sont modélisés

globalement et les différentes contributions ne sont pas séparées dans l’analyse.

L’analyse proposée est basée sur une PDF discrète, composée de distributions de Dirac,

applicable au modèle LW-P mais aussi à d’autres modèles de combustion turbulente.

L’utilisation de cette PDF discrète conduit à l’introduction des gradients de pression

moyenne conditionnés dans les différents états du mélange. Ces gradients de pression

conditionnés sont déterminés par une méthode inspirée par les travaux de Domingo et

Bray [30].

Le modèle finalement obtenu est validé dans le cas d’une flamme plane se propa-

geant dans un mélange de richesse constante, par confrontation avec des résultats issus

de simulations numériques directes. Ces travaux de modélisation ont été présentés au

“Mediterranean Combustion Symposium” en 2007 [83].
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7.1 Utilisation de la PDF

La PDF jointe (au sens de Favre) scalaires-vitesse est composée de nq distributions de

Dirac et s’écrit de la façon suivante :

P̃ (ui, Y, ξ) =

nq∑
q=1

αqP (ui|(Yq, ξq))δ (Y − Yq) δ (ξ − ξq) (7.1)

où (ξq, Yq) est la position du pic q dans l’espace des compositions, αq son amplitude et

nq le nombre de pics qui composent la PDF. nq est égal à 4 avec le modèle LW-P en

prémélange partiel mais peut aussi tendre vers l’infini dans le cas d’un modèle à PDF

continue. Les vitesses moyennes conditionnées sont définies de la même manière que celles

introduites dans la relation 4.21 :

uiq =

∫
uiP (ui|(Yq, ξq))dui (7.2)

Cette PDF nous permet d’exprimer les termes de pression Hξ
i , H

Y
i et Hij :

Hξ
i = −ξ′′ ∂p

∂xi

= −ρ
˜
ξ′′

1

ρ

∂p

∂xi

= −ρ
nq∑

q=1

αq(ξq − ξ̃)
1

ρq

[
∂p

∂xi

]

q

(7.3)

HY
i = −Y ′′ ∂p

∂xi

= −ρ
˜
Y ′′ 1

ρ

∂p

∂xi

= −ρ
nq∑

q=1

αq(Yq−Ỹ )
1

ρq

[
∂p

∂xi

]

q

(7.4)

Hij = −u′′i
∂p

∂xj

− u′′j
∂p

∂xi

= −ρ
nq∑

q=1

αq(ujq − ũj)
1

ρq

[
∂p

∂xi

]

q

+ ρ

nq∑
q=1

αq
1

ρq

[
−u′j

∂p′

∂xi

]

q

−ρ
nq∑

q=1

αq(uiq − ũi)
1

ρq

[
∂p

∂xj

]

q

+ ρ

nq∑
q=1

αq
1

ρq

[
−u′i

∂p′

∂xj

]

q

(7.5)

Ces expressions font intervenir les gradients de pression moyenne conditionnés en chaque

état q. Des corrélations conditionnées supplémentaires apparaissent dans la relation (7.5)

pour le terme Hij. Il n’y a pas de corrélation équivalente dans les relations (7.3) et (7.4)

car il n’y a pas de fluctuation possible de ξ et Y pour chaque état (ξ=ξq,Y=Yq). Le terme

Hij qui représente la corrélation vitesse-gradient de pression peut être divisé en deux
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contributions 1 et 2 telles que :

Hij = [Hij]1 + [Hij]2 (7.6)

[Hij]1 = −ρ
nq∑

q=1

αq(uiq − ũi)
1

ρq

[
∂p

∂xj

]

q

− ρ

nq∑
q=1

αq(ujq − ũj)
1

ρq

[
∂p

∂xi

]

q

(7.7)

[Hij]2 = ρ

nq∑
q=1

αq
1

ρq

[
−u′i

∂p′

∂xj

]

q

+ ρ

nq∑
q=1

αq
1

ρq

[
−u′j

∂p′

∂xi

]

q

(7.8)

Il est important de noter ici que le terme [Hij]2 est le seul terme non nul lorsqu’il n’y a

pas de fluctuations de scalaires (en dehors des zones de combustion et/où de mélange) car

il représente les mêmes effets de redistribution de l’énergie par les fluctuations de pression

que ceux que l’on observe dans un écoulement de fluide à masse volumique constante. Le

modèle adopté pour le terme [Hij]2 doit donc prendre en compte ce mécanisme d’isotro-

pisation de l’écoulement. Il faut remarquer qu’il n’y a pas de terme équivalent dans les

expressions Hξ
i et HY

i car les effets de mélange de type “masse volumique constante” sont

inclus dans les expressions (7.3) et (7.4).

7.2 Gradients de Pression Moyenne Conditionnés

Les gradients de pression moyenne conditionnés sont décomposés en deux parties, une

contribution non-réactive et une contribution réactive :
[
∂pq

∂xi

]

q

=

[
∂p

∂xi

]NR

q

+

[
∂p

∂xi

]R

q

(7.9)

La partie non-réactive est modélisée en introduisant les équations de transport moyennes

conditionnées en chaque état q en procédant d’une manière analogue à celle utilisée par

Domingo et Bray pour les états représentant les gaz frais et les gaz brûlés du modèle

BML : [
∂p

∂xi

]NR

q

= −ρq
∂uiq

∂t
− ρqukq

∂uiq

∂xk

(7.10)

La partie réactive est, quant à elle, modélisée en introduisant des relations approchées de

flamme plane prémélangée laminaire :

dp

dn
= −ρun

dun

dn
ω = ρun

dY

dn
ρun = ρr|SL| (7.11)
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Dans ces relations de flammelettes, −→n est le vecteur unitaire normal au front de flamme

local et dirigé vers les gaz brûlés (−→n=
−−→∇Y /‖−−→∇Y ‖), voir figure 7.1. SL est la vitesse de

flamme laminaire, déjà introduite dans la première partie de ce mémoire, et ρr la masse

volumique des gaz frais.

−→
SL

−→xi

−→n

Y = Yq

Gaz frais
ξ = ξq
Y = Ymax = ξ

Gaz brûlés
ξ = ξq
Y = Ymin

Flammelette

Fig. 7.1 – Définition du vecteur unité normal à la flammelette

Les relations 7.11 précédentes conduisent à l’expression suivante du gradient de pression

à travers la flamme locale dans la direction xi :

∂p

∂xi

=
∂p

∂n

∂n

∂xi

= −ρun
∂un

∂Y

∂Y

∂n

∂n

∂xi

= −ω∂un

∂Y

∂n

∂xi

(7.12)

∂n/∂xi est directement relié à l’angle entre les vecteurs unitaires −→n et −→xi . Si l’on considère

maintenant que la dérivée ∂un/∂Y est constante à la traversée de la flamme locale,

l’équation de continuité nous permet d’obtenir la relation suivante :

∂un

∂Y
=
unp − unr

Yp − Yr

= − unp − unr

Ymax − Ymin

= −
unr

(
ρr

ρp
− 1

)

Ymax − Ymin

= − τ |SL|
Ymax − Ymin

(7.13)

On remarque que le facteur d’expansion thermique τ , la vitesse de flamme laminaire SL

et les extremums de Y , Ymax et Ymin sont des fonctions de la fraction de mélange.

Finalement, le gradient de pression à travers la flammelette locale s’écrit :

∂p

∂xi

= ω
τ |SL|

Ymax − Ymin

∂n

∂xi

(7.14)

Tenant compte de ces résultats, la partie réactive du gradient de pression moyenne condi-
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tionné à l’état q est :

[
∂p

∂xi

]R

q

= ωq
τ(ξq)|SL(ξq)|

Ymax(ξq)− Ymin(ξq)
< −→n .−→xi >= ρqΩq

τ(ξq)|SL(ξq)|
Ymax(ξq)− Ymin(ξq)

| < −→n .−→xi >

(7.15)

Compte tenu des expressions (7.10) et (7.15) des parties non-réactives et réactives

des gradients de pression moyenne conditionnés, les termes Hξ
i , H

Y
i et [Hij]1 peuvent

finalement s’écrire :

Hξ
i =

[
Hξ

i

]NR

+
[
Hξ

i

]R

= ρ

nq∑
q=1

αq(ξq − ξ̃)

(
∂uiq

∂t
+ ukq

∂uiq

∂xk

)

−ρ
nq∑

q=1

αq(ξq − ξ̃)Ωq
τ(ξq)|SL(ξq)|

Ymax(ξq)− Ymin(ξq)
< −→n .−→xi >

(7.16)

HY
i =

[
HY

i

]NR
+

[
HY

i

]R
= ρ

nq∑
q=1

αq(Yq − Ỹ )

(
∂uiq

∂t
+ ukq

∂uiq

∂xk

)

−ρ
nq∑

q=1

αq(Yq − Ỹ )Ωq
τ(ξq)|SL(ξq)|

Ymax(ξq)− Ymin(ξq)
< −→n .−→xi >

(7.17)

[Hij]1 = [Hij]
NR
1 + [Hij]

R
1 = ρ

nq∑
q=1

αq(uiq − ũi)

(
∂ujq

∂t
+ ukq

∂ujq

∂xk

)

+ρ

nq∑
q=1

αq(ujq − ũj)

(
∂uiq

∂t
+ ukq

∂uiq

∂xk

)

−ρ
nq∑

q=1

αq(uiq − ũi)Ωq
τ(ξq)|SL(ξq)|

Ymax(ξq)− Ymin(ξq)
< −→n .−→xj >

−ρ
nq∑

q=1

αq(ujq − ũj)Ωq
τ(ξq)|SL(ξq)|

Ymax(ξq)− Ymin(ξq)
| < −→n .−→xi >

(7.18)

Le seul terme qu’il reste à modéliser est le terme de [Hij]2 qui représente les effets

d’isotropisation induits par les fluctuations de pression.

7.3 Les Effets d’Isotropisation

Pour modéliser le terme [Hij]2, nous utilisons une méthode semblable à celle utilisée

par exemple par Djenidi et Antonia [29] pour représenter de façon fermée le terme Φij

(Φij = −u′′i ∂p′/∂xj − u′′j∂p′/∂xi) dans le cas des écoulements de fluide à masse volumique

constante. Cette méthode consiste à analyser l’équation de transport pour le tenseur



104 CHAPITRE 7. MODÉLISATION DES EFFETS DES FLUCTUATIONS DE PRESSION

d’anisotropie bij (1.52) et à constater que l’isotropisation se traduit par un équilibre des

termes du membre de droite de cette équation. Dans le cas présent notre objectif est

de trouver un modèle pour le terme [Hij]2. L’expression du tenseur d’anisotropie donne

alors :
(

[Hij]2 −
ũ′′i u

′′
j

2k
[Hkk]2

)
= C1

(
ρεij −

ũ′′i u
′′
j

2k
ρεkk

)
− C2

(
Pij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Pkk

)

−C3

(
[Hij]1 −

ũ′′i u
′′
j

2k
[Hkk]1

) (7.19)

La méthode classique utilisée pour les écoulements à masse volumique constante pour

fermer Φij (1.54) n’est pas utilisable lorsque la masse volumique varie car l’hypothèse

qui permet de négliger la trace Φkk n’est plus vraie (divergence nulle de la vitesse). En

revanche, les corrélations vitesse-pression
[
u′i∂p′/∂xj

]
q

qui composent le terme [Hij]2 sont

conditionnées en chaque état q, or la masse volumique en chaque état est constante ; la

trace [Hkk]2 peut donc être négligée, ce qui permet d’obtenir le terme [Hij]2 à partir de la

relation précédente :

[Hij]2 = C1

(
ρεij −

ũ′′i u
′′
j

2k
ρεkk

)
− C2

(
Pij −

ũ′′i u
′′
j

2k
Pkk

)

−C3

(
[Hij]1 −

ũ′′i u
′′
j

2k
[Hkk]1

) (7.20)

La pertinence de ce modèle, pour une flamme turbulente en prémélange parfait, est

démontrée dans le paragraphe suivant, par confrontation du modèle à une simulation

numérique directe 3D d’une flamme plane turbulente.

7.4 Caractéristiques des Bases de Données DNS

La base de données utilisée pour tester ce modèle est l’une de celles obtenues par

Nishiki et al. [67, 68] pour trois valeurs différentes du taux d’expansion thermique. Dans

ces simulations, une réaction chimique globale irréversible est considérée et l’intensité

turbulente est comparable à la vitesse de flamme laminaire, voir tableau 7.1. Le nombre

de Reynolds de l’échelle intégrale est 95, 5 pour les trois bases de données (ReT = 95, 5).

La résolution spatiale du domaine de calcul est de 512×128×128. La méthode numérique
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est basée sur un schéma spectral dans les directions y et z et sur un schéma par différences

finies précis au sixième ordre dans la direction x. L’intégration temporelle est réalisée par

un schéma Runge Kutta précis au troisième ordre. Plus de détails concernant les bases

de données DNS sont fournis dans les articles de Nishiki et al. [67, 68]. Les conditions

principales du calcul sont reportées dans le tableau 7.1.

cas H cas M cas L

ρr/ρp 7,530 5,000 2,500

SL(m/s) 0,600 0,523 0,416

δL(mm) 0,217 0,191 0,158

u′/SL 0,880 1,010 1,260

lT /δL 15,9 18 21,8

ReT 95,5 95,5 95,5

Da 18,1 17,8 17,3

Ka 0,54 0,55 0,56

Tab. 7.1 – Caractéristiques des bases de données DNS

Dans ces simulations, la flamme moyenne se propage dans le direction x. Les moyennes

d’ensemble sont obtenues dans le plan normal à la flamme moyenne (y,z). La vitesse

moyenne entrante est ajustée de telle sorte que la flamme turbulente est statistiquement

stable dans le domaine de calcul et que les résultats peuvent être moyennés dans le temps.

Les résultats sont adimensionnés par la vitesse du son dans les gaz frais (387m/s) et par

la longueur du domaine de calcul (4 mm).

Les modèles que nous cherchons à valider sont testés uniquement dans le cas H où

le taux d’expansion thermique est le plus réaliste, avoisinant la valeur d’un mélange de

richesse 0.9 (τ = 6, 53).
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7.5 Validation du Modèle en Prémélange Parfait

Considérant le cas d’un mélange parfait combustible-air, les termes τ(ξq), SL(ξq),

Ymax(ξq) et Ymin(ξq) sont alors constants et les expressions (7.17), (7.18) s’écrivent :

HY
i = ρ

nq∑
q=1

αq(Yq − Ỹ )

(
∂uiq

∂t
+ ukq

∂uiq

∂xk

)
− τ |SL|
Ymax − Ymin

ωY ′′ < −→n .−→xi > (7.21)

[Hij]1 = ρ

nq∑
q=1

αq(uiq − ũi)

(
∂ujq

∂t
+ ukq

∂ujq

∂xk

)
− τ |SL|
Ymax − Ymin

ωu′′i <
−→n .−→xj >

+ρ

nq∑
q=1

αq(ujq − ũj)

(
∂uiq

∂t
+ ukq

∂uiq

∂xk

)
− τ |SL|
Ymax − Ymin

ωu′′j <
−→n .−→xi >

(7.22)

Pour déterminer complètement ces termes de pression, le nombre de distributions de Dirac

qui composent la PDF doit être défini. Avec le modèle LW-P en prémélange parfait ce

nombre est nq = 2.

Il est important de remarquer que lorsque le modèle BML est utilisé, les parties non-

réactives sont composées de deux pics de Dirac situés dans les gaz frais et les gaz brûlés ;

dans ce cas, les parties non-réactives des relations (7.21) et (7.22) sont les mêmes que celles

obtenues par le modèle proposé par Domingo et Bray. De plus, la principale différence

existant entre les modèles LW-P et BML est que la PDF considérée avec LW-P n’est

composée que de deux pics de Dirac qui sont situés à l’intérieur du domaine, ces pics sont

donc réactifs, alors que la PDF du modèle BML est composée de deux pics non-réactifs

(gaz frais et gaz brûlés) et d’un fond réactif. Toutefois, lorsque le régime de flamme

infiniment mince est atteint (nombre de Damkölher infini), la structure de la PDF du

modèle LW-P devient identique à celle de la PDF du modèle BML [21].

Pour calculer les parties non-réactives des relations (7.21) et (7.22) nous fixons nq = 2

et nous calculons les paramètres Yq et uiq à l’aide du modèle LW-P. Afin de tester les

modèles pour les termes de pression HY
i et Hij sans que le résultat ne soit trop dépendant

du modèle choisi pour le taux de production chimique moyen, le terme ωY ′′ de la partie

réactive est directement extrait de la base de données DNS. De plus, le terme u′′i ω est

calculé à partir de la relation de flammelettes suivante :

u′′i ω =
ρu′′i Y ′′

ρY ′′2 Y
′′ω (7.23)



CHAPITRE 7. MODÉLISATION DES EFFETS DES FLUCTUATIONS DE PRESSION 107

Cette relation est exacte en considérant le modèle LW-P en prémélange parfait (2 pics).

La valeur du cosinus directeur < −→n .−→xi > est estimée à partir de la base de données

DNS à 0.8. La variable d’avancement Y est adimensionnée de telle sorte que Y = 1 dans

les gaz frais (Ymax) et Y = 0 dans les gaz brûlés (Ymin).
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Ỹ

HY
i[

HY
i

]NR

[
HY

i

]R

Fig. 7.2 – Validation du modèle pour le terme de corrélation scalaire-pression par

comparaison avec la base de données DNS : (a)=−Y ′′∂p/∂x=HY
i , (b)=−Y ′′∂p/∂x,

(c)=−Y ′′∂p′/∂x

Le premier graphique de la figure 7.2 montre le terme HY
i extrait de la base de données

et celui évalué avec la relation 7.21. Les termes de corrélation avec le gradient de pression

moyen −Y ′′∂p/∂x, obtenus avec le modèle et avec la base de données, sont identiques.

Les résultats obtenus avec le modèle pour les termes −Y ′′∂p/∂x et −Y ′′∂p′/∂x sont tout

à fait satisfaisants malgré un léger écart du côté des gaz frais (Ỹ > 0.8). La partie liée au

gradient de pression moyen est plus importante que celle liée au gradient des fluctuations

de pression. La partie fluctuante est comme prévue par l’analyse, du même ordre de

grandeur que la partie moyenne, ce qui confirme l’importance de sa modélisation.

Le second graphique de la figure 7.2 montre l’importance de chacune des parties non-

réactives
[
HY

i

]NR
et réactives

[
HY

i

]R
du modèle pour HY

i . Les deux contributions sont

du même ordre de grandeur avec une partie réactive légèrement plus importante du côté

des gaz frais.

Les valeurs des constantes C1 et C2, introduites par l’expression 7.20 du terme d’isotro-

pisation [Hij]2, sont identiques à celles habituellement utilisées dans les modèles à masse
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volumique constante (C1=1.8 et C2=0.6), voir tableau 1.2.
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Fig. 7.3 – Validation du modèle pour le terme de corrélation vitesse-pression par com-

paraison avec la base de données DNS - C3=0 : (a)=−2u′′∂p/∂x=Hij, (b)=−2u′′∂p/∂x,

(c)=−2u′′∂p′/∂x
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Ỹ

Fig. 7.4 – Validation du modèle pour le terme de corrélation vitesse-pression par compa-

raison avec la base de données DNS - C3=0,9 : (a)=−2u′′∂p/∂x=Hij, (b)=−2u′′∂p/∂x,

(c)=−2u′′∂p′/∂x

Les graphiques de gauche des figures 7.3 et 7.4 comparent les termes Hij obtenus par

le modèle à ceux extraits de la base de données. Les résultats de la figure 7.3 ont été

obtenus avec une valeur nulle de la constante C3 issue de la relation 7.20 ; alors que les

résultats de la figure 7.4 ont été obtenus avec C3 = 0.9.

Là encore, on constate que la partie du terme Hij liée au gradient de pression moyen
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est plus importante que celle liée au gradient des fluctuations de pression dans la plus

grande partie de la flamme même si cette dernière n’est pas négligeable.

Les graphiques de droites des figures 7.3 et 7.4 montrent les contributions des parties

non-réactives [Hij]
NR
1 , réactives [Hij]

R
1 et d’isotropisation [Hij]2 dans le terme global Hij.

Nous pouvons remarquer, dans ces graphiques, l’importance du terme d’isotropisation de

l’écoulement et notamment celle du terme d’isotropisation des effets de production de

turbulence par la flamme lorsque C3 = 0.9 (isotropisation de [Hij]1). Le modèle pour le

terme Hij retenant la valeur C3 = 0.9 est en très bon accord avec les résultats de la base

de données, seule une très petite différence est observée du côté des gaz brûlés.

7.6 Conclusions

Une fermeture générale des termes représentant les interactions pression-chimie des

équations de transport des flux turbulents de scalaires et des tensions de Reynolds est

proposée dans ce chapitre. Cette méthode est applicable au prémélange partiel et plutôt

pour des régimes de combustion où la chimie est rapide car une relation de flamme lami-

naire est utilisée. Cependant, la méthode peut-être utilisée avec des modèles de combustion

turbulente qui peuvent représenter le régime des “flammes épaissies” comme le modèle

LW-P. La méthode est basée sur l’utilisation d’une PDF écrite comme une somme de

distributions de Dirac, qui permet de relier les termes de pression directement au taux de

production chimique. Une généralisation de la méthode déjà utilisée pour les écoulements

inertes pour analyser les effets de retour à l’isotropie est utilisée pour représenter les fluc-

tuations de pression conditionnées par la masse volumique. Le modèle est testé avec succès

en prémélange parfait grâce à une base de données DNS 3D de flamme plane prémélangée

turbulente.

Le modèle de combustion LW-P présenté dans les chapitres précédents a été implanté

dans le logiciel généraliste de mécanique des fluides Code-Saturne développé par EDF

[1]. Code-Saturne est un logiciel de résolution des équations de Navier-Stokes pour les
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écoulements de fluide incompressible (faible nombre de Mach) basé sur une approche de

discrétisation de type volume fini. Des détails concernant ce code de calcul et l’implanta-

tion du modèle LW-P sont présentés en annexe B
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Chapitre 8

Simulation du Premier Ordre d’un

Ecoulement Turbulent Réactif

Stabilisé en Aval d’un Elargissement

Brusque

Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont été obtenus avec le modèle

de combustion turbulente LW-P du premier ordre. Une comparaison est effectuée entre

les résultats obtenus avec un modèle de relaxation linéaire des fluctuations scalaires et la

fermeture généralisée de la dissipation scalaire moyenne décrite au chapitre 6. Le modèle

de turbulence associé est le modèle k − ε. Une partie des résultats de ces travaux a été

présentée au colloque ICDERS de 2005 [78] et a fait l’objet d’un article publié dans

“Combustion Science and Technology” [79] reporté en annexe C.

La géométrie utilisée pour cette première application est fournie par le banc d’essai

ORACLES (One Rig for Accurate Comparisons with Large Eddy Simulation) mis en place

au Laboratoire de Combustion et Détonique de Poitiers et qui permet d’étudier la com-

bustion turbulente de mélanges de propane et d’air stabilisée en aval d’un élargissement

brusque. Une première étude expérimentale de l’écoulement réactif dans cette géométrie a

été effectuée par M. Besson [7]. Dans la mesure où la chambre de combustion est alimentée

par deux canaux distincts, ORACLES est prévu pour que la combustion puisse avoir lieu
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en prémélange partiel.

Dans un premier temps, la simulation numérique des écoulements dans les canaux

d’entrée est effectuée. Les résultats obtenus nous permettent d’appliquer correctement les

conditions aux limites du domaine de calcul utilisé pour les simulations de la chambre

de combustion. Dans un second temps, la simulation numérique de l’écoulement dans

la chambre de combustion est effectuée pour différentes conditions de fonctionnement.

Tout d’abord, le modèle k − ε est utilisé pour la simulation d’un écoulement non réactif.

Ensuite, le modèle LW-P du premier ordre est utilisé pour simuler des écoulements réactifs

parfaitement et partiellement mélangés.

8.1 Description de la Configuration ORACLES

Le banc d’essai ORACLES est constitué d’une chambre de combustion de section

rectangulaire alimentée par deux canaux notés (1) et (2) où s’écoulent des mélanges d’air

et de propane, comme illustré par la figure 8.1. Les richesses de ces deux mélanges, en

amont de la chambre de combustion, peuvent être différentes.

Le dispositif expérimental comporte quatre parties principales :

– les lignes d’alimentation et les chambres de mélange,

– la section d’établissement des écoulements incidents,

– la chambre de combustion,

– le système d’évacuation.

Les deux premières parties permettent de contrôler très précisément le mélange de propane

et d’air des deux canaux et le champ de vitesse à l’entrée de la chambre de combustion.

En particulier, les canaux d’entrée sont suffisamment longs pour que la turbulence de

l’écoulement juste en amont de la chambre de combustion soit pleinement développée. La

chambre de combustion de section rectangulaire est constituée d’un matériau réfractaire

afin de limiter les pertes thermiques au niveau des parois. Différents systèmes de fenêtres,

fentes et trous fournissent des accès pour des faisceaux laser ou des sondes dans la chambre

de combustion. Enfin, les gaz brûlés sont refroidis et filtrés avant d’être rejetés dans

l’atmosphère.

Les dimensions précises de la partie utile du banc d’essai sont données sur le schéma 8.2.
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Fig. 8.1 – Représentation schématique et dimensions caractéristiques du banc ORACLES
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Fig. 8.2 – Dimensions caractéristiques au niveau de l’élargissement brusque

Le maillage structuré utilisé pour les simulations numériques est trop long pour être

représenté ici complètement et seule la partie du maillage comprenant les entrées et

l’élargissement brusque est représentée sur la figure 8.3. La chambre de combustion est

maillée jusqu’à un mètre après l’élargissement brusque ; les canaux d’entrée sont maillés
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jusqu’à 20 cm avant l’élargissement brusque ; le maillage complet comporte environ 50000

mailles hexaèdriques.

Fig. 8.3 – Maillage utilisé pour les simulations numériques

Dans les travaux antérieurs à la présente étude, Besson et al. [7] puis Nguyen et al. [66]

se sont intéressés à différentes conditions de fonctionnement du banc d’essai. Ils ont fait

varier le nombre de Reynolds des écoulements, Re = uaxeh/ν (uaxe est la vitesse moyenne

sur l’axe des canaux d’entrée), en modifiant les débits d’entrée des gaz frais. Par exemple

pour des débits massiques en entrée de chaque canal de 52,8 et 100 g/s, le nombre de

Reynolds est respectivement de 25000 et 45000. Ils ont également étudié l’influence de la

richesse sur les écoulements, en gardant la richesse du mélange constante dans les deux

canaux. Enfin, ils ont étudié des écoulements où les richesses dans les deux canaux d’entrée

sont différentes.

Les écoulements sont ensemencés par des gouttelettes d’huile lorsqu’ils sont inertes ou

par des particules de dioxyde de titane TiO2 dans le cas des écoulements réactifs. Les me-

sures du champ de vitesse sont effectuées par Vélocimétrie Doppler Laser. Des mesures du

profil transversal de la température moyenne ont été effectuées à l’aide de thermocouple de

type S (Platine/Platine-Rhodié 10%) par Besson [6]. Des visualisations des flammes turbu-

lentes en lumière directe sont aussi disponibles pour deux temps d’expositions différents

(1/50s et 1/500s) comme le montre la figure 8.4.

Rappelons que les spectres d’énergie issus des mesures de vitesse et les visualisations

directes à court temps d’exposition ont révélé la présence d’un mouvement cohérent à

grande échelle de l’écoulement dans la chambre de combustion en aval de l’élargissement

brusque. Pour comparer nos résultats numériques de calcul stationnaire aux données

expérimentales, nous avons donc choisi des conditions de fonctionnement pour lesquelles
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Fig. 8.4 – Visualisation directe des fronts de flammes pour un temps d’exposition de

1/50s (gauche) et 1/500s (droite)

la contribution du mouvement cohérent reste énergétiquement faible comparée à celle due

aux fluctuations stochastiques turbulentes. Ces résultats expérimentaux correspondent

aux conditions de fonctionnement étudiées par Besson lorsque le nombre de Reynolds

est le plus élevé : Re=45000. Dans ces conditions, le débit massique dans chaque canal

d’entrée est de 100 g/s. Les conditions aux limites pour le champ de vitesse sont four-

nies par une mesure des composantes longitudinale et transversale de ce champ dans les

deux canaux d’entrée, en amont de l’élargissement brusque et donc de la chambre de

combustion.

La structure moyenne de l’écoulement dans la chambre de combustion est représentée

schématiquement sur la figure 8.5. L’élargissement brusque 2-D des canaux d’alimenta-

tion génère des zones de recirculation en aval de l’élargissement. Le gradient de vitesse

moyenne créé entre ces zones et l’écoulement issu des canaux d’alimentation, induit dans

la chambre de combustion des couches où le cisaillement est important. Les zones de recir-

culation permettent également lorsque l’écoulement est réactif, de stabiliser les flammes

turbulentes dans la chambre de combustion. Lorsque les mélanges issus des deux canaux

d’alimentation ont une richesse différente, une couche où le mélange est partiel existe à

partir de la pointe de la plaque séparatrice des deux canaux.

8.2 Conditions aux Limites et Ecoulements Non Réactifs

Pour connâıtre les conditions limites à appliquer à l’entrée du domaine, un calcul

préliminaire des écoulements dans les canaux d’entrée a aussi été effectué. Le maillage

2D utilisé pour ce calcul a une longueur totale de un mètre. Une première simulation
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couche de mélange

couche de cisaillement

couche de cisaillementzone de recirculation

zone de recirculation

Fig. 8.5 – Représentation schématique de la structure moyenne de l’écoulement

numérique est effectuée en imposant en condition limite d’entrée de ce canal un débit de

100 g/s. Une seconde simulation est effectuée en imposant en condition limite d’entrée

les profils des composantes du champ de vitesse moyen, d’énergie cinétique turbulente

et de dissipation obtenus en sortie du canal lors de la première simulation. Ce procédé

est répété jusqu’à l’obtention en sortie de profils des composantes du champ de vitesse,

d’énergie cinétique turbulente et de dissipation identiques à ceux imposés en condition

limite d’entrée. Deux simulations ont suffi pour obtenir cet écoulement turbulent pleine-

ment développé. Les profils résultants de ce calcul préliminaire sont utilisés pour définir

les conditions limites du domaine de calcul utilisé lors de la simulation des écoulements

dans la chambre de combustion.

Les profils expérimentaux et numériques des composantes longitudinale (ũ) et trans-

versale (ṽ) du champ de vitesse moyen ainsi que le profil d’énergie cinétique turbulente

(k) en entrée du domaine de calcul (x/hstep=−5) sont représentés sur la figure 8.6. Les

longueurs sont adimensionnées par la hauteur de la marche hstep définie sur la figure 8.2.

La distance x/hstep=−5 correspond aux conditions limites d’entrée du domaine de calcul

de l’écoulement dans la chambre de combustion.

La figure 8.6 met en évidence une asymétrie entre les deux profils expérimentaux de

vitesse moyenne longitudinale dans les deux canaux d’entrée. Cette différence est prise en

compte dans les simulations numériques en imposant un débit massique très légèrement

différent dans les deux canaux. Les conditions aux limites du calcul sont ainsi en très bon

accord avec les mesures expérimentales. Tenant compte des conditions limites amont ainsi
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Fig. 8.6 – Composantes du champ de vitesse moyenne (ũ, ṽ) et énergie cinétique turbu-

lente k à x/hstep=−5

définies nous avons procédé dans un premier temps à un calcul de l’écoulement d’un fluide

inerte dans la chambre de combustion.

Dans ce cas la figure 8.7 montre les profils des composantes de vitesse moyenne et

d’énergie cinétique turbulente k au niveau de l’élargissement brusque x/hstep=0 et dans

la chambre de combustion à x/hstep=1, 67 et x/hstep=8, 36. On observe sur cette figure

que les profils de vitesse obtenus par la simulation numérique au niveau de l’élargissement

brusque sont en accord avec les résultats expérimentaux, alors que l’énergie cinétique tur-

bulente est légèrement sous-évaluée par le calcul. L’utilisation d’un modèle k − ε avec

des corrections prenant en compte la diminution du nombre de Reynolds au niveau de

la pointe de la plaque séparatrice des deux canaux permettrait sans doute d’améliorer

l’estimation de l’énergie cinétique turbulente induite par le cisaillement en aval de cette

plaque.

Les profils de vitesse expérimentaux et numériques dans la chambre de combustion sont

très proches même si les zones de recirculation sont un peu sous-estimées par les simu-

lations. Cette caractéristique est un défaut bien connu du modèle k − ε qui ne permet

pas d’effectuer un calcul très précis des distances de recollement derrière une marche [35].

On note néanmoins que la différence de débit de 2 g/s entre les deux canaux d’entrée in-

duit une différence relativement importante des longueurs des deux zones de recirculation

comme le montre la figure 8.8.
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Fig. 8.7 – Composantes du champ de vitesse moyenne (ũ, ṽ) et énergie cinétique tur-

bulente k à x/hstep=0 (courbes du haut), à x/hstep=1, 67 (courbes du centre) et à

x/hstep=8, 36 (courbes du bas)

Fig. 8.8 – Ecoulement non-réactif : champ de vitesse moyenne (m/s) et ligne de courant
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8.3 Simulation d’un Ecoulement Réactif Parfaitement

Prémélangé

Pour valider le modèle LW-P, la première étape consiste à simuler un écoulement

parfaitement prémélangé. Dans ce cas, comme cela a été décrit au cours du chapitre 4,

la PDF du modèle LW-P est constituée de deux pics de Dirac seulement et les fractions

massiques des espèces et la température ne sont fonction que de la fraction massique de

combustible Y ; la fraction de mélange ξ est constante. Les débits massiques du mélange

propane-air sont de 100 g/s dans chaque canal. La richesse du mélange est la même dans

les deux canaux soit Φ(1)=Φ(2)=0, 8. Les constantes de l’expression du taux de réaction

chimique instantané (4.1) sont fixées à Ta=20000K pour la température d’activation et

K=8, 108s−1 (=500 exp(Ta/1400)) pour le coefficient pré-exponentiel.

Les conditions aux limites pour le champ de vitesse en entrée sont toujours asymétriques.

Les profils de vitesse moyenne calculés en amont de la chambre de combustion sont en

bon accord avec les profils expérimentaux comme le montre la figure 8.9. En revanche,

les profils d’énergie cinétique turbulente calculés en amont de la chambre de combustion

sont moins satisfaisants que dans le cas d’un écoulement non-réactif. Il faut noter que les

niveaux d’énergie cinétique turbulente calculés en amont de la chambre de combustion

pour cet écoulement réactif sont identiques à ceux déjà calculés pour un écoulement de

fluide inerte alors que les niveaux d’énergie cinétique turbulente mesurés aux mêmes en-

droits ont augmenté. Cette augmentation d’énergie cinétique turbulente mesurée dans les

canaux est essentiellement due aux fluctuations engendrées par le mouvement cohérent à

grande échelle de la flamme.

Les profils des composantes de vitesse moyenne et d’énergie cinétique turbulente dans

la chambre de combustion sont représentés sur la figure 8.10. Deux calculs numériques

différents sont comparés : le premier calcul est effectué en utilisant une fermeture habi-

tuelle de relaxation linéaire pour la dissipation du scalaire réactif, fourni par la relation

(6.3) et le second est effectué en utilisant la fermeture généralisée, proposée par la relation

(6.4).
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Fig. 8.9 – Composantes du champ de vitesse moyenne (ũ, ṽ) et énergie cinétique turbu-

lente k pour Φ(1)=Φ(2)=0, 8 à x/hstep=−5 (courbes du haut) et à x/hstep=0 (courbes du

bas)
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Fig. 8.10 – Composantes du champ de vitesse moyenne (ũ, ṽ) et énergie cinétique turbu-

lente k pour Φ(1)=Φ(2)=0, 8 à x/hstep=1, 67 (courbes du haut) et à x/hstep=8, 36 (courbes

du bas)

On observe sur la figure 8.10 que l’accélération derrière la flamme, à x/hstep=8, 36, induite

par l’expansion des gaz brûlés, est en très bon accord avec les résultats expérimentaux
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lorsque la fermeture généralisée pour la dissipation est utilisée. En revanche, lorsque le

modèle de relaxation linéaire pour la dissipation est utilisé seul l’accélération de l’écoulement

est beaucoup moins importante. Cette caractéristique a déjà été observée dans des simu-

lations du même écoulement qui prenaient en compte les pertes thermiques aux parois

et une cinétique chimique détaillée [76]. L’utilisation de la fermeture généralisée pour la

dissipation définie par la relation 6.4 conduit donc à une meilleur évaluation du champ de

vitesse. Néanmoins ce modèle associé à la représentation des flux turbulents par des hy-

pothèses gradients (k−ε) ne permet pas de prédire l’accroissement d’énergie cinétique tur-

bulente que l’on mesure. De fait, l’énergie cinétique turbulente calculée est ici simplement

détruite par la dilatation associée à l’expansion thermique des gaz. Un modèle de com-

bustion turbulente du second ordre est nécessaire pour prendre en compte le phénomène

de production de turbulence par la flamme.
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Fig. 8.11 – Température moyenne à x/hstep=1, 67 et à x/hstep=8, 36

La figure 8.11 donne les profils expérimentaux et numériques de température moyenne

à x/hstep=1, 67 et à x/hstep=8, 36. On constate que les niveaux maxima de température

moyenne calculés sont plus élevés que ceux obtenus par les mesures. Ce défaut est dû

aux hypothèses utilisées dans nos simulations qui considèrent qu’il n’y a pas de pertes

thermiques aux parois et que la cinétique chimique peut être représentée par une réaction

globale, comme cela a été montré par Ribert et al. [76]. Cependant, comme le prin-

cipal objectif de notre travail est d’étudier des écoulements partiellement mélangés, ce

qui nécessite l’utilisation de deux grandeurs caractéristiques, l’utilisation d’une nouvelle
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variable supplémentaire pour prendre en compte les pertes aux parois compliquerait no-

tablement le modèle LW-P présenté dans cette étude. Les calculs présentés ici seront donc

tous faits en supposant l’écoulement adiabatique.

Malgré ce défaut dans l’évaluation numérique de la température maximum, on constate

que la position de flamme turbulente est bien prédite. Là encore, l’emploi de la fermeture

généralisée pour la dissipation scalaire conduit à de bien meilleurs résultats que la ferme-

ture utilisant la relaxation linéaire. Les gradients maxima de température sont assez bien

restitués lorsque l’on utilise la fermeture généralisée pour la dissipation et ceci aux deux

distances en aval de l’élargissement brusque x/hstep=1, 67 et x/hstep=8, 36.

Comme le montrent les figures 8.12 et 8.13, la flamme turbulente moyenne calculée en

utilisant seulement le modèle de relaxation linéaire de la dissipation est très différente de

celle obtenue en utilisant la fermeture généralisée.

(a)

(b)

Fig. 8.12 – Taux de réaction moyen (s−1) (relaxation linéaire : haut, fermeture générali-

sée : bas) et visualisation directe de la flamme (temps de pose 1/50s)
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Le terme source moyen illustré par la figure 8.12 (a), obtenu en utilisant la relaxation

linéaire est le plus grand juste après l’élargissement brusque, là où le cisaillement est très

fort, mais apparâıt très faible au milieu de la chambre de combustion. En revanche, lorsque

l’on utilise la fermeture généralisée le terme source moyen calculé est réparti de manière

relativement uniforme sur toute la largeur de la chambre de combustion et représente une

flamme qui se referme nettement. Il est clair que cette dernière évaluation par le calcul est

plus proche de la réalité, quand on la compare avec la visualisation directe de la flamme.

De plus, les champs de fraction massique moyenne obtenus par ces deux simulations et

donnés par la figure 8.13 montrent que la flamme moyenne (“flame brush”) est beaucoup

plus épaisse lorsque le modèle de relaxation linéaire est utilisé. Dans ce cas, le taux de

réaction chimique moyen est plus faible dans la chambre de combustion et le mélange

brûle de façon moins intense. En conséquence, l’expansion des gaz brûlés est moins forte

et donc l’accélération plus faible. Cette caractéristique explique la différence entre les

profils numériques de vitesse en aval de la flamme lorsque les différentes fermetures pour

la dissipation sont utilisées.

Fig. 8.13 – Fraction massique de combustible moyenne (relaxation linéaire : haut, ferme-

ture généralisée : bas)
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8.4 Ecoulements Réactifs Partiellement Prémélangés

Nous considérons maintenant le cas des écoulements partiellement prémélangés. La

richesse est désormais différente dans les deux canaux d’entrée. Deux cas sont étudiés :

tout d’abord le cas où la richesse du mélange dans le canal du haut est Φ(2)=0, 9 et celle

du mélange dans le canal du bas Φ(1)=0, 3 ; dans un deuxième cas Φ(2)=0, 9 et Φ(1)=0, 7.

Les taux de réaction chimique moyens obtenus dans ces deux situations sont présentés

sur la figure 8.15. Pour chacune des deux situations, deux simulations numériques sont

effectuées, une en utilisant un modèle de relaxation linéaire pour les deux dissipations

réactives εY et εξY (cf Eq.(6.6)) et l’autre en utilisant les fermetures généralisées données

par les relations 6.17.

Les résultats montrent que plus l’écart de richesse entre les deux canaux est grand

plus l’écoulement moyen est asymétrique et plus l’épaisseur de la couche de mélange (ligne

blanche) est importante. Dans le premier cas, la richesse du canal du bas Φ(1)=0, 3 (a1, b1)

est même trop faible pour que le mélange issu de ce canal s’enflamme ; cette caractéristique

est également observée expérimentalement comme le montre la figure 8.14.

Fig. 8.14 – Visualisation directe de la flamme (temps de pose 1/50s) avec Φ(2)=0.9 et

Φ(1)=0.3 (gauche) et Φ(1)=0.7 (droite)

La figure 8.16 montre les profils des composantes de vitesse moyenne ũ, ṽ dans la

chambre de combustion à x/hstep = 1, 67 et à x/hstep = 8, 36 obtenus à partir des deux

simulations. Comme prévu l’accélération dans les gaz brûlés est plus importante pour

les richesses les plus élevées. On constate que l’accélération des gaz brûlés observée dans

les simulations qui utilisent le modèle de relaxation linéaire est sous-estimée par rapport

à l’expérience alors que l’accélération observée dans les simulations qui utilisent les fer-

metures généralisées est en très bon accord avec les résultats expérimentaux. Pour ces
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(a1)

(a2)

(b1)

(b2)

Fig. 8.15 – Taux de réaction moyen (s−1). Iso-ligne ξ̃′′2=1.10−8 (ligne blanche).

a1 : Φ(1)=0, 3, Φ(2)=0, 9 et relaxations linéaires, a2 : Φ(1)=0, 7, Φ(2)=0, 9 et relaxations

linéaires, b1 : Φ(1)=0, 3, Φ(2)=0, 9 et fermetures généralisées, b2 : Φ(1)=0, 7, Φ(2)=0, 9 et

fermetures généralisées.
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écoulements partiellement prémélangés, il est particulièrement intéressant de considérer

le paramètre de covariance normalisée G, défini par :

G = ρξ′′Y ′′/
(
ρξ′′2 . ρY ′′2

)1/2

(8.1)

Dans le modèle LW original basé sur une PDF constituée de deux distributions de Dirac,

ce paramètre est égal à l’unité, c’est-à-dire que la covariance est directement reliée aux

produits des variances des deux variables. Dans notre cas, en utilisant le modèle LW-

P basé sur une PDF constituée de quatre distributions de Dirac, la covariance est une

quantité indépendante déterminée avec une équation de transport.

La figure 8.17 montre clairement que le paramètre G peut être différent de l’unité dans

les régions de l’écoulement où la flamme interagit avec la couche de mélange. Le signe

de G change même à la traversée de la flamme. Le changement de signe de la covariance

signifie que la pente d de la droite (D), définie par la relation (4.32) (voir figure 4.2),

devient négative à la traversée de la flamme. Cet effet résulte de la compétition entre

mélange et réaction chimique dans le domaine de définition de la PDF. Pour des mélanges

suffisamment pauvres, près de ξ̃ = ξ(1), les fluctuations de ξ autour de la valeur moyenne

sont supposées être essentiellement positives quelle que soit la valeur de Y et la covariance

est donc principalement pilotée par le mélange. Ceci explique les valeurs positives de la

covariance observées dans la partie basse de la couche de mélange. A l’opposé, la covariance

est plutôt pilotée par les processus chimiques au voisinage des conditions stœchiométriques

ξ(2) conduisant à une pente d négative, comme le montre la figure 8.18.

8.5 Conclusions

Les résultats numériques obtenus avec le modèle LW-P basé en particulier sur l’uti-

lisation d’une PDF constituée de quatre distributions de Dirac sont en très bon accord

qualitatif avec les observations expérimentales dans le cas d’un écoulement réactif de pro-

pane et d’air stabilisé en aval d’un élargissement brusque d’un canal 2-D. Un très bon

accord est également obtenu entre mesure et simulation numérique.

Nous avons par ailleurs montré que le choix du modèle pour représenter le phénomène

de dissipation du scalaire réactif a un effet très important sur les résultats des simulations
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numériques. En particulier, l’utilisation du modèle de fermeture généralisée proposé au

chapitre 6 a considérablement amélioré le calcul du champ de vitesse en aval de la zone

de flamme. Toutefois, l’utilisation de ce modèle ne conduit pas à une meilleure prédiction

de l’énergie cinétique turbulente en aval de la flamme. Comme nous l’avons indiqué la

destruction de la turbulence par la flamme à laquelle conduisent les simulations est une

conséquence de l’utilisation d’un modèle du premier ordre. Les résultats obtenus avec le

même modèle, mais étendu au second ordre, sur la même configuration sont présentés au

chapitre 10.

Avant de tester le modèle LW-P du second ordre, nous avons voulu l’évaluer, toujours

au premier ordre mais dans une configuration où la combustion se produit dans un gradient

de richesse plus important que celui induit par la configuration ORACLES. En effet

les flammes turbulentes de la configuration ORACLES se stabilisent au voisinage des

recirculations dans des zones où le prémélange est parfait. Ces zones sont en dehors de

la couche de mélange issue des deux canaux d’entrée. De plus l’étendue de la zone où

la combustion s’effectue réellement en régime de prémélange partiel est trop petite pour

tester pleinement les capacités du modèle LW-P. Les mesures effectuées par Degardin et

al. [81] au CORIA sur la géométrie d’une flamme en V turbulente, décrite au chapitre

9, nous ont fourni toutes les données expérimentales nécessaires à l’étude numérique du

modèle LW-P dans un écoulement présentant un fort gradient de richesse.
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Fig. 8.16 – Composantes de la vitesse moyenne (ũ, ṽ) pour Φ(1)=0, 3 et Φ(2)=0, 9 à

x/hstep=1, 67 (courbes du haut) et à x/hstep=8, 36 (2ndes courbes à partir du haut) et

pour Φ(1)=0, 7 et Φ(2)=0, 9 à x/hstep=1, 67 (3èmes courbes) et à x/hstep=8, 36 (courbes

du bas)
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Fig. 8.17 – Paramètre G obtenu pour Φ(1)=0, 3 et Φ(2)=0, 9 (haut) et pour Φ(1)=0, 7

et Φ(2)=0, 9 (bas)

(2)

(1)

ξ(1) ξ(2)

d<0

ξ

d>0

Y

Fig. 8.18 – Exemple de pente d de la droite(D) dans l’espace des compositions
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Chapitre 9

Simulation d’une Combustion dans

un Ecoulement Turbulent Stratifié :

Flamme en V

Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont été obtenus avec le modèle

LW-P du premier ordre, associé au modèle de turbulence k − ε. La géométrie utilisée

pour les simulations correspond au dispositif expérimental décrit et étudié par O. De-

gardin [26]. Ce banc d’essai a été mis en place au CORIA à Rouen ; il permet d’obtenir

un écoulement bidimensionnel vertical d’un mélange de méthane et d’air à richesse stra-

tifiée. Une flamme en V turbulente est stabilisée au sein de cet écoulement à l’aide d’un

fil chaud. Diverses méthodes de diagnostics optiques ont été mises en œuvre pour ca-

ractériser cette flamme : ADL et PIV pour le champ de vitesse, Tomographie Laser pour

visualiser l’écoulement réactif, PLIF sur acétone pour mesurer les quantités scalaire et Dif-

fusion Rayleigh pour le champ de température [27]. La confrontation entre les résultats

expérimentaux et numériques obtenus sur cette géométrie a fait l’objet d’un travail com-

mun entre le CORIA pour la partie expérimentale et le LCD pour la partie numérique.

Ces travaux ont été présentés à la 11ème “International Conference on Numerical Com-

bustion” en 2006 [80] et ont fait l’objet d’un projet d’article soumis à “Combustion and

Flame” qui est actuellement en cours de révision. Seuls les résultats numériques issus de

ces travaux sont présentés dans ce chapitre.
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Après une présentation générale du banc d’essai et des méthodes de diagnostics op-

tiques utilisées pour les mesures, nous présentons les conditions aux limites correspon-

dant aux simulations que nous avons effectuées. Par ailleurs, des calculs préliminaires de

flamme laminaire 1-D ont été effectués pour adapter avec précision la loi d’Arrhénius de la

réaction globale à la plage de richesse possible dans ces écoulements. Enfin, nous décrivons

les résultats des simulations numériques et les comparons aux résultats expérimentaux ob-

tenus au CORIA. Ces résultats sont en particulier analysés dans des cas où la stratification

de l’écoulement et donc les hétérogénéités de richesse du mélange sont importantes.

9.1 Dispositif Expérimental et Diagnostics Optiques

Le dispositif expérimental est constitué d’un tube vertical de section rectangulaire

(80× 80 mm2) dans lequel une flamme turbulente est stabilisée. La stabilisation est ob-

tenue grâce à un fil chauffé de 0,8 mm de diamètre et placé dans le plan de sortie du

tube (x = 0, z = 0), comme indiqué sur la figure 9.1. Ce dispositif a aussi été employé par

Degardin et al. [27] pour étudier la structure des flammes laminaires stratifiées.
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Fig. 9.1 – Schéma du dispositif expérimental
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Le débit d’air entrant est de 80Nm3/h. Des filtres à particules en série (micronique et

submicronique) permettent d’éviter la diffusion de Mie de petites particules en suspension

dans l’air qui risqueraient de perturber les mesures par diffusion Rayleigh. L’air débouche

dans une chambre d’injection et de mélange constituée de neuf compartiments verticaux

disposant, à leur base, d’une rampe d’injection constituée de 13 injecteurs de gaz de

0,62mm de diamètre. Des mélanges de richesses différentes sont ainsi créés dans chaque

compartiment. Chaque mélange est ensuite homogénéisé avec des billes de verre puis

l’écoulement total résultant est laminarisé à l’aide d’une structure en nid d’abeille, avant

d’être conduit à la zone d’étude par un convergent. Grâce à ce dispositif, différents profils

de richesses peuvent être créés en entrée de la zone d’étude (sortie du tube vertical).

Deux grilles de turbulence peuvent être ajoutées en sortie du convergent, 70mm avant

le fil chaud (z = −70mm). Ces différentes conditions de stratification permettent de

caractériser l’influence des grandes et des petites échelles de fluctuations de richesse sur

des flammes turbulentes.

Les profils de richesse à deux dimensions générés dans cette étude ont un maximum

au centre de l’écoulement (x=0) et diminuent de façon continue jusqu’à l’extrémité du

tube, comme le montre la figure 9.2.

Nous référencerons les différents cas étudiés en appelant H les situations où les condi-

tions d’entrée sont homogènes et S celles où les conditions d’entrée sont stratifiées. La

seconde lettre correspond à la grille de turbulence utilisée soit E ou B. Dans un cas ho-

mogène ces lettres sont suivies de la valeur de la richesse de l’écoulement considéré. Dans

un cas stratifié ces lettres sont suivies de la valeur de la richesse moyenne maximum (au

centre du tube) puis de la valeur de la richesse moyenne minimum (à la périphérie du

tube). Les différents cas étudiés sont répertoriés dans le tableau 9.1.

Les caractéristiques de la turbulence obtenues avec les grilles E et B sont décrites dans

le tableau 9.2. L’écoulement turbulent non-réactif dans le tube a été caractérisé par ADL

par Renou et al. [74] dans une étude précédente. Les conclusions principales de cette étude

préliminaire sont les suivantes :

– les couches limites induites par les parois sont très fines et n’influencent pas la

structure de la flamme ;
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Fig. 9.2 – Richesse moyenne et variance associée obtenues pour un écoulement sans

combustion avec la grille B (gauche) et la grille E (droite) à z=42.5 mm du fil chaud

(mesure réalisée par PLIF sur acétone)

Nom Cas Grille de turbulence Φ(ξ) Φrod(ξrod) Φmini(ξmini)

HE06 Homogène E 0.6 (0.034) - -

SE10-0 Stratifié E - 1.0 (0.055) 0

SB08-0 Stratifié B - 0.8 (0.045) 0

SB12-0 Stratifié B - 1.2 (0.065) 0

Tab. 9.1 – Conditions de stratifications en richesse (fraction de mélange) au centre du

tube et à la périphérie. Φrod et Φmini sont respectivement les valeurs de la richesse au

niveau du fil chaud et à la périphérie du tube.
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– la turbulence peut être considérée comme homogène et isotrope.

Grille B Grille E

u 3.75 3.14√
u′2 0.139 0.237√

u′2/u (%) 3.7 7.5

Tab. 9.2 – Conditions d’écoulement moyennes dans la zone d’étude (z=0 mm à 110 mm).

u est la vitesse moyenne et
√
u′2 l’écart type correspondant.

Les mesures de vitesse, de température et de fraction de mélange permettent de

tester avec précision les capacités prédictives des modèles utilisés dans les simulations

numériques. Les champs de vitesse ont été évalués par une méthode de vélocimétrie par

imagerie de particules (PIV) en utilisant une nappe laser d’une épaisseur de 0,6 mm ob-

tenue à l’aide d’un laser Nd-YAG (BigSky Laser 2×120mJ). L’écoulement est ensemencé

par des particules d’oxyde de zirconium, la lumière diffusée est collectée par une caméra

CCD (Lavision Flowmaster 12 bits 1280× 1024 pixel2). La caméra est munie d’un objec-

tif Nikkon de 50 mm (f/1.2). Les données ont été analysées à l’aide du logiciel Davis 6.2

(LaVision).

La température et la fraction molaire de combustible sont mesurées simultanément par

diffusion Rayleigh et PLIF (Planar Laser Induced Fluorescence) sur acétone. Des détails

concernant cette technique ont déjà été publiés par Degardin et al. [27]. Le dispositif

permettant ces mesures simultanées est représenté sur la figure 9.3.

Pour que l’acétone soit efficace comme traceur du combustible, la concentration de

l’acétone dans l’écoulement (mesurée par PLIF) doit être une fonction la plus linéaire pos-

sible de la concentration de combustible. Pour cela, il faut tout d’abord que la décomposition

de l’acétone soit équivalente à celle du méthane tout en ayant une influence négligeable sur

la structure de la flamme méthane-air. Il faut également que les diffusivités de l’acétone et

du combustible soient similaires, ce qui est le cas lorsque l’on considère du méthane pur.

Finalement, le méthane est ensemencé avec 5% en volume d’acétone, ce qui permet d’op-

timiser le signal de fluorescence tout en minimisant l’impact dû à la présence d’acétone

dans le mélange sur la combustion du méthane. Pour des conditions stœchiométriques,
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Fig. 9.3 – Dispositif optique utilisé pour les mesures simultanées de PLIF sur acétone et

de diffusion Rayleigh [27]

cet ensemencement correspond à 0, 1% en volume d’acétone dans le mélange méthane-air.

Les mesures simultanées de température et de fraction molaire de combustible par

diffusion Rayleigh et PLIF sur acétone soulèvent d’importants problèmes dans le cas

de combustion de mélange partiel. Tout d’abord, le signal de fluorescence diminue très

fortement lorsque la température augmente. Il faut remarquer que la distance nécessaire

pour que la température augmente de la température des gaz frais (300K) à la température

de pyrolyse de l’acétone (1000K) peut ne pas être négligeable, particulièrement dans le cas

d’un mélange homogène pauvre ou d’un mélange stratifié. De plus, l’acétone présent dans

le mélange et nécessaire pour effectuer la mesure par PLIF, peut perturber les mesures

de température obtenues par diffusion Rayleigh, et ceci même lorsque la concentration en

acétone est très faible. Les mesures simultanées par diffusion Rayleigh et PLIF sur acétone

permettent de corriger à la fois l’effet de la température sur les mesures de fraction molaire
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de combustible et l’effet de l’acétone sur les mesures de température. L’équipe du CORIA

[27] a procédé au développement d’outils numériques permettant d’effectuer ce type de

correction par le biais d’un processus itératif.

9.2 Conditions des Simulations Numériques

9.2.1 Domaine de Calcul et Conditions aux Limites

Le maillage 2D utilisé pour les simulations est non-structuré, il est composé d’environ

21000 cellules et représente la moitié du domaine physique, comme le montre la figure 9.4.

Les limites du domaine de calcul sont les suivantes :

– l’entrée amont se situe en bas du maillage 5mm au dessous du fil chaud (z = −5mm)

et représente la moitié de la largeur du tube (40mm) ;

– la sortie aval est en haut du maillage à 80mm au dessus du fil chaud (z = 80mm) ;

– le côté gauche du maillage représente la symétrie de l’écoulement (x = 0) ;

– le côté droit au dessous du fil chaud (z < 0) représente la paroi du tube ;

– le côté droit au dessus du fil chaud (z > 0) est une condition particulière qui peut

être une entrée ou une sortie ;

– le fil chaud est représenté par un demi cylindre d’un millimètre de diamètre non

chauffé.

Dans les simulations numériques de l’écoulement réactif la stabilisation de la flamme est

obtenue grâce à la petite zone de recirculation créée par le demi cylindre. La représentation

de cette zone est particulièrement critique et susceptible d’influencer très largement le

résultat obtenu.

Les conditions limites d’entrée du domaine de calcul doivent être spécifiées très pré-

cisément car elles ont une très forte influence sur la combustion qui se développe en

aval. Néanmoins, cette tâche est compliquée par différentes contraintes. Tout d’abord,

les mesures qui permettent d’obtenir les conditions limites des variables résolues ne sont

pas forcément disponibles à la position exacte de la condition limite d’entrée du domaine

de calcul. De plus, certaines variables résolues sont très difficiles à mesurer, comme par

exemple le taux de dissipation de la turbulence ε. Pour imposer les conditions aux limites
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Fig. 9.4 – Maillage non structuré utilisé pour les simulations numériques

les plus réalistes possibles, nous avons tout d’abord comparé les résultats numériques et

expérimentaux obtenus dans le cas d’un écoulement non réactif. Ces calculs préliminaires

ont été effectués pour chaque cas réactif étudié soit HE06, SE10-0, SB08-0, SB12-0.

Le champ de vitesse moyen et l’énergie cinétique turbulente sont directement extraits

des données expérimentales alors que le taux de dissipation ε est choisi de telle sorte que
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la décroissance de la turbulence mesurée en aval de la grille soit restituée par la simulation

numérique.

Les profils d’énergie cinétique turbulente au centre de la veine (x = 0), expérimentaux

et numériques, correspondant à l’utilisation des grilles E et B, sont présentés sur la figure

9.5. Dans les cas étudiés, la composante longitudinale ũ de la vitesse moyenne est de 3, 2

m/s et la composante transversale ṽ est nulle. L’énergie cinétique turbulente est imposée à

partir de mesures ADL disponibles au niveau de la condition limite d’entrée (z=−5mm).

Pour la grille E : k=0, 15m2/s2 et pour la grille B : k=0, 058m2/s2. Les taux de dissipation

ε qui permettent de retrouver la bonne décroissance de turbulence pour les grilles E et B

sont respectivement ε=10 m2/s3 et ε=2, 3 m2/s3 (cf. 9.5).
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Fig. 9.5 – Décroissance de la turbulence pour les grilles B et E. La dissipation moyenne

ε à l’entrée du domaine de calcul a été ajustée pour restituer les caractéristiques

expérimentales de décroissance de la turbulence.

Enfin, les conditions aux limites d’entrée pour les scalaires sont obtenues directement

à partir des données expérimentales. Rappelons que pour un mélange de gaz frais les

scalaires résolus sont reliés de la façon suivante : Ỹ = ξ̃ et Ỹ ′′2 = ξ̃′′2 = Ỹ ′′ξ′′. Les profils

de richesse moyenne et de variance de richesse obtenus à deux distances différentes du

fil chaud dans le cas des simulations des écoulements non réactifs sont présentés sur les

figures 9.6 et 9.7.
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Fig. 9.6 – Richesse à z=42.5 mm (haut) et z=70 mm (bas), dans des conditions non

réactives pour les cas SB08-0 (gauche), SB12-0 (centre), SE10-0 (droite).
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Fig. 9.7 – Variance de richesse à z=42.5 mm (haut) et z=70 mm (bas), dans des conditions

non réactives pour les cas SB08-0 (gauche), SB12-0 (centre), SE10-0 (droite).
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9.2.2 Temps Caractéristique Chimique du Méthane

Le temps caractéristique chimique associé au mélange méthane-air utilisé est pris en

compte dans les simulations numériques par l’intermédiaire du taux de consommation de

combustible. Ce taux de consommation de combustible est exprimé par la loi d’Arrhénius

pour la réaction globale (4.1) et rappelée ici :

ω = ρΩ = ρK (ξ) (Y − Ymin (ξ)) exp [−Ta/T ]

Dans cette relation, le coefficient pré-exponentiel K et la température d’activation Ta

doivent être déterminés en fonction du temps caractéristique chimique du mélange réactif

considéré. Dans le cas que nous traitons dans cette étude, il s’agit d’un mélange de méthane

et d’air dont la composition peut être fortement variable. Ces hétérogènéités de compo-

sition s’accompagnent d’hétérogènéités du temps caractéristique chimique. Pour prendre

en compte ces fluctuations du temps caractéristique chimique nous avons choisi d’utiliser

un coefficient pré-exponentiel qui est une fonction de la richesse.

Les valeurs du coefficient pré-exponentiel K et de la température d’activation Ta sont

déterminées en analysant les résultats de calculs de flammes laminaires 1-D basés sur

un mécanisme cinétique détaillé. Le logiciel utilisé est le module PREMIX des librairies

CHEMKIN II [38] avec le schéma GRI-2.11 de Bowman et al [14]. Le coefficient pré-

exponentiel K est déterminé de telle sorte que l’évolution du taux de consommation de

combustible ω en fonction de la fraction massique de combustible obtenue avec le schéma

cinétique détaillé soit du même ordre de grandeur que celle obtenue avec la réaction

globale (4.1). La température d’activation est quant à elle déterminée de façon à retrouver,

avec le schéma cinétique détaillé et avec la réaction globale, la même pente du taux

de consommation de combustible du côté des gaz brûlés dω/dY |Y =0. La température

d’activation est constante et prise égale à 25000 K. La tabulation du coefficient pré-

exponentiel obtenue ainsi que l’inverse du temps chimique correspondant sont présentés

sur la figure 9.8. Les taux de réaction chimique ω = f(Y ) obtenus avec le schéma cinétique

détaillé et la réaction globale sont tracés pour différentes valeurs de la richesse sur la figure

9.9.

Les taux de réaction chimique ω = f(Y ) obtenus avec le schéma cinétique détaillé

est en très bon accord avec la réaction globale lorsque la richesse est inférieure à la
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Fig. 9.9 – Taux de réaction chimique en fonction de la fraction massique de combustible

ω / ρ = f(Y ) obtenus avec l’expression 4.1 pour la réaction globale et avec le schéma

cinétique détaillé GRI-2.11, Φ=0,7 (gauche), Φ=1,0 (centre) et Φ=1,3 (droite).

stœchiométrie. En revanche, pour des mélanges riches, les taux de réaction obtenus sont

très différents. Cette différence est due à l’utilisation d’un schéma cinétique détaillé qui

permet au combustible de réagir lorsque qu’il n’y a plus d’oxygène alors que ce n’est pas

possible en considérant une réaction globale. Ce résultat montre que la fraction massique

de combustible n’est pas représentative du processus de combustion à travers la flamme

pour des mélanges riches et dans ces conditions elle ne peut plus être utilisée comme

variable d’avancement. Malgré le bon accord obtenu pour ω = f(Y ) entre le schéma

cinétique détaillé et la réaction globale lorsque le mélange est pauvre, la fraction massique

de combustible ne représente pas complètement les processus de combustion à travers la

flamme car certaines réactions chimiques très importantes (les réactions qui produisent des
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polluants) ne se produisent qu’après la disparition complète du combustible. L’utilisation

de la fraction massique de combustible comme variable d’avancement n’est justifiée ici

que par sa simplicité lorsqu’elle est associée a une réaction globale.

La loi d’Arrhénius pour la réaction globale que nous utilisons est exprimée par la

relation (4.1) et est rappelée ici :

ω = ρΩ = ρK (ξ) (Y − Ymin (ξ)) exp [−Ta/T ]

Cette forme pour exprimer la réaction globale est différente de celle donnée par la relation

suivante, précédemment utilisée dans les travaux de Ribert et al [75] et Robin et al. [79] :

ω = ρY YO2B exp [−Ta/T ] (9.1)

Cette dernière forme pour la réaction globale pose d’importants problèmes lorsqu’on s’in-

téresse à des situations proches des conditions stœchiométriques pour lesquelles les gra-

dients de richesse sont importants. En effet, lorsque la richesse est proche de l’unité, la

fraction massique de combustible et la fraction massique de dioxygène s’annulent simul-

tanément dans les gaz brûlés. Dans ce cas, le taux de réaction chimique ω = f(Y ) obtenu

par la réaction globale ne peut pas correspondre à celui obtenu avec le schéma cinétique

détaillé. La figure 9.10 montre l’intérêt d’utiliser la relation (4.1) plutôt que la relation

(9.1) pour représenter le taux de réaction chimique ω = f(Y ) dans des conditions proches

de la stœchiométrie.

9.3 Simulations Numériques des Ecoulements Réactifs

Ces simulations numériques ont été conduites en parallèle avec les études expérimentales

de Degardin et al. dans le but d’évaluer l’influence des hétérogénéités de richesse sur les

flammes en V turbulentes. L’analyse des phénomènes physiques mis en jeu par la combus-

tion stratifiée indique clairement la nécessité de connâıtre simultanément l’avancement

de la réaction et la composition du mélange. Le modèle de combustion LW-P proposé

dans la partie précédente doit être validé avec des données expérimentales suffisamment

précises et pour des configurations où les variations de richesse sont significatives. Ainsi,
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Fig. 9.10 – ω / ρ = f(Y ) pour Φ=1 dans le cas d’une réaction globale en utilisant

l’expression (4.1), dans le cas d’une réaction globale en utilisant l’expression (9.1) et dans

le cas du schéma cinétique détaillé GRI-2.11, la figure de droite est un agrandissement de

la figure de gauche pour de faibles valeurs de Y .

le rôle important joué par la fermeture de la dissipation-croisée εY ξ va pouvoir être mis

en évidence.

Les résultats expérimentaux et numériques sont comparés pour les cas d’un mélange

initial homogène ou stratifié décrit dans le tableau 9.1. Nous avons d’abord étudié la com-

bustion d’un mélange homogène dans le but d’obtenir un cas de référence et de permettre

des comparaisons directes avec les cas où le mélange est stratifié. Dans un premier temps,

nous comparons les résultats numériques et expérimentaux, dans le but d’évaluer les ca-

pacités prédictives du modèle. Ces comparaisons sont effectuées sur les profils de vitesses

moyennes et fluctuantes, la température et l’avancement de la réaction. Dans un second

temps, nous utilisons les résultats des simulations obtenus dans différentes conditions de

stratification pour évaluer les corrélations difficilement accessibles à la mesure. On peut

s’attendre à ce que ces quantités, en particulier le taux de réaction chimique moyen ω et

la covariance Ỹ ′′ξ′′, soient fortement dépendantes du taux d’hétérogénéité de richesse de

l’écoulement amont.
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9.3.1 Comparaison des Simulations Numériques avec les Données

Expérimentales

Prémélange Parfait

Les résultats numériques sont tout d’abord comparés aux résultats expérimentaux

pour des flammes turbulentes parfaitement prémélangées. Dans ce cas, la PDF du modèle

LW-P se réduit à deux pics de Dirac et les équations scalaires résolues sont celles pour la

fraction massique de combustible (1.25) et pour sa variance (1.33). Le principal objectif

de cette première comparaison est de valider la représentation de la chimie dans le modèle

LW-P en étudiant les profils de vitesse et les profils des scalaires à la traversée de la flamme

turbulente. La dissipation scalaire est modélisée par la fermeture généralisée donnée par

l’équation (6.4) qui a déjà été validée au chapitre 8.

Le champ de vitesse obtenu par la simulation numérique est comparé aux données

expérimentales à trois différentes distances du fil chaud, ces champs sont donnés sur

la figure 9.11. Ces comparaisons sont effectuées là où les données expérimentales sont

disponibles. Les propriétés principales du champ de vitesse réactif sont bien restituées par

les simulations numériques, en particulier l’accélération provoquée par l’expansion des gaz

brûlés et la déflection du champ de vitesse produite par le passage entre gaz frais et gaz

brûlés.

Toutefois, on observe une petite différence de vitesse longitudinale juste en aval du fil

chaud. Dans les expériences, la diminution de vitesse engendrée par le fil chaud est moins

importante que celle observée dans les simulations. Cette différence peut être expliquée

par la forme du fil chaud qui est un demi cylindre dans les simulations et provoque donc

une zone de recirculation plus importante que le cylindre complet réel. L’accélération des

gaz brûlés n’est pas suffisamment forte à cette faible valeur de la richesse pour compenser

la différence de vitesse observée. Une différence similaire a été observée dans les travaux

de Bell et al. [5] entre les mesures et les résultats de la simulation numérique directe d’une

flamme en V turbulente stabilisée par un fil chaud.

Les mesures expérimentales fournissent également le champ de température moyen

au sens de Reynolds soit T et le champ de la variable d’avancement moyenne au sens
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Fig. 9.11 – Vitesse moyenne longitudinale (gauche) et transversale (droite) en m.s−1 à

trois distances différentes du fil chaud z=20.4, 30.6 et 40.1 mm pour des conditions d’un

mélange homogène, cas HE06.

de Reynolds également soit c, qui représente la température réduite. Les simulations

numériques fournissent les champs de température et d’avancement moyen au sens de

Favre soit T̃ et c̃. La variable d’avancement c est définie de la façon suivante :

c =
Y − Ymin(ξ)

Ymax(ξ)− Ymin(ξ)
Ymax(ξ) = ξ Ymin(ξ) =

ξ − ξst
1− ξst

(9.2)

Dans les simulations, l’emploi de la PDF jointe de la fraction massique et de la fraction de

mélange permet donc d’obtenir n’importe quelles quantités moyennes (fonction de ξ et Y

seulement) au sens de Reynolds q à partir des quantités au sens de Favre par la relation

suivante :

q =
T̃ ∗q

T̃ ∗
=

∫
q T ∗(ξ, Yf ) P̃ (ξ, Yf ) dξ dYf∫
T ∗(ξ, Yf ) P̃ (ξ, Yf ) dξ dYf

avec T ∗ = T/Mm (9.3)

La figure 9.12 montre les profils de la variance et de la variance maximale possible ob-

tenus par les simulations numériques. On peut donc conclure que le régime de combustion
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obtenu avec notre modélisation de la flamme en V turbulente stabilisée dans le domaine

de calcul est le régime de flammelettes.
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Fig. 9.12 – Variance de la variable d’avancement à z=42.5 mm (gauche) et 70 mm

(droite) pour des conditions d’un mélange homogène, cas HE06.

Le champ expérimental de la variable d’avancement moyenne peut être obtenu par

deux techniques différentes suivant que les images tomographiques sont binarisées ou non

binarisées avant le procédé de moyenne. La figure 9.13 compare le résultat de la simulation

avec les résultats expérimentaux obtenus en utilisant ces deux méthodes de traitement

des images.
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Fig. 9.13 – Variable d’avancement moyenne à z=42.5 mm (gauche) et 70 mm (droite)

pour des conditions d’un mélange homogène, cas HE06.

Quel que soit le procédé expérimental utilisé pour traiter les images, la simulation numérique
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donne de très bon résultats, en accord avec les données expérimentales. Toutefois, les

résultats de la simulation sont plus proches des données expérimentales obtenues lorsque

les images tomographiques sont binarisées.

Prémélange Partiel

Nous considérons maintenant le cas plus général d’un régime de combustion turbulente

partiellement prémélangée en utilisant le modèle LW-P pour calculer l’écoulement réactif

avec des conditions aux limites stratifiées. Dans le cas SE10-0 étudié ici, la richesse varie

de l’unité au centre du tube à zero au bord. Les profils de vitesse moyenne longitudinale

et transversale sont tracés sur la figure 9.14. Les simulations numériques permettent de

très bien retrouver les vitesses moyennes expérimentales.
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Fig. 9.14 – Composante longitudinale de la vitesse moyenne (gauche) et composante

transversale (droite) en m.s−1 à trois différentes distances du fil chaud z=20.4, 30.6 et

40.1 mm pour des conditions d’un mélange stratifié, cas SE10-0.
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Il est intéressant de remarquer qu’il n’y a pas, ni dans les simulations, ni dans les

expériences, de diminution de la vitesse en aval du fil chaud. En fait, dans ces conditions

stratifiées, l’expansion des gaz brûlés n’est pas la même le long de la direction transversale

et les valeurs importantes de la richesse autour du fil chaud conduisent à une accélération

plus forte à cet endroit que sur les bords de l’écoulement. En conséquence, la vitesse

moyenne longitudinale obtenue en aval du fil chaud est davantage contrôlée par l’expan-

sion des gaz brûlés proches de la stœchiométrie que par la zone de recirculation créée

par le fil chaud. Cette zone de recirculation nécessaire à la stabilisation de la flamme est

beaucoup plus petite dans ces conditions stratifiées que dans le cas du mélange homogène

étudié précédemment.

Les profils de la variable d’avancement moyenne, expérimentaux et calculés, sont

présentés sur la figure 9.15 pour deux différentes distances du fil chaud.
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Fig. 9.15 – Variable d’avancement moyenne (données binarisées) à z=42.5 mm (gauche)

et 70 mm (droite) pour des conditions d’un mélange stratifié, cas SE10-0.

Les profils expérimentaux présentés sur cette figure sont obtenus par le procédé de bi-

narisation des images tomographiques. Comme le montre cette figure, l’accord entre les

résultats expérimentaux et numériques est bon, ce qui démontre la capacité du modèle

LW-P à simuler les écoulements réactifs partiellement prémélangés.

Dans le paragraphe qui suit, les simulations numériques sont utilisées pour mettre en

évidence la réponse de la flamme à différentes conditions de stratifications de richesse.
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9.3.2 Analyse d’une Flamme Turbulente Stratifiée

Les simulations effectuées en utilisant le modèle LW-P ont donné des résultats satis-

faisants aussi bien dans des conditions homogènes (HE06) que stratifiées (SE10-0). Les

comparaisons avec les données expérimentales présentées jusqu’à présent correspondent à

l’utilisation de la grille de turbulence E.

Nous considérons maintenant les résultats des simulations obtenus dans les conditions

stratifiées pauvres (SB08-0) et riches (SB12-0) en utilisant la grille de turbulence B. Les

profils de la variable d’avancement obtenus dans ces conditions sont comparés aux données

expérimentales sur les figures 9.16 et 9.17.
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Fig. 9.16 – Variable d’avancement moyenne (données binarisées) à z=42.5 mm (gauche),

60 mm (centre) et 70 mm (droite) pour des conditions d’un mélange stratifié, cas SB08-0.
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Fig. 9.17 – Variable d’avancement moyenne (données binarisées) à z=42.5 mm (gauche),

60 mm (centre) et 70 mm (droite) pour des conditions d’un mélange stratifié, cas SB12-0.

Les résultats obtenus dans les conditions pauvres SB08-0 sont en très bon accord avec les

données expérimentales alors que dans les conditions riches SB12-0 les résultats sont un

peu moins satisfaisants. En fait, dans ce dernier cas on remarque que le développement
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de la flamme en V est tout de même correctement calculé par le modèle numérique car

l’écart observé entre les profils expérimentaux et numériques reste constant. Par ailleurs,

l’ouverture de la flamme est surévaluée uniquement à proximité de la zone de stabilisa-

tion de la flamme, là où la richesse est élevée. Cette caractéristique de l’écoulement est

probablement due à l’utilisation d’une réaction globale qui ne permet pas de retrouver

la composition des gaz brûlés correspondant à l’équilibre chimique. Cette approximation

n’a pas de conséquence importante dans des conditions pauvres telles que les conditions

SB08-0 car la différence de composition des gaz brûlés correspondant à la réaction globale

irréversible (CO2 et H2O) et correspondant à l’équilibre chimique est très faible dans ce

cas. En revanche, pour des mélanges de composition proche de la stœchiométrie tels que

dans les conditions SB12-0, la différence entre la température adiabatique correspondant

à l’équilibre chimique et correspondant à des gaz complètement brûlés (ne contenant plus

que CO2 etH2O) peut être plus importante et conduire à une surestimation de l’expansion

et donc de l’angle d’ouverture de la flamme.

Les champs de la variable d’avancement moyenne c et de sa variance c′′2 sont représentés

sur les figures 9.18 et 9.19. Les développements des flammes en V en aval du fil chaud

dans les conditions SB08-0 et SB12-0 sont significativement différents. Pour expliquer

cette différence nous nous appuyons sur les champs de fraction de mélange donnés par la

la figure 9.20, nos conclusions sont les suivantes :

– A proximité du fil chaud, le champ de fraction de mélange est fortement affecté

par l’expansion de la flamme ; les gradients de fraction de mélange et de la variable

d’avancement tendent à suivre la même direction, la flamme se propage donc à

travers le gradient de richesse.

– En aval du fil chaud, à la distance approximative de z=15mm, le flamme moyenne

coupe la ligne stœchiométrique, ce qui conduit à une forte déviation du front de

flamme moyen.

Cette caractéristique est aussi clairement visible sur les champs de fraction massique de

combustible donnés par la figure 9.21 et les champs du taux de réaction chimique moyen

donnés par la figure 9.22. On peut voir également sur la figure 9.21 l’excès de combustible

présent au centre de l’écoulement (x=0) lorsque le mélange est riche.
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Comme nous l’avons vu au cours du chapitre précédent pour les cas où le mélange est

pauvre, la covariance Ỹ ′′ξ′′ joue un rôle important lors de la combustion en prémélange

partiel. Les champs de covariance obtenus dans les cas SB08-0 et SB12-0 sont représentés

sur la figure 9.23.

La pente d de la droite (D) utilisée pour répartir les distributions de Dirac de la PDF

du modèle LW-P dans l’espace des compositions (voir figure 4.2) est directement reliée à

cette covariance par la relation 4.32, rappelée ici :

d =
ξ̃′′Y ′′

ξ̃′′2
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Fig. 9.18 – Champ de la variable d’avancement moyenne c pour des conditions d’un

mélange stratifié SB08-0 et SB12-0. La ligne stœchiométrique ξ̃=ξst est visualisée.

Fig. 9.19 – Champ de variance de la variable d’avancement c′′2 pour des conditions d’un

mélange stratifié SB08-0 et SB12-0. La ligne stœchiométrique ξ̃=ξst est visualisée.
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Fig. 9.20 – Champ de fraction de mélange moyenne ξ̃ pour des conditions d’un mélange

stratifié SB08-0 et SB12-0.

Fig. 9.21 – Champ de fraction massique de combustible moyenne Ỹ pour des conditions

d’un mélange stratifié SB08-0 et SB12-0. La ligne stœchiométrique ξ̃=ξst est visualisée.
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Fig. 9.22 – Taux de réaction chimique moyen ω / ρ (s−1) pour des conditions d’un mélange

stratifiés SB08-0 et SB12-0. La ligne stœchiométrique ξ̃=ξst est visualisée.

Fig. 9.23 – Champ de covariance ξ̃′′Y ′′ pour des conditions d’un mélange stratifié SB08-0

et SB12-0. La ligne stœchiométrique ξ̃=ξst est visualisée.
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(D)
(D

)

(D
)

Fig. 9.24 – Coefficient directeur d de la droite (D) dans le cas SB12-0 (gauche), la

ligne stœchiométrique ξ̃=ξst (ligne blanche) et les deux iso-lignes ξ1=ξst et ξ2=ξst (lignes

noires) sont également tracées. Exemples de positions de la droite (D) dans les gaz brûlés

(droite).

L’évolution de cette pente d dans le domaine de calcul est représentée sur la figure 9.24

et peut être expliquée de la façon suivante. Les fluctuations de richesse dans les gaz frais

suivent la droite mélange (Y=ξ), la pente d est donc égale à l’unité dans ces conditions.

Ensuite, la pente d diminue à la traversée de la flamme jusqu’à devenir nulle dans les gaz

brûlés pauvres car il n’y a plus de combustible (Y=0 et Y ′′=0) alors que les fluctuations

de fraction de mélange sont toujours possibles : ξ̃′′Y ′′=0 et ξ̃′′2 6=0. En revanche, lorsque

le mélange est riche, le combustible est toujours présent dans les gaz brûlés, la pente d est

donc différente de zéro et peut même devenir supérieure à l’unité. Finalement, la pente

d évolue de façon continue de la droite de mélange (gaz frais) à la droite de combustion

complète qui a une pente nulle dans les gaz pauvres et une pente égale à (ξ−ξst)/(1−ξst)
dans les gaz riches. Les différentes positions possibles de la droite (D) dans les gaz brûlés

sont reportées sur la figure 9.24.

Les lignes iso-valeurs noires visualisées sur le champ de d de la figure 9.24 représentent les

lignes stœchiométriques des fractions de mélanges ξ1 et ξ2 utilisées pour la construction

de la PDF.
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9.4 Conclusions

L’application du modèle LW-P de combustion turbulente présenté dans les chapitres

4, 5 et 6 à une flamme en V stratifiée stabilisée par un fil chaud a montré sa capa-

cité à calculer un écoulement réactif partiellement prémélangé. La flamme turbulente

en V que nous avons étudié [27, 81] est caractérisée par de forts gradients de richesse

moyenne et de grandes échelles de fluctuations de richesse. Les nouvelles fermetures pour

les taux de dissipation scalaire associées à une description simple mais précise du temps

caractéristique chimique ont permis au modèle de traiter avec succès aussi bien des condi-

tions stratifiées pauvres que riches. Les simulations numériques ont aussi été utilisées pour

analyser l’évolution de certaines quantités statistiques, difficiles d’accès du point de vue

expérimental.

L’étude préliminaire de flamme laminaire 1-D qui a permis de prendre en compte

précisément les temps chimiques a révélé les limites de l’utilisation de la fraction mas-

sique de combustible comme variable d’avancement de la réaction pour des mélanges

riches. De plus, les simulations numériques ont montré qu’il est nécessaire de prendre en

compte l’équilibre chimique pour prédire l’expansion de l’écoulement avec suffisamment

de précision, pour des conditions où la richesse est proche de la stœchiométrie (SB12-0).

L’utilisation d’un mécanisme cinétique plus complexe que la réaction globale irréversible

que nous utilisons ici doit alors être envisagée.
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Chapitre 10

Simulation du Second Ordre d’un

Ecoulement Turbulent Réactif

Stabilisé en Aval d’un Elargissement

Brusque

L’évaluation des performances des modèles du second ordre pour les écoulements tur-

bulents réactifs de géométries proches des cas pratiques sont assez rares. En ce qui concerne

les écoulements réactifs turbulents bidimensionnels comportant des recirculations et pou-

vant être considérés comme représentatifs des écoulements pratiques où les flammes se

stabilisent, on peut citer les travaux de Bailly et al. [3] et Bigot et al. [9]. Ce chapitre

décrit une nouvelle contribution à ce type de recherche en présentant l’évaluation des

performances du modèle LW-P du second ordre lors ce son application à la géométrie

ORACLES. Les travaux que nous présentons font donc suite à ceux de Bailly et al. [3] et

Bigot et al. [9] qui ont validé leur modèle du second ordre en l’applicant aux géométries

expérimentales de Shepherd et al. [86] et de Besson et al. [7]. La configuration de She-

pherd et al. est une chambre de combustion où une flamme turbulente est stabilisée sur

une marche et le dispositif de Besson et al. [7] est le banc d’essai ORACLES qui a déjà

été décrit au chapitre 8. Les modèles de combustion turbulente utilisés par Bailly et al.

[3] et Bigot et al. [9] décrits dans le chapitre 3 sont basés sur une approche BML et ne
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peuvent donc représenter que la combustion en régime de flammelettes. Le modèle LW-

P utilisé ici est applicable à tous les régimes de combustion et permet une description

précise des variations du temps chimique, ce qui est une caractéristique importante de

la combustion de prémélange partiel. Le modèle LW-P est aussi basé sur des fermetures

des termes de dissipation des scalaires permettant de retrouver les cas limites des régimes

de flammelettes et de flammes épaissies (cf chapitre 6). Concernant les fermetures des

équations pour les flux turbulents des scalaires et les tensions de Reynolds, Bailly et al.

[3] et Bigot et al. [9] ont modélisé les termes de pression en ne tenant compte que des effets

de l’interaction du gradient de pression moyen et des fluctuations de masse volumique,

négligeant en cela le rôle des fluctuations de pression. Une fermeture plus générale est

utilisée ici, elle a été validée grâce à une base de donnée DNS 3D et permet de représenter

les interactions pression-chimie (cf chapitre 7).

Le modèle LW-P du second ordre est validé en l’appliquant aux écoulements dans la

configuration ORACLES où le prémélange réactif peut être partiel. Les détails concernant

la configuration ORACLES ont été présentés au paragraphe 8.1. Les conditions limites

des simulations et les comparaisons des résultats expérimentaux et numériques dans le

cas d’un écoulement non réactif ont déjà été étudiées au paragraphe 8.2. La simulation

d’un écoulement non réactif en utilisant le modèle de turbulence du second ordre Rij − ε

donne des résultats tout à fait similaires à ceux obtenus avec le modèle k − ε. Nous nous

concentrons ici sur l’étude des deux phénomènes dus à la combustion turbulente que le

modèle LW-P du second ordre est susceptible de pouvoir représenter : la production de

turbulence par la flamme et le transport turbulent à contre-gradient. Les résultats de ces

travaux ont été présentés au colloque ICDERS en 2007 [82].

10.1 Production de Turbulence par la Flamme

Nous avons montré au chapitre 8 que le modèle LW-P du premier ordre est capable de

représenter qualitativement la flamme turbulente stabilisée dans la chambre de combustion

ORACLES. La figure 10.1 représente le taux de réaction chimique moyen obtenu pour un

mélange homogène (Φ=0, 8) en utilisant le modèle LW-P du premier ordre, c’est-à-dire

comportant une fermeture de type loi gradient pour les flux turbulents scalaires, associée
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au modèle Rij − ε LRR pour la turbulence proposé par Launder Reece et Rodi [46].

Fig. 10.1 – Taux de réaction moyen (s−1) pour Φ(1)=Φ(2)=0, 8 (LW-P premier ordre et

Rij − ε LRR) et visualisation directe de la flamme (temps de pose 1/50s)

L’accélération des gaz brûlés dans la chambre de combustion obtenue par les simulations

qui utilisent ce modèle du premier ordre est en très bon accord quantitatif avec les données

expérimentales comme le montre la figure 10.2. En revanche, les profils d’énergie cinétique

à ces différentes distances montrent clairement que le modèle LW-P du premier ordre sous-

estime de façon significative l’accroissement de l’énergie cinétique turbulente en aval de

la flamme, cela même en utilisant le modèle de turbulence Rij − ε LRR. La figure 10.2

montre les profils de vitesse moyenne longitudinale et d’énergie cinétique turbulente dans

la chambre de combustion aux distances longitudinales x/hstep = 7, 02, 8, 36 et 9, 70.

Cette simulation numérique utilisant le modèle LW-P avec une fermeture du premier

ordre ne permet pas de retrouver les maxima d’énergie cinétique turbulente observés

expérimentalement. En revanche les vitesses moyennes calculées sont en très bon accord

avec les données expérimentales. De fait, les niveaux élevés d’énergie cinétique turbulente

sont dus à la génération de turbulence par la flamme, mécanisme que le modèle LW-P du

premier ordre ne peut pas représenter.

Un second calcul du même écoulement a été effectué en utilisant le modèle LW-P avec

une fermeture du second ordre complète. La principale caractéristique de ce modèle du

second ordre est la modélisation des termes de pression Hij, H
ξ
i et HY

i intervenant dans les

équations de transport pour les tensions de Reynolds et les flux turbulents par les relations

(7.16), (7.17), (7.18) et (7.20). Ces expressions des termes de pression ont été testées en
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Fig. 10.2 – Vitesse moyenne longitudinale ũ et énergie cinétique turbulente k pour

Φ(1)=Φ(2)=0, 8 à x/hstep = 7, 32 (courbes du haut), à x/hstep = 8, 36 (courbes du milieu)

et à x/hstep = 9, 70 (courbes du bas), simulation utilisant le modèle LW-P premier ordre

associé au modèle classique Rij − ε LRR.
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utilisant une base de données DNS 3D d’une flamme plane turbulente et nous avons

montré que les résultats numériques sont en très bon accord avec ceux issus de cette base

[83]. Toutefois, l’utilisation de ces fermetures dans des simulations où la flamme moyenne

est résolue sur un nombre de mailles limité, conduit à certaines difficultés numériques

liées aux calculs des gradients des quantités conditionnées. Ainsi, la partie non réactive

du gradient de pression conditionné, équation (7.10), pour le calcul de la configuration

ORACLES est simplement évaluée par le gradient de pression moyen ∂p/∂xi. Ceci permet

d’éviter le calcul du gradient de vitesse conditionnée en chaque état q : ∂uiq/∂xk.

Le champ d’énergie cinétique turbulente obtenu avec le modèle LW-P du premier ordre

associé au modèle classique Rij−ε LRR est comparé sur la figure 10.3 au champ d’énergie

cinétique turbulente obtenu avec le modèle LW-P du second ordre complet. Les résultats

de ces deux simulations montrent que le modèle du second ordre complet conduit à une

augmentation de la turbulence dans la flamme turbulente moyenne et à une élévation des

niveaux d’énergie cinétique turbulente en aval de la zone de réaction.

9,708,367,32y/hstep=

9,708,367,32y/hstep=

Fig. 10.3 – Energie cinétique turbulente k̃ (m2.s−2) obtenue pour Φ(1)=Φ(2)=0, 8 en

utilisant le modèle LW-P du premier ordre associé au modèle classique Rij − ε LRR (en

haut) et le modèle LW-P du second ordre complet (en bas).

Les profils de vitesse moyenne longitudinale et les profils d’énergie cinétique turbulente

obtenus pour ces deux simulations sont comparés aux données expérimentales sur la figure

10.4.
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ũ
(m
/s

)

k
(m

2
/s

2
)

y/hstep y/hstep

 10
 15
 20
 25
 30
 35
 40
 45
 50

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4
 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

ũ
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Fig. 10.4 – Vitesse moyenne ũ et énergie cinétique turbulente k pour Φ(1)=Φ(2)=0, 8 à

x/hstep = 7, 32 (courbes du haut), à x/hstep = 8, 36 (courbes du milieu) et à x/hstep = 9, 70

(courbes du bas), obtenues en utilisant le modèle LW-P du premier ordre associé au modèle

classique Rij − ε LRR et le modèle LW-P du second ordre complet.
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On observe sur cette figure que les niveaux d’énergie cinétique turbulente obtenus par les

simulations sont du même ordre de grandeur que ceux fournis par les données expérimentales.

Ces résultats établissent, d’un point de vue quantitatif, la capacité du modèle LW-P du

second ordre complet à représenter le phénomène de génération de turbulence par la

flamme.

10.2 Importance des Zones de Diffusion Gradient et

Contre-Gradient

Les résultats de la simulation numérique obtenus avec le modèle du second ordre com-

plet sont maintenant utilisés pour étudier l’évolution des flux turbulents scalaires à la

traversée de la flamme turbulente. La figure 10.5 fournit les champs numériques des com-

posantes longitudinales et transversales des flux turbulents ũ′′Y ′′ et ṽ′′Y ′′ obtenus par

la simulation de la combustion d’un mélange homogène à richesse 0,8. Ces flux turbu-

lents scalaires sont comparés à ceux que l’on obtient en supposant des lois gradients soit

DT∂Ỹ /∂x et DT∂Ỹ /∂y.

La composante longitudinale des flux turbulents ũ′′Y ′′ est négative dans la plus grande

partie de la flamme moyenne et du signe opposé à la loi gradient. La composante transver-

sale des flux turbulents ṽ′′Y ′′ est elle aussi opposée à la loi gradient dans la majeure partie

de la flamme moyenne excepté pour de faibles valeurs de l’avancement de la réaction (du

côté des gaz brûlés). Cette caractéristique est en accord avec les études expérimentales

récentes telles que celles réalisées par Kalt et al. [37]. Il a été montré dans ces travaux que

la valeur de la variable d’avancement de la réaction pour laquelle on constate un passage

d’une zone de diffusion turbulente de type “gradient” à une zone de type “contre-gradient”

varie en fonction du facteur d’expansion thermique τ et du rapport u′/SL. Cette zone de

type “gradient” peut être très fine devant le front de flamme mais est indispensable pour

que la flamme puisse se propager dans l’écoulement. Compte tenu de la taille importante

des cellules du maillage utilisé pour le calcul devant l’épaisseur de cette zone, elle a été

artificiellement épaissie en considérant le terme c′′∂p/∂xi nul pour de faibles valeurs de

l’avancement de la réaction (c̃ < 0, 2).
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(a1)

(b1)

(a2)

(b2)

Fig. 10.5 – Composante longitudinale des flux turbulents ũ′′Y ′′ (2 figures du haut) et com-

posante transversale des flux turbulents ṽ′′Y ′′ (2 figures du bas), en m.s−1 obtenues pour

Φ(1)=Φ(2)=0, 8 en utilisant le modèle LW-P du second ordre complet, (a1) : DT∂Ỹ /∂x,

(b1) : ũ′′Y ′′, (a2) : DT∂Ỹ /∂y, (b2) : ṽ′′Y ′′

Il est également important de noter qu’une zone de diffusion turbulente de type “gradient”

est présente juste en aval de l’élargissement brusque, correspondant à la stabilisation de

la flamme.

Le modèle LW-P du second ordre complet a également été testé en prémélange partiel

lorsque la richesse du canal du haut (Φ(2)) est de 0, 9 et que la richesse du canal du bas

(Φ(1)) est de 0, 3 dans le premier cas puis de 0, 7 dans le second cas. La figure 10.6 montre

le terme source moyen obtenu dans ces deux cas et les visualisations directes des flammes

correspondantes.

Concernant les flux turbulents scalaires obtenus par ces simulations du second ordre

complet en prémélange partiel et présentés sur la figure 10.7, nous constatons que le

transport turbulent est à contre-gradient dans la flamme turbulente stabilisée dans le
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Fig. 10.6 – Terme source moyen obtenu pour Φ(1)=0, 9 et Φ(2)=0, 3 (gauche) et pour

Φ(1)=0, 9 et Φ(2)=0, 7 (droite) en utilisant le modèle LW-P du second ordre complet.

mélange à richesse 0,9 ; une zone de type “gradient” est toujours présente pour les faibles

valeurs de l’avancement de la réaction. En revanche, le transport turbulent est de type

“gradient” pour la flamme stabilisée dans le mélange à richesse 0,7.

Fig. 10.7 – Composante transversale des flux turbulents : DT∂Ỹ /∂y (haut) et ṽ′′Y ′′ (bas),

en m.s−1 obtenue pour Φ(1)=0.9 et Φ(2)=0.3 (gauche) et pour Φ(1)=0.9 et Φ(2)=0.7

(droite) en utilisant le modèle LW-P du second ordre complet.

On remarque également que le transport turbulent dans la couche de mélange en amont

de la flamme est de type “gradient” ce qui confirme que le modèle LW-P du second ordre

complet se comporte correctement en dehors des zones de combustion.

10.3 Conclusions

Les modèles du premier ordre et les modèles du second ordre non réactifs tels que k−ε
et Rij − ε LRR associés à des lois gradients pour exprimer la diffusion turbulente sca-
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laire (masse et énergie) ne sont pas appropriés pour représenter certaines caractéristiques

importantes des écoulements turbulents réactifs. Le modèle LW-P du second ordre com-

plet a été développé pour pouvoir représenter les phénomènes de diffusion turbulente

non-gradient et la production de turbulence par la flamme, en proposant des nouvelles

fermetures pour les termes de fluctuations de pression apparaissant dans les équations

de transport pour les flux turbulents de masse des scalaires et pour les tensions de Rey-

nolds. Le modèle final a été utilisé pour simuler des écoulements réactifs parfaitement et

partiellement prémélangés puis les résultats obtenus ont été comparés avec les données

expérimentales dans ces deux conditions. Les simulations ont été effectuées dans une

configuration où la combustion a lieu dans un milieu confiné et est stabilisée par un

élargissement brusque symétrique (ORACLES).

Les résultats des simulations sont en bon accord qualitatif avec les observations expé-

rimentales pour les écoulements parfaitement et partiellement prémélangés. Les résultats

ont montré que les flux turbulents scalaires obtenus par la résolution des équations sont

très différents de ceux obtenus par les lois gradients habituellement utilisées et sont même

de signe opposé. De plus, une comparaison quantitative de l’augmentation des niveaux

d’énergie cinétique turbulente dans ces écoulements réactifs a confirmé la capacité du

modèle à représenter la production de turbulence par la flamme.
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Conclusion et Perspectives

Le modèle de combustion turbulente LW-P utilisé dans les travaux présentés dans

ce mémoire est basé sur une PDF composée de quatre distributions de Dirac réparties

dans l’espace des compositions. Par sa simplicité intrinsèque, ce modèle nous a permis

de conduire une analyse détaillée des mécanismes physiques induits par la combustion de

prémélange partiel en écoulement turbulent. Nous avons développé et validé des méthodes

de fermeture pour les équations de transports des deux quantités scalaires utilisées par le

modèle LW-P, la fraction de mélange ξ et la fraction massique de combustible Y . De façon

plus précise nous avons modélisé les équations pour la fraction de mélange moyenne ξ̃, la

variance correspondante ξ̃′′2, la fraction massique de combustible moyenne Ỹ , la variance

correspondante Ỹ ′′2 et la covariance ξ̃′′Y ′′. Dans les équations de transport des seconds

moments Ỹ ′′2 et ξ̃′′Y ′′ apparaissent les termes de dissipation qui représentent le mélange

aux petites échelles dans ces écoulements turbulents réactifs partiellement prémélangés.

Nous avons montré l’importance de ces termes de dissipation dans la représentation de ces

écoulements réactifs et développé des expressions de fermeture qui permettent de retrouver

les limites correspondant aux régimes de flammelettes et au régime de flammes épaissies.

Ces nouvelles expressions de fermeture, valables aussi bien en prémélange parfait qu’en

prémélange partiel, sont ainsi applicables à tous les régimes de combustion, tout comme

le modèle LW-P lui-même.

Le modèle LW-P du premier ordre a tout d’abord été validé par un calcul de la

configuration ORACLES. Les résultats des simulations numériques de cet écoulement

turbulent réactif stabilisé en aval de l’élargissement brusque symétrique d’un canal 2D

sont en très bon accord avec les observations et les données expérimentales. Les résultats

montrent en particulier que les asymétries de l’écoulement moyen dans la chambre de
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combustion observées lors de la combustion d’un mélange issu de deux écoulements de

richesses différentes, sont très bien prédites par les simulations numériques. Ces calculs

ont aussi permis de retrouver les extinctions qui peuvent avoir lieu dans les zones de

l’écoulement où le mélange est en dessous des limites d’extinction en mélange pauvre.

Par ailleurs, les comparaisons quantitatives des champs de vitesse calculés avec les champs

de vitesse mesurés ont démontré l’importance des modèles de dissipation des scalaires

réactifs utilisés dans les simulations. On peut conclure que les fermetures généralisées

pour les dissipations scalaires proposées dans ce mémoire améliorent considérablement le

calcul du champ de vitesse en aval de la zone de flamme.

Le modèle LW-P du premier ordre a également été validé en calculant une flamme en V

turbulente, configuration où les fluctuations de richesse se produisent dans des régions plus

importantes que celles observées dans la configuration ORACLES du LCD. Les résultats

de la simulation numérique de cette flamme en V turbulente stratifiée stabilisée par un fil

chaud sont en très bon accord avec les mesures expérimentales réalisées au CORIA. Ces

comparaisons ont été effectuées sur les champs de vitesse et d’avancement de la réaction

obtenus pour différentes conditions de turbulence et de stratification. Le modèle a permis

de traiter avec succès aussi bien les conditions stratifiées pauvres que riches. La prise en

compte des phénomènes liés aux fluctuations de richesse par une description réaliste des

variations du temps chimique de l’écoulement a également permis d’analyser l’évolution

de certaines quantités statistiques difficilement accessibles par la mesure.

Nous avons ensuite développé un modèle LW-P du second ordre, à partir d’une PDF

jointe P̃ (ui, ξ, Y ). Ce modèle utilise une forme générale comportant n distributions de

Dirac, mais la valeur n = 4 a été retenue pour les applications. Une méthode est proposée

pour que les paramètres de cette PDF ne dépendent que des premiers et seconds moments

scalaires déjà introduits dans le modèle du premier ordre ainsi que des flux turbulents de

masse de ces scalaires. Les flux turbulents sont alors résolus par des équations de transport

supplémentaires.

Dans ces équations comme dans celles pour les tensions de Reynolds apparaissent

des termes représentant les interactions pression-chimie, qui contribuent de façon impor-

tante à l’apparition des phénomènes de diffusion turbulente à contre-gradient et de la
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production de turbulence par les flammes. Ces termes sont modélisés par des expressions

faisant intervenir différentes contributions qui représentent respectivement les effets dus

aux variations de masse volumique, les effets dus à la présence de zone réactive et les

effets de redistribution d’énergie dans les différentes directions. Cette dernière contribu-

tion est modélisée par un mécanisme de retour à l’isotropie, similaire à celui utilisé dans

les écoulements à masse volumique constante (Rij − ε LRR) mais généralisé au cas des

écoulements réactifs. Ces modèles ont été validés avec succès en prémélange parfait en

utilisant une base de donnée obtenue par la simulation directe (DNS) 3-D d’une flamme

plane prémélangée turbulente.

Ce modèle LW-P du second ordre a été appliqué au calcul de la combustion dans

la configuration ORACLES. Les résultats des simulations sont en bon accord qualita-

tif avec les observations expérimentales pour les écoulements parfaitement et partielle-

ment prémélangés. Une comparaison quantitative concernant l’accroissement des niveaux

d’énergie cinétique turbulente a montré la capacité du modèle à représenter la production

de turbulence par la flamme. De plus, les flux turbulents scalaires représentant les trans-

ports turbulents de masse et d’énergie obtenus par la résolution des équations sont très

différents de ceux obtenus par les lois gradients habituellement utilisées, pouvant même

être de signe opposé à celui prévu par ces lois gradients. Après d’autres études toutes

faites en écoulement parfaitement prémélangé, ces résultats confirment que les modèles

de transport turbulent adaptés aux écoulements non-réactifs tels que k − ε et Rij − ε

LRR (Launder Reece et Rodi [46]) associés à des lois gradients pour exprimer la diffu-

sion turbulente scalaire ne sont pas appropriés pour représenter certaines caractéristiques

importantes des écoulements turbulents réactifs. Des travaux supplémentaires sont en-

core nécessaires pour valider ce modèle du second ordre, utilisant d’autres configurations

expérimentales que le banc d’essai ORACLES.

L’étude numérique de la flamme en V stratifiée turbulente a également révélé les li-

mites de l’utilisation d’une réaction globale associée à la fraction massique de combustible

comme variable d’avancement. En effet, les calculs de flamme laminaire de prémélange

méthane-air effectués en utilisant les schémas cinétiques détaillés des librairies CHEMKIN

ont montré tout d’abord que la réaction globale ne permet pas de représenter l’évolution
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de la fraction massique de combustible lorsque le mélange est riche. De manière générale,

la fraction massique de combustible n’est pas représentative de l’évolution des espèces

chimiques dans la flamme même pour des mélanges pauvres car certaines réactions chi-

miques importantes ne se produisent qu’après la disparition complète du combustible. Ces

réactions chimiques font notamment intervenir les espèces polluantes dont la prédiction

est aussi un objectif majeur des recherches effectuées en matière de combustion. De plus,

les simulations numériques de la flamme en V ont montré qu’il est nécessaire de prendre

en compte l’équilibre chimique lorsque le mélange est proche de la stœchiométrie pour

prédire l’expansion de l’écoulement avec suffisamment de précision. Il faut alors envisa-

ger l’utilisation d’un mécanisme cinétique plus détaillé et l’introduction d’une variable

d’avancement plus représentative de l’évolution des espèces chimiques dans la flamme.

Par exemple, l’utilisation d’une variable d’avancement qui est une fonction des fractions

massiques de monoxyde et de dioxyde de carbone associée à une méthode de tabulation

ou prenant en compte au moins deux réactions successives semble être une solution mieux

adaptée à la description de l’évolution des réactions chimiques.

Le régime de combustion caractérisant les configurations utilisées pour valider les

modèles développés au cours de cette thèse est toujours très proche du régime des flam-

melettes. Comme les modèles sont théoriquement applicables à tous les régimes de combus-

tion, il serait intéressant de les valider dans des configurations où le régime de combustion

est le régime des flammes plissées-épaissies voire même le régime des flammes épaissies.

Il pourrait alors être envisagé d’améliorer la forme de la PDF en augmentant le nombre

de distributions de Dirac réparties dans l’espace des compositions. Une augmentation du

nombre de distributions de Dirac dans l’espace des richesses serait particulièrement utile

pour représenter de façon plus réaliste le mélange du combustible et de l’oxydant dans les

flammes turbulentes non prémélangées.

Enfin, les écoulements étudiés et notamment ceux du dispositif ORACLES présentent

des caractéristiques instationnaires importantes qu’il est aujourd’hui envisageable de prédire

par la simulation numérique. Ainsi, la méthode instationnaire de simulation numérique

URANS disponible dans Code-Saturne pourrait être utilisée avec le modèle LW-P pour

calculer ce genre d’écoulement. De plus, les modèles développés ici, notamment ceux
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concernant les termes de dissipation scalaire, pourraient tout aussi bien être utilisés dans

le cadre d’une méthode instationnaire de simulation numérique de type LES, également

disponible dans Code-Saturne. De telles méthodes instationnaires de simulation numérique

nécessitent des modélisations précises des échelles non résolues et les modèles actuellement

disponibles reposent généralement sur des lois gradients qui ne prennent pas en compte

les effets de production de turbulence par la flamme ou ceux de diffusion non-gradient

susceptibles d’être rencontrés dans les écoulements réactifs.
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[7] M. Besson, P. Bruel, J.L. Champion, B. Deshaies (2000), “Experimental analysis

of combusting flows developing over a plane-symmetric expansion”, J. Thermophys.

Heat Transfer, 14 :59-67.
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Combust Sci. Technol.



184 BIBLIOGRAPHIE

[83] V. Robin, A. Mura, M. Champion, T. Hasegawa (2007), “A new analysis of the mo-

deling of pressure fluctuations effects on premixed turbulent flames and its validation

based on DNS data”, 5th Mediterranean Combustion Symposium, Monastir, Tunisia,
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Annexe A

La Limite du Régime de

Flammelettes

Dans cette annexe, nous détaillons les développements analytiques qui ont conduit aux

relations présentées dans le chapitre 6. Ces développements ont pour objectif de démontrer

les différentes relations existant entre les dissipations scalaires, les valeurs moyennes de

ces scalaires et le taux de réaction chimique dans la limite du régime de flammelettes.

Ces démonstrations sont effectuées tout d’abord pour des mélanges parfaits puis pour des

mélanges partiels caractérisés par la fraction massique de combustible Y et par la fraction

de mélange ξ.

La forme de l’espace des compositions est rappelée sur la figure suivante :

Y
=
Ym

ax
=
ξ

Y=Ymin

Y
=
Y m

in

ξξst

Y

0 1

1

Fig. A.1 – Espace des compositions
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La forme de l’espace des compositions nous permet d’exprimer les valeurs limites de

la fraction massique de combustible Ymax et Ymin en fonction de la fraction de mélange :

Ymax(ξ) = ξ et Ymin(ξ) = A(ξ).(ξ − ξst) (A.1)

Le coefficient directeur A est nul pour des mélanges pauvres (ξ < ξst) et égal à 1/(1− ξst)
pour des mélanges riches (ξ > ξst), on peut donc écrire en introduisant la fonction de

Heaviside H (ξ − ξst) la relation suivante :

A(ξ) =
1

1− ξst
H (ξ − ξst) (A.2)

Le régime des flammelettes est caractérisé par des zones réactives infiniment minces.

Si cette caractéristique est valable quelle que soit la richesse du mélange, alors la PDF

peut être considérée quasiment bimodale pour toutes les valeurs de la fraction de mélange.

Cette PDF peut s’écrire :

P̃ (Y, ξ) = λP̃ (Y = Ymax, ξ)δ (Y − Ymax) + (1− λ)P̃ (Y = Ymin, ξ)δ (Y − Ymin) +O(1/Da)

(A.3)

Comme les zones réactives sont infiniment minces, les variations de la fraction de mélange

ne se produisent jamais en même temps que celles de la fraction massique. Les PDF de

ces variables sont alors indépendantes et les relations suivantes peuvent être écrites :

P̃ (Y = Ymax, ξ) = P̃ (Y = Ymin, ξ) = P̃ (ξ) (A.4)

L’épaisseur négligeable des zones réactives de l’écoulement permet de considérer que

le terme (Ymax − Y )(Y − Ymin) est toujours nul. Nous cherchons tout d’abord à écrire une

équation de transport pour ce terme.

A.1 Equation de Transport pour (Ymax − Y ) (Y − Ymin)

L’équation de transport du scalaire passif ξ s’écrit :

∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xk

(ρukξ) =
∂

∂xk

(
ρD

∂ξ

∂xk

)
(A.5)

L’équation de transport du scalaire réactif Y s’écrit :

∂

∂t
(ρY ) +

∂

∂xk

(ρukY ) =
∂

∂xk

(
ρD

∂Y

∂xk

)
+ ω (A.6)
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L’équation de transport de Ymax (=ξ) s’écrit :

∂

∂t
(ρYmax) +

∂

∂xk

(ρukYmax) =
∂

∂xk

(
ρD

∂Ymax

∂xk

)
(A.7)

L’équation de transport de Ymin (A(A.5−ξst)) s’écrit :

∂

∂t
(ρA(ξ − ξst)) +

∂

∂xk

(ρukA(ξ − ξst))

− ξ

(
∂

∂t
(ρA) +

∂

∂xk

(ρukA)− ∂

∂xk

(
ρD

∂A

∂xk

))
(A.8)

=
∂

∂xk

(
ρD

∂A(ξ − ξst)

∂xk

)
− 2ρD

∂ξ

∂xk

∂A

∂xk

Comme ∂
∂xk

(H (ξ − ξst)) = δ (ξ − ξst)
∂ξ
∂xk

et ∂
∂xk

(δ (ξ − ξst)) = 0 alors :

∂

∂t
(ρYmin) +

∂

∂xk

(ρukYmin)

− ξδ (ξ − ξst)

1− ξst

(
∂

∂t
(ρξ) +

∂

∂xk

(ρukξ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂ξ

∂xk

))
(A.9)

=
∂

∂xk

(
ρD

∂Ymin

∂xk

)
− 2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

δ (ξ − ξst)

1− ξst

Finalement, l’équation de transport de Ymin est :

∂

∂t
(ρYmin)+

∂

∂xk

(ρukYmin) =
∂

∂xk

(
ρD

∂Ymin

∂xk

)
− 1

1− ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ(ξ−ξst) (A.10)

L’équation de (Ymax − Y ) est (Eq(A.7)-Eq(A.6) + DY = Dξ) :

∂

∂t
(ρ(Ymax − Y )) +

∂

∂xk

(ρuk(Ymax − Y )) =
∂

∂xk

(
ρD

∂(Ymax − Y )

∂xk

)
− ω (A.11)

L’équation de (Y − Ymin) est (Eq(A.6)-Eq(A.10) + DY = Dξ) :

∂

∂t
(ρ(Y − Ymin)) +

∂

∂xk

(ρuk(Y − Ymin)) =
∂

∂xk

(
ρD

∂(Y − Ymin)

∂xk

)
+ ω

+ 2ρD
∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

δ (ξ − ξst)

1− ξst
(A.12)
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On écrit maintenant (Y − Ymin)*Eq(A.11) :

∂

∂t
(ρ(Ymax − Y )(Y − Ymin)) +

∂

∂xk

(ρuk(Ymax − Y )(Y − Ymin))

− (Ymax − Y )

(
∂

∂t
(ρ(Y − Ymin)) +

∂

∂xk

(ρuk(Y − Ymin))− ∂

∂xk

(
ρD

∂(Y − Ymin)

∂xk

))

=
∂

∂xk

(
ρD

∂(Ymax − Y )(Y − Ymin)

∂xk

)
− (Y − Ymin)ω (A.13)

− 2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

L’équation pour (Ymax − Y )(Y − Ymin) s’écrit finalement :

∂

∂t
(ρ(Ymax − Y )(Y − Ymin)) +

∂

∂xk

(ρuk(Ymax − Y )(Y − Ymin))

=
∂

∂xk

(
ρD

∂(Ymax − Y )(Y − Ymin)

∂xk

)
+ (Ymax − 2Y + Ymin)ω (A.14)

− 2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

+ 2ρD
∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

(Ymax − Y )

1− ξst
δ (ξ − ξst)

En régime de flammelettes, le terme (Ymax− Y )(Y − Ymin) est toujours nul, on peut donc

finalement écrire :

'

&

$

%

2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

= (Ymax − 2Y + Ymin)ω

+
(Ymax − Y )

1− ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ (ξ − ξst) (A.15)
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A.2 Prémélange Parfait à la Limite du Régime de

Flammelettes

A.2.1 Expression de la Dissipation Scalaire

En prémélange parfait ξ est constant donc Ymax et Ymin le sont également, l’équation A.15

se simplifie et donne :

− 2ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

= (Ymax − 2Y + Ymin)ω (A.16)

On moyenne cette relation pour obtenir l’expression de la dissipation scalaire à la limite

du régime de flammelettes :

²

±

¯

°
−2ρD

∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

= 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

+ (Ymax − 2Ỹ + Ymin)ω − 2Y ′′ω (A.17)

A.2.2 Valeur de la Variance

L’expression de la PDF (A.3) permet de déterminer la valeur de la variance à la limite

du régime de flammelettes. Cette relation permet d’exprimer :

- la fraction massique moyenne ;

Ỹ =

∫
Y P̃ (Y )dY = λYmax + (1− λ)Ymin

λ =
Ỹ − Ymin

Ymax − Ymin

(1− λ) =
Ymax − Ỹ

Ymax − Ymin

(A.18)

- la variance de fraction massique ;

Ỹ ′′2 =

∫
(Y − Ỹ )2P̃ (Y )dY = λ(Ymax − Ỹ )2 + (1− λ) (Ymin − Ỹ )2

= λ(1− λ)2(Ymax − Ymin)
2 + (1− λ)λ2(Ymax − Ymin)

2

= (Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin) (A.19)
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A.2.3 Equation de Transport de la Variance

On introduit cette dernière expression dans l’équation pour la variance (1.33) :

∂

∂t

(
ρ(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)

)
+

∂

∂xk

(
ũkρ(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)

)

=
∂

∂xk

(
ρD

∂

∂xk

(
(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)

)
− ρu′′kY

′′2
)

(A.20)

−2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Y ′′ω

En introduisant les vitesses moyennes conditionnées en Ymax et Ymin et la PDF jointe de

vitesse et scalaire, on peut démontrer la relation suivante :

ρu′′kY
′′2 = (Ymax − 2Ỹ + Ymin)ρu′′kY

′′ (A.21)

Cette relation est également valable lorsque l’on utilise une hypothèse gradient pour les

flux turbulents :

ρu′′kY
′′2 = −ρDT

∂Ỹ ′′2

∂xk

= −ρDT
∂

∂xk

(
(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)

)

= −(Ymax − 2Ỹ + Ymin)ρDT
∂Ỹ

∂xk

= (Ymax − 2Ỹ + Ymin)ρu′′kY
′′ (A.22)

En tenant compte de la relation (A.21), on peut écrire l’équation (A.20) sous la forme

suivante :

(Ymax − 2Ỹ + Ymin)

(
∂Ỹ

∂t
+

∂

∂xk

(
ρũkỸ

)
− ∂

∂xk

(
ρD

∂Ỹ

∂xk

− ρu′′kY
′′

))
(A.23)

= +2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

− 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Y ′′ω

Finalement, on retrouve l’équation A.17 :
¶

µ

³

´
−2ρD

∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

= 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

+ (Ymax − 2Ỹ + Ymin)ω − 2Y ′′ω



ANNEXE A. LA LIMITE DU RÉGIME DE FLAMMELETTES 195

A.3 Prémélange Partiel à la Limite du Régime de

Flammelettes

A.3.1 Expression des Dissipations Scalaires

Les développements analytiques qui viennent d’être détaillés sont à nouveau conduits

mais en considérant cette fois le cas des mélanges partiels. On repart de l’équation (A.15)

dont le dernier terme du membre de droite est négligé :

2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

= (Ymax − 2Y + Ymin)ω (A.24)

De plus, les fluctuations de A autour de la stœchiométrie sont également négligées, donc

A′′ = 0 et Ã = A. Comme le coefficient directeur moyen Ã est considéré constant, on peut

écrire les relations suivantes :

Ỹmin = Ã(ξ̃ − ξst) et Y ′′
min = Ãξ′′ (A.25)

Ces hypothèses permettent de simplifier les relations en ne considérant pas les termes

conditionnés à la stœchiométrie. Ces termes restent négligeables tant que l’on ne considère

pas le cas des flammes de diffusion.

En moyenne l’équation (A.24) devient :

2ρD
∂Ymax

∂xk

∂Y

∂xk

+ 2ρD
∂Y

∂xk

∂Ymin

∂xk

− 2ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

− 2ρD
∂Ymax

∂xk

∂Ymin

∂xk

(A.26)

= (Ymax − 2Y + Ymin)ω

et remplaçant Ymax et Ymin par leur expression en fonction de ξ :

2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

+ Ã2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

+2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂Ỹ

∂xk

+ Ã2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂ξ̃

∂xk

− 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk

(A.27)

= (Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω + (Y ′′
max − 2Y ′′ + Y ′′

min)ω

soit :
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'

&

$

%

(1 + Ã)2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

+(1 + Ã)2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂Ỹ

∂xk

− 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk

(A.28)

= (Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω − 2Y ′′ω + (1 + Ã)ξ′′ω

L’équation (A.28) fournit une relation entre les trois dissipations scalaires moyennes

en prémélange partiel pour le régime de flammelettes. Ces dissipations sont définies par

la relation 1.47, rappelée ici :

ρεξ = −2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

ρεY = −2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

ρεξY = −2ρD
∂ξ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

L’équation A.28 permet de relier les termes chimiques des équations de transport aux dis-

sipations scalaires moyennes. Cette relation est semblable à la relation bien connue A.17

mais étendue au cas des prémélanges partiels. Il faut noter que cette relation dégénère cor-

rectement vers l’équation A.17 lorsqu’il n’y a plus de fluctuations de fraction de mélange.

A.3.2 Valeurs de la Variance et de la Covariance

L’expression de la PDF (A.3) permet de déterminer la valeur de la variance de fraction

massique de combustible et de la covariance à la limite du régime de flammelettes. Cette

relation permet d’exprimer :

- la fraction massique moyenne ;

Ỹ =

∫
Y P̃ (Y, ξ)dY dξ = λ

∫
YmaxP̃ (ξ)dξ + (1− λ)

∫
YminP̃ (ξ)dξ = λỸmax + (1− λ) Ỹmin

λ =
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin

(1− λ) =
Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin

(A.29)
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- la variance de fraction massique ;

Ỹ ′′2 =

∫
(Y − Ỹ )2P̃ (Y, ξ)dY dξ = λ

∫
(Ymax − Ỹ )2P̃ (ξ)dξ + (1− λ)

∫
(Ymin − Ỹ )2P̃ (ξ)dξ

= λ

∫
(Ymax

′′ + Ỹmax − Ỹ )2P̃ (ξ)dξ + (1− λ)

∫
(Ymin

′′ + Ỹmin − Ỹ )2P̃ (ξ)dξ

= λ

∫
Ymax

′′2 + (Ỹmax − Ỹ )2 + 2Ymax
′′(Ỹmax − Ỹ )P̃ (ξ)dξ

+ (1− λ)

∫
Ymin

′′2 + (Ỹmin − Ỹ )2 + 2′′(Ỹmin − Ỹ )P̃ (ξ)dξ

= λ(Ỹmax − Ỹ )2 + λ

∫
Ymax

′′2P̃ (ξ)dξ + (1− λ) (Ỹmin − Ỹ )2 + (1− λ)

∫
Ymin

′′2P̃ (ξ)dξ

= (Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) + λỸmax
′′2 + (1− λ) Ỹmin

′′2

= (Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +
(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ξ̃′′2 (A.30)

- la covariance ;

Ỹ ′′ξ′′ =

∫
(Y − Ỹ )(ξ − ξ̃)P̃ (Y, ξ)dY dξ

= λ

∫
(Ymax − Ỹ )(ξ − ξ̃)P̃ (ξ)dξ + (1− λ)

∫
(Ymin − Ỹ )(ξ − ξ̃)P̃ (ξ)dξ

= λỸmax
′′ξ′′ + (1− λ) Ỹmin

′′ξ′′

=
(
λ+ (1− λ) Ã

)
ξ̃′′2 (A.31)

A.3.3 Equation de Transport de la Variance

On cherche ici à injecter l’expression (A.30) dans l’équation pour la variance (1.33). Pour

cela la relation suivante est nécessaire :

ρu′′kY
′′2 = (Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ρu′′kY

′′ + (Ỹ + Ỹmin)ρu′′kY
′′
max + (Ỹ + Ỹmax)ρu′′kY

′′
min

+
(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ρu′′kξ

′′2 + ξ̃′′2(1− Ã2)ρu′′kλ
′′ (A.32)

Cette relation pourait être démontrée en introduisant les vitesses moyennes conditionnées

en Ymax et Ymin et la PDF jointe de vitesse et des scalaires mais nous la démontrons ici
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en utilisant une loi gradient pour exprimer les flux turbulents :

ρu′′kY
′′2 = −ρDT

∂Ỹ ′′2

∂xk

= −ρDT
∂

∂xk

(
(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +

(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ξ̃′′2

)

= −ρDT

[
(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)

∂Ỹ

∂xk

+ (Ỹ − Ỹmin)
∂Ỹmax

∂xk

+ (Ỹ − Ỹmax)
∂Ỹmin

∂xk

]

−ρDT

[
+

(
λ+ (1− λ) Ã2

) ∂ξ̃′′2
∂xk

+ ξ̃′′2(1− Ã2)
∂λ

∂xk

]

= (Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ρu′′kY
′′ + (Ỹ + Ỹmin)ρu′′kY

′′
max + (Ỹ + Ỹmax)ρu′′kY

′′
min

+
(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ρu′′kξ

′′2 + ξ̃′′2(1− Ã2)ρu′′kλ
′′ (A.33)

La valeur maximale de la variance est injectée dans l’équation (1.33).

∂

∂t

(
ρ(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +

(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ξ̃′′2

)

+
∂

∂xk

(
ρũk(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +

(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ξ̃′′2

)

=
∂

∂xk

(
ρD

∂

∂xk

(
(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin) +

(
λ+ (1− λ) Ã2

)
ξ̃′′2

)
− ρu′′kY

′′2
)

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Y ′′ω (A.34)

On recombine les termes différemment.

(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)

(
∂

∂t

(
ρỸ

)
+

∂

∂xk

(
ρũkỸ

)
− ∂

∂xk

(
ρD

∂Ỹ

∂xk

− ρu′′kY
′′

))

+ (Ỹ − Ỹmin)

(
∂

∂t

(
ρỸmax

)
+

∂

∂xk

(
ρũkỸmax)

)
− ∂

∂xk

(
ρD

∂Ỹmax

∂xk

− ρu′′kY
′′
max

))

+ (Ỹ − Ỹmax)

(
∂

∂t

(
ρỸmin

)
+

∂

∂xk

(
ρũkỸmin)

)
− ∂

∂xk

(
ρD

∂Ỹmin

∂xk

− ρu′′kY
′′
min

))

+
(
λ+ (1− λ) Ã2

) (
∂

∂t

(
ρξ̃′′2

)
+

∂

∂xk

(
ρũkξ̃′′2

)
− ∂

∂xk

(
ρD

∂ξ̃′′2

∂xk

− ρu′′kξ
′′2

))

+ ξ̃′′2(1− Ã2)

(
∂λ

∂t
+

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
))

= ∗



ANNEXE A. LA LIMITE DU RÉGIME DE FLAMMELETTES 199

∗ = ρD
∂Ỹ

∂xk

∂(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)

∂xk

+ ρD
∂Ỹmax

∂xk

∂(Ỹ − Ỹmin)

∂xk

+ ρD
∂Ỹmin

∂xk

∂(Ỹ − Ỹmax)

∂xk

+ 2(1− Ã2)ρD
∂ξ̃′′2

∂xk

∂λ

∂xk

− ρu′′kY
′′∂(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)

∂xk

− ρu′′kY
′′
max

∂(Ỹ − Ỹmin)

∂xk

− ρu′′kY
′′
min

∂(Ỹ − Ỹmax)

∂xk

− (1− Ã2)ρu′′kξ
′′2 ∂λ
∂xk

− (1− Ã2)ρu′′kλ
′′∂ξ̃

′′2

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρu′′kY
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Y ′′ω (A.35)

(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω

+
(
λ+ (1− λ) Ã2

) (
−2ρD

∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

− 2ρu′′kξ
′′ ∂ξ̃
∂xk

)

+ ξ̃′′2(1− Ã2)

(
∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
))

= −2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

+ (1 + Ã)2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂ξ̃

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk

− (1 + Ã)ρu′′kY
′′ ∂ξ̃
∂xk

− (1 + Ã)ρu′′kξ
′′ ∂Ỹ
∂xk

+ 2Ãρu′′kξ
′′ ∂ξ̃
∂xk

+ 2(1− Ã2)ρD
∂ξ̃′′2

∂xk

∂λ

∂xk

− (1− Ã2)ρu′′kξ
′′2 ∂λ
∂xk

− (1− Ã2)ρu′′kλ
′′∂ξ̃

′′2

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

+ 2Y ′′ω (A.36)

Le gradient de λ s’exprime en fonction des valeurs moyennes :

λ =
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin

et
∂λ

∂xk

=
1

Ỹmax − Ỹmin

(
∂Ỹ

∂xk

− (λ+ (1− λ)Ã)
∂ξ̃

∂xk

)
(A.37)

La relation, exprimant les flux turbulents de λ en fonction des valeurs moyennes, pourrait

être obtenue en introduisant les vitesses moyennes conditionnées en Ymax et Ymin et la

PDF jointe de vitesse et des scalaires. Nous la vérifions ici en utilisant une loi gradient

pour les flux turbulents :

ρu′′kλ
′′ = −ρDT

∂λ̃

∂xk

= − ρDT

Ỹmax − Ỹmin

(
∂Ỹ

∂xk

− (λ+ (1− λ)Ã)
∂ξ̃

∂xk

)

=
1

Ỹmax − Ỹmin

(
ρu′′kY

′′ − (λ+ (1− λ)Ã)ρu′′kξ
′′
)

(A.38)
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On continue le développement de l’équation (A.36).

(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω

+
(
λ+ (1− λ) Ã2

) (
−2ρD

∂ξ′′

∂xk

∂ξ′′

∂xk

− 2ρu′′kξ
′′ ∂ξ̃
∂xk

)

+ ξ̃′′2(1− Ã2)

(
∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
))

= −2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

+ (1 + Ã)2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂ξ̃

∂xk

− Ã2ρD
∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk

− (1 + Ã)ρu′′kY
′′ ∂ξ̃
∂xk
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′′ ∂Ỹ
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+ 2Ãρu′′kξ
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+ 2
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ρD
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∂Ỹ
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− 2
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∂xk

∂ξ̃
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− (1− Ã2)
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ρu′′kξ
′′2 ∂Ỹ
∂xk

+
(λ+ (1− λ)Ã)(1− Ã2)
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ρu′′kξ
′′2 ∂ξ̃
∂xk

− (1− Ã2)

Ỹmax − Ỹmin

ρu′′kY
′′∂ξ̃

′′2

∂xk

+
(λ+ (1− λ)Ã)(1− Ã2)

Ỹmax − Ỹmin

ρu′′kξ
′′∂ξ̃

′′2

∂xk

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

+ 2Y ′′ω (A.39)

On cherche maintenant à dériver une équation de transport pour λ :

∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
)

(A.40)

=
1

Ỹmax − Ỹmin

[
∂Ỹ

∂t
+

∂

∂xk

(
ρũkỸ

)]
− ∂

∂xk

(
1

Ỹmax − Ỹmin

(
ρD

∂Ỹ

∂xk

− ρu′′kY
′′

))

− (λ+ (1− λ)Ã)

Ỹmax − Ỹmin

[
∂ξ̃

∂t
+

∂

∂xk

(
ρũkξ̃

)]
+

∂

∂xk

(
(λ+ (1− λ)Ã)

Ỹmax − Ỹmin

(
ρD

∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′

))

∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ) − ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
)

=
ω

Ỹmax − Ỹmin

−
(
ρD

∂Ỹ

∂xk

− ρu′′kY
′′

)
∂

∂xk

(
1

Ỹmax − Ỹmin

)
(A.41)

+

(
ρD

∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′

)
∂

∂xk

(
(λ+ (1− λ)Ã)

Ỹmax − Ỹmin

)
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∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
)

(A.42)

=
ω

Ỹmax − Ỹmin

+
(1− Ã)(

Ỹmax − Ỹmin

)2

(
ρD

∂Ỹ
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− ρu′′kY
′′

)
∂ξ̃

∂xk

− (λ+ (1− λ)Ã)(1− Ã)(
Ỹmax − Ỹmin

)2

(
ρD

∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′

)
∂ξ̃

∂xk

+
(1− Ã)

Ỹmax − Ỹmin

(
ρD

∂ξ̃

∂xk

− ρu′′kξ
′′

)
∂λ

∂xk

L’équation de transport pour λ s’écrit finalement :

∂

∂t
(ρλ) +

∂

∂xk

(ρũkλ)− ∂

∂xk

(
ρD

∂λ

∂xk

− ρu′′kλ
′′
)

(A.43)

=
ω

Ỹmax − Ỹmin

+
(1− Ã)(

Ỹmax − Ỹmin
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[
2ρD

∂Ỹ
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− (λ+ (1− λ)Ã)2ρD
∂ξ̃
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′′ ∂ξ̃
∂xk

]

On introduit l’équation (A.43) dans l’équation (A.39).

(Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω +
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λ+ (1− λ) Ã2

) (
−2ρD
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Ỹmax − Ỹmin
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∂ξ̃
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)2 ξ̃
′′2
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∂Ỹ
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∂Ỹ

∂xk
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∂xk

− Ã2ρD
∂ξ̃

∂xk
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− (1 + Ã)ρu′′kξ
′′ ∂Ỹ
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∂ξ̃
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ρu′′kY
′′∂ξ̃
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∂xk
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∂xk

+ 2Y ′′ω (A.44)
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Finalement, la dissipation intervenant dans l’équation de la variance de fraction massique

de combustible s’exprime, en prémélange partiel et régime de flammelettes, de la façon

suivante :

'

&

$

%

− 2ρD
∂Y ′′

∂xk

∂Y ′′

∂xk

− 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

= (Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin)ω − 2Y ′′ω (A.45)

+
(1 + Ã)(1− Ã)
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∂Ỹ
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A.3.4 Equation de Transport de la Covariance

On cherche ici à utilser l’expression (A.31) dans l’équation pour la covariance (1.34). Pour

cela la relation suivante est nécessaire :

ρu′′kY
′′ξ′′ =

(
λ+ (1− λ) Ã

)
ρu′′kξ

′′2 + ξ̃′′2(1− Ã)ρu′′kλ
′′ (A.46)

Cette relation pourait être démontrée en introduisant les vitesses moyennes conditionnées

en Ymax et Ymin et la PDF jointe de vitesse et des scalaires mais nous la démontrons ici

en utilisant une loi gradient pour exprimer les flux turbulents :

ρu′′kY
′′ξ′′ = −ρDT

∂Ỹ ′′ξ′′

∂xk

= −ρDT
∂

∂xk

((
λ+ (1− λ) Ã

)
ξ̃′′2

)

= −ρDT

[(
λ+ (1− λ) Ã

) ∂ξ̃′′2
∂xk

+ ξ̃′′2(1− Ã)
∂λ

∂xk

]

=
(
λ+ (1− λ) Ã

)
ρu′′kξ

′′2 + ξ̃′′2(1− Ã)ρu′′kλ
′′ (A.47)
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La valeur maximale de la covariance est injectée dans l’équation (1.34) :

∂

∂t

(
ρ

(
λ+ (1− λ) Ã

)
ξ̃′′2

)
+

∂

∂xk

(
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(
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(
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(A.48)
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On recombine les termes différemment.
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∂t

(
ρξ̃′′2

)
+

∂

∂xk

(
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Finalement, la dissipation intervenant dans l’équation de la covariance s’exprime, en

prémélange partiel et régime de flammelettes, de la façon suivante :
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Ỹmax − Ỹmin
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Annexe B

Le Modèle LW-P dans Code-Saturne

Code-Saturne est un logiciel généraliste de mécanique des fluides numériques dispo-

nible sous licence GPL et téléchargeable gratuitement sur internet.

Les premières versions du modèle LW-P ont été implantées dans Code-Saturne par Guillaume

Ribert puis par Olivier Balima au cours de leur stage de DEA faits au LCD. Le modèle

LW-P développé au cours de cette thèse, a également été implanté dans ce logiciel. La

dernière version de LW-P intégrée à Code-Saturne fournit un modèle de combustion tur-

bulente complet, utilisable au premier ordre ou au second ordre avec les modèles de

turbulence k − ε ou Rij − ε.

La version la plus récente du modèle LW-P que nous avons utilisée dans les simulations

présentées dans ce mémoire, sera intégrée aux futures versions de Code-Saturne disponible

sur internet.

L’implantation du modèle LW-P dans le code de calcul a soulevé de nombreux problèmes,

parfois liés à la précision des schémas numériques et parfois liés au modèle lui même.

B.1 Caractéristiques Principales de Code-Saturne

Code-Saturne est un logiciel de résolution des équations de Navier-Stokes pour les

écoulements de fluide incompressible (à faible nombre de Mach) basé sur une approche de

discrétisation de type volume fini. Il permet l’utilisation d’une large gamme de maillages,

structurés ou non, avec n’importe quel type de maille (tétraèdre, hexaèdre, prisme, pyra-
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mide, polyèdre ...).

Le logiciel est capable de traiter des écoulements complexes à deux ou trois dimen-

sions, stationnaires ou instationnaires, qu’ils soient laminaires ou turbulents. De nombreux

modèles de turbulence sont disponibles : longueur de mélange, deux équations (k− ε, ...),

v2f, tensions de Reynolds (Rij − ε, ...) et LES. Le transport de scalaires et de leurs fluc-

tuations peuvent être également pris en compte. Des modules adaptés à des phénomènes

physiques particuliers tels que le rayonnement, la combustion, les arcs électriques, sont

disponibles. Code-Saturne peut aussi être couplé à d’autres logiciels comme le code de

thermique Syrthes ou le Code-Aster pour la mécanique des structures.

La discrétisation temporelle est basée sur un schéma predicteur-correcteur pour de

faible nombre de Mach faible : une étape de prédiction de vitesse suivie d’une étape de

correction (projection) pour les équations de Navier-Stokes. Les équations du modèle de

turbulence et des scalaires sont ensuite résolues séparément. Toutes les variables sont

résolues sur un maillage non-décalé et au centre des cellules.

Code-Saturne est parallélisé et peut être exécuté sur des architectures à mémoire

distribuée. La technique employée pour la parallélisation consiste à diviser le domaine

global en sous-domaines, chaque CPU exécute le code sur un sous-domaine.

Plus de détails concernant les possibilités, les différents modules et les méthodes

numériques, sont disponibles dans la documentation de Code-Saturne, téléchargeable sur

internet [1].

B.2 Implantation du Modèle LW-P

Les quantités scalaires moyennes transportées utiles au modèle LW-P sont la fraction

massique de combustible moyenne, la fraction de mélange moyenne et les variances. Ces

quantités ne sont pas indépendantes. En particulier dans les gaz frais les relations d’égalités

suivantes doivent être vérifiées :

Ỹ = ξ̃ Ỹ ′′2 = ξ̃′′2 = Ỹ ′′ξ′′ (B.1)
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Il en est de même pour les flux turbulents scalaires transportés lors de l’utilisation du

modèle LW-P du second ordre. Dans les gaz frais ces flux sont égaux :

ũ′′i Y ′′ = ũ′′i ξ′′ (B.2)

Lors de la résolution des équations de transport pour ces quantités, les erreurs d’ar-

rondi numérique peuvent créer des écarts très petits (∼ 10−10) entre les variables qui

devraient être égales. Si les petites différences crées par ces erreurs numériques ne sont

pas mâıtrisées, elles peuvent s’amplifier et conduire à un résultat aberrant comme par

exemple le déclenchement de la réaction chimique dans les gaz frais sans allumage au

préalable.

Pour mâıtriser ces erreurs et leurs conséquences, on vérifie que les valeurs des quantités

calculées ont un sens physique, c’est-à-dire que le point moyen et la PDF respectent les

limites de l’espace des compositions et que les variances ne dépassent pas leurs valeurs

limites possibles. Ces vérifications doivent être effectuées avant le calcul de la forme de la

PDF afin d’éviter que les erreurs éventuelles se propagent lors du calcul du terme source

chimique.

Compte tenu des variables utilisées par le modèle, les conséquences de ces erreurs

d’arrondi sont particulièrement néfastes dans les gaz frais et d’autant plus importantes

lors de l’utilisation du modèle du second ordre. En effet, les erreurs commises sur les flux

turbulents se propagent très rapidement car ces flux modifient directement les termes de

diffusion des moyennes et des variances des scalaires. Pour éviter ces erreurs numériques

dans les gaz frais, les flux de diffusion turbulente de la fraction massique de combustible

moyenne et de la fraction de mélange moyenne sont considérés parfaitement égaux pour

de très faibles valeurs de l’avancement de la réaction : c̃ < 0.002.

Une autre difficulté rencontrée lors de l’utilisation de ce modèle de combustion tur-

bulente est liée à la résolution de la variance de fraction massique de combustible. En

effet, dans les configurations que nous avons simulé, le régime de combustion turbulente

était proche du cas limite du régime des flammelettes. Dans ce cas limite, la variance de

fraction massique de combustible tend vers sa valeur maximum. Or comme nous utilisons

une méthode basée sur une PDF présumée dont la forme est fonction de cette variance,

le terme source chimique devient nul si cette valeur limite est atteinte. Dans ce cas, il n’y
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a que des gaz frais et des gaz brûlés mais pas de gaz en train de brûler. La résolution de

l’équation de transport pour la variance doit donc conduire à une valeur qui tend vers

cette limite mais sans l’atteindre. La variance de fraction massique de combustible est

d’autant plus proche de sa valeur limite que les mailles de calcul sont grossières. En effet,

plus les dimensions des mailles de calcul sont importantes plus l’épaisseur des flammes

locales sont petites devant la taille de la maille et plus la variance de fraction massique

dans la maille tend vers sa valeur maximum. Pour éviter que le terme source chimique

soit nul lorsque les mailles sont trop grossières, le critère suivant est imposé :

SY < 0.99 (B.3)

où SY est la ségrégation définie par la relation 6.20 rappelée ici :

SY =
Ỹ ′′2 −

(
(Ỹ − Ỹmin)/(Ỹmax − Ỹmin) + (Ỹmax − Ỹ )/(Ỹmax − Ỹmin)Ã

2
)
ξ̃′′2

(Ỹmax − Ỹ )(Ỹ − Ỹmin)
(B.4)

Pour les simulations numériques avec le modèle LW-P du second ordre, ce critère est :

SY < 0.95.
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Poitiers, France

PIERRE PLION
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The present paper is devoted to the numerical modeling of turbulent

reactive flows in situations where reactants are not ideally premixed.

In this case, the description of the local thermochemistry requires at

15least two variables. Here, we chose the mixture fraction n to describe

the local composition of fresh mixture and the fuel mass fraction Yf

to evaluate the progress of the chemical reaction. The numerical

model is based on the earlier analysis made by Libby and Williams

(2000), an analysis that led eventually to the LW-P model (Ribert

20et al. 2004) based on a two-scalar ðYf ; nÞ Probability Density Func-

tion (PDF) involving two Dirac delta functions. In the present con-

tribution, a generalization of the LW-P model to four delta function

PDF is proposed, one which allows the cross-correlation between

the two scalars to behave as predicted by the experiments. The

25model is applied to the calculation of a turbulent reactive flow of

propane and air stabilized by a sudden expansion of a 2-D channel
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(Besson et al. 2001). Results obtained using either a two Dirac delta

function PDF or a four Dirac delta function PDF are compared with

available experimental data. The closure problem raised by the mean

30scalar dissipation term is also discussed.

Keywords: mean scalar dissipation, partially premixed combustion,

probability density function, turbulent combustion modeling

INTRODUCTION

In many practical situations relevant to working conditions in energy

35conversion devices, from internal combustion engines to industrial fur-

naces, turbulent mixing of fuel and air prior to combustion leads to a

reactive mixture which is not homogeneous. Accordingly the equivalence

ratio of the mixture is variable in space and time, and combustion occurs

in the form of partially premixed flames. Moreover, in this case where

40fuel and air are not perfectly premixed, combustion may occur locally

in mixtures close to flammability limits, so that the notion of ‘‘thickened

flamelets’’ i.e., involving effects of finite rate chemistry, may apply. In

such a circumstance, the characteristic Damköhler number cannot be

considered as infinite and effects of finite rate chemistry may be no

45longer negligible. This discussion shows clearly that there is a need for

the development of new models of turbulent combustion, able to take

into account these aforementioned characteristics. A step towards this

direction has been made by Libby and Williams (2000), who propose a

model based on a thermochemistry depending on two independent vari-

50ables, i.e., the fuel mass fraction Yf and a mixture fraction n, and on a

probability density function (PDF) made of two Dirac delta functions

of these two scalar quantities.

This idea has been developed further by Ribert et al. (2004) who

have proposed a simple closure based on the use of balance equations

55for the means eYY f ; ~nn, and variances qY 002f ; qn002, of the two characteristic

scalars. The main advantage of this model referred to hereafter as

LW-P, is that it does not require the use of equations for higher

moments. Its application to two different geometries involving either

partially premixed or non adiabatic combustion has been carried out

60by Ribert et al. (2004): (i) a reactive shear layer stabilized by a parallel

incoming stream of hot combustion products and (ii) a combustion

chamber fed with two parallel streams of premixed reactants, each of
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them with a different equivalence ratio (Figure 1). An alternative to

LW-P has been also proposed by Champion and Libby (2003), who

65describe a new model applicable in particular to non-adiabatic

impinging turbulent flames. In their model the closure is made through

the use of an equation for the third order moment of the mixture frac-

tion qn003. In the present contribution the geometry described by Figure

1 applies. The objective is to generalize the LW-P model by using a four

70Dirac delta function PDF. This allows the removal from the model of

one constraint that may be crucial in some circumstances, namely that

the cross-correlation, qY 00f qn00, is directly connected to the product of

the two variances and then keeps the same sign throughout the reactive

flow, a feature in disagreement with a detailed analysis of the local

75structure of the flame. However, the quantitative importance of this fea-

ture depends clearly on the flow investigated as well as the region of the

flow considered.

After a first section describing the main features of the LW-P model,

the generalized model involving a PDF based on four Dirac delta func-

80tion is presented and discussed. Numerical results obtained from (i) the

LW-P model based on two delta functions and (ii) the generalized model

using a four delta functions PDF are compared with available experi-

mental data for the case of a turbulent partially premixed flame stabilized

downstream of two symmetrical backward facing steps. These results are

85used to evaluate the relevance of these two models as tools to predict the

mean structure of a turbulent reactive flow with variable equivalence

ratio. The problem posed by the closure of the scalar dissipation in cases

where chemistry can no longer be considered as infinitely fast is also

discussed.

Figure 1. Experimental configuration.
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90DESCRIPTION OF THE LW-P MODEL

We consider a mixture of fuel and air with variable stoichiometry. Chem-

istry is represented through a single step global reaction and as the flow

is considered as adiabatic, all species mass fraction and temperature are

found to be functions of two characteristic variables, namely the fuel

95mass fraction Yf and the mixture fraction n (Libby and Williams, 2000).

In the present work, this latter quantity is defined as: n ¼ ðYN2
� Y min

N2
Þ=

ðY max
N2
� Y min

N2
Þ where YN2

is the mass fraction of nitrogen and indices

min and max correspond to pure air and fuel, respectively. It must

be noticed that in the specific case that we investigate in the present

100study, these two limits are never reached and n stays in the range

nð1Þ � n � nð2Þ. The extreme situation where 0 � n � 1 would corre-

spond to a non-premixed flame. In the example treated here (Figure 1),

the mixture is always lean so that nð2Þ < nst, but other situations may

be envisaged.

105In the case investigated here of the reactive mixing between two

streams of premixed reactants of different fuel-air ratio, i.e., n1 6¼ n2,

the domain of definition of the PDF is given by Figure 2. In the plane

ðYf ; nÞ, this domain D is limited inter alia by the two vertical lines

n ¼ nð1Þ and n ¼ nð2Þ and the pure mixing line corresponding to mixing

110between the two streams without combustion.

Figure 2. Domain D in the composition space.
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In a first step, following Libby and Williams (2000), the mass-

weighted joint PDF of n and Yf is assumed to be made of two Dirac delta

functions:

ePPðn;Yf Þ ¼ adðYf � Yf 1Þdðn� n1Þ þ ð1� aÞdðYf � Yf 2Þdðn� n2Þ ð1Þ

115In the next step, we will consider a four Dirac delta functions PDF:

ePPðn;Yf Þ ¼ a ePP1ðYf Þdðn� n1Þ þ ð1� aÞ ePP2ðYf Þdðn� n2Þ ð2Þ

where ePP1 and ePP2 are the two conditional PDF’s at n ¼ n1 and n ¼ n2

respectively defined as:

ePP1 ¼ bdðYf � Yf 11Þ þ ð1� bÞdðYf � Yf 12ÞePP2 ¼ cdðYf � Yf 21Þ þ ð1� cÞdðYf � Yf 22Þ
ð3Þ

120Consequently, using either Eq. (1) or Eq. (2), the mean consumption rate

of fuel Yf can be calculated through the following integral:

x ¼ q
Z Z

D

xðn;Yf Þ
qðn;Yf Þ

ePPðn;Yf Þ dn dYf ð4Þ

where D is the domain of definition of the PDF defined above.

The single step Arrhénius law for the instantaneous rate of fuel con-

125sumption is written as:

x ¼ qðn;Yf ÞB Yf YO2ðn;Yf Þ exp
�Ta

T ðn;Yf Þ

� �
where Ta is the activation temperature and B the pre-exponential factor

of the rate of fuel consumption that defines a characteristic chemical

time scale schem ¼ B�1. For a fixed value of the activation temperature

130chosen to be 20000 K, we used B ¼ 3.8 109 s� 1. Such an adjustment of

the value of B results from the use of a global 1-step reaction but it could

have been avoided by the use of a complex tabulated chemistry, as

already shown by Ribert et al. (2005) for the simpler situation of fully

premixed reactants.

135Thus, Eq. (1) leads simply to the following expression for the mean

reaction rate:

x ¼ qB a Yf 1YO2ðn1;Yf 1Þ exp ð�Ta=T ðn1;Yf 1ÞÞ
�
þ ð1� aÞYf 2YO2ðn2;Yf 2Þ exp ð�Ta=T ðn2;Yf 2ÞÞ

�
ð5Þ
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Whereas using Eq. (2) and Eq. (3) leads to:

x ¼ qB
h
a b Yf 11YO2ðn1;Yf 11Þ exp ð�Ta=T ðn1;Yf 11ÞÞ
�
þ ð1� bÞYf 12YO2ðn1;Yf 12Þ exp ð�Ta=T ðn1;Yf 12ÞÞ

�
þ ð1� aÞ c Yf 21YO2ðn2;Yf 21Þ exp ð�Ta=T ðn2;Yf 21ÞÞ

�
þ ð1� cÞYf 22YO2ðn2;Yf 22Þ exp ð�Ta=T ðn2;Yf 22ÞÞ

�i
ð6Þ

140In previous equations, it has been assumed that the chemical species

mass fractions Yi and temperature depend only on Yf and n, a feature

shown to be valid (Libby and Williams, 2000) in the case of a flow with

variable stoichiometry but in adiabatic conditions.

The Case of a Two Dirac Delta Function PDF

145Once the first moment quantities eYY f ; ~nn, and the variances qY 00f ; qn00 are

known from appropriate balance equations, it can be easily shown by

considering Eq. (1) that both sets of values ðn1;Yf 1Þ and ðn2;Yf 2Þ are

located on the straight lines defined by ðYf � eYY f Þ=ðn� ~nnÞ ¼ �p, with

p ¼ ðqY 002f ; qn002Þ1=2
being the corresponding slope. If no combustion

150takes place, the sign must be the sign given by the slope of the pure

mixing line, see Figure 3.

Accordingly, taking this into account, the positive slope must be

retained in the situation depicted in Figure 1 and the positions of the

two Dirac delta functions are given by:

n1¼ ~nn� ð1�aÞ
a
�ðqn002Þ=q

� �1=2

Yf 1¼ eYY f �
ð1�aÞ

a
�ðqY 002f Þ=q

� �1=2

n2¼ ~nnþ a
ð1�aÞ�ðqn002Þ=q
� �1=2

Yf 2¼ eYY f �
a

ð1�aÞ�ðqY 002f Þ=q
� �1=2

ð7Þ

Introducing the coordinate galong this line yields the following positions

for the delta functions:

g1¼ ~gg� ð1�aÞ
a
�ðqg 002Þ=q

� �1=2

g2¼ ~gg� a
ð1�aÞ�ðqg 002Þ=q
� �1=2

ð8Þ

An additional assumption is clearly needed to determine the magnitude a
160of the two delta function PDF. Ribert et al. (2004) make the assumption

that variation about the mean is given by:
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a ¼ gmax � ~gg

gmax � gmin
ð9Þ

where gmax and gmin are respectively maximum and minimum values of g

in the domain D. In previous studies, the coordinate g is defined such

165that ~gg ¼ 0 and qg 002 ¼ qn002 þ qY 002f . The implication of this definition

on Eqs. (8) and (9) is straightforward.

The Case of a Four Dirac Delta Function PDF

In this case, the cross-correlation qY 00f n00 is no longer proportional to the

square root of the product of the two variances (see Ribert at al., 2004)

170but is now an independent quantity to be obtained via a closed balance

equation.

Two steps are then necessary to determine the PDF from Eq. (2).

. n1 and n2 are determined first by using:

n1 ¼ enn� ð1� aÞ
a
� ðqn002Þ=�qq

� �1=2

n2 ¼ ennþ a
ð1� aÞ � ðqn002Þ�qq
� �1=2

Figure 3. Locations of the two delta functions in the domain D.
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175. Then, on each line n ¼ n1 and n ¼ n2 in the plane ðYf ; nÞ, the two Dirac

delta functions are determined by using the conditional mean and

fluctuating intensity of Yf at n1 and n2 : eYYf 1; ðqY 002f 1 =�qqÞ; eYYf 2; ðqY 002f 2 =�qqÞ;
leading to:

Yf 11 ¼ eYYf 1 �
ð1� bÞ

b
� ðqY 002f 1 Þ=�qq

� �1=2

Yf 21 ¼ eYYf 2 �
ð1� cÞ

c
� ðqY 002f 2 Þ=�qq

� �1=2

Yf 12 ¼ eYYf 1 �
b

ð1� bÞ � ðqY 002f 1 Þ=�qq

� �1=2

Yf 22 ¼ eYYf 2 �
c

ð1� cÞ � ðqY 002f 2 Þ=�qq

� �1=2

ð10Þ

180

Four additional equations are required to set the values of the four still

unknown quantities: eYYf 1; ðqY 002f 1 =�qqÞ; eYYf 2; ðqY 002f 2 =�qqÞ:
Three of the equations are obtained by expressing the mean value,

the intensity and the cross correlation as functions of the first and second

185moments of Yf and n:

eYYf ¼ a eYYf 1 þ ð1� aÞ eYYf 2

qY 002f =�qq
� �

þ eYY 2
f ¼ a eYY 2

f 1 þ qY 002f 1 =�qq
� �

þ ð1� aÞ eYY 2
f 2 þ qY 002f 2 =�qq

� �
qn00Y 00f =�qq
� �

þ enn eYYf ¼ an1
eYYf 1 þ ð1� aÞn2

eYYf 2

ð11Þ

A final closure assumption is obtained by stating a direct relation-

ship between the conditional normalized fluctuations intensities at n1

and n2:

qY 002f 1

Y max
f 1 � eYYf 1

� � eYYf 1 � Y min
f 1

� � ¼ KqY 002f 2

Y max
f 2 � eYYf 2

� � eYYf 2 � Y min
f 2

� � ð12Þ

where Y min
fi and Y max

fi ði ¼ 1; 2Þ are the values at the boundaries of

the domain D on equilibrium and pure mixing lines respectively, see

Figure 4. In absence of any further information concerning the value of

K, it is chosen to be unity for convenience.

195The assumption used for the two delta function model is invoked to

evaluate the magnitudes of a, b and c, so that:
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a ¼ nð2Þ � enn
nð2Þ � nð1Þ b ¼

Y max
f 1 � eYYf 1

Y max
f 1 � Y min

f 1

c ¼
Y max

f 2 � eYYf 2

Y max
f 2 � Y min

f 2

With the four delta function model, it can be shown that the slope of the

straight line defined by the two points ðn1; eYYf 1Þ and ðn2; eYYf 2Þ is given by

200p ¼ qn00Y 00f =qn002, see Figure 4.

Modeled Balance Equations

The determination of the various PDF’s parameters described in the

previous sections requires at least the following four equations for the

first moment quantities and variances.

205Mean mixture fraction

@

@t
ð�qqennÞ þ @

@xk

ð�qqeuuk
ennÞ ¼ @

@xk

qðD þ DT Þ
@n
@xk

� �
ð13Þ

Figure 4. Locations of the four delta functions in the domain D.

MULTI-DIRAC MODEL FOR TURBULENT REACTIVE FLOWS 9

219



Variance of mixture fraction

@

@t
ðqn002Þ þ @

@xk

ðeuukqn002Þ ¼ @

@xk

qðD þ DT Þ
@n002

@xk

 !

� 2
qn002

RnsT

þ 2�qqDT

@enn
@xk

@enn
@xk

ð14Þ

Mean fuel mass fraction

@

@t
ð�qq eYYf Þ þ

@

@xk

ð�qqeuuk
eYYf Þ ¼

@

@xk

qðD þ DT Þ
@Yf

@xk

� �
þ �xx ð15Þ

Variance of fuel mass fraction

@

@t
ðqY 002f Þ þ

@

@xk

ðeuukqY 002f Þ ¼
@

@xk

qðD þ DT Þ
@Y 002f

@xk

 !

� 2
qY 002f

RY f
sT

þ 2�qqDT

@ eYYf

@xk

@ eYYf

@xk

þ 2Y 00xf ð16Þ

In the previous equations, it should be noticed that the turbulent scalar

flux is simply modelled with a gradient law approximation. A turbulent

215diffusion coefficient DT ¼ Clk2=ðrEÞ is used, where k and E are the tur-

bulent kinetic energy and its dissipation, respectively, and r is a turbulent

Schmidt number. Moreover, the mean dissipations of n and Yf are closed

by using a linear relaxation model for the scalar fluctuations decay rate:

qEYf ¼
qY 002f

sY f

�
qY 002f

RY f
sT

and qEn ¼ qn002

sn
� qn002

RnsT

ð17Þ

220where sT ¼ ekk=eEE and RYf and Rn are the scalar to turbulent integral time

scale ratios assumed to be constant.

When the four Dirac delta function PDF is used, an additional mod-

eled equation, for the cross-correlation qY 00f n00 must be solved.

Scalar cross-correlation

@

@t
ðqY 00f n00Þ þ @

@xk

ðeuukqY 00f n00Þ ¼ @

@xk

qðD þ DT Þ
@Y 00f n00

@xk

 !

� 2
qY 00f n00

RY nsT

þ 2�qqDT

@ eYYf

@xk

@enn
@xk

þ n00x ð18Þ

10 V. ROBIN ET AL.

220



Consistent with this equation the cross-correlation turbulent flux is mod-

eled with a gradient approximation and the cross-scalar dissipation is

obtained through a linear relaxation model for the cross-correlation

decay rate. Eqs. (13)–(18) are to be solved together with equations for

230the mean velocity field as well as a k-E model of turbulence. It must be

noticed here that the turbulent diffusion approximation, used for sim-

plicity, precludes the prediction of non gradient transport mechanism

associated with the coupling of heat release and pressure forces within

the flame brush (Domingo and Bray, 2000).

235RESULTS FROM NUMERICAL SIMULATIONS

The two models described in the previous sections have been imple-

mented in a CFD code developed by EDF: Code-Saturne (Archambeau

et al., 2004). Calculations of fully premixed as well as partially premixed

situations have been performed on the configuration already studied

240experimentally by Besson (2001). The geometry under investigation con-

sists of two turbulent channel flows which are merging just ahead of a

plane sudden symmetric expansion. Each of these incoming streams is

made of a mixture of propane and air of a given equivalence ratio U.

Mass flow rates and equivalence ratio can be varied independently.

245The flow, fed with SiO2 or TiO2 particles, has been characterized

through velocity measurements obtained thanks to a four-beam, two-

color Laser Doppler Velocimeter (LDV). The structure of reactive flows

downstream the sudden expansion has been evidenced by using direct

visualizations of the flame emission at large or small time exposures.

250Finally, mean temperature profiles were obtained with thin thermocou-

ples measurements.

Non-Reactive Flow Field

To characterize the flow without combustion, both input channels are

fed with a mass flow rate of nearly 100 g=s of air. Figure 5 shows the

255profiles of the mean axial velocity component euu, the mean transversal

velocity component enn and the turbulent kinetic energy ekk in the input

channels at x=hstep ¼ �5. The X-coordinate x=hstep ¼ �5 corresponds

to the upstream boundary condition in the numerical mesh that we use.

As shown by Figure 5, a small asymmetry between the two experi-

260mental profiles of the mean axial velocity in the two input channels can

be noticed. This slight difference must be taken into account in the
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numerical simulations. Well-defined boundary conditions are obtained

through two preliminary calculations of turbulent channels. These calcula-

tions are identical but, to mimic the inlet experimental data, the two mass

265flow rates are imposed to be different by a small amount. Taking this small

experimental difference into account, a satisfactory agreement is obtained

between the so calculated boundary conditions and the experimental mea-

surements provided by Besson (2001), see Figure 5.

Figure 6 shows the profiles of the mean velocity components ð~uu; ~vvÞ
270and the turbulent kinetic energy ~kk at the location of the plane expansion

Figure 5. Mean velocity components ð~uu; ~vvÞ and turbulent kinetic energy ~kk at x=hstep ¼ �5.

Figure 6. Meanvelocity components ð~uu; ~vvÞ and turbulent kinetic energy ~kk at x=hstep ¼ 0 (first set

of curves from the top), at x=hstep ¼ 1:67 (second from the top) and at x=hstep ¼ 8:36 (bottom).
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i.e., x=hstep ¼ 0 and in the combustion chamber at x=hstep ¼ 1:67 and

x=hstep ¼ 8:36. It is concluded that the calculated profiles of ~uu and ~vv at

x=hstep ¼ 0 are in good agreement with the experimental results, whereas

the level of turbulent kinetic energy is slightly underestimated. The use

275of a low Reynolds number k-E model at the trailing edge of the splitter

plate would be clearly needed to predict with accuracy the correct

amount of kinetic energy induced by shearing just downstream of the

splitter plate.

The experimental and calculated velocity profiles in the combustion

280chamber are very similar but the lengths of the two recirculation zones

are somewhat underestimated. This is a well-known discrepancy associa-

ted with the k-E model, which is not able to predict re-attachment lengths

with sufficient accuracy (Ha Minh, 1999). As a consequence of the small

asymmetry existing between the two velocity profiles at x=hstep ¼ �5, the

285lengths of the two recirculation zones are quite different, see Figure 7.

Fully Premixed Combustion

As a first step, we perform the calculation of a fully premixed turbulent

flame. In this case, the two models described in the previous sections,

i.e., with two and four delta functions respectively, reduce to a single

290one, and we have to deal with a single scalar thermochemistry as

n ¼ cst and all the species mass fractions and temperature are now func-

tions of Yf only.

Figure 8 provides mean profiles in the case of a value of the mass

flow rate of nearly 100 g �s�1 of a mixture of propane and air in each

295of the two channels. Here, both incoming streams have the same equiv-

alence ratio: Uð1Þ ¼ Uð2Þ ¼ 0:8. The upstream boundary conditions

used in the simulations are again asymmetrical. At x=hstep ¼ �5, profiles

of ~uu and ~vv show a good agreement with available experimental data,

Figure 7. Non-reactive flow: mean velocity field (m=s) and streamlines.
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whereas profiles of turbulent kinetic energy are less satisfactory. Never-

300theless, our calculations compare well with experimental results (Besson,

2001).

Figure 8 shows that the acceleration behind the flame at

x=hstep ¼ 8:36 induced by the expansion of the burned gases is found

to be less important than the one obtained in the experiment. This trend

305has been already observed in a previous calculation of the same flow, tak-

ing into account wall heat losses and the use of a detailed chemistry

(Ribert et al., 2005). It must be emphasized again that the simple k-E
model used in the present study does not contain any mechanism to take

flame induced turbulence into account.

Figure 8. Mean velocity components ð~uu; ~vvÞ and turbulent kinetic energy ~kk at x=hstep ¼ �5

(first set of curves from the top), at x=hstep ¼ 0 (second from the top) and at

x=hstep ¼ 1:67 (third from the top) and at x=hstep ¼ 8:36 (bottom).
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310In Figure 9 experimental and simulated profiles of temperature are

compared at x=hstep ¼ 1:67 and x=hstep ¼ 8:36. It is noticeable that the

maximum levels of temperature are higher than expected from the

experiments. As shown by Ribert et al. (2005), this discrepancy is clearly

due to the assumptions made here; namely, that heat losses are absent as

315well as a detailed description of chemical kinetics, as chemistry is repre-

sented through a single global reaction. However, keeping in mind that

the objective is to investigate partially premixed flows, we note that

Figure 9. Mean temperature at x=hstep ¼ 1:67 and x=hstep ¼ 8:36.

MULTI-DIRAC MODEL FOR TURBULENT REACTIVE FLOWS 15

225



taking care of wall or radiative heat transfer into account would require

consideration of a third independent scalar. To do so is another chal-

320lenge, beyond the scope of the present study.

Despite this shortcoming of the model, the value and location of the

maximum mean temperature gradient are relatively well predicted.

Accordingly, the calculated flame brush is found to be well positioned

when this version of the LW-P model is used, but it is found to be thicker

325when compared to the image obtained by the direct emission of the

flame, see Figure 10. The mean chemical rate does appear to be slightly

underestimated and consequently the expansion of gas due to burned

products is less important than expected. This explains the difference

between numerical and experimental profiles of mean velocity and tem-

330perature further downstream in the combustion chamber.

Partially Premixed Combustion

We now turn our attention to the case of partially premixed turbulent

flames. Both models, with two or four Dirac delta functions are used

and evaluated successively. The equivalence ratios of the two feeding

335streams are now different. Two cases are investigated, in the first one:

Uð1Þ ¼ 0:3;Uð2Þ ¼ 0:9, and in the second: Uð1Þ ¼ 0:7 and Uð2Þ ¼ 0:9.

The mean reaction rate presented in Figure 11 is obtained by using

the four delta function PDF. Fields obtained with the two delta PDF

are found to be similar in regions where there is no interaction between

Figure 10. Mean chemical rate (s� 1) and the corresponding experimental direct emission of

the flame (bottom).
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340the flame and the mixing layer. Results do show that, the greater the dif-

ference between the equivalence ratios of the two feeding streams, the

more asymmetrical is the mean flow, and larger the thickness of the mix-

ing layer (white line). In the first case, the equivalence ratio Uð1Þ ¼ 0:3 is

even too low to lead to ignition in the lower part of the flow, as observed

345in the experiments, see Figure 12.

Figure 13 shows the profiles of the mean velocity components, ~uu; ~vv at

x=hstep ¼ 1:67 and x=hstep ¼ 8:36. The acceleration in the burned gases is

more important for the larger equivalence ratio.

As discussed in the introduction, the relevance of each of these two

350forms for the PDF i.e., two and four Dirac delta functions, depending on

the value of the fuel-air ratio, can be investigated by looking at the cross

Figure 11. Mean chemical rate (s�1). Top: Uð1Þ ¼ 0:3; Uð2Þ ¼ 0:9, Bottom: Uð1Þ ¼ 0:7;

Uð2Þ ¼ 0:9.

Figure 12. Direct emission of the flame in the case of Uð1Þ ¼ 0:3;Uð2Þ ¼ 0:9.
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Figure 13. Mean velocity components ð~uu; ~vvÞ for Uð1Þ ¼ 0:3;Uð2Þ ¼ 0:9 at x=hstep ¼ 1:67

(first set of curves from the top) and at x=hstep ¼ 8:36 (second from the top), for

Uð1Þ ¼ 0:7;Uð2Þ ¼ 0:9 at x=hstep ¼ 1:67 (third from the top) and at x=hstep ¼ 8:36 (bottom).
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correlation qn00Y 00f =q. When the two delta PDF is used, this correlation is

not an independent quantity but is given by:

qn00Y 00f ¼ qn002 � qY 002f

� �1=2

355in such a manner that:

G ¼
qn00Y 00f

qn002 � qY 002f

� �1=2
¼ 1 ð19Þ

On the contrary, when the four delta PDF is used, this cross-

correlation is an independent quantity determined through a modeled

transport equation. Figure 14 provides the result obtained when using

360the four delta function PDF. Clearly this ratio is found to be different

from unity in the region where the flame and the mixing layer interact.

The sign of G introduced by Eq. (19) is even found to change across

the flame. The value of the correlation ðqn00Y 00f =qÞ and the corresponding

sign of the slope p, defined previously, result from the competition

365between mixing and chemical reaction within the domain of definition

of the PDF. For sufficiently lean mixtures, in the vicinity of nð1Þ, fluctua-

tions of n around the mean values are expected to be essentially positive

whatever the value of Yf and the cross-correlation is likely to be mainly

driven by the mixing mechanism. This result explains the positive values

370of ðqn00Y 00f =qÞ observed in the lower stream of the mixing layer. On

the contrary, the correlation ðqn00Y 00f =qÞ is more likely to be driven by

Figure 14. Normalized cross-correlation G, First: Uð1Þ ¼ 0:3;Uð2Þ ¼ 0:9. Second: Uð1Þ ¼ 0.7,

Uð2Þ ¼ 0:9 (See Color Plate 3 at the end of this issue).
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chemical processes at near stoichiometric conditions nð2Þ resulting in the

negative slope p sketched in Figure 15. Consequently, the PDF made of two

Dirac delta functions does not seem to be adequate to describe the evol-

375ution of the PDF in the near stoichiometric conditions of region (2) because

in this part of the domain of definition of the PDF, the slope or conversely

the cross-correlation is likely to be negative as sketched in Figure 15.

MEAN SCALAR DISSIPATION MODELING

Mean scalar dissipation is well-known to be one of the most important

380quantities for turbulent combustion modeling (Borghi, 1988; Bray,

1996). This has been emphasized and confirmed again by recent results

concerning turbulent non premixed flames (Pope, 2002) and is undoubt-

edly even more crucial in the case of premixed flames, especially when

combustion occurs in the flamelet regime of turbulent premixed combus-

385tion. In this regime, it is well known that there is a direct proportionality

between the mean chemical rate and the mean dissipation rate of reactive

scalar fluctuations (Bray, 1977). This result, which is strictly valid for

infinite values of the Damköhler number, can be written as:

x ¼ 2qEYf

ð2Y m
f � Y max

f � Y min
f Þ with

Y m
f ¼

xYf

x
¼

R Y max
f

Y min
f

Yf xðYf ÞPðYf ÞdYfR Y max
f

Y min
f

xðYf ÞPðYf ÞdYf

ð20Þ

390Considering the case of fully premixed combustion and values of the

Damköhler number that are large but finite, some work has already been

done to propose a closure for the mean dissipation of reactive scalar

fluctuations. The first attempt in this direction was done by Mantel

Figure 15. Slope of the fluctuation line.
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and Borghi (1994) and the modeling of turbulent stretching and curva-

395ture terms was recently improved by Mura and Borghi (2003). In fact,

the proposed model relies on an order of magnitude analysis and many

assumptions are invoked to simplify the derivation and closure of the dif-

ferent source terms. The influence of density variations on the closure is

studied by using DNS databases (Mura and Hasegawa, 2005; Swami-

400nathan et al., 2005). Finally, even if the proposed model now appears

to be well-founded and to give satisfactory results in different conditions,

its generalization to the thickened flame regime of turbulent premixed

combustion or to partially premixed conditions does not appear to be

an easy task (Mura et al., 2003), one not fully achieved at the present

405time. Only the case of fully premixed combustion is discussed in the

following and the closure of the mean scalar dissipation in conjunction

with the LW-P model should be considered as a first necessary step.

Until now (Ribert et al., 2005), the LW-P model has been used with

a classical linear relaxation closure of fluctuations:

qEY f
¼ qD

@Y 00f
@xk

@Y 00f
@xk

¼
qY 002f

RY f
sT

ð21Þ

where RY f
is the scalar to turbulence integral time scale ratio (Béguier

et al., 1978).

RY f
¼

sY f

sT

¼ E
k

qY 002f

qEY f

415This closure does not take into account either the effects of chemical

reaction or the flamelet propagation influence. Within the LW-P

approach, the flamelet regime of turbulent premixed combustion is recov-

ered when the positions of the Dirac delta function reach the boundaries

of the domain where the PDF is defined: a vertical straight line in this case.

420It has been previously shown that, as the Damköhler number increases

without limits, the LW-P model does recover the BML limit (Bray et al.,

2002). In this case, by deriving the transport equation of ðY max
f � Yf Þ

ðYf � Y min
f Þ, and by considering that this expression is exactly zero for

such an infinite value of the Damköhler number, the following identity

425is obtained for the instantaneous dissipation:

qD
@Yf

@xk

@Yf

@xk

¼ �x
2
ðY max

f � 2Yf þ Y min
f Þ ð22Þ
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After averaging, the following result is obtained:

qD
@Y 00f
@xk

@Y 00f
@xk

¼ �qD
@ eYY f

@xk

@ eYY f

@xk

� x
2
ðY max

f � 2 eYY f þ Y min
f Þ þ xY 00f ð23Þ

and using the previous expression (23) in the transport equation for the

430variance of Yf (Eq. (16)), ensures that the variance has the correct

behavior:

qY 00
2

f ¼ qðY max
f � eYY f Þð eYY f � Y min

f Þ ð24Þ

For high values of the Reynolds number, the two previous equations (23)

and (24) lead to Eq. (20) for the mean scalar dissipation.

435In a first approximation, Eq. (21) and Eq. (23) can be thought as two

satisfactory closures of qEY f
for the thickened flame and for the flamelet

regime of turbulent premixed combustion respectively. Nevertheless, in

the former case, as pointedQ2 out by Borghi (1991), an ‘‘out of flamelet’’

or non-reactive contribution is expected to remain. As a consequence,

440for the flamelet regime of turbulent premixed combustion, our proposal

is to consider qEY f
as the sum of two different contributions: the first is a

reactive flamelet contribution in the form of Eq. (23) and its ‘‘out of

flamelet’’ counterpart is taken in the form of the non-reactive closure

of Eq. (21). This leads to:

qD
@Y 00f
@xk

@Y 00f
@xk

 !
SY f
!1

¼
qY 002f

RY f
sT

� qD
@ eYY f

@xk

@ eYY f

@xk

� x
2
ðY max

f � 2 eYY f þ Y min
f Þ þ xY 00f ð25Þ

where SY f
is the segregation rate of Yf defined by: SY f

¼ qY 002f =q
ðY max

f � eYY f Þð eYY f � Y min
f Þ.

And, for the thickened flame regime:

q D
@Y 00f
@xk

@Y 00f
@xk

 !
SYf
!0

¼
qY 002f

RY f
sT

ð26Þ

450The simplest strategy to recover these two limits is to use a linear bridg-

ing function depending on the available segregation rate level of Yf . This
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is simply obtained as follows:

qD
@Y 00f
@xk

@Y 00f
@xk

 !
¼ SYf

qD
@ eYY f

@xk

@ eYY f

@xk

�x
2
ðY max

f � 2 eYYf þY min
f ÞþxY 00f

 !

þ
qY 002f

RY f
sT

ð27Þ

For SY f
¼ 1, Eq. (25) is recovered and conversely for SY f

¼ 0, Eq. (26) is

455recovered.

Results obtained by using this model for the mean scalar dissipation

are compared with the results presented in the previous sections. Velo-

city profiles and turbulent kinetic energy profiles in the combustion

chamber at x=hstep ¼ 1:67 and x=hstep ¼ 8:36, are shown in Figure 16.

460Velocity profiles show that the acceleration induced by expansion of

the burned gases are better predicted by using the previous generalized

closure for the mean scalar dissipation. As expected, the use of this

model does not improve the prediction of turbulent kinetic energy down-

stream of the flame region. As already pointed out, a second-order model

465is here clearly needed to take into account flame generated turbulence

resulting from counter-gradient mechanism (Bigot et al., 2000).

The value and location of the maximum temperature gradients are

also better predicted far downstream in the combustion chamber by

using a generalized closure for the mean reactive scalar dissipation,

470see Figure 17.

Figure 16. Mean velocity components ð~uu; ~vvÞ and turbulent kinetic energy ~kk for

Uð1Þ ¼ 0:8;Uð2Þ ¼ 0:8 at x=hstep ¼ 1:67 and at x=hstep ¼ 8:36 (bottom).
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The calculated flame brush remains well positioned when Eq. (27)

for the scalar dissipation is used and the thickness of the flame brush

is found to be in good agreement with the experimental direct emission

of the flame, see Figure 18.

Figure 17. Mean temperature at x=hstep ¼ 1:67 and x=hstep ¼ 8:36:
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475CONCLUSION

As expected when considering the previous work of Ribert et al. (2004), the

present results obtained using both the two delta and the four delta PDFs

are in good qualitative agreement with experimental observations of a tur-

bulent reacting flow of propane and air stabilized by a sudden expansion. A

480good quantitative agreement with experimental data is also recovered,

especially in the upstream part of the flow. Results reported in the present

study support the use of a four delta PDF when significant variations in the

equivalence ratio and near stoechiometric conditions are considered.

As expected, the mean reactive scalar dissipation model is found to

485have a very significant effect. This emphasizes the crucial need for

additional work on this model. The prediction of mean velocity profiles

downstream of the combustion chamber is significantly improved by

using the proposed ‘‘bridging’’ model for the mean scalar dissipation.

This approach provides an expression that is plausible in the full range

490between the two limits, i.e., mixing without combustion and infinitely

fast chemistry. In particular, in this latter situation, the BML result

involving a direct proportionality between dissipation of the reactive sca-

lar and the mean chemical rate must apply. However, it is also shown that

the use of this model does not improve the prediction of turbulent kinetic

495energy downstream of the flame brush. Clearly, the calculated decrease

of turbulent kinetic energy observed in the flame is due to the use of a

first order model (k-E), a model that does not take into account the

combustion induced turbulence. Accordingly, the use of a second-order

Figure 18. Mean chemical rate (s�1) and the corresponding experimental direct emission of

the flame.
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model, applicable to partially premixed reactive flows, is now required.

500Such a second-order LW-P model is under development but currently

limited to the case of flows with large Damköhler numbers so that the

methodology proposed by Domingo and Bray (2000) still applies.

NOMENCLATURE

D domain D in the composition space where the

PDF is defined

D molecular diffusivity

DT turbulent diffusivity

g1; g2 g values for the Dirac delta functions

G normalized cross correlation

hstep height of the step

h height of the channels

k turbulent kinetic energy

K modelling constant

Lchannels length of the channels

Lchamber length of the combustion chamber

p slope of the straight lines that supports the Dirac

delta functionsePP mass weighted probability density function

RY f
;RY f n;Rn scalar to turbulence integral time scale ratio

SY f
segregation rate of fuel mass fraction

Ta activation temperature

T temperature

uk velocity components

u axial velocity

v transversal velocity

YN 2
nitrogen mass fraction

YO2
oxygen mass fraction

Yf fuel mass fraction

Yf ð1Þ fuel mass fraction in the lower channel

Yf ð2Þ fuel mass fraction in the upper channel

Yf 1;Yf 2 fuel mass fraction for the Dirac delta functions

(two Dirac delta function model)

Yf 11;Yf 12;Yf 21;Yf 22 fuel mass fraction for the Dirac delta functions

(four Dirac delta function model)
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Greek Letters

a; b; c magnitudes of the Dirac delta functions

d Dirac delta function

E dissipation of turbulent kinetic energy

EY f
; En scalar dissipation

n mixture fraction

nð1Þ mixture fraction in the lower channel

nð2Þ mixture fraction in the upper channel

n1; n2 mixture fraction for the Dirac delta functions

q density

r turbulent Schmidt number

schem chemical time scale

sY f
; sn scalar integral time scale

sT turbulent integral time scale

U equivalence ratio

Uð1Þ equivalence ratio in the lower channel

Uð2Þ equivalence ratio in the upper channel

x instantaneous fuel consumption rate

SymbolseAA Favre average of A

A Reynolds average of A

A00 Favre fluctuations of A
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Abstract

The question of the closure of scalar dissipation terms for both passive and reactive scalars is addressed. In a
first step of the analysis, modeled transport equations for the mean reactive scalar dissipation are reviewed in the
two limiting cases of (i) the flamelet regime and (ii) the thickened flame regime of turbulent premixed combustion.
The corresponding asymptotic algebraic closures obtained for large values of the turbulent Reynolds ReT, i.e.,
eddy breakup and linear relaxation model for scalar fluctuations decay, are recovered. These two limiting closures
are then used to build a general algebraic closure of the mean dissipation of reactive scalar fluctuations. The
resulting expression is applicable to modeling turbulent premixed combustion whatever the combustion regime. In
a second step, the same strategy leads to the development of an algebraic closure for partially premixed situations,
a situation requiring the use of at least two variables. In this process, a relationship between reactive, passive, and
cross-scalar dissipations is derived. This general result is then simplified to elaborate new closed expressions of
mean dissipation terms. There are applicable to a wide range of conditions, from premixed to partially premixed
situations and from the flamelet to the thickened flame regime.
© 2006 The Combustion Institute. Published by Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords: Turbulent combustion modeling; Mean scalar dissipation; Partially premixed combustion; Flamelet regime of
turbulent combustion

1. Introduction

Among the available models for turbulent pre-
mixed wrinkled flames, some involve an evolution
equation for a quantity related either to the mean com-
bustion rate of the reactive scalar Y in terms of mean
flame surface density Σ̃ [1] or to the mean scalar dis-
sipation ε̃Y of this scalar. An equation for the latter
of these quantities was first derived by Mantel and

* Corresponding author. Fax: +33 (0) 5 49 49 81 76.
E-mail address: arnaud.mura@lcd.ensma.fr (A. Mura).

Borghi [2] in the case of turbulent premixed combus-
tion in the flamelet regime. Such a derivation has been
also the subject of recent works by Mura and Borghi
[3] and Swaminathan and Bray [4]. The interest in
these different quantities results from the different re-
lationships among the mean scalar dissipation ε̃Y , the
mean flame surface density Σ̃ , and the mean rate of
chemical reaction ρωY , as discussed, for example, by
Borghi [5].

In a first step the present contribution reviews
the important results obtained by considering a mean
scalar dissipation closure strategy. In particular, it is
now well known that at very large Reynolds num-

0010-2180/$ – see front matter © 2006 The Combustion Institute. Published by Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.combustflame.2006.11.004
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bers the dissipation equation degenerates toward an
algebraic closure for the mean chemical rate. At large
values of the Damköhler number this leads to the
eddy breakup (EBU) or Bray–Moss–Libby (BML)
models [6]. The other limit corresponds to thickened
flames and is also discussed.

In a second stage, after this preliminary review, the
closure of the scalar dissipation terms is reconsidered
in the context of partially premixed combustion and
the specific closure associated with such a situation is
presented. Then an algebraic closure for partially pre-
mixed combustion occurring in the flamelet regime
of turbulent combustion, i.e., strictly valid at large
Reynolds and Damköhler numbers, is derived. The re-
sulting algebraic relationship relates the cross-scalar
dissipation term ε̃Y ξ to the mean dissipation rates of
the passive scalar ξ and reactive scalar Y .

Subsequently, the final analysis presented here is
based on a reactive scalar Y and a mixture fraction
ξ and leads to a set of generalized closed balance
equations for second-order quantities relative to the

progress variable, i.e., for the variance ρY ′′2 and
cross correlation ρY ′′ξ ′′ for partially premixed con-
ditions.

2. Mean scalar dissipation of an inert scalar
versus mean scalar dissipation of a reactive
scalar: A review

The first step of the present analysis is to consider
the exact but unclosed equation for the mean dissipa-
tion of the reactive scalar Y . The assumptions made
in Mantel and Borghi [2] are kept; i.e., the molecular
diffusion coefficients are constant, the Lewis num-
bers for all species are close to unity, and heat losses
and inhomogeneities are not addressed. The approx-
imation of constant density is also retained, but, for
convenience, the equations are presented within the
Favre averaging formalism. The present contribution
is mainly devoted to the modeling of the effects of
partial premixing and the influence of variable den-
sity has not been addressed in deriving the transport
equations for the mean scalar dissipation. Its impor-
tance has already been investigated by Swaminathan
and Bray [4].

If the reactive scalar Y represents the fuel mass
fraction, the mean scalar dissipation is defined as fol-
lows:

(1)ε̃Y = ρD
∂Y ′′
∂xi

∂Y ′′
∂xi

/
ρ.

Under the aforementioned set of hypotheses the exact
equation for ε̃Y takes the following form:

∂ρ ε̃Y

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρũi ε̃Y

)

= ∂

∂xi

(
ρD

∂ε̃Y

∂xi

)
︸ ︷︷ ︸

(III)

− ∂ρu′′
k
εY

∂xk︸ ︷︷ ︸
(IV)

− 2D
∂Ỹ

∂xk
ρ

∂Y ′′
∂xi

∂u′′
k

∂xi︸ ︷︷ ︸
(V)

−2Dρ
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xi

∂ũk

∂xi︸ ︷︷ ︸
(VI)

− 2Dρu′′
k

∂Y ′′
∂xi

∂2Ỹ

∂xk∂xi︸ ︷︷ ︸
(VI-b)

−2Dρ
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xi

∂u′′
k

∂xi︸ ︷︷ ︸
(VII)

(2)− 2D2ρ
∂2Y ′′

∂xk∂xi

∂2Y ′′
∂xk∂xi︸ ︷︷ ︸

(VIII)

−2Dρ
∂Y ′′
∂xi

∂ωY

∂xi︸ ︷︷ ︸
(IX)

.

In Eq. (2) all the terms on the RHS require appropriate
modeling. However, by introducing ReT = u′lT/ν,
with lT the integral length scale of turbulence and
ν the molecular viscosity, and by following classical
principles of order of magnitude analysis [7], the ef-
fects of stretching by turbulence (VII) and of local
curvature (VIII) are found to be the dominant terms of
order Re1/2

T as already shown in [2,3]. Terms (III) and

(VI-b) are respectively of order Re−1
T and Re−1/2

T .

Last, terms (IV), (V), and (VI) are of order Re0
T and

term (IX) represents the influence of chemical reac-
tion.

2.1. Case of a passive scalar

In the simple case where Y is a passive scalar, a
modeled equation for ε̃Y was proposed as early as
1976, for instance by Zeman and Lumley [8]. New-
man et al. [9] and Jones and Musonge [10] have also
used such an equation, which can be written as fol-
lows:

∂ρ ε̃Y

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρũi ε̃Y

)
= ∂

∂xi

(
ρDT

∂ε̃Y

∂xi

)
− ρ ε̃Y

(
CD1

ε̃Y

Ỹ ′′2
+ CD2

ε

k

)

(3)

+ CD3ρDT
ε

k

∂Ỹ

∂xi

∂Ỹ

∂xi
+ CD4ρνT

ε̃Y

k

∂ũi

∂xk

∂ũi

∂xk
.

In this equation it must be recalled that the last three
terms are supposed to represent the sum of the two
largest terms in the unclosed equation (2), namely
(VII) and (VIII). Thus, the largest contributions of

(VII) and (VIII), those of order Re1/2
T , compensate

themselves and the remainder is of order Re0
T. More-

over, terms proportional to mean gradients of con-
centration and of velocity appearing in the unclosed
equation (2) are supposed to be negligible, due to
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the assumption of small-scale isotropy and to small-
scale independence (see Mura and Borghi [3]). Now,
it must be also recalled that the modeled equation pro-
posed by Borghi and co-workers [2,3] differs from
Eq. (3), as (i) the terms related to mean gradients of
Y (V) and of velocity (VI) are retained but not only
as a contribution coming from (VII), and (VIII), be-
cause the assumption of small scales isotropy is not
supported by experiments [11]; (ii) terms (VII) and
(VIII) are modeled separately and the result is one
production term proportional to ε̃Y in addition to a
destruction term proportional to ( ε̃Y )2.

Accordingly, following the order of magnitude
analysis proposed in [3], the modeled transport equa-
tion for a mixture fraction ξ can be written as

∂ρ ε̃ξ

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρũi ε̃ξ

)
= ∂

∂xi

(
ρDT

∂ε̃ξ

∂xi

)
+ CPξ

ρDT
ε

k

∂ξ̃

∂xi

∂ξ̃

∂xi

(4)

+ CPU
ρνT

ε̃ξ

k

∂ũi

∂xk

∂ũi

∂xk
+ ρ ε̃ξ

(
α

ε

k
− β

ε̃ξ

ξ̃ ′′2

)
.

It can be noticed that the last contribution of Eq. (4)
differs slightly from previous proposals of Zeman and
Lumley [8] or of Jones and Musonge [10] (see the
sign of the second term on the RHS of Eq. (3)).

At large Reynolds numbers, the turbulent stretch-
ing term (VII) of Eq. (2) is balanced by the curvature
term (VIII), and Eq. (4) yields

(5)

(
α

ε

k
− β

ε̃ξ

ξ̃ ′′2

)
= 0 with ε̃ξ �= 0,

so that the classical linear relaxation model for the
scalar fluctuations decay rate is recovered:

(6)ε̃ξ = Cξ
ξ̃ ′′2

τT
with Cξ = α

β
and τT = k

ε
.

2.2. Reactive scalar: Thickened flame regime of
turbulent premixed combustion

For a reaction progress variable Y the first deriva-
tion of a transport equation for the mean scalar dis-
sipation was proposed in the case of highly turbu-
lent flames (thickened flame regime) by Borghi and
Dutoya [12] as early as 1978. In this specific case
of thickened turbulent flames, since diffusion and
chemical processes are not as strongly coupled as
in the flamelet regime of turbulent combustion [13],
the reactive contribution (IX) of Eq. (2) can be eval-
uated separately without considering the dissipation
term (VIII). This means that the previously modeled
Eq. (4) can be again used but with the additional
reactive term (IX) of Eq. (2), which still must be
closed:

∂ρ ε̃Y

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρũi ε̃Y

)
= ∂

∂xi

(
ρDT

∂ε̃Y

∂xi

)
+ CPY

ρDT
ε

k

∂Ỹ

∂xi

∂Ỹ

∂xi

+ CPU
ρνT

ε̃Y

k

∂ũi

∂xk

∂ũi

∂xk
+ ρ ε̃Y

(
α

ε

k
− β

ε̃Y

Ỹ ′′2

)
(7)− 2Dρ

∂Y ′′
∂xi

∂ωY

∂xi
.

In principle a two-point statistical description is nec-
essary to close the reactive contribution represented
by the last term of the RHS of Eq. (7). As in general
only single-point information is available, an addi-
tional hypothesis is required. Using, for instance, the
linear mean square estimation (LMSE) formalism of
Dopazo and O’Brien [14], the following closure is ob-
tained,

(8)2Dρ
∂Y ′′
∂xi

∂ωY

∂xi
= ρ

τY

∫
Y

∂w′′
Y

∂Y
Y ′′2P̃ (Y ) dY,

where P̃ (Y ) is the one-point, one-time scalar PDF
of Y .

Equation (7) for ε̃Y is strictly valid for sufficiently
small values of the Damköhler number Da. For van-
ishingly small values of Da, the reactive contribution
(IX) expressed by Eq. (8) becomes negligible and
can be dropped from the analysis and finally, since at
large ReT, the instantaneous gradients of Y are fixed
by turbulence rather than by chemical reaction, the
equilibrium Eq. (6) can again be used for the reactive
scalar Y . Thus

(9)ε̃Y = CY
Ỹ ′′2

τT
.

2.3. Reactive scalar: Flamelet regime of turbulent
premixed combustion

In the flamelet regime of turbulent premixed com-
bustion, special attention must be paid to the strong
coupling between diffusion and chemical reaction,
coupling that does not allow independent considera-
tion of terms (VIII) and (IX) of Eq. (2). The balance
between these two terms fixes the instantaneous gra-
dients of Y and their order of magnitude is now given
by 1/δL, with δL the local laminar flame thickness.
Indeed, laminar flamelets involve a well-defined inter-
nal structure corresponding to an equilibrium between
chemical reaction and diffusion normal to their sur-
face [13]. As a consequence, the term (VIII), which
contains second-order derivatives normal to flamelets,
balances the reactive contribution (XI) to leading or-
der in terms of the Damköhler number. This point has
been addressed in previous works [2,3] and the result-
ing modeling proposal becomes [3]
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∂ρ ε̃Y

∂t
+ ∂

∂xi

(
ρ
(̃
ui − ŨLi

)̃
εY

)
= ∂

∂xi

(
ρDT

∂ε̃Y

∂xi

)
+ CPY

ρDT
ε

k

∂Ỹ

∂xi

∂Ỹ

∂xi
+ CPU

ρνT
ε̃Y

k

∂ũi

∂xk

∂ũi

∂xk

(10)+ ρα
ε

k
ε̃Y − 2

3
ρβ

ε̃ 2
Y

Ỹ ′′2

(
3

2
− CεY

SL

k1/2

)
,

where the term representing local flame propagation
is

ŨLi
= SL

1 + u′′/SL

∂Ỹ

∂xi

/√
∂Ỹ

∂xj

∂Ỹ

∂xj
.

When Re and Da are large enough, the last two terms
become dominant and

(11)ρ ε̃Y = CEBU
ε

k
ρY ′′2.

Moreover, as long as k1/2/SL is not too large, the
following dependence of CEBU to k1/2/SL has been
used [3]:

CEBU

(
SL

k1/2

)
= 3

2

α

β

(
3

2
− CεY

SL

k1/2

)−1
.

In Eq. (11) it should be recalled that for sufficiently
large Da number the shape of the PDF P̃ (Y ) becomes
bimodal and the variance level reaches its maximum

value, i.e., Ỹ ′′2 = (Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin).
In the next sections we present a model applicable

in the full range of turbulent combustion regimes from
thickened flame to flamelet and for fully premixed or
partially premixed conditions.

3. Reactive scalar dissipation: From thickened
flame regime to flamelet regime

3.1. Perfectly premixed combustion

For a reactive scalar in the flamelet regime of tur-
bulent combustion with fully premixed reactants, the
PDF shape of Y becomes quasi-bimodal. As a con-
sequence, the mean scalar dissipation and the mean
chemical rate are directly related, as first noted by
Libby and Bray [15]. This well-known result can be
easily recovered by considering the transport equation
for (Ymax − Y)(Y − Ymin). Such an equation can be
written using the transport equation for Y :

(12)
∂Y

∂t
+ ∂

∂xk
(ρukY ) = ∂

∂xk

(
ρD

∂Y

∂xk

)
+ ρω.

Since Ymax and Ymin are constant for perfectly pre-
mixed combustion, this leads to

∂

∂t

(
ρ(Ymax − Y)(Y − Ymin)

)

+ ∂

∂xk

(
ρuk(Ymax − Y)(Y − Ymin)

)
= ∂

∂xk

(
ρD

∂

∂xk

(
(Ymax − Y)(Y − Ymin)

))

(13)

+ 2ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk
+ ρω(Ymax − 2Y + Ymin).

The bimodality of the Y distribution yields (Ymax −
Y)(Y − Ymin) = 0, so that Eq. (13) reduces to

(14)ρD
∂Y

∂xk

∂Y

∂xk
= −ρω

2
(Ymax − 2Y + Ymin),

a useful relationship between chemical reaction and
scalar dissipation in flamelets [16].

Averaging the previous equation yields the classi-
cal BML result

ρεY = ρD
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xk

= −ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

(15)− ρω

2

(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

) + ρωY ′′.

As a first approximation Eqs. (9) and (15) can be con-
sidered as two satisfactory algebraic and relatively
simple closures of ρεY for the thickened flame and
flamelet regimes of turbulent premixed combustion
respectively.

Thus the simplest strategy to recover these two al-
gebraic closure limits is to use a linear bridging func-
tion, depending on the segregation rate of Y . This is
simply obtained as follows:

ρD
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xk

= S

(
−ρD

∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk
− ρω

2

(
Ymax − 2Ỹ + Ymin

)
(16)+ ρωY ′′

)
+ (1 − S)CY

ρY ′′2
τT

.

For S = 0, Eq. (9) is recovered, and conversely for
S = 1, Eq. (15) is recovered.

This formulation has been successfully used by
Robin et al. [17] in the case of a turbulent premixed
flame stabilized downstream of the plane sudden ex-
pansion of a 2-D channel.

The determination of the segregation factor S is
discussed in the next section.

3.2. Partially premixed combustion

We now turn our attention to more general situa-
tions where reactants are not fully premixed. In this
case, assuming again that the flow is adiabatic, the
description of the local thermochemistry requires at
least two variables [18]. Here we choose the mix-
ture fraction ξ to describe the local composition of
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the fresh mixture (ξ = 0 in pure air and ξ = 1 in
pure fuel), and the fuel mass fraction Y to evaluate
the progress of the chemical reaction. Accordingly,
the corresponding composition space is bounded by
three different straight lines, i.e., the pure mixing line
Y = ξ that corresponds to mixing without combus-
tion, the equilibrium line for lean mixtures Y = 0,
and the equilibrium line for rich mixtures Y = (ξ −
ξst)/(1 − ξst).

The derivation and closure of the transport equa-
tions for first and second moments of ξ and Y have
been discussed elsewhere [17]. In the context of a
presumed PDF model the closure of second moment
quantities is clearly of interest. The required unclosed
equations are

∂

∂t

(
ρξ ′′2

) + ∂

∂xk

(̃
ukρξ ′′2

)
= ∂

∂xk

(
ρD

∂ξ ′′2

∂xk
− ρu′′

k
ξ ′′2

)
(17)− 2ρD

∂ξ ′′
∂xk

∂ξ ′′
∂xk

− 2ρu′′
k
ξ ′′ ∂ξ̃

∂xk
,

∂

∂t

(
ρY ′′2

) + ∂

∂xk

(̃
ukρY ′′2

)
= ∂

∂xk

(
ρD

∂Y ′′2

∂xk
− ρu′′

k
Y ′′2

)

(18)

− 2ρD
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xk

− 2ρu′′
k
Y ′′ ∂Ỹ

∂xk
+ 2ρωY ′′,

∂

∂t

(
ρY ′′ξ ′′) + ∂

∂xk

(̃
ukρY ′′ξ ′′)

= ∂

∂xk

(
ρD

∂Y ′′ξ ′′
∂xk

− ρu′′
k
Y ′′ξ ′′

)
− 2ρD

∂Y ′′
∂xk

∂ξ ′′
∂xk

− ρu′′
k
Y ′′ ∂ξ̃

∂xk

(19)− ρu′′
k
ξ ′′ ∂Ỹ

∂xk
+ ρωξ ′′.

It must be noted here that in general the cross corre-
lation between the progress and the mixing variable
must be considered, unless they are assumed to be
statistically independent [19]. However, such inde-
pendence between the two characteristic scalars is not
well supported by combustion phenomenology, since
the progress of the chemical reaction is expected to
be significantly higher for nearly stoichiometric con-
ditions.

3.2.1. Scalar dissipation in turbulent partially
premixed flames

In partially premixed situations, Ymax and Ymin
are functions of the mixture fraction ξ . Accordingly,

Fig. 1. Domain of variation of Y as a function of ξ . The
upper line is the pure mixing line. The other two are the equi-
librium lines.

considering the flamelet regime of turbulent combus-
tion, it may be assumed that the PDF is made of two
Dirac delta functions positioned at the boundaries of
the domain of definition of the PDF and, for a given
value of the mixture fraction ξ , we have

P̃ (Y | ξ) = Ymax(ξ) − 〈Y | ξ〉
Ymax(ξ) − Ymin(ξ)

δ
(
Y − Ymin(ξ)

)
+ 〈Y | ξ〉 − Ymin(ξ)

Ymax(ξ) − Ymin(ξ)
δ
(
Y − Ymax(ξ)

)
(20)+O(

1/Da(ξ)
)
,

where the third term vanishes as the Damköhler num-
ber Da(ξ) becomes infinite.

The upper limit for the reactive scalar is (see
Fig. 1)

(21)Ymax(ξ) = ξ

and the lower is

Ymin(ξ) = A(ξ)(ξ − ξst)

(22)with A(ξ) = 1

1 − ξst
H(ξ − ξst),

where H(ξ − ξst) is the Heaviside function.
The derivative of A(ξ) is ∂A/∂ξ = 1/(1 − ξst) ×

δ(ξ −ξst) and, accordingly, the transport equations for
Ymax and Ymin are

∂

∂t
(ρYmax) + ∂

∂xk
(ρukYmax)

(23)= ∂

∂xk

(
ρD

∂Ymax

∂xk

)
,

∂

∂t
(ρYmin) + ∂

∂xk
(ρukYmin)

= ∂

∂xk

(
ρD

∂Ymin

∂xk

)
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(24)− 1

1 − ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ(ξ − ξst).

From Eqs. (12), (23), and (24), the following transport
equation for (Ymax − Y)(Y − Ymin) is obtained:

∂

∂t

(
ρ(Ymax − Y)(Y − Ymin)

)
+ ∂

∂xk

(
ρuk(Ymax − Y)(Y − Ymin)

)
= ∂

∂xk

(
ρD

∂

∂xk

(
(Ymax − Y)(Y − Ymin)

))
+ ρω(Ymax − 2Y + Ymin)

− 2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

(25)+ (Ymax − Y )

1 − ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ(ξ − ξst).

Taking into account the PDF given by Eq. (20), the
term (Ymax − Y)(Y − Ymin) is zero and Eq. (25) re-
duces to

2ρD
∂(Ymax − Y )

∂xk

∂(Y − Ymin)

∂xk

= ρω(Ymax − 2Y + Ymin)

(26)+ (Ymax − Y )

1 − ξst

(
2ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ(ξ − ξst).

Using the definitions of Ymax and Ymin given by
Eqs. (21) and (22) yields, after some algebra,

−2A(ξ)ρD
∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk
+ 2ρD

∂ξ

∂xk

∂Y

∂xk

+ 2A(ξ)ρD
∂Y

∂xk

∂ξ

∂xk
− 2ρD

∂Y

∂xk

∂Y

∂xk

= ρω(Ymax − 2Y + Ymin)

(27)+ (ξ − Y )

1 − ξst

(
ρD

∂ξ

∂xk

∂ξ

∂xk

)
δ(ξ − ξst).

There is a priori no reason to neglect the last term
of Eq. (27) except for the sake of simplicity. Nev-
ertheless, this term corresponds to chemical reaction
around stoichiometry and is similar to the one ob-
tained by Bilger [20] for pure diffusion flames. This
term can be related to diffusion flamelets and is usu-
ally neglected under the so-called stratified premixed
combustion conditions [21]. To simplify expressions,
this last term of the RHS of Eq. (27) will be ne-
glected in the following and fluctuations of A around
stoichiometry are also neglected, i.e., A′′ = 0. This
last assumption yields Ỹmin = Ã(̃ξ − ξst) and Y ′′

min =
Ãξ ′′. In fact, these approximations are strictly valid
only if the equivalence ratio does not go beyond the
stoichiometric conditions.

Taking the previous assumptions into account and
averaging Eq. (27) lead to

−2(1 + Ã)ρεYξ + 2Ãρεξ + 2ρεY

− 2(1 + Ã)ρD
∂ξ̃

∂xk

∂Ỹ

∂xk
+ 2ÃρD

∂ξ̃

∂xk

∂ξ̃

∂xk

+ 2ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk

= −ρω
(
Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin

) − (1 + Ã)ρωξ ′′

(28)+ 2ρωY ′′

with

ρεY = ρD
∂Y ′′
∂xk

∂Y ′′
∂xk

,

ρεξ = ρD
∂ξ ′′
∂xk

∂ξ ′′
∂xk

,

(29)ρεYξ = ρD
∂Y ′′
∂xk

∂ξ ′′
∂xk

.

Equation (28) is an exact relationship, since A is con-
stant at the limit Da → ∞.

If a perfectly premixed medium is considered, ξ̃ =
constant and ξ ′′ = 0 and Eq. (15) is recovered.

Equation (28) is clearly a relationship between the
mean scalar dissipations ρεξ , ρεY and the mean cross
scalar dissipation ρεYξ . Similar relationships have
been derived by Bray et al. [21] but for another set
of variables (c,Z) that contains the progress variable
c instead of the mass fraction Y .

It is now proposed to close the mean passive scalar
dissipation ρεξ with the linear relaxation model of
Eq. (6) and ρεY , ρεYξ by considering the limit val-

ues of the variance ρY ′′2 and covariance ρY ′′ξ ′′.

3.2.2. Limit values of variance and covariance in
infinitely thin flamelets

In the flamelet regime of partially premixed com-
bustion, fluctuations of the reactive scalar Y are in-
duced by both chemical reaction and turbulent mix-

ing. In unburned reactants, ρY ′′2 = ρY ′′ξ ′′ = ρξ ′′2,
since fluctuations of Y are directly connected to fluc-
tuations of the passive scalar ξ . To obtain the limit
values of these two correlations, we can use the fol-
lowing general form of the PDF:

P̃ (Y, ξ) = λP̃ (ξ | Ymax)δ
(
Y − Ymax(ξ)

)
(30)

+ (1 − λ)P̃ (ξ | Ymin)δ
(
Y − Ymin(ξ)

)
.

Since in the conditions under consideration the chem-
ical time is infinitely short everywhere for any value
of ξ , the weighting coefficient λ does not depend on
ξ and we have

(31)P̃ (ξ | Ymax) = P̃ (ξ | Ymin) = P̃ (ξ).

Thus by expressing the average value Ỹ we have

Ỹ =
∫

Y P̃ (Y, ξ) dY dξ ⇒ λ = Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
,
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(32)(1 − λ) = Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
.

For the variance of fuel mass fraction the following
result is obtained:

ρY ′′2 = ρ
(
Ỹmax − Ỹ

)(
Ỹ − Ỹmin

)
(33)+ λρYmax

′′2 + (1 − λ)ρYmin
′′2

or

ρY ′′2 = ρ
(
Ỹmax − Ỹ

)(
Ỹ − Ỹmin

)
+

(
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã2

)
(34)× ρξ ′′2.

In the same way the cross correlation is given by

(35)

ρY ′′ξ ′′ =
(

Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã

)
ρξ ′′2.

Equations (34) and (35) are the expressions of vari-
ance and covariance in the limit of infinitely thin
flamelets. The first term on the RHS of Eq. (34) is
related to the chemical reaction and the second to tur-
bulent mixing. If a perfectly premixed medium is con-
sidered, i.e., if ξ̃ = constant and ξ ′′ = 0, then the well-
known expression ρY ′′2 = ρ(Ymax − Ỹ )(Ỹ −Ymin) is
recovered.

The limit expressions of ρY ′′2 and ρY ′′ξ ′′ are
now taken into account to propose the following
closed expression of the mean dissipation terms valid
for the flamelet regime of turbulent combustion. Tak-
ing into account expression (15), which corresponds
to dissipation in a fully premixed situation (with-
out partial premixing), and the general expression of
Eq. (34) for the variance of Y , the scalar dissipation of
Y is built in the same way as this latter expression, i.e.,
following two contributions, (i) one corresponding to
reactive scalar dissipation without partial premixing
and (ii) the other corresponding to non reactive scalar
dissipation,

(36)

ρεY = −ρD
∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk
− ρω

2

(
Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin

)
+ ρωY ′′

+
(

Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã2

)
ρεξ ,

(37)

ρεYξ = −ρD
∂Ỹ

∂xk

∂ξ̃

∂xk
+ ρωξ ′′

2

+
(

Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã

)
ρεξ .

Equations (36) and (37) satisfy Eq. (28) to recover
the limit expressions of the variance and covariance.
Moreover, if a perfectly premixed reactant flow is
considered, i.e., if ξ̃ = constant and ξ ′′ = 0, Eq. (15)
is recovered.

In the other limit of thickened flame the mean
scalar dissipation terms are written as follows:

(38)ρεYξ = CYξ
ρY ′′ξ ′′

τT
, ρεY = CY

ρY ′′2

τT
.

Finally, using the previous linear bridging expression,
general expressions for the mean scalar dissipations
are obtained:

(39)

ρεY = S

(
−ρD

∂Ỹ

∂xk

∂Ỹ

∂xk
− ρω

2

(
Ỹmax − 2Ỹ + Ỹmin

)
+ ρωY ′′

)
+ S

(
Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã2

)

× Cξ
ρξ ′′2
τT

+ (1 − S)CY
ρY ′′2
τT

,

(40)

ρεYξ = S

(
−ρD

∂Ỹ

∂xk

∂ξ̃

∂xk
+ ρωξ ′′

2

+
(

Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã

)

× Cξ
ρξ ′′2
τT

)
+ (1 − S)CYξ

ρY ′′ξ ′′
τT

,

so that Eq. (38) is recovered for S = 0 and Eqs. (36)
and (37) are recovered for S = 1.

Expressions (39) and (40) are to be used to close

Eqs. (18) and (19) for ρY ′′2 and ρY ′′ξ ′′.

3.2.3. Segregation factor S

In partially premixed conditions when the thick-
ened flame regime occurs, the variance of the fuel
mass fraction is not zero. In this peculiar case the
variance level is driven by turbulent mixing and the
expression of the variance of the fuel mass fraction
is directly connected to the variance of the passive
scalar; i.e.,

ρY ′′2 = (
ρY ′′2

)
min

(41)

=
(

Ỹ − Ỹmin

Ỹmax − Ỹmin
+ Ỹmax − Ỹ

Ỹmax − Ỹmin
Ã2

)
ρξ ′′2.

Then the segregation factor can be written as

(42)S = ρY ′′2 − (ρY ′′2)min

(ρY ′′2)max − (ρY ′′2)min

,

245



224 A. Mura et al. / Combustion and Flame 149 (2007) 217–224

where (ρY ′′2)min and (ρY ′′2)max are determined by
Eqs. (34) and (41), respectively. This leads to the fol-
lowing expression for the segregation factor:

S = (
Ỹ ′′2 − ((

Ỹ − Ỹmin
)/(

Ỹmax − Ỹmin
)

+ (
Ỹmax − Ỹ

)/(
Ỹmax − Ỹmin

)
Ã2)

ξ̃ ′′2
)

(43)× ((
Ỹmax − Ỹ

)(
Ỹ − Ỹmin

))−1
.

If a perfectly premixed flow is considered, i.e., if ξ̃ =
constant and ξ ′′ = 0, Eq. (43) reduces to

(44)S = Ỹ ′′2

(Ymax − Ỹ )(Ỹ − Ymin)
.

4. Summary

Closed expressions for the mean dissipations of
scalar fluctuations in situations that can be described
through two scalar quantities related to (i) combus-
tion and (ii) mixing have been proposed. These ex-
pressions recover the two limits corresponding to
(i) flamelet and (ii) thickened flame regimes and ap-
ply in the general case of partially premixed reactive
flows. Concerning this latter general case, i.e., par-
tially premixed combustion, a closure of the cross-
scalar correlation, which is strictly valid when the
flamelet regime of turbulent combustion applies, has
been derived. Resulting equations for mean quanti-
ties, variances, and cross correlation should be com-
pleted by second-order equations for both Reynolds
stresses and scalar turbulent transport corresponding
to the two quantities (Y, ξ). Such a model applicable
to partially premixed combustion is currently being
developed.
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