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RésuméLe but de ette thèse est de relier deux phénomènes relatifs au omportement asymp-totique des proessus stohastiques, qui jusqu'à présent étaient restés dissoiés. La onver-gene abrupte ou phénomène de uto� d'une part, et la métastabilité d'autre part. Dans leas du uto�, une onvergene abrupte vers la mesure d'équilibre du proessus a lieu à uninstant que l'on peut déterminer, alors que la métastabilité est liée à une grande inertitudesur l'instant où l'on va sortir d'un ertain équilibre. On propose un adre ommun pourétudier et omparer les deux phénomènes : elui des haînes de naissane et de mort àtemps disret sur N, qui possèdent une dérive vers zéro.On va montrer que sous l'hypothèse de dérive, il y a onvergene abrupte vers zéro, méta-stabilité dans l'autre sens, et que de plus, la dernière exursion dans la métastabilité est larenversée temporelle d'une trajetoire typique de uto�.On étend ensuite notre approhe au modèle d'Ehrenfest, e qui nous permet de montrer laonvergene abrupte et la métastabilité sous une hypothèse de dérive plus faible.Mots lefsConvergene abrupte, uto�, métastabilité, haînes de Markov, marhes aléatoires,haînes de naissane et de mort, temps d'atteinte, ouplages.AbstratThe aim of this thesis is to link two phenomena onerning the asymptotial behaviorof stohasti proesses, whih were disjoined up to now. The abrupt onvergene or uto�phenomenon on one hand, and metastability on the other hand. In the uto� ase an abruptonvergene towards the equilibrium measure ours, at a time whih an be determined,whereas metastability is linked to a great unertainty of the time at whih we leave someequilibrium. We propose a ommon framework to ompare and study both phenomena :that of disrete time birth and death hains on N, with drift towards zero.Under the drift hypothesis, we prove that there is an abrupt onvergene towards zero,metastability in the other diretion, and that the last exit in the metastability is the timereverse of a typial uto� path.Then we extend our approah to the Ehrenfest model, whih allows us to prove abruptonvergene and metastability with a weaker drift hypothesis.KeywordsAbrupt onvergene, uto�, metastability, Markov hains, random walks, birth anddeath hains, hitting times, oupling
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Chapitre 1IntrodutionLe but de ette thèse est de relier deux phénomènes relatifs au omportement asymp-totique des proessus stohastiques, qui jusqu'à présent étaient restés dissoiés : la onver-gene abrupte ou phénomène de uto� d'une part, et la métastabilité d'autre part.Le phénomène de uto� est un phénomène asymptotique de onvergene abrupte àl'équilibre déouvert au début des années 80 par Aldous et Diaonis en étudiant des mo-dèles de battage de artes [2℄. Cela a permis à Diaonis de répondre à la question �Combiende fois doit-on battre un jeu de 52 artes a�n qu'il soit bien mélangé ?� : sept fois su�sent(�seven shu�es are enough�).En e�et, il existe un temps autour duquel, asymptotiquement en un ertain paramètre (iile nombre de artes dans le paquet), la loi du proessus onverge de façon abrupte vers lamesure d'équilibre. Si on mesure l'éart entre la loi du proessus au temps t et sa mesured'équilibre à l'aide d'une distane (séparation, variation totale), il est prohe de 1 avantet instant, et prohe de 0 juste après, la transition se faisant asymptotiquement de plusen plus abrupte.Ce temps, qu'ils ont appelé temps de uto�, est déterministe, et tend vers l'in�ni ave leparamètre asymptotique. Dans les modèles qu'ils ont étudiés, Aldous et Diaonis le déter-minent à l'aide des propriétés spetrales de la matrie de transition du modèle.Cela n'est pas satisfaisant si l'on veut généraliser l'approhe, ar ela néessite laonnaissane des valeurs propres de la matrie de transition. Notre travail a pour butde déterminer l'existene du phénomène à partir de données plus générales sur le proes-sus, et notamment la onnaissane de sa mesure invariante et le pro�l énergétique qui enrésulte.On utilise l'approhe de Martínez et Yart [38℄, qui ont montré l'équivalene entre le uto�pour la onvergene vers la mesure d'équilibre ave une notion de uto� pour le tempsd'atteinte d'un état absorbant, et ont donné une ondition su�sante pour l'existene d'untel uto�. Sous une ondition de déroissane exponentielle de la mesure invariante d'unehaîne de Markov sur un arbre, ils montrent l'existene d'un uto� pour le temps d'atteintede la raine de l'arbre. 3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONCela nous amène à dé�nir une notion de onvergene abrupte pour les temps d'atteinte : untemps d'atteinte onverge abruptement au temps ta (ta → ∞), s'il est asymptotiquementéquivalent à ta en probabilité (dé�nition 3.1).On se plae dans le adre des marhes aléatoires à temps disret sur l'axe des entiers quiont une dérive vers 0. On onsidère des familles Xa(t) de haînes de naissane et de mortsur J0, aK = {0, . . . , a}, et le paramètre asymptotique a est don ii la taille de l'espaed'états. La dérive vers 0 est aratérisée par le fait que la mesure invariante de la haînepossède une queue à déroissane exponentielle (ondition (H), (5.3)), et qu'elle est dononentrée autour de 0. Zéro est �aratéristique� de la mesure d'équilibre, dans le sensoù elle y atteint son maximum. Nous onsidérerons dans notre approhe que 0 est �l'étatd'équilibre� du système dans l'aeptation physiienne du mot �état�. En e�et, en physiqueles états d'un système sont les on�gurations du système, alors que pour les probabilistese sont des mesures de probabilité.Le pro�l énergétique assoié à une telle mesure possède une pente vers zéro (setion 5.2), eton omprend intuitivement qu'une haîne initialement en a va vite atteindre 0 en suivantla pente. On montre en e�et (setion 5.4, théorème 5.3) que Ta→0, le temps d'atteinte de 0pour la haîne initialement en a, admet une onvergene abrupte au temps E [Ta→0].Cette approhe n'est pas diretement ompatible ave elle de Diaonis, ar dans lesmodèles de marhes aléatoires sur les groupes qu'il étudie (dont les modèles de battage deartes sont des as partiuliers), la mesure invariante est la mesure uniforme sur le groupeet son pro�l énergétique est plat. Mais on voit ave le modèle d'Ehrenfest (hapitre 6),qu'on peut étudier es phénomènes en le ramenant dans le adre des marhes aléatoiresunidimensionnelles.Cette approhe nous permet aussi de faire le lien ave la métastabilité. A la di�érenede la onvergene abrupte qui est quasi déterministe, la métastabilité est un phénomènetrès aléatoire. Elle est aratérisée par le fait que le système va rester un temps exponen-tiellement long dans un état dit métastable, avant de basuler vers l'équilibre.L'approhe �pathwise� de la métastabilité onsiste à regarder la loi des trajetoires typiquesentre l'état métastable et l'état stable du système (setion 4.4).Elle a été utilisée pour la première fois par Cassandro, Galves, Olivieri et Vares [12℄, pourdérire le omportement métastable du modèle de Curie-Weiss (voir setions 4.2 et 4.3).C'est un modèle qui dérit l'évolution de la magnétisation d'un système ferromagnétiquesoumis à un faible hamp externe positif. Son pro�l énergétique possède deux puits d'at-tration, ave un minimum loal m− de magnétisation négative et un minimum global m+de magnétisation positive qui orrespond à l'état d'équilibre du système. Le minimum loal
m− orrespond lui à un état de pseudo-équilibre : si le système est dans le puits d'attrationde m−, il est attiré par e minimum et devra en sortir pour atteindre le vrai état d'équilibre
m+. On dit que m− est un état métastable. Si T est le temps d'atteinte de m+ partantde m−, le omportement métastable de T est aratérisé par le fait que T/E [T ] onvergeen loi vers une exponentielle de paramètre 1, asymptotiquement en un ertain paramètre(voir (4.14) et la dé�nition 4.1).



5Et e qui fait la métastabilité est en fait l'impréditibilité du temps de sortie du puitsd'attration de m−. En e�et, il faudra au système un grand nombre d'essais pour sortir dee puits, mais une fois qu'il en est sorti, il est dans le puits d'attration de m+, et il va ytomber de façon quasi-déterministe. On retrouve le phénomène de onvergene abrupte !Que le puits d'attration orresponde à un minimum loal ou global ne hange pas la pro-blématique, qui est don la suivante : tomber dans un puits d'attration orrespond à laonvergene abrupte, alors qu'en sortir orrespond à la métastabilité.De plus, pour des raisons de symétrie, le �té par lequel on rentre ou sort du puits importepeu. On peut don transposer ette problématique aux haînes de naissane et de mortentre zéro et a ave dérive vers zéro.C'est e que l'on fait au hapitre 5. Ave notre hypothèse de dérive (ondition (H), (5.3)),on est en fait en présene d'un demi-puits d'attration, ave minimum en zéro qui est donl'état d'équilibre du système. Il n'y a pas ii d'état métastable, la métastabilité vient dufait qu'il faut �remonter la pente� pour sortir du puits d'attration de 0.On montre la onvergene abrupte dans le �sens de la pente�, 'est-à-dire de a vers zéro(théorème 5.3), et la métastabilité de 0 vers a (théorème 5.6).Pour montrer la onvergene abrupte de Ta→0 au temps E [Ta→0] (au sens de la dé�nition3.1), on montre que sous la ondition (H), la haîne satisfait les hypothèses de la proposi-tion 3.2, qui est une ondition su�sante due à Martínez et Yart.L'existene de deux éhelles de temps est une ondition su�sante pour la métastabilité(théorème 4.2). En ollaboration ave J. Barrera, nous avons utilisé un ouplage entre unehaîne initialisée en 0 et une initialisée en a pour déomposer le temps de sortie T0→a de 0à a en une somme géométrique de Na �tombées à l'équilibre� Ta→0 (setion 5.5). On montreainsi que le temps moyen E [T0→a] pour aller de 0 à a est de l'ordre de E [Na] E [Ta→0], quiest don beauoup plus grand (au sens de (4.19)) que le temps de uto� E [Ta→0].On voit don que es deux phénomènes sont omplémentaires, et on explore plus enoreette omplémentarité en montrant que la dernière sortie dans la trajetoire métastableest la renversée temporelle d'une trajetoire typique de uto�. Pour atteindre a, le systèmeinitialement en zéro va réaliser de nombreuses tentatives infrutueuses ('est e qui �fait� lamétastabilité), mais la dernière sortie est �sans hésitation� : elle emmène le système en a defaçon quasi-déterministe, de la même façon que pour �tomber� de a à 0 dans la onvergeneabrupte.La thèse est organisée de la manière suivante :Nous rappelons au hapitre 2 les notions de bases sur les haînes de Markov qui vontnous être utiles par la suite.Dans le hapitre 3, nous faisons un survol historique du phénomène de uto� (setion3.1). Puis nous dé�nissons la notion de onvergene abrupte pour des temps d'atteinte(dé�nition 3.1), et donnons une ondition su�sante pour son existene (proposition 3.2),dans l'esprit des travaux de Martínez et Yart (setion 3.2). En�n, dans la dernière setionde e hapitre (setion 3.3), on illustre notre approhe du phénomène en étudiant desexemples très simples.



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLe hapitre 4 est onsaré à la métastabilité. Après avoir présenté le phénomène physiquedans la setion 4.1, on introduit le modèle de Curie-Weiss (setions 4.2 et 4.3) et l'approhe�pathwise� (setion 4.4). Dans la setion 4.5 on formalise la métastabilité dans l'espritde l'approhe �pathwise� (dé�nition 4.1), et on montre que l'existene de deux éhellesde temps est une ondition su�sante pour son existene (théorème 4.2). En�n, dans ladernière setion de e hapitre (setion 4.6), on présente brièvement les autres approhesutilisées pour formaliser la métastabilité.On montre au hapitre 5 la onvergene abrupte (setion 5.4) et la métastabilité (setion5.5) pour les haînes de naissane et de mort ave dérive vers zéro. On disute dans lasetion 5.2 les interprétations en termes de mesure invariante et de pro�l énergétique de laondition (H). Et dans la setion 5.6, on montre que la dernière sortie dans la trajetoiremétastable est la renversée temporelle d'une trajetoire typique de uto� (propositions 5.7,5.8 et 5.9).Dans le hapitre 6, on montre omment notre approhe s'étend à un modèle qui ne satisfaitpas la ondition (H) : le modèle d'Ehrenfest. On rappelle le modèle original (setion 6.1),puis on en présente notre version qui rentre dans le adre des haînes de naissane et demort du hapitre préédent (setion 6.2). Les résultats sont dans la setion 6.4, et les alulsdans la setion 6.3.On disute au hapitre 7 les di�érenes entre les haînes de naissane et de mort du hapitre5 et le modèle d'Ehrenfest (setion 7.1 à 7.3), et on introduit un modèle hybride (setion7.4) qui onserve ertaines des propriétés de haun de es modèles de telle façon qu'onpuisse lui appliquer l'approhe développée au hapitre 5. On présente ensuite le adre leplus général possible dans lequel on peut utiliser ette approhe (setion 7.5), et dans lasetion 7.6 on disute des onditions su�santes pour montrer la onvergene abrupte et lamétastabilité si on regarde les temps d'atteinte et de sortie d'une région �aratéristique�de l'équilibre (et non plus seulement d'un état), pour le modèle d'Ehrenfest et le modèlehybride.En�n, on onlut notre propos dans le hapitre 8, et on disute des orientations possiblesà donner à notre travail.On trouvera en appendie (hapitre 9), l'expression des temps moyens d'atteinte pourune marhe aléatoire en fontion de ses transitions, et également le lien entre le modèled'Ehrenfest et la marhe aléatoire sur l'hyperube.



Chapitre 2CadreL'objet de notre travail est de omparer le phénomène de onvergene abrupte et lamétastabilité pour des familles Xa(t) de haînes de naissane et de mort sur l'intervalle
{0, . . . , a}, où le paramètre a va tendre vers l'in�ni.Les haînes de naissane et de mort sont des haînes de Markov irrédutibles réurrentespositives. Dans e hapitre, nous allons don rappeler e qu'est une haîne de Markov, unemesure invariante, une mesure réversible. Nous allons également dé�nir les notions d'ir-rédutibilité, de réurrene positive, et les prinipales notations utilisées dans ette thèse(setion 2.1).Dans la setion 2.2, après avoir rappelé les onditions de réurrene positive pour unehaîne de naissane et de mort, on dé�nit les modèles que l'on utilisera au hapitre 5.Ensuite (setion 2.3), on dé�nit la distane en variation totale, et on montre que pour unmodèle d'absorption on peut relier la distane à l'équilibre et le temps d'absorption (lemme2.3).En�n, dans la setion 2.4 on rappelle la notion de ouplage pour des haînes de Markov.
2.1 Chaînes de MarkovDé�nitionsLes haînes de Markov sont des proessus à temps disret qui satisfont la propriété deMarkov, 'est-à-dire telles que l'évolution future de la haîne ne dépend du passé qu'autravers de l'état présent du proessus.Généralement on va les noter X(t), où le temps t ∈ N. C'est don une suite de variablesaléatoires sur un ertain espae probabilisé (Ω,F , P) à valeurs dans un espae d'états S,telles que

P
(
X(t + 1) = xt+1

∣∣ X(t) = xt, . . . , X(0) = x0

)
= P

(
X(t + 1) = xt+1

∣∣ X(t) = xt

)
,(2.1)7



8 CHAPITRE 2. CADREpour tout t ∈ N et tous x0, . . . , xt+1 ∈ S.Cette propriété s'appelle la propriété de Markov, et les probabilités
pt(x, y) := P

(
X(t + 1) = y

∣∣ X(t) = x
) (2.2)s'appellent les probabilités de transition de la haîne.Nous allons nous intéresser uniquement aux haînes homogènes, 'est-à-dire lorsque lestransitions sont indépendantes de t (pt(x, y) = p (x, y), ∀t).Dans e as, la propriété de Markov (2.1) devient

P
(
X(t + 1) = xt+1

∣∣ X(t) = xt, . . . , X(0) = x0

)
= p (xt, xt+1) . (2.3)La probabilité d'une trajetoire est alors le produit des transitions entre les états suessifsde la trajetoire

P (X(0) = x0, . . . , X(t) = xt) = P (X(0) = x0) p (x0, x1) . . . p (xt−1, xt) . (2.4)On suppose de plus que la haîne est irrédutible, 'est-à-dire que tous les états om-muniquent :
∀x, y ∈ S, ∃t > 0 tel que pt(x, y) > 0 , (2.5)où pt(x, y) est le oe�ient (x, y) de la matrie P t = P × . . . × P , où P est la matrie detransition de la haîne (dont les oe�ients sont les transitions de la haîne p (x, y)).Nous onsidérerons également que l'espae d'états S est disret (on parle alors demarhe aléatoire).Une variable T : Ω → N est un temps d'arrêt pour la haîne X(t) s'il ne dépend quedu passé de la haîne, autrement dit si l'évènement {T ≤ t} est mesurable par rapport aupassé (i.e. si {T ≤ t} ∈ Ft, où Ft = σ(X(0), . . . , X(t))).Remarque : la propriété de Markov se généralise dans le as où l'instant t est déterminépar un temps d'arrêt T , 'est la propriété de Markov forte :soit T un temps d'arrêt pour la haîne X(t), alors la loi de X(T + 1) sahant que T est�ni dépend uniquement de la valeur de X(T )

P
(
X(T + 1) = y

∣∣ X(T ) = x, T < ∞
)

= p (x, y) . (2.6)Probabilité invarianteUne mesure µ sur S est invariante pour la haîne si
µ(x) =

∑

y∈S
µ(y) p (y, x) , ∀x ∈ S . (2.7)



2.1. CHAÎNES DE MARKOV 9Lorsqu'une mesure de probabilité invariante µ existe pour la haîne X(t), alors la loi
L(X(t)) de la haîne au temps t onverge vers µ lorsque t tend vers l'in�ni.Les as qui nous intéressent sont eux où la mesure invariante existe et est unique. C'estnotamment le as lorsque la haîne est réurrente positive.Soit Tx→y le temps d'atteinte de y partant de x

Tx→y = inf{t > 0 : Xx(t) = y} , (2.8)où l'on note par Xx(t) la haîne initialisée en x (i.e. telle que Xx(0) = x).On appelle Tx→x le temps de retour en x, et E [Tx→x] est don le temps moyen de retouren x.Remarque : Tx→y et Tx→x sont des temps d'arrêt pour la haîne X(t).On va maintenant dé�nir les notions de réurrene et de transiene. Dans le as général,on parle d'états réurrents ou transients, et une haîne est réurrente ou transiente lorsquetous ses états le sont. Mais, es propriétés étant des propriétés de lasse (ensemble des étatsqui ommuniquent entre eux), pour une haîne irrédutible (qui ne possède don qu'uneseule lasse d'états) il su�t de les véri�er pour un seul état de l'espae S.Dé�nition 2.1. Soit x ∈ S, la haîne est réurrente si les temps de retour en x sontpresque sûrement �nis : P (Tx→x < ∞) = 1.Si de plus E [Tx→x] < ∞, la haîne est réurrente positive.Et si E [Tx→x] = ∞, la haîne est réurrente nulle.Sinon (P (Tx→x < ∞) < 1) la haîne est transiente.Remarque :� D'après la dé�nition, on voit que si un état est réurrent alors, omme on y revientpresque sûrement en un temps �ni, on va y revenir une in�nité de fois ave probabilitéun.� Lorsque la haîne est réurrente positive, les temps moyens d'atteinte E [Tx→y] sontégalement �nis ∀x, y ∈ S.Le théorème suivant nous donne une ondition d'existene et d'uniité de la loi inva-riante de la haîne.Théorème 2.2. Une haîne de Markov irrédutible, réurrente positive admet une uniqueprobabilité invariante µ, qui est donnée par la la formule suivante (lemme de Ka)
µ(i) =

1

E [Ti→i]
, ∀i ∈ S (2.9)Remarque : pour une haîne irrédutible, lorsque l'espae d'états S est �ni, les tempsmoyens de retour sont �nis (et don les temps de retour sont presque sûrement �nis). Ainsi



10 CHAPITRE 2. CADREune haîne irrédutible à espae d'états �ni est réurrente positive et le théorème préédents'applique. C'est le as que nous allons renontrer le plus souvent dans notre travail.Un as partiulier de mesures invariantes sont les mesures réversibles. On dit qu'unemesure de probabilité µ est réversible pour la haîne si pour tous x et y dans S on a
µ(x)p (x, y) = µ(y)p (y, x) . (2.10)'est-à-dire que sous la mesure µ la probabilité pour la haîne d'être en x et d'aller en yest égale à la probabilité d'être en y et d'aller en x. Autrement dit, sous la mesure µ la loide la haîne reste la même si on renverse le temps.Familles de haînesLe phénomène de onvergene abrupte et la métastabilité sont des phénomènes asymp-totiques. Nous allons don onsidérer des familles de haînes de Markov indexées par unparamètre a qui va ensuite tendre vers l'in�ni. Dans e as on met l'indie de la famille enbas : Xa(t).Lorsqu'on veut spéi�er l'état initial de la haîne, on le met en indie en haut : Xx(t) ou

Xx
a (t). Et lorsqu'on ne le préise pas, 'est que la propriété que l'on regarde est indépendantede l'état initial.2.2 Chaînes de Naissane et de MortCas généralUne haîne de naissane et de mort est une marhe aléatoire irrédutible X(t) à tempsdisret sur N. C'est don une haîne de Markov dont les transitions sont données pour tout

x ∈ N, par :
{

px = p (x, x + 1) = P
(
X(t + 1) = x + 1

∣∣ X(t) = x
)

,

qx = p (x, x − 1) = P
(
X(t + 1) = x − 1

∣∣ X(t) = x
)

, ∀x > 0 , et q0 = p (0, 0) ,(2.11)ave px, qx > 0 et px + qx = 1 , ∀x ∈ N. (q0 est ii la probabilité de rester en zéro).
            

q0

x − 1 x x + 1

qx pxp0

0



2.2. CHAÎNES DE NAISSANCE ET DE MORT 11On peut onsidérer que X(t) représente l'e�etif d'une population à l'instant t, et qu'àl'instant t+1, on a naissane d'un individu ave probabilité px, ou mort d'un individu aveprobabilité qx. C'est de là que vient l'appellation haîne de naissane et de mort.Remarque : on peut aussi penser qu'une partiule se déplae sur l'axe des entiers. A haqueinstant, la partiule située à l'état x saute vers la droite ave probabilité px, ou vers lagauhe ave probabilité qx = 1 − px.Pour les haînes de naissane et de mort, on peut exprimer des onditions de réurreneet de transiene en fontion des transitions px et qx. On trouve une démonstration de esrésultats dans le livre de Hoel Port et Stone �Introdution to Stohasti Proesses� [30℄ oùles haînes de naissane et de mort sont traitées en détail.La haîne est transiente si et seulement si
∞∑

x=1

x∏

i=1

qi

pi
< ∞ . (2.12)Une ondition néessaire et su�sante pour que la haîne soit réurrente est don

∞∑

x=1

x∏

i=1

qi

pi
= ∞ . (2.13)De plus

∞∑

x=1

x∏

i=1

pi-1
qi

< ∞ , (2.14)est une ondition néessaire et su�sante pour que la haîne soit réurrente positive. Danse as, elle admet une unique probabilité invariante π déterminée pour tout x par
π(x) =

x∏

i=1

pi-1
qi

π(0) , (2.15)ave π(0) = 1/
∞∑

x=1

x∏

i=1

pi-1
qi

.Remarque : on a don une ondition néessaire et su�sante pour que la haîne soitréurrente nulle : ∞∑

x=1

x∏

i=1

qi

pi
= ∞ , et ∞∑

x=1

x∏

i=1

pi-1
qi

= ∞ . (2.16)Chaînes de naissane et de mort sur un intervallePour e qui nous intéresse, nous allons onsidérer une famille Xa(t) de haînes denaissane et de mort sur l'intervalle J0, aK = {0, . . . , a} de N.



12 CHAPITRE 2. CADRELorsque a est �xé, on a don une haîne dont les transitions sont telles que
{

px = p (x, x + 1) = P
(
Xa(t + 1) = x + 1

∣∣ Xa(t) = x
)

, x = 0, . . . , a − 1,

qx = p (x, x − 1) = P
(
Xa(t + 1) = x − 1

∣∣ Xa(t) = x
)

, x = 1, . . . , a,
(2.17)ave px + qx = 1 , ∀x, et pa = p (a, a) , q0 = p (0, 0) aux bords.

            

q0

x − 1

pa

x x + 1

qx pxp0 qa

a0Comme l'espae d'états de la haîne est �ni, elle admet une unique mesure invariante,que l'on note πa. De plus ette mesure est réversible, et on peut l'exprimer à l'aide destransitions. En e�et par dé�nition de la réversibilité, pour tout x on a
πa(x − 1) px-1 = πa(x) qx (2.18)Soit
πa(x) =

px-1
qx

πa(x − 1) , (2.19)et en itérant, on trouve, pour tout x :
πa(x) =

x∏

i=1

pi-1
qi

πa(0) . (2.20)2.3 Distane à l'équilibre pour les modèles d'absorptionDistane variationnelleUne façon de mesurer l'éart entre deux mesures de probabilités µ et ν sur un espae
X est d'utiliser la distane variationnelle

‖µ − ν‖V T = max
A⊂X

‖µ(A) − ν(A)‖ =
1

2

∑

x∈X
|µ(x) − ν(x)| . (2.21)Cette distane prend don en ompte le �pire� évènement 'est-à-dire elui qui maximise ladi�érene entre les deux mesures. Il existe d'autres distanes pour mesurer l'éart entre deuxmesures de probabilité, notamment la séparation (3.8), ave laquelle Diaonis et Aldousont travaillé sur le phénomène de uto�. On se reportera à l'artile de Barrera, Lahaud etYart �Cuto� for n-tuples of proesses� [4℄ pour une disussion sur les relations entre lesdi�érentes distanes entre mesures (Variation totale, Hellinger, Chi-deux, Kullbak) et lanotion de uto� pour es distanes.



2.3. DISTANCE À L'ÉQUILIBRE POUR LES MODÈLES D'ABSORPTION 13Modèles d'absorptionOn parle de modèle d'absorption pour une haîne de Markov sur un espae X , lorsqu'ilexiste un état x0 ∈ X tel que p (x0, x0) = 1. On appelle un tel état un état absorbant pourla haîne puisque lorsqu'il est atteint on ne peut plus en repartir. Lorsque 'est le as, lamasse de Dira δx0 au point x0 est une mesure de probabilité invariante pour la haîne.De plus on peut relier la distane variationnelle de la loi de la haîne à l'équilibre ave letemps d'atteinte de x0.Lemme 2.3. Soit X une haîne de Markov sur un espae X absorbée en x0 ∈ X .On note P t sa loi au temps t et π = δx0. Soit T le temps d'atteinte de x0.On a :
‖P t − π‖V T = P (T > t) (2.22)Démonstration :Comme T est le temps d'atteinte de x0 et que et état est absorbant (on parle de tempsd'absorption), onditionné à {T ≤ t}, la haîne est à l'équilibre : pour tout x ∈ X on a

P (X(t) = x | T ≤ t) = π(x) = δx0(x) =

{
1 si x = x0,

0 sinon .
(2.23)Et par dé�nition de la distane variationnelle

‖P t − π‖V T =
1

2

∑

x∈X

∣∣P t(x) − π(x)
∣∣

=
1

2

∑

x∈X

∣∣∣P (X(t) = x | T > t) P (T > t) + P (X(t) = x | T ≤ t) P (T ≤ t) − π(x)
∣∣∣

=
1

2

∑

x∈X

∣∣∣P (X(t) = x | T > t) P (T > t) + π(x) (1 − P (T > t)) − π(x)
∣∣∣

=
1

2
P (T > t)

∑

x∈X

∣∣∣P (X(t) = x | T > t) − π(x)
∣∣∣ . (2.24)Or x0 n'appartient pas au support de la loi du proessus onditionné à ne pas être absorbé

P (X(t) = x0 | T > t) = 0 et ∑

x 6=x0

P (X(t) = x | T > t) = 1 . (2.25)Et π ne harge que x0, d'où
∑

x∈X

∣∣∣P (X(t) = x | T > t) − π(x)
∣∣∣ =

∑

x 6=x0

P (X(t) = x | T > t) + π(x0) = 2 , (2.26)e qui termine la démonstration du lemme.
�



14 CHAPITRE 2. CADRE2.4 CouplagesDe façon générale, un ouplage de deux haînes de Markov X(t) et Y (t) est un proes-sus ouplé Z(t) = (U(t), V (t)) tel que Z(t) soit une haîne de Markov sur l'espae produitet tel que les marginales U(t) et V (t) ont même loi que X(t) et Y (t).Les ouplages sont souvent utilisés pour trouver des bornes supérieures à la distane entreles lois de deux proessus, ou entre la loi du proessus au temps t et sa mesure invariante(voir (3.7) et (3.9)). Dans e as on assoie au ouplage Z(t) = (X(t), Y (t)) un tempsd'arrêt T dit temps de ouplage, tel que X(t) = Y (t) lorsque t ≥ T .Dans [3℄, Aldous et Diaonis prennent X(t) une haîne de transition P , Y (t) une haîne detransition P , démarrée sous la mesure π invariante pour P (à tout instant t, Y (t) est don àl'équilibre, on dit que 'est une haîne stationnaire), et T tel que X(t) = Y (t) lorsque t ≥ T .Pour le ouplage indépendant oalesent que nous allons utiliser pour prouver la méta-stabilité (5.54), on ouple deux versions de la même haîne ave des états initiaux di�érents,et le temps de ouplage est le premier instant où les deux opies se renontrent.



Chapitre 3Convergene abrupte et phénomène deCuto�Le phénomène de uto� est un phénomène asymptotique de onvergene abrupte àl'équilibre. Il existe un temps autour duquel, asymptotiquement en un ertain paramètre,la loi du proessus onverge de façon abrupte vers la mesure d'équilibre. C'est don unphénomène quasi-déterministe : déterministe pare qu'on sait à partir de quel instant on vaatteindre l'équilibre, quasi ar ette onvergene abrupte a lieu asymptotiquement (l'instantoù la onvergene a lieu tend vers l'in�ni ave le paramètre asymptotique, et elle n'estabrupte qu'à la limite).
0

1

t
n1 n3n2Fig. 3.1 � La onvergene est asymptotiquement de plus en plus abrupte (n1 < n2 < n3)Aldous et Diaonis ont déouvert e phénomène au début des années 80, et ils ont mon-tré son existene pour di�érents modèles (notamment les modèles de battage de artes),en reliant le temps de uto� ave les propriétés spetrales de la matrie de transition dumodèle.Ensuite Martínez et Yart [38℄ ont relié le uto� pour la onvergene vers la mesure d'équi-libre ave une notion de uto� pour des temps d'absorption.Après un survol historique des travaux onernant le phénomène (setion 3.1), nous dé-�nissons la notion de onvergene abrupte pour des temps d'atteinte (dé�nition 3.1), et15



16 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFdonnons une ondition su�sante pour son existene (proposition 3.2), dans l'esprit destravaux de Martínez et Yart (setion 3.2). Cette approhe du phénomène est plus physi-ienne que mathématiienne dans le sens où en physique, les états d'un système sont leson�gurations, alors que pour les probabilistes les états sont les mesures de probabilité.Cela va nous permettre de faire le lien ave la métastabilité dé�nie au hapitre 4, et onverra au hapitre 5 la omplémentarité des deux phénomènes.Dans la dernière setion de e hapitre (setion 3.3), on illustre en étudiant des exemplestrès simples, notre approhe du phénomène.3.1 Historique et dé�nitionsCombien de fois doit-on battre un jeu de artes a�n qu'il soit bien mélangé ?C'est pour répondre à ette question que Persi Diaonis s'est intéressé au phénomènede onvergene abrupte vers l'équilibre qu'ave David Aldous ils ont dénommé �uto� phe-nomenon� [2℄, ou �threshold phenomenon� [3℄, ou enore �abrupt swith� [1℄.Les modèles de battage de artes, sont des as partiuliers de marhes aléatoires sur legroupe symétrique, et le théorème de Perron-Frobenius nous dit que leurs lois onvergentexponentiellement vers la mesure uniforme sur le groupe. Mais ela ne nous dit pas préi-sément la façon dont ette onvergene a lieu, et ne permet pas de répondre à la questioninitialement posée.Le phénomène de Cuto� permet de répondre que pour le battage �ri�e shu�e� par exemple,sept battages sont su�sants pour mélanger un jeu de 52 artes .Si on mesure l'éart entre la distribution P t des artes au temps t et la mesure uniforme
U à l'aide d'une distane sur les mesures (variation totale, séparation...) :

d(t) = ‖P t − U‖, (3.1)le théorème de Perron-Frobenius nous dit que d(t) tend vers zéro exponentiellement en laseonde valeur propre lorsque t tend vers l'in�ni : d(t) ∼ Cλt , où C est une onstantepositive et λ la plus grande (en valeur absolue) valeur propre di�érente de 1 de la matriede transition de la haîne.Cela ne donne auune indiation sur l'instant à partir duquel on est prohe de l'équilibre,mais seulement qu'il faut attendre �su�samment longtemps� pour l'atteindre.Le phénomène de uto�, nous dit qu'asymptotiquement en n, où n est ii le nombre deartes dans le jeu, il existe un temps tn qui tend vers l'in�ni ave n, auquel la onvergenea lieu de manière abrupte : la fontion d(t) est prohe de 1 avant tn, et tombe à zéro justeaprès. Dans �Shu�ing ards and stopping times� [2℄ Aldous et Diaonis le formalisent dela manière suivante :
d(tn + o(tn)) ≈ 0 et d(tn − o(tn)) ≈ 1 . (3.2)Dans et artile ils dé�nissent la notion de temps uniforme fort �Strong Uniform Time�(qu'ils généraliseront plus tard en temps stationnaire fort �Strong Stationary Time�) :



3.1. HISTORIQUE ET DÉFINITIONS 17un temps d'arrêt T est un SUT pour le proessus X(t) si onditionné à {T = t}, le proessusest distribué suivant la mesure uniforme (et 'est un SST pour une mesure stationnairequelonque).
P
(
X(t) = x

∣∣ T = t
)

= U(x) (3.3)Cela leur permet d'obtenir des bornes supérieures pour d(t), où la norme utilisée est lavariation totale :
‖µ − ν‖V T = sup

A⊂S
|µ(A) − ν(A)| (3.4)

=
1

2

∑

x∈S
|µ(x) − ν(x)| , (3.5)pour µ et ν mesures sur l'espae S. En e�et, on a

P t(A) − U(A) = P (X(t) ∈ A, T > t) + P (X(t) ∈ A, T ≤ t) − U(A)

= P
(
X(t) ∈ A

∣∣ T > t
)

P (T > t) + P
(
X(t) ∈ A

∣∣ T ≤ t
)

P (T ≤ t) − U(A)

= P
(
X(t) ∈ A

∣∣ T > t
)

P (T > t) + U(A)
(
1 − P (T > t)

)
− U(A) (3.6)

=
(

P
(
X(t) ∈ A

∣∣ T > t
)
− U(A)

)
P (T > t) .Et don

‖P t − U‖V T ≤ P (T > t) . (3.7)En onstruisant des SUT, ils obtiennent ainsi des bornes supérieures pour plusieurs modèlesde marhes aléatoires sur les groupes (�Top in at random shu�e�, �ri�e shu�e�...)et montrent que le modèle de battage de artes �Top in at random shu�e�(on prend laarte du dessus du paquet et on l'insère au hasard) admet un uto� au temps n log n.Dans e as, le SUT est le premier instant où la arte initialement en dessous arrive sur ledessus du paquet, et pour obtenir une borne inférieure pour d(t), ils exhibent un évènement
A tel que P tn(A) −−−→

n→∞
1, où tn = n log n − cnn, ave cn → ∞.Ils introduisent aussi la �distane� (qui n'est pas une métrique) de séparation

s(µ, ν) = max
x∈S

(
1 − µ(x)

ν(x)

)
, (3.8)qui est une borne supérieure pour la variation totale (d(t) ≤ s(t)) et montrent que l'on aégalement

s(t) ≤ P (T > t) , (3.9)si T est un temps uniforme fort pour le proessus.Dans �Strong Uniform Times and Finite Random Walks� [3℄, ils montrent qu'il existe tou-jours un SUT pour lequel on a égalité dans (3.9), et qu'il existe un ouplage tel qu'on aitégalité dans (3.7) pour le temps de ouplage T .



18 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFRemarques :1. les temps uniformes forts sont un as partiulier de ouplage : étant donné un SUT
T , il existe un ouplage de temps de ouplage T .2. l'inégalité (3.7) reste vraie pour un temps de ouplage T .3. on peut don onstruire des temps uniformes forts (resp. des ouplages) pour obtenirdes bornes supérieures pour la séparation (resp. la variation totale). Dans leur artileAldous et Diaonis en donnent pour la marhe aléatoire sur le ube (ou modèled'Ehrenfest), mais la onstrution d'un temps minimal (i.e. qui donne égalité dans(3.9)) ou d'un ouplage qui donne égalité dans (3.7) (�maximal� au sens de Gri�eath[27, 28, 29℄, voir aussi Pitman [46℄, Goldstein [26℄, Thorisson [53℄ ) est uniquementthéorique, ar elle requiert la onnaissane de la loi du proessus à tout instant.4. Dans �Random walks on �nite groups and rapidly mixing Markov hains� [1℄, Aldousdonne des ouplages pour la marhe sur le ube et di�érents modèles de battage deartes et obtient des estimations de leurs temps de uto� (ii il onsidère le temps�de mélange� (mixing time) τ(ε) = min{t : d(t) ≤ ε}).Pour un survol de es résultats sur le phénomène de uto�, on pourra lire �The u-to� phenomenon in �nite Markov hains� [17℄, dans lequel Diaonis rappelle les di�érentsexemples qu'il a étudiés et les résultats qu'il a obtenus ([2, 3, 5, 13, 19, 20, 22℄). Il disuteaussi des questions de symétrie de la matrie de transition et de multipliité de la seondevaleur propre de ette matrie qui selon lui sous-tendent l'existene du phénomène (�uto�phenomena our beause of high multipliity of the seond eigenvalue�, setion 4 de [17℄).Pour une disussion plus détaillée sur les marhes aléatoires sur les groupes, on lira �GroupRepresentations in Probability and Statistis� [16℄. Pour un panorama réent sur les bat-tages de artes, on lira �Mathematial developments from the analysis of ri�e shu�ing� [18℄.�Random walks on �nite groups� [48℄ est un autre panorama sur les marhes aléatoiressur les groupes et le phénomène de uto�. Dans et artile, Salo�-Coste présente les teh-niques de ouplage, de temps de mélange et de temps uniforme fort pour di�érents modèlesde battage de artes, ainsi qu'une grande variété d'autres tehniques venant de di�érentshamps tels que l'algèbre, la ombinatoire, mais surtout la géométrie, l'analyse fontion-nelle et la théorie de la représentation. Il dé�nit aussi une notion de préuto�, plus faible,qui impose seulement que la distane en variation totale à l'équilibre soit stritement po-sitive avant le temps tn, et qui donne l'ordre de grandeur d'un possible temps de uto�.De la même façon, dans �Letures on �nite Markov hains� [47℄, il avait dé�ni une notionde uto� faible ℓp en onsidérant la haîne ontinue assoiée à la matrie de transition Knde la haîne en temps disret. Une famille de haînes de Markov admet un uto� faible ℓpau temps ritique tn, si tn → ∞ et

lim
n→∞

‖hn,tn − 1‖ > 0 et lim
n→∞

‖hn,(1+ε)tn − 1‖ = 0 , (3.10)où hn,t est la densité de la haîne ontinue assoiée au temps t par rapport à sa mesureinvariante πn, et la norme onsidérée est la norme ℓp(πn).



3.1. HISTORIQUE ET DÉFINITIONS 19Le résultat prinipal de e papier est de relier le trou spetral λn (i.e. la plus petite valeurpropre non nulle de I −Kn) ave le temps de mélange ℓp : τn = inf{t > 0 : ‖ht − 1‖p < ε}.Si limn λntn = ∞, alors la famille de haînes admet un uto� faible ℓp au temps τn, et si
p = 2, la ondition est néessaire et su�sante. De plus, il peut estimer que la taille de lafenêtre de onvergene (ordre de grandeur de la transition abrupte) est de l'ordre de 1

λn
.Ce qui a amené Peres a onjeturer que si λnτn → ∞, alors la onvergene abrupte a lieu.Ce qui n'est pas vrai en général pour la variation totale (ontre exemple d'Aldous), maisque Diaonis et Salo�-Coste ont démontré pour une famille de haînes de naissane et demort en onsidérant la distane de séparation dans �Separation uto� for birth and deathhains [21℄.Un autre auteur à s'être intéressé au phénomène est Yart. Dans �Cuto� for samples ofMarkov hains� [55℄ il montre le uto� en variation totale pour des éhantillons de taille

n de haînes disrètes irrédutibles et réversibles sur un espae d'états �ni E, ainsi quepour les haînes en temps ontinu assoiées, et donne leurs temps de uto� en fontion duspetre de leurs matries de transition. Ce sont don des haînes sur l'espae produit En,et leur mesure invariante est la mesure produit πn = π⊗n si π est la mesure invariante dela haîne initiale sur E.Une haîne d'éhantillonnage parallèle (n opies indépendantes qui évoluent simultané-ment) d'une haîne disrète irrédutible et réversible sur un espae d'états �ni admet unuto� au temps
tn =

log n

2 log(1/α)
, (3.11)où α est la valeur propre di�érente de 1 la plus grande en valeur absolue de la matrie detransition P de la haîne. Si maintenant, on ouple n opies indépendantes d'une haîneontinue de générateur Λ, alors il y a uto� au temps

tn =
log n

2β
, (3.12)où β est la plus petite valeur propre non nulle de Λ en valeur absolue. Dans e as ontinu, onhange une seule oordonnée à la fois, et l'équivalent en temps disret est la haîne d'éhan-tillonnage séquentielle de matrie de transition Qn = IEn + 1

nλ
Λn, où λ = maxi∈E

∑
j 6=i λij ,pour laquelle on a uto� au temps

tn =
nλ log n

2β
. (3.13)�Cuto� for Markov hains : some examples and appliations� [56℄ regroupe es résultatsave d'autres exemples de uto�, des tables numériques et des algorithmes pour produiredes éhantillons, ainsi que les résultats de �Deay rates and uto� for onvergene andhitting times of Markov hains with ountably in�nite state spae� [38℄, en ollaborationave Martínez sur lequel on reviendra un peu plus loin.On peut trouver un autre survol rapide sur la notion de uto� et es résultats dans le livre



20 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFde Yart �Modèles et algorithmes markoviens� [57℄ au hapitre �Convergene abrupte d'unéhantillon�.Plus réemment, dans �Cuto� for n-tuples of proesses� [4℄ Yart ave J. Barrera et B.Lahaud se sont intéressés au uto� en termes de taux exponentiels de onvergene àl'équilibre et non plus en termes de valeurs propres de la matrie de transition.Ils onsidèrent un éhantillon (X1, . . . , Xn) de proessus exponentiellement onvergents ausens où haque proessus Xi véri�e
lim
t→∞

log di(t)

t
= −ρi , (3.14)où di(t) est la distane à l'équilibre de la loi du proessus Xi au temps t pour la distaneonsidérée (Variation totale, Hellinger, Chi-deux, Kullbak).Sous ertaines hypothèses de régularité (notamment que la onvergene vers zéro des di(t)aux taux exponentiels ρi soit uniforme en i), ils montrent que l'éhantillon admet un uto�au temps tn dé�ni par

tn = max
i=1,...,n

{
log i

2ρi,n

} (3.15)où les ρi,n sont les taux de onvergene ρi rangés par ordre roissant (Th 4.1).Si de plus l'éhantillon est i.i.d. de taux de onvergene exponentiel ρ, alors la onvergenea lieu dans un intervalle de temps de longueur O(1) autour du temps de uto�, qui danse as vaut (Th 4.4 et 4.5) :
tn =

log n

2ρ
(3.16)Ce résultat généralise la proposition 7.7 de �Strong Uniform Times and Finite RandomWalks� [3℄, dans laquelle Aldous et Diaonis montrent que le produit indépendant d'unehaîne exponentiellement onvergente ( d(t) ∼ exp(−n/τε) ) admet un uto� au temps

τd = τε log n pour la variation totale et au temps τs = 1
2
τε log n pour la séparation.Mais la nouveauté ii est que ontrairement à Aldous et Diaonis, le temps de uto� n'estpas exprimé en fontion des valeurs propres de la matrie de transition (τε = −1/ log |λ2|,où λ2 est la seonde valeur propre), mais est relié à la onentration de la mesure produit.Une autre approhe du phénomène développée par Yart [55, 56℄, est de relier le tempsde uto� ave un temps d'atteinte de moyenne empirique. Il onsidère la moyenne empiriquede l'éhantillon

M (n)(f)(t) =
1

n

n∑

i=1

f(Xi(t)) , (3.17)pour une fontion test f . Cette moyenne onverge vers πn(f) et il montre que le tempsd'atteinte
T (n)(f) = inf{t ≥ 0 : M (n)(f)(t) = πn(f)} (3.18)est asymptotiquement équivalent au temps de uto� pour les haînes à espae d'états �ni.Cei fournit une règle d'arrêt pour la simulation de la mesure π par méthode de Monte-Carlo. Pour simuler ette mesure, pour un ertain n �xé, on génère un éhantillon i.i.d.



3.2. CONVERGENCE ABRUPTE POUR UN TEMPS D'ATTEINTE 21de taille n d'une haîne de Markov admettant π pour mesure invariante, et on s'arrêtelorsque e temps d'atteinte empirique est atteint. Comme l'éhantillon onverge de ma-nière abrupte et que le temps de uto� est atteint, on obtient don une réalisation de lamesure π.Ce résultat est généralisé dans �Convergene times for parallel Markov hains� [35℄ pour desproessus à espae d'états in�ni, dans le adre des proessus exponentiellement onvergentsde [4℄. La méthode est illustrée ave les proessus d'Ornstein-Uhlenbek, pour lesquels B.Lahaud a démontré le phénomène de uto� (�Cuto� and hitting times for a sample ofOrnstein-Uhlenbek proesses and its average� [34℄).3.2 Convergene abrupte pour un temps d'atteinteNous revenons dans ette partie sur le travail de Martínez et Yart dans �Deay ratesand uto� for onvergene and hitting times of Markov hains with ountably in�nitestate spae� [38℄, a�n de motiver notre dé�nition de onvergene abrupte pour un tempsd'atteinte.Dans et artile Martínez et Yart se plaent sur un espae d'états in�ni dénombrable etonsidèrent une haîne Xa(t) irrédutible réurrente positive d'état initial a. C'est ii aqui est le paramètre asymptotique qui tend vers l'in�ni dans le phénomène de uto�. Ilsse plaent également en temps ontinu, mais les résultats ne di�èrent pas du as disret.Cette haîne admet une mesure invariante π (ar elle est réurrente positive), et le résultatprinipal de et artile (Th 4.1) est que la haîne admet un uto� pour la onvergene àl'équilibre au temps ta si et seulement si la haîne absorbée assoiée admet un uto� aumême instant pour le temps d'atteinte d'un état absorbant.Supposons que l'on hoisisse que 0 devienne un état absorbant. On obtient une nouvellehaîne X
(0)
a (t) dite haîne absorbée assoiée, qui a δ0 pour mesure invariante et dont la loi

P t
(0),a est égale à elle de Xa(t) tant que zéro n'est pas atteint. C'est-à-dire que P t

(0),a = P t
atant que t est stritement inférieur au temps d'atteinte de zéro Ta dé�ni par

Ta = inf{t > 0 : Xa(t) = 0} . (3.19)Ce théorème nous dit que ‖P t
a − π‖V T admet un uto� au temps ta si et seulement si

‖P t
(0),a − δ0‖V T admet un uto� au même instant.Or on a vu (lemme 2.3) que pour un modèle d'absorption on a

‖P t
(0),a − δ0‖V T = P (Ta > t) . (3.20)Don la haîne X

(0)
a (t) admet un uto� au temps ta si et seulement si le temps d'absorption

Ta est asymptotiquement équivalent en probabilité au temps de uto� ta :
lim
a→∞

P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
= 0 , ∀ε > 0 . (3.21)



22 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFCar (3.21) est équivalent à
lim
a→∞

P (Ta > cta) =

{
1 si c < 1,

0 si c > 1.
(3.22)En e�et, supposons que l'on ait (3.22), et soit ε > 0. On a

P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
= P (Ta > (1 + ε)ta, Ta > ta) + P (Ta < (1 − ε)ta, Ta < ta)

≤ P (Ta > (1 + ε)ta) + P (Ta ≤ (1 − ε)ta) (3.23)
= P (Ta > (1 + ε)ta) + 1 − P (Ta > (1 − ε)ta)qui tend vers zéro lorsque a tend vers l'in�ni, par hypothèse en prenant c = 1 + ε pour lepremier terme et c = 1 − ε pour le dernier.Supposons maintenant que l'on ait (3.21), soit c > 1, i.e. c = 1 + ε ave ε > 0, on a

P (Ta > cta) = P (Ta > (1 + ε)ta)

= P

(
Ta

ta
− 1 > ε

) (3.24)
≤ P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)qui tend vers zéro lorsque a tend vers l'in�ni par hypothèse.Et soit c < 1, i.e. c = 1 − ε ave ε > 0, et soit ε′ < ε, on a
P (Ta > cta) = P (Ta > (1 − ε)ta)

≥ P (Ta ≥ (1 − ε′)ta)

= 1 − P (Ta < (1 − ε′)ta) (3.25)
= 1 − P

(
1 − Ta

ta
> ε′

)

≥ 1 − P

(∣∣∣∣1 − Ta

ta

∣∣∣∣ > ε′
)qui tend vers 1 lorsque a tend vers l'in�ni, puisque par hypothèse, le dernier terme tendvers zéro.On a don équivalene entre uto� pour la onvergene à l'équilibre et uto� pour letemps d'atteinte de l'état absorbant, 'est-à-dire que la haîne initiale Xa(t) admet unuto� au temps ta si et seulement si le temps d'absorption Ta satisfait (3.21).



3.2. CONVERGENCE ABRUPTE POUR UN TEMPS D'ATTEINTE 23Cei motive notre dé�nition de onvergene abrupte pour un temps d'atteinte :Dé�nition 3.1. Le temps d'arrêt Ta admet une onvergene abrupte au temps ta si
lim
a→∞

P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
= 0 , ∀ε > 0 . (3.26)Remarque : ette ondition implique aussi que

lim
a→∞

E

[
Ta

ta
,
Ta

ta
≤ K

]
= 1 , (3.27)pour une onstante K > 1.En e�et la variable τa = (Ta/ta)1{Ta/ta≤K} est bornée par K uniformément en a, et donla famille (τa)a est uniformément intégrable (voir le hapitre 13 de �Probability with mar-tingales� de Williams [54℄).Comme par hypothèse Ta/ta onverge vers 1 en probabilité, τa aussi (K > 1), et d'après lethéorème 13.7 de [54℄, E [τa] onverge vers 1.Don un éventuel temps de uto� sera équivalent à E [Ta] dans e as.Ainsi, on obtient une ondition su�sante pour qu'un temps d'atteinte Ta admette uneonvergene abrupte au temps E [Ta] (voir [38℄) :Proposition 3.2. Si

lim
a→∞

E [Ta] = ∞ et lim
a→∞

Var
( Ta

E [Ta]

)
= 0 , (3.28)alors le temps d'atteinte Ta onverge abruptement au temps E [Ta].Démonstration : La première ondition nous assure que le temps de uto� tend bien versl'in�ni.Soit ε > 0, supposons que l'on ait

lim
a→∞

Var
( Ta

E [Ta]

)
= 0 ,omme

E

[
Ta

E [Ta]

]
= 1 , (3.29)on applique l'inégalité de Thebythev

P (|X − E [X] | ≥ t) ≤ VarX

t2
(3.30)à la variable X =

Ta

E [Ta]
. Cela donne

P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1

ε2
Var
( Ta

E [Ta]

)
, (3.31)et don

lim
a→∞

P

(∣∣∣∣
Ta

ta
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
= 0 . (3.32)

�



24 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFF3.3 Exemples extrêmes de uto�Nous allons illustrer ette approhe ave deux modèles d'absorption très simples. Ii laloi invariante du proessus est une mesure de Dira, et on a don uto� au temps moyend'absorption.Évolution déterministePour illustrer la notion de onvergene abrupte, le plus simple est de onsidérer unmodèle d'évolution déterministe. On regarde une partiule qui se déplae sur l'axe desentiers entre zéro et a. A haque instant, la partiule initialement en a saute d'un pasvers la gauhe, et elle s'arrête lorsqu'elle atteint zéro. Il n'y a don pas d'aléatoire, et lapartiule va atteindre zéro au temps t = a. C'est un as partiulier de haîne de naissaneet de mort, d'état initial a, dont les transitions sont pour tout i : qi = 1 vers la gauhe, et
pi = 0 vers la droite.La loi de la haîne au temps t est don P t

a = δa−t∨0, et sa mesure invariante est la massede Dira en zéro πa = δ0 (on dit que zéro est un état absorbant).Soit Ta le temps d'atteinte de zéro :
Ta = inf{t > 0 : Xa(t) = 0} . (3.33)Il est ii déterministe et vaut a (P (Ta = a) = 1). En partiulier on a
P (Ta > t) =

{
1 si t < a,

0 si t ≥ a.
(3.34)Or, omme pour tout modèle d'absorption on a égalité entre la distane variationnelle àl'équilibre et la queue de la distribution du temps d'atteinte de l'état absorbant (lemme2.3)

‖P t
a − πa‖V T = P (Ta > t) (3.35)Don

‖P t
a − πa‖V T =

{
1 si t < a,

0 si t ≥ a ,
(3.36)et on a un exemple extrême de transition abrupte au temps ta = a :

0

1

a tDe plus on a bien ta = E [Ta] (= a) et la proposition 3.2 s'applique de manière brutalepuisque
Var
( Ta

E [Ta]

)
= 0 (3.37)



3.3. EXEMPLES EXTRÊMES DE CUTOFF 25Modèle basique d'absorptionOn onsidère un modèle simple d'absorption ave lequel on peut mettre en évidene lephénomène de uto� dans le adre des haînes parallèles dé�nies par Yart.Soit p > 0, on prend n opies indépendantes (X1, . . . , Xn) d'une haîne X0 sur {0, 1},initialisée en 1 et de transitions :
p (1, 0) = p , p (1, 1) = 1 − p , p (0, 0) = 1 . (3.38)A haque instant, on a une probabilité 1 − p de rester en 1, et une probabilité p d'êtreabsorbée en 0, et la mesure invariante de haque opie est la masse de Dira en zéro δ0.Soit X = (X1, . . . , Xn) la haîne parallèle, 'est une haîne sur {0, 1}n, initialisée en 1 =

(1, . . . , 1) et absorbée en 0 = (0, . . . , 0), de mesure invariante πn = δ0 et de matrie detransition donnée par le produit de la matrie P de la haîne X0.Soit T i le temps d'absorption en 0 de la ieme opie X i, et Tn le temps d'absorption en 0 dela haîne parallèle X :
T i = inf{t > 0 : X i(t) = 0} et Tn = sup

i=1,...,n
T i , (3.39)et soit P t

n sa loi au temps t. On a
‖P t

n − πn‖V T = P (Tn > t) = 1 −
(
1 − (1 − p)t

)n
. (3.40)En e�et P (T 0 > t) = (1 − p)t, et on a :

P (Tn > t) = 1 − P
(
sup T i ≤ t

)

= 1 −
(
P
(
T 0 ≤ t

))n (3.41)
= 1 −

(
1 − P

(
T 0 > t

))n

= 1 −
(
1 − (1 − p)t

)n
.Le graphe de ‖P t

n − πn‖V T a don l'allure suivante :
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tFig. 3.2 � ‖P t
n − πn‖V T ave p = 0.2 pour n = 100, 1000 et 10000et la haîne admet un uto� au temps tn =

− log n

log(1 − p)
.Ii aussi notre dé�nition de onvergene abrupte pour le temps d'absorption Tn s'applique,puisque

tn ∼ E [Tn] , (3.42)



26 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFoù le symbole ∼ signi�e que les deux quantités omparées sont asymptotiquement équiva-lentes à des onstantes près : ua ∼ va équivaut à ∃ C1, C2 > 0 telles que
C1 ≤ lim

a→∞

ua

va
≤ C2 . (3.43)De plus ii C1 = C2 = 1.En e�et,

E [Tn] =
∑

t≥0

P (Tn > t) =
∑

t≥0

[
1 −

(
1 − (1 − p)t

)n]
, (3.44)et la fontion t → [1 − (1 − (1 − p)t)

n
] est déroissante positive, et pour toute fontiondéroissante positive f , on peut enadrer ∑t≥0 f(t) par omparaison somme intégrale :

∫

t≥0

f(t) dt ≤
∑

t≥0

f(t) ≤ 1 +

∫

t≥0

f(t) dt . (3.45)Or, en utilisant la formule du bin�me pour (1 − (1 − p)t)
n, on a

(
1 − (1 − p)t

)n
=

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k(1 − p)kt

= 1 +
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k(1 − p)kt . (3.46)Don

∫

t≥0

[
1 −

(
1 − (1 − p)t

)n]
dt =

∫

t≥0

−
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k(1 − p)kt dt

= −
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

∫

t≥0

(1 − p)kt dt (3.47)
=

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k 1

k log(1 − p)
,ar ∫

t≥0

(1 − p)ktdt =
−1

k log(1 − p)
. (3.48)D'où

1

log(1 − p)

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
≤ E [Tn] ≤ 1 +

1

log(1 − p)

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
. (3.49)Or on a le résultat suivant :



3.3. EXEMPLES EXTRÊMES DE CUTOFF 27Lemme 3.3.
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
= −

n∑

k=1

1

k
(3.50)Démonstration :Soit

Sn =
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k
. (3.51)On a

Sl+1 − Sl =
l+1∑

k=1

(
l + 1

k

)
(−1)k

k
−

l∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k

=
(−1)l+1

l + 1
+

l∑

k=1

((
l + 1

k

)
−
(

l

k

))
(−1)k

k

=
(−1)l+1

l + 1
+

l∑

k=1

k

l + 1

(
l + 1

k

)
(−1)k

k

=
l+1∑

k=1

(
l + 1

k

)
(−1)k

l + 1
(3.52)

=
1

l + 1

(
l+1∑

k=0

(
l + 1

k

)
(−1)k − 1

)

=
−1

l + 1
,en utilisant la formule du bin�me.On onlut à l'aide de l'identité télesopique

Sn =
n−1∑

l=1

(Sl+1 − Sl) + S1 = −
n−1∑

l=1

1

l + 1
− 1 (3.53)

�Don
−1

log(1 − p)

n∑

k=1

1

k
≤ E [Tn] ≤ 1 +

−1

log(1 − p)

n∑

k=1

1

k
. (3.54)Et �nalement, en utilisant l'approximation somme intégrale log n ∼

n∑

k=1

1

k
:

E [Tn] ∼ − log n

log(1 − p)
= tn . (3.55)



28 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFDe même, on peut estimer que
E
[
T 2

n

]
∼ (tn)2 . (3.56)En e�et Tn est à valeurs positives don

E
[
T 2

n

]
=
∑

t≥0

P
(
T 2

n > t
)

=
∑

t≥0

P

(
Tn >

√
t
)

=
∑

t≥0

[
1 −

(
1 − (1 − p)

√
t
)n]

, (3.57)et le même alul que (3.47) donne
∫

t≥0

[
1 −

(
1 − (1 − p)

√
t
)n]

dt = −
n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

∫

t≥0

(1 − p)k
√

tdt

=
−2

(log(1 − p))2

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k2
. (3.58)OrLemme 3.4. On a

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k2
= −

n∑

l=1

1

l

l∑

k=1

1

k
∼ −1

2
log2 n (3.59)Démonstration :Soit

Rn =

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k

k2
(3.60)On a

Rl+1 − Rl =
(−1)l+1

(l + 1)2
+

l∑

k=1

((
l + 1

k

)
−
(

l

k

))
(−1)k

k2

=
(−1)l+1

(l + 1)2
+

l∑

k=1

k

l + 1

(
l + 1

k

)
(−1)k

k2
(3.61)

=
1

l + 1
+

l+1∑

k=1

(
l + 1

k

)
(−1)k

k
,d'où

Rl+1 − Rl = − 1

l + 1

l+1∑

k=1

1

k
, (3.62)d'après le lemme préédent.



3.3. EXEMPLES EXTRÊMES DE CUTOFF 29Et on obtient la première égalité en sommant omme dans le lemme préédent à l'aidede l'identité télesopique
Rn =

n−1∑

l=1

(Rl+1 − Rl) + R1

= −
n−1∑

l=1

1

l + 1

l+1∑

k=1

1

k
− 1 (3.63)

= −
n∑

l=1

1

l

l∑

k=1

1

k
.Et pour obtenir la deuxième partie du lemme, on proède par omparaison sommeintégrale :pour toute fontion déroissante positive f on a

∫ m

t=1

f(t) dt ≤
m∑

k=1

f(k) ≤ 1 +

∫ m

t=1

f(t) dt . (3.64)Don
log l =

∫ l

t=1

1

t
dt ≤

l∑

k=1

1

k
≤ 1 + log l , (3.65)d'où

n∑

l=1

1

l

l∑

k=1

1

k
≥

n∑

l=1

log l

l
≥
∫ n

t=1

log t

t
dt =

1

2
log2 n , (3.66)et

n∑

l=1

1

l

l∑

k=1

1

k
≤

n∑

l=1

1

l
(1 + log l) =

n∑

l=1

1

l
+

n∑

l=1

log l

l

≤ 1 +

∫ n

t=1

1

t
dt + 1 +

∫ n

t=1

log t

t
dt (3.67)

= 2 + log n +
1

2
log2 n .Et �nalement

n∑

l=1

1

l

l∑

k=1

1

k
∼ 1

2
log2 n . (3.68)

�On a don
E
[
T 2

n

]
∼ log2 n

(log(1 − p))2 = t2n , (3.69)



30 CHAPITRE 3. CONVERGENCE ABRUPTE ET PHÉNOMÈNE DE CUTOFFet la proposition 3.2 s'applique :
lim

n→∞
Var
( Tn

E [Tn]

)
= lim

n→∞

E [T 2
n ]

E [Tn]2
− 1 = lim

n→∞

t2n
t2n

− 1 = 0 . (3.70)Don Tn admet une onvergene abrupte au temps E [Tn] qui est équivalent au temps deuto� tn = − log n

log(1 − p)
.



Chapitre 4MétastabilitéA la di�érene de la onvergene abrupte, la métastabilité est un phénomène très aléa-toire. Elle est aratérisée par le fait que le système va rester un temps exponentiellementlong dans un état métastable, avant de basuler vers l'équilibre. Elle est liée à l'existenede minima loaux de l'énergie potentielle du système, et on va voir que le omportementmétastable résulte de la di�ulté à sortir du puits d'attration de es minimas.Après avoir présenté le phénomène physique dans la setion 4.1, on introduit un modèlede méanique statistique pour dérire les systèmes ferromagnétiques dans un régime mé-tastable (setions 4.2 et 4.3). C'est dans e adre qu'a été formalisée l'approhe �pathwise�[12℄, qui onsiste à regarder la loi des trajetoires typiques entre l'état métastable et l'étatstable du système (setion 4.4).Ensuite, dans la setion 4.5 on formalise le omportement métastable (dé�nition 4.1), dansl'esprit de l'approhe �pathwise�. Et on montre que l'existene de deux éhelles de temps(le temps moyen de tombée est très inférieur à elui de sortie), est une ondition su�santepour qu'une haîne de Markov observe un tel omportement (théorème 4.2).En�n, dans la dernière setion de e hapitre (setion 4.6), on présente brièvement lesautres approhes utilisées pour formaliser la métastabilité.4.1 Un peu de physiqueCertains systèmes physio-himiques ont la propriété de rester longtemps dans un étatdi�érent de l'équilibre thermodynamique vers lequel ils sont ensés évoluer. C'est le aspar exemple du diamant dont l'état stable est le arbone graphite, mais qui à l'oeil humainsemble stable. On parle alors de pseudo-équilibre ou enore d'état métastable.La métastabilité est la apaité de et état de non-équilibre à persister un ertain temps.Un état métastable est stable inétiquement, mais pas thermodynamiquement, et si onaratérise le système par son énergie potentielle, un état métastable orrespond à unpseudo-minimum (minimum loal) de l'énergie alors que l'état stable du système orres-pond au vrai minimum (minimum global) de ette énergie potentielle.31



32 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉTypiquement, un système dans un état métastable va y rester un temps exponentiellementlong, avant d'atteindre le vrai équilibre.En thermodynamique, on observe la métastabilité pour des systèmes prohes d'une tran-sition de phase de premier ordre, omme les transitions liquide/solide ou liquide/gaz. Cestransitions dépendent de paramètres thermodynamiques omme la température ou la pres-sion, et on observe un état métastable lorsqu'au lieu de hanger de phase quand le para-mètre varie, le système reste dans son état préédent. Les exemples d'états métastablessont les solutions et vapeurs sursaturées, et les liquides et vapeurs �superooled� tel l'eauen surfusion (brouillards givrants) : des gouttelettes d'eau liquide en suspension dans l'airà température négative.A�n de bien omprendre le phénomène, regardons un exemple de métastabilité que l'onpeut observer expérimentalement au niveau de la transition liquide/gaz.Cet exemple est disuté dans le livre de Enzo Olivieri et Maria Eulalia Vares �Large devia-tions and metastability� [45℄, dans une très belle introdution sur le phénomène physiquede la métastabilité (hap. 4).On onsidère la ompression isotherme d'un gaz à température T inférieure à la tempéra-ture ritique Tc. On regarde le graphe de la pression P par rapport au volume v (f �g).

vl v∗ vg v

P

Il y a deux volumes ritiques : vl en dessous duquel l'état stable est la phase purementliquide, et vg dit point de ondensation, en dessus duquel l'état stable est la phase purementgazeuse.Entre les deux (vl < v < vg), les deux phases oexistent. Maintenant, si on ommenel'expériene ave un volume de gaz v > vg, et que l'on ompresse su�samment lentementle gaz, on peut obtenir une phase purement gazeuse ave v < vg, que l'on appelle vapeursursaturée. On peut ontinuer jusqu'à un volume v∗, à partir duquel le gaz devient instable,une phase liquide se forme et oexiste ave la phase gazeuse. En apparene les propriétésde l'état métastable (v∗ < v < vg) sont similaires à elles du gaz dans son état normal(v > vg), mais une petite perturbation (impureté, �utuation thermique spontanée ou per-turbation extérieure) peut entraîner la nuléation de la phase liquide : un petit noyau deondensation se rée loalement, et il grandit rapidement en absorbant les moléules de va-peur supersaturée autour de lui jusqu'à atteindre l'équilibre où les deux phases oexistentdans ertaines proportions.



4.1. UN PEU DE PHYSIQUE 33C'est le même phénomène qui se produit ave les brouillards givrants : les gouttelettesd'eau liquide en suspension dans l'air restent à l'état liquide tant que la température estsupérieure à −39◦C (qui orrespond au volume v∗ dans l'exemple préédent), mais ellesgèlent brusquement dès qu'elles entrent en ontat ave un orps étranger (le sol, un ristalde glae...).Les systèmes ferromagnétiques fournissent un autre exemple de métastabilité. On re-garde la magnétisation m du système en fontion du hamp magnétique extérieur h, pourun système en dessous de la température ritique Tc dite point de Curie, au-dessus delaquelle la magnétisation n'a plus lieu. L'état d'équilibre du système orrespond à une ma-gnétisation de même signe que le hamp externe. Pourtant, autour de h = 0, on observeun �hysteresis loop� (f �g) : si on part de l'état d'équilibre ave un hamp externe négatifmais prohe de zéro, don ave m(h) < 0, et qu'on fait varier le hamp externe jusqu'àune petite valeur positive, la magnétisation du système reste négative. C'est don un étatmétastable, puisque le vrai équilibre serait une magnétisation positive. On peut ontinuerjusqu'à atteindre une valeur h∗ dit hamp oeritif, à laquelle la magnétisation redevientpositive. On a le même phénomène en parourant la boule dans l'autre sens.
h

m

+h∗−h∗

Fig. 4.1 � Hysteresis loopToujours en suivant Olivieri et Vares ([45℄, hap 4), on va maintenant introduire lemodèle de Curie-Weiss, pour dérire le omportement métastable des systèmes ferroma-gnétiques entre −h∗ et h∗. Cela va nous amener à une desription mathématique de lamétastabilité suivant une approhe dite �pathwise approah�, qui va nous permettre en-suite de faire le lien ave le phénomène de uto�.



34 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉ4.2 Théorie de Curie-WeissOn se plae dans le adre de la méanique statistique, et on onsidère un système de
N spins qui peuvent prendre la valeur +1 ou −1. Une on�guration du système est donla donnée de σ = (σ1, . . . , σN) ∈ {−1, +1}N . On onsidère que les interations sont detype �hamp moyen�, 'est-à-dire qu'il n'y a pas de struture spatiale, et que les spins in-teragissent entre eux indépendamment de la distane qui les sépare.Ainsi l'énergie assoiée à une on�guration dépend de es interations et du hamp ma-gnétique externe h :

HN(σ) = − J

2N

N∑

i,j=1

σiσj − h
N∑

i=1

σi , (4.1)où J est un paramètre �xé du système.Cette énergie ne dépend de la on�guration σ qu'au travers de la magnétisation mN (σ) =
N−1

∑N
i=1 σi qui lui est assoiée :

HN(σ) = −N

(
J

2
(mN (σ))2 + h mN(σ)

)
. (4.2)Cette magnétisation évolue dans

YN = {−1,−1 + 2/N, . . . , 1 − 2/N, 1} , (4.3)et on lui assoie l'énergie libre grand anonique
FN(β, h) = − 1

β N
log ZN(β, h) , (4.4)où β = 1/kT , ave T la température et k la onstante de Boltzmann, et

ZN(β, h) =
∑

σ

e−β HN (σ) . (4.5)On est intéressé par la limite de ette énergie lorsque N tend vers l'in�ni. En appliquantla théorie des grandes déviations, on trouve que
lim
N

FN(β, h) = min
m∈[−1,+1]

fβ,h(m) (4.6)où fβ,h est l'énergie libre anonique du système ou enore énergie libre de Gibbs.En fontion des paramètres β et J , on peut déterminer le pro�l de ette fontion.Si βJ ≤ 1, elle possède un seul minimum m(β, h) de même signe que h, ela orrespondau as de température surritique T > Tc.Si βJ > 1, il existe une valeur ritique h0 pour le hamp magnétique (dite hamp oeritif)au delà de laquelle (|h| > h0) il n'y a à nouveau qu'un seul minimum m(β, h) de mêmesigne que h.



4.3. MODÈLE DE CURIE-WEISS 35Et lorsque le hamp est inférieur au hamp oeritif (|h| < h0), l'énergie libre anoniquepossède deux minima qui onstituent deux puits d'attration dont la profondeur dépendde h :� si h = 0, alors le pro�l est symétrique et le système a don deux vrais états d'équilibre.� et si 0 < |h| < h0, on est toujours en présene de deux puits, mais de profondeursdi�érentes. Il y a un minimum loal qui orrespond à un état métastable du système,et un minimum global de même signe que h, qui orrespond au vrai équilibre dusystème (voir Fig. 4.2).C'est e dernier as, qui orrespond à la boule d'hysteresis, qui va nous intéresser dans leadre de notre approhe �pathwise� de la métastabilité.4.3 Modèle de Curie-WeissOn onsidère la distribution νN,β,h de mN(σ) sous la mesure de Gibbs
µN,β,h(σ) =

1

ZN(β, h)
e−β HN (σ) . (4.7)On a

νN,β,h(m) =
1

ZN(β, h)
e−Nβ fN,β,h(m) , (4.8)où fN,β,h(m) tend vers l'énergie libre de Gibbs fβ,h dé�nie plus haut, lorsque N tend versl'in�ni.On se plae dans le as où J = 1, β > 1 et 0 < h < h0, 'est-à-dire dans le as où le pro�lde fβ,h possède deux puits ave un minimum loal en m−(β, h) < 0, et un minimum globalen m+(β, h) > 0. Entre les deux, il y a un maximum loal m0(β, h) qui délimite les deuxpuits (voir Fig. 4.2).

m+

m−

m0

Fig. 4.2 � Modèle de Curie-Weiss, pro�l énergétique à deux puits.Dans la suite, on omet les indies β et h pour alléger les notations.



36 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉLe modèle de Curie-Weiss onsiste à prendre une haîne de Markov ξN qui admet νNomme mesure invariante, et dont les transitions QN(m, m̃) sont nulles si |m − m̃| > 2/N('est-à-dire que l'on autorise un seul hangement de spin à haque instant). Une tellehaîne est une haîne de naissane et de mort et elle réversible par rapport à sa mesureinvariante νN

νN (m) QN(m, m̃) = νN (m̃) QN(m̃, m) , pour m et m̃ tels que |m − m̃| > 2/N . (4.9)Di�érents exemples de telles haînes sont disutés dans �Large deviation and Metastability�[45℄.4.4 Approhe �pathwise�Cette approhe a été utilisée pour la première fois en 1984 dans l'artile de M. Cassan-dro, A. Galves, E. Olivieri et M. E. Vares �Metastable behavior of stohasti dynamis : apathwise approah� [12℄, pour étudier le modèle de Curie-Weiss.Elle onsiste à regarder les trajetoires typiques de la métastabilité et leurs statistiques.On s'intéresse tout partiulièrement au temps moyen pour passer de l'état métastable m−à l'état d'équilibre du système m+.De manière heuristique, on peut interpréter e proessus omme modélisant une partiulequi se déplae dans le pro�l d'énergie dé�ni par f . Si la partiule se trouve dans un puits,elle sera attirée par le minimum loal qui s'y trouve. Cela se omprend intuitivement, et onverra dans le hapitre suivant que ela orrespond au phénomène de onvergene abrupte.Ainsi, e qui fait la métastabilité dans la trajetoire qui va de m− à m+, 'est la trajetoirede m− à m0 : 'est la sortie du puits de m−, qui se fait dans le sens inverse de la dérivequi pousse la partiule vers le fond.Remarque : omme m−, m0 et m+ n'appartiennent pas forément à l'espae YN , on dé�nitles entiers i−, i0 et i+ tels que
mj := −1 +

2 ij
N

≤ mj < −1 +
2 (ij + 1)

N
, (4.10)pour j = −, +, 0 (bien que es entiers dépendent de N , on omet l'indie N).On dé�nit également l'entier i∗ tel que

m∗ := −1 +
2 i∗
N

≤ m0 +
1

N1/4
< −1 +

2 (i∗ + 1)

N
, (4.11)qui orrespond au point de YN situé immédiatement à droite du sommet m0 qui sépare lesdeux puits (voir Fig. 4.2).On s'intéresse don maintenant à la trajetoire de sortie de m− à m∗.On dé�nit T i,j

N , le temps d'atteinte de −1 + 2j/N partant de −1 + 2i/N

T i,j
N = inf{t ≥ 0 : ξN(t) = −1 + 2j/N

∣∣ ξN(0) = −1 + 2i/N} , (4.12)



4.5. MÉTASTABILITÉ POUR LES CHAÎNES DE MARKOV 37et TN le temps de sortie (enore appelé �tunnelling time�)
TN = T

i−,i∗
N . (4.13)Dans �Large deviation and metastability� ([45℄, Th 4.6), Olivieri et Vares, en reprenant lesrésultats de [12℄, montrent qu'asymptotiquement en N , le temps de sortie TN est exponen-tiellement distribué autour de sa moyenne

TN

E [TN ]

L−−−→
N→∞

exp(1) . (4.14)Ils donnent également un ordre de grandeur du temps moyen de sortie (E [TN ] ∼ eN∆), où
∆ = β(f(m0) − f(m−)).C'est e qui pour nous aratérise le omportement métastable du proessus. Le systèmereste un temps exponentiellement long (et don imprévisible) dans l'état métastable.Pour être plus préis, avant le temps TN , le système se onentre autour de m− ([45℄, Th4.10), 'est la thermalisation. Une fois en m∗, ave probabilité 1, il atteint m+ dans untemps beauoup plus ourt que eN∆ et avant de revenir en m0 ([45℄, Corollaire 4.15).Ces résultats sont synthétisés dans le théorème 2.1 de [12℄ de la manière suivante :si on regarde le proessus empirique

AN,RN
(s, x) =

1

RN

sE[TN ]+RN∑

k=sE[TN ]

δξN (k)(x) , (4.15)qui ompte le nombre moyen de passages en x autour du temps moyen E [TN ] du proessusinitialement en m−. Alors, en prenant RN tel que RN/E [TN ] → 0 (par exemple RN = eαN ,ave 0 < α < ∆), AN,RN
onverge en loi vers le proessus A

A(s, .) =

{
δm− si s < T

δm+ si s ≥ T ,
(4.16)où T est une variable de loi exponentielle de paramètre 1.4.5 Métastabilité pour les haînes de MarkovOn a vu i-dessus omment la métastabilité était liée au pro�l énergétique assoié à lamesure invariante du proessus : un état métastable orrespond à un minimum loal deette énergie, et e qui fait le omportement métastable du proessus est l'impréditibilitédu temps de sortie du puits où se trouve e minimum (4.14).Cela nous amène à formaliser dans l'esprit de l'approhe �pathwise�, et de manière géné-rale le omportement métastable pour une suite TN de variables aléatoires sur un espaedénombrable AN :



38 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉDé�nition 4.1. Une variable aléatoire TN sur AN possède un omportement métastablesi
lim

N→∞

TN

E [TN ]

L
= exp(1) . (4.17)Cette dé�nition est en fait plus large que le phénomène physique de la métastabilité.En e�et elle dérit bien le omportement d'un système dans sa transition d'un état mé-tastable vers le vrai équilibre. Mais e problème est en fait elui de la sortie d'un puitsdu pro�l énergétique. Que elui-i soit un minimum loal ou global ne hange en rien leomportement du proessus : 'est le même phénomène que l'on observe !On a vu également que le omportement métastable était liée à l'existene de deux éhellesde temps di�érentes : le temps pour tomber dans le puits est très inférieur au temps nées-saire pour en sortir. C'est en fait une ondition su�sante pour observer un omportementmétastable. C'est e qu'on va montrer dans le théorème 4.2, qui est une généralisation auxhaînes de Markov de la proposition 2.1 de [12℄, qui établit la limite exponentielle pour lemodèle de Curie-Weiss.On formalise l'existene de es deux éhelles de temps de la façon suivante : soit XN(t)une haîne de Markov irrédutible sur l'espae AN , et soient lN et hN deux états de AN ,(appelés respetivement basse et haute énergie), le temps moyen pour aller de hN à lN esttrès inférieur à elui mis pour aller de lN à hN , et on note

E [ThN→lN ] << E [TlN→hN
] , (4.18)si les onditions suivantes sont satisfaites1. il existe αN tel que :

lim
N→∞

E [ThN→lN ]

αN
= 0 , et lim

N→∞

αN

E [TlN→hN
]

= 0 , (4.19)où Tx→y est le temps d'atteinte de y pour la haîne partant de x à l'instant zéro
Tx→y = inf{t > 0 : Xx

N(t) = y} . (4.20)2. hN maximise l'énergie, dans le sens où il maximise le temps moyen pour atteindre
lN :

sup
xN∈AN

E [TxN→lN ] = E [ThN→lN ] . (4.21)3. la suite
SN =

TlN→hN

E [TlN→hN
]
, (4.22)est uniformément intégrable (voir [54℄ hap. 13).C'est à dire que pour tout ε > 0, il existe K > 0 tel que

E [ |SN |; |SN | > K] < ε , ∀ N . (4.23)



4.5. MÉTASTABILITÉ POUR LES CHAÎNES DE MARKOV 39Remarques :� la première ondition formalise l'existene des deux éhelles de temps.� la seonde hypothèse est néessaire pour des raisons tehniques, mais ne réduit pasla portée du résultat. Cela suppose seulement que l'état hN est en haut du puitsd'attration de lN . Si ça n'est pas le as (par exemple si hN se situe à mi-pente d'unpuits), il su�t juste de onsidérer la restrition ÃN de l'espae AN , de sorte que hNmaximise l'énergie sur ÃN , e qui ne hange pas le omportement général et permetde montrer le omportement métastable de TlN→hN
.� la troisième ondition va nous permettre d'appliquer le théorème 5.4 de �Convergeneof Probability Measures� [7℄ :pour toute suite XN uniformément intégrable qui onverge en loi vers X,on a E [XN ] −−−→

N→∞
E [X].On montre ainsi à la �n de la démonstration du théorème que la limite S est unique.Théorème 4.2. Soit N ∈ N, soit XN(t) une haîne de Markov irrédutible et réurrentepositive sur un espae dénombrable AN .S'il existe deux états lN et hN tels que E [ThN→lN ] << E [TlN→hN

], alors le temps TlN→hN
aun omportement métastable.Démonstration du théorème 4.2 :On va don montrer que SN onverge en loi vers variable exponentielle de paramètre un(exp(1)).On va le faire en deux temps. Tout d'abord, on remarque que la suite SN est équitendue.En e�et, par dé�nition de SN

E [SN ] = 1 , (4.24)et don par l'inégalité de Markov
P (SN > t) ≤ E [SN ]

t
=

1

t
−−−→
t→∞

0 . (4.25)En utilisant un résultat d'analyse (voir le th. 4.4.3. de [14℄), on sait don que toute sous-suite de SN admet une sous suite qui onverge en loi.Il nous reste don à montrer que ette limite est unique et que 'est une loi exponentielle
exp(1).Pour ela, on a besoin de dé�nir les variables auxiliaires T s

lN
et Ss

lN
et de quelques résultatstehniques.Soit

T s
lN

= inf{t ≥ sE [TlN→hN
] : X lN

N (t) = lN} , (4.26)le premier temps de retour en lN après l'instant s E [TlN→hN
], pour la haîne X lN

N ,et
Ss

lN
=

T s
lN

E [TlN→hN
]
. (4.27)



40 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉCes temps sont bien dé�nis : puisqu'on a supposé la haîne réurrente positive, à N �xé,tous les temps moyens d'atteinte sont �nis.Par hypothèse, on suppose don qu'il existe un αN tel que
βN =

αN

E [TlN→hN
]
−−−→
N→∞

0 . (4.28)On a les lemmes suivants :Lemme 4.3. On a
lim

N→∞
P
(
Ss

lN
> s + βN

)
= 0 . (4.29)Démonstration du lemme 4.3 :D'après la dé�nition de Ss

lN
, on a

P
(
Ss

lN
> s + βN

)
= P

(
X lN

N (k) 6= lN , k = sE [TlN→hN
] , . . . , sE [TlN→hN

] + αN

)
. (4.30)Soit sN = s E [TlN→hN

], et IN = {sN , . . . , sN + αN}.En partitionnant sur toutes les valeurs possibles de X lN
N (sN), on a :

P
(
Ss

lN
> s + βN

)
= P

(
X lN

N (k) 6= lN , ∀k ∈ IN

) (4.31)
=

∑

xN∈AN

P

(
X lN

N (k) 6= lN , ∀k ∈ IN

∣∣ X lN
N (sN) = xN

)
P

(
X lN

N (sN) = xN

)

≤ sup
xN∈AN

P

(
X lN

N (k) 6= lN , ∀k ∈ IN

∣∣ X lN
N (sN) = xN

) ∑

xN∈AN

P

(
X lN

N (sN ) = xN

)

= sup
xN∈AN

P (TxN→lN > αN ) ,On utilise maintenant l'inégalité de Markov :
P (TxN→lN > αN) ≤ E [TxN→lN ]

αN
. (4.32)D'où :

P
(
Ss

lN
> s + βN

)
≤ E [ThN→lN ]

αN
−−−→
N→∞

0 , (4.33)puisque par hypothèse hN maximise le temps d'atteinte de lN , et que
lim

N→∞

E [ThN→lN ]

αN
= 0 . (4.34)

�



4.5. MÉTASTABILITÉ POUR LES CHAÎNES DE MARKOV 41Lemme 4.4. On a
P
(
SN > s + t , Ss

lN
≤ s + βN

)
≥ P

(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
P (SN > t) . (4.35)Démonstration du lemme 4.4 :En gardant les notations du lemme préédent et en partitionnant sur les valeurs pos-sibles de T s

lN
, on a

P
(
SN > s + t , Ss

lN
≤ s + βN

)
=
∑

k∈IN

P
(
SN > s + t , T s

lN
= k
)

=
∑

k∈IN

P
(
SN > s + t , SN > s , T s

lN
= k
) (4.36)

=
∑

k∈IN

P
(
SN > s + t

∣∣ SN > s , T s
lN

= k
)

P
(
SN > s , T s

lN
= k

)
.Or, par la propriété de Markov, pour tout k ∈ IN

P
(
SN > s + t

∣∣ SN > s , T s
lN

= k
)

= P

(
SN > s + t − k

E [TlN→hN
]

)
, (4.37)qu'on peut minorer par P (SN > t) en prenant k = sN = s E [TlN→hN

].D'où
P
(
SN > s + t , Ss

lN
≤ s + βN

)
≥ P (SN > t)

∑

k∈IN

P
(
SN > s , T s

lN
= k
)

= P (SN > t) P
(
SN > s , Ss

lN
≤ s + βN

) (4.38)
≥ P (SN > t) P

(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
.

�Lemme 4.5. On a
P
(
SN > s + t , Ss

lN
≤ s + βN

)
≤ P (SN > s) P (SN > t − βN) . (4.39)Démonstration du lemme 4.5 :On fait le même déoupage que dans la démonstration du lemme préédent (4.36).On majore (4.37) par P (SN > t − βN ) en prenant k = sN + αN .Et �nalement, on majore ∑k∈IN

P
(
SN > s , T s

lN
= k
) par P (SN > s).

�



42 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉOn sait que toute sous suite SN ′ de SN admet une sous suite SN ′′ qui onverge. Soit Sune limite faible de SN ′′ :
SN ′′

L−−−→
N→∞

S . (4.40)Remarque : les lemmes préédents restent vrais pour SN ′′ , et pour alléger les notations, onva omettre les ′′, et noter SN pour SN ′′ .Par dé�nition de la onvergene en loi, on a
P (SN > t)

L−−−→
N→∞

P (S > t) (4.41)pour tout point t de ontinuité de la fontion t → P (S > t).Soient don s et t des points de ontinuité de ette fontion tels que s + t le soit aussi.On va montrer que
P (S > s + t) = P (S > s) P (S > t) . (4.42)Majoration. On érit :

P (SN > s + t) − P (SN > s) P (SN > t) =

P (SN > s + t) − P (SN > s) P (SN > t − βN ) (4.43)
+P (SN > s)

[
P (SN > t − βN) − P (SN > t)

]
.D'après le lemme 4.5, on peut majorer la première di�érene par

P (SN > s + t) − P
(
SN > s + t , Ss

lN
≤ s + βN

)
, (4.44)qui est égal à

P
(
SN > s + t , Ss

lN
> s + βN

)
, (4.45)qui tend vers zéro d'après le lemme 4.3. De plus,

lim
N→∞

P (SN > t − βN ) − P (SN > t) = 0 , (4.46)ar βN =
αN

E [TlN→hN
]
tend vers zéro, et don

lim
N→∞

P (SN > t − βN) = P (S > t) = lim
N→∞

P (SN > t) , (4.47)ar la suite SN + βN onverge en loi vers S.D'où
P (S > s + t) − P (S > s) P (S > t)

= lim
N→∞

P (SN > s + t) − P (SN > s) P (SN > t)

≤ lim
N→∞

P
(
SN > s + t , Ss

lN
> s + βN

) (4.48)
+ lim

N→∞
P (SN > s)

[
P (SN > t − βN) − P (SN > t)

]

= 0 .



4.5. MÉTASTABILITÉ POUR LES CHAÎNES DE MARKOV 43Minoration. On érit
P (SN > s + t) − P (SN > s) P (SN > t) =

P (SN > s + t) − P
(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
P (SN > t) (4.49)+ P (SN > t)

[
P
(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
− P (SN > s)

]
.On minore la première di�érene à l'aide du lemme 4.4, par

P
(
SN > s + t , Ss

lN
> s + βN

)
, (4.50)qui tend vers zéro d'après le lemme 4.3.Pour le seond terme on érit :

P
(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
− P (SN > s)

= P
(
SN > s + βN , Ss

lN
≤ s + βN

)
− P (SN > s + βN )

+ P (SN > s + βN ) − P (SN > s) (4.51)
= −P

(
SN > s + βN , Ss

lN
> s + βN

)
+ P (SN > s + βN ) − P (SN > s) .Et, toujours d'après le lemme 4.3 :

lim
N→∞

P
(
SN > s + βN , Ss

lN
> s + βN

)
= 0 . (4.52)Et en�n

lim
N→∞

P (SN > s + βN) − P (SN > s) = P (S > s) − P (S > s) = 0 . (4.53)D'où
P (S > s + t) − P (S > s) P (S > t)

≥ lim
N→∞

P
(
SN > s + t , Ss

lN
> s + βN

) (4.54)
+ lim

N→∞
P (SN > t)

[
P (SN > s + βN) − P (SN > s) − P

(
SN > s + βN , Ss

lN
> s + βN

)]

= 0 .Conlusion :On a don
P (S > s + t) = P (S > s) P (S > t) , (4.55)en tout point de ontinuité de la fontion de répartition F de S (F (t) = 1 − P (S > t)).De plus, omme F est ontinue à droite et admet au plus un nombre dénombrable dedisontinuités, es points de ontinuité sont denses et (4.55) est don vraie pour tous s et

t. Ce qui est aratéristique des lois exponentielles.Pour montrer que la limite S est unique, il reste à montrer que E [S] = 1.



44 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉOr d'après le le théorème 5.4 de [7℄, omme SN ′′ onverge en loi vers S, qu'elle est unifor-mément intégrable et que E [SN ′′ ] = 1, on a
E [S] = lim

N→∞
E [SN ′′] = 1 , (4.56)et don S suit une loi exponentielle exp(1).On a vu que la suite SN est tendue, et don que toute sous suite admet une sous suite quionverge. De plus la limite S est unique et exponentielle exp(1), d'après le théorème 2.3de [7℄, la suite SN onverge en loi vers S :

SN =
TlN→hN

E [TlN→hN
]

L−−−→
N→∞

exp(1) . (4.57)C'est à dire que la temps de sortie de lN vers hN a un omportement métastable.
�4.6 Autres approhes de la métastabilitéParmi les nombreux travaux mathématiques sur la métastabilité, une référene inon-tournable sont eux de Freidlin et Wentzell (�Random perturbations of dynamial systems�[25℄). Ils onsidèrent un système dynamique assoié à un hamp de veteurs b sur R

d, per-turbé par un bruit blan Wt. Typiquement b(x) = −∇U(x), ave U un potentiel possédantdeux puits d'attration (w1 qui ontient un minimum loal x1, et w2 qui ontient le mi-nimum global x2). C'est la partie déterministe du système, l'aléa étant représenté par unmouvement brownien standard d-dimensionnel Wt. Le proessus de Markov Xx,ε
t onsidéréest l'unique solution de l'équation di�érentielle stohastique

Xx,ε
t = x +

∫ t

0

b(Xx,ε
s ) ds + ε Wt , (4.58)et il admet une mesure invariante µε qui se onentre autour du puits le plus profond w2,et tend vers la masse de Dira au point x2, lorsque ε tend vers zéro.Par des méthodes de grandes déviations, Freidlin et Wentzell obtiennent des estimationsdu temps de sortie du domaine w1 : ils montrent qu'il existe deux éhelles de temps γε et

δε telles que γε → ∞, δε → ∞, et δε/γε → 0, lorsque ε tend vers zéro.Le proessus reste loalisé autour de x1 dans une éhelle de temps d'ordre γε, et sort dupuits dans dans une éhelle de temps d'ordre δε. De plus on a la limite exponentielle dutemps de sortie τε, exprimée ii de la manière suivante :
lim
ε→0

P (τε > tγε) = e−t , (4.59)ave γε ∼ E [τε].



4.6. AUTRES APPROCHES DE LA MÉTASTABILITÉ 45Dans �Markov Chains with Exponentially Small Transitions Probabilities : First ExitProblem from a General Domain� I et II [42, 43℄, E. Olivieri et E. Soppola donnent unedesription probabiliste omplète du temps de sortie et du tube de sortie pour les modèlesde Freidlin et Wentzell, en utilisant les tehniques de renormalisation de �Metastability forMarkov hains : a general proedure based on renormalization group ideas� [51℄. Dans leadre de l'approhe �pathwise�, ils onsidèrent une famille de haînes de Markov dont lesprobabilités de transition déroissent exponentiellement en un paramètre β qui tend versl'in�ni
p (x, y) ∼ exp (−β ∆(x, y)) . (4.60)Typiquement, β est l'inverse de la température, et ∆ représente une di�érene d'énergie

∆(x, y) = [H(y)− H(x)]+, pour un pro�l d'énergie H ≥ 0 quelonque, où [a]+ = a ∨ 0 estla partie positive du réel a.Pour un domaine Q ontenant plusieurs minima loaux, ils regardent le temps de sortie dudomaine (�exit time�). En se basant sur les propriétés du pro�l énergétique et notammentla notion de yle (un yle est un ensemble d'états tel que le maximum de l'énergie à l'in-térieur de l'ensemble est inférieur au minimum de l'énergie sur la frontière de l'ensemble),ils montrent la limite exponentielle du temps de sortie.De plus ils aratérisent le tube de sortie (�exit tube�). C'est à dire la suite d'états parlequel le proessus passe pour sortir du domaine. Ils montrent que e tube est la renver-sée temporelle d'un hemin typique pour atteindre le fond du domaine (�standart asade�).C'est la même idée que nous allons développer au hapitre suivant pour aratériser latrajetoire typique de sortie. La di�érene majeure entre es travaux et les n�tres résidedans le fait qu'asymptotiquement en β, les transitions tendent exponentiellement vers zérooù un (4.60). Intuitivement, 'est omme si les pentes du pro�l d'énergie tendaient à êtrevertiales, alors que dans les as que nous allons onsidérer la pente est onstante, mais'est l'état initial (ou d'arrivée selon la trajetoire que l'on regarde) qui tend vers l'in�ni.Pour un survol de es résultats, on pourra lire �Metastability and typial exit paths instohasti dynamis� [44℄, et pour une disussion plus générale des prinipaux aspets dela métastabilité �On the essential features of metastability : tunnelling time and ritialon�gurations� [37℄.Déterminer le tube de sortie, 'est s'intéresser aux états par lesquels le système passedans la transition d'un état métastable vers l'état stable du système. C'est l'objet des tra-vaux de Shonmann, Neves et Shonmann, Koteký et Olivieri, et den Hollander, Olivieriet Soppola [49, 50, 40, 41, 33, 15℄, de déterminer la forme et la taille de la �goutte ritique�de spins +1 qu'il faut atteindre pour basuler vers l'équilibre (tous les spins +1), pour unmodèle d'Ising à très basse température soumis à un faible hamp externe positif, initiale-ment dans l'état métastable ave tous les spins −1. C'est le phénomène de nuléation dela phase stable.



46 CHAPITRE 4. MÉTASTABILITÉUne autre question est de aratériser les états métastables. Pour nous e sont les mi-nimas loaux du pro�l énergétique.Dans ses travaux (�Metastability and ageing in stohasti dynamis� [9℄, �Metastability :A potential theoriti approah� [10℄, ou les letures notes �Markov Proesses and metasta-bility� TUB 2003, et �Metastability� Prague 2006 pour un survol omplet de ses résultats),A. Bovier propose une dé�nition plus générale en termes de potentiels d'équilibre. Pourdeux ensembles A et B, le potentiel hA,B est la probabilité d'atteindre A avant B

hA,B(x) = Px(τA < τB) , (4.61)où τA et τB sont les temps d'atteinte de A et B respetivement.Un proessus de Markov est métastable par rapport à l'ensemble M des états métastablesdu système si
supx∈M Px(τM\x < τx)

infy/∈M Py(τM < τy)
≤ ρ ≪ 1 . (4.62)Ou enore en termes de temps moyens d'atteinte

infx∈M Ex[τM\x]

supy/∈M Ey[τM]
≥ 1/ρ ≫ 1 . (4.63)Il utilise ensuite la notion de apaité de la théorie du potentiel pour exprimer es tempsmoyens

Ex[τA] =
∑

y/∈A

µ(y) hx,A(y)ap(A, x)
, (4.64)où µ est la mesure invariante du proessus, et la apaité est dé�nie de la manière suivante :pour deux ensembles A et B, 'est la probabilité partant de B d'atteindre A avant Bap(A, B) =

∑

x∈B

µ(x) hA,B(x) =
∑

x∈B

µ(x) Px(τA < τB) . (4.65)Et don ap(A, x) = µ(x) Px(τA < τx) , (4.66)est la apaité de A à être atteint de x.Remarque : la formule (4.64) est équivalente à notre formule (5.30) (voir hapitre suivant),exprimée ii en terme de apaité. Ce sont deux versions de la formule plus générale (9.1)(en appendie), qui ne néessite pas forément l'hypothèse de réversibilité.A. Bovier relie ensuite la apaité ave les valeurs propres du générateur du proessus,e qui lui permet d'avoir des bornes inférieures et supérieures pour les temps de sorties desdomaines métastables, et de relier ainsi de manière générale la métastabilité aux propriétésspetrales du proessus.



Chapitre 5Convergene abrupte et métastabilitépour les haînes de naissane et de mortDans e hapitre on propose un modèle de marhe aléatoire entre 0 et a, pour lequelon montre les phénomènes de onvergene abrupte et de métastabilité sous une hypothèsede dérive. On suppose en e�et qu'il y a une dérive vers zéro (hypothèse (H), (5.3)), donton disute les interprétations en termes de mesure invariante et de pro�l énergétique dansla setion 5.2.En utilisant une approhe due à Martínez et Yart [38℄, on montre dans la setion 5.4la onvergene abrupte vers zéro (théorème 5.3). Cette approhe onsiste à exprimer desquantités lés liées aux temps d'atteinte en fontion de la mesure invariante (setion 5.3).Dans la setion 5.5, on montre la métastabilité de la trajetoire de sortie (théorème 5.6).Pour e faire, on utilise bien évidemment l'hypothèse (H), mais on s'appuie fortement surla onvergene abrupte au travers d'un ouplage (5.54). Cela nous permet de déomposerle temps de sortie en un nombre géométrique de �tombées à l'équilibre�, typiques de laonvergene abrupte (5.62).On explore plus enore la omplémentarité des deux phénomènes dans la setion suivante(setion 5.6), en montrant que la dernière sortie dans la trajetoire métastable est la ren-versée temporelle d'une trajetoire typique de uto� (propositions 5.7, 5.8 et 5.9).5.1 ModèleOn onsidère une famille Xa(t) de haînes de naissane et de mort sur J0, aK.
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pa

x x + 1

qx pxp0 qa

a0 47



48 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMLorsque a est �xé, 'est une haîne à espae d'états �ni, et don elle est réurrentepositive et admet une unique mesure invariante πa. De plus ette mesure invariante estréversible, et on a vu au hapitre 2 qu'on pouvait don l'exprimer en fontion des transitionsde la haîne :
πa(x) =

x∏

i=1

pi-1
qi

πa(0) . (5.1)On va de plus supposer que ette famille est uniformément irrédutible, 'est-à-dire quepour tout a :
inf

x=0,...,a-1 px > 0 , et inf
x=1,...,a

qx > 0 . (5.2)Cette hypothèse nous permet de onsidérer les trajetoires de zéro vers a et de a vers zéro(dé�nies par les temps d'atteinte T0→a et Ta→0) et leur omportement asymptotique en a.Rappel : Tx→y est le temps d'atteinte de y partant de x : Tx→y = inf{t > 0 : Xx
a (t) = y},où l'on note par Xx

a (t) la haîne initialisée en x.5.2 Dérive, pro�l énergétique et déroissane exponen-tielle de la mesure invarianteOn suppose qu'il existe K tel que pour tout x et pour tout a,
(H)

πa(Bx)

πa(x)
< K , (5.3)où Bx = Jx, aK.Remarque : d'après (5.1), ette quantité s'érit

πa(Bx)

πa(x)
=

a∑

k=x

k∏

i=x+1

pi-1
qi

. (5.4)C'est la ondition (H) qui donne la dérive vers zéro et on peut le voir de deux façons :En termes de mesure invariante, ela impose que πa possède une queue à déroissaneexponentielle, ou en d'autres termes, qu'elle est onentrée vers zéro.On parle de déroissane exponentielle puisque
πa(Bx)

πa(x)
≤ Kéquivaut à

πa(Bx) ≤ K πa(x) = K
(
πa(Bx) − πa(Bx+1)

)
, (5.5)



5.2. DÉRIVE, ÉNERGIE ET DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE 49ar {x} = Bx \ Bx+1.On a don pour tout x

πa(Bx+1) ≤ πa(Bx)
(
1 − 1

K

)
. (5.6)Or πa(x) ≤ πa(Bx) et πa(B0) = 1, don en itérant (5.6), on obtient

πa(x) ≤
(
1 − 1

K

)x

= e−αx , (5.7)ave α = − log
(
1 − 1

K

)
> 0.En termes de pro�l énergétique, si on dé�nit une énergie H assoiée à la mesure inva-riante de la manière suivante :

πa(x) =
1

Z
e−H(x). (5.8)En omparant ave l'expression de πa (5.1), on prend 1/Z = πa(0) omme normalisation,e qui nous donne

H(x) = − log

(
x∏

i=1

pi-1
qi

)
. (5.9)Exemple : (p, q) random walkC'est l'exemple le plus simple d'une telle haîne de naissane et de mort. Les transitionssont indépendantes de l'état de la haîne

px = p, et qx = q ∀x. (5.10)La mesure invariante s'érit
πa(x) =

(
p

q

)x

πa(0) , (5.11)où, puisque ∑a
x=0 πa(x) = 1, le fateur de normalisation πa(0) est

πa(0) =
1 − (p/q)

1 − (p/q)a+1
. (5.12)Pour satisfaire notre hypothèse (H) de dérive vers zéro, il faut évidemment supposerque q > p.Comme on le voit sur la �gure 5.1, on a don bien la déroissane exponentielle de πa.Elle onentrée autour de zéro, et 'est pour ela qu'on parle de dérive. La loi de la haînetend vers πa lorsque t tend vers l'in�ni, la marhe aléatoire va don se diriger vers les étatsles plus typiques, 'est-à-dire vers les états les plus probables sous πa.L'énergie assoiée est

H(x) = x log(q/p) (5.13)



50 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMSi on interprète la marhe omme le déplaement d'une partiule : le pro�l énergétiqueétant linéaire (voir Fig. 5.1), on omprend la dérive omme la pente sur laquelle la partiulese déplae.
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xFig. 5.1 � (p, q) random walk : mesure invariante et énergie (ave p = 0.4 et a = 100).On a don ii un modèle basique pour omprendre notre hypothèse (H), et la dérivevers zéro qui en déoule. Elle implique la déroissane exponentielle de la mesure invariante(5.7), ou en d'autres termes sa onentration autour de zéro. Mais remarquons aussi que(5.7) nous donne une minoration du pro�l énergétique. En e�et, pour tout modèle quisatisfait (H), on a
πa(0) e−H(x) = πa(x) ≤

(
1 − 1

K

)x

= e−αx , (5.14)et don
H(x) ≥ log πa(0) + αx . (5.15)Avant de montrer que ette dérive implique la onvergene abrupte vers zéro et la mé-tastabilité dans l'autre sens, nous avons besoin d'exprimer ertaines quantités en fontiondes transitions et de la mesure invariante.5.3 Temps d'atteinte et mesure invarianteOn peut aluler la probabilité partant de x d'atteindre a avant zéro P (Tx→a < Tx→0),en fontion des transitions de la haîne.Lemme 5.1. On a, pour tout x = 1, . . . , a − 1 :

P (Tx→a < Tx→0) =

x−1∑

k=0

k∏

i=1

qi

pi

a−1∑

k=0

k∏

i=1

qi

pi

(5.16)



5.3. TEMPS D'ATTEINTE ET MESURE INVARIANTE 51DémonstrationSoit Px = P (Tx→a < Tx→0).En partitionnant sur les positions possibles de la haîne au premier pas, on montre que Pxsatisfait à l'équation de di�érene
Px = pxPx+1 + qxPx−1 , (5.17)pour x = 2, . . . , a − 2.En e�et, on a :

Px = P (Tx→a < Tx→0 , Xx
a (1) = x + 1) + P (Tx→a < Tx→0 , Xx

a (1) = x − 1)

= px P
(
Tx→a < Tx→0 ∣∣ Xx

a (1) = x + 1
)

+ qx P
(
Tx→a < Tx→0 ∣∣ Xx

a (1) = x − 1
) (5.18)

= px P (Tx+1→a < Tx+1→0) + qx P (Tx-1→a < Tx-1→0)Le même alul pour x = 1 et x = a − 1 donne les onditions aux bords
{

P1 = p1 P2

Pa−1 = pa−1 + qa−1 Pa−2 .
(5.19)En e�et, omme il faut au moins a − 1 pas pour aller de 1 à a, T1→a ≥ a − 1.Et si X1

a(1) = 0 alors T1→0 = 1, don
P
(
T1→a < T1→0 ∣∣ X1

a(1) = 0
)

= 0 . (5.20)De même Ta-1→0 ≥ a − 1 et Xa−1
a (1) = a implique Ta-1→a = 1,don P

(
Ta-1→a < Ta-1→0 ∣∣ Xa−1

a (1) = a
)

= 1.De même, en zéro et en a, on a
{

P0 = p0 P1

Pa = pa + qa Pa−1 .
(5.21)Comme pk + qk = 1, on peut réérire (5.17)

(pk + qk)Pk = pkPk+1 + qkPk−1 , (5.22)pour k ∈ {2, . . . , a − 2}.On obtient la relation de réurrene
Pk+1 − Pk =

qk

pk
(Pk − Pk−1) , (5.23)que l'on itère pour trouver

Pk+1 − Pk =

k∏

i=2

qi

pi
(P2 − P1) . (5.24)
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Px =

x−1∑

k=1

(Pk+1 − Pk) + P1 , (5.25)nous permet d'obtenir la solution générale de (5.17)
Px =

x−1∑

k=1

k∏

i=2

qi

pi
(P2 − P1) + P1 . (5.26)Or P2 − P1 =

q1

p1

P1, d'où
Px =

x−1∑

k=0

k∏

i=1

qi

pi
P1 . (5.27)Et l'autre ondition de bord Pa−1 = pa−1 + qa−1 Pa−2, donne

P1 =
1

a−1∑

k=0

k∏

i=1

qi

pi

. (5.28)
�A l'aide de la mesure invariante, on peut réérire P (Tx→a < Tx→0), et on a égalementdes expressions expliites pour le temps moyen d'atteindre x − 1 partant de x et son mo-ment d'ordre 2.Lemme 5.2. Soit Bx = Jx, aK, on a1. ∀x ∈ J1, a − 1K

P (Tx→a < Tx→0) =

x∑

k=1

1

qk πa(k)

a∑

k=1

1

qk πa(k)

(5.29)2. ∀x ∈ J1, aK

E [Tx→x-1] =
πa(Bx)

qx πa(x)
(5.30)3. ∀x ∈ J1, aK

E
[
T 2

x→x-1] =
1

qx πa(x)

( a∑

c=x

2πa(Bc)
2

qc πa(c)
− πa(c)

) (5.31)



5.3. TEMPS D'ATTEINTE ET MESURE INVARIANTE 53Remarque : grâe à (5.30), on obtient une expression du temps moyen pour aller de aà zéro
E [Ta→0] =

a∑

x=1

E [Tx→x-1] =

a∑

x=1

πa(Bx)

qx πa(x)
. (5.32)Démonstration1. A l'aide du lemme 5.1, on peut réérire P (Tx→a < Tx→0), en fontion de la mesureinvariante πa.En e�et

πa(k) =

k∏

i=1

pi−1

qi
πa(0)

=
p0

pk

k∏

i=1

pi

qi
πa(0) (5.33)D'où

k∏

i=1

qi

pi
=

p0 πa(0)

pk πa(k)
=

p0 πa(0)

qk+1 πa(k + 1)
, (5.34)en utilisant la réversibilité. Et �nalement, pour tout x = 1, . . . , a − 1 on a

P (Tx→a < Tx→0) =

x∑

k=1

1

qk πa(k)

a∑

k=1

1

qk πa(k)

. (5.35)2. tx = E [Tx→x-1] véri�e l'équation de réurrene
qxtx = 1 + pxtx+1 (5.36)pour x = 1, . . . , a − 1.En e�et, en partitionnant sur la position au premier pas, on a

tx = pxE
[
Tx→x-1 ∣∣ X(1) = x + 1

]
+ qxE

[
Tx→x-1 ∣∣ X(1) = x − 1

]

= px

(
E [Tx+1→x-1] + 1

)
+ qx (5.37)

= px

(
tx+1 + tx + 1

)
+ qx .D'où l'équation pour tout x = 1, . . . , a − 1.Le même alul au point a, donne qata = 1, que l'on réérit

ta =
πa(Ba)

πa(a)qa
, (5.38)
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tx+1 =

πa(Bx+1)

πa(x + 1)qx+1

, (5.39)on applique (5.36) et la dé�nition de la réversibilité pour prouver la réurrene :
qxtx = 1 + pxtx+1

= 1 +
px

qx+1

πa(Bx+1)

πa(x + 1)

= 1 +
πa(Bx+1)

πa(x)
(5.40)

=
πa(Bx)

πa(x)
.3. Soit ux = E [T 2

x→x-1], on obtient l'équation de réurrene en partitionnant de la mêmefaçon que pour le lemme préédent
ux = E

[
(Tx→x-11{X(1)=x+1} + Tx→x-11{X(1)=x−1})

2
]

= E
[
(Tx→x-11{X(1)=x+1})

2
]
+ E

[
(Tx→x-11{X(1)=x−1})

2
]

= px

(
E
[
(1 + Tx+1→x-1)2

])
+ qx (5.41)

= px

(
1 + E

[
(Tx+1→x-1)2

]
+ 2E [Tx+1→x-1])+ qx ,et par la propriété de Markov forte, on a Tx+1→x-1 = Tx+1→x + Tx→x-1,don E [Tx+1→x-1] = tx+1 + tx, e qui donne

ux = px

(
1 + (ux+1 + ux + 2tx+1tx) + 2(tx+1 + tx)

)
+ qx . (5.42)En utilisant l'équation de réurrene pour tx (5.36), on a

ux = 2qxt
2
x + px(ux+1 + ux) − 1 , (5.43)d'où

qxux = 2qxt
2
x + pxux+1 − 1 , (5.44)pour tout x = 1, . . . , a − 1.On va montrer (5.31), par réurrene.En a, on a, qaua = 1 + 2pata. Et ta = 1

qa
, don

ua =
1

qa
(1 + 2pata)

=
1

q2
a

(qa + 2pa) (5.45)
=

1

q2
a

(2 − qa)
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ua =

1

πa(a)qa

(2πa(a)2

πa(a)qa
− πa(a)

)
. (5.46)Supposons que l'on ait

ux+1 =
1

πa(x + 1)qx+1

( a∑

c=x+1

2πa(Bc)
2

πa(c)qc

− πa(c)
)

, (5.47)d'après (5.44), on a
qxux = 2qxt

2
x + pxux+1 − 1

= 2qx

( πa(Bx)

πa(x)qx

)2

− 1 +
px

πa(x + 1)qx+1

( a∑

c=x+1

2πa(Bc)
2

πa(c)qc
− πa(c)

)

=
1

πa(x)

(2πa(Bx)
2

πa(x)
− πa(x)

)
+

1

πa(x)

( a∑

c=x+1

2πa(Bc)
2

πa(c)qc
− πa(c)

) (5.48)
=

1

πa(x)

( a∑

c=x

2πa(Bc)
2

πa(c)qc

− πa(c)
)

.D'où la formule (5.31).
�Remarques :� la démonstration des formules (5.30) et (5.31) est adaptée de l'artile de Martínez etYart [38℄ où ils donnent des expressions analogues pour les proessus de naissaneet de mort sur les arbres (lemme 5.1).� es formules ((5.30) et (5.31)) permettent d'obtenir des expressions pour les momentsd'ordre 1 et 2 des temps d'atteinte Tj→n pour j < n, en fontion de la mesure inva-riante πa.Elles sont équivalentes aux formules (9.12) et (9.21) de la première setion de l'appen-die obtenues par la méthode des équations de di�érene (voir Feller �An Introdutionto Probability Theory and Its Appliations, vol.1� [24℄), qui expriment es quantitésen fontion des transitions.� par la même méthode, on a l'analogue de (5.30) pour E [Tx→x+1] :

E [Tx→x+1] =
πa(Ax)

px πa(x)
, (5.49)où Ax = J0, xK.



56 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNM5.4 Convergene abrupteSous l'hypothèse (H) de dérive vers zéro, on a vu que la mesure d'équilibre πa hargeles points autour de zéro : les états typiques de πa sont onentrés autour de zéro (e sonteux qui ont la plus forte probabilité sous ette mesure). Par analogie ave la terminologiephysiienne, on appelle don 0 l'état d'équilibre du système.On s'intéresse ii à la trajetoire de la partiule partant initialement de a. A ause de ladérive, elle va atteindre l'équilibre rapidement et de manière presque déterministe, 'estle phénomène de onvergene abrupte. On appelle ette trajetoire typique la �tombée àl'équilibre�. Pour montrer qu'elle admet une onvergene abrupte, nous allons véri�er quele temps d'atteinte Ta→0 véri�e les onditions de la proposition 3.2.Théorème 5.3. Sous l'hypothèse (H), le temps de tombée à l'équilibre Ta→0 onvergeabruptement au temps E [Ta→0],DémonstrationNous devons don montrer que
lim
a→∞

E [Ta→0] = ∞ et lim
a→∞

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) = 0 . (5.50)La première ondition est satisfaite de manière évidente. Puisque il faut au moins a paspour aller de a à zéro, on a Ta→0 ≥ a, et don E [Ta→0] ≥ a et tend vers l'in�ni lorsque atend vers l'in�ni.Montrons maintenant que lima→∞ Var
( Ta→0

E [Ta→0]) = 0.Soit Kq la borne supérieure de (1/qx

), d'après le lemme préédent (formules (5.30) et(5.31)), on a
E
[
T 2

a→0] =

a∑

x=1

ux

=
a∑

x=1

1

πa(x) qx

( a∑

c=x

2 πa(Bc)
2

πa(c) qc

− πa(c)
)

≤
a∑

x=1

2

πa(x) qx

( a∑

c=x

K2 πa(c)

qc

)

≤
a∑

x=1

2 K2 Kq

πa(x) qx

a∑

c=x

πa(c)

= 2 K2 Kq

a∑

x=1

1

πa(x) qx
πa(Bx)

= 2 K2 Kq

a∑

x=1

tx = 2K2 Kq E [Ta→0] (5.51)
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Var
( Ta→0

E [Ta→0]) ≤ E [T 2
a→0]

(E [Ta→0])2
≤ 2 K2 Kq

E [Ta→0] , (5.52)et lim
a→∞

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) = 0 .
�Remarque : e théorème est l'analogue du théorème 5.1 de Martínez et Yart [38℄ quimontre le uto� pour les proessus de naissane et de mort sur les arbres.5.5 Métastabilité de la trajetoire de sortieMaintenant on s'intéresse à la trajetoire de 0 à a. Toujours dans la terminologie phy-siienne on l'appelle �trajetoire de sortie� (de l'équilibre), ou enore trajetoire de montéesi on pense à la partiule qui doit remonter la pente du pro�l énergétique. On va montrerqu'ave la dérive vers zéro (hypothèse H), elle a un omportement métastable.Partant de l'état d'équilibre zéro, omme elle doit �remonter le ourant�, la partiule varester un temps exponentiel prohe de zéro, jusqu'à la réalisation d'une exursion atypiquequi l'amènera en a.Comme nous l'avons vu au hapitre 4, ei est dû à la di�érene d'éhelles de temps, entrele temps moyen de tombée E [Ta→0] (temps de uto�) et le temps moyen de sortie E [T0→a].On va don montrer que la ondition (4.19) est satisfaite :

lim
a→∞

E [Ta→0]
E [T0→a]

= 0 (5.53)En ollaboration ave J. Barrera, nous avons développé une tehnique qui onsiste àdéomposer la trajetoire de sortie (de zéro à a) pour la haîne initialisée en zéro, à l'aidedu ouplage indépendant oalesent suivant.On ouple deux opies indépendantes de notre haîne, une initialisée en zéro et uneautre en a, qui évoluent ensemble après ouplage jusqu'à e quelles atteignent zéro ou apour la première fois.Soit X̂ =
(
X̂0, X̂a

) le proessus ouplé (pour alléger les notations, on omet l'indie a).Remarque : omme il n'y a pas d'ambiguïtés, on notera également par P la probabilitéassoiée à e ouplage.On a don :
{

X̂0 loi
= X0

X̂a loi
= Xa

et X̂0(t) = X̂a(t) , ∀t ≥ T̂coupl = inf{t > 0 : X̂0(t) = X̂a(t)} . (5.54)Soient T̂a→0 = inf{t > 0 : X̂a(t) = 0} et T̂0→a = inf{t > 0 : X̂0(t) = a},on a aussi T̂a→0 loi
= Ta→0 et T̂0→a

loi
= T0→a.



58 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMOn dit qu'il y a renouvellement si le proessus ouplé atteint zéro avant d'atteindre a, eton dé�nit l'instant de renouvellement
T̂ = inf{t > T̂coupl : X̂0(t) = X̂a(t) = 0} . (5.55)Remarque : on a don T̂ = T̂a→0, si T̂a→0 < T̂0→a.On reommene ette onstrution à haque renouvellement, jusqu'à e qu'on atteigne apour la première fois (voir Fig 5.2).

0 t

a
3 Na + 121

T̂NaT̂ 1

X̂a
1

X̂0
1 Fig. 5.2 � Couplage entre une haîne initialisée en 0 et une en aOn onstruit don itérativement une suite de proessus ouplés X̂i =

(
X̂0

i , X̂
a
i

) telleque X̂i ◦ θbT i−1 loi
= X̂, où θT est le shift, i.e. X̂i(t + T̂ i−1) loi

= X̂(t).Et on dé�ni les temps d'arrêt :





T̂ i
coupl = inf{t > 0 : X̂a

i ◦ θbT i−1(t) = X̂0
i ◦ θbT i−1(t)}

T̂ i
a→0 = inf{t > 0 : X̂a

i ◦ θbT i−1(t) = 0}
T̂ i0→a = inf{t > 0 : X̂0

i ◦ θbT i−1(t) = a} ,

(5.56)où
T̂ i = inf{t > T̂ i

coupl : X̂a
i ◦ θbT i−1(t) = X̂0

i ◦ θbT i−1(t) = 0} + T̂ i−1 . (5.57)Par la propriété de Markov forte les X̂i sont i.i.d., et les temps d'arrêt orrespondants lesont aussi.Remarque : si ∀j = 1, . . . , i : T̂ j
a→0 < T̂ j0→a, alors T̂ i =

i∑

j=1

T̂ j
a→0.On ompte le nombre Na d'instants de renouvellement avant d'atteindre a pour la premièrefois (e n'est pas un temps d'arrêt).C'est une variable géométrique de paramètre P (Ta→0 < T0→a), où P est ii la probabilitéassoiée au ouplage.En e�et

{Na = k} = {T̂ j
a→0 < T̂ j0→a, j = 1, . . . , k , T̂ k+1

a→0 ≥ T̂ k+10→a} , (5.58)et omme les X̂0
i et les X̂a

i sont indépendantes entres elles et iid, on a
P (Na = k) = P (Ta→0 < T0→a)

k
P (Ta→0 ≥ T0→a) , (5.59)
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P (Na ≥ k) = P (Ta→0 < T0→a)

k . (5.60)D'où
E [Na] =

∞∑

k=0

P (Na ≥ k)

=

∞∑

k=0

P (Ta→0 < T0→a)
k (5.61)

=
1

P (Ta→0 ≥ T0→a)A l'aide de e ouplage, on peut déomposer le temps T̂0→a de montée de zéro à a, ommela somme de Na desentes de a à zéro plus une dernière montée :
T̂0→a = T̂ 10→a = T̂Na + T̂Na+10→a =

Na∑

i=1

T̂ i
a→0 + T̂Na+10→a . (5.62)La déroissane exponentielle de la mesure invariante πa (H) implique deux éhelles detemps très di�érentes. Ave probabilité un à la limite en a, le temps de tombée à l'équilibreest beauoup plus ourt que le temps de sortie de l'équilibre.Remarque : On a vu dans le théorème 5.3 que lim

a→∞

Ta→0
E [Ta→0] = 1 en probabilité.On montre aussi dans les lemmes suivants que le temps de sortie est plus grand que letemps moyen de tombée.Sous l'hypothèse (H), on aLemme 5.4.

lim
a→∞

P (T0→a ≤ (1 + ε) E [Ta→0]) = 0 (5.63)Lemme 5.5.
lim
a→∞

P (Ta→0 ≥ T0→a) = 0 (5.64)Démonstration du lemme 5.4Soit c ta = (1 + ε) E [Ta→0].On s'intéresse don au proessus X0
a(t) qui part de zéro, et à la probabilité qu'il atteigne

a avant l'instant c ta. On regarde les instants de retours en zéro pour e proessus.Soient T
(1)0→0 = T0→0, et pour tout i > 1 :

T (i)0→0 = inf{t > 0 : X0
a ◦ θT (i−1)(t) = 0} où T (i) =

i∑

j=1

T (j)0→0 (5.65)



60 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMPar la propriété de Markov forte, haque fois qu'il revient en zéro, il y a régénération duproessus, dans le sens où pour tout i, la loi de X0
a(t + T (i)) est égale à elle de X0

a(t).Soit aussi
T (i)0→a = inf{t > 0 : X0

a ◦ θT (i−1)(t) = a} , (5.66)le temps d'atteinte de a après le (i − 1)ème retour en zéro.Dire que le proessus atteint a avant l'instant c ta, revient à dire qu'il l'atteint entre deuxretours à zéro avant et instant.Or, il y a au plus c ta retours en zéro dans et intervalle de temps.On a don
P (T0→a ≤ c ta) ≤ P (T0→a ≤ ⌈c ta⌉)

≤ P
(
∃i tq T (i−1) ≤ ⌈c ta⌉ : T (i)0→a < T (i)0→0)

≤
∑

i:T (i−1)≤⌈c ta⌉

P
(
T (i)0→a < T (i)0→0) (5.67)

≤
∑

i≤⌈c ta⌉
P
(
T (i)0→a < T (i)0→0)

= ⌈c ta⌉P (T0→a < T0→0) .Et d'après le lemme 5.1, et la démonstration de (5.29)
P (T0→a < T0→0) = p0 P (T1→a < T1→0)

=
p0

q1 πa(1)

1
a∑

k=1

1

qk πa(k)

(5.68)
=

1
a∑

k=1

πa(0)

qk πa(k)

,

puisque par réversibilité q1 πa(1) = p0 πa(0).Or on a vu (5.7) que pour tout x, πa(x) ≤ e−αx. On peut don minorer
a∑

k=1

1

qk πa(k)
≥

a∑

k=1

1

πa(k)
≥

a∑

k=1

eαk > eαa (5.69)Et omme d'après (H)
ta = E [Ta→0] ≤ Kq K a et (1/πa(0)) < K , (5.70)
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c ta P (T0→a < T0→0) =

c ta
πa(0)

1
a∑

k=1

1

qk πa(k)

< c Kq K2 a
1

a∑

k=1

1

qk πa(k)

(5.71)
< c Kq K2 ae−αa ,et

lim
a→∞

P (T0→a ≤ (1 + ε) E [Ta→0]) = 0 .

�Remarque : Dans la démonstration préédente, l'argument prinipal (5.71), est que
lim
a→∞

E [Ta→0] P (T0→a < T0→0) = 0 (5.72)Démonstration du lemme 5.5Pour montrer que P (Ta→0 ≥ T0→a) tend vers zéro, on va utiliser le lemme 5.4 plus laonvergene abrupte. On érit
P (T0→a ≤ Ta→0) = P

(
T0→a

E [Ta→0] ≤ Ta→0
E [Ta→0])

= P

(
T0→a

E [Ta→0] ≤ Ta→0
E [Ta→0] ,

Ta→0
E [Ta→0] ≤ 1 + ε

)

+ P

(
T0→a

E [Ta→0] ≤ Ta→0
E [Ta→0] ,

Ta→0
E [Ta→0] > 1 + ε

) (5.73)
≤ P

(
T0→a

E [Ta→0] ≤ 1 + ε

)
+ P

(
Ta→0

E [Ta→0] > 1 + ε

)
.D'après le lemme 5.4, le premier terme tend vers zéro, et d'après le théorème 5.3, le seondaussi par dé�nition de la onvergene abrupte de Ta→0 (3.1).

�Théorème 5.6. Sous l'hypothèse (H), le temps de sortie T0→a a un omportement méta-stable.DémonstrationOn doit montrer que les onditions du théorème 4.2 sont satisfaites. On a vu au débutde e hapitre que notre haîne de naissane et de mort était irrédutible et réurrente



62 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMpositive. De plus la ondition (4.21) est véri�ée de manière évidente ii. Et pour montrerque la suite T0→a/E [T0→a] est uniformément intégrable (ondition (4.22)), on va montrerà l'aide des formules (9.1) et (9.13) qu'elle admet un moment d'ordre deux uniformémentborné en a.D'après (9.13) on a
E
[
T 20→a

]
=

a−1∑

k=0

k∑

l=0

2 E [Tl→a] − 1

pl

k∏

i=l+1

qi

pi

< 2 E [T0→a]

a−1∑

k=0

k∑

l=0

1

pl

k∏

i=l+1

qi

pi
, (5.74)ar E [Tl→a] < E [T0→a] ∀ l > 0. Or le membre de droite est égal à E [T0→a] (formule (9.1)),d'où

E
[
T 20→a

]
< 2 (E [T0→a])

2 , (5.75)'est-à-dire que
E

[(
T0→a

E [T0→a]

)2
]

< 2 , ∀ a , (5.76)e qui implique l'intégrabilité uniforme de la suite T0→a/E [T0→a] (voir [54℄, 13.3 (a)).Il nous reste à montrer les deux éhelles de temps (ondition (4.19), formule (5.53)).A l'aide de la déomposition (5.62) du temps de sortie T0→a, on a
E [T0→a] ≥ E

[
Na∑

i=1

T (i)
a→0] (5.77)

=
∑

k≥0

k∑

i=1

E
[
T (i)

a→0 ∣∣ Na = k
]

P (Na = k) .Et d'après (5.59), pour tout n et pour tout i, on a
P
(
T (i)

a→0 = n
∣∣ Na = k

)
=

P

(
T

(i)
a→0 = n , T

(j)
a→0 < T

(j)0→a, j = 1, . . . , k , T
(k+1)
a→0 ≥ T

(k+1)0→a

)

P

(
T

(j)
a→0 < T

(j)0→a, j = 1, . . . , k , T
(k+1)
a→0 ≥ T

(k+1)0→a

)

=
P

(
T

(i)
a→0 = n , T

(i)
a→0 < T

(i)0→a

)
P (Ta→0 < T0→a)

k−1
P (Ta→0 ≥ T0→a)

P (Ta→0 < T0→a)
k
P (Ta→0 ≥ T0→a)

=
P (Ta→0 = n , Ta→0 < T0→a)

P (Ta→0 < T0→a)
(5.78)

= P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

)
.
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E
[
T (i)

a→0 ∣∣ Na = k
]

=
∑

n≥0

n P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

)
, ∀ i . (5.79)D'où

E [T0→a] ≥
∑

k≥0

k∑

i=1

∑

n≥0

n P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

)
P (Na = k)

=
∑

k≥0

k P (Na = k)
∑

n≥0

n P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

) (5.80)
= E [Na] E

[
Ta→0 ∣∣ Ta→0 < T0→a

]
.Soit ta = E [Ta→0] et soient nε−

a = ⌊(1 − ε)ta⌋, et nε+
a = ⌈(1 + ε)ta⌉, où ⌊x⌋ désigne lapartie entière inférieure de x, et ⌈x⌉ sa partie entière supérieure.Soit Cε

a = Jnε−
a , nε+

a K.On a
E
[
Ta→0 ∣∣ Ta→0 < T0→a

]
=
∑

n≥0

n P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

)

≥
∑

n∈Cε
a

n P
(
Ta→0 = n

∣∣ Ta→0 < T0→a

)

≥ nε−
a

∑

n∈Cε
a

P (Ta→0 = n) P (T0→a > n)

P (Ta→0 < T0→a)
(5.81)

≥ nε−
a

P (T0→a > nε+
a )

P (Ta→0 < T0→a)
P (Ta→0 ∈ Cε

a) .On peut maintenant montrer que (5.53) est satisfaite :
lim
a→∞

E [Ta→0]
E [T0→a]

= 0 .En e�et, on a
E [Ta→0]
E [T0→a]

=
E [Ta→0]

E
[
Ta→0 ∣∣ Ta→0 < T0→a

] E
[
Ta→0 ∣∣ Ta→0 < T0→a

]

E [T0→a]

≤ 1

1 − ε

P (Ta→0 < T0→a)

P (T0→a > nε+
a ) P (Ta→0 ∈ Cε

a)

1

E [Na]
. (5.82)D'après le lemme 5.5, on a P (Ta→0 < T0→a) −−−→

a→∞
1.Par le même argument que elui de la démonstration du lemme 5.4 : P (T0→a > nε+

a ) −−−→
a→∞

1.
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P (Ta→0 ∈ Cε

a) ≥ P

(∣∣∣∣
Ta→0

E [Ta→0] − 1

∣∣∣∣ ≤ ε

)
−−−→
a→∞

1 , (5.83)d'après la dé�nition de la onvergene abrupte (dé�nition 3.1) et le théorème 5.3.D'où le résultat, puisque d'après le lemme 5.5 et la formule (5.61) : E [Na] −−−→
a→∞

+∞.
�5.6 Dernière sortieOn appelle dernière sortie, l'exursion atypique qui emmène la partiule de zéro à a.Elle orrespond à la trajetoire de la partiule entre la dernière visite à zéro et la premièrefois où elle atteint a.Nous allons montrer que ette trajetoire est la renversée temporelle d'une trajetoire�typique� de uto�.Pour ela, nous allons onsidérer uniquement les trajetoires �nies �stritement om-prises entre zéro et a�, 'est-à-dire les trajetoires de a à zéro et de zéro à a qui ne repassentpas par les extrémités entre leurs points de départ et d'arrivée. Ce sont don l'ensembledes réalisations {T̃a→0 < ∞} et {T̃0→a < ∞} où T̃a→0 et T̃0→a sont dé�nis omme suit :

T̃a→0 = inf{t > 0 : Xa
a ◦ θτa

(t) = 0} , (5.84)où τa est la dernière visite en a de la partiule initialement en a avant qu'elle n'atteignezéro pour la première fois
τa = sup{0 < t < Ta→0 : Xa

a (t) = a} , (5.85)et
T̃0→a = inf{t > 0 : X0

a ◦ θτ0(t) = a} , (5.86)où τ0 est la dernière visite en zéro de la partiule initialement en zéro avant qu'elle n'atteigne
a pour la première fois

τ0 = sup{0 < t < T0→a : X0
a(t) = 0} . (5.87)Remarque : la dernière sortie aratérisée par T̃0→a, n'est pas elle aratérisée par T̂Na+10→adans la déomposition (5.62) de T0→a à l'aide du ouplage dans la setion préédente. Ene�et dans T̂Na+10→a , on autorise d'éventuels retours en zéro, alors qu'ii on onditionne à neplus repasser par zéro. On a don T̃0→a ≤ T̂Na+10→a .De même, T̃a→0 n'est pas égal à Ta→0 puisque l'on onditionne à ne pas repasser par a.



5.6. DERNIÈRE SORTIE 65Nous allons maintenant montrer le résultat en deux temps.Premièrement, nous allons montrer que pour toute haîne irrédutible, les temps d'arrêt
T̃a→0 et T̃0→a dé�nissent des trajetoires qui sont les renversées temporelles l'une de l'autre(proposition 5.7), et qu'elles ont la même loi (proposition 5.8).Et dans un deuxième temps, nous montrerons que sous l'hypothèse de dérive (H), T̃a→0admet une onvergene abrupte au temps E

[
T̃a→0] (proposition 5.9).L'approhe suivante est due à R.H. Shonmann dans �The Pattern of Esape fromMetastability of a Stohasti Ising Model� [50℄. Elle permet de déterminer la trajetoiretypique de sortie de l'état métastable vers une �goutte ritique� pour un système ferroma-gnétique. Shonmann montre en utilisant la réversibilité du modèle, que ette trajetoireest la renversée temporelle d'une trajetoire typique de la goutte sous-ritique vers l'étatmétastable.La tehnique qui onsiste à renverser le temps est indépendante du modèle et uniquementbasée sur la réversibilité de la haîne. Nous en donnons ii une version adaptée à nos mo-dèles.On dé�nit Ua l'ensemble des trajetoires �nies de a à zéro �stritement entre zéro et a� etpour tout k ∈ N �xé, Vk

a elles de longueur k. On note par vk = (v1, . . . , vk) un hemin delongueur k, et don
Vk

a = {vk : v1 = a, vk = 0, et vi 6= a, vi 6= 0, ∀ 0 < i < a} , Ua =
⋃

k<∞
Vk

a . (5.88)Ave la terminologie de Shonmann, on dit que �Xa
a starts as vk� si Xa

a suit le hemin vk,i.e. si pour tout i = 1, . . . , k, Xa
a (i− 1) = vi, et pour un ensemble de trajetoires V, on ditque �Xa

a starts in V� si Xa
a suit un hemin v ∈ V.On dé�nit maintenant la renversée temporelle d'une trajetoire, il s'agit tout simplementde la parourir dans l'autre sens :

R(vk) = {vk, . . . , v1} , (5.89)et pour un ensemble de trajetoires V
R(V) = {R(v), v ∈ V} . (5.90)

R(Ua) est don l'ensemble des hemins �nis de zéro à a �stritement entre zéro et a�, et
R(Vk

a ) eux de longueur k.On peut relier es dé�nitions ave les temps T̃a→0 et T̃0→a : en e�et T̃a→0 est �ni si etseulement si la haîne Xa
a suit un hemin de Ua après sa dernière visite en a

{T̃a→0 < ∞} = {Xa
a ◦ θτa

starts in Ua} , (5.91)et de même, pour tout k

{T̃a→0 = k} = {Xa
a ◦ θτa

starts in Vk
a} . (5.92)



66 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMEt don, pour toute haîne irrédutible, les temps T̃a→0 et T̃0→a que l'on a dé�nis i-dessus sont tels queProposition 5.7.
{T̃0→a < ∞} = {X0

a ◦ θτ0 starts in R(Ua)} = R({T̃a→0 < ∞}) , (5.93)et pour tout k

{T̃0→a = k} = {X0
a ◦ θτ0 starts in R(Vk

a )} = R({T̃a→0 = k}) . (5.94)On dit alors que les trajetoires dé�nies par T̃0→a sont les renversées temporelles deelles dé�nies par T̃a→0.De plus, et toujours sans perte de généralité :Proposition 5.8. Les variables T̃a→0 et T̃0→a suivent la même loi.DémonstrationEn suivant la démonstration de la proposition 3 de Shonmann [50℄, on va d'abord montrerque
P
(
Xa

a starts in Vk
a

∣∣ Xa
a starts in Ua

)
= P

(
X0

a starts in R(Vk
a )
∣∣ X0

a starts in R(Ua)
)

.(5.95)Soit vk ∈ Vk
a , en utilisant la propriété de Markov et la réversibilité de la mesure inva-riante, on a

P
(
Xa

a starts as vk
)

= p (a, v2) p (v2, v3) · · · p (vk-2, vk-1) p (vk-1, 0)

= p (a, v2) p (v2, v3) · · · p (vk-2, vk-1) p (vk-1, 0) (πa (0))-1 πa (0)

= p (a, v2) p (v2, v3) · · · p (vk-2, vk-1) (πa (vk-1))-1 p (0, vk-1) πa (0)

= p (a, v2) p (v2, v3) · · · (πa (vk-2))-1 p (vk-1, vk-2) p (0, vk-1) πa (0)

= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.96)
= (πa (a))-1 p (v2, a) p (v3, v2) · · · p (vk-1, vk-2) p (0, vk-1) πa (0)

= (πa (0) /πa (a)) P
(
X0

a starts as R(vk)
)

.De même, en sommant sur les vk ∈ Vk
a ,

P
(
Xa

a starts in Vk
a

)
= (πa (0) /πa (a)) P

(
X0

a starts in R(Vk
a )
)

, (5.97)et en sommant sur k

P (Xa
a starts in Ua) = (πa (0) /πa (a)) P (X0

a starts in R(Ua)) , (5.98)d'où (5.95) ar
P
(
Xa

a starts in Vk
a

∣∣ Xa
a starts in Ua

)
=

P
(
Xa

a starts in Vk
a

)

P (Xa
a starts in Ua)

. (5.99)



5.6. DERNIÈRE SORTIE 67Il nous reste à montrer que
P

(
T̃a→0 = k

)
= P

(
Xa

a starts in Vk
a

∣∣ Xa
a starts in Ua

)
. (5.100)Or

{τa = n} = {Xa
a (t) 6= 0, t < n, Xa

a (n) = a, Xa
a (t) 6= a, t > n} , (5.101)don, pour tout vk ∈ Vk

a

{τa = n, Xa
a ◦ θn starts as vk} = {Xa

a (t) 6= 0, t < n, Xa
a ◦ θn starts as vk} , (5.102)ar v1 = a et vi 6= a pour tout i = 2, . . . , k.En partitionnant sur les valeurs de τa et en utilisant la propriété de Markov, on en déduit

P

(
T̃a→0 = k

)
= P

(
Xa

a ◦ θτa
starts in Vk

a

)

=
∑

n

P
(
τa = n, Xa

a ◦ θn starts in Vk
a

) (5.103)
=
∑

n

P
(
Xa

a (t) 6= 0, t < n, Xa
a ◦ θn starts in Vk

a

)

= P
(
Xa

a starts in Vk
a

) ∑

n

P (Xa
a (t) 6= 0, t < n) .En sommant sur k, on a

1 =
∑

n

P (Xa
a (t) 6= 0, t < n)

∑

k

P
(
Xa

a starts in Vk
a

)
. (5.104)Or ⋃

k

{Xa
a starts in Vk

a} = {Xa
a starts in Ua} , (5.105)d'où ∑

n

P (Xa
a (t) 6= 0, t < n) =

(
P (Xa

a starts in Ua)
)−1

, (5.106)et on obtient (5.100).De la même manière, on montre que
P

(
T̃0→a = k

)
= P

(
X0

a starts in R(Vk
a )
∣∣ X0

a starts in R(Ua)
)

, (5.107)d'où l'égalité des lois en utilisant (5.95) : pour tout k, on a
P

(
T̃a→0 = k

)
= P

(
T̃0→a = k

) (5.108)
�



68 CHAPITRE 5. CVCE ABRUPTE ET MÉTASTABILITÉ POUR LES CNMShonmann utilise ette propriété de la réversibilité dans une situation métastable. Ilpeut ainsi déterminer la trajetoire de sortie du puits d'attration de l'état métastableomme la renversée d'une trajetoire typique de tombée dans e puits.Dans notre formalisme, on va montrer que ette trajetoire typique de tombée est en faitune trajetoire typique de uto�.Proposition 5.9. Sous l'hypothèse (H) de dérive vers zéro, le temps T̃a→0 admet uneonvergene abrupte au temps E

[
T̃a→0].DémonstrationRegarder T̃a→0, 'est regarder le temps d'atteinte de zéro pour une partiule initialementen a onditionnée à ne pas revenir en a ensuite. Le premier pas de la partiule se fait donvers a − 1, et une fois en a − 1, omme elle ne peut pas revenir en a, on peut dé�nir sonévolution à l'aide du proessus X̄a-1
a-1 sur J0, a− 1K dont les transitions p̄i et q̄i sont dé�niesà l'aide de elles de Xa :

{
p̄i = pi et q̄i = qi ∀i < a − 1

p̄a-1 = 0 et q̄a-1 = 1
(5.109)On peut don érire

T̃a→0 = 1 + T̄a-1→0 . (5.110)Et T̄a-1→0 admet une onvergene abrupte au temps E
[
T̄a-1→0]. En e�et la mesure invariante

π̄a-1 du proessus X̄a-1
a-1 s'érit

π̄a-1(x) =

x∏

i=1

p̄i-1
q̄i

π̄a(0) , (5.111)et don le rapport π̄a-1(B̄x)/π̄a-1(x) (où B̄x = Jx, a − 1K) satisfait la ondition (H)
π̄a-1(B̄x)

π̄a-1(x)
=

a-1∑
k=x

k∏

i=x+1 p̄i-1
q̄i

=
a-2∑
k=x

k∏

i=x+1 pi-1
qi

+
a-1∏

i=x+1 p̄i-1
q̄i

(5.112)
=

a-2∑
k=x

k∏

i=x+1 pi-1
qi

+
a-1∏

i=x+1 pi-1
qi

qa-1
<

a-1∑
k=x

k∏

i=x+1 pi-1
qi

,



5.6. DERNIÈRE SORTIE 69puisque dans ette somme la seule transition qui hange entre Xa-1
a-1 et X̄a-1

a-1 est q̄a-1 = 1,alors que qa-1 < 1 par hypothèse.On a don
π̄a-1(B̄x)

π̄a-1(x)
<

πa(Bx)

πa(x)
=

a∑

k=x

k∏

i=x+1 pi-1
qi

, (5.113)et omme on a supposé que le rapport πa(Bx)/πa(x) est borné uniformément en a (H), ilen est de même pour π̄a-1(B̄x)/π̄a-1(x).Par le théorème 5.3 on en déduit que T̄a-1→0 admet une onvergene abrupte au temps
E
[
T̄a-1→0]. 'est-à-dire que T̄a-1→0/E

[
T̄a-1→0] onverge vers 1 en probabilité.Maintenant, omme T̃a→0 = 1 + T̄a-1→0, on a aussi

E

[
T̃a→0] = 1 + E

[
T̄a-1→0] , (5.114)et on a

T̃a→0
E

[
T̃a→0] =

1 + T̄a-1→0
1 + E

[
T̄a-1→0] (5.115)

=

(
1

E
[
T̄a-1→0] +

T̄a-1→0
E
[
T̄a-1→0])  1

1 + 1

E[T̄a-1→0] ,or 1/E
[
T̄a-1→0] tend vers zéro, et don T̃a→0/E

[
T̃a→0] onverge vers 1 en probabilité, et

T̃a→0 admet une onvergene abrupte au temps E

[
T̃a→0].

�
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Chapitre 6Modèle d'EhrenfestOn présente ii une version du modèle �historique� d'Ehrenfest.Après avoir rappelé le modèle original et disuté des nombreux travaux auquel il a donnélieu (setion 6.1), on présente notre version du modèle qui rentre dans le adre des haînesde naissane et de mort du hapitre préédent (setion 6.2).On va montrer que bien qu'il ne satisfasse pas les hypothèses du hapitre préédent, laonvergene abrupte et la métastabilité ont lieu (setion 6.4). Les aluls sont faits dans lasetion 6.3.6.1 IntrodutionLe modèle d'Ehrenfest, introduit par P. et T. Ehrenfest en 1907 (voir �The Conep-tual Foundations of the Statistial Approah in Mehanis� [23℄), modélise les éhangesde partiules de gaz entre deux réservoirs, ou enore les éhanges de haleur entre deuxorps isolés de températures di�érentes. A l'origine, les Ehrenfest ont utilisé e modèle pourdéfendre l'approhe de Boltzmann qui expliquait la thermodynamique à partir de la théo-rie inétique des gaz, et résoudre le paradoxe apparent entre la réversibilité des évolutionsméaniques (au niveau mirosopique), et l'irréversibilité (marosopique) des phénomènesthermodynamiques. M. Ka disute de es aspets dans son artile 1947 �Random Walkand the Theory of Brownian Motion� [31℄.Essentiellement, le modèle d'Ehrenfest pour N partiules est équivalent à la marhealéatoire sur le ube de dimension N {−1, 1}N (ou hyperube). On trouvera en appendieune dé�nition préise de la marhe aléatoire sur le ube en temps disret, ainsi que le lienave le modèle d'Ehrenfest original.Dans �Asymptoti Analysis of a Random Walk on a Hyperube with Many Dimensions�[20℄, Diaonis étudie la marhe aléatoire sur le ube de dimension N . En utilisant le mo-dèle à temps ontinu, et par des arguments d'analyse de Fourier, il montre qu'il y a unphénomène de uto� au temps (1/4) N log N dans la onvergene à l'équilibre du système.71



72 CHAPITRE 6. MODÈLE D'EHRENFESTLa notion de uto� utilisée (f (3.2)) est elle de la onvergene en variation totale de laloi du proessus au temps t vers la mesure d'équilibre du système, qui dans e adre est lamesure uniforme sur le ube (9.24).Notre approhe de la onvergene abrupte et de la métastabilité ne peut prendre en ompteun tel modèle, puisqu'une énergie assoiée à la mesure uniforme (f (5.8)) serait onstanteet ne présenterait don pas de puits d'attration. On ne pourrait don pas aratériserl'équilibre par un état au sens où on l'entend en physique. En e�et, dans l'approhe phy-siienne les états sont des on�gurations du système, alors que pour les probabilistes lesétats sont des mesures de probabilité.Par ontre, notre approhe physiienne adre tout à fait ave le modèle original d'Ehren-fest. En e�et, elui-i onsiste à ompter le nombre de partiules dans une des deux urnes(voir en appendie la desription réduite du modèle). C'est une marhe aléatoire entre 0et N , ave une dérive vers N/2.L'équilibre thermodynamique se situe don autour de N/2, qui est l'état qui pour nous a-ratérise l'équilibre. C'est l'état qui minimise l'énergie (5.8) assoiée à la mesure invariante(9.27) (N/2 orrespond à lN au hapitre 4). Le pro�l énergétique est don un puits entréautour de N/2. Si la haîne ommene en 0 (ou en N), elle est attirée vers le fond du puits,et on va montrer que ette trajetoire orrespond au phénomène de onvergene abrupte.Par ontre, lorsqu'elle est en N/2, elle doit �remonter la pente� pour atteindre 0 ou N/2.On va montrer que ette trajetoire orrespond à la trajetoire de sortie de l'équilibre (voirles hapitres 4 et 5), et qu'elle a un omportement métastable.Pour des raisons de symétrie évidentes, on voit bien que le problème de la sortie dupuits d'attration de N/2, est en fait le problème de remonter la pente, et que le ompor-tement ne di�ère pas, suivant qu'on herhe à atteindre 0 ou N . Le modèle qu'on proposeau paragraphe suivant est un demi modèle d'Ehrenfest, et rentre dans le adre des haînesde naissane et de mort entre 0 et a du hapitre préédent. C'est le pro�l entre N/2 et Ndu modèle original que l'on translaté entre 0 et a (voir Fig. 6.1).
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6.2. MODÈLE 73résultats de onvergene abrupte et de métastabilité sont onservés, et nos démonstrationsrestent valables. Cei est dû à la vitesse relative de la borne Ka par rapport à elle dutemps moyen de tombée à l'équilibre. Nous développerons plus en détail la omparaisonentre les deux modèles au hapitre suivant.Le modèle d'Ehrenfest, la marhe aléatoire sur l'hyperube et diverses généralisationsde es modèles ont été largement étudiés. Parmi es nombreux travaux, itons M. Ka [31℄,qui alule les probabilités de transition pk(x, y) pour tous x, y et tout k, et les temps deretours pour le modèle d'Ehrenfest original en temps disret. Ces aluls sont égalementdémontrés et généralisés dans les artiles de Takás [52, 36℄. Karlin et MGregor s'inté-ressent aux généralisations à plusieurs urnes du modèle d'Ehrenfest en temps ontinu [32℄.Plus en rapport ave notre problématique, Bellman et Harris regardent le modèle d'Eh-renfest à 2n partiules en temps ontinu. Ave des outils d'analyse, ils montrent que si
k/n ≤ λ < 1, le rapport Tn→k/E [Tn→k] onverge en loi vers une variable exponentiellede paramètre un [6℄. Ils montrent en fait la métastabilité pour la trajetoire de sortie del'équilibre (ii l'état n est l'état d'équilibre, et la ondition k/n ≤ λ < 1 impose que
(n − k) −−−→

n→∞
∞).Dans le même esprit, mais toujours sans parler de métastabilité, Bingham [8℄ montre lalimite exponentielle pour le temps de passage au sommet opposé pour la marhe aléatoiresur l'hyperube, 'est-à-dire le temps d'atteinte de (1, . . . , 1) partant de (0, . . . , 0). Il dé-ompose la trajetoire en trois parties : de l'origine à la �bande entrale� des états typiques,puis de nombreuses exursions sans suès pour quitter ette �bande entrale�, et en�n unedernière exursion jusqu'en (1, . . . , 1), et préise que le aratère exponentiel provient de laseonde partie. Au vu des résultats du hapitre 5, on peut maintenant préiser : la premièrepartie orrespond à la onvergene abrupte, la seonde à la métastabilité, et la dernièreexursion est la renversée temporelle d'une trajetoire de uto�.Citons en�n les travaux de Matthews [39℄, qui donne un ouplage et un temps uniformefort pour la variation totale et la séparation pour la marhe aléatoire sur le ube. Ceux deBurdzy et Kendall [11℄, qui onstruisent un ouplage e�ae dont le temps de ouplage estde l'ordre de n log n. et en�n eux de Bovier, qui disute ertains aspets de la métastabilitépour la marhe aléatoire sur le ube dans [9℄.6.2 ModèleOn onsidère don la haîne de naissane et de mort sur J0, aK à temps disret dont lestransitions sont

pi =
a − i

2a
, et qi =

a + i

2a
. (6.1)Comme qi > 1/2 pour tout i > 0, et que pi > 0 pour tout i < a elle est uniformémentirrédutible. De plus, lorsque a est �xé, la haîne est à espae d'états �ni, don réurrentepositive et admet une unique mesure de probabilité invariante πa. On peut la déterminerar la haîne est réversible par rapport à πa.



74 CHAPITRE 6. MODÈLE D'EHRENFESTSoit x ∈ J0, aK, par dé�nition de la réversibilité on a πa (x − 1) px-1 = πa (x) qx, d'où
πa (x) =

x∏

i=1

pi-1
qi

πa (0) =
x∏

i=1

a − i + 1

a + i
πa (0) . (6.2)ave, en utilisant la normalisation∑a

k=0 πa (k) = 1

1

πa (0)
=

a∑

k=0

k∏

i=1

pi-1
qi

=
a∑

k=0

k∏

i=1

a − i + 1

a + i
. (6.3)On va montrer que e modèle satisfait une ondition (H′) un peu plus générale quela ondition (H) du hapitre 5 (Convergene abrupte et métastabilité pour les haînes denaissane et de mort), et qu'on a aussi onvergene abrupte de a vers 0, métastabilité de 0vers a, et que la dernière sortie qui emmène la partiule de 0 à a est la renversée temporelled'une trajetoire de uto�.6.3 Quantités remarquablesOn s'intéresse au omportement asymptotique en a du modèle, et on a besoin desestimations suivantesProposition 6.1. Soit Bx = Jx, aK, on a1. pour tout x ∈ J0, aK :

πa(Bx)

πa(x)
6

1

πa(0)
, (6.4)2. et asymptotiquement en a :

1

πa(0)
∼

√
a , E [Ta→0] ∼ a ln a , (6.5)Où le symbole ∼ signi�e que les deux quantités omparées sont asymptotiquementéquivalentes à des onstantes près : ua ∼ va équivaut à ∃ C1, C2 > 0 telles que

C1 ≤ lim
a→∞

ua

va

≤ C2 . (6.6)DémonstrationOn a
Ax :=

πa(Bx)

πa(x)
=

a∑

k=x

πa(k)

πa(x)
=

a∑

k=x

k∏

i=x+1

pi-1
qi

=

a∑

k=x

k∏

i=x+1

a − i + 1

a + i
(6.7)
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Ax est déroissante en x, en e�et

Ax = 1 +

a∑

k=x+1

k∏

i=x+1

a − i + 1

a + i

= 1 +
a − x

a + x + 1

a∑

k=x+1

k∏

i=x+2

a − i + 1

a + i

= 1 +
a − x

a + x + 1
Ax+1Don

Ax − Ax+1 = 1 − 2x + 1

a + x + 1
Ax+1 (6.8)Or on peut majorer

Ax+1 =

a∑

k=x+1

k∏

i=x+2

a − i + 1

a + i

<
a∑

k=x+1

(
a − x

a + x + 1

)(k−x−1)

=
a−x−1∑

k=0

(
a − x

a + x + 1

)k

<
1

1 − a−x
a+x+1

=
a + x + 1

2x + 1Et la di�érene Ax −Ax+1 est stritement positive, e qui montre la première assertion dela proposition.Montrons maintenant que 1

πa(0)
∼

√
a. En réordonnant les numérateurs de la façonsuivante

k∏

i=1

pi-1
qi

=
k∏

i=1

pk−i

qi

(6.9)on érit
1

πa(0)
=

a∑

k=0

k∏

i=1

a − i + 1

a + i
=

a∑

k=0

k∏

i=1

a − k + i

a + i
(6.10)



76 CHAPITRE 6. MODÈLE D'EHRENFESTQu'on peut majorer
1

πa(0)
<

a∑

k=0

(
a

a + k

)k

=

a∑

k=0

exp

(
−k ln(1 +

k

a
)

)

6

a∑

k=0

exp

(
− k2

a + k

)

6

a∑

k=0

exp

(
−k2

2a

)en utilisant ln z >
z − 1

z
, puis a + k 6 2a.Finalement, on utilise la omparaison somme intégrale, pour une fontion f déroissanteet positive, on a

∞∑

k=1

f(k) <

∫ ∞

0

f(y) dy (6.11)D'où
1

πa(0)
< 1 +

∫ ∞

0

exp

(
− y2

2a

)
dy = 1 +

√
a

∫ ∞

0

exp

(
−y2

2

)
dy = 1 +

√
a

√
π

2
(6.12)Pour la minoration, on part de (6.10)

1

πa(0)
>

a∑

k=0

(
a − k

a

)k

=
a∑

k=0

exp

(
k ln(1 − k

a
)

)

>

a− a
λ∑

k=0

exp

(
−λ

k2

a

)En utilisant la minoration ln(1 − z) >
z

z − 1
> −λ z, valable pour tout z < 1 − 1

λ
ave

λ > 1 �xé.Don, en utilisant la omparaison somme intégrale
b∑

k=0

f(k) >

∫ b+1

0

f(y) dy (6.13)toujours pour une fontion f déroissante, on peut minorer
1

πa(0)
>

∫ a− a
λ

0

exp

(
−λ

y2

a

)
dy =

√
a

λ

∫ fλ(a)

0

exp
(
−y2

)
dy (6.14)
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√

aλ −
√

a

λ
=

√
a

(
λ − 1√

λ

), qui est roissante en a.Don pour tout c tel que 0 < c <
√

π/2, et pour a assez grand
∫ fλ(a)

0

exp
(
−y2

)
dy > c (6.15)et �nalement ave C =

c√
λ

1

πa(0)
> C

√
a (6.16)L'approximation de 1

πa(0)
déoule de (6.12) et (6.16).Il nous reste maintenant à estimer E [Ta→0]. D'après (5.30), on a

E [Ta→0] =
a∑

x=1

E [Tx→x-1] =
a∑

x=1

πa(Bx)

qx πa(x)
= 2a

a∑

x=1

1

a + x

πa(Bx)

πa(x)
. (6.17)Don on peut majorer

πa(Bx)

πa(x)
<

a∑

k=x

(
a − x

a + x

)(k−x)

=

a−x∑

k=0

(
a − x

a + x

)k (6.18)
<

1

1 − a−x
a+x

=
a + x

2x
.D'où

E [Ta→0] < a

a∑

x=1

1

x
= a

(
1 +

a∑

x=2

1

x

)
< a (1 + ln a) (6.19)Pour �nir la démonstration de la proposition, on herhe une minoration asymptotiquede E [Ta→0]. Pour ela on va minorer πa(Bx)

πa(x)
par une fontion qui nous donne l'ordre degrandeur en a ln a de e temps moyen.On a

πa(Bx)

πa(x)
=

a∑

k=x

k∏

i=x+1

a − i + 1

a + i
=

a∑

k=x

k−x∏

i=1

a − k + i

a + x + i
, (6.20)en réordonnant les numérateurs omme dans (6.10).On peut don minorer

πa(Bx)

πa(x)
>

a∑

k=x

(
a + 1 − k

a + x + 1

)(k−x)

=

a−x∑

k=0

(
a + 1 − x − k

a + x + 1

)k (6.21)



78 CHAPITRE 6. MODÈLE D'EHRENFESTOn va à nouveau utiliser une approximation de la somme par l'intégrale, et minorer lafontion à intégrer.Pour tous a et x, on a
ey ln(a+1−x−y

a+x+1 ) > e−K y
√

a+x

a+x , (6.22)pour tout y 6 a+1−x− (a + x + 1) e−K
√

a+x

a+x := lys(a, x), où K est une onstante �xée.En e�et
ey ln(a+1−x−y

a+x+1 ) > e−K y
√

a+x

a+x

⇐⇒ y ln

(
a + 1 − x − y

a + x + 1

)
> −K y

√
a + x

a + x

⇐⇒ ln

(
a + 1 − x − y

a + x + 1

)
> −K

√
a + x

a + x
(6.23)

⇐⇒
(

a + 1 − x − y

a + x + 1

)
> e−K

√
a+x

a+x

⇐⇒ a + 1 − x − y > (a + x + 1) e−K
√

a+x

a+x

⇐⇒ y 6 lys(a, x) .Et lys(a, x) < a − x, don
πa(Bx)

πa(x)
>

∫ lys(a,x)

0

ey ln(a+1−x−y

a+x+1 ) dy

>

∫ lys(a,x)

0

e−K y
√

a+x

a+x dy (6.24)
=

1

K

a + x√
a + x

(
1 − e−K lys(a,x)

√
a+x

a+x

)
.Or L(a, x) = lys(a, x)

√
a + x

a + x
satisfait asymptotiquement en a

sup
x6αa

L(a, x) > K , (6.25)pour tous α et K tels que K >
1 + α

α
ln

1 + α

1 − α
, ave 0 < α < 1.En e�et, ette fontion est onave et pour de tels α et K, on a

lim
a→∞

L(a, 0) = K , et lim
a→∞

L(a, αa) = +∞ . (6.26)Don il existe C = Cα,K , tel que pour tout x 6 αa, on ait asymptotiquement en a

πa(Bx)

πa(x)
> C

a + x√
a + x

, (6.27)



6.4. RÉSULTATS 79d'où, pour a su�samment grand
E [Ta→0] = 2a

a∑

x=1

1

a + x

πa(Bx)

πa(x)

> 2C a

⌊αa⌋∑

x=1

1√
a + x

> 2C a

∫ αa

1

1√
a + x

dx (6.28)
= 2C a

∫ √
a+αa

√
a+1

1

x
dx

= 2C a ln

√
a + αa√
a + 1

> 2C a ln
(
α
√

a
)

= C a
(
ln a + ln α2

)
,e qui termine la démonstration de la proposition.

�RemarqueComme hoix de α et K, on peut prendre α = 1
2
et K = 4, e qui donne C ∼ 1

4
.La fontion lys(a, x) est elle aussi onave et lim

a→∞
lys(a, 0) = lim

a→∞
lys(a, αa) = +∞ , donelle est stritement positive pour tout x ∈ J0, αaK ave a assez grand, et la onstante

C = Cα,K dans (6.27) est positive.6.4 RésultatsComme on l'a préisé en introdution de e hapitre, notre modèle ne satisfait pas laondition (H). Néanmoins, on a
(H′)

πa(Bx)

πa(x)
< Ka , (6.29)où Ka tend vers l'in�ni lorsque a tend vers l'in�ni.Bien qu'on ne puisse appliquer diretement les résultats du hapitre 5, les démonstrationsfontionnent toujours.Théorème 6.2. Pour le modèle d'Ehrenfest entre 0 et a dé�ni i-dessus , on a� onvergene abrupte pour le temps de tombée Ta→0 au temps E [Ta→0] ∼ a ln a,� métastabilité pour le temps de sortie T0→a,� la dernière sortie est la renversée temporelle d'une trajetoire de uto�.



80 CHAPITRE 6. MODÈLE D'EHRENFESTDémonstrationConvergene abrupte :Comme ii, on a pour tout x ∈ J0, aK

1

qx

< 2 et πa(Bx)

πa(x)
6

1

πa(0)
∼

√
a := Ka , (6.30)en se reportant à la démonstration du théorème 5.3, on a

lim
a→∞

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) < lim
a→∞

4K2
a

E [Ta→0] = lim
a→∞

a

a ln a
= 0 (6.31)Et d'après la proposition 3.2, il y a onvergene abrupte pour la trajetoire de tombéeà l'équilibre : Ta→0 onverge abruptement au temps E [Ta→0], qui est de l'ordre de a ln a(proposition 6.1).Métastabilité :D'après le lemme 5.1, on a

P (T0→a < T0→0) =
p0

a−1∑

k=0

k∏

i=1

qi

pi

=
1

2

a−1∑

k=0

k∏

i=1

a + i

a − i

. (6.32)
Ave a−1∑

k=0

k∏

i=1

a + i

a − i
>

a−1∏

i=1

a + i

a − i
> (a − 1)(2a − 1) ∼ a2 .Et ave (6.19), on obtient pour a grand

E [Ta→0] P (T0→a < T0→0) <
1

a
(1 + ln a) −−−→

a→∞
0 (6.33)Don le lemme 5.4 est véri�é. Comme on a la onvergene abrupte, le lemme 5.5 l'est aussi,et on peut faire fontionner la démonstration du théorème 5.6 : le temps de sortie T0→a aun omportement métastable.Dernière sortie :On a dé�ni la dernière sortie T̃0→a dans la setion 5.6. Le fait qu'elle soit la renversée d'unetrajetoire typique de uto� repose sur les propositions 5.7, 5.8 et 5.9.Les propositions 5.7 et 5.8 ne dépendent pas de la ondition (H), et sont vraies pour toutehaîne de naissane et de mort irrédutible sur J0, aK. Don les variables T̃a→0 et T̃0→adé�nies au hapitre préédent (setion 5.6) suivent la même loi.Pour montrer que T̃a→0 admet une onvergene abrupte au temps E

[
T̃a→0], on se reporteà la démonstration de la proposition 5.9 :On a

π̄a-1(B̄x)

π̄a-1(x)
<

πa(Bx)

πa(x)
≤ Ka , (6.34)



6.4. RÉSULTATS 81et don T̄a-1→0 admet une onvergene abrupte au temps E
[
T̄a-1→0].En e�et, les transitions de X̄a-1

a-1 et de Xa ne di�èrent que sur les dernières valeurs (a et
a − 1), et elles i n'interviennent pas dans les aluls de la proposition 6.1 pour minorerasymptotiquement E [Ta→0] par C a (ln a + ln α2) (6.28).On a don E

[
T̄a-1→0] & a ln a,et

lim
a→∞

Var
( T̄a-1→0

E
[
T̄a-1→0]) < lim

a→∞

a

a ln a
= 0 . (6.35)Pour onlure, on utilise le fait que T̃a→0 = 1 + T̄a-1→0, et on a la onvergene abrupte de

T̃a→0 au temps E

[
T̃a→0], omme dans la démonstration de la proposition 5.9.

�Remarque : e qui nous permet ii de montrer la onvergene abrupte, la métastabilitéet la dernière sortie, 'est que la borne Ka de la ondition (H′) est telle que
lim
a→∞

K2
a

E [Ta→0] = 0 . (6.36)Dans le hapitre suivant, nous disutons des di�érenes entre les onditions (H) et (H′),et énonçons le résultat le plus général ave ette approhe (théorème 7.2).
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Chapitre 7Cadre généralOn vient de voir que le modèle d'Ehrenfest ne satisfaisait pas l'hypothèse (H) du ha-pitre 5, mais qu'on pouvait adapter les démonstrations des théorèmes 5.3 et 5.6 dans eas et prouver la onvergene abrupte et la métastabilité.Dans e hapitre on va disuter des di�érenes entre les haînes de naissane et de mortdu hapitre 5 et le modèle d'Ehrenfest (setion 7.1 à 7.3). On introduit ensuite un modèledit �hybride�, qui onserve ertaines des propriétés des haînes de naissane et de mort duhapitre 5 et du modèle d'Ehrenfest, de telle façon qu'on puisse lui appliquer l'approhedévelopée au hapitre 5 (setion 7.4).Cette disusion nous onduit à regrouper nos résultats, et on présente le adre le plus gé-néral possible dans lequel on peut utiliser notre approhe (setion 7.5).Dans la dernière setion (setion 7.6), on montre que pour le modèle d'Ehrenfest et lemodèle �hybride�, on a des onditions plus faibles pour montrer la onvergene abrupte etla métastabilité, si on regarde les temps d'atteinte et de sortie d'une région J0, baK (et nonplus seulement d'un état), �aratéristique� de l'équilibre.7.1 L'hypothèse (H)Les haînes de naissane et de mort qu'on onsidère au hapitre 5 sont des marhesaléatoires sur J0, aK, de transitions pi (vers la droite) et qi (vers la gauhe), uniformémentirrédutibles, i.e. telles que uniformément en a les transitions ne s'annulent pas (sauf éven-tuellement pa et q0).La mesure invariante d'une telle haîne est
πa(x) =

x∏

i=1

pi-1
qi

πa(0) , (7.1)ave
πa(0) = 1/

a∑

x=0

x∏

i=1

pi-1
qi

. (7.2)83



84 CHAPITRE 7. CADRE GÉNÉRALOn suppose que nos haînes sont telles que la quantité
Ax :=

πa(Bx)

πa(x)
, (7.3)où Bx = Jx, aK, est uniformément bornée en a.C'est à dire qu'il existe K tel que pour tout x et pour tout a on ait

(H) Ax :=
πa(Bx)

πa(x)
< K . (7.4)On a vu dans e même hapitre que

Ax :=
πa(Bx)

πa(x)
=

a∑

k=x

k∏

i=x+1

pi-1
qi

. (7.5)Supposer que ette quantité est bornée pour tout x implique que A0 = 1/πa(0) est borné.Or on a vu au hapitre 2 (2.14), qu'une ondition néessaire et su�sante pour qu'unehaîne de naissane et de mort sur N soit réurrente positive est
∞∑

x=1

x∏

i=1

pi-1
qi

< ∞ . (7.6)La ondition (H) peut don s'interpréter omme une sorte de �réurrene positive à la li-mite�. Si de plus les transitions pi et qi ne dépendent pas de a, on peut parler de réurrenepositive du modèle limite, ar dans e as la quantité dans (7.6) est la limite de A0 lorsque
a tend vers l'in�ni.Ces modèles, qu'on appellera modèles à transitions �indépendantes� de a par référeneau modèle (p, q) présenté au hapitre 5 (setion 5.2), nous fournissent l'exemple type demodèles qui satisfont l'hypothèse (H).7.2 Modèles à transitions �indépendantes� de aOn rappelle le modèle (p, q) random walk de la setion 5.2, où les transitions sontonstantes pour tout x

px = p, et qx = q ∀x = 0, . . . , a , (7.7)ave p + q = 1, et où pour avoir la dérive qui pousse vers zéro, on suppose que q > p.Ce modèle satisfait l'hypothèse (H) ave K = q/(q − p), et on a vu dans la setion 5.2,omment elle se traduisait en termes de mesure invariante et de pro�l énergétique.



7.2. MODÈLES À TRANSITIONS �INDÉPENDANTES� DE A 85Rappel :� e qui fait marher la démonstration du théorème 5.3, 'est qu'on a
Var
( Ta→0

E [Ta→0]) ≤ 2 Kq K2

E [Ta→0] et don lim
a→∞

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) = 0 ,ar E [Ta→0] ≥ a → ∞.Don les onditions de la proposition 3.2 sont véri�ées et Ta→0
E [Ta→0] P−−−→

a→∞
1.� dans la démonstration du théorème 5.6, on montre d'abord que

lim
a→∞

P (T0→a < T0→0) E [Ta→0] = 0 .Ave la onvergene abrupte en plus, on montre que
lim
a→∞

P (T0→a ≤ Ta→0) = 0 ,et don en utilisant le ouplage et le nombre Na de retours en zéro avant d'atteindre
a pour la première fois, on a :

E [Ta→0]
E [T0→a]

∼ 1

E [Na]
= P (T0→a ≤ Ta→0) −−−→

a→∞
0 .Il y a deux éhelles de temps, et don T0→a

E [T0→a]

L−−−→
a→∞

exp(1).Ii, omme q > 1/2, on peut prendre Kq = 2 pour la borne supérieure des (1/qx) (voirla démonstration du théorème 5.3).On a dans e as des estimations préises pour les temps moyen de tombée et de sortie :
E [Ta→0] ∼ a

q − p
, et E [T0→a] ∼

(
q

p

)a

, (7.8)et pour la probabilité partant de zéro d'atteindre a avant de revenir en zéro (qui intervientdans la démonstration du théorème 5.6) :
P (T0→a < T0→0) ∼ (p

q

)a-1
. (7.9)On peut généraliser e modèle en onsidérant un modèle à transitions uniformémentbornées en a :

q = min
i

qi > max
i

pi = p . (7.10)Dans e as, on a les mêmes bornes K et Kq que préédemment et les estimations
E [Ta→0] . Kq K a , E [T0→a] &

(
q

p

)a

, et P (T0→a < T0→0) .

(
p

q

)a-1
. (7.11)



86 CHAPITRE 7. CADRE GÉNÉRALOn peut enore généraliser le modèle, en prenant q = mini qi > maxi pi = p, pour ien dehors d'un ensemble �ni (on autorise don quelques irrégularités dans le pro�l énergé-tique).Remarque : pour es modèles, on a pas besoin d'avoir une approximation préise de
E [Ta→0], pour montrer la onvergene abrupte, il nous su�t d'utiliser E [Ta→0] ≥ a → ∞.7.3 Cas EhrenfestLa di�érene du modèle d'Ehrenfest par rapport aux modèles préédents, 'est que sestransitions dépendent de a :

pi =
a − i

2a
, et qi =

a + i

2a
. (7.12)Dans e as, on a mini qi = maxi pi = 1

2
, et

lim
a→∞

pi = lim
a→∞

qi =
1

2
, (7.13)pour tout i ≤ ba, ave ba/a −−−→

a→∞
0.C'est la raison pour laquelle Ax n'est pas uniformément borné en a et que la ondition (H)n'est pas satisfaite.Néanmoins, on a

(H′)
πa(Bx)

πa(x)
< Ka , (7.14)ave Ka −−−→

a→∞
∞.Et le théorème 5.3 reste vrai, ar Kq K2

a

E [Ta→0] −−−→a→∞
0 .En e�et, on a 1/qx ≤ Kq = 2, et les approximations Ka ∼ √

a, et E [Ta→0] ∼ a log a .Ave la ondition (H′), on garde une ertaine forme de déroissane exponentielle de lamesure invariante, puisqu'elle implique que
πa(x) ≤

(
1 − 1

Ka

)x

= e−αax , (7.15)ave αa = − log
(
1 − 1

Ka

), qui est stritement positif lorsque a est �xé.Et on a don une minoration du pro�l énergétique
H(x) ≥ log πa(0) + αax . (7.16)La di�érene ave les modèles qui satisfont (H), est qu'ii on a αa −−−→

a→∞
0.



7.3. CAS EHRENFEST 87En analogie ave les haînes de naissane et de mort sur N vues au hapitre 2, on peutinterpréter la ondition (H′) omme une sorte de �réurrene nulle à la limite� (f (2.16)).Un exemple de haîne réurrente nulle est la marhe aléatoire symétrique sur N, dontles transitions sont égales et onstantes : p = q = 1/2. Mais si on prend la restrition deette haîne à J0, aK, nos résultats ne s'appliquent pas.En e�et, dans e as la mesure invariante est la mesure uniforme sur J0, aK

πa(x) = πa(0) =
1

a + 1
, ∀x ∈ J0, aK , (7.17)et on a don Ax = a − x + 1 ≤ Ka = a + 1 pour tout x.Dans e as le temps moyen pour aller de a à zéro est

E [Ta→0] =

a∑

x=0

Ax

qx
= 2

a∑

x=0

x = a(a + 1) , (7.18)et on ne peut pas appliquer la démonstration du théorème 5.3, ar K2
a

E [Ta→0] −−−→a→∞
1 .On a pas non plus la métastabilité, puisque pour des raisons de symétrie évidentes ona E [T0→a] = E [Ta→0].Ce qui est normal puisque omme on l'a déjà vu, notre approhe du phénomène n'estpas ompatible ave la mesure uniforme, qui donne un pro�l énergétique plat.Mais on a vu (7.13) que les transitions en un site i du modèle d'Ehrenfest tendaientvers 1/2, pour tout i ≤ ba où ba/a −→ 0.De plus, en regardant les aluls que l'on a fait au hapitre préédent pour estimer Ka et

E [Ta→0] pour le modèle d'Ehrenfest, on s'aperçoit que les états prohes de zéro ontribuentpeu dans les estimations, et que la ontribution prinipale provient des états situés à partird'un ertain rang.Lorsqu'on minore E [Ta→0], on peut supposer que x ≥ αa1−ε, et on onserve le même ordrede grandeur.En e�et, d'après (6.27) on a
πa(Bx)

πa(x)
> C

a + x√
a + x

, (7.19)pour tout x 6 αa, où C est une onstante qui dépend de 0 < α < 1 (rappel : on peutprendre α = 1/2 et C = 1/4). Et on obtient la minoration asymptotique (6.28)
E [Ta→0] > 2C a

⌊αa⌋∑

x=1

1√
a + x

& 2C a ln
√

a = C a ln a , (7.20)



88 CHAPITRE 7. CADRE GÉNÉRALen passant par l'approximation somme intégrale
⌊αa⌋∑

x=1

1√
a + x

& ln

√
a + αa√
a + 1

∼ ln
(
α
√

a
)

. (7.21)Or on peut ouper ette somme, en gardant les x ≥ αa1−ε, e qui donne
⌊αa⌋∑

x=⌈αa1−ε⌉

1√
a + x

& ln

√
a + αa√

a + αa1−ε
∼ ln aε , (7.22)et �nalement, on a le même ordre de grandeur dans la minoration

E [Ta→0] & C ε a ln a . (7.23)Remarque : on peut garder uniquement les x ≥ a1−ε, et on a E [Ta→0] & C ε a ln α a.De même dans la majoration de Ka, on peut prendre les x ≥ a
1
2
−ε, et on garde l'ordrede grandeur en √

a.En e�et, pour majorer 1/πa(0) (voir 6.12), on utilise l'intégrale
∫ ∞

0

exp

(
− y2

2a

)
dy =

√
a

∫ ∞

0

exp

(
−y2

2

)
dy . (7.24)Or si on oupe en a

1
2
−ε, la première partie de l'intégrale est un o(

√
a) :

∫ a
1
2−ε

0

exp

(
− y2

2a

)
dy =

√
a

∫ a−ε

0

exp

(
−y2

2

)
dy = o(

√
a) . (7.25)Et 'est la seonde partie de l'intégrale qui est d'ordre √

a.Les états qui ontribuent le plus dans ette estimation sont don les x ≥ a
1
2
−ε.7.4 Modèle hybrideLes remarques que l'on a faites i dessus nous amènent à onsidérer un modèle �hybride�entre le modèle d'Ehrenfest et les modèles à transitions indépendantes de a.Puisque les états prohes de zéros ontribuent peu dans le omportement du modèle d'Eh-renfest, on veut garder de e modèle le fait que les transitions en un site i tendent vers

1/2, pour tout i ≤ ba où ba/a −→ 0. Et on veut qu'à partir de e rang ba, notre modèlesatisfasse la ondition (H).



7.4. MODÈLE HYBRIDE 89On suppose don que pi = qi = 1/2 pour tout i < ba, et qu'à partir de ba, on a unifor-mément en a :
q = min

i≥ba

qi > max
i≥ba

pi = p (7.26)La question qu'on se pose est : jusqu'où peut on prendre pi = qi = 1/2 en onservantla onvergene abrupte et la métastabilité ?Quelques aluls nous permettent d'obtenir un enadrement de Ax = πa(Bx)/πa(x).Soit K = q/(q − p), et K̄ = q̄/(q̄ − p̄), où q̄ = maxi≥ba
qi et p̄ = mini≥ba

pi, qui eststritement positif ar on a supposé le modèle uniformément irrédutible.On a
K̄ < Ax < K , ∀ x ≥ ba , (7.27)et

ba − x + K̄ < Ax < ba − x + K , ∀ x < ba . (7.28)La ondition (H) est satisfaite à partir de ba, puisque pour tout x ≥ ba : Ax < K.Et pour x < ba, (H′) est satisfaite ave Ka = ba + K.On obtient ainsi une ondition su�sante sur ba pour avoir la onvergene abrupte et lamétastabilité pour le modèle hybride.Proposition 7.1. Si ba est tel que
b2
a

a
−−−→
a→∞

0 , (7.29)alors Ta→0 onverge abruptement au temps E [Ta→0], le temps de sortie T0→a a un ompor-tement métastable, et la dernière sortie T̃a→0 est la renversée d'une trajetoire de uto�.Démonstration :En e�et, on a la minoration E [Ta→0] & b2
a + aK̄, et don la onvergene abrupte ar

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) ≤ K2
a

E [Ta→0] ≤ (ba + K)2

b2
a + aK̄

−−−→
a→∞

0 , (7.30)si b2
a/a −−−→

a→∞
0.Pour la métastabilité, on a E [Ta→0] . b2

a + 2aK, et en se basant sur le lemme 5.1et la démonstration de (5.29), on a P (T0→a < T0→0) < (p/q)a−ba , en minorant la somme∑a−1
x=0

∏
(qi/pi) par la somme des termes supérieurs à ba.



90 CHAPITRE 7. CADRE GÉNÉRALEt don E [Ta→0] P (T0→a < T0→0) −−−→
a→∞

0.Pour montrer que la dernière sortie est la renversée d'une trajetoire de uto�, il su�t demontrer que T̄a-1→0 admet une onvergene abrupte (voir la démonstration de la proposition5.9).Or E
[
T̄a-1→0] ≥ a − 1, et π̄a-1(B̄x)/π̄a-1(x) < Ka = ba + K, d'où

lim
a→∞

Var
( T̄a-1→0

E
[
T̄a-1→0]) < lim

a→∞

(ba + K)2

a − 1
= lim

a→∞

b2
a

a
= 0 . (7.31)

�On prend don ba ∼ a1/2−ε, et on retrouve les valeurs qui ontribuent le plus dans lesestimations pour le modèle d'Ehrenfest.7.5 GénéralisationOn peut don généraliser les résultats du hapitre 5.En e�et, pour le modèle hybride omme pour le modèle d'Ehrenfest, on voit que lorsquela ondition (H′) est satisfaite ave une ondition sur la vitesse relative de Ka et E [Ta→0](K2
a/E [Ta→0] −−−→

a→∞
0), on peut montrer la onvergene abrupte et la métastabilité.On regroupe es deux onditions :s'il existe Ka −−−→

a→∞
∞ tel que ∀x ∈ J0, aK, on a

(H′′)
πa(Bx)

πa(x)
< Ka , ave K2

a

E [Ta→0] −−−→a→∞
0 , (7.32)Et on a le théorème suivant qui synthétise nos résultatsThéorème 7.2. Soit Xa(t) une famille de haînes de naissane et de mort uniformémentirrédutible sur J0, aK.Si la ondition (H′′) est satisfaite, alors le temps de tombée à l'équilibre Ta→0 onvergeabruptement au temps E [Ta→0], et le temps de sortie T0→a a un omportement métastable.Démonstration :On donne ii seulement les arguments prinipaux de la démonstration. Pour les détails, onse reportera au rappel de la setion 7.2 et aux démonstrations des théorèmes 5.3 et 5.6.Pour montrer la onvergene abrupte de Ta→0 au temps E [Ta→0] on a

Var
( Ta→0

E [Ta→0]) <
Kq K2

a

E [Ta→0] −−−→
a→∞

0 , (7.33)



7.6. TEMPS D'ATTEINTE ET DE SORTIE D'UNE RÉGION 91et la proposition 3.2 s'applique.Pour montrer la métastabilité, on doit montrer que
lim
a→∞

P (T0→a < T0→0) E [Ta→0] = 0 ,et ensuite on onlut en utilisant la onvergene abrupte de Ta→0.On a
E [Ta→0] ≤ a Ka Kq . (7.34)D'après la formule (5.29)

P (T0→a < T0→0) = 1 /
a∑

k=1

πa(0)

qk πa(k)
. (7.35)Or par hypothèse 1/πa(0) < Ka, et d'après (7.15) πa(x) ≤

(
1 − 1

Ka

)x, ∀x.D'où
a∑

k=1

1

qk πa(k)
≥

a∑

k=1

1

πa(k)
>

1

πa(a)
≥
(

1 − 1

Ka

)−a

. (7.36)Or omme Ka −→ ∞, on a
(

1 − 1

Ka

)a

= ea ln(1−1/Ka) ∼ e−a/Ka . (7.37)Et a/Ka −−−→
a→∞

∞, ar
Ka

a
=

Kq K2
a

a Ka Kq

≤ K2
a

E [Ta→0] −−−→
a→∞

0 . (7.38)Don
lim
a→∞

P (T0→a < T0→0) E [Ta→0] ≤ lim
a→∞

a K2
a Kq e−a/Ka = 0 . (7.39)

�7.6 Temps d'atteinte et de sortie d'une régionComme on l'a remarqué ave le modèle d'Ehrenfest, la ontribution des états prohesde zéro est négligeable dans les aluls, et que lima→∞ pi = lima→∞ qi = 1
2
, pour tout

i ≤ ba, ave ba/a −−−→
a→∞

0. En fait, on a la onvergene abrupte et la métastabilité entre baet a, pour un tel ba.Proposition 7.3. Dans le modèle d'Ehrenfest, si ba est tel que ba/a −−−→
a→∞

0, alors il ya onvergene abrupte pour Ta→ba
au temps E [Ta→ba

], et Tba→a a un omportement méta-stable.



92 CHAPITRE 7. CADRE GÉNÉRALDémonstration :En se reportant aux aluls de la setion 6.3, on a
πa(Bx)

πa(x)
> C

a + x√
a + x

, (7.40)pour tout x 6 αa (formule (6.27)), et on peut minorer
E [Ta→ba

] ≥ 2 C a

⌊αa⌋∑

x=ba+1

1√
a + x

∼ 2 C a ln

√
a + αa√

a + ba + 1
(7.41)

= 2 C a ln
(1/

√
a) + α

(1/
√

a) + (ba/a) + (1/a)

∼ 2 C a ln α (a/ba) ,où on peut prendre les onstantes α et C telles que α < 1 et C < 1/2.Et on a la onvergene abrupte de Ta→ba
, ar

Var
( Ta→ba

E [Ta→ba
]

)
≤ K2

a

2 C a ln α (a/ba)
∼ 1

2 C ln α (a/ba)
−−−→
a→∞

0 , (7.42)puisque (a/ba) −−−→
a→∞

∞.Pour la métastabilité, omme d'après (6.18)
πa(Bx)

πa(x)
≤ a + x

2x
, (7.43)pour tout x. On a

E [Ta→ba
] =

a∑

x=ba+1

πa(Bx)

qx πa(x)
≤ a

a∑

x=ba+1

1

x
∼ a ln(a/ba) (7.44)Pour la majoration de P (Tba→a < Tba→ba

), on a une formule analogue à elle du lemme 5.1 :
P (Tba→a < Tba→ba

) = pba
P (Tba+1→a < Tba+1→ba

) = pba

1
∑a−1

k=ba

∏k
ba+1

qi

pi

. (7.45)Or on peut minorer ∑a−1
k=ba

∏k
ba+1

qi

pi
, en prenant les derniers termes de la somme ommedans la démonstration de la métastabilité pour le modèle d'Ehrenfest

a−1∑

k=ba

k∏

ba+1

qi

pi

=
a−1∑

k=ba

k∏

ba+1

a + i

a − i
, >

a−1∏

ba+1

a + i

a − i
> (a − 1)(2a − 1) ∼ a2 . (7.46)
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P (Tba→a < Tba→ba

) <
a − ba

2a

1

a2
, (7.47)et

E [Ta→ba
] P (Tba→a < Tba→ba

) <
a − ba

2a2
ln(a/ba) −−−→

a→∞
0 , (7.48)puisque (a − ba)/2a2 tend vers zéro.

�On observe le même omportement ave le modèle hybride :Proposition 7.4. Dans le modèle hybride, si ba est tel que ba/a −−−→
a→∞

0, alors il y a onver-gene abrupte pour Ta→ba
au temps E [Ta→ba

], et Tba→a a un omportement métastable.Démonstration :Il y a onvergene abrupte pour Ta→ba
ar E [Ta→ba

] ≥ a− ba, et omme Ax < K, ∀ x ≥ ba ,on a
Var
( Ta→ba

E [Ta→ba
]

)
≤ 4 K2

a − ba
−−−→
a→∞

0 . (7.49)Et pour la métastabilité de Tba→a, on utilise une formule analogue à (5.29) pour montrerque P (Tba→a < Tba→ba
) < (1/ba)e

−αa, et don que E [Ta→ba
] P (Tba→a < Tba→ba

) −−−→
a→∞

0.
�On voit que notre problématique peut se ramener au temps d'atteinte et de sortie d'unerégion (ii J0, baK, ave ba/a −−−→

a→∞
0), dès lors qu'il y a une dérive qui pousse la haîne versette région, et qu'on est en présene de deux éhelles de temps.Notre approhe de la onvergene abrupte et de la métastabilité, qui onsiste à regarderles temps d'atteinte d'états �aratéristiques� de l'équilibre (au sens où on l'entend en phy-sique), peut s'étendre à une région qui onentre la mesure d'équilibre, et est don plusaratéristique de et �état� (au sens probabiliste) d'équilibre.
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Chapitre 8Conlusion et perspetivesDans e travail, nous avons utilisé une approhe liée aux temps d'atteinte de ertainsétats pour étudier les phénomènes de onvergene abrupte et de métastabilité. Cette ap-prohe adre tout à fait ave la métastabilité et l'approhe �pathwise� développée par Cas-sandro, Galves, Olivieri et Vares pour la dérire [12℄. Mais on a vu qu'elle était di�érentede elle utilisée pour l'étude du phénomène de uto� par Diaonis, Aldous, Salo�-Coste etYart, basée sur les mesures de probabilité. Elle y est néanmoins équivalente lorsqu'on aa�aire à des modèles d'absorption, et on a vu dans les travaux de Martínez et Yart qu'onpouvait relier les deux (setion 4. �Equivalene of uto�s� de [38℄). On a vu de plus, à la�n du hapitre préédent, qu'on pouvait étendre notre approhe au temps d'atteinte d'unerégion. La taille de ette région étant de l'ordre de la variane de la mesure invariante pourle modèle d'Ehrenfest notamment, ela nous donne bon espoir de relier la onvergeneabrupte ave ette variane : on aurait onvergene abrupte pour atteindre une zone de lataille de la variane dès lors qu'on part su�samment loin de ette zone sous une onditiondu type Var(πa)/E [Ta] −−−→
a→∞

0.Nos modèles sont des marhes aléatoires unidimensionnelles ave dérive, 'est-à-diredont le pro�l énergétique assoié à la mesure invariante présente une pente ou un puitsd'attration. De nombreux modèles pour lesquels la onvergene abrupte a été démontréene rentrent pas dans e adre, mais on a vu ave la marhe aléatoire sur l'hyperube qu'onpouvait la ramener au modèle d'Ehrenfest. Pour les propriétés qui nous intéressent, onpeut souvent (toujours ?) ramener l'étude du modèle dans un adre unidimensionnel.Dès qu'on peut se ramener à un pro�l énergétique, sa onnaissane nous su�t pour dé-montrer la onvergene abrupte et la métastabilité. Notre approhe doit don pouvoir segénéraliser à des pro�ls plus omplexes, du type de eux étudiés par Olivieri et Soppola[42, 43℄ (voir setion 4.6). Leurs travaux prennent en ompte des pro�ls ontenant plusieursminimas loaux sur des espaes très généraux, et ils montrent la métastabilité pour sortirde domaines ontenant plusieurs attrateurs appelés yles. Mais la di�érene ave notreapprohe, est que dans leur as, le paramètre asymptotique est l'inverse de la température
β, et lorsqu'il tend vers l'in�ni, e n'est plus l'état initial ou à atteindre qui tend versl'in�ni, mais les pentes du pro�l qui tendent à être vertiales (les transitions tendent vers95



96 CHAPITRE 8. CONCLUSION ET PERSPECTIVESzéro ou un, suivant qu'on entre ou sort d'un puits d'attration).Nous devrions aussi pouvoir étendre notre approhe aux haînes de naissane et de mortsur un arbre pour lesquelles Martínez et Yart ont démontré le uto�. Nous aimerionségalement généraliser ette approhe à des familles de haînes de Markov quelonques.Notre problématique de départ était de montrer la métastabilité à partir de la seulehypothèse de uto�. Cette question reste ouverte, mais notre travail y répond en partie.En e�et, bien que nous nous appuyons sur la dérive pour montrer la métastabilité, nousutilisons fortement la onvergene abrupte au travers du ouplage (5.54). Cela nous amèneà onjeturer que la onvergene abrupte vers l'équilibre implique la métastabilité de lasortie de l'équilibre par renversée temporelle. Il serait sûrement utile pour ela d'avoir desonditions néessaires et su�santes pour la onvergene abrupte et la métastabilité.L'autre question ouverte est de savoir s'il existe des systèmes pour lesquels on a lamétastabilité, mais pas la onvergene abrupte. Or la métastabilité semble requérir deshypothèses plus faibles, en e�et elle repose sur l'existene d'éhelles de temps di�érentes,alors que la onvergene abrupte néessite une onnaissane plus �ne de la façon dontla onvergene a lieu. Par exemple dans les modèles de Olivieri et Soppola, lorsqu'il ya plusieurs puits imbriqués les uns dans les autres : on doit avoir uto� et métastabilitépour entrer et sortir de haun des puits, mais si on onsidère le plus grand puits, il y amétastabilité pour en sortir, mais sûrement pas uto� pour tomber au fond, puisqu'il fautentrer et sortir de plusieurs puits avant de l'atteindre.Une réponse pourrait être fournie par D. Aldous, qui a proposé un ontre-exemple à laonjeture de Peres en variation totale : il orrespondrait à un as ave métastabilité maissans uto�.Une autre diretion serait de relier notre travail ave la onjeture de Peres. Celle-ipostule que si le produit du temps de mélange par le trou spetral tend vers l'in�ni, alorsil y a uto�. Aldous propose un ontre exemple quand la distane utilisée est la variationtotale, mais elle a été prouvée pour les haînes de naissane et de mort, si la notion de uto�utilise la distane de séparation, par Diaonis et Salo�-Coste dans �Separation ut-o�s forbirth and death hains� [21℄.



Chapitre 9Appendie
9.1 Temps d'atteinte pour les marhes aléatoiresOn onsidère une marhe aléatoire Xx

N(t) à temps disret sur {0, . . . , N}, N ∈ N, d'étatinitial x, et dont les transitions
pi = P

(
X(t + 1) = i + 1

∣∣ X(t) = i
)

,

qi = P
(
X(t + 1) = i − 1

∣∣ X(t) = i
)

,et ri = P
(
X(t + 1) = i

∣∣ X(t) = i
)

,sont telles que : pi + ri + qi = 1, pN = 0, q0 = 0, et pi, qi > 0, i = 1, . . . , N − 1.On s'intéresse au temps moyen pour aller d'un état x à y. On dé�nit pour ela lavariable aléatoire suivante :
Tx→y = inf{t ≥ 0 : Xx

N(t) = y},qui est le premier temps d'atteinte de y pour la haîne partant de x à l'instant zéro, et onveut aluler son espérane en fontion des pi et qi. On le fait en utilisant la méthode deséquations de di�érene (voir [24℄).Proposition 9.1. On a
E [Tj→n] =

n−1∑

k=j

k∑

l=0

1

pl

k∏

i=l+1

qi

pi

(9.1)pour tous n = 1, . . . , N , et j < n.Remarque : Pour alléger la notation, on prend par onvention ∏l
i=l+1 = 1.Démonstration :Soit j ompris entre 1 et n − 1. On va montrer que E [Tj→n], satisfait une équation dedi�érene. 97



98 CHAPITRE 9. APPENDICEEn partitionnant sur la valeur du proessus au premier pas, on a :
E [Tj→n] = pj E

[
Tj→n

∣∣ X(1) = j + 1
]
+ qj E

[
Tj→n

∣∣ X(1) = j − 1
]
+ rj E

[
Tj→n

∣∣ X(1) = j
]

= pj

(
E [Tj+1→n] + 1

)
+ qj

(
E [Tj−1→n] + 1

)
+ rj

(
E [Tj→n] + 1

)Car :
E
[
Tj→n

∣∣ X(1) = i
]

= E [Ti→n] + 1, (9.2)pour i = j − 1, j, j + 1.En e�et, on a :
E
[
Tj→n

∣∣ X(1) = i
]

=
∑

k>0

k P
(
Tj→n = k

∣∣ X(1) = i
)

=
∑

k>0

k P
(
Tj→n = k − 1

∣∣ X(0) = i
)
,d'après la propriété de Markov.Et don :

E
[
Tj→n

∣∣ X(1) = i
]

=
∑

k>0

k P (Ti→n = k − 1)

=
∑

k≥0

(k + 1)P (Ti→n = k)

=
∑

k≥0

k P (Ti→n = k) +
∑

k≥0

P (Ti→n = k)

= E [Ti→n] + 1 .D'où :
E [Tj→n] = pj E [Tj+1→n] + qj E [Tj−1→n] + rj E [Tj→n] + pj + qj + rj

= pj E [Tj+1→n] + qj E [Tj−1→n] + rj E [Tj→n] + 1.

E [Tj→n] satisfait don à l'équation de di�érene suivante :
E [Tj→n] =

pj

pj + qj
E [Tj+1→n] +

qj

pj + qj
E [Tj−1→n] +

1

pj + qj
, (9.3)pour j = 1, . . . , n − 1. Ave les onditions aux bords :

E [T0→n] = E [T1→n] +
1

p0

, et E [Tn→n] = 0 (9.4)On va maintenant résoudre ette équation :Notons Dj = E [Tj→n], et pour tout i, Bi = qi

pi
, ǫi = 1

pi
.Alors (9.3) se réérit, pour tout k < n − 1 :

Dk+1 − Dk = Bk (Dk − Dk−1) − ǫk (9.5)



9.1. TEMPS D'ATTEINTE POUR LES MARCHES ALÉATOIRES 99En itérant, on trouve :
Dk+1 − Dk =

k∏

i=1

Bi (D1 − D0) −
k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi (9.6)Et on a, pour tout j = 1, . . . , n,
Dj =

j−1∑

k=0

(Dk+1 − Dk) + D0. D'où la solution générale de (9.3) :
Dj =

j−1∑

k=0

( k∏

i=1

Bi (D1 − D0) −
k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi

)
+ D0 , (9.7)pour tout j = 1, . . . , n.On fait maintenant intervenir les onditions aux bords (9.4) :On a D1 − D0 = − 1

p0
, e qui donne
Dj =

j−1∑

k=0

( k∏

i=1

Bi
−1

p0
−

k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi

)
+ D0 , (9.8)et omme Dn = 0, on a :

n−1∑

k=0

( k∏

i=1

Bi
−1

p0
−

k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi

)
+ D0 = 0 . (9.9)Don

D0 =

n−1∑

k=0

( k∏

i=1

Bi
1

p0
+

k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi

)
. (9.10)Et en reportant dans (9.7),on obtient :

Dj =

n−1∑

k=j

( k∏

i=1

Bi
1

p0
+

k∑

l=1

ǫl

k∏

i=l+1

Bi

)
, (9.11)pour tout j < n.

�



100 CHAPITRE 9. APPENDICEOn montre de la même façon que, pour j > n, on a :Proposition 9.2.
E [Tj→n] =

j∑

k=n+1

N∑

l=k

1

ql

l−1∏

i=k

pi

qi

(9.12)pour tous n = 0, . . . , N − 1, et j > n.On peut utiliser la même méthode pour aluler le moment d'ordre deux de Tx→y.Proposition 9.3. On a
E
[
T 2

j→n

]
=

n−1∑

k=j

k∑

l=0

2 E [Tl→n] − 1

pl

k∏

i=l+1

qi

pi
(9.13)pour tous n = 1, . . . , N , et j < n.Démonstration :On a

E
[
T 2

j→n

∣∣ X(1) = i
]

= E
[
T 2

i→n

]
+ 2 E [Ti→n] + 1, (9.14)pour i = j − 1, j, j + 1.En e�et :

E
[
T 2

j→n

∣∣ X(1) = i
]

=
∑

k>0

k2
P
(
Tj→n = k

∣∣ X(1) = i
)

=
∑

k>0

k2
P
(
Tj→n = k − 1

∣∣ X(0) = i
)
,d'après la propriété de Markov.Et don :

E
[
T 2

j→n

∣∣ X(1) = i
]

=
∑

k>0

k2
P (Ti→n = k − 1)

=
∑

k≥0

(k + 1)2
P (Ti→n = k)

=
∑

k≥0

k2
P (Ti→n = k) + 2

∑

k≥0

k P (Ti→n = k) +
∑

k≥0

P (Ti→n = k)

= E
[
T 2

i→n

]
+ 2E [Ti→n] + 1 .D'où :

E
[
T 2

j→n

]
= pj

(
E
[
T 2

j+1→n

]
+ 2E [Tj+1→n] + 1

)
+ qj

(
E
[
T 2

j−1→n

]
+ 2E [Tj−1→n] + 1

)

+ rj

(
E
[
T 2

j→n

]
+ 2E [Tj→n] + 1

)

= pj E
[
T 2

j+1→n

]
+ qj E

[
T 2

j−1→n

]
+ rj E

[
T 2

j→n

]

+ 2
(
pj E [Tj+1→n] + qj E [Tj−1→n] + rj E [Tj→n]

)
+ pj + qj + rj

= pj E
[
T 2

j+1→n

]
+ qj E

[
T 2

j−1→n

]
+ rj E

[
T 2

j→n

]
+ 2 E [Tj→n] − 1 .
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E
[
T 2

j→n

] satisfait don à l'équation de di�érene suivante :
E
[
T 2

j→n

]
=

pj

pj + qj
E
[
T 2

j+1→n

]
+

qj

pj + qj
E
[
T 2

j−1→n

]
+

2 E [Tj→n] − 1

pj + qj
, (9.15)pour j = 1, . . . , n − 1. Ave les onditions aux bords :

E
[
T 2

0→n

]
= E

[
T 2

1→n

]
+

2 E [T0→n] − 1

p0
, et E

[
T 2

n→n

]
= 0 (9.16)On résout en posant ∆j = E

[
T 2

j→n

], Bi = qi

pi
, et αi = 2 E[Ti→n]−1

pi
.(9.15) équivaut à :

∆k+1 − ∆k = Bk (∆k − ∆k−1) − αk (9.17)Et en itérant, on trouve :
∆k+1 − ∆k =

k∏

i=1

Bi (∆1 − ∆0) −
k∑

l=1

αl

k∏

i=l+1

Bi (9.18)Or, pour tout j = 1, . . . , n,
∆j =

j−1∑

k=0

(∆k+1 − ∆k) + ∆0. D'où la solution générale de (9.15) :
∆j =

j−1∑

k=0

( k∏

i=1

Bi(∆1 − ∆0) −
k∑

l=1

αl

k∏

i=l+1

Bi

)
+ ∆0 , (9.19)pour tout j = 1, . . . , n.On onlut, en faisant intervenir les onditions aux bords (9.16) :

∆j =
n−1∑

k=j

( k∏

i=1

Biα0 +
k∑

l=1

αl

k∏

i=l+1

Bi

)
, (9.20)pour tout j < n.

�Et on a aussi, pour j > n :Proposition 9.4.
E
[
T 2

j→n

]
=

j∑

k=n+1

N∑

l=k

2 E [Tl→n] − 1

ql

l−1∏

i=k

pi

qi
(9.21)pour tous n = 0, . . . , N − 1, et j > n.



102 CHAPITRE 9. APPENDICE9.2 Marhe aléatoire sur l'hyperubeOn onsidère deux urnes U0 et U1, et N boules numérotées de 1 à N .A haque instant, on hoisit une boule au hasard (ave probabilité 1/N), et on la hanged'urne.Soit ξ(t) =
(
ξ1(t), . . . , ξN(t)

) la on�guration des boules au temps t,où ξi(t) = 0 signi�e que la ieme boule est dans l'urne U0 au temps t.C'est une haîne de Markov à valeurs dans {0, 1}N , et on l'appelle la marhe aléatoire surle ube de dimension N .Cette marhe saute sur l'un de ses N plus prohes voisins ave probabilité 1/N , 'est àdire que l'on a :
P
(
ξ(t + 1) = ξ

∣∣ ξ(t) = η
)

=
1

N
, (9.22)pour η et ξ telles que ∑i | ξi − ηi |= 1, et que toutes les autres transitions sont nulles.Cette haîne est réversible par rapport à sa mesure invariante πN , qui est la mesure uniformesur le ube.En e�et :Soient η et ξ deux on�gurations voisines (i.e. telles que∑i | ξi−ηi |= 1). Elles ne di�èrentdon que sur une seule oordonnée,'est à dire qu'il existe i tel que η = ξi, où ξi = (ξ1, . . . , 1 − ξi, . . . , ξN).Et pour tout i, par dé�nition de la réversibilité, on a :

πN

(
ξ
)

P
(
ξi
∣∣ ξ
)

= πN

(
ξi
)

P
(
ξ
∣∣ ξi
)

. (9.23)Et omme, pour tout i, P
(
ξi
∣∣ ξ
)

= P
(
ξ
∣∣ ξi
)

= 1/N , ela implique que πN

(
ξ
)

= πN

(
ξi
),et don que, pour tout ξ :

πN

(
ξ
)

=
1∣∣ {0, 1}N

∣∣ =
1

2N
. (9.24)Ce modèle a été introduit (dans sa desription réduite) en 1907 par P. et T. Ehrenfestpour illustrer le paradoxe apparent entre la réversibilité des évolutions méaniques (auniveau mirosopique), et l'irréversibilité (marosopique) des phénomènes thermodyna-miques.En e�et, ii, bien que le proessus soit réversible et que les états soient réurrents (lahaîne est irrédutible), l'évolution marosopique (au niveau de la loi du proessus) estirréversible : on a, pour tout η dans {0, 1}N

lim
t→∞

sup
η

∑

ξ

∣∣∣ P
(
ξ(t) = ξ

∣∣ ξ(0) = η
)
− πN

(
ξ
) ∣∣∣= 0 . (9.25)9.2.1 Desription réduiteOn ompte le nombre de partiules dans l'urne U1 au temps t.On regarde don la haîne de Markov XN(t) =

∑N
i=1 ξi(t).



9.2. MARCHE ALÉATOIRE SUR L'HYPERCUBE 103C'est une marhe aléatoire sur [ 0, . . . , N ], dont les transitions sont
pi = P

(
X(t + 1) = i + 1

∣∣ X(t) = i
)

=
N − i

N
,

qi = P
(
X(t + 1) = i − 1

∣∣ X(t) = i
)

=
i

N
, (9.26)pour tout i = 0, . . . , N .En e�et, pour passer de i à i +1 boules dans l'urne U1, on doit hoisir une boule parmi les

N − 1 qui sont dans l'urne U0.Dans ette desription, on peut imaginer que l'on observe une partiule qui se déplae entre
0 et N , qui saute à droite ave probabilité pi, et à gauhe ave probabilité qi.On a pi > qi si i < N/2, et qi > pi si i > N/2, ave égalité en N/2 ( pN/2 = qN/2 = 1/2).Remarque : on suppose don ii que N est pair.Il y a don une fore qui pousse la partiule vers N/2, et on peut penser que la partiulese déplae dans un puits entré en N/2, que l'on appelle état de basse énergie (lN dans laterminologie du hapitre 4). Les bords du puits 0 et N sont don les états de haute énergie(hN dans la terminologie du hapitre 4).La mesure d'équilibre de e modèle est µN , donnée par

µN

(
i
)

=

(
N

i

)
/2N . (9.27)C'est une mesure entrée autour de son maximum N/2, qui est don l'état qui aratérisel'équilibre.Ce proessus est réversible par rapport à sa mesure d'équilibre.En e�et, on a :

µN

(
i
)
pi =

(
N
i

)

2N

N − i

N

=
1

2NN

N ! (N − i)

(N − i)! i!

=
1

2NN

N ! (i + 1)

(N − i − 1)! (i + 1)!
(9.28)

=

(
N

i+1

)

2N

i + 1

N
= µN

(
i + 1

)
qi+1 .Mais, évidemment, dans ette desription aussi, la loi du proessus onverge vers lamesure d'équilibre, et l'évolution marosopique du système semble être irréversible. Si onpart de zéro, la partiule va se diriger vers le fond du puits, puis rester autour de N/2,qui est la région dans laquelle se onentre µN . Pour autant, les autres états n'ont pas uneprobabilité nulle sous la mesure invariante, et si l'on attend su�samment longtemps, lapartiule va revenir en zéro (tous les états sont réurrents).



104 CHAPITRE 9. APPENDICEEn e�et, le théorème de Ka (2.9) nous dit que le temps de retour d'un état est inversementproportionnel à son poids sous la mesure invariante :
E [Ti→i] =

1

µN

(
i
) (9.29)On a don un premier élément de réponse au "paradoxe" :l'évolution n'est pas irréversible mais semble l'être, ar plus on part d'un état qui se situeloin de l'équilibre (i.e. loin de N/2), plus l'espérane du temps de retour est grande. Et onne peut don observer un tel retour lors d'une expériene onrète.Par exemple, ave N = 20000, et si la partiule saute toutes les seondes,on a E

[
TN/2→N/2

]
≈ 175 secondes, alors que E [T0→0] ≈ 106000 années ! (voir [31℄)Dans la setion suivante, on va montrer la métastabilité de la trajetoire de sortie de

N/2 à 0 à l'aide du théorème 4.2 et des formules (9.1) et (9.12). On montre de la mêmefaçon que la trajetoire de N/2 à N a un omportement métastable. Cei justi�e le modèled'Ehrenfest a 1/2 puits du hapitre 6, puisque le problème de sortie du puits est bien eluide remonter la pente (du pro�l énergétique). Pour étudier la onvergene abrupte vers N/2et la dernière sortie de N/2 à 0, on se reportera don à l'étude du modèle a 1/2 puits duhapitre 6.9.2.2 Métastabilité de la trajetoire de sortieComme dans la démonstration de théorème 5.6, les onditions (4.21) et (4.22) du théo-rème 4.2 sont satisfaites. Il reste à montrer l'existene des deux éhelles (ondition (4.19)).D'après (9.12), on a
E
[
T0→N/2

]
=

N/2−1∑

k=0

k∑

l=0

1

pl

k∏

i=l+1

qi

pi

=

N/2−1∑

k=0

k∑

l=0

N

N − l

k∏

i=l+1

i

N − i

=

N/2−1∑

k=0

k∑

l=0

N

N − l

N − l

N − k

(
N
l

)
(

N
k

) (9.30)
= N

N/2−1∑

k=0

1

N − k

k∑

l=0

(
N
l

)
(

N
k

)On peut majorer le rapport des oe�ients binomiaux, pour tout l ≤ k :
(

N
l

)
(

N
k

) ≤
( k

N − k

)k−l

. (9.31)



9.2. MARCHE ALÉATOIRE SUR L'HYPERCUBE 105Et don, omme k < N/2 < N − k, en majorant par la somme in�nie :
k∑

l=0

(
N
l

)
(

N
k

) ≤
k∑

l=0

( k

N − k

)k−l

=

k∑

l=0

( k

N − k

)l

≤
∑

l≥0

( k

N − k

)l

=
N − k

N − 2k
. (9.32)On a :

E
[
T0→N/2

]
≤ N

N/2−1∑

k=0

1

N − 2k
=

N

2

N/2∑

k=1

1

k
. (9.33)Et en utilisant l'approximation∑x

k=1
1
k
∼ log x, on obtient, asymptotiquement, la majo-ration :

E
[
T0→N/2

]
.

N

2
log
(N

2

) (9.34)Et d'après (9.1), on a
E
[
TN/2→0

]
=

N/2∑

k=1

N∑

l=k

1

ql

l−1∏

i=k

pi

qi

=

N/2∑

k=1

N∑

l=k

N

l

l−1∏

i=k

N − i

i

=

N/2∑

k=1

N∑

l=k

N

l

l

k

(
N
l

)
(

N
k

) (9.35)
= N

N/2∑

k=1

1

k

N∑

l=k

(
N
l

)
(

N
k

)En minorant par le premier terme de la somme, on obtient :
E
[
TN/2→0

]
≥

N∑

l=1

(
N

l

)
= 2N − 1 (9.36)On a don deux états : lN = N/2, et hN = 0 tels que

E [ThN→lN ] << E [TlN→hN
] , (9.37)et d'après le théorème 4.2, la trajetoire de sortie de l'équilibre (de lN vers hN) est méta-stable.C'est à dire que la variable TN/2→0/E

[
TN/2→0

] onverge en loi vers une variable exponen-tielle de paramètre 1.
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