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Résumé

Cette these comporte trois parties : étude du schéma de Boltzmann sur réseau,
schéma adjoint de Boltzmann sur réseau pour l'identification de parametres et
construction d’une couche parfaitement absorbante pour ce schéma. La premiere
partie introduit et analyse la méthode. La deuxiéeme partie décrit une approche
variationnelle pour I'assimilation de parametres relatifs a la méthode du gaz de
Boltzmann sur réseau. Une méthode adjointe discrete en temps est développée.
L’algorithme est d’abord testé sur un écoulement de type Poiseuille linéaire
(probleme de Stokes), puis il est appliqué a un probléme non linéaire. Des résultats
encourageants sont obtenus pour un et deux parametres inconnus. Finalement la
troisieme partie décrit une adaptation des couches absorbantes de Bérenger. Il
en résulte un modele d’automate de Boltzmann a neuf vitesses discretes. Une
analyse des ondes réfléchies est ensuite réalisée entre deux milieux de Boltzmann
a une dimension, ce qui permet d’obtenir un équivalent des formules de Fresnel
pour les schémas de Boltzmann et de proposer des modifications du schéma a
Iinterface pour annuler les ondes réfléchies. En deux dimensions, la méme ana-
lyse d’ondes réfléchies met en évidence 'apparition de modes de Knudsen et des
ondes transverses qui rendent ’analyse complexe.

Mots-clef : Boltzmann sur réseau, LBE, stabilité de schéma numérique, probleme
inverse, couche parfaitement adaptée de Bérenger, PML, mode de Knudsen, dioptre
acoustique, formule de Fresnel, Fresnel discret.

Abstract

This thesis is composed of three parts. Firstly a study of Lattice Boltzmann
scheme (LBE) is performed. Then Adjoint Lattice Boltzmann scheme (ALBE) is
introduced for parameters identification. Finally a new Lattice Boltzmann scheme
(BRB) is proposed to modelise Bérenger’s Perfectly Matched Layer (PML) me-
thod. The first part introduces and analyzes the LBE method. The second part
describes a variational approach for parameters identification adapted to LBE. A
time discrete adjoint method is developed. At first the ALBE method is applied
to Stokes” problem and then to a nonlinear problem. Good results have been
obtained in the cases of one or tow unknown parameters. Finally the third part



describes an adaptation of PML for LBE. The LB scheme is obtained with 9 dis-
cretes velocities. An analysis of reflected waves between two one dimensional LB
media is performed. It provides us an equivalent for the Fresnel formula for LBE
interface. That gives us same ideas to modify the LB scheme at the interface to
vanish reflected waves. In the two dimensional case, the same analysis of reflected
waves shows the existence of Knudsen modes and transverse waves, which make
the analysis more difficult.

Keywords : Lattice Boltzmann equation, LBE, CFD, stability analysis of LBE,
inverse problem, parameters identification, perfectly matched layer, Bérenger,
PML, acoustic interface, Knudsen mode, Fresnel equation, discrete Fresnel equa-
tion.



Introduction

Cette these se place dans le cadre de l'analyse et du développement de la
méthode numérique dite équation de Boltzmann sur réseau. Cette méthode re-
pose sur un algorithme qui simule I'équation de Boltzmann de facon simple dont
nous établissons formellement que le comportement a grande échelle est celui d'un
fluide visqueux satisfaisant les équations aux dérivées partielles de Navier-Stokes.
Cette approche qui décrit le comportement microscopique du fluide se caractérise
par un nombre important de degrés de liberté, dont la dynamique modélise un
certain nombre de termes de I'équation macroscopique aux dérivées partielles.
Nous notons que cette méthode se caractérise par une grande simplicité de mise
en ceuvre et un treés large domaine d’applications comme ’aérodynamique (avec
par exemple le logiciel commercial PowerFlow [LLMO02] de la société Exa), la ther-
mique [ELR90], les écoulements dans les milieux poreux [PLMO06], les écoulements
diphasiques [HCZ99], ...De plus, §'il est relativement facile de prédire les pro-
priétés d’'un modele de Boltzmann sur réseau donné, il est en revanche plus diffi-
cile de proposer un modele ayant des propriétés macroscopiques données.

Dans ce travail, nous avons cherché a enrichir la méthode de Boltzmann sur
réseau dans deux directions voisines mais distinctes. D’une part, nous avons uti-
lisé la méthode du controle optimal (pas encore utilisée par cette communauté)
afin d’assimiler des parametres du schéma, en 'occurrence ceux auxquels est liée
la viscosité du fluide. D’autre part nous avons cherché a adapter au cadre du
schéma de Boltzmann sur réseau les algorithmes de type “milieu absorbant” qui
permettent de limiter les domaines non bornés.

Dans le chapitre 1 apres une breve introduction historique de la méthode de
I’équation de Boltzmann sur réseau, nous analysons les cas mono et bidimension-
nel. Nous traitons en détail les équations équivalentes macroscopiques et nous
discutons la stabilité numérique de la méthode.

Nous exposons dans le chapitre 2, une approche variationnelle pour 1’assimi-
lation de parametres relatifs a la méthode du gaz de Boltzmann sur réseau. Nous
y développons une méthode adjointe discrete (dite “Adjoint Lattice Boltzmann
Equation” ALBE ) en temps qui utilise explicitement la double étape algorith-
mique du schéma de Boltzmann sur réseau : I'étape d’advection et I'étape de
collision. Pour cela nous testons d’abord I'algorithme ALBE sur un écoulement
de type Poiseuille linéaire (probleme de Stokes), puis nous l'appliquons a un
probleme non linéaire.



Apres un bref rappel au chapitre 3 sur les méthodes de couche parfaitement
absorbante, nous rappelons la définition de la méthode de Bérenger qui consiste
a entourer le domaine physique (d’intérét) par une couche absorbante (PML).
Dans cette couche absorbante, les équations sont modifiées afin d’assurer d’une
part une transmission totale des ondes incidentes et d’autre part leur totale ab-
sorption.

Dans le chapitre 4 nous nous sommes appliqués a adapter les couches ab-
sorbantes de Bérenger pour les méthodes de Boltzmann sur réseau. Il en résulte
un modele d’automate de Boltzmann a neuf vitesses discretes dit “schéma de
Boltzmann sur Réseau pour une couche de Bérenger” (BRB). Nous analysons en
détail quelques difficultés rencontrées.

Le chapitre 5 présente une analyse des ondes réfléchies entre deux milieux
de Boltzmann a une dimension puis a deux dimensions. En une dimension cette
analyse nous a permis d’obtenir un équivalent des formules de Fresnel pour le
schéma de Boltzmann sur réseau et de proposer des modifications du schéma a
I'interface permettant d’annuler les ondes réfléchies. En deux dimensions, nous
avons fait I'analyse des ondes réfléchies en se limitant a une incidence normale.
Nous avons pu mettre en évidence "apparition des modes de Knudsen qui com-
plexifient ’analyse.

Nous proposons en conclusion quelques pistes pour des travaux futurs.
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Chapitre 1

Schéma de Boltzmann sur réseau

1 Introduction

Les problemes en mécanique des fluides et plus généralement la résolution des
équations aux dérivées partielles, nous amenent a utiliser des méthodes directes
de résolution (différences finies [RM67], éléments finis [Pi88], ...). Cela consiste a
faire une discrétisation spatiale et temporelle des équations macroscopiques (Eu-
ler, Navier-Stokes, ...). Une approche différente repose sur la simulation directe,
au niveau “microscopique” de I’évolution des “particules” dont est constitué le
fluide. Cette méthode s’est développée depuis les années 60 surtout dans I’esprit
d’obtenir des informations tres détaillées sur la dynamique locale des fluides et
de contribuer a la compréhension des équations d’état et des coefficients de trans-
port. Des versions simplifiées de cette approche microscopique ont été développées
pour étudier les écoulements dans les gaz raréfiés (i. e. hypersonique des corps
de rentrée). D’autres types de simplifications ont été proposés pour permettre la
simulation d’écoulements de fluides visqueux, en particulier la méthode dite de
I’équation de Boltzmann sur réseau a laquelle nous nous sommes intéressé.

L’étude statistique des fluides a conduit Boltzmann en 1872 a proposer une
équation intégro-différentielle de la théorie cinétique qui décrit I’évolution d’un
gaz peu dense hors équilibre. La déduction des équations macroscopiques (com-
portement a grande échelle du modele) a partir de I’équation de Boltzmann a
commencé en 1912 par les travaux de Hilbert [Ce88]. Ensuite Chapman et Ens-
kog ont trouvé une méthode dite de “Chapman-Enskog”[CC70] pour obtenir les
équations d’Euler et Navier-Stokes.

Vu la complexité de I’équation de Boltzmann, Broadwell a proposé en 1964
[Br64] de la simplifier en prenant un espace de vitesse discret et fini (modele a
six vitesses et modele a huit vitesses). Ensuite Gatignol en 1970 [Ga75] a étudié
les équations générales qui concernent les modeles a vitesses discretes. Au cours
des année 80, une forte activité s’est développée autour de ces modeles a vi-
tesses discretes et de 'existence de solutions globales de I'équation de Boltzmann
discrete. En effet Cabannes [Ca77, Ca78] a obtenu des solutions globales en théorie
cinétique discrete. Ensuite Cornille [Co87] a obtenu des solutions analytiques pour

3



4 Schéma de Boltzmann sur réseau

le modele de Broadwell a six vitesses [Br64]. Cabannes et al. [CT94] ont obtenu
des solutions exactes pour des modeles a vitesses discretes de modules différents.
On cite aussi les travaux de Bony [Bo87, Bo87| sur l'existence de solutions en
une dimension des modeles de Broadwell et de Tartar [Ta76, Ta80] sur I'existence
de solution globale pour ces mémes modeles avec une donnée initiale bornée.
Ensuite Cabannes [Ca80, Ca9l| a développé ces résultats pour des modeles plus
généraux. Pour une étude plus complete de ces méthodes a vitesses discretes on
peut consulter le cours de Cabannes et al. [CGLO03]

On cite aussi la classe des méthodes DSMC (Direct Simulation Monte Carlo),
dues a Bird [Bi76] et Nanbu [Na83]. Ces méthodes ont pour but la résolution de
I’équation de Boltzmann. Vu le grand nombre de variables dans cette équation,
les méthodes DSMC reposent sur les procédures de Monte Carlo pour calculer le
terme de collision dans I’équation de Boltzmann. Les méthodes DSMC sont donc
des méthodes particulaires aléatoires [Pe94| pour la résolution des équations de
Boltzmann.

En 1973, apparaissent les automates cellulaires, les gaz booléens sur réseau
proposés par Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP73]. En effet dans cette méthode
I’espace, le temps, les vitesses et le nombre de particules présentes a un instant
donné en un point donné sont discrets. Cela dans le but de disposer d’un simu-
lateur le plus simple possible a programmer sur ordinateur, pour modéliser les
écoulements fluides.

Automates cellulaires

Le modele Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP73] est un automate bidimensionnel.
Il consiste a discrétiser I'espace par un réseau carré de pas Ax = 1. On associe
a chaque lien (i.e. aréte) du réseau une quantité qui prend la valeur 1 s’il y a
une particule ou 0 sinon. L’évolution en un pas de temps unité (i.e. At = 1) se
décompose de la maniere suivante :

e Collision : Cette étape est locale et implique uniquement les liens qui arrivent
au méme nceud. Parmi les configurations possibles se trouve la collision frontale
de deux particules qui peuvent subir une variation de 7/2 de la direction de leur
vitesse.

e Advection : Les particules présentes en chaque lien sont transportées vers les
quatre plus proches voisins selon leurs vitesses respectives, qui sont données par
¢ ={c1 =(1,0),¢c0 = (0,1),¢5 = (—=1,0), ¢4 = (0,—1)}. On note que les mou-
vements sont synchronisés de sorte qu’apres advection toutes les particules sont
exactement sur les sites (nceuds) du réseau.

L’equation d’évolution du schéma s’écrit alors :

nj(xi—i-cj,t-l-l) :nj(xi,t)—l-C’j(nk), (11)

ot nj(z;,t) est le nombre de particules de vitesse ¢; au nceud z; au temps ¢ et
n; € {0,1}. Les indices j, k désignent le numéro de la vitesse discrete, j, k €
{1,2,3,4}. Le terme C; modélise 'opérateur de collision.
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Cet automate n’est pas adapté pour simuler des écoulements de fluide, en effet
la discrétisation spatiale n’autorise pas une isotropie hydrodynamique a grande
échelle. De plus il y a des quantités non physiques qui sont conservées a 1’échelle
macroscopique lors de 1’évolution de cet automate.

En 1985 Frisch, Hasslacher et Pomeau [FHP86] ont proposé un nouveau maillage
de I'espace utilisant un réseau hexagonal pour obtenir l'isotropie du modele. A
'aide du développement asymptotique de Chapman-Enskog [CC70] sur I’équation
(1.1) on obtient les équations macroscopiques de Navier-Stokes. En particulier on
a avec le modele FHP [FHP86, Wo86, FAH87]| a basse vitesse :

9(pu)
ot
Dans ce modele on note la richesse des cas possibles de I'étape de collision, et le
fait de choisir de maniere aléatoire la configuration apres collision pour la méme
configuration avant collision.
Les automates sur réseau sont limités par les défauts suivants :
Bruit intrinseque du a la large fluctuation relative des nombres de particules
n; (prendre des moyennes d’ensemble a partir de différentes configurations
initiales n’est pas possible pour les situations ou les effets non linéaires
jouent un role)
Le non respect de I'invariance Galiléenne, qui se traduit par ¢g(p) # 1 dans
I'équation macroscopique (1.2).
La présence dans la pression P d’une contribution non-physique en u?.
— Il existe des quantités parasites non-physiques qui sont conservées : celles-ci
peuvent affecter le comportement a grande échelle du modele.

+ V.g(p)puu| = =VP + vA(pu) + nVV.(pu). (1.2)

2 Schéma de Boltzmann sur réseau

Historiquement le schéma de Boltzmann sur réseau est obtenu a partir des auto-
mates cellulaires. En effet Mac Namara et Zanetti [MZ88] ont proposé de rempla-
cer dans I’équation (1.1) les variables booléennes n; par leur moyenne f; et d’ob-
tenir une formulation fondée sur I'équation de Boltzmann avec comme équation
d’évolution :

filwi+ecjt+1) = fi(xi, t) + C;(f)(x,t), avec 0<j<b,

La variable de base est f; qui est la moyenne spatiale de I'ancienne variable
discrete n; effectuée sur un nombre de nceuds donné. Cette grandeur f; est
continue, prend ses valeurs dans le segment [0, 1] et peut s’interpréter comme
une distribution, ou probabilité de présence de particules. On note ici la diffi-
culté d’exprimer I'opérateur de collision C; surtout lorsque le nombre de vitesses
discretes est important (espace de dimension trois). Pour simplifier le schéma
on peut introduire 'opérateur de collision linéarisé autour d’un état d’équilibre
f;* [HI89, HSB8Y]. Ainsi le schéma de Boltzmann est simplifié et 'opérateur de
collision s’écrit sous la forme matricielle suivante :

b
Ci(f) = Sinlfs = £
k=0
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Modele a un seul temps de relaxation : On peut encore simplifier le schéma
de Boltzmann sur réseau en utilisant ’approximation de Bhatnagar-Gross-Krook
[BGK54] notée souvent (“BGK”), qui consiste a avoir un seul temps de relaxation
7. Ainsi I'opérateur de collision dans les modeles BGK [CCM92, QdHL92] s’écrit
sous la forme :

i) =~ (s~ £7).

On remarque ici que le schéma de Boltzmann sur réseau est entierement déterminé
a partir des f;?, de I'opérateur de collision et de I'ensemble des vitesses c;.

Modéele a plusieurs temps de relaxation ou le modele d’Humieres : Qian,
d’Humieres et Lallemand [QdHL92] et par ailleur Succi et al.[BSV92] proposent
une loi de distribution polynomiale en vitesse pour la distribution d’équilibre
f;q et un opérateur de relaxation S;; diagonal. Pour décrire I'opérateur de col-
lision d’Humieres [dH92] propose de construire un espace de moments qui sont
des combinaisons linéaires des f;. Le choix naturel des moments est de prendre
les moyennes des puissances successives des composantes de la vitesse, comme
il est pratiqué en mécanique statistique [HCB54]. Ainsi la collision n’est autre
que la relaxation des différents moments. Grace a l'interprétation physique des
moments, leur parametre de relaxation sera directement lié aux différents coef-
ficients de transport hydrodynamique. Ce mécanisme permet alors de controler
indépendamment chaque moment a travers son parametre de relaxation. De plus
lopérateur de collision sera diagonal. On remarque que si on prend le méme pa-
rametre de relaxation pour tous les moments on retrouve le modele BGK. On
note que les méthodes de relaxation ont également été développées dans un autre
contexte par Coquel-Perthame [CP98], Coquel et al. [CGPO01] et Berthon [Be05].

Apres cette breve introduction de 'origine du schéma Boltzmann sur réseau, on
note que cette méthode a des liens directs ou indirects avec d’autres théories :
L’équation classique de Boltzmann [HL97].
Les modeles de Broadwell [Br64, Ga75s].
Récemment la méthode des volumes finis [DLOS§]

Développement général

On va définir ici le schéma de Boltzmann sur réseau[Du07] (a plusieurs temps
de relaxation) de la facon la plus générale. En particulier en gardant un pas de
discrétisation d’espace Ax et de temps At quelconque. Alors qu’ils sont figés a la
valeur unité (i.e. Az = At = 1) dans les traitements usuels des physiciens.

Notations

Soit © un domaine borné de R? (i.e. d dimension de I'espace) et £ un maillage
régulier de pas Az > 0. On note £° = {z; € (AzZ)% 1 < i < K} I'ensemble des
K sommets ou sites (éléments géométriques de dimension zéro) et £! I’ensemble
des arétes (éléments géométriques de dimension un) qui joignent les éléments de
L.

Soit x € L£° on définit I'ensemble V,, des voisins du sommet . On a alors :
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Ve ={y; € L%y; = v+ ¢;Az; 0 < j < J}, ou J est le nombre de sommets
voisins directs de x, e; sont des vecteurs donnés de RY.

On suppose que le nombre de voisins .J est fini et indépendant du sommet z. Ainsi
pour tout sommet z € £L°, on a pour tout j € {1,2,...,J}, x + ¢;Az = y; € L.
On suppose aussi qu’on a des propriétés de symétrie centrale par rapport au
sommet x :

6[]:0
VJE{].,2,,J}, 30(])6{172a7‘]}160(]):76]

On cite ici quelques exemples de réseau régulier :
e Le modele D1Q3 modele monodimensionnel a 3 vitesses discretes (i.e. J=2).
Les vecteurs e; sont donnés par : ey = (0,0),e; = (1,0),e2 = (—1,0), (voir Fig.

1).

2 o 1
| | |
I | I
_

AX

Fic. 1.1 — Réseau du modele D1Q3

e Le modele D2Q9 modele bidimensionnel a 9 vitesses discretes (i.e. J = 8). Les
vecteurs e; sont donnés par (voir Fig. 1.2) :

€0 = (07 0)7

€13,624 = (:I:l,O),(U,:I:l), (13)
€5,6,7,8 = (ila il)-

6 2 5

AX

AX
>

Fiac. 1.2 — Réseau du modele D2Q9

e Le modele D3Q19 [dHGMO02] tridimensionnel a 19 vitesses discretes (i.e. J =
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18). Les vecteurs ¢; sont donnés par (voir Fig. 1.3) :
Co — (07 07 0)7

61,2763,4765,6 - (ZI:].,0,0), (O,j:].,()), (anail)a
C7..,10,€C11,...,14; C15,..,18  — (:I:].,:I:]_,O), (Oai]-a:t]-)a (:I:]_,O,j:].)

FiG. 1.3 — Réseau du modele D3Q19

Soit At > 0 un pas de temps fixe. On définit une échelle de vitesse :

Az

)\:A—t.

(1.4)

On introduit alors les vitesses discretes définies par :
vj = Aej, 0<3<
Ainsi si x est un neeud du réseau, alors le point x + At v; est un noeud du réseau :
el = a+Atvy; €L’ Vj=1,2,...,J

On note que ’ensemble V,, des voisins du neeud x contient J + 1 voisins : Les J
voisins directs associés aux vitesses v;, 1 < j < J et le nceud z lui meéme associé
a la vitesse discrete nulle vyg.

Le schéma de Boltzmann sur réseau

Le schéma de Boltzmann sur réseau décrit la distribution de particules f;(z;,1)
en x; de vitesse v; a l'instant ¢. En chaque nceud du réseau on dispose de J + 1
distributions f;. L’évolution du milieu en un pas de temps At, se compose de
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deux étapes fondamentales : (1) Advection : transport des particules vers les
J + 1 voisins, (2) Collision : redistribution des f; dans chaque nceud. Ces deux
étapes sont décrites par I’équation suivante :

Soit z; € £° un neeud du réseau, on a alors la définition naturelle de la masse p,
I'impulsion ¢ et I'énergie cinétique e :

J
prnt) = S filant) (1.6)

J
q“(zi, t) = plxy, t)u(z;,t) = Zv;"f](n, 1), 1 <a<d, (1.7)

J
e(x;,t) = —Z v 2 fi (i, 1), (1.8)

DO

ou vf sont les composantes cartésiennes des vitesses discretes du réseau. On in-
troduit I'espace vectoriel V= R’*! engendré par les vecteurs e, 0 <7< J.

Etape de collision

Cette étape modélise le terme Id 4+ Q dans I’équation (1.5), elle est locale en
espace. Il est commode de décrire cette étape dans I'espace des moments [dH92].
On introduit les moments m; comme étant des combinaisons linéaires des f;,

soit :
J

my, = ZM,W- £, 0< k<, (1.9)
j=0

olt (M ;)o<k,j<s est une matrice dans M ;(R). On distingue alors deux types de
moments :
e Les moments conservés : Le choix du nombre des moments conservés va
déterminer le nombre d’équations hydrodynamiques. Pour modéliser les écoule-
ments fluides ol on a d+1 équations scalaires macroscopiques (I’équation scalaire
de conservation de masse et I’équation vectorielle de conservation de vitesse), on a
besoin de d 4+ 1 moments conservés. On introduit les variables conservés la masse
p et impulsion ¢. Ainsi on a

px(xit) = plxi,t)
¢ (xi,t) = ¢%(zi,t), Va=1,2,...,d,

ou l'indice *x désigne les quantités apres collision.

Remarque 1 Avec d +1 moments conservés, on n’a pas d’équation macrosco-
pique pour l’énergie, qui n’est pas conservée. On parle alors de modéle ather-
mique. St on ajoute la conservation de [’énergie, on devra utiliser d + 2 moments
conservés et on obtiendra d+2 équations macroscopiques (e. g. modéle avec effets
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thermiques [dH92]). Dans le cas du probléme d’advection-diffusion d’une quantité
scalaire (e.g. équation de la chaleur), ot on a une seule équation macroscopique,
on a seulement un scalaire p qui est conservé au cours de [’étape de collision.

On définit le vecteur W composé par les moments conservés :
Wiz, t) = (p(x,t), ¢ (x,1),...,q¢"x,1)). (1.10)
Pour 0 < k£ < d, on prend les my, identiques aux moments conservés :
mo=p, Mme=¢q% 1<a<d.
Ainsi les d + 1 lignes de la matrice M = (M ;)o<k,j<s sont fixées :

Mo =1, My;=vf, 0<j<.J 1<a<d. (1.11)

e Les moments non-conservés : On suppose que les moments non-conservés
relaxent linéairement vers leur valeur d’équilibre :

d eq 1 eqy _

—(mp —m)+ —(my—my) =0, d+1 <k < J,

dt Tk
ol 7, et my! sont respectivement le temps de relaxation et la valeur d’équilibre
du moment my. Les moments & I'équilibre m;?,d + 1 < k < J sont fonctions des

moments conservés :
my =¥ (W), d+1<k<.J (1.12)

Pour les moments conservés (i.e. k£ < d), on a :
my' =my, 0<k<d. (1.13)

En utilisant le schéma d’Euler explicite pour I’évolution des my, par collision, on
trouve :
mi(x,t) = (1 — sg)me(x,t) + spmy’, d+1<k < J, (1.14)

ou s, = f—: est le rapport entre le pas de temps At et le temps de relaxation
Tr. On remarque ici qu’on a la condition naturelle de stabilité du schéma d’Euler
explicite [St86] :

On suppose alors que les taux de relaxation vérifient :
0< s, <2, d+1<k<J

On choisit les moments my, sous la contrainte que la matrice M = (M ;)o<k,j<J
est inversible. Ainsi on définit ’espace des moments M en bijection avec espace

V.
M \Y — M

f=Uo, fiyoosfs) = M(f)=Mf=m=(mg,mq,...,my),
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Pour une valeur donnée des moments my, on peut calculer la distribution f

correspondante :
J

=) (M Y)mF, 0<j<,

k=0

oll (M]T£)0§j7k§J = M~ est la matrice inverse de la matrice M.

Pour une distribution donnée f, on calcule les f* apres collision de la maniere
suivante : On passe a l'espace des moments M :

J
mF = (M) f;.

Jj=0

ensuite on applique (1.14), et finalement on revient a 'espace des V :

J
£r= (M )mp, 0<j <,

On définit I'opérateur de collision par :

C : \Y — \Y

f=ofiofs) = C(f)=MTC(M]),

ou l'opérateur C est défini dans I'espace M a valeur dans M par les expressions
(1.14), (1.12) et (1.13).

Etape d’advection

Cette étape décrit le déplacement des particules de vitesse v; du neeud z; € L°
vers le jO™€ voisin z; + v;At € £0. La densité f;(z; +v;At, t + At) est égale a la
densité collisionnée f7(z;,t) du nceud z; au temps ¢ :

On peut interpréter le schéma de transport (1.16) comme un schéma décentré
amont pour I'équation d’advection :
%—i—vjf:O, 0<5<
avec un nombre de Courant-Friedrichs-Lewy égal a 'unité. 1l est classique[St86]
de voir que cette étape est exacte.
Soit V; = VK T'espace vectoriel RVFD*K “on définit alors 'opérateur A d’advec-
tion :
A Vf — Vf
(1.17)
F — A(F),

avec F = (fj(i 1)) (gcjcsr<icr) Aui est un vecteur de Vy et A(F) = (f;(z; +

T
(ITAVS t))(ogjgj,lgz‘gi()-
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Remarque 2 On ne précise pas pour l'instant les conditions limites au bord du
maillage.

Nous allons utiliser ’écriture suivante du schéma :

qui découle de (1.16) et du changement de variable z; = z; + v;At.

3 Equation équivalente

Les résultats de cette partie sont essentiellement dans les contributions [Du07,
Du08]. Le schéma de Boltzmann sur réseau est entierement défini par les relations
(1.18) (1.14), (1.12), (1.9) et le vecteur des moments conservés W. On dispose
alors d’'un grand nombre de parameétres : la géométrie du maillage régulier £° de
pas d’espace Az, le pas de temps At, la matrice des moments M, le nombre des
moments conservés, les taux s; et les fonctions d’équilibre .

On suppose pour la suite que le fluide est en évolution isotherme et qu’on a une
loi de pression linéaire en p , c’est-a-dire une linéarisation de la pression autour
d’une densité de référence :

p—po=ci(p = po) + O(p = po)?),
ou ¢y est la vitesse du son. De plus on prend dans ce qui suit une densité de
référence égale a I'unité . e. py = 1.
Pour la suite on fixe le maillage £° (en particulier les vecteurs e;), la matrice des
moments M, les parametres s, et les fonctions W,. On suppose que le rapport A
défini par (1.4) est constant. Ainsi le schéma de Boltzmann (1.18) dépend seule-
ment du pas du temps At.
On dérive alors formellement les équations aux dérivées partielles associées au
schéma de Boltzmann sur réseau, en utilisant la méthode de I’équation équivalente
[LP74, WHT74]. Cette approche est basée sur le développement de Taylor en fonc-
tion de la variable réelle At en supposant que les fonctions f; sont assez régulieres.
On a alors les développements asymptotiques suivants :

Proposition 1 Développement a ’ordre zéro.
Pour un schéma de Boltzmann sur réseau défini par (1.18) et At petit on a :

fi=F"+0(At), 0<j<J,
fi=f"+0(Al), 0<j<J,

avec f’ = ST (M) em? et mid = Wy (W).

On introduit le tenseur d’ordre deux :

J
— B
FP= "ol fi1, 1<a,B<d. (1.19)
§=0
Pour alléger la notation, on pose 0, = %, s = % et Oup = ﬁ. On fait le

développement jusqu’a I'ordre un en At, on obtient :
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Proposition 2 Equations d’Euler.
Dans le schéma de Boltzmann (1.18), les moments conservés vérifient a l'ordre
un en At, les équations de la conservation de la masse et de l'impulsion :

B=d
O+ 050" = O(AD), (1.20)
B=1
B=d
0"+ 0sF* = O(At), 1<a<d (1.21)
=1

Le développement a ’ordre un en At pour les moments non-conservés nous donne
le lemme suivant :

Lemme 3.1 Développement des moments non-conserves.
On introduit le défaut de conservation 6% :

j=J j=J
01@ = 6tmzq + Z Mk,jvfagf;q = Z Mk,j(atf;q + Ufaﬁf;q) (122)
j=0 j=0
On a alors les propriétés suivantes :
eq At k 2
mi = my —5—0 + O(At"), k>d+1, (1.23)
k
1
myp = m; — <— - 1) A"+ O(A?), k>d+1. (1.24)
Sk
On introduit le tenseur :
Jj=J ,
Azﬁ = 7);-“7)]5 (]\471)?€ A <a,<d,0< k<, (1.25)
j=0

On développe maintenant a l'ordre deux en At le schéma (1.18). En utilisant le
lemme précédent 3.1, on a :

Proposition 3 Equation de Navier-Stokes.
Le schéma de Boltzmann (1.18) vérifie a 'ordre deux en At les équations sui-
vantes :

B=d
o+ 054" = O(Af), (1.26)
p=1
g=d 11
04"+ 0 (Fﬂﬁ—At > <S——§> AW’“) = O(A?), (1.27)
B=1 d>d+1 NF

ot les 0F sont les défauts de conservation (1.22).
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Conclusions

La proposition 3 montre que le schéma de Boltzmann sur réseau résout les
équations de type Navier-Stokes et que cette méthode est d’ordre deux. Dans

I'équation (1.27) on a des coefficients de transport p; proportionnels a At (i - %) )

A T'aide de la méthode de I’équation équivalente on retrouve les mémes équations
macroscopiques qu’en utilisant la méthode asymptotique de Chapman-Enskog

[CC70, dHO2].

Un modele monodimensionnel a trois vitesses D1Q3

On va détailler le cas particulier du schéma de Boltzmann sur réseau ou d = 1 et
J =2

Géométrie

Le réseau du modele monodimensionnel (i.e d = 1) a trois vitesses, appelé D1Q3
dans la communauté du Boltzmann sur réseau, est la discrétisation d’une droite
par un pas régulier Ax > 0 :

LY = (AzZ).

Les sites voisins d’un nceud donné o € £ sont d’une part = lui-méme et d’autre
part les deux sites voisins directs a droite et a gauche de z :

yo(z) =z, wyi(x) =z +Axe;, et y(r) =z + Axes.

avec eg = 0, e; = 1 et e5 = —1 (voir Fig.1.1).
La donnée d’un pas de temps At permet de définir une échelle de vitesse :

Ax

A= —.

At
Au point z; € L9 et alinstant ¢ = nAt (n € N), on a trois densités fo(z;,t), f1(z;, 1)
et fo(x;,t) associées respectivement aux vitesses vy = 0, vy = ﬁ—fel = et
vy = ﬁ—feQ = —\. L’algorithme consiste a calculer les f;(z,t + At), V& €

L% 0 < j <2, en fonction des f;(z,t). Au cours du pas du temps At, l'al-
gorithme se compose des deux étapes : la collision et I'advection.

e Etape de collision : cette étape locale en espace est décrite dans ’espace des
moments par (1.14). On a deux moments conservés : la masse my = p définie par
(1.6) et 'impulsion m; = ¢ définie par (1.7)

p = fot it [ (1.28)
q = A1— A, (1-29)

d’ot W = (p,q). On a besoin de définir un troisitme moment my non-conservé

(hors équilibre). 11 est naturel d’introduire I’énergie cinétique my = e définie par
1.8: ) )
A A

e=—f+—f. 1.30

i+ Sk (1.30)
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L’évolution de I’énergie est donnée par (1.14) :
" =e+ s.(e? — e)

avec el = Wy (W) et s, = so.
On remarque que les expressions des moments (1.28), (1.29) et (1.30), déter-
minent la matrice M :

11 1
0 A A
M = JCRY (1.31)
0 - Z
2 2

Ainsi on a une transformation de I'espace V = R? des f vers I’espace des moments
M :
m = Mfa avec m = (paqa e)t et f: (fO:flJfQ)t-

Dans le cas particulier ou la fonction Wo(W) = Wy(p,q) = "‘T’\zp [Du07], avec un

scalaire « (i.e. e = ”‘T’\zp), I'opérateur de collision C' est linéaire :
c: V — A%
(1.32)
;o= =Mt
ol M ! est la matrice inverse de M donnée par :
2
1 0 2
1 1
M= — — 1.33
0 2\ A2 ( )
0 1 1
2\ A2
et la matrice C est donnée par :
1 0 0
0 1 0
1.34
CY)\Q ( )
—5, 0 1—s,
2

e Etape d’advection :
f](Tl,t-l-At) :f](TZ*U]At,t), Ogj §2

C’est une étape de transport avec les trois vitesses discretes v; € {0, A, —A}.
L’algorithme D1Q3 qui est la composée de ces deux étapes s’écrit :



16 Schéma de Boltzmann sur réseau

Equations macroscopiques

On considere dans cette partie le cas particulier linéaire ou Wy (W) = "‘T’\Zp.

Proposition 4 Equations a ’ordre 1 (D1Q3).
Au premier ordre, la densité et l'impulsion sont solutions du systéme suivant :

dp Oq

N + o O(At),
dq 2 Op
— — = At).
BT + A as O(A¢)

On définit la vitesse du son ¢ = Na.
Preuve: Résultats directs du développement général (1.20) et (1.21). O
Proposition 5 Equations de ’acoustique a ’ordre 2 (D1Q3).

A DUordre 2, la densité et 'impulsion sont solutions des équations de l’acoustique
diffusive :

dp 0Jq
_ - — AtQ
ot " ox O(AF),
dqg  ,0p 1 1 0%
=1 L _MAz(1 —a)(= = 2)=—= = O(A).
8t+cs&r A a)(s 2)3:1:2 O(AF)
1 1
On introduit la viscosité de volume ¢ = NAz(1 — a)(— — 5)
s

Preuve: Le développement (1.26) nous donne ’équation de la conservation de
la masse. D’apres la formule (1.27) avecd =1et J=2on a:

1 1

0" + 20,p = At (E — 5) A570,0% + O(At?). (1.36)

Or
2 - 1 1
AS* = Z?)fvf(Mfl)% = )\Qﬁ + (—A)Qﬁ =2
j=0
et
) 2 ) ' )\2 )\2 )\2
— e xr _ (& eq eq _ e

0° = 0,e” + ;Mj v Oy, e]q = 0" + ?)\amfl + ?(—)\)afo = 0,e’? + ?é%q.

On remplace alors 62 et A%* dans (1.36) par leurs valeurs, on obtient :
2

1 1 A

A2 A2
2(?a8$tp + ?c%xq) + O(A#?)

)
) N (— 0400 + 0a0q) + O(AF?)
) (1 @)Buug + O(AF),
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Un modele bidimensionnel a neuf vitesses D2Q9

On va considérer le cas particulier du schéma de Boltzmann sur réseau ou d = 2
et J = 8 (i.e. modele a 9 discretes), appelé D2Q9 [dH92].

Géomeétrie

L’espace est discrétisé par un maillage carré de pas régulier Az > 0 (voir Fig.
1.4):
L' = {(A2Z) x (AxZ)}.

Dans le modele D2QQ9, les vecteurs e;, 0 < j < 8 sont donnés par (voir Fig. 1.2) :

Fi1c. 1.4 Maillage du modele D2Q9

€p - (07 O)a
61’3,62’4 = (:tl,O), (0,:]:1), (137)
65,6,7,8 = (:]:1, :]:1)

Les sites voisins d’un nceud donné z € L£°, sont les nceuds y; = = + Awe;, 0 <
j <8, (i.e le nceud = = yp lui-méme ou les 8 voisins directs y;, 0 < j < 8 du
neeud ).

Soit At > 0 le pas de temps fixe, on définit alors ’échelle de vitesse :

A= R
on a ainsi les 9 vitesses discretes v; = Aej, 0 < 7 < 8.

Les moments conservés (i.e. a I’équilibre) :

On a trois moments conservés p = my (la masse), ¢* = m; (I'impulsion suivant x)
et ¢Y = my ('impulsion suivant y), i.e. W = (p, ¢*, ¢¥). En utilisant les expressions
(1.9) et (1.11), on a:

J
mgy = Zf]a
=0

J
)\e;"éfja 1 S 7 S 27
=0

J
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[0}

ou les €5

sont les composantes cartésiennes des vecteurs e;. On a donc :

my = MNfi— fs+ fs — fo — f1+ fs),

qiE
¢ =my=ANfo— fa+fs+fe— fr— [s)

Les moments non-conservés :
Le choix naturel des moments est de prendre les moyennes des puissances succes-
sives des composantes de la vitesse :

8
sl S 1 9
L’énergie cinétique : € = 5 Z lv|” £
7=0
"1
Le carré de I'énergie cinétique : y = Z 5 (|v]~\2)2 fis
=0
"1
5, . .. . . )
Flux d’énergie cinétique : ¢ = Z §|vj\ v; fi,
7=0
- ; , 1 22 12
Moments tensoriels d’ordre deux : F''— F~ et 7,

ot Fof = Z?:o v;?‘vffj, 1<a,p<2
Pour que la matrice M de passage de I’espace V vers I'espace M des moments,
soit orthogonale, on va construire les moments suivants [LL00, Du07] qui seront
liés a la liste précédente de moments, par le procédé de Gram-Schmidt. On note
ici qu’on choisit les moments my, k > 3 homogenes a f; pour avoir des quantités
faciles a manipuler algébriquement.

Moment associé a ’énergie cinétique :

e e = 4p (1.38)
= —Afo—(fi+ fat fa+ fa) +2(fs + fo + fr + fs)
Moment associé au carré de 1'énergie cinétique :
= 4fo=2(fi+ fot+ fa+ fo) + (fs + fo + fr + f3)
Moments d’ordre trois associés aux flux d’énergie cinétique ¢ :
— 6 !
ms = W' =% (1.40)
= 2fi+2fs+fs—fo— f1+ Ts
mg = 52
6= DA (1.41)

= 2fa+2fi+ fs+ fo — fr— fs

ol p*, 1 < a < 2 sont les composantes cartésiennes du flux d’énergie cinétique
. Moments tensoriels d’ordre deux :

my; = /\_12 (Fll . F22)

= fi—fo+tfai—[a (1.42)
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mg = )\—IZF]Q
= fs—fe+fr—fs

Ainsi la matrice M est entierement déterminée a partir des relations (1.38),
(1.39),(1.40),(1.41),(1.42) et (1.43). On définit alors la transformation :

M \Y — M

(1.43)

(1.44)
f=Uo,friv--nfs) = M(f)=Mf=m= (mg,my,...,mg),

avec M donnée par :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O X 0 =X 0 A=A = A
0 0 A 0 =X X A =X =)
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
M=| 4 2 2 2 2 1 1 1 1 (1.45)
0 -2 0 2 0 1 -1 -1 1
0 0 -2 0 2 1 1 -1 -1
0 1 -1 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 1 1
L’inverse de la matrice M (1.45), s’écrit :
1 -4 4
- 0 0 —= = 0 0 0 0
9 36 36
1 1 0 -1 -2 -2 0 1 0
9 6 36 36 12 4
1 1 -1 -2 -2 -1
e | e | N )
9 6A 36 36 12 4
1 1 0 -1 -2 2 0 1 0
9 6A 36 36 12
1 -1 -1 =2 2 —1
M'=| - 0 — — — 0 — — 0 |- 1.46
9 6A 36 36 12 4 ( )
1 1 1 2 1 1 0 1
9 6A 6X 36 36 12 12 4
1 -1 1 2 1 -1 1 0 -1
9 6A 6X 36 36 12 12 4
1 -1 -1 2 1 -1 -1 1
- - -2 - = = 9 =
9 6A 6X 36 36 12 12
1 1 -1 2 1 1 -1 0 -1
9 6X 6X 36 36 12 12 4

Remarque 3 On peut construire les moments my tels que la matrice M soit
orthonormée [dH92].
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On sait que I'étape de collision se traduit par une relaxation des moments non-
conserves :
€
my = (1 — sg)my + spmy!, 3 <k <8,

avec Sp = f—kt et m;? = W, (W). Le choix des fonctions W) va déterminer les
équations macroscopiques équivalentes et celui des s, va régler les termes diffusifs
du schéma.

On choisit alors les ¥y, tels que le modele soit invariant par rapport au groupe
de symétrie de I’ensemble des vitesses v; et on se restreint au cas ou ces fonctions

V., 3 <k < 8 sont des fonctions polynomiales :

V3

Us(W) = mi! = asp+ 15(0; +q), (1.47)
C(W) = mi = ap+ (el +q). (1.48)
U(W) = i’ = T (1.49)
T(W) = my =g, (1.50)
U(W) = mi! = (k- q)). (1:51)
U(W) = mi = 50, (1.52)

Remarque 4 Pour que le choiz des V3 soit symétrique, il faudrait prendre ¢, =
¢y dans (1.49) et (1.50). On a gardé un écriture plus générale car on fera plus
loin un modéle anisotrope.

Remarque 5 Le choiz des Wy, k > 3 découle de [’approzimation polynomiale des
différentes moyennes continues des puissances successives de la vitesse lorsque
la distribution continue f(v) est une gaussienne. D’ot le choiz de m;' qui est
Uapproximation polynomiale de la Gaussienne discrete.

Distribution d’équilibre
Soit f;7,0 < j < 8 la distribution d’équilibre thermodynamique. On introduit les
fonctions G, 0 < j < 8 telles que :

Gy (W) = "

= f
ou W est le vecteur des variables conservées introduit en (1.10).

Proposition 6 Distribution d’équilibre.

Le choiz des moments d’équilibre m;*,3 < k < 8 donnés par les expressions
(1.47), (1.48), (1.49), (1.50), (1.51) et (1.52) détermine la distribution d’équilibre
G]‘ J

1+o4 — g Y3 — Va4
Go(W) = T~ o (¢ +q;)

4 — a3 — 204 11— 294+ 73 =97 5 27+ 73+ 97
Gl(W) = p+ 6\ 4z — 362 4y — 362 dy

36
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4 — a3 — 204 L—co  2u+7m+9% o 2u+7—97,

G:(W) = 56 T Ton W 362 362 W
G(W) = 4 — Q;G— 2a4p 1 6—)\(:1 " — 274 -I-Sg; 977(]3 _ 2 %—367;:— 977(1;
TR T A S
Gs(W) = = 232 ot 21;;1 4+ 21;;2 T 273?6;% (62 +q,) + 4%%%
Go(w) =+ 2?2 - 21;;1 Ga 21;;2 Ty 27??6;74 (62 + ) = 47_;2%%
G- (W) = 4+ 2;!; + a4p B 21;;1 o — 21—;)(\22 0 + 2’};;64):2’)’4 (¢ + QZ) " %quy
Ga() = = 2?2 o 21;;1 e 21;;2 Ty 27??6_;2% (42 +4y) - 47_;2%%

Preuve: Pour retrouver les distributions d’équilibre il suffit de calculer G,;(W) =
Sy Mjpms, avec les mS? donnés par les expressions (1.47), (1.48), (1.49),
(1.50), (1.51) et (1.52). O]

Remarque 6 Tous les termes non linéaires dans les Gg(W) sont divisés par la
densité de référence py = 1.
Equation macroscopique

La technique de I’équation équivalente (voir paragraphe 3) nous donne les équations
macroscopiques a l'ordre un et deux en At.

Proposition 7 Equations équivalentes du modele D2Q9 a ’ordre un.
La densité p et impulsion q vérifient les équations suivantes a 'ordre un en At :

atp + ame + ayqty = O(At),

4 +
04qy  + )\2< 6a3>8$p+

Vs + 3y Vs — 3y
+ 3T7amq§ + 377&5(15 + 750y (424y) = O(At),
4+ a
Ogy + N ( 603> Oy +
Vs — 37 Vs + 37

ou a3, V3, V7 et s sont définis en (1.47), (1.51) et (1.52).

Preuve: L’équation de la conservation de la masse découle de I’équation (1.20).
L’équation (1.21) nous donne :

B=d
Do + Y _0sF* =0(A1), 1<a<?2,
B=1
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or FoP = Zgig 7);-’7)33]‘;'1. Il suffit alors de calculer F**, F*¥  F¥" et F¥Y. On utilise
la relation de I’énergie cinétique € = L(F™ + F¥) ainsi que les relations (1.38),

(1.42) et (1.43) des moments ms, mz et mg, on trouve :

)\2

Fr = F( p+mg’ +3m3’),
F™ =F% = mg
)\2 € e
Y = n (4p +m5" — 3m37).

Finalement on remplace m3’, ms? et mg’ par leur valeur donnée respectivement
par (1.47), (1.51) et (1.52). 0

Proposition 8 Equations équivalentes du modele D2Q9 a 'ordre deux.
La densité p et limpulsion q vérifient les équations suivantes a ['ordre deuz en

At :

Op + 0uqu+ 0yq, = O(A), (1.53)
4+ a 3+ 3 3— 3
atQm + )\2 < 6 2) 3zﬂ + ¥a$Q§ + uﬁz‘]i + 78ay(QIQy) -
11\ A2 ,
= At 9_375 F[(1+(31*(Xg)azq$+(1+62*043)a$yqy]+
1 I\ XN [(1—¢ 1—c
Y ) 02qp — — 20,
1 1 2+c 2+c
+ At <q—8 - 5) A2 < 3 O ety + %@3%) +O(A?),
(1.54)
44+« -3 +3
1 1\ X2 ,
1 1 )\2 1-— C1 1-— Cy
A=) (29,0 o2
N LA
1 1 2+ 2+
+ At (i — 5) A2 < 2 a d2q, + TCQ(?W(]Q + O(A??),
(1.55)

ol (i3, V3, C1, Co, Y7 €t y3 sont définis en (1.47), (1.49), (1.50), (1.51) et (1.52).

Preuve: L’équation de la conservation de la masse est le résultat direct de
(1.26). Pour retrouver les deux équations de conservation d’impulsions, on uti-
lise I'équation (1.27), les résultats du développement a 'ordre un et on calcule
les différents coefficients A% définis par (1.25) et les défauts de conservation 6,
donnés par (1.22). Avec la matrice M~! donnée par I'expression (1.46), on a
Azﬁ =0 pour k =4,5,6 et

M /10
af _
As _6(0 1)’
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M1 0
aff _
Az _2(0 1)’

aﬁ - 2 0 1
wee (V).
On calcule alors les défauts de conservation 65, donnés par I’expression (1.22) pour

k=3 k=T7etk=28:
O3 = Omy’ + 0y (qu + Amz") + 0y (qy + Amg?),

on remplace alors m:’, mg’ par leur valeur (1.49), (1.50) et en ne gardant que la
partie linéaire de m3’, on obtient :

Os = as0ip+ (1+ 1) 0uge + (14 ¢2) 9yq, + O(|¢?]),
or d’apres I’équation de conservation de la masse on sait que :
Oip = —0:q, — 0yq, + O(At),
on conclut alors :
O3 = (14 c1 — @3) Ous + (1 + 2 — a3) yq, + O(|¢%)).
Pour 6; défini par (1.22), on a :
Or = 07" + 0y (A(S1" — f57)) + 0y (A= 2" + fi7))

or (A(f{"— f5") = 5%q, d’apres 'expression de Gy et Gy, de méme on a
A (=f3"+ f{") = —52q, d’'apres Uexpression de Gy et G4. On a alors par
linéarisation :
1-— C1 1-— Co
Or = ——0uta — —5— 00y + O(l¢’)).

Finalement pour le défaut de conservation g donné par (1.22), on a

. 2 A, 2 A,
98 = 6tm8q + QE (gqy + §m6q> + 8y (gqx + §m5q> ,

on obtient alors en utilisant les valeurs de m:’, mg’ données par les expressions
(1.51), (1.52) et par linéarisation :

2+c¢ 2+c¢
Oy = 5~ ety + —5 040+ O’

O

e [’équation (1.53) montre qu’on a la conservation de la masse au moins a l'ordre
deux. Dans les équations (1.54), (1.55) on distingue trois types de termes : le
terme en 0,p dans I'équation (1.54) et le terme en 0,p dans I’équation (1.55) ont

4+«

le méme coefficient \? < 3) qui détermine la vitesse du son. Ainsi le choix

du parametre a3 fixe la vitesse du son ¢; = )\\/@. Les termes de convection qui
sont en 0,q3, 0pq; et 0,y(¢zqy) dans I'équation (1.54) et en 0,q2, d,q; et 0,(¢xqy)
dans ’équation (1.55). Les termes diffusifs qui sont en At (i - %) A? dans les
équations (1.54) et (1.55).
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Equations de ’acoustique linéaire

Soit le probleme acoustique avec diffusion suivant :

O + cEdivu = 0,
Oty + Opp — COp divu — vAu, = 0, (1.56)
Oy + Oyp — Oy divu — vAu, = 0,

qui consiste a chercher I'évolution des inconnues : p la pression du fluide, u =
(ug, uy,) la vitesse du fluide. On suppose que le fluide est en évolution isotherme,
¢’est-a-dire on a la loi de pression suivante :

p = cgp, (1.57)
avec c3 le carré de la célérité des ondes sonores et p la densité du fluide.
Dans les équations (1.56) on a deux termes visqueux : ¢ la viscosité de volume et
v la viscosité de cisaillement. On peut définir la viscosité longitudinale £ = %V—FC,
(en deux dimensions) qui est plus pertinente pour les ondes acoustiques.
Pour modéliser le probleme (1.56) avec le schéma de Boltzmann D2Q9 on le récrit
d’abord en fonction de la masse p et de I'impulsion ¢ en utilisant (1.57) et ¢ = pu :

atp + azQ:ﬂ + ayQy = 0,
O14e + 5000 — € (0200 + Ouyay) — v (0200 + 0jq) = O, (1.58)
ato + C%ayp o C (8ya:qa: + 8;%;) -V (agqy + 833(]31) =0

Proposition 9 Schéma de Boltzmann pour ’acoustique.

2
, eq \ _ 6cg eq
Le schéma de Boltzmann D2Q9 avec mz = azp, ot az = 3 — 4, mg =
—1
Oz eq _ 4y eq __ eq __ _ (1 & _ _(1 3v )*1
N Mg = =5 my =0, mg =0, 53 = (5 ot ) etst=58= (31 xea7)

admet comme équation équivalente & l'ordre deuz en At le probléeme (1.58).

Preuve: Pour modéliser le probleme d’acoustique (1.58) avec le schéma de Boltz-
mann sur réseau D2Q9 on choisit les différents parametres (i.e. les valeurs des
moments d’équilibre et les taux de relaxation) pour que les équations équivalentes
d’ordre deux données par (1.53), (1.54) et (1.55) coincident avec le probléeme
(1.58). En effet on choisit 73 = 7 = 73 = 0 pour annuler les termes non linéaires
des équations (1.54) et (1.55). Pour avoir la vitesse du son c¢g, on cherche g, tel

que :
4+ Q3

o=\ 5

.. 6c2
on choisit alors ag = ¢ — 4.

Pour que la viscosité du modele soit isotrope on prend ¢; = ¢o = —1 et s; = sg.

. . . . 2
On obtient alors avec ce choix une viscosité de volume —ag’\TAt (é - %) et une

. ., . . 2 N , , .
viscosité de cisaillement /\TN (é — %) Le parametre as étant fixé par la vitesse

du son ¢y, il nous reste a fixer sz et sg pour avoir :

¢ = NAt (11
N s 6 S3 2 ’

NAt /1 1
v = — = —].
3 S8 2
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e On note ici qu’on n’a pas précisé les valeurs de my?, sy, s5 et sg car ils n’appa-
raissent pas dans I’équation équivalente d’ordre deux en At. Donc ces parametres
ne jouent pas de role au moins a l'ordre deux, par contre il faut les prendre de
telle maniére que le schéma soit stable (voir paragraphe 5).

Equations de Navier-Stokes

Dans cette partie on va trouver un schéma de Boltzmann sur réseau D2Q9 qui
modélise le probleme fluide de Navier-Stokes suivant :

atp + aa:Qx + ayqy - 0,

Oie + 024> + 0y (424y) + C30:p = C(0h0 + Onyay) + v (020s + 024s) |
Ovgy + O (4uqy) + Oyq, + ci0yp = ¢ (Oyas + 85(1?/) + v (92q, + 6§qy) .

(1.59)
Proposition 10 Schéma de Boltzmann pour Navier-Stokes. ‘
Le schéma de Boltzmann D2Q9 avec m5" = asp + 5(¢2 + q;), ot a3 = %[2’ —
1
domg = g = ot = B o (L)

-1 . L .
S7 = Sg = (% + %) , admet comme équation équivalente a 'ordre deux en At

le probléeme (1.59).

Preuve: On va procéder par identification comme dans la preuve de la proposi-
tion 9. Les équations de Navier-Stokes (1.59) présentent des termes non linéaires
(i.e de convection) en plus par rapport au probléme de 1'acoustique (1.58). Donc
on garde les mémes valeurs du probleme (1.58) pour as, ¢1, o, s3, s7 et sg. Pour les
termes non linéaires, il faut avoir les mémes coefficients dans les équations (1.54),
(1.55) et les deux équations de conservation d’impulsion du probleme (1.59). On
déduit alors :

Y3 + 377 =6,
v3 — 377 =0,
vs = 1.
On résout le systeme en 73 et 7, on trouve 3 = 3, vz = 1. U

Remarque 7 Dans ce cas, la distribution d’équilibre définie dans la proposition
6, est donnée par :

. 3 9 3
Gj = qu =wj |p+ X(ej-Q) + 2—)\2(61'-‘1) - 2—)\2\(1|2 ’

ot Wy = W) = Wy = Wz = Wy = Loet Wy = Wg = W7 = Wg = ;—6 Cette

4

9’ 9

distribution correspond a une distribution classique dans les modéles de type BGK.
qui est une approzimation de la Gaussienne dans le cas BGK.

Remarque 8 On note ici que le systéme d’équations équivalentes (1.59) modélise
un fluide qui n’est pas incompressible, car les ondes acoustiques sont toujours
présentes. De plus les termes non linéaires des équations (1.59) : 0, (¢.qy) -|-8yq§
et 0y (gzqy) + 3yq§ différent d’un facteur p des termes d’advection de Nauvier-
Stokes.
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4 Développement asymptotique de Chapman-—
Enskog

Pour obtenir les équations macroscopiques on peut utiliser aussi le dévelop-
pement standard de Chapman-Enskog [FAH87] pour une perturbation d’ordre
€, € étant le nombre de Knudsen [Ce88] Kn = %, le rapport entre le libre par-
cours moyen [ (la longueur moyenne parcourue par la particule entre deux col-
lisions successives) et la longueur caractéristique L de I’écoulement du fluide.
La méthode de Chapman-Enskog consiste a faire un développement asympto-
tique formel des f; en e autour d'un état d’équilibre fjeq. Ensuite on fait une
analyse multiéchelle pour retrouver les équations macrocopiques. On traite ici le
cas simple du Chapman-Enskog discret pour le modele D2Q9 (1.5), décrit par
I’équation suivante :

8

Filan + At t+ AL) = fi(wg,t) = > Qi [(fiwn. ) — [, t)], 0<j <8
i=0
(1.60)
La matrice (€2;;)0<;,j<s décrit I'étape de collision dans I'espace V des f;. En uti-

lisant le développement de Taylor on a :

fj (’I‘k + Y)jAt, t+ At) = fj(l‘k, t) +
+ A (O fi (e, t) + 050, fi(k, ) + 000, fi 2k, 1)) +
At)?
% [8t2fj(.rk, t)+2 (1);38tmfj(.rk, t) + v;’ﬁtyfj(.rk, t)) +

+ ()2 0uu fi(hs ) + (0))2Oyy f (s 1) 4 20507 Oy f (k. )] + O(AL)?

_|_

On remplace le membre de gauche de 1’égalité (1.60) par son développement de
Taylor et on obtient :

At (O fi(wp, t) 4+ 0] 0 fj(an, t) + Y0, f(xx, 1)) +

+(At)2 107 fi (e t) + 2 (05 O f (ks £) + 0Y By (e, T
9 t Ji\ Lk, U, t:cfy(xk; )+Uj tyf](xk; ))+

+ (V])?0pa fi (@, 1) 4+ (V1) ?0yy fi (4, 1) + 2070V Dy f (w4, )| =

= =3 (il 1) = J (1) (1.61)

1=0

On cherche alors f; sous la forme d'un développement asymptotique en € :
0 1 2
fi=f"+erV e f? 4 (1.62)

oitles f(™ sont les fonctions de Chapman et f;o) = f;q (i.e. on fait un développement
autour d'un état d’équilibre). On pose f = (fo, f1,.- ., fs) un vecteur de I’espace
V. L’équation (1.61) s’écrit :

At (O f + Vil f + V,0,f) + (A;) (07 f + 2 (VaOuuf + VO f) +

+ (Va)20uaf + (V) 20y f 4+ 2ViVy 0y f] = —=QU[f — f°9,  (1.63)
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ou V, = diag(vf, ..., vd) et V,, = diag(vy, ..., vg) sont des matrices de My(R). On
réécrit 1’équation précédente dans I’espace des moments M a 'aide de la matrice
M (i. e. m = M.f), on obtient :

At)?
At (atm + S,0,m + Syaym) + % [6t2m + 2 (Sxatxm + Syatym) +
+ (S2)?0pam + (Sy)?0yym + 25,5, 05y m] =
= -MQM*t[m — m*],
(1.64)
o S, = MV,M~". On fait alors le développement défini par (1.62) dans I’équation
(1.64), et on introduit les deux échelles de temps et 1’échelle en espace suivant :
8t = 63“ + 628t2,
&Ea = 68,;;1
On a alors a 'ordre un en € :
At (9, m" + 8,0,m? + S,0,m") = —MQM'm, (1.66)
et a 'ordre deux en € on a :
At (9, m® +a m )+ S a mM + 5,0 /m(l)) +
[afl + 2 (5 am,m + S, 0y ymV) +
(S )202m + (S,)? 85 +25’$Sy6$:y:m(0)} =
= —MQMflm@),
or en utilisant (1.66), I’équation (1.67) devient :

(1.65)

(1.67)

MQM!
At atzm(O) +oAl (Id N 7) (8t1m(1) + Sa;ag;’m(l) + Syaylm(l)) =
2
= —MQM 'm®), (1.68)

On écrit alors les équations qui découlent de I’ordre un de Chapman-Enskog (1.66)
(i. e. écrire les 9 équations scalaires revient a calculer S,m(® et S,m®) :

8t1p + aa:’qx + 8y’qy - 0, (169)
2 1 1
01y Gz + N0y (§p+ g+ 5my )> +A29,m” =0, (1.70)
2 (0) 2 2 L o 1
At (6t1m§°) + Oy (qw + aml ) + 0, (qy + Amff”)) — —symlY, (1.72)
At <8t1m510) + A0 :mgo) + Aﬁy/mﬁo ):—84m£11), (1.73)

1
8t1mg0 + A0y (3( go) + mflo)) — mg0)> + )\ayzméo) :—55mé1), (1.74)

——seml,  (1.75)

)
)
>:s7m$”, (1.76)
)

:—sgmél). (1.77)

1
3y, mY) + A9ym{’ +)\8 (3( §°)+m§°))+m$°)>

At <6t1m O 4 20 o (0= 2ml?) + %ay, (—ay+2m{")

3

1 1
Btlm + - 3 <2qy + )\mé )) + gay, (2q$ + )\méo))



28 Schéma de Boltzmann sur réseau

Remarque 9 Lien entre les fonctions de Chapman et les défauts de conserva-

tions : On note ici qu’on a la relation suitvante entre les mg), 3< k< 8etles

défauts de conservation définis par (1.22) :

0 sk, 1
1o
- - 6,
eTkmk + 2k

De méme on écrit les trois premieres équations qui découlent de 1’équation d’ordre
deux en € (1.68) de Chapman-Enskog, on obtient :

8t2p =0,
AQ A2 ‘ .
S8 1 )\2 S3 1 )\2 S7 1
Oy + N (1= 5) dumll) + = (- Damd 2 (1 D) aum =0

On remplace alors mél), m(71) et mél) par leur expression déduite des équations

(1.72), (1.76) et (1.77) dans les équations précédentes et on obtient :

AtA (11 )
O 4o — 6 <9_3 - 5) Oy (atlmg + Oy (Qa; + )\mrs ) + Oy (qy + )\mG ))
At)\Q 1 1 1
T T e e

1 1
0, m) + 50 <2qy + /\mg’)) + ga 24, + Am{” >

1 1
Oy — At)? < 2) Oy <6t1 m8 + 36:5/ (qu + )\m6 ) + 38 2q, + )\mrs )
1 )

AMZ ( ) 6t1mg + Oy (q‘,,g+)\m,5 >+8 (qy+)\m6 )

AN (11 Q 0) 4 1 ’
4 5 (‘;—7 _ 5) Dy <8t1m7 + §8I/ (qQE — )\mf5 )> + gay, (*Qy + )\mé )>> =0.

On multiplie par € les équations (1.69), (1.70) et (1.71), et par €2 les équations
précédentes. On somme alors les équations une a une et en utilisant le changement
d’échelle donné par (1.65), on obtient les équations macroscopiques suivantes :

eahp + 6Qatzp + Eax’Qx + an’Qy - 8tp + aa:qa: + 8yqy - O,

2 1 1
01q, + 20, <3p+6mg)+2m(7)> + )2 Oy m8 —
AtA?
6

-
o (s
(

_ —) 3 eatlmg” 10, (qm + A )> +9, (qy + )>>

1
S3
1 1
1

1
+ AN . —) (e@tlms +50; (2qy+)\m6 >+ <2qw+)\méo)>
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2 1 1
a4 X! 3 (G4 gol? ) =

1 1 1 1
= AtA[——2)0, €0y, mg]) + =0, (qu + )\méo)> + =0, (2(11, + /\m§°)>
S8 2 3 3 ’
AtA? (11
+ 5 <g— — 5) Oy (e@tlméo) + 0, (qw + )\méo)) + 0, (qy + )\méo))>
S3
A2 (11 o 1 o1 .
Sachant que les m,(co) = m,’, on prend alors les mémes valeurs d’équilibre et les
mémes coefficients s, que dans la proposition 10 (i. e. m§" = asp + 15(q2 +
qz): ou a3 = fﬁ)\iﬁ - 47 mgq = _quj mgq = _qu; m?] = qi)\;q;J gq = qigya §3 =

(% — a3§§m> 1 et s7 = sg = (% + A?Zt)fl,), on retrouve alors les équations de
Navier-Stokes (1.59).

On note que €0, mgo) = agOp car Oy, p = 0 et qu’il faut négliger les termes non
linéaires en eq2.

e Dans la communauté Boltzmann sur réseau, les pas de temps At et d’espace
Az sont fixés a l'unité (i. e. At = 1, Az = 1). Ici on a fait le développement
dans le cas général pour avoir les bonnes unités des coefficients de transport et
de diffusion et voir leur dépendance via le maillage.

e En utilisant la méthode de I’équation équivalente et le développement de Chapman-

Enskog discret on retrouve les mémes équations macroscopiques a l'ordre deux
en At.

5 Equation de dispersion et stabilité du schéma

Dans cette partie on considere les solutions de type onde plane de fréquence w
et de vecteur d’onde k sous la forme : f;(z,t) = ¢;e!@ %) (0 < j < J. Dans un
premier temps on va étudier le schéma de Boltzmann D1Q3 linéaire (i.e le cas de
I'acoustique). Ensuite on étudie le schéma D2Q9 linéaire et non linéaire.

Equation de dispersion

e Le cas du schéma D1Q3 linéaire :

On considere le schéma D1Q3 introduit dans la section 2 et dont I’équation
d’évolution est donnée par (1.35) :

ou f; est donné par 'opérateur de collision C défini par (1.32). En utilisant alors

la transformée de Fourier, on peut écrire localement le schéma de Boltzmann. En
particulier I’étape d’advection.



30 Schéma de Boltzmann sur réseau

Proposition 11 Etape d’advection.
On se donne une solution f du schéma sous la forme fi(x,t) = ¢ @) (i e.
onde plane). L’opérateur d’advection (2.6) s’écrit sous la forme matricielle :
A =diag(1,p,1/p), avec p= elik22)
de plus on a

flz,t+At) = Af*(z,t),
(fola,t + At), filw, t + At), fo(x, +AL)" = (.fé‘(ff;t)apff(%t);%fﬁ‘(ff;t)> :

Preuve: Soit x; = mAx et t = nAt, on a :
fj (%’, t) — fj (mAx, TZAt) — ¢j€i(wnAt7kmA$)
De méme on a :

fi(xi —vjAtt) = fr(mAr — v;At, nAt) = eikeﬂ'A“”ei(“’”At*kmA:’:)qﬁ;. (1.79)

On écrit alors I'étape d’advection f;(z;, t + At) = f7(2; — v;At, 1), on remplace
fi(x; — v;At,t) en utilisant (1.79), on trouve alors :

f](flf,“t‘i‘ At) = eikejAIf;(x’iat)J 0 S 7 S 2.

0]

Comme on est dans le cas linéaire 'opérateur de collision s’écrit sous la forme
matricielle (1.32), alors on dispose de I'écriture suivante du schéma :

Proposition 12 Matrice globale du schéma.
Pour les solutions de type onde plane f;(x;,t) = (ﬁjei(‘“t*k“”), I’équation d’évo-
lution de lalgorithme (1.35), s’écrit sous la forme :

avec
1—as s(1 — ) s(1 — )
as . s(1— a) —s(1 — )
G=AMCOM) = PR ST )P 2 7
asl —s(l-a)1 - s(1—a)\1
2 p 2 p 2 p

la matrice d’évolution globale de algorithme D1Q3 ou M, M~ et C sont données
par (1.31), (1.33) et (1.34).

Preuve: En utilisant (1.32) et la proposition 11 on a :

Flait+ A = AM'OM) f(2;,1).
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La matrice G dépendant du facteur de phase p = e#47

On introduit ensuite le facteur de temps

, on la note alors G = G(p).

z = At (1.81)
ceci conduit a :

Proposition 13 Equation de dispersion.
Soit f une solution non triviale du schéma D1Q3 de la forme :

f(mAz, nAt) = pellendt-kmaa) (1.82)

avec m et n les numéros respectifs d’espace et de temps, w et k la fréquence et le
vecteur d’onde. On a alors I’équation dispersion suivante :

det [G(p) — 2Id] =0, avec z =", (1.83)

Preuve: En remplacant la solution f dans I’équation (1.95) par (1.82), on ob-
tient :

zf(wi,t) = G f(xi, 1),

ou z est défini par (1.81).
Pour que le schéma D1Q3 admette une solution non triviale f, il faut que :

det [G(p) — zId] = 0,

qui est 1’équation de dispersion. O

Remarque 10 L ’équation de dispersion nous donne une relation entre w et k
via la relation entre z et p. Pour k fizé (i. e. p fixt€) on a un probléme aux
valeurs propres. Les valeurs propres solutions de ce probléeme vont nous donner
Pexpression des coefficients de transport en fonction du vecteur d’onde k, (voir
[LL00]).

e Le cas du schéma D2Q9 linéaire :

On considere le schéma D2Q9 linéaire défini dans la section 2 et dont ’équation
d’évolution est donnée par (1.18) :
f](T“t—F At) = f;(l‘i - Y)jAt,t), 0 < j < 8, (184)
qui modélise a 'ordre deux en At, le probleme de I'acoustique (1.58) ou les mo-
ments d’équilibre sont donnés par : m5’ = azp, my? = aup, mg’ = =% mg’ = g, A,
ms" =mg’ =0 et s; = sg. Ainsi I’étape de collision est linéaire et s’écrit :
c: V — \Y
(1.85)
f > fr=M"'CMf,
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ol la matrice C' est donnée par :

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
ssa3 0 0 1—s3 0 0 0 0 0
C=| sqjas 0 0 0 1-s 0 0 0 0 . (1.86)
0 0 % 0 0 1-s 0 0 0
0 0 0 = 0 0 1-s5 O 0
0 0 0 0 0 0 0 1-s5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1-—sq

avec les matrices M, M ' données respectivement par (1.45), (1.46).
On cherche les solutions de la forme f;(x,t) = ¢;e!@ %0 0 < j < 8 ot k =
(kg, ky). Pour I'étape d’advection, on a :

Proposition 14 Etape d’advection.
On se donne une solution f sous la forme fi(z,t) = ¢’ “=F2) ot w est la
fréquence et k = (k,, k) est le vecteur d’onde. On peut alors écrire 'opérateur
d’advection sous la forme matricielle :
11 1 4 .
A = diag(1,p,q,—, —, pq, g, —, 2), avec p = ekeB2)  op g = (kuA2) (] 87)
P pPq q

de plus on a

fla,t+At) = Af*(z,1).

Preuve: Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 11, on a alors
A = (Aij)o<ij<s avec :

A — eik.viAt(sij _ eikze;”Azeikye?Axé

%, — 0§277§8:

R
ou d;; est le symbole de Kronecker et les e; sont données par (1.37). O]

On écrit alors I’équation du schéma (1.84) dans 'espace de Fourier, en vue d’écrire
le schéma sous forme matricielle :

Proposition 15 Matrice globale du schéma.
Pour les solutions de type onde plane f;(z;,t) = qﬁjei(wt*k“”), I’équation d’évo-
lution de lalgorithme (1.84), s’écrit sous la forme :

flzi t+ At) = G f(x;,t), (1.88)

avec

G=AM'CM),

la matrice d’évolution globale de 'algorithme D2Q9 ou A, M, M~ et C sont
données respectivement par (1.87), (1.45), (1.46) et (1.86).

Preuve: Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 12. 0]
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La matrice G dépendant des facteurs de phase p = e+ et ¢ = e*2% on la
note alors G = G(p, ¢). On introduit ensuite le facteur de temps
z = At (1.89)
on a alors :
Proposition 16 Equation de dispersion.
Soit f une solution non triviale du schéma D2Q)9 de la forme :
f(mAz, nAz, IAt) = pe!(WAt—mhs Av=nky Az) (1.90)

avec m, n les numéros d’espace et | le numéro du temps, w la fréquence et k =
(ky, ky) le vecteur d’onde. On a alors Uéquation de dispersion suivante :

det [G(p,q) — z1d] =0, avec z=e™“?" (1.91)

e Le cas du schéma D2Q9 non linéaire :

La difficulté pour les schémas non linéaires réside dans 1’écriture de 1'étape de
collision. On prend par exemple le cas du schéma D2Q9 défini par la proposition
10, dont les équations macroscopiques sont celles de Navier-Stokes (1.59). On a
des moments d’équilibre qui sont des fonctions non linéaires en ¢. En effet on a
d’apres la proposition 10 : m§! = asp+ 3 (qa+4q7), my? = aup+ 5 (g2 +q,), ms’ =

2 2
q eq __ Gy eq _ dx—dy €q __ QGxQy _ 4 :
=L omg = =3, my = Ft, mg = S5t et sy = sg. Pour étudier le cas non

linéaire on propose de considérer le cas particulier ou le fluide est dans une confi-
guration f proche d’un état d’équilibre f(*) de densité p et de vitesse V = (V, Vy)-
Ensuite on linéarise le schéma autour de Iétat f(©. En effet on a

f=1"+5f,

o1 0 f est I'écart du fluide par rapport a Iétat d’équilibre (. Ainsi § f est solution
du schéma de Boltzmann linéarisé :

0 fi(mit+ At) = (6f)5%(x; — v AL t), 0<j<8, (1.92)
ot (8f)*(x;,1) est Vimage de (3f)(x;,t) par Vopérateur C défini par :

C : V — A
N (1.93)
f > f*=M"'CMf,
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oi1 la matrice C est la dérivée de 'opérateur de collision non linéaire C en f = f(©,

(i.e. C = <g_%|f_f(0)>ogi,jgs)' On a alors C' donnée par :
10 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
saay 2Ve 2B g 0 0 0 0
C=| sqay 2l 2h g 15 0 0 0 0
0o 0 == 0 0 1-s5 0 0 0
0 0 S L 0 1-s5 0 0
0 =g sl 0 0 0 1-s5 O
0 2uh wmle 0 0 0 0 1 sg
(1.94)

Les matrices M, M~ sont données respectivement par (1.45), (1.46).

Proposition 17 Matrice globale et équation de dispersion du schéma
linéarisé.

Pour les solutions de type onde plane f;(x;, t) = ¢jei(“’t*k'“”), I’équation d’évolution
de Ualgorithme (1.84) linéarisé, s’écrit sous la forme :

avec G = A(M*IGM), la matrice d’évolution globale de l’algorithme D2()9 et
M, M~ et C données respectivement par (1.45), (1.46) et (1.94). On a alors
I’équation de dispersion suivante :

det [G(p,q) — 21d] =0, avec z= GUBL kAT oy o ik AT

Preuve: Il suffit de reprendre le cas D2Q9 linéaire en remplagant la matrice C
par la matrice C. 0

Etude numérique de la stabilité

e On définit une norme pour la solution numérique f™ = (f(x;, nA?))o<j<si<i<n
ou N est le nombre de site du réseau et f = (fy, f1,..., fs). On reprend la norme
classique sur RV pondérée par le pas d’espace Az par :

[N

1"l = (ZAxl.f(xi,nAtV) : (1.96)

Grace a la pondération par Az, la norme ||f™||; est identique & la norme L2.

Définition 1 Un schéma de Boltzmann sur réseau est dit L? stable, s’il existe
une constante K > 0 indépendante de At et Ax telle que :

1/"l2 < K| f°lla pour tout n >0,

quelle que soit la donnée initiale f°.
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e On considere dans un premier temps le schéma de Boltzmann D1Q3. Pour
étudier la stabilité L2 du schéma numérique on utilise la méthode de Von Neu-
mann qui repose sur ’analyse de Fourier. On cherche les solutions de type onde
plane f; = ¢;e!“' %% et on suppose que les conditions aux limites sont des
conditions périodiques. D’apres la proposition 12, le schéma s’écrit dans ’espace
de Fourier :

[t + At) = G(p) f (2, 1),

oll p = e'*Ae,

Autrement dit :
fr=Gp) " =Gp)

Pour p € C, le coefficient de Fourier f™ est borné lorsque n tend vers l'infini si
et seulement si les coefficients de la matrice d’amplification puissance n (i.e. G")
sont bornés indépendament de n.

Proposition 18 Stabilité L? [RM67].

Pour que le schéma Boltzmann sur réseau soit L? stable, il suffit que la matrice
d’amplification G soit diagonalisable et que toutes ses valeurs propres \; soient
toutes strictement majorées en module par 1 selon :

Nl <1 Vi=1,...J

Preuve: Si les coefficients de Fourier sont bornés, alors par la formule de Plan-
cherel on en déduit la stabilité L? du schéma :

17 e < NG HHL e < KL

Si G est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres A; sont toutes strictement
majorées en module par 1, alors il existe K > 0, tel que ||G"|| < K Vn € N.
O

Donc pour étudier la stabilité du schéma de Boltzmann sur réseau il faut trou-
ver les valeurs propres de la matrice G(p), montrer qu'ils sont de module plus
petit que 1 et monter que la matrice est diagonalisable. On résout analytique-
ment le probleme aux valeurs propres. On étudie ensuite les valeurs propres
numériquement pour une vitesse de son donnée et pour un s fixé. En effet pour
un vecteur d’onde k£ donné (i.e. pour p), on calcule les valeurs propres z(k) qui
sont les solutions :

Q(z) = det [G(p) — zId] = 0,

ol () est un polynome de degré 3 en z. On fait alors varier le vecteur d’onde k et
on étudie le comportement des valeurs propres z, (k).
e On a alors les valeurs propres suivantes :

-2 =1=x if—s + o(k), qui correspondent aux deux modes hydrodynamiques
(conservés) : deux modes longitudinaux (sonores). Notés vp0 et vpl sur la
figure 1.5.

29 = (1 — s) + o(k), qui correspond au mode rapide (non conservés). Noté
vp2 sur la figure 1.5.



36 Schéma de Boltzmann sur réseau

T T T
I v R —————————————————————————————— SN S x4
N'K & = g } ) o X X
¥® g x
X X
X = ; x
| Sl i
0.95 [ PR g B .
3 . Py o
z
% N :
* x!
— B
N 0.9 | [ ** ,,,,x,, ,,,,,,,,,, .
- 3 o 3 "Eaad
3 x 3
0.85 | s -
! M X : Vpo m]
L * vpl  x
x X vpz  x
L XX
0.8 pxxx*" [ [ f .
0 0.25 0.5 0.75 1
k/T1

Fic. 1.5 Module des valeurs propres du modele D1Q3 en fonction de |k|. La

valeur du parametre o = %, le coefficient de relaxation : s = 1.8.

e On fait varier le module du vecteur d’onde k entre 0 et m (pour des raisons
de périodicité), et on calcule numériquement les valeurs propres de la matrice
G(p, q), (i. e. racines z, du polynéme @), pour un jeu de parametres («, s) donné.
L’algorithme est alors stable (proposition 18) pour cette configuration si le mode
de (z,) est strictemant plus petit que 1 pour tout k. Pour calculer les valeurs
propres de la matrice G(p, ), on a utilisé Maple. La figure 1.5 montre que le module
des 3 modes est inférieur a 1 pour une configuration des parametres. La figure 1.6
montre que le module de la différence des valeurs propres (i.e.|zp — z;|, |20 — 22
et z; — zy) est non nul pour tout k. Cela prouve que les trois valeurs propres sont
différents et que la matrice G(p) est diagonalisable. Ainsi le schéma D1Q3 est
stable pour cette configuration de parametres.

e On considere dans un deuxieme temps le schéma de Boltzmann D2Q9 linéaire
(1.84) (i.e. le cas de I'acoustique), pour le cas général voir [LLO0O]. Pour étudier la
stabilité L? du schéma de Boltzmann sur réseau on utilise la méthode d’analyse
de Von Neumann. On cherche les solutions de type onde plane f; = qﬁjei(“’t’k'x)
au moyen de la transformée de Fourier du schéma. Celle-ci est donnée par la
proposition 15 :

flrit+ At) = G(p,q) f(zi, 1),

ik, Ax tky Ax et

oup=e ,q=¢€

G(p,q) = Alp,q)M 'CM,

les matrices A(p,q), M, M~" et C sont données respectivement par (1.87), (1.45),
(1.46) et (1.86).
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Fi1Gc. 1.6 Module de la différence des valeurs propres du modele D1Q3 en fonction
de |k|. La valeur du parametre : o = 3, le coefficient de relaxation : s = 1.8.

Pour étudier la stabilité du schéma de Boltzmann sur réseau il faut trouver les va-
leurs propres de la matrice G(p, ¢). De maniére générale, on ne peut pas résoudre
analytiquement le probleme aux valeurs propres, sauf pour quelques cas particu-
liers. Par contre on peut calculer facilement les valeurs propres numériquement.
En effet pour un vecteur d’onde £ donné (i.e. pour p et g fixés), on calcule les
valeurs propres z(k) qui sont les solutions :

Q(2) = det [G(p, q) — 21d] = 0,

ol () est un polynome de degré 9 en z. On fait alors varier le vecteur d’onde k et
on étudie le comportement des valeurs propres z, (k).

e Pour le cas particulier ou le vecteur d’onde k est nul, (i.e k& = (0,0)), on
peut calculer facilement les valeurs propres de la matrice G(1,1). En effet on a
I'expression suivante du polynome caractéristique Q(z) :

Q(z) = [z = 1P[z — (1 = sy)l[z = (L = sa)l[z — (1 = s5) ][z — (1 — s9)]".

On a alors les valeurs propres suivantes :

— 2012 = 1 de multiplicité trois qui correspondent aux trois modes hydrody-
namiques (conservés) : un mode transverse et deux modes longitudinaux
(sonores).

— 23 =(1—s3), 24 = (1 —54), 256 = (1 —s5) de multiplicité deux (car sg = s5)
et 275 = (1 — sg) de multiplicité deux (car s; = sg) qui correspondent aux
modes rapides (non conservés).

e Pour les cas particuliers ou le vecteur d’onde k = (£7,0) et £k = (0,£7) on a
un mode parasite de damier. En effet les matrices globale G(—1,1) et G(1,—1)
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ont —1 comme valeur propre car leur polynome caractéristique Q(z) dans le cas
particulier ou s5 = sg et s7 = sg s’écrit :

Q(2) =[z+1][z+ (1 —s5)][z + (1 — s8)][z* — %z — (s5 — 1)|P(2),

ou P(z) est polynome en z de degré 4. A cette valeur propre —1 correspond alors
un mode de damier ®; qui sera conservé par la composée de deux étapes de
Boltzmann (i. e. &4 = G?®,).

V|=0eto=0 V|=0eto=m/12
0 0 /
0.2 N ; 0.2 \\V ~
% H
N .04 N .04 ;
B : B i
A § L ==
-0.6 e -0.6 V.
-0.8 / -0.8 /
/ @ / ®)
-1 -1
0 0.25 05 075 1 0 0.25 05 075 1
k| / 7t K| / Tt

Fi1G. 1.7 — Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9 linéaire
en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : a3 = —2, aq = 1, et ¢; =
¢o = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.4, s, = 1.8, s5 = s = 1.6 et
s7 = sg = 1.9. (a) Pour # = 0 argument du vecteur d’onde k (i. e. k parallele a

I'axe Ox). (b) Pour 6 = %

e On fait varier le module du vecteur d’onde k entre 0 et 7 et son argument entre
0 et 7, et on calcule numériquement les valeurs propres de la matrice G(p, q), (i. e.
racines z, du polynéme @), pour un jeu de parametres (s, as, ay, ¢y, ¢o) donné.
L’algorithme est alors stable (proposition 18) pour cette configuration si la partie
réelle de In(z,) est négatif pour tout « et tout &k (i.e. Re (Inz,) < 0). Pour calculer
les valeurs propres de la matrice G(p, q), on a utilisé les bibliotheques numériques
standard d’algebre linéaire comme LAPACK®*. Les figures 1.7 (a, b) et 1.8 (a, b)
montrent que le schéma est stable pour une configuration des parametres. En effet
les valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1 et la matrice G(p, q)
est diagonalisable car elle a 9 valeurs propres différentes (dans le cas ou deux
valeurs propres ont le méme module ils ont deux parties complexes différentes,
voir figure 1.11 (a)).

La figure 1.7 (a), est le cas particulier ou on prend k parallele a I'axe des z (4.
e. 'argument 6 du vecteur d’onde est nul). Elle montre qu’on a 9 modes dont
trois (il y en a deux confondus) modes hydrodynamiques sont proches de 0 pour
k petit. Les cinq autres modes valent In(1 — s;) pour £ = 0, ce sont les modes
rapides.

*http ://www.netlib.org/lapack/
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Fi1G. 1.8 — Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9 linéaire

en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : a3 = —2, ay = 1, et ¢; =
¢s = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.4, s, = 1.8, s5 = s¢ = 1.6
s
et s; = sg = 1.9. (a) Pour 0 = G argument du vecteur d’onde k. (b) Pour
0
[V|=0etf=-.

4
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Remarque 11 Pour le schéma de Boltzmann linéaire (acoustique), on peut ap-

procher de petites viscosités de volume et de cisaillement, ce qui revient en terme
; © o 1 1 1 1 ;
de parametres a faire tendre o — 3 et oo — g vers zéro. En effet la figure 1.9

montre que le schéma reste stable pour so = 1.99 et sg = 1.99.
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Fi1c. 1.9 Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9 linéaire
en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : a3 = —2, ay = 1, et ¢; =
o = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.99, s4 = 1.8, s5 = s = 1.6 et
s7 = sg = 1.99. (a) Pour # = 0 argument du vecteur d’onde k (i. e. k parallele a
I'axe Ow). (b) Pour 6 = 5. (c) Pour § = %.(d) Pour 6 = 7.

e Pour étudier la stabilité du schéma de Boltzmann non linéaire, il faut linéariser
I’étape de collision (voir (1.93)) autour d’un écoulement de densité p et de vitesse
V = (V4,V,). Ainsi on va étudier la stabilité du schéma linéarisé dont la matrice
globale G(p, q) est donnée par la proposition 17. La figure 1.10 (a) montre que
le schéma est stable pour V parallele au vecteur d’onde k. On note ici que la
stabilité du schéma dépend du module de la vitesse V. En effet pour |V| = 0.2,
sy = 1.6 et sg = 1.99, le schéma n’est pas stable (voir figure 1.10 (b)). Par contre
pour |[V| = 0.1, s = 1.6 et sg = 1.9 le schéma est stable. Donc dans le cas non
linéaire on ne peut pas avoir des petites viscosités.

e Les figures 1.11 (a) et (b) montrent la partie complexe des valeurs propres (.
e. Im(Ln z,)) en fonction du module du vecteur d’onde £ parallele a 1'axe des x
(i. e. k = (k;,0)). La figure 1.11 (a) montre qu’on a 9 modes :
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[VI=0.1et8={0, /12, 1/6,1/4}
0.1 ! ! !

Re(In 2)

K| / Tt

[V]=0.2et8=0

Re(In 2)

0 0.25 0.5 0.75 1
K| / Tt

Fic. 1.10  Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9
linéarisé en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : a3 = —2, ay = 1, et
¢1 = ¢o = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.4, s, = 1.8, s5 = s4 = 1.6
et s; = sg = 1.99. Pour plusieurs arguments du vecteur d’onde k avec V parallele
a k. (a) pour V| =0.1. (b) pour |V|=0.2
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— trois modes qui ont une partie complexe nulle pour £ = 0, dont un qui a
une partie complexe nulle pour tout |k| c¢’est le mode transverse. Les deux
autres modes ont une partie complexe qui varie en +c¢g|k|, ce sont les deux
modes longitudinaux acoustiques progressif et regressif.

— six modes rapides.

Dans la figure 1.11 (b) on applique une vitesse uniforme d’advection du fluide
V' # 0 dans la méme direction que le vecteur d’onde £ (i. e. parallele a 'axe des
x). Dans ce cas on a un caractére non-symétrique qui est du a la vitesse V. Cela
met en évidence le caractere galiléen [LLOO] du schéma. On remarque que dans
les deux cas avec |V| = 0 et |V| = 0.2 on a des difficultés pour k£ grand. En effet si
on regarde, les deux modes longitudinaux ne sont pas parfaitement linéaires en k
en particulier pour |k| grand. Cela est da a 'écart entre I’équation de dispersion
discrete du schéma D2Q9 et I'équation de dispersion continue. On note qu’on
retrouve ce phénomene dans les schémas numériques tels que les différences finies
et les éléments finis.

V=0ete=0 V/=02et6=0
TN T
@ ®

2 \ ’

. . —
R < R
E — E

-1 = -1

-2 / 2 /

e
-3 / -3 /
0 025 05 0.75 1 0 025 05 0.75 1
k| /7t k| /Tt

Fi1Gc. 1.11 — Partie complexe du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9
linéaire en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : a3 = —2, oy = 1, et
¢1 = ¢ = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.4, s, = 1.8, s5 = s4 = 1.6
et s7 = sg = 1.9. (a) Pour § = 0 argument du vecteur d’onde k. (b) Pour
[V|=0.2et §=0.

On note aussi que dans le cas non linéaire on ne peut pas avoir des vitesses V/
grandes devant une fraction x de la vitesse du son ¢y o1 0 < z < 1/2. En effet,
par exemple pour ¢y = % et |V] = % le schéma est toujours instable meéme pour
des grandes viscosités. (voir figure 1.12). On ne peut utiliser le schéma D2Q9 que
pour des vitesses inférieures a la vitesse du son (1. e. [V| < ).

e Pour améliorer la stabilité du schéma de Boltzmann sur réseau, Ansumali et
Karlin [AKO0] proposent des f; non polynomiaux et d’utiliser le théoreme H
pour décrire ’étape de collision.
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Re(In z)

/

-0.6

0 0.25 0.5 0.75 1
k| /Tt

Fic. 1.12  Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9
linéarisé en fonction de |k|. Les valeurs des parameétres sont : a3 = —2, ay = 1, et
¢1 = ¢co = —1. Les coefficients de relaxation sont : s3 = 0.2, s4, = 1.8, s5 = s4 = 1.6
et s; = sg = 0.2. Pour f = 7 argument du vecteur d’onde k avec V' parallele a k,
pour |[V| = 2%/5

Conclusion

e La méthode de Boltzmann sur réseau est une méthode particulaire qui simule
la dynamique microscopique via ’équation de Boltzmann, dans le but d’appro-
cher la dynamique macroscopique des fluides (au moins & I'ordre deux d’apres
I'équation équivalente).

e La méthode de Boltzmann sert a résoudre numériquement des problemes com-
plexes, et elle est naturellement concue dans le but d’avoir I'algorithme le plus
simple possible et le mieux adapté aux machines de calcul. C’est pour cela la
méthode de Boltzmann sur réseau est une excellente méthode numérique de fluide
qui est de plus en plus utilisé dans I'industrie.

e Notons que pour cette méthode on a que des résultats numériques de stabilité
L2, et ne possede pas de propriété de positivité générale. De plus comme la sta-
bilité est en défaut au vitesses notables devant la vitesse du son, la modélisation
est limitée aux basses vitesses.

6 Conditions aux limites

Soit £ un maillage (un réseau) régulier d’'un domaine borné €. On distingue
alors deux types de nceuds :

e Les noeuds intérieurs du maillage : c¢’est U'ensemble des nceuds z € £° tels
que : y; = x + Axe; est un nceud du maillage pour j = 0,1,....J. On note alors
LY 'ensemble des nceuds intérieurs (ou fluides).

e Les nceuds du bord : c’est 'ensemble des nceuds qu’on note 2, € £° tels que : il
existe j € (0,1,...,J) pour lequel y; = zp+Axe; ¢ L°. On note LY, 'ensemble des
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nceuds du bord. On a alors LU L% = £°. Si & Pinstant ¢, on a une configuration
f(x,t) pour tout z € L°. On remarque que pour les nceuds du bord z;, I'étape
d’advection (1.16) ne fournit pas tous les f;(z;). En effet soit x;, un nceud du
bord tel que y;, = zy, + Awej, ¢ LY (voir Fig. 1.13), alors apres 'advection on
ne dispose pas de f_j (z;) la distribution associée a la vitesse discrete —uvj,. Pour

S
Xp

O
A4

0]

??
Q

Fi1Gc. 1.13 — Neeud z, du bord.

définir alors les distributions f associées a la vitesse —v,, il faut tenir compte des
conditions limites physiques imposées par le probleme. On distingue alors deux
types :

La condition de type Dirichlet ou Neumann.

Les conditions de type entrée et sortie du fluide.
Dans le cadre de notre travail on ne va considérer que le cas simple ou les noeuds
du bord x; coincident avec le bord physique du domaine 0€2. Pour le cas général
voir par exemple [BFL0O1, GdHO03].
e Pour les conditions de type Dirichlet « = 0 on se sert du rebond souvent dit
“bounce back” (voir Fig 1.14) et si on a une condition du type u.n = 0 sur 99 on
utilise la réflexion spéculaire (voir Fig 1.15).

AN

-
=

Fi1g. 1.14  Condition de rebond pur (v, = 0).

Ylaq
On considere la configuration suivante : soit 2, € LY et on impose sur le bord 952
la condition de Dirichlet u = 0. On va montrer que le rebond satisfait la condition
de limite de Dirichlet. En effet définir une condition limite en Boltzmann sur
réseau revient a définir la ditribution f; qui va arriver au point z;, (voir figure
1.16). Soit x, = z, + v1At le point du maillage a I'extérieur du domaine €. Au
point z;, on a une densité p et une vitesse (j;,j,). On suppose que p et j, sont
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Fi1a. 1.15 Condition de réflexion spéculaire v.ngq = 0.

constants entre z;, et z., alors en z, on aura une densité p et une vitesse (j, j,)-
On écrit ensuite les distributions aux points z;, et x. en utilisant la configuration

donnée par les moments (p, ju, j,, ms’, my?, ..., mg?) et la matrice M ' (1.46)
1 1 .
fi(my) = 9P+ 3y

1 1 .
f3($e) = §P*3—)\Jz-

On prend alors la différence des deux équations :

2
Jx-

fi(@s) — fa(z.) = E3R

Comme j, vaut zéro entre x;, et x, (c’est le j, imposé par la condition de Dirichlet).
On retrouve alors :

fs(we) = fr(w),

la condition de rebond pure. Ainsi on a bien défini le f3 qui arrive en x;,.

Q

X
b e
©

0]

??

F1c. 1.16 Condition limite de Dirichlet.

De la méme maniere on aura :

fr(xe) = fs(mp),
fﬁ(xe) = fs(-Tb)-

On note qu’on peut traiter avec cette méthode les conditions de Dirichlet non
homogenes. En effet on suppose qu'on a u = ug = (uy, uy) sur 92 et qu'on a la
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méme configuration que celle de la figure 1.16. On trouve alors les conditions aux
limites suivantes :

2
fg(l'e) = fl(xb) 3)\ 7:[7
folwe) = folm) — oo i+ b
1 1
fr(ze) = .f5(ffb)—6—)\.70 6)\72’

avec j, = puy, et j, = puy.

Remarque 12 Ces conditions aux limites sont d’ordre un, on peut les améliorer

en utilisant des interpolations quadratiques et en tenant en compte des corrections

Chapman-Enskog d’ordre 1 des moments non-conservés au lieu de les prendre en

équilibre. Ainsi on refait la méme méthode avec les moments suivants (p, ju, jy, My +
1 1

em{?, me + em®. ... o m + eml") [GdHO3).

e De la méme maniere ont peut imposer la pression sur le bord. Ainsi si on veut

avoir p = pg en xp, dans le cas de la configuration de la figure 1.16. On doit faire

les conditions limites suivantes :

file) = —hlm)+ 50

flw) = ~fuln) + 350"

flw) = o)+ 550"
o ¥ = &,

On remarque ici si on impose une pression nulle sur le bord (i.e. p° = 0), on

retrouve les conditions “d’anti-rebond”.

e En utilisant les conditions limites de réflexion spéculaire (voir figure 1.15), on

impose u.n = 0 sur J€2. En effet si on écrit les distributions aux points x; et z,
o . . S eq | eq eq

en utilisant la configuration donnée par les moments (p, jz, jy, ms’, my’, ..., mg’)

et la matrice M "' (1.46), on a :

1 1
fl(xb) - 9p 3)\]567

1 1
f3(-Te) = §P*3—)\Jz,

1 1
fs(x) = 6Pt e T 12)\72;7

1 1 1
Jolwe) = 55p = Toxde + 13w

1 1 . 1
f?(ffe) = %P—mh—m]y;
folen) = 350 Toxie T T35
J8\Tp) = 36p 12)\.795 12)\.73;
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La différence des ces équations deux par deux nous donne :

fa(ze) = fi(zs) = —3%\,75;, (1.97)
folwe) ~ folm) = o (1.98)
folw) ~ fslm) = e (1.99)

Or la condition de u.n = 0 sur 0f) dans le cas de la configuration de la figure
1.16 se traduit par j, = 0 dans les équations (1.97), (1.98) et (1.99). Ainsi on
retrouve les condition de réflexion spéculaire :

fs(ze) = film),
fo(we) = fs(mp),
fr(ze) = fs(ap).

e Pour les conditions d’entrée de fluide, on utilise la méme technique que pour

les conditions de Dirichlet. Soit 092 une entrée d’un fluide de vitesse u® = (uJ, uy)

(voir figure 1.17), on a alors les conditions suivantes a l'entrée :

2

filze) = fg(ﬂ?b)*ﬁjg,
B 1, 1,
fs(ze) = folxs) 6_)\'7”34—6_)\'7‘”’
1, 1,

fs(ze) = fa(xp) — a]x - a]y;

avec 70 = pul et j;) = pug.

Fic. 1.17 — Entrée d’un fluide dans un tube avec une vitesse u

e Conditions limites périodiques : Ce type de conditions s’obtient en réinjectant
les particules sortant par un coté de 'espace de simulation sur le coté opposé,
(voir figure 1.18).

7 Exemple de I’écoulement de Poiseuille en D2Q9

L’écoulement de Poiseuille est un bon cas test simple, car on connait la solu-
tion exacte ce qui nous permet de valider les résultats numériques. Il s’agit d'un
écoulement plan entre deux parois paralleles a I’axe O, fixes de longueur infinie.
On va utiliser le schéma de Boltzmann D2Q9 pour modéliser cet écoulement.
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Fi1a. 1.18 Conditions limites périodiques

Les équations

Si on note par U(t,z,y) = (u,v) la vitesse du fluide et par P la pression et
Q2 =10,1] x [0, h] (voir figure 1.19), alors I’équation du probléme :

Fi1G. 1.19 — Domaine Q = [0,1] x [0, h].

& +UVU - vAU +1VP = 0,

V.U — 0
) 1.1
U0, 7,7) i (1.100)
U(t,z,0)=U(t,x,h) = 0.

Comme le mouvement du fluide est permanent a partir d’'un certain moment (sauf
pour des régimes turbulents non considérés ici) le probleme de Navier-Stokes,
devient un probleme plus simple, celui de Stokes stationnaire :

VAU + VP = 0,
V.U = 0.

Vu la géométrie du probleme, et le caractere parallele du mouvement, la solution
du probleme de Stokes est de la forme suivante :

u(z,y) =uly) = Ky(h—y),
v(z,y) = 0,
P(z,y)=P(z) = Kax+ P,

ou K = 2—52’%, K' et Py des constantes.

On note que ce probleme est équivalent a un écoulement plan entre deux parois
fixes paralleles a 'axe Ox, ou on applique des conditions périodiques a I’entrée et
a la sortie du tube, ainsi qu'une force de volume dans la direction Ox. Ainsi on
obtient un tube de longueur infinie. Le systeme (1.100) est équivalent a :

W+UVU—vAU +1ivp =
v.U = 0, (1.101)
U(t,z,0) =U(t,x,h) = 0,



7 Exemple de I’écoulement de Poiseuille en D2Q9 49

ou f = (f;,0) est la force de volume, et la solution est donnée par :

[
= Zylh—1y). 1.102
uy) = 5 y(h —y) (1.102)
Le schéma
On va utiliser le schéma D2Q9, décrit dans la proposition 10, ou m3! = —2p +

2 2
3 2 2 eq __ 3 2 2 eq __ q eq __ qy eq _ 9z 4y eq __ 4y
s (a+a)), my' = p+x(go+aq)), my’ = —%, mg! = —3 mit = = mgt = g

et s7 = sg. On fixe sg — (% + A;‘gt)’l, pour avoir une viscosité de cisaillement de
I’équation équivalente, égale & v du probléeme continu (1.101). Soit £° = {z;; €
Z x 7,1 <i< N, 1<j<N,}, un maillage carré de pas régulier Az =1 du
domaine Q = [0,1] x [0, h]. On fixe aussi le pas de temp At = 1. Alors I'algorithme
se décrit en un pas de temps At de la maniere suivante :

A Tinstant initial ¢ = t; = 0 on se donne un état initial du fluide donné par
les vecteurs f(z;;,t0) € R? pour 0 <i < N, et 0 <j < N,.

— On calcule les moments a I'aide de la matrice M (donnée par 1.45).

— On change I'impulsion j, en lui rajoutant une demi fois la force de volume

o

ou j» est I'impulsion avant collision.
On réalise 1’étape de collision comme décrite dans I’espace des moments par
(1.14). Ensuite on change le moment conservé j, :

=il

ou f, est la force de volume et 77* est I'impulsion apres 1’étape de collision.
— L’étape d’advection définie par (1.16) qui donnera, a partir de

fawij,to), les vecteurs fo(zgy,to + 1) pour 0 < a < 8, tels que zj; =
Tjj + Vo, & condition que wy, soit bien un site du réseau (i.e. ), € L£0).
Pour les neeuds z;; € L} du bord, on doit définir les conditions limites :
pour les z;; et z; n, ou 1 < i < N, on fait du “rebond” (voir figure 1.14)
(bounce back). Car en y = 0 et en y = h on a une condition de Dirichlet
homogene (1.101). Pour les zy; et zy, ; ou 1 < j < N,, on applique les
conditions aux limites périodiques (voir figure 1.18).

On répete alors ces étapes jusqu’a convergence vers 1’état stationnaire. On obtient

ainsi les vecteurs f(x;;,T = NjAt)ou 1 <i < N,, 1 <j <N, etT le temps de

convergence, qui eux décrivent I’état du fluide et en particulier nous donnent la

solution du probleme 1.101.

Remarque 13 Pour analyser le champ de vitesse et de pression il faut effectuer
les mesures avant ’étape de collision. Le fait d’injecter la force de volume f, en
deuz temps, avant et aprés collision, améliore la précision du schéma [LV01].
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Tests numériques

La solution approchée doit étre un profil parabolique, qui correspond a un écoule-
ment de Poiseuille dont la solution exacte est donnée par (1.102). Pour cela on va
comparer la solution approchée a la solution exacte. La figure 2.2 nous montre la
solution approchée et la solution exacte. On a utilisé un maillage de 5 x 15 noeuds
(i. e. N, = 5 et N, = 15), la force de volume appliquée f, = 1077, la viscosité
de cisaillement v = 0.0185 (i. e. s7 = sg = 1.8), pour les autres parametres de
relaxation on a pris s3 = 1.10, s, = 1.10 et s5 = s¢ = 1.10.

Ecoulement de Poiseuille: profil de vitesse transversal

1 =X ] T T T
z - solution exacte X
| ‘ solutg)n‘ approchee O
0.8 = - - - ]
: : X
: : ! ! X
0.6 = o T o R
> ‘ ‘ ‘ ‘ b4

FiG. 1.20 — Solutions exacte et approchée apres N; = 10000 itérations.

Remarque 14 Sur la figure 2.2, on dessine la solution normalisée ot on a fait
une correction de % sutvant Uaxe des Oy. En effet si x, est un neud du bord
y =0 ouy = h la vitesse j, ne sera pas nulle exactement en xy,. Ainsi la paroi ne
coincide pas avec xy, mais elle est située entre le neud xy, et le neud voisin le plus
proche. Ginzburg et Adler [GA94] ont étudié la position exacte de la paroi dans
le cas d’un écoulement de Poiseuille et ils ont montré que cette position dépend

de la valeur du parameétre de relaxation ss et de la viscosité v.



Chapitre 2

Adjoint Lattice Boltzmann
Equation for Parameter
Identification™

Abstract

The Lattice Boltzmann Equation is briefly introduced using moments to clearly
separate the propagation and collision steps in the dynamics. In order to identify
unknown parameters we introduce a cost function and adapt control theory to
the Lattice Boltzmann Equation to get expressions for the derivatives of the cost
function ws. parameters. This leads to an equivalent of the adjoint method with
the definition of an adjoint Lattice Boltzmann Equation.

To verify the general expressions for the derivatives, we consider two elementary
situations : a linearized Poiseuille flow to show that the method can be used to
optimize parameters, and a nonlinear situation in which a transverse shear wave is
advected by a mean uniform flow. We indicate in the conclusion how the method
can be used for more realistic situations.

1 Introduction

In many situations involving fluid flows, one uses a combination of experimental
measurements and of numerical simulations in order to obtain a good knowledge
of the flow. Experiments can provide accurate data for some observable quantities
(e.g. pressure or local velocity) but may not provide other information. Numerical
techniques may be used to compute the missing information but only upon detai-
led knowledge of parameters that may not be readily available (like the viscosity
or the boundary conditions). In order to increase the use of a combination of high
quality measurements and refined models, the notion of optimal model has been
developed. The parameters of the numerical model are chosen by minimizing the
value of a cost function that compares the predictions of the model to known
experimental results.

*Article publié dans Computers and Fluids,volume 35, numéros 8-9, pages 805-813, octobre
2006 avec Mah’med Bouzidi, Francois Dubois et Pierre Lallemand.

o1
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This minimization can be simply obtained by a descent method. Therefore it re-
quires the determination of the derivatives of the cost function with respect to
the unknown parameters. A general method to compute those derivatives is pro-
vided by control theory and is used in many circumstances. Here we adapt this
general method to the modeling of fluid flows by the Lattice Boltzmann Equation
(LBE).

We shall briefly recall the framework of moments that allows a very clear dis-
tinction of the two steps of LBE : propagation and collision. Then we adapt the
derivation of control theory to the case of a discrete model in order to get the
Adjoint Lattice Boltzmann Model. We apply the adjoint model to two simple si-
tuations (a steady state and a time dependent case). In the first place we consider
the linear LBE and apply it to Poiseuille flow in a 2-dimensional periodic channel
with a uniform body-force. We then include the nonlinear terms in LBE and show
how this modifies the adjoint equation. As a simple application, we consider a
transverse shear wave advected by a uniform flow.

2 Direct model for Lattice Boltzmann Equation

The lattice Boltzmann equation is a numerical method based on kinetic theory to
simulate various hydrodynamic systems. It uses elements of several origins : the
classical Boltzmann equation, the Broadwell models [Br64, Ga75] with a small
number of velocities and more recently the lattice gas automata [FHP86].

In contrast to the continuous Boltzmann equation that deals with distribution
functions ¢(t, r, &), the LBE method deals with a small number of functions that
can be interpreted as populations of fictitious “particles”. The dynamics of these
“particles” is such that time, space and momentum are discretized. They move at
successive discrete times from nodes to nodes of a regular lattice 7 = {r;,1 <[ <
K}, composed by K nodes so that momentum space ¢ is discretized into a small
set of discrete velocities {e,|a = 0,1,...,b}. The unknown is the distribution
fa = fa(r;,t) which is function of velocity e, at location r; and at time ¢. The
lattice Boltzmann equations are written as :

.fa(rl+ea;t+1) :.fa(rlat)+9a(.f)7 (2'1)

The term €,(f) models the collisions. Macroscopic quantities are obtained by
taking velocity moments of f as follows :

p(r;, ) zifa(rl,t), (2.2)
pu(r;,t) zieafa(rl,t), (2.3)

a=b
e(rpt) =Y _elfalr,t), (2.4)

where p is the density (mass), u is the velocity and e is the energy. They will be
used later.
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From here, for the sake of simplicity we consider the particular two-dimensional
LBE model : the nine velocity model without thermal effects [LL0O0]. In this
model, K = N;,Nyand 7T ={r,=x,;; i =1,2,...,N, ; j=1,2,...,N,} is
a square lattice, and there are nine discrete velocities (i.e., b = 8) described on
figure (2.5) and algebraically given by :

( (07 0): o = 0,
en={ (cos((a—DZ)sin((a~1)F),  a=1L....4 (2.5)
\ (Cos((2a—9)%),sin((2a—9)g)), a=5,...,8.

The equation (2.1) describes the evolution of the particle in a one time increment.
So in each increment there are two fundamental steps : advection and collision.
Now we will describe these two steps.

6 2 5

3 1
0

7 4 8

Fi1Gc. 2.1 — The velocities for the 9-bit lattice LBE model on a square lattice

Advection step

In this step the “particles” move from a lattice node x;; to either itself (with
the velocity ey = 0), one of the four nearest neighbors (with the velocity e,,

a = 1,...,4), or one of the four next-nearest neighbors (with the velocity e,,
a = 5,...,8). This step is exact and global in space, since it is the solution to
the transport equation given by :

of

—+&-Vfi=0.

€V

We will represent this step by the operator A defined by :

A Vf — Vf
(2.6)
F — A(F),

where V; = R>F and F = (fa(xi:j’t))g)gagé%,lgisNz,ISjsNy) is a vector in V.
Boundary conditions are taken into account through modification of the operator
A. Here we shall take either periodic boundary conditions on the outer edges of
the fluid domain or the simple “bounce-back” conditions on fluid-solid boundaries.
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Collision step

This step consists in the redistribution of the distribution {f,} at each node x; ,
and it is modeled by the operator Q,(f) in (2.1). The lattice Boltzmann equation
(2.1) can be rewritten in vector form :

f(XZ',]' + €4, t + 1) = f(XZ',]', t) + Q(f), (27)

where f = (fo, fl; ceay fg)T and Q(f) == (Qg(f), Ql(f), Ceay Qg(f))T We remark
T

that F = (f(Xi:j7t))(lgiSNI,lgjgNy) c Vf

Remark 2.1 If we take the discrete velocities, {e,|ac = 0,1,...,8}, with cor-
responding distribution functions, {f.la = 0,1,...,8}, then we can construct a
vector space V.= R based upon the discrete velocity set. So £ = (fo, f1,---, fs)"
15 a vector in' V. The collision operator acts locally in space V. It will be expressed
with the help of the moments.

To describe this operator for each lattice node, we can construct [dH92] a 9-
dimensional vector space M = R’ based upon the different moments of {f,}.
Such that

MV — M
(2.8)
f — M(f) = Mf =m,
where the orthogonal matrix M is explicitly given by :
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 -1 0 1 -1 -1 1
0 0 1 0 -1 1 1 -1 -1
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
M = 4 -2 -2 -2 =2 1 1 1 1 (2.9)
0 -2 0 2 0 1 -1 -1 1
0 0 -2 0 2 1 1 -1 -1
0 1 -1 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 1 -1

and m = (p, Ju, Jy: €, €, Gu, qy,pm,pxy)T, where the physical interpretation of the
9 moments are respectively : density, x-momentum, y-momentum, energy, energy
square, x-heat flux, y-heat flux, diagonal stress and off-diagonal stress. Thus, with
the help of the linear transformation M, we can describe the collision operator
in moment space ML

In the athermal model the only conserved quantities are density p and linear mo-
mentum j = (j,, j,). For the other quantities (non-conserved moments) [HCB54],
we assume that they relax towards equilibrium values that are nonlinear func-
tions of the conserved quantities. Due to symmetry arguments, the relaxation
equations are given by :

*

"= e—syle— (ap+102+i2)], (2.10)
€= e—s3le— (asp+1(i2+i)]. (2.11)
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¢ = G — 85 [qe — (€1]2)] (2.12)
q, = @y — 55 a0y — (e1dy)] (2.13)
Pip = Dao— 58 [Pae — (M2 —352))], (2.14)
p;y = Pay — S8 [Pay — (13J2dy)] s (2.15)

where the quantities with and without superscript * are post-collision and pre-
collision values, respectively.

Remark 2.2 The relazation parameters s;, © = 2,3,8 are directly linked to the
transport coefficients. For the seven other adjustable parameters as, as, ¢, 7,
Yo, V3, V4, we will fix them as follows :

yi=v=1, %=3 ¢ =-1, as=-2, ag3=1 and v = —3. (2.16)

This choice of the parameters vy, v, v3, ¢1 yields Galilean invariance and isotropy.
The parameter oy is linked to the speed of sound. Two other parameters as and
v4 are fized to improve stability. See [LLO0] for the complete derivation of these
properties. The relaxation rates s3 and ss play no role in the hydrodynamic be-
haviour of the model, however they are relevant for stability [LLO0O] and for the
accuracy of the boundary conditions [GA94, GAHI6].

Now we can contract the collision operator in moment space, with the help of
(10) to (2.15), as follows :

C: M — M
(2.17)
m — m* = C(m).
Thus, we have the collision operator in V, for an initial distribution f, given by :
Q) =f+Q(f) = M ".C(MI).
So, now we define the global collision operator C like the advection operator by :
C : Vf — Vf
(2.18)
F — C(F),

where C(F) = (Q(f)(xu,t),Q(f)(xm,t), Q) (xig ), - .,Q(f)(me,Ny,t))T.

Direct model

The net result of the advection and the collision steps is that if F;,; is the initial
state of the system, it evolves according to
FO = f.im':
(2.19)
FHl = AoC(FF)=o (F¥), ke0,1,..N-1

where F* is the discrete state for particle distribution in space at time k. So
Fk = (fa(xiaj’k))(T(;ga§8,1§i§Nz,1§j§Ny)' We shall call equation (2.19) the direct
model which has been shown [CD98] to behave like the solutions of those of the
Navier-Stokes equations in situations where the flow evolves sufficiently slowly in
space and time.
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3 Adjoint method for identifying parameters

In this section we are interested in identifying some parameters of the lattice
Boltzmann scheme, for instance the relaxation parameters s5 and sg by comparing
the predictions of the direct model to those derived from some other technique
(analytic or numerical solution to the Navier-Stokes equations or from experi-
ments). So, we will use inverse modeling to estimate these parameters. This will
be done using the adjoint method, which is directly derived from the optimal
control theory [Li68].

General discrete theory for adjoint method

To introduce the method, let’s consider a steady state laminar Poiseuille flow,
with kinematic velocity v, between two plates parallel to Ox, separated by height
h, with periodic boundary condition along the flow and a uniform body force (dp)
to drive the flow. We know an analytic solution at discrete time k

(i k) = (u(xig, k), v(xi, k) = <};—‘5ypyj (1-%) ,0) , (2.20)

where x;; = (z;,y;) for 1 <i < N,, 1 <j<N,.

We consider the state of the LBE solution for a long enough time so that it has
reached steady state computed for the same geometry as the analytic case but
with unknown relaxation coefficient A = (ss5,s5). We note that we neglect any
space dependence of the density p. So that we will identify from here velocity
with momentum pu evaluated by (3). Since we take p = 1.

We wish to estimate an optimal A in the sense that it will correspond to the
minimum of a cost function. We define the cost-function J(A) in a “natural”
way : it is the mean-square difference between the velocity u, (A, x; 5, k),

ﬁ()\, Xijs I{J) = (ﬂ()\, Xijs ]{J), ,77()\7 Xijs ]{J)) s (221)

at discrete time kot, calculated by LBE (2.21) and the exact velocity u which is
the analytic solution (2.20). The notation u(\, x; , k) corresponds to the fact that
the discrete LBE solution u depends also on some parameters A of the model.
We consider the following cost-function J(\), where the first term (with coefficient
a) deals with a vision of the error at the final time and the second term (with
coefficient b) is a discrete time integration of the error.

r Na: Ny

a ~
TN =533 [ N) -l N) 2
% i=1 j=1 ) NN N (222)
5 u(\, x5, k U(Xi,j;kw-
{ k=0 i=1 j=1

k = kdt(6t = 1) is the observation time, N = N{t is the time when the steady
state is reached, A = (s5,53) € R?, and a, b are two real adjustable constants.
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In the cost-function (2.22), the term associated with a is used when we simulate
a steady state problem. So for the first case of the Poiseuille flow, it is obvious
that the exact solution (2.20) is stationary (i.e., u(x; ;, k) = u(x;;)). We will take
a = 1, b = 0 for the cost function. The term with b is used for the unsteady
simulation (e.g. see nonlinear case). The discrete time N = N§t(5t = 1) is the
final time where we evaluate the solution. So in this case we will take a = 0,
b=1.

Now the assimilation process consists in minimizing the cost-function .J. We de-
cide to use a gradient method :

A=\ L GV (N), w > 0.

So we need to estimate the gradient of the cost-function V,.J(\). The adjoint
method is used to evaluate the gradient of the cost-function V,J.
First, we rewrite the cost-function :

2

-1
U(FF kN, (2.23)

0

JO\) = g\IJ(}“N, N, A) +

| o

B
Il

where F¥ € V; is the solution to LBE and

W(F* k) ZZ\U (A i, k) = u(xig, k)P,

i=1 j=1
is the global error at time step £ measured with least squares.

Proposition 19 With the cost-function given by the relation (2.22) the gradient
VaJ can be evaluated as follows :

0D
Vad =) 73’““67, (2.24)
k=0

where P*¥ are a set of dual parameters, which are naturally line vectors. The

parameters (Pk)T belong to the space V; introduced in paragraph 2 (Advection
step) and are determined by the following backward lattice Boltzmann equation
called Adjoint Lattice Boltzmann Equation (ALBE) :

v o__0o¥

Pro= 20F (2.25)
P v |

Pk :P’H‘lg}_ gg}_ for k=N-1,N-2 ... 1

Remark 3.1 The P* fork =N —1,N —2,...,1 describe an inverse dynamics.
So P* is a vector defined by (pa(Xi;, E))(0<a<si<i<n.i<j<n,) where pa(xi;, k) is
the “dual distribution” function of velocity e, at location x; ; and at discrete time

k.
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Proof: As F* is the solution to the direct state (2.19), we can see this dynamics
as a constraint :
FO =0,
(2.26)
FE— @ (F¥) =0, k=0,1,...N—1.

And now we can consider the constrained minimization problem of finding the
minimum of J given by (2.23) under the constraint (2.26).
A classical way to do this is to give a Lagrangian formulation of this problem. So
we define a Lagrangian as follows :
N-1
L=T+) PHL(FH — 0 (F)), (2.27)

k=0

where the dot . denotes the scalar product in Vy, and P¥ € V; is a Lagrange
multiplier related to the constraint (2.26).
The differentiation of £, reads :

0P oD ) (228

dc =dJ + Z phrtt (d]—“’““ — —dFF - 2
pa OF O\

We note here that the cost-function J doesn’t depend directly on A, so we have :

a OV b 8\11
dJ = ——dFN + = ——dF* 2.2
J 28]—“]: + aff (2.29)

With a discrete part integration we deduce that :

N—-1
o
k+1 dfk+1 - _df'k —
7 (o )
B 90 N1 90 (2.30)
Nd N 1 —_—d 0 k+1 d Ic.
PNAFY — PlodFo+ ;(P —P ayr) F

Now using (2.28), (2.29) and (2.30), we find :

k=N-1

a OV b ov od
d = d N - —d k Nd N 1_d 0
528]__F+2;af]-"+73f Paf}“
N-1 - (2.31)
+) (P P'““ ) dFh — Z pk+1
k=1

Since we don’t change the initial condition of the direct model (2.19), we choose
dF’ = 0.

Due to (2.27), we notice that d£ = d.J = V,J.d\ when constraint (2.26) holds.
When we choose the adjoint dynamics, i.e., P¥ be equal to the solution to the
backward LB equation (2.25), we cancel all the terms in factor of dF* in the
expression (2.31) of d£, so that the expression (2.24) of V,.J is established. [

We proceed now to compute the adjoint state and the gradient of .J.
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Adjoint Lattice Boltzmann Equation for linear case

Now, we describe the adjoint model (2.25), which allows us to compute all the
Pk In a first case we consider the steady state laminar Poiseuille flow which is
introduced in paragraph 3. This case is a natural way to test this method, since
laminar Poiseuille flow is also a solution to the Stokes problem which is linear. So
the coefficients 73 = 75 = 73 = 74 = 0 and the direct algorithm (2.19) is simpler
(i.e., the operator @ is linear). Since we have a steady problem we choose a = 1

0P
and b = 0. So we have an adjoint dynamics P*¥ = Pkﬂﬁ, with initial condition

depending on error, where 9F is a linear operator defined by :

0P
aF Vi — Vi (2.32)
P — PAC = (Ct ATP!.
Where V; is the dual space of linear space Vy. This operator (since the operator
® = AC is linear in the direct model) is composed of two fundamental steps :
Transposed advection AT : which models the transport with “backward”
discrete velocity.
— Transposed collision C*' : as in the direct model, this operator is local in
space.
So we also need to introduce the following nine “dual moments” of p(x;;, k) =

(Pa(Xij, k))o<a<s With the help of the matrix M (2.9) :
m = (mg,my,...,mg) =p.M .

Since there are three conserved moments in the direct model, there are also three
conserved quantities in the adjoint model given by :

mgy + 2m3 — my scalar invariant like “mass” p

<m1+m5

) vector invariant like velocity
Mo + Mg

The matrix of transposed collision C in the space of moments satisfies :

1 0 0 —259 S3 0 0 0 0

0 1 0 0 0 — 85 0 0 0

0o 0 1 0 0 0 — 85 0 0

0 0 0 1—=s5 0 0 0 0 0
CcT = 0 0 0 0 1—s3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1-s5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1-s5 O 0

0 0 0 0 0 0 0 1-s3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1-—sg

The collision is defined by : P.C = P*

where P = (p(Xi;, k))a<i<n,,1<j<n,) € Vi, P = (p*(xiy, k) <i<n, 1<i<n,) €
* k — _ T
Vf’ where P (Xi,j; k‘):p(xi’j, k)M 1CM: ((M)TCT(M 1)T.(p(Xi’j, k))T) .
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ALBE algorithm for the nonlinear case

When we model the Navier-Stokes equation, the direct algorithm (2.19) is nonli-

near. So ; # 0,1 = 1,2,3,4, and the collision step is nonlinear. In this case the
0P

adjoint algorithm (2.25) is still linear since P*¥ = P*¥*' _—  where —— is a linear

oF oF

od
operator. As in the linear case 3 is defined by (2.32) and it is composed of two

steps : transposed advection A7 and transposed collision C”. Only the transpo-
sed collision C” is different from the linear case. To describe this step let us use
the superscript d for quantities related to the direct problem and among them
Ve(x; ;,t) the velocity field. So the transposed matrix collision C*' is expressed
as follows :

1 0 0 —289 S3 0 0 0 0
0 1 0 27182de 27383de —S5 0 7338‘/;/d 27138de
0 0 1 2msV! 29383V 0 —55 sVl 2missV)
0 0 0 1-—s 0 0 0 0 0
cl = 0 0 0 0 1 s3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1— s5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1— s5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1— sg 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1— sg

Compared to the linear case, there are just a few additional off-diagonal terms
and these terms can be computed from the information in the stored F field of
the direct problem.

4 First numerical experiments for a Poiseuille
flow

Case of a one scalar parameter problem

Our first simple case consists in identifying a single parameter sg (i.e., the vis-

1.1 1
cosity v = 5(_ - 5)) and the parameter s; is supposed to be known. So the
S8

unknown parameter \ is equal to sg (i.e., A = sg € R). In this case, the discrete
exact gradient is given by the help of (2.31), (2.32) and (2.25) as follows :

N—-1 aq)
Vad = J'(sg) =dL =Y PH'—. (2.33)

O0s
k=0 8

The computation of J'(sg) requires one integration of the direct model and one
integration of the adjoint model. Thus, we may try and apply a descent method
in order to find the solution to the minimization problem.
Before making use of the adjoint method, it is necessary to check that we calculate
exactly the gradient of the cost-function .J. For that purpose we consider a simple
determination of the gradient for finite difference quotient.
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€ Relative error € Relative error
1072 4.89x1073 107 3.20 x107°
1073 4.84x107° 1079 4.56 x10°®
1074 | 4.83 x10°7 10~ 1.00 x10°7
107> | 3.85 x107° 10721 3.63 x10°°
107 | 9.44x10~'0 1013 1.99x107°
1077 9.19x10° 10 10~ 2.10x10~*
1078 1.30x107° 1017 2.23x1073

TaB. 2.1 — Comparison of the proposed determination of gradient with a simple

Jhe(sg) — JI (s

| df( 8), inu (53)| for sg = 0.3 and
Jim}(58)

finite difference quotient : Relative error :

optimal sg = 0.8.

— Difference quotient of the cost function J

. J(sg+€) — J(ss—¢€)
J(qu(“;S) = 11_%1 2¢ .

(2.34)

So we can validate the adjoint model if and only if the two quantities (2.33)
and (2.34) are equal. We have gradient .J with adjoint method .J/, (ss = 0.3) =
—4.87278648 x 107,

Table 4 shows that the gradient is well calculated, so for € = 107% we have
the same quantity for two gradients with a 10™® relative accuracy.

Remark 4.1 Figure (2.2) shows that for ¢ < 107'% we have machine precision
errors and for € > 1072 we have convergence errors.

—-4.87256

—4.8726

—4.8727

quotient of J

—4.8728

—4.8729

-4.8729
-14

Ln(epsilon)

F1a. 2.2 - Difference quotient of the cost function J wvs. In(e).
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In figure (2.3), we show that the adjoint method is able to calculate exactly
the gradient of cost-function.

6.7.10°,
6.10°%

5.10°%
4.10°%
_.3.10°%
@ 1
™ 2.10°%
1.10°%
0.0

—1.10°%4

-1.9.10°% :
0.1686 1 1.429

Fia. 2.3 - Profiles of gradient J'(sg) vs. sg calculated by two methods, J'(sg)
with adjoint method (+) and with difference quotient of J (x). Optimal sg = 1.2

Now, we try to identify the parameter sg by a descent method with a fixed
step :
satt = st +@0J'(s8)", @ > 0.
Figure (2.4) shows the convergence of algorithm to the optimal parameter s3. In
this case the first guess is sg = 0.2 and the optimal one s§ = 0.8.

Case of two parameters

In the second case, the two parameters sg and s; are unknown (i.e., A\ =
(s5,58)). So we use the adjoint method to evaluate the discrete gradient V,.J.
So in this case the gradient is given by the help of (2.31), (2.32) and (2.25) as
follows :

0o V! od N-1 0P
Vi = Vi (ss55) = = D PHIoT = ( SoPHIS o P
‘ k=0 ’

We use a descent method with a variable step.
A= N 5"V (N), @™ >0,

where w" are calculated by a standard line search [Cu94]. Figure (2.5) shows the
convergence of algorithm to the optimal parameters \* = (s, sf) = (1.0,0.8).
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L og of relativeerror

0 10 20 30 40
Iteration n

F1a. 2.4 — Log of the error (|sg — s§|) vs. iteration n.
The first guess is (s5, sg) = (1.2,1.2). We find that |V J| > |V, J| as expected,

since it is known that sg is related to the viscosity whereas s; has only subtle
effects on the accuracy of the boundary conditions [GA94, GAH96].

07\
-4 ]
—24 1
-39 E
—4{ = veeeeememoeeooooo- 1
é —53 E
& —gl
g 3 i
= 3 E
T -8 E
2 |
— =104 4
—-114 4
—124 1
—-134 1
—143 E
-15 T T T
0 10 Iteratio%ok 30

F1G. 2.5 Log of the cost function J(s5, sg) (solid line), Log of the error (|s5— si|)
(dashed-dotted line) and Log of the error (|ss — s3|) (dashed line) vs iteration k.
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5 ALBE method for a Navier-Stokes flow

We shall consider a simple case, that of a flow arising from the superposition of
a uniform flow with speed {V,0} and a transverse shear wave in a domain with
periodic boundary conditions, so that if N, is the number of lattice points along
Ox, one expects to find a time dependent solution, assuming v < V,

vy =V, (2.35)
v, = wvcos(k(z —Vt)+ @)exp(—vk’t). (2.36)

where the wave vector k is of the form k& = 2mn/N, (m integer) and ¢ some
phase factor.

Now we will suppose that 1 = 73 = % = c and 74 = 3d. We have introduced

two unknown parameters ¢ and d (i.e., A = (¢,d)) in the expression (2.16) of ~;,
1 =1,2,3,4, having in mind the use of the adjoint method to find their values in
order to get a model optimally chosen with respect to a required solution. Once
we have solved the adjoint problem, we can determine the derivatives of the cost
function, using expressions (2.24).

We have tested the ability of the adjoint method to determine ¢ and d using the
particular cost function with a = 0 and b = 1 in Equ. 2.22, which is appropriate
for a time dependent problem. We have found that the derivative of the cost
function with respect to the parameter d is very small (and probably insignificant
due to rounding errors in the numerical simulations). This is expected as the term
depending upon d does not show up in the Chapman-Enskog analysis [dH92] of
the problem. It is taken into consideration for the simple reason that in the
ordinary BGK-LBE model [QdHL92], the equilibrium distributions lead to such
a term.

The derivative of the cost function with respect to ¢ obtained by the adjoint
method is close to that determined by finite differences as was the case above
for the parameter sg directly linked to the viscosity. We show in figure (2.6) the
convergence of the error function with iteration number (no effort has been made
to accelerate convergence).

Note that for one case the error levels at a significant value (dashed-dotted line
in Figure (2.6)). That case corresponds to using as the expression given above
for the “target function” and using as initial state F; the distribution function
computed to second order in Chapman-Enskog development. The case that leads
to much better convergence (solid line in Figure (2.6)) uses as “target function”
the velocity of a LBE model in which ¢ = d = 1. This shows that the initial
conditions used in the first case are not satisfactory and that they do not lead
precisely to the simple analytic expressions given above. This result could be used
to try and determine better initial conditions that lead to a small residual error.
Note more generally that the identification procedure proposed in this paper will
not give information on other sources of error (quality of the target or in the
numerical model).
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Log of function J

1 100 200 300
Iteration k

F1G. 2.6 — Log of the cost-function J(A) vs iteration. First case (dashed-dotted
line) and second case (solid line).

6 Conclusion

We have considered the problem of parameter identification for the LBE mo-
del in computational fluid dynamics. We have used a gradient method associated
with the adjoint methodology applied for discrete time. We have compared this
approach with a finite difference methodology and have tested our scheme for
two different configurations : a simple linear Poiseuille low and a more realistic
nonlinear model. We have derived the general adjoint model (ALBE). We note
that this algorithm is as easy to parallelize as the standard LBE model.

Work is under way to test the ability of the proposed method to determine a
large number (p) of unknown parameters. In that case for each set of unknown
parameters for which the gradients are required, one needs one direct and one
backward computation instead of at least p direct computations using the simple
finite quotient determination.

The extension for future work could be the following : determination of the nu-
merical scheme for ALBE model in case of curved boundaries, identification of
unknown flow parameters at the boundary or identification of local viscosity
for turbulent flows. The extension to three dimensional flows is straightforward
concerning the methodology but the difficulty will be in the larger amount of
data to manage.
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Chapitre 3

Rappel sur les couches
parfaitement absorbantes

1 Introduction

La simulation numérique de la propagation d’onde dans un domaine non borné
demande a priori la création d’'un domaine borné de calcul a 'exception des
méthodes intégrales [JN80]. Cela ameéne a introduire une frontiére artificielle
délimitant le domaine de calcul. Plusieurs méthodes ont été proposées : les méthodes
de couches absorbantes [IO81] qui sont d’origine empirique et les méthodes de
conditions limites absorbantes [EM77] qui sont basées sur une approche théorique.
Dans le cadre de ce travail on ne détaillera pas les méthodes intégrales qui
consistent a se ramener a un domaine borné par une représentation intégrale.

2 Conditions limites absorbantes

Les méthodes de conditions aux limites absorbantes qui ont été développées depuis
plusieurs années consistent a imposer des conditions limites artificielles. Le but
de ces conditions est de laisser sortir toutes les ondes incidentes sans réflexion.
L’aspect mathématique de ces méthodes a été développé par Engquist et Ma-
jda [EMT77]. En effet cette méthode est basée sur la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels pour obtenir une séquence d’approximations locales des conditions
du bord. Pour illustrer cette méthode on considere le probleme bidimensionnel
de I'’équation des ondes :

0*u — 0%u — 35“ =0. (3.1)

En cherchant les solutions de la forme u = e!@tk22-ky) ot en utilisant la trans-
formée de Fourier, on a I’équation de dispersion

w? = k2 + k2. (3.2)

On considere qu'en x = x( on impose des conditions limites absorbantes. On note
s = =% on a alors de (3.2) :
w

ky =+wVv1—3s?> en x=ux4>0, (3.3)
67



68 Rappel sur les couches parfaitement absorbantes

ou le signe plus et moins représente l’'onde plane progressive et regressive respec-
tivement. Pour ne pas avoir d’onde réfléchie par le bord x = xy, on ne prend en
compte que les ondes progressives, en choisissant la branche correspondant au
signe plus. En regardant la relation (3.2) comme équation de dispersion monodi-
mensionnelle, on obtient la relation :

Lu=F! ((k‘z - wm)}"(u)) =0 en x=x, (3.4)

ou F et F~! sont respectivement les transformations de Fourier et de Fourier
inverse. Enquist et Majda ont montré que I'opérateur L est exact [EM77]. En effet
il absorbe parfaitement les ondes arrivant (de gauche a droite) en x = xy quel
que soit 'angle d’incidence (i. e. quel que soit k,). Comme k,(s) est une fonction
irrationnelle de s, 'opérateur L n’est pas un opérateur différentiel mais pseudo-
différentiel. De plus il n’est local ni en espace ni en temps. Pour avoir un opérateur
plus maniable numériquement Enquist et Majda approchent I'opérateur pseudo-
différentiel L par un opérateur différentiel £ et cela en approchant la quantité
V1 — s? a l'aide d’un développement de Taylor [EM77, EM79]. L’approximation
d’ordre un de k,(s) = v/1 — s> = 14 O(s?), nous donne la condition absorbante :

FEiu=0,u+0u=0 en x=x. (3.5)

L’approximation d’ordre deux de k,(s) =1 —s2=1— % + O(s?*), nous donne
la condition absorbante :

Fou = 0?u + Opu — %83“ =0 en z=u. (3.6)
Ces approximations d’un opérateur “global” L par un opérateur différentiel local,
engendrent des réflexions plus ou moins importantes en fonction de la fréquence
de I'onde et de son angle d’incidence. Le probleme consiste a trouver la meilleure
approximation qui donne les plus faibles réflexions parasites, tout en ayant un
probleme bien posé. En essayant les approximations de Taylor d’ordre supérieur
de la fonction v/1 — s? on est conduit a des problemes mal posés [EM77].
[’étude de telles conditions absorbantes approchées, a été réalisée par Halpern
et Trefethen [TH86, HT88] grace a des approximations basées sur des dévelop-
pements en fractions rationnelles de /1 — s? :

V152 = Z;T:((j)), sur [—1,1], (3.7)

ol p,, et g, sont des polynomes en s de degrés respectifs m et n. A l'aide de
cette approximation on peut voir les modeles d’Engquist-Majda comme un cas
particulier. En effet si on approxime /1 — s2 = pg + pes? avec pg = 1 et py = —%,
on retrouve la condition (3.6). On note aussi que Halpern et Trefethen [THS86,
HT88| ont proposé différents types d’approximations : Chebyshev, Chebyshev-
Padé, Newman, L2, et L. Dans [TH86] Halpern et Trefethen ont utilisé une
approximation par une fonction rationnelle du type (3.7) de /1 — s2. Ils ont
identifié les fonctions r qui donnent des conditions aux limites absorbantes pour
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lesquelles le probleme est bien posé au sens de Kreiss [Kr70).
e Bayliss et Turkel [BT80] proposent une autre classe de conditions aux limites
absorbantes qui repose sur un développement en série de I'opérateur (approche de
champ lointain), qu’on peut interpréter comme une amélioration de la condition
de Sommerfeld [So64] qui consiste a imposer la condition de radiation suivante :
lim rT (Opu — iku) = 0,
r—00
ou r est la coordonnée radiale et d la dimension d’espace. Ensuite Bayliss et
Turkel [BT82] ont utilisé cette idée pour le probleme d’Euler compressible en
2D et 3D et le probleme de guide d’onde. On cite ici aussi les travaux de Joly-
Mercier [JM89] et Taflove [Ta98] pour les conditions aux limites absorbantes pour
les ondes électromagnétiques. On note que cette présentation des conditions aux
limites absorbantes est non exhaustive, on peut consulter I'article de synthese
“Review” de Givoli [Gi90] pour une étude plus complete.

3 Couches absorbantes

Les méthodes de couches absorbantes consistent a entourer le domaine d’étude
par un milieu non réfléchissant de petite épaisseur (quelques mailles seulement),
ou l'onde est absorbée. Les premiers modeles d’Orlanski [Or76] consistent a
prendre un coefficient d’absorption constant. En effet on donne ici un modele
simple de Israeli et Orszag [IO81] de couches absorbantes pour ’équation des
ondes en dimension deux :

Ou—0iu—0ju=0, dans R_ xR (3.8)

On rajoute a I’équation (3.8) un terme d’absorption ¢ > 0, on a alors dans la
couche I'équation suivante :

Ofu+ odu — Oou — Oju =0, dans [0,0] x R (3.9)

On peut vérifier que I'énergie des ondes décroit dans la couche absorbante. Une
analyse du coefficient de réflexion R, montre que si o est grand alors R est grand et
que si o est petit les ondes ne seront pas suffisamment absorbées dans la couche
d’épaisseur ¢ > 0. Une des solutions a ce défaut consiste a prendre o = o(x)
variable (o petit au début de la couche pour que 'onde incidente ne voit pas la
couche et o grand a la fin de la couche pour pouvoir absorber 'onde). On note
qu’il y a d’autres alternatives : changer le terme d’absorption de 1'équation (3.9)
par dyu + 0, u, ainsi on a I’équation suivante dans la couche [0,6] x R :

Ou+ o (Oyu + Oyu) — Oou — Oju = 0. (3.10)

Il y a aussi alternative de Israeli-Orszag [IO81] qui consiste a faire un couplage
entre les conditions aux limites absorbantes et les couches absorbantes. On note
que les méthodes de couches absorbantes ont deux handicaps majeurs : le choix
de la couche dépend des fréquences du signal incident et elles sont difficiles a
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mettre en ceuvre.

En 1994, un regain d’'intérét a eu lieu pour les méthodes de couches grace a
la contribution de Bérenger [Be94], qui propose pour les problémes d’électro-
magnétisme un modele de couche parfaitement adaptée, “perfectly matched layer”
dite PML. En effet les couches de Bérenger ont les avantages majeurs suivants : la
transmission d’onde dans la couche se fait sans réflexion parasite pour tout angle
d’incidence et toute fréquence, la résolution des problemes des coins et finalement
la facilité de mise en ceuvre.

Une intense activité s’est développée autour de cet outil, en particulier avec le
travail de Collino [Co95] et I'adaptation aux équations d’Euler linéarisées de
Hu [Hu96] et en particulier en acoustique.

4 Modele de Bérenger en acoustique

On étudie ici le modele de Bérenger en acoustique [Hu96, DDMT02] décrivant un
milieu propagatif absorbant et non réfléchissant. L.a méthode consiste a entourer
le milieu d’étude 2 par un matériau absorbant (i. e. couche de Bérenger), (voir
Fig. 3.1). Cette couche de Bérenger laisse passer toutes les ondes quel que soit leur

Fi1c. 3.1 Domaine d’intérét ) et couche absorbante

angle d’incidence en ne générant aucune onde réfléchie dans le milieu d’intéreét €2,

(voir Fig. 3.2).
Milieu
Bérenger

FiG. 3.2 — Transmission parfaite entre €2 et le milieu Bérenger
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Construction du modele

On considere un milieu semi-infini dans la direction x défini par Q = QT U Q"
avec :

Q" = {(z,y),y <0}
{ Ot ={(z,y),0 <y <0} (3.11)

ol O~ représente le milieu d’intérét (i.e. le milieu physique) et QT représente le
milieu absorbant d’épaisseur § > 0, (voir Fig. 3.3).

Fic. 3.3 — Domaine Q = QT U Q™

Le milieu acoustique ()~

On considere le probleme suivant dans le milieu 2~

(Op  Oj.  0Ojy
at; B ;r oy~
{0 Y (3.12)
T
& %,
{ 5 '

On cherche les solutions sous la forme (i.e. ondes planes) :
P = PyelWi-kerhyy) (3.13)

ol w est la fréquence et k = (k,, k,) le vecteur d’onde. A l'aide de la transformée
de Fourier le systeme d’équations (3.12), devient :

iwp(] - ka]xo - Zky]yO - O,
Wiz — tkypo = 0, (3.14)
iw.jyo - Zkypo = 0.

avec 1’équation de dispersion suivante :

w? = k2 + k2. (3.15)
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Le milieu absorbant Q7 :

Dans le milieu absorbant, la technique de Bérenger consiste a décomposer 1'in-
connue p en deux parties :

P = Pz + Dy. (3.16)

Comme ici on s’intéresse a écrire la couche absorbante pour le systeme (3.12),
dans la direction y, on introduit le facteur d’absorption o défini sur R, :

oly) > 0, (3.17)
o(0) = 0. (3.18)

On a le nouveau systeme, associé au probleme (3.12) :

( Opz | 0Ju
ot T s

) dy
0ja  Ops +py)
dj ot aa(x +py)
Ty . Pz T Py
— 4+ —=" = 0,
[ ot O By
avec p = p, +p, en y = 0.
On cherche les solutions sous la forme :

(3.19)

P = Pye! @t ke by, (3.20)
A Taide de la transformée de Fourier, le systeme d’équations devient :

1WPLo — ka]mo = 0,
1WPyo + TPy — ikyJyo = 0, (3.21)
iwjz[] - ka (pz[] + pyO) - 0; .
iw.jy[] + U.ij - Zky (pz[] + pyO) = 0

En y = 0 en utilisant p = p, +p, on a :

1w
. ik — - g i — 0,
WPy — Rz Ja0 Zw-I-JZ yJy0
W

iwjy[] — i n O_ikypo = 0.

On obtient alors I’'équation de dispersion suivante :
2

ok

x (1— iff(U))Q'

w

(3.23)

Lemme 1 Soit Q = QT U Q™ un domaine de R%. On considére une solution
réquliére du probléme (3.12) dans le miliew 2~ et une solution réguliére du probléme
(3.19) dans le milieuw Q. A Uinterface & on a continuité de la pression et de l'im-
pulsion normale :

p =p" et j;’ =Jy - (3.24)
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Preuve: On écrit le probleme (3.12) sous la forme conservative suivante :
OW + 0, f~ (W) +0yg (W) =0, (3.25)

méme, le probleme (3.19) a l'interface y = 0 en utilisant p, +p, = p, 0(0) =0 et
en sommant les deux premieres équations du systeme, sous la forme suivante :

OW + B, f (W) + 8,9 (W) = 0, (3.26)

ou W = (p, ju,dy)s [ (2,y,2) = (y,2,0) et ¢ (z,y,2) = (2,0,z).

Soit W~ une solution réguliere dans le milieu = et W™ une solution réguliere
dans le milieu Q7. Soit €, la région espace temps ou W~ est défini et £y la région
espace temps ot W est défini. On désigne par n la normale a 'interface I' dans
I'espace (x,y,t) (voir la figure 3.4) qui sépare les deux régions ; et ;. On a alors

r

74

F1G. 3.4 — Interface I' entre €2; et (2.

d’apres les relations de Rankine-Hugoniot [A103] :

W =W )+ (fT W) — f~ (W) ng+ (g (W) — g (W) n, =0. (3.27)
ol (ng,ny,,n;) = n. Dans notre probleme on a n = (0,1,0), on déduit alors de
(3.27) :

Jy —Jy

(T W*)—g (W))n, = 0 =0. (3.28)
pT—D

[

Facteur de réflexion et de transmission

Proposition 20 Interface entre milieu acoustique et milieu Bérenger
Soit Q = QT UQ™, avec Q~ le milieu acoustique (3.12) et QF le milieu Bérenger
(3.19). Soit ®; une onde incidente dans le milieu Q~, ®, onde réfléchie par
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linterface X dans le milieuw Q= et ®, l'onde transmise dans le milieu 2. On
définit le facteur de réflexion R et le facteur de transmission T, par :
P,

R=2r T2t

3.29
3. 3, (3.29)

On aalors R=0etT =1.

Preuve: Quand une onde incidente ®; de vecteur d’onde %’ rencontre I'interface
Y = {(z,y),y = 0} séparant les deux milieux Q" et Q~, une partie de 'onde
incidente passe dans le milieu Q' et donne naissance a une onde transmise ®; de
vecteur d’onde kt. Le reste de 'onde revient dans le milieu 2~ et donne naissance
a une onde réfléchie ®, de vecteur d’onde k".

On introduit le coefficient de réflexion R et le coefficient de transmission 7" :

r="l,  r=nt (3.30)
Di Di

La continuité de la pression a l'interface (voir lemme 1) s’exprime par : p;+p, = py,
d’ou on déduit

1+R=T. (3.31)
On a aussi : . y y y
jy = Rj, et ]5 =Tj,.

Comme les ondes ®; et @, sont dans le milieu Q, on déduit alors de (3.14) :

D’apres les lois de Descartes on a :
ky =ky et ky=—k. (3.34)

En utilisant (3.30), (3.32), (3.33) et (3.34) on déduit :

Je i = fuwa. (3.36)

L’onde @, dans le milieu QF se déduit du systeme (3.22) :

k! ’
jo = 4R (3.37)
t iky <
, = —(1+ R)p". 3.38
Jy = (Ut Ryp (3.38)

La continuité de j, a 'interface (voir lemme 1) en y = 0 entraine :

Jy + Jy = Jy- (3.39)
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Fi1Gc. 3.5 Interface ¥ entre les deux milieux €2, et €2_.

On a alors d’apres (3.36), (3.38) et (3.39) :
k;(1 R)p' thy (1+R)p (3.40)
w P a(0) b '
Comme le systeme est invariant par translation le long de 'interface ¥, le rapport
de 'onde incidente ®; et ®; en deux points A et B de l'interface doit étre le méme
(voir fig. 3.5) :

- . (3.41)
En utilisant (3.13) et (3.20) on a :
®;(B) = ®;(A) e "l et By (B) = By(A) e Hed
avec d = AB. A l'aide de (3.41) on conclut :
ki = kL. (3.42)

En utilisant I’équation de dispersion (3.15) dans le milieu Q~, I’équation de dis-
persion (3.23) dans le milieu QF, la condition de raccord o(0) = 0, I’équation
(3.42), et le fait qu’on a la méme fréquence w dans les deux milieux, on conclut :

it
k, =k, (3.43)
Ainsi 'équation (3.40) devient :
1 {
—(1-R)=—=(14+R). 3.44
w( ) iw+a(0)( + R) (8.44)

On utilise encore une fois la condition de raccord o(0) = 0 et on conclut de (3.44)
que R = 0. 0

Remarque 15 Si l'interface 3 entre le milieu physique 2~ et la couche absor-
bante QF, est orthogonale a l'axze des x (voir Fig. 3.6), le systéme de Bérenger
associé au probléeme (3.12) s’écrit dans Q4 :

( Ops 0Ja _
ot —I-me—'l- ox 0
Opy | Jy _ 9

. 3.45)
U | iy Oty _
ot ox

Ogy , O tpy)
\ ot oy '
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Fic. 3.6 Domaine Q = QT U Q™

avec p, +py=peto=0enz =0, et o(zx) > 0.

5 Perte d’hyperbolicité

Rappelons que Abarbanel et al. [AGH99] et Rahmouni [Ra01, Ra99] ont étudié le
défaut des couches parfaitement adaptées de Bérenger a savoir que la formulation
correspond a des problemes qui ne sont que faiblement bien posés. En effet si on
considere le probleme acoustique suivant :

((Op | 0j. | 0J,
87‘; ox ;— oy ’
{0 Y P, (3.46)
T
& Boo_
\ Ty '

Alors la couche parfaitement absorbante de Bérenger associée [Hu96, DDMT02]
est donnée par

( 0P 0
p L9 _
t x
Jy
Ftoypy + 28 = 0,
0 at 3(199;6:{19 ) (3.47)
=L+ 0+ ———— = 0,
5 o’ )
]u Pz T Dy
FTAUC LI 2]
[ ot TPt T,

avec o, > 0 et o, > 0 qui sont les fonctions d’absorption. On peut écrire le
systeme de couche absorbante (3.47) sous la forme suivante :

W + AQ,W + Ba,W + CW = 0, (3.48)

ou W = (Pz;py;jzajy)tJ

00 10 000 0 5. 0 0 0
o000 o001 o0 o 0 o0
A=19100] P=looo00 =] 0 0 4 o

00 0 0 1100 0 0 0 o
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On regarde alors les solutions de la forme W = ei(“’t’k”’kyy)(%z, Gpys Pjns ¢jy)t,
on a alors le symbole principal, M = ik, A + ik, B, du systeme (3.48) donné par :

0 0 ik, 0
0 0 0 ik,
iky ke 0 0
ik, ik, 0 0

La matrice M admet Ay = 0 comme valeur propre double, alors que le sous-espace
vectoriel E), associé a Ay est de dimension 1. Ce qui montre que le systeme de
couche absorbante de Bérenger (3.47) n’est pas hyperbolique [Ra91]. Abarbanel
et al. [AGH99] et Rahmouni [Ra01, Ra99] proposent alors de nouveaux modeles
de couches parfaitement adaptées bien posés (i.e le systeme d’équations dans les
couches absorbantes reste hyperbolique). En effet on écrit le systeme Bérenger
(3.47) sous la forme suivante :

oW, + AW + o, W, = 0,

oun W, + W, = W. Ensuite en raisonnant en variable de Fourier en temps le
systeme précédent s’écrit :

M =

(3.49)

(iw + o)Wy + A0, W = 0, (3.50)
(iw + oy)W, + Bo,W = 0. '
En sommant les deux équations on obtient :
iwW + (S, A0, + S, B0,) W =0, (3.51)
ou S, = iwffgz et S, = iw’;fgy. Rahmouni [Ra01] propose alors de faire un change-
ment de base en utilisant les deux matrices suivantes :
Sy*1 0 0 S, 0 0
N = 0 S;' 0], et M= 0o S, 0
0 0 1 0 0 5.9
Les matrices M et N ont les propriétés suivantes :
Sy A0, + SyB0, = M (A0, + BO,) N,
A0, N + Boy,N =0,
lim N =1.
0z ,0y—0
Ainsi 'équation (3.51) s’écrit :
iwW + M (A0, + Bo,) NW = 0. (3.52)

Finalement en utilisant le changement de variable W = NW , et en développant
lopérateur iwM ' N~ (voir [Ra01]), on obtient le modele suivant :

{8¢W+CW+RT+(A8I+B8y)E ~ 0, (353

oTr+DT-W = 0,
ou D = diag(oy,0,,0), C = diag(o, — oy, 0y — 04,0, + 0,), R = diag(oy(o, —
02),04(05 —0y), —0450,) et T est une nouvelle inconnue. Le modele (3.53) est une
couche absorbante parfaitement adaptée de plus il est fortement hyperbolique.
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Chapitre 4

Schéma de Boltzmann sur réseau
pour une couche de Bérenger

1 Construction du schéma au premier ordre

Pour pouvoir disposer de conditions aux limites parfaitement absorbantes pour
la méthode de Boltzmann sur réseau, on a choisi de contruire un schéma de
Boltzmann sur Réseau qui modélise la couche parfaitement adaptée de Bérenger
qu’on note BRB. On a commencé par modéliser le systeme (3.45) dans le cas de
I’acoustique.

Dans une premiere approche, on va négliger les termes d’absorption dans les
équations du milieu Bérenger (3.45) (i.e. 0 = 0). La particularité de ce systeme
de Bérenger réside dans le fait qu’il y a quatre équations macroscopiques, alors
que le systéme d’équations équivalentes (1.58) du schéma de Boltzmann D2Q9
n’a que trois équations. Pour cela on se propose de conserver un moment en
plus dans I'étape de collision pour avoir quatre équations macroscopiques. Ainsi
nous allons chercher un schéma a quatre moments conservés. On pourrait essayer
de considérer des modeles avec un grand nombre de vitesse discretes, mais ceci
conduirait a des difficultés de raccordement a l'interface entre le milieu d’intérét
ol on a neuf vitesses discretes (i. e. schéma D2Q9) et la couche absorbante
pour I'étape d’advection. On a préféré alors garder un automate a neuf vitesses
discretes.

Proposition 21 Construction du schéma BRB.

1l existe un schéma de Boltzmann, a 9 vitesses discretes et 4 moments conservés :
P = PrtPys Pr— Py = VpP+Y3M3 + Yamy +Yrr + Mg, Ju €t j,. On garde alors
les moments non conservés suivants : ms, my, ms, Mg et mg qui relazent autour
de leurs valeurs d’équilibre données par :

_ 2
ms' = agp, + a,py,, 0l a; = —4+6c,
3 R a, = —446¢c,
_ (4y3—6y3ci—p+1)
eq __ ; Co = V4 ’
My = CapPy + Cypy; OU (6w, 1)
¢y = - ,

79
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eq  _ e ; _ (37 +y7+3y3-3)
s Mo 0% O = T T )

eq __ ¢y, s _ (=37%+v7—373-3)
Mg Ay 0¥ 2= T e )
mg! 0

8

et
_ Y = Yt 2vu+1-—1r,
=0 ou { v = 1.
L’équation équivalente de ce schéma BRB a lordre 1 par rapport a At est le
milieu de Bérenger (3.45) avec o0 = 0 qui s’écrit :

( Opx +3j$ 0
t gT ’
&4_& — 0
S Mo | (@)
0je . 50(pz +py) '
TR AN V)
g 0wl )
ﬁ 2 0\Pz T Py _
" +6578y 0.

Preuve: On part du schéma de Boltzmann D2Q9 défini dans le chapitre 1, en
conservant la méme géométrie du réseau et les mémes vitesses discretes. On garde
I’étape d’advection et on change 1'étape de collision. On redéfinit alors 1’espace
des moments de la maniere suivante :

e les moments conserveés :

8
“p=pto =)0
=0

j=

Jo=(fi—fa+fs—fo— f1+ fa).

Jy=(fo—fat fs+fo— f1—fs)

= Pz — Py

e Les moments non conservés : on garde mg, my, ms, mg et mg. On note qu’on
ne s’intéresse plus a 1’évolution du moment my;. De plus pour écrire la matrice de
passage M de I’espace des distributions f a I’espace des moments M on considere
le nouvel ordre suivant : p, p, — py, Jo, Jy, M3, ma, ms, Mg et mg.
On construit alors le moment conservé p, — p, comme combinaison linéaire des
neuf moments my,0 < k < 8 déja introduits dans le modele D2Q9 sous les deux
contraintes suivantes : les équations macroscopiques sont celles du milieu Bérenger
(4.1) et la matrice My de passage de 'espace des distribution f a I'espace des
moments M est inversible.
On pose alors :

P — Py = YpP + VaJu + Yy dy + v3ms + yama + ysms + Yerme + yrmg + ysms.

On définit aussi les moments a 1’équilibre en fonction des moments conservés tel
que le modele soit invariant par rapport au groupe de symétrie de ’ensemble des
vitesses discretes :

mgq = QgPg + Aypy, (4'2)

my' = Capr + cypy, 4.3)



1 Construction du schéma au premier ordre 81
= O 44
m5 )\.71137 ( . )
e Co .
mﬁq = X.?y: (45)
mg! = 0. (4.6)

)y F39 Yy

)

que le systeme d’équations équivalentes d’ordre un en At soit égal au systeme
d’équations de Bérenger (4.1). On a alors le systeme d’équations® équivalentes

d’ordre un en At :

dp  0J, 0OJ,
— = O(At 4.7
o "o oy (At), (4.7)
0J, 0J, dJ dp A(ps — py)
A A Y4+ A2 4+ A, 29— O(At 4.
6t+ 18m+ 28m+ 36x+ 4 ox O(A?), (4.8)
aJ, oJ, 0J, dp A(ps — py)
“Y4+B-Y+B B:— + B,—= " — O(At 4.9
g T Byt Bt By By (A1), (4.9)
A(ps — py) A(ps — py) O(ps — py) dp dp
0J. 0J, 0J, 0J,
Ceo—2 + Co—L + O =L 4+ 03— = O(AL). 4.10
+58m+ 68y+ 76.r+ 88y (A1) ( )
ou
A= et ems), Ar = (3 + )
1= 277 Yz T C175), 2 = 27 Yy T C276) 5
A, = 2oy ety <l _ E) _yaleatey) (4.11)
3 27 4 3 477
A4 _ L Qg — Oy (1 N E) B 74(Cm - (’y)’ (412)
277 4 3 ™ 47y,
1 1
B, = G (vy +c27%), Ba= B (Ve +175)
Y7
B, — 240 Gatay (1 1) L il t o) (413)
3 2y 4 3 7 Ay
-1 Qg a 1 V3 ’74((313 —C )
By = — y<—+—>+7y, 4.14
Yooy 4 \3 47 (4.14)
(ag —ay) (Ve V5 . s Cx—Cy (V5 T
Cy 5 5 T3 +2%( Y5 = Va) | + 5 3 +2%( Y5 = Va) |
(az — ay) Ty 76 73 Cx — Cy [ V6 V4
- (B By Ly Mg
Cy 5 6+3+2%( Yo +y) | + 5 3+2%( Yo+ Vy) |

*calcul fait a I’aide de Maple



82 Schéma de Boltzmann sur réseau pour une couche de Bérenger

29 Y az+ay (v e 329 — Ya)
Cs = L (275 — ;) + v Ly BPAED Te )
T3 277(75 7) 2 376 277

oty (V5 Y
+ (2 2 — ) )
2 (3 277(75 7')>

2
Cy = b + i(—2’)’6 +y) +

Cy+¢C
+ L2+ (=296 + ) )
2 3 7
Cs =7 ‘|"Y3-|-(‘1('Y3-|-’Y4)-I-ﬂ(l—(‘l)-l-fyS%(2—(’1)-l-201’y§7v2
’ 3 2'77 2’}/7 ’
0 3 2"}/7 75 I Y 6/>
78(2 + ¢2) 1
c,="-__= _ - . —27),
= B2 (et ) 0n =2
2(32"}/2*’)/2
CS:’Yp+’73+(32(73+'74)*ﬁ(1*(32)f767y(2—(31)f#.
3 297 297

On procede par identification, il faut que A, = Ay = A, =0, A3 =%, B, = B, =
B4:0,Bgch,01202203204206207:0,C5:1et08:—1. On a
alors 16 équations et 15 parametres a fixer.
On résout A; = Ay = 0 on trouve 7, = —75¢; et 7, = —YCo, ainsi on a A; =
Ay = By = By = 0 car(B; = —A; et By = —Ay). On résout ensuite Az = ¢? par
rapport & a, et By = ¢? par rapport a ¢, on trouve :

a, = 77(1265 - ay B 8) + 374(61‘ + Cy) + 67[’ + 3’}/3ay (415)

Y7 = 3%
8 —12¢2 — 2y, —
( C)vs = 295 = ey (4.16)
Ya

Cp =

On remplace alors a, et ¢, par leur valeur (4.15) et (4.16) dans A, et By. Or il
(63374)’77*3(1“‘7;7“‘74%) De
Y7+373 )

_ (47603)7377‘,71-

faut que A, = 0 ce qui nous donne une valeur pour a, =

meme il faut que B, = 0 ce qui nous donne une valeur pour ¢, ”
Il nous reste encore huit équations a satisfaire Ch 93467 =0, C5 = 1 et Cg = —1.
On remplace v, vy, gz, Gy, ¢, €t ¢, par leur valeur qu'on vient de trouver dans
ces huit équations, on trouve :

o=

= =0, 4.17
3, (4.17)
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s

Cy= 32 =0, (4.18)

Cy = 37—; ((4 = 6¢2)ys + (6¢2 — 4 — 3¢1¢2)y —7,) =0, (4.19)
Cy = 37—; ((4 = 6¢2)73 + (6¢2 — 4 — 3cac?)ya — 7,) =0, (4.20)
Cs = m(l+e) + (1= e+ (em+y) =1 (4.21)

Cs = ?(2 te) =0, (4.22)

Cy = ?(2 +ey) =0, (4.23)

Cs = v3(1 4+ ) + ﬂ((fg — 1)+ (cova +1,) = —1L (4.24)

3

Les équations (4.17) et (4.18) nous donnent 5 = 75 = 0. On remarque que les
équations (4.19) et (4.20) sont satisfaites. On résout alors (4.21) et (4.24) par
rapport a ¢; et ¢y, on trouve alors

3(1 *’Yp*%) - T
3(vs +va) — 77
o — =30 E% =) (4.26)

3(v3 +74) + 77

Il nous reste alors deux équations (4.22) et (4.23) en remplagant ¢; et ¢y par leur
valeur :

&]

(4.25)

Co= Ypp 3= % —s) —
3 373+ 74) — 7
~3(1 47,

Cr = Bag 1+ 73))
3 3(7s +74) + 7

On a alors deux solutions possibles :

2+ ) =0, (4.27)

—0, (4.28)

_ Yo = Y3t2v+1-—,
=0 ou
8 {77 - 1

Pour récapituler, en procédant par identification on trouve :

Yo ="y =7 =" =0,

ay = —4+6¢ , a,=—4+6¢c,

W= bpg gt (=6 g, 1)
74 Y Yy 74 Y
(3'70 + 7+ 373 — 3) (*3'70 +y7 — 373 — 3)

1 = , Co =

(77 — 373 — 374) (77 + 373 + 374)

et
= 2y, +1 —
=0 ou {'Vp Y3+ 20+ 1 — 7,
Yr = 1.
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Ainsi les équations équivalentes du nouveau schéma sont :

( Ops  OJ

" +g—T = O(At?),
Py Dy = O(A?),
< 9 ot a(3y+ ) (4.29)
Vo | y22 Qe TP (A,
5 2% )
Jy 2 90(Pz Tt Py
7Y AU L Va— A
| 5 + \c o O(At),

Il nous reste alors 4 parametres libres dans le cas ou on fixe y5 = 0 : 7,, 73, 74 et
77 ou 3 parametres libres dans le cas on on fixe 7, = 73+ 2y, et 7 =1 : 3, 74 et
vg. La contrainte de l'inversibilité de la matrice M se traduit par les conditions
suivantes : v # (0, £3(73 +74)) et 4 # 0.

On va montrer ici que pour un choix de parametres (pour alléger les calculs) on a
bien comme équations équivalentes a I'ordre un en At le systeme (4.29). En effet
on va appliquer la méthode de I’équation équivalente dans le cas ou yg = 0, ainsi
la matrice de passage de I'espace des distributions f a 'espace des moments M
s’écrit :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
apg ay+ay a;—as ay+a ay—ay a3 az as as
0 A 0 A 0 A=A =X A
0 0 A 0 A AA = =A
Mg =| —4 -1 —1 -1 -1 2 2 2 2 , (4.30)
4 —2 —2 —2 —2 1 1 1 1
0 —2 0 2 0 1 -1 -1 1
0 0 —2 0 2 1 1 -1 -1
0 0 0 0 0 1 -1 1 —1

ouag =7, —4(73 — 1), a1 = — 13 — 2%, az = 77 et az = 7, + 273 + 4. I
on a changé l'ordre des moments : on a écrit d’abord les moments conservés p,
Pz — Pys Ju €t Jy, ensuite on a les moments non conservés msy, myg, ms, mg et mg.
Un pas de l'algorithme BRB s’écrit :

f](TZ,t+ At) = f;(l‘i - Y)jAt,t), 0 < j < 8, (431)

De la méme maniére que pour le schéma D2Q9 (voir la proposition 1), on a I’'ordre
zéro en At :

fi=f'+0(At), 0<j<8, (4.32)
fi =" +0(A1), 0<j<8, (4.33)

avec fi = S (M) amst et mi? donné par (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6).
On développe a l'ordre deux les deux membres de la relation (4.31) :

file,t+At) = fi(z,t) + Atd f; + O(At?) =
= [z — At t) = fi(x,t) — Atv; - Vfi(z,t) + O(A).

J
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Puis on passe a I'espace des moments a 'aide de la matrice Mp (4.30) et en
utilisant (4.32) et (4.33). On obtient :

p+Atdhp = p* — ALY (Mp)o 0] 05 f{" + O(AL), (4.34)
J
(ps=py) + AtO,(pr—py) = (pa=py)* = ALY _(Mp)1 ;0795 f;" + O(AL?),(4.35)
J
Jo + Aty j, = 7; — At Z(MB)Q,jvfaﬁf;q + O(At2)= (4'36)
J
iy + At g, = 55— ALY (Mp)s, 0705 ¢ + O(A? 4.37
Jy T+ t]y Jy ( 3)3,3 J ﬁfj + ( )7 ( )
J
— m* B eq 2
my + Atoymy, = my, AtZ(MB)k+1,ﬂ)j dsf;" + O(At%), (4.38)
J

pour k ={3,4,5,6},

mg + AtOyms = mg — At Z(Mg)gijfagf;q + O(A#). (4.39)
J
Pour les moments conservés on a : p* = p, (px — py)* = (ps — py)s Jo = Ju et

Ju = Jy- Les équations (4.34), (4.35), (4.36) et (4.37) donnent :

Op+ Y _(Mp)ov)0s f{ = O(A), (4.40)
J
Ou(px — py) + Y _(My)1 0705 £ = O(AL), (4.41)
J
Oujz + > _(Mp)2 0] 05f" = O(At), (4.42)
J
Oujy + Y _(Mp)s 0505 f;" = O(At). (4.43)
J

Or Zj(MB)O,jvfagffq =0, ) ;05 [T +0, 3, v fi" = 0uju+ 0, jy, ainsi 'équation
(4.40) nous donne :
Oip + 0yjz + 0yjy = O(AL). (4.44)

Pour I'équation (4.41), il faut calculer :
D (Mp)ijvfdsfi" = 0 (Mar +a2)(fi* = f5%) + Aas(fs* — f5" — f7+ f5") +

J
+ 0y (Mar — a)(f5" = fi7) + Aas(f5" + fs" = f7" = fs")),

or

Mar + ag)(f{" = f3°) + das(fs? — f&' — fi+ f§") =
= My — =27+ ) (1= )+
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+ A+ 2+ )5 = S - T+ S =

= M+ + 3 — 20+ 7 — ) (- £+

+ Ao +n+ 3+ (73+74*¥)>(§q*f§q* S =
= A<7p+73+737>( =S — S+

+ A (b ) 2R B S R =
= <7p+’73+%>j$+<’73+’74*%>)\m

de méme on a :

Aar — a) (29— f2) + Aag(f29+ fe0 — e feay

= <7p+73_%)jy+<7?+74+é))\m

L’équation (4.41) s’écrit en remplacant mz’ et mg! par leur valeur (4.4) et (4.5) :

O(ps — py) + ((% + s + 73 ) +er(ys+ 7 — %)) Orju + (4.45)
+ ((% + 7 — %) +oo(s + v+ %)) 9,7, = O(AL). (4.46)

Or (v, +73+ %) +ei(ys+7a— %) = Cs (voir (4.21)) et (7, +73 — &) +ca(y3 +
+ %) = Cs (voir(4.24)). En remplacant ¢; par (4.25) et ¢y (4.26), on a C5 = 1
et Cs = —1. D’ou 'équation (4.46) devient :

By(pa — py) + Onfiw — Byjy = O(AL). (4.47)

Pour I'équation (4.42), il faut calculer :

Y (Mp)ojvf0f" = NO,(f"+ 5"+ f5* + fg* + [7" + fi) +
J

+ N0, (f5" — [T+ = S
Or (fS9— fs"+ f9 = fs") = mg? = 0 (voir (4.6)) et
NP+ Y+ f ) = (4.48)

)\ € & €
= g @otmyt +3(A" — ST+ f i),

(voir la preuve de la proposition 7). Il reste alors a calculer :

B+ g7 10 =
1

= ((pz — py) = Ypp — vamy” — yamy?)
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eq p+(pz—py) p—(pz—py)
En remplacant my" par a, 5 +ay, 5

voir (4.2) et (4.3), on conclut alors :

+(pz—py) p—(pz—py)
7 Tl 5 ,

et my? par ¢, ”

N+ fTH 4 fT 4 £ =

A2 a; +a 3 ay +a Co + C
= — 4 d y _ = z Y €z Y
6 [( +— G e R L
(g — (y 3 (g — (y Cp — Cy
21 .
+ < 5 +%( (3= + 1 )) (p py)}

= N [Asp+ As(ps — Py)]

ou les quantités Az et A, sont données respectivement par (4.11) et (4.12). En
remplacant a,, et ¢, par leur valeur on trouve alors : A3 = 2 et Ay = 0. On
conclut alors :

D_(Mp)o o]0 )" = Nci0up

i
et 'équation (4.42) devient :
Orjw + N2c20,p = O(AL). (4.49)

Pour I’équation (4.43), il faut calculer :

D (Mp)s o0 f;* = Nou(fs" = fi"+ f57 = £) +
J
+ NO(f + 5+ f+ S+ 1+ )
De méme on a fi? — f + f27 — [ = mg! =0 (voir (4.6)) et

N+ BT R = (4.50)
2

)\ e (& e e e
= E(4P+ my' = 3(f1" = 3"+ £ = £19),

(voir la preuve de la proposition 7). On remarque alors que la quantité (4.50)
comprend les mémes termes que (4.48) a un signe moins prés. On fait alors les
meémes calculs et on trouve :

Nf"+ F10+ 17+ 6T+ F17 4 £57) = A(Bs0yp + Bidy(pa — py))- (4.51)

ou les quantités Bz et B, sont données respectivement par (4.13) et (4.14). En
remplagant a,, et c;, par leur valeur on trouve alors : By = 2 et B, = 0. On
conclut alors que ’équation (4.43) devient :

gy + N c20,p = O(At). (4.52)

Ainsi on a le systeme d’équations équivalentes (4.44), (4.47), (4.49), et (4.52)
d’ordre un en At du schéma BRB. Ce systeme est équivalent au systeme d’équations
de Bérenger (4.29). O
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Remarque 16 A la différence du schéma D2()9 classique défini dans le chapitre
1 ou les coefficients d’équilibre des moments my, my et mg ne jouent pas de role
dans les équations macroscopiques d’ordre un en At (voir la proposition 7), on
remarque que pour le schéma BRB les coefficients d’équilibre des moments my,
ms et mg apparaissent dans les équations macroscopiques d’ordre un en At (voir

les équations (4.7), (4.8), (4.9) et (4.10)).

2 Propriétés de dissipation du milieu non ab-
sorbant

Pour voir les propriétés de dissipation de notre schéma D2Q9 BRB non absorbant
(i.e 0 = 0), il suffit de déterminer les équations équivalentes a I'ordre deux en At.

Proposition 22 Equations équivalentes a ’ordre 2 du schéma BRB.

Le schéma BRB sans absorption défini dans la section 1, en prenant s3 = $y4
Cs = % et v = 0 admet a l'ordre deux en At le systeme d’équations équivalentes
sutvant :

O(ps + py) | OJu | Oy )
ot * ox + dy O(Ar),
ajx N )‘QAt(4fy7 * 1) (l o l)a2jx_
ot 67 sz 27 0x?

CNALB(, 2ty D)1 })8%_
3 Y7 = 3(73 + 74) sg 27 0y?

~ N’At [3(73+74) +77(6(7a —7,) + 497 — 1) <1 1) N

3 297(y7 + 3(v3 + 7)) S_f; 2

_ 2 o 1 1 1 2 )\2
+3(73 Yo + 274 + ¥7) < ﬂ 94, +_8(p$+py) _o(Ar)
Y7 + 3(73 + 74) sg 2 0x0y 3 ox

9jy N2AL(2v7 + 1) 1 1)82jy7
ot 37 sz 27 Oy?

CNAIB( s t3uty) D 1 })32,7}, B
3 Y7+ 3(v3 + V4) sg 27 Ox?

NAE[3(ya+72) + 1B —71a) +297—2) (1 1
-3 [ Yr(v7 = 3(73 + 74)) < ) i

_|_

3% — 13— 27 +7) — 1 (i B 1)] 0% n A2 0(ps + py) = O(A#),
7 — 3(vs + 7a) 0x 0y 3 o0x

S8 2
On note alors que ce modeéle n’est pas isotrope.
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Preuve: Pour retrouver les équations macroscopiques du schéma BRB d’ordre
2, il suffit d’utiliser la méthode de 1’équation équivalente. On a a l'ordre un en
At (voir la preuve de la proposition 21) :

Oip + Opja + Oyjy = O(AL), (4.53)

Or(ps — py) + Oujis — 9yjy = O(AL), (4.54)
2

OJe + %&Cp = O(At1), (4.55)
)\2

OrJy + anp = O(At). (4.56)

Pour I'ordre deux on va appliquer la proposition 3 en tenant compte de la nouvelle
numérotation et du nombre de moments conservés. Il en résulte :

0up + Ouja + Byjy = O(AL?), (4.57)

8

X 11\ 4.

S
k=4 VK

Duiy + %Qayp _ A (g <§,ik - %) Azﬂaﬂa) — O(AR), (4.59)
Oll S4 = S3, S5 = S84, S¢ = S5, 87 = Sg, Sg = Sg, Agﬂ = jv;‘vf(Mlgl)j,k et
Or = | s+ " (Mp)a,0] 055" |, (4.60)
J
05 = | Om<* + Z(MB)WUJQ(?@]‘;Q : (4.61)
J
O = | Ome* + Z(MB)G,]-U?(')@]‘;:Q : (4.62)
J
Or = | Bimg? + Y (Mp)r,0005f5" |, (4.63)
J

(4.64)

O = (atmgq +) " (Mp)s 0] 0 f;‘l)

J

(cf les expressions (4.38) et (4.39) ). On commence par calculer les Ag, k €
{4,5,6,7,8}. Pour cela il suffit de calculer M,;l. Il en résulte : Azﬁ = 0 pour

k=06,7et
2 _ 31
Aaﬂ:)\_ 1 ’773 03
6 0 1+
7
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wy A =10
A5ﬂ:7< 0’77 ﬁ)

7

o 0 1
A8ﬁ2A2<1 0)

On calcule alors les défauts de conservations §k, pour k =4,k =5et k =28.

01 = Oyt + 0, (ju + AmY) + 0, (j, + AmEY),
En remplagant ms?, mg?, mg! par leur valeur (4.2), (4.4) et (4.5) , on obtient :

~ a, + a
94 = 5 yatp+

(y —

a . .
5 yat(pac - py) + (1 + Cl) aac]x + (1 + CQ) ay]ya

Comme a, = a, = 6 —4c¢? et en utilisant I'équations de conservation de masse on
conclut :

~ a,; + a . a, + a .
0, = <1+C1— 5 y) OpJu + (1‘1‘62—73!) OyJy

Pour 65 défini par (4.61), on a :
05 = Oyms? + 9,(Am?) + 8, (Amg?).
En remplagant my?, mz’, mg’ par leur valeur (4.3), (4.4) et (4.5) , on obtient :

Cp —

2

~ C, +¢C
95 = yatp—i-

C . .
9 yat(pa: o py) + Claa:]m + 628y]y'

Puis on remplace ¢, et ¢, par leur valeur (voir propostion 1) et en utilisant
I'équation de conservation de masse et 1'équation (4.47) on conclut :

~ 4 — 6¢2 — 1 ) 4 — 6¢2 — 1 .
95 _ (Cl - ( 65)73 Vp . _) 8$]$ + ((32 . ( 5)73 Vp + _> ay']y’
V4 V4 V4 V4

Finalement pour le défaut de conservation 5 donné par (4.64), on a

~ . 2. X, 2. A
by = atmsq + 0, (g?y + §m6q> + ay (gh: + §m5q> )

en utilisant le fait que mg? = 0 et en remplacant mc’, mg” données par les expres-
sions (4.4), (4.5), on conclut :
7 24 Co

O = 5 OpJy +

2 + C1 .
—3 e

On remplace les A% et 0 par leur valeur dans les équations (4.57), (4.58) et
(4.59) on trouve :

Oup + Ouju + Dyjy = O(AL?), (4.65)
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2 3’)/3 ay + ay

Oje + et At |2 1=y — _
i+ o=t (5|2 - 5l 0= )
A2 1 1 4 — 62 — 1
R SHTEE) PSR
297 [Sa 2 Va
A1 1 3’)/3 a, +a
SN (R P IE 0L T DI
(553 0-Dase -1
Ny, 101 (4—6¢)ys —7,—1 s [1  1]24¢
_ - - _ s P I B —
277 [54 2} (c2 Y4 )+ sg 2 3 yly
1 1 2+Cl .
— At N |— = 25, = O(AF?). 4,
(]3] 22) ez~ otany (4.66)
oy + ar( 2L ] 1) 1o Tty
_:B J— [, —_— _— —_— C J—
tJy 3 P 6 |s3 2 Y7 ! 2
A2 1 1 4—-6 1 1 112
+ V4 - = ((}17( Cs)ry? 7P+ )\2 - +a az.]a:*
27 |sa 2 V4 sg 2 3 y
M1 1 3 .
oA S a2 1 Ty,
6 S3 2 Y7 2
\? 1 1 4 —6¢2)y3 —, — 1 .
R ] P P
297 |84 2 V4
1 11 2+c¢
Coar(a S o2 22 825, = o(an). (4.67)
Sg 2 3 ’

On remplace ensuite a,, a,, ci, c; par leurs valeurs données dans la proposition 21
et on prend ¢, = % et s3 = s, dans les équations (4.66) et (4.67) ce qui conduit
a:
9Ja
ot

P, |, 0 5%, \ N 0(p. + )
NAE | Apyg—2 + A, —22 + A, Y T — O(A 4.68
+ < " 0x? T 0y? * 'yaray)+ 3 ox (AF),  (4.68)

Ay | 12 0 jy 0 jy 0 ja A 0(ps + py) 2
Yy xeng (B, Lo pp DIy g 90 N A O TP a2y 469
ot T < 0u2 T Pwge T Pma e )Y T o, (A8, (4.69)

avec

Amm - - — — 3)

1By, —v—2%+vy)—1),1 1

A = —— - =
" 3 Y7 — 3(vs + Va) (38 2)
4 - ] [3(73+74)+w(6(74—%)+4w—1) (1 1)
y — T3 — — — ] 4+
3 277(v7 + 3(v3 + 74)) s3 2
37 — Y+ 2V + 1) — 1 (1 1)}
+ — -]
Y7+ 3(vs + V4) sg 2
B _ _1(3(*%+73+374+77)—1)(l_1)
m 3 Y7+ 3(3 + 7a) sg 2
129 +1,1 1
By, = —3 (—-3)

3 Y7 S3 2
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5 - _L[30s+y) + 7B ) + 29— 2) (l_l> .
" 3 Y7(v7 — 3(7s + 74)) s3 2
3(%73274+77)1<1 1)}

_|_ - —
Y7 — 3(v3 + 74)

S8 2

Il nous reste a démontrer que le schéma BRB dans le cas stable n’est pas isotrope.
On sait que pour les équations d’impulsion un systeme de viscosité isotrope s’écrit
sous la forme suivante :

Ofiw + VAJy + £0,divj + 20up = 0, (4.70)
ujy + vAJy + £0,divj + c;9yp = 0. (4.71)

On récrit ce systeme en développant les opérateurs Laplacien et divergence, d’ot :

Orja + (v + &) 0nn + v 02y + € Duyly + 30,p = 0, (4.72)
Oujy + v 03jy + (v + &) 02y + € Ouyu + 20yp = 0. (4.73)

On déduit pour que le systeme d’équations du schéma BRB (4.68), (4.69) soit
isotrope (i. e. on peut I'écrire soit la forme du systeme (4.72), (4.73)), il faut que :

Apw = Byy, Ay = Bu, Agy = Buy et Ay — Ayy = Ayy. (4.74)
On calcule alors la quantité A,, — By, = ﬁ (é — %) qui doit étre nulle d’apres la

L(L_l> = 0 il faut que sg = 2 qui

premiére équation de (4.74). Or pour avoir 77 o — 2

est une solution pour laquelle le schéma BRB n’est pas stable. Ainsi le systeme
(4.74) n’admet pas de solution en 7,, v3, 74, S3 et sz qui soit stable. O

Proposition 23 Anisotropie de la viscosité du schéma BRB.
Les équations équivalentes d’ordre 2 en At du schéma BRB sans absorption dans
le cas général ou s3 # sy, sont toujours anisotropes.

Preuve: Les équations équivalentes d’ordre deux du schéma BRB sont! :

dp  Ojs ajy 2

9p L 9 Oy ny

o T or "oy OB
OJz 19 0%Js 0% 9%j N 0(ps + py)
- Ar(a, 20 pq DI g O0n ) AWt 0)  ap
o t( g Twge T g e | T Ty O(AL),

iy , g, D9z ) X0t py) = 0(Ar?)
Y oy? Y 0wy ’

3 ox

1 2 9 - 9
%y 4 yent (B2 4 g e \ A Opr £ py)
ot o2

tcalcul fait & l'aide de Maple
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avec

1
A,y = 472 4+ (=207 + 2473)v3 + (3073 — 10 +
48‘;5477(3(’)"; +’)’4) 77) (( Y7 ( Y7 73)73 ( 73 77)74
(=2 — dy7)y7 + (6 + 247 — 3673) 73 + (1297 — 3673)74)C
27 — 673)7,) 54 + ((8v7 — 2473)y3 + (=3073 — 2v7) 74 +

(
(
((— 1277 + 3673)v3 + (3673 + 6)v4)c> + (693 — 277)7,
(-
(-

292 + 67773 + 6777 + (L4 297) 77 + (=3 — 677) 73 +
3 — 677)74)C2)54) 53)

+ o+ o+ o+ o+

A :_1(3(’707’73*2744‘77)71)(l_1)
" 3 Y7 — 3(73 + 7a) sg 2

p
&
I

—4v; + 4 _4‘4‘403—8 4534
As3545577(3(73 + 74) + 77) (=77 + 4y, — 43 Va) V75453

(=497 + (477 + 2473) 73 + (3073 — 1077) 7 + ((2 + 497) 77 +

(—6 — 3673)7s + (=363 + 1277)74) 2 + (=673 + 277)7,) 54 +
((—8y7 — 2473)ys + (277 — 307y3) 74 + (1277 + 36y3) s +

(=6 + 3673)74)2 + (277 + 673)7, + (477 + 4vrv3 + 8771

((=3 = 2v7)y7 + (=697 + 3)73 + (=677 + 3) ) 4’)’7%)54)52)88)

+ o+ o+ o+ o+

B :_1(3(770_'_’73_'_374_"77)71)(l_1)
. 3 Y7+ 3(73 + 7a) sg 2

1
4s35477(3(73 + 74) + 77)
((2+ 497)y7 + (2477 + 6 + 3673) 73 + (1277 + 3673) )% +
(277 + 6’}’3)71)84 + (—277 + (—6 + 8v7 + 24’)’3)’)’3 + (—2’)’7 + 303 — 6)74 +
((—1297 — 3673)ys + (6 — 3673)ya)c; + (—675 — 297)71 + (1 +297) (77 +
3(vs + 7)) + (=77 — 3(73 + 7)) (1 + 277))¢3) 54) 83)

S
I

vy (=472 + (2077 — 2473)73 + (1077 — 3073) 74+

+ o+ o+ o+

1
453545877(3(v3 + 74) — 7)
(497 + (497 — 2473)73 4+ (—1077 — 3073)7a + ((—2 — 4y7)y7 +
(—6 + 3673)7s + (127 + 3673)va)c; + (297 + 693)71) 54 + (—277 +
(=877 + 6 + 2473)y3 + (6 + 3073 + 277) 74 + (1297 — 3673) 73 +
(—
(

sv
g
I

((—874 — 4ry3 — 4c + 4yp + 4y1) 5483y +

3675 — 6))c? + (297 — 695) 1 + (1 — 4v7)y7 + (—3 + 4y7) s +
8y7 — 3)va + ((3+297)v7 + 3y37u(1 — 277))¢} — 4y771)s4)53)58) -

+ 4+ + + +

On résout alors le systeme d’équations (4.74). La relation A,, = B,, nous donne :

1
= 3 3 — 3 3v4)Ss —
o (—492 + 3672 + 3679374) (53 — 54) (s + 378 + 39) (77 + 375 + 374)s
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1877 + 14473 + 32472y, + 292 — 12¢2 94777 — 2162373 + dyayz + 24c2y3y2 —
367374 — 1873 + 1807373 — 167377 — 432659374 — 216¢573)s3 + (12¢37477 +
+ 216627577 + 216¢37; + 167377 — 1807373 + 4327374 — 14473 — 24ci 7377 —
dyayy — 324%54) 54

Ensuite I'équation A,, = B;, nous donne :

B 127y3¢2(s3 — 54)
24v3(1 — 2)(s3 — 84) + s3(84 — 2)

Y7

L’équation A,, = B,, nous donne :

$3(2 — s4)
24(s3 — s4)(cs — 1)

V3=

Il ne nous reste que les s3 45 comme parametres libres. Finalement on résout
Ay — Agy = Ay, par rapport a sg, on trouve :

433
Sq =
P B - +2(e2 1)

= B(sy). (4.75)

Or @ est décroissante en sz pour ¢ < 1 et ®(2) = 2. On en déduit que si on fixe
s3 €10, 2[ alors sg > 2. Donc le systeme d’équation 4.74 n’admet pas de solution
pour la quelle le schéma BRB est stable. (]

Remarque 17 Méme si on cherche les parametres y,347 €t S3a5638, tels que
le schéma BRB ait une wviscosité la plus petite possible, on n’aura pas la méme
viscosité que le milieu D2Q)9, car ce dernier est un schéma qui conduit a des

coefficients de transport qui peuvent étre isotrope.

3 Etude expérimentale de stabilité

Pour étudier la stabilité du schéma BRB (défini dans la proposition 21) sans
absorption (i. e. o = 0), on va utiliser la méthode d’analyse de Von Neumann
(comme dans le chapitre 1 section 5). Cette analyse consiste a chercher les f
solution sous la forme f;(z,t) = ¢;¢/“* %) au moyen de la transformée de Fourier.
Celle-ci est donnée par la proposition 15 :

[t + At) = G(p, q) f (3, 1), (4.76)

oil p = ethedr ¢ = ehvAet G(p,q) = A(p,q)Mz'CMp. La matrice d’advection
A(p, q) est donnée par (1.87) :

11 1
A - dlag <1ap7qa_7_apqaga_7£> ’
p q b pqg g
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la matrice des moments Mpg est donnée par :
1 1 1 1 1 1 1 1 1
ag a1+Hay a;—ao a1+Has a1—0o astas a3—a4 a3—04 azHa4
0 A 0 —A 0 A = = A
0 0 A 0 —A A A = =
Mg =] —4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2 ,
4 -2 -2 -2 -2 1 1 1 1
0 —2 0 2 0 1 -1 -1 1
0 0 —2 0 2 1 1 —1 —1
0 0 0 0 0 1 —1 1 —1
(4.77)

ot ag =7, —4(vz—Va)s a1 =Y — 3 — 274, G2 = Y7, A3 = Y, + 273+ et ag = .
La matrice My"' est l'inverse de la matrice de Mp. On note ici qu'on a changé
I’ordre de moments, on a mis les moments conservés en premier :

8
p=rpetoy=) 1
=0

pe— Py =aofo + (a1 +a)[fi + fs] + (a1 — az)[fo + fa]+
- + (a3 + ad)lfs + fs] + (as — ad)[fs + f7],
— Jz et Jy>
puis les moments non conservés
La matrice C est donnée par :

D Mg, My, Ms, Mg €t mg.

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
Uy — @
O—| auss C zcysg 0 0 1—-s3 0 0 0 VN
CoSy  — 5 Ysy 0 0 0 1— s4 0 0 0
0 0 Lss 0 0 0 1-s5 0 0
0 0 0 2s; 0 0 0 1—s 0
0 0 0 0 0 0 0 01— ss

(4.78)
Ol Gy, Ay, Cy, Cy, C1 €6 co sont donnés par (4.29), (4.29) et (4.29).
Si opérateur G est diagonalisable et toutes les valeurs propres sont de module
plus petit que 1, alors I'algorithme est stable (voir la proposition ??). On fait
varier le module du vecteur d’onde k£ entre 0 et m et son argument entre 0 et
7, et on calcule numériquement les valeurs propres de la matrice G(p, q), pour
un jeu de parametres : si, v,, 73, 74 et 7,73 donné. L’algorithme est alors stable
(proposition ??) pour cette configuration si la partie réelle de In(z,) est négative
pour tout « et tout k (i.e. Re(lnz,) < 0). On étudiant numériquement, pour
une vitesse du son ¢? = %, on trouve alors que I’algorithme n’est pas stable pour
le premier cas ot 73 # 0 et 7, = 73 + 274 et 77 = 1. On se place alors dans
le deuxiéme cas possible (i. e. 73 = 0) qui modelise les équations de Bérenger
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(voir la proposition 21). On trouve alors que 'algorithme est stable pour le jeu
de parametres suivant : vz = 1, 7, = 73+ 274, 73 € [0.88, 3.22], v, € [0.77, 2.22],
53,4 6]0, 166[, 55,6 6]0, 18[ et sg 6]0, 16[

e On note ici que pour ce schéma on a plus de contrainte sur les parametres
de relaxation s; que dans le schéma D2Q9, en effet on ne peut plus faire tendre
s; vers la valeur 2, sinon le schéma est instable. Par contre on peut prendre
s34 €]0,1.75] sans perdre la stabilité mais il faut que sg < 1.1. De méme on peut
prendre sg €]0,1.9] mais il faut que s34 < 1.4.

e Les figures 4.1 (a, b) et 4.2 (a, b) montrent que le schéma est stable pour
la configuration suivante des parametres du schéma : v, = 7, 73 = 3, 74 = 2
et vz = 1. La figure 4.1 (a), est le cas particulier ou on prend k parallele a
l'axe des x (i. e. 'argument 6 du vecteur d’onde est nul). Dans ce cas on a
quatre modes hydrodynamiques (modes lents) qui sont représentés par les quatre
courbes qui commencent a zéro pour |k| = 0. Ces modes représentent les deux
modes longitudinaux (deux courbes confondues pour les ondes progressives et
régressives) un mode transverse et un quatrieme mode qui vaut 0 pour tout |k|.
Ce dernier mode est découplé des autres modes, cela s'interprete par le fait que
lorsqu’on a une incidence normale (§ = 0 argument de k) 1'une des équations du
systeme de Bérenger (4.1) est nulle.

Remarque 18 On note que notre schéma BRB est moins stable que le schéma
D2@Q)9, c’est-a-dire qu’on dispose d’un intervalle de stabilité plus petit pour les
différents coefficients de relazation s; (i. e. on ne peut pas faire tendre les s; vers
la valeur 2). Cela se traduit par une viscosité importante du schéma BRB.

4 Absorption a ordre zéro

Jusqu’ici on n’a traité que le cas de Bérenger sans absorption (i. e. ¢ = 0 dans
les équations de Bérenger (3.45)) pour étudier I'aspect non-réflexion de notre
schéma BRB. Dans cette section nous allons proposer une facon de tenir compte
des termes d’absorption en ¢ dans les équations que nous récrivons ici :

( 0D 0 B
ot +me—_l_ ox =0
Opy  Jy _ 0
o oy - (4.79)
Y 5 .
Us  gj 22 tp)
ata' O(ps + x)
Jy 2 O(Px T Py
= 22 T =,
L T TS oy

avec p, +p, =peto=0en z =0, et o(z) > 0.
Pour des raisons de simplicité on va commencer alors par manipuler le schéma
D2Q9 et introduire un terme d’absorption pour ce schéma. On se donne alors les
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Re(In 2)

Re(In 2)

K| / Tt

Fi1c. 4.1 Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9 BRB
en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : v, =7, 73 =3, 74 = 2, 77 = 1
et ¢y = % Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.6, s4 = 1.65, s5 = 1.3,
s¢ = 1.8 et s3 = 1.4. (a) Pour § = 0 argument du vecteur d’onde k (i. e. k

parallele & I'axe Ox). (b) Idem avec § = 1”—2
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Re(In 2)

Re(In 2)

K| / Tt

Fi1G. 4.2 — Partie réelle du logarithme des valeurs propres du modele D2Q9 BRB
en fonction de |k|. Les valeurs des parametres sont : v, =7, 73 =3, 74 =2, 77 = 1
et ¢, = % Les coefficients de relaxation sont : s3 = 1.6, s, = 1.65, s5 = 1.3,

s¢ = 1.8 et s3 = 1.4. (a) Pour 0 = % argument du vecteur d’onde k. (b) Idem

m
0=".
avec 1
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équations suivantes (probleme fortement hyperbolique) :

( Op jz | O0Jy
alta+ 7Pt B +83y =0
ﬁ + sz + C?—p = (]7 (480)
ot . ox
%%-(’2@ = 0
L ot 0y

ou ¢ > (. Pour modéliser les termes en o du systeme d’équations (4.80), on se
propose de changer ’étape d’advection du schéma. On remarque que pour o = 0
dans (4.80) on retrouve les équations équivalentes d’ordre un en At du schéma
D2Q9 linéaire (voir la proposition 7).

Proposition 24 Atténuation d’ordre zéro pour D2Q9.
1l existe une matrice o :

& = (&k,j)ogk,jgfi — O'ATL (481)

O OO O o= OO
S OO oo oo+ o
OO OO o= OO
SO OO o+ OO o
O OO O o= OO
S oo oo oo+ o
SO OO OO o
SO O oo+ OO o
S OO oo oo+ o

pour modéliser les termes d’absorption en o des équations (4.80). En effet on peut
modifier I’étape d’advection du schéma de Boltzmann :

8
filw t+ At) = fr(z— v ALt) Y Gpiff (@~ v ALt), 0<j<8
k=0

Preuve: La démonstration consiste a utiliser la méthode de I’équation équivalente.
En effet on va simplifier le probleme et montrer qu’en modifiant 1’étape d’advec-
tion du modele D2Q9 décrit dans la proposition 7 (avec 3 moments conservés) et
en prenant 0 = oldge, o > 0, on obtient les équations macroscopiques suivantes :

atp +op+ 8wqa: + ayqy = O(Af)a
Oiqy + 0qy + N2C20,p = O(AL), (4.82)
gy + oq, + N°29,p = O(At).

En effet le développement de Taylor a 'ordre deux en At de I’équation du schéma :

file,t+ At) = f5 (v —vj,t) — o ff (2 — vy, 1),

nous donne :

filz,t) + At fi(x,t) = (1 — o) (f;‘(x, t) — Atv; V f (x, t)) + O(A),
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en prenant le moment d’ordre k de cette identité, on obtient :

my + Atoymy, = (1 — 0 At) (m}; — At Z Mk,jvf@ﬁf;) + O(A#?),

7=0,8

on utilise alors fF = f;*+O(At) et en négligeant les termes en (At?), on obtient :

(1 — o At)ym; — my, = At (@mk +> Mk,jvfaﬁ,f;‘I> + O(A#?).

§=0,8

Il suffit alors d’écrire cette relation pour k = {0, 1,2}, et utilisant m; = my, on
obtient :

oymy, + omy, + 65 Z Mk’jvff;q = O(At)

j=0,8

Ainsi on a le systeme (4.82).
En choisissant la matrice o définie par (4.81), on obtient les équations macro-
scopiques de la proposition (4.80). En effet le développement de Taylor a I'ordre
deux en At de I'équation du schéma nous donne :

fila,t) + Aty fi(x,t) = (ff(x,t) — AtV [} (2,1)) —

8
= N Gk (fiwt) — AtV fi (1)) + O(AF),
k=0

en prenant le moment d’ordre &, en utilisant f7 = f;7 + O(At) et en négligeant
les termes en (A¢?), on obtient :

8 8
mi + AtOymy, =my — At Y My i 0 f5" = " Mij G50/ (w. ) + O(AF),

j=0.8 j=0 1=0

c’est-a-dire :

8
my — mg = Atdymy + At Z Mk,jvfagf;q + Z(Ma)k,jf;q(x, t)+O(A#?),(4.83)

Jj=0,8 J=0

olt ((Mo)g,;)o<k,j<s = M.o (le produit des deux matrices M et ). Or le produit
matriciel vaut :

MG=oAt| 2 -2 —2 -2 -2 -2 —2 -2 —2 |, (4.84)
0 -2 0 2 0 -2 2 2 -2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

8
Ainsi le terme Z(Ma)f,jf;q(x,t) de 'équation (4.83) vaut :
=0
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— oAtp pour k =0,
oAtj, pour k =1,
0 pour k = 2.
11 suffit alors d’écrire I’équation (4.83) pour k£ = {0, 1, 2}, et en utilisant m; = my,
on obtient le systeme :

[ Op 9Ja | Ojy
—— 4+ = = At
6ta+ 7P o +88y O(A),
% + oy + cga—i — O(Ab), (4.85)
dJy 20p B
—== — = O(A?).
L o 5, (At)
qui est égal au systeme (4.80). O

On va maintenant changer I'étape d’advection pour le schéma BRB pour avoir
les termes d’absorption en o (voir le systeme (4.79)).

Proposition 25 Atténuation d’ordre zéro pour BRB.
1l existe une matrice op :

0O 00O0O0 O 0 0 0
1+a az+3 az—1 az—1 asz+3
0 10 0 0w s
0O 0000 O 0 0 0
B - 1<|Zlag 0 0 1 0 ag;l agj3 a31»3 ag;l
o5 = (0F)o<k,j<s = AL 0O 0000 0 0 0 0 ,
0O 00O0O0 O 0 0 0
0O 00O0O0 O 0 0 0
0O 00O0O0 O 0 0 0
0O 0000 O 0 0 0

(4.86)
ot ag = v,—4(v3—y4) et az = v,+2v3+v4 (défini dans la matrice (4.77) prise dans
le cas ot le schéma BRB est stable) pour modéliser les termes d’absorption en
o des équations de Bérenger (4.79). En effet on peut modifier I’étape d’advection
du schéma de Boltzmann :

oo

file,t+ At) = f5 (v — v;,t) ZO’ — v, t), 0<j5<8.
k=0
Preuve: Pour le cas du schéma BRB (configuration stable i. e. a; = 0 et

ay = 0 dans (4.77)), on va faire la méme démonstration que pour le cas D2Q9. La
démonstration consiste a utiliser la méthode de I’équation équivalente, en parti-
culier on reprend les calculs de I’équation équivalente pour le schéma BRB(voir la
démonstration de la proposition 21). En effet on écrit le développement de Taylor
a 'ordre deux en At de ’équation du schéma BRB ce qui nous donne :

fi(z, t) + Ato, fj(x,t) = (f*( t) — Atvjv,f;(:r,t)) -

Zajk fi(x,t) — Atop Vi (x,1) + O(A?),
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olt (67)o<jk<s = 0p en prenant le moment d’ordre k, en utilisant fF = f* +
O(At) et en négligeant les termes en (At¢?), on obtient :

mk+Af8tmk—mk—AfZ ,”Jagfeq ZM Zaﬂl (z,t) + O(At?),

7=0,8

c’est-a-dire :

my, — my, = Atdymy, + At Z M,f]v O fi’ + Z (Mo)g [z, t)+O(At?), (4.87)
j=0,8 j=0

ou ((Ma)g )o<kj<s = Mp.op (le produit des deux matrices Mp et 7). Or le
produit matriciel vaut :

1+ag 1+4ag 1+ag 1+as 1+ag
2 2 2 2 2
0 1 0 -10 1 —1 —1 1
0 00 0 0 0 0 0 0
Mpop=ocAt| -2 —1 0 -1 0 —Mo I Ides lbas
0o -20 2 0 -2 2 2 2
0 00 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 0

8
Ainsi le terme Z(Ma)f’jf;q(x,t) de 'équation (4.87) vaut :
5=0

- UAtW = oAtp, pour k = 0,

- oAtW = oAtp, pour k =1,

- o0Atj, pour k = 2.

— Opour k=3
11 suffit alors d’écrire I’équation (4.87) pour les quatre premiers moments conservés
(i.e k ={0,1,2,3}), et en utilisant mj = my, on obtient le systeme (4.79). O

5 Analyse d’une simulation d’interface

Introduction

Dans cette section on va simuler dans un premier cas une interface entre un milieu
D2Q9 de viscosité donnée et un milieu BRB avec et sans absorption. Ensuite on va
changer l'interface en remplacant le milieu BRB par un milieu D2Q9 de viscosité
croissante et par un milieu D2Q9 avec un terme d’absorption d’ordre zéro.

Interface entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB

Soit le domaine © = [0,] x [0,h] (voir la figure 4.3) composé du milieu Q2 =
[0, £]x[0, h] acoustique et de milieu €2, = [£, 1] x[0, h] de Bérenger sans atténuation
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(i.e.0 = 0). On impose a l'entrée de 2 en z = 0 une onde acoustique parallele
a I'axe Oz de fréquence w. On impose des conditions aux limites périodiques en
y et des conditions de rebond pur en sortie (i. .e “bounce back” voir section
conditions aux limites chapitre 1). On la laisse alors se propager jusqu’au temps
T avant que 'onde n’ait atteint la sortie du milieu 2, en z = [.

>

1

= Q - :
W 1

I

1

Q4

Fig. 4.3 — Domaines de propagation : 2 milieu acoustique et {2, milieu de
Bérenger sans atténuation.

On discrétise les domaines €2, et 2 par des sommets x; avec 1 < 7 < 2000
pour 2 et 2001 < ¢ < 4000 pour €2,. On utilise dans €2_ le schéma D2Q9 pour
'acoustique donné par la proposition 9, avec a3 = —2 (i. e. ¢5 = %), ay = 1,
s3 =1.97, 54, = 1.9, s5 = s4 = 1.7 et 57 = sg = 1.95. Dans le milieu {2, on utilise
le schéma D2Q9 BRB défini dans la proposition 21, avec v, =7, 73 = 3, 74 = 2,
v =1, ¢ = %, s3 = 1.6, s4 = 1.6, s5 = s¢ = 1.7 et sg = 1.8. On impose a
Ientrée une onde de fréquence w = 2. La figure 4.6 (a), montre .J, en fonction
de N, (le nombre de sites du réseau dans la direction Ox) de 'onde acoustique
d’incidence normale sur l'interface se propageant dans les milieux 2, et 2_. On
remarque pour les z;,i > 2000 (i.e. dans le milieu €, qui modélise la couche
absorbante) on a une viscosité plus importante que pour les x; < 2000 (voir la
figure (a) 4.6).

Pour déterminer I'onde réfléchie on réalise une autre simulation dans un domaine
de référence Qg = [0,1] x [0, h] (voir la figure 4.4) qui a la méme configuration
que le domaine . Cette simulation nous fournit la solution de référence (voir
la figure 4.5).

F1G. 4.4 Domaine de référence QQg.

Pour voir si notre milieu Bérenger génere ou non une onde réfléchie dans le milieu
acoustique {2_, on trace la différence entre le flux .J, obtenu dans le cas test avec
les deux milieux et le flux J, obtenu par la solution de référence. La figure ((b)
4.6) montre dans le cas d'une incidence normale sur le dioptre, I'existence d’une
onde réfléchie dans le domaine d’étude (“acoustique”).

e On note ici que dans cette simulation on a deux différences entre les deux
milieux D2Q9 acoustique et le milieu BRB :
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0.5

-0.5

[0} 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
N

x

Fia. 4.5 — Solution de référence J, en fonction de N,

— Une différence de viscosité qui est due au caratere non isotrope du milieu

BRB, de plus a la contrainte de stabilité de ce schéma qui réduit la possi-
bilité du choix des parameétres de relaxation s; (voir la section 3)
Une différence de la distribution d’équilibre. En effet dans le schéma BRB
les moments a Uequilibre my?, m:? et mg” sont fixés en fonction v,, vs, 74,
77 et ¢, pour satisfaire les équations de Bérenger a l'ordre 1 en At (voir la
section 1).

Dans le chapitre 5, on va étudier 'interface entre deux schémas de Boltzmann.
Dans un premier cas de viscosités différentes et dans un deuxieéme cas de dis-
tribution d’équilibre différente. On mettra alors en évidence dans les deux cas
I'existence d’une onde réfléchie.

e Milieu BRB avec absorption.

On va simuler une interface entre un milieu D2Q9 et un milien BRB avec ab-
sorption décrit dans la proposition 25 qui consiste a changer 1’étape d’advection
en utilisant la matrice og. On reprend alors la méme expérience qu’on a faite
ci-dessus. On garde alors le méme maillage et le méme milieu 2_. Dans le milieu
2, on utilise le schéma BRB en modifiant I’étape d’advection (voir la proposition
25),avecy, =7, 73 =3, =2,77=1,¢, = %, s3 =1.6,54 = 1.6, 55 = s = 1.7,
ss = 1.8 et o(z;) = 107 7(z; — 2000)%. La figure 4.7 (a) montre J, en fonction de
N, de T'onde acoustique d’incidence normale sur 'interface se propageant dans
les milieux ©, et Q. On remarque pour les z;,i > 2000 (i.e. dans le milieu
qui modélise la couche absorbante) que 'onde est atténuée au bout de 500 mailles.

La figure 4.7 (b) montre la différence entre le flux .J, obtenu dans le cas test
avec les deux milieux et le flux J, obtenu par la solution de référence. On a alors
dans le cas d’une incidence normale sur le dioptre D2Q9-BRB avec absorption,
I’existence d’une onde réfléchie dans le domaine d’étude qui est comparable a celle
qui existe dans le cas ou on a un milieu BRB sans absorption.
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Fi1G. 4.6 — Test du dioptre dans le cas d’une incidence normale sur I'interface
avec €0, milien BRB sans absorption. (a) J, en fonction de N, de l'onde

2

acoustique incidente de fréquence w = = se propageant dans les milieux 2, et

100

Q_aT = 6000, (b) J, en fonction de N, de la différence entre 'onde se propageant
dans le milieu 2 = 2, UQ_ et 'onde se propageant dans le milieu de référence

Qr a T = 6000.
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Fia. 4.7 — Test du dioptre dans le cas d'une incidence normale avec {2, milieu
BRB avec absorption.(a) J, en fonction de N, de 'onde incidente de fréquence

— 2m
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(b) J, en fonction de N, de la différence entre I'onde se propageant dans

le milieu 2 et dans le milieu de référence (5.
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Interface entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 de vis-
cosité croissante

Dans cette partie on va simuler dans un premier cas une interface entre un mi-
lieu D2Q9 de viscosité donnée et un milieu D2Q9 de viscosité croissante. Soit le
domaine Q = [0,] x [0, h] composé du milieu ©_ = [0, L] x [0, 4] et du milieu
Q4 =]L,1]x[0, h]. Dans le milieu 2_ on a le schéma D2Q9 acoustique (voir la pro-
position 9) de viscosités de volume & et de cisaillement v données dont 1’équation
équivalente est donnée par :

8tp + azQx + ayqty = 0,
Oy + 20up — C(02qs + Ouyay) — v (0240 + ﬁjqw) = 0, (4.89)
gy + c20yp — C (8y$q$ + aqu) —v (8§qy + ﬁqu) =0

ou & = —ag/\QﬁAt (é — %) et v = /\23At <é — %) Dans le milieu €2, on a aussi

le schéma D2Q9 acoustique (voir la proposition 9) mais de viscosités de volume
&(x) et de cisaillement v(x) croissantes pour les x croissants :

£(1/2) = &la viscosité de volume du milieu 2

v(l/2) = v la viscosité de cisaillement du milieu Q_

&(x) et wv(x) croissent en z2.

On fait alors le méme test numérique que dans le cas précédent. On impose alors
a I'entrée de )_ en x = 0 une onde acoustique parallele a 'axe Oz de fréquence
w. On la laisse alors se propager jusqu’au temps T avant que 'onde n’ait atteint
la sortie du milieu €2, en z = [.

On discrétise les domaines €2, et {2 par des sommets x; avec 1 < ¢ < 2000 pour
Q_ et 2001 < 7 < 4000 pour 2. On choisit les parametres du schéma dans )

comme suit : ag = —2 (i. e. ¢p = %), ag =1, s3 =197 (i. e. £ = %(i - 1),
s4 =19, 55 = s = 1.7 et s =53 =195 (i. e. v = %(é — %)) On a gardé le
méme milieu 2 que dans les cas d’interfaces précédentes. Dans le milieu {2, on
choisit les parameétres comme suit : a3 = —2 (i. €. ¢y = %), a4 = 1, s4 = 1.9,
S5 = s¢ = 1.7,

5a(1) = { 1.97 (1 — (22202 pour i < 2300,

S 1.97 (1 — (2522%)%)  pour i > 2300,

sw(zs) — 1.95 (1 — (2523002 pour i < 2300,

T 1.95 (1 — (2252000)%)  pour i > 2300,
ou 1.97 et 1.95 sont respectivement les valeurs de s3 et sg dans le milieu €2_. On
impose & l'entrée une onde de fréquence w = Zi=. La figure 4.8 (a) représente

J, en fonction de N, de I'onde acoustique d’incidence normale sur 'interface se
propageant dans les milieux €2, et €_.

Pour mettre en évidence 1'onde réfléchie dans le milieu acoustique 2 due au
changement de viscosité, on trace la différence entre le flux J, obtenu dans le cas
test avec les deux milieux et le flux J, obtenu par la solution de référence (voir
la figure 4.5). La figure (b) 4.8 montre dans le cas d'une incidence normale sur le
dioptre, I'existence d’une onde réfléchie dans le domaine Q_ ({z;,7 > 2000}).
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Fic. 4.8 Test du dioptre dans le cas d’une incidence normale avec 2, milieu
D2QY de viscosité croissante.(a) .J, en fonction de N, de I'onde incidente de
fréquence w = 2= & T = 6000. (b) J, en fonction de N, de la différence entre
I'onde se propageant dans le milieu §2 et I'onde se propageant dans le milieu de

référence Qp.
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On voit ici la limitation de cette méthode car elle génere une onde réfléchie
relativement importante (plus importante que dans le cas BRB). En plus on
a besoin d’une couche d’épaisseur 700 mailles pour pouvoir absorber I'onde dans
le milieu €2, . Pour pouvoir atténuer 'onde plus rapidement on peut augmenter la
viscosité plus rapidement mais on va générer une onde réfléchie plus importante.

Interface entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 avec un
terme d’absorption d’ordre zéro
Dans cette partie on va tester le cas d’un dioptre entre un milieu D2Q9 (le milieu

1) et un milieu D2Q9 avec des termes absorbants (le milieu ;) qui satisfait
les équations équivalentes suivantes d’ordre un en At :

atp +op+ 8xqa: + ayqy = O(At)a
8tqa: +oq, + C?@IP = O( t)a (490)
Dvqy + C20,p = 0

Ce schéma est le D2Q9 sauf qu'il faut changer I'étape d’advection (voir la propo-
sition 24). Ainsi le schéma s’écrit :

fi(z,t+ At) = (Id — o) f; (z —v;At,t), 0<j<8.

oll la matrice ¢ est donnée par (4.81). On choisit les parametres du schéma dans

Q. comme suit : a3 =2 (i. e.cg= 7z), au =1, 53 = L8 (i. e. £ = 5(5; — 3))
s4 =175, 55 =5 =1Tet sy =55 =19 (i. e. v = l(i —1)). Dans le milieu €

3
on choisit les mémes parametres comme suit : a3 = —2 (i. €. ¢g = %), oy =1,
3 =18 (i.e. & = (& —3) 54 = 175, 855 = s = 1.7, s7 = 55 = 1.9 (i.

S3 2

e. Vv = %(é — 1)) et o(x;) = 10 "(x; — 2000)% (on a linterface o(z900) = 0).
On impose a I'entrée une onde de fréquence w = 1277}] La figure 4.9 (a), présente

J, en fonction de N, de 'onde acoustique d’incidence normale sur l'interface se
propageant dans les milieux {2, et {2_. On voit alors que I’onde est absorbée dans
le milieu {2, au bout de 600 mailles.

Pour mettre en évidence ’onde réfléchie dans le milieu acoustique €)_, on trace la
différence entre le flux J, obtenu dans le cas test avec les deux milieux et le flux
J; obtenu par la solution de référence. La figure 4.9 (b) montre dans le cas d’une
incidence normale sur le dioptre, 'existence d’une onde réfléchie d’amplitude 106
dans le domaine _ ({z;,7 > 2000}). On note qu’on n’a pas analysé le front qui
se propage en x décroissant au début de I'onde réfléchie.

Pour analyser la cause de cette onde réfléchie on va étudier les équations équivalentes
a 'ordre deux en At du milieu D2Q9 avec absorption.

Proposition 26 Equations équivalentes d’ordre deux en A¢ du milieu
D2Q9 absorbant.
Le schéma de Boltzmann D2Q)9 avec un terme d’absorption d’ordre zéro défini

s eq _ ; — a2 eq _ _ g eq _
dans la proposition 24 et avec my' = azp, ou az = 6¢; — 4, mg = =4 mg’ =
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F1G. 4.9 Test du dioptre dans le cas d'une incidence normale sur I'interface avec

2, milieu D2Q9 avec absorption. (a) .J, en fonction de N, de 'onde acoustique

incidente de fréquence w = 2% (b) J, en fonction de N, .
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—& mi? =0 et mg' = 0, admet comme équations équivalentes d lordre deuz en

At le systéme suivant :

2 2

32+2 1/(1 1/1
Oje + N |2 — oAt T LR DR Oup +
6 6 S3 2 S8

At At
atp + 8z7z + ay7y +o <1 + U—> P = a—ay.jy + O(AtQ)a

MNAt (1 1
3

S8 2

1 1/1 1/1
O1j M —oAt|-+-(——1)-2[——1 Oyp =
e (el (1) =3 ()] e

A2At 1 1 . .
NAt (1 1 . .
3 (_ - _> (agjy + a;]y) + O(AtQ)-

S8 2

_|_

Preuve: Pour trouver les équations équivalentes d’ordre deux en At du schéma
D2Q9 avec atténuation (voir la proposition 24 qui donne les équations équivalentes
d’ordre un), on utilise la méthode d’équations équivalentes (voir la proposition
3). En effet le schéma est décrit par :

8
Filw t+ At) = f7 (@ — 0 At 1) =Y Grifi (@ — vt 1), 0<j <8 (491)

k=0

ou la matrice o est défini par (4.81). On écrit alors le développement d’ordre trois
en At de I’équation du schéma (4.91) :

At?
2

8
_ . . A )
— Zgj’k (fk — At 9 fi + T?),f?)l@g@ﬁ) + O(At),
k=0

At?

fi+ MOf; + =00 fy = [ = AwfO 7 + =0 0] 00,17 -

On prend alors le moment d’ordre 7 de cette identité :

* _ B * AtQ 2 B. v *
mi—mi = Aty My (Of; +0l0s 8 ) + > M 021, — v]0s0,£;] +
J J

8
At?
+ ) (Mo)ix (_f,: — Atldgfr + Tv,fvgaﬂayf,g + O(AF%), (4.92)

k=0
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ou la matrice (Mo) est le produit matriciel (voir (4.84)) de M et o. Pour i €
{0,1,2} on a m; =m} d’ou (4.92) devient :

82ml + ZMZ]U]U 030, f

J

By + Z M;jvl 0 f; + Z Moa)s, £

At
2
8
+ ) (Mo);j0f0sf; + O(AF%).  (4.93)

Jj=0

On remplace alors dans le membre de droite la relation précédente 9?m; par
9?m:?, 0,0 L fi par 0,0, fF et 0, f] par 0, f; sans changer l'ordre en Af. On uti-
hse aussi la relatlon (1 24) (V01r Lemme 3 1) pour évaluer f; dans I'équation
précédente :

s
k>3 N7k

ou 5,6 sont les développements d’ordre deux en At de mj — my (i. e. mj — my, =
Atfy, + O(At?) voir équation (4.83)) pour le schéma D2Q9 avec atténuation. Ainsi
on a :

ak = 8tmzq + Z?)faf;q + Z(MO’)k,jf;q = gk + Z(Mo—)k,jf;q
J J J

olt les 0, = oym;" + D0 8f;q sont définis dans le lemme 3.1.
Ainsi (4.93) devient :

Oym;  + Zvafaﬁfeuz ”feq (4.95)

At

8
= + Y (Mo ] 0 £ +

J=0

—9?m eq+ZM V0] 950, £

DRG]

+ ;(‘—1>

ALY M) M 0s0% + 3 " (Mo); ;M 0" | + O(AF).
J J

On prend alors 7 = 0 dans I'équation précédente, d’ou :

Op + Z 1)388,31‘;'1 +op = (4.96)
J

At

8
+oAY v]dsfT+ O(AF),

j=0

at2p + Z aﬁavf;q

car ) Ml]vfM]k1 =2, MOJU]MJIC = > Mg M, "=0pour B<2et k>3et

Zj(MU)o,]M]k = 0 pour k£ > 3. De plus

07 p = =0, (0ufiw + 0yjy + op) + O(At) compte tenu de (4.90)
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= (aazat]m + 811675]3/ + Uatp) + O(At)

= — [&E (O’jx — Zv v} 85feq> (Zv v; 85f ) + o0p

+ O(At)

J J

= 00,Js — 00;p + Zv v 050, f;" + O(At)

= J@IJI—FU(Jp-I-aw]x—l-ayjy -I-Zv v 050, f;" + O(At).

J

On remplace alors 97 p par I'expression ci-dessus dans (4.96), on obtient :

atp +

OpJs + Oyjy +0p =

At
5> [—UQp —200,J — Uayjy] + oAt (0,j. + 0,7,) + O(AL?),

oAt ]
T(ﬁy]y —op) + O(A?),

la premiere équation équivalente est établie.
On prend i = 1 dans 'équation (4.95), d’ou :

atj T

_|_

_|_

> il 0sf + 0 = (4.97)
J
At 5 . e eq
—0; s + Z 7)] 7)] v, 1050, f + oAt Z v¥ 85fj +
7=0
Z (— - 1) Ath%ﬂM 8ﬁ§k + O(A#).
k>3

car . (Ma)U]M = 0 pour k£ > 3. On modifie I'écriture algébrique des deux
dernlers termes de I’équation précédente comme suit :

+ Z?)]v] v] 050, f =

— GtGﬁZv v} feq-l-aﬁtjw—i-Zv]v]v]aﬁa fi' 4+ O(At)

= 0p {Z 70! (0 f5" + 0] 0 f;‘I)} + 00 j. + O(Al)

= Z?) v} ZM (050k) + 001j. + O(A)

J

= Y AP(060k) + 00, + O(AL),

ot Ap? =3 vev) M, (défini par (1.19)). L'équation (4.97) devient :

J

at% + )‘2C§a$p + Ujm = 5

At _ v
5 (—a?yz — oN220,p + ; A,faﬁek) +
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1 -
+ oANAtC20,p + Atz <— — 1) AP 9s0"% + O(A?).

s
k>3 Nk

Or onaAZﬁzopourk:1,2,4,5,6 et

22 /1 0
afg __ 27
AU - 3 <0 1)7

De plus on a :
b = 60y +op=0(At),
6 = 0+ 0], = O(At),
0, = 0y =0(A?),
03 = 03+op,
Oy = 04+ 20p,

05 = 05+ 20,

96 = 067
97 = 97 + agp,
98 = 08-
On remplace alors les 0, par leur valeur dans I'équation (4.98), on obtient :
At
O+ NCOp+0Js = (70% —oN22D,p + Agﬁaﬁeo) +
1 1
A2 Ate? At — | AP0
+ o c;0.p + Z(% 2) w 050" +
k>3
1 1
+ Ato |:<— — 1) Agﬂaﬁp + <— — 1> Aﬁ;ﬁa/gp:| + O(AtQ)
S3 S7

On calcule alors les expressions de 6 (voir la démonstration de la proposition 8)
et en remplacant les Azﬁ par leur valeur on obtient :

ZAt
atja: + )‘QCgamp + Ujm - *O- )

242 1/(1 1/1
+ oNAt 56+ + = 1)+ — 1) 0up
6 6 S3 2 S8

A2At 1
—+ 6 (4 — 6(3?) <— - —> 83;(635]1: + ay]y) +

N2 At
3

1 1
(— — —) (02)0 + 0 4s) + O(AL),

S8 2
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on note qu’on a pris les parametres du schéma comme ils sont fixés dans ’énoncé
e : eq _ S a2 e _ _g eq _

de la proposition (4. e. my' = azp, ol ag = 6¢;—4, mg' = =% m’ = L m =

0 et mg? = 0). Ainsi on a la deuxiéme équation équivalente.

On reprend les mémes calculs pour 7 = 2 dans I’équation (4.95), sachant que cette

fois on utilisera équation 87, + A2c29,p = O(At). On trouve alors :

B, + \2c20,p = At (Agﬁaﬁ%) + Atz <

1
2
k>3

Sk

1
5) AP 950" +

1 1
+ AtO’ |:<— — 1> Agﬂagp + <— - 1) A?ﬁagp] + O(At2)
S7

53

Il suffit alors de remplacer les Agﬁ, 0 par leur valeur dans I’équation précédente,

d’ott :
1 1/1 1/1
0y MNEop=cNAt|-+=-|——-1]-—=[——-1}]|0
y T AGOP=0 376\ 5 2 \se vP
A2AL 11 , :
+ (4 — 6¢) <— - 5) 0y (0pju + OyJy) +
S3
MNAE (11
+ — — = | (02, + 03 jy) + O(AL?).
3 S8 2
Ce qui établit la troisieme équation équivalente de la proposition. O

Le schéma D2Q9 avec absorption a la méme viscosité que le schéma D2Q9 sans
absorption. En effet si on prend o = 0, les coefficients de 0,divj,, Aj,, 0,divj,
et Aj, dans les équations équivalentes d’ordre deux en At ne changent pas. Par
contre le fait de rajouter I’absorption va affecter la vitesse du son du schéma qui
sera fonction de o, s3 et sg. Ce qui va générer une onde réfléchie.

6 Conclusion

La méthode de la couche absorbante de Bérenger permet a la fois pour un
modele d’équations aux dérivées partielles (e. g. Maxwell [Be94], Euler [Hu96,
DDMTO02]) : une absorption d’ordre zéro dans la couche et une transmission sans
réflexion entre le domaine d’intérét et la couche pour toute fréquence et tout angle
d’incidence.

Nous avons proposé un schéma de Boltzmann sur réseau (BRB) pour modéliser la
couche de Bérenger a I'ordre un. Dans un premier temps on a étudié les propriétés
de ce schéma en regardant les équations équivalentes d’ordre deux et la stabilité.
On a montré qu’il a une une viscosité non isotrope et élevée pour satisfaire la
contrainte de stabilité.

Ensuite on a proposé une méthode pour modéliser les termes d’absorption d’ordre
zéro, cela en modifiant I’étape d’advection. Cette méthode nous donne des résul-
tats satisfaisants (meilleure que ceux du milieux BRB) et intéressants, en atténuant
I'onde transmise dans la couche et en génerant une onde réfléchie en interface entre
deux milieux D2Q9 (Euler / Euler avec absorption) négligeable devant une inter-
face entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB.
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Finalement le milieu Bérenger approché par BRB ne résout pas le probleme
de la transmission parfaite. En effet le schéma BRB génere une onde réfléchie
méme en incidence normale et a fortiori en incidence quelconque. Afin de com-
prendre ces difficultés on a approfondi (c. f. chapitre suivant) le probléme d’in-
terface entre deux schémas de Boltzmann sur réseau qui modélisent des mi-
lieux de caractéristiques différentes (7. e. milieux de vitesses du son ou de vis-
cosités différentes, milieux hydrodynamiquement équivalents et a distributions
d’équilibre différentes).



Chapitre 5

Onde réfléchie a 'interface entre
deux milieux acoustiques

1 Introduction

Notre modele de couche parfaitement adaptée avec la méthode de Boltzmann
sur réseau présente un défaut majeur en réfléchissant une onde dans le domaine
d’étude. Cela nous conduit a faire une analyse détaillée du comportement de ces
modeles a 'interface entre le domaine d’étude et la couche absorbante.

Dans un premier lieu nous allons commencer par retrouver le coefficient de ré-
flexion lorsqu’on a deux milieux continus monodimensionnels de caracteres diffé-
rents, en particulier lorsqu’on a un changement de la vitesse du son et de la
viscosité. Puis nous calculons le coefficient de réflexion pour le schéma numérique
D1Q3 et appliquons cette étude a la minimisation des ondes numériques réfléchies
a l'interface. Dans la deuxieme partie on fait ’analyse d’un dioptre entre deux
milieux D2Q9 macroscopiquement équivalents en deux dimensions pour une in-
cidence normale.

2 Etude monodimensionnelle continue

Q Q

+

FiGg. 5.1 — Domaines de propagation €2 et

Soit QF = {z,x > 0} et Q= = {z, 2 < 0} deux milieux séparés par une interface
¥ = {& = 0} (voir Fig. 2). On considére le probleme suivant :

117
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( 0 oJ
atam =0
o _
{ a.J 62J+ Qap 0 dans € s (51)
_— — )— C. — =
\ Ot Ox? *Ox
( 0 aJ
%+ =0 N
x
— —v—+ci— =
\ Ot Ox? *0x
On recherche alors les solutions de la forme ® = ®(e’“*~#2) (analyse en onde plane

en une dimension). Quand une onde incidente ®; = @} ) (avec B& > ()
rencontre 'interface ¥, une partie de l'onde incidente passe dans le milien Q7
et donne naissance & une onde transmise ®, = ®e'@ k) (avec B > (). Le

. R . . \ w 7 4 .
reste de 'onde revient dans le milieu {2~ et donne naissance a une onde réfléchie
®, = drel@itkr) qui se propage a la vitesse opposée.

Proposition 27 Coefficient de réflexion et de transmission (formules de
Fresnel).

Si J;, J. et Jy sont respectivement les vitesses incidente, réfiéchie et transmise,
on a :

Jo k(A +ivw) — k(R +iw) k- k

" = — = - = — = = (53)
Ji k(R +ivw)+k(@+ivw)  k+k
J 2k (¢ +1i 2k

o= (¢ +ivw) (5.4)

Ji k(02+iuw)+%(??+i5w)_k+zl
avec k et k les vecteurs d’onde dans Q= et QF respectivement.

Preuve: a l'aide de la transformée de Fourier appliquée aux deux problemes
(5.1) et (5.2), on déduit les deux équations de dispersion : ‘]‘:—j = (¢ + iwv) et
%—j = (¢ + 1wr). De plus comme on recherche les solutions de la forme ® =
Boe’@k7) on a dans Q deux solutions : ¢; = @@ F) et ¢, = @pel@Hh)
(d’apres les lois de Descartes). Dans QF on a ¢, = ¢4e@—*2)_ Des deux équations
de continuité et de la transformée de Fourier on déduit :

k k k
pi=—Ji, pr=——J. et p=—J. (5.5)

w w w

A Tlinterface, on a la continuité des contraintes normales qui s’écrit :
Jl — JQ (56)
0.J, _0Jy

_ D = —U—— + Cyp. 5.7
l/ax-l-(‘p l/ax—l-('p (5.7)

Or on a dans le milieu Q_ :J; = J; + J, et dans le milieu €2, :J, = J;. D’apres
les relations de passage (5.6) et (5.7), on déduit :

k - K
wk(J; — J) + e (Ji — Jy) = k() + &~ (J,) (5.9)
w w
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Iy J,
SoitT:—ett:—t, on a alors :
Ji i
l+r =t (5.10)
wk(l—r)+c—(1—7r) = wkt+c;—t (5.11)
w w
d’ou
- k(c? + ivw) — E (2 + wa) (5.12)
k(c2+ivw) + k(2 + ivw)
2k (2 +i
t = e tivw) (5.13)
k(2 +ivw) + k(2 + ivw)
1l suffit de remplacer (¢? + ivw) = ‘,‘;—3 et (¢2 +ivw) (relations qui découlent des
équations de dispersion dans les milieux Q_ et Q) dans 5.12 et 5.13 pour retrou-
ver les relations classiques de Fresnel (5.3) et (5.4). O

Proposition 28 Développement limité des coefficients de réflexion et
transmission.

Dans notre probléeme w est imposé. On a alors le développement suivant des co-
efficients de réflexion et transmission :

Cs — C, cv—cv
Y St et O(w?). 5.14
T'th Cs+Cs+Z(Cs+CS)QCsCSw+ (w?) ( )
2¢ v — v
ti = - 5 O(w?). 0.15
th cS+cS+Z(65+cs)2(zscsw+ (@) ( )

Preuve: Il suffit d’écrire le développement limité de k et kenw:

k=—— -—w’+0(w?), (5.16)
cs 2c
=~ W iU 3

On a alors les expressions (5.14) et (5.15) en remplagant k et k par leur développe-
ment dans les expressions (5.3) et (5.4). O

3 Résolution exacte dans le cas du modele D1Q3

On va utiliser le schéma de Boltzmann sur réseau D1Q3 introduit dans le chapitre
1. On rappelle que I'évolution en un pas de temps At est donnée par 1’équation
(1.35) :

filwat + At) = f (2 —v;ALt), 0<j <2 (5.18)
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oit f* = (5, i, f3) est égale a -
fr=MCMf,
ott les matrices M, M~ et C sont données respectivement par (1.31), (1.33) et

(1.34). On sait alors d’apres la proposition 5, que ce schéma modélise a 1'ordre
deux en At les équations suivantes :

dp 0Jq
- _ — AtQ
ot " oa O(AF),
(5.19)
dqg  ,0p 1 1 0%
= L Mzl —a)(- = =2)=— = O(A#).
ot +656:r A a)(s 2)3:1:2 O(AF)
1 1
On a la viscosité de volume ¢ = AAz(1 — a)(— — 5)
S

Modes propres du modele D1Q3

Cette étude consiste a considérer les solutions de type onde plane sous la forme
filw,t) = @@ =F0) Llalgorithme D1Q3 (5.18) s’écrit dans l’espace de Fourier
d’apres la proposition 1.83 :

2f =G(p)f avec z=e“A et p=e*A7 (5.20)
On rappelle ici expression de la matrice globale G(p) donnée par la proposition
12

1—as s(1 — ) s(1 — )
as s(1 — ) —s(1 —a)
G(p) = 2P (1 T )p y P
as 1 —s(l —a)l s(1—a)\ 1
e B G e

L’équation (5.20) nous donne la relation de dispersion entre z et k. Donc pour
avoir une solution non triviale, il faut que z soit une valeur propre de G, et les
solutions f sont les modes de G. Dans notre probleme la fréquence w est fixée,
c’est-a-dire z est fixé. On cherche alors p tel que : d(p) = det(G(p) — zId) = 0 (i.
e. z est valeur propre de G(p)).

On a
d(p) = - %z <p+%> [as(z+1)— (1 =2)(2—39)] +
+ s(az(z4+1)—z4+1) = (1 —2)(z2 +1). (5.21)

Proposition 29 Calcul des racines.
Les valeurs de p telles que z est une valeur propre sont les suivantes :

s—1+4+2z2(1+s(1—a))—2%(1—as)+2*
z[(2-s(1—a))z+s(a+1)—2]

<(S_ 14201+ 5(1—a)) = 22(1—as) + ) 1)

2[(2—s(1—a))z+s(a+1) =2

p+ =

N =
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s 142004501 o) 221 —as)+2°
b= = 2l2—s(1—a)z+s(@t1)—2]

2[(2—s(1—a))z+s(a+1)—2)

py et p_ sont les deux modes hydrodynamiques associés respectivement aux ondes
progressive et régressive.

Preuve: Pour trouver p, et p_ il suffit de trouver les zéros du polynome de
degré deux (5.21). On va montrer que p, est le mode qui correspond aux ondes
progressive et p_ est le mode qui correspond aux ondes régressive. En remplacant
z = ™A par son développement limité en w & lordre 3 et en effectuant le
développement de p en w a 'ordre 3 on obtient :

LA AP (Resma) 1Y L
p+_1+-\/a +— < 2o 2) + O(w?). (5.22)
g At o (A1) (2 —s)(1 — ) 1 E i
po=1 o - < > s +2> + O(w?). (5.23)

Comme p = e il suffit d’appliquer la fonction Log, pour avoir le dévelop-

pement limité de £k, et k_ on a alors :

1 At (2—-s)(1—a) , 1 At w?
ky = —&—w—i— — =) —i— e
* )\\/Ew Z)\oz( 2\/as Y "’ +O(Am)’
1 At (2—-s)(1—a) , 1 At w?
k= ——— — — = — e
A\/Ew—l_l)\oz( 2\/as RS I Vi +O(Am)’
On déduit finalement :
1 NAE 11
|- — g Z )1 - 241 0(w? 5.24
1 NAE 11
ke = — : = — )1 - a)w? ?). 2
)\\/aw+z)\3a a(s 2)( a)w” + O(w?) (5.25)

py et p_ correspondent aux deux modes hydrodynamiques associés respective-
ment aux ondes progressive et régressive car Re(k,) > 0 et Re(k_) < 0 d’apres
(5.24) et (5.25). O

e Remarque : Dans ce modele on a
. 1 7 . . —
la vitesse du son ¢ = a2 \. (éq. aux dimensions ¢, = LT ).
la viscosité ¢ = (1 — a)(+ — 3)AAz. (éq. aux dimensions ( = L*T").
On conclut alors :

1 G 3
I{J_|_ = ;SLL)—Z2—C§U) —I—O(w ),
1
ko = ——w+iiw2+0(w3).

Cs 2¢3
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L’expression précédente est bien homogene. En effet I'unité de w est T et celle
de k est L™'. D’olt dans le membre de droite de I’équation de k_, on s’attend a
trouver l'inverse d'une longueur. Or

1 1
—w = T'=L"
Cs LT-1
¢ o LT -2 -1
;w = L3T*3T L s

ce qui montre que le développement est bien homogene.

Vecteurs propres

On cherche ¢ tel que G¢ — 2¢p = 0. On fixe la premiere composante de ¢ a ¢, et
a 'aide de la méthode de Cramer on trouve la forme générale de ¢.

Po
b0
asp(l — zp) 5
b= | =| —2p(1 —2s(1— )+ (2—s(1 —a)(p*+ 1)z —2pz2 * |,
o5 as(p — z) 5
(1= 2s(1—a)) + (2= s(1 —a))(p® + 1)z — 2pz2" "

(5.26)
qui s’écrit sous la forme suivante :

1-2 t
¢:<¢07¢171 p¢1>'
— pz

e Remarque : Les deux solutions p, et p_ sont inverses I'une de l'autre (. e.

pip- = 1). On pose alors p = p, = pi = e*+2% pour alléger les notations.

Soit ¢+ le vecteur propre de la matrice G(p) associé a la valeur propre z = @4t

On a alors :

12 !
o = <¢0, . 1ppz¢1+> , (5.27)

Soit ¢~ le vecteur propre de la matrice G(p_) = G(%) associé a la valeur propre
2z = €A On a alors :

¢ = (qbo, o ll%pcﬁ) - (5.28)
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Coefficient de réflexion

On étudie ici le passage d’'une onde d’un milieu 2 de viscosité v qui vérifie le
probleme (5.1) de vitesse ¢y vers un milieu 2_ de viscosité v et de vitesse ¢; qui
vérifie le probleme (5.2). Ce qui s’interprete pour le schéma de Boltzmann par le
changement des parametres s et a vers s et a.

Proposition 30 Coefficient de réflexion entre deux milieux de Boltz-
mann (Fresnel discret).

Soient ) et Q, deuxr milieux Boltzmann, de vitesses du son c,, ¢, et de visco-
sités v, v, respectivement. On considére une onde incidente f; de vecteur d’onde
ky dans le miliew Q2. On a alors une onde réfliéchie fy de vecteur d’onde k_ et
une onde transmise f; de vecteur d’onde ki dans le milieu Q. Le coefficient de
réflexion discret est donné par :

J, p—7 oik+Az eiE+A:c

B (5.29)

72' - 1— pﬁ N 1 — ei(k++7€'+)A:E '

Xg

Xd

AX AX AX

F1G. 5.2 Points de calculs z, et 4 a gauche et a droite de I'interface X.

Preuve: A gauche de I'interface ¥, on a une onde incidente et une onde réfléchie :

fg — ei(wt7k+$)¢+ + ﬁei(wtfk,z)(ﬁf_

A droite de l'interface X, on a une onde transmise :

fd — ,yei(Wt*kJrI) (g-l— )

avec ¢ le vecteur propre de la matrice G(p) associé a la valeur propre z = et :

~ ~ 1 —Z2 _\!
t = L —2L0) . 5.30
¢ <¢0 » VY1 1 ﬁZ ¢1 ) ( )
On considere les deux points de part et d’autre de I'interface de coordonnées
1, = —8% et 14 = &L (voir Fig. 5.2).

e En z, = —£Z on écrit l'algorithme fi(z;,t + At) = fF(z; — v;At,t), pour

2 i
ie€{0,1,2}:

. . Az X Az
elwAt (e’(WHk*T)@T + ﬁel(“t+k*7)¢a> —
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] Bz i(w _ O\ *
— ez(wt+k+ 5 ) (¢[]+) ,8 t+k ) (¢0) :
elwAt (ei(mM*%)ﬂ_ + ﬁei(wt%*%%;) —
_ piks Az <ei(wt+k+%) (¢1+) >_|_ pik- Az (59 (ot rk_ B2) (¢I)*> ,

it (ei(wt+k+%)¢; i ﬁei(wt+k,%)¢;> _ o iR ATy gilwiths 47) (q;i)

Ax

e De méme en x4 = 5* on a:
(oAt <6i(wt77ci+ %)53) _ ,Yei(wtffc;%) <(Zg>
iwAt i(wt—ky B2 T4 ki Az [ i(wt—ky BZ) [ 4\ *
ey le 2] = e e 2 (¢1) +
L gik-de (ﬂei(wtfk,%) (qﬁf)*) ’
iwnt ) (iwt—Ee A2 T o iksAci(wt—ke A2y (T4)
ey le RON = e e IR X I
On utilise le fait qu’on a des vecteurs propres :
2t = A(e"),
290 = Ao),
z$+ = A <$+>

On remplace alors les (¢;)* dans les six équations. Il ne reste alors que les deux
équations utiles suivantes :

et (ei(mw“‘%)(ﬁ; + Bel iwtth- 5 )¢§> =

Y

_ T . 7 Az e . ~
e 2k+Azryez(wt+k+ 5°) <ezk+A:cezwAt¢;—)

ezwAt,y (62 (wt— k+ ¢+) — ezk+Az (ez(wt ky =5 )6 zk+AxezwAt¢il—>

L ik-Aw (ﬁei(wtfk,%)efik,AweiwAtqs;) _
Apres simplification on obtient :
W3] + gt Tg, = qete 341,

ye (g = e e Fgt 4 pe - Fg,
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On multiplie le systeme précédent par eilk+5%) Qo :

CH AL 1 g, = e HIF
e B! 4 By = e BT gy
On remplace alors p = e+27 et j = eF+87 gt -

pbs + Boy = oy,

1.4 - T o+
_1+ﬂ1 = —F—=%
P T

En utilisant les expressions des vecteurs propres (5.27), (5.28) et (5.30), on ob-
tient :

1-2 1—-2 _

+ [P = e

po; +/317p2¢1 7\/1’1’1752 1
1—pZ B Yo~
—— 0, + B¢ = —=9].
p(]-*;) 2 1 P 1

On multiplie la premiere équation par 1;—? et la deuxieme par (1 — %) et on prend
la différence des deux. On obtient alors :

(1—~ﬁz B (1-2)(1 pz)) of + 8 ((1 —gz)(l —pz) (1- i)) b= 0

p p(l—2) pp(l — %) p

On réduit au méme dénominateur :

<(1—1'52)(p—2)—(5—2)(1—192))¢++
(p—2)p 2
(1—pz)(1—=p2)—(p—2)p—2)\ , _
! 5( (- 2p )"51_0
On a alors :
_((P—2)A—pz) - (L-p2)p—2)\ s _ (PP ¢
ﬂ_<(1p2)(1ﬁz) (p—2)p— )) N (1192’5) ¢r

D’apres Iexpression de ¢t et ¢, on a ¢ = ¢, et ¢ = ¢ .

Le coefficient de réflexion est donné par

K‘

TB—J

Comme J; = ¢ — ¢ et J, = (¢f — ) =-0 (¢+ ¢§“), on conclut :

rg=—f= . (5.31)
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Proposition 31 Développement de rz en w a ’ordre 1 relativement a la
pulsation w.
On a

cy — Cy (vt —vc?) 9
= — 5 5 O } 5.32
s Cs + Cs + cscs(cs+cs)2w+ (W) ( )

On retrouve bien le développement du coefficient de réflexion théorique donné
par (5.14). Notons que les termes du second ordre des expressions (5.3) et (5.29)
different.

Preuve: Il suffit de remplacer p et p dans I'expression de r par leur dévelop-
pement (5.22) en w, et de faire le développement de 7. O

4 Vers annulation de ’onde réfléchie

On se propose de modifier I'étape d’advection a I'interface. En effet on a a prior:

fi(za, t + At) = f{(x,,t). Nous proposons ici que f; au point z, = % soit une
o £ Az * _ _ 3Am (T
combinaison de f{ en z, = —SF et de ff en v = v, — Ax = —=5% (voir Fig. 5.3).

Par contre on ne change pas I'étape d’advection pour f; qui va dans la direction
opposée. Ainsi on obtient le schéma d’interface suivant :

A
Hlt+Atz) = 6 fi(t,x — Az) + 0o f] (t, 2 — 2A1), en szx,
Ax
falt + At,2) = f3(t,z+ Ax), en w= -

avec 0 et dy deux scalaires a déterminer pour annuler la réflexion.

XgI-AX )I(g

AX AX AX

F1c. 5.3 Connexion a l'interface.

Proposition 32 Annulation du coefficient de réflexion a 1’ordre 1 en w.
Pour le modéle de Boltzmann D1Q3 monodimensionnel a trois vitesses pour
lacoustique, on peut trouver des coefficients 01 et 0y afin d’annuler les termes
d’ordre 0 et 1 en w du coefficient de réflexion.

5 XA =) A H v — Ac(A = ) (A + )v + AALE(A — ) (A +¢) (A — ) (A +¢)
' AAC(A — 0)2(\ + ¢)? ’

5 AN = )AN v+ Ae(A =) (A o)
2 AAC(A — 0)2(\ + ¢)? '
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Preuve: on utilise la méme technique d’analyse dans un cas harmonique que

pour la proposition 30, on trouve alors I’expression suivante du coefficient de

réflexion :

py = P E= P = Do 4 p(z = P)ep — Do +p(zp — D(p — 2)
(z=D)(p = 2)02 + p(z = p)(p — 2)d1 + p(2p — 1) (zp — 1)

On cherche alors §; et d, tels que rz = O(w?). On retrouve alors §; et d,. O

Tests numériques

On discrétise €2, et 2 par des sommets z; avec 1 < ¢ < 1000 pour € et
1001 < ¢ < 2000 pour §2_. Les parametres acoustiques correspondants sont res-
pectivement (¢; = 0.577,v = 0.001) et (¢, = 0.479,7 = 0.2). On se donne une
onde acoustique de fréquence w = 25 & I'entrée (z; = 0) et on arréte la simula-
tion au temps 7" = nAt = 1500A¢t, avant que cette onde n’ait atteint la sortie du

domaine (voir Fig. 5.4).

Test du dioptre

e T T W P AU NS S
o HIIRAAN A -
oo

0.5 H AT A AT A e -
0y A0 ART VA ART ALK

0 200 400 600 800 10001200 14001600 18002000
N_x

F1G. 5.4 — Onde acoustique, dioptre en z; = 1000 et T" = 1500.

Pour déterminer ’onde réfléchie on réalise une autre simulation dans un domaine
Qr = {x;,0 < i <2000} qui a la méme configuration que le domaine €2, . Cette
simulation nous fournit la solution de référence. Pour voir 'onde réfléchie on trace
la différence entre le flux .J, obtenu dans le cas test et le flux .J, obtenu par la
solution de référence. La figure ((a) 5.5) montre qu’on a une onde réfléchie de
I'ordre de 10" lorsqu’on ne change pas I'étape d’advection a Iinterface. Dans
la figure ((b) 5.5), on on change 'étape d’advection via d; et do, on a une onde
réfléchie d’ordre 1074,

Conclusion

On a utilisé une méthode théorique basée sur I’analyse des modes du schéma de
Boltzmann et I'étude détaillée de I’équation dynamique a l'interface. Ainsi dans le
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Onde reflechie Onde reflechie avec nouvelle methode
0.1 0.0001

LU ol |1,
il A
UW I O I 111 L,

X
o
—_—

X

U

-0.1
400 600 800 1000 1200 1400 1600 00 600 800 1000 1200 1400 1600

N_x N_x

(a) (b)

-0.0001
A

Fic. 5.5 J, en fonction de N,, différence entre le cas test et le cas de référence.
(a) sans changement de I’étape d’advection, (b) avec modification de I'étape d’ad-
vection.

cas monodimensionnel, on obtient la formule de connexion qui est la généralisation
des formules de Fresnel ou on remplace le nombre d’onde k par le facteur de phase
p = €*2% On a aussi proposé une méthode basée sur la modification de 1'étape
d’advection a l'interface pour annuler la réflexion a 'ordre 2 en w. On peut par
ailleurs avoir une réflexion nulle a 'ordre 3 en w en utilisant une interpolation a
trois points a 'interface.

5 Interface numérique entre deux milieux D2Q9*

Introduction

Dans cette partie on va étudier la transmision monodimensionnelle d’'une onde
acoustique entre deux milieux fluides. Ces deux milieux sont équivalents du point
de vue hydrodynamique mais different par leur distribution d’équilibre. L.’étude
théorique du schéma pour une incidence normale a l'interface nous conduit a
mettre en évidence 'existence d'une onde réfléchie et des modes de Knudsen lo-
calisés a l'interface. Finalement on retrouve numériquement le méme phénomene.

Interface entre deux domaines D2Q9

Soit ; = {(z,y);x < 0}, Qy = {(z,y);x > 0} deux domaines séparés par
I'interface ¥ = {(z,y); x = 0}. On suppose qu’on a le méme probléme acoustique

*Article soumis ” On numerical reflected waves in lattice Boltzmann schemes” avec Mah’med
Bouzidi, Francois Dubois et Pierre Lallemand.
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suivant dans les deux milieux €2; et €, :

( —ai)-l-divj — 0,
0Ja 2 0p (divj) -
Jo 200 N = .
St (’sgx 3(33’” ) o N .
Ty 20p 1v] .
_ N
L ot T “ay VA 0

ol ¢, est la vitesse du son et (, v sont respectivement les viscosités cinématiques
de volume et de cisaillement. Pour modéliser le probleme (5.33), on va utiliser
le schéma D2Q9 de Boltzmann sur réseau (voir la proposition 9). On fixe alors

comme suit les moments d’équilibre et les paramétres de relaxation : mg’ = —2p,
eq _ eq _ _ ] eq _ _ Jy eq _ eq _ — .

my' = a.p, my = =%, mg = =3, my =0, mg =0 et s; = sg. Ainsi on a

. 2 . ., 2 . e, s

la vitesse du son ¢? = ’\?, la viscosité de volume ¢ = 2 3“(% — 7) et la viscosité

A2At (1 1 s :
225 (- — 3)- On remarque ici que le coefficient a. de la

de cisaillement v = -

valeur d’équilibre du moment my4 (qui est le moment associé au carré de I'énergie
cinétique) n’apparait pas dans les équations hydrodynamiques (i.e au moins a
l'ordre deux il ne joue pas de role). Pour mieux comprendre le role de a., on va
étudier la transmission d’une onde acoustique entre les deux milieux €2; et {25 qui
n’ont pas le méme coefficient «.. Intuitivement on n’aura pas d’onde réfléchie par
le dioptre 3. On prend alors my’ = a.p dans le milieu ; et my? = a.p dans le
milieu €2s.

Pour analyser le dioptre, on va utiliser la méme méthode qu’on a utilisée dans la
section 3 de ce chapitre pour les modeles D1Q3 en 1-D. Cette méthode consiste a
trouver les mode propres et vecteurs propres du schéma D2Q9. Ensuite on écrit
un pas de temps de 'algorithme Boltzmann sur réseau a gauche et a droite de
I'interface. Cela nous fournit un systéeme d’équations qui nous permet de calculer
les différentes amplitudes des différentes ondes a gauche et a droite de I'interface.

Etude modale du modele D2Q9

On va faire la méme étude que celle qui a été utilisée pour le modele D1Q3. Pour
simplifier I’étude on ne considerera que le cas de I'incidence normale sur I'interface
Y. Ainsi le vecteur d’onde k est parallele a 'axe des = (i. e. k = (k;,0)). Soit
f(z,t) = e@=F2)¢ solution du schéma de Boltzmann. On a alors d’apres la
proposition 15 : ’équation d’évolution de I’algorithme D2Q9 (1.84) :

filrit + At) = fi (7 —vjAt 1), 0<5 <8,
s’écrit sous la forme :
zf(z,t) =G(p)f(x,t) ou z=eWAD —p= elihadra) (5.34)
et
G(p) = A(I+ M 'CM)

est la matrice globale du schéma. La matrice A est donnée par (1.87), soit en
remplacant &k par (k;,0) :

1 11
A= dlag(LP; 1: N 1=p7 N _;p);
p p
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la matrice M est donnée par (1.45) :

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 A 0 = 0 A=A = A
0 0 A 0 —A A A=A =
-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2
M = 4 -2 -2 =2 =2 1 1 1 1
0 -2 0 2 0 1 -1 -1 1
0 0 -2 0 2 1 1 -1 -1
0 1 -1 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 1 -1
et la matrice C' est donnée par (1.86) :
1 0 O 0 0 0 0 0 0
0 1 O 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
—2s3 0 0 1-—s3 0 0 0 0 0
C = sqae 0 0 0 1—s4 0 0 0 0
0 0 —% 0 0 1—s;5 0 0 0
0 0 O - 0 0 1— s 0 0
0 0 O 0 0 0 0 1 —sg 0
0 0 O 0 0 0 0 0 1 — sg
De plus d’apres la proposition 16, I’équation de dispersion s’écrit :
det [G(p) — 2Id] =0, avec z= """ (5.35)

A Tinverse du probleme de stabilité ou a k£ (i. e. p) donné, on cherche w (i. e.
z) solution de I'équation de dispersion (5.35), dans notre probléeme la fréquence
w est imposée pour les deux milieux et on cherche alors k£ (i. e. p) solution de
I'équation de dispersion (5.35).

On se donne alors une fréquence w, et on résout en p 1’équation (5.35) qui est un
polynéme de degré 3 en (p+ %) On note que si on utilise la matrice des moments
suivante :

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 A 0 = 0 A=A =A A

-4 -1 -1 -1 -1 2 2 2 2

B 4 -2 -2 -2 =2 1 1 1 1
M = 0 -2 0 2 0 1 -1 -1 11, (5.36)

0 1 -1 1 —1 0 0 0 0

0 0 A 0 =X A A=A =

0 0 -2 0 2 1 1 -1 -1

0 0 0 0 0 1 -1 1 —1

alors la matrice M (G(p) — zI) M " est digonale par blocs de la forme :
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

M(G(p) — zI)M~! = 0 0 0

= 2000

0 0 0 ;

0 0 0 Ds(p)
0 0 0 :

Sachant que :
det(G(p) — 1) = det(M(G(p) — 2zI)M ") = det(Dy(p))det(Ds(p)),  (5.37)

résoudre I’équation (5.35) revient a résoudre det(D; (p)) = 0 (équation polynomiale
de degré 2 en (p + %)) et det(Dq(p)) = 0 (équation polynomiale de degré 1 en
(p+3))-

e Modes du modele D2Q9 : On trouve six solutions (les zéros de I'équation de dis-
persion (5.37)) en p qui sont fonctions de z, et des différents parametres d’équilibre
et des taux de relaxation s;. On va seulement donner les développements asymp-
totiques en w de ces solutions :

Py = Lm;+ow% (5.38)

poo= 12+ 0O(w?), (5.39)
Cs

pra = o+ Bw+ O(w?), avec a; < —1, (5.40)

Pr2 = Qg+ Bow + O(w?), avec — 1< ay <0, (5.41)

pa = 14 (1 +i61)vVw + iviaw + O(wyw), (5.42)

P2 = 14 (s +1iBi2)Vw + ivow + O(wyw). (5.43)

On remarque que p, et p_ correspondent aux modes hydrodynamiques associés
respectivement aux ondes acoustiques qui se propagent avec une vitesse *cs, p 1
et pgo sont associés aux modes de Knudsen [CAHLI1]. Les deux solutions p;; et
Pr,2 sont associées aux ondes transverses, de plus on a :
. 1 (1479) . 1 (1479)

Qi1+ = — et (oo +1 = —— .

(o +1Bi1) NG (oo +1B2) NG,
Les expressions de a; et as, termes d’ordre zéro dans le développement des fac-
teurs de phase de Knudsen pj; et pio, sont des fonctions complexes des taux
de relaxation s; et «.. Dans le cas particulier BGK ou on a le méme taux de

relaxation (4. e. s; = s), on a une expression simple de py ; et de pgo :

Pr1 = = =(1—-35)—i(l —s)w+ O(w?),

1
= = ] O(w?).
PK.2 1—s 1—S+21—Sw+ (w)

e Vecteurs propres : Comme dans notre probleme on ne considére que le cas d’une
incidence normale a l'interface ¥, alors les modes transverses n’apparaissent pas
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(i. e. ne sont pas excités). Pour cela on ne va pas considérer ces modes transverses
dans notre analyse.

Remarque 19 On note que pour une incidence quelconque sur l’interface on
perd la séparation entre les modes longitudinauz et transverses. C’est-a-dire on
n‘aura plus la factorisation du polynéome det(G(p) — z1I) a laide de la matrice M
(5.36) qui simplifie le calcul des valeurs propres.

On cherche alors les ¢, vecteurs propres de la matrice G(p). Soient ¢, ¢_ les
vecteurs propres associés a py et @y 1 , ¢ 2 les vecteurs propres associés a py; et

Pk,2-

Analyse du probleme de l’interface

Dans le milieu §2; a gauche de l'interface, on a une onde incidente et une onde
réfléchie. On écrit la solution f, sous la forme :

fo=2"pY o + B12"p" 0+ mz"pR 10k + 012" DR 9Pk 2- (5.44)

A droite de 'interface, dans le milieu €2, on écrit la solution sous la forme :

fa = 72" P4 + 12" Pi 1 i + 022" P 5Ok - (5.45)

avec seulement une onde transmise. Comme on s’intéresse localement a l'interface
¥ = {(z,y);x = 0}, on fixe ny = 0 et §; = 0 pour annuler les modes de Knudsen
croissant exponentiellement a gauche et a droite de l'interface. Car ces modes
n’ont pas de sens physique.

On a quatre coefficients inconnus : les deux scalaires ; et 7 qui déterminent
les coefficients de réflexion r = Bl% %,
j: = (0,1,0,-1,0,1,-1,-1,1) et le symbole < .,. > est le produit scalaire
dans R?. Les deux scalaires n; et d, qui déterminent les amplitudes des modes
de Knudsen. Pour déterminer ces coefficients, on va écrire un pas de temps du

et de transmision ¢t = 7 avec

schéma Boltzmann sur réseau dans les nceuds voisins de Pinterface ¥ (v, = — &2
le nceud & gauche de interface et z4 = &% le nceud & droite de I'interface). En

effet on écrit le schéma de Boltzmann :
filz, t+At) = (v —v;At), 0<j<8,
pour f = f, (5.44) et f = f4 (5.45) et en utilisant :
29 = G(p)¢ = A¢",

propriété des vecteurs propres qui découle de (5.34). On obtient :
Opour,j:3et'j:6enxg:_ﬁ:

2
VIO + Bi/D b5 + /DEaOE T = 9o/ Dibf + 6o/ Dradn (5.46)

VI8 + B/ g + m/DEad T = 12D bd + 0an/Drade . (5.47)
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opourjzletszenxd:%:

1 1 1 ~ ~
O + bi——0; + 1 ——01" = o——0] + 0, ¢1 %, (5.48)

1
N V= Nizs NGR

| 1 1 K1 I~ I ko

\/p—+¢5 + b1 \/quﬁs + Ul\/mqﬁ:s Y2 \/Eqﬁs + 0y \/@@ . (5.49)
Le systeme d’équations (5.46), (5.47), (5.48) et (5.49) nous fournit les coefficients
inconnus (i, v, 11 et do qui sont fonctions des différents vecteurs propres et des
facteurs de phase p. Dans le cas général on ne peut pas calculer le développement
limité en w des différents coefficients 5y, v9, n1 et d5 sauf pour des cas particuliers
(e g. BGK ou dans le cas du schéma D1Q3 voir la proposition 30). Par contre on
peut avoir les développements en w en fixant les différents parametres du schéma
(i. e. taux de relaxation s;, moments d’équilibres; .. .) et en utilisant un logiciel de
calcul symbolique. Finalement pour valider nos calculs théoriques on les compare
aux résultats numériques obtenus par le schéma D2Q9.

1
VPK2

Comparaison entre les résultats théoriques et les résultats
numériques

Dans cette partie on va comparer d’une part les résultats obtenus par ’analyse
modale du schéma D2Q9 décrite dans la partie précédente et d’autre part les
résultats obtenus par les tests numériques de 'automate D2Q9.

Résultats numériques

On va simuler la transmission monodimensionnelle entre deux milieux qui ont
le méme systeme d’équations équivalentes (5.33) et des distributions d’équilibre
différentes a 1’aide du schéma de Boltzmann su réseau D2Q9.

Soit le domaine discret Q = [0,{] x [0,h] = {z;;,1 < i < 4000,1 < j < 5}
composé du milieu Q_ = [0, 1] x [0, A] et de milieu Q. = [L, 1] x [0, A].

e Dans le milien Q_ composé par les sommets z;; avec 1 < i < 2000 et 1 <
J < 5. On utilise le shéma D2Q9 avec la configuration suivante pour les moments

d’équilibre : m5? = —2p, mi? = aep, ¢ = =%, ¢, = —jyy, m3' =0, mg" = 0.

e Dans (), milieu composé par les sommets z; ; avec 2000 < ¢ < 4000 et 1 < j <5,

on utilise le shéma D2Q9 avec la configuration suivante :m5’ = —2p, my’ = aep,
= Iz = & —0 m =0

qx P dy P myq ; Mg '

Dans un premier temp on va prendre les mémes parametres de relaxations s; dans
les deux milieux Q0 et Q, (i. e. 53 =53, S4 = 54, S5 = Sg = S5 = 5S¢ et 57 = g =

S7 = Sg). Pour les conditions aux limites on prend des conditions périodiques en
y et des conditions de rebond pur (dites “bounce-back”, voir chapitre 1 section 6)
sur les noeuds de sortie du domaine (4. e. 'ensemble des nceuds {x;;, 7 = 4000, 1 <

j < 5}). A l'entrée du domaine €2, (i. e. lensemble des noeuds {z;;,1 = 1,1 <
J < 5}), on impose une onde harmonique .J, = sin(wAt) avec w = 127”0 (voir

chapitre 1 section 6 pour I'implémentation). On prend comme condition initiale
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le fluide a I’état de repos, et on laisse 'onde se propager jusqu’au temps 7" = nAt
avant que l'onde n’ait atteint la sortie du milieu Q; en x = [. (voir Fig. 5.6).
Pour déterminer I'onde réfléchie et les modes de Knudsen, on réalise une autre

onde acoustique

1

0.5
o
©
=
=}
2
o

c 0
o
K7
E
x
|
x

-0.5

-1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
points du maillage
Fia. 5.6 — J, en fonction de N,, transmission d’onde entre Q= {z;,i €

(0...2000)} avec o = 1 et Qy = {a;,7 € (2000...4000)} avec &, = 3. Au
temps T = 6464.

simulation dans un domaine Qg = [0,1] x [0, h] qui a la méme configuration que
le domaine 2 en gardant les mémes conditions aux limites. Cette simulation
nous fournit la solution de référence. Pour voir I'onde réfléchie et les modes de
Knudsen on trace la différence entre le flux .J, obtenu dans Q@ = Q_ U Q, (le
cas test) et le flux J, obtenu dans Qp (la solution de référence) aprés le méme
nombre d’itérations T = 6464. La figure (5.7) montre qu’on a une onde réfléchie
de 'ordre de 1076, On note que cette onde hydrodynamique réfléchie a une petite
amplitude (z;,7 < 2000).

Remarque 20 La quantité J' —.J't n’est pas nulle pour les neeuds x;, 1 > 2000.
Car on a un changement a 'ordre w? de la vitesse de son du milieu Q. qui est
due au changement du coefficient d’équilibre o, du moment my. Ainsi on a une
différence entre la période spatiale de J;ef et celle de J*' qu’on peut voir pour
les neeuds x;,1 > 2000 dans la figure 5.7.

Remarque 21 On a le méme ordre de grandeur d’onde réfiéchie entre deux mi-
lieuz qui ont une différence de vitesse de son Ac = (¢; — ¢;) = 1.6.107° ou qui
ont une différence de viscosité de cisaillement Av = (v — ) = 1.75.10~*.

Pour mettre en évidence les modes de Knudsen, on s’intéresse a l'interface (z2990)-
On remarque alors que ces modes de Knudsen sont localisés a gauche et a droite de
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Iinterface. De plus ils sont décroissants pour des pas succesifs Az. En effet cette
propriété est due aux premiers termes «; et as du développement asymptotique

(540) et (541) de PK1 et PK,2-
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Fiac. 5.8 — Détail de la Fig. 5.7. Modes de Knudsen localisés a l'interface.
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Comparaison entre les résultats théoriques et numériques

Grace a la méthode d’analyse modale introduite dans la section précedente “Ana-
lyse de l'inerface”, on dispose d’une estimation des différents coefficients de ré-
flexion, de transmission et des modes de Knudsen. On compare alors ces résultats
théoriques aux résultats obtenus numériquement.

Dans la figure 5.9, on a 'amplitude du mode de Knudsen en fonction du coefficient
&, du moment d’équilibre m;? dans le milieu €, en gardant fixe le coefficient
a. = 1 dans le milieu Q_ (i. e. my? = p dans le milieu 2_). Les courbes nous
montrent que la méthode théorique nous donne des résultats en accord avec les
tests numériques.

Remarque 22 On retrouve que l'amplitude n des modes de Knudsen est une
fonction linéaire en Aa, = (o — a.), comme le montre la figure 5.9. De plus,
dans la cas particulier ot les tauz de relaxation sont égauz (i. e. s; = s), Uanalyse
modale de I’équation (5.35) nous donne le développement en w de 'amplitude des
modes de Knudsen :

m=V1—s(a —a)Atw+0w?) and 6 = —v1 — s(a, — @) Atw + O(w?).

Amplitude de | onde de Knudsen en fonction du parametere alpha_epsilon

T
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Fig. 5.9  Amplitude de Knudsen 7 en fonction a, coefficient du moment
d’équilibre de my? dans le milieu £, calculée par les deux méthodes.

On a aussi étudié la dépendance des premiers termes «a; et ay du développement
asymptotique en w (5.40) et (5.41) de pk 1 et px o en fonction du taux de relaxation

s4 du moment my. Sur la figure 5.10, on a a;, as en fonction de s4 dans le cas ol
eq . o ey ~eq 1 . 1 ey
my' = p (i. e. a. = 1) dans le milieu Q_ et my? = 5p (i. e. @ = 5) dans le milieu

(), . Les courbes nous montrent que la méthode théorique nous donne une bonne
estimation des coefficients oy et as.
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Parameteres du vecteur de phase des modes de Knudsen en fonction des parameteres du schema
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Fi1Gc. 5.10 — a4, ay en fonction du taux de relaxation s, pour € = p dans Q_ et

€l = %p dans €2, calculé par les deux méthodes.

6 Conclusion

Dans ce chapitre on a analysé différents types d’interfaces entre deux milieux
de Boltzmann sur réseau D1Q3 et D2Q9. Pour une interface entre deux milieux
D1Q3 de viscosité ou de vitesses de son différentes, on peut calculer exactement
les différentes ondes générées par l'interface. Cela grace a la formule de connexion
qui est la généralisation des formules de Fresnel ou on remplace le nombre d’onde
k par le facteur de phase p = €*2%. De plus on a proposé une méthode basée
sur la modification de I’étape d’advection a I'interface pour annuler la réflexion a
I'ordre deux en w.

Pour les interfaces entre deux milieux D2Q9, on a utilisé la méme méthode mo-
dale d’analyse. On a un probleme “réel” plus complexe a cause des modes de
Knudsen, des ondes transverses (ondes qui n’existaient pas pour le modele mo-
nodimensionnel D1Q3) et du nombre de parametres du schéma D2Q9 (qui est
beaucoup plus important que celui du D1Q3). On a seulement étudié et analysé
les interfaces D2Q9 pour une incidence normale (pour simplifier le probleme).
On a mis en évidence 'existence d’une onde réfléchie et des modes de Knudsen
entre deux milieux hydrodynamiquement équivalents. Finalement en D2Q9 on
peut aussi modifier I’étape d’advection pour annuler la réflexion, par contre on
n’a pas réussi a trouver une relation générale pour prédire les bons coefficients
d’interpolation vu la complexité du systeme et le nombre d’inconnues. Pour le
schéma BRB, on conclut que la cause principale de 'onde réfléchie par une inter-
face entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB, est la différence de viscosité entre
ces deux milieux. De plus comme on a mj’ dans le milien D2Q9 différent du my’
dans le milieu BRB, cela génere aussi une onde réfléchie (d’amplitude beaucoup
moins importante que celle générée par le gradient de viscosité).
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Conclusion générale et
perspectives

C’est dans le cadre de mathématiques appliquées a la mécanique des fluides
que s’inscrit se travail. Tout d’abord nous avons étudié en détail la méthode
de Boltzmann sur réseau. En effet nous avons utilisé la méthode de 1’équation
équivalente pour retrouver les équations macroscopiques modélisées par le schéma
dans le cas mono et bidimensionnel. Ensuite nous avons étudié de fagon expérimen-
tale la stabilité du schéma dans le cas linéaire et nonlinéaire. Nous remarquons
alors lefficacité de la méthode de Boltzmann pour des petites vitesses d’advec-
tion et la simplicité de la mise en ceuvre. Par contre la méthode est instable des
qu’il y a des grandes vitesses d’advection ou des écoulements a petite viscosité.
Cela est du a I'approximation polynomiale dans I'espace des moments de la dis-
tribution d’équilibre, tres différente d’'une Maxwellienne pour les grandes vitesses.

Dans la deuxieme partie nous avons développé un algorithme adjoint de Boltz-
mann sur réseau (ALBE) pour I'assimilation de parametres relatifs a la méthode.
Cet algorithme utilise la méthode du gradient qui découle des méthodes de
controle optimal. Dans un premier temps nous avons validé notre méthode en la
comparant a une approche aux différences finies. Ensuite nous avons testé 1’algo-
rithme ALBE pour l'identification de un et deux parametres sur un écoulement
de type linéaire Poiseuille, puis sur un écoulement nonlinéaire de type Navier-
Stokes. Cela nous a donné des résultats encourageants qui devront étre étendus
a des parametres en nombres plus importants. Dans le futur, la suite logique
de ces travaux est de rendre le modele plus physique avec des conditions aux li-
mites qui modélisent I'entrée et la sortie du fluide et pour des bords de géométries
quelconques. Nous suggérons aussi I'utilisation de 'algorithme ALBE pour l'iden-
tification des parametres inconnus d’'un écoulement au voisinage du bord ou pour
I'identifation de la viscosité locale pour un écoulement turbulent.

Dans la troisieme partie nous avons construit le schéma de Boltzmann sur
réseau pour une couche de Bérenger (BRB avec un terme d’atténuation d’ordre
zéro). Les tests numériques montrent 1'existence d’'une onde réfléchie dans le do-
maine. Cette réflexion qui est due a la viscosité importante et non isotrope de
ce schéma nous a amené a analyser en détail I'interface entre deux milieux de
Boltzmann. Nous avons ainsi développé une méthode d’analyse d’interface pour
calculer les différents types d’ondes générées par un dioptre. Nous avons validé
théoriquement cette méthode dans le cas du schéma monodimensionnel D1Q3 et
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nous 'avons validé numériquement, dans le cas D2Q9.

Nous avons aussi adapté la modélisation d’une absorption d’ordre zéro au cas
du modele D2Q9 usuel, ce qui fournit une fagon simple de réaliser I'absorption a
Iextérieur de la zone de calcul. En étudiant I'interface entre un milieu d’intérét
treés peu visqueux ou se trouve ’onde incidente et un milieu absorbant, nous
avons trouvé que le modele D2Q9 avec le terme d’atténuation o d’ordre zéro est
beaucoup plus intéressant que le BRB car il n’est pas affecté par une tres forte
viscosité. La méthode de I’élimination de I'onde réfléchie doit étre encore étudiée
et développée pour pouvoir l'utiliser entre milieux D2Q9 afin de faire sortir les
ondes sans générer d’onde réfléchie dans le milieu d’intérét. Enfin il est possible
que les équations aux dérivées partielles de type Bérenger ne soient pas indis-
pensable pour traiter des domaines non bornés avec les schémas de Boltzmann
sur réseau! Finalement, I'extension au cas de trois dimensions d’espace ne pose
aucun probleme de principe. L’extension du schéma BRB au modele D3Q19 par
exemple représente un travail raisonnable a envisager, I’adaptation de la condition
de sortie par élimination de I’onde réfléchie reste d’approche monodimensionnelle
et 'introduction d'un terme d’atténuation reste inchangée.
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Résumé

Cette these comporte trois parties : étude du schéma de Boltzmann sur réseau,
schéma adjoint de Boltzmann sur réseau pour l'identification de parametres et
construction d’une couche parfaitement absorbante pour ce schéma. La premiere
partie introduit et analyse la méthode. La deuxiéeme partie décrit une approche
variationnelle pour I'assimilation de parametres relatifs a la méthode du gaz de
Boltzmann sur réseau. Une méthode adjointe discrete en temps est développée.
L’algorithme est d’abord testé sur un écoulement de type Poiseuille linéaire
(probleme de Stokes), puis il est appliqué a un probléme non linéaire. Des résultats
encourageants sont obtenus pour un et deux parametres inconnus. Finalement la
troisieme partie décrit une adaptation des couches absorbantes de Bérenger. Il
en résulte un modele d’automate de Boltzmann a neuf vitesses discretes. Une
analyse des ondes réfléchies est ensuite réalisée entre deux milieux de Boltzmann
a une dimension, ce qui permet d’obtenir un équivalent des formules de Fresnel
pour les schémas de Boltzmann et de proposer des modifications du schéma a
Iinterface pour annuler les ondes réfléchies. En deux dimensions, la méme ana-
lyse d’ondes réfléchies met en évidence I’apparition de modes de Knudsen et des
ondes transverses qui rendent 'analyse complexe.

Abstract

This thesis is composed of three parts. Firstly a study of Lattice Boltzmann
scheme (LBE) is performed. Then Adjoint Lattice Boltzmann scheme (ALBE) is
introduced for parameters identification. Finally a new Lattice Boltzmann scheme
(BRB) is proposed to modelise Bérenger’s Perfectly Matched Layer (PML) me-
thod. The first part introduces and analyzes the LBE method. The second part
describes a variational approach for parameters identification adapted to LBE. A
time discrete adjoint method is developed. At first the ALBE method is applied
to Stokes’ problem and then to a nonlinear problem. Good results have been
obtained in the cases of one or tow unknown parameters. Finally the third part
describes an adaptation of PML for LBE. The LB scheme is obtained with 9 dis-
cretes velocities. An analysis of reflected waves between two one dimensional LB
media is performed. It provides us an equivalent for the Fresnel formula for LBE
interface. That gives us same ideas to modify the LB scheme at the interface to
vanish reflected waves. In the two dimensional case, the same analysis of reflected
waves shows the existence of Knudsen modes and transverse waves, which make
the analysis more difficult.
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