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Habilitation à Diriger des Recherches de l’Université Nancy I
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▼✐s ❡♥ ♣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ t❤❧♦r✐❛✳



✐

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ▼♦♥s✐❡✉r ❉❡♥✐s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ✧❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✧✳ ❏✬❡s♣èr❡ ❡♥ ❛✈♦✐r t✐ré ✉♥❡ ❧❡ç♦♥ s✉r ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❛✈❡❝
❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❝♦♥❞✉✐t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▼♦♥s✐❡✉r ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❡st ❧✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥❝é ♠❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r✐sq✉❡s ❣❛r❛♥t✐s✳ P❧✉s ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ q✉✬✐❧ ❛ ❝♦✲é❝r✐t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♠✬❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ✐♥é♣✉✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳ ❏❡ s✉✐s ❞♦♥❝
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❤❡✉r❡✉① ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❛✐t r❛♣♣♦rté s✉r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡♥ ❛tt✐r❛♥t à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♠♦♥
❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s✳

❊♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉r✱ ▼♦♥s✐❡✉r ●❛s❝✉❡❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛rq✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐
♠✬❤♦♥♦r❡✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s t♦✉t❡ ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
❢r❛♥❝❤✐r ❞❡s ét❛♣❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ♠❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r✳ ❏✬❛✐ ♣❧❛✐s✐r à r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡
s❡s ❛rt✐❝❧❡s ❛ ❣✉✐❞é ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡t ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s✳

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣r♦✜té ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ▼❛❞❛♠❡ ❙❡❜❛❣✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ très ❞✐❞❛❝t✐q✉❡
❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ tr❛♥s♠❡t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞é à s✐t✉❡r ♠❡s tr❛✈❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt t♦✉t ❡♥ ❞é❣❛❣❡❛♥t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❥♦✐❡ ♣♦✉r ♠♦✐ ❞✬❛✈♦✐r ♣✉ ❧❛ ❝♦♠♣t❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❍❛t♦♥ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥❝❡
t♦✉t❡ ❧✬❛✐❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❞✬✉♥ ♣❛rr❛✐♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s ❡①trê♠❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❞❡
♠✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ ♣❡r♠✐s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞é❛❧❡s✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❧✐♥❛r✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬é✈❛❧✉❡r à ♥♦✉✈❡❛✉✱
❛♣rès ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞✐① ❛♥s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ s♦♥ ❛♥❝✐❡♥ é❧è✈❡✳ ❏❡ s✉✐s très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❛♠✐t✐é q✉✬✐❧ ♠✬❛
♠❛rq✉é❡ ❡♥ ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡s ❧✐❡♥s ❢♦rts ❛✈❡❝ s♦♥ éq✉✐♣❡✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ✈✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐
❝♦♥t✐♥✉❡♥t à s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r✳

▼♦♥s✐❡✉r ❚♦♠❜r❡ ♠✬❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥❝♦✉r❛❣é à ♣ré♣❛♣❡r ❝❡tt❡ ❍❉❘✳ ❏❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✱
❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r②✳

▲✬❍❉❘ s❛♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ❞❡ ❥❡✉♥❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ❏❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡
q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉❡ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❖❧✐✈✐❡r ❚❡②t❛✉❞ ❡t ❘é❣✐s ❱❡rt à ❧✬❛✉❜❡ ❞❡ ❧❡✉r ❜r✐❧❧❛♥t ♣❛r❝♦✉rs s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳
❊♥❝❛❞r❡r ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❉✐❞✐♦t✱ ❙✉♠✐t ❑✉♠❛r ❏❤❛ ❡t ❏✉❧✐❡♥ ❱❛♥♥❡ss♦♥ s✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ré✈é❧é ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡✳ ❏❡ ❧❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ tr❛❝é❡ ♣❛r ❧❡✉rs ❛î♥és✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs
♣♦st✲❞♦❝t♦r❛✉①✱ ❋ré❞ér✐❝ ❙✉r ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ▼♦♥❢r✐♥✐✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ s❛✐s✐r ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡
❧❡✉r ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✳ ▲❡ ❥❡✉♥❡ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❥✬❛✐ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦❧❧❛❜♦ré✱ s❛♥s ❧✬❛✈♦✐r ❡♥❝❛❞ré✱ ❡st
❆♥❞ré ❊❧✐ss❡❡✛✳ ❏❡ ❧✉✐ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❧❡s s✉❜t✐❧✐tés ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐✳ ❚♦✉s ❝❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞✬❛✈❡♥✐r ❛❧❧✐❡♥t à ❧❡✉rs q✉❛❧✐tés
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s q✉❛❧✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s✱ q✉✐ ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é❡s✳ ❈✬❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞
♣❧❛✐s✐r ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❡✉①✱ ❡t ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧♦♥❣t❡♠♣s à ❧❡ ❢❛✐r❡✳

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❞♦✐s à ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❝❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❧✬■❇❈P ❞✐r✐❣és ♣❛r ▼♦♥s✐❡✉r ❉❡❧é❛❣❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❖❉❇■❖✲❆❇❈✳

◆♦♠❜r❡✉① s♦♥t ❧❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s q✉✐ ♦♥t r❡❧✉ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦✉ ❞❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t r❛♣✲
♣♦rtés ✐❝✐✳ ❏❡ t✐❡♥s à ❧❡✉r ❢❛✐r❡ ♣❛rt ❞❡ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t t♦✉t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t
❋❛❜✐❡♥♥❡ ❚❤♦♠❛r❛t✱ ❇❡r♥❛r❞ ▼❛✐❣r❡t✱ ▲✐✈❛ ❘❛❧❛✐✈♦❧❛ ❡t ❆❧❛✐♥ ▲✐❢❝❤✐t③✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❝❡✉① s❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐s ♣❛s ❝❤❡r❝❤❡✉r
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ q✉✬✐❧s ♠✬❛✐❡♥t ❛♣♣♦rté ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ P❛r♠✐
❝❡✉① q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝✐t❡r ♥♦♠♠é♠❡♥t✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ à
▼❛❞❛♠❡ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s②✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❈♦s♥❛r❞✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❇♦❝❦♠❛②r✳
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❖♥ s❡ ❧❛ss❡ ❞❡ t♦✉t s❛✉❢ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡✳

❱✐r❣✐❧❡
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✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ Pr♦❣r❛♠♠❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✼✺

✹✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✶✳✶ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✼✺

✹✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✶✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✷ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✷✳✶ ■♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✷✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ✐♥té❣r❛♥t s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❡t ❣é♥é✲

r❛t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✼✾

❆♥♥❡①❡s ✾✶

❆♥♥❡①❡ ❆ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✾✶



✈✐✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

✶✳✶ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐tæ

✶✳✶✳✶ ❊t❛t ❝✐✈✐❧ ❡t ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

◆♦♠ ✿ ●✉❡r♠❡✉r
Pré♥♦♠s ✿ ❨❛♥♥✱ ❈❤❛r❧❡s✱ ▲♦✉✐s✱ ▼❛r✐❡
❉❛t❡ ❡t ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿ ✶✾ ♠❛✐ ✶✾✻✼✱ à ◆❡✉✐❧❧②✲s✉r✲❙❡✐♥❡✱ ❍❛✉ts✲❞❡✲❙❡✐♥❡ ✭✾✷✮
◆❛t✐♦♥❛❧✐té ✿ ❋r❛♥ç❛✐s❡
❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✿ ❝é❧✐❜❛t❛✐r❡

❆❞r❡ss❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡

✹ ❜✐s r✉❡ ❆✳ ❇♦♥t❡♠♣s✱ ✼✽✵✵✵ ❱❡rs❛✐❧❧❡s✱ ❋r❛♥❝❡

❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲❖❘■❆✱ ❈❛♠♣✉s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❇P ✷✸✾✱ ✺✹✺✵✻ ❱❛♥❞÷✉✈r❡✲❧ès✲◆❛♥❝② ❝❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡
❚é❧é♣❤♦♥❡ ✿ ✵✸ ✽✸ ✺✾ ✸✵ ✶✽ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ✵✵ ✸✸ ✸ ✽✸ ✺✾ ✸✵ ✶✽ ❞❡♣✉✐s ❧✬étr❛♥❣❡r
❆❞r❡ss❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ ❨❛♥♥✳●✉❡r♠❡✉r❅❧♦r✐❛✳❢r
P❛❣❡ ✇❡❜ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❣✉❡r♠❡✉r✴

❋♦♥❝t✐♦♥s ❡t ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧s

❈❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❈❘✶✮ ❛✉ ❈◆❘❙✱ ❛✛❡❝té ❛✉ ▲❖❘■❆ ✲ ❯▼❘ ✼✺✵✸

❘❡s♣♦♥s❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ✧❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✧ ✭❆❇❈✮ ❞✉ ▲❖❘■❆

✶✳✶✳✷ ❚✐tr❡s ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s

✲ ✶✾✾✼
❉♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✱ s♣é❝✐❛❧✐té ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♠❡♥t✐♦♥ très ❤♦♥♦r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❢é❧✐❝✐t❛t✐♦♥s
❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ✿ P❛tr✐❝❦ ●❛❧❧✐♥❛r✐
❚✐tr❡ ✿ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s
❉❛t❡ ❞❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✿ ✶✵ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✼
▲✐❡✉ ❞❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✿ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❥✉r② ✿ ▼♦♥s✐❡✉r ▲❡❜❜❡✱ Prés✐❞❡♥t✱ ▼❛❞❛♠❡ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s②✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r✱ ▼♦♥s✐❡✉r ❉❡✲
❧é❛❣❡✱ ❘❛♣♣♦rt❡✉r✱ ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ▼❛❞❛♠❡ ❞✬❆❧❝❤é✲❇✉❝✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r✱ ▼♦♥s✐❡✉r
◆❛❞❛❧✱ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

✶

http://www.loria.fr/~guermeur/


✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

✲ ✶✾✾✸
❉❊❆ ✧■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❋♦r♠❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✧ ✭■❆❘❋❆✮✱ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❇❧❛✐s❡
P❛s❝❛❧ ✭■❇P✮✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✱ ♠❡♥t✐♦♥ ❜✐❡♥

✲ ✶✾✾✶
❉✐♣❧ô♠❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✬❊♥tr❡♣r✐s❡ ✭■■❊✮✱ é❝♦❧❡ ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❝♦♠♠✉♥ ❈❡♥tr❛❧❡✲
❙✉♣é❧❡❝ ✭❧✬■■❊ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❡♥ ✷✵✵✻ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬■♥❞✉str✐❡ ❡t ❧✬❊♥✲
tr❡♣r✐s❡ ✭❊◆❙■■❊✮✮

✲ ✶✾✾✶
✧❈❡rt✐✜❝❛t❡ ♦❢ Pr♦✜❝✐❡♥❝② ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤✧ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡

✲ ✶✾✽✺✲✶✾✽✽
❈❧❛ss❡s ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s ❛✉ ❧②❝é❡ ❈❤❛♣t❛❧ à P❛r✐s

✲ ✶✾✽✺
❇❛❝❝❛❧❛✉ré❛t sér✐❡ ❈✱ ♠❡♥t✐♦♥ ❛ss❡③ ❜✐❡♥

✶✳✶✳✸ ❙t❛❣❡s✱ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡

✲ ❉✬♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✸ à ❝❡ ❥♦✉r

❈❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ❈◆❘❙✱ ❛✛❡❝té ❛✉ ▲❖❘■❆✳ ▼❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❖❉❇■❖
❥✉sq✉✬❛✉ ✸✵ ❥✉✐♥ ✷✵✵✻✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈✳

✲ ❉❡ ❢é✈r✐❡r ✶✾✾✾ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸

▼❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré✲◆❛♥❝② ✶ ✭❯❍P✮✱ ❛✛❡❝té ❛✉ s✐t❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❉✐é ❞❡
❧✬■❯❚ ❞❡ ◆❛♥❝② ❇r❛❜♦✐s✱ ❞❡✈❡♥✉ ❧✬■❯❚ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❉✐é ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✵✳ ▲❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❉✐é s❡
♥♦♠♠❡ à ♣rés❡♥t ❙❛✐♥t✲❉✐é✲❞❡s✲❱♦s❣❡s✳ ▼❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❖❘❚❊❳ ❞✉ ▲❖❘■❆✱ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ▼♦♥s✐❡✉r
❆❧❡①❛♥❞r❡✱ ❥✉sq✉✬❛✉ ✸✶ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✵✳ ▼❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ▼❖❉❇■❖✱ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ▼♦♥s✐❡✉r ❇♦❝❦♠❛②r✱
❛♣rès ❝❡tt❡ ❞❛t❡✳

✲ ❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✽ à ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✾✾

❙t❛❣❡ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉
t❤è♠❡ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✲ ❆P♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❆P❆✮ ❞✉ ▲❛❜♦✲
r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ P❛r✐s ✻ ✭▲■P✻✮✱ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✳ ❉✉r❛♥t ❝❡ st❛❣❡✱ ❥✬❛✐ ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬■♥t❡r♥❡t✳

✲ ❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✼ à ❛♦ût ✶✾✾✽

❆❚❊❘ à ❧✬❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▲②♦♥✱ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡
❧✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✉ P❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✭▲■P✮ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ▼❛❞❛♠❡ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s②✳

✲ ❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✻ à ❛♦ût ✶✾✾✼

❆❚❊❘ à ❧✬❯❋❘ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✳

✲ ❉✬♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✹ à ❛♦ût ✶✾✾✻

▼♦♥✐t❡✉r à ❧✬❯❋❘ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✳

✲ ❉❡ ♠❛rs à ♠❛✐ ✶✾✾✹

❱❛❝❛t❛✐r❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ✭■❙❯P✮✳



✶✳✶✳ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐tæ ✸

✲ ❉❡ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✾✸ à ❛♦ût ✶✾✾✻

❉♦❝t♦r❛♥t✱ ❛❧❧♦❝❛t❛✐r❡ ▼❘❊✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡ ❞✉
▲❆❋❖❘■❆✱ ♣✉✐s ❞✉ ▲■P✻✱ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✳

✲ ❉✬❛✈r✐❧ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✸

❙t❛❣❡ ❞❡ ❉❊❆ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ▲❆❋❖❘■❆✱ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✻✱ s♦✉s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❧✐♥❛r✐✳ ❙✉❥❡t ✿ ✧■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❝✉t❡✉r✱ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛r
❞❡s s②stè♠❡s ré❝✉rr❡♥ts✧✳

✲ ❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✶ à ❛♦ût ✶✾✾✷

❙♦❝✐été ❈❊●■✱ à P❛r✐s✳ ❘❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✧Pr♦❢❡ss✐♦♥
❙♣♦rt✧ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧❛ ❏❡✉♥❡ss❡ ❡t ❞❡s ❙♣♦rts✳

✲ ❉❡ ❥❛♥✈✐❡r à ❥✉✐♥ ✶✾✾✶

■♥st✐t✉t P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❡❞s ✭●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡✮✳ ❙t❛❣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
▼♦♥s✐❡✉r ❑❡♥♥❡❞②✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊❘❆❙▼❯❙✳ ❘é❞❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡s ❞❡
❧✬■■❊ ✐♥t✐t✉❧é ✧❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♥❡✉r♦♥❛✉①✧✳

✲ ❉❡ ❥✉✐♥ à ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✾✵

❙♦❝✐été ❊❉●❊❚❊❑✱ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t ■♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ❛✉① ❯❧✐s✳ ❙t❛❣❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ t❡st ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳

✲ ❉❡ ❥✉✐❧❧❡t à s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✽✾

❆❊❘❖❙P❆❚■❆▲❊✱ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❊♥❣✐♥s ❚❛❝t✐q✉❡s✱ à ❈❤ât✐❧❧♦♥✳ ❙t❛❣❡ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛✛❛✐r❡s tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥✳



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

✶✳✷ ❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t

✶✳✷✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s rés✉♠❡ ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✼✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡♣rés❡♥t❡ ✶✹✹✵ ❤❡✉r❡s ❡t ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ❡♥ ✧éq✉✐✈❛❧❡♥t ❚❉✧✳

❊t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❆❝t✐✈✐té ❊t✉❞✐❛♥ts ❱♦❧✳ ❤♦r❛✐r❡

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❈♦✉rs ▼✷P ●é♥♦♠✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦✳ ✶✷

■◆P▲ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❈♦✉rs tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ✻

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❈♦✉rs ❉❊❙❙ ❘●❚■ ✷✵

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❈♦✉rs ❉❊❙❙ ❘●❚■ ✻

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❈♦✉rs ▼❛îtr✐s❡ ❜✐♦❧✳ ✭▼❇❈P✮ ✷✾

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❈♦✉rs ❉❊❆ ■♥❢♦✳ ✻

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✶✻

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✸✷

❯❍P ❙t❛t✳ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✾✷

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✷

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✹

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✸✹

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❏❆❱❆ ❈♦✉rs ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✸✹

❊◆❙ ❈♦♥♥❡①✐♦♥♥✐s♠❡ ❈♦✉rs ▼❛❣✐stèr❡ ■♥❢♦✳ ❡t ▼❛t❤✳ ✷ ✶✻

❊◆❙ ❈♦♥♥❡①✐♦♥♥✐s♠❡ ❈♦✉rs ▼❛îtr✐s❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ❈♦✳ ✶✷

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚❉ ▼✷P ●é♥♦♠✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦✳ ✽

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚❉ ▼❛îtr✐s❡ ❜✐♦❧✳ ✭▼❇❈P✮ ✹

❯❍P ❇❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❉❇❆❙❊✮ ❚❉ ❉❊❯● ❙❱✷ ✻✵

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈❆▼▲ ❚❉ ❉❊❯● ▼■❆❙✶ ✷✽

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✻✵

❯❍P ❙t❛t✳ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✶✾✽

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✹✹

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❚❉ ❆❊❚P ✻

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✷✹

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✽✵

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❏❆❱❆ ❚❉ ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✹✽

❊◆❙ ❈♦♥♥❡①✐♦♥♥✐s♠❡ ❚❉ ▲✐❝❡♥❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ❈♦✳ ✶✻

❊◆❙ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❙②stè♠❡✮ ❚❉ ▼❛❣✐stèr❡ ■♥❢♦✳ ❡t ▼❛t❤✳ ✶ ✷✹

❊◆❙ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❚❉ ▼❛îtr✐s❡ ❙❝✐❡♥❝❡s ❈♦✳ ✶✹

P✼ ❘és❡❛✉① ❚❉ ▼❛îtr✐s❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✷✹

P✻ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❚❉ ■❙❯P✱ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡ ✸✷

P✼ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ P❛s❝❛❧ ❚❉ ❉❊❯● ❙❝✐❡♥❝❡s ✷✵✵

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚P ▼✷P ●é♥♦♠✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦✳ ✻

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❈ ❚P ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✹✵

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❚P ❉❯❚ ❙❘❈ ✷ ✽

❯❍P Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❍❚▼▲ ❚P ❉❯❚ ❙❘❈ ✶ ✸✷

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚P ❉❊❙❙ ❘●❚■ ✽

❯❍P ❙②stè♠❡ ✭❯◆■❳✮ ❚P ❉❊❙❙ ❘●❚■ ✹

❯❍P ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚P ▼❛îtr✐s❡ ❜✐♦❧✳ ✭▼❇❈P✮ ✸✺

✶✳✷✳✷ ❉ét❛✐❧ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és

❊♥ t❛♥t q✉✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉r✱ ❥✬❛✐ ❡♥s❡✐❣♥é ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✿ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ s②stè♠❡✱ rés❡❛✉①✱ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳✳✳ ❈❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♦♥t été ❞✐s♣❡♥sés à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝s ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s ✭é❧è✈❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❊❝♦❧❡s✱ ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ❢❛❝✉❧tés ❡t ❞✬■❯❚✮ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱
❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ❝②❝❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ❉ès



✶✳✸✳ ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✺

❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦✉rs ❡♥ ❧✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ st❛✲
t✐st✐q✉❡ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡✈❡♥✉ ❝❤❡r❝❤❡✉r✱ ❥✬❛✐ ❝♦♥❝❡♥tré
♠♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡♣✉✐s ❧✬❛♥♥é❡
✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ✵✺✲✵✻✱ ❥❡ s✉✐s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❯❊ ✸✳✶✵✺ ✧❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✧ ❞❡
❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té ✧●é♥♦♠✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✧ ❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ✭▼✷P✮ ❞✉ ▼❛st❡r
✧❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❱✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❙❛♥té✧ ✭❙❱❙✮ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✶✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞✉ ❝♦✉rs q✉❡ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❣✉❡r♠❡✉r✴❈♦✉rs❴✵✶✳♣s✳

✶✳✸ ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✬❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

✶✳✸✳✶ ❙t❛❣❡s ❞❡ ❉❊❆ ✲ ▼❛st❡r ✷ r❡❝❤❡r❝❤❡

❉✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ s❝♦❧❛✐r❡ ✾✼✲✾✽✱ ❍é❧è♥❡ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ❡t ♠♦✐ ❛✈♦♥s ❝♦✲❡♥❝❛❞ré ❖❧✐✈✐❡r ❚❡②t❛✉❞✱ é❧è✈❡
♥♦r♠❛❧✐❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t s♦♥ st❛❣❡ ❞✉ ❉❊❆ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▲②♦♥ ✭❉■▲✮✳ ❖❧✐✈✐❡r ❛ ré❞✐❣é ✉♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t✐t✉❧é
✧❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✧✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦r✐❣✐♥❛✉① ❞❛♥s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s ♣❛r ❧❡s P▼❈ à ✉♥✐tés à s❡✉✐❧ ❡t
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❱▼✳ ❖❧✐✈✐❡r ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬■◆❘■❆✳

❉✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ s❝♦❧❛✐r❡ ✵✶✲✵✷✱ ❥✬❛✐ ❡♥❝❛❞ré ❘é❣✐s ❱❡rt✱ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ▼✐♥❡s
❞❡ ◆❛♥❝② ✭❊◆❙▼◆✮ ❡✛❡❝t✉❛♥t s♦♥ st❛❣❡ ❞✉ ❉❊❆ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡✳ ▲❡ s✉❥❡t ❞✉ st❛❣❡ ét❛✐t ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ▼✲❙❱▼ ❞é❞✐é❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉① ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳
❈❡❝✐ ❛ ♣❡r♠✐s à ❘é❣✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ [❈▲✵✷] ❞❡ ♠❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉ ✉♥❡
t❤ès❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✵✻✱ ❘é❣✐s ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣r✐✈é✳

❉✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ s❝♦❧❛✐r❡ ✵✷✲✵✸✱ ❥✬❛✐ ❡♥❝❛❞ré ❧❡ st❛❣❡ ❞✉ ❉❊❆ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ ❞✬❊♠♠❛♥✉❡❧
❉✐❞✐♦t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❘é❣✐s ❱❡rt s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é❞✐é ❛✉ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❛❝❤è✈❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t❤ès❡ ❡♥ ♣❛r♦❧❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡
P❛r♦❧❡ ❞✉ ▲❖❘■❆✳ ❉❡ ♠❛✐ à ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✸✱ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥❝❛❞ré ❙✉♠✐t ❑✉♠❛r ❏❤❛✱ ét✉❞✐❛♥t ❡♥ ❛✈❛♥t✲
❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ❧✬■■❚ ❞❡ ❑❤❛r❛❣♣✉r✱ ❡♥ ■♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ à ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦♥ts ❞✐s✉❧❢✉r❡s✳ ❙✉♠✐t ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ t❤ès❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❈❛r♥❡❣✐❡ ▼❡❧❧♦♥✱ ♦ù ✐❧ ❛
❝♦♥s❡r✈é ❝♦♠♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳

❉✉r❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ s❝♦❧❛✐r❡ ✵✺✲✵✻✱ ◆❛❞✐r ❚✳ ▼r❛❜❡t ❡t ♠♦✐ ❛✈♦♥s ❝♦✲❡♥❝❛❞ré ▲❡✈♦❧② ❋❛♥✐✱ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡
◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬❊❧❡❝tr✐❝✐té ❡t ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ✭❊◆❙❊▼✮✱ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ st❛❣❡ ❞✉ ▼❛st❡r ■♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té ✧❙❡r✈✐❝❡s ❉✐str✐❜✉és ❡t ❘és❡❛✉① ❞❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✧ ✭❙❉❘❈✮✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❧✬❯❍P✱ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✷ ❡t ❧✬■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲♦rr❛✐♥❡ ✭■◆P▲✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ré❞✐❣é
✉♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t✐t✉❧é ✧❙♣✐r❛❧✐①✱ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P❊❘▲ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬❤é❧✐❝❡s α ✿
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s α✧✳ ■❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ à ♣rés❡♥t ❡♥ ❆❢r✐q✉❡✳

❈❡tt❡ ❛♥♥é❡✱ ❥✬❛✐ ❡♥❝❛❞ré ❞❡✉① ét✉❞✐❛♥ts ❡♥ st❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ▼❛st❡r r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❆✉ré❧✐❡
❈♦❧❛s✱ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬❊◆❙▼◆✱ s✉✐✈❛✐t ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❞✉ ▼❛st❡r ❈❤✐♠✐❡ ❡t P❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐❡ ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡s
✭❈P▼✮ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té ✧❈❤✐♠✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❚❤é♦r✐q✉❡✧ ✭❈■❚✮✱ ❞❡ ❧✬❯❍P ❡t ❞❡ ❧✬■◆P▲✳ ▲✬✐♥t✐t✉❧é
❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ st❛❣❡ ét❛✐t ✿ ✧▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✧✳ ❏✉❧✐❡♥ ❱❛♥♥❡ss♦♥✱
ét✉❞✐❛♥t ❞✉ ▼❛st❡r ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té ✧P❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❘❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ▼✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✧
✭P❘■▼✮✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❯❍P✱ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✷ ❡t ❧✬■◆P▲✱ ❛ tr❛✈❛✐❧❧é à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❡t ❣é♥ér❛t✐❢s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈✳ ■❧ ♣♦✉rs✉✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❣é♥✐❡✉r✳

http://www.loria.fr/~guermeur/Cours_01.ps


✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

✶✳✸✳✷ ❚❤ès❡

❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❇♦❝❦♠❛②r ❡t ♠♦✐ ❛✈♦♥s ❝♦✲❡♥❝❛❞ré ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
t❤ès❡ ❞❡ ❨❛♥♥✐❝❦ ❉❛r❝② ✐♥t✐t✉❧é ✧❈♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ❞é❞✐é❡s ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✧✳ ▲❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❯❍P ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ♠✐♥✐stér✐❡❧❧❡
❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❊◆❖❚❖✸❉ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ❉❡s r❛✐s♦♥s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s
♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❨❛♥♥✐❝❦ à ❞é❝✐❞❡r ❞✬✐♥t❡rr♦♠♣r❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦✉r ♣❛rt✐r à ❧✬étr❛♥❣❡r✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t ❞é❥à ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t s♦♥t ♣♦✉rs✉✐✈✐❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈✳

✶✳✸✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧❡s

❉✬♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹ à ❛♦ût ✷✵✵✺✱ ❥✬❛✐ ❡♥❝❛❞ré ❧❡ st❛❣❡ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧ ❞✉ ❙❚■❈✲❈◆❘❙ ❞❡ ❋ré❞ér✐❝ ❙✉r✱ tr❛✐✲
t❛♥t ❞✉ s✉❥❡t s✉✐✈❛♥t ✿ ✧▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✧✳ ❋ré❞ér✐❝ ❙✉r ♦❝❝✉♣❡ à ♣rés❡♥t ✉♥ ♣♦st❡ ❞❡ ♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬■◆P▲ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
à ❧✬❊◆❙▼◆✮✳

❉✬♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✺ à ♠❛rs ✷✵✵✼✱ ❥✬❛✐ s✉♣❡r✈✐sé ❧❡ st❛❣❡ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧ q✉✬❛ ❡✛❡❝t✉é ❊♠♠❛♥✉❡❧ ▼♦♥❢r✐♥✐
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✧❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❞é❢❛✉ts ❞✬é♣✐ss❛❣❡ ❡t ♠❛❧❛❞✐❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✧ ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❉é❝r②♣t❤♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✮✳ ❈❡ st❛❣❡ ♣♦rt❛✐t s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉
❞é❞✐é à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬é♣✐ss❛❣❡ ❛❧t❡r♥❛t✐❢✳
P❡♥❞❛♥t ❧❡s s✐① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦✐s ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❊♠♠❛♥✉❡❧ ♦♥t été ❛ss❡♠❜❧é❡s
♣❛r ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❞✬ét✉❞❡s✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❆✉t❛r❞✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♦❝❝✉♣❡ à ♣rés❡♥t ✉♥ ♣♦st❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞✬ét✉❞❡s
♣❡r♠❛♥❡♥t à ❧✬■◆❙❊❘▼✳

✶✳✹ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s

✶✳✹✳✶ ❆❝t✐♦♥s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❡t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s

❉❡ ✶✾✾✾ à ✷✵✵✷✱ ❥✬❛✐ ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❊❙P❘■❚ ✧◆❡✉r❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣
❚❤❡♦r②✧ ✭◆❡✉r♦❈❖▲❚✷✮ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥❡✉r♦❝♦❧t✳❝♦♠✴✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ♣♦✉rs✉✐t à tr❛✈❡rs
❧❡ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ✧P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✧
✭P❆❙❈❆▲✮ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❛s❝❛❧✲♥❡t✇♦r❦✳♦r❣✴✳ ❏✬❛✐ été ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡ t❤é♦r✐q✉❡ P❆❙❈❆▲ ✧❚②♣❡ ■ ❛♥❞ t②♣❡ ■■ ❡rr♦rs ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✧
✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧r✐✳❢r✴⑦t❡②t❛✉❞✴r✐sq✴r✐sq✳❤t♠❧✮ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❖❧✐✈✐❡r ❚❡②t❛✉❞ ❡♥ ✷✵✵✻✳ ❈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
s✬❡st ❛❝❤❡✈é ♣❛r ✉♥ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦r❣❛♥✐sé à P❛r✐s ❡♥ ♠❛✐ ✷✵✵✼✳

❊♥ ✷✵✵✸✱ ❥✬❛✐ été ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❆❝t✐♦♥ ❙♣é❝✐✜q✉❡ ✭❆❙✮ ❞✉ ❈◆❘❙ ✧❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✧✳ ❏✬❛✐ ❛♥✐♠é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❣✉❡r♠❡✉r✴●❞❚✴✳ ❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬❆❙ ❞✉
❈◆❘❙ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✧▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ❡t ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉✧✳

❏❡ s✉✐s ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✧❋é❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❊q✉✐♣❡s ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✧ ✭❋❊❘❆✮ ✿ ❤tt♣✿
✴✴✇✇✇✳❧r✐✳❢r✴⑦♣r♦♠❧✴✇✐❦✐✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴▼❛✐♥❴P❛❣❡✳

❉❡ ♠❛rs ✷✵✵✸ à ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✱ ❥✬❛✐ ❛♥✐♠é ❧❡ ♣r♦❥❡t ●❊◆❖❚❖✸❉ ✜♥❛♥❝é ♣♦✉r tr♦✐s ❛♥s ♣❛r ❧✬❆❝t✐♦♥
❈♦♥❝❡rté❡ ■♥❝✐t❛t✐✈❡ ✭❆❈■✮ ✧▼❛ss❡s ❞❡ ❉♦♥♥é❡s✧✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
t❡rt✐❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ r❡❣r♦✉♣❛✐t s✐① éq✉✐♣❡s ❞❡
s✐① ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ✿ ❧❡ ▲❖❘■❆✱ ❧✬■❇❈P✱ ❧❡ ▲■❋✱ ❧✬■❘■❙❆✱ ❧❡ ▲■❘▼▼ ❡t ❧✬✉♥✐té ▼■● ❞❡ ❧✬■◆❘❆✳ ❙♦♥ s✐t❡ ✇❡❜
s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❣✉❡r♠❡✉r✴❆❈■▼❉✴✳

❉❡♣✉✐s s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✱ ❥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡ ❛✉ ♣r♦❥❡t ✐♥t✐t✉❧é ✧❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❞é❢❛✉ts ❞✬é♣✐ss❛❣❡ ❡t ♠❛❧❛❞✐❡s ❣é♥é✲
t✐q✉❡s✧✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✧▼❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❘◆ ❡t ❊♥③②♠♦❧♦❣✐❡ ▼♦❧é✲

http://www.neurocolt.com/
http://www.pascal-network.org/
http://www.lri.fr/~teytaud/risq/risq.html
http://www.loria.fr/~guermeur/GdT/
http://www.lri.fr/~proml/wiki/index.php/Main_Page
http://www.lri.fr/~proml/wiki/index.php/Main_Page
http://www.loria.fr/~guermeur/ACIMD/


✶✳✹✳ ❆❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ✼

❝✉❧❛✐r❡✧ ✭▼❆❊▼✮✱ ❯▼❘ ✼✺✻✼ à ◆❛♥❝②✱ ❛ été ✜♥❛♥❝é ♣❡♥❞❛♥t ✶✽ ♠♦✐s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❉é❝r②♣t❤♦♥
✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞❡❝r②♣t❤♦♥✳❢r✴✮✳ ❉❡ ✷✵✵✺ à ✷✵✵✻✱ ✐❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ t❤è♠❡
✧❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡✧ ❞✉ P❘❙❚ ✧■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ▲♦❣✐❝✐❡❧❧❡✧✱ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦♥t
❥✬ét❛✐s ❝♦✲r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✳

❉❡ ✷✵✵✺ à ✷✵✵✻✱ ❥✬❛✐ été ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✐♥t✐t✉❧é ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❋❆❑ ✭❋♦❝❛❧ ❆❞❤❡s✐♦♥
❑✐♥❛s❡✮ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛♥t✐✲♠ét❛st❛s❡s✧✳ ❈❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✧éq✉✐♣❡ ❞❡
❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❆ss❡♠❜❧❛❣❡s ▼❡♠❜r❛♥❛✐r❡s✧ ✭❡❉❆▼✮ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✧❙tr✉❝t✉r❡ ❡t ❘é❛❝t✐✈✐té ❞❡s ❙②s✲
tè♠❡s ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❈♦♠♣❧❡①❡s✧✱ ❯▼❘ ✼✺✻✺ à ◆❛♥❝②✱ ét❛✐t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ t❤è♠❡ ✧❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡✧ ❞✉ P❘❙❚ ✧■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ▲♦❣✐❝✐❡❧❧❡✧✳ ❊❧❧❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✜♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❆◆❘✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✧❚②r♦s✐♥❡s ❦✐♥❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❋❆❑ ✿ ❜❛s❡s str✉❝t✉r❛❧❡s
❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✧ ✭❋❆❑s✮ r❡t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❆◆❘ ♥♦♥✲t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛♥♥é❡s ✷✵✵✻ à ✷✵✵✽✳

✶✳✹✳✷ ❆❝t✐✈✐tés é❞✐t♦r✐❛❧❡s

❏❡ s✉✐s r❡❧❡❝t❡✉r ré❣✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✈✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ✧❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✧
✭❏▼▲❘✮✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ◆❡✉r♦❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭P❆▼■✮✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞
❈②❜❡r♥❡t✐❝s ✭P❛rt ❇✮ ✭❙▼❈❇✮✱ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❧❛ r❡✈✉❡ ❘■❆ ❡t ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ■❏❈❆■✱ ■❈❆◆◆✱ ◆■P❙✱ ❈❖▲❚✱ ❲❆❇■✱ ❊❈❆✱ ❏❖❇■▼ ❡t ■❏❈◆◆✳

❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❧✉ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s r❡✈✉❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s t❤è♠❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és ❞❡s
♠✐❡♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✧■♥t❡r♥❡t ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉❡s✐❣♥✧ ♦✉ ✧Pr♦❝❡ss ❇✐♦❝❤❡♠✐str②✧✳

❊♥ ✷✵✵✵✱ ❍é❧è♥❡ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s②✱ ❆♥❞ré ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ♠♦✐ ❛✈♦♥s ♦r❣❛♥✐sé ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✧■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✧ ✭■❏❈◆◆✮ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✧▼✉❧t✐✲❈❧❛ss ❙✉♣✲
♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✧✳

❉❡♣✉✐s ✷✵✵✸✱ ❥❡ s✉✐s ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✧❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❞✬❆♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✧ ✭❈❆♣✮✳ ❏✬❛✐ été ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✧❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❋♦r♠❡s ❡t
■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡✧ ✭❘❋■❆✮ ❡♥ ✷✵✵✹✳

❊♥ ✷✵✵✼✱ ❥✬❛✐ ♦r❣❛♥✐sé ❧❛ s❡ss✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✧❆♣♣❧✐❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❆♥❛✲
❧②s✐s✧ ✭❆❙▼❉❆ ✷✵✵✼✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛s♠❞❛✳❝♦♠✴✐❞✼✳❤t♠❧✮ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✧❙✉♣❡r✈✐s❡❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✉r❛❧
◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❙❱▼s✧ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦❣✉❡r♠❡✉r✴❆❙▼❉❆❴❈❋P✳❤t♠❧✮✳

✶✳✹✳✸ ❘❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s

❉❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✾ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✱ ❥✬❛✐ été ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡s ét✉❞❡s ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ✧❙❡r✈✐❝❡s ❡t
❘és❡❛✉① ❞❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✧ ✭❙❘❈✮ ❞❡ ❧✬■❯❚ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❉✐é✲❞❡s✲❱♦s❣❡s✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✲
✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✶✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣❛rt❡♥✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❥✉r②s ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞✐♣❧ô♠❡ ❞❡ ❝❡t ■❯❚✳
❉❡ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✵ à s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✱ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐①✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❥✬❛✐
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r r❛♣♣♦rté s✉r ❧❡s ❞♦ss✐❡rs ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✉r❡ ❛✉① ♣♦st❡s ❞❡ ♠❛îtr❡s ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t ❞✬❆❚❊❘
♦✉✈❡rts ❛✉ r❡❝r✉t❡♠❡♥t ❛✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t✳ ❏✬❛✐ ❛✉ss✐ ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ♠✐①t❡ ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✼✱ ✶✶✱ ✶✷ ❡t ✼✶ ❞❡
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✶✳

❉❡♣✉✐s ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻✱ ❥❡ s✉✐s ♠❡♠❜r❡ s✉♣♣❧é❛♥t é❧✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✼
❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ◆❛♥❝② ✶✳

❊♥ ❥✉✐♥ ✷✵✵✼✱ ❥✬❛✐ été ♥♦♠♠é ♠❡♠❜r❡ t✐t✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✼ ❞❡
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✶✸✳

http://www.decrypthon.fr/
http://www.asmda.com/id7.html
http://www.loria.fr/~guermeur/ASMDA_CFP.html


✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

❉❡ ✷✵✵✹ à ✷✵✵✻✱ ❥✬❛✐ été ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ t❤è♠❡ ✧❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
à ❧❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡✧ ❞✉ P❘❙❚ ✧■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ▲♦❣✐❝✐❡❧❧❡✧✳ ❏❡ ♣♦✉rs✉✐s ❝❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ t❤è♠❡
✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❇✐♦♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✧ ✭▼❇■✮ ❞✉ ❈P❊❘ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡t ❙②stè♠❡s ◆✉♠ér✐q✉❡s✧ ✭▼■❙◆✮ q✉✐ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ✷✵✵✼ à ✷✵✶✸✳

❏❡ s✉✐s ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s éq✉✐♣❡s ❆❇❈ ❡t ❈❆❘❚❊ à ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✧■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t
❚❡❝❤♥✐q✉❡✧ ✭■❙❚✮✱ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❈♦♠❉♦❝✮✱ ❞✉ ▲❖❘■❆✳

✶✳✹✳✹ ❆❝t✐✈✐tés ❞✬❡①♣❡rt✐s❡

❉❡ ✷✵✵✸ à ✷✵✵✺✱ ❥✬❛✐ ré❞✐❣é ❞❡s r❛♣♣♦rts s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts s♦✉♠✐s ❛✉① ❆❈■ ✧▼❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s✧
❡t ■▼P❇✐♦✳ ❉❡♣✉✐s ✷✵✵✻✱ ❥❡ s✉✐s ❡①♣❡rt ♣♦✉r ❧✬❆◆❘✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❥✬❛✐ ré❞✐❣é ❞❡s r❛♣♣♦rts s✉r ❞❡s
♣r♦❥❡ts s♦✉♠✐s ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✧❜❧❛♥❝✧✱ ✧❏❡✉♥❡s ❝❤❡r❝❤❡✉s❡s ✲ ❥❡✉♥❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✧ ❡t ✧▼❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s✧
✭❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✧▼❛ss❡ ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ❡t ❈❖♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✧✮✳ ❊♥ ✷✵✵✼✱ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❡rt✐sé ✉♥ ♣r♦❥❡t s♦✉♠✐s
❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✧P❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ✈✐✈❛♥t✧ ✭P❋❚❱✮✳

✶✳✹✳✺ ❏✉r②s ❞❡ t❤ès❡s

▲❡ ✶✶ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻✱ ❥✬❛✐ ♣❛rt✐❝✐♣é ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❡♠❜r❡ ✐♥✈✐té ❛✉ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛s ❙❛♣❛②✳ ❈❡tt❡
t❤ès❡ ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ●✐❧❜❡rt ❉❡❧é❛❣❡ ❡t ❋r❛♥ç♦✐s P❡♥✐♥✱ ❡st ✐♥t✐t✉❧é❡ ✧▲❡s
♣❡♣t✐❞❡s ❞✬❛♥❝r❛❣❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❛♥❛❧②s❡s str✉❝t✉r❛❧❡s ♣❛r ❘▼◆ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✧✳

✶✳✹✳✻ ❆♥✐♠❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐♣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❏✬❛♥✐♠❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈ ❞✉ ▲❖❘■❆✱ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❥❡t ▼❖❉✲
❇■❖ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ▲♦rr❛✐♥❡✳ ▲❡ t❡①t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴♠♦❞❜✐♦✳❧♦r✐❛✳❢r✴❞♦✇♥❧♦❛❞✴❛❜❝✷✵✵✻✳♣❞❢✳ ■❧ ❛ été ♣rés❡♥té à ❧✬❛ss❡♠❜❧é❡ ❞❡s r❡s♣♦♥✲
s❛❜❧❡s ❞✬éq✉✐♣❡s ✭❆❘❊◗✮ ❞✉ ▲❖❘■❆ ❧❡ ✷✺ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✳

✶✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳✺✳✶ ❈❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧✐✈r❡s

[❈▲✵✸] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❖✳ ❚❡②t❛✉❞ ✭✷✵✵✻✮✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❉❛♥s ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡✱ é❞✐té ♣❛r ❨✳ ❇❡♥♥❛♥✐✱ ❍❡r♠ès✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✱
✷✼✾✲✸✹✷✳

[❈▲✵✷] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ▲✐❢❝❤✐t③ ❡t ❘✳ ❱❡rt ✭✷✵✵✹✮✳ ❆ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❑❡r♥❡❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ é❞✐té ♣❛r ❇✳ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢✱ ❑✳ ❚s✉❞❛ ❡t ❏✳✲P✳ ❱❡rt✱ ❚❤❡ ▼■❚
Pr❡ss✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ✶✾✸✲✷✵✻✳

[❈▲✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦ ❡t ❙❱▼✱ ❙✉♣✲
♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ é❞✐té ♣❛r ▼✳ ❙❡❜❜❛♥ ❡t ●✳ ❱❡♥t✉r✐♥✐✱ ❍❡r♠ès✱
❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ✶✵✾✲✶✸✽✳

✶✳✺✳✷ ❏♦✉r♥❛✉① ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉①

[❏■✵✼] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✼✮✳ ❱❈ t❤❡♦r② ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥ ♠✉❧t✐✲❝❛t❡❣♦r② ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❏▼▲❘✮✱ ❱♦❧✳ ✽✱ ✷✺✺✶✲✷✺✾✹✳

[❏■✵✻] ◆✳ ❙❛♣❛②✱ ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ●✳ ❉❡❧é❛❣❡ ✭✷✵✵✻✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❤✐♣❛t❤✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥✲
❝❤♦rs ✐♥ ♠♦♥♦t♦♣✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❙❱▼ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✼✱ ♥o ✷✺✺✳

http://modbio.loria.fr/download/abc2006.pdf


✶✳✺✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✾

[❏■✵✺] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❉✳ ❩❡❧✉s ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r
♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢②✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❇✉s✐♥❡ss ❛♥❞
■♥❞✉str② ✭❆❙▼❇■✮✱ ❱♦❧✳ ✷✶✱ ♥o ✷✱ ✶✾✾✲✷✶✹✳

[❏■✵✹] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ●✳ P♦❧❧❛str✐✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛✱ ❉✳ ❩❡❧✉s✱ ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ❡t P✳ ❇❛❧❞✐ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ◆❡✉r♦❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✺✻❈✱ ✸✵✺✲✸✷✼✳

[❏■✵✸] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✷✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❙❱▼s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭P❆❆✮✱ ❱♦❧✳ ✺✱ ♥o ✷✱ ✶✻✽✲✶✼✾✳

[❏■✵✷] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❈✳ ●❡♦✉r❥♦♥✱ P✳ ●❛❧❧✐♥❛r✐✱ ❡t ●✳ ❉❡❧é❛❣❡ ✭✶✾✾✾✮✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥
s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❝♦r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✺✱ ♥o ✺✱ ✹✶✸✲
✹✷✶✳

[❏■✵✶] ❖✳ ●❛s❝✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭❣r♦✉♣❡ ❙❨▼❊◆❯✮ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚✇❡❧✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏P❘❆■✮✱
❱♦❧✳ ✶✷✱ ♥o ✺✱ ✺✶✼✲✺✼✶✳

❙♦✉♠✐s

[❏■✵✵] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✼✮✳ ❙❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ R
Q✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss

❙❱▼s✳ ❙♦✉♠✐s à ❧❛ r❡✈✉❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✳

✶✳✺✳✸ ❏♦✉r♥❛✉① ♥❛t✐♦♥❛✉①

[❏◆✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦ ❡t ❙❱▼✱ ❙✉♣♣♦rt
❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s✳ ❘❡✈✉❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ s✉r ❧✬❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❧❡s ❉♦♥♥é❡s ✭❘❊❆❉✮✱ ❱♦❧✳ ✸✱ ♥o ✶✱ ✶✼✲✸✽✳

✶✳✺✳✹ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❝t❡s

[❈■✵✾] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✼✮✳ ❙❝❛❧❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❡rs t❛❦✐♥❣
✈❛❧✉❡s ✐♥ R

Q✳ ❆❝t❡s ❞❡ ❧✬■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ✭❆❙▼✲
❉❆✬✵✼✮✳

[❈■✵✽] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ▼✳ ▼❛✉♠② ❡t ❋✳ ❙✉r ✭✷✵✵✺✮✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❙❱▼s✳ ❆❙▼❉❆✬✵✺✱
✺✵✼✲✺✶✼✳

[❈■✵✼] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❉✳ ❩❡❧✉s ✭✷✵✵✷✮✳ ❇♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐s❦ ❢♦r ▼✲❙❱▼s✳ ❆❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢é✲
r❡♥❝❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❙▲❚❆✬✵✷✮✱ ✹✽✲✺✷✳

[❈■✵✻] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❙❱▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t✳ ❆❝t❡s ❞❡ ❧✬■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❈◆◆✬✵✵✮✱ ■❊❊❊✱
❱♦❧✳ ■❱✱ ✶✽✸✲✶✽✽✳

[❈■✵✺] ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s②✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✵✮✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧s✳ ■❏❈◆◆✬✵✵✱ ■❊❊❊✱ ❱♦❧✳ ■❱✱ ✶✼✼✲✶✽✷✳

[❈■✵✹] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✶✾✾✾✮✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧✳ ❆❝t❡s ❞❡ ❧✬■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❈❆◆◆✬✾✾✮✱
♣✉❜❧✐é ♣❛r ■❊❊✱ ✸✶✵✲✸✶✺✳



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①

[❈■✵✸] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ❡t P✳ ●❛❧❧✐♥❛r✐ ✭✶✾✾✽✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r
♦✉t♣✉ts ✿ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② st✉❞②✳ ■❈❆◆◆✬✾✽✱ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✻✾✸✲✻✾✽✳

[❈■✵✷] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❋✳ ❞✬❆❧❝❤é✲❇✉❝ ❡t P✳ ●❛❧❧✐♥❛r✐ ✭✶✾✾✼✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t♣✉ts✳
■❈❆◆◆✬✾✼✱ ▲◆❈❙ ✈♦❧✳ ✶✸✷✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✹✽✶✲✹✽✻✳

[❈■✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t P✳ ●❛❧❧✐♥❛r✐ ✭✶✾✾✻✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■❈❆◆◆✬✾✻✱ ▲◆❈❙ ✈♦❧✳ ✶✶✶✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✺✾✾✲✻✵✹✳

✶✳✺✳✺ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✭♣♦st❡rs✮

[P■✵✷] ❉✳ ❊✈❡✐❧❧❛r❞ ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✷✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❙❊▲❊❳ r❡s✉❧ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s ❢♦r ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ✭■❙▼❇✬✵✷✮✳

[P■✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❉✳ ❩❡❧✉s ✭✷✵✵✵✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤
❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲❝❛t❡❣♦r② ❙❱▼✳ ■❙▼❇✬✵✵✳

✶✳✺✳✻ ❆t❡❧✐❡rs ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡

[❆■✵✷] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ▲✐❢❝❤✐t③ ❡t ❘✳ ❱❡rt ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❦❡r♥❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝✲
t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈✐té❡ ❛✉ ✇♦r❦s❤♦♣ ❑❡r♥❡❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ❞❡ ❧❛ ❙❡✲
✈❡♥t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ✭❘❊❈❖▼❇✬✵✸✮✳

[❆■✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✶✾✾✼✮✳ ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✭▼❆❇❙✬✾✼✮✳

✶✳✺✳✼ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t❡s

[❈◆✵✼] ❨✳ ❉❛r❝②✱ ❊✳ ▼♦♥❢r✐♥✐ ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✻✮✳ ❇♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧
❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❆❝t❡s ❞❡s ❳❳❳❱■■■✲✐è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ✭❏❞❙✬✵✻✮✳

[❈◆✵✻] ◆✳ ❙❛♣❛②✱ ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ●✳ ❉❡❧é❛❣❡ ✭✷✵✵✺✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♠♣❤✐♣❛t❤✐❝ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❡❣✲
♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❙❱▼ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝t❡s ❞❡s ❏♦✉r♥é❡s ❖✉✈❡rt❡s ✿ ❇✐♦❧♦❣✐❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✭❏❖❇■▼✬✵✺✮✱ ✷✾✾✲✸✶✶✳

[❈◆✵✺] ❉✳ ❊✈❡✐❧❧❛r❞ ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✷✮✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❊▲❊❳✳ ❏❖❇■▼✬✵✷✱
✷✼✼✲✷✽✸✳

[❈◆✵✹] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❉✳ ❩❡❧✉s ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❏❖❇■▼✬✵✶✱ ✾✼✲✶✵✹✳

[❈◆✵✸] ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛✱ ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✶✾✾✾✮✳ ❘✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s✳ ❆❝t❡s ❞❡s ✼✲✐è♠❡s r❡♥❝♦♥tr❡s ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❞❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❙❋❈✬✾✾✮✱
✶✶✶✲✶✶✽✳

[❈◆✵✷] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✶✾✾✽✮✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❡st✐♠❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
❙❋❈✬✾✽✱ ✶✷✶✲✶✷✹✳

[❈◆✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❋✳ ❞✬❆❧❝❤é✲❇✉❝ ❡t P✳ ●❛❧❧✐♥❛r✐ ✭✶✾✾✼✮✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳
❏❞❙✬✾✼✱ ✹✷✺✕✹✷✽✳



✶✳✺✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✶

✶✳✺✳✽ ❘❛♣♣♦rts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t r❛♣♣♦rts t❡❝❤♥✐q✉❡s

[❘❘✵✽] ❨✳ ❉❛r❝② ❡t ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❛❞✐✉s✲♠❛r❣✐♥ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t ❡rr♦r ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss
❙❱▼s✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✺✼✽✵ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆✳

[❘❘✵✼] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✹✮✳ ▲❛r❣❡ ♠❛r❣✐♥ ♠✉❧t✐✲❝❛t❡❣♦r② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s❝❛❧❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ Ψ✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✺✸✶✹ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ✭ré✈✐sé ❡♥ ✷✵✵✻✮✳

[❘❘✵✻] ❊✳ ●♦t❤✐é✱ ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❙✳ ▼✉❧❧❡r✱ ❈✳ ❇r❛♥❧❛♥t ❡t ❆✳ ❇♦❝❦♠❛②r ✭✷✵✵✸✮✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❣è♥❡s
❞✬❆❘◆ ♥♦♥ ❝♦❞❛♥ts✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✺✵✺✼ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆✳

[❘❘✵✺] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✉♥✐❢②✐♥❣ t❤❡♦r② ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❘❛♣♣♦rt
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✹✻✻✾ ❞❡ ❧✬■◆❘■❆✳

[❘❘✵✹] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r✱ ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛ ❡t ❉✳ ❩❡❧✉s ✭✷✵✵✷✮✳ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ◆❈✷✲❚❘✲✷✵✵✷✲✶✷✸ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❊❙P❘■❚ ◆❡✉r♦❈❖▲❚✷✳

[❘❘✵✸] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ✭✷✵✵✵✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❙❱▼s✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ◆❈✷✲❚❘✲✷✵✵✵✲✵✽✻ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❊❙P❘■❚ ◆❡✉r♦❈❖▲❚✷✳

[❘❘✵✷] ❆✳ ❊❧✐ss❡❡✛✱ ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✶✾✾✾✮✳ ▼❛r❣✐♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛✲
❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t s②st❡♠s✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ◆❈✷✲❚❘✲✶✾✾✾✲✵✺✶ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧
❊❙P❘■❚ ◆❡✉r♦❈❖▲❚✷ ✭ré✈✐sé ❡♥ ✷✵✵✶✮✳

[❘❘✵✶] ❨✳ ●✉❡r♠❡✉r ❡t ❍✳ P❛✉❣❛♠✲▼♦✐s② ✭✶✾✾✽✮✳ ▲✐♥❡❛r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✶✾✾✽✲✺✷ ❞✉ ▲■P✱ ❊◆❙ ▲②♦♥✳

✶✳✺✳✾ ▲♦❣✐❝✐❡❧s

[▲✵✸] ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✧❆♠♣❤✐♣❛❙❡❡❑✧ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❝r❛❣❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s
✐♥t❡r❢❛❝✐❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ [❏■✵✻] ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ [❈◆✵✻]✮ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s❡r✈❡✉r
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ◆P❙❅ ✭❤tt♣✿✴✴♥♣s❛✲♣❜✐❧✳✐❜❝♣✳❢r✴✮ ❞✉ Pô❧❡ ❇✐♦✲■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ▲②♦♥✲
♥❛✐s ✭P❇■▲ ▲②♦♥✲●❡r❧❛♥❞✱ ❤tt♣✿✴✴♣❜✐❧✳✉♥✐✈✲❧②♦♥✶✳❢r✴✮✱ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴♥♣s❛✲♣❜✐❧✳
✐❜❝♣✳❢r✴❝❣✐✲❜✐♥✴♥♣s❛❴❛✉t♦♠❛t✳♣❧❄♣❛❣❡❂✴◆P❙❆✴♥♣s❛❴❛♠♣❤✐♣❛s❡❡❦✳❤t♠❧✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ◆✐❝♦❧❛s ❙❛♣❛②✳

[▲✵✷] ❉❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ♥♦♠♠é❡ ▼✲❙❱▼✶ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ [❏■✵✸]✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❜❛s❡✱
❞é♣♦sé❡ à ❧✬❆PP s♦✉s ❧❡ ♥✉♠ér♦ ■❉❉◆ ■❉❉◆✳❋❘✳✵✵✶✳✶✼✵✵✶✹✳✵✵✵✳❘✳P✳✷✵✵✺✳✵✵✵✳✶✵✵✵✵✱ ❧✬❛✉tr❡ ❞é✲
❞✐é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ [❈▲✵✷]✮✱ s♦♥t ❞✐✛✉sé❡s s♦✉s ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡
●◆❯ ●P▲✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐t❡ ✇❡❜ ❞❡s ✧❦❡r♥❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡s✧✱ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❦❡r♥❡❧✲♠❛❝❤✐♥❡s✳♦r❣✳

[▲✵✶] ❉❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❣❧♦❜✉❧❛✐r❡s✱ ❍◆◆ ❡t ▼▲❘❈✱
❞é❝r✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s [❈■✵✶] ❡t [❏■✵✷]✱ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ s✉r ❧❡ s❡r✈❡✉r ◆P❙❅
❞✉ P❇■▲✱ à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴♥♣s❛✲♣❜✐❧✳✐❜❝♣✳❢r✴❝❣✐✲❜✐♥✴♥♣s❛❴❛✉t♦♠❛t✳♣❧❄♣❛❣❡❂✴◆P❙❆✴
♥♣s❛❴s❡❝❝♦♥s✳❤t♠❧✳

http://npsa-pbil.ibcp.fr/
http://pbil.univ-lyon1.fr/
http://npsa-pbil.ibcp.fr/cgi-bin/npsa_automat.pl?page=/NPSA/npsa_amphipaseek.html
http://npsa-pbil.ibcp.fr/cgi-bin/npsa_automat.pl?page=/NPSA/npsa_amphipaseek.html
http://www.kernel-machines.org
http://npsa-pbil.ibcp.fr/cgi-bin/npsa_automat.pl?page=/NPSA/npsa_seccons.html
http://npsa-pbil.ibcp.fr/cgi-bin/npsa_automat.pl?page=/NPSA/npsa_seccons.html


✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦t✐❝❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡t tr❛✈❛✉①



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt

♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❙❱▼
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✳ ■❧ ♥❡ ♣♦rt❡ q✉❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✈✐❡♥❞r❛ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡①♣♦sé✱ ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ♥♦s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♦✉✈❡rt ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❣❧♦❜✉❧❛✐r❡s✳

▲❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❝❡♥t❡✱ ❞♦♥t
❧✬ét✉❞❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❡ss♦r✳ ❈❡❝✐ rés✉❧t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s
t❤é♦r✐❝✐❡♥s✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ❥✉sq✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛ssé ré❝❡♥t ❝♦♥s❛❝ré ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ s❡s ❢♦r❝❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s✱ ❡①♣r✐♠❡ à ♣rés❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♠❛rq✉é ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ♣❡rç♦✐t ♠✐❡✉① ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛✐t ♥❛îtr❡ ✉♥ ❜❡s♦✐♥✱
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❙❱▼ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐ts à ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥ ❡①♣♦sé ❣é♥ér❛❧ t❡♥t❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt✳

❉❛♥s ❬✸✼✱ ✺✺❪✱ ❱❛♣♥✐❦ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ✭❙❱▼✮ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❬✷✷✼❪✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧✬✐♠❛❣❡
❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❬✶✽✷✱ ✶✷❪✱ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ét❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s✐ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❥✉sq✉✬❛✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥
♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ✭P▼❈✮ ❛❝t✉❡❧ s❡ s♦♥t r❡✈é❧é❡s êtr❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rétr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡ ét❛♣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✮✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❛
♣❛s été ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❙❱▼✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s P▼❈ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦✉ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬✻✺✱ ✷✷✾✱ ✶✵✻✱ ✸✾❪ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❙❱▼ ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❞❛♥s ❝❡
q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✧❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✧✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té t❤é♦r✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s
❡♠♣ê❝❤é ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡✉① ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧s s♦♥t ❞✬✉♥ ❡♠♣❧♦✐ ♠❛❧❛✐sé✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡
❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ♣rès ❞❡ ❞✐① ❛♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t ❡♥❝♦r❡
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡s s✉❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rts✳

❊♥ ré❞✐❣❡❛♥t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝♦♥s✐st❡ à
❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡①♣♦sé ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡✱
❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s t❤é♦r✐❡s ❞♦♥t r❡❧è✈❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❙❱▼ ✿ t❤é♦r✐❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ❬✷✷✾❪✱ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ❬✶✾✼❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❬✷✶✼✱ ✶✺❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✬ét❡♥❞❡♥t ♦✉ rés✐st❡♥t à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥

✶✸



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ❝❛s ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭♦✉ ❛ ❝♦♥tr❛r✐♦ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✮
❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❜✉t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❞é❣❛❣❡r
❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝❧❛✐r❡s✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛❞r❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞♦♥t r❡❧è✈❡♥t ❧❡s ❙❱▼ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡✉r
ét✉❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ♣rés❡♥t❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs à
✈❛st❡ ♠❛r❣❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡✱ r❡❧❡✈❛♥t ♣❧✉tôt ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❧♦♥❣❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱
❝❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♦♥s s♦♥t ❞✉❛❧❡s✱ ❡t ♠❡tt❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ✭❙❘▼✮ ❬✷✷✼❪✮✱ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ♣❛r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s
♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❙❱▼✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡✉rs s♣é❝✐✜❝✐tés✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r✐sq✉❡s ❣❛r❛♥t✐s ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❛❜♦r❞❡♥t ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮ ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡t
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✮✳

✷✳✷ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢✳ ❯♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬✹✾✱ ✹✺✱ ✷✷✺❪✳

✷✳✷✳✶ ❚❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦ ❬✷✷✾❪✳ P❛r♠✐
❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✿ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡✮ ❞❡♥s✐té✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❛✈❡❝ 3 ≤ Q <∞✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts
à ❧❡✉r ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ X ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ Y✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ✐✳❡✳ {1, . . . , Q}✳
▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡s
s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✭❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✮ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ X ❡t Y s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐sés✱ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t X ×Y ❡st ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ✱ ✜①❡ ♠❛✐s ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ P ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
tr❛✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ✭P❆❈✮ ❬✷✷✷❪✱ ❝❡
❝❛❞r❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❬✶✷✸❪✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ x à ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ y s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
G s✉r X q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡✳

Prés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞é❛❧❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡
à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s G ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❇❛②❡s ❬✽✹❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ é❣❛❧❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❬✹✷❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐st✐q✉❡ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t
à ♠✐♥✐♠✐s❡r s✉r G ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ P
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ❧❡ r✐sq✉❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ P ét❛♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✱
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ rés♦❧✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡



✷✳✷✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✶✺

❡rr❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥♦♠♠é❡ ❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❙♦✐t (X,Y ) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s X ×Y ❞✐str✐❜✉é s✉✐✈❛♥t P ✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Dm = ((Xi, Yi))1≤i≤m ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ (X,Y ) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐✳✐✳❞✳✮✳ ❈❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ r✐sq✉❡ à ❧❛ ❜❛s❡
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♠♦✐♥s✱ êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé s✉r
G✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✷✷✸❪✳ ❆ ❝❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s R

Q ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❛❜✐❧✐té
q✉✐ ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ❞❡ ❬✼✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✮✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑Q
k=1 gk = 0✱ ❞♦♥t ❧❛

s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g = (gk)1≤k≤Q ❛✛❡❝t❡ x ∈ X à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ l s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥
❛ ✿ gl(x) > maxk 6=l gk(x)✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡ ♣❛s✱ ♦✉ ❛✛❡❝t❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
✜❝t✐✈❡ ∗✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❡rr♦♥é❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ r✐sq✉❡✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t t♦✉t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ℓ ❞é✜♥✐❡ s✉r Y × G (X ) ♣❛r

ℓ (y, g(x)) = 1l{gy(x)≤maxk 6=y gk(x)}.

▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ g ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❘✐sq✉❡✮

R(g) = E [ℓ (Y, g (X))] =

∫

X×Y
1l{gy(x)≤maxk 6=y gk(x)}dP (x, y).

■❧ r❡♣rés❡♥t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t
f ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à g ✭f ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X ❞❛♥s {1, . . . , Q, ∗}✮✱
♦♥ ❛ ✿

R(g) = P (f (X) 6= Y ) .

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ ✧❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✧ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ((xi, yi))1≤i≤m ∈ (X × Y)
m ❞✉

m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Dm✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ mk ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té s❡r❛ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t✳

✷✳✷✳✷ ❉✉ ♥♦②❛✉ à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♥♦②❛✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡

❙♦✐t κ ✉♥ ♥♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ▼❡r❝❡r ❬✶✺✾✱ ✷❪ s✉r X ✳ ❙♦✐t
(

Hκ, 〈., .〉Hκ

)

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ✭❘❑❍❙✮ ❬✶✸✱ ✷✸✸✱ ✷✸✹✱ ✷✾❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té
❞❡
(

Hκ, 〈., .〉Hκ

)

s♦♥t ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼♦♦r❡✲❆r♦♥s③❛❥♥ ❬✶✸❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✶ ❞❡
❬✷✸✹❪ ♦✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞❡ ❬✷✾❪✮✳ Φ ❡st ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r X s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿

∀ (x, x′) ∈ X 2, κ (x, x′) = 〈Φ (x) ,Φ (x′)〉, ✭✷✳✶✮

♦ù 〈., .〉 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ℓ2✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮ ♣♦✉r é✈♦q✉❡r ❧✬✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt

(

EΦ(X ), 〈., .〉
)

❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s

Φ (X )✳ ❉✉ ❢❛✐t ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❘❑❍❙✱ H =
((

Hκ, 〈., .〉Hκ

)

+ {1}
)Q

❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s h = (hk)1≤k≤Q ❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❛✣♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

hk(.) =

lk
∑

i=1

βikκ (xik, .) + bk,

♦ù ❧❡s xik s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ✭❧❡s βik ❡t bk s♦♥t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {xik : 1 ≤ i ≤ lk} ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡♥s❡s ❞❛♥s X ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é s✉r Φ (X )✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h ♣r❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

hk(.) = 〈wk, .〉 + bk,



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

♦ù wk ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ EΦ(X )✳ ❆✐♥s✐✱ Hκ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ EΦ(X ) ✭❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s s✉r EΦ(X )✮✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ 〈., .〉Hκ

✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞✉❛❧
❞❡ EΦ(X )✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❞♦♥♥é❡✱ w ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (wk)1≤k≤Q ❞❡ EQ

Φ(X ) ❡t b ❧❡
✈❡❝t❡✉r (bk)1≤k≤Q ❞❡ R

Q✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ H̄ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐tHQ
κ ✱ h̄ = (〈wk, .〉)1≤k≤Q s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❝♦♥s✐❞éré❡s

❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r Φ (X )✮ ❡t ‖.‖H̄ s❛ ♥♦r♠❡✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛

∥

∥h̄
∥

∥

H̄ =

√

√

√

√

Q
∑

k=1

∥

∥h̄k

∥

∥

2

Hκ
=

√

√

√

√

Q
∑

k=1

‖wk‖2 = ‖w‖ ,

♦ù ‖.‖ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ℓ2✳ ❖♥ ♠✉♥✐r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t EQ
Φ(X ) ❡t ❞♦♥❝ H̄ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♥♦r♠❡✱ ‖.‖∞✱ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ‖w‖∞ = max1≤k≤Q ‖wk‖✳ P❛r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ H̄ ❡st
❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t b = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉rr♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥♦tés h✳

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
✉♥✐✈❛r✐é❡s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❧❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ H ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

2✳ ❙♦✐t H̃ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h̃
ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❙❱▼✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̃ ❞❡ H̃ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h = (h1, h2) ❞❡ H ❡st

❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ h =
(

h̃,−h̃
)

✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑Q

k=1 hk = 0✱ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡
❝❡tt❡ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♣❧♦♥❣❡r ✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐❞éré
✐❝✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ réé❝r✐r❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ w1 = w = −w2 ❡t b1 = b = −b2✳

✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s✳

✷✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✧✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✧

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✧ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ✭à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✮ ♣❛r ❝❛té❣♦r✐❡✳ ▲❡ k✲✐è♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❞❡st✐♥é
à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ k ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ à
Q ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✱ ❡t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✧✇✐♥♥❡r✲t❛❦❡s✲❛❧❧✧ ✿ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ r❡t❡♥✉❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛②❛♥t r❡♥✈♦②é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❖♥ ❝✐t❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s
❛♥❝✐❡♥s tr❛✈❛✉① é✈♦q✉❛♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼ ❬✶✾✹❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✷✷✽❪✮✳ ❉❛♥s ❬✶✽✵❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs s♦✉t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ s♦✐t✲❡❧❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré❡s✱ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉✬❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ❛✉① ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s
très ❞éséq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❝❡ q✉✐ s♦✉❧è✈❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r❛t✐q✉❡s✳

✷✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ✧✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✧

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ très ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✧✳ ❖r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t
❛ttr✐❜✉é❡ à ❑♥❡rr ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❬✶✷✼❪✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣❛r ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❡
❝❧❛ss✐✜❡✉r ✐♥❞✐❝é ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (k, l) ✭❛✈❡❝ 1 ≤ k < l ≤ Q✮✱ ❡st ❞❡st✐♥é à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ k
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ l✳ P♦✉r ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ à C2

Q ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✱ ❡t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ✭✧♠❛①✲✇✐♥s ✈♦t✐♥❣✧✮✳ ▲❛ ✈♦✐① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣❡✉t
êtr❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❯♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ✭❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧❡s ❙❱▼ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✮ ❡st
❬✽✸❪✳ ▲✬❛✉t❡✉r ② ❞ér✐✈❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s✳
❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ sé♣❛r❛♥t ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
sé♣❛r❛♥t ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ✐❧ ② ✈♦✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣rés❡♥t❛♥t



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼

✉♥ ❜✐❛✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st ✉♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛rt✐❝❧❡s ❡♥✈✐s❛❣❡❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼ ❞❛t❡♥t ❞❡
✶✾✾✽✳ ❉❛♥s ❬✶✺✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs é✈♦q✉❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✮✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡❧❧❡ ❡st é✈❛❧✉é❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❬✷✹✵❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶✸✵❪✮✳ ▼❛✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✶✵✺❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s
❡st✐♠❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ❝❧❛ss❡s P (k | x, x ∈ {k, l})✱ 1 ≤ k < l ≤ Q✱ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s
s♦rt✐❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♠♠é❡ ✧❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡✧ ✭♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ P❲❈✮✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ P (k | x) ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
Q ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇r❛❞❧❡②✲❚❡rr② ❬✹✸❪✱ ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡s ❙❱▼✱ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❞❡ ❇❛②❡s✮ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ s❡ ♣r♦✜❧❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
♣♦sés ❛✉ s❡♥s ❞✬❍❛❞❛♠❛r❞ ❬✶✺❪✱ ♦✉ ❛✉ ✢é❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❢♦✉r♥✐s s♦♥t ❜♦♥s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣♦rt❛♥t s♦✐t s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡✱ s♦✐t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P (k | x, x ∈ {k, l})✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝✐t❡r ❬✶✻✷✱ ✶✹✷❪✳ P♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❍❛st✐❡ ❡t ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛r ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳ m+ ❡t m− r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✧♣♦s✐t✐✈❡✧ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✧♥é❣❛t✐✈❡✧✱ ❧❡s ❝❡♥tr❡s
❞❡ ❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t b − (m+ + m−)/2 ❡t b + (m+ + m−)/2✱ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❡st ❧❡ s❡✉❧
♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣❛r ❞❡s s✐❣♠♦ï❞❡s
❞♦♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ❬✶✼✹❪✱ P❧❛tt ❝r✐t✐q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✬✐❧ ❥✉❣❡
tr♦♣ ♣❛✉✈r❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
s✬❛❞❛♣t❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✧♣♦s✐t✐✈❡✧ s❛❝❤❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✳
■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ s✐❣♠♦ï❞❡ à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s A ❡t B ✿

P
(

+1 | h̃(x)
)

=
1

1 + exp
(

Ah̃(x) +B
) .

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ A ❡t B s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ P❧❛tt ♥✬é✈❛❧✉❡ ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡✳ ▲✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡
❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣♦stér✐❡✉r ❞❡ ▲✐ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❬✶✹✷❪✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ét♦♥♥❛♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦stér✐❡✉r❡ ❬✻✽❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❛rt✐❝❧❡ ♥✬❛✈❛✐❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ♣r✐s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❬✶✹✷❪ à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❛✐♥s✐ ♣r♦❞✉✐t❡✱ ♥♦♠♠é❡ P❲❈❴P❙❱▼✱ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❧❛tt✳

❯♥ r❛✣♥❡♠❡♥t très ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡
❜❛s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡✉① ♠❛✐s tr♦✐s ré♣♦♥s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ −1✱ 0 ❡t 1✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ❧❡✉r
❡st ♣rés❡♥té ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s q✉✬✐❧s ♣r✐✈✐❧é❣✐❡♥t ✭ré♣♦♥s❡ −1 ♦✉ 1✮✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡
à ❧✬✉♥❡ ❞❡s Q − 2 ❛✉tr❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✭ré♣♦♥s❡ 0✮✳ P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
s♣é❝✐✜❡♥t ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❑✲❙❱❈❘✱ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡
❞é❞✐é❡ à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❬✷✵✹✱ ✷✷✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ♥❡ s♦✉✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ s♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t
♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✳

▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❬✽✺❪✳
▲✬❛✉t❡✉r ② ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ ❡st s✉♣❡r✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ❙❱▼ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✮✱



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ♣r❡♥❞ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❆✉✲❞❡❧à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦✉ ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❛✈❛♥❝és ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡✉rs ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❡s ❡①♣❡rts s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t s♦✉✈❡♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡s
♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 1 s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 2 q✉❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 3✳ ▲❡s ❝❛s
♣r❛t✐q✉❡s é❝❤❛♣♣❛♥t à ❝❡ s❝❤é♠❛ s♦♥t r❛r❡s✳

✷✳✸✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ✭❊❈❖❈✮ ❬✶✼✶❪ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♦r❞✐♥❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é❡ à ❉✉❞❛ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❬✼✵❪✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡s ❝♦❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❬✻✼❪✳ ❈❡ ❝❛❞r❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❜❛s✱ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆
❧❛ ❜❛s❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ✧♠♦ts
❝♦❞❡s✧✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t N ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M = (mkl) ❞❡ MQ,N ({0, 1}) ✭♦✉
MQ,N ({−1, 1})✮ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s (Mk.)1≤k≤Q s♦♥t ❧❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s (M.l)1≤l≤N s♣é❝✐✜❡♥t
N ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s ✭♣❛rt✐t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① s✉♣❡r✲❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ {0, 1}N ♦✉ {−1, 1}N ✭s✉✐✈❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t M✮✳ ■❧ ❡st ❛✛❡❝té à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦t ❝♦❞❡ ✭✈❡❝t❡✉r Mk.✮ ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s s♦♥t ♣❧✉s ❞✐st❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ✭t♦✉❥♦✉rs ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✮✳ ❈✬❡st ❧à q✉✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❊❈❖❈✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣r♦❝❤❡s r✐sq✉❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs s✐✲
♠✐❧❛✐r❡s ✭❝♦rré❧é❡s✮✳ ❖r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❊❈❖❈ ♥✬❡st ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❜✐ts s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦rré❧é❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs s✐♠✉❧t❛♥é❡s s✉r
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s♦✐t ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✻✼❪ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❈✹✳✺ ❡t ❞❡s P▼❈ s♦♥t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
s✉✐✈❛♥t tr♦✐s ♣r♦❝é❞✉r❡s ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬❊❈❖❈✳ ▲❡✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡s✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ♣❡t✐ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❝❡❝✐ ❡♥ ❞é♣✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐s❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐és
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❙♣é❝✐✜❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡r tr♦✐s ❝❤♦✐① ✿ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s à ré❛❧✐s❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❡t ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❬✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❝❡ s✉❥❡t ♣♦✉r ❧❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ✭❙❱▼ ❡t ❆❞❛❇♦♦st ❬✽✷✱ ✶✾✸❪✮✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡✉① ❞❡s ét✉❞❡s
é✈♦q✉é❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs✱ {−1, 0, 1}✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡✉①✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ❊❧❧❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ mkl = 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜✐♥❛✐r❡
❞✬✐♥❞✐❝❡ l ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ✭✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✮ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡✱
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t g(l)✱ ♣♦✉r l ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à N ✱
❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ g̃ =

(

g(l)
)

1≤l≤N
✱ ℓ❞❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❧❛ ♠❛r❣❡ ❜✐❝❧❛ss❡

st❛♥❞❛r❞✱ ❡t dℓ❞❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♦♥ ❛ ✿

∀x ∈ X , ∀k ∈ {1, . . . , Q} , dℓ❞❡❝ (Mk., g̃(x)) =

N
∑

l=1

ℓ❞❡❝

(

mklg
(l)(x)

)

.

dℓ❞❡❝ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ✭ℓ❞❡❝ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✮✳



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k∗ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛✛❡❝té x ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

k∗ = argmin
k

dℓ❞❡❝ (Mk., g̃(x))

t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛♠❜✐❣✉ë✳ ▲❛ ✧♣❡rt❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♠♦②❡♥♥❡✧ ❞❡ g̃ s✉r
❧❛ s✉✐t❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ((xi, yi))1≤i≤m ❛ ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡ ✿

ǫ =
1

mN

m
∑

i=1

N
∑

l=1

ℓ❞❡❝

(

myilg
(l)(xi)

)

=
1

mN

m
∑

i=1

dℓ❞❡❝ (Myi., g̃ (xi)) .

▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs s♦♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✱ ǫ✱ ℓ❞❡❝(0) ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡
M ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs g(l) ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❞❛❇♦♦st ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✮✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❛rt❧❡tt é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠❛r❣❡
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ M✮ ❙♦✐t M ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R
Q × {1, . . . , Q} ❞❛♥s R ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∀(v, k) ∈ R
Q × {1, . . . , Q} , M(v, k) =

1

2

(

vk − max
l 6=k

vl

)

.

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r M(v, .) ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r k ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à {1, . . . , Q} ❞❡s t❡r♠❡s M(v, k)✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸ ✭▼❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❞❛♥s ❬✼✺❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✸❪✮✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

Q✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ∈ X×Y ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
❞❡ g ∈ G ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à M (g(x), y)✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❜✐❝❧❛ss❡ st❛♥❞❛r❞
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ❡t ❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✳ ❆❧❧✇❡✐♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
g = (gk)1≤k≤Q ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ k✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r g(x) ❢♦✉r♥✐ss❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té
❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r g̃(x) ❡t ❧❡ ♠♦t ❝♦❞❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ k✲✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ Mk.✳ η ét❛♥t ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g(x) =

(

−1

η
ln

(

1

N

N
∑

l=1

e−ηmklg
(l)(x)

))

1≤k≤Q

. ✭✷✳✷✮

❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ é✈❛❧✉❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❑✲❙❱❈❘ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❆❧❧✇❡✐♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡♠❡✉r❡ à ré❛❧✐s❡r✳

▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡
ré❡❧ ❛❜♦r❞é❡s ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝♦❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❞✬❡rr❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝✐t❡r
❧❛ ❝❛té❣♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t❡s✱ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✶✷✻❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜s❡r✈❡♥t q✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬❊❈❖❈ ❢♦✉r♥✐t ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳ ■❧s ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s
❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s r❡♣rés❡♥té❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❙❱▼ t✐r❡♥t ♣r♦✜t ❞✉ rééq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❡♥tr❡
❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❛❣ré❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r♦♣r❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❊❈❖❈✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✺✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ❝♦❞❡ ✭✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M✮ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞♦♥♥é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ❞é❥à ❡♥tr❛î♥és✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à MQ,N (R) ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s à MQ,N ({0, 1}) ✭❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✮✱
❡t ♠✉♥✐ss❡♥t MQ,N (R) ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓp✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬à t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R

QN ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❣♥❡s✳ ■❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ K s✉r R

N ✱ q✉✐ ✈✐❡♥t s❡ s✉❜st✐t✉❡r à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ P❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧❧✇❡✐♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r g(x) ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

g(x) = (K (Mk., g̃(x)))1≤k≤Q

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ✭❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s✮

min
M∈MQ,N (R)

{

λ‖M‖q
p +

m
∑

i=1

ξi

}

s✳❝✳ K (Myi., g̃(x)) −K (Mk., g̃(x)) + δyi,k ≥ 1 − ξi, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k ≤ Q),

♦ù δ ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✭δyi,k ❡st é❣❛❧ à 1 s✐ k = yi ❡t 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡
❧✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à k = yi ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬é❝❛rt ξi✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs tr❛✐t❡♥t ❧❡s ❝❛s (p, q) = (1, 1) ❡t (p, q) = (∞, 1)✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s (p, q) = (2, 2)✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✷ ❛♣♣❛r❛ît
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s✬❛♣♣❛r❡♥t❡♥t à ❝❡✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❬✷✷✶❪✱ q✉✐
✐♥tr♦❞✉✐s❛✐❡♥t ❞é❥à ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à
tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ s❡ ♣rêt❛✐t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✧❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✧ ✭❊▼✮ ❬✻✸❪✳ ❉❛♥s ❬✶✽✼❪✱ ❘äts❝❤ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛♣♣r❡♥❞r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g̃ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❢❛✐t ❛❧t❡r♥❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r g̃ ❡t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t s✉r M ✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣é♥❛❧✐sé s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t q✉✐ s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à
❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♠❛❥❡✉r❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬❊❈❖❈ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs
❜✐♥❛✐r❡s à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✻✾❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ dPP❋ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ♠❛✐s s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ❝❧❛ss❡s s❛❝❤❛♥t g̃✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱

∀k ∈ {1, . . . , Q} , dPP❋ (Mk., g̃(x)) = − log (P (Y = k|g̃(x))) .

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡M ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à MQ,N ({−1, 0, 1})✳ ❙♦✐t O =
{

op : 1 ≤ p ≤ 2N
}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N s✉r {−1, 1} ❡t O = (Ol)1≤l≤N ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P (Y = k|g̃(x)) =

2N

∑

p=1

P (Y = k|O = op, g̃(x))P (O = op|g̃(x)) .

❆ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ Mk. ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✱ ❡t ❞♦♥❝ à ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ k✱ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ck ❞❡s ♠♦ts
❝♦❞❡s op = (opl)1≤l≤N ✈ér✐✜❛♥t ✿ ∀l ∈ {1, . . . , N}✱ opl = mkl s✐ mkl 6= 0✳ ❖♥ ♥♦t❡ C̄ = O \⋃1≤k≤Q Ck✳ ▲❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Ol ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ O ✈ér✐✜❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✐♥térêt s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

P (Y = k|g̃(x)) =
∑

op∈Ck

N
∏

l=1

P
(

Ol = opl|g(l)(x)
)

+
1

Q

∑

oq∈C̄
P (O = oq|g̃(x))

=
∏

l: mkl 6=0

P
(

Ol = mkl|g(l)(x)
)

+
1

Q

∑

oq∈C̄
P (O = oq|g̃(x)) .



✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
s✬✐♥s♣✐r❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❧❛tt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s✐❣♠♦ï❞❡s à ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀k ∈ {1, . . . , Q} , ∀l ∈ {1, . . . , N} : mkl 6= 0, P
(

Ol = mkl|g(l)(x)
)

=
1

1 + exp
{

mkl

(

Alg(l)(x) +Bl

)} ,

♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉st❛❜❧❡s Al ❡t Bl r❡✢èt❡♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝✉♠✉❧é❡s
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g(l)✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ q✉✐
❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✳

✷✳✸✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❧❛ ❉❆●❙❱▼ ❬✶✼✺❪✳
❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦r✐❡♥té
s❛♥s ❝②❝❧❡ ✭❉❉❆●✮✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦r✐❡♥té s❛♥s ❝②❝❧❡✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❞❛♥s ❬✶✼✺❪✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥
❡s♣❛❝❡ X ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s {0, 1}✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❉❉❆● (F) ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♦r✐❡♥tés s❛♥s ❝②❝❧❡ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s✉r F ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
♦r✐❡♥té s❛♥s ❝②❝❧❡ ✭❉❆●✮ ❡♥r❛❝✐♥é à Q ❢❡✉✐❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s C2

Q ♥÷✉❞s
✐♥t❡r♥❡s ❡st ét✐q✉❡té ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ✳ ▲❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞✐s♣♦sés ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❛✈❡❝ ❛✉ s♦♠♠❡t ❧❛ s❡✉❧❡
r❛❝✐♥❡✱ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ Q ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❡
i✲✐è♠❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ j ✭j < Q✮ ❡st ❝♦♥♥❡❝té ❛✉① ♥÷✉❞s ✭♦✉ ❢❡✉✐❧❧❡s✮ ❞✬✐♥❞✐❝❡s i ❡t
i+ 1 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ j + 1✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❉❆●❙❱▼ ❬✶✼✺❪✮ ❯♥❡ ❉❆●❙❱▼ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞♦♥t
❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦r✐❡♥té s❛♥s ❝②❝❧❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s❡s ♥÷✉❞s ❞❡s ❙❱▼
❜✐❝❧❛ss❡s✳ ❆ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥térêt ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r✳
▲❛ ❙❱▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✿ ❧❡s
❝❛té❣♦r✐❡s 1 ❡t Q ♣♦✉r ❧❛ ❙❱▼ s✐t✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ 2 ❡t Q ♣♦✉r ❧❛ ❙❱▼ s✐t✉é❡ s✉r ❧❡ ✜❧s ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡✱ 1 ❡t Q − 1 ♣♦✉r ❧❛ ❙❱▼ s✐t✉é❡ s✉r ❧❡ ✜❧s ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛
❝♦✉❝❤❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ Q− 1 ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡✉❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡✉r
❧✐st❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❉❆●❙❱▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st q✉❛tr❡✳

1 contre 4

2 contre 4

3 contre 4 2 contre 3

1 contre 3

1 contre 2

4 3 2 1

{1,2,3,4}

{2,3,4} {1,2,3}

{3,4}

{2,3}

{1,2}

pas 4 pas 1 pas 3pas 2

pas 1 pas 4

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❉❆●❙❱▼ à q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❉❆●❙❱▼ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❛ ❉❆●❙❱▼✱ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té à Q− 1
❙❱▼ ✭✉♥❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❉❆●✮✱ ❝♦♥tr❡ C2

Q ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧❡✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s❡❧♦♥ tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥
r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐ à r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥✉❧✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸✮✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❥♦✉❡t ❡t t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐❧✐❜ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s Q ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ✐❧s ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❉❆●❙❱▼ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡st ❞❡ ❧❛ ❉❆●❙❱▼
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ rés✉❧t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❞é❢❛✉t ✿ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s
❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♦ù ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❧❛ss✐✜❡✉r r❡♥❝♦♥tré ✭1 ❝♦♥tr❡ 3✮ r❡❥❡tt❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 3✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✧2 ❝♦♥tr❡ 3✧ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
3 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✧1 ❝♦♥tr❡ 2✧ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 2✳ ▲❛ ❉❆●❙❱▼ ❛✛❡❝t❡r❛ ❛❧♦rs ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ 2✳ ❘❡♥✉♠ér♦t♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 1 −→ 2✱ 2 −→ 1 ✭3 −→ 3✮✳ ❖♥
s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✛❡❝t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛té❣♦r✐❡ 2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ 1✳

❉❛♥s ❬✷✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t♦✐r❡ ♥❡
s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ✉♥ ❉❉❆● ♠❛✐s s✉r ✉♥ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❧ ❧❛ ♥♦♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✧❉❡♥❞♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞
❙❱▼✧ ✭❉❙❱▼✮✳ ▲❡ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❝❡s ❝❡♥tr❡s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭❈❆❍✮ ❬✹✶✱ ✶✸✸❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t s✬♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳

1 3 4 6 5 2

SVM1

21SVM

SVMSVM SVM31 2232

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❉❙❱▼ à s✐① ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❙❱▼ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 1 sé♣❛r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s {1, 3, 4, 6} ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s {2, 5}✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❙❱▼ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 21 sé♣❛r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s {1, 3} ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s {4, 6}✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❉❙❱▼✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s ❡t ✉♥ ❝♦♥tr❡
✉♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ P▼❈✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧s ♥✬✐♥❝♦r♣♦r❡♥t à ❧❡✉r ét✉❞❡ ♥✐ ❧❛ ❉❆●❙❱▼ ♥✐ ❛✉❝✉♥❡ ❙❱▼
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳

✷✳✹ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✧❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✧ ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧s s❡ ❞✐s✲
t✐♥❣✉❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s H ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ▼✲❙❱▼ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✷✸

✷✳✹✳✶ ▼✲❙❱▼

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ❧❡s ▼✲❙❱▼ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡
♠✉❧t✐✈❛r✐é ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

∀x ∈ X , h(x) = (〈wk,Φ(x)〉 + bk)1≤k≤Q .

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
∑Q

k=1 hk = 0✳ ❈❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
((xi, yi))1≤i≤m✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✷✺❪✳ ❈❡s
t❤é♦rè♠❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♠✐♥✐♠✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❖♥
s✬❛♣❡rç♦✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼✲❙❱▼✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❱▼✱ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
s♦♥t ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à r❡✈❡♥✐r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣é♥❛❧✐sé ♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝♦♥✈❡①❡✱ ℓ❙❱▼✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
♣✉r❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ℓ❙❱▼ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❙❱▼
à ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡✱ ❬✺✺❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❝❤❛r♥✐èr❡ ✭❤✐♥❣❡ ❧♦ss✮ ❡t ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥

ℓ❈❱

(

y, h̃(x)
)

=
(

1 − yh̃(x)
)

+
✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (.)+ r❡t♦✉r♥❛♥t s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t 0 ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡♥ r❡♥❝♦♥tr❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡
♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦rè♠❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❬✷✸✹✱ ✼✽✱ ✶✾✻❪✮✳ ❈❡s
t❤é♦rè♠❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ❙❱▼ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Hκ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ▼✲❙❱▼ ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡s êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✻ ✭▼✲❙❱▼✮ ❙♦✐t ((xi, yi))1≤i≤m ∈ (X × {1, . . . , Q})m
✳ ❯♥❡ ▼✲❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s ❡st

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t s✉r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
∑Q

k=1 hk = 0 ❞❡ H ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ J▼✲❙❱▼ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

J▼✲❙❱▼ (h) =

m
∑

i=1

ℓ▼✲❙❱▼ (yi, h (xi)) + λ
∥

∥h̄
∥

∥

2

H̄ ✭✷✳✸✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ▼✲❙❱▼ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (.)+✳

▲❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ▼✲❙❱▼ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
s✉r H̄✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s hk ✭❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

∀x ∈ X , hk(x) =

m
∑

i=1

βikk (xi, x) + bk. ✭✷✳✹✮

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼✲❙❱▼✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s
✐❧s ♦♥t ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡✳

✷✳✹✳✶✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❡st ❬✷✹✵❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✷✹✶❪✮✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ❡t ❇❧❛♥③ ❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦r❛❧❡s ❧é❣èr❡♠❡♥t
❛♥tér✐❡✉r❡s ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❱♦❧❦❡r ❇❧❛♥③✮✱ ♣✉✐s ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs s♦✉s ❞❡s
❢♦r♠❡s ✈❛r✐é❡s✳ ❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s à s❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t été ❛✈❛♥❝é❡s✱ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s s❛♥s ❧✐❡♥✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✉ r✐sq✉❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡ r❡❧✐❡r à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡♥t ❧❡s ❙❱▼ st❛♥❞❛r❞ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✼ ✭▼❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ H✮
❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ((xi, yi))1≤i≤m ❡st ♥✉❧❧❡✳ γkl✱ s❛ ♠❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s
❞✬✐♥❞✐❝❡s k ❡t l✱ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❡t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❧❡s sé♣❛r❛♥t ✭❞✬éq✉❛t✐♦♥
〈wk − wl,Φ(x)〉 + bk − bl = 0✮✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t

d▼✲❙❱▼ = min
1≤k<l≤Q

{

min

[

min
xi :yi=k

(hk(xi) − hl(xi)) , min
xj :yj=l

(hl(xj) − hk(xj))

]}

❡t

dkl =
1

d▼✲❙❱▼
min

[

min
xi :yi=k

(hk(xi) − hl(xi) − d▼✲❙❱▼) , min
xj :yj=l

(hl(xj) − hk(xj) − d▼✲❙❱▼)

]

,

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ γkl ❡st ❞♦♥❝ ✿

γkl = d▼✲❙❱▼
1 + dkl

‖wk − wl‖
.

❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r✳ ❆ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s❡ s✉❜st✐t✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
d▼✲❙❱▼ ✭♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❝♦♥s✐❞éré❡✮✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s dkl ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛ ♣r✐♦r✐✱ ✉♥ s❡✉❧ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r s❡ tr♦✉✈❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ✭❛♥❛❧②t✐q✉❡✮ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✮ ❡t ❞❡s ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ❡♥tr❡t✐❡♥♥❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠ê♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛r❣❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ♥✬❡♥tr❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ s❛ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❧❛✐ss❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡

∑

k<l ‖wk − wl‖2 ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ ‖w‖2 ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✭❡♥ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
✈❡❝t❡✉r w ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ 1

2 (w1 − w2)✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣é♥❛❧✐s❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐✱ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✱ q✉✐ t❡♥❞❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ (xi, yi)✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ M (h(xi), yi)✱ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀k 6= yi, hyi
(xi) − hk(xi) ≥ 1 − ξik,

♦ù ❧❡s Q− 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ξik s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ✿

ℓ❲❲ (y, h(x)) =
∑

k 6=y

(1 − hy(x) + hk(x))+

❡t d❲❲ = 1✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✬❛rrêt❡ à ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡st ✿

J(h) =

m
∑

i=1

∑

k 6=yi

(1 − hyi
(xi) + hk(xi))+ + λ

∑

k<l

‖wk − wl‖2. ✭✷✳✺✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡H à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
∑Q

k=1 hk =
0 s❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ s♦✉s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥♦✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡

∑

k<l ‖wk−wl‖2 ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✐t✐✈❡
♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱ ❡t ♥❡ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r H̄✱ ✭

∑

k<l ‖wk − wl‖2 = 0 6=⇒ w = 0✮✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱
❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r ❧❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ H̄ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

∑Q
k=1 wk = 0✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♣♣♦rté❡

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
∑

k<l

‖wk − wl‖2 = Q

Q
∑

k=1

‖wk‖2 −
∥

∥

∥

∥

∥

Q
∑

k=1

wk

∥

∥

∥

∥

∥

2

✭✷✳✻✮

q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
∑Q

k=1 wk = 0✱
∑

k<l ‖wk − wl‖2 = Q ‖w‖2
= Q

∥

∥h̄
∥

∥

2

H̄✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ❝❡t ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✷✺

❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ▼✲❙❱▼✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ C = (2Qλ)

−1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥
❞é✜♥✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛
▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✷ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✮

min
h∈H







1

2

Q
∑

k=1

‖wk‖2 + C

m
∑

i=1

∑

k 6=yi

ξik







s✳❝✳

{

〈wyi
− wk,Φ(xi)〉 + byi

− bk ≥ 1 − ξik, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
ξik ≥ 0, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)

.

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♠❡ sé♣❛r❛t❡✉r à ✈❛st❡ ♠❛r❣❡✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✱ ❛ été
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬✾✸❪✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑Q
k=1 wk = 0✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r

s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣♦✐♥t✲
s❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❬✽✵✱ ✶✻✵❪✱ ❛✉ ③ér♦ ❞❡ s♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠❛❧❡s✳ ❙♦✐t αik ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t 〈wyi

− wk,Φ(xi)〉+ byi
− bk ≥ 1− ξik✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❡①♣♦sé ♣❧✉s ❝❧❛✐r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ α = (αik)1≤i≤m,1≤k≤Q ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ✭❧❡ ♣❛ss❛❣❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r s✬♦❜t✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❣♥❡s✮✳ ❙♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à m✱ ❧❡s ♣s❡✉❞♦✲✈❛r✐❛❜❧❡s αiyi

t♦✉t❡s é❣❛❧❡s à 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs w∗

k ✿

∀k ∈ {1, . . . , Q} , w∗
k =

∑

xi∈k

Q
∑

l=1

α∗
ilΦ(xi) −

m
∑

i=1

α∗
ikΦ(xi) ✭✷✳✼✮

❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
∑Q

k=1 w
∗
k =

∑m
i=1

∑Q
l=1 α

∗
ilΦ(xi) −

∑Q
k=1

∑m
i=1 α

∗
ikΦ(xi) = 0✳ ❆ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱

❡✛❡❝t✉é❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✱ ré♣♦♥❞ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❙♦✐t J❲❲ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❡t h ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(w,b)✱ t❡❧ q✉❡

∑Q
k=1 wk 6= 0✳ ❙♦✐t h′ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (w′,b) ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀k ∈ {1, . . . , Q}✱ w′
k = wk − 1

Q

∑Q
l=1 wl✳ ❆❧♦rs✱

{
∑Q

k=1 w
′
k = 0

J❲❲(h′) < J❲❲(h)
.

Pr❡✉✈❡ ◆♦t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s h ❡t h′ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ✿
∀x ∈ X ✱ ∀(k, l) ∈ {1, . . . , Q}2✱ h′k(x)− h′l(x) = hk(x)− hl(x)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t sw = 1

Q

∑Q
l=1 wl✱ ♦♥ ❛ ✿

Q
∑

k=1

‖w′
k‖2 −

Q
∑

k=1

‖wk‖2 =

Q
∑

k=1

〈wk − sw, wk − sw〉 −
Q
∑

k=1

〈wk, wk〉.

Q
∑

k=1

‖w′
k‖2 −

Q
∑

k=1

‖wk‖2 = −2Q ‖sw‖2
+Q ‖sw‖2

= −Q ‖sw‖2
< 0.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s
❬✷✹✵✱ ✷✷✾❪✳ ❉❛♥s ❬✹✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ✿ 1

2

{

∑

k<l ‖wk − wl‖2 +
∑Q

k=1 ‖wk‖2
}

✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑Q

k=1 wk = 0 ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ ♥♦✉s
✐♥❞✐q✉❡ ♣❛r s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ✭❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♠ê♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡
❞♦✉❝❡ s♦✐t ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ très ❣r❛♥❞❡✱
✈♦✐r❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r à
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❞✉❛❧ ❞❡ ❲♦❧❢❡ ❬✽✵❪✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✉❛❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✼ ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ③ér♦ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r✐♠❛❧❡s ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♣r♦❞✉✐t❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡
❢❛✐s❛♥t ♣❧✉s ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t H❲❲ =

(

h
(❲❲)
ik,jl

)

1≤i,j≤m,1≤k,l≤Q

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ MQm,Qm (R) ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧

h
(❲❲)
ik,jl =

(

δyi,yj
− δyi,l − δyj ,k + δk,l

)

κ(xi, xj) ✭✷✳✽✮

❡t 1Qm ❧❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R
Qm ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✸ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✮

min
α

{

1

2
αTH❲❲α− 1T

Qmα

}

s✳❝✳

{

0 ≤ αik ≤ C, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
∑

xi∈k

∑Q
l=1 αil −

∑m
i=1 αik = 0, (1 ≤ k ≤ Q− 1)

.

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❧❡s s❡✉❧s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s s♦♥t ❝❡✉①
❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ❈❡✉① ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲✐♥é❣❛❧✐tés✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲
✈❛r✐❛❜❧❡s αiyi

✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H❲❲ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉rs 1Qm ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
〈w∗

k, .〉✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r b∗ = (b∗k)1≤k≤Q s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑Q

k=1 bk = 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s b̃k✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿











b̃1 = 0

0 < α∗
ik < C =⇒ b̃k − b̃yi

= 〈w∗
yi
− w∗

k,Φ (xi)〉 − 1, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)

b∗k = b̃k − 1
Q

∑Q
l=1 b̃l, (1 ≤ k ≤ Q)

. ✭✷✳✾✮

❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H❲❲ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡
❧❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ 2 ♣rès✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❡st

∑Q
k=1 ‖wk‖2 ❡t ♥♦♥ ❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✭❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r 1
2 ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥

❝❧❛ss❡♠❡♥t✮ ✿ 1
4

∑

k<l ‖wk − wl‖2 = Q
4

∑Q
k=1 ‖wk‖2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

‖w‖2
=

∥

∥

∥

∥

1

2
(w1 − w2)

∥

∥

∥

∥

2

=
1

4

{

‖w1‖2
+ ‖w2‖2 − 2〈w1, w2〉

}

=
1

2

(

‖w1‖2
+ ‖w2‖2

)

.

❆ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ♣rès✱ ❝❡tt❡ ▼✲❙❱▼ s❡ ré❞✉✐t ❜✐❡♥ à ❧❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s à
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st très s✐♠♣❧❡ ✿

1

Q

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

=

Q
∑

k=1

‖w∗
k‖2 = α∗TH❲❲α

∗.

■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ♣❧✉s C ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s s♦♥t ❣r❛♥❞❡s ❡t ♣❧✉s
❧❡s ♠❛r❣❡s s♦♥t ♣❡t✐t❡s✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✱



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✷✼

❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛r❣❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r
C = ∞✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❧✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡♥❝♦r❡✱ ♣✉✐sq✉✬❛✉①
é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✈✐❡♥t s✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

Q

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

= 1T
Qmα

∗. ✭✷✳✶✵✮

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ▼✲❙❱▼ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❥♦✉❡t ❡♠♣r✉♥té à ❬✼✹❪✱
❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✧❞♦✉❝❡s✧ q✉✬❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
✭♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✮ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré ✉♥✐té ✭X = {x = (x1, x2) : 0 ≤ x1, x2 ≤ 1}✮✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r (x1 > x2)∧ (1− x1 < x2)✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 2 ♣❛r (x1 < x2) ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 3 ♣❛r (x1 > x2)∧ (1−x1 > x2)✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ∧ ❞és✐❣♥❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s r❡st❛♥ts✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱ ♥❡ s♦♥t ❛✛❡❝tés
à ❛✉❝✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❙✐ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t
♣❛s à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ▼✲❙❱▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ♥♦②❛✉ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ▼✲❙❱▼ sé♣❛r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s 1 ❡t 2 ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ 2 ❡t 3 ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ w1 = w3 ❡t b1 = b3✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ sé♣❛r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❝❧❛ss❡s 1 ❡t 3✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ C = 100✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✶✵✵ ❡①❡♠♣❧❡s t✐rés s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r X ✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ r♦✉❣❡✱ ❝❡❧❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❜❧❡✉✱ ❧❡s ♠❛r❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ét❛♥t ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s ❡♥ ✈❡rt✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♣♦sés s✉r
✉♥❡ ♠❛r❣❡ s♦♥t ❝❡r❝❧és ❞❡ ❥❛✉♥❡✳



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s❡✉❧s q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt s❡ tr♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❛❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ]0, C[✮✱ ❛✉❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♥✬❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 1✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛
▼✲❙❱▼ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✼ ❡t s②s✲
tè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✷✳✾✮✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ✭♣♦sés ♦✉ ♥♦♥ s✉r ✉♥❡
♠❛r❣❡✮✳ ▲❛ ♠❛r❣❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s 1 ❡t 3 ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✱ ❝❡ q✉✐
❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r w ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛r❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦✉❤❛✐t❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❖♥ ✈❡rr❛ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶ q✉❡❧❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐✳
❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❛ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ été ❡①♣❧♦ré❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✾✸❪✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ maxk<l ‖wk −wl‖2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ 1

4 maxk<l ‖wk −wl‖2 ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r maxk ‖wk‖2 = ‖w‖2
∞✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

❞❡ w ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❛✉ ❝❛rré✱ ❡t ❝❤♦✐s✐r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡
t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✹ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖∞✮

min
h∈H







1

2
t2 + C

m
∑

i=1

∑

k 6=yi

ξik







s✳❝✳







〈wyi
− wk,Φ(xi)〉 + byi

− bk ≥ 1 − ξik, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
ξik ≥ 0, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
‖wk‖ ≤ t, (1 ≤ k ≤ Q)

.

◆♦t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (p, q) = (∞, 1)✳ ▲❛ ✧♥♦r♠❡
✐♥✜♥✐❡✧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ s✉r EQ

Φ(X ) ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
✐♥✜♥✐❡ ✭st❛♥❞❛r❞✮ s✉r MQ,N (R) ✭‖M‖∞ = max(k,l)∈{1,...,Q}×{1,...,N} |mkl|✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ♥♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖∞✱ q✉✐ r❡♥❞ ❞é❧✐❝❛t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❲♦❧❢❡ ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✮ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
wk ✈ér✐✜❛♥t ‖wk‖ = maxl ‖wl‖✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ r❡st❡ à ét❛❜❧✐r✳

✷✳✹✳✶✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r

❉❛♥s ❬✺✻✱ ✺✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✣♥❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮ ♠❛✐s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧s r❡str❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ét✉❞❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H̄✳
P♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✸ ❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ♣r♦♣♦s❡r ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡

ℓ❈❙ (y, h(x)) = max
1≤k≤Q

{hk(x) + 1 − δy,k} − hy(x) =

(

1 − hy(x) + max
k 6=y

hk(x)

)

+

✭d❈❙ = 1✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✺ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✮

min
h̄∈H̄

{

1

2

Q
∑

k=1

‖wk‖2 + C

m
∑

i=1

ξi

}

s✳❝✳ 〈wyi
− wk,Φ(xi)〉 + δyi,k ≥ 1 − ξi, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k ≤ Q),



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✷✾

♦ù δ ❡st ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ▲♦rsq✉❡ κ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✭Φ
❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N

∗ t❡❧ q✉❡ X ⊂ R
n✮✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✱

♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣♦s❛♥t N é❣❛❧ à n ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ g̃ ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
M s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs wk✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ K ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡t (p, q) ❡st é❣❛❧ à (2, 2)✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r Q ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s αiyi

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ♥♦♥ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs w∗

k ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s α∗

il ❡st ✿

∀k ∈ {1, . . . , Q} , w∗
k =

∑

xi∈k

Q
∑

l=1

α∗
ilΦ(xi) −

m
∑

i=1

α∗
ikΦ(xi) =

m
∑

i=1

(Cδyi,k − α∗
ik) Φ(xi). ✭✷✳✶✶✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✻ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✭❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✮

min
α







1

2

m
∑

i=1

m
∑

j=1

{

Q
∑

k=1

(Cδyi,k − αik)
(

Cδyj ,k − αjk

)

}

κ(xi, xj) +

m
∑

i=1

Q
∑

k=1

αikδyi,k







s✳❝✳

{

αik ≥ 0, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k ≤ Q)
∑Q

k=1 αik = C, (1 ≤ i ≤ m)
.

◆♦t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲é❣❛❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡s Q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ Q − 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶ ♥♦✉s
❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs w∗

k ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡
❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑Q
k=1 w

∗
k = 0 ❛♣♣❛r❛ît ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ s✬ét❡♥❞❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs w∗

k ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✻ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t δ = (δyi,k)1≤i≤m,1≤k≤Q✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

J❈❙✱❞ (α) =
1

2
αTH❲❲α+ δTα. ✭✷✳✶✷✮

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✻ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❙♦✐❡♥t αi. = (αik)1≤k≤Q✱ δyi,. = (δyi,k)1≤k≤Q ❡t τi. = (τik)1≤k≤Q = Cδyi,. − αi.✱ ♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t
❞❡ 1 à m✳ ❙♦✐t τ = (τik)1≤i≤m,1≤k≤Q✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✼ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✭❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✮✮

min
τ







1

2

m
∑

i=1

m
∑

j=1

τT
i. τj.κ(xi, xj) −

m
∑

i=1

τT
i. δyi,.







s✳❝✳

{

τik ≤ Cδyi,k, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k ≤ Q)
1T

Qτi. = 0, (1 ≤ i ≤ m)
.

❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ✈♦✐❡♥t ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ▼✲❙❱▼✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬é❝❛rt ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❡s ❡✛♦rts s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❥♦✉❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (xi, yi) ❞♦♥♥é✱ ❧❡ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ✿ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ hyi

(xi)
❡t maxk 6=yi

hk(xi) ✭❡t ♥♦♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s hk(xi) ❝♦♥s✐❞éré sé♣❛ré♠❡♥t✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❡
♣rêt❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉❡



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✼ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
q✉❛❧✐té ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ à Q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t Q+ 1 ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✼ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r
❞❡ ❝❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✧ ✭❙▼❖✮ ❬✶✼✸❪✱ q✉✐✱ ❡❧❧❡✱
❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛✜♥ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♣❛rt✐❡❧s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉①q✉❡❧s ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ s✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝✐té❡ ❡st ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
H̄✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲é❣❛❧✐tés✱ q✉✬❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✺ ✭à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ❈❙✮✳

✷✳✹✳✶✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs

P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ✮ ❞♦♥♥é✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ s✐ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ❧❡
r✐sq✉❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬ét❡♥❞
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❛✉
r✐sq✉❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t r✐sq✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❇❛②❡s ❛✉❣♠❡♥té
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✹✷❪✳ ▲❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st ❞✐t❡ ❢♦rt❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ sûr❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ❧✐❡✉ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t P ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r s♦✉❤❛✐t❛♥t ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❝❡ s✉❥❡t ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ r❡♣♦rt❡r à ❬✽✼✱ ✶✵✵❪✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♥✲
❞✉❝t✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ✭❊❘▼✮ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝÷✉r ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭♠✐❧❡st♦♥❡s✮ ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s
❛♥♥é❡s ✻✵ ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❬✷✷✾❪✮✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ❙❱▼
♥✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ♠❛✐s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ❞✉ r✐sq✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❡t ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✮✳ ❊❧❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞é❞✐és✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❬✷✵✾✱ ✶✹✺✱ ✷✷✱ ✷✶✵❪✮✳ ❈❡✉①✲❝✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❢❛✐❜❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ❙❱▼✱ ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ λ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❜❛s❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ st❛♥❞❛r❞ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s x ✈ér✐✜❛♥t
P (+1|x) = P (−1|x) = 1

2 ✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t s♦✉❧✐❣♥é ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼✲❙❱▼ s♦✉❧è✈❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r s✉r
❝❡ s✉❥❡t à ❬✷✹✽✱ ✷✶✺❪✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ▼✲❙❱▼ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣♦✉r ♥❛t✉r❡❧s q✉❡
s♦✐❡♥t ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ét❡♥❞❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡✱ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
❞❡ ❇❛②❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉❛♥s ❬✶✸✺✱ ✶✸✼❪✱ ▲❡❡ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✲❙❱▼ ❝♦♥ç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
✐♥❞✉❝t✐❢ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ r❡♣♦s❡ s♦✐t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s✐t✉és s✉r ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R

Q−1 à Q s♦♠♠❡ts ❝❡♥tré s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R
Q✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛

❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ k ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R
Q ❞♦♥t ❧❛ l✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡ à 1 s✐ l = k

❡t à − 1
Q−1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù Q = 3 ❡st

✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❊❧❧❡

❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❱❛♣♥✐❦ ❞❛♥s ❬✷✷✼❪ ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤
✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✷✮✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✷✸✷❪ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ Pr♦❧♦♥❣❡❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ à 0 ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ st❛♥❞❛r❞

∑Q
k=1 hk = 0✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣♦✉r



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✸✶

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ éq✉✐❧❛tér❛❧ ❝❡♥tré s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R

3✳ ▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ r♦✉❣❡✳

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡

ℓ▲▲❲ (y, h(x)) =
∑

k 6=y

(

hk(x) +
1

Q− 1

)

+

❛✈❡❝ d▲▲❲ = Q
Q−1 ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s H ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦❜❥❡❝t✐❢ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J▲▲❲ (h) =

m
∑

i=1

∑

k 6=yi

(

hk(xi) +
1

Q− 1

)

+

+ λ

Q
∑

k=1

‖wk‖2,

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑Q

k=1 hk = 0✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✽ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✮

min
h∈H







1

2

Q
∑

k=1

‖wk‖2 + C

m
∑

i=1

∑

k 6=yi

ξik







s✳❝✳







〈wk,Φ(xi)〉 + bk ≤ − 1
Q−1 + ξik, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)

ξik ≥ 0, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
∑Q

k=1 wk = 0,
∑Q

k=1 bk = 0

.

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❝✐✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑Q

k=1 wk = 0 ❡t
∑Q

k=1 bk = 0 ✭❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡
s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✮✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♥❡ ❢♦♥t ♣❧✉s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡❝✐ ♥❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞❡✉①
▼✲❙❱▼ ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❊♥ ♥♦t❛♥t G = (κ(xi, xj))1≤i,j≤m ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠✱ α.k = (αik)1≤i≤m✱ ♣♦✉r k ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à Q ❡t

ᾱ = 1
Q

∑Q
k=1 α.k✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✿

∀k ∈ {1, . . . , Q} , w∗
k =

m
∑

i=1

(

1

Q

Q
∑

l=1

α∗
il − α∗

ik

)

Φ(xi)

✭♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥
∑Q

k=1 w
∗
k = 0✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✾ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✮

min
α

{

1

2

Q
∑

k=1

(α.k − ᾱ)
T
G (α.k − ᾱ) − 1

Q− 1
1T

Qmα

}

s✳❝✳

{

0 ≤ αik ≤ C, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
1T

m (α.k − ᾱ) = 0, (1 ≤ k ≤ Q)
.

❊♥ ♥♦t❛♥t H▲▲❲ =
(

h
(▲▲❲)
ik,jl

)

1≤i,j≤m,1≤k,l≤Q
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ MQm,Qm (R) ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧

h
(▲▲❲)
ik,jl =

(

δk,l −
1

Q

)

κ(xi, xj),

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

J▲▲❲✱❞ (α) =
1

2
αTH▲▲❲α− 1

Q− 1
1T

Qmα.

P♦✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✽ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✹✮ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✭❧❡♠♠❡ ✶✮✳ ■❧s ❞✐s❝✉t❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s♦♠♠❛✐r❡ q✉❡ ❩❤❛♥❣✱ ❚❡✇❛r✐ ❡t ❇❛rt❧❡tt✱
❧❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t✱ ❛✈❡❝
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ♠✐♥✐♠✐s❛♥t E [ℓ❲❲ (Y, h(X)) |X = x] ♣❡✉t
♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ x ❛✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ✭✐✳❡✳ ♣❡✉t ♥❡
♣❛s ❛✛❡❝t❡r x à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k ✈ér✐✜❛♥t P (k|x) > maxl 6=k P (l|x)✮✳ ▲❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❧✐♠✐té❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ x ét❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ X ❡t ℓ❲❲ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ▼✲❙❱▼
❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ♠✐♥✐♠✐s❛♥t s✉r H E [ℓ❲❲ (Y, h(X)) |X = x] ✈ér✐✜❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✿

P (k|x) = max
1≤l≤Q

P (l|x) =⇒ hk(x) = max
1≤l≤Q

hl(x).

Pr❡✉✈❡ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ x t❡❧ q✉❡ P (k|x) > maxl 6=k P (l|x) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(1) ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡ h(1)
k (x) <

max1≤l≤Q h
(1)
l (x)✳ ❖♥ ét❛❜❧✐t q✉❡ h(1) ♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ♣❛s E [ℓ❲❲ (Y, h(X)) |X = x] s✉r H✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡

❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ k = 1 ❡t h(1)
2 (x) = max1≤l≤Q h

(1)
l (x)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(2) ❞é❞✉✐t❡

❞❡ h(1) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ h(2)
1 (x) = h

(1)
2 (x)✱ h(2)

2 (x) = h
(1)
1 (x) ❡t h(2)

k (x) = h
(1)
k (x) ♣♦✉r k ❛❧❧❛♥t ❞❡

3 à Q✳
E

[

ℓ❲❲

(

Y, h(1)(X)
)

|X = x
]

− E

[

ℓ❲❲

(

Y, h(2)(X)
)

|X = x
]

=

∑

k 6=1

(

1 − h
(1)
1 (x) + h

(1)
k (x)

)

+
P (1|x) +

∑

k 6=2

(

1 − h
(1)
2 (x) + h

(1)
k (x)

)

+
P (2|x)

−
∑

k 6=2

(

1 − h
(1)
2 (x) + h

(1)
k (x)

)

+
P (1|x) −

∑

k 6=1

(

1 − h
(1)
1 (x) + h

(1)
k (x)

)

+
P (2|x) =



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✸✸





∑

k 6=1

(

1 − h
(1)
1 (x) + h

(1)
k (x)

)

+
−
∑

k 6=2

(

1 − h
(1)
2 (x) + h

(1)
k (x)

)

+



 (P (1|x) − P (2|x)) > 0.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t hk(x) = max1≤l≤Q hl(x) ❡t ♣❛s hk(x) > maxl 6=k hl(x)✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ❝❛s ❞✬❡① æq✉♦ s♦✉r❝❡s
❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r✈❡♥✐r✳

✷✳✹✳✶✳✹ ▼✲❙❱▼ ✧à ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡✧

▲❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ▼✲❙❱▼ ♣r♦♣♦sé❡s à ❝❡ ❥♦✉r✳ P♦✉r
t♦✉t❡s ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s ξ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ξ = (ξik)1≤i≤m,1≤k≤Q✱ ❛✈❡❝ ξiyi

= 0✱ (1 ≤ i ≤ m) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼
❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ξ = (ξi)1≤i≤m✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t
❙✐♥❣❡r✳ ❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ét❛♥t ♣♦sé❡s✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❛♥s t♦✉s
❧❡s ❝❛s é❣❛❧❡ à C‖ξ‖1 ✭❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✮✳ ▲❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ st❛♥❞❛r❞
♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✐t❡ ✧❞❡ ♥♦r♠❡ 2✧✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ C‖ξ‖2

2✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬é❝❛rt ❞❡✈✐❡♥t s✉♣❡r✢✉❡ ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞❡ ❬✷✵✶❪✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
✉t✐❧❡ ✿ ✐❧ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉ ❛❞éq✉❛t✱ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ à ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✳
❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r♥❡s ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ✭✈♦✐r ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✮ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡✱ C✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ▼✲❙❱▼ ✧❞❡ ♥♦r♠❡ 2✧✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞✉ t❡r♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉✳
❙✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ rés✉♠❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

▼♦❞è❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❚❡r♠❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❤❡ss✐❡♥
❙❱▼ yiyjκ(xi, xj) C

∑m
i=1 ξ

2
i + 1

2C yiyjδi,j
▼✲❙❱▼ ❲❲

(

δyi,yj
− δyi,l − δyj ,k + δk,l

)

κ(xi, xj) C
∑m

i=1

∑

k 6=yi
ξ2ik + 1

2C δi,jδk,l

▼✲❙❱▼ ❈❙
(

δyi,yj
− δyi,l − δyj ,k + δk,l

)

κ(xi, xj) C
∑m

i=1 ξ
2
i + 1

2C δi,j

▼✲❙❱▼ ▲▲❲
(

δk,l − 1
Q

)

κ(xi, xj) C
∑m

i=1

∑

k 6=yi
ξ2ik + 1

2C δi,jδk,l

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❍❡ss✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❡t ❞❡s ▼✲❙❱▼ ❞❛♥s ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ✧❞❡ ♥♦r♠❡ 1✧ ❡t ✧❞❡ ♥♦r♠❡ 2✧✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❤❡ss✐❡♥✱
❝❡❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ‖w‖2✱ yiyjκ(xi, xj)✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ C

∑m
i=1 ξ

2
i ✱

1
2C yiyjδi,j ✱ s✬é❝r✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡

♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❝♦♠♠✉♥ ✿ yiyj ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ♠❡ttr❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ♥♦②❛✉①✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉① ét❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♥♦②❛✉✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ s✬❡♥ ❛♣❡rç♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥





n
∑

i=1

n
∑

j=1

aiajκ1(xi, xj) ≥ 0 ∧
n
∑

i=1

n
∑

j=1

aiajκ2(xi, xj) ≥ 0





=⇒
n
∑

i=1

n
∑

j=1

aiaj (κ1(xi, xj) + κ2(xi, xj)) ≥ 0,

t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ♠❡tt❛✐t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡ ♠✉♥✐❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ s♦♠♠❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬❡s♣è❝❡✱ ❝❡ ♥♦②❛✉✱ κ̃✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∀(i, j) ∈ {1, . . . ,m}2
, κ̃(xi, xj) = κ(xi, xj) +

1

2C
δi,j . ✭✷✳✶✸✮



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥
♥♦②❛✉ s♦♠♠❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Mξ s②♠étr✐q✉❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s 1

2

∑Q
k=1 ‖wk‖2 + CξTMξξ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ❧❛

tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❛s à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✱ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❬✶✻✶❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱

♣♦✉r ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Mξ =
(

m
(ξ)
ik,jl

)

1≤i,j≤m,1≤k,l≤Q
t❡❧❧❡ q✉❡

m
(ξ)
ik,jl =

(

δk,l −
1

Q

)

δi,j . ✭✷✳✶✹✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✵ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ✧à ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡✧✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧✮

min
h∈H

{

1

2

Q
∑

k=1

‖wk‖2 + CξTMξξ

}

s✳❝✳

{

〈wk,Φ(xi)〉 + bk ≤ − 1
Q−1 + ξik, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)

∑Q
k=1 wk = 0,

∑Q
k=1 bk = 0

.

▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❲♦❧❢❡ ❛ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✶ ✭▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ✧à ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡✧✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✮

min
α

{

1

2
αT H̃▲▲❲α− 1

Q− 1
1T

Qmα

}

s✳❝✳

{

αik ≥ 0, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
1T

m (α.k − ᾱ) = 0, (1 ≤ k ≤ Q)
.

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H̃▲▲❲ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ H▲▲❲ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ κ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ κ̃ ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❑❡r (Mξ) s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ R
Qm ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m ♥❡

♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ξ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ R
Qm ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

ξiyi
= 0✱ (1 ≤ i ≤ m)✳ ❖r✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❑❡r (Mξ) ❡st ré❞✉✐t❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r

♥✉❧✳ ❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s✐ Mξ ét❛✐t s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ q✉❡
❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Mξ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s
♥♦r♠❡s ℓ1 ❡t ℓ2✳

❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ✉♥ ✐♥térêt
♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ◆♦♠❜r❡✉① s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ r❡♣♦s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ {−1, 1} ♣❧✉tôt
q✉❡ {1, 2} ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✧ét✐q✉❡tt❡s✧ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❈✐t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞és
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✹✮✱ ♦✉ ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✬♦❜t✐❡♥t
❈❤❛♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✹✳✷ ❉❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼

■❧ ♥✬❡①✐st❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ tr♦✐s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s q✉✐ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼✳



✷✳✹✳ Pr✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✸✺

✷✳✹✳✷✳✶ ▲❙✲❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❙❱▼ ✧❞❡ ♥♦r♠❡ 2✧✱ ▲❛ ✧❙❱▼ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✧ ✭▲❙✲❙❱▼✮ ❬✷✶✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ξ ✭❧❡s ❛✉t❡✉rs é✈♦q✉❡♥t
à ❝❡ ♣r♦♣♦s ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ✧r✐❞❣❡✧✱ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ q✉✐ ♠ér✐t❡r❛✐t ❞✬êtr❡ ♣ré❝✐sé❡✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲é❣❛❧✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✷ ✭❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▲❙✲❙❱▼✮

min
h̃∈H̃

{

1

2
‖w‖2 + C

m
∑

i=1

ξ2i

}

s✳❝✳ yi (〈w,Φ(xi)〉 + b) = 1 − ξi, (1 ≤ i ≤ m),

q✉✐ s❡ ré❞✉✐t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✶✹❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ♠♦ts ❝♦❞❡s M = (mkl) ∈ MQ,N ({−1, 1})✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼✱ à ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st é❣❛❧ à N ✭t❛✐❧❧❡
❞❡s ♠♦ts ❝♦❞❡s✮ ❡t ♥♦♥ Q ❡t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❧✉s s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✸ ✭❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▲❙✲❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✮

min
h∈H

{

1

2

N
∑

k=1

‖wk‖2 + C

m
∑

i=1

N
∑

k=1

ξ2ik

}

s✳❝✳ myik (〈wk,Φ(xi)〉 + bk) = 1 − ξik, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k ≤ N).

■❧ s❡ ré❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✛❡❝t❡r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (hk(x))1≤k≤N ✳
■❧s ♥❡ ❞✐s❝✉t❡♥t ♣❛s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡♥ ❡st ré❞✉✐t à ❝♦♥st❛t❡r
q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r
❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ {−1, 1}2✳

✷✳✹✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆♥❣✉✐t❛ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✽✱ ✾❪ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ à ❡✛❡❝t✉❡r
rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠♦ts ❝♦❞❡s q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ M = (mkl) ∈
MQ,Q ({−1, 1}) ❛✈❡❝ mkl = 2δk,l − 1✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ (xi, yi) ✈✐❡♥♥❡♥t s❡ s✉❜st✐t✉❡r Q
♥♦✉✈❡❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ (x(i−1)Q+k, y(i−1)Q+k)✱ ♣♦✉r k ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à Q✳ x(i−1)Q+k ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ xi

❡t ❞❡M.k✱ ❡t y(i−1)Q+k ❡st é❣❛❧ à 1 s✐ k = yi✱ ❡t à −1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡st ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t Q ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ◆♦t♦♥s

(

x(k)
)

1≤k≤Q
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥s ❞❡ x ❡t

❞❡s ✈❡❝t❡✉rs M.k✳ x ❡st ❛✛❡❝té à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k∗ ✈ér✐✜❛♥t ✿

k∗ = argmax
k

{

〈w,Φ(x(k))〉 + b
}

.

❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s s✬✐♠♣♦s❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❜✐❛✐s b ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐té
♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ r❡✈êt ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝r✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥✬❡st



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❙❱▼ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦ù
✈✐✈❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❢♦r♠✉❧é❡s✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ x s❡r❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x✳ ❙✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞❡s ▼✲❙❱▼✱ s♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❛✉t❛♥t✳ ❖♥ s❛✐t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✱ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✱ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♣éré❡s ✐❝✐ s♣é❝✐✜❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à Qm ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r
❡t ❙✐♥❣❡r ❡t m ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t ▲❡❡ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲é❣❛❧✐té ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥♦✉❡
s♦✉✈❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼❖
❡t ❝❡✉① q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ▲❆❙❱▼ ❬✸✻❪✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ▲❙✲❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠♦ts ❝♦❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡✳ N ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✉ ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❛♥t 2N ≥ Q✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s✬❡♥ tr♦✉✈❡♥t ❞é❣r❛❞é❡s✳

✷✳✹✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❚s♦❝❤❛♥t❛r✐❞✐s ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆♥❣✉✐t❛ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r
♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✶✽❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✷✶✾❪✮✱ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y ♥✬❡st ♣❧✉s ré❞✉✐t
à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉rés ✭séq✉❡♥❝❡s✱
❛r❜r❡s✱ tr❡✐❧❧✐s✱ ❣r❛♣❤❡s✳ ✳ ✳ ✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❬✶✻❪✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ F
✉t✐❧✐sé❡✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r w ✭F = {fw}✮✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ X ❞❛♥s Y à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ G ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s gw ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❡t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ X ×Y ❞❛♥s R✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

fw(x) = argmax
y∈Y

gw(x, y).

▲❛ ♥❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉ r✐sq✉❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ∆Y ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ Y × Y ❞❛♥s R+✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r r✐sq✉❡ ✿

R∆Y
(fw) =

∫

X×Y
∆Y (y, fw(x)) dP (x, y).

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù G ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣ér❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ΦX ,Y ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ✿

gw(x, y) = 〈w,ΦX ,Y(x, y)〉.

❈❡❝✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ✭✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱
✈❛r✐❛♥t❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ∆Y ✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡♠❡✉r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣❧❛♥s sé❝❛♥ts ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡ ❬✶✻✵❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✉t ❡♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ♣❡✉t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t w é❣❛❧
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❣♥❡s wk ❡t ΦX ,Y(x, y) = Φ(x) ⊗ (δy,k)1≤k≤Q✱ ♦ù ⊗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
♦✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

✷✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❊♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡t ▼✲❙❱▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs
❛✉t❡✉rs✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡s très ❞✐✈❡rs❡s✱ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❝ôt♦②❛♥t ❝❡❧❧❡s
❧✐é❡s ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦✉ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠❛r❣❡s ❜✐❝❧❛ss❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐❞é❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ s✬❛tt❡♥❞r❡



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✸✼

à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛rt✐❝❧❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞é♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✣♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐és ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲
❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ✭❱❈✮ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ❢✉t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ▲❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❢✉r❡♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s❛♥s ❧✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✉ r✐sq✉❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬ét❛❜❧✐r ❝❡ ❧✐❡♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

✷✳✺ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❙❱▼
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ r❡s♣❡❝t❛♥t ❡♥ ❝❡❧❛ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♥♦✉s ✐♥✈✐t❡ à r❡t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛ss♦❝✐és s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳

✷✳✺✳✶ ▼✲❙❱▼

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✿ ❞❡s ❧♦✐s ❢♦rt❡s ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ✉♥✐✲
❢♦r♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s
❣❛r❛♥t✐s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✶❪✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❬✶✼✻❪✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ❞❡ ❬✻✺❪ ♦✉ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❬✷✷✾❪✮✱
❇❛rt❧❡tt ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✭❝♦rr❡❝t❡ ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣rès✮✱ ❞é❞✐é❡ ❛✉① sé♣❛r❛t❡✉rs ❜✐❝❧❛ss❡s
à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❙❱▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦♥❞é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❱❈ ❞❡s ▼✲❙❱▼
s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳

✷✳✺✳✶✳✶ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛s❡

❆✜♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ G✳ ❈❡❧❛ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✧♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
♠❛r❣❡✧ ❞❡st✐♥és à ❡①tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐✲
s❛t✐♦♥✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❖♣ér❛t❡✉r ∆✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❞❛♥s ❬✼✺❪✮ G ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s
R

Q ❡t M ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✱ s♦✐t ∆ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉r G ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∆ : G −→ ∆G
g 7→ ∆g = (∆gk)1≤k≤Q

∀x ∈ X , ∆g(x) = (M (g(x), k))1≤k≤Q .

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t ∆gk ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (∆g)k✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱
❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r❛ ré✐téré❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❖♣ér❛t❡✉r ∆∗✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ G ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s
R

Q ❡t M ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✱ s♦✐t ∆∗ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉r G ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∆∗ : G −→ ∆∗G
g 7→ ∆∗g = (∆∗gk)1≤k≤Q

∀x ∈ X , ∆∗g(x) = (max (∆gk(x),−M (g(x), .)))1≤k≤Q .

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ❙✐ M (g(x), .) > 0✱ ∆g(x) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧ ♥✬❡♥ ❛ ❛✉❝✉♥❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t ♣♦s♦♥s k∗ = argmax1≤k≤Q ∆gk(x) =
argmax1≤k≤Q gk(x) ✭∆gk∗(x) = M (g(x), .)✮✳

∀x ∈ X ,
{

s✐ M (g(x), .) > 0, ∆∗g(x) = ((2δk,k∗ − 1) ∆gk∗(x))1≤k≤Q

s✐ M (g(x), .) = 0, ∆∗g(x) = 0
.



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆✱ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡st✐t✉❡r✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
♣rès✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❢♦✉r♥✐t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆∗✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❝❡tt❡ s♦rt✐❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞✬❡① æq✉♦✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t
à ♣❡✐♥❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ r✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ ✭✈♦✐r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡✱ y✳ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ M(g(x), y) ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ∆gy(x)✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛ ♣r✐♦r✐✱
❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ∆∗g(x) ♥❡ ❧✉✐ ❡st é❣❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ Q = 2✱ ❝❛r ❧❡s ❞❡✉①
♦♣ér❛t❡✉rs s✬❛✈èr❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s h̃(x) = ∆h1(x) = −∆h2(x)✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ∆# r❡♠♣❧❛❝❡ ∆ ❡t ∆∗ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈ér✐✜é❡s
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛r❣❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s R
Q✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ G✱ ❞♦♥♥é

♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

R(g) = E
[

1l{∆#gY (X)≤0}
]

.

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ét❛♥t ♣♦sé❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❜✐❝❧❛ss❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❘✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ γ✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❞❛♥s ❬✼✺❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
X ❞❛♥s R

Q ❡t γ ∈ R
∗
+✳ ▲❡ r✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ γ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ G ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Rγ(g) = E
[

1l{∆#gY (X)<γ}
]

.

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❘✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ♠❛r❣❡ γ✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s R
Q ❡t

γ ∈ R
∗
+✳ g ét❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G✱ s♦♥ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ♠❛r❣❡ γ s✉r ✉♥ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Rγ,m(g) =
1

m

m
∑

i=1

1l{∆#gYi
(Xi)<γ}.

❊♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥❡ r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ à ❡✛❡❝t✉❡r✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ r✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ∆#gk s♦♥t
s❡✉✐❧❧é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−γ, γ]✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r
❜é♥é✜q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ s♦✐t ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [−MG ,MG ]

Q✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡
❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✹❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✮✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❢❛✐r❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❖♣ér❛t❡✉r πγ✱ ❞✬❛♣rès ❬✶✾❪✮ G ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s R
Q ❡t

γ ∈ R
∗
+✱ s♦✐t πγ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉r G ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

πγ : G −→ πγG
g 7→ πγg = (πγgk)1≤k≤Q

∀x ∈ X , πγg(x) = (s✐❣♥❡ (gk(x)) · min (|gk(x)|, γ))1≤k≤Q .

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡ r❡t♦✉r♥❡ 1 s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧✱ ❡t −1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❊♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ∆#

γ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r πγ ◦∆# ❡t ∆#
γ G ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∆#

γ g
♣♦✉r g ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à G✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs à ♠❛r❣❡ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ▲❡✉r
❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡❧❧❡s ❞❡s ǫ✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❞❡s ǫ✲rés❡❛✉①✳



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✸✾

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭ǫ✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ǫ✲rés❡❛✉✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ❞❛♥s ❬✶✷✾❪✮ ❙♦✐t (E, ρ)
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡✳ e ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ❡t r à R

∗
+✱ B(e, r) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ e ❡t

❞❡ r❛②♦♥ r ❞❛♥s E✳ ❙♦✐t E′ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E ❡t ǫ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R
∗
+✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E′ ❞❡ E

❡st ✉♥ ǫ✲rés❡❛✉ ❞❡ E′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

E′ ⊂
⋃

e∈E′

B(e, ǫ).

⋃

e∈E′ B(e, ǫ) ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ǫ✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ E′✳ E′ ❡st ✉♥ ǫ✲rés❡❛✉ ♣r♦♣r❡ ❞❡ E′ s✬✐❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
E′✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❬✶✷✾❪✮ ❙♦✐t (E, ρ) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡✱ E′ ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E ❡t ǫ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❙✐ E′ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ǫ✲rés❡❛✉ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs s♦♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ N (ǫ, E′, ρ) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡ s❡s ǫ✲rés❡❛✉①✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ rés❡❛✉ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ∞✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ N (p)(ǫ, E′, ρ) ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ǫ✲rés❡❛✉① ♣r♦♣r❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ ❞♦♥t s❡r♦♥t ♠✉♥✐❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭Ps❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ dxn✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ❞❛♥s R
Q ❡t n ∈ N

∗✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ xn = (xi)1≤i≤n ∈ Xn✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ dxn s✉r G ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀(g, g′) ∈ G2, dxn(g, g′) = max
1≤i≤n

‖g(xi) − g′(xi)‖∞ .

❆ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲
♠étr✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣❧✉tôt q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s
❜♦r♥❡s ❱❈ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✐♥✜♥✐❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛
tr❛❝❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜♥✐❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
✜♥✐✳ ❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ét❛❜❧✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ s✉✣t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ✧✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞✧✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉✬❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ g 6= g′ 6=⇒ d(g, g′) 6= 0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐❝✐ ❡st ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❞❡ ❬✾✺❪✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✻ G✱ n ❡t ǫ ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

N (p)(ǫ,G, n) = max
xn∈Xn

N (p)(ǫ,G, dxn),

♦ù ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ s✉♣r❡♠✉♠ ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ǫ✲rés❡❛✉① ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ s♦♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✜♥✐❡✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t✱
ét❡♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾ ❞❡ ❬✶✾❪ ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡✛❡❝t✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♠♣r✉♥t à ❝❡❧❧❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❞❡ ❬✷✷✾❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✷ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t G ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s R

Q q✉❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à Q ❝❛té❣♦r✐❡s à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡✳ ❙♦✐❡♥t Γ ∈ R
∗
+ ❡t δ ∈ ]0, 1[✳ ❆✈❡❝

✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à 1−δ✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ ❞❛♥s ]0,Γ]✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ G ❡st ❜♦r♥é s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(g) ≤ Rγ,m(g) +

√

2

m

(

ln
(

2N (p)
(

γ/4,∆#
γ G, 2m

))

+ ln

(

2Γ

γδ

))

+
1

m
. ✭✷✳✶✺✮



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✧❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté✧ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✉ ✧❞✐str✐❜✉t✐♦♥✲❢r❡❡✧✮✳ ▲✬✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ t❡❧ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐
r❡♣♦s❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
q✉✬✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s✳ ❊❧❧❡s ❢♦♥t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✷✳✺✳✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❱❈ ét❡♥❞✉❡s

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡ ❱❛♣♥✐❦ ❡t ❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s s✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❧✐✈❡♥❦♦✲❈❛♥t❡❧❧✐ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✼✻✱ ✷✷✹❪✮ ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❞❡①és ♣❛r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❬✷✸✶❪
❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❥♦✉é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦✐sss❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣r❡sq✉❡ sûr❡✮ ❡t
♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P ✱ ❞✉ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✈❡rs ❧❡ ✈r❛✐ r✐sq✉❡✳ ❆ ♣❛rt ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✱
❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s P▼❈ à ✉♥✐tés à s❡✉✐❧✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❜♦r♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ❬✷✸✶✱ ✶✾✶✱ ✷✵✷❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❱❈ ❡st ✜♥✐❡✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ m s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st
❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ m✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ét❛♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs à ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈✳

▲❡ ♣❡♥❞❛♥t st❛♥❞❛r❞ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs à ✈❛st❡
♠❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s ❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ ❬✶✷✷✱
✶✷✸❪✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♦♥t été ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❬✹❪✳ ❈❡tt❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤ ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✺✮✳ ❈✬❡st
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❇❛rt❧❡tt ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾ ❞❡ ❬✶✾❪ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r♦❞✉✐r❡
❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s P▼❈ ❜✐❝❧❛ss❡s ✭à ✉♥✐té ❞❡ s♦rt✐❡ ✉♥✐q✉❡✮ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ ❞❡ ❬✷✶❪ ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ ❞✬✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❜♦r♥❡r ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡✳

■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é❞✐é❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s {1, . . . , Q}✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱
♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝✐t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❬✼✸✱ ✶✻✹❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ ❬✶✻✹❪✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥t été ♠✉♥✐❡s ❞❛♥s ❬✷✹❪ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳ ❊❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✐♥s✐
❝♦♠♠❡ ❞❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤ ❣é♥ér❛❧✐sés s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ✭✈♦✐r ❛✉ss✐
❬✶✵✽❪✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s
✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♠❛r❣❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ♠❛r❣❡✳ ❊❧❧❡ s✬❛✈èr❡ ❛✐♥s✐ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ P▼❈
❜✐❝❧❛ss❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✸✱ ✷✵✻✱ ✶✽✽✱ ✶✷✽✱ ✷✵✼✱ ✶✾✱ ✶✷❪✮ ♦✉ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s à ✉♥✐tés à s❡✉✐❧ ❬✷✵✵❪✳ ◆❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼ ✭♥♦♥ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s
P▼❈ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s à ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡s✮✳ P♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✧à ♠❛r❣❡✧ ❡t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣
✧♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✧✳ ❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❬✾✺❪✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❬✷✹❪✮ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ {1, . . . , Q}✳ ❙♦✐t Ψ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ψ ❞❡ {1, . . . , Q} ❞❛♥s {−1, 1, ∗}✱ ♦ù ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ∗ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sXn = {xi : 1 ≤ i ≤ n}✱ ❞❡ X ❡st ❞✐t
êtr❡ Ψ✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r F s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψn =

(

ψ(i)
)

1≤i≤n
❞❛♥s Ψn t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r

vy ❞❡ {−1, 1}n
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fy ❞❛♥s F s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

(

ψ(i) ◦ fy(xi)
)

1≤i≤n
= vy.

▲❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ✱ ♥♦té❡ Ψ✲❞✐♠(F)✱ ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X Ψ✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r
F ✱ s✐ ❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✹✶

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ❙♦✐❡♥t F ❡t Ψ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈✱ ❱❈✲❞✐♠✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
{−1, 1, ∗}✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿

Ψ✲❞✐♠(F) = ❱❈✲❞✐♠ ({(x, ψ) 7→ ψ ◦ f(x) : f ∈ F , ψ ∈ Ψ}) .

▲❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❬✼✸❪✮ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {1, . . . , Q}✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ F ✱ ●✲❞✐♠(F)✱ ❡st ❧❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù Ψ = {ψk : 1 ≤ k ≤ Q}✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψk ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st é❣❛❧ à k ❡t
❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❊♥ r❡❢♦r♠✉❧❛♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψk s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱
❡t ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✳ ▲❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ◆❛t❛r❛❥❛♥✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥✱ ❬✶✻✹❪✮ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {1, . . . , Q}✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ ❞❡ F ✱ ◆✲❞✐♠(F)✱ ❡st ❧❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù Ψ = {ψk,l : 1 ≤ k 6= l ≤ Q}✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψk,l ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t
❡st é❣❛❧ à k✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st é❣❛❧ à l✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ∗ ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❬✶✷✸❪✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r X à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r γ ∈ R

∗
+✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sXn = {xi : 1 ≤ i ≤ n} ❞❡ X ❡st ❞✐t êtr❡ γ✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r G s✬✐❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r vb = (bi) ∈ R
n t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r vy = (yi) ❞❡ {−1, 1}n

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
gy ❞❛♥s G s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∀i ∈ {1, . . . , n} , yi (gy(xi) − bi) ≥ γ.

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ à ♠❛r❣❡ γ✱ ♦✉ Pγ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ G✱ Pγ✲❞✐♠ (G)✱ ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉
♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X γ✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r G✱ s✐ ❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ét❛♥t ♣♦sé❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

Q✳ ❙♦✐t Ψ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ψ ❞❡ {1, . . . , Q} ❞❛♥s {−1, 1, ∗}✱ ♦ù ❧❡
s②♠❜♦❧❡ ∗ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ P♦✉r γ ∈ R

∗
+✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sXn = {xi : 1 ≤ i ≤ n}

❞❡ X ❡st ❞✐t êtr❡ γ✲Ψ✲♣✉❧✈ér✐sé ✭Ψ✲♣✉❧✈ér✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ γ✮ ♣❛r ∆#G s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ψn =

(

ψ(i)
)

1≤i≤n
❞❛♥s Ψn ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r vb = (bi) ❞❡ R

n t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r vy = (yi) ❞❡

{−1, 1}n
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ gy ❞❛♥s G s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∀i ∈ {1, . . . , n} ,
{

s✐ yi = 1, ∃k : ψ(i)(k) = 1 ∧ ∆#gy,k(xi) − bi ≥ γ
s✐ yi = −1, ∃l : ψ(i)(l) = −1 ∧ ∆#gy,l(xi) + bi ≥ γ

.

▲❛ γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦✉ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ à ♠❛r❣❡ γ✱ ❞❡ ∆#G✱ ♥♦té❡ Ψ✲❞✐♠(∆#G, γ)✱ ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X γ✲Ψ✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r ∆#G✱ s✐ ❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ❞❡✉① Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥
❝♦♥tr❡ t♦✉s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡ ♣rêt❡ ❧❡ ♠✐❡✉① à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❜✐❝❧❛ss❡s✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡ γ✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛✲
♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R

Q✳ P♦✉r γ ∈ R
∗
+✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sXn =

{xi : 1 ≤ i ≤ n} ❞❡ X ❡st ❞✐t êtr❡ γ✲◆✲♣✉❧✈ér✐sé ✭◆✲♣✉❧✈ér✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ γ✮ ♣❛r ∆#G s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

I(sXn) = {(i1(xi), i2(xi)) : 1 ≤ i ≤ n}
❞❡ n ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s {1, . . . , Q} ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r vb = (bi) ❞❡ R

n t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r
❜✐♥❛✐r❡ vy = (yi) ∈ {−1, 1}n

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ gy ❞❡ G s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∀i ∈ {1, . . . , n} ,
{

s✐ yi = 1, ∆#gy,i1(xi)(xi) − bi ≥ γ
s✐ yi = −1, ∆#gy,i2(xi)(xi) + bi ≥ γ

.

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡ γ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ∆#G✱ ◆✲❞✐♠(∆#G, γ)✱ ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X γ✲◆✲♣✉❧✈ér✐sé ♣❛r ∆#G✱ s✐ ❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ✜♥✐✱ ❡t ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r
❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✿ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤ ét❡♥❞✉ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r s❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs
❞✬✐♥térêt✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r πγ ✱ q✉✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❛✐t q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ s♦✉❧è✈❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té q✉✬✐❧
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
∆#G ❡t ♥♦♥ ∆#

γ G✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡
à ♦♣ér❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✭ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡♠❡✉r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✮✳ Pr♦✜t❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ πγ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt 1✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X ❞❛♥s R
Q✱ (γ, ǫ) ∈

(

R
∗
+

)2
❡t n ∈ N

∗✳ ❆❧♦rs✱

N (p)(ǫ,∆#
γ G, n) ≤ N (p)(ǫ,∆#G, n).

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡st ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ G✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ MG ∈ R

∗
+ t❡❧ q✉❡ ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s g✱ ❡t ♣❛r ✈♦✐❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∆#g✱ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [−MG ,MG ]
Q✳ ❙♦✉s

❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ γ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡
✭✉♥ r✐sq✉❡ à ♠❛r❣❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✮ s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à MG ✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ Γ ❡st é❣❛❧ à MG ✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤
❣é♥ér❛❧✐sé s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷ ✭▲❡♠♠❡ ✸✾ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

[−MG ,MG ]
Q
✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬ǫ ❞❛♥s ]0,MG ] ❡t t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡ ❞❡ n s❛t✐s❢❛✐s❛♥t n ≥ ◆✲❞✐♠ (∆G, ǫ/6)✱

♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

N (p)(ǫ,∆∗G, n) < 2

(

n Q2(Q− 1)

⌊

3MG
ǫ

⌋2
)

l

d log2

“

enC2
Q

“

2
j

3MG
ǫ

k

−1
”

/d
”m

♦ù d = ◆✲❞✐♠ (∆G, ǫ/6) ❡t e ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s ♥é♣ér✐❡♥s✳

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛r❣❡ ✜❣✉r❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∆∗✱ ❝❡❝✐ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r ∆∗ à ∆
❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ∆∗ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥✱ ❧✐❡♥ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝❛s
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ∆ = ∆∗✮ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❞❡ ❬✾✺❪
✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✺ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✻ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✮✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡✳



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✹✸

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✵ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t G ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s [−MG ,MG ]
Q

q✉❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à Q ❝❛té❣♦r✐❡s à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡✳ ❙♦✐t δ ∈ ]0, 1[✳ ❆✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à 1 − δ✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ ❞❛♥s ]0,MG ]✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ G ❡st ❜♦r♥é s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(g) ≤ Rγ,m(g)+

√

√

√

√

√

√

2

m






ln






4

(

2m Q2(Q− 1)

⌊

12MG
γ

⌋2
)

l

d log2

“

emQ(Q−1)
“

2
j

12MG
γ

k

−1
”

/d
”m






+ ln

(

2MG
γδ

)






+

1

m

♦ù d = ◆✲❞✐♠ (∆G, γ/24)✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ m ❡t Q✱ s♦✉❧✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❝♦♥❢r♦♥t❡ ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ❙❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s Q ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ✐❝✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥✳ P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛♣✐❞❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✱ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ C2

Q✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à ♠❛r❣❡✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s
✈✉ s❡ s✉❜st✐t✉❡r à ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ Q✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥❝ très r❡❧❛t✐❢✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥
♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷ ♦✉ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✷ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à ♠❛r❣❡✳ ❙❡ r❡♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ γ✲Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡ ❞❡s ▼✲❙❱▼s✳ ◆♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à ♠❛r❣❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ O
(

ln(m)√
m

)

✳ ❈❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ♠♦✐♥s ❜♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❱❈

st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥
√

ln(m)
m ✭✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✼ ❞❡ ❬✷✷✼❪✮✱ ❛✈❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r s❛ ❢♦r♠❡

♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥
√

1
m ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳ ❞❡ ❬✸✾❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✺✸❪✮✳ ❉❡s

❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❝❡ ❢♦ssé✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t
❞❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✧❞✐str✐❜✉t✐♦♥✲❢r❡❡✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ γ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0,MG ]✱ à ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✧❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté✧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

lim
m−→+∞

sup
P

PDm

(

sup
g∈G

(R(g) −Rγ,Dm
(g)) > ǫ

)

= 0.

❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❢♦rt✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ ❞♦♥♥é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❘és✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡✮ ❙♦✐t G ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥

❞♦♠❛✐♥❡ X à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [−MG ,MG ]
Q

q✉❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à Q ❝❛té❣♦r✐❡s à ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡✳
❙✐✱ ♣♦✉r γ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ]0,MG ]✱ ◆✲❞✐♠ (∆G, γ/24) <∞✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à R

∗
+✱

lim
m−→+∞

sup
P

P

(

sup
n≥m

sup
g∈G

(R(g) −Rγ,n(g)) > ǫ

)

= 0.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ [−MG ,MG ]

Q✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ▼✲❙❱▼✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r
X ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦②❛✉ κ✱ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r Φ(X )✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s w ❡t b✳ ❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t r❡str✐❝t✐♦♥s tr♦✉✈❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ✉t✐❧✐té ❧♦rs ❞❡s ét❛♣❡s
✉❧tér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝❛❞r❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ♦r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t tr❛✐té ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ❝❛❞r❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♣❛s ❞❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♥♦②❛✉ κ ❡t C✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s✮ ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r w ❡t b✮✳

❍②♣♦t❤ès❡s ✶ P♦✉r ♠❛❥♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ✿

✶✳ Φ (X ) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ r❛②♦♥ ΛΦ(X ) ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ EΦ(X ) ❀

✷✳ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r w s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ‖w‖∞ ≤ Λw ❀

✸✳ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r b ❛♣♣❛rt✐❡♥t à [−β, β]
Q
✳

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
MG ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ MH = ΛwΛΦ(X ) + β ✭MH̄ = ΛwΛΦ(X )✮✳

❇♦r♥❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❱❈ à ♠❛r❣❡ ❢❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ▼✲❙❱▼✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧✐✜é❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣ré❝é❞é❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ H ✈❡rs H̄✱ ❛✜♥ ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸ ❙♦✐t H ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ b ❛♣♣❛rt✐❡♥t à [−β, β]

Q
❡t H̄ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t b = 0✳ ❙♦✐❡♥t ǫ ∈ R

∗
+ ❡t n ∈ N

∗✳
❆❧♦rs✱

N (p)
(

ǫ,∆#H, n
)

≤
(

2

⌈

β

ǫ

⌉

+ 1

)Q

N (p)
(

ǫ/2,∆#H̄, n
)

.

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
∑

k hk = 0✳ ■❧ s❡
♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❜✐❝❧❛ss❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ▼✲❙❱▼ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥
à ♠❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ∆H̄✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✽ ❞❛♥s ❬✾✺❪✮ ❙♦✐t H̄ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼
à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ b = 0✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬ǫ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆✲❞✐♠
(

∆H̄, ǫ
)

≤ C2
Q

(

ΛwΛΦ(X )

ǫ

)2

. ✭✷✳✶✻✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛r❣❡ ∆ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❝✬❡st s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷ ❞❡ ❬✷✶❪✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❝❤è✈❡
❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡✱ r❡❢♦r♠✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Q = 2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ ❞✬✉♥
sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ ❞❡ ❬✷✶❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶ ❞❛♥s ❬✶✵✸❪✮ ✿

Pǫ✲❞✐♠ (Hκ) ≤
(

ΛwΛΦ(X )

ǫ

)2

.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ à Q ❝❛✲
té❣♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ ❞❡
s❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s sé♣❛r❛t❡✉rs ✭❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ 〈wk − wl,Φ(x)〉 = 0✮ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s
❤②♣❡r♣❧❛♥s✱ C2

Q✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s Ψ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ q✉✐ ❡st ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ t✐r❡r
♣❛rt✐ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❝❧❛ss❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❥♦✐♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✿ ❝❡
rés✉❧t❛t ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ▲❡s t❡r♠❡s C2

Q ❡t
‖w‖∞ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✭✷✳✶✻✮ ♣❛r❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡s ❥♦✉❡♥t t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✹✺

s✉r 1/2 max1≤k<l≤Q ‖wk −wl‖✮✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s C2
Q ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s

♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ Q ✈❡❝t❡✉rs wk✱
❞❡✈r❛✐t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳ ■❝✐ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❜✐❝❧❛ss❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❤❛r♠♦♥✐s❡r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✐♥❝✐t❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♥♦r♠❡ ℓ2 s✉r EQ

Φ(X )✱ ❡t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ✐♥❝✐t❛♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦r♠❡
‖.‖∞✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛r❣❡s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸
♣♦✉r ét❛❜❧✐r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❙❱▼
❜✐❝❧❛ss❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡
à t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✈✐✈❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ❧❛ ❜♦r♥❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✷ ❡t ✸ ❡t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ H✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳

✷✳✺✳✶✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞ér✐✈é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❜♦r♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❡s ❙❱▼ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❬✷✹✺✱ ✷✹✸✱ ✷✹✹✱ ✶✾✼✱ ✶✵✷❪✳ ■❧s s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❛ été ét❛❜❧✐ ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛r❣❡✱ ∆ ❡t ∆∗✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❱❈ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ∆∗

γG ✭♦✉ ∆∗G✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡
s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧és ❛✈❡❝ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♥❢♦r♠❡r à
❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬✾✽❪✱ ♥♦✉s ❧❡s ❡①♣r✐♠♦♥s ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡ s❡✉❧ ♦♣ér❛t❡✉r ∆✳ P♦✉r ❜♦r♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
N (p)(γ/4,∆γH, 2m))✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✱ ✉♥❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ✉t✐❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X ❞❛♥s R
Q✳ ❙♦✐❡♥t ǫ ∈ R

∗
+ ❡t n ∈ N

∗✳ ❆❧♦rs✱

N (p) (ǫ,∆G, n) ≤ N (p) (ǫ,G, n) .

❆♣♣❧✐q✉❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✶✱ ✸ ❡t ✹✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ∆γH ❝❡❧❧❡ ❞❡ H̄ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

∑Q
k=1 wk = 0 s♦✉s

❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐❞é❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬✷✹✸❪
✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❬✷✹✹❪✮✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❜♦r♥❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ H̄ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡t t✐r❡r ♣❛rt✐ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ǫ✲
❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ ǫ✲rés❡❛✉① ❡t ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞✐r✐❣é ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❡rs ✉♥ ❝é❧è❜r❡ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❡t ❚✐❤♦♠✐r♦✈✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥térêt s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬❡①♣♦s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s très ✉t✐❧❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡ tr❛✐té ❞❡ ❜❛s❡
s✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❬✹✾❪✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ ♥♦✉s
❛♣♣✉②❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭◆♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❬✹✾❪✮ ❙♦✐t (E, ρ) ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡✳ ❙♦✐t E′ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ E ❡t n ∈ N

∗✳ ▲❡ n✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡
E′✱ ǫn(E′)✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ré❡❧ ǫ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ǫ✲rés❡❛✉ ❞❡ E′ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉
♣❧✉s n✳ ❙♦✐❡♥t E ❡t F ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ L (E,F ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
✭❧✐♥é❛✐r❡s ❜♦r♥és✮ ❞❡ E ❞❛♥s F ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ ♥♦r♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❙♦✐t UE ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é❡ ❞❡ E✳ ▲❡
n✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ S ∈ L (E,F ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

ǫn(S) = ǫn (S(UE)) .



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣s❡✉❞♦✲♠étr✐q✉❡ ✭❝♦♠♣❧❡t✮ (E, ρ) à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s❡♠✐✲♥♦r♠é ✭❝♦♠♣❧❡t✮
(E, ‖.‖E) s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣♦s❛♥t ‖e‖E = ρ(e, 0)✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ s✬♦❜t❡♥❛♥t ❡♥ ♣♦s❛♥t ρ(e, e′) = ‖e− e′‖E ✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ℓnp ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ ré❡❧s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖.‖p✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❖♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ P♦✉r n ∈ N
∗✱ s♦✐t xn ∈ Xn✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

Sxn s✉r H̄ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Sxn : H̄ −→ ℓQn
∞

h̄ = (wk)1≤k≤Q 7→ Sxn

(

h̄
)

= (〈wk,Φ(xi)〉)1≤i≤n, 1≤k≤Q .

▲❡♠♠❡ ✺ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ H̄ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ‖w‖∞ ≤ Λw✳ ❙♦✐t U s❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ‖w‖∞ ≤ 1✳ ❙♦✐❡♥t ǫ ∈ R

∗
+ ❡t n ∈ N

∗✳ ❆❧♦rs✱

N (p)(Λwǫ, H̄, n) ≤ N (p)(ǫ,U , n).

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳ EQ
Φ(X ) ♥✬❛ été ♠✉♥✐ ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡

‖.‖∞ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❞❡
❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ N (p)(ǫ,U , n) ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ Sxn ✱ ✐❧
❝♦♥✈✐❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❉❡♣✉✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❡s ǫ✲rés❡❛✉① ♣r♦♣r❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♥❡ s❡ ❢♦♥❞❡ ♣❛s s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡
r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st s✉r♠♦♥té❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✻ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X ❞❛♥s R
Q✳ ❙♦✐❡♥t ǫ ∈ R

∗
+ ❡t n ∈ N

∗✳ ❆❧♦rs✱

N (p) (2ǫ,G, n) ≤ N (ǫ,G, n) .

❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ s✉✐t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ǫ✲rés❡❛✉① ♣r♦♣r❡s✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈✐t❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐
❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ N (ǫ,U , n) ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ Sxn ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ❙♦✐❡♥t ǫ ∈ R
∗
+ ❡t n ∈ N

∗✳

sup
xn∈Xn

ǫp(Sxn) ≤ ǫ =⇒ N (ǫ,U , n) ≤ p.

❉✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ǫp(Sxn)✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ EΦ(X )

❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❞❛♥s ❬✹✾❪✮ ❙♦✐❡♥t E ❡t F ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t S ∈ L (E,F )✳
❙✐ S ❡st ❞❡ r❛♥❣ r✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r n ∈ N

∗✱

ǫn(S) ≤ 4‖S‖n−1/r,

❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ S ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ‖S‖ = supe∈E :‖e‖E=1 ‖S(e)‖F ✳

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✼✺✱ ✼✹❪✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ❡t ✻
✭♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥ts s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✮✱ ❡t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ❡t ✻✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞❡ ❬✾✽❪✮ ❙♦✐t H ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡
▼✲❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ EΦ(X ) ❡st ✜♥✐❡ ❡t é❣❛❧❡ à d✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ γ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

N (p) (γ/4,∆γH, 2m) ≤
(

2

⌈

8β

γ

⌉

+ 1

)Q

·
(

64ΛwΛΦ(X )

γ

)Qd

. ✭✷✳✶✼✮



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✹✼

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐♠
(

EΦ(X )

)

= d✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N
∗✱ ❧❡

r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Sxn ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ é❣❛❧❡ à Qd ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs wk ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à R

d✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❛♠❡♥é❡ à (Q− 1)d ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

∑

k hk = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉
❘❇❋ ✭❣❛✉ss✐❡♥✮✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r✱ Qn✳ ❋r❛♥ç♦✐s ❉❡♥✐s ❛ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛❥♦r❛♥t✱ ♣♦✉r n = 2m✱ s❡ s✉❜st✐t✉❛♥t à d
❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✼✮✱ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐
❞♦♥♥é ♣❛r ✭✷✳✶✺✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥❡ t❡♥❞ ♣❧✉s ✈❡rs
0 ❧♦rsq✉❡ m t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❛✉r❡②✲❈❛r❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛✉r❡②✲❈❛r❧ ✭❧❡♠♠❡ ✻✳✹✳✶ ❞❛♥s ❬✹✾❪✮✮ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧✲
❜❡rt ❡t S ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à L (ℓn1 ,H) ♦✉ L (H, ℓn∞)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (k, n)
✈ér✐✜❛♥t 1 ≤ k ≤ n✱ ♦♥ ❛

ek(S) ≤ c

(

1

k
log2

(

1 +
n

k

)

)1/2

‖S‖, ✭✷✳✶✽✮

♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞②❛❞✐q✉❡ ek(S) ❡st é❣❛❧ à ǫ2k−1(S) ❡t c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻ ✭❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❡ ❬✾✽❪✮ ❙♦✐t H ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡
▼✲❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ γ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

N (p)(γ/4,∆γH, 2m) ≤
(

2

⌈

8β

γ

⌉

+ 1

)Q

· 2
16cΛwΛΦ(X)

γ

q

2Qm
ln(2)

−1
.

❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✐♥térêt ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❡ s✉r EQ
Φ(X ) q✉❡ ❝❡❧❧❡

✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣é♥❛❧✐s❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s tr♦✐s ▼✲❙❱▼ ✿

∑Q
k=1 ‖wk‖2✳

▲✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r t❛✉① ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉
t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡

√

1√
m
✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❞♦♥❝✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ c✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡st❡ à ❢❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉✬à tr❛✈❡rs s♦♥
✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♠❛r❣❡s ♦✉ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ΛΦ(X )✳ ❉❛♥s ❬✷✹✺✱ ✷✹✹✱ ✶✾✼❪ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s
♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♥♦②❛✉ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡
♥♦②❛✉✱ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✐♥térêt✳
▲✬ét✉❞❡ ❡st ♣♦✉rs✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❬✶✵✷❪✱ ♦ù ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❘❇❋ ❡st ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❞✉ ♥♦②❛✉✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✧❣r❛♥❞ ♦✧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ σ
✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✵✮✳ ❚♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡♠❡✉r❡♥t ❡♥❝♦r❡ à ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳

✷✳✺✳✶✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r

▲❛ ❜♦r♥❡ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ b = 0 ✭♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ H̄✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❝❧❛ss❡s ❡①♣♦sés
❞❛♥s ❬✷✵❪ ❡t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✸ ❡t ✹ ❞❡ ❬✸✾❪✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❞❡ ❬✶✸✹❪
❡t ❬✷✵✶❪✳ ◆♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡ s✉✐t❡ ❞❡
❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♦✉ s✉✐t❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ (σi)1≤i≤n ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✈ér✐✜❛♥t ✿
∀i ∈ {1, . . . , n} , P (σi = 1) = P (σi = −1) = 1

2 ✳



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭▼♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✮ P♦✉r n ∈ N
∗✱ s♦✐❡♥t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

a = (ai)1≤i≤n ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à R
n ❡t (σi)1≤i≤n ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r

❛ss♦❝✐é❡ à A✱ Rn(A)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Rn(A) = E sup
a∈A

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

σiai

∣

∣

∣

∣

∣

.

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞✬✉♥ ✈❛st❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✱
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡sq✉❡❧❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷ ❞❡ ❬✶✸✹❪✱ ❡t q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺ ❞❡ ❬✷✵✶❪✮ A ❡t n ét❛♥t ❞é✜✲
♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✱ s♦✐t φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt Lφ t❡❧❧❡ q✉❡ φ(0) = 0✳
◆♦t♦♥s

φ (A) =
{

(φ (ai))1≤i≤n : (ai)1≤i≤n ∈ A
}

.

❆❧♦rs ✿

Rn (φ (A)) ≤ 2LφRn (A) .

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r✐sq✉❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ r✐sq✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

R̃(h) = E
[

(1 − ∆hY (X))+
]

.

R̃m(h) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♠❡s✉ré s✉r ✉♥ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶
❢❛✐s❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣ ❬✶✶✷❪✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜♦r♥❡
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❜♦r♥é❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❜♦r♥é❡s✱ ❬✶✺✼❪✮ P♦✉r n ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à N
∗✱ s♦✐t (Ti)1≤i≤n

✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
T n ❞❛♥s R t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s (ci)1≤i≤n ✈ér✐✜❛♥t ✿

∀i ∈ {1, . . . , n} , sup
(ti)1≤i≤n∈T n,t′i∈T

|g(t1, . . . , tn) − g(t1, . . . , ti−1, t
′
i, ti+1, . . . , tn)| ≤ ci.

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ τ ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ g (T1, . . . , Tn) s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

P {g (T1, . . . , Tn) − Eg (T1, . . . , Tn) > τ} ≤ e−
2τ2

c

❡t

P {Eg (T1, . . . , Tn) − g (T1, . . . , Tn) > τ} ≤ e−
2τ2

c

♦ù c =
∑n

i=1 c
2
i ✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t ♣♦sés✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❞❛♥s ❬✾✹❪✮ ❙♦✐t H̄ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ à
Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ b = 0✳ ❙♦✐t KH̄ = ΛwΛΦ(X ) + 1✳ ❆✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à 1− δ✱ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̄ ❞❡ H̄ ❡st ❜♦r♥é s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(h̄) ≤ R̃m(h̄) +
4√
m

+
4Q(Q− 1)Λw

m

√

√

√

√

m
∑

i=1

κ (Xi, Xi) +KH̄

√

ln
(

1
δ

)

2m
. ✭✷✳✶✾✮



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✹✾

Pr❡✉✈❡ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ 1l{∆#h̄Y (X)≤0} ≤
(

1 − ∆h̄Y (X)
)

+
✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿
R(h̄) ≤ R̃(h̄).

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

R(h̄) ≤ R̃m(h̄) + sup
h̄′∈H̄

(

R̃(h̄′) − R̃m(h̄′)
)

. ✭✷✳✷✵✮

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ✭✷✳✷✵✮✳ ◆♦t♦♥s Z ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ (X,Y ) ❡t Zi s❡s ❝♦♣✐❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Dm ✿ Dm =
(Zi)1≤i≤m✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ét❛♥t ♣♦sé❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❜♦r♥é❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉ s✉♣r❡♠✉♠ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t n = m✱ (Ti)1≤i≤n = Dm ✭✐✳❡✳✱ Ti = Zi✮✱ g (T1, . . . , Tn) =

suph̄∈H̄

(

R̃(h̄) − R̃m(h̄)
)

✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h̄ ❞❡ H̄ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

∆h̄ ❞❡ ∆H̄ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [−MH̄,MH̄]
Q ❛✈❡❝ MH̄ = ΛwΛΦ(X )✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ♣❡rt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r✐sq✉❡ R̃ ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0,MH̄ + 1]✳ ◆♦t♦♥s KH̄ = MH̄ + 1✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s✉✐t❡ (ci)1≤i≤m ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀i ∈ {1, . . . ,m} , ci = KH̄

m ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❛❥♦r❡r ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té q✉✐ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à 1 − δ✱

sup
h̄∈H̄

(

R̃(h̄) − R̃m(h̄)
)

≤ E sup
h̄∈H̄

(

R̃(h̄) − R̃m(h̄)
)

+KH̄

√

ln
(

1
δ

)

2m
. ✭✷✳✷✶✮

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❢❛♥tô♠❡ D′
m = ((X ′

i, Y
′
i ))1≤i≤m = (Z ′

i)1≤i≤m✱ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦✲
♣r✐étés q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ Dm✱ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ s②♠étr✐s❛t✐♦♥✳
❙♦✐❡♥t R̃Dm

(h̄) ❡t R̃D′
m

(h̄) ❧❡s r✐sq✉❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ Dm ❡t D′
m ✭♦♥ ❛ ❞♦♥❝

R̃Dm
(h̄) = R̃m(h̄)✮✳ ❆❧♦rs✱

E sup
h̄∈H̄

(

R̃(h̄) − R̃m(h̄)
)

= E sup
h̄∈H̄

(

ER̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

= E sup
h̄∈H̄

(

E

[

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)|Dm

])

.

▲❡ s✉♣r❡♠✉♠ ét❛♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❆✳✶✽ ❞❡
❬✻✺❪✮ ❞♦♥♥❡ ✿

E sup
h̄∈H̄

(

E

[

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)|Dm

])

≤ E sup
h̄∈H̄

(

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

.

P❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✭✷✳✷✶✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

sup
h̄∈H̄

(

R̃(h̄) − R̃m(h̄)
)

≤ E sup
h̄∈H̄

(

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

+KH̄

√

ln
(

1
δ

)

2m
.

E sup
h̄∈H̄

(

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

= E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

m
∑

i=1

(

(

1 − ∆h̄Y ′
i
(X ′

i)
)

+
−
(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

+

)

]

≤ E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

(

(

1 − ∆h̄Y ′
i
(X ′

i)
)

+
−
(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

+

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

.

◆♦t♦♥s D2m ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s Dm ❡t D′
m✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r D2m✱ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠ê♠❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❢❛♥tô♠❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣r♦❞✉✐t P 2m✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

E sup
h̄∈H̄

(

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

≤ E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

(

1 − ∆h̄Y ′
i
(X ′

i)
)

+
−
(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

+

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

.



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

E sup
h̄∈H̄

(

R̃D′
m

(h̄) − R̃Dm
(h̄)
)

≤ 2E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

]

. ✭✷✳✷✷✮

❙♦✉❧✐❣♥♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷✳✷✷✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à D2m✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ = (σi)1≤i≤m✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t φ+ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t ❛ss♦❝✐❡ (t)+ ❡t a ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ai = 1 − ∆h̄Yi

(Xi)✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷✳✷✷✱ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 2 ♣rès✱ s❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E

[

sup
a∈A

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σiφ+ (ai)

∣

∣

∣

∣

∣

]

= Rm (φ+ (A))

♦ù A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs a ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ h̄ ❞é❝r✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H̄ ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s❛ r❡str✐❝t✐♦♥
✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ+ ét❛♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt 1✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✼ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r
❛ss♦❝✐é❡ à A q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

+

∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ 2E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

1 − ∆h̄Yi
(Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ 2

(

E

[

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

∣

∣

∣

∣

∣

]

+ E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

−
m
∑

i=1

σi∆h̄Yi
(Xi)

∣

∣

∣

∣

∣

])

≤ 2

(

1√
m

+ E

[

sup
h̄∈H̄

1

m

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi∆h̄Yi
(Xi)

∣

∣

∣

∣

∣

])

.

E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi∆h̄Yi
(Xi)

∣

∣

∣

∣

∣

]

= E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi
1

2

(

h̄Yi
(Xi) − max

k 6=Yi

h̄k (Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

.

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣r♦♣r❡s ❛✉① ▼✲❙❱▼s q✉✬❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ KH̄✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✬❛♣♣✉✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ H̄ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❘❑❍❙ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ κ✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
h̄ ❞❡ H̄ ❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (Xi, Yi) ❞❡ Dm✱ ♥♦t♦♥s K∗

i ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡❧ q✉❡ h̄K∗

i
(Xi) = maxk 6=Yi

h̄k (Xi)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ K∗
i = argmaxk 6=Yi

h̄k (Xi)✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿

1

2
E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

h̄Yi
(Xi) − max

k 6=Yi

h̄k (Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

=
1

2
E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

h̄Yi
(Xi) − h̄K∗

i
(Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

.

◆♦t♦♥s à ♣rés❡♥t Pm ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s pm ❞❡ {1, . . . ,m} ❞❛♥s {1, . . . , Q}2 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
pm(i) ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s
❞❡ {1, . . . ,m} ❡♥ Q(Q − 1) ❝❧❛ss❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Yi,K

∗
i )✱ ♣r♦♣r❡s ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

2
E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

h̄Yi
(Xi) − h̄K∗

i
(Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ 1

2
E



sup
h̄∈H̄

sup
pm∈Pm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k 6=l

∑

i : pm(i)=(k,l)

σi

(

h̄k (Xi) − h̄l (Xi)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣





≤ 1

2
E



sup
h̄∈H̄

sup
pm∈Pm

∑

k 6=l

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i : pm(i)=(k,l)

σi〈hk − hl, κ (Xi, .)〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 . ✭✷✳✷✸✮



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✺✶

❉✉ ❢❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦r♠✉❧é❡s s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s H̄✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❢♦✉r♥✐t ❧❛
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀h̄ ∈ H̄, ∀pm ∈ Pm, ∀(k, l) ∈ {1, . . . , Q}2

, k 6= l✱

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i : pm(i)=(k,l)

σi〈hk − hl, κ (Xi, .)〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈hk − hl,
∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Λw

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

.

P❛r s✉✐t❡✱

1

2
E



sup
h̄∈H̄

sup
pm∈Pm

∑

k 6=l

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

i : pm(i)=(k,l)

σi〈hk − hl, κ (Xi, .)〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣



 ≤ ΛwE



sup
h̄∈H̄

sup
pm∈Pm

∑

k 6=l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

∥





= ΛwE



 sup
pm∈Pm

∑

k 6=l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

∥



 ≤ Λw

∑

k 6=l

E



 sup
pm∈Pm

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

∥



 . ✭✷✳✷✹✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡✱ ✐❧ r❡st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❥♦r❛♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

E

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i∈Im

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

,

♦ù Im ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ {1, . . . ,m}✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✸✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑❤✐♥t❝❤✐♥❡
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✸✹❪✮✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥ ❢♦✉r♥✐t ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞és✐ré✳

E

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i∈Im

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

= E



〈
∑

i∈Im

σiκ (Xi, .) ,
∑

j∈Im

σjκ (Xj , .)〉
1
2



 ✭✷✳✷✺✮

P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✺ ❡st ♠❛❥♦ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

E



〈
∑

i∈Im

σiκ (Xi, .) ,
∑

j∈Im

σjκ (Xj , .)〉
1
2



 ≤



E





∑

i∈Im

∑

j∈Im

σiσjκ (Xi, Xj)









1
2

=

(

∑

i∈Im

κ (Xi, Xi)

)
1
2

.

◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧
✉t✐❧✐sé ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ E

[

1
m |∑m

i=1 σi|
]

≤ 1√
m
✳

∀Im ⊂ {1, . . . ,m} , E

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i∈Im

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

≤
(

∑

i∈Im

κ (Xi, Xi)

)
1
2

≤
(

m
∑

i=1

κ (Xi, Xi)

)
1
2

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ rés✉♠é ✿

∀pm ∈ Pm, ∀(k, l) ∈ {1, . . . , Q}2
, k 6= l, E



 sup
pm∈Pm

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

i : pm(i)=(k,l)

σiκ (Xi, .)

∥

∥

∥

∥

∥

∥



 ≤
(

m
∑

i=1

κ (Xi, Xi)

)
1
2

.

P❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✷✹✮✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✷✸✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

1

2
E

[

sup
h̄∈H̄

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

σi

(

h̄Yi
(Xi) − max

k 6=Yi

h̄k (Xi)

)

∣

∣

∣

∣

∣

]

≤ Q(Q− 1)Λw

(

m
∑

i=1

κ (Xi, Xi)

)
1
2

.



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❊♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✷✳✶✾✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s q✉❡
∑m

i=1 κ (xi, xi) ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡
♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ très ❛✐sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✷✳✶✾
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❝❧❛ss❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✷ ❞❡ ❬✷✵✶❪✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s
κ (Xi, Xi)✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
1
m

√
∑m

i=1 κ (Xi, Xi) ≤
√

1
mΛΦ(X )✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ r✐sq✉❡

❣❛r❛♥t✐ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é❝r♦ît ❡♥
√

1
m ✳ ❈❡ t❛✉①✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❱❈

st❛♥❞❛r❞✱ ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ■❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ t❡r♠❡ Q(Q−1) ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r C2

Q✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬ét❛❜❧✐r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
{i : pm(i) = (k, l)} ❡t {i : pm(i) = (l, k)}✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s
❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ ❡st ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❜♦r♥❡s ❞é❞✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ▼✲❙❱▼s✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❞❛♣t❡r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ R̃ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ▼✲❙❱▼ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ t♦✉t ❡♥
r❡st❛♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ R(h̄) ≤ R̃(h̄) ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳

✷✳✺✳✷ ❆✉tr❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ▲❙✲❙❱▼ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛
❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠♦ts ❝♦❞❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s♣♦s✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✬❆♥❣✉✐t❛ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣❡✉t s✬❛♣✲
♣✉②❡r s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡
❝❛❧❝✉❧✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r
(

x(k)
)

1≤k≤Q
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❙♦✐t X̃ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s r❡❢♦r♠✉❧é❡s ✿ X̃ =
{

x(k) : x ∈ X , k ∈ {1, . . . , Q}
}

✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷ ❞❡ ❬✷✶❪ ✿

▲❡♠♠❡ ✼ ❙♦✐t H̄ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✬❆♥❣✉✐t❛ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs
à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ‖w‖ ≤ Λw ❡t b = 0✳ ❙♦✐t ǫ ∈ R

∗
+✳ ❙✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ sXn =

{xi : 1 ≤ i ≤ n} ❞❡ X ❡st ◆✲♣✉❧✈ér✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ǫ ♣❛r ∆H̄✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s1 ❡t s2✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∥

∥

∥

∥

∥

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

−
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

∥

∥

∥

∥

∥

≥ 2n

Λw
ǫ. ✭✷✳✷✻✮

Pr❡✉✈❡ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ sXn = {xi : 1 ≤ i ≤ n} s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ◆✲♣✉❧✈ér✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡
ǫ ♣❛r ∆H̄✳ ❙♦✐t (I(sXn), vb) ✉♥ té♠♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ I(sXn) = {(i1(xi), i2(xi)) : 1 ≤ i ≤ n}
❡t vb = (bi)1≤i≤n✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r vy = (yi) ❞❡ {−1, 1}n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̄y ❞❛♥s
H̄ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r wy t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀i ∈ {1, . . . , n} ,
{

s✐ yi = 1, ∆h̄y,i1(xi)(xi) − bi ≥ ǫ
s✐ yi = −1, ∆h̄y,i2(xi)(xi) + bi ≥ ǫ

.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ H̄ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛r❣❡ ∆✱ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

∀i ∈ {1, . . . , n} ,







s✐ yi = 1, 1
2

(

〈wy,Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

〉 − maxk 6=i1(xi) 〈wy,Φ
(

x
(k)
i

)

〉
)

− bi ≥ ǫ

s✐ yi = −1, 1
2

(

〈wy,Φ
(

x
(i2(xi))
i

)

〉 − maxk 6=i2(xi) 〈wy,Φ
(

x
(k)
i

)

〉
)

+ bi ≥ ǫ



✷✳✺✳ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ✺✸

❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r s✉✐t❡

∀i ∈ {1, . . . , n} ,







s✐ yi = 1, 1
2 〈wy,Φ

(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

)

〉 − bi ≥ ǫ

s✐ yi = −1, 1
2 〈wy,Φ

(

x
(i2(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

〉 + bi ≥ ǫ
. ✭✷✳✷✼✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ sXn ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s1 ❡t s2 ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vy

❞❡ {−1, 1}n t❡❧ q✉❡ yi = 1 s✐ xi ∈ s1 ❡t yi = −1 s✐ xi ∈ s2✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✷✼ q✉❡ ✿

1

2
〈wy,

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

〉−
∑

xi∈s1

bi+
1

2
〈wy,

∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i2(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i1(xi))
i

))

〉+
∑

xi∈s2

bi

≥ nǫ

❝❡ q✉✐ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥

1

2
〈wy,

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

−
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

〉−
∑

xi∈s1

bi+
∑

xi∈s2

bi ≥ nǫ.

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vy t❡❧ q✉❡ yi = −1 s✐ xi ∈ s1 ❡t yi = 1 s✐ xi ∈ s2✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs

1

2
〈wy,−

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

+
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

〉+
∑

xi∈s1

bi−
∑

xi∈s2

bi ≥ nǫ.

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐
∑

xi∈s1
bi −

∑

xi∈s2
bi ≥ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̄y ❞❡ H̄ t❡❧❧❡ q✉❡

1

2
〈wy,

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

−
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

〉 ≥ nǫ ✭✷✳✷✽✮

t❛♥❞✐s q✉❡ s✐
∑

xi∈s1
bi −

∑

xi∈s2
bi < 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̄y ❞❡ H̄ t❡❧❧❡ q✉❡

1

2
〈wy,−

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

+
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

〉 ≥ nǫ. ✭✷✳✷✾✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ à ✭✷✳✷✽✮ ❡t ✭✷✳✷✾✮ ❢♦✉r♥✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿

1

2
‖wy‖

∥

∥

∥

∥

∥

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

−
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

∥

∥

∥

∥

∥

≥ nǫ,

rés✉❧t❛t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡
∑

xi∈s1
bi −

∑

xi∈s2
bi✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❛ ♠✐♥♦✲

r❛t✐♦♥ ✷✳✷✻ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ‖w‖ ≤ Λw✳

▲❡♠♠❡ ✽ ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ❞❛♥s ❬✷✶❪✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts (ti)1≤i≤n ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
t❡❧❧❡ q✉❡ max1≤i≤n ‖ti‖ ≤ Λt✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ {ti : 1 ≤ i ≤ n} ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s1
❡t s2 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

ti∈s1

ti −
∑

tj∈s2

tj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ √
nΛt.

◆♦tr❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ◆❛t❛r❛❥❛♥ à ♠❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✬❆♥❣✉✐t❛ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❡st
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✼ ❡t ✽✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ ❙♦✐t H̄ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞✬❆♥❣✉✐t❛ ❡t ❝♦✲
❛✉t❡✉rs à Q ❝❛té❣♦r✐❡s s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ‖w‖ ≤ Λw ❡t b = 0✳ ◆♦t♦♥s X̃ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❢♦r♠✉❧é❡s✳

❙✐ Φ
(

X̃
)

❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ΛΦ(X̃) ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ EΦ(X̃)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬ǫ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆✲❞✐♠
(

∆H̄, ǫ
)

≤
(

ΛwΛΦ(X̃)

ǫ

)2

.

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t sXn ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té n ◆✲♣✉❧✈ér✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ǫ ♣❛r ∆H̄✳ ❙♦✐t
(I(sXn), vb) ✉♥ té♠♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✱ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✷✳✷✻ ❡st ✈ér✐✜é❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ sXn ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s1 ❡t s2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✿

∥

∥

∥

∥

∥

∑

xi∈s1

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

−
∑

xi∈s2

(

Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

))

∥

∥

∥

∥

∥

≤

√
n max

1≤i≤n

∥

∥

∥
Φ
(

x
(i1(xi))
i

)

− Φ
(

x
(i2(xi))
i

)∥

∥

∥
. ✭✷✳✸✵✮

Φ
(

X̃
)

ét❛♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ΛΦ(X̃) ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ EΦ(X̃)✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡

✭✷✳✸✵✮ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r 2
√
nΛΦ(X̃)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

2n

Λw
ǫ ≤ 2

√
nΛΦ(X̃),

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

n ≤
(

ΛwΛΦ(X̃)

ǫ

)2

.

P♦s❡r n é❣❛❧ à s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ◆✲❞✐♠
(

∆H̄, ǫ
)

✱ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

✷✳✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❉❛♥s ❬✶✼✺❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s♦✉❧✐❣♥❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦r♥❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✱ ♥♦♥ ♣❧✉s q✉✬à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧❛
❉❆●❙❱▼ ✉♥ r✐sq✉❡ ❣❛r❛♥t✐ à r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥✉❧ ✭❝❡ q✉❡ ❱❛♣♥✐❦ ♥♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✮✳ ■❧s s✬❛♣♣✉✐❡♥t
♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛t✲s❤❛tt❡r✐♥❣ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s
❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✷✱ ❜♦r♥❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ ❞❡ ❬✷✶❪✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❛♥s ❬✶✼✺❪✮ ❙♦✐t G ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❉❆●✲
❙❱▼ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Φ(X ) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ r❛②♦♥ ΛΦ(X ) ❝❡♥tré❡
s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ EΦ(X ) ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡t ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r
s✉r ❧❡ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s 1 − δ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(g) ≤
130Λ2

Φ(X )

m





C2
Q
∑

n=1

1

γ2
n

log2(4em) log2(4m) + log2

(

2(2m)C2
Q

δ

)



 ,

♦ù (γn)1≤n≤C2
Q

❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭❜✐❝❧❛ss❡s✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❙❱▼ ❛ss♦❝✐é❡s à g✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s✱ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts
st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡♠♣r✉♥ts s♦♥t ❢❛✐ts à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷✽❪ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s✱ ❡t à ❬✷✷✼❪ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❢❛♥tô♠❡✳ ❈r❛♠♠❡r ❡t
❙✐♥❣❡r ❞é♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬✺✼❪ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ▼✲❙❱▼✳



✷✳✻✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✺✺

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ❞❛♥s ❬✺✼❪✮ ❙♦✐t H̄ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼
❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r à Q ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Φ(X ) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ r❛②♦♥
ΛΦ(X ) ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ EΦ(X ) ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̄ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡t
❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡ m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s 1− δ✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(h̄) ≤
130Λ2

Φ(X )

m

(

Q

Q
∑

k=1

‖wk‖2 log2(4em) log2(4m) + log2

(

2(2m)C2
Q

δ

))

.

❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✷ ❡t
✸✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥✉❧✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹
❞❡ ❬✷✷✾❪✮✳ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ❢♦✉r♥✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸ ❞❡ ❬✺✼❪✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ r✐sq✉❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✉♥
✧❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢✧ ♦✉ ✉♥ ✧❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✧✳

✷✳✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❜♦r♥❡s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ❛✈❛♥❝és q✉❡ ❝❡✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡
❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐❞é❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t à ét❡♥❞r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ▼❛♠♠❡♥✲❚s②❜❛❦♦✈
❬✷✷✵❪ ❡t s♦♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❣❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s ❞❡ rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s
❛✉① ▼✲❙❱▼ q✉✬❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ét♦♥♥❛♥t s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛
♣r❛t✐q✉❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞é❞✐é❡s ❛✉① ▼✲❙❱▼✱ ❝❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ❯♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞é✜ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❱❈ ❞♦♥t ❧❡

t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é❝r♦✐ss❡ ❡♥
√

1
m ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t très ✐♥str✉❝t✐❢ ❞✬ét❛❜❧✐r s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜♦r♥❡

♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❈❡❧❛ ❞❡✈r❛✐t ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✳

✷✳✻ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ é✈♦q✉és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s
❬✶✻✵✱ ✽✵❪✳

✷✳✻✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❉❡♣✉✐s q✉❡ ❧❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ❧❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
tr❛✈❛✉①✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❡st ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✮✱ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à m2✱ ❧♦rsq✉❡ C ❡st ♣❡t✐t✱ ❡t m3 ❧♦rsq✉❡ C ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ❬✸✻❪✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝❛s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥s ♥❡ ♠❛♥q✉❡r♦♥t ♣❛s ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥
♣♦✉rq✉♦✐ t❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs s✬❛❝❤❛r♥❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥
ré❣✐♠❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♦ù ❧❡s P▼❈✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥t✐èr❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼❖ ❞❡ P❧❛tt✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡①trê♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✶✶✼❪ ♦✉ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞❡ ❬✺✽❪✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦♥t r❡t❡♥✉ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ▲❆❙❱▼ ❬✸✻❪ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥
❧✐❣♥❡ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r
❙▼❖✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ❛♣rès ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛ss❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s
❬✺✵❪✱ ❈❤❛♣❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥✳ ▲✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ✈♦✐t à s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❣❛❧✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ q✉✬✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡
❢♦✉r♥✐r❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❲♦❧❢❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞♦✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ♥✉❛♥❝é❡✱ ❞❛♥s ❧❛



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r✐♠❛❧ J▼✲❙❱▼✱ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❧❡ r✐sq✉❡✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❧✐✈r❡ ❬✸✽❪ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

❈♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ s♦✉❧è✈❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❙▼❖✱ ❡t ❞♦♥❝ ▲❆❙❱▼✱
s✬ét❡♥❞❡♥t ♠❛❧ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡✱
❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❛❝❝r✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✲é❣❛❧✐tés✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❛♣❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ét❡♥❞r❡✱
❝❛r ✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞✉ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❝❡
s❡♥s ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✷✺✵❪✳ ❊❧❧❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❙❱▼ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❚s♦❝❤❛♥t❛r✐❞✐s ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱
r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✺❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✷ q✉❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ▼✲❙❱▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ b = 0✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s ▼✲❙❱▼✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
ré❡❧✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✜❝t✐❢ à ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs
wk ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r b ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛r❣❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❬✶❪ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✳ ❉❡ ♥❛t✉r❡ ✐♥✲
❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙▼❖✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡s ▼✲❙❱▼s ❡st r❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❬✶✶✸❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛
▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡s ❛✉✲
t❡✉rs s✐♠♣❧✐❢❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s✉❜t❡r❢✉❣❡ é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♠♣❡♥s❡r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r b ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✜❝t✐❢ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs wk✳ ■❧s ♥❡
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✳ ▲❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❈❤✐❤✲❏❡♥ ▲✐♥ ❡t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ s♦♥ éq✉✐♣❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡
♥♦♠♠é❡ ▲■❇❙❱▼✱ q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡♠❡♥t té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❡t ❜♦ît❡s à ♦✉t✐❧s s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✐♥t❡r♥❡t✳ ❈✐t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ✧❚❤❡ ❙♣✐❞❡r✧✱ ❞❡ ❲❡st♦♥✱ ❊❧✐ss❡❡✛✱ ❇❛❦✐r
❡t ❙✐♥③✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r ❬✶✻✺❪✳ ▲❛ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ▼❆❚▲❆❇ ❞❡ ❈❛♥✉ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❬✹✼❪ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ▼✲❙❱▼✱ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♣r♦♣♦s❡ ❆♥❞ré
❊❧✐ss❡❡✛ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✼✹❪✳

✷✳✻✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s

◆♦tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞é❞✐é à ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❦❡r♥❡❧✲♠❛❝❤✐♥❡s✳♦r❣✮✱ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❬✾✾❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❲♦❧❢❡ ❬✽✶❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡ ❬✶✻✵❪✮✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ sé♣❛ré♠❡♥t✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❲♦❧❢❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

min
t
f(t)

s✳❝✳
{

At = b
t ≥ 0

.

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
(

t(n)
)

n∈N
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t n✱ t(n+1) ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t(n) ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳
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✷✳✻✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ✺✼

✶✳ ❖♥ rés♦✉❞ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ▲P
(

t(n)
)

❞♦♥♥é ♣❛r ✿

min
u

{

∇f
(

t(n)
)T

u

}

s✳❝✳
{

Au = b
u ≥ 0

.

✷✳ ❙♦✐t u(n) ✉♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞✉ ♣♦❧②t♦♣❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡
▲P
(

t(n)
)

✳ t(n+1) ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r f s✉r ❧❡ s❡❣♠❡♥t
[

t(n), u(n)
]

✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt α(0) = 0Qm✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t J❲❲✱❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✱ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n+ 1 ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✹

min
ζ

{

∇J❲❲✱❞

(

α(n)
)T

ζ

}

s✳❝✳

{

0 ≤ ζik ≤ C, (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
∑

xi∈k

∑Q
l=1 ζil −

∑m
i=1 ζik = 0, (1 ≤ k ≤ Q− 1)

.

❙♦✐t θ(n) ∈ [0, 1] ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ α(n) ❡t ζ(n)✱ ✐✳❡✳

θ(n) = argmin
θ∈[0,1]

J❲❲✱❞

(

(1 − θ)α(n) + θζ(n)
)

.

❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

θ(n) = min

{∇J❲❲✱❞(α
(n))T δ(n)

δ(n)TH❲❲δ(n)
, 1

}

♦ù δ(n) = α(n) − ζ(n)✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✱ q✉❡ ❝❡

s♦✐t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r❛♥❦ ❡t ❲♦❧❢❡ ♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡ss✐❡♥♥❡ H❲❲✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r êtr❡
st♦❝❦é❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t àMQm,Qm (R)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❡s t❡r♠❡s✱
❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✱ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s s✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t❡r♠❡s κ (xi, xj) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❞✐✣❝✉❧té✱ ♣❛r❢♦✐s ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ét❛✐t ❞é❥à ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❙❱▼ ❬✸✼❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ✧❝❤✉♥❦✐♥❣✧ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✷✼❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞❡ ❬✺✽❪✮
❝♦♥s✐st❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❡♥ ✜❣❡❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧
❡st à ♣rés❡♥t ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✹✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s αB ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① NB ♣r❡♠✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s αH ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① NH = m −NB ❞❡r♥✐❡rs ❡①❡♠♣❧❡s ét❛♥t ✜①é❡s✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

J❲❲✱❞(α) =
1

2

(

αB

αH

)T (
HBB HBH

HHB HHH

)(

αB

αH

)

− 1T
Qm

(

αB

αH

)

.

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

J❲❲✱❞(α) =
1

2
αT

BHBBαB −
(

1T
QNB

− αT
HHHB

)

αB +
1

2
αT

HHHHαH − 1T
QNH

αH .



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿

∇J❲❲✱❞(αB) = HBBαB +HBHαH − 1QNB
=
(

HBB HBH

)

α− 1QNB
.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡ t❡♠♣s
r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ✭♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋r❛♥❦
❡t ❲♦❧❢❡✮ ❡st é❣❛❧ à NB

m ❢♦✐s ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡♠♣s
r❡q✉✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ θ(n) ✭s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥❝♦r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡st ✿

{

ζ
(k)
B − α

(k)
B

}T

HBB

{

ζ
(k)
B − α

(k)
B

}

.

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à N2
B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ m2✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ à ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✶✾✺✱ ✺✽❪ ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❧❡s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠✉❡tt❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡t ♥♦s
♣r♦♣r❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❢♦✉r♥✐ ❞❡ rés✉❧t❛t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡✳

✷✳✼ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡
❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ C ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s ❛♣♣❡❧❧❡✱ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é❞✐é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①
♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡s ❙❱▼ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ à ♥♦②❛✉ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❬✶✷✹❪✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s s❡✉❧s tr❛✈❛✉① ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s
❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ▼✲❙❱▼✳ P♦✉r ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❡❧❧❡ tr❛✐t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❡t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❜♦r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ♦✉
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥s✐❞érés ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❡st
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✳

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼ ét❛✐t ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s♦✉❧❡✈❡r ✭✈♦✐r
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ❬✷✶✷❪✱ ♦✉ ❬✹✻✱ ✶✵✻✱ ✷✼❪ ♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ré❝❡♥ts✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲✉♥t③ ❡t ❇r❛✐❧♦✈s❦② ❬✶✹✽✱
✷✷✾✱ ✷✸✵❪ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
♣r❡sq✉❡ s❛♥s ❜✐❛✐s✳

▲❡♠♠❡ ✾ ✭❬✶✹✽❪✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s G ❡t ✉♥
m✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❙♦✐t Lm ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✉ ♠♦❞è❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧✳ ❆❧♦rs✱

ER (gm−1) = E

(Lm

m

)

, ✭✷✳✸✶✮

♦ù R (gm−1) ❡st ❧❡ r✐sq✉❡ ✭❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ G sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m− 1✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ♣r❡sq✉❡ s❛♥s ❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ r✐sq✉❡ R (gm−1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ é❣❛❧❡ à m− 1 ❡t ♥♦♥ m✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡



✷✳✼✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✺✾

r❡♠♣❧❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ à ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ r✐sq✉❡
❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬✼✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡ ❞❡
❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✬❛✈èr❡ très ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛✉t❡✉rs à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❞❡s ❙❱▼✳

✷✳✼✳✶ ❇♦r♥❡s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧

P❛r♠✐ ❧❡s ❜♦r♥❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝✐t❡r ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❏❛❛❦❦♦❧❛ ❡t
❍❛✉ss❧❡r ❬✶✶✻❪✱ ❞❡ ❲❛❤❜❛ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❬✷✸✺❪ ❞❡ ❖♣♣❡r ❡t ❲✐♥t❤❡r ❬✶✻✽❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✧s♣❛♥ ❜♦✉♥❞✧
❞❡ ❈❤❛♣❡❧❧❡ ❡t ❱❛♣♥✐❦ ❬✷✸✵❪ ✭✈♦✐r ❬✺✶❪ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡ s✉❥❡t✮✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st r❡❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜♦♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ q✉❛❧✐té ❡t t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡ ♣r❡sq✉❡ ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛
✧s♣❛♥ ❜♦✉♥❞✧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ s♦♥t
♠♦✐♥s ❧♦✉r❞s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❙❱▼ à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ s✬ét❡♥❞ ❞♦♥❝
❛✉① ▼✲❙❱▼ à ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s s❡ r❛♠❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❡st ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ✭✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✹✮✳

✷✳✼✳✶✳✶ ❇♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ ✭❬✷✷✾❪✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ X ✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t
γ = 1

‖w‖ s❛ ♠❛r❣❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ((xi, yi))1≤i≤m✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ♠❛❥♦r❛♥t

❞❡ Lm ✿

Lm ≤ D2
m

γ2
, ✭✷✳✸✷✮

♦ù Dm ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ EΦ(X )✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Dm s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✧s✉♣♣♦rt
✈❡❝t♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✧ ✭❙❱❈✮ ❬✷✺❪✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❝♦♥❥✉❣✉❡ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ❝❡❧✉✐ ❞✬êtr❡
s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❙❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ♥❡ rés✐❞❡ ♣❛s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ à
✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✈♦✐r ❬✺✶❪✮✳

✷✳✼✳✶✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❲❛♥❣ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs

❉❛♥s ❬✷✸✻❪✱ ❲❛♥❣ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧
❞é❞✐é❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r r❛②♦♥s ❡t ♠❛r❣❡s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r Lm✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷✳✸✸✱ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❙❱▼ à ♠❛r❣❡
❞✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✳ ❙♦✐❡♥t hkl(x) = 〈wkl,Φ(x)〉 + bkl ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
❜✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❛î♥é à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s k ❡t l✱ Dm(k, l) ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t s❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ❡t Lm(k, l) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s ❡rr❡✉rs rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧✳
❆❧♦rs✱

∑

1≤k<l≤Q

Lm(k, l) ≤
∑

1≤k<l≤Q

Dm(k, l)2 ‖wkl‖2
. ✭✷✳✸✸✮



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✧❜♦r♥❡✧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬✽✹✱ ✻✾❪✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à D2

m

γ̄2 ✱ ♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ✧♠❛r❣❡✧ γ̄ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

γ̄2 =
1

m2

∑

k<l

mkml

‖wkl‖2 . ✭✷✳✸✹✮

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ♣rés❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❡①❛❝t❡s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
▼✲❙❱▼ ✭à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✮✳

✷✳✼✳✶✳✸ ❇♦r♥❡s ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ♣♦✉r ❧❡s ▼✲❙❱▼

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ❡t ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r ✭❞♦♥t ❧❡s
✈❡rs✐♦♥s à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡ s♦♥t ✐♥❞❡♥t✐q✉❡s✮✳ ❙✐ s❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷✱
❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❢❛✐s❛♥t ✐♥✲
t❡r✈❡♥✐r✱ ♦✉tr❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❡t ❧❡s ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à
é✈❛❧✉❡r✳ ❙❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ (P◗ (α∗)i)1≤i≤m

❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
((xi, yi))1≤i≤m✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r α∗ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✉❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ✭❡♥tr❛î♥é❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞é✜♥✐s q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ i t❡❧❧❡s q✉❡

∑Q
k=1 α

∗
ik > 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

❝♦♠♠✉♥❡✱ J❱❈✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r R
Qm
+ ✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∀λ ∈ R
Qm
+ , J❱❈(λ) =

Q
∑

k=1

(

m
∑

i=1

λik

)2

. ✭✷✳✸✺✮

■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, yi) s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t♦✉t❡s é❣❛❧❡s à 0✳
❈❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t ♣♦sés✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s P◗ (α∗)i ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✺ ✭P◗ (α∗)i✮

min
λ
J❱❈(λ)

s✳❝✳















λik =
α∗

ik
PQ

l=1 α∗
il

, (1 ≤ k ≤ Q)

0 ≤ λjk ≤ α∗
jk

PQ

l=1 α∗
il

, (1 ≤ j 6= i ≤ m), (1 ≤ k ≤ Q)
∑

xj∈k

∑Q
l=1 λjl −

∑m
j=1 λjk = 0, (1 ≤ k ≤ Q− 1)

.

❊♥ ♥♦t❛♥❞ Ki ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ J❱❈ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ P◗ (α∗)i ❡t

K❱❈ =
√

2 max
i :

PQ

k=1 α∗
ik

>0
Ki, ✭✷✳✸✻✮

♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❡ ❬✻✶❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ✭❇♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ♣♦✉r ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✭♦✉ ❈r❛♠♠❡r ❡t ❙✐♥❣❡r✮ à Q ❝❛té❣♦r✐❡s à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ Lm ✿

Lm ≤ K❱❈
Q

D2
m

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

✭✷✳✸✼✮

♦ù Dm ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✳



✷✳✼✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✻✶

▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ss❛♥t q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ré❞✉✐t ❜✐❡♥ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Q = 2 ❡st
✐♥str✉❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✺ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿











λi = 1

0 ≤ λj ≤ α∗
j

α∗
i
, (1 ≤ j 6= i ≤ m)

∑m
j=1 yjλj = 0

,

❡t ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t λ∗j = 0 ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ j ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ i t❡❧
q✉❡ yj = yi ❡t ❡♥ ❞✐str✐❜✉❛♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ 1 s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s λ∗j t❡❧s q✉❡ yj = −yi✳

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ i à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ J❱❈(λ∗) = (λ∗i )
2

+
(

∑

j :yj 6=yi
λ∗j

)2

= 2✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ K❱❈ = 2 = Q✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ Q = 2✱ ❧❛ s♦♠♠❡
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✷✳✸✼ s❡ ré❞✉✐t à 1

γ2 ✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛r❣❡
∑

k<l
(1+dkl)

2

γ2
kl

❡st très s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ❆
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ K❱❈ r❡♥❞ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s
❝♦ût❡✉① q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ✭❛✉ ♣❧✉s✮ m ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r α∗ ❡t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Λ = (Λkl) ❞❡
R

Q2

❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ Λkl =
∑Q

n=1 α
∗
in

∑

xj∈k λjl ✭✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡ λjyj
= 0 q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t k Λkk = 0✮✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ J ′
❱❈✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ J ′

❱❈(Λ) =
(

∑Q
n=1 α

∗
in

)2

J❱❈(λ)✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐

❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿ J ′
❱❈(Λ) =

∑Q
k=1

(

∑Q
l=1 Λlk

)2

✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Ki s✬♦❜t✐❡♥t
❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✻ ✭P◗′ (α∗)i✮

min
Λ
J ′
❱❈(Λ)

s✳❝✳











α∗
il ≤ Λyil ≤

∑

xj∈yi
α∗

jl, (1 ≤ l ≤ Q)

0 ≤ Λkl ≤
∑

xj∈k α
∗
jl, (1 ≤ k 6= yi ≤ Q)

∑Q
l=1 (Λkl − Λlk) = 0, (1 ≤ k ≤ Q− 1)

.

❈❡tt❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡
✈❡❝t❡✉r λ∗ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ J❱❈(λ∗)✳

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣♦ssè❞❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✶✵ ❡t ✶✶✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ C✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❜❛s❡✳
P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t d▲▲❲ = Q

Q−1 ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

∀(k, l) : 1 ≤ k < l ≤ Q, γkl =
Q

Q− 1

1 + dkl

‖wk − wl‖
.

P❛r s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

1

Q− 1
1T

Qmα
∗ =

Q
∑

k=1

‖w∗
k‖2 =

1

Q

∑

k<l

‖w∗
k − w∗

l ‖2 =
Q

(Q− 1)2

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

,

s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ✿

1T
Qmα

∗ =
Q

Q− 1

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

. ✭✷✳✸✽✮

❈❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ét❛♥t ❛♣♣♦rté❡s✱ ❧❛ ❜♦r♥❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❡ ❬✶✻✶❪✱ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ✭❇♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ♣♦✉r ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs à Q ❝❛té❣♦r✐❡s à ♠❛r❣❡ ❞✉r❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ Lm ✿

Lm ≤ D2
m

∑

k<l

(1 + dkl)
2

γ2
kl

✭✷✳✸✾✮

♦ù Dm ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✳

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s
✭❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✽✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Dm✮✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱
❡❧❧❡ s❡ ré❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✧r❛②♦♥✲♠❛r❣❡✧ ❜✐❝❧❛ss❡ ❧♦rsq✉❡ Q = 2✳

✷✳✼✳✶✳✹ ❇♦r♥❡ ❞❡ P❛ss❡r✐♥✐ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs

❉❛♥s ❬✶✻✾❪✱ P❛ss❡r✐♥✐ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬❊❈❖❈✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❡♥
q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∀(x, y) ∈ X × Y, MPP❋ (x, y) = min
k 6=y

dℓ❞❡❝ (Mk., g̃(x)) − dℓ❞❡❝ (My., g̃(x)) .

▲❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ h(l) ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✿

∀l ∈ {1, . . . , N} , h(l)(.) =
m
∑

i=1

myilβilκ
(l)(xi, .). ✭✷✳✹✵✮

❈❡s é❧é♠❡♥ts ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ P❛ss❡r✐♥✐ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❞❛♥s ❬✶✻✾❪✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à Q ❝❛té❣♦r✐❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❊❈❖❈ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✵✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
dℓ❞❡❝ (Mk., g̃(x)) = −〈Mk., g̃(x)〉✱ s♦♥ ❡rr❡✉r ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Lm ≤ 1

m

m
∑

i=1

1l

{

−MPP❋ (xi, yi) + max
k 6=yi

Uk (xi) > 0

}

♦ù Uk (xi) = 〈(Mk. −Mp.) , g̃(xi)〉+
∑N

l=1myil (myil −mkl)αilκ
(l)(xi, xi) ❛✈❡❝ p = argmaxq 6=yi

〈Mq., g̃(xi)〉✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ❞❡❝
(

mklh
(l)(x)

)

= −mklh
(l)(x)✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ q✉❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

✷✳✼✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧✬❡rr❡✉r ✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ▼✲❙❱▼ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❛✉tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
✧❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✧ ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r s❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs
❞❛♥s ❬✶✸✼❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ✧❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✧ ✭●❆❈❱✮✳ ◆❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ❧❡✉r ❢❛❝✉❧té à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❡t ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡ ✭❝✬ét❛✐t ❧❡ s♦✉❝✐ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❲❛♥❣ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs✮✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ é✈❛❧✉é❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✭❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✮ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❉❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❍❛st✐❡ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs r❛♣♣♦rtés ❞❛♥s ❬✶✵✹❪ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r
t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ❧♦rsq✉❡ C ✈❛r✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✷✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✻✸

❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❡st q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❛✉① ▼✲❙❱▼✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♣r♦❧♦♥❣és ❞❛♥s ❬✶✸✻❪✱ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❞✐é à ❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✲❙❱▼✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✶✸✶❪ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼
✧❞❡ ♥♦r♠❡ ✷✧✳ ❊❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
ét❡♥❞✉ à ♥♦tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✧à ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡✧ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ▲❡❡ ❡t ❝♦✲❛✉t❡✉rs✱ ❞❡✈r❛✐t ❢♦✉r♥✐r ❧✬ét❛❧♦♥
♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé❡ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❬✶✺✷❪✳ ▲❡✉r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ▼✲❙❱▼ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ à ♥♦s ②❡✉① ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❱▼✳ ❊❧❧❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s♦✐t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉♥✐q✉❡✱ s♦✐t s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡rr✐èr❡ ❧❡✉r
❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡s s❡ ❝❛❝❤❡ ✉♥❡ ré❛❧✐té ♣r❛t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ✿
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❞✐✣❝✐❧❡s à ❞✐st✐♥❣✉❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t✮✱ à q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥s ♣rès✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ❢♦♥t q✉❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡r❛ ♣❧✉tôt à s♦♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r t❡❧ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠é❞✐♦❝r❡s s✉r t❡❧ ❛✉tr❡✱ ❞❡♠❡✉r❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♦❜s❝✉r❡s✳ ❙❛♥s ❞♦✉t❡
❧❛ ✈♦✐① ❞❡ ❧❛ s❛❣❡ss❡ ♣❡✉t✲❡❧❧❡ êtr❡ ❡♠♣r✉♥té❡ à ❋r✐❡❞♠❛♥ ❧♦rq✉✬✐❧ é❝r✐t ❞❛♥s ❬✽✸❪✱ é✈♦q✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ✿ ✧▲❛ ❧❡ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à t✐r❡r ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st q✉❡
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ✭r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✮ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✭r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✮✧✳ ❉❛♥s ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡st ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à
tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s Y ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉rés✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡ à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ ♣ré❝é❞é ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ♦✉ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❞❡♠❡✉r❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t à ét❛❜❧✐r✳ ❆✉❝✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
♥✬❛♣♣❛r❛ît tr✐✈✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❛✉❣✉r❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ r❡st❛♥t à ❛❝❝♦♠♣❧✐r✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s à ✈❛st❡ ♠❛r❣❡
s♦✉❧è✈❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t à ♥♦tr❡ ❛✈✐s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧s s♦♥t
ré✈é❧❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ❝❛té❣♦r✐❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t q✉✐ s❡ ❞é❣❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
♥❡ ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜✐❝❧❛ss❡✳

❚❛♥t q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ▼✲❙❱▼ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✱ ♥❡
s❡r❛ ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣r❛t✐❝✐❡♥ s❡r❛ ré❞✉✐t✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐①✱ à ♠❡s✉r❡r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡s ▼✲❙❱▼ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦ssé❞❡r
❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆✐ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♥✐ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❞✐é❡s ♥✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡s ❛✉ss✐ ♣♦✉ssé❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❡❧❧❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❛❧❧❛♥t
❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡❧à ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✐❝❧❛ss❡s✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❧✉s ♥♦✈❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés ✐❝✐ s✉r
✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼✲❙❱▼ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s très ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r
❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡✱ s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❡♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❤❡r✈♦♥❡♥❦✐s ét❡♥❞✉❡✱ ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❛✉❡r✲❙❤❡❧❛❤ ❣é♥ér❛❧✐sé✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥❝♦r❡ q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✾❪✮✱ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❬✹✵❪ ♣✉✐ss❛♥t❡s✱ ♦✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ■❧s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

s✉❜st✐t✉❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s✱
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡st ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡✉① ré❢ér❡♥❝❡s ♠❛❥❡✉r❡s✱ ❬✷✶✶✱ ✸✸❪✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝❛s ❞❡s ▼✲❙❱▼ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①
❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ♥♦s ♣r✐♦r✐tés✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥

♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡

❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

✸✳✶ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥t
♣♦rté ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❧✐q✉és ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ▼✲❙❱▼✳

✸✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❈♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ✉♥ ♣rér❡q✉✐s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s
♣r♦❥❡ts ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ s❡ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐és ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣è♥❡s ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ été ❛❝❝é❧éré ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s r❛♣✐❞❡s ❡t à ❜❛s
❝♦ût✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥♥✉❡s ♥✬❛ ♣❛s s✉✐✈✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭t❡rt✐❛✐r❡✮✱ ❧❛ ❝r✐s✲
t❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r r❛②♦♥s ❳ ♦✉ r❛❞✐♦❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡
✭❘▼◆✮ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✛♦rts ❡t ♥✬❛ss✉r❡♥t ♣❛s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t r❡❝❤❡r❝❤é ✭♦♥ ♣❡✉t r❡✲
♠❛rq✉❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦té✐♥❡s ♥❡ ❝r✐st❛❧❧✐s❡♥t ♣❛s✮✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ séq✉❡♥❝❡ ✭str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡✮✱ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❧✬✉♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❝❡♥tr❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ ❆♥✜♥s❡♥ ♣r♦♣♦s❛ s♦♥ ✧❤②♣♦t❤ès❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✧ ❬✼✼❪✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✈❛st❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❞é♣❧✐és✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✬❛♣♣✉②❛✐t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ✧❞é♥❛t✉r❛t✐♦♥✲r❡♥❛t✉r❛t✐♦♥✧ ❬✼❪✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣❡✉t ❞♦♥❝
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t êtr❡ rés♦❧✉✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✱ s♦♥t t❡❧❧❡s
q✉✬✐❧ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ t②♣❡ ❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r
ré❣♥❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✉t✐❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✸❉ très ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ rés✐❞✉ ✭❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✮ ❞❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦t✐❢s ré❣✉❧✐❡rs ✭♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮ ❡t
ré♣étés ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ é♣✐♥❡ ❞♦rs❛❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥s s♦♥t ❧✬❤é❧✐❝❡
❛❧♣❤❛ ❡t ❧❡ ❜r✐♥ ❜êt❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ● ❬✻✹❪✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘❛s▼♦❧ ❬✶✾✷❪✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡
❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❛❧♣❤❛✱ ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❡t ✉♥ ❢❡✉✐❧❧❡t ❜êt❛ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡
❜r✐♥s✱ ❡♥ ❥❛✉♥❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡
♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡
rés✐❞✉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s♦♥ ét❛t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❡♥ ❤é❧✐❝❡ α✱ ❜r✐♥ β ♦✉ str✉❝t✉r❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❝♦✐❧✮✳

✻✺



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ●✳

✸✳✶✳✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❛t❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✳ ❉❡♣✉✐s
❧♦rs✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡r✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s s♦♥t
❝❡❧❧❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❬✶✹✹✱ ✶✹✸❪ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✐t❡s ✧st❛t✐st✐q✉❡s✧ ❬✺✷✱
✾✵❪✱ r❡♣♦s❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s
à ♣❛rt✐r ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡s ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❞❡ ♣❡t✐ts ♣❡♣t✐❞❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♣r♦❣r❡ssé ❧❡♥t❡♠❡♥t
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✲✾✵ ❬✽✻✱ ✷✵✺✱ ✽✾❪✱ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❡❧❧❡s ♦♥t été ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉♣♣❧❛♥té❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r♦❣rès ❧❡s ♣❧✉s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ♦♥t rés✉❧té ❞❡
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ P▼❈✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡
◆❊❚t❛❧❦ ❛ ♣❡r♠✐s à ◗✐❛♥ ❡t ❙❡❥♥♦✇s❦✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✻✵✪ à ♣❧✉s ❞❡
✻✹✪ ❬✶✼✽❪✳ ▲❡✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ é✈♦q✉é❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❛ été ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s
❧❡s tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs✳ ❉❡✉① P▼❈ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❞✐t ✧séq✉❡♥❝❡✲str✉❝t✉r❡✧✱ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❞✐t ✧str✉❝t✉r❡✲str✉❝t✉r❡✧✱ ❧✐ss❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡s rés✐❞✉s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦rré❧és✳ ▲❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ P▼❈ ✧séq✉❡♥❝❡✲str✉❝t✉r❡✧✱ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ♣❛r ✉♥
♣r♦✜❧ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❛ ❡✉ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥ ❣❛✐♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✻✪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s ✼✵✪ ❞❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❍❉ ❬✶✽✹❪✱
à tr❛✈❡rs s❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❬✶✽✺❪✱ ❛ ❝♦♥st✐t✉é ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ✭❍▼▼✮✱
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❆s❛✐ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❬✶✹❪✱ ♦♥t t✐ré ♣r♦✜t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✧♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛ ❜❛♥❦✧ ✭P❉❇✮ ❬✸✶✱ ✸✵❪ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥❡
❧❡s rè❣❧❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ré❣✐ss❛♥t ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉①✳ ❊♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛
♣❧✉s ❛❜♦✉t✐❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✉❧✐❡tt❡ ▼❛rt✐♥ ❬✶✺✶✱ ✶✺✵❪✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱
❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s②stè♠❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ rés❡❛✉①✱ à ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ♦✉ ré❝✉rr❡♥ts ❬✶✶✾✱ ✶✽✱ ✶✼✵✱ ✶✼✼❪✳ ▲❡✉rs
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣❧✉s à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts q✉✬✐❧s ❡①♣❧♦✐t❡♥t q✉✬à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡✉r♦♥❛❧
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ét♦♥♥❛♥t❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st s♦✉✈❡♥t s✉r✲♣❛r❛♠étré✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡



✸✳✷✳ ◆♦②❛✉ ❞é❞✐é à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✻✼

♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬✶✽✶✱ ✾✶❪✳ ▲❡s t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és r❛♣♣♦rtés s❛t✉r❡♥t
❛✉① ❡♥✈✐r♦♥s ❞❡s ✽✵✪ ❞❡ rés✐❞✉s ❜✐❡♥ ❝❧❛ssés✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r❛♥❞ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ q✉❡ ❘♦st ❛
é❝r✐t s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ❬✶✽✸❪✱ ❞❡♠❡✉r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐té✳

▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❡st ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣rès ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡
❝❡❧✉✐ ❛②❛♥t rés✉❧té ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ P▼❈ ♦✉ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✈✐❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡
r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣rès ❡✛❡❝t✉és✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❬✺✸❪✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✧t❤r❡❛❞✐♥❣✧ ❬✶✹✾❪✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡✱ ❞é❥à é✈♦q✉é❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳
❈❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ❖r✱
♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡ t❤r❡❛❞✐♥❣
♦♥t é❝❤♦✉é✳ ▲❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣♦s✐t✐❢s ✿ ❧❡s ♣r♦❣rès ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡❧ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞✐♠✐♥✉❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✱ ❘❖❙❊❚❚❆ ❬✷✵✸❪✱ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✶✺✽❪ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣❡r❞✉✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡
♣♦✉rr❛✐t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❞❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s✐ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✈❛✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✐❡✉✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱
✐❧ ❡st ♣❧❛✐s❛♥t ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣✉✐ss❡ rés✉❧t❡r ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉✱ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ▼✲❙❱▼✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ét❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❬✾✷❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✾✸❪✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉①✱ q✉✐ ♦♥t
♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❤❛❜✐✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥t été ♣♦✉rs✉✐✈✐s ❞❛♥s ❬✾✾❪✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ s✉❝❝ès✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✶✶✹❪ ♦♥t été ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❛❜♦r❞❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s ♦♥t ❡♠♣❧♦②é ❞❡s
❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s à ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❡✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡✉r
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❙♦✈ ❬✶✽✻✱ ✷✹✻❪ ❣❧♦❜❛❧ ✿ ✼✻✳✷✪✳ ❉❡s tr❛✈❛✉①
s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t r❛♣♣♦rtés ❞❛♥s ❬✷✸✼❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ▲❡ ♥♦②❛✉✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡♠❡✉r❡ ❧❡ ♠ê♠❡✳ ▲❡ t❛✉①
❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é✱ ✼✽✳✹✪✱ ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s②stè♠❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t
❧✬✉s❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❛❞♦♣té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✧❝r✐t✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ str✉❝✲
t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✧ ✭❈❆❙P✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡
ét❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✸❉ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉s ❞✬ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❉❙❙P ❬✶✷✵❪✱ ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❤✉✐t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❝♦✉❞❡s β✱ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛ss♦❝✐❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡s
❝♦✉❞❡s β s♦♥t ♣ré❞✐ts ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ❞❛♥s ❬✷✹✼❪✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ♣r♦✜❧ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❬✺✱ ✶✶✾❪ ♣❧✉s ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ♣ré❞✐t❡
♣❛r P❙■P❘❊❉ ❬✶✶✾❪✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉
✉t✐❧✐sé r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s♣❤ér✐q✉❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❙❱▼ ❡♥
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✸✽✱ ✶✵✶❪✮✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛✉tr❡ éq✉✐♣❡ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ▼✲❙❱▼
à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❬✶✻✻✱ ✶✻✼❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ◗✐❛♥ ❡t ❙❡❥♥♦✇s❦✐✱
❝♦♥s✐st❛♥t à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✱ ❧✬✉♥ ✧séq✉❡♥❝❡✲str✉❝t✉r❡✧ ❡t ❧✬❛✉tr❡
✧str✉❝t✉r❡✲str✉❝t✉r❡✧✳ ▲❡s P▼❈ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❈r❛♠♠❡r ❡t
❙✐♥❣❡r ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✷✮✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
à ♣rés❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦②❛✉ ❞é❞✐é à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳

✸✳✷ ◆♦②❛✉ ❞é❞✐é à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s
❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❛r✉ ✐❧ ② ❛ ♣rès ❞❡ q✉❛r❛♥t❡ ❛♥s ❡t ❛ ❢❛✐t ❞❡♣✉✐s ❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s
✐♥t❡♥s✐✈❡s✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡s♣ér❡r ❞é♣❛ss❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❡♥ ♠❡tt❛♥t
❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✱ s②stè♠❡ ✐♥té❣r❛♥t ❛✉t❛♥t q✉❡



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡
❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♥♦②❛✉✱ ❝❡❧❛ ♣❛ss❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦②❛✉✳ ❈❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s très s✐♠♣❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✭❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡ ❢❡♥êtr❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✮✳ ❈❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❡st ♣❛r❛♠étré❡✱ s✐ ❜✐❡♥
q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s r❡❧è✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
▼✲❙❱▼✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡①♣♦sé ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳

✸✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬ét❛t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ❞♦♥♥é s♦♥t ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❝❡ rés✐❞✉ ✭❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦❞❡r
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ 22 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s 20
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞♦♥♥é ✭✐❧ ② ❡♥ ❛ 20 ❞✐✛ér❡♥ts✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
r❡st❛♥t❡s ét❛♥t ✉t✐❧✐sé❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✐♥❞ét❡r♠✐♥és✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ✬❳✬ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s✱ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳ ❯♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t
❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❞é❜♦r❞❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ✭◆ ♦✉ ❈ t❡r♠✐♥❛❧❡✮ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
♣r♦té✐q✉❡ tr❛✐té❡✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ♥✬✐♥❞✉✐t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❈❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ✐❝✐ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
P♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ |W | = 2n+ 1✱ ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡
5 ❡t 10✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à (2n + 1)22✳ ❙❡✉❧s (2n + 1) ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t é❣❛✉① à 1✱
❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t é❣❛✉① à 0✳ ❈❡❝✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ très ❝r❡✉①✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡
❧♦rsq✉✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡ à ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈♦❧✉t✐✈❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡
❛♠é❧✐♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦♥t r❡♣♦rtés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳

✸✳✷✳✷ ■♥s✉✣s❛♥❝❡s ❞❡s ♥♦②❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧✬ét❛t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ❞♦♥♥é✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✱ x = (xi)−n≤i≤n ∈ {0, 1}(2n+1)22✱ ♦ù xi ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ♦❝❝✉♣❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡✉① ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡ ❢❡♥êtr❡s x ❡t x′ ♣❡✉t êtr❡
réé❝r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

κ(x,x′) = exp

(

−‖x − x′‖2

2σ2

)

= exp

(

−
(2n+ 1) −∑n

i=−n δxi,x′
i

σ2

)

✭✸✳✶✮

♦ù δ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉
❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
❜✐❡♥ ♣❛✉✈r❡ rés✉♠é ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s s✉♣❡r♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❡t ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝✲
t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ s♦♥t ❧❡s
✐♥s❡rt✐♦♥s✴❞é❧ét✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs
❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ t❛♥❞✐s q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡✉r
♥♦♠❜r❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♥♦②❛✉✴❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✉✐ss❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳
▲❡ ❝♦♥st❛t s❡r❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥♦②❛✉① st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ r❡♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡✳



✸✳✷✳ ◆♦②❛✉ ❞é❞✐é à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✻✾

✸✳✷✳✸ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉①

▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉① ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✺✾❪✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❛❞❛♣t❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥
✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❞❡ ❬✷✷✾❪ ♦✉ ❬✶✸✶❪✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ rés✉❧t❛♥t✳

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❆❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉① ❬✺✾❪✮ ❙♦✐❡♥t κ ❡t κ′ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉ ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞é✲
✜♥✐❡s s✉r T × T ♦ù T ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐sé ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té PT ✳
▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥tr❡ κ ❡t κ′✱ A(κ, κ′)✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A(κ, κ′) =
〈κ, κ′〉
‖κ‖‖κ′‖ =

∫

T 2 κ(t, t
′)κ′(t, t′)dPT (t)dPT (t′)

√

∫

T 2 κ(t, t′)2dPT (t)dPT (t′)
√

∫

T 2 κ′(t, t′)2dPT (t)dPT (t′)
.

❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❆❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❬✺✾❪✮ T ✱ κ ❡t κ′ ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✱ s♦✐t Tn = (Ti)1≤i≤n ✉♥ n✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✐str✐❜✉é❡s
s✉✐✈❛♥t PT ✳ ▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ κ ❡t κ′ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Tn ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ✿

ÂT n(G,G′) =
〈G,G′〉F

‖G‖F ‖G′‖F
✭✸✳✷✮

♦ù G ❡t G′ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ●r❛♠ ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à κ ❡t κ′✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r Tn✱ ❡t 〈., .〉F r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥tr❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ 〈G,G′〉F =

∑n
i=1

∑n
j=1 κ (Ti, Tj)κ

′ (Ti, Tj)✳
‖.‖F r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦②❛✉① ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦s✐♥✉s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ t❡❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ s❡s
❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙✐ κ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t q✉❡ κ′ ❡st ❜✐❡♥ ❛❧✐❣♥é ❛✈❡❝ κ✱
❛❧♦rs κ′ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥✬ét❛♥t ♣❛s
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ PT ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ❡st✐♠é ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✸✳✷✳ ❈r✐st✐❛♥✐♥✐ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ÂT n(G,G′) ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ A(κ, κ′)✳

✸✳✷✳✹ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞✬✉♥
♥♦②❛✉

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① κθ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦r♠❡❧ θ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ✳ ▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❞❡ ♥♦②❛✉① ét❛♥t ❞é✜♥✐✱ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ θ ♣❡✉t
êtr❡ rés✉♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐❞é❛❧ κt✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❝✐❜❧❡✱ ✐❞é❛❧
❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❞❡ κt ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳

✷✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ zm = ((xi, yi))1≤i≤m✱ ❝❤♦✐s✐r θ∗ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡
s✉✐✈❛♥t ✿

θ∗ = argmax
θ∈Θ

Âzm(Gθ, Gt),

♦ù Gθ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (κθ, z
m)✱ Gt ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉

❝♦✉♣❧❡ (κt, z
m)✳

▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ κθ∗ ❛✐♥s✐ ❝❤♦✐s✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱
♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {κθ : θ ∈ Θ} s♦✐t ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✭♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ Y = {−1, 1}✮✱ ❧❡
♥♦②❛✉ ✐❞é❛❧ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ κt(x,x

′) = yy′✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘é❣✐s
❱❡rt r❡♣r❡♥❞ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✸✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Q ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

{

s✐ y = y′, κt(x,x
′) = 1

s✐ y 6= y′, κt(x,x
′) = − 1

Q−1

.



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

◆♦t♦♥s q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r κθ✱ Âzm(Gθ, Gt) ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
θ✱ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞❡s❝❡♥t❡s ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t
é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

✸✳✷✳✺ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈♦❧✉t✐✈❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬✷✹✹❪✱ q✉✐ ♥♦♠♠❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t♦✉t ♥♦②❛✉
✈ér✐✜❛♥t κ(t, t′) = κ(t − t′, 0)✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝❡s ♥♦②❛✉① ❞❡✉① ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs
r❡❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✿ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
s❡❣♠❡♥ts ❡t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✐♠♣❧✐q✉és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❞✬❛♥❛❧②s❡✳

✸✳✷✳✺✳✶ Pr♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ♦♥t ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✭♦♥ ♣❛r❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ q✉✐
❞✐✛èr❡♥t t♦✉t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✧♣❡r❝❡♥t
❛❝❝❡♣t❡❞ ♠✉t❛t✐♦♥s✧ ✭P❆▼✮ ❬✻✷❪ ❡t ✧❜❧♦❝❦s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✧ ✭❇▲❖❙❯▼✮ ❬✶✵✾❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é
♣❛r ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❡t ♥❡
s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ✉♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❡r ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
●r❛♠ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❡t à ❛♥♥✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡✉r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ét❛♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞é❥à é✈♦q✉é❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✮✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❬✻✻❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
❧❛ s✉✐t❡ (aj)1≤j≤22 ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R

22 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é
♦✉ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❞❡✳

❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ✐ss✉ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡ ❧❡✉r ❝♦❞❛❣❡✱ s✬ét❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦✜❧
♣rés❡♥té ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♥❡✉r♦♥❛❧ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✽✹✱ ✶✶✾✱ ✶✼✼❪✮ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✱ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❞❛♥t ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és
♣rés❡♥ts à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st
s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s θij ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞✬✐♥❞✐❝❡
j ✭❞❡ ❝♦❞❛❣❡ aj✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❣❧✐ss❛♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x̃ = (x̃i)−n≤i≤n t❡❧ q✉❡ x̃i =

∑22
j=1 θijaj ✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦②❛✉✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈xi, x
′
i〉 ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✿

〈x̃i, x̃
′
i〉 = 〈

22
∑

j=1

θijaj ,

22
∑

k=1

θ′ikak〉 =

22
∑

j=1

22
∑

k=1

θijθ
′
ik〈aj , ak〉.

❖♥ t✐r❡ ✐❝✐ ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✧❦❡r♥❡❧ tr✐❝❦✧✱
❧✬é❝r✐t✉r❡ 〈aj , ak〉 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ (aj)1≤j≤22✳

✸✳✷✳✺✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ét❛✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡
s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉✳ ❉❡ ❜♦♥♥❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❬✶✼✽✱ ✷✹✾✱ ✶✽✹❪✳ ❊♥ ❜r❡❢✱ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ tr♦♣ ♣❡t✐t❡
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ♣❛s ❛ss❡③ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡



✸✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♥♦②❛✉ ✼✶

✐♥❝♦r♣♦r❡r❛ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ r✐sq✉❡♥t ❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡
❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡t à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ♣♦✐❞s ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠♦❞✉❧❡r s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ✉❧tér✐❡✉rs✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s tr♦✐s
❝❛té❣♦r✐❡s✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥tr❡ t♦✉s✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♥str✉❝t✐❢
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡❝✐ ❛✈❛✐t ❞é❥à été
ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉✐♣❡s ❬✽✽✱ ✾✶❪✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❝❡s ét✉❞❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s
❛✐❡♥t été ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦♥t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐❞s très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♥♦②❛✉✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s ét❛♥t
♦❜t❡♥✉❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳

▲❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✧♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✧ ❡t ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s
✉♥ ❜✉t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿

kθ,D(x̃, x̃′) = exp

(

−
∑n

i=−n θ
2
i

(

‖x̃i‖2 + ‖x̃′i‖2 − 2〈x̃i, x̃
′
i〉
)

2σ2

)

✭✸✳✸✮

♦ù θ = (θi)−n≤i≤n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ❡t D ∈ M22,22(R) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✳

✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡

♥♦②❛✉

◆♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s très
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r❡❧❛té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♦♥t ♣♦✉r s❡✉❧❡
❛♠❜✐t✐♦♥ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ♠✉♥✐❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t
♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❡ P▼❈✳

✸✳✸✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ♥♦tr❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✶✵✾✻ ♣r♦té✐♥❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✾✾❪
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ P✶✵✾✻✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ été ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬✐❞❡♥t✐té ✭✈♦✐r ❬✶✽✾❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✮✳ ▲✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❛ été
❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❉❙❙P✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❤✉✐t
ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❈❆❙P ✿ ❍✰● → ❍ ✭❤é❧✐❝❡
α✮✱ ❊✰❇ → ❊ ✭❜r✐♥ β✮✱ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ét❛♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❈ ✭str✉❝t✉r❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡✮✳ ❈❡tt❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
❬✻✵❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ♦♥t
été ♣r♦❞✉✐ts s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✶✼✼❪✳

❊♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡
❜✉t ♣r❡♠✐❡r ❞✉ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥t❡r
❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❯♥ ♣❡t✐t ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐✲
t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❡t ♣ré❞✐t❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❡✉t êtr❡ t♦❧éré✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❞❡♠❡✉r❡r ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✿ ❛✉❝✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ q✉❛tr❡ rés✐❞✉s ✭✉♥ t♦✉r ❞✬❤é❧✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✸✱✻ rés✐❞✉s✮✱ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ ✳ ✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❧❡ s❡✉❧ t❛✉① ❞❡
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r rés✐❞✉✱ ♥♦té Q3 ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡✳ ▲❡
❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❬✶✼❪ ✉♥ ❡①♣♦sé ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
tr♦✐s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❧❡s ♣❧✉s ✉s✉❡❧❧❡s ✿ Q3✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❡❛rs♦♥✴▼❛tt❤❡✇s
❬✶✺✹❪ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❙♦✈ ❞é❥à é✈♦q✉és ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ■❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▼❛tt❤❡✇s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❝♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭α/β/❝♦✐❧✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡ts✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❙♦✈ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
s❡❣♠❡♥ts✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s é✈♦q✉é❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

✸✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♥♦②❛✉

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✹✶❪✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ♣❡t✐ts ♣❡♣t✐❞❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✶✹✵✱ ✽✾❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡❧❧❡ s✬❡st ❛✈éré❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❉❛②❤♦✛✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳✶ ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ●r❛♠✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❛ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ été
❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t
❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❬✻✻❪✳ P♦✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ♣♦✐❞s θ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✱ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✈♦✐r ❬✷✸✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✮✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ✶✶✽✵ séq✉❡♥❝❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❡♥tr❛î♥❡r
❙❙♣r♦✶ ❡t ❙❙♣r♦✷✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✶✽✱ ✶✼✼❪✱ ❡st ♥♦♠♠é ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ P✶✶✽✵✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ét❛✐t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ P✶✵✾✻
✉♥ t❛✉① ❞✬✐❞❡♥t✐té s✉♣ér✐❡✉r à ✷✺✪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✾✾❪✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❜❛s❡ P✶✵✾✻ ❛ été ❛ss❡♠❜❧é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts θi✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡
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position dans la fenetre

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❱❡❝t❡✉r θ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥♦②❛✉✲❝✐❜❧❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳

❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳✷✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡st



✸✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ♥♦②❛✉ ✼✸

séq✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✲ ♣r♦✜❧ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✲ s♦rt✐❡
P▼❈ ▼✲❙❱▼ P▼❈ ▼✲❙❱▼ P▼❈ ▼✲❙❱▼

Q3 ✻✶✳✻ ✻✷✳✵ ✼✷✳✵ ✼✷✳✸ ✻✽✳✾ ✻✾✳✻
Cα ✵✳✹✻ ✵✳✹✼ ✵✳✻✸ ✵✳✻✹ ✵✳✺✺ ✵✳✺✾
Cβ ✵✳✸✸ ✵✳✸✺ ✵✳✺✸ ✵✳✺✹ ✵✳✹✷ ✵✳✹✽
Cc ✵✳✸✽ ✵✳✸✽ ✵✳✺✸ ✵✳✺✹ ✵✳✹✼ ✵✳✹✻
Sov ✺✸✳✾ ✺✹✳✷ ✻✺✳✶ ✻✺✳✸ ✻✹✳✵ ✻✹✳✽
Sovα ✺✼✳✽ ✺✼✳✾ ✻✻✳✺ ✻✻✳✼ ✻✹✳✹ ✻✺✳✵
Sovβ ✹✹✳✼ ✹✻✳✶ ✻✶✳✺ ✻✷✳✸ ✺✽✳✹ ✻✶✳✻
Sovc ✺✼✳✸ ✺✼✳✸ ✻✻✳✼ ✻✻✳✽ ✻✹✳✷ ✻✻✳✶

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞✬✉♥ P▼❈ ❡t ❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❛
❜❛s❡ P✶✵✾✻✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✧❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✲ ♣r♦✜❧✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
✧❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✲ s♦rt✐❡✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✱ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✱ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳

❧❡✉r ❛s②♠étr✐❡ ♠❛rq✉é❡ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞r♦✐t ✭❞✉ ❝ôté ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❈ t❡r♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✮✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❛ ♣❛s tr♦✉✈é à ❝❡ ❥♦✉r ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳

✸✳✸✳✸ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❡t rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr♦✐s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✐♥s♣✐ré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ◗✐❛♥ ❡t ❙❡❥♥♦✇s❦✐✱ ❘♦st ❡t ❙❛♥❞❡r ❡t ❘✐✐s ❡t ❑r♦❣❤ ✭✈♦✐r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✮✳ ▲❛
▼✲❙❱▼ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✶✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡
❧❛ ▼✲❙❱▼ à ✉♥ P▼❈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs x ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥❡
❢❡♥êtr❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✸ ❣❧✐ss❛♥t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡
♣❛r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
❝♦♥s✐st❡ à ♣ré❞✐r❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❡t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❡♥s✉✐t❡
❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❬✷✷✻❪✳ ▲❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s
❬✶✶✵❪✳ ❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à ❝✐♥q
♣❛s✳ ▲❡ P▼❈ ♣♦ssé❞❛✐t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❝❛❝❤é❡ ❞❡ ❤✉✐t ✉♥✐tés ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ s✐❣♠♦ï❞❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ s♦rt✐❡ ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦❢t♠❛①✳ ▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❡st ❞❡♠❡✉ré❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡
❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡ C ét❛♥t ✜①é❡ à 10.0 ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✉
♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r σ2 = 10.0✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞✉ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é♣❛ss❛♥t 0.95✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✭❧❡s
✶✵✾✻ ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ✷✺✺✺✺✶ rés✐❞✉s✮ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❡ ❝❡t ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t❡ ❡st q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥❡t ♣♦✉r ❧❡s ❜r✐♥s β✱ q✉✐ s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à
♣ré❞✐r❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ♥♦♥ ❧♦❝❛✉① ✿ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡ts β ✭✈♦✐r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❉❛♥s ❬✶✶✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡s ❙❱▼
s✉r ❧❡s P▼❈ ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ét❛✐❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❙♦✈✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s été ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❙♦✈ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✮✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡ ✐❝✐✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❲❡st♦♥ ❡t ❲❛t❦✐♥s ét❛♥t é❣❛❧ à (Q−1)m✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❛❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ]0, C[ ✭❡①❡♠♣❧❡s s✐t✉és s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s C2

Q ♠❛r❣❡s✮✳
❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✭q✉✐♥③❡ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼✮✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✈❛r✐❡
❡♥tr❡ ✷✺✪ ❡t ✸✵✪✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s

✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ q✉❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼✲❙❱▼ ♠✉♥✐❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① ❞é❞✐és✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ ❛ ❞é❥à été ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡♣t✐❞❡s ❞✬❛♥❝r❛❣❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❬✶✾✵❪✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡ ◗✐❛♥ ❡t ❙❡❥♥♦✇s❦✐✱ ❡♥ ♣♦st✲
tr❛✐t❛♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✧str✉❝t✉r❡✲str✉❝t✉r❡✧✳ ▲✬✐♥❝♦r♣♦r❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ sûr ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❡❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
♠♦❞è❧❡s ❬✾✻✱ ✾✾❪ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ▼✲❙❱▼ ♣❛r❛♠étré❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♦✉ à
❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ▼✲❙❱▼ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ré❝✉rr❡♥ts ✭❇❘◆◆✮ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❙❙♣r♦✷✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♥♦②❛✉ ❡st é✈♦q✉é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❘❡♣r❡♥❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬✾✸❪✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥s♣✐ré ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍▼▼ ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡ ✭■❍▼▼✮
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✼✾❪✳ ❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡s s❝♦r❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ▼✲❙❱▼✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ét❡♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ P❧❛tt
❬✶✼✹❪ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡
❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ♣ré❞✐ts ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs s♦✐❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉① ré❡❧s✳ ❆ ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ s✉❝❝ès
❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❤②❜r✐❞❡ s♦♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❙♦✈✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

Pr♦❣r❛♠♠❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥ ❡①♣♦sé s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■❧s ♦♥t tr♦✉✈é ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❣❛❣é ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣ré❝✐s❡s✱ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ à ❝♦✉rt ♦✉ ♠♦②❡♥ t❡r♠❡✳ ▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ♥♦s ❛✉tr❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
s♦✉✈❡♥t à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ q✉✐ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❆❇❈✳ ❈❡❝✐ ❛♣♣❡❧❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❞é❞✐é❡ ❛✉①
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦rté❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✹✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

✹✳✶✳✶ ❇♦r♥❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛♥ts ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳✸ ❛ ❡①♣♦sé ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ▼✲❙❱▼✱
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✶ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❈❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉✐❡✱ s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛✉r❡②✲❈❛r❧✳ ❆♣rès ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❬✾✽❪✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈✐ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ c ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✽✮✳ ❆✉t❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
S ❛♣♣❛rt✐❡♥t à L (ℓn1 ,H) ❡st ❛✐sé à tr❛✐t❡r✱ ❛✉t❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉❛❧ ♣♦s❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❡st ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
é❧♦q✉❡♥t✳ ❉❡ ❢é✈r✐❡r à ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧❡r❛ ▼②r✐❛♠ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❈❘❈❚✳ ◆♦✉s
♣r♦✜t❡r♦♥s ❞❡ ❝❡ r❡♥❢♦rt ♣♦✉r r❡❧❛♥❝❡r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
❞é❥à ✐❞❡♥t✐✜é❡s✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❬✶✶✽✱ ✶✾✾✱ ✹✽❪✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❬✶✸✹❪✳

▲❛ t❤ès❡ ❞✬❖❧✐✈✐❡r ❇♦✉sq✉❡t ❬✹✷❪ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❢♦rt r❡t❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡s ré❝❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❬✶✹✼✱ ✹✵❪✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬✷✷✺❪ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ ❘❛❞❡♠❛❝❤❡r✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡r à ét❡♥❞r❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✉ ❝❛s
♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❬✸✾❪
❞❡♠❡✉r❡r❛ ♣♦✉r ♥♦✉s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♣♦✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❜♦r♥❡s✱ st❛♥❞❛r❞ ♦✉ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ P❆❈✲❜❛②és✐❡♥ ❬✶✺✻✱ ✶✸✷✱ ✻❪✳

✼✺



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

✹✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉

❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❙❱▼✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❝❛❧❝✉✲
❧❛♥t ❞❡s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❝❡rt❛✐♥s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ ❧❡✉rs ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♣♦✐♥t ❜❛②és✐❡♥ ❬✶✶✶❪ ❡t ❧❛ ✧❑❡r♥❡❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡✧
✭❑P▼✮ ❬✸✹❪✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮
❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❑P▼ ❞❡✈r❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
▲❛✉r❡♥t ❩✇❛❧❞✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ❣é♥ér❛❧✐st❡s ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✮ s❡r♦♥t ❝♦♠♣❧étés ♣❛r ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❞é❞✐és ❛✉① séq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉✐❡r♦♥s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ s✉r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❬✶✸✽✱ ✶✸✾✱ ✺✹❪✳ ❯♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣ré✈✉❡ ❛✈❡❝ ●ér❛r❞
❇✐❛✉ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬✸✷❪ ❞❡✈r❛✐t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡
séq✉❡♥❝❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳

✹✳✶✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❋❛❜✐❡♥♥❡ ❚❤♦♠❛r❛t✱ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ ♣❤②❧♦❣é♥✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡
à tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❤②❧♦❣é♥ét✐q✉❡s ❬✼✾❪✳ ◆♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s s❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡r♦♥t ♣r✐♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ❛①❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❧❛❝✉♥❛✐r❡s ❡t ❜r✉✐té❡s ❬✷✹✷✱ ✶✼✷❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❡t ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❬✷✶✻❪✳

✹✳✷ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❊♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡r à tr❛✈❛✐❧❧❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt❡✱
❡st ❝❡❧❧❡ ♦ù ♥♦tr❡ ❡①♣❡rt✐s❡ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✮✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s s✬✐♥tér❡ss❡♥t
❧❡s éq✉✐♣❡s ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❡t ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦s ❧✐❡♥s✱ ét❛❜❧✐s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❡✱ s♦♥t ❧❡s
♣❧✉s ❢♦rts✱ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

✹✳✷✳✶ ■♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞✉ ♥♦②❛✉

▲❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s s✉r ❝❡ t❤è♠❡ s♦♥t très ❧✐és à ❝❡✉① é✈♦q✉és ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✳✷ ❡t
✹✳✶✳✸✳ ❯♥ ❛①❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r♦♥s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♥♦②❛✉①
❢♦♥❞és s✉r ❞❡s ❍▼▼ ❬✶✶✺✱ ✷✸✾✱ ✶✵✼❪✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ✧str✐♥❣ ❦❡r♥❡❧s✧ ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✹✻✱ ✶✾✽❪✮✱ ❝❡✉①✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s✴❞é❧ét✐♦♥s✳ ▲❡✉r
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉❧è✈❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ●r❛♠✳✳✳✮✱ q✉❡ ♥♦✉s
♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r♦♥s à rés♦✉❞r❡✳

✹✳✷✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ✐♥té❣r❛♥t s②stè♠❡s ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛♥ts ❡t ❣é♥ér❛t✐❢s

◆♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡r♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❣❧♦❜✉❧❛✐r❡s ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆
❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❙❱▼ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❍▼▼ ❬✾✷❪✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝é❧è❜r❡s tr❛✈❛✉①
❡♥ ♣❛r♦❧❡ ❛ss♦❝✐❛♥t rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❍▼▼ ✭✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❬✶✻✸❪✮ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦✉✈é s♦♥ ✉t✐❧✐té
❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ ❞♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♣❛r♦❧❡ ❬✷✵✽❪✳ ◆♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❧❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s q✉✬❡✛❡❝t✉❡r❛ ❏✉❧✐❡♥



✹✳✷✳ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✼✼

❱❛♥♥❡ss♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♥tr❛t ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ❡♥ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✱ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✬❊♠♠❛♥✉❡❧ ❉✐❞✐♦t✱ q✉✐
❛ r❡❥♦✐♥t ❧❡ ♣r♦❥❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬❆❚❊❘ q✉✬✐❧ ♦❝❝✉♣❡ ❞❡♣✉✐s s❡♣t❡♠❜r❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❝♦♥ç✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❬✾✼❪✱ ❢❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❧❛✐♥
▲✐❢❝❤✐t③ ❡t ❘é❣✐s ❱❡rt✳ ◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ♣r♦❥❡t ●❊◆❖❚❖✸❉✱
s❡r❛ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✧❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts
❞✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♠❛✐s ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
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