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Introdu
tionA marée basse, la mer se retire sur plusieurs 
entaines de mètres, laissant uneimmense étendue de fonds marins dé
ouverts. Ces fonds sont deformés par des pe-tites stru
tures plus ou moins régulières de l'ordre de quelques 
entimètres (�gure1).Il s'agit de rides de sable qui ont été formées sous l'a
tion du mouvement de lamer (vagues et 
ourants marins). Ces rides sont l'exemple typique des intera
tions
omplexes pouvant exister entre un �uide et un milieu granulaire. Sous l'a
tion du�uide, le milieu granulaire se met en mouvement et peut se déformer entraînantla 
réation de rides. Ces rides vont 
hanger les 
onditions aux bords du �uide, en-traînant en retour une perturbation de l'é
oulement. Un autre exemple typique de
ette intera
tion 
on
erne l'évolution des voies �uviales. L'é
oulement de l'eau sur lefond entraîne la formation de dunes. En retour, l'é
oulement va dissiper une partiede son énergie à travers la for
e de traînée qu'il exer
e sur les dunes et les zonesde turbulen
e 
réées par leur présen
e. L'énergie de l'é
oulement étant dire
tementreliée à la pente du �euve, le niveau du �euve va augmenter a�n de 
ompenser laperte d'énergie due à la présen
e de dunes. Il est don
 très important de 
omprendrel'intera
tion existant entre l'é
oulement et le sol granulaire a�n de pouvoir prédirel'évolution des rivières, 
anaux et estuaires.
Fig. 1 � Rides de sable sur la plageDans le domaine industriel, les demandes 
on
ernant une bonne modélisation de
e 
ouplage sont aussi très fortes, notamment dans le domaine pétrolier où les é
ou-lements 
onstitués d'un mélange �uide/parti
ules sont 
ourant. Lors des phases deprodu
tion, les pipe-lines transportent un mélange de pétrole, d'eau et de gaz. Pourdes 
onditions de basse température et de pression élevée (o�-shore sous grande pro-fondeur d'eau), les parti
ules d'eau et de gaz vont réagir pour former des hydratesde gaz (�gure 2). Les hydrates de gaz ressemblent à de la neige sale et peuvent
oaguler entraînant l'obstru
tion totale du pipe-line. Pour 
ontrer 
e problème, unedes solutions utilisée 
onsiste à inje
ter des tensios-a
tifs [Sinquin et al. (2004)℄ quivont empê
her la 
oagulation des hydrates. Ceux-
i vont don
 rester en suspensiondans l'é
oulement. En 
as d'arrêt de la produ
tion, ils vont sédimenter et 
réer un7



lit de parti
ules déposées. Il se pose alors la question du 
omportement du lit lorsdu redémarrage de l'é
oulement.

Fig. 2 � Bou
hon d'hydrates (sour
e : IFP) et 
ourbe d'existen
e des hydrates enfon
tion de la pression et de la température d'après Sinquin et al. (2004).C'est dans 
e 
ontexte que s'ins
rit 
ette thèse. Elle a pour but la modélisationde la remise en mar
he d'un é
oulement sur un lit de parti
ules déposées dans untube à travers une appro
he expérimentale . Pour 
ela, nous avons dé
idé d'aborderle problème sous un angle simpli�é a�n de mieux appréhender les mé
anismes debase existant lors de la remise en é
oulement. Les premières expérien
es qualitativesréalisées montrent que sous l'a
tion de l'é
oulement, le lit de parti
ules se déformeentraînant l'apparition de stru
tures sédimentaires. A�n d'étudier le mé
anisme deformation de 
es stru
tures et leur rétroa
tion sur l'é
oulement, nous nous sommesposés plusieurs questions :Quels sont les paramètres in�uant sur la mise en mouvement des parti
ules ?Comment peut-on modéliser le 
ouplage �uide/milieu granulaire ?Pourquoi de telles stru
tures sédimentaires apparaissent-elles ?Comment 
es stru
tures évoluent-elles ave
 le temps ?Après une des
ription rapide de l'état des 
onnaissan
es 
on
ernant 
es di�érentesquestions, nous présenterons en détail le dispositif expérimental utilisé au 
ours de
ette thèse puis dans les quatre derniers 
hapitres, nous apporterons des élémentsde réponse à 
ha
une des questions posées.
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Chapitre 1État de l'artDans 
e 
hapitre nous allons faire un petit détour par la littérature a�n de pré-senter brièvement l'état des 
onnaissan
es dans le domaine des milieux granulairessoumis à un é
oulement de �uide. Nous 
ommen
erons par nous pla
er à l'é
helle desgrains a�n d'étudier les di�érents modes de transport, ainsi que le seuil de mise enmouvement des parti
ules. Ensuite nous nous intéresserons à l'évolution du milieugranulaire à une é
helle plus large. Nous dé
rirons ainsi les di�érentes stru
tures exis-tant dans la nature ou en laboratoire et nous présenterons les mé
anismes physiquesdé
rits 
omme étant à l'origine de la formation de 
es stru
tures.1.1 Comment bougent les grains ?Si on soumet un lit de grains initialement au repos à un é
oulement de �uide, il semet en mouvement. Suivant les 
ara
téristiques de l'é
oulement, on peut distinguerquatre modes de transports prin
ipaux (�gure 1.1).

 

PSfrag repla
ements
transport parsuspensiontransport parsaltationtransport parroulement
Fig. 1.1 � Di�érents modes de transport dans un �uide.9



1.1.1 SuspensionIl existe deux types de mise en suspension suivant la nature de l'é
oulement, laresuspension visqueuse et la resuspension turbulente.La resuspension visqueuse dé
rite par Leighton & A
rivos (1986) résulte d'un équi-libre entre la for
e de gravité qui est stabilisante et la di�usion 
ausée par le 
isaille-ment. Fran
is (1973) dé
rit la traje
toire d'un grain en suspension 
omme légèrementondulée. Elle se situe à une hauteur typique de dix diamètres de grains au dessusdu lit de parti
ules. Un grain en suspension e�e
tue une distan
e de l'ordre de millediamètres de grains avant de retomber.Dans l'air, la resuspension est du type turbulente. Seuls les grains de petitetaille peuvent rester en suspension sur des grandes distan
es, leur poids n'étant passu�sant pour 
ontrer les �u
tuations turbulentes de l'é
oulement qui leur redonnentde l'altitude. Les grains de plus grosse taille retombent et entrent en 
ollision ave
la surfa
e, e�e
tuant un mouvement de saltation.1.1.2 SaltationLes grains qui retombent entrent en 
ollision ave
 les grains situés à la surfa
e.L'énergie emmagasinée lors de 
ette 
ollision leur permet de rebondir et de 
ontinuerà avan
er. De tels grains sont appelés saltons. Lors de la 
ollision, ils délogent desparti
ules de la surfa
e du lit, 
réant ainsi des saltons ou des reptons. Bagnold (1956)explique le phénomène de saltation par les e�ets 
ombinés de la 
omposante normalede la for
e de 
onta
t exer
ée sur un grain par ses voisins et de la for
e de portan
ehydrodynamique du �uide sur 
e grain. Sous l'a
tion de 
es for
es, le grain est soulevéà une hauteur de deux ou trois diamètres et est emporté par l'é
oulement sur unedistan
e de trente diamètres avant de retomber par gravité [Fran
is (1973)℄.1.1.3 ReptationLes reptons représentent les parti
ules qui après avoir été délogées par des saltonsvont rouler à la surfa
e du lit sur des distan
es de l'ordre de plusieurs diamètres.1.1.4 Glissement ou roulementIl s'agit du prin
ipal mode de transport dans un liquide quand il n'y a pas dephénomène de suspension. Sous l'e�et de la for
e de traînée du �uide, les grains,
ouramment appelés tra
tons, roulent et/ou glissent à la surfa
e du lit de grains,ave
 laquelle ils restent en permanen
e en 
onta
t. Expérimentalement, on observeque seules les 
ou
hes supérieures sont en mouvement. Ce mode de transport estprin
ipalement 
ara
térisé par le 
isaillement e�e
tif existant à la surfa
e du lit et ilexiste indépendamment de la nature de l'é
oulement.Dans l'air, il n'y a pas de tra
tons. Les grains qui roulent à la surfa
e du lit sontmis en mouvement suite à la 
ollision ave
 un salton. Il s'agit don
 de reptons.La saltation et la reptation sont les prin
ipaux modes de transport dans l'air.Le �ux de transport par saltation est beau
oup plus important que le �ux de trans-10



port par reptation. Quand le vent augmente, on observe la mise en mouvement despremières parti
ules, puis au 
ours d'un mé
anisme de saturation, la quantité desaltons transportée par le vent augmente jusqu'à atteindre une valeur maximale[Hersen (2004)℄. En rebondissant, les saltons augmentent leur vitesse, 
e qui leurpermet de déloger plus de saltons. Ave
 l'augmentation du nombre de saltons, lavitesse du vent diminue et l'équilibre est atteint quand la vitesse des saltons avantla 
ollision leur permet juste de rebondir sans entraîner d'autres saltons. À 
ause deleur inertie, les saltons mettent une 
ertaine distan
e ls avant d'atteindre la vitessede saturation [Andreotti (2004)℄. Cette distan
e dépend du diamètre des grains, d,et du rapport entre la densité du �uide ρf et des parti
ules ρp,
ls = d

ρp

ρf
. (1.1)Dans un liquide, à 
ause du 
ara
tère dissipatif du �uide, la quantité d'énergiedissipée lors de la 
ollision est souvent trop importante pour que les saltons puissentrebondir ou entraîner la mise en mouvement d'un repton. D'après Gondret et al.(2001), le nombre pertinent pour 
ara
tériser le régime de 
ollision immergée estle nombre de Stokes, St = Upρpd/(9η), où Up est la vitesse de la parti
ule et η lavis
osité dynamique du �uide. Le nombre de Stokes 
ompare l'inertie de la parti
uleet la for
e visqueuse due au �uide. Il existe un nombre de Stokes 
ritique en dessousduquel on n'observe pas de rebonds.Dans la littérature, le transport de grains est divisé en deux 
atégories, le trans-port par suspension qui in
lut uniquement les grains en suspension et le trans-port par 
harriage qui in
lut les grains en roulement/glissement et en saltation [Ba-gnold (1956)℄. L'apparition de l'un ou l'autre de 
es modes de transport dépend desparamètres 
ara
térisant l'é
oulement et les parti
ules. Le transport par saltationétant souvent négligeable dans les liquides et nos 
onditions expérimentales étantau-dessous des limites de la mise en suspension, nous nous intéresserons uniquementau 
as ou les grains en mouvement sont en 
onta
t quasi permanent ave
 le sommetdu lit de parti
ules, 
'est-à-dire au transport par 
harriage.1.2 Paramètres physiques impliquésLe transport de parti
ules sous un é
oulement de �uide est gouverné par plusieursparamètres physiques,� la masse volumique des parti
ules ρp,� la masse volumique du �uide ρf ,� la vis
osité 
inématique du �uide ν,� le diamètre des parti
ules d,� une longueur 
ara
téristique de l'é
oulement L, par exemple la hauteur de�uide hf au dessus du lit de parti
ule,� la 
ontrainte que le �uide exer
e sur les parti
ules τ f ,� la gravité g,� la vitesse moyenne de l'é
oulement Um.On peut 
oupler 
es paramètres sous la forme de plusieurs nombres sans dimension.Con
ernant l'é
oulement, on peut 
onstruire le nombre de Reynolds qui 
orrespond11



É
helle Nombre de ReynoldsÉ
oulement laminaire Re =
UmL

νCou
he limite, é
oulement turbulent Re∗ =
u∗d

νParti
ule Rep =
γ̇d2

νTab. 1.1 � Di�érentes expressions du nombre de Reynolds, où u∗ représente la vitessede frottement (u2
∗ = τ f/ρf dans le 
as d'une 
ou
he limite sur une surfa
e rugueuse)et γ̇ le 
isaillement du �uide au niveau du lit de parti
ules.au rapport entre les for
es d'inertie et les for
es visqueuses. Il peut être dé�ni àdi�érentes é
helles (table 1.1). Dans la suite nous travaillerons prin
ipalement ave
le nombre de Reynolds 
onstruit à l'é
helle de l'é
oulement.Pour 
ara
tériser le milieu granulaire et le �uide indépendamment de l'é
oule-ment, on utilise souvent le nombre de Galilée,

Ga =
d3ρf∆ρg

η2
, (1.2)où ∆ρ = ρp − ρf , qui 
orrespond à un nombre de Reynolds basé sur la vitesse desédimentation des parti
ules et sur le diamètre des parti
ules.L'intera
tion �uide/milieu granulaire au niveau de l'interfa
e est en règle générale
ara
térisée par le nombre de Shields qui a été dé�ni par Shields en 1936,

θ =
τ f

∆ρgd
. (1.3)Le nombre de Shields 
orrespond au rapport de la for
e de traînée du �uide sur lepoids apparent des parti
ules. La for
e de traînée tend à mettre en mouvement lesparti
ules, tandis que le poids apparent s'oppose au mouvement. La dé�nition de τ fdépend de la nature de l'é
oulement. Pour un é
oulement laminaire, τ f est dé�nipar

τ f = ηγ̇, (1.4)où η est la vis
osité 
inématique du �uide et on peut relier le nombre de Shields aunombre de Galilée et au nombre de Reynolds parti
ulaire par l'égalité θ = Rep/Ga.Tous 
es nombres adimensionnés permettent de dé
rire le �uide, le milieu gra-nulaire et l'intera
tion entre les deux. On peut se demander dans quelles 
onditionsle �uide perturbe le milieu granulaire. 12



1.3 Mise en mouvement des grains1.3.1 Existen
e d'un seuil ?Expérimentalement, on observe que pour des faibles vitesses de �uide, les par-ti
ules ne bougent pas. On peut don
 dé�nir un seuil de mise en mouvement desparti
ules. Suite à des mesures expérimentales, Shields a dé�ni 
e seuil en termede nombre de Shields 
ritique θc dans le 
as d'un é
oulement turbulent. Depuis, lenombre de Shields 
ritique est généralement utilisé pour 
ara
tériser le seuil de miseen mouvement. De nombreux auteurs ont essayé de déterminer sa valeur de manièrethéorique ou expérimentale. Généralement, l'étude théorique est abordée en utilisantun modèle simpli�é. On se pla
e dans une 
on�guration à deux dimensions et on
onsidère un grain situé sur le lit de parti
ules. La parti
ule est soumise à la for
e detraînée du �uide qui va tendre à l'arra
her du lit pour la mettre en mouvement et àla gravité qui s'oppose au mouvement. Le nombre de Shields 
ritique θc 
orrespondau rapport de 
es deux for
es au seuil de mise en mouvement.Plusieurs expressions théoriques ont été proposées pour déterminer le nombre deShields 
ritique dans le 
as de parti
ules uniformes [White (1940) et Vanoni (1966)℄.Les di�érentes expressions obtenues pour θc dépendent entre autres des 
ara
téris-tiques géométriques du lit de grains et de la dé�nition de la for
e de traînée appliquéesur une parti
ule située sur d'autres parti
ules. Ces paramètres étant mal 
onnus,il est di�
ile d'obtenir une relation analytique vraiment exploitable pour θc. En
ontrepartie, de nombreuses études expérimentales utilisant divers sédiments ontété réalisées a�n de déterminer le seuil de mise en mouvement.1.3.2 Mesures expérimentales du seuilDans le 
adre de ses expérien
es, Shields a démontré que pour un é
oulementturbulent, θc varie en fon
tion du nombre de Reynolds turbulent Re∗ au seuil demise en mouvement (�gure 1.2). Depuis de nombreux auteurs ont mesuré θc pourdes é
oulements turbulents [Bu�ngton & Montgomery (1997), Vanoni (1966), Dan-
ey et al. (2002) et Paintal (1971)℄. Malgré une grande dispersion, l'a

ord ave
 lesrésultats obtenus par Shields est relativement bon. Des études ont également étéréalisées pour des é
oulements laminaires [White (1940), Yalin & Karahan (1979)et Pilotti & Menduni (2001)℄. Ré
emment, Loiseleux et al. (2005) ont mesuré expé-rimentalement les variations de θc en fon
tion du nombre de Reynolds parti
ulaire(table 1.1). La �gure 1.3 montre que pour Rep > 1, θc dé
roît en 1/Rep, tandis quepour Rep < 1, le nombre de Shields est 
onstant (θc = 0.140 ± 0.004). Cette valeurest du même ordre de grandeur que la valeur (θc = 0.12) déterminée par Charruet al. (2004).1.3.3 Existe-t-il un unique seuil ?Mouilleron-Arnould (2002) et Charru et al. (2004) ont montré expérimentale-ment l'existen
e de deux seuils de mise en mouvement des parti
ules. Pour mesurer
es deux seuils, ils ont étudié l'évolution du débit de grains en fon
tion du temps.Pour des faibles valeurs du nombre de Shields, le débit s'annule au bout d'un 
ertain13



Fig. 1.2 � Courbe de Shields d'après Rijn (1993).

Fig. 1.3 � In�uen
e du nombre de Reynolds parti
ulaire, noté Red0, sur le nombrede Shields 
ritique, noté θc0, d'après Doppler (2005).temps, tandis que pour des valeurs plus importantes, le débit �nit par atteindre unevaleur 
onstante. Ces observations indiquent l'existen
e de deux seuils. Le premierseuil 
orrespond à la mise en mouvement des premières parti
ules et le deuxièmeseuil à l'existen
e d'un débit stationnaire. À l'initiation du mouvement, la surfa
e dulit n'est pas for
ément homogène et les premières parti
ules mises en mouvement 
or-respondent aux parti
ules en équilibre pré
aire. Elles vont e�e
tuer des traje
toiresde l'ordre de quelques diamètres de grains avant de s'arrêter dans une nouvelle po-sition d'équilibre. Ce phénomène explique la dé
roissan
e puis l'annulation du débitde grains, le mouvement des grains 
orrespondant à une réorganisation du lit. Aprèsréarrangement du lit, si le nombre de Shields est insu�sant pour entraîner la mise en14



mouvement des parti
ules (θ < θc), le débit s'arrête. Dans le 
as 
ontraire, le débitatteint une valeur stationnaire. Le premier seuil mesuré dépendant entre autres dela rugosité du lit, il en résulte une forte dispersion des résultats. Le deuxième seuilpar 
ontre est beau
oup plus intéressant 
ar il ne dépend pas de l'état initial du lit(
ompa
tion...).1.3.4 Problèmes ren
ontrés lors de la détermination expéri-mentale du seuilLes résultats expérimentaux 
on
ernant la détermination du seuil de mise enmouvement sont 
ara
térisés par une forte dispersion. Bu�ngton & Montgomery(1997) expliquent la dispersion de 
es résultats par di�érents fa
teurs. La méthodeexpérimentale de détermination du seuil de mise en mouvement fait partie de 
esfa
teurs. Il existe deux méthodes prin
ipales destinées à déterminer le seuil de miseen mouvement.La première méthode 
onsiste à déterminer le taux de transport de parti
ules enfon
tion du nombre de Shields et à extrapoler la valeur 
ritique 
orrespondant à untaux de transport nul ou à une valeur de référen
e su�samment faible. Cette te
h-nique a deux in
onvénients majeurs. La variation du taux de transport en fon
tionde θ peut entraîner des erreurs d'interpolation, tandis que la présen
e possible d'unephase transitoire plus ou moins longue avant d'atteindre un régime permanent detransport de grains peut fausser les résultats.La deuxième méthode 
onsiste à réaliser une observation visuelle du lit de grains.Le problème intrinsèque de 
ette méthode réside dans la dé�nition du seuil de miseen mouvement. Suivant les auteurs 
e seuil 
orrespond à la mise en mouvement despremières parti
ules ou au 
ontraire à la mise en mouvement de toute la surfa
e dulit. Une telle di�éren
e de dé�nition explique aisément une partie de la dispersiondes résultats expérimentaux.La dé�nition du diamètre des grains peut aussi jouer un r�le dans la dispersiondes résultats. Suivant les auteurs, l'origine de l'é
hantillon mesuré (pris en surfa
eou en profondeur) et la dé�nition utilisée (diamètre médian ou moyen) di�èrent.Pour un é
hantillon de n billes, le diamètre moyen dM est 
al
ulé suivant la formule
dM = Σn

i di/n où di représente le diamètre de la ieme parti
ule. Le diamètre médian
dm 
orrespond au diamètre de la bille située au 
entre de l'é
hantillon 
lassé pardiamètre. Pour des dispersions importantes de diamètres, 
es deux dé�nitions nesont pas équivalentes et l'utilisation de l'une ou de l'autre peut expliquer en partiela dispersion des résultats.En plus de 
es fa
teurs qui sont liés aux te
hniques expérimentales de mesure, il fautprendre en 
ompte les dépendan
es naturelles du seuil de mise en mouvement quivarie en fon
tion de la rugosité relative et de la 
ompa
tion du matériau granulaire,de la forme du lit et de la nature laminaire ou turbulente de l'é
oulement.Nous avons vu dans 
ette partie qu'il n'existe pas de te
hnique universelle permet-tant de déterminer le nombre de Shields 
ritique et que 
ette la
une entraîne une15



grande dispersion des résultats expérimentaux. Il est don
 important de travaillerdans des 
onditions bien dé�nies a�n que les résultats obtenus puissent servir de basede 
omparaison. Au 
ours de notre étude, nous avons proposé une manière simpleet reprodu
tible de mesurer le seuil de mise en mouvement des parti
ules (
hapitre3).1.4 Stru
tures sédimentaires sous-marinesDans 
ette se
tion nous allons nous intéresser aux di�érentes stru
tures forméesquand un milieu granulaire est soumis à un é
oulement de liquide.1.4.1 Formes sédimentaires naturellesDans la nature, on observe une grande diversité de formes sédimentaires au ni-veau des fonds marins ou des lits des rivières. Dans 
ette partie, nous allons essayerde présenter une revue rapide des di�érentes formes observées. Les formes sédimen-taires existantes varient suivant leur répartition géographique.Sur le bord des plages, on observe souvent des petits monti
ules de sable quidéforment le fond de la mer de manière périodique [Rousseaux (2003)℄. Il s'agit derides sous-marines. Elles sont formées sous l'a
tion de l'é
oulement périodique gé-néré par les vagues dans les régions 
�tières où l'eau est peu profonde.Pour di�éren
ier les rides des dunes, Ri
hards (1980) propose une dé�nition ba-sée sur leurs dimensions. Les dunes sont des stru
tures dont les dimensions sont del'ordre de grandeur de l'é
oulement du �uide tandis que les dimensions des ridessont de l'ordre de grandeur des propriétés du matériau granulaire.L'é
oulement marin sur le bord des 
�tes peut aussi donner naissan
e à des ban
s desable qui sont des stru
tures sédimentaires beau
oup plus imposantes (�gure 1.4). Ilspeuvent atteindre des dizaines de kilomètres de long sur plusieurs kilomètres de largepour une hauteur pouvant aller jusqu'à trente mètres. Ces stru
tures sont généréespar le mouvement os
illatoire de la marée et leur sommet se situe parfois à quelquesmètres seulement sous la surfa
e de l'eau. Les ban
s de sable sont très étudiés 
ar ilspeuvent déformer les pipe-lines, les 
âbles de télé
ommuni
ations et faire é
houer lesbateaux. La plupart des ban
s de sable sont re
ouverts de stru
tures super�
iellesplus petites appelées �vagues de sable�. Ces vagues ont une hauteur moyenne de deuxà quatre mètres. Les stru
tures super�
ielles des ban
s sont d'autant plus petitesque les ban
s de sable sont pro
hes de la 
�te.Dans les fonds marins situés à grandes profondeurs, on retrouve 
es di�érentsmotifs. Par exemple dans les fonds marins non-
ohésifs, on observe régulièrementdes rides de sable formées sous l'a
tion des 
ourants dus aux marées. Celles-
i sont
ara
térisées par une longueur d'onde d'une 
entaine de mètres, une amplitude de
inq à dix mètres et se dépla
ent à une vitesse pouvant atteindre plusieurs mètrespar an [Santoro et al. (2002)℄. Les dunes sous-marines se retrouvent également sur16



Fig. 1.4 � Relevé topographique d'un ban
 de sable d'après le site www.kustatlas.be.la plupart des sols o
éaniques. Elles se développent sur le sol si les 
onditions né-
essaires en terme de quantité de sable, profondeur d'eau et 
ourants sont réunies.Leur taille et leur forme résultent d'une intera
tion entre la for
e et la dire
tion des
ourants, la profondeur d'eau et la taille des sédiments. Dans les 
as où la profondeurd'eau est relativement faible, la distan
e entre les dunes peut être 
orrélée ave
 lahauteur d'eau [Wienberg & Hebbeln (2005)℄.Dans les environs de Vi
toria au Canada (�gure 1.5), se situent des dunes faisantpartie des plus grandes jamais dé
ouvertes sur la planète. Elles peuvent atteindre
25 m de haut, 300 m de long, 1200 m de large et 
ontenir 26 millions de m3 de sableet de graviers �ns. De telles stru
tures existent dans di�érents endroits, par exempleau milieu du détroit du Pas-de-Calais. Des mesures réalisées lors de la 
ampagne demesures PERMOD en Mer du Nord, ont montré la 
oexisten
e de di�érentes stru
-tures. Les dunes sous-marines existantes dans la région sont re
ouvertes de megarides dont les dimensions augmentent du pied du �an
 doux vers la 
rête pour at-teindre une hauteur de 2 m et une longueur d'onde de 10 m.Dans la 
on�guration que nous allons étudier, le lit de sédiments est soumis à un17



Fig. 1.5 � Dunes près de Vi
toria, Canada (http : //geoscape.nrcan.gc.ca/).é
oulement permanent unidire
tionnel. Nous allons don
 nous intéresser plus pré-
isément aux stru
tures observées dans un torrent, une rivière ou un �euve. Sousl'a
tion de l'é
oulement du �uide, le lit se déforme et peut donner naissan
e à dif-férents motifs. Les plus 
ourants sont les rides de sable, les dunes et les anti-dunes(�gure 1.6). On utilise généralement le paramètre de transport T , basé sur l'é
artau seuil, pour prédire les di�érentes stru
tures pouvant se former,
T =

(θ − θc)

θc
. (1.5)Les stru
tures sédimentaires di�èrent suivant les valeurs de T et du diamètre sédi-mentologique D∗ = Ga1/3. La �gure 1.6 représente les di�érentes stru
tures dans leplan (T−D∗). Pour D∗ < 10, il y a présen
e de rides pour les petites valeurs de T . Onappelle rides des stru
tures triangulaires qui ont une hauteur et une longueur d'onderespe
tivement inférieures à 60 mm et 60 
m. La dimension des rides dépend notam-ment du type de sédiments présents mais est indépendante de la hauteur du �uide.Pour qu'il y ait formation de rides, la présen
e d'une 
ou
he visqueuse au niveau dusol est né
essaire. Quand la vitesse d'é
oulement du �uide augmente (T augmente)ou quand on 
onsidère des sédiments de tailles plus importantes (D∗ > 10), les ridessont rempla
ées par des dunes. De formes plus ou moins régulières, les dunes sont
onstituées d'une pente dou
e et d'une fa
e d'avalan
he beau
oup plus pentue. Der-rière le sommet de la dune, au niveau de la fa
e d'avalan
he, l'é
oulement devientturbulent à 
ause de la forte re
ir
ulation du �uide. Les sédiments se dépla
ent dela pente dou
e vers la fa
e d'avalan
he. En se déposant en amont de la fa
e d'ava-lan
he, ils font progressivement avan
er la dune. Pour T > 15, on entre dans unezone de transition. Les dunes disparaissent et le lit s'aplatit. Si T augmente en
ore,des anti-dunes apparaissent. Les anti-dunes ont une forme symétrique en phase ave
les ondes se déplaçant à la surfa
e de l'eau. Elles ont une longueur à peu près égaleà dix fois la hauteur d'eau. Elles avan
ent à 
ontre 
ourant 
ar 
ontrairement auxdunes, le mé
anisme d'érosion/déposition a lieu de la fa
e d'avalan
he vers la fa
e àpente dou
e. 18



Fig. 1.6 � Répartition des di�érentes stru
tures dans le plan T − D∗ d'après Rijn(1993).1.4.2 Dunes de laboratoireA�n de 
omprendre les mé
anismes pouvant entraîner la formation de 
es di�é-rentes stru
tures et pouvoir prédire leur évolution à plus ou moins long terme, plu-sieurs expérien
es ont été montées en laboratoire pour reproduire à une é
helle pluspetite mais dans des 
onditions parfaitement maîtrisées les phénomènes observés.Dans 
ette partie nous allons dé
rire quelques unes de 
es expérien
es en insistantsur les di�érentes stru
tures sédimentaires qui ont pu être observées. Nous allonsdi�éren
ier deux types d'expérien
es, les expérien
es réalisées ave
 un é
oulementos
illant et 
elles réalisées ave
 un é
oulement permanent.É
oulement os
illantParmi les premières expérien
es réalisées pour visualiser la formation de stru
-tures sédimentaires, on peut 
iter entre autres Casimir de Candolle (�n 19e) et LadyAyrton (1910) qui dans une 
on�guration parti
ulièrement simple, une 
uve de sableremplie d'eau au fond de laquelle une 
ou
he de sable a été déposée, forment desrides en faisant os
iller la 
uve. Darwin (�n 19e) qui s'est pla
é dans une géométrie
ir
ulaire observe des rides radiales. En 1946, Bagnold réalise des expérien
es, dans19



une géométrie de plaques os
illantes sous un �uide statique, qui lui permettent dedonner une 
lassi�
ation des rides générées par un é
oulement os
illant. Il dé
ritdeux types de rides :� Les rides à grain roulant :Il s'agit de stru
tures de petite taille qui sont 
ara
térisées par les variationsde la forme de la 
rête à 
haque demi-période et par une longueur d'onde assezstable.� Les rides à tourbillon :Ces stru
tures ont une hauteur plus importante et sont 
ara
térisées par la pré-sen
e de tourbillons de �uide qui se déta
hent du sommet à 
haque os
illation.Elles ont une forme quasi triangulaire et peuvent avoir une pente maximale de
20�.Ré
emment, Rousseaux (2003) a réalisé des expérien
es en 
on�guration 
ylindriqueos
illante a�n de mieux 
omprendre le mé
anisme de formation des rides. Grâ
e à
es expérien
es, des rides à grain os
illant et des rides à tourbillons, ainsi que la tran-sition entre les deux ont pu être observées. Les rides à grains roulants apparaissentle plus rapidement [�gure 1.7 (a)℄. Leur longueur d'onde dépend des os
illations, dudiamètre des grains et de l'épaisseur de la 
ou
he de Stokes. L'espa
ement entre lesrides augmente en même temps qu'elles 
roissent par 
oales
en
e. Si les os
illations
ontinuent pendant un temps su�samment long, des dunes à tourbillon apparaissent[�gure 1.7 (b)℄. Celles-
i 
roissent par 
oales
en
e jusqu'à atteindre un état de sa-turation. Dans leur état �nal, les rides à tourbillon ont une longueur d'onde quiest proportionnelle à l'amplitude des os
illations tout en étant indépendantes de lafréquen
e d'os
illation.

Fig. 1.7 � Photographies de rides à grains roulant (a) et de rides à tourbillon (b)d'après Rousseaux (2003).Mouilleron-Arnould (2002) a aussi réalisé des expérien
es dans une 
on�guration
ylindrique mais en 
onsidérant un é
oulement visqueux. Elle divise en trois étapesla 
roissan
e des rides. La première étape 
orrespond à l'apparition des rides et àleur 
roissan
e initiale. Le système n'est pas séle
tif au départ, mais il existe quandmême une longueur d'onde initiale dominante qui va se développer. La 
roissan
eobservée durant 
ette phase 
orrespond à l'évolution exponentielle du mode lié à la20



longueur d'onde initiale. La se
onde étape, très rapide, 
orrespond à la saturationde 
e mode. En�n, il y a une augmentation de la longueur d'onde par 
oales
en
edes rides qui s'a

ompagne d'une saturation de l'amplitude.É
oulement permanentLes stru
tures observées en laboratoire suite à la déformation d'un lit de grainssoumis à un é
oulement permanent sont asymétriques. Elles possèdent une fa
eà pente dou
e située en amont et une fa
e d'avalan
he située en aval qui a unepente pro
he de l'angle maximal de stabilité. Sous un é
oulement turbulent, ellesapparaissent ave
 une longueur d'onde initiale pro
he de 100 à 300 taille de grains.Des expérien
es réalisées dans un 
anal linéaire par Coleman & Melville (1996) leursont permis de noter que les rides 
roissent prin
ipalement par 
oales
en
e, si bienqu'après avoir atteint un maximum, le nombre de rides dé
roît au 
ours du temps.Ils ont aussi trouvé une loi expérimentale c ∝ A−1.3 reliant la vitesse d'avan
ée desdunes c et l'amplitude des dunes A. En étudiant l'initiation de la destabilisation dulit, ils ont proposé une loi empirique reliant la longueur d'onde initiale des rides λi,le diamètre des grains d et le nombre de Reynolds parti
ulaire,
λi

d
= 105/2Re−0.2

p . (1.6)Plus ré
emment, plusieurs expérien
es ont été réalisées ave
 di�érents types d'é
ou-lement. Pour un é
oulement laminaire de Couette 
ylindrique, Mouilleron-Arnould(2002) a mis éviden
e une loi 
on
ernant la longueur d'onde �nale des dunes assezsemblable à 
elle obtenue par Coleman & Melville (1996) pour la longueur d'ondeinitiale,
λf

d
= 490Re−0.36

p . (1.7)Elle a 
onstaté que les rides observées évoluent très rapidement avant d'atteindre unétat saturé.Doppler (2005) a observé expérimentalement la formation de stru
tures granu-laires sous l'e�et d'un 
ourant 
ontinu d'eau et de la gravité dans une 
ellule deHele-shaw. En in
linant le lit et en imposant un 
ontre-é
oulement, elle dé
rit l'ap-parition de stru
tures qui semblent n'avoir jamais été observées auparavant. Il s'agitde rides à tourbillon qui sont 
ara
térisées par la présen
e d'un tourbillon de grainsen aval de la dune (�gure 1.8). Ces rides se propagent dans le sens de l'é
oulementd'eau. Elles passent par une période de 
roissan
e avant d'atteindre un état �nal ouelles ont une longueur d'onde et une vitesse de phase 
onstantes.Langlois (2005) a observé la formation de rides sous l'a
tion d'un é
oulementde 
isaillement dans un 
anal re
tangulaire (�gure 1.9). Il dé
rit une variation dela longueur d'onde initiale des rides en fon
tion du diamètre des parti
ules, maissans donner de relation pré
ise. Des observations aux temps longs lui permettent denoter que la longueur d'onde des dunes augmente sans tendre de façon 
laire versune longueur de saturation. La largeur du 
anal utilisé lui a permis d'observer que21



Fig. 1.8 � Rides à tourbillon observées par Doppler (2005).les dunes se déstabilisent pour devenir 
omplètement tridimensionnelles.
Fig. 1.9 � Rides observées par Langlois (2005).A�n d'expliquer l'apparition de stru
tures sédimentaires et leur évolution spatialeet temporelle, de nombreux modèles théoriques ont été proposés.1.5 Pourquoi des stru
tures apparaissent-elles ?La formation de stru
tures est liée à l'intera
tion entre le �uide et le milieugranulaire. La présen
e d'un �uide en é
oulement entraîne une perturbation de lasurfa
e du lit granulaire qui va à son tour perturber l'é
oulement. La plus grandedi�
ulté 
onsiste don
 à proposer une modélisation 
orre
te du milieu granulaire etde l'interfa
e �uide pur/milieu granulaire immergé.1.5.1 Peut-on di�éren
ier le seuil de déstabilisation du seuilde mise en mouvement des grains ?Même si la plupart des études expérimentales montrent une 
on
ordan
e entre lamise en mouvement de la surfa
e du lit et sa destabilisation, il existe des 
as où au-
une déformation n'a été observée alors que les grains bougent [Mouilleron-Arnould(2002)℄. Ces 
as 
orrespondent à des é
oulements parti
ulièrement visqueux. Desétudes théoriques dé
rites dans le paragraphe 1.5.5 ont mis en éviden
e la présen
ed'un seuil de déstabilisation exprimé en terme de nombre de Reynolds Re ou denombre de Shields θ. Mouilleron-Arnould (2002) a mesuré 
e seuil expérimentale-ment. La �gure 1.10 représente les di�érentes évolutions du lit granulaire (pas demouvement, mouvement de parti
ules sur un lit stable, lit instable) qui ont été ob-servées dans le plan Ga− θ. Le seuil d'apparition des dunes di�ère du seuil de miseen mouvement sur une 
ertaine gamme de nombre de Galilée. On peut se demandersi le seuil de destabilisation existe réellement ou si dans 
ertains 
as, on n'observe22



Fig. 1.10 � Domaine de formation de rides dans le plan Ga-θ dans une géométriede Couette d'après Mouilleron-Arnould (2002).pas de formation de stru
tures sédimentaires 
ar leur longueur d'onde est supérieureaux limites de la 
on�guration expérimentale. C'est une question à laquelle nousallons nous e�or
er de répondre au 
ours de 
ette étude en 
ombinant une appro
heexpérimentale (
hapitre 2) et théorique (
hapitre 5).1.5.2 Modélisation : deux appro
hes di�érentesDans la littérature, on peut distinguer deux appro
hes prin
ipales pour modéliserla formation de stru
tures sédimentaires. La première appro
he 
onsiste à 
onsidérerque le �uide et le mélange �uide/parti
ules sont des milieux 
ontinus et à e�e
tuerune étude de stabilité en perturbant l'interfa
e entre 
es deux milieux. Dans le 
adrede 
ette appro
he, Zhang et al. (1992) et S
ha�inger (1994) ont proposé un mo-dèle basé sur la superposition de deux �uides. Ils modélisent le milieu granulairepar une suspension uniforme ave
 une fra
tion solide φ 
onstante se 
omportant
omme un �uide newtonien. En résolvant les équations de Navier-Stokes dans le
as d'un é
oulement de deux �uides superposés non mis
ibles, ils obtiennent l'équa-tion de Orr-Sommer�elds. Ils résolvent numériquement 
ette équation et montrentque l'interfa
e de la suspension est toujours 
onve
tivement instable et que le tauxd'ampli�
ation des instabilités interfa
iales varie ave
 le nombre de Reynolds del'é
oulement. Le prin
ipal in
onvénient de 
ette méthode est qu'elle suppose quetout le milieu granulaire est en mouvement et que le tenseur des 
ontraintes au seindu mélange �uide/parti
ules 
orrespond à un tenseur Newtonien, 
e qui revient ànégliger les 
onta
ts entres les parti
ules. Cette appro
he semble don
 di�
ilementutilisable quand les parti
ules ne sont pas en suspension et notamment dans notreexpérien
e, où on observe que seules les 
ou
hes supérieures du milieu granulaire23



sont en mouvement.Kuru et al. (1995) étudient expérimentalement la déformation d'un milieu granu-laire soumis à un é
oulement de Poiseuille dans un tube. Ils mesurent une longueurd'onde initiale λi qui varie suivant la gravité g et la vitesse moyenne de l'é
oulement
Um,

λi

d
≈ U2

m

gd
. (1.8)Or, malgré la présen
e d'une zone de suspension, le modèle basé sur la superpositionde deux �uides ne prédit pas les bonnes dépendan
es. En utilisant un modèle basésur la longueur de saltation des parti
ules (travaux réalisés par Bagnold en 1954),ils obtiennent les bonnes variations,

λ

d
≈ 2ρp sin ς cos ς

∆ρ

U2
p

gd
, (1.9)où ς représente l'angle de saltation et Up la vitesse de la parti
ule.Dans la deuxième appro
he, l'é
oulement du �uide pur au dessus d'un fond ri-gide perturbé sinusoïdalement est 
al
ulé de manière indépendante. L'intera
tion�uide/milieu granulaire est modélisée à travers l'équation de 
onservation de lamasse de parti
ules dans laquelle il faut introduire une formule de �ux de parti-
ules perturbée. L'étude de stabilité né
essite don
 la détermination préalable del'é
oulement de �uide et du �ux de parti
ules.1.5.3 É
oulement de �uide au dessus d'un fond sinusoïdal
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τ f2Fig. 1.11 � É
oulement de Poiseuille sur un fond sinusoïdal.Considèrons un é
oulement de Stokes au dessus d'un fond rigide perturbé sinusoï-dalement pour le �uide, 
'est-à-dire un é
oulement où la vis
osité est prédominantedevant l'inertie (Re −→ 0), le 
isaillement et la 
ontrainte du �uide suivant x sontmaximaux sur les sommets du pro�l sinusoïdal (�gure 1.11). La vitesse des grainsà l'interfa
e est supposée proportionnelle à la 
ontrainte �uide τ f . Les sommets su-bissent une 
ontrainte τ f1 plus importante que 
elle subie par les 
reux (τ f2) etpour satisfaire la 
onservation de la masse du milieu granulaire, le fond sinusoïdalva avan
er sans qu'il n'y ait ampli�
ation de la perturbation initiale. Ave
 
e mé
a-nisme simple, on ne peut don
 pas expliquer la destabilisation du lit.24



Pour expliquer la formation de dunes, Kennedy (1963) a mis en éviden
e le faitqu'il existe un déphasage entre le maximum de la 
ontrainte �uide et les sommetsde l'interfa
e �uide/milieu granulaire. Ce déphasage dé
oule de la prise en 
omptede l'inertie du �uide. Considérons une interfa
e �uide/milieu granulaire perturbéesinusoïdalement. Suite au déphasage, les grains situés en amont du sommet subissentune 
ontrainte �uide plus importante que les grains situés au niveau du sommet dupro�l et ils avan
ent plus vite. Un bilan de masse (�gure 1.12) réalisé entre la zonede maximum de 
ontrainte (billes en noir) et le sommet du pro�l, montre que lamasse du milieu granulaire dans 
ette zone augmente 
ar la vitesse d'entrée estsupérieure à la vitesse de sortie. Cette augmentation de masse se traduit par uneaugmentation de l'amplitude des déformations. Engelud (1970) a été le premier à
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Fig. 1.12 � E�et du déphasage du 
isaillement.
al
uler 
e déphasage pour un é
oulement turbulent, tandis que Charru & Hin
h(2000) l'ont 
al
ulé dans le 
as d'un é
oulement de Couette laminaire.De nombreuses études de stabilité sont basées sur la présen
e de 
e déphasage.L'é
oulement de �uide étant 
onnu, la di�
ulté 
onsiste à modéliser le débit degrains transportés.1.5.4 Transport de parti
ulesDe nombreux auteurs ont 
her
hé à évaluer et modéliser le transport de parti
ulespar 
harriage à travers des formules de �ux de transport. Le �ux de transport étantrelié aux 
ara
téristiques de l'é
oulement, son moteur n'est pas le même suivant lanature laminaire ou turbulente de l'é
oulement. Dans 
e paragraphe, nous présente-rons brièvement quelques unes des études réalisées pour des é
oulement turbulentset laminaires. 25



É
oulement turbulentLa détermination du �ux de parti
ules né
essite une bonne 
ompréhension dumé
anisme à l'origine du mouvement des grains. En s'appuyant sur le 
ara
tèrealéatoire de la mise en mouvement, Einstein (1942, 1950) présente un modèle de �uxde transport basé sur une appro
he statistique, le �ux de transport étant relié à laprobabilité qu'une parti
ule située dans une surfa
e donnée se mette en mouvementà un instant donné. Il suppose que le mouvement des parti
ules est prin
ipalement liéaux �u
tuations turbulentes de la vitesse et qu'il n'existe pas de 
ontrainte 
ritiquede mise en mouvement des parti
ules. Il dé�nit un taux de transport adimensionné
Φ,

Φ =
1

F

qs

∆ρgd

√

ρf

∆ρgd
, (1.10)où qs représente le taux de transport de parti
ules en poids par unité de longueur etde temps. Grâ
e à 
ette appro
he, il propose deux lois reliant Φ et Ψ = 1

θ
. Ces loisprésentent une bonne 
on
ordan
e ave
 les données expérimentales pour les faiblesvaleurs du paramètre Φ, mais s'é
artent pour les valeurs plus importantes.Yalin (1963) aborde le problème de transport de matière en 
anal ouvert sous unangle di�érent. En s'appuyant sur le fait qu'il peut y avoir mouvement de parti
ulessans �u
tuations de vitesses turbulentes (é
oulement laminaire), il propose que lamise en mouvement non uniforme des parti
ules sur un lit soit due à la dispositionaléatoire des parti
ules (�gure 1.13). Il postule que les grains se dépla
ent prin
i-palement par saltation et se pla
e dans une 
on�guration ou la hauteur de grainsen mouvement est négligeable devant la hauteur de �uide. L'utilisation de l'équa-tion du mouvement des saltons lui permet d'obtenir une équation reliant Φ et Ψ.Bagnold (1956) s'est plut�t intéressé aux di�érentes 
ontraintes appliquées à la sur-

Fig. 1.13 � a) Arrangement idéal de parti
ules et b) arrangement réel de parti
ules,s
héma tiré de Yalin (1963).fa
e du lit et à l'intérieur du milieu granulaire pour déterminer le taux de transportde parti
ules. Il trouve le même taux de transport adimensionné qu'Einstein (1942,1950). Pour 
ontrer les problèmes liés à la détermination des e�ets de �u
tuationsde vitesse turbulente et 
eux liés à la rugosité du lit de solide, il 
onsidère la vitessemoyenne de l'é
oulement et la for
e de traînée 
omme des données indépendantes.26



La plupart des autres formules proposées dans la littérature, sont obtenues de ma-nière empirique. Les plus 
ouramment utilisées sont les formules proposées par Rib-berink (1998),
qp

√

ρf

∆ρgd3
= 10.4(θ − θc)1.67, (1.11)et Meyer-Peter & Muller (1948),

qp

√

ρf

∆ρgd3
= 8(c2c3θ − θc)1.5, (1.12)où qp représente le �ux de parti
ules, c2 est une 
orre
tion due à la présen
e desparois et c3 une 
orre
tion liée à la forme du lit. De manière générale, la plupart desformules de �ux de transport proposées dans la littérature sont de la forme,

qp

√

ρf

∆ρgd3
= aθn(θ − θc)m, (1.13)où a, n et m sont des fa
teurs numériques qui dépendent des auteurs.É
oulement laminaireMoins d'études ont été réalisées dans le 
as des é
oulements laminaires. Dans le
hapitre 4, nous présentons une liste non exhaustive de quelques unes des formulesproposées. Charru & Mouilleron-Arnould (2002) proposent une formule de �ux detransport semi-empirique basée sur la théorie de resuspension visqueuse de Leighton& A
rivos (1986),

qpη

∆ρgd3
= 0.42(θ − θc)3. (1.14)En utilisant une appro
he probabiliste basée sur la répartition aléatoire des parti
ulesà la surfa
e, Cheng (2004) propose une formule de la forme,

qpη

∆ρgd3
=

η
√

∆ρgd3ρf

41θ0.5Re∗[sinh(0.139θ1.181Re0.39
∗ )]2. (1.15)En�n Charru et al. (2004) proposent un �ux de parti
ules basé sur un modèle d'éro-sion/déposition,

qpη

∆ρgd3
= 0.096N

θ

θc
, (1.16)où N représente le nombre de parti
ules en mouvement par unité de surfa
e.Il est intéressant de noter que quelque soit la nature de l'é
oulement, le �ux departi
ules dépend du nombre de Shields θ, du nombre de Shields 
ritique θc etsouvent de l'é
art entre les deux θ − θc. Par 
ontre le débit 
ara
téristique variesuivant la nature de l'é
oulement. Pour un é
oulement turbulent, il s'ajuste ave


√

ρf/(∆ρgd3), tandis que pour un é
oulement laminaire, il varie ave
 η/(∆ρgd3).
27



1.5.5 Étude de la stabilité du litEn 
ombinant une formule de �ux de transport de parti
ules ave
 l'é
oulement de�uide par le biais de la 
onservation de la masse, il est possible d'étudier la stabilitédu lit. Pour 
ela, il faut prendre en 
ompte plusieurs e�ets et notamment 
elui del'in
linaison de l'interfa
e qui tend à restabiliser le système.Seuil de mise en mouvement perturbéLa formation de stru
tures sédimentaires entraîne une perturbation de l'interfa
e�uide/milieu granulaire. L'interfa
e s'in
line, entraînant une modi�
ation du seuilde mise en mouvement des parti
ules. Le bilan des for
es réalisé à l'é
helle des grainsdoit tenir 
ompte de la 
omposante horizontale du poids qui peut s'exprimer sousla forme (∆ρgd3)/µ)(∂hp/∂x), où hp représente la position verti
ale de l'interfa
e et
µ un 
oe�
ient de fri
tion solide du matériau. Suivant les auteurs, la valeur de µvarie. A titre d'exemple, on peut 
iter Freds÷ (1974) qui propose µ ≈ 0.1, tandis queRi
hards (1980) qui se base sur les travaux de Bagnolds en 1954 propose une valeurplus élevée 0.32 < µ < 0.75. On peut don
 dé�nir le seuil de mise en mouvementd'une parti
ule située sur un plan in
liné par,

θc
incl = θc

(

1 +
1

µ

∂hp

∂x

)

, (1.17)[Freds÷ (1974), Ri
hards (1980), Charru & Hin
h (2006) et Charru (2006)℄.É
oulement turbulentDe nombreuses études ont été menées dans le 
as des é
oulements turbulents.Freds÷ (1974), en prenant en 
ompte l'e�et de la gravité, prédit un seuil de dé-stabilisation qui varie en fon
tion du nombre de Froude, Fr = Um/(gd)1/2 et durapport Um/u∗, où Um représente la vitesse moyenne de l'é
oulement et u∗ la vitessede frottement. Il montre que la gravité restabilise les petites longueurs d'ondes. Ense plaçant à bas nombre de Froude, Ri
hards (1980) prédit deux modes instables.Le premier mode 
orrespond à la formation de rides et la longueur d'onde la plusinstable s'ajuste ave
 la rugosité du lit z0 suivant la relation
50z0 < λ < 1000z0. (1.18)En utilisant une forme 
orrigée de la rugosité suite au mouvement des sédiments(z0 = 4.5d), il prédit une longueur d'onde 
omparable ave
 les données expérimen-tales 
on
ernant les rides. Le seuil de déstabilisation qu'il prédit est fortement reliéà l'e�et de la pente lo
ale du lit sur le �ux de transport de parti
ules [1/µ = 2.9℄.Le deuxième mode 
orrespond à la formation de dunes et la longueur d'onde la plusinstable s'ajuste ave
 la hauteur de �uide hf ,

λ ≈ 2πhf . (1.19)Sumer & Bakioglu (1984) poursuivent le travail de Ri
hards (1980) en introduisantl'e�et de la vis
osité. Ils prennent en 
ompte une 
ou
he limite visqueuse et montrent28



que le seuil de déstabilisation du lit dépend du nombre de Reynolds turbulent Re∗(table 1.1) et du paramètre 1/µ,
Re∗ = 10 − 26 pour 0.32 < µ < 0.75. (1.20)Ils trouvent que la longueur d'onde adimensionnée par la longueur visqueuse λu∗/νvarie en fon
tion de Re∗,

λu∗

ν
= f (Re∗) . (1.21)É
oulement laminaireEn parallèle, plusieurs études ont été menées dans le 
as des é
oulements vis-queux. En utilisant le �ux de parti
ules dé�nit équation (1.14), Charru & Mouilleron-Arnould (2002) prédisent une instabilité de grande longueur d'onde, les petites lon-gueurs d'onde étant stabilisées sous l'e�et de la gravité. Ils obtiennent un seuil dedéstabilisation 
orrespondant à un nombre de Shields 
ritique θc1,

θc1 = θc

(

30

θcGaµ

)1/2
d

hf
, (1.22)qui dépend du nombre de Galilée et de l'e�et de la gravité à travers µ. Ils prédisentune é
helle de longueur visqueuse pour la longueur d'onde la plus ampli�ée,

λ =
60ν

u∗
. (1.23)La longueur d'onde ne 
orrespondant pas aux données expérimentales, Charru &Hin
h (2006) et Charru (2006) utilisent le modèle d'érosion/déposition du milieugranulaire développé par Charru et al. (2004) pour dé
rire le �ux de parti
ules[équation (1.16)℄. Charru & Hin
h (2006) dé
rivent l'existen
e de deux e�ets stabi-lisant, la forte érosion existant au niveau des sommets et la gravité qui s'opposentà l'inertie du �uide. La 
ompétition entre l'e�et déstabilisant de l'inertie du �uideet l'e�et stabilisant de l'érosion des 
rêtes se traduit par le nombre de Galilée. Ilsmontrent qu'en dessous d'un nombre de Galilée 
ritique,

Gac =
120cu

θc

(

d

hf

)3

, (1.24)où cu = 3.3 et hf 
orrespond à la hauteur de �uide, le lit est toujours stable. Pour
Ga > Gac, la gravité devient l'e�et restabilisant prédominant. Il est alors possiblede dé�nir un seuil de destabilisation 
orrespondant à un nombre de Shields 
ritique
θc2. Pour θ > θc2, le lit est instable. La valeur de θc2 varie en fon
tion de l'in�uen
ede la gravité. Si l'e�et restabilisant est faible, le seuil de destabilisation 
orrespondau seuil de mise en mouvement des parti
ules, (θc2 = θc). Dans le 
as 
ontraire,il existe une gamme de nombres de Shields (θc < θ < θc2) pour laquelle le lit eststable. La résolution étant e�e
tuée dans la limite des grandes longueurs d'ondes, ilsne prédisent pas la séle
tion d'une longueur 
ara
téristique. En résolvant l'équationd'érosion/déposition pour une longueur d'onde quel
onque, Charru (2006) prédit29



une longueur d'onde qui s'ajuste ave
 la longueur de déposition ld = Umtd, où Umreprésente la vitesse moyenne de l'é
oulement, td = cdVs/d le temps de déposition,
Vs = ∆ρgd2/(18η) la vitesse de sédimentation et cd le 
oe�
ient de déposition. Leslongueurs d'ondes prédites montrent un bon a

ord ave
 les résultats expérimentaux.Valan
e & Langlois (2004) utilisent une modélisation 
lassique du �ux d'érosionbasée sur une loi de puissan
e de l'é
art au seuil [équation (1.13)℄, à laquelle ilsasso
ient une longueur d'inertie, leq = f(Rep)ρp/ρfd, qui 
orrespond à la distan
epar
ourue par les grains avant d'atteindre la vitesse imposée par le �uide. L'e�etdéstabilisant étant l'inertie du �uide, ils mettent en éviden
e deux e�ets stabilisants,l'inertie des parti
ules et la gravité. Pour des petites valeurs du nombre de Reynoldsparti
ulaire Rep, l'e�et prédominant est la gravité, alors que pour les grandes valeursde Rep 
'est l'inertie des grains. Ils montrent que le lit est instable dès que lesparti
ules entrent en mouvement et prédisent une longueur d'onde la plus ampli�éede la forme,

λ = 1.75π
√

3leq

[

(

1 +
√

1 − r
)1/3

+
(

1 −
√

1 − r
)1/3
]3 (1.25)ave
 r =

8

147

l2v
(0.53µ)3(1 + T )3l2eq

,où lv =
√

ν/γ̇ représente une longueur visqueuse et T = (θ − θc)/θc l'é
art au seuilde mise en mouvement. Comparé à des résultats expérimentaux, leur modèle ne pré-dit pas le bon ordre de grandeur.Kouakou & Lagrée (2005) présentent une étude de stabilité linéaire basée sur uneforme simple du �ux de parti
ules [équation (1.13)℄ qui leur permet de proposer deuxajustements pour la longueur d'onde la plus ampli�ée suivant l'e�et restabilisant quiprédomine,
λ =

[

(

θc∆ρgd

µ

)3
ρf

ρsν2U ′4
0

]1/2 si l'e�et stabilisant est la gravité, (1.26)
λ = ls si l'inertie des grains est l'e�et stabilisant,où ls représente la longueur d'inertie utilisée en milieu éolien et U ′

0 = U0/δ, où U0représente la vitesse de l'é
oulement de base et δ l'épaisseur sur laquelle on peut
onsidérer que l'é
oulement se ramène à un 
isaillement pur à proximité de la paroi.Nous pouvons déduire de 
ette étude que lorsqu'un lit de grains est soumis àun é
oulement de �uide, la surfa
e supérieure du lit se met en mouvement si la
ontrainte adimensionnée (nombre de Shields) appliquée par le �uide est supérieureau nombre de Shields 
ritique. Une fois les grains en mouvement, le lit se déformeet il y a apparition de rides sauf dans le 
as où le �uide est très visqueux. Ladétermination du nombre de Shields 
ritique, la présen
e d'un seuil de déstabilisationdu lit et l'évolution des stru
tures granulaires observées (longueur d'onde, vitessede phase) sont des questions en
ore ouvertes. Nous allons tenter d'y répondre en30




ombinant une appro
he expérimentale et théorique. Dans 
e domaine, la plupartdes expérien
es existantes utilisent un milieu granulaire auto-alimenté ou in�ni, etun é
oulement �uide gouverné par un 
isaillement 
onstant (Couette). L'originalitéde notre expérien
e qui sera présentée dans le 
hapitre suivant est d'être en milieu
on�né, ave
 un é
oulement dans un tube 
ylindrique et surtout d'avoir un milieugranulaire qui n'est pas alimenté au 
ours de l'expérien
e. La hauteur initiale du litde parti
ules déposées est don
 un paramètre important.
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Chapitre 2Dispositif expérimentalDans 
e 
hapitre, nous détaillons le dispositif expérimental et les te
hniquesexpérimentales utilisées pour l'étude de l'évolution d'un lit de parti
ules soumis àun é
oulement de �uide. Les di�érentes évolutions du lit de parti
ules observées au
ours des expérien
es seront passées en revue.2.1 Parti
ules et �uide2.1.1 Parti
ulesLes parti
ules utilisées sont des billes sphériques mono-disperses. A�n de pouvoirmesurer l'in�uen
e des 
ara
téristiques du milieu granulaire, des billes de matériauxet de diamètres di�érents ont été utilisées. Les billes sont dé�nies par leur massevolumique ρp et leur diamètre moyen d. A�n d'obtenir les gammes de diamètresmoyens souhaités, les billes ont été tamisées. Les di�érents types de billes utiliséeset leurs 
ara
téristiques sont résumés dans le tableau 2.1.Les proto
oles utilisés pour obtenir les 
ara
téristiques des billes sont les sui-vants :Mesure du diamètre moyen des parti
ulesLes billes préalablement lavées sont photographiées à travers un mi
ros
ope. Pourun é
hantillon de billes A observé ave
 un grossissement ×10, on obtient par exemplel'image représentée �gure 2.1.Parti
ules Composition Diamètre d (µm) Masse volumique ρp (g/
m3)A Verre 132 ± 22 2.521 ± 0.003B Polystyrène 538 ± 24 1.051 ± 0.002C PMMA 132 ± 20 1.177 ± 0.002D PMMA 193 ± 30 1.177 ± 0.002Tab. 2.1 � Cara
téristiques des parti
ules.33



PSfrag repla
ements (a) (b)Fig. 2.1 � (a) É
hantillon de billes A observé au mi
ros
ope ave
 un grossissement
×10 et un é
lairage par en dessous. ( b) É
hantillon après seuillage sous ImageJ.L'é
hantillon est é
lairé par en dessous a�n d'augmenter le 
ontraste, rendantpossible une mesure automatique sous le logi
iel ImageJ :La première étape 
onsiste à réaliser un seuillage a�n d'obtenir une image en noiret blan
 dans laquelle seul le 
ontour des billes est 
onservé (�gure 2.1). Ensuite,une analyse de parti
ules est e�e
tuée (fon
tion analyse parti
les sous ImageJ) pourre
ueillir la répartition du diamètre des billes, en prenant soin d'éliminer les mesures
orrespondant à des billes en 
onta
t.Cette te
hnique de mesure s'applique dans le 
as ou les parti
ules sont su�-samment séparées (billes en PMMA et en verre). Si 
e n'est pas le 
as (les billesen polystyrène se tou
hent sous l'a
tion des for
es éle
tro-statiques), la mesure dudiamètre est réalisée manuellement sous ImageJ en utilisant l'outil règle.La �gure 2.2 montre la distribution de diamètre obtenue pour des billes dePMMA. Pour pouvoir déduire de 
ette distribution le diamètre des parti
ules, ilfaut qu'elle soit mono modale et qu'elle puisse être représentée de manière satisfai-sante par les deux premiers moments, la moyenne et la déviation standard. Dans le
as 
ontraire, il faut tamiser et mesurer un é
hantillon plus large de billes. Pour uné
hantillon de n billes, d est 
al
ulé suivant la relation,

d =
Σn

i di

n
, (2.1)où di représente le diamètre de la ieme parti
ule.Mesure de la masse volumique des billesPour mesurer la masse volumique des billes nous avons utilisé un py
nomètrede la marque Brand Duran ave
 de l'éthanol qui possède de bonnes propriétés demouillage ave
 les parti
ules. Après avoir mesuré la masse volumique de l'éthanolet pesé un petit é
hantillon de parti
ules, nous avons utilisé le py
nomètre pourmesurer la masse volumique du mélange éthanol/é
hantillon de parti
ules et nousen avons déduit la masse volumique des parti
ules. En réalisant des mesures pourdi�érents é
hantillons de parti
ules, nous avons obtenu une bonne estimation de lamasse volumique des parti
ules ainsi que la barre d'erreur sur 
ette mesure.34



PSfrag repla
ements d (en µm)Nombredeb
illes

Fig. 2.2 � Distribution du diamètre des billes en PMMA.2.1.2 FluideLe �uide utilisé 
orrespond à un mélange eau/u
on oil. L'u
on oil est fournipar Chempoint. Composé à base de polyalkylène gly
ol, il s'agit d'un liquide trèsvisqueux (30000 m.Pa.s−1) totalement mis
ible dans l'eau. En rajoutant une faiblequantité d'u
on oil, il est possible d'augmenter de manière signi�
ative la vis
ositéde l'eau. La vis
osité dépendant de la température, le �uide est maintenu à une tem-pérature 
onstante (≈ 30�C) à l'aide d'un 
hau�e-eau (polystat 
ompatible 
ontrol)de la marque Huber, a�n que les variations de température (notamment entre l'étéet l'hiver) ne fassent pas varier les 
ara
téristiques du �uide. La salle d'expérien
en'étant pas 
limatisée, le di�érentiel de température entre l'été et l'hiver peut dépas-ser les 15�. Dans son utilisation 
lassique, le 
hau�e-eau est dire
tement pla
é dansle �uide. Il 
hau�e l'eau grâ
e à une résistan
e tout en 
ontr�lant la températureà l'aide d'un système d'aspiration/rejet du �uide. Ce système entraîne la 
réationde bulles d'air. Dans le 
as du mélange �uide/u
on oil, les bulles restent emprison-nées dans le mélange. Pour éviter la formation de 
es bulles, nous avons utilisé unsystème de bain-marie inversé. Le 
hau�e-eau est pla
é dans un ré
ipient en métalrempli d'eau qui est situé dans le mélange. Le fait de 
hau�er le mélange entraîneun in
onvénient majeur. Le 
ir
uit de transport du mélange n'étant pas totalementfermé, l'eau s'évapore au fur et à mesure de l'expérien
e (qui peut durer entre unjour et deux semaines), entraînant une augmentation de la vis
osité du mélange.A�n de 
ontrer 
ette dérive, nous 
ontr�lons la quantité de �uide dans le 
ir
uitpour le ré-alimenter en eau quand le niveau diminue.Nous avons réalisé des expérien
es pour quatre vis
osités di�érentes. La vis
osité dumélange varie légèrement d'une expérien
e à l'autre. Les 
ara
téristiques moyennesdu �uide sont résumées dans le tableau 2.2. Au 
ours de 
haque expérien
e, les
ara
téristiques du �uide ont été mesurées.La masse volumique du mélange est mesurée en utilisant un py
nomètre de lamarque Brand Duran. Suivant le �uide mesuré, nous avons utilisé deux vis
osimètresdi�érents. Pour mesurer la vis
osité des �uides dans la gamme de vis
osité des �uides35



Fluide %UCON T (◦C) η (
P) ρf (g/
m3)1 0 20 1.00 ± 0.05 1.004 ± 0.0012 0 35 0.70 ± 0.04 0.999 ± 0.0013 12 35 8.8 ± 0.4 1.023 ± 0.0014 20 35 40 ± 2 1.040 ± 0.001Tab. 2.2 � Cara
téristiques du �uide1 et 2, nous avons utilisé un vis
osimètre 
apillaire de la marque Cannon Fenske.Pour mesurer la vis
osité des �uides dans la gamme de vis
osité des �uides 3 et4, nous avons utilisé un vis
osimètre à bille de la marque Gilmont. La vis
ositédépendant de la température, toutes les mesures ont été e�e
tuées en plaçant levis
osimètre dans un ba
 d'eau maintenu à la température du mélange.Il est important de noter que l'u
on oil étant mis
ible ave
 l'eau, tout le matérielpeut se nettoyer à l'eau.2.2 Dispositifs expérimentaux2.2.1 Montages expérimentauxAu 
ours de la thèse, deux montages expérimentaux ont été utilisés. Un tube per-mettant de se rappro
her au plus près des 
onditions réelles du problème industrielà la base de 
ette thèse et un 
anal re
tangulaire permettant de se pla
er dans une
on�guration à 2 dimensions plus fa
ile à interpréter. Initialement le 
anal 2D quia été entièrement monté au 
ours de 
ette thèse devait servir à réaliser la plupartdes expérien
es. Suite à des problèmes d'étan
héité et à la ri
hesse des résultatsdans le tube, le montage en 
anal re
tangulaire n'a pas été beau
oup exploité à partpour des mesures d'é
oulement au dessus d'un fond solide sinusoïdal. Tous les autresrésultats expérimentaux présentés dans 
ette thèse ont été obtenus en utilisant letube, 
'est-à-dire dans une 
on�guration à 3 dimensions.Le premier montage, représenté �gure 2.3, est 
onstitué d'un tube 
ylindrique de
3 
m de diamètre intérieur et de 1.8 m de longueur. Il 
orrespond au montage ex-périmental utilisé lors d'une thèse pré
édente réalisée par Jean-Philippe Matas. Cemontage a l'avantage de permettre une appro
he expérimentale en trois dimensionspeu 
ourante en étudiant l'in�uen
e d'un é
oulement de Poiseuille déformé sur le litde parti
ules.Le deuxième montage (�gure 2.4) est 
onstitué d'un 
anal re
tangulaire (2 
m
×20 
m×2 m). Il a été réalisé au 
ours de la première année de thèse. Il a pourbut de proposer une appro
he simpli�ée dans une 
on�guration à deux dimensions.Il permet aussi un meilleur 
ontr�le expérimental grâ
e au 
ouver
le démontable quirend a

essible l'intérieur du 
anal.L'approvisionnement en �uide est réalisé en utilisant un système régulé en pres-sion. Le réservoir 2 peut être situé à hauteur variable. Il est �xé sur un ban
 detranslation qui est gouverné par une manivelle. Suivant la hauteur à laquelle il est36



PSfrag repla
ements
Système d'alimentationen pression Réservoir 2 Système d'éva
uation du surplus

Canal 
ir
ulaireCouver
le démontable
Alimentation en billes

Pompe TamisRéservoir 1
Lit de parti
ules déposées 3

Vanne 4
3 
m2 m

Fig. 2.3 � Montage expérimental ave
 le tube.situé, la variation de pression entre la surfa
e libre du �uide dans le réservoir 2et la sortie 3 du système hydraulique va imposer un débit dans tout le 
ir
uit. Lapompe (pompe moineau) aspire le �uide situé dans le réservoir 1 et l'envoie dansle réservoir 2. Les premières expérien
es ont été réalisées en travaillant dire
tementave
 la pompe, mais des mesures de l'é
oulement du �uide ont mis en éviden
e desvariations 
y
liques du débit. A�n de 
ontourner 
e problème, nous avons opté pourune alimentation en �uide 
ontr�lée en pression. Cette méthode ne permettant pasd'obtenir des débits trop importants, nous sommes obligés d'utiliser dire
tement lapompe moineau pour les forts débits. Heureusement pour les forts débits, les va-riation de débit sont négligeables. La vanne 4, pla
ée entre la sortie du réservoir 2et l'entrée du 
anal, permet de garder le 
ir
uit 
onstamment amor
é. Un tuyau degros diamètre reliant les réservoirs 1 et 2 assure l'éva
uation du surplus du réservoir
2 et le maintien de la surfa
e libre à hauteur 
onstante. Le débit est mesuré ave
un débit-mètre GF-1560 de la marque Gilmont Instruments. Le débit-mètre a étéétalonné manuellement (temps mis par le �uide en sortie du système pour remplirun litre pour di�érents débits). Le réservoir 1 a de nombreux usages. Il permet :� le maintien du �uide à température 
onstante par l'intermédiaire d'un ther-mostat,� l'insémination du �uide qui est né
essaire pour réaliser des mesures de Vélo-37



PSfrag repla
ements

Système d'alimentationen pression Réservoir 2 Système d'éva
uation du surplus

Canal re
tangulaire Couver
le démontable
Alimentation en billes

Lit de parti
ules déposéesPompe TamisRéservoir 1 3
Vanne 4

2 
m
2 m 20 
m

Fig. 2.4 � Montage expérimental ave
 le 
anal re
tangulaire de 2 m.
imétrie par Images de Parti
ules,� la ré
upération dans un tamis des parti
ules entraînées par l'é
oulement horsdu 
anal.2.2.2 Expérien
es réalisées à débit ou à pression imposé ?La plupart des expérien
es ont été réalisées en utilisant le montage 
ontr�lé enpression pour gouverner l'é
oulement. Le di�érentiel de pression de l'é
oulementest dire
tement relié à la di�éren
e de hauteur entre le réservoir 2 et la sortie dutube située au niveau du réservoir 1. Cette di�éren
e de hauteur étant 
onstante au
ours de l'expérien
e, le di�érentiel de pression entre l'entrée et la sortie est supposé
onstant. La grandeur qui nous intéresse est le débit de �uide et sa variation au 
oursdu temps. Pour 
al
uler 
e débit, il faut 
ommen
er par déterminer les di�érentespertes de 
harge dans le 
ir
uit. Le 
ir
uit est 
onstitué d'un assemblage 
ompre-38



Conduite Diamètre hydraulique Longueur Se
tion de la 
onduite
DH(en m) L (en m) S (en m2)Réservoir 2 37.5 0.08 2.4 10−4Tuyau 0.008 14.4 5 10−5Tube en verre : vide 0.03 1.8 0.00071ave
 parti
ules DHT [équation (2.5)℄ 1.8 ST [équation (2.4)℄Débitmètre 0.02 0.025 3.14 10−4Tab. 2.3 � Cara
téristiques des 
omposantes du 
ir
uit hydrauliquenant un réservoir, plusieurs mètres de tuyaux de ra

ord de diamètre 
onstant, letube en verre permettant de réaliser les expérien
es et un débit-mètre. Ces di�é-rentes 
onduites sont reliées entre elles par trois vannes, quatre ra

ords entre des
onduites de même se
tion et 
inq ra

ords permettant des 
hangements de se
tionde 
onduite.Au 
ours d'une expérien
e, la se
tion de �uide pur dans le tube varie ave
 lahauteur de parti
ules, entraînant ainsi une variation des pertes de 
harge au sein dusystème. Il est important de déterminer dans quelle mesure 
es variations de pertesde 
harge peuvent modi�er le débit de l'é
oulement. En utilisant le théorème deBernoulli, on peut relier la vitesse moyenne de l'é
oulement en sortie du système,

Ums, ave
 les variations de 
harge dans le système. L'équation obtenue est de laforme,
1

2
ρfU

2
ms = ρfg(H2 − H1) − ∆Preg − ∆Psing, (2.2)où H2 est la hauteur du réservoir d'entrée du système, H1 la hauteur de sortiedu système, ∆Preg les pertes de 
harge régulières 
orrespondant à l'é
oulement dansune 
onduite droite et ∆Psing les pertes de 
harge singulières 
orrespondant aux
hangements de se
tion dans les réseaux hydrauliques. La vitesse Ums est reliéeau débit de �uide dans le système par Qpipe = UmsπD2

t /4, où Dt 
orrespond audiamètre hydraulique du tuyau de sortie du système. Les pertes de 
harge régulièressont reliées à la se
tion et à la longueur des 
onduites, ainsi qu'au matériau des
onduites. Pour un é
oulement laminaire elles sont données par
∆Preg =

K

DH

ρfQ
2
fL

2S2
(2.3)où K = 64/Re est le 
oe�
ient de perte de 
harge ave
 Re =

ρQf DH

ηS
, DH le rayonhydraulique, L la longueur de la 
onduite et S la se
tion de la 
onduite.Il a été montré empiriquement que les pertes de 
harge singulières dépendent du typede 
hangement de se
tion. Le tableau 2.4 dé
rit les di�érentes formules utilisées dans
ette étude où vf 
orrespond à la vitesse dans la plus petite se
tion, D1 au plus petitdiamètre et D2 au plus grand diamètre. 39



Changement de se
tion ∆PsingulieresVanne 0.25ρfv
2
f/2Vanne d'angle 3ρfv

2
f/2Ra

ord 0.05ρfv

2
f/2Élargissement 1

2

(

1 − D2

2

D2

1

)2

ρfv
2
f/2Rétré
issement 1

2

(

1 − D2

2

D2

1

)

ρfv
2
f/2Sortie de réservoir (1/2)ρfv

2
f/2Tab. 2.4 � Dé�nitions utilisées pour les pertes de 
harge singulières. Ces dé�nitionssont tirées de tables empiriques.Pertes de 
harge Valeur 
al
ulée (en Pa)singulières ∆Ps ≈ 1.1012régulières dans le système de transport ∆Pr ≈ 1.107régulières dans le tube rempli à 87% ∆Pex ≈ 5.106régulières dans le tube vide ∆Pex ≈ 5.102Tab. 2.5 � Estimation des pertes de 
harge.Géométriquement, on montre que la se
tion ST et le diamètre hydraulique DHTdu tube en verre sont reliés à la hauteur du milieu granulaire hp par les relationssuivantes,

ST =
D2

4
arccos(2

hp

D
− 1) + (

D

2
− hp)

D

2
sin(arccos(2

hp

D
− 1)) (2.4)

DHT =
ST

2
√

D2/4 − (hp − D/2)2
. (2.5)Dans la plupart des expérien
es réalisées, hp 
onnaît des variations de l'ordre dumillimètre. Dans 
ette étude, nous allons 
onsidérer les 
as extrêmes, 
'est à direle tube vide et le tube rempli à 87%, a�n de déterminer l'in�uen
e des variationsde hauteur sur les variations de débit. De plus, on se pla
e dans le 
as le plusdéfavorable où le réservoir 2 est situé dans sa position la plus basse (H2 − H1 = 1m). En 
ombinant les équations (2.2) et (2.3), on obtient une équation permettantd'obtenir le débit dans le système.Estimation des di�érentes pertes de 
hargeLe tableau 2.5 évalue les di�érentes pertes de 
harge dans le système expéri-mental. Ces pertes de 
harge sont totalement dominées par les pertes de 
hargesingulières (
inq ordres de grandeur au dessus des autres). Le 
al
ul du débit préditun débit d'ordre 7.10−5, dans des 
onditions 
orrespondant à un débit expérimentald'ordre 4.10−6. La détermination du débit basée sur le 
al
ul des pertes de 
hargedonne don
 un ordre de grandeur raisonnable 
ompte tenu de la di�
ulté à évaluerles pertes de 
harge dans les vannes. Entre les 
on�gurations, tube vide et tube40



rempli à 87%, qui sont des 
on�gurations extrêmes, la variation de débit 
al
ulée estde l'ordre de 10%. Dans le 
adre des expérien
es menées, les variations de hauteurdu milieu granulaire étant largement inférieures, le débit peut don
 être 
onsidéré
omme 
onstant. Les expérien
es sont don
 réalisées à débit imposé et non à pressionimposée 
omme on aurait pu le penser à priori.2.2.3 Proto
ole expérimentalToutes les expérien
es de mesure de l'évolution du lit de parti
ules dans le 
anal
ylindrique se sont déroulées suivant le même proto
ole expérimental. La premièreétape 
onsiste à remplir le tube de �uide puis à établir un é
oulement à très basdébit. Pour 
ela, il su�t de mettre la pompe en mar
he, puis d'ouvrir la vanne 4. Envariant l'ouverture de la vanne, on fait varier l'intensité du débit dans le système.Ensuite, on introduit un mélange �uide/parti
ules par l'entonnoir situé au-dessus dutube. Les parti
ules entraînées par l'é
oulement se déposent de manière à peu prèshomogène dans toute la longueur du tube. Dès que le lit de parti
ules déposées a at-teint la hauteur souhaitée, l'é
oulement est 
oupé pour laisser les parti
ules �nir desédimenter. Une fois les parti
ules sédimentées, l'état de départ est obtenu. La sédi-mentation des parti
ules permet d'obtenir un lit globalement plat, nous supposeronsdans la suite que le lit est initialement plat et qu'il est entièrement dé�ni par la hau-teur initiale mesurée dans la zone de mesure. Pour débuter l'expérien
e, on impose ledébit souhaité en jouant sur la hauteur du réservoir 2 et sur l'ouverture de la vanne
4. Au 
ours de l'expérien
e, le milieu granulaire n'est pas alimenté. L'expérien
es'a
hève quand un état stationnaire est atteint (milieu granulaire 
omplètement im-mobile) ou quand il n'y a plus de milieu granulaire dans le tube. Une expérien
e dureen moyenne deux ou trois jours, mais 
ertaines expérien
es peuvent durer plus d'unesemaine. A�n d'étudier l'in�uen
e des paramètres expérimentaux, nous réalisons desexpérien
es à di�érents débits pour 
haque 
ouple �uide/parti
ules.2.2.4 Réalisation d'un fond sinusoïdalL'étude de l'évolution d'un lit de parti
ules soumis à un é
oulement de �uidedans une 
onduite 
ylindrique 
onstitue la grande majorité des expérien
es réali-sées. Cependant, a�n d'observer expérimentalement le déphasage existant entre lessommets d'un fond perturbé sinusoïdalement et le maximum du 
isaillement du�uide dé
rit dans la sous-se
tion 1.5.3, nous avons aussi réalisé des expérien
es demesure d'é
oulement au dessus d'un fond sinusoïdal �xe dans le 
anal 2D.Le fond sinusoïdal a été entièrement réalisé au laboratoire. La première étapea 
onsisté à déterminer les 
ara
téristiques géométriques du fond sinusoïdal. Ces
ara
téristiques devaient tenir 
ompte de plusieurs 
ontraintes :� permettre une visualisation optimale de l'e�et à observer (grande amplitude)� être 
ompatible ave
 le 
anal 2D (largeur de 20 
m, hauteur totale de l'ordredu 
m)� résister à l'eau (emploi d'un matériel imperméable)� être te
hniquement réalisable ave
 les moyens disponibles dans le laboratoire.41



Pour essayer de répondre au mieux à toutes 
es 
ontraintes, nous avons 
hoisi de
onstruire un fond sinusoïdal (�gure 2.5), d'une largeur de 20 
m et d'une hauteurmaximale de 1 
m. La forme sinusoïdale est 
ara
térisée par une amplitude de 7mm et par une longueur d'onde de 20 
m. L'épaisseur minimale du fond sinusoïdalest don
 de l'ordre de 3 mm. Le plexiglas ne permettant pas la réalisation de piè
esde si faible épaisseur, nous avons don
 dé
idé de réaliser le fond sinusoïdal parmoulage à partir de résine epoxy. La résine époxy est un produit parti
ulièrementno
if pour la santé qui né
essite d'être manipulé sous une hotte. La réalisationd'un moule né
essite l'utilisation de la forme exa
te à mouler. La piè
e modèle aété réalisée en plexiglas à l'atelier. A 
ause des 
ontraintes te
hniques, fragilité duplexiglas, longueur limitée des ma
hines, nous avons obtenu une piè
e représentantune longueur d'onde. Cette piè
e est représentée �gure 2.6. La présen
e des bordspermet de dé�nir exa
tement la zone servant à 
onstruire le moule. Pour réaliserle moule, nous avons utilisé du sili
one mélangé ave
 un dur
isseur (3% en masse).Aprés avoir homogénéisé le mélange, il su�t de le verser lentement sur la piè
e àmouler. La di�
ulté 
onsiste à ne pas piéger des bulles d'air dans le moule. Pour
ela, il est indiqué d'appliquer une première 
ou
he au pin
eau. Ensuite, le mouleest laissé dans un endroit protégé a�n d'éviter le dépot de poussière sur la surfa
edu moule pendant la période de dur
issement. Au bout d'environ 24h, le mouleen sili
one est prêt et peut être démoulé. La deuxième étape 
onsiste à utiliserle moule pour réaliser les piè
es en résine époxy. L'obtention d'un fond sinusoidal
omprenant au moins deux longueurs d'onde a né
essité l'assemblage de trois piè
esidentiques. La réalisation de 
es piè
es est parti
ulièrement pénible 
ar elle né
essitede travailler sous hotte ave
 une blouse, des gants et un masque. La résine epoxydoit être mélangée ave
 un dur
isseur. Une fois le mélange réalisé, il faut manipulerrapidement 
ar la résine 
ommen
e à dur
ir. Après avoir re
ouvert les bords dumoule ave
 le mélange en utilisant un pin
eau, on verse lentement le mélange dansle moule jusqu'à le remplir totalement puis on le laisse reposer plusieurs heuresjusqu'à 
e qu'il se solidi�e totalement. La réalisation des piè
es en résine époxy estplus di�
ile que la réalisation du moule 
ar au 
ours de la solidi�
ation, il se 
réedes 
ontraintes résiduelles qui peuvent déformer la piè
e. La réalisation de 
es piè
esa don
 demandé plusieurs essais préalables. Une fois les piè
es réalisées, elles ont étéalignées puis 
ollées a�n de former un fond sinusoidal.PSfrag repla
ements
1 
m 20 
m

λ = 20 
m0.7 
mFig. 2.5 � S
héma du fond sinusoïdal.2.3 Te
hniques expérimentalesAu 
ours de 
ette étude, nous avons utilisé di�érentes te
hniques de mesure.L'étude bibliographique montre que la 
lef du mé
anisme de formation des dunes se42



PSfrag repla
ements Bosse inverséeContourFig. 2.6 � Contre-moule réalisé en plexiglas.trouve dans un 
ouplage entre l'é
oulement de �uide et la forme du milieu granulaire.A�n d'essayer de 
omprendre 
e 
ouplage expérimentalement, il apparaît importantd'obtenir des informations plus pré
ises sur l'é
oulement du �uide et sur l'évolutionde la forme du milieu granulaire qui en dé
oule. Nous avons don
 
hoisi d'utiliserprioritairement deux te
hniques de mesure, une te
hnique de vélo
imétrie à imagede parti
ules (PIV) pour quanti�er l'é
oulement de �uide et une te
hnique de suivide pro�l pour mesurer l'évolution de la surfa
e du lit de parti
ules.2.3.1 PIVLa 
onnaissan
e de l'é
oulement du �uide dans le 
anal est primordiale pour la
ompréhension des phénomènes physiques mis en jeu. Dans 
e but, nous utilisonsune te
hnique de suivi de parti
ules, la vélo
imétrie à image de parti
ules (PIV).La PIV permet de mesurer le 
hamps de vitesse d'un é
oulement dans un plan. Ledispositif expérimental utilisé est relativement simple mais né
essite une mise enoeuvre déli
ate pour optimiser les réglages.Prin
ipeUn plan de l'é
oulement, préalablement inséminé par des tra
eurs réagissantave
 la longueur d'onde du laser, est é
lairé par une tran
he laser. Les tra
eurs vonts'illuminer en passant dans le plan délimité par la tran
he laser. La 
améra rapidesituée perpendi
ulairement au plan de la nappe prend des images à intervalle detemps régulier. En 
orrélant deux images 
onsé
utives, on peut remonter à la vitessede l'é
oulement dans le plan de la nappe laser.Matériel et montage expérimental (�gure 2.7).Pour réaliser les mesures de PIV, nous utilisons un laser argon de la marqueIon Laser te
hnology d'une puissan
e maximale de 400 mW, une lentille 
onvexepermettant de 
réer une nappe laser, une 
améra rapide pouvant a
quérir jusqu'à1000 images par se
onde de la marque fast
am et un obje
tif mi
ro (60mm, D
1 : 2.8) de la marque Nikon. Les tra
eurs utilisés sont des parti
ules de très petites43



dimensions (de l'ordre du mi
ron) qui sont à base de Ly
opodium. Cette poudreest vendue par la 
ompagnie Lightning Powder sous le nom de redwop. Les tra
eurssont mélangés ave
 le �uide dans le réservoir 1. Le laser, la lentille et la 
amérarapide sont montés sur un ban
 de translation relié au bâti du 
anal. Grâ
e à 
eban
 de translation, il est possible de prendre des mesures à di�érents endroits dansla longueur du 
anal. Le laser n'étant pas très puissant, il est di�
ile d'obtenirune image 
orre
te, les images prises par 
améra rapide né
essitant une grandeluminosité. Il est don
 important d'optimiser le réglage de l'obje
tif de la 
améraet le pour
entage de tra
eurs présents dans le �uide. Pour pouvoir travailler ave
l'ouverture maximum de l'obje
tif et fo
aliser sur la nappe laser, la 
améra est situéeperpendi
ulairement au plan de la nappe laser.

PSfrag repla
ements Zone de mesure�uide + tra
eurs
LaserLentille

Caméra rapide

Argon

Fig. 2.7 � Montage PIV.Traitement des images obtenuesAprès utilisation de la 
améra rapide, on obtient plusieurs images séparées parun intervalle de temps △t. Les mesures de PIV s'e�e
tuent toujours entre deuximages (�gure 2.8). A partir de deux images 
onsé
utives, il existe deux te
hniquesprin
ipales pour remonter à la distan
e par
ourue par un tra
eur durant △t. Lapremière méthode est basée sur une 
orrélation indire
te qui utilise la transforméede Fourier. La deuxième méthode est une méthode dire
te qui utilise le prin
iped'ex
ursion.Détermination de la zone d'interrogationAvant d'opter pour l'une ou l'autre de 
es méthodes, il faut 
ommen
er pardélimiter la taille de la zone d'interrogation. En e�et, la PIV est une méthode quipermet de mesurer le 
hamps de vitesse d'un é
oulement en di�érents points, 
haque44
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ements

Image 2Image 1 △t

Zoned'interrogation

Fig. 2.8 � Deux images 
onsé
utives servant de base à la mesure de PIV.point 
orrespondant à une zone d'interrogation. Il est assez déli
at de déterminer lazone d'interrogation sur laquelle on va travailler. Elle doit être assez grande pour
ontenir un nombre su�sant de tra
eurs tout en restant de taille raisonnable a�n deminimiser les re
ouvrements. Plus une zone de mesure 
ontient de tra
eurs et plus lerésultat est pré
is. La taille de la zone d'interrogation est délimitée en pixels. Dansles programme de PIV de base, il s'agit d'une fenêtre 
arré. Une fois la taille de lazone d'interrogation �xée, il faut 
hoisir le nombre de zones d'interrogation suivantx et y. De 
ette manière, on obtient une grille de mesure. Les mesures de PIVs'e�e
tuent sur 
haque zone d'interrogation. Il faut maintenant 
hoisir une méthodepour mesurer le dépla
ement au sein de 
haque zone d'interrogation.
Méthode indire
teIl s'agit de la méthode que nous avons utilisée pour traiter les données. La mé-thode indire
te 
onsiste à prendre les deux images entre lesquelles on veut réali-ser la mesure et à réaliser une transformée de Fourier (FFT) de 
ha
une de 
esimages. Ensuite, on 
al
ule la transformée de Fourier inverse du 
onjugué de latransformée de Fourier de l'image 1 et de la transformée de Fourier de l'image
2FFT−1(conj(FFT (Image1)) × FFT (Image2)). Une fois 
ette opération réalisée,on obtient une image donnant la 
orrélation. Cette image possède un pi
 d'intensitédont les 
oordonnées donnent dire
tement a

ès à la valeur du dépla
ement.45



Fig. 2.9 � Image quadrillée en zone d'interrogation de 64 pixels×64 pixels.Méthode dire
teDans 
ette méthode, il faut déterminer deux tailles de zone d'interrogation. Lapremière zone d'interrogation 
omporte le motif de tra
eurs dont on veut suivre ledépla
ement tandis que la deuxième zone d'interrogation représente la zone danslaquelle on va dépla
er la première zone a�n de trouver un motif semblable.46



Logi
ielPour e�e
tuer 
es 
al
uls, nous utilisons le logi
iel DPIVsoft réalisé par P. Meu-nier, T. Leweke et R. Lebes
ond (http : //www.irphe.univ − mrs.fr/ meunier).Validation de la te
hnique de PIVPour valider le système de PIV, nous avons réalisé des mesures dans une 
on�gu-ration déjà 
onnue, 
'est-à-dire un é
oulement de Poiseuille établi dans un tube videpour un nombre de Reynolds de l'é
oulement Repipe = 26.2. D'après Smith (1954)la longueur d'établissement Le d'un é
oulement de Poiseuille dans une 
onduite 
y-lindrique dépend du nombre de Reynolds suivant la relation,
Le = 0.075DRepipe (2.6)Pour le nombre de Reynolds 
onsidéré, la longueur d'établissement est de l'ordre de

Le ≈ 51 cm. La �gure 2.10 montre les résultats obtenus pour une mesure de PIVsur la moitié haute du tube réalisée environ un mètre en aval de l'entrée du tube.Le pro�l 
omplet obtenu en prenant les points symétriques pour la partie basse estreprésenté après adimensionnement par la vitesse moyenne et le diamètre du tube.Il 
orrespond bien à un pro�l de Poiseuille développé.

0

0.5

1

1.5

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

PSfrag repla
ements ThéorieExpérien
e
y
D

V
Um

Fig. 2.10 � Pro�l de la vitesse du �uide adimensionnée par la vitesse moyenne enfon
tion de la hauteur adimensionnée par le diamètre du tube.2.3.2 Suivi du pro�l des dunesA�n de pouvoir suivre le pro�l du lit au 
ours du temps au 
entre du lit, nousutilisons une diode laser qui é
laire le lit ave
 une tran
he laser (�gure 2.11). Le litest �lmé à l'aide d'un 
amés
ope légèrement in
liné situé à environ 1 m de la zonede mesure. Le 
amés
ope est piloté dire
tement par ordinateur à l'aide du pluginQT Capture sous ImageJ. Le nombre d'images à prendre et l'intervalle de temps47



entre 
es images sont déterminés suivant les 
onditions de l'expérien
e. En jouant surl'ouverture et le temps d'exposition, nous gardons uniquement le trait 
orrespondantà l'interse
tion entre la tran
he laser et le lit de parti
ules sur les images �lmées[�gure 2.12 (a)℄. Une fois l'expérien
e �nie, les images sont traitées sous ImageJ oùun seuillage est réalisé a�n de garder uniquement la ligne représentant l'interse
tionentre la surfa
e du lit et la nappe laser. Nous obtenons ainsi un �lm 
onstitué deplusieurs images, représentant l'évolution de la surfa
e supérieure du lit de parti
ules[�gure 2.12 (b)℄. Ce �lm est ensuite traité sous Matlab où on détermine les maximaet les minima lo
aux du pro�l. En suivant au 
ours du temps l'évolution de 
esmaxima et minima, il est possible de remonter à l'évolution de la longueur d'onde, del'amplitude et de la vitesse d'avan
ée du motif sédimentaire (i
i des dunes). A�n depouvoir suivre l'évolution des motifs sur un temps assez long, le 
amés
ope est situé àdistan
e du 
anal (d ≃ 1.14m), 
e qui diminue la résolution verti
ale. L'amplitude desdunes étant largement inférieur à leur longueur d'onde, si les résultats obtenus ontune pré
ision su�sante 
on
ernant la longueur d'onde, 
e n'est pas le 
as 
on
ernantl'amplitude des dunes.

Fig. 2.11 � Montage expérimental pour réaliser des suivi de pro�l.PSfrag repla
ements(a)(b)PSfrag repla
ements(a)(b)Fig. 2.12 � Pro�l des dunes (a) é
lairées par le laser et (b) après traitement.
2.3.3 Mesure de la hauteur �nale du lit de parti
ulesA�n de pouvoir mesurer la hauteur �nale des motifs, un 
amés
ope est installéà proximité du tube (d ≃ 10
m). Ce 
amés
ope est �xé sur un rail a�n de pouvoir48



mesurer ave
 une bonne pré
ision la hauteur du lit de parti
ules à di�érents endroitsdans le tube.2.3.4 CalibrationToutes les images obtenues à partir des 
améras, que 
e soit la 
améra rapide oules 
amés
opes, sont 
odées en pixels. Il faut réaliser une 
alibration pour obtenir lesvaleurs réelles. Dans le 
as du 
anal re
tangulaire, l'image n'est pas déformée. Dansle 
as du tube, il faut tenir 
ompte de la déformation de l'image. Pour 
haque zoom,nous avons introduit dans le 
anal une mire rigide de même hauteur que le tube.En prenant une photo de la mire ave
 la 
améra, nous obtenons la transformationpixels/mm en fon
tion de la position verti
ale et horizontale.2.4 Zoologie des dunesAprès avoir monté l'expérien
e et mis en pla
e les di�érentes te
hniques de me-sure, nous avons réalisé plusieurs expérien
es en faisant varier les paramètre expéri-mentaux a�n de déterminer les di�érentes évolutions possibles d'un lit de parti
ulessoumis à un é
oulement de �uide dans une 
onduite 
ylindrique. Nous avons déter-miné l'existen
e de 
inq régimes di�érents : parti
ules immobiles, mise en mouvementdu lit sans formation de dunes, formation de petites dunes en régime laminaire, ap-parition de dunes à vortex, apparition de dunes sinueuses. Cha
un de 
es régimes estdé
rit brièvement dans 
e 
hapitre avant d'être détaillé dans la suite de 
e manus
rit.2.4.1 Paramètres expérimentauxNous avons vu dans le 
hapitre 1 qu'il existe plusieurs paramètres expérimen-taux pouvant in�uen
er l'évolution du milieu granulaire. On peut distinguer troisfamilles de paramètres, les paramètres liés aux 
ara
téristiques du milieu granulaire,
eux liés aux 
ara
téristiques du �uide et 
eux liés à 
haque expérien
e.Con
ernant le milieu granulaire, les billes étant supposées sphériques et mono-disperses, nous avons fait varier leur diamètre d et leur masse volumique ρp. Pour le�uide, nous avons fait varier la vis
osité η et la masse volumique ρf .Chaque expérien
e est 
ara
térisée par le 
isaillement du �uide au niveau de l'in-terfa
e �uide/milieu granulaire. Cette grandeur dépend du débit de �uide, de lahauteur du milieu granulaire et de l'in
linaison de la 
onduite qui est i
i imposéenulle. Comme nous travaillons dans une 
onduite 
ylindrique fermée de diamètre�xe D = 3 
m, la hauteur de �uide pur hf et la hauteur du milieu granulaire hpsont reliées par la relation hf = D − hp. Le 
isaillement imposé par le �uide au ni-veau de l'interfa
e �uide/milieu granulaire dépend don
 uniquement du débit Qpipeet de la hauteur du milieu granulaire hp. Comme l'expérien
e n'est pas alimentéeen milieu granulaire, hp varie en fon
tion du temps quand le milieu granulaire estmis en mouvement. A�n de 
ara
tériser 
haque expérien
e de manière unique, nousavons don
 
hoisi de prendre 
omme paramètres expérimentaux, le débit de �uide
Qpipe, la hauteur initiale du lit de parti
ules hstart

p et le diamètre du tube D. Chaque49



Paramètres expérimentaux ρ l η Qpipe gDimensions physiques ML−3 L M(LT )−1 M3T−1 LT−2Tab. 2.6 � Paramètres physiques impliqués dans l'expérien
e.expérien
e est don
 dé�nie par huit paramètres expérimentaux, ρf , ρp, d, η, Qpipe,
hstart

p , D et g la gravité. Certains de 
es nombres 
orrespondant à la même dimensionphysique, on peut dé�nir des nombres 
ara
téristiques sans dimension, tels que ρp/ρfou dhstart
p /D2. Pour déterminer les autres nombres 
ara
téristiques, nous allons don

onsidérer une masse volumique ρ = f(ρf , ρp) et une longueur l = f(hstart

p , d, D).On peut 
onstruire un tableau 
ontenant les di�érents paramètres expérimentaux etleurs dimensions physiques (table 2.6).Il y a trois dimensions physiques impliquées dans 
e problème, le temps T , lamasse M et la distan
e L. Comme il y a 
inq paramètres expérimentaux, on peutdéduire du théorème de Pi que l'étude du transport de parti
ules né
essite l'utili-sation de deux nombres 
ara
téristiques. Dans la littérature (
hapitre 1), on utilisegénéralement le nombre de Reynolds dé�ni à l'é
helle de la parti
ule ou à l'é
hellede l'é
oulement ainsi que le nombre de Shields. Dans notre 
on�guration, a�n depouvoir dé�nir un nombre de Reynolds de l'é
oulement 
onstant pendant 
haqueexpérien
e, nous avons fait le 
hoix de prendre 
omme longueur 
ara
téristique lediamètre du tube vide,
Repipe =

4ρfQpipe

πηD
. (2.7)Nous dé�nissons le Reynolds parti
ulaire 
omme étant,

Rep = Repipe
d

D
(2.8)et nous utiliserons le nombre de Shields

θ =
τ f

∆ρgd
, (2.9)où τ f est la 
ontrainte appliquée par le �uide sur le sommet du milieu granulaire.Une des di�
ultés expérimentales est de déterminer 
ette 
ontrainte.2.4.2 Di�érents régimesA�n de réaliser une zoologie plus ou moins 
omplète des di�érents régimes d'évo-lution du milieu granulaire, nous avons réalisé plusieurs expérien
es en faisant va-rier les di�érents paramètres expérimentaux. De 
ette manière, nous avons mis enéviden
e l'existen
e de 
inq régimes d'évolutions di�érents représentés �gure 2.13.Certains de 
es régimes ont déjà été observés dans d'autres études expérimentalesen é
oulement de Couette [Mouilleron-Arnould (2002)℄ ou dans un é
oulement plan[Langlois (2005)℄. Le dernier régime dé
oule spé
i�quement de la 
on�guration 
y-lindrique de l'expérien
e. 50
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Lit plat en mouvement
Petites dunes
Dunes à vortex
Dunes sinueuses
Fig. 2.13 � Di�érents régimes d'évolution du lit de parti
ules (le régimes �parti
ulesimmobiles� n'est pas représenté).Pas d'évolution du litCe régime 
orrespond aux expérien
es pour lesquelles la forme du lit n'évoluepas. Il peut y avoir quelques mouvements sporadiques de parti
ules qui se dépla
entde quelques diamètres de grains avant de s'immobiliser. Pour 
omprendre 
e régime,il faut se pla
er d'un point de vue géométrique. Considérons une parti
ule sphériquesoumise à un é
oulement de �uide. Suivant son environnement géométrique, la par-ti
ule pourra être mise en mouvement plus ou moins fa
ilement. Par exemple, unebille posée sur un fond plat sera fa
ilement mise en mouvement 
ar seul le frotte-ment à la paroi s'oppose à la for
e appliquée par l'é
oulement sur la parti
ule [�gure2.14 (a)℄. Une parti
ule posée sur un lit de parti
ules de même diamètre dans uneposition instable [�gure 2.14 (b)℄ va être mise en mouvement pour des débits trèsfaibles et se dépla
er sur le lit de parti
ules jusqu'à 
e qu'elle tombe dans un espa
elaissé entre des parti
ules. En�n dans le 
as extrême où la parti
ule est en
adréepar d'autres parti
ules [�gure 2.14 (
)℄, il faut que toute la 
ou
he de parti
ulessoit mise en mouvement pour que la parti
ule 
onsidérée puisse bouger. Entre 
es
on�gurations extrêmes, la mise en mouvement de la parti
ule dépend de l'envi-51



ronnement géométrique et du débit de �uide imposé. On peut don
 avoir mise enmouvement de quelques parti
ules sans avoir mise en mouvement de la surfa
e dulit. Le mouvement de 
es parti
ules 
orrespond à une réorganisation du lit, et ledébit de parti
ules diminue en fon
tion du temps jusqu'à s'annuler 
omplètement.Le régime �pas d'évolution du lit" 
orrespond don
 à toutes les expérien
es pourlesquelles nous n'avons pas observé d'évolution ma
ros
opique du lit.PSfrag repla
ements (a) (b) (
)Fig. 2.14 � Di�érentes 
on�gurations possibles.Les deux régimes suivants ont été observés pour des �uides possédant une vis
o-sité supérieure à 
inq fois la vis
osité de l'eau.Lit de parti
ules en mouvement sans formation de stru
tureCe régime appelé �lit de parti
ules en mouvement� est 
ara
térisé par un lit departi
ules dont les 
ou
hes supérieures sont en mouvement. Au début de l'expérien
e,le lit est à peu prés plat. Sous l'a
tion de l'é
oulement la surfa
e supérieure du lit departi
ules entre en mouvement sur toute la longueur du lit. Au 
ours de l'expérien
e,des parti
ules sortent du tube et sont ré
upérées dans un tamis. Comme le lit n'estpas alimenté en parti
ules, la quantité de parti
ules dans le lit diminue entraînantune diminution de la hauteur moyenne du lit. La diminution de hauteur s'initie àl'entrée du tube, puis se propage progressivement le long du tube, entraînant unein
linaison de la surfa
e supérieure du lit. À une hauteur donnée, les parti
uless'immobilisent et le lit arrête de diminuer. L'expérien
e est 
onsidérée 
omme �niequand la totalité du lit s'est immobilisée. L'état �nal de 
e régime 
orrespond don
à un lit plat de hauteur inférieure à la hauteur initiale. Une expérien
e de 
e typedure en moyenne entre deux jours et une semaine.Petites dunesCe régime est 
ara
térisé par l'apparition de dunes de faible amplitude sur lasurfa
e du lit. La �gure 2.15 montre l'évolution typique de la surfa
e du lit à dif-férents instants de l'expérien
e. Il s'agit d'une expérien
e réalisée ave
 des billes deverre (tableau 2.1 A). À l'état initial, t=0, le lit est plat. Une fois l'expérien
e lan-
ée, on peut observer la formation de petites dunes sur la surfa
e du lit. Ces dunesavan
ent en gardant une amplitude relativement 
onstante alors que leur longueurd'onde augmente lentement. Au bout d'un 
ertain temps, toutes les dunes sortentdu tube. Il reste don
 un lit plat dont la surfa
e supérieure 
ontinue légèrement àavan
er avant de s'immobiliser.En�n, les deux derniers régimes ont été observés en utilisant des �uides ayantune vis
osité de l'ordre de 
elle de l'eau.52
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Dunes à vortexCe régime est 
ara
térisé par l'apparition de dunes de fortes amplitudes. Cesdunes sont formées de pro
he en pro
he par la propagation de la perturbation due àl'entrée et se propagent dans le sens de l'é
oulement. La �gure 2.16 montre l'évolutiontypique de 
e régime en fon
tion du temps. Il existe une zone de re
ir
ulation en avaldes dunes qui 
reuse le milieu granulaire jusqu'à séparer les dunes. Cette zone dere
ir
ulation est le moteur prin
ipal du mouvement des dunes. La �gure 2.17 montredes dunes à vortex vues de dessus. On peut remarquer la présen
e de deux zonessans milieu granulaire. Ces zones sont situés en aval de la dune symétriquementde part et d'autre du tube en verre et 
orrespondent à l'empla
ement des zonesde re
ir
ulation. Au 
ours du temps, la longueur d'onde et l'amplitude des dunesaugmentent tandis que les dunes se séparent de plus en plus. Parallèlement, la vitessed'avan
ée des dunes diminue jusqu'à 
e qu'elles s'immobilisent 
omplètement. À 
estade il n'y a plus au
un mouvement du milieu granulaire.
PSfrag repla
ements(a)(b) Sens de l'é
oulement

Sens de l'é
oulement
Fig. 2.17 � Vue de dessus (a) des dunes à vortex et (b) des dunes sinueuses.

Dunes sinueusesCes dunes sont 
ara
térisées par une double longueur d'onde. Cette forme par-ti
ulière semble due à un dépla
ement des zones de re
ir
ulation. Sur la �gure 2.17représentant des dunes sinueuses vues de dessus, on peut observer que les zones dere
ir
ulation se sont séparées. En aval de 
haque dune, il y a une unique zone dere
ir
ulation dont la position de part et d'autre du tube alterne d'une dune à l'autre.2.4.3 Zone d'existen
e de 
es di�érents régimesLe but de l'étude qui va suivre est de déterminer les zones d'existen
e de 
esdi�érents régimes. Expérimentalement, les 
ritères liés au �uide in�uant sur l'exis-ten
e de 
es régimes semblent être la vis
osité du �uide et le débit de l'é
oulement.Pour donner une idée qualitative de la zone d'existen
e de 
es régimes, nous avonsreprésenté sur la �gure 2.18 les régimes observés en fon
tion du nombre de Rey-nolds de l'é
oulemznt, Repipe, pour les di�érents types de parti
ules. Pour des billesde verre, on peut observer que deux régimes di�érents peuvent 
oexister pour une54
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Fig. 2.18 � Zones d'existen
es des di�érents régimes.même gamme de nombre de Reynolds. Si on 
ompare les di�érentes 
ourbes entreelles, on voit que les frontières entre les di�érents régimes varient suivant les typesde billes. Les zones d'existen
e semblent don
 dépendre également des paramètresexpérimentaux liés aux parti
ules.A�n de tenter de 
omprendre les 
onditions né
essaires au développement de 
esdi�érents régimes, nous allons dans la suite 
onsa
rer une partie à l'étude de quatrede 
es régimes et à leur domaine d'existen
e.
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Chapitre 3Seuil de mise en mouvementLes expérien
es réalisées au 
ours de 
ette thèse montrent que pour des faiblesdébits, il existe des 
onditions expérimentales pour lesquelles la surfa
e du lit n'évo-lue pas au 
ours du temps.Dans les mêmes 
onditions expérimentales, mais pourdes débits de �uide plus élevés, les parti
ules sont mises en mouvement et la surfa
edu lit évolue. Les expérien
es e�e
tuées 
on�rment don
 l'existen
e d'un seuil demise en mouvement des parti
ules. Ce seuil de mise en mouvement est dé
rit enterme de nombre de Shields 
ritique θc depuis les travaux de Shields en 1936. Denombreux auteurs ont essayé de déterminer expérimentalement la valeur du nombrede Shields 
ritique. Suivant les 
ara
téristiques de l'é
oulement, il existe une grandedispersion des valeurs expérimentales obtenues, mais la tendan
e générale dé
rit unnombre de Shields 
ritique variant en fon
tion du nombre de Reynolds de l'é
oule-ment. Dans 
e 
hapitre, nous présentons une méthode expérimentale reprodu
tiblepermettant de déterminer le seuil de mise en mouvement de parti
ules soumises àun é
oulement laminaire dans un tube. Cette méthode expérimentale nous a permisde montrer que le seuil de mise en mouvement 
orrespond à un nombre de Shields
ritique 
onstant θc = 0.12 ± 0.03 sur une large gamme de Reynolds parti
ulaires(1.5 10−5 ≤ Rep ≤< 0.76).3.1 Signi�
ation du seuil de mise en mouvementL'étude bibliographique montre qu'expérimentalement, il est possible de déter-miner deux seuils de mise en mouvement di�érents. Au dessus du premier seuil, il ya mouvement transitoire de quelques billes. Le deuxième seuil est atteint quand ledébit de parti
ules devient stationnaire. Le premier seuil dépend de l'état de 
om-pa
tion initial du lit, alors que le deuxième seuil semble indépendant de 
et étatinitial. Pour mieux appréhender 
ette notion de seuil de mise en mouvement, il faut
onsidèrer une 
on�guration simpli�ée à deux dimensions (�gure 3.1). Une parti
ulerepose sur un lit de parti
ules identiques et est soumise à un é
oulement laminairede �uide. Un bilan des for
es appliquées sur 
ette parti
ule permet de déterminersa 
ondition de mise en mouvement. Dans sa position d'équilibre la parti
ule est en
onta
t ave
 les deux parti
ules sur lesquelles elle repose. Elle est soumise à quatrefor
es,� son poids apparent, ~Pm, 57



� la for
e de traînée due au �uide, ~FT ,� la for
e de 
onta
t ave
 la parti
ule 1, ~N1,� la for
e de 
onta
t ave
 la parti
ule 2, ~N2.
U

1 2

T

α

particule 1 particule 2

β

mFig. 3.1 � Bilan des for
es appliquées sur une parti
ule posée sur un lit de parti
uleset soumise à un é
oulement visqueux.A l'équilibre, on obtient après proje
tion,
0 = FT + N1 sin(β) − N2 sin(α)

0 = −Pm + N1 cos(β) − N2 cos(α),où les angles β et α sont dé�nis �gure 3.1. Pour qu'il y ait mise en mouvement, ilfaut que la parti
ule quitte son état d'équilibre initial. Cette a
tion se traduit parla perte de 
onta
t entre la parti
ule 
onsidérée et la parti
ule 1 ( N1 = 0) et peutêtre exprimée par,
FT = Pm tan(α). (3.1)Le poids apparent de la bille est dé�ni par, Pm = πd3

6
∆ρg où ∆ρ = ρp − ρf . Pourdéterminer FT , on suppose que l'é
oulement est laminaire et que la for
e de traînées'applique uniquement sur la moitié supérieure de la bille.La for
e de traînée appliquée sur une demi bille en 
oordonnées sphériques estdonnée par,

FT = 2

∫ π

0

dθ

∫ π

0

(

p cos(ϕ) sin(ϕ) + τ f
)

r2sin(θ)dϕ = d2τ fπ,où p et τ f sont respe
tivement la pression et la 
ontrainte appliquée par le �uide surla bille. On peut don
 déduire de l'équation (3.1) la 
ontrainte 
ritique de mise enmouvement de la parti
ule,
τ fc =

d

6
∆ρg tan(α). (3.2)Ce petit modèle géométrique permet d'obtenir une approximation du nombre deShield 
ritique,

θc =
τ fc

∆ρgd
∼ 1

6
tan(α).58



Les valeurs typiques de α sont de l'ordre de 30�
e qui donne θc ∼ 0.1. Expérimen-talement, la valeur de θc varie suivant la dé�nition du seuil de mise en mouvement.On peut trouver des valeurs s'é
helonnant entre 0.05 et 0.3. Cette appro
he baséesur un modèle géométrique simple est utilisée entre autres par Vanoni (1966) pourdéterminer la 
ontrainte 
ritique. Il montre qu'elle dépend de l'angle de repos du sé-diment et du rapport a1/a2 où a1 
orrespond à la distan
e entre le 
entre de gravitéde la parti
ule et son point d'appui B et a2 à la distan
e entre le point d'appli
ationde la for
e de traînée du �uide et le point B. L'in�uen
e de la pression dans la for
eappliquée par le �uide sur la parti
ule varie suivant la nature de l'é
oulement, 
equi entraîne une variation de la valeur du rapport a1/a2. Pour un é
oulement tur-bulent, l'e�et de la pression est prédominant et a1 ≈ a2. Quand les e�ets visqueuxdeviennent important, alors a2 < a1. Cet e�et peut expliquer en partie pourquoile nombre de Shields 
ritique mesuré pour un é
oulement turbulent est inférieur aunombre de Shields 
ritique obtenu en laminaire. Dans la suite, nous nous fo
aliseronsuniquement sur le seuil de mise en mouvement dans un é
oulement laminaire.3.2 Seuil d'arrêt de mouvementDans le 
hapitre pré
édent, nous avons dé�ni les 
inq di�érents régimes observésdans le tube. Dans le régime �pas de mouvement�, il peut y avoir mouvement dequelques parti
ules 
orrespondant à une réorganisation du lit de parti
ules. Cetteréorganisation n'entraîne pas de modi�
ation signi�
ative de la surfa
e et de la formedu lit. Le premier seuil dé
rit dans la littérature [Charru et al. (2004)℄ semble don
être 
ompris dans 
e régime. Dans 
e 
hapitre, nous nous intéresserons plut�t audeuxième seuil dé
rit par Charru et al. (2004). Ce seuil 
orrespond à la limite pourlaquelle il y a mouvement stationnaire du lit.Dans la suite de 
ette étude, nous 
onsidérerons don
 uniquement les expérien
esappartenant aux régimes �lit plat en mouvement�, �petites dunes� et �dunes à vortex�.Aux 
ours de 
es expérien
es, le milieu granulaire évolue jusqu'à atteindre un étatstationnaire dans lequel les parti
ules sont immobiles. Cet état peut exister soustrois 
on�gurations di�érentes :� lit plat immobile,� dunes immobiles,� tube vide.Dans le dernier 
as, le �uide a érodé tout le milieu granulaire, vidant totalementle tube. Cette évolution né
essite que le nombre de Shields appliqué sur l'avantdernière 
ou
he de bille soit supérieur au nombre de Shields 
ritique. À part unemajoration, 
e type d'expérien
e ne peut don
 pas fournir beau
oup d'informationssur le nombre de Shields 
ritique. Les deux premières 
on�gurations sont beau
oupplus instru
tives 
ar elles impliquent que pour un débit de �uide 
onstant, le milieugranulaire a évolué jusqu'à atteindre un état pour lequel la 
ontrainte �uide appli-quée à la surfa
e du lit est inférieure à la 
ontrainte 
ritique. Les parti
ules étant enmouvement avant de s'arrêter, on peut supposer que la 
ontrainte appliquée par le59



�uide à la surfa
e du lit de parti
ules 
orrespond à la 
ontrainte 
ritique d'arrêt demouvement. À 
e stade, il se pose di�érentes interrogations :� Est-
e que la 
ontrainte 
ritique d'arrêt de mouvement 
orrespond à la 
ontrainte
ritique de mise en mouvement ?� Comment peut-on estimer 
ette 
ontrainte 
ritique ?� Est-
e que le seuil d'arrêt de mouvement 
orrespond à une 
ontrainte 
ritique
onstante pour un type de parti
ules et de �uide ?� Est-
e qu'on peut dé
rire le seuil d'arrêt de mouvement par un nombre deShields 
ritique et si oui dans qu'elle gamme de nombre de Reynolds ?Dans la suite, nous donnerons des éléments de réponses aux deux premières ques-tions, les réponses 
omplètes étant dé
rites dans l'arti
le �Determination of the 
riti-
al Shields number for parti
le erosion in laminar �ow � qui est publié dans �Physi
sof Fluids� (se
tion 3.3).
3.2.1 Correspondan
e entre le seuil d'arrêt de mouvement etle seuil de mise en mouvementPour des 
onditions expérimentales �xées, on peut déterminer la hauteur �nale
ritique du lit 
orrespondant au seuil d'arrêt de mouvement. La question est desavoir si 
e seuil d'arrêt de mouvement 
orrespond au seuil de mise en mouvementou s'il existe une hystéresis entre l'arrêt et la mise en mouvement. Pour des parti
uleset un �uide �xés, les seuls paramètres variables sont le débit et la hauteur initialedu milieu granulaire. Le seuil d'arrêt de mouvement 
orrespond don
 à un débit etune hauteur �nale donnés. Si le seuil d'arrêt de mouvement 
orrespond bien au seuilde mise en mouvement, on devrait pouvoir remettre les parti
ules en mouvementen faisant légèrement varier l'un de 
es deux paramètres. Pour répondre à 
ettequestion, nous avons laissé évoluer une expérien
e jusqu'à son état �nal avant delégérement modi�er le débit de �uide ou la hauteur du milieu granulaire de manièreindépendante.Si on augmente légèrement le débit de �uide imposé à une expérien
e ayant atteintson état �nal, on observe bien une remise en mouvement des parti
ules situées à lasurfa
e du lit.La �gure 3.2 montre l'évolution de la hauteur �nale maximale du lit hend

p /D enfon
tion de la hauteur initiale hstart
p pour un débit donné. On peut noter que pourdes hauteurs initiales inférieures à une hauteur 
ritique hc

p (hc
p/D = 0.5 sur la �gure3.2), hend

p /D = hstart
p /D. Il n'y a pas eu d'évolution de la surfa
e du lit et le seuilde mise en mouvement n'a pas été atteint. Pour des hauteurs initiales supérieures à
ette hauteur 
ritique, il y a évolution de la surfa
e supérieure, le seuil de mise enmouvement est dépassé et l'état �nal 
orrespond à hend

p = hc
p indépendamment de lahauteur initiale. On peut en déduire que le seuil d'arrêt de mouvement semble bien
orrespondre au seuil de mise en mouvement.60
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p en fon
tion de hstart

p pour un débit �xé
Qpipe = (2.77 ± 0.09)10−5m3/s pour des billes de type B dans le �uide 2.3.2.2 Dépendan
e de la 
ontrainte du �uide appliquée à lasurfa
e du milieu granulaireDans un é
oulement laminaire, la 
ontrainte de 
isaillement visqueuse du �uideest dé�nie par,

τ f = ηγ̇, (3.3)où γ̇ est le 
isaillement du �uide. En milieu 
on�né, le 
isaillement du �uide dépenddu débit de �uide et de la hauteur de �uide hf . La �gure 3.3 dé
rit, dans le 
asd'un é
oulement de Poiseuille plan sur un fond solide, la relation existant entre γ̇, ledébit de �uide Q2D et l'épaisseur du fond solide hp. Il parait raisonnable de supposerque dans notre 
on�guration tridimensionnelle 
orrespondant à un tube tronqué, ongarde une dépendan
e similaire entre γ̇, le débit de �uide Qpipe et hp.Les expérien
es étant réalisées à débit de �uide 
onstant, la 
ontrainte �uide varielo
alement en fon
tion de la hauteur du milieu granulaire au 
ours d'une expérien
edonnée. Dans les expérien
es réalisées, la hauteur maximale moyenne du lit hp varieen fon
tion du temps. Elle peut 
onnaître diverse évolutions, mais elle �nit toujourspar dé
roître jusqu'à atteindre la hauteur �nale hend
p pour laquelle les parti
ulessont immobiles. Quand il n'y a pas formation de dunes, hp 
orrespond à la hauteurmoyenne du lit. Dans les 
as où des dunes se sont formées, hp 
orrespond à lamoyenne des hauteurs des sommets des dunes présentes dans la 
onduite (la hauteurdu sommet est relativement 
onstante d'une dune à l'autre). À titre d'illustration,la �gure 3.4 montre l'évolution de hp pour un lit plat (a) et pour des dunes à vortex(b). Dans 
es deux 
on�gurations, on observe bien une dé
roissan
e de hp.La 
ontrainte visqueuse varie ave
 l'inverse de la hauteur du �uide hf = (D−hp)et proportionnellement ave
 le débit. La �gure 3.5 montre l'évolution de hend

p enfon
tion du débit �uide. On peut noter que la hauteur �nale diminue quand Qpipeaugmente. Cette variation est tout à fait 
ompatible ave
 l'idée que que pour un typede bille donné, l'arrêt de mouvement s'e�e
tue pour une 
ontrainte �uide 
ritique61
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onstante.Le seuil d'arrêt de mouvement semble bien 
orrespondre au seuil de mise enmouvement des parti
ules. Étudier le seuil d'arrêt du mouvement devrait don
 nouspermettre de 
ara
tériser le seuil de mise en mouvement des parti
ules. Les pistesabordées dans le début de 
e 
hapitre laissent penser que pour des 
onditions ex-périmentales �xés (�uide et parti
ules), le seuil d'arrêt de mouvement 
orrespondà une 
ontrainte �uide 
onstante qui dépend uniquement de la hauteur du milieugranulaire et du débit de �uide. Ce point a été véri�é et est dé
rit dans l'arti
le quisuit.3.3 Copie de la lettreCette lettre a pour obje
tif la 
ara
térisation du seuil de mise en mouvementd'un lit de parti
ules soumis à un é
oulement laminaire 
on�né.Une erreur typographique s'est glissée à la ligne 11 de la page 3, il faut lire : �Notethis new number is in fa
t θcGa in the vis
ous regime.�62
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We present reproducible experimental measurements for the onset of grain motion in laminar flow
and find a constant critical Shields number for particle erosion, i.e., � c=0.12±0.03, over a large
range of small particle Reynolds number: 1.5�10−5�Rep�0.76. Comparison with previous
studies found in the literature is provided. © 2007 American Institute of Physics.
�DOI: 10.1063/1.2747677�

Erosion of particles by shearing flows commonly occurs
in a wide variety of natural phenomena, such as sediment
transport or dune formation, and of industrial processes, such
as hydrate or sand issues in oil production and granular flow
in food or pharmaceutical industries. The traditional way of
representing the incipient motion of the grains is to use the
Shields curve, which relates the dimensionless critical shear
stress to the Reynolds number of the flow.1,2 This dimension-
less critical shear stress, also called the Shields number, is
constructed as the ratio between the shear stress at the top of
the particle bed and the apparent weight of a single particle.

Most of the data are available in the turbulent regime
and present large scatters due to systematic methodological
biases of incipient motion of the bed.1–4 Values determined
from bedload transport rate are usually larger than those de-
duced from visual observation of the grain motion. The dis-
crepancy between the experiments may also be due to differ-
ences between the initial state of the bed as erosion and
deposition are very sensitive to bed packing conditions.5 The
presumably simpler case of laminar flow suffers from the
same difficulty.6–9 The scatter of the data is also due to the
multiple possible definition for incipient motion. The objec-
tive of this work is to provide a robust and reproducible
experimental measurement for the onset of grain motion in
laminar flow and infer the critical Shields number for particle
erosion.

Four different batches of spheres �polystyrene particles
supplied by Maxi-Blast, polymethylmethacrylate �PMMA�
particles by Lehmann & Voss & Co., and glass particles by
Potters-Ballotini� were used to perform the experiments. The
particle size distributions were measured with a digital im-
aging system. The particle diameter distributions were ob-
served to be approximately Gaussian for all the different
batches and were therefore well represented by a mean di-
ameter d indicated in Table I �the error corresponds to one
standard deviation�. The particle density �p �also listed in

Table I� was determined using a pycnometer. Experiments
were carried out using four different mixtures of distilled
water and UCON oil 75H-90000 supplied by Chempoint.
The viscosity � and the density � f of these different mixtures
are listed in Table II.

The experimental test section was a horizontal glass tube
of length L=1.8 m and inner diameter D=3 cm. First, the
tube was filled with fluid and the particles were carefully
introduced to build an uniform flat bed. Second, a constant
flow rate was imposed. The pipe flow was driven by gravity
using continuous overflow from an overhead tank, the eleva-
tion of which was varied. At the outlet from the test section,
the particles were captured by a mesh while the fluid was run
into a thermostated fluid reservoir. From this lower reservoir,
the fluid was continuously returned to the overflowing reser-
voir by a pump. This arrangement isolated the test section
from the pump and insured a constant temperature T across
the whole experimental loop. Note that the captured particles
were not re-injected into the test section.

For a given flow rate and combination of fluid and par-
ticles, the initial height of the bed hp

start was varied to fill up
15% to 85% of the tube diameter D. The evolution of the bed
height was then recorded as a function of time. The bed was
illuminated by a laser sheet positioned perpendicularly to its
surface and aligned with the tube length in its middle. The
illuminated upper layer of particles intersecting the sheet was
imaged by a digital camera. The images were then analyzed
�with ImageJ available at http://rsb.info.nih.gov/ij/� to yield
the position of the fluid-particle interface. Each image was
thresholded to turn this interface into a white curve that was
further eroded to a single-pixel-thick curve. After calibration,
this provides a precise measurement of the fluid-particle in-
terface with an accuracy of 0.8 mm. In order to perform the
calibration, a grid was inserted into the tube filled with pure
fluid. An image of this grid was then recorded under the
same optical conditions used in interface-position measure-
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ments and the coordinates of its points were measured. The
flow rate Qpipe was measured with a flowmeter with an ac-
curacy of 3.2%.

One can explore the threshold of motion by gradually
increasing the flow rate until a single particle is entrained by
the flow. This threshold strongly depends on the way the bed
is prepared. When increasing the flow rate above this first
threshold and until a second threshold is reached, the particle
flux decreases and eventually vanishes with time due to the
rearrangement of the particles near the bed surface. Above
this second threshold, the particle flux reaches a nonzero
saturated value. This saturated threshold is expected to be
independent of the initial preparation of the bed.8 These two
thresholds are observed in the present experiments but the
value of the second threshold is not easy to capture as one
needs to measure the particle flux and checks that it is indeed
saturated. Here, we choose instead to characterize this sec-
ond threshold through the cessation of motion. We check that
this threshold corresponds indeed to the threshold of incipi-
ent motion as, by increasing the flow rate by a small amount,
particles are set again in motion.

For small initial height, the bed height is not observed to
change in time although rearrangement of particles can oc-
cur. The final bed height hp

end is then equal to hp
start, as can be

seen in Fig. 1. Above a critical initial height hp
start�hp

c �hp
c

=0.5D in Fig. 1�, the bed shape evolves and can either be-
comes slightly tilted or forms dunes moving downward.
Since the test section is not fed in with particles and that a
layer of particles is carried downward, the total amount of
particles decreases with time. When the experiment is run for
a long enough time �from two days to two weeks�, the bed
shape eventually freezes, exhibiting either a flat surface or
dunes of uniform amplitude, as there is no particle motion
and the bed compaction has reached a final state on its own.
In other words, the onset for cessation of motion has been
reached. The final maximum height of the bed is found to be
constant, hp

end=hp
c, for hp

start�hp
c, as observed in Fig. 1. The

shear stress applied at the top of the bed surface is related to
the bed height and the flow rate. As for a given flow rate the

final height is a constant, the onset for cessation of motion
corresponds to a constant critical shear stress.

Figure 2 shows hp
c /D versus the dimensionless flow rate,

i.e., the pipe Reynolds number Repipe=4� fQpipe /��D, for
different combinations of fluid and particles. For each curve,
as the flow rate is increased, hp

c /D is seen to diminish. This
behavior is again consistent with the idea of a constant criti-
cal shear stress for the onset for cessation of motion. Par-
ticles of batch A have been used in two different fluids where
the viscosity was varied by a factor of 4. For a given non-

TABLE I. Particle characteristics.

Batch Composition d ��m� �p �g/cm3�

A ��� Glass 132±22 2.490±0.003

B ��� Polystyrene 538±24 1.051±0.002

C ��� PMMA 132±20 1.177±0.002

D ��� PMMA 193±30 1.177±0.002

TABLE II. Fluid characteristics.

Fluid %UCON T �°C� � �cP� � f �g/cm3�

1 0 20 1.00±0.05 1.004±0.001

2 0 35 0.70±0.04 0.999±0.001

3 12 35 8.8±0.4 1.023±0.001

4 20 35 40±2 1.040±0.001

FIG. 1. Normalized final height of the bed hp
end/D vs normalized initial

height of the bed hp
start /D for particles of batch B in fluid 2 at a flow rate of

Qpipe= �2.77±0.09��10−5 m3/s. The solid lines represent the slope one
�left� and the constant hp

c �right�.

FIG. 2. Normalized critical height of the bed hp
c /D vs Reynolds number

Repipe for batch A in fluid 3 ���, for batch A in fluid 4 ���, for batch B in
fluid 2 ���, for batch C in fluid 1 ���, and for batch D in fluid 2 ���. The
error bars are only indicated for batch A in fluid 4 ���. Note that the hori-
zontal error bar is smaller than the size of the symbol.
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normalized flow rate Qpipe, the final height is found to be
smaller for the larger viscosity. Again, this behavior could be
related to the existence of a constant viscous critical shear
stress. When Qpipe is normalized �see Fig. 2�, the two sets of
data �� and ��, however, do not collapse into the same
curve. In the same way, data coming from experiments using
batches B ��� and D ��� in the same fluid are not com-
pletely superimposed. Therefore, the simple scaling with
Repipe is not sufficient to obtain a collapse of the curves. The
relation between hp

c /D and Repipe need to be interpreted in
terms of the Shields number.

For simplicity, we first consider the case of a Poiseuille
flow in a two-dimensional channel of thickness D compris-
ing a flat solid bed of height hp=D−hf, where hf is the fluid
height. We take a viscous stress at the top of the bed 	2D

=�
̇2D with a shear rate 
̇2D=6�Q2D /D2��D /hf�2 and a chan-
nel flow rate Q2D, and build the Shields number �2D

=�
̇2D / ��p−� f�gd. The Shields number is then related to the
channel Reynolds number Re2D=� fQ2D /� by the equation

Re2D =
�2D

6

��p − � f�� fgd3

�2 �D

d
�2�hf

D
�2

, �1�

where one recognizes the Galileo number Ga= ��p

−� f�� fgd3 /�2, where g is the acceleration of gravity.
We now return to the more complicated experimental

geometry of a pipe partially filled by a flat solid bed. The
pipe Reynolds number is now Repipe=4� fQpipe /��D. The
Shields number is again �pipe=�
̇pipe / ��p−� f�gd. The shear
rate 
̇pipe has been numerically computed at the top of the
solid bed surface, assuming a uniform cross section along the
longitudinal direction. The fluid velocity has only one non-
vanishing component and the incompressible Navier-Stokes
equations reduce to the Stokes equations. These equations
have been solved with a no-slip boundary condition along
the wetted perimeter and an imposed flow rate. They are
discretized in space using the standard Galerkin finite ele-
ment method and piecewise biquadratic approximations on
an appropriate mesh with an accuracy of 10−6 in the L2
norm. As demonstrated in Fig. 3, a similar dependence

̇pipe=6k�Qpipe /D3��D /hf�2 is found in the limit 0.2�hf /D
�0.8 with the numerical coefficient k=1.85±0.02. In these
limits, we found the new equation that substitutes for Eq. �1�
in the case of a pipe partially filled by a solid bed:

Repipe =
2�pipe

3k�
Ga�D

d
�2�hf

D
�2

. �2�

In Fig. 4, we have plotted in logarithmic scales the data
of Fig. 2 by taking hf

c /D=1−hp
c /D instead of hp

c /D and using
the dimensionless flow rate Repipe�d /D�2 /Ga=Rep /Ga,
where Rep=Repipe�d /D�2 is the particle Reynolds number.
The data collapse onto a single line. The logarithm of
Rep /Ga has been fitted to a linear function of the logarithm
of hf

c /D by the method of weighted least squares. This gives
a slope of 1.98±0.08 in good agreement with the exponent 2
given by Eq. �2�. The data outside the limit of validity of the
equation have been excluded from the fitting. We can con-
clude that Eq. �2� is in fairly good agreement with the ex-
perimental data in the limit 0.2�hf /D�0.8. In this range,

we can infer the critical value of the Shields number for
cessation of motion by using the best fit with exponent 2 and
the numerical coefficient k=1.85±0.02. We find � c

=0.12±0.03 in the range 1.5�10−5�Rep�0.76.
Figure 5 compares our data �solid horizontal line� with

previous results found in the literature.6–11 As in the previous
studies the particle Reynolds number has been defined in a
different way by taking the shear at the top of the bed 
̇c, the
critical Shields number � c is plotted versus this new defined
number 
̇cd

2� f /�. Note that this new number is in fact
� c /Ga in the viscous regime. Therefore, this representation
commonly found in the literature shows the variation in Ga
and is somehow circular.

FIG. 3. Numerical dimensionless fluid shear rate D3
̇pipe /Qpipe at the bed
surface hp /D vs normalized height of the fluid hf /D. The solid line repre-
sents the slope −2. The dotted lines indicate the limits 0.2�hf /D�0.8.

FIG. 4. Dimensionless ratio Rep /Ga=Repipe�d /D�2 /Ga vs normalized final
fluid height hf

c /D=1−hp
c /D. The solid line represents the best fit. The dotted

lines enclose the domain of validity of the model.
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The single datum ��� of Charru et al.8 obtained in a
Couette channel by measuring the saturated bedload flux is
in excellent agreement with our result. There is also a good
agreement, within the same range of particle Reynolds num-
ber, with the data ��� of Loiseleux et al.9 using visual ob-
servations of grain motion in a Hele-Shaw cell and defining
the erosion threshold as the lowest flow rate for which grains
are still being eroded after fifteen minutes. The present
method of characterizing the threshold through the cessation
of motion yields same threshold value within experimental
accuracy than by gradually increasing the flow rate and mea-
suring the saturated particle flux. Indeed, in both experimen-
tal procedures, the compaction of the bed has reached a
steady state. An important finding of our experiments is that
� c is found to be constant over the range of small particle
Reynolds number explored. This relies on the fact that we
have adopted a viscous definition of the shear stress that has
been found to be valid in this range. The results of Loiseleux
et al.9 show a decrease for larger particle Reynolds numbers.
They also considered a viscous definition of the shear stress

and attributed this decrease to inertial correction to the
Stokes drag not accounted by this definition.

The older data ��,�,�,�� were mostly obtained using
visual observation of the incipient grain motion in open
channels. The shear stress was given by delicate measure-
ments of the very low fluid surface gradients.11 These data
are more scattered and some results present larger values
than our result in the range explored. This may be due to �i�
their different definition of the shear stress, �ii� the difficulty
of the measurement, and �iii� possible unsteadiness of the
grain flux. The same order of magnitude is however
recovered.

In summary, we have provided reproducible experimen-
tal measurements for the onset of grain motion in laminar
flow and inferred a critical Shields number for particle ero-
sion that was found to be constant, i.e., � c=0.12±0.03, for a
wide range of small particle Reynolds number: 1.5�10−5

�Rep�0.76. We have also shown that adopting a viscous
definition of the shear stress is valid in this range.

Support from the Institut Français du Pétrole is grate-
fully acknowledged by M.O.
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Chapitre 4Lit plat en mouvementSi le nombre de Shields, θ = τ f/(∆ρgd) au sommet du lit de parti
ules estsupérieur au nombre de Shields 
ritique θc = 0.12, le milieu granulaire se met enmouvement. Le lit peut alors 
onnaître di�érents régimes d'évolution qui sont dé-
rits dans le 
hapitre 2. Dans 
e 
hapitre, nous allons nous fo
aliser sur le régime �litplat en mouvement�. Ce régime est 
ara
térisé par un milieu granulaire qui avan
esans se déformer, 
'est-à-dire sans qu'il n'y ait formation de stru
tures sédimentaires(rides ou dunes).Le mouvement du milieu granulaire étant dû à l'a
tion du �uide, il est primordial de
omprendre le 
ouplage existant entre le �uide et le milieu granulaire. Ce 
ouplages'exprime généralement à travers le lien entre le �ux de parti
ules qp et le nombrede Shields. Dans la littérature, on trouve de nombreuses formules pour exprimer 
e�ux de parti
ules. La plupart de 
es expressions sont empiriques ou semi-empiriqueset ont été proposées pour des é
oulements turbulents [Einstein (1942), Meyer-Peter& Muller (1948), Einstein (1950), Bagnold (1956), Yalin (1963), Ribberink (1998),Camemen & Larson (2005) et Wong & Parker (2006)℄. Indépendamment de la naturede l'é
oulement, qp est généralement exprimé sous la forme qp/Qd = mθn(θ − θc)
p ,ou m, n et p sont des 
onstantes qui varient suivant les auteurs et Qd est un débit 
a-ra
téristique obtenu prin
ipalement par analyse dimensionnelle. Pour un é
oulementturbulent, Qd est dé�ni de manière 
onsensuelle par (∆ρgd3/ρf)

1/2 [Bagnold (1956)et Einstein (1942, 1950)℄, tandis que l'expression la plus souvent utilisée pour uné
oulement laminaire semble être Qd = ∆ρgd3/η [Charru & Hin
h (2006) et Charruet al. (2004)℄. Bien que basées sur des raisonnements physiques, les di�érentes for-mules proposées semblent avoir un domaine de validité limité. Dans 
e 
hapitre,nous proposons une appro
he générale de l'étude de l'intera
tion �uide/milieu gra-nulaire basée sur l'utilisation des équations diphasiques développées par Ja
kson(1997, 2000). Ce modèle nous permet de déterminer la vitesse des parti
ules ainsique l'épaisseur du milieu granulaire en mouvement et d'en déduire le �ux de parti-
ules.L'étude expérimentale du régime �lit plat en mouvement� nous permet d'évaluerde façon indire
te le �ux de transport de parti
ules et peut don
 servir de test aumodèle que nous présentons. Elle permet aussi de tester quelques unes des formulesproposées dans la littérature et de dis
uter l'importan
e de la forme du �ux de69



transport de parti
ules et de l'adimensionnement 
hoisis.4.1 Évolution du lit plat en mouvement : une me-sure indire
te du �ux de parti
ules4.1.1 Du lit plat idéal aux réalités expérimentalesLe but prin
ipal de 
ette étude est de déterminer le �ux de transport de parti
ulesdans un lit plat soumis à un é
oulement de �uide. De nombreuses expérien
es ontété réalisées a�n de mesurer 
ette grandeur. L'expérien
e typique 
onsiste à réaliserun lit plat homogène avant de le soumettre à un é
oulement de �uide 
onnu et demesurer le �ux de parti
ules. Cependant, si le prin
ipe est relativement simple, lamise en oeuvre expérimentale s'avère plus di�
ile. Dans la littérature, on peut dif-féren
ier les expérien
es réalisées en 
ir
uit ouvert pour des é
oulements turbulents[Meyer-Peter & Muller (1948) et Paintal (1971)℄ et 
elles réalisées en 
anal fermé(
ouette 
ylindrique) pour des é
oulements laminaires [Mouilleron-Arnould (2002),Charru & Mouilleron-Arnould (2002) et Charru et al. (2004)℄. En 
ir
uit ouvert,le �ux de parti
ules est obtenu en mesurant la quantité de solide sortant du 
analpendant un intervalle de temps �xé. Ce type de mesure est pertinent tant que qpest stationnaire. Dans le 
as des 
ir
uits fermés, le �ux de parti
ules est stationnairetant que le lit reste plat mais sa mesure né
essite l'utilisation d'une te
hnique nonintrusive. De plus, 
ette mesure ne peut pas s'e�e
tuer par suivi des parti
ules auniveau de la paroi 
ar le mouvement est modi�é à 
ause du frottement. Une dessolutions 
onsiste à utiliser des parti
ules ayant le même indi
e optique que le �uide.On ajoute ensuite au milieu granulaire un pour
entage de parti
ules ayant un indi
ede ré�exion di�érent qui servent de tra
eurs pour mesurer l'é
oulement des parti-
ules. Ce montage expérimental étant parti
ulièrement lourd à mettre en oeuvre,une te
hnique de suivi des parti
ules à la surfa
e du lit a souvent été privilégiée[Mouilleron-Arnould (2002), Charru & Mouilleron-Arnould (2002) et Charru et al.(2004)℄, bien que 
ette te
hnique fournisse seulement des informations sur la pre-mière 
ou
he en mouvement.Notre 
on�guration expérimentale est 
onstituée d'un 
ir
uit ouvert dans lequelnous n'alimentons pas le milieu granulaire au 
ours du temps. Le �ux de parti
ulessortant est don
 instationnaire et mesurer son évolution au 
ours du temps né
essi-terait d'e�e
tuer des mesures sur des intervalles de temps relativement 
ourt, or laquantité de parti
ules sortante est trop faible pour obtenir une pré
ision raisonnablesur le �ux de parti
ules. Nous avons don
 
hoisi de ne pas utiliser 
ette méthode demesure.Dans la limite du régime �lit plat en mouvement�, toutes les expérien
es évo-luent de façon similaire (�gure 4.1). Le lit est supposé initialement plat (de hauteur
hstart

p ). Sous l'a
tion de l'é
oulement, les 
ou
hes supérieures du milieu granulairesont mises en mouvement. Le milieu granulaire n'étant pas alimenté, la hauteur dumilieu granulaire situé à l'entrée du tube diminue progressivement jusqu'à atteindre70



la hauteur �nale 
ritique hc
p. Cette diminution de hauteur se propage progressive-ment dans toute la longueur du tube, jusqu'à 
e que tout le lit atteigne la hauteur�nale hc

p. À une position donnée, la hauteur 
ommen
e don
 à dé
roître quand laperturbation due à la non alimentation de l'entrée arrive. Les �è
hes sur la �gure 4.1montrent la position du front de 
ette perturbation à di�érents instants. Une fois quetout le milieu granulaire a atteint son état �nal, hc
p, plus rien ne bouge, l'expérien
eest terminée. Comme la 
ontrainte �uide est reliée à la hauteur de �uide hf , ellevarie en fon
tion du temps et de la position dans le tube, entraînant une variationsimilaire du �ux de parti
ules. Nous avons don
 opté pour une mesure indire
te du�ux de parti
ules qui 
onsiste à suivre l'évolution temporelle de la hauteur du litde parti
ules. Pour 
ela, nous utilisons la te
hnique de suivi de pro�l dé
rite dansle 
hapitre 2. La mesure s'e�e
tue sur une zone de longueur 5 
m et de hauteur lediamètre du tube, 
e qui permet d'obtenir une pré
ision de 0.8 mm sur la hauteur hpdu milieu granulaire. Pour un débit de �uide �xé, l'évolution de la hauteur du milieugranulaire situé à une distan
e L de l'entrée du tube peut être prédite en 
ombinantune expression pour le �ux de parti
ules ave
 l'équation de 
onservation de la massedes parti
ules. Comparer l'évolution de la hauteur du lit prédite ave
 
elle mesuréeexpérimentalement représente don
 un moyen indire
te de valider la formule expri-mant le �ux de parti
ules. Cependant, à 
ause des limites du montage expérimental,il existe de nombreuses sour
es d'impré
isions pouvant amener une marge d'erreurqui n'est pas aisément quanti�able. Les deux prin
ipales sour
es d'erreur 
on
ernentl'état initial du lit et la forme de l'é
oulement.PSfrag repla
ements

hstart
p

hc
p L tzone demesure

y
xFig. 4.1 � Évolution s
hématique du lit plat.État initial du litLa zone de mesure est située à environ L = 80 
m de l'entrée du tube. L'évolutiontemporelle du lit dans la zone de mesure dépend entièrement de l'évolution du litde parti
ules situé en amont. Dans la suite nous supposerons que la hauteur initialede 
ette partie du lit peut être 
onsidérée 
omme 
onstante. En réalité, l'intérieurdu tube étant ina

essible, il est impossible d'obtenir un lit parfaitement plat et lesmoindres variations de hauteurs sont sus
eptibles de modi�er l'évolution temporellede la zone de mesure. Un début de lit in
liné peut notamment expliquer une variation71



de la hauteur du milieu granulaire dans la zone de mesure avant l'arrivée du frontdu à l'entrée.Forme de l'é
oulementThéoriquement, nous 
onsidérons un é
oulement de �uide stationnaire dépen-dant uniquement de la position verti
ale y. En réalité l'é
oulement de �uide imposéau début du tube évolue suivant l'abs
isse x jusqu'à atteindre un état développé.La longueur Le sur laquelle il évolue dépend du nombre de Reynolds Repipe suivantla relation Le = 0.26DRepipe/4 [Smith (1954)℄. Ces perturbations de l'é
oulementn'étant pas prises en 
ompte par le modèle, elles peuvent entraîner un é
art entrel'évolution prédite et l'évolution mesurée expérimentalement.Dans la suite nous 
onsidérerons que 
es perturbations sont négligeables. Le der-nier problème expérimental ren
ontré 
on
erne la gamme d'existen
e du régime �litplat en mouvement�. Pour réaliser des mesures d'évolutions du lit, il faut qu'il yait mise en mouvement des parti
ules sans formation de stru
tures sédimentaires.Dans le 
hapitre 2 nous avons vu que 
e régime est 
ara
térisé par des é
oulementsà bas nombres de Reynolds. Le domaine d'existen
e de 
e régime semble don
 êtreminoré en terme de nombre de Shields (θ > θc) et majoré en terme de nombre deReynolds. Le nombre de Shields et le nombre de Reynolds varient proportionnelle-ment ave
 le débit de �uide mais ont des dépendan
es opposées en 
e qui 
on
ernela vis
osité du �uide. Pour obtenir des nombres de Reynolds su�samment bas touten gardant θ > θc, il est don
 pratique de travailler ave
 des �uides à forte vis
osité.Expérimentalement, on observe que la vis
osité typique permettant d'obtenir un litplat en mouvement dépend du type de billes utilisées, mais doit être au moins del'ordre de 10 fois la vis
osité de l'eau. À 
ause de problèmes d'étan
héité du 
ir-
uit expérimental, il n'est pas possible de travailler ave
 des �uides dont la vis
ositédépasse environ 45 fois la vis
osité de l'eau. On peut don
 noter que la gamme devis
osité dans laquelle on peut travailler est relativement réduite, 
ar 
e paramètreexpérimental est varié au maximum d'un fa
teur 4. À forte vis
osité, le débit maxi-mal obtenu en utilisant l'alimentation 
ontr�lée en pression est de l'ordre de 6.10−6m3/s. Le débit minimal pour avoir mise en mouvement étant de l'ordre de 6.10−7m3/s, les variations du débit sont de l'ordre d'un fa
teur 10. La gamme de variationdes paramètres expérimentaux est don
 relativement réduite.L'étude expérimentale réalisée fournit l'évolution temporelle de la hauteur du lità une position donnée pour di�érents paramètres expérimentaux. Comment 
etteévolution peut-elle être reliée au �ux de parti
ules ?4.1.2 Evolution du lit platL'évolution du lit plat est reliée à l'é
oulement de �uide qui dépend lo
alementde la hauteur du lit de parti
ules. On est don
 en présen
e d'un véritable 
ouplageentre le �uide et le milieu granulaire et il est primordial de bien 
omprendre 
e 
ou-plage. Pour 
ela, nous avons 
hoisi de raisonner à partir de la géométrie d'un 
anal à72
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(a)Fig. 4.2 � (a) S
héma du 
anal à deux dimensions et (b) bilan de masse des parti
ulessur une longueur dx.deux dimensions de hauteur D, rempli jusqu'à une hauteur hp de milieu granulaire[�gure 4.2 (a)℄. Le 
anal n'étant pas alimenté, le 
ouplage le plus immédiat entre le�uide et la hauteur du milieu granulaire est donné par l'équation de 
onservation dela masse des parti
ules.Faisons un bilan de l'évolution de la masse, m, de parti
ules 
omprises entre xet x+dx pendant un intervalle de temps dt par unité de largeur du 
anal [�gure 4.2(b)℄. Ce bilan s'exprime sous la forme

m(t + dt) − m(t) = J(x) − J(x + dx), (4.1)où J est le �ux de masse. La masse m est dé�nie par
m(t) = ρp

∫ hp(t)

0

φ(y)dydx, (4.2)où φ 
orrespond à la fra
tion volumique de milieu granulaire et ρp à la masse vo-lumique des parti
ules. Des mesures expérimentales ré
entes d'é
oulement �uide àtravers un lit immobile de parti
ules, [Goharzadeh et al. (2005)℄, ont montré que φvarie linéairement au niveau de l'interfa
e �uide/milieu granulaire, sur un diamètrede bille entre 0 et sa valeur �nale φ0 . Dans 
ette étude, nous avons 
hoisi d'utiliserune modélisation similaire pour φ. La masse s'exprime alors sous la forme
m = ρpφ0dx (hp − d/2) , (4.3)où d est le diamètre des parti
ules. Le �ux de masse de parti
ules par unité delargeur est dé�nit par

J = ρp

∫ hp(x)

0

φ(y)up(y)dydt = dtρpqp(x), (4.4)73



où up est la vitesse moyenne lo
ale des parti
ules et qp =
∫ hp(x)

0
φ(y)up(y)dy 
or-respond aux �ux de parti
ules. Après avoir rempla
é J et m par leurs expressionsrespe
tives (4.4) et (4.3), l'équation (4.1) devient

ρpφ0dx [hp(t + dt) − hp(t)] = ρp [qp(x) − qp(x + dx)] dt. (4.5)En faisant tendre dx et dt vers 0, on obtient la forme �nale de l'équation de 
onser-vation de la masse,
φ0

∂hp

∂t
+

∂qp

∂x
= 0. (4.6)Cette équation peut être intégrée numériquement en prenant 
omme 
ondition ini-tiale une non-alimentation a�n d'obtenir l'évolution du pro�l du lit de parti
ules.Pour 
ela, il faut 
onnaître le �ux de parti
ules, qp, dû à l'é
oulement de �uide pourune hauteur de parti
ules, hp, et un débit de �uide, qf , imposés. Le milieu granulaireétant 
omposé de parti
ules rigides dans un �uide, nous avons 
hoisi d'utiliser unmodèle de type milieu 
ontinu à deux phases.4.2 Intera
tion �uide/milieu granulaire4.2.1 Choix d'une modélisationDans 
ette étude, nous 
onsidérons un milieu diphasique 
onstitué de parti
ulesrigides et d'un �uide. Les milieux multiphasiques existent sous de nombreux as-pe
ts dans la nature et dans l'industrie. On peut 
iter à titre d'exemple les mi-lieux vapeur/liquide souvent employés dans les pro
essus 
himiques, les milieux so-lide/liquide qu'on retrouve dans les suspensions, les lits �uidisés et les réa
tionsde 
ombustion. Une bonne 
ompréhension des é
oulements multiphasiques est don
primordiale. Dans la littérature, de nombreuses études ont été menées a�n de modé-liser 
es é
oulements. Dans le 
as d'un é
oulement diphasique 
onstitué de parti
ulesrigides en mouvement dans un �uide, il est théoriquement possible de dé
rire le mou-vement de 
haque parti
ule en résolvant les équations de Navier-Stokes pour le �uideet les équations du mouvement pour la rotation et la translation des parti
ules. Ceséquations peuvent être résolues de manière numérique pour un petit nombre de par-ti
ules. Pour un grand nombre de parti
ules (
as le plus 
ourant), il faut raisonneren terme de moyenne. On parle alors de modélisation diphasique. La modélisationdiphasique ou multiphasique (quand le système est 
onstitué de plus de deux phases)
orrespond à un moyennage des di�érentes quantités utilisées dans les équations demouvement. Il existe deux appro
hes prin
ipales pour e�e
tuer le moyennage. Lapremière méthode 
orrespond à un moyennage réalisé sur un volume petit devantl'é
helle ma
ros
opique 
onsidérée mais grand devant la taille des parti
ules [Ja
k-son (1997, 2000)℄. La deuxième méthode 
orrespond à un moyennage de l'ensembledes réalisations possibles en un point donné de l'espa
e [Zhang & Prosperetti (1994)et Bat
helor (1970)℄. Ces deux te
hniques permettent d'obtenir le même systèmed'équations. Il s'agit don
 uniquement d'un mé
anisme formel, le 
hoix de l'une oul'autre des modélisations étant équivalent. Un tel pro
essus de moyennage entraînela 
réation de nouvelles variables qui ne sont pas toutes déterminées. Une part im-portante du travail 
onsiste alors à expli
iter les termes utilisés dans les équations74



diphasiques.Dans la suite, nous utilisons les équations diphasiques et la dé�nition des prin-
ipaux termes obtenues à partir des travaux de Ja
kson (1997, 2000) et de Lhuillier(1992).Équations de 
ontinuitéLes équations de 
ontinuité pour la phase �uide, la phase solide et le mélangesont données par
∂ǫ

∂t
+

∂(ǫuf
i )

∂xi

= 0, (4.7)
∂φ

∂t
+

∂(φup
i )

∂xi
= 0, (4.8)

∂Ui

∂xi
= 0, (4.9)où uf

i est la vitesse moyenne lo
ale du �uide, up
i la vitesse moyenne lo
ale des par-ti
ules, Ui = φ up

i + ǫ uf
i la vitesse moyenne du mélange et ǫ = 1 − φ la fra
tionvolumique de l'espa
e o

upé par le �uide.Équation de 
onservation de la quantité de mouvementLes équations de 
onservation de la quantité de mouvement pour les phases�uides et parti
ulaires sont données par,

ρf
Df(ǫu

f
i )

Dt
= ρf

[

∂(ǫuf
i )

∂t
+

∂(ǫuf
i u

f
j )

∂xj

]

=
∂σf

ij

∂xj
− nfi + ǫρfgi, (4.10)

ρp
Dp(φup

i )

Dt
= ρp

[

∂(φup
i )

∂t
+

∂(φup
i u

p
j )

∂xj

]

=
∂σp

ij

∂xj

+ nfi + φρpgi, (4.11)où g 
orrespond à la gravité. La for
e nfi représente la valeur moyenne lo
ale dela résultante des for
es exer
ées par le �uide sur les parti
ules. Les tenseurs des
ontraintes σf
ij et σp

ij doivent être 
onsidérés 
omme des tenseurs e�e
tifs asso
iésrespe
tivement à la phase �uide et à la phase parti
ulaire.Le mé
anisme de moyennage permettant d'obtenir 
es équations, ainsi que leshypothèses utilisées et l'expression pré
ise des di�érents termes sont détaillés dansl'annexe A.4.2.2 Choix des fermeturesJa
kson (1997, 2000) a expli
ité la plupart des termes des équations (4.10) et(4.11) dans le 
as des suspensions très diluées. Dans notre 
on�guration expérimen-tale, les parti
ules sont en 
onta
t, mais 
ertaines fermetures restent identiques.75



L'obtention de 
es fermetures est détaillée dans l'annexe A. Certains termes sontmodi�és par la présen
e de 
onta
ts entre les parti
ules.For
e d'intera
tion �uide/parti
ules, nfiJa
kson (2000) dé
ompose nfi en un terme représentant la poussée d'Ar
himèdegénéralisée et un terme qui prend en 
ompte toutes les autres 
ontributions,
nfi = φ

∂σf
ij

∂xj
+ nf 1

i . (4.12)Dans notre 
on�guration où un lit de parti
ules rigides est soumis à un é
oulementvisqueux de �uide, les autres 
ontributions se réduisent à la for
e de traînée visqueusedue au mouvement relatif du �uide par rapport aux parti
ules. En modélisant 
ettetraînée visqueuse à partir de la loi de Dar
y nous obtenons
nf 1

i = η
ǫ2

K
(uf

i − up
i ) = η

ǫ

K
(Ui − up

i ), (4.13)où η est la vis
osité du �uide pur. La perméabilité K est dé�nie par la relation deCarman-Kozeny,
K =

ǫ3d2

k (1 − ǫ)2 , (4.14)où k ≈ 180 [Happel & Brenner (1983) et Goharzadeh et al. (2005)℄.Tenseur e�e
tif des 
ontraintes �uides asso
iées à la phase �uide, σf
ijNous supposons que σf

ij est un tenseur newtonien 
onstruit sur la vitesse dumélange U ,
σf

ij = −pfδij + τ f
ij = −pfδij + ηe

(

∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

, (4.15)où ηe est la vis
osité e�e
tive du mélange. Ce 
hoix peut être justi�é dans le 
asd'une suspension diluée de parti
ules par la détermination exa
te de σf
ij réaliséepar Zhang & Prosperetti (1994) et Ja
kson (1997). Dans 
ette limite, ηe est donnépar la formule d'Einstein ηe = η(1 + 5φ/2). Dans notre 
on�guration, les grainssont en 
onta
t, mais par sou
i de simpli
ité et en nous basant sur les résultatsexpérimentaux de Goharzadeh et al. (2005), nous avons 
hoisi d'utiliser la vis
ositée�e
tive proposée par Einstein. L'utilisation d'autres formules empiriques serontdis
utées dans la se
tion 4.3.Tenseur des 
ontraintes solides dues aux 
onta
ts entre les parti
ules, σp

ijLa fermeture du terme σp
ij n'a pas été étudiée par Ja
kson (1997) qui a négligé les
onta
ts dans le 
adre des suspensions très diluées. Exprimer σp

ij revient à 
hoisir unerhéologie régissant l'intera
tion entre les grains. La 
ontrainte solide se dé
omposeen un terme de pression isotrope et un terme déviatorique,
σp

ij = −ppδij + τp
ij ,76



où pp 
orrespond à la pression de 
on�nement du milieu granulaire. On va supposerque la 
ontrainte solide déviatorique τ p
ij peut être modélisée par une rhéologie detype frottement solide. Il existe di�érentes rhéologies de 
e type.Rhéologie de type frottement de CoulombCette rhéologie permet de modéliser le 
onta
t entre deux solides. Partant durepos, il faut appliquer une for
e tangentielle |Ts| = µN pour mettre le solide enmouvement. Le 
oe�
ient µ est appelé 
oe�
ient de fri
tion statique et N repré-sente la for
e normale. Pour maintenir le solide en mouvement, il faut appliquerune for
e tangentielle |Td| = µdN où µd est le 
oe�
ient de frottement dynamique.Les 
oe�
ients µ et µd sont des 
onstantes qui ne dépendent que de la nature desmatériaux en 
onta
t ave
 typiquement 1 > µ > µd > 0.1. Quand la vitesse relativeentre le solide et son support est nulle, la for
e tangentielle est une in
onnue dontla valeur absolue est bornée par µN . Cette rhéologie a été développée suite à desobservations expérimentales, a�n de modéliser les for
es de frottements résultantd'un 
onta
t entre deux solides. Dans notre 
on�guration, utiliser une rhéologie detype Coulomb revient à é
rire,

τ p = µpp (4.16)quand il y a é
oulement, où pp représente la pression de 
on�nement du milieu gra-nulaire, et µ est une 
onstante qui représente le 
oe�
ient de fri
tion du matériau .Pour dé
rire les 
onta
ts existant au sein d'un milieu granulaire, les re
her
hes sesont orientées vers une rhéologie plus 
omplexe qui prend en 
ompte le 
isaillementdu milieu granulaire.Rhéologie µ(I)La détermination d'une rhéologie permettant de modéliser les 
onta
ts solidesdans un milieu granulaire en mouvement a donnée lieu à de nombreuses re
her
hes
es dernières années. La ré
ente mise en 
ommun de l'étude de di�érentes 
on�gu-rations expérimentales [GDR-Midi (2004) et Pouliquen et al. (2005)℄ a permis unemeilleure 
ompréhension de la rhéologie régissant les 
onta
ts. Considérant un milieugranulaire 
isaillé à un taux de 
isaillement γ̇ et soumis à une pression de 
on�ne-ment pp, des études numériques semblent montrer que la 
ontrainte de 
isaillement
τp est proportionelle à la pression de 
on�nement pp suivant la relation,

τp = µ(I)pp, (4.17)où le 
oe�
ient de frottement µ dépend d'un unique paramètre adimensionné I,
I =

γ̇pd
√

pp/ρp

. (4.18)Ce paramètre être interprété 
omme le rapport de deux temps 
ara
téristiques exis-tant à l'é
helle du grain,
I =

Tp

Tγ̇

, (4.19)77
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Fig. 4.3 � S
hématisation du temps de déformation (gau
he) et du temps de 
on�-nement (droite).où Tγ̇ 
orrespond au temps de déformation et Tp au temps de 
on�nement. Letemps de déformation 
orrespond au temps né
essaire à une 
ou
he de grains pourse dépla
er d'une distan
e d sous l'a
tion du 
hamps de 
isaillement γ̇p du milieu.En d'autres termes, en 
onsidérant un grain situé sur une 
ou
he de grain (�gure4.3), Tγ̇ représente le temps mis par la parti
ule soumise au 
isaillement pour passerd'une position d'équilibre à une autre, la position d'équilibre représentant le 
reuxentre deux sommets de grains. Ce temps semble être indépendant du milieu danslequel baigne le milieu granulaire. Il dépend uniquement du 
isaillement,
Tγ̇ =

1

γ̇p
. (4.20)La dé�nition du temps de 
on�nement Tp semble plus problématique. Une étude ex-périmentale ré
ente réalisée sur les avalan
hes sous-marines par Cassar et al. (2005)a montré que la dé�nition de Tp dépend du milieu environnant. Le temps Tp peutêtre interprété 
omme le temps mis par une parti
ule pour tomber d'un diamètre dsous l'a
tion de la pression de 
on�nement pp (�gure 4.3). Dans l'air, Tp 
orrespondà un temps de 
hute libre et peut être dé�nit par

Tp =
d

√

pp/ρp

. (4.21)Dans le 
as où le �uide interstitiel joue un r�le, par exemple de l'eau, il existe diversrégimes [du Pont et al. (2004) et Cassar et al. (2005)℄, suivant le nombre de Stokes,
St et le rapport des densités r. Ces nombres sont dé�nis par

St =

(

2

3

)1/2 αd
√

ρpP

η
et r =

√

ρp

ρfCd
, (4.22)où α = 0.01 est un 
oe�
ient qui relie la perméabilité d'un milieu poreux 
onstituéde sphères au diamètre d de 
es sphères, K = αd2, η 
orrespond à la vis
osité du�uide pur, ρf à la masse volumique du �uide et Cd = 0.4 pour 103 < Rep < 105 estle 
oe�
ient de traînée.Dans le 
as où St << 1 et r >> St (régime visqueux), la 
hute des grains estéquilibrée par un frottement visqueux et le dépla
ement du liquide se fait à traversun milieu poreux de perméabilité K = αd2. Le temps de 
on�nement est dé�ni par

Tp =
η

αpp
. (4.23)78



Fig. 4.4 � Fra
tion volumique maximale (gau
he) ou fra
tion volumique minimale(droite).Dans le 
as où St >> r et r << 1 (régime inertiel), les e�ets liés à l'inertie doiventêtre pris en 
ompte et le temps de 
on�nement est dé�ni par
Tp = d

√

2ρfCd

3P
. (4.24)La dé�nition du paramètre I dépendant du temps de 
on�nement, elle variesuivant la nature du �uide interstitiel. Cependant, la forme de la fon
tion µ(I)semble être indépendante de la forme 
hoisie pour le paramètre I. Elle peut êtreobtenue par des simulations numériques de 
isaillement ou indire
tement en réalisantdes mesures d'é
oulements de parti
ules sur un plan in
liné [GDR-Midi (2004) etPouliquen et al. (2005)℄. Ces deux te
hniques semblent montrer que le 
oe�
ient defri
tion varie entre deux valeurs asymptotiques suivant les valeurs de I. Pour les trèsfaibles valeurs de I, µ(I) tend vers µs, avant de tendre vers µ2 quand I augmente.L'expression suivante a été proposée par Jop et al. (2005),

µ(I) = µs +
µ2 − µs

I0/I + 1
, (4.25)où I0 est une 
onstante. Pour des billes de verre, ils obtiennent expérimentalement

µs = tan(21�), µ2 = tan(33�) et I0 = 0.3. Pour 
omplètement déterminer la loi régis-sant les 
onta
ts dans un milieu granulaire, il faut prendre en 
ompte la variation dela fra
tion volumique de solide φ ave
 les di�érents paramètres. En terme de fra
-tion solide, les deux arrangements extrêmes du milieu granulaire sont l'arrangementdense où les parti
ules sont positionnées dans les trous formés par les parti
ules endessous et l'arrangement lâ
he où les parti
ules sont positionnées sur leurs sommets(�gure 4.4). Ces deux arrangements peuvent être dé
rits par φ = φmax et φ = φmin,ave
 typiquement, φmax = 0.6 et φmin = 0.5. Pouliquen et al. (2005) proposent uneloi dépendant de I pour l'évolution de la fra
tion solide,
φ(I) = φmax − (φmax − φmin) I. (4.26)La rhéologie dé
rite par les équations (4.26), (4.25) et (4.17) a été testée dansde nombreuses 
on�gurations mettant en oeuvre un é
oulement unidire
tionnel etmontre un bon a

ord ave
 les résultats expérimentaux [GDR-Midi (2004), Jop et al.(2005) et Pouliquen et al. (2005)℄. Cependant, 
ette rhéologie ne permet pas deprédire des é
oulements plus 
omplexes, notamment quand le 
isaillement du milieugranulaire s'e�e
tue suivant plusieurs dire
tions. A�n de 
ombler 
ette la
une, une79



généralisation de 
ette rhéologie a ré
emment été proposée par Jop et al. (2006),
σp

ij = −ppδij + τp
ij ,

τp
ij = µ(I)pp

γ̇p
ij

γ̇p
, (4.27)où γ̇p

ij =
∂up

i

∂xp
j

+
∂up

j

∂xi
, γ̇p =

√

1
2
γ̇p

ijγ̇
p
ij et µ(I) est dé
rit par l'équation (4.25). Cetterhéologie a été testée pour prédire l'é
oulement tridimensionnel d'un milieu granu-laire 
on�né par deux parois rugueuses [Jop et al. (2006)℄, ainsi que l'instabilitétridimensionnelle de Kapitza qui apparaît quand un milieu granulaire s'é
oule surun plan rugueux in
liné [Forterre (2006)℄. Ces deux tests ont montré un bon a

ordquantitatif entre la rhéologie et les expérien
es.La rhéologie µ(I) est dé�nie lo
alement à partir de la vitesse des parti
ules up. Ilpeut paraître étonnant qu'elle ne soit pas dire
tement reliée à la fra
tion volumique

φ qui dépend du paramètre I. En fait, une fois les grains mis en mouvement, levolume du milieu granulaire en mouvement va légèrement se modi�er (dilatation ou
ompa
tion suivant les 
as) entraînant une modi�
ation de φ, a�n de se pla
er dansle 
as le plus favorable au mouvement. On peut di�éren
ier deux 
as. Si l'empilementinitial est lâ
he, le milieu se 
ompa
te au moment de la mise en mouvement et tendvers une fra
tion volumique limite 
onstante. Il est alors possible de prédire l'évo-lution du milieu granulaire ave
 la rhéologie µ(I). Si l'empilement est très 
ompa
t,la rhéologie ne peut pas prédire l'épaisseur de grains en mouvement 
ar les 
ou
hesinférieures sont plus di�
iles à mettre en mouvement que 
e que prédit la rhéologie.Dans notre 
on�guration expérimentale, le milieu granulaire est réalisé en laissantles grains sédimenter naturellement. L'empilement initial est don
 lâ
he et il estpossible d'utiliser une rhéologie du type µ(I).Rhéologie 
hoisie et forme �nale du système d'équationsLa �gure 4.5, montre l'évolution de la 
ourbe µ(I) et les 
as limites µs et µ2. Laforme du 
oe�
ient µ(I) utilisée dans la rhéologie µ(I) introduit une trop grande
omplexité dans le 
adre d'une première appro
he. On peut noter qu'au seuil demise en mouvement, 
'est à dire pour un 
isaillement nul (I = 0), µ(0) = µs. Pour
I >> I0, µ(I) tend vers une valeur 
onstante µ2. Au seuil de mise en mouvement etpour les fortes valeurs du paramètre I, utiliser la rhéologie µ(I) revient don
 à utili-ser une rhéologie de Coulomb en prenant respe
tivement µs et µ2 
omme 
oe�
ientde fri
tion solide.Évaluons I au niveau de la première 
ou
he de grains dans notre 
on�gurationexpérimentale. Les di�érentes expérien
es au 
ours desquelles nous avons observéle régime �lit plat en mouvement� sont 
omprises dans des gammes de nombre deSto
kes et de 
oe�
ient r [équation 4.22℄ de l'ordre de 4 10−4 < St < 9 10−3 et
1.5 < r < 2.5. Nous sommes don
 
lairement dans le régime visqueux et le para-80
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IFig. 4.5 � Variation de µ(I) en fon
tion du paramètre I (-). Les 
as limites µs et µ2sont représentés respe
tivement par des pointillés et des tirets.mètre I peut être dé�ni par
I =

ηγ̇p

αpp
. (4.28)La pression de 
on�nement peut être é
rite sous la forme pp = ∆ρgd et on peut don
relier I au nombre de Shields θ,

I = α−1θ. (4.29)Cassar et al. (2005) propose α = 0.01. Dans notre modélisation, α est dé�ni parl'équation (4.14). En prenant ǫ = 0.45, on obtient un paramètre I qui est de l'ordrede 500θ. Expérimentalement le lit est en mouvement pour θ > 0.12 (
hapitre 3), 
equi donne I > 72. Dans la littérature on trouve des valeurs pour I0 variant entre 0.3[Jop et al. (2005)℄ et 1 [Cassar et al. (2005)℄. On peut don
 
onsidérer que la majoritédes 
as expérimentaux 
orrespondent au 
as I >> I0 au niveau de la première 
ou
heet il semble raisonnable de modéliser le tenseur des 
ontraintes asso
iées aux 
onta
tssolides par une rhéologie de type frottement de Coulomb pour se pla
er dans un 
assimpli�é. On note µ le 
oe�
ient de fri
tion asso
ié à 
ette rhéologie. On pourraévaluer µ par µs au seuil de mise en mouvement et par µ2 quand il y a mouvement,mais la solution la plus simple 
onsiste à prendre µ 
onstant.RésuméEn intégrant les di�érentes fermetures dans les équations (4.10) et (4.11), on ob-tient un nouveau système d'équations qui est détaillé dans l'arti
leBed-load transportby shearing �ows. dans le 
as du lit plat, on 
onsidère un é
oulement unidire
tionnel.En utilisant 
omme é
helle de longueur la hauteur du 
anal D, 
omme é
helle depression la pression hydrostatique ∆ρgD et 
omme é
helle de temps η/∆ρgD, onobtient un système adimensionné (grandeurs notées par une barre au dessus) quiaprès proje
tion suivant les axes x et y peut s'é
rire sous la forme81



� Proje
tion suivant y
∂p̄f

∂ȳ
= − ρf

∆ρ
, (4.30)

∂p̄p

∂ȳ
= −φ, (4.31)� Proje
tion suivant x

Ga
h3

d3

Dǫūf

Dt̄
= −ǫ2D2

K

(

ūf − ūp
)

− ǫ
∂p̄f

∂x̄
+ ǫ

∂τ̄ f
xy

∂ȳ
, (4.32)

Ga
h3

d3
R

Dφūp

Dt̄
=

ǫ2D2

K

(

ūf − ūp
)

− φ
∂p̄f

∂x̄
+ φ

∂τ̄ f
xy

∂ȳ
+

∂τ̄p
xy

∂ȳ
, (4.33)où R = ρp/ρf et Ū = φūp + ǫūf 
orrespond à la vitesse du mélange.Les fermetures de τ̄ f et τ̄p sont

τ̄ f
xy =

ηe

η

dŪ

dȳ

τ̄p
ij = µeff p̄

pSi on veut se pla
er dans un 
as simple, on prend µeff = µ 
onstant, la va-leur donnée à µ étant à dis
uter. La solution générale est obtenue en prenant
µeff = µ(I) = µs + (µ2 − µs)/(I0/I + 1) ave
 I = ηγ̇p/(αpp).Les équations diphasiques obtenues sont 
omplexes à résoudre de façon analytique etne permettent pas d'obtenir une formulation simple pour le �ux de parti
ules. Nousavons don
 
hoisi de privilégier deux modes de résolution. Une résolution numériquebasée sur une méthode des di�éren
es �nies, qui nous permet d'obtenir les solu-tions exa
tes des équations et une résolution analytique asymptotique permettantd'obtenir des solutions simpli�ées valables dans 
ertaines 
onditions.4.2.3 Résolution numérique : méthode des di�éren
es �niesLa résolution numérique doit nous permettre de résoudre expli
itement les équa-tions (4.30), (4.31), (4.32) et (4.33). La te
hnique de résolution numérique utiliséeest basée sur la méthode des di�éren
es �nies. La méthode simpli�ée utilisée pourrésoudre des équations linéaires étant dé
rite dans l'arti
le, nous présenterons dans
ette se
tion la méthode générale permettant de résoudre les équations linéaires etnon linéaires. Nous utilisons un pas d'espa
e variable, 
e qui permet d'augmenterla résolution au niveau des interfa
es en ra�nant le maillage sans augmenter demanière signi�
ative le temps de 
al
ul. La vitesse ut

j, la pression pt
j et la fra
tionvolumique φt

j, à un temps t �xé, sont 
al
ulées au 
entre de la maille bornée par lesnoeuds j et j+1. Les autres grandeurs, le 
isaillement γ̇t
j et les di�érentes 
ontraintes

σt
j sont 
al
ulées sur le noeud j (�gure 4.6).Les dérivées premières en espa
e sont données par

∂f

∂y
(tn, yj) ≈

2fn
j − 2fn

j−1

yj+1 − yj−1

. (4.34)82
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ite,

∂f

∂t
(tn, yj) ≈

fn+1
j − fn

j

∆t
, (4.36)qui utilise la di�éren
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entrée aval.Les équations (4.30) et (4.32) 
on
ernant la phase �uide sont dis
rétisées de manièreexpli
ite, tandis que les équations (4.31) et (4.33) 
on
ernant la phase solide sontdis
rétisées suivant un s
héma impli
ite. La �gure 4.7 représente l'é
oulement du so-lide et du mélange obtenus numériquement pour θ = 0.43 et θ = 4.33 en modélisantles 
ontraintes solides par une rhéologie µ(I). On peut noter qu'en augmentant lenombre de Shields, on augmente de manière signi�
ative la taille de la 
ou
he enmouvement ainsi que l'amplitude de la vitesse de la phase solide. En s'intéressantplus parti
ulièrement au pro�l des vitesses de la phase solide au niveau de l'interfa
e�uide/milieu granulaire (ȳ = 0.5), on peut noter qu'ils présentent des 
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)℄. Pour des nombres de Shields de l'ordre de θc, onobserve une nette séparation entre la vitesse du mélange et 
elle de la phase solide,ainsi qu'un fort raidissement de la vitesse de la phase solide au niveau de l'interfa
e[�gure 4.7 (b)℄. Ce raidissement n'existe pratiquement pas pour θ >> θc [�gure 4.7(
)℄.La �gure 4.7 (d) représente l'évolution de µsp̄

p et de τ̄p en fon
tion de ȳ pour θ = 0.43.On observe qu'il existe une petite zone au niveau de l'interfa
e �uide/milieu granu-laire pour laquelle τ̄p < µsp̄
p. Cette relation se traduit par un 
isaillement nul dumilieu granulaire, 
'est-à-dire une vitesse de la phase solide 
onstante. Le fait que

τ̄p soit inférieur à µsp̄
p est dû aux 
onditions aux bords. Au niveau de l'interfa
e,la 
ontrainte solide est nulle. Elle passe de manière 
ontinue de 0 à µsp

p sur uneépaisseur qui 
orrespond à la zone sur laquelle τ̄ p < µsp̄
p. La taille de 
ette zonedépend de la rhéologie utilisée, de la variation de la fra
tion volumique solide et du83
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ūp et Ū
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ou
hes du milieu granulaire pour θ = 0.43, (
) zoom sur les premières
ou
hes du milieu granulaire pour θ = 4.3 et (d) évolution de la 
ontrainte solide
τ̄p (×) et de µsp̄

p (−) pour θ = 0.43 en fon
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The objective of the present work is to provide a continuum approach describing the
threshold for particle motion as well as the bed-load transport in laminar shearing flows.
We propose to use a two-phase model having a Newtonian rheology for the fluid-phase
and friction for the particle phase. The equations are shown to reduce to the momentum
equation for the mixture and the Brinkman equation for the fluid velocity. We obtain
the velocity profiles for the fluid and the particles inside the bed as well as the bed-load
thickness, particle flow-rate, and the Shields number, θ, at the top of the bed. The
critical shields number, θc, is found to be proportional to the tangent of the angle of
repose and to the particle volume fraction, φ0, in the bulk of the bed, independently of
the specific shearing flow used and in excellent agreement with experimental data. The
bed-load flow rate has a viscous scaling and is approximately proportional to φ0θ

3/θc2,
independently of the chosen shearing flow. This formulation seems quite satisfactory for
describing experimental data of bed-load transport in pipe flows.

1. Introduction

When beds constituted of sediment particles are submitted to shearing flows, the
particles at the surface of the stream-bed are able to move as soon as hydrodynamic
forces acting on them exceed a fraction of their apparent weight. Bed-load refers to
the sediment in transport that is carried by intermittent contact with the stream-bed
by rolling, sliding, and bouncing. This situation occurs in a wide variety of natural
phenomena, such as sediment transport in rivers, and in industrial processes, such as
hydrate or sand issues in oil production and granular transport in food or pharmaceutical
industries. Despite the amount of work devoted to the subject for more than a century, a
complete description of the mechanics of bed-load transport is still lacking as the coupling
between the granular medium and the fluid flow is poorly understood.

The common way of representing the incipient motion of the particles is to use a
dimensionless number called the Shields number, θ, which is constructed as the ratio of
the shear stress at the top of the bed to the apparent weight of a single particle and which
exceeds a critical value at threshold of motion, θc. Most of the studies usually attempt
to provide this critical Shields number, θc, as well as to relate the bed-load flow-rate, qp,
to the excess Shields number, θ − θc.

The oldest and still widely used model to determine θc is to write a balance of forces
on the grains at the top of the sheared bed, see e.g. White (1940) and Vanoni (1966).
The threshold value is found to be proportional to the tangent of the angle of repose
of the grains. The empirical pre-factor depends on the local packing of the bed but
also on the treatment of forces. Most of the existing experimental data concerns the
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Authors Method qp

q

ρf

∆ρgd3

Einstein (1942) empirical e0.391 1

θ

q

2
3

+ 36η2

gd3ρf∆ρ
−

q

36η2

gd3ρf∆ρ

0.465

Meyer-Peter & Muller (1948) empirical 8 (c2c3θ − θc)1.5

Einstein (1950) semi-empirical
1 −

1√
π

R 0.156f 1

θ
−2

−0.156f 1

θ
−2
e−t2dt

27fc

„

2 −
1√
π

R 0.156f 1

θ
−2

−0.156f 1

θ
−2
e−t2dt

«

Bagnold (1956) semi-empirical 8.5
p

2 tanα/(3ψ)(θ − θc)θ0.5

Yalin (1963) semi-empirical

2

6

4
1 −

log(1 + 2.45
“

ρf

ρp

”0.4

θc0.5
`

θ
θc − 1

´

)

2.45
“

ρf

ρp

”0.4

θc0.5
`

θ
θc − 1

´

3

7

5

×0.635

„

θ

θc
− 1

«

Ribberink (1998) empirical 10.4 (θ − θc)1.67

Camemen & Larson (2005) empirical 12 θ1.5e−4.5 θc

θ

Wong & Parker (2006) empirical 4.93 (θ − θc)1.60

Table 1. Various expressions proposed in the literature for turbulent flow, where c2 is a side-wall
correction, c3 a bed-form correction, fc the percentage of grains of a given size put into motion, f
the correction function obtained experimentally for grain size dispersion, ψ the drag coefficient,
ρp the density of the solid, ρf the density of the fluid (∆ρ = ρp − ρf ), η the viscosity of the
fluid, d the particle diameter, and tanα the dynamic friction coefficient.

Authors Method qp
η

∆ρgd3

Charru & Mouilleron-Arnould (2002) semi-empirical 0.42 (θ − θc)3

Cheng (2004) semi-empirical
η

p

∆ρgd3ρf

41 θ0.5Re∗

×[sinh(0.139 θ1.181Re0.39
∗ )]2

Charru et al. (2002) empirical 0.025 θ (θ − θc)

Charru & Hinch (2006) semi-empirical 0.096N
θ

θc

Table 2. Various expressions proposed in the literature for laminar flow, where Re∗ = u∗dρf/η
is the shear Reynolds number, u∗ the shear velocity, and N the number of particles in motion
per area.
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turbulent regime and present large scatters which are due to the difficulty of defin-
ing as well as measuring the quantities of interest such as the shear rate and incipi-
ent motion, see Buffington & Montgomery (1997), Dancey et al. (2002), Paintal (1971),
Vanoni (1966), and White (1940). Recent experiments in laminar flows have provided
reproducible measurements for the onset of grain motion and inferred θc ≈ 0.12 for a
wide range of small particle Reynolds number in closed channel, see Charru et al. (2002),
Loiseleux et al. (2005), Ouriemi et al. (2007).

Several expressions have been proposed for the bed-load flow-rate, qp, some of them
are presented in tables 1 and 2. Again, most of the empirical or semi-empirical laws
have been obtained in the turbulent regime. Notably, the same scaling,

√

∆ρgd3/ρf ,
for qp found by dimensional analysis is used in these expressions. A viscous scaling,
∆ρgd3/η, is generally obtained for laminar flows. Despite the fact that the modelling
is based on firm physical concepts, see Einstein (1950), Bagnold (1956), Yalin (1963),
Charru & Mouilleron-Arnould (2002), and Charru & Hinch (2006), the semi-empirical
laws proposed have limited general validity and may not match each other.

The objective of the present paper is to provide a continuum approach describing the
threshold for particle motion as well as the bed-load transport in the laminar viscous
case. We propose the use of a two phase model having a Newtonian rheology for the
fluid-phase and friction for the particulate phase, see § 2. For the purpose of the present
study, the equations are shown to reduce to the momentum equation for the mixture
and the Brinkman equation for the fluid velocity. Calculations of bed-load transport by
shearing flows are performed numerically but also analytically in asymptotic cases, see
§ 3. These predictions are compared to experimental results obtained for a bed composed
of spherical particles in laminar pipe flow, see § 4 and § 5.

2. Two-phase model

Many authors have derived two-phase governing equations to describe a system of par-
ticles and fluid in an average sense. There is an extensive literature around the process
of averaging the equations of motion, for a review see e.g. Jackson (2000). Each type of
averaging is purely a formal process and should led to essentially the same results if prop-
erly done. It generates averaged quantities more numerous than the available equations
and therefore there is a closure problem which is a central issue in the modelling. There is
no guarantee though that such a closure is possible. Here, we choose to use the equations
derived by Anderson & Jackson (1967), see also Jackson (1997) and Jackson (2000), and
propose some closures appropriate to the present problem.

2.1. Two-phase equations

The equations of continuity for the fluid and the particle phases are respectively

∂ǫ

∂t
+

∂(ǫuf
i )

∂xi
= 0, (2.1)

∂φ

∂t
+

∂(φup
i )

∂xi
= 0, (2.2)

where uf
i is the local mean fluid velocity, up

i the local mean particle velocity, φ the particle
volume fraction, and ǫ = 1 − φ the void fraction or fraction of space occupied by the
fluid.

Adding equations (2.1) and (2.2), the mixture (particles + fluid) is found to be incom-
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pressible (no acceleration of the mixture)

∂Ui

∂xi
= 0, (2.3)

where Ui = φup
i + ǫ uf

i is the volume average velocity.
The momentum equations for the fluid and particle phases are respectively

ρf
Df (ǫuf

i )

Dt
= ρf

[

∂(ǫuf
i )

∂t
+

∂(ǫuf
i uf

j )

∂xj

]

=
∂σf

ij

∂xj
− nfi + ǫρfgi, (2.4)

ρp
Dp(φup

i )

Dt
= ρp

[

∂(φup
i )

∂t
+

∂(φup
i u

p
j )

∂xj

]

=
∂σp

ij

∂xj
+ nfi + φρpgi, (2.5)

where gi is the specific gravity force vector, ρf the fluid density, ρp the particle density,
n the number density (number of particles per unit volume). The force fi represents
the average value of the resultant force exerted by the fluid on a particle. The stress
tensors σf

ij and σp
ij may be regarded as effective stress tensors associated with the fluid

and particle phases, respectively.

2.2. Closures

Following Jackson (2000), the local average force exerted by the fluid on a particle nfi is
decomposed into a generalised buoyancy force and a force which gathers all the remaining
contributions

nfi = φ
∂σf

ij

∂xj
+ nf1

i . (2.6)

In the case considered here of a viscous flow through a particle bed, the remaining con-
tribution reduces to the dominant viscous drag caused by the relative motion. Extending
the well-known empirical law of Darcy, nf1

i can be written as

nf1
i = η

ǫ2

K
(uf

i − up
i ) = η

ǫ

K
(Ui − up

i ), (2.7)

where η is the viscosity of the pure fluid. The coefficient of permeability K is empirically
related to ǫ and the particle diameter d by the Carman-Kozeny relation

K =
ǫ3d2

k (1 − ǫ)
2 , (2.8)

with k ≈ 180, see e.g. Happel & Brenner (1983) and Goharzadeh, Khalili, & Jørgensen (2005).

We assume that the effective stress tensor associated with the fluid phase σf
ij is of

Newtonian form and is related to the volume average velocity by the relation

σf
ij = −pfδij + τf

ij = −pfδij + ηe

(

∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

, (2.9)

where ηe is the effective viscosity of the mixture. The choice of this Newtonian form for
the σf

ij can be justified for dilute suspensions of Stokesian particles by exact closure calcu-
lations done by Zhang & Properetti (1997) and Jackson (1997). In that limit, the famil-
iar Einstein correction to the viscosity of the pure fluid ηe = η(1+5φ/2) is recovered. For
non dilute suspensions, one needs to rely on empirical relations expressing ηe/η as a func-
tion of φ, see e.g. Stickel & Powel (2005). Following Goharzadeh, Khalili, & Jørgensen (2005),
we choose for simplicity the Einstein viscosity in § 3 and will discuss other empirical laws
in § 5.
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Figure 1. Sketch of a particle bed submitted to a Poiseuille (left) or a Couette (right)
flow in a two dimensional channel.

The stress tensor of the particle phase σp
ij comprises a term coming from the particle

contact interactions and the particle Reynolds stress. Clearly, for a bed of particles,
close contacts are dominant. The simplest way to describe this stress coming from direct
particle-particle interactions

σp
ij = −ppδij + τp

ij (2.10)

is to use a Coulomb friction model where the tangential stress is proportional to the load
with a friction coefficient µ which mostly depends upon the particle geometry and which
is given by the tangent of the angle of repose. This simple Coulomb model will be used
in § 3. In § 5, we will also consider a constitutive law which has been first derived for
dry granular flows and has been then found successful for submarine granular flows, see
GDR Midi (2004), Jop, Forterre & Pouliquen (2006), Cassar, Nicolas & Pouliquen (2005),
and Pouliquen Cassar, Forterre, Jop, & Nicolas (2005).

3. Calculation of bed-load transport by shearing flows

3.1. Formulation of the problem

We consider a flat particle bed of thickness hp submitted to a Poiseuille or a Couette
flow in a two dimensional channel of thickness D, see figure 1. The flow is considered
stationary and uniform. It is also parallel and the velocities Ui, uf

i , up
i reduce to their x

components noted U , uf and up. Moreover, the x-invariance leads to ∂pp/∂x = 0. This
also gives ∂pf/∂x = 0 in the case of a Couette flow whereas ∂pf/∂x is a given constant in
the case of a Poiseuille flow. With these assumptions, continuity equations (2.1), (2.2),
and (2.3) show that U , uf and up are sole functions of y.

We have the choice of length scale and time scale and since we do not know a priori
what would be the correct scalings, we decide to make all the values dimensionless by
scaling the length by the channel thickness D and the pressure by the hydrostatic pressure
∆ρgD, and therefore the time by η/∆ρgD where ∆ρ = ρp − ρf . Using these scales and
the proposed closures (2.7), (2.9), and (2.10), we obtain the dimensionless momentum
equations

0 = −ǫ
∂(δij p̄

f )

∂x̄j
+ ǫ

∂τ̄f
ij

∂x̄j
−

ǫ2D2

K
(ūf

i − ūp
i ) + ǫ

ρf

∆ρ

gi

|g|
, (3.1)
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0 =
∂τ̄p

ij

∂x̄j
−

∂(δij p̄
p)

∂x̄j
− φ

∂(δij p̄
f )

∂x̄j
+ φ

∂τ̄f
ij

∂x̄j
+

ǫ2D2

K
(ūf

i − ūp
i ) + φ

ρp

∆ρ

gi

|g|
. (3.2)

The projection of these equations gives along the x direction

0 = −ǫ
∂p̄f

∂x̄
+ ǫ

∂τ̄f
xy

∂ȳ
−

ǫ2D2

K
(ūf − ūp), (3.3)

0 =
∂τ̄p

xy

∂ȳ
− φ

∂p̄f

∂x̄
+ φ

∂τ̄f
xy

∂ȳ
+

ǫ2D2

K
(ūf − ūp), (3.4)

and along the y direction

∂p̄f

∂ȳ
= −

ρf

∆ρ
, (3.5)

∂p̄p

∂ȳ
= −φ, (3.6)

showing that the pressure of the fluid phase along gravity is simply the hydrostatic
pressure and that the pressure of the particle phase is proportional to the apparent
weight of the solid phase and increases when penetrating inside the bed.

By expressing ūf in terms of the volume average velocity Ū , equation (3.3) becomes

−
∂p̄f

∂x̄
= −

∂τ̄f
xy

∂ȳ
+

D2

K
(Ū − ūp), (3.7)

where the pressure gradient mostly balances the dominant Darcy term. By summing
equation (3.3) and (3.4), we find the mixture (fluid + particles) momentum equation

0 =
∂τ̄p

xy

∂ȳ
−

∂p̄f

∂x̄
+

∂τ̄f
xy

∂ȳ
, (3.8)

which describes the exchange between the stress of the fluid phase, τ̄f
xy = (ηe/η)(dŪ/dȳ),

and that of the solid phase, τ̄p
xy = µp̄p when dūp/dȳ > 0. The two above equa-

tions will be used used to solve the present problem. We note that the relevant equa-
tions are the Brinkman equation for the fluid phase (3.7), see Brinkman (1947a) and
Brinkman (1947b), and the momentum balance equation for the mixture (3.8).

In the case of a Poiseuille flow, the kinematic boundary conditions are

ūf (1) = Ū(1) = 0 and ūf (0) = ūp(0) = Ū(0) = 0. (3.9)

In the case of a Couette flow, only the first condition is changed to ūf(1) = Ū(1) = Ū0.
At the top of the bed, ȳ = h̄p, we also have

τ̄p
xy(h̄p) = 0 and p̄p(h̄p) = 0, (3.10)

as there is no particle phase for ȳ > h̄p. Using the first condition of formulae (3.10),
equation (3.8) can be integrated to give

τ̄p
xy(ȳ) = −

∂p̄f

∂x̄
(h̄p − ȳ) + τ̄f

xy(h̄p) − τ̄f
xy(ȳ). (3.11)

At the top of the granular bed, ȳ = h̄p, only a tangential fluid stress τ̄f
xy(h̄p) is present.

When penetrating inside the bed, this stress splits into a fluid stress which tends to put
the granular media in motion and a particle stress which balances the motion. As it is
proportional to the confinement pressure p̄p, the particle stress increases inside the bed
until it becomes sufficient for inhibiting the granular motion at ȳ = h̄c. For ȳ 6 h̄c, the
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Region Ū ūp p̄p

(I)
∂p̄f

∂x̄

ȳ2
− 1

2
+

»

−
∂p̄f

∂x̄
h̄c + µφ0(h̄p − h̄c −

d̄

2
)

–

(ȳ − 1) undefined 0

(II) −
η

ηe
µφ0

(ȳ − h̄p + d̄)3

6d̄
+

η

ηe

„

µφ0 +
∂p̄f

∂x̄

«

(ȳ − h̄c)
2

2
Ū

φ0

2d̄
(ȳ − h̄s)

2

(III)
η

ηe

„

µφ0 +
∂p̄f

∂x̄

«

`

ȳ − h̄c

´2

2
Ū φ0(h̄p − ȳ − d̄/2)

(IV) 0 0 φ0(h̄p − ȳ − d̄/2)

Table 3. Volume averaged velocity, particle velocity and pressure.

h̄p − h̄c
ηe

η
(1 − h̄p)

8

>

<

>

:

−1 +

2

6

4
1 −

−µφ0

“

η
ηe

”2
d̄2

3(1−h̄p)2
−

η
ηe
µφ0

d̄
1−h̄p

+ η
ηe

∂p̄f

∂x̄

∂p̄f

∂x̄
+ µφ0

3

7

5

1/29

>

=

>

;

q̄p
η

ηe
φ0

„

µφ0 +
∂p̄f

∂x̄

« »

(h̄p − h̄c)
4
− (h̄p − h̄c − d̄)4

24d̄

–

−
η

ηe
µφ2

0
d̄3

120

θ
(h̄p − h̄c)

d̄

„

∂p̄f

∂x̄
+ µφ0

«

−
µφ0

2

Table 4. Bed-load thickness, particle flow rate, and Shields number.

particle stress is indeterminate, and equation (3.8) must be substituted with

dūp

dȳ
= 0. (3.12)

The flow can be separated into four regions which are depicted in figure 1. Region (I)
corresponds to the pure fluid above the bed (h̄p 6 ȳ 6 1). Region (IV) is the region of
the bed where the particles are at rest (0 6 ȳ 6 h̄c). Regions (II) and (III) are those
where both the fluid and particles are in motion. Region (III) corresponds to a granular
media in motion with a constant porosity ǫ0 = 1 − φ0 (h̄c 6 ȳ 6 h̄p − d̄). Region (II)
is the transition layer between the pure fluid region (I) and the pure Darcy region (III).
The thickness of this region has been observed to be of the size of a grain diameter d̄
and to have a porosity which varies linearly with thickness as ǫ(ȳ) = 1 + φ0(ȳ − h̄p)/d̄
(h̄p − d̄ 6 ȳ 6 h̄p), see Goharzadeh, Khalili, & Jørgensen (2005).

The problem is solved both analytically and numerically for the case of a Poiseuille
flow in the following subsections and the main results are summarised in appendix A for
the case of a Couette flow.

3.2. Analytical calculation

For simplicity, we suppose that ηe = ηe(φ0) and K = K(φ0) are constant in region
(II) and identical to their respective values in regions (III), and (IV). Equations (3.6),
(3.7), (3.11) or (3.12) are solved to determine p̄p(ȳ), Ū(ȳ), and ūp(ȳ) in each regions by
matching Ū and p̄p at the different interfaces and using the boundary conditions (3.9)
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Figure 2. (a) Numerical velocity profiles for the fluid (+) and the particles (×) and
analytical velocity profiles for the fluid and the particles (−) in the case of particles of
batch A in fluid 3 at φ0 = 0.55 and qf = 6.2 10−3m2s−1. (b) Blow-up of the profiles for
the same conditions.

in the limit K(φ0) ≪ h2, see table 3. Inside the bed, both particle and fluid phases
move at the velocity of the mixture as the Darcy drag term is dominant in that limit,
i.e. ūp ≈ ūf ≈ Ū in regions (II), (III), and (IV). Above the bed (h̄p 6 ȳ 6 1), the fluid
flow is a slightly asymmetric Poiseuille flow having a slip velocity at the top of the bed,
see figure 2. This determination also yields the bed-load thickness, h̄p − h̄c, the particle
and fluid flow-rates

q̄p =

∫ h̄p

0

φ ūpdȳ and q̄f =

∫ 1

0

ǫ ūfdȳ, (3.13)

and the Shields number at the top of the bed

θ =
1

d̄

dūf

dȳ
(h̄p), (3.14)

given as a function of the bed-load thickness, h̄p − h̄c, in table 4.
We consider that the critical Shields number, θc, is given by the value of θ for h̄p− h̄c =

d̄, i.e. for a single grain layer in motion. This yields

θc =
∂p̄f

∂x̄
+ µ

φ0

2
≈ µ

φ0

2
, (3.15)

as ∂p̄f/∂x̄ = O(d̄) at incipient motion. We recover that this threshold value is propor-
tional to the tangent of the angle of repose. Another interesting finding is that it is also
proportional to the particle volume fraction in the bulk of the bed.

In the limit Re2D << (µsφ0/12)
[

(D − hp)
3
/d3
]

Ga with Ga = ∆ρρfgd3/η2 and

Re2D = ρfqf/η, one finds

θ = 6
d2

D2

Re2D

Ga

(

D

D − hp

)2

, (3.16)

showing that the perturbation induced to the Poiseuille flow by the motion of the granular
media is negligible. In other words, this Shields number corresponds to the case of a
Poiseuille flow comprising a flat solid bed of height hp, see Ouriemi et al. (2007). The

92



Bed-load transport 9

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

A
n
a
ly

ti
ca

l
θ

Numerical θ

(a)

10
-10

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

10
-5

1 20 3

q̄p

Analytical or numerical θ

3

(b)

Figure 3. (a) Analytical Shields number [equation (3.16)] versus numerical Shields num-
ber in the case of particles of batch A in fluid 3. The solid line represents the slope
one. (b) Adimensional analytical solid flux q̄p (−) [equation (3.17)] versus analytical θ
[equation (3.16)] and adimensional numerical solid flux q̄p (•) versus numerical θ in the
case of particles of batch A in fluid 3. The dashed line (−−) represents the slope 3.

bed-load flow-rate given in table 4, qp, can be further simplified to give

qp/
∆ρgd3

ηe
= φ0

θc

12

[

θ

2θc

(

θ2

θ2
c

+ 1

)

−
1

5

]

= φ0f(θc, θ), (3.17)

which has a viscous scaling built on the effective viscosity ηe(φ0). The dimensionless
particle flux is proportional to the particle volume fraction in the bulk of the bed and
to a function of θc and θ and not simply of the excess Shields number θ − θc. These
quantities of practical interest are plotted in figure 3 for hp = 0.5D and varying flow
rate. We have chosen φ0 = 0.55 which yields θc = 0.12 with µ = 0.43 as deduced by
Cassar, Nicolas & Pouliquen (2005) for glass spherical particles.

3.3. Numerical calculation

As indicated in § 2.2, we use the Einstein viscosity for ηe and the Carman-Kozeny relation
(2.8) with k = 180 for the coefficient of permeability K. The only unknown parameters
(which can be measured independently) are then φ0 and µ. The system of linear ordinary-
differential-equations (3.7) and (3.11) or (3.12) together with the boundary conditions
(3.9) and the integrated p̄p deduced from (3.6) have been solved using a finite difference
method with a non uniform grid which is chosen to be more refined near the interfaces.

The difficulty is to find the different domain of validity of equations (3.11) and (3.12)
inside the bed. First, we suppose that equation (3.11) is valid everywhere in the granular
media. The fluid and solid velocity profile can be computed as shown in figure 4 (a)
and dūp/dȳ can be found to be negative in some locations. Secondly, equation (3.11)
is replaced by equations (3.12) at these locations and the velocity profiles are again
calculated as seen in figure 4 (b). This process is iterated until dūp/dȳ > 0 everywhere
inside the bed, see figure 4 (c).

Figures 2 and 3 show that there is an good agreement between the numerical calculation
and the simplified analytical calculations in their range of validity. The velocity profiles
for the particles, fluid, and mixture inside the bed are superimposed, see figure 2 (a).
This implies that K(φ0) ≪ D2 is verified inside the bed except very close to the interface
where the numerical profile of the particle velocity becomes more sharpened as a result
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Figure 4. Numerical velocity profile for the fluid (+) and solid (×) phases at dif-
ferent steps of the computation in the case of particles of batch A in fluid 3 at
qf = 1.85 10−3m2s−1.

Batch Composition d (µm) ρp (g/cm3)
A Glass 132 ± 22 2.490 ± 0.003
B Polystyrene 538 ± 24 1.051 ± 0.002
D PMMA 193 ± 30 1.177 ± 0.002

Table 5. Particle characteristics

of the use of a variable permeability coefficient, see figure 2 (b). Along the same line, at
the top of the bed (approximately at half a grain size from the top), the fluid analytical
and numerical profiles do not coincide perfectly as a variable effective viscosity is used in
the numerical calculation, see again figure 2 (b). Figure 3 (b) shows that the numerical
and analytical [equation (3.17)] particle flow-rates coincide in the range of validity of
equations (3.16) and (3.17), i.e. for θ 6 1.5. For θ > 1.5, equation (3.16) overestimates
θ, see figure 3 (a). Note that the log-log plots of figure 3 (b) present a slope in good
agreement with the exponent 3, showing that q̄p ∼ θ3, i.e. the θ3 term dominates in
equation (3.17).

4. Experimental measurements of bed-load transport in pipe flows

4.1. Particles and fluids

Three different batches of spheres (polystyrene particles supplied by Maxi-Blast, PMMA
particles by Lehmann & Voss & Co., and glass particles by Potters-Ballotini) were used
to perform the experiments. The particle size distributions were measured with a digital
imaging system. The particle diameter distributions were observed to be approximately
Gaussian for all the different batches and therefore well represented by a mean diameter d
indicated in table 5 (the error corresponds to one standard deviation). The particle den-
sity ρp (also listed in table 5) was determined using a pycnometer and a fluid of measured
density. Experiments were carried out using seven different mixtures of distilled water
and UCON oil 75H-90000 supplied by Chempoint. The density ρf , listed in table 6, of
these different mixtures was measured using a pycnometer. The viscosity η (also listed in
table 6) was measured using a Falling Ball Viscometer from GILMONT INSTRUMENTS
(Barrington, USA). The mixture was maintained at a constant temperature T = 35◦C
during all the experiments.
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Fluid T (◦C) η (cP) ρf (g/cm3)

1 35 22 ± 2 1.031 ± 0.001
2 35 30 ± 2 1.036 ± 0.001
3 35 37 ± 2 1.038 ± 0.001
4 35 33 ± 2 1.038 ± 0.001
5 35 17 ± 1 1.029 ± 0.001

Table 6. Fluid characteristics

4.2. Experimental apparatus

The apparatus test section was a horizontal glass tube of inner diameter D = 3 cm. The
tube had a length L = 1.8 m which is longer than the entry length Le ≈ 60 cm necessary
for the laminar flow to fully develop at Repipe ≈ 300, where Repipe = 4Qpipeρf/πDη is
the tube Reynolds number and Qpipe the flow rate. All the experiments were performed
for Repipe < 300. First, the tube was filled with fluid, a low flow rate was imposed,
and a mixture of particles and fluid was carefully introduced using a funnel to build an
uniform flat bed. Secondly, a constant flow rate was imposed. The pipe flow was driven
by gravity using continuous overflow from an overhead tank the elevation of which was
varied. At the outlet from the test section, the particles were captured by a mesh while
the fluid was run into a thermostated fluid reservoir. From this lower reservoir, the
fluid was continuously returned to the overflowing reservoir by a Moineau progressing
cavity pump (PCM model MR2.6H24). This arrangement isolated the test section from
the pump and insured a constant temperature T = 35◦C across the whole experimental
loop. Note that the captured particles were not re-injected into the test section. The flow
rate, Qpipe, was determined by measuring a collected volume of the fluid at the outlet of
the tube in a given time.

4.3. Bed profile measurement

For a combination of fluid and particles, the evolution of the bed height was recorded
as a function of time for a given flow rate Qpipe and starting with an initial height of
the bed, hstart

p . The bed was illuminated by a laser sheet positioned perpendicularly to
its surface and aligned with the tube length in its middle at a distance L ≈ 80 cm from
the entrance of the tube. The illuminated upper layer of particles intersecting the sheet
(of length ≈ 5 cm) was imaged by a digital camera. The images were then analysed
(with ImageJ available at http://rsb.info.nih.gov/ij/) to yield the position of the fluid-
particle interface. Each image was thresholded to turn this interface into a white curve
which was further eroded to a single-pixel-thick curve. After calibration, this provides a
precise measurement of the fluid-particle interface. In order to perform the calibration,
a grid was inserted into the tube filled with pure fluid. An image of this grid was then
recorded under the same optical conditions used in interface-position measurements and
the co-ordinates of its points were measured.

4.4. Bed profile evolution

We choose to be in the condition of bed-load transport, i.e. above the critical Shields
number. Particles at the surface of the bed are then always set in motion by the fluid
flow and are observed to roll and slide as can be seen in the accompanying movie. The
bed-load thickness is of the order of a few particle layers. The temporal evolution of the
bed height (averaged over the 5 cm of the measurement zone) measured at the middle of
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Figure 5. Temporal evolution of the bed height, hp, for (i) batch A in fluid 2
with Qpipe = 6.45 10−6m3.s−1 (•) and in fluid 4 with Qpipe = 5.21 10−6m3.s−1

(�), (ii) for batch B in fluid 1 with Qpipe = 3.37 10−6m3.s−1 (�), in fluid 5 with
Qpipe = 6.98 10−6m3.s−1 (△), in fluid 5 with Qpipe = 1.04 10−5m3.s−1 (⋄), and
in fluid 3 with Qpipe = 2.56 10−6m3.s−1 (▽), and (iii) for batch C in fluid 3 with
Qpipe = 2.13 10−6m3.s−1 (+) and with Qpipe = 5.16 10−6m3.s−1 (×).

the pipe is shown in figure 5. The bed height is always seen to decrease with increasing
time as the test section is not fed in with particles. As expected, the bed height decrease
is larger when increasing the flow rate and the viscosity for a given batch of particles
and when decreasing the particle density for a given fluid. Note that, as the experiments
are performed in a closed pipe, the Shields number evolves with the bed height. When
the experiment is run for a long enough time (from one day to one week), the bed
evolution eventually stops at a final bed height, hend

p . This threshold for cessation of
motion coincides with that for incipient motion as, by increasing the flow rate by a small
amount, particle are set again in motion. Precise measurements of this critical bed height
have provided the determination of the critical Shields number θc = 0.12 ± 0.03 in the
same viscous laminar flows, see Ouriemi et al. (2007). In some cases, the tube can be
completely emptied if the Shields number for the empty tube is larger than the critical
Shields number.

5. Comparison and conclusion

We now compare the analytical predictions to the experimental data. First, we consider
the prediction for the critical Shield number θc. Note that this prediction, θc = µφ0/2,
relies on the criterion that a single grain layer is in motion at threshold. It is pro-
portional to the tangent of the angle of repose which has been evaluated µ = 0.43
by Cassar, Nicolas & Pouliquen (2005) for spherical particles and to the particle vol-
ume fraction φ0 in the bulk of the bed. This last quantity has not been measured
experimentally but can be estimated to be in the range 0.55 6 φ0 6 0.65, see e.g.
Goharzadeh, Khalili, & Jørgensen (2005). This gives a prediction 0.13 ± 0.01 in good
agreement with the experimental measurements 0.12± 0.03 obtained in the same experi-
mental conditions of viscous laminar flows by Ouriemi et al. (2007). We should point out
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solid line represents equation (5.3). The dotted line (· · ·) represents equation (5.5) using
the semi-empirical law of Charru & Mouilleron-Arnould (2002) listed in table 2. The
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Figure 7. Dimensionless evolution of the Shields number θpipe [equation (5.4)] for
batch A in fluid 2 with Qpipe = 6.45 10−6m3.s−1 (•), for batch A in fluid 4 with
Qpipe = 5.21 10−6m3.s−1 (�), for batch B in fluid 1 with Qpipe = 3.37 10−6m3.s−1

(�), for batch B in fluid 5 with Qpipe = 6.98 10−6m3.s−1 (△), for batch B in fluid 5
with Qpipe = 1.04 10−5m3.s−1 (⋄), for batch B in fluid 3 with Qpipe = 2.56 10−6m3.s−1

(▽), for batch C in fluid 3 with Qpipe = 2.13 10−6m3.s−1 (+), and for batch C with
Qpipe = 5.16 10−6m3.s−1 (×). The solid line corresponds to the numerical integration of
equation (5.2) for θstart

pipe = 0.5, θstart
pipe = 1.8, and θstart

pipe = 7.5.
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that the theoretical prediction, θc = µφ0/2, is independent of the specific shear flow used
as it is identical for Poiseuille and Couette flows, see § 3 and appendix A. This is also
confirmed by experiments as θc has been found to be ≈ 0.12 in the Couette apparatus
of Charru et al. (2002) and in the Hele-Shaw cell of Loiseleux et al. (2005).

Secondly, we move to the prediction for the particle flux qp. We do not have a direct
experimental measurement of the particle flux but have the experimental evolution of
the bed height which can be related to the particle flux by the particle flux conservation
equation obtained by integrating the continuity equation (2.2) over D

φ0
∂hp

∂t
+

∂qp

∂x
= 0. (5.1)

Using equations (3.16) and (3.17), the mass conservation (5.1) can be written as a kine-
matic wave equation in dimensionless form

∂θ

∂t∗
+ c∗(θ)

∂θ

∂x∗
= 0, (5.2)

exhibiting now the Shields number θ instead of hp and qp. The length-scale is again D
but the time-scale differs from that (= η/∆ρgD) used in § 3 and has been chosen to be

= (6Re2D/Ga)
1/2

(D/d)(ηe/∆ρgd). The dimensionless kinematic velocity

c∗(θ) =
1

12
θ3/2

(

3
θ2

θc2 + 1

)

, (5.3)

describes the propagation of a perturbation in Shields which is related to a perturbation
in bed height. It becomes ≈ θ7/2/4θc2 for θ ≫ θc.

To check the validity of this expression, we need to determine experimentally the
kinematic velocity as well as the Shields number. We evaluate the arrival time tp of the
initial perturbation created at the entrance of the bed as the time for which the initial
height has decreased of 0.5% at the measurement location L. The initial kinematic
velocity is then experimentally defined as αL/tp where the numerical factor α = 0.87
corrects this criterion chosen for the arrival time evaluation. We also deduce the initial
height hstart

p from the time-evolution curves of figure 5. The Shields number is now
estimated to be

θpipe =
3

2

d2

D2

πβRepipe

Ga

(

D

D − hp

)2

(5.4)

which substitutes to equation (3.16) in the case of a pipe flow with Repipe = 4ρfQpipe/πηD
and with the numerical coefficient β = 1.85 in the limit 0.2 6 1 − h̄p 6 0.8 as found by
Ouriemi et al. (2007). The switch to this new formula for the Shields number is due to
the switch from a shear rate γ̇2D = 6(Q2D/D2)[D/(D − hp)]

2 in a plane flow to a shear
rate γ̇pipe = 6β(Qpipe/D3)[D/(D− hp)]

2 in a truncated pipe flow where the coefficient β
is found from numerical analysis. In figure 6, the dimensionless initial kinematic velocity
is plotted versus the initial Shields number defined by equation (5.4) with hp = hstart

p .
The data collapse on a master curve which suggests that the time-scale found theoreti-
cally is appropriate. The theoretical curve for c∗(θ) is in good agreement with the data
when µ = 0.43, φ0 = 0.55, and ηe = η(1 + 5φ0/2). We can note that the approximation
with the 7/2 power law, c∗ ≈ θ7/2/4θc2, is well reproduced as θ > 2θc in most of the
experiments. For large θ, there is a departure due to the overestimation of the analyti-
cal Shields number, see figure 3 (a) where the analytical Shields number lies above the
numerical Shields number for θ > 1.5. Further comparison is given in figure 7 where
the data of figure 5 are made dimensionless by using the Shields number (5.4) and the
dimensionless time. Again, starting from different initial Shields numbers, the data even-
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tually collapse onto a decay curve which is well predicted by the numerical integration
of equation (5.2) using a classical Euler scheme and taking the same values for µ, φ0 and
ηe.

We have also tested our data against the semi-empirical law of Charru & Mouilleron-Arnould (2002)
relating qp to (θ − θc) listed in table 2. Importing this law in equation (5.2) while using
the same length and time scales gives the new dimensionless kinematic velocity

c∗(θ) =
ηe

η
2.52 θ3/2 (θ − θc)

2
. (5.5)

The experimental data are in good agreement with equation (5.5) for large θ as the same
power law 7/2 is recovered. Discrepancy occurs for small θ suggesting that qp may not
be linked to the excess Shields number (θ − θc) but is more likely related to the Shields
number θ.

We turn now to the discussion of the closures used in the two-phase model which have
led to the momentum equation for the mixture and the Brinkman equation for the fluid
velocity used in the present study. First, we have assumed that the effective stress tensor
associated with the fluid phase was of Newtonian form and have chosen for simplicity
to use the Einstein effective viscosity ηe = η(1 + 5φ0/2). Figures (6) and (7) show that

the time-scale = (6Re2D/Ga)
1/2

(D/d)(ηe/∆ρgd) build on the effective Einstein viscos-
ity is the good order of magnitude. This may seem surprising as the Einstein viscosity
is supposed to be valid for dilute suspensions while, in the present experimental config-
uration, the particles are in contact and thus the volume fraction is not far from close
packing. There are many formulae describing the effective viscosity at high concentra-
tions and most of them diverge at close packing, see e.g. Stickel & Powel (2005). Clearly,
the effective viscosity cannot be described by such formulae as this would increase the
time-scale by many orders of magnitude and would not match the experimental data.

Secondly, we have chosen to describe the stress tensor of the particle phase by a sim-
ple Coulomb model. This model neglects the shearing effect of the granular media. A
refined closure would be to consider a constitutive law which has been first derived for
dry granular flows and has been then found successful for submarine granular flows, see
GDR Midi (2004), Jop, Forterre & Pouliquen (2006), Cassar, Nicolas & Pouliquen (2005),
and Pouliquen Cassar, Forterre, Jop, & Nicolas (2005). The stress tensor of the granular
material when sheared at a shear rate ∂up

i /∂xj + ∂up
j/∂xi under a confinement pressure

pp is then written as

σp
ij = −ppδij + τp

ij = −ppδij + µ(I)pp (
∂up

i

∂xj
+

∂up
j

∂xi
)/|

∂up
i

∂xj
+

∂up
j

∂xi
|. (5.6)

The friction coefficient µ(I) depends on a single dimensionless parameter I which is the
ratio between the time of rearrangement of a particle when it is displaced from its hole
and the time taken by the particle to move from one hole to the next. When an interstitial
viscous fluid is present, this dimensionless number has been found to be

I =
η

ppα
|
∂up

i

∂xj
+

∂up
j

∂xi
|, (5.7)

with α = 0.01. The following expression for the friction coefficient has been proposed

µ(I) = µs +
µ2 − µs

1 + I0
I

, (5.8)

where I0, µ2, and µs are constant which depends upon the particle material used. When
there is no grain motion, this rheology is not valid and one simply writes that γ̇p = 0.
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Figure 8. (a) Numerical velocity profiles for the fluid (∆) and the solid (�) with a
Coulomb rheology and profiles for the fluid (+) and the particles (×) with the more
refined µ(I) rheology in the case of particles of batch A in fluid 3 at φ0 = 0.55 and
qf = 6.2 10−3m2s−1. (b) Blow-up for the same conditions.

Below the threshold, the medium behaves locally as a rigid body. Note that µs is the
tangent of the angle of repose and is identical to the friction coefficient µ used in the
simple Coulomb model.

We have solved numerically and analytically the Brinkman equation for the fluid phase
and the momentum balance equation for the mixture with this new rheology, see figure
8. Near the thresholds of motion, I ≪ I0 and µ(I) ≈ µs +(µ2 −µs)I/I0. This simplified
rheology yields the same critical Shields number, θc = µsφ0/2. For I >> I0, µ(I) ≈ µ2

and the same solution as in the Coulomb friction case is obtained by substituting µ by
µ2. The bed-load-transport can then be expressed as

qp/
∆ρgd3

ηe
= φ0

θc

12

µ2

µs

[

θ

2θc

µs

µ2

(

θ2

θ2
c

(

µs

µ2

)2

+ 1

)

−
1

5

]

. (5.9)

In the case of glass spherical particles, µ2 = 0.82, see Cassar, Nicolas & Pouliquen (2005),
and qp is only modified by a factor 1/4. Figure 8 shows that using this sophisticated rhe-
ology does not change significantly the velocity profiles. The only difference resides inside
the granular media in motion where the fluid and particles profiles are overestimated by
using the Coulomb friction.

In conclusion, we have used a two phase model having a Newtonian rheology for
the fluid-phase and friction for the particulate phase to describe bed-load transport by
viscous shearing flows. The relevant equations are found to be the Brinkman equation
for the fluid phase and the momentum balance equation for the mixture. Solving these
equations yields the velocity profiles for the fluid and the particles as well as the bed-
load thickness, particle flow-rate, and the Shields number, θ, at the top of the bed.
The critical shields number, θc = µφ0/2, is proportional to the tangent of the angle of
repose, µ, and to the particle volume fraction in the bulk of the bed, φ0, independently
of the specific shearing flow used. The predicted value for onset of motion is in excellent
agreement with experimental data of Charru et al. (2002), Loiseleux et al. (2005), and
Ouriemi et al. (2007) obtained in different flow geometries. The bed-load flow rate has
a viscous scaling and is approximately proportional to φ0θ

3/24θc2 (and not to the excess
Shields number θ − θc) in both Couette and Poiseuille flows. This algebraic law for the
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Region Ū ūp p̄p

(I) µφ0(h̄p − h̄c − d̄/2)(ȳ − 1) + Ū0 undefined 0

(II)
η

ηe
µφ0

»

−
(ȳ − h̄p + d̄)3

6d
+

(ȳ − h̄c)
2

2

–

Ū
φ0

2d̄
(ȳ − h̄s)

2

(III)
η

ηe
µφ0

`

ȳ − h̄c

´2

2
Ū φ0

„

h̄p − ȳ −
d̄

2

«

(IV) 0 0 φ0

„

h̄p − ȳ −
d̄

2

«

Table 7. Volume averaged velocity, particle velocity and pressure.
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Figure 9. (a) Numerical velocity profile for the fluid (+) and the particles (×) and
analytical velocity profiles for the fluid and the particles (−) in the case of particles of
batch A in fluid 3 at φ0 = 0.55 and U0 = 3.45 m.s−1. (b) Blow-up of the profiles for the
same conditions.

bed-load flow rate seems quite satisfactory for describing the evolution of the bed height,
i.e. the evolution of the Shields number, in conditions of bed-load transport for pipe
flows.

Appendix A. Particle bed submitted to a Couette flow

Using the same hypotheses as in § 3, we obtain Ū , ūp and p̄p in the case of a Couette
flow, see table 7 and figure 9. This determination also yields the bed-load thickness,
h̄p − h̄c, the particle fluxes q̄p and the Shields number at the top of the bed θ as a
function of the bed-load thickness, h̄p − h̄c, see table 8 and figure 10.

Using the same definition as in § 3, the critical Shields number is given by

θc = µ
φ0

2
. (A 1)
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h̄p − h̄c (h̄p − 1)
ηe

η

(

1 −

»

1 −
η

ηe

d̄

(h̄p − 1)
+ 2

η

ηe

Ū0

µφ0(h̄p − 1)2
+
η2

η2
e

d̄2

3(h̄p − 1)2

–1/2
)

q̄p
η

ηe

µφ2
0

24d̄

»

−
d̄4

5
+ (h̄p − h̄c)

4
− (h̄p − h̄c − d̄)4

–

θ (h̄p − h̄c)
µφ0

d̄
−
µφ0

2

Table 8. Bed-load thickness, particle flow rate, and Shields number.
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Figure 10. (a) Analytical Shields number [equation (A 2)] versus numerical Shields num-
ber in the case of particles of batch A in fluid 3. The solid line represents the slope one.
(b) Adimensionnal analytical solid flux q̄p (−) [equation (A 3)] versus analytical θ [equa-
tion (3.16)] and adimensionnal numerical solid flux q̄p (•) versus numerical θ for the same
conditions.

In the limit 1 − h̄p >> d̄ and Ū0/
[

µφ0(h̄p − 1)2
]

<< 1, one finds that

θ =
Ū0

d̄(1 − h̄p)
, (A 2)

showing that the perturbation to the Couette flow due to the motion of the granular
media is negligible. The bed-load flow-rate given in table 8, can be further simplified to
yield

qp/
∆ρgd3

ηe
=

φ0θc

12

{

−
1

5
+

1

2

[

(

θ

θc

)3

+
θ

θc

]}

. (A 3)
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4.4 Compléments à l'arti
le4.4.1 Seuil naturel dans un milieu poreuxDans 
e 
hapitre, nous avons étudié un é
oulement diphasique �uide/milieu gra-nulaire 
onstitué de parti
ules rigides. Pour 
ela, nous avons utilisé la modélisationdiphasique développée par Ja
kson (1997, 2000) à laquelle nous avons asso
ié desfermetures simples. La rhéologie solide utilisée pour modéliser la 
ontrainte solideasso
iée aux 
onta
ts entre les parti
ules σp est dé
rite par l'équation (4.16), danslaquelle nous avons pris µ = µs pour les appli
ations numériques [Cassar et al.(2005)℄. Cette appro
he simple nous a permis d'obtenir une expression analytique(θc = µφ0/2) du seuil de mise en mouvement en dé�nissant 
e seuil 
omme la valeurdu nombre de Shields 
orrespondant à un diamètre de parti
ules en mouvement.Mais existe-t-il naturellement un seuil de mise en mouvement des parti
ules ? Pourrépondre à 
ette question, nous étudions l'é
oulement de �uide dans un milieu po-reux et nous regardons dans quelles 
onditions la 
ontrainte solide σp est su�santepour le mettre en mouvement.Le mouvement du �uide dans le milieu poreux est dé
rit par l'équation (4.32)dans laquelle on impose une vitesse solide nulle. En 
onsidérant un é
oulement sta-tionnaire, on obtient une équation simpli�ée pour le �uide,
0 = −ǫ2D2

K
ūf − ǫ

∂p̄f

∂x̄
+ ǫ

∂τ̄ f
xy

∂ȳ
, (4.37)

∂p̄p

∂ȳ
= −φ, (4.38)où

τ̄ f
xy =

ηe

η

∂ǫūf

∂ȳ
. (4.39)D'après l'équation (4.33), la 
ontrainte solide est alors dé�nie par

∂τ̄p
xy

∂ȳ
=

∂p̄f

∂x̄
−

∂τ̄ f
xy

∂ȳ
. (4.40)Ces équations peuvent être résolues numériquement dans le 
as d'un é
oulement dePoiseuille appliqué dans un 
anal en partie rempli par un milieu poreux. On peutégalement résoudre les équations analytiquement si on suppose que le milieu poreuxest in�ni et si on néglige la variation de la fra
tion volumique solide (φ = φ0 = 0.55).Nous modélisons la vis
osité e�e
tive en utilisant la formule d'Einstein, ηe = η(1 +

5/2φ). En résolvant analytiquement l'équation (4.37), on obtient l'expression de lavitesse débitante du �uide,pour h̄p < ȳ < 1, ūf =
∂p̄

∂x̄

ȳ2 − 1

2
− ∂p̄

∂x̄

ȳ − 1

δ + 1 − h̄p

(

h̄pδ +
K

D2
+

1 − h̄2
p

2

)

,pour 0 < ȳ < h̄p, ǫūf =
∂p̄

∂x̄

K

D2
− ∂p̄

∂x̄

δe(ȳ−h̄p)/δ

δ + 1 − h̄p

(

K

D2
+

(1 − h̄p)
2

2

)

,(4.41)105



où δ = [Kηe/(D2η)]
1/2 est une é
helle 
ara
téristique de la porosité et K représentela perméablité [équation (4.14)℄. L'expression du nombre de Shields au sommet dumilieu poreux est donnée par

θ =
1

d̄

∂ūf

∂ȳ
(h̄p) =

1

d̄

[

∂p̄

∂x̄
h̄p −

∂p̄

∂x̄

1

δ + 1 − h̄p

(

h̄pδ +
K

D2
+

1 − h̄2
p

2

)]

, (4.42)Dans la suite, nous allons négliger les termes d'ordre d̄ devant les termes d'ordre un.La 
ondition pour que les parti
ules 
onstituant le milieu poreux se mettenten mouvement (
isaillement du milieu granulaire) est réalisée pour τ̄p ≥ µsp̄
p. La
ondition τ̄p = µsp̄

p se véri�e au moins en un point si la pente de τ̄p est supérieureou égale à la pente de µsp̄
p. L'expression de la pente en h̄p de la 
ourbe représentant

τ̄p est dérivée de l'équation (4.40) et l'égalité entre les deux pentes est donnée par
− η

ηe

2µsφ0δ

(h̄p − 1)
=

∂p̄

∂x̄
. (4.43)En 
ombinant 
ette équation ave
 l'équation (4.42), on obtient un nombre de Shields
ritique pour le poreux,

θc
p = µsφ0

η

ηe

δ

d
. (4.44)L'é
helle de la porosité étant largement inférieure à d̄, le nombre de Shields 
ritique

θc
p ≈ 0.006 obtenu est largement inférieur à la valeur obtenue expérimentalement

θc ≈ 0.12 (
hapitre 3). Cependant, pour obtenir une solution analytique simple, nousavons négligé les variations de la fra
tion volumique solide sur la première 
ou
he,alors qu'elle in�ue sur la perméabilité qui passe d'une valeur in�nie à sa valeurmoyenne sur une taille de grain. On s'attend don
 à 
e que l'é
helle 
ara
téristiquede la porosité soit plut�t la taille du grain et que le nombre de Shields 
ritique puisses'é
rire sous la forme,
θc

p = µsφ0kp, (4.45)où kp est une 
onstante numérique de l'ordre de grandeur de l'unité.En résolvant numériquement, les équations (4.40) et (4.37), il est possible dedéterminer sans faire d'hypothèse, la valeur du nombre de Shields minimale θc
p pourlaquelle la 
ondition τ̄p = µsp̄

p est véri�ée au moins en un point. On trouve unevaleur seuil θc
p = 0.06. La �gure 4.8 représente les 
ontraintes solides existant ausein du milieu poreux pour di�érents nombres de Shields. On peut noter qu'en aug-mentant le nombre de Shields, on augmente la 
ontrainte solide existant dans lemilieu poreux. Pour θ < θc

p, τp est toujours inférieur à µsp
p, la 
ontrainte �uide n'estdon
 pas su�sante pour mettre le milieu en mouvement. Pour θ = θc

p, il existe unpoint pour lequel τp = µsp
p, on est don
 bien au niveau du seuil de mise en mouve-ment. Pour θ = 0.071 > θc

p, τp est supérieur à µsp
p sur environ une taille de grains(≈ 0.7d̄). On peut en déduire, que la 
ontrainte �uide est su�sante pour mettre lemilieu granulaire en mouvement. Il est intéressant de noter qu'il existe deux pointsde 
onta
t entre τ̄p et µsp̄

p (≈ h̄p −2d̄/3 et ≈ h̄p −1.4d̄). Au dessus et en dessous dela zone située entre 
es deux points, la 
ontrainte solide est inférieure à µsp̄
p. Cette106
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p (· · · ) représentée en fon
tion de la hauteur adimensionnée ȳ dans unmilieu poreux.observation explique les raidissements du pro�l de vitesse du milieu granulaire qu'onobserve au niveau de l'interfa
e �uide/milieu granulaire pour les faibles valeurs dunombre de Shields. Pour θ = 0.6 >> θc
p, la zone sur laquelle τp < µsp

p au niveau del'interfa
e devient pratiquement négligeable, 
e qui est 
on
ordant ave
 l'observationselon laquelle le raidissement du pro�l disparaît quand θ augmente.Il existe don
 bien un seuil exprimé en terme de nombre de Shields en dessousduquel il n'y a pas mouvement des grains. La valeur obtenue numériquement (θc
p ≈

0.06) est du même ordre de grandeur que le seuil déterminé expérimentalement
θc = 0.12. Analytiquement, nous prédisons bien un seuil proportionnel à µsφ0. Cetteappro
he permet de déterminer le seuil de mise en mouvement des grains sans faired'hypothèse supplémentaire, mais elle ne permet pas d'obtenir une modélisationanalytique simple. Le fait de dé�nir un seuil de mise en mouvement qui 
orrespondà un diamètre de billes en mouvement, nous permet d'obtenir une forme analytiquesimple pour le nombre de Shields 
ritique que nous pouvons ensuite utiliser dans lapoursuite de l'étude.4.4.2 Confrontation ave
 les di�érents modèles analytiquesde la littératureDans la littérature, le �ux de parti
ules est généralement relié au nombre deShields sous la forme,

qp/Qd = φ0f(θc, θ). (4.46)La modélisation diphasique du mélange �uide/parti
ules, nous a permis d'exprimer
Qd = ∆ρgd3

ηe
et f(θ, θc) = θc

12

[

θ
2θc

(

θ2

θ2
c

+ 1
)

− 1
5

] dans la limiteRe2D << µsφ0

12
(h−hp)3

d3 Ga107



ave
 Ga =
∆ρρf gd3

η2 et Re2D =
ρf qf

η
. Cette limite représente les 
onditions pourlesquelles on peut négliger les perturbations engendrées par la mise en mouvementdu milieu granulaire sur l'é
oulement du �uide pur. Dans 
ette limite, le nombre deShields est dé�ni par

θ = 6
d2

h2

Re2D

Ga

(

D

D − hp

)2

. (4.47)Utiliser l'équation (4.47) revient également à négliger le mouvement du �uide dansle milieu granulaire. En terme de nombre de Shields, 
ette limite se traduit par,
θ << θc(D − hp)/d. Le nombre de Shields 
ritique étant 
onstant, on peut noterque le domaine de validité de l'équation (4.47) dépend du diamètre des parti
ules
d et de la hauteur du milieu granulaire. Expérimentalement, nous avons a

ès àl'évolution de la hauteur du lit dans la zone de mesure en fon
tion du temps. Cettehauteur est reliée au débit solide par l'équation de 
onservation de la masse (4.6).En 
ombinant les équations (4.6), (4.46) et (4.47), nous avons obtenu une équationanalytique adimensionnée,

∂θ

∂t∗
+ c∗(θ)

∂θ

∂x∗
= 0, (4.48)permettant de prédire l'évolution du nombre de Shields en fon
tion du temps. Cetteéquation a été adimensionnée en gardant 
omme longueur 
ara
téristique la hauteurdu 
anal D, tandis que le temps 
ara
téristique τ =

(

6Re2D

Ga

)1/2 hd
Qd

dé
oule dire
-tement de l'adimensionnement Qd obtenu pour le débit de parti
ules. La vitesse
inématique adimensionnée c∗(θ) dépend de la fon
tion de f(θ) reliant le nombre deShields au débit solide et peut être exprimée sous la forme,
c∗(θ) = 2θ3/2 ∂f

∂θ
(θ, θc). (4.49)Dans l'arti
le, nous avons 
omparé l'évolution du nombre de Shields et la vitessede propagation de la perturbation de l'entrée prédits par l'équation (4.5) ave
 nosrésultats expérimentaux. La bonne 
on
ordan
e entre le modèle et les résultats expé-rimentaux nous a permis de valider le modèle. Dans la littérature, il existe plusieursformules exprimant le débit solide en fon
tion du nombre de Shields. La plupartde 
es formules ont été 
onstruites pour un é
oulement turbulent [Einstein (1942,1950), Meyer-Peter &Muller (1948), Bagnold (1956), Yalin (1963), Ribberink (1998),Camemen & Larson (2005) et Wong & Parker (2006)℄, mais il existe des modèlesdé
rivant le �ux de solide soumis à un é
oulement laminaire [Charru & Mouilleron-Arnould (2002) ,Cheng (2004), Charru et al. (2004) et Charru & Hin
h (2006)℄.Ces formules s'é
rivent sous la même forme que l'équation (4.47). Pour des é
oule-ments turbulents, l'adimensionnement obtenu pour le débit solide est de la forme

Qd =
√

∆ρgd3

ρf
. Pour des é
oulements laminaires, l'adimensionnement obtenu est si-milaire à notre adimensionnement du débit, mais il est basé sur la vis
osité plut�tque sur la vis
osité e�e
tive. Suivant les auteurs, l'expression de f(θ, θc) varie, maiselle est le plus souvent proportionelle à (θ − θc). Dans la partie qui va suivre, nousallons tester quelques-unes de 
es formules en les 
omparant à l'aide de l'équation(4.49) ave
 nos résultats expérimentaux. Cela nous permettra de 
on
lure sur l'im-portan
e de l'adimensionnement et l'in�uen
e de la fon
tion f(θ, θc) sur la prédi
tion108



Auteurs Qd f(θ, θc)Ribberink (1998) √

∆ρgd3

ρf
10.4(θ − θc)1.67Camemen & Larson (2005) √

∆ρgd3

ρf
12θ1.5e−4.5 θc

θWong & Parker (2006) √

∆ρgd3

ρf
4.93(θ − θc)1.60Charru & Mouilleron-Arnould (2002) ∆ρgd3

η
0.42(θ − θc)3Tab. 4.1 � Expression de Qd et f(θ, θc) proposées dans la littérature.des résultats expérimentaux. Cette 
omparaison est aussi un bon moyen de tester ledomaine de validité des formules proposées dans la littérature. Nous avons résumédans le tableau 4.1 les di�érentes formules que nous allons tester.Les données expérimentales étant obtenues dans une 
on�guration à trois dimen-sions, il faut adapter le modèle 2D pour pouvoir le 
omparer ave
 les expérien
es.Pour 
ela nous utilisons la relation basée sur un 
al
ul numérique qui a été dévelop-pée dans le 
hapitre 3,

Re2D = Re3D
βπ

4

Qf2D = Qf3D
β

D
, (4.50)où β = 1.85 est un 
oe�
ient numérique dé�ni dans le 
hapitre 3. En utilisant
es formules, il est possible de 
omparer les données expérimentales ave
 le modèleanalytique. La vitesse de propagation de la perturbation initiale obtenue expéri-mentalement pour di�érentes expérien
es est représentée en fon
tion du nombrede Shields initial sur les �gures 4.9 et 4.10. Dans 
haque �gure, un adimensionne-ment di�érent a été utilisé. On peut remarquer que quelque soit l'adimensionnementutilisé, les données semblent plus ou moins s'ajuster sur une 
ourbe maîtresse 
rois-sante en fon
tion du nombre de Shields initial. L'adimensionnement proposé parCharru & Mouilleron-Arnould (2002) di�ère de notre adimensionnement par le fa
-teur ηe/η = 1+ 5/2φ0. La vis
osité e�e
tive étant 
onsidérée 
omme 
onstante dansnotre modèle, l'utilisation de l'un ou l'autre de 
es adimensionnements n'in�uen
epas sur la dispersion des données. On peut noter que les données adimensionnéespar la vitesse 
ara
téristique turbulente présentent une plus grande dispersion que
elles adimensionnées par notre vitesse 
ara
téristique. Le rapport entre l'adimen-sionnement turbulent et notre adimensionnement varie ave
 ηe/(ρ

1/2
f ∆ρ1/2g1/2d3/2).Au 
ours de nos expérien
es, g et ρf peuvent être 
onsidérées 
omme 
onstants. Leproduit ∆ρ1/2d3/2 a été varié au maximum d'un fa
teur trois et η d'un fa
teur quatre.109
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Fig. 4.9 � Vitesse de propagation c∗ = αL∗/t∗p adimensionnée par notre adimension-nement en fon
tion du nombre de Shields initial du lit θstart
pipe pour des parti
ules dutype A (◦), du type B (�) et du type C (△). Les 
ourbes représentent l'équation(4.49) 
ouplée ave
 notre expression de q̄p (−−) et l'expression proposée par Charru& Mouilleron-Arnould (2002) (−).La di�éren
e entre les deux adimensionnements est au maximum d'un fa
teur quatreet il est don
 di�
ile de di�éren
ier de manière quantitative les deux adimension-nements. Sur les �gures 4.9 et 4.10 les 
ourbes représentent les di�érents modèlesthéoriques. On peut noter que les di�érents modèles turbulent surestiment la vi-tesse adimensionnée de propagation, même si la dépendan
e en nombre de Shieldssemble être 
ohérente. On peut don
 déduire de 
ette �gure que, 
omme attendue,la modélisation turbulente n'est pas adaptée pour dé
rire le débit solide d'un mi-lieu granulaire soumis à un é
oulement laminaire. Le modèle proposé par Charru& Mouilleron-Arnould (2002) sous-estime la vitesse de propagation mesurée pour

θ < 1. La forte dé
roissan
e de la 
ourbe aux environs du nombre de Shields 
ritiqueest due à la forme du débit solide qui est relié à l'é
art au seuil de la 
ontrainte adi-mensionnée θ−θc. Le fait que notre modèle qui ne possède pas la même dépendan
eprésente un meilleur ajustement des données aux environs de θc semble indiquer quele débit solide n'est pas relié à l'é
art au seuil de la 
ontrainte adimensionnée maisdire
tement à la 
ontrainte adimensionnée.4.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons modélisé l'intera
tion �uide/milieu granulaire ennous basant sur les équations diphasiques développées par Ja
kson (1997, 2000) eten utilisant des fermetures simples. Nous avons résolu analytiquement les équationsdiphasiques dans des 
as asymptotiques simples. Cette solution analytique nous apermis de proposer des formules pour le �ux de parti
ules en mouvement et pour leseuil de mise en mouvement qui sont en bon a

ord ave
 les données expérimentales110
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Fig. 4.10 � Vitesse de propagation c∗ = αL∗/t∗p adimensionnée en utilisant l'adimen-sionnement turbulent en fon
tion du nombre de Shields initial du lit θstart
pipe , pour desparti
ules du type A (◦), du type B (�) et du type C (△). Les 
ourbes représententl'équation (4.49) 
ouplée ave
 l'expression de q̄p proposée par Ribberink (1998) (-),proposée par Wong & Parker (2006) (- -) et proposée par Camemen & Larson (2005)(...).dans les limites du modèle. Les trois résultats prin
ipaux de 
ette étude sont lessuivants : le seuil de mise en mouvement est proportionnel à µφ0 et est indépen-dant de la nature de l'é
oulement. Le �ux de parti
ules obtenu est proportionnelà θ3/θc2 et non à la di�éren
e au seuil de la 
ontrainte adimensionnée θ − θc. Lavis
osité e�e
tive ηe ne peut pas être modélisée par une formule qui diverge quandles parti
ules sont en 
onta
t.
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Chapitre 5Formation des dunesNous avons vu dans le 
hapitre pré
édent, qu'il existe trois régimes (�petitesdunes�, �dunes à vortex� et �dunes sinueuses�) pour lesquels le lit de parti
ules semet en mouvement et se déforme. Cette déformation se traduit par l'apparitionde stru
tures sédimentaires 
ouramment appelées dunes. Le but de 
e 
hapitre estd'étudier les seuils d'apparitions de 
es di�érentes stru
tures, ainsi que leur évolutionau 
ours du temps. S'il semble possible de dé
rire le seuil de déstabilisation dulit par une appro
he linéaire, l'évolution temporelle des di�érentes dunes apparait
lairement non-linéaire. Aussi dans 
e 
hapitre nous avons privilégié deux appro
hes,une étude de stabilité linéaire basée sur le �ux de transport dé�ni dans le 
hapitrepré
édent (4) pour prédire le seuil d'apparition des �petites dunes� et une appro
hepurement qualitative qui nous permet de dé
rire l'évolution temporelle des stru
turesformées.5.1 Seuil de formation des �petites dunes�Dans 
ette se
tion, nous allons étudier la stabilité du lit de parti
ules soumis à uné
oulement de Poiseuille laminaire a�n de prédire le seuil d'apparition des �petitesdunes�.5.1.1 Prin
ipe de l'étudeDe nombreuses études ont été réalisées a�n d'étudier les premiers stades d'ap-parition des stru
tures sédimentaires. Une liste non exhaustive est détaillée dans le
hapitre 1 de 
ette thèse.On peut di�éren
ier deux méthodes prin
ipales pour réaliser l'étude de stabilité.La première méthode de type milieu 
ontinu 
onsiste à 
onsidérer le �uide pur et lemélange �uide/milieu granulaire 
omme des milieux 
ontinus et à perturber l'inter-fa
e entre les deux. La deuxième méthode 
onsiste à étudier l'é
oulement du �uidesur un fond solide perturbé, avant de le 
oupler ave
 l'évolution du milieu granulaireà travers l'équation de 
onservation de la masse. Cette méthode a l'in
onvénient denégliger les perturbations induites dans l'é
oulement par le mouvement du milieugranulaire, mais elle permet d'obtenir des résultats qui sont en bon a

ord ave
 lesréalités expérimentales [Charru (2006)℄, notamment en 
e qui 
on
erne la prédi
tion113



de la longueur d'onde la plus instable. La méthode basée sur une modélisation detype milieu 
ontinu a l'avantage de prendre en 
ompte la rétroa
tion existant entrele milieu granulaire et le �uide, pourtant la 
on
ordan
e entre les prédi
tions et lesdonnées expérimentales n'est pas en
ore satisfaisante [Kuru et al. (1995)℄. L'é
artobservé entre les prédi
tions et les résultats expérimentaux est sans doutes dû à unemauvaise modélisation du mélange �uide/milieu granulaire.A�n d'étudier le seuil d'apparition des �petites dunes�, nous avons privilégié ladeuxième méthode. Pour 
ela nous nous sommes inspirés des travaux réalisés dans le
as d'un é
oulement de Couette laminaire par Charru & Hin
h (2000, 2006). Nousavons transposé leur étude dans le 
as d'un é
oulement de Poiseuille laminaire àdeux dimensions. A�n de dé
rire le �ux de transport de parti
ules, nous avons uti-lisé la formule obtenue dans le 
adre de l'étude du lit plat en mouvement (
hapitre4). Le �ux de transport de parti
ules varie en fon
tion du nombre de Shields θ et dunombre de Shields 
ritique θc. En perturbant l'interfa
e �uide/milieu granulaire, onperturbe l'é
oulement, 
e qui entraîne une perturbation du nombre de Shields mesuréau niveau de l'interfa
e, tandis que l'in
linaison de l'interfa
e �uide/milieu granu-laire modi�e le seuil de mise en mouvement (θc). À travers l'équation de 
onservationde la masse, nous pouvons étudier la stabilité du lit analytiquement dans le 
adrede l'approximation des grandes longueurs d'ondes et numériquement pour toutes leslongueurs d'ondes. Cette étude de stabilité est dé
rite dans l'arti
le Dune formationin pipe �ow qui est en 
ours de préparation pour être soumis au �Journal of FluidsMe
hani
s�.5.1.2 Arti
le
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We present a phase diagram of the different dune patterns observed when a bed composed
of spherical particles is submitted to a pipe flow. A simple linear stability analysis based
on a particle flux derived by Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007) is performed to
predict the threshold for dune formation. The control parameter of the instability is
the Reynolds number and the predicted wavelength at onset is of the order of the fluid
thickness. This basic analysis accounts reasonably well for the experimental observations.

1. Introduction

A very common feature that arises when bed constituted of particles are submitted
to shearing flows is the formation of ripples, i.e. small waves on the bed surface, or of
dunes, i.e. larger mounds or ridges. The widely recognised mechanism for dune or ripple
formation is the fluid inertia or more precisely the phase-lag between the bottom shear
stress and the bed waviness generated by the fluid inertia, see e.g. Charru & Hinch (2006)
and references therein. In that case, the shear stress, the maxima of which are slightly
shifted upstream of the crests, drags the particles from the troughs up to the crests. This
destabilizing mechanism seems to be robust enough to apply to any steady flow, either
turbulent, see e.g. Engelund (1970), or viscous, see e.g. Charru & Mouilleron-Arnould
(2002). A few stabilising mechanisms have been proposed, among which a well identified
stabilising effect due to the inclination of the bed, see e.g. Fredsøe (1974), Richards
(1980), Charru & Hinch (2006), and Charru (2006). For nonzero slope, the gravity force
parallel to the bed surface favours the downhill motion of the particles and conversely
impedes the uphill motion. Recent studies have proposed another stabilising mechanism
arising from the phase-lag between the bottom shear stress and the particles flow rate
which is related to particle inertia. This effect can be expressed in term of an inertial
length, see e.g. Andreotti, Claudin & Douady (2002) and Valance & Langlois (2004), or
a deposition length coming from a stabilising crest-erosion process, see e.g. Charru &
Hinch (2006) and Charru (2006).

However, a complete description of the bed instability is still lacking as the coupling be-
tween the granular media and the fluid is poorly understood. Usually, one first calculates
the fluid flow as if the wavy bottom were fixed by considering the superposition of a base
flow on the flat bed and a perturbation induced by the wavy bottom. Then, one needs to
relate the particle flow rate to the calculated shear stress at the top of the bed. Particle
mass conservation equation is finally solved to provide the growth rate of the instability.
Several algebraic law relating the particle flow rate to the bottom shear stress have been
proposed in the literature, see tables 1 and 2 of Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007),
leading to different expressions for the instability threshold and wavelength selection,
see tables 1 and 2. Different dimensionless numbers have been advanced for controlling
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Authors Flow Thresholds prediction

Sumer & Bakioglu (1984) turbulent Rep =
du∗

ν
= 10 − 26

Charru & Mouilleron-Arnould (2002) laminar θ = θc
0

„

30

θc
0
Gaµ

«

1/2
d

hf

Charru & Hinch (2006) laminar Ga =
396

θc
0

„

d

hf

«3

Table 1. Stability analysis prediction for the instability threshold, where u∗ is the shear
velocity, Ga = d3ρf∆ρg/η is the Galileo number, ∆ρ = ρp − ρf , and µ is a friction
coefficient.

Authors Flow λ

Kuru, Leighton & McCready (1995) laminar d
2ρp sin(ζ) cos(ζ)

∆ρ

U2

p

gd

Richards (1980) turbulent 50 z0 − 1000 z0 (ripple)

2πhf (dune)

Sumer & Bakioglu (1984) turbulent
ν

u∗

f

„

du∗

ν

«

.

Claudin & Andreotti (2006) turbulent ldrag = d
ρp

ρf
.

Charru & Mouilleron-Arnould (2002) laminar 60ν/u∗.

Valance & Langlois (2004) laminar 1.75π
√

3leq

×
h

`

1 +
√

1 − r
´1/3

+
`

1 −
√

1 − r
´1/3

i3

Kouakou & Lagrée (2005) laminar

"

„

θc
0∆ρgd

ρfµ

«

3
1

ν2(U0/δ)4

#1/2

Table 2. Stability analysis prediction for the most amplified wavelength where z0 is
the rugosity, ζ is the particle ejection angle during the saltation, Up is the saltation
velocity, cd the coefficient of deposition, leq = f(γ̇d2/ν)ldrag is an equilibrium length,

b = (θ−θc)/θc, r = 8
147

ν/γ̇
(0.53µ)3(1+b)3l2eq

, lsat = 1
0.4 ln(u2

∗
/z0g)ldrag is the saturation lenght

used by Andreotti, Claudin & Douady (2002), U0 is the velocity far from the soil, δ is
the thickness of the boundary layer, and f represents a function.
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Authors Flow λ

Yalin (1977) turbulent 2250 dRe−1

p

Yalin (1985) turbulent 3.38 dGa−0.25f(3.38 Ga−0.25Re−1

p )

Kuru, Leighton & McCready (1995) laminar/turbulent
U2

m

g

Coleman & Melville (1996) turbulent 316 d(Rec
p)

−0.2

Raudkivi (1997) turbulent 150 d0.5

Coleman & Eling (2000) laminar 175 d0.75

Table 3. Empirical correlation for the most amplified wavelength where Rep = du∗/ν is
the particle Reynolds number, Rec

p is the particle Reynolds number at the threshold of
motion, Um is the average liquid velocity, and f is a function given by a curve.

the instability among which the Shields number, θ, which is constructed as the ratio of
the shear stress at the top of the bed to the apparent weight of a single particle, the
Gallileo number, Ga, which is the Reynolds number based on the Stokes settling velocity
of the particles, and the particle Reynolds number, Rep, see table 1. There is not yet a
clear physical picture of the instability threshold both in laminar and turbulent flows.
The stability analyses of Sumer & Bakioglu (1984) and Charru & Mouilleron-Arnould
(2002) having the particle transport described by an algebraic law, a Bagnold-type law
and a cubic law respectively, have found preferred initial wavelengths to be an order of
magnitude smaller than the observed dune lengths. A recent stability analysis by Charru
(2006) seems to improve the predictions by including a phase-lag which erodes the peaks,
i.e. the additional stabilisation mentioned above. The variations of the wavelengths with
the experimental parameters have yielded to several empirical correlations, some of them
are listed in table 3. Most of the correlations involve the diameter of the particles, in
particular in the turbulent regime.

The present contribution aims at revisiting these issues for pipe flows. In § 2, we present
an experimental study of the evolution of a particle bed in a pipe flow. Different dune pat-
terns are observed as the flow rate is increased from the laminar to the turbulent regimes.
In § 3, we adapt the stability analysis of Charru & Hinch (2000) to a Poiseuille flow and
choose to use simply the algebraic law relating the particle flux to the Shields number
found by Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007). The predicted instability threshold and
wavenumber selection are compared to the laminar experiments in § 4.

2. Experimental observations

2.1. Experimental set-up

The experimental test section was a horizontal glass tube of inner diameter D = 3 cm
and length L = 1.8 m. The measurement zone was located at ≈ 50 cm from the entrance.
This length corresponded to the entry length necessary for the laminar flow to develop
fully inside the tube at Repipe ≈ 250, where Repipe = 4Qpipeρf/πDη is the tube Reynolds
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Batch Composition d (µm) ρp (g/cm3) Supplier
A Glass 132 ± 22 2.490 ± 0.003 Potters-Ballotini
B Polystyrene 538 ± 24 1.051 ± 0.002 Maxi-Blast
D PMMA 193 ± 30 1.177 ± 0.002 Lehmann & Voss & Co.

Table 4. Particle characteristics. The particle density, ρp, was measured with a pycnome-
ter and a fluid of measured density. The particle size distributions were determined with
a digital imaging system. The mean diameter is noted d and its error corresponds to one
standard deviation.

Fluid η (cP) ρf (g/cm3)

1 10 ± 1 1.022 ± 0.001
2 0.7 ± 1 0.999 ± 0.001
3 12 ± 1 1.023 ± 0.001
4 6.7 ± 1 1.016 ± 0.001
5 8 ± 1 1.018 ± 0.001

Table 5. Fluid characteristics at T = 35◦C. The viscosity, η, was measured with a
falling ball viscosimeter and the fluid density, ρf , with a pycnometer.

number with Qpipe the flow rate, ρf the fluid density, and η the viscosity. Experiments
were performed in the range 10−1 . Repipe . 104. For Repipe . 250, the laminar flow
was then fully developed in all the measurement zone while it was not for 250 . Repipe .
2500. The transition toward turbulence occurred for Repipe ≈ 2500.

Three different batches of spheres and five different mixtures of distilled water and
UCON oil 75H-90000 were used in the experiments as indicated in tables 4 and 5. First,
the tube was filled with fluid and the particles were carefully introduced to form an
uniform flat bed. Secondly, in order to avoid flow perturbations from a pump, the flow
was driven by gravity. The fluid was delivered to the tube by continuous overflow from an
overhead tank of variable height. At the outlet of the tube, the particles were captured
by a mesh while the fluid was run into a reservoir. A pump carried the fluid back to the
overflowing tank. The temperature of the fluid was maintained at 35 ± 1◦ C by using
a thermostated bath as a fluid reservoir in the fluid circulating loop. To measure Qpipe,
we collected a given volume of the fluid at the outlet of the tube in a given time.

2.2. Classification of dune patterns

Five different regimes can be observed as summarized in figure 1 for two different batches
of particles (Batches A and D) and using fluids of varying viscosity to explore the full
Repipe range. For convenience, we have chosen to represent their domain of validity as
a function of Repipe. Below the critical Shields number for incipient particle motion,
θc
0 ≈ 0.12 (the 0 subscript indicates that this threshold corresponds to a flat bed),

the bed shape does not evolve, see Charru, Mouilleron-Arnould & Eiff (2002), Loiseleux,
Gondret, Rabaut & Doppler (2005), and Ouriemi et al (2007). Note that this first thresh-
old is determined by the Shields number and not the Reynolds number. Above this first
threshold, we observe a second regime where the bed shape evolves but without dune
formation.

Increasing again Repipe, three regimes exhibiting different patterns of dunes can be
found. For the first dune regime, which only exists in laminar flow, the dunes denoted
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Dune formation 5

Flat bed in motion

Small dunes

Vortex dunes

Sinuous dunes
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Top view
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Figure 1. The different dune patterns.

‘small dunes’ present small amplitudes. The second dune regime is observed either in
laminar or turbulent flow. In this regime, the dunes are characterized by the existence
of vortices located at their front. The vortices erode the particle bed (see figure 1 top
view of the vortex dunes). This thus leads to dunes of very large amplitude denoted
‘vortex dunes’. Finally, when the flow is turbulent (and only in that case), we observe
a new dune pattern that we called ‘sinuous dune’. The bottom photograph of figure 1
shows a top view of a ‘sinuous dune’. The particle bed is eroded asymmetrically leading
to the formation of a pattern having a double periodicity. This may be explained by a
destabilization of the initial vortices observed in the ‘vortex dunes’.

2.3. Evolution of dune amplitude, wavelength, and phase velocity

To quantify more precisely the time-evolution of the dunes, we recorded the evolution of
the bed height as a function of time, for a combination of fluid and particles, a given flow
rate Qpipe, and an initial height of the bed, hstart

p . Using the same experimental technique
as in Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007) where further details can be found, the bed
height was measured by imaging the upper layer of the bed illuminated by a laser sheet
aligned with the tube length in its middle. The measurement zone spanned over 45 or
75 cm and started at ≈ 50 cm from the entrance of the tube. The use of such a large
measurement zone provided a precise study of the wavelength evolution over a long
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Figure 2. Spatio-temporal plots for (a) batch A in fluid 2 with Qpipe = 3.79 10−5m3s−1,
(b) batch A in fluid 1 with Qpipe = 3.46 10−5m3s−1, and (c) batch B in fluid 2 with
Qpipe = 2.37 10−5m3s−1. The grey scale represents the height hp of the bed in mm.
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Dune formation 7

time but leaded to a poor resolution in dune amplitude as the accuracy in height was
≈ 2 − 3 mm.

Here, we focus on the two first dune regimes, i.e. the regimes of small and vortex
dunes. The spatio-temporal evolution of the bed height for three experiments are plotted
in figure 2, in the small dune regimes (a) and in the vortex dune regime (b) and (c),
with bed heights coded in grey scale. In both regimes, we observe the formation of small
initial dunes in the measurement zone. These dunes have a relatively uniform wavelength
and move in the flow direction inside the tube.

In the case of vortex dunes, the flow perturbation at the entrance of the tube generates
a first vortex dune whose vortices create a second dune downstream and so on. The vor-
tex perturbation by propagating downstream creates dunes downstream over the entire
length of the tube which progressively take over the initial dunes, see the top plots of
figure 2 (b) and (c). At the same time, the dune pattern moves downstream as the dunes
themselves are moving in the flow direction. With increasing time, the vortices between
two adjacent dunes erode the particle bed and the dunes are separated by regions emp-
tied of particles. Even though no dune coalescence is observed, the pattern wavelength
increases with time whereas the dune velocity decreases. The dune motion eventually
stops as the tube is not fed in with particles and the dunes are completely separated, see
the bottom plots of figure 2 (b) and (c).

In the case of the small dunes, there is also a propagation of small dunes created by the
entrance perturbation. But, as these dunes have no vortex, the velocities of dunes due
to the entrance perturbation and of the initial dunes are similar and thus these dunes do
not overtake the initial dunes, see the top plot of figure 2 (a). As time is increased, the
wavelength increases without showing any saturation, the dune velocity decreases, and
the dune amplitude increases, see the bottom plot of figure 2 (a). The small dunes never
stop moving downstream and eventually leave the tube when they reach the tube outlet.
When all the dunes have left the tube, the bed becomes flat again.

Small dunes and vortex dune are very different because they are generated by two fun-
damentally different mechanisms. Therefore, their dimensions greatly differ in magnitude.
To obtain a quantitative comparison, we have measured the amplitude, wavelength, and
phase velocity of the dunes in both regimes. The bed height measurements described
above are further analysed to determine the local minima and maxima of the height
profile. For each acquisition time, the wavelength is given by the average of the distance
between two maxima over the measurement zone. In a similar way, the amplitude is given
by the averaged difference in height between the minima and maxima. The velocity is
given by averaging the displacements of maxima over typically 5 acquisition times.

Figure 3 shows the evolution of amplitude, wavelength, and phase velocity with time
for small (�) and vortex (◦) dunes. The time scale of dune formation differs by a factor
ten between small dunes and vortex dunes. The small dunes appear later than vortex
dunes as can be seen in figure 3 (a). Small dunes have an amplitude about five times
smaller than vortex dunes. The initial phase velocity of vortex dunes is about ten times
larger than that of small dunes as shown in figure 3 (b). This may seem surprising as
one can expect that large dune would move slowly but the vortices intensify the motion.
Because of this vortex intensification, dunes of amplitude ≈ 0.5D have the same velocity
as dunes of amplitude ≈ 0.1D. Initial wavelength of small and vortex dune have the
same order of magnitude but their time evolution greatly differs. While the wavelength
of vortex dunes quickly increases and eventually reaches a saturate state, that of the
small dunes shows a slow and continuous increase. It is worth noticing that, when small
dunes reach a critical wavelength, they ultimately suffer an instability, see the bottom
plot of figure 2 (a).
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Figure 3. Dimensionless dune (a) amplitude, A, (b) velocity, V , and (c) wavelength, λ,
for batch D in fluid 2 with Qpipe = 3.96 10−5m3.s−1 (◦) and for batch A in fluid 1 with
Qpipe = 3.46 10−5m3.s−1 (�)

3. A simple linear stability analysis

3.1. Poiseuille flow on a wavy bottom

To determine the fluid flow over a wavy bottom in a two-dimensional channel, we follow
the approach of Charru & Hinch (2000) initially undertaken for a Couette flow that we
adapt for a Poiseuille flow. We consider a fluid layer lying between a flat upper wall and
a wavy bottom which is assumed to be perturbated sinusoidally as ξ = ξ1 cos(kx) with
wavenumber k and amplitude ξ1 as sketched in figure 4. Following the previous studies
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Figure 4. Poiseuille flow on a wavy bottom.

of Charru & Hinch (2000) and Charru & Hinch (2006), we assume that the time scale of
the fluid flow is much shorter than the time scale of the bed evolution. The fluid flow can
then be calculated as if the wavy bottom were fixed, by considering the superposition of
a base flow, u0 along the x direction, over a flat bed and a disturbance, u1 and v1 along
the x and y directions respectively, induced by the wavy bottom.

We decide to make all the values dimensionless by scaling the length by the channel
thickness hf , the velocity by qf/hf where qf is the fluid flow rate, and the pressure by
a viscous pressure ηfqf/h2

f . Therefore the time is scaled by h2
f/qf . We note Re2D =

qf/ν the Reynolds number of the channel. The dimensionless velocity and pressure are
decomposed into a base Poiseuille flow, ū0 = 6ȳ(1 − ȳ) and ∂p̄0/∂ȳ = −ρfgh3

f/ηfqf ,

and a disturbance [ū1(ȳ), v̄1(ȳ), p̄1(ȳ)]eiαx̄, where α = khf . Here, the upper bar indicates
dimensionless values, the 0 subscript the base state, and the 1 subscript the perturbation.

Substituting this flow into the dimensionless linearized mass and momentum conser-
vation equations, we obtain a set of linear ordinary differential equations

iαū1 +
∂v̄1

∂ȳ
= 0,

Re2D (i6αū1ȳ(1 − ȳ) + 6v̄1(1 − 2ȳ)) = −iαp̄1 − α2ū1 +
∂2ū1

∂ȳ2
,

i6Re2Dαv̄1ȳ(1 − ȳ) = −
∂p̄1

∂ȳ
− α2v̄1 − iα

∂ū1

∂ȳ2
. (3.1)

The kinematic boundary conditions become

ū1(0) = −6ξ̄1 and ū1(1) = v̄1(1) = v̄1(0) = 0. (3.2)

Equations (3.1) with the boundary conditions (3.2) can be solved numerically using
a Chebychev spectral collocation method, see Gottlieb, Hussaini & Orszag (1984). It is
also interesting to find an analytical solution in the shallow viscous regime, α << 1, by
performing an asymptotic expansion for the small adimensional wavenumber α. Assuming
Re2D = O(1), the fluid velocity components can be expended in powers of α which gives
the shear-rate

dū1

dȳ
= −6ξ̄1(6ȳ− 4)+ iξ̄1

Re2D

70

(

504ȳ5 − 1260ȳ4 + 840ȳ3 − 108ȳ + 12
)

α+O(α2). (3.3)

This exhibits the phase-lag of the bottom shear rate disturbance αRe2D/140 due to
inertia similar to that found by Charru & Hinch (2000) for Couette flow.

3.2. Dune formation

The dune growth is determined by the conservation equation for the particle flux, qp,
which is obtained by integrating the particle mass conservation equation over the bed
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height

∂q̄p

∂x̄
+ φ0

∂ξ̄

∂t̄
= 0, (3.4)

where φ0 is the particle volume fraction inside the bed.

We assume that the dynamics of the particle is well accounted by the algebraic law re-
lating the dimensionless particle flux to the Shields number found by Ouriemi, Aussillous
& Guazzelli (2007)

q̄p = φ0
η

ηe

Ga

24Re2D

θ3

θc2 , (3.5)

where Ga = ρf∆ρgd3/η2 is the Galileo number, θ = (ηdu/dy)/∆ρgd the Shields number,
and ηe an effective viscosity of the mixture of the particles and fluid that was found to
equate well to the Einstein viscosity η(1 + 5/2φ0). This algebraic law has been shown
to be valid for moderate Shields numbers, i.e above the threshold for incipient motion
(the moving thickness is larger than one particle diameter) but for shearing flow not
substantially perturbed by the motion of the granular media, see Ouriemi, Aussillous &
Guazzelli (2007).

We now introduce the time evolution of the bed surface, ξ̄ = ξ̄1e
i(αx̄−ω̄t̄). We decompose

the Shields number into a base Shields number θ0 corresponding to a flat bed and a
perturbation θ1e

i(αx̄−ω̄t̄). In the same way, we write the critical Shields number as θc =
θc
0 + θc

1e
i(αx̄−ω̄t̄). Linearizing equation (3.5), we obtain

q̄p =
η

ηe
φ0

Ga

24Re2D

θ3
0

θc
0
2 (1 + 3

θ1e
i(αx̄−ω̄t̄)

θ0
− 2

θc
1e

i(αx̄−ω̄t̄)

θc
0

). (3.6)

The local inclination of the bed surface modifies the critical Shields number, see e.g
Fredsøe (1974), Richards (1980), Charru & Hinch (2006), and Charru (2006), which
becomes

θc = θc
0(1 +

∂ξ̄/∂x

µ
) = θc

0 +
θc
0

µ
iαξ̄, (3.7)

giving by identification

θc
1 =

θc
0

µ
iαξ̄1, (3.8)

where µ is a friction coefficient that we identify with the tangent of the angle of repose
of the grains and which mainly depends on the grain geometry.

We suppose that the time evolution of the bed surface is slow enough to relate the
Shields number to the shear rate calculated at the top of the fixed wavy bottom found
in the preceding section

θ =
Re2D

Ga
(

d

hf
)2

[

dū0

dȳ
(ξ̄) +

dū1

dȳ
(ξ̄)ei(αx̄−ω̄t̄)

]

. (3.9)

The linearized shear rate calculated at the top of the fixed wavy bottom is given by the
two equations

dū0

dȳ
(ξ̄) =

dū0

dȳ
(0) + ξ̄

d2ū0

d2ȳ
(0) + O(ξ̄2),

dū1

dȳ
(ξ̄) =

dū1

dȳ
(0) + O(ξ̄2), (3.10)
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exhibiting

θ0 =
Re2D

Ga
(

d

hf
)2

dū0

dȳ
(0),

θ1 =
Re2D

Ga
(

d

hf
)2

[

ξ̄1
d2ū0

d2ȳ
(0) +

dū1

dȳ
(0) + O(ξ̄2

1 )

]

. (3.11)

Considering the time evolution of the bed surface and introducing the linearized flow-
rate given by equation (3.6), the conservation equation of the particle flux at leading
order in ξ̄1 becomes

ω̄ξ̄1 = α
η

ηe

Ga

24Re2D

θ3
0

θc
0
2

(

3
θ1

θ0
− 2

θc
1

θc
0

)

. (3.12)

Clearly, the perturbation in critical Shields number due to the local inclination of the bed
surface (which is purely imaginary) has always a stabilising effect while the imaginary
part of the perturbation in Shields number contains the destabilising effect due to inertia.
The frequency ω̄ is directly given by equation (3.12) where θ1 is obtained using the
numerical computation of equations (3.1) with the boundary conditions (3.2) mentioned
in the preceding section. The frequency can be separated into an imaginary part and a
real part, giving the growth rate ω̄i and the phase velocity ω̄r/α.

In the shallow viscous regime, α << 1, equation (3.12) can be solved analytically by
using the shear rate given by equation (3.3). At leading order in α, this gives

ω̄ = α
η

ηe

Ga

24Re2D

θ3
0

θc
0
2 (6 + i

3Re2D

35
α − 2iα

1

µ
), (3.13)

which leads to

ω̄r

α
=

η

ηe

Ga

4Re2D

θ3
0

θc
0
2 , (3.14)

ω̄i = α2 η

ηe

Ga

24Re2D

θ3
0

θc
0
2 (

3Re2D

35
− 2

1

µ
). (3.15)

The instability threshold, corresponding to ωi = 0, occurs at

Rec
2D =

70

3µ
. (3.16)

The important finding is that the control parameter for the dune instability is the
Reynolds number, Re2D, and not the Shields number, θ. It is worth mentioning that
the threshold for incipient particle motion on a flat bed has been found to be θc

0 = µφ0/2
which is proportional to the friction coefficient µ and to the volume fraction of the parti-
cle inside the bed φ0, see Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007). The threshold for dune
instability involves the Reynolds number and is also related to the friction coefficient.
Using the above expression for θc

0, it can be expressed as

Rec
2D =

35φ0

3θc
0

. (3.17)

These thresholds, θc
0 and Rec

2D, differ but are related. Consequently, the onset for the
instability may not coincide with the onset for particle motion. In this simple modelling,
these thresholds only depend on two physical parameters, the particle volume fraction
inside the bed and the friction coefficient.

Figure 5 shows the dimensionless growth-rate, ω̄i, versus dimensionless wavenumber,
α, for φ0 = 0.55 and θc

0 = 0.12 as found experimentally by Charru, Mouilleron-Arnould
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Figure 5. (a) Numerical ω̄i as a function of α for Re2D = 35 (♦), Re2D = 49.3 (◦),
Re2D = 54.3 (×), and Re2D = 70 (�). The lines represent equation (3.15) for Re2D = 35
(small-dashed line), Re2D = 49.3 (dotted line), Re2D = 54.3 (solid line), and Re2D = 70
(long-dashed line) and (b) blow-up.

& Eiff (2002), Loiseleux, Gondret, Rabaut & Doppler (2005), and Ouriemi et al (2007)
(or equivalently µ = 0.43). Equation (3.15) valid in the shallow viscous regime, α << 1,
shows a long wavelength instability with a threshold at Rec

2D = 54.3. The numerical
predictions present a good agreement with this asymptotic case for α . 0.1. However, the
numerical solution indicates that the instability is not a long-wave instability at threshold
but presents a finite value α ≈ 1.7 for a slightly different threshold Rec

2D = 49.3, see
blow-up in figure 5. This is an interesting finding as it indicates that the wavelength at
onset is of the order of the fluid thickness.

4. Comparison and conclusion

We now compare the predictions of the stability analysis to the experimental obser-
vations. In the case of a pipe flow, the Reynolds number is Repipe = 4ρfQpipe/πηD and
the equations obtained for a two dimensional channel in § 3 are modified by replacing
Re2D by βπRepipe/4 (or equivalently qf by βQpipe/D) where β = 1.85 has been found
from numerical analysis in the limit 0.2 6 hf/D 6 0.8 by Ouriemi et al (2007).

Figure 6 presents the phase diagram of the dune patterns in the plane Repipe, Ga(hf/d)2.
We choose this plane to exhibit both the threshold for incipient particle motion controlled
by the Shields number and that for dune instability controlled by the Reynolds number.
In this plane, the threshold for incipient particle motion is given by the dashed line
Repipe = (2θc

0/3βπ)Ga(hf/d)2 ≈ 0.014 Ga(hf/d)2 with θc
0 = 0.12 whereas the instabil-

ity threshold is the horizontal solid line Repipe = 140φ0/3βπθc
0 ≈ 37. The dotted line

indicates the domain of validity of the algebraic law relating the dimensionless particle
flux to the Shields number found by Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007). The three
regimes of ‘no motion’ (×), ‘flat bed in motion’ (� and � when outside the domain of
validity of the model), and ‘small dunes’ (◦) are well delineated by these boundaries in
the given limit of validity. The regimes of ‘vortex dunes’ (N) and ‘sinuous dunes’ (△)
seem separated and their boundaries well described by Repipe as a control parameter.

We have also tested in figure 6 the prediction for instability threshold of Charru &
Mouilleron-Arnould (2002) (dashed-dotted line) and Charru & Hinch (2006) (vertical
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Figure 7. (a) Dimensionless initial dune velocity against equation (3.14) (the solid line
corresponds to the slope one) and (b) dimensionless initial wavenumber as a function
of Repipe (◦) (the solid line represents the numerical prediction and the dotted line the
threshold).

solid line) listed in table 1. Below both of these predicted thresholds, no dune is ob-
served as expected but these boundaries do not properly delimitate the regime of dunes
formation in the present experiment in pipe flow. The difference between the present
stability analysis and that of Charru & Mouilleron-Arnould (2002) only lies into the
algebraic law relating qp to θ. The present analysis uses qp ∝ θ3/θc2 while Charru &
Mouilleron-Arnould (2002) takes qp ∝ (θ − θc)3. Using a power law involving the excess
Shields number yields a threshold depending both on the Reynolds and Galileo numbers
(see table 1) and having the slope of the dashed-dotted line in figure 6. The analysis of
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Charru & Hinch (2006) differs from the present analysis by the use of a different model
for particle transport which introduces a new stabilising effect of the crest erosion. The
competition between this new stabilising effect and the destabilising fluid inertia depends
on the Galileo number. If the Galileo number is smaller than a critical number (given in
table 1 and vertical solid line plotted in figure 6), crest erosion overcomes and the bed
is stable. In the opposite case, the bed is unstable above a critical Shields number. This
last threshold would correspond to a line with a slope similar to that of the dashed line
in figure 6 which clearly does not delimitate the observed instability.

Further quantitative comparisons can be made for the onset of small dunes with par-
ticles of batch A with fluids 3 to 5. Figure 7 (a) compares the initial dune velocity with
equation (3.14). Despite large error bars and dispersion of the data, the agreement is good.
Figure 7 (b) presents the initially observed wavenumbers as well as the most amplified
numerical wavenumber as a function of Repipe. The experimental wavenumbers seem
rather independent of Repipe with values ≈ 2 − 5 h−1

f while the numerical wavenumber

is ≈ 1.7 h−1
f at threshold and presents an increase with increasing Repipe. Nonetheless,

same order of magnitude is recovered close to threshold. A long-wave instability is not
observed. It should be, however, mentioned that experimental measurements at instabil-
ity onset are very delicate and thus do not permit further detailed comparisons. Note
that, as expected, the stability analysis developed here is unable to account for the onset
of the vortex dunes. Equation (3.14) underestimates by a factor 104 the experimental
velocity of the vortex dunes.

In conclusion, we have given the phase diagram of the different dune patterns observed
when a bed composed of spherical particles is submitted to a shearing flow in a pipe.
‘Small dunes’ present small amplitudes and only exist in laminar flow. ‘Vortex dunes’ are
characterized by the existence of vortices at their front and are found either in laminar or
turbulent flow. ‘Sinuous dunes’, showing a double periodicity, appear in turbulent flow.

To predict the small dune formation, we have performed a simple linear stability anal-
ysis where inertia in the fluid produces a phase-lag in the shear stress which is destabil-
ising, while the component of gravity down an incline stabilises the perturbations. We
first calculated the perturbed fluid flow over a wavy bottom considered as if fixed. Then
we used the particle flux found by Ouriemi, Aussillous & Guazzelli (2007) to relate the
bed height evolution to the shear stress at the top of the bed through the particle mass
conservation. The threshold for dune formation is found to be controlled by the Reynolds
number while the threshold for incipient motion is determined by the Shields number.
The regimes of ‘no motion’, ‘flat bed in motion’, and ‘small dunes’ are well delineated
by these predicted thresholds. The predicted wavelength at the onset of instability is of
the order of the fluid thickness. The order of magnitude of the experimental initial dune
velocity and wavelength are in good agreement with the model.

This simple stability analysis containing the basic ingredient of the destabilising fluid
inertia and stabilising gravity is found sufficient to provide realistic predictions. An in-
teresting question is whether there is any delay in the flux adapting to a change in the
shear stress and whether this additional stabilising mechanism is significant. This can be
answered in the future using the two-phase model developed by Ouriemi, Aussillous &
Guazzelli (2007).
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5.2 Complément à l'arti
leA travers l'étude de stabilité linéaire réalisée dans l'arti
leDune formation in pipe�ow, nous avons prédit analytiquement et numériquement le seuil d'apparition des�petites dunes� ainsi que leur longueur d'onde et leur vitesse initiale. Ces di�érentsrésultats montrent un bon a

ord au niveau des ordres de grandeur ave
 les résul-tats expérimentaux. L'étude théorique étant réalisée dans une 
on�guration à deuxdimensions alors que les résultats expérimentaux sont obtenus dans un tube, nousavons réalisé le passage d'une 
on�guration à l'autre en utilisant les formules donnéesdans le 
hapitre 3. La résolution analytique réalisée dans la limite des grandes lon-gueurs d'ondes et en prenant en 
ompte les limites du modèle (θ << θc(D−hp)/d),nous permet de prédire le seuil de destabilisation en 
onsidérant un taux d'ampli-�
ation nul. Le seuil obtenu 
orrespond à un nombre de Reynolds de l'é
oulement
onstant Repipe = 140
3βπθc

0

φ0, où β = 1.85 est un fa
teur géométrique. La déterminationde 
e seuil asso
iée à la détermination du seuil de mise en mouvement θc, nous per-met de 
ommen
er à séparer les zones d'existen
e des di�érents régimes. D'après lemodèle simple à la base de la détermination du nombre de Shields 
ritique (
hapitre3), un nombre de Shields 
onstant 
orrespond à une variation linéaire du nombrede Reynolds de l'é
oulement Repipe en fon
tion du produit Ga(hf/d)2. La prédi
tionpour le seuil de destabilisation du lit 
orrespondant à Repipe 
onstant, le 
hoix duplan Re − Ga(hf/d)2 pour représenter les zones d'existen
e des di�érents régimesvient naturellement. Le diagramme de phase obtenu est présenté dans l'arti
le. Onpeut noter la bonne 
on
ordan
e entre les deux seuils prédits théoriquement et lesdonnées expérimentales dans la limite des modèles servant de base à 
es prédi
tions.La vitesse initiale d'avan
ée des dunes a été prédite analytiquement dans la limite desgrandes longueurs d'onde. Elle est donnée par ω̄r/α = (η/ηe)(Ga/4Re2D)(θ3
0/θ

c
0
2),où l'indi
e 0 se rapporte au lit plat.La longueur d'onde initiale obtenue expérimentalement est de l'ordre de grandeur dela hauteur de �uide qui est l'é
helle 
ara
téristique des longueurs. Le modèle analy-tique étant résolu dans la limite des grandes longueurs d'ondes, il ne peut pas prédireune longueur d'onde la plus ampli�ée de l'ordre de la hauteur de �uide. Nous avonsdon
 
hoisi de déterminer la longueur d'onde la plus ampli�ée de manière numérique.La modélisation 
hoisie 
omporte de nombreuses limites, notamment, le mouve-ment du lit de parti
ules est négligé. Dans le 
as où la vitesse d'avan
ée des dunesest su�samment lente, 
ette hypothèse est tout à fait justi�able. Pour des 
on�gu-rations où 
ette vitesse augmente, la validité du modèle devient questionnable.Une autre limite provient de la dé�nition du �ux de transport des parti
ules. Nousavons supposé que le �ux de transport 
al
ulé pour un lit plat restait valide dansle 
as d'un lit perturbé et nous avons rajouté arti�
iellement l'in�uen
e des per-turbations à travers le nombre de Shields et le nombre de Shields 
ritique. De 
efait, nous avons pris en 
ompte l'e�et de la pente et la perturbation de l'é
oulementgénérée par la déformation de l'interfa
e �uide/milieu granulaire. D'autres e�ets dé-
rits dans la littérature 
omme l'inertie des grains [Valan
e & Langlois (2004)℄ oul'érosion des 
rêtes [Charru (2006)℄ peuvent également in�uer sur la stabilité desgrains. Ces e�ets ne sont pas pris en 
ompte dans 
ette étude. A�n de prendre en131




ompte toutes les intera
tions existant entre le �uide et le mélange �uide/parti
ules,ainsi que l'ensemble des e�ets physiques impliqués dans la stabilité du lit, il faudraitréaliser l'étude de stabilité dire
tement à partir des équations diphasiques dé
ritesdans le 
hapitre 4.S'il existe un désa

ord au niveau des e�ets stabilisants impliqués dans la for-mation des dunes, il est unanimement re
onnu que la destabilisation du lit est dueà l'inertie du �uide qui 
rée un déphasage entre les sommets du lit et le 
isaillementmaximum du �uide. Depuis la mise en éviden
e de 
et e�et par Kennedy (1963),
e déphasage a été 
al
ulé théoriquement pour de nombreux é
oulements [Freds÷(1974), Engelud (1970), Charru & Hin
h (2000), Valan
e & Langlois (2004)...℄, maisà notre 
onnaissan
e, il n'a pas en
ore donné lieu à des mesures expérimentales. Dansle 
adre de 
ette thèse, nous avons e�e
tué des mesures d'é
oulement au dessus d'unfond sinusoïdal, malheureusement, les données obtenues né
essitant un traitementapprofondi qui n'a pas en
ore été e�e
tué, elles ne pourront pas être présentées dans
e manus
rit.L'étude de stabilité réalisée ne nous a pas fourni de prédi
tion théorique pourle seuil d'apparition des dunes à vortex et des dunes sinueuses. D'un point de vuepurement qualitatif, l'étude du diagramme de phase semble montrer que 
es seuilspourraient 
orrespondre à un nombre de Reynolds 
onstant.L'étude de stabilité e�e
tuée étant linéaire, elle ne donne au
une indi
ation sur l'évo-lution temporelle des dunes qui est fortement non linéaire. Au 
ours des expérien
esréalisées dans le 
adre de 
ette thèse, nous avons a

umulé un nombre de donnéesnon négligeables 
on
ernant l'évolution temporelle des dunes, notamment en 
e qui
on
erne l'évolution des longueurs d'ondes, de la vitesse d'avan
ée des dunes et deleur amplitude. Un exemple typique des données obtenues est présenté dans l'ar-ti
le Dune formation in pipe �ow. Prédire les évolutions observées né
essite uneétude 
omplexe en trois dimensions de l'évolution instationnaire du lit de parti
ulesdans le tube. A�n d'obtenir 
ette prédi
tion, une modélisation numérique du milieu�uide/parti
ules basée sur la modélisation diphasique présentée dans le 
hapitre 4sera l'o

asion de futurs travaux de re
her
he en 
ollaboration ave
 M. Médale.Dans la suite de 
ette se
tion, nous nous 
ontenterons de présenter quelquesaspe
ts qualitatifs de l'étude des di�érentes dunes observées.5.2.1 Évolution temporelle des dunes : instabilité 
onve
tiveou absolue ?Expérimentalement, nous avons a

ès à l'évolution en fon
tion du temps d'uneportion donnée du milieu granulaire. Ces informations brutes peuvent être repré-sentées sous forme de spatio-temporel, 
omme dé
rit dans la se
tion pré
édente. Laplupart des dunes étudiées sont 
réées suite à la propagation de la perturbation del'entrée. À 
e titre, elles présentent une double évolution, à la fois spatiale et tem-porelle. En d'autres termes, à une position donnée dans le tube, les 
ara
téristiquesd'une dune dépendent du temps [�gures 5.1 et 5.2℄. À un temps donné, la forme des132
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e pour des �petites dunes�.dunes observées dans le tube dépend de leur position [�gures 5.1 et 5.2℄. Les dunes
roissent en longueur d'onde au fur et à mesure qu'elles s'éloignent de la la pertur-bation qui les a 
réées (l'entrée du tube). Il s'agit probablement d'une instabilité
onve
tive.5.2.2 Signi�
ation des valeurs moyennéesL'évolution d'une dune dépend du temps, mais aussi de sa position dans le tube.À un instant donné, les di�érentes dunes situées dans la zone de mesure étant à despositions di�érentes, elles ne 
orrespondent pas au même stade d'évolution et leursgrandeurs 
ara
téristiques (vitesse, longueur d'onde, amplitude) di�érent. Devant
ette 
onstatation, on peut se demander s'il est réaliste de 
onsidérer des moyennesen temps ou si il faut 
onsidérer 
haque dune de façon indépendante, 
e qui réduit
onsidérablement le temps sur lequel on peut suivre l'évolution des grandeurs 
ara
-téristiques. A�n de répondre à 
ette question, nous avons représenté sur la partiede gau
he de la �gure 5.3, pour une expérien
e donnée, l'évolution des longueurs
ara
téristiques de l'ensemble des dunes qui ont traversé la zone de mesure au 
oursde l'expérien
e. On peut voir que même si à un temps donné, les valeurs observéesprésentent une large dispersion suivant les dunes, les di�érentes 
ourbes (vitesse,amplitude et longueur d'onde) semblent suivre une même tendan
e. La partie dedroite de la �gure 5.3 représente les même données sur lesquelles nous avons super-posé la 
ourbe représentant la moyenne des di�érentes 
ourbes observées asso
iée àsa barre d'erreur mesurée à partir de la dispersion des 
ourbes. On peut noter que la133



moyenne représente bien la tendan
e générale. La dispersion est de l'ordre de 19%pour la longueur d'onde moyenne, de 27% pour l'amplitude moyenne et de 24% pourla vitesse moyenne, utiliser la moyenne pour représenter une expérien
e semble unbon 
ompromis.5.2.3 Dunes à vortexL'évolution des dunes à vortex est très di�érente de l'évolution des petites dunes,notamment à 
ause de la présen
e de vortex qui 
reusent le milieu granulaire. Pour-tant, aux stades initiaux de la formation des dunes à vortex, on observe l'apparitionde dunes de faible amplitude qui ne sont pas dues à la perturbation de l'entrée.L'étude de stabilité du lit plat nous a permis de prédire les longueurs d'ondes ini-tiales, ainsi que les vitesses initiales d'avan
ée des petites dunes et il serait intéressantde savoir si 
es prédi
tions dé
rivent 
orre
tement les dunes initiales qui se formentdans le régime des dunes à vortex. A�n d'étudier les longueurs d'ondes initiales et lesvitesses initiales observées dans le régime des dunes à vortex, nous avons 
omparésles données obtenues ave
 di�érents modèles.Longueur d'onde initialeAvant l'arrivée des dunes dues à la perturbation de l'entrée, il se forme des dunesdans la zone de mesure (arti
le Dune formation in pipe �ow). Ces dunes sont 
ara
-térisés par une longueur d'onde initiale relativement régulière que nous avons mesurépour trois types de billes di�érentes (A, B et D). La �gure 5.4 (a) représente l'évolu-tion de la longueur d'onde initiale en fon
tion du nombre de Repipe. Le �uide utiliséau 
ours de 
es di�érentes expérien
es étant identique, les variations du nombre deReynolds traduisent uniquement les variations du débit de �uide. On peut noterque pour un type de billes �xé, la longueur d'onde initiale semble être indépen-dante de Repipe. Elle est de l'ordre de 2.8 
m pour les billes de type A, de l'ordrede 5.4 
m pour des billes de type D et de l'ordre de 20 
m pour des billes de typeB. La longueur d'onde initiale semble don
 varier en fon
tion des 
ara
téristiquesdes billes. Les données 
on
ernant les billes de type B ont été obtenues pour desé
oulements laminaires, tandis que les points obtenus pour les billes de type A et D
orrespondent à des é
oulements allant du laminaire au turbulent. Il est intéressantde noter que la longueur d'onde initiale semble être indépendante de la nature del'é
oulement. Dans le modèle développé dans l'arti
le Dune formation in pipe �ow,pour la gamme des nombres de Reynolds 
onsidérés, nous prédisons une longueurd'onde variant faiblement ave
 le nombre de Reynolds mais indépendante du typede billes. Le modèle ne semble don
 pas 
ohérent ave
 les observations pré
édentes.Ré
emment Claudin & Andreotti (2006) ont proposé un modèle basé sur l'étude destabilité d'un lit soumis à un é
oulement turbulent dans lequel ils prédisent une va-riation de la longueur d'onde λ ≈ 50ls, où ls = dρp/ρf , . Le paramètre ls dépendantuniquement des 
ara
téristiques des billes, il peut être intéressant de le tester i
i.La �gure 5.4 (b) représente les données expérimentales en fon
tion de ls. On peutnoter que la variation observée n'est pas satisfaisante en 
e qui 
on
erne les don-nées 
orrespondant aux billes de type A et D, alors que 
es données sont pourtant134
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v̄

ω̄r/αFig. 5.5 � Vitesse d'avan
ée des dunes adimensionnée v̄ représentée en fon
tion del'équation (5.1) pour des billes de type A (◦), B (�) et D (∆).majoritairement obtenues pour des é
oulements turbulents. La dépendan
e en ls nesemble don
 pas être pertinente pour dé
rire la longueur d'onde initiale observéeexpérimentalement. Si on teste uniquement les variation en diamètre [�gure 5.4 (
)℄,on observe que les longueurs d'onde initiales semblent bien s'ajuster sur une droite.Le diamètre des parti
ules semble don
 être un paramètre important qui in�ue surla longueur d'onde initiale.Con
ernant la vitesse d'avan
ée des dunes, nous avons représenté �gure 5.5 lesvitesses adimensionnées d'avan
ée des dunes mesurées expérimentalement en fon
-tion de la vitesse prédite par le modèle présenté dans l'arti
le Dune formation inpipe �ow dans le 
as d'un é
oulement laminaire,
ω̄r

α
=

η

ηe

Ga

βπRepipe

θ3
0

θc
0
2 . (5.1)On observe 
lairement que l'ordre de grandeur prédit n'est pas le bon, même pourles expérien
es 
orrespondant à des é
oulements laminaires. Il est intéressant de no-ter que pour un é
oulement laminaire en utilisant le même type de billes (A), lemodèle permet de dé
rire de façon très satisfaisante l'ordre de grandeur de la vitessed'avan
ée des petites dunes alors qu'il la sous-estime d'un fa
teur 104 dans le 
asdes dunes à vortex.Il n'est don
 pas possible de prédire l'état initial des dunes à vortex en utilisantl'étude de stabilité réalisée dans l'arti
le Dune formation in pipe �ow. Certainesdunes à vortex étant observées pour des é
oulements laminaire, on peut en déduireque l'é
art entre le modèle et les expérien
es n'est pas lié à la nature de l'é
oulementmais plut�t aux mé
anismes physiques à l'origine de la destabilisation du lit dans lerégime des dunes à vortex qui ne sont pas en
ore bien identi�és.137



Étude du vortexUne meilleure 
ompréhension des mé
anismes physiques à l'origine de la forma-tion des dunes à vortex, né
essite notamment une étude approfondie des vortex situésen aval des dunes. Dans 
e but, nous avons réalisé des mesures de l'é
oulement enaval des dunes à l'aide d'une te
hnique de PIV. Ces mesures n'ayant pas en
ore étépleinement exploitées, nous allons uniquement présenter une des
ription qualitativede la stru
ture des vortex en nous basant sur des données brutes obtenues.La �gure 5.6 représente la fa
e d'avalan
he d'une dune à vortex [�gure 5.6 (a)℄,ainsi que la zone du tube située juste en aval de la fa
e d'avalan
he où le milieugranulaire a été 
reusé par le vortex [�gure 5.6 (b)℄. Les �gures 5.6 (
) et (d) repré-sentent les di�érents é
oulements obtenus suite aux mesures de PIV réalisées dansun plan verti
al au 
entre du tube, tandis que les �gures 5.6 (e) et (f) représententles di�érents é
oulements obtenus suite aux mesures de PIV réalisées dans un planverti
al situé à environ 1 
m du bord du tube.On se pla
e dans un plan verti
al au 
entre du tube. En observant l'é
oulementau niveau de la fa
e d'avalan
he [�gure 5.6 (
)℄, on peut noter que la vitesse justeau-dessus du milieu granulaire est largement inférieure à la vitesse située un peuplus haut dans l'é
oulement. Un zoom réalisé au niveau du milieu granulaire montrel'existen
e d'un 
ontre-é
oulement qui marque la présen
e du vortex. Juste aprèsla fa
e d'avalan
he [�gure 5.6 (d)℄, on observe toujours la présen
e d'un 
ontre-é
oulement. Il est intéressant de noter que la vitesse de 
e 
ontre é
oulement estbeau
oup plus importante qu'au niveau de la fa
e d'avalan
he, 
e qui explique quele milieu granulaire soit 
reusé. Si on se pla
e maintenant dans un plan verti
alsitué à 1 
m du bord du tube [�gures 5.6 (e) et (f)℄, on observe toujours la zone dere
ir
ulation due à la présen
e du vortex, mais son amplitude est plus importantequ'au 
entre du tube. Cette observation est 
on
ordante ave
 la vue de dessus desdunes à vortex (
hapitre 2), qui montre que le milieu granulaire 
ommen
e par être
reusé sur les 
�tés du tube. On peut noter que la hauteur du vortex diminue defaçon signi�
ative en se rappro
hant de la dune.A�n de mieux 
ara
tériser 
e vortex, nous avons aussi réalisé des mesures del'é
oulement vue de dessus au niveau de la fa
e d'avalan
he (�gure 5.7). L'existen
ede deux sens d'é
oulements de part et d'autre du 
entre du tube laisse à penser qu'ily a bien deux vortex situés 
�te à 
�tes qui ne sont pas exa
tement symétriques.Dunes sinueusesSuite au 
al
ul numérique de M. Médale réalisé pour un é
oulement dans untube sur un fond solide ayant la forme d'une dune à vortex, il semble que l'originede l'apparition des dunes sinueuses soit liée à une destabilisation des vortex due au
hangement de se
tion au passage du sommet de la dune. En e�et, dans 
ette 
on�-guration pour des nombres de Reynolds su�samment élevé, les vortex deviennentinstationnaires. L'étude des dunes sinueuses sera l'o

asion de futurs travaux dere
her
he. 138
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Fig. 5.6 � (a) et (b) Région où l'é
oulement à été mesuré par PIV, (
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Fig. 5.7 � Mesure par PIV de l'é
oulement du �uide dans un plan horizontal situéenviron 1 
m en dessous du sommet de la dune au niveau de la fa
e d'avalan
he (vuede dessus).5.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons étudié la stabilité d'un lit de parti
ules soumisà un é
oulement de Poiseuille dans un 
anal à deux dimensions a�n de prédire leseuil d'apparition des �petites dunes�. Cette étude est basée sur le �ux de parti
ulesdéterminé dans le 
hapitre 4. La résolution analytique réalisée dans la limite desgrandes longueurs d'ondes prédit un seuil de destabilisation du lit de parti
ules,ainsi qu'une vitesse initiale d'avan
ée des dunes qui montrent un bon a

ord ave
les données expérimentales. Il est intéressant de noter que le seuil de destabilisationdu lit 
orrespond à un nombre de Reynolds de l'é
oulement 
onstant. Il semble don
indépendant de la nature du milieu granulaire. La résolution numérique montre qu'ils'agit d'une instabilité à longueur d'onde �nie et la longueur d'onde la plus instableobtenue numériquement prédit le bon ordre de grandeur. Cette modélisation sembledon
 pertinente pour dé
rire l'apparition des petites dunes. En revan
he, elle nepermet pas de prédire la formation des dunes à vortex. L'étude de 
e régime ainsi quedu régime des dunes sinueuses, né
essite sans doute une modélisation instationnaireplus 
omplexe prenant en 
ompte la 
on�guration tri-dimensionnelle du tube, larétroa
tion entre le �uide et l'é
oulement et les aspe
ts non-linéaires de l'évolutiondes dunes. Les nombreux résultats expérimentaux dé
rivant l'évolution de 
es dunesobtenus aux 
ours de 
ette thèse pourront servir de base de 
omparaison.
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Con
lusionLe problème de l'intera
tion existant entre un �uide et un milieu granulaire estun sujet qui a été traité sous de nombreux aspe
ts. Au 
ours de 
ette thèse, nousavons asso
ié une appro
he expérimentale et théorique a�n de proposer une mo-délisation en a

ord ave
 les réalités expérimentales. L'une des parti
ularités de 
etravail réside dans le 
hoix du montage expérimental. L'étude expérimentale a étéréalisée en utilisant un tube en verre dans lequel nous avons introduit un lit de par-ti
ules et au dessus duquel nous avons imposé un é
oulement de �uide. Le milieugranulaire n'étant pas alimenté, sa quantité diminue au 
ours de l'expérien
e. L'utili-sation de di�érents types de �uides et de parti
ules nous a donné a

ès à une gammed'é
oulement allant du laminaire au turbulent. Cette première phase de re
her
hea permis de mettre à jour l'existen
e de 
inq régimes di�érents d'évolution du mi-lieu granulaire dans le tube : pas de mouvement, lit plat en mouvement, formationde petites dunes, formation de dunes à vortex et formation de dunes sinueuses. Siles quatres premiers régimes ont déja été observés dans d'autres 
on�gurations, ledernier régime qui n'existe que pour des é
oulement turbulents semble intrinsèque-ment lié à la forme du 
anal. Tous les autres régimes pouvant être observés pourdes é
oulements laminaires, nous avons 
hoisi de 
onsidérer uniquement le 
as desé
oulements laminaires au 
ours de notre appro
he théorique.Le lit de parti
ules n'étant pas alimenté, son évolution 
omplète, de sa mise enmouvement à son arrêt �nal, a pu être observée. Laisser le lit évoluer jusqu'à sonarrêt total nous a permis d'étudier le seuil de mise en mouvement des parti
ules indé-pendamment de l'état initial du lit. Nous avons mis en pla
e une te
hnique de mesureexpérimentale reprodu
tible qui nous a permis de montrer que le seuil de mise enmouvement 
orrespond à une nombre de Shields 
ritique 
onstant, θc = 0.12± 0.03,sur une large gamme de nombre de Reynolds parti
ulaire, 1.5 10−5 < Rep < 0.76.Pour modéliser l'intera
tion �uide/milieu granulaire, nous avons 
hoisi d'utili-ser un modèle 
ontinu en nous basant sur les équations diphasiques développéespar Ja
kson (1997, 2000) auxquelles nous avons asso
ié des fermetures simples. Lesexpressions du seuil de mise en mouvement et du �ux de parti
ules obtenues ana-lytiquement dans des 
as asymptotiques simples montrent un bon a

ord ave
 lesdonnées expérimentales dans les limites du modèle. Le 
hoix d'une modélisation di-phasique nous a permis de mettre en lumière plusieurs points importants. Le seuil demise en mouvement est proportionel à µφ0 indépendamment de la nature de l'é
ou-lement. Le �ux de parti
ules obtenu est proportionnel à θ3/θc2 et non à l'é
art auseuil de la 
ontrainte adimensionnée θ− θc. La vis
osité e�e
tive ηe ne peut pas être141



modélisée par une formule qui diverge quand les parti
ules sont en 
onta
t.Nous avons abordé l'étude de stabilité du lit sous une appro
he simpli�ée danslaquelle nous 
ouplons l'expression du débit solide obtenue analytiquement ave
l'é
oulement de �uide. Cette appro
he nous permet de montrer que dans la limitedu modèle, le seuil de déstabilisation du lit 
orrespond à un nombre de Reynoldsde l'é
oulement 
onstant, Repipe ≈ 140φ0/3βπθc, où β = 1.85. Cette 
onstatationmontre que la formation de stru
tures est prin
ipalement liée aux 
ara
téristiquesde l'é
oulement. Il est important de noter la bonne 
on
ordan
e entre l'ordre degrandeur prédit par 
ette appro
he simpli�ée et la longueur d'onde et la vitessed'avan
ée initiale des dunes mesurées expérimentalement. Malgré 
e bon a

ord,l'appro
he simpli�ée a l'in
onvénient de négliger la rétroa
tion du milieu granulairesur l'é
oulement de �uide. A�n de prendre en 
ompte toutes les intera
tions pouvantexister entre le �uide et le milieu granulaire, il serait pertinent de résoudre les équa-tions diphasiques en 
onsidérant une interfa
e �uide/milieu granulaire perturbée.L'analyse de stabilité dé
rite 
i-dessus a été réalisée dans le 
adre de l'approxima-tion linéaire. Les observations expérimentales montrent que même si 
ette appro
hefournit une bonne des
ription du seuil d'apparition des petites dunes, elle ne permetpas de prédire le seuil d'apparition des autres dunes ou leur évolution temporelle quiest fortement 
ouplée à des e�ets non linéaires. Prédire l'évolution temporelle desdunes ainsi que leurs seuils d'apparition né
essite la réalisation d'une étude prenanten 
ompte la 
on�guration géométrique du tube ainsi que l'évolution temporellede l'interfa
e �uide/milieu granulaire. Les nombreuses données expérimentales re-
ueillies au 
ours de 
ette thèse 
on
ernant l'évolution temporelle des di�érentesdunes pourront servir de base de 
omparaison à 
ette étude.

142



Annexe AObtention des équations diphasiques
A.1 Des
ription statistique des milieux dispersésNous supposons que les parti
ules de la phase dispersée sont su�samment grossespour être 
onsidérées 
omme un milieu 
ontinu. Ces parti
ules baignent dans un�uide qui est lui-même 
onsidéré 
omme un milieu 
ontinu.Pour établir les équations d'évolution d'un milieu dispersé, il faut disposer :� des équations de 
onservation des phases pures 
onsidérées 
omme des milieux
ontinus,� de la fon
tion de présen
e 
ara
térisant une 
on�guration des parti
ules ausein du mélange� d'une loi de probabilité des di�érentes 
on�gurations possible et la moyenned'ensemble qui lui est asso
iée.A.1.1 Équations de transport mi
ros
opiquesD'après le théorème de transport de Reynolds, la forme générale des équations detransport mi
ros
opique d'une 
ertaine quantité A peut être rigoureusement dérivéedes lois de 
onservation et est donnée par,

∂A

∂t
+ ∇ · (AV ) = ∇ · J + S.Dans 
ette équation, A peut représenter la masse, la quantité de mouvement, l'en-thalpie ou des 
on
entrations d'espè
e. La variable J est un tenseur d'un ordresupérieur à A qui représente la di�usion de A et S est un terme sour
e. En modé-lisant A par la masse volumique ou par la quantité de mouvement, on obtient leséquations de 
onservation de la masse et de la quantité de mouvement,

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρV ) = 0

∂ρV

∂t
+ ∇ · (ρV V ) = ∇.σ + b,143



où σ est le tenseur des 
ontraintes et b représente les for
es extérieures.Dans le 
as d'un milieu �uide/parti
ules rigides, les for
es extérieures appliquéessur 
haque phase se réduisent à la gravité et les équations deviennent,
∂ρ

∂t
+

∂ρuj

∂xj

= 0 (A.1)
∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj

=
∂σij

∂xj

+ ρgi, (A.2)où ρ représente la masse volumique de la phase 
onsidérée, ui la vitesse, σij le tenseurdes 
ontraintes et gi la gravité. Dans le 
as du �uide, σij est 
onnu, il s'agit du ten-seur des 
ontraintes visqueuses. Dans la phase solide, notamment quand il s'agit departi
ules solides, on ne sait pas à priori déterminer le tenseur des 
ontraintes. A�nde 
ontourner 
e problème, une solution 
onsiste à prendre dire
tement les équationsde mouvement d'une parti
ule. Cette appro
he sera nommée dans la suite �appro
he
inétique�.Dans l'appro
he 
inétique, le mouvement d'une parti
ule est dé
rit par l'équationde 
onservation du moment et l'équation de 
onservation du moment angulaire,
ρpv

dup

dt
=

∫

Sp

σ(y).n(y)dSy
+ Σp 6=qf

pq + ρpvg,

I
dΩp

dt
=

∫

Sp

rp(y) ⊗ σ(y).n(y)dSy
+ Σp 6=qR

pq ⊗ f pq,où up représente la vitesse de translation de la parti
ule p, Ωp sa vitesse de rotation,
I = 2a2ρpv/5 son moment d'inertie, a son rayon, f pq est la for
e inter-parti
ulaire,
Rpq est le ve
teur joignant le 
entre de la parti
ule p et le point de 
onta
t entre lesparti
ules q et p, et rp est le ve
teur joignant le 
entre de la parti
ule p ave
 un pointde sa surfa
e. Les termes ∫

Sp
σ(y).n(y)dSy

et ∫
Sp

rp(y)⊗ σ(y).n(y)dSy

orrespondentaux for
es exer
ées par le �uide sur les parti
ules et les termes Σp 6=qf

pq et Σp 6=qR
pq ⊗

fpq 
orrespondent aux for
es inter-parti
ulaires. Dans la suite, on va exprimer leséquations (A.3 et A.3) en terme de tenseur de rotation ωp
ij = ǫijkΩ

p
j . On multipliel'équation (A.3) par le symbole de Levi-Civita ǫijk. En utilisant les relations,

ωp.r = Ωp ⊗ r,

ǫijkǫlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm + δimδjlδkm + δinδjmδkl,où δin est le symbole de Krone
ker. On obtient un nouveau système d'équation,
ρpv

dup
i

dt
=

∫

Sp

σik(y).nk(y)dSy
+ Σp 6=qf

pq
i + ρpvgi, (A.3)

I
dωp

ij

dt
=

{

∫

Sp

[(

yj − xp
j

)

σik(y)nk(y) − (yi − xp
i ) σjk(y)nk(y)

]

dSy

}

+
{

Σp 6q

[(

ypq
j − xp

j

)

f pq
i − (ypq

i − xp
i ) f pq

j

]}

, (A.4)où xp 
orrespond à la position du 
entre de la parti
ule p et ypq à la position dupoint de 
onta
t entre les parti
ules p et q.144



A.2 Passage mi
ros
opique-ma
ros
opique : moyennesen terme de volume lo
al [Ja
kson (1997)℄A.2.1 Dé�nitions et théorèmesLe moyennage en terme de volume lo
al né
essite la dé�nition d'une fon
tion
g(r) dépendant de la distan
e radiale, r, au point autour duquel on fait la moyenne.L'intégrale de g sur tout l'espa
e est normalisé par l'unité,

4π

∫ ∞

0

g(r)r2dr = 1. (A.5)On dé�nit ensuite la taille du volume mésos
opique, par exemple une sphère derayon l. La fon
tion g(r) est alors dé�nie par,
g(r) =

3

4πl3
pour r ≤ l

g(r) = 0 pour r ≥ lo.En utilisant 
ette fon
tion, on peut dé�nir des moyennes qui peuvent être réaliséessur le milieu total, sur la phase �uide ou sur la phase solide. La phase solide étant
onstituée de parti
ules rigides, il est aussi possible de réaliser une moyenne sur lesparti
ules rigides.Moyenne sur le milieu totalDans 
ette modélisation, la moyenne d'une fon
tion à un point x et au temps test dé�nie par,
< f > (x, t) =

∫

V

f(y, t)g(| x − y |)dVy.Moyenne sur la phase �uideLa fra
tion de l'espa
e ǫ o

upée par le �uide est dé�nie 
omme,
ǫ(x) =

∫

Vf

g(| x − y |)dVy, (A.6)où Vf est la portion de l'espa
e total o

upée par le �uide.La moyenne sur le �uide à un point x et au temps t d'une propriété du point (telque la pression ou la vitesse) est dé�nie par,
ǫ(x) < f >f (x, t) =

∫

Vf

f(y)g(| x − y |)dVy.Il existe deux théorèmes utilisés a�n de 
al
uler les dérivations spatiales et tempo-relles de la quantité moyennée sur le �uide.145



Théorème 1Il relie la moyenne de la dérivée temporelle et la dérivée temporelle de la moyenne,
ǫ(x) <

∂f

∂t
>f=

∂(ǫ(x) < f >f (x))

∂t
+ Σp

∫

sp

f(y)nf
k(y)uk(y)g(| x − y |)dSy. (A.7)Théorème 2Il relie la moyenne de la dérivée spatiale et la dérivée spatiale de la moyenne,

ǫ(x) <
∂f

∂xk
>f=

∂(ǫ(x) < f >f (x))

∂xk
− Σp

∫

sp

f(y)nf
k(y)g(| x − y |)dSy, (A.8)où Sp représente la surfa
e des parti
ules, nf

k est la keme 
omposante de la normaleà la surfa
e des parti
ules et uk est la keme 
omposante de la vitesse du point où one�e
tue la moyenne.Moyenne sur la phase solideLa fra
tion de l'espa
e φ o

upé par le solide est dé�nie 
omme,
φ(x) = Σp

∫

Vp

g(| x − y |)dVy, (A.9)où Vp représente le volume d'une parti
ule.La moyenne sur le solide à un point x et au temps t d'une propriété du matériausolide est dé�nie par,
φ(x) < f >s (x, t) = Σp

∫

Vp

f(y)g(| x − y |)dVy.Il existe deux théorèmes similaires à 
eux utilisés pour le �uide.Théorème 1Il relie la moyenne de la dérivée temporelle et la dérivée temporelle de la moyenne,
φ(x) <

∂f

∂t
>s=

∂(φ(x) < f >s (x))

∂t
+Σp

∫

sp

f(y)np
k(y)uk(y)g(| x− y |)dSy, (A.10)où np

k = −nf
k est la keme 
omposante de la normale à la surfa
e de la phase �uide.Théorème 2Il relie la moyenne de la dérivée spatiale et la dérivée spatiale de la moyenne,

φ(x) <
∂f

∂xk
>s=

∂(ǫ(x) < f >s (x))

∂xk
− Σp

∫

sp

f(y)np
k(y)g(| x − y |)dSy, (A.11)146



Relation entre les moyennesLa moyenne sur le milieu total est reliée aux moyennes réalisées sur les di�érentesphases par la relation,
< f >= φ < f >s +ǫ < f >f . (A.12)Il peut être 
ommode de dé�nir une moyenne massique,

ρ̄ < f >m= ρsφ < f >s +ρf ǫ < f >f , (A.13)où ρ̄ = ǫρf + φρs. En 
ombinant les théorèmes A.8 et A.11, on trouve,
φ(x) <

∂f

∂xk
>s +ǫ(x) <

∂f

∂xk
>f=

∂(ǫ(x) < f >s (x))

∂xk

−Σp

∫

sp

f(y)npk(y)g(| x − y |)dSy

+
∂(ǫ(x) < f >f (x))

∂xk

− Σp

∫

sp

f(y)nfk(y)g(| x − y |)dSy.En utilisant np
k = −nf

k et la relation A.12, on en déduit,
<

∂f

∂xk

>=
∂(< f > (x))

∂xk

. (A.14)Moyenne sur les parti
ules rigidesDans notre étude, on 
onsidère des parti
ules rigides. Le mouvement de 
haqueparti
ule peut être dé
rit à partir de la vitesse de translation de son 
entre et desa vitesse de rotation (appro
he 
inétique). Il n'est don
 pas né
essaire de 
onnaîtreles propriétés du solide (vitesse, tenseur des 
ontraintes...) à l'intérieur de la par-ti
ule (moyenne sur la phase solide), et il est intéressant de dé�nir une moyennepermettant de dé
rire les propriétés de la parti
ule en tant qu'unité rigide. Ja
kson(1997) introduit 
e moyennage sous le nom �Parti
le-phase average�. Dans la suitede 
ette étude, nous parlerons de moyenne sur les parti
ules rigides. Dans le 
adrede 
e moyennage, le nombre de parti
ules par unité de volume au temps t et à laposition x est dé�ni par,
n(x) = Σpg(| x − xp |),où xp est la position du 
entre de la parti
ule p.La moyenne sur la phase parti
ulaire des propriétés f p intrinsèques à la parti
uleest dé�nie par,

n(x) < f >p (x, t) = Σpf
pg(| x − xp |).On peut é
rire un théorème similaire au théorème A.10,

n(x) <
∂f

∂t
>p=

∂(n(x) < f >p (x))

∂t
+

∂(Σpf
pup

kg(| x − xp |)
∂xk

, (A.15)où up
k est la kieme 
omposante de la vitesse du 
entre de la parti
ule p.147



Pro
édure de dérivationDans le 
as de l'appro
he diphasique, on utilise l'hypothèse de milieu in
ompres-sible ∂uk

xk
= 0 et les théorèmes A.7, A.8, A.10 et A.11 pour obtenir le système,

∂ǫ(x)

∂t
+

∂(ǫ < uk >f )

∂xk
= 0

∂φ(x)

∂t
+

∂(φ < uk >s)

∂xk
= 0.Dans le 
as de l'appro
he 
inétique, on utilise le théorème A.15 en remplaçant f ppar 1 a�n d'obtenir l'équation,

∂n(x)

∂t
+

∂(n < uk >p)

∂xk

= 0.On réalise le moyennage sur la phase �uide en multipliant 
haque terme de l'équationA.2 par g(| x − y |), puis en intégrant sur Vf . On obtient une nouvelle forme pourl'équation A.2,
ǫ < ρf

∂ui

∂t
>f +ǫ < ρf

∂uiuj

∂xj

>f= ǫ <
∂σij

∂xj

>f +giǫ < ρf >f .En utilisant les théorèmes A.7 et A.8 en posant f = ui, f = uiuj et f = σij ,l'équation devient,
ρf

∂
(

ǫ < ui >f
)

∂t
+ ρf

∂
(

ǫ < uiuj >f
)

∂xj

=
∂
(

ǫ < σij >f
)

∂xj

− Σp

∫

sp

σij(y)np
j(y)g(| x − y |)dSy + ρfǫgi.Pour le solide, on trouve de la même manière,

φ < ρp
∂ui

∂t
>s +φ < ρp

∂uiuj

∂xj

>s= φ <
∂σij

∂xj

>s +giφ < ρp >s .En utilisant les théorèmes A.10 et A.11 et en posant f = ui, f = uiuj et f = σij ,l'équation devient,
ρp

∂ (φ < ui >s)

∂t
+ ρp

∂ (φ < uiuj >s)

∂xj
=

∂ (φ < σij >s)

∂xj
− Σp

∫

sp

σij(y)nf
j (y)g(| x − y |)dSy + ρpφgi.148



Pour réaliser le moyennage dans l'appro
he 
inétique, il faut multiplier 
haque termedes équations (A.3) et (A.4) par g(| x−xp |), puis sommer sur le nombre de parti
ules,
∑

p

g(|x− xp|)ρpv
dup

i

dt
=
∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

σik(y)nk(y)dSy

+
∑

p

g(|x− xp|)Σp 6=qf
pq
i +

∑

p

g(|x − xp|)ρpvgi

∑

p

g(|x− xp|)I
dωp

ij

dt
=
∑

p

g(|x − xp|)
[

Σp 6=q

((

ypq
j − xp

j

)

f pq
i − (ypq

i − xp
i ) f pq

j

)]

+
∑

p

g(|x− xp|)
[

∫

Sp

((

yj − xp
j

)

σik(y)nk(y) − (yi − xp
i )σjk(y)nk(y)

)

dSy

]

,soit,
n(x) < ρpv

dup
i

dt
>p=

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

σik(y)nk(y)dSy
+

∑

p

g(|x− xp|)Σp 6=qf
pq
i +

∑

p

g(|x − xp|)ρpvgi

n(x) < I
dωp

ij

dt
>p= a

∑

p

g(|x − xp|)
[

∫

Sp

(nj(y)σik(y)nk(y) − ni(y)σjk(y)nk(y)) dSy

]

+a
∑

p

g(|x− xp|)
[

Σp 6=q

(

npq
j (y)f pq

i − npq
i (y)f pq

j

)]

,où npq est dé�ni par ypq
j − xp

j = anpq
j et représente le ve
teur unitaire normal à lasurfa
e de la parti
ule p à son point de 
onta
t ave
 la parti
ule q. En utilisant lethéorème A.15, on obtient,

ρpv
∂ (n(x) < ui >p)

∂t
+ ρpv

∂ (n(x) < uiuk >p)

∂xk

=

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

σik(y)nk(y)dSy
+
∑

p

g(|x − xp|)Σp 6=qf
pq
i + n(x)ρpvgi (A.16)

I
∂ (n(x) < ωij >p)

∂t
+ I

∂ (n(x) < ωijuk >p)

∂xk
=

a
∑

p

g(|x − xp|)
[

∫

Sp

(nj(y)σik(y)nk(y) − ni(y)σjk(y)nk(y)) dSy

]

+a
∑

p

g(|x− xp|)
[

Σp 6=q

(

npq
j (y)f pq

i − npq
i (y)f pq

j

)]

, (A.17)Dans la suite, on note n < f f
i >p=

∑

p g(|x− xp|)
∫

Sp
σik(y)nk(y)dSy

et n < f s
i >p=

∑

p g(|x − xp|)Σp 6=qf
pq
i . 149



A.3 Lien entre les di�érents moyennageA.3.1 Intera
tion �uide/solideLe terme n < f f
i >p représente l'intera
tion �uide/parti
ules dans l'appro
he
inétique. Il est di�érent du terme ∑p

∫

Sp
σik(y)nk(y)g(|x − y|)dSy qui représentela même intera
tion dans la phase �uide. Pour relier 
es deux termes, on utilise ledéveloppement de Taylor de g(|x − y|),

g(|x−y|) = g(|x−xp|)− ∂g(|x− xp|)
∂xj

(yj−xp
j )+

1

2

∂2g(|x− xp|)
∂xj∂xm

(yj−xp
j )(ym−xp

m)−...(A.18)Sur la surfa
e Sp des parti
ules (yj −xp
j ) = anj(y), don
 le développement de Taylorde g(|x− y|) réalisé sur Sp devient,

g(|x− y|) = g(|x− xp|) − a
∂g(|x − xp|)

∂xj
nj(y) + a2 1

2

∂2g(|x− xp|)
∂xj∂xm

njnm − ...En remplaçant g(|x − y|) par son développement dans ∑p

∫

Sp
σik(y)nk(y)g(|x −

y|)dSy, on obtient,
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− y|)dSy =
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy

−
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)a
∂g(|x − xp|)

∂xj
nj(y)dSy +

∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)a21

2

∂2g(|x− xp|)
∂xj∂xm

njnmdSy − ...L'intégration a lieu suivant y, on peut don
 inverser l'ordre de l'intégration et de ladérivation et sortir la fon
tion g(|x − xp|) de l'intégrale. De 
ette façon, on obtient,
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− y|)dSy =
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy

−
∂a
∑

p g(|x − xp|)
∫

Sp
σik(y)nk(y)nj(y)dSy

∂xj
+

∂2a2
∑

p g(|x − xp|)
∫

Sp
σik(y)nk(y)1

2
njnmdSy

∂xj∂xm
− ...Pour simpli�er, on pose,

n < f f
i >p=

∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy,

n < sf
ij >p= a

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

σik(y)nk(y)nj(y)dSy,

n < sf
ijm >p= a2

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

σik(y)nk(y)njnmdSy.Le terme d'intera
tion entre le �uide et le solide devient,
∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− y|)dSy = n < f f
i >p −

∂n < sf
ij >p

∂xj

+
1

2

∂2n < sf
ijm >p

∂xj∂xm

− ...150



A.3.2 Intera
tion solide/solidePour expli
iter le terme n < f s
i >p=

∑

p g(|x − xp|)∑q 6=p f pq
i , on 
onsidère lasomme,

∑

p

∑

q 6=p

g(|x− ypq|)f pq
i = g(|x− y12|)f 12

i + g(|x− y13|)f 13
i + g(|x − y21|)f 21

i

+g(|x− y23|)f 23
i + g(|x− y31|)f 31

i + g(|x− y32|)f 32
i + ...Comme f pq = −f qp, 
ette somme est nulle. On utilise un développement de Taylorréalisé sur la surfa
e des parti
ules pour exprimer∑p

∑

q 6=p g(|x−ypq|)f pq
i en fon
tionde n < f s

i >p,
∑

p

∑

q 6=p

g(|x− ypq|)f pq
i =

∑

p

g(|x − xp|)
∑

q 6=p

f pq
i − a

∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xj

∑

q 6=p

npq
j (y)f pq

i

+a21

2

∑

p

∂2g(|x− xp|)
∂xj∂xm

∑

q 6=p

npq
k (y)npq

j (y)f pq
i − ...(A.19)En utilisant les notations,

n < ss
ij >p= a

∑

p

g(|x − xp|)
∑

q 6=p

f pq
i npq

j

n < ss
ijm >p= a2

∑

p

g(|x− xp|)
∑

q 6=p

f pq
i npq

j npq
m ,l'équation A.19 peut s'exprimer sous la forme,

n < f s
i >p=

∂n < ss
ij >p

∂xj

− 1

2

∂2n < ss
ijm >p

∂xj∂xm

+ ... (A.20)On obtient un système d'équations pour le �uide et le solide de la forme,
ρf

[

∂ǫ < ui >f

∂t
+

∂ǫ < uiuj >f

∂xj

]

=
∂ǫ < σij >f

∂xj

−n < f f
i >p +

∂n < sf
ik >p

∂xk
− 1

2

∂2n < sf
ikl >p

∂xk∂xl
+ ρf ǫgi (A.21)

ρpv

[

∂n < ui >p

∂t
+

∂n < uiuj >p

∂xj

]

= n < f f
i >p +

∂n < ss
ik >p

∂xk

−1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl

+ ρpnvgi. (A.22)Tous les termes d'ordre O(a2) ont été négligés.A.3.3 Lien entre φ(x) et n(x)A�n de travailler en terme de fra
tion volumique solide φ(x) et de vitesse débi-tante du solide φ(x) < u >s, il faut exprimer n(x)v et n(x)v < u >p en fon
tion de151



φ(x) et φ(x) < u >s. Le développement de Taylor de φ(x) donne,
φ(x) =

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Vp

dVy −
∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xj

∫

Vp

(yj − xp
j )dVy

+
1

2

∑

p

∂2g(|x− xp|)
∂xj∂xm

∫

Vp

(yj − xp
j )(ym − xp

m)dvy − ...On néglige le terme 1
2

∑

p
∂2g(|x−xp|)

∂xj∂xm

∫

Vp
(yj − xp

j )(ym − xp
m)dvy 
ar il est d'ordre a2.Comme ∫

Vp
(yj − xp

j )dVy = 0, 
ar l'intégration est réalisée sur une sphère, on obtient
φ(x) = vn(x). (A.23)A.3.4 Lien entre la moyenne sur la phase solide et la moyennesur les parti
ules rigidesSoit f une fon
tion du solide au point x, en introduisant le développement ensérie de Taylor de g(|y − xp|) dans la moyenne de f sur la phase solide on obtient,

φ(x) < f >s=
∑

p

∫

Vp

f(y)g(|x− xp|)dVy −
∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xj

∫

Vp

f(y)(yj − xp
j )dVy

+
1

2

∑

p

∂2g(|x − xp|)
∂xj∂xm

∫

Vp

f(y)(yj − xp
j )(ym − xp

m)dVy − ...Si on rempla
e f par ρui, on obtient en prenant en 
ompte l'égalité ui(y, t) = up
i (t)+

ωij(t)
(

yj − xp
j

),
ρpφ(x) < ui >s= n(x)vρp < ui >p +ρp

∑

p

g(|x − xp|)ωij

∫

Vp

(

yj − xp
j

)

dVy −

ρp

∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xk

up
i

∫

Vp

(yk − xp
k)dVy − ρp

∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xk

ωij

∫

Vp

(yj − xp
j )(yk − xp

k)dVy

+
1

2
ρp

∑

p

∂2g(|x− xp|)
∂xk∂xm

up
i

∫

Vp

(yk − xp
k)(ym − xp

m)dVy

+
1

2
ρp

∑

p

∂2g(|x− xp|)
∂xk∂xm

ωij

∫

Vp

(yj − xp
j )(ym − xp

m)(yk − xp
k)dVy.Les termes en ∫

Vp
rndV ave
 n impair étant nuls, on obtient,

φ(x)ρp < ui >s= n(x)vρp < ui >p −ρp

∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xk

ωij

∫

Vp

(yj − xp
j )(yk − xp

k)dVy

+
1

2
ρp

∑

p

∂2g(|x− xp|)
∂xk∂xm

up
i

∫

Vp

(yk − xp
k)(ym − xp

m)dVy.152



Le terme 1
2
ρp

∑

p
∂2g(|x−xp|)

∂xk∂xm
up

i

∫

Vp
(yk − xp

k)(ym − xp
m)dVy étant d'ordre a2, on peutle négliger devant le terme n(x)vρp < ui >p. Le terme ρp

∑

p
∂g(|x−xp|)

∂xk
ωij

∫

Vp
(yj −

xp
j )(yk − xp

k)dVy peut s'exprimer sous la forme ρp

∑

p
∂g(|x−xp|)ωij

∂xk

∫

Vp
(yj − xp

j )(yk −
xp

k)dVy, en utilisant le fait que les parti
ules soient rigides (∂ωij

∂xk
= 0). L'équivalen
eentre k et j, permet de transformer 
e terme sous la forme (n(x)I<ωik>p)

∂xk
, ave
 I =

ρp

∫

Vp
(yj − xp

j )(yk − xp
k)dVy. L'équation (A.24) devient,

φ(x)ρp < ui >s= n(x)vρp < ui >p −(n(x)I < ωik >p)

∂xk

. (A.24)En prenant f = ρuiuj, on obtient,
φ(x)ρp < uiuj >s= n(x)vρp < uiuj >p

+
∑

p

g(|x− xp|)ωikωjm

∫

Vp

ρp(yk − xp
k)(ym − xp

m)dVy

−
∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xs

up
i ωjm

∫

Vp

ρp(ys − sp
s)(ym − xp

m)dVy

−
∑

p

∂g(|x − xp|)
∂xs

up
jωik

∫

Vp

ρp(ys − xp
s)(yk − xp

k)dVy. (A.25)L'équivalen
e entre les indi
es donne,
φ(x)ρp < uiuj >s= n(x)vρp < uiuj >p +n(x)I < ωikωjk >p

−∂ (n(x)I < uiωjk >p)

∂xk

− ∂ (n(x)I < ujωik >p)

∂xk

. (A.26)On dérive l'équation (A.25) par rapport à t et l'équation (A.26) par rapport à x,
∂φ(x)ρp < ui >s

∂t
=

∂ (n(x)vρp < ui >p)

∂t
− ∂

∂t

(

(n(x)I < ωik >p)

∂xk

)

∂φ(x)ρp < uiuj >s

∂xj

=
∂n(x)vρp < uiuj >p

∂xj

+
∂

∂xj

(n(x)I < ωikωjk >p)

− ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < uiωjk >p)

∂xk

)

− ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < ujωik >p)

∂xk

)

.153



En utilisant 
e système d'équation, on rempla
e ∂(n(x)vρp<ui>
p)

∂t
et ∂(n(x)vρp<uiuj>p)

∂xjdans l'équation (A.22),
∂φ(x)ρp < ui >s

∂t
+

∂φ(x)ρp < uiuj >s

∂xj
=

− ∂

∂t

(

(n(x)I < ωik >p)

∂xk

)

+
∂

∂xj
(n(x)I < ωikωjk >p) − ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < uiωjk >p)

∂xk

)

− ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < ujωik >p)

∂xk

)

+ n < f f
i >p +

∂n < ss
ik >p

∂xk

−1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl

+ φ(x)ρpgi. (A.27)Le terme ωij étant antisymétrique (ωij = −ωji), l'équation (A.27) peut s'é
rire sousla forme,
∂φ(x)ρp < ui >s

∂t
+

∂φ(x)ρp < uiuj >s

∂xj
= − ∂

∂t

(

(n(x)I < ωik >p)

∂xk

)

+
∂

∂xj
(n(x)I < ωikωjk >p) − ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < ukωij >p)

∂xk

)

+n < f f
i >p +

∂n < ss
ik >p

∂xk

− 1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl

+ φ(x)ρpgi (A.28)On utilise la dérivée suivant xk de l'équation (A.17) pour rempla
er le terme ∂
∂t

(

(n(x)I<ωik>p)
∂xk

),
∂φ(x)ρp < ui >s

∂t
+

∂φ(x)ρp < uiuj >s

∂xj

= +
∂

∂xk

(

I
∂ (n(x) < ωikus >p)

∂xs

)

− ∂

∂xk

(

a
∑

p

g(|x − xp|)
[

∫

Sp

(nk(y)σis(y)ns(y) − ni(y)σks(y)ns(y)) dSy

])

− ∂

∂xk

(

a
∑

p

g(|x − xp|) [Σp 6=q (npq
k (y)f pq

i − npq
i (y)f pq

k )]

)

+
∂

∂xj

(n(x)I < ωikωjk >p) − ∂

∂xj

(

∂ (n(x)I < ukωij >p)

∂xk

)

+n < f f
i >p +

∂n < ss
ik >p

∂xk
− 1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl
+ φ(x)ρpgi.Le terme a

∑

p g(|x − xp|) [Σp 6=q (npq
k (y)f pq

i − npq
i (y)f pq

k )] 
orrespond à la partie an-tisymétrique, noté n < s[ij] >p, du tenseur n < sij >p. En notant n < s(ij) >p la154



partie symétrique de n < sij >p, on obtient,
∂φ(x)ρp < ui >s

∂t
+

∂φ(x)ρp < uiuj >s

∂xj
=

− ∂

∂xk

(

a
∑

p

g(|x− xp|)
[

∫

Sp

(nk(y)σis(y)ns(y) − ni(y)σks(y)ns(y)) dSy

])

+
∂

∂xj
(n(x)I < ωikωjk >p) + n < f f

i >p +
∂n < ss

(ik) >p

∂xk

−1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl

+ φ(x)ρpgi.A.3.5 Équations diphasiquesLe pro
essus de moyennage réalisé au niveau du �uide, du solide et des parti
ulesrigides permet d'obtenir un système moyenné 
onstitué d'une équation pour la phase�uide et d'une équation pour la phase solide,
ρf

[

∂ǫ < ui >f

∂t
+

∂ǫ < uiuj >f

∂xj

]

=
∂ǫ < σij >f

∂xj
− n < f f

i >p

+
∂n < sf

ik >p

∂xk
− 1

2

∂2n < sf
ikl >p

∂xk∂xl
+ ρfǫgi

ρp

[

∂φ < ui >s

∂t
+

∂φ < uiuj >s

∂xj

]

=
∂n < ss

(ik) >p

∂xk
+ n < f f

i >p

− ∂

∂xk

(

a
∑

p

g(|x− xp|)
[

∫

Sp

(nk(y)σis(y)ns(y) − ni(y)σks(y)ns(y)) dSy

])

+
∂

∂xj
(nI < ωikωjk >p) − 1

2

∂2n < ss
ikl >p

∂xk∂xl
+ φρpgiCes deux équations sont reliées entre elles par le terme n < f f >p qui 
orrespondaux for
es d'intera
tion entre le �uide et les parti
ules. Pour simpli�er, on note

Sf
ij = ǫ < σij >f +n < sf

ij >p −1
2

∂n<sf

ijl
>p

∂xl
, et

Sp
ij = n < ss

(ij) >p + (nI < ωikωjk >p)

−1
2

∂n<ss
ijl

>p

∂xl
− a

∑

p g(|x− xp|)
[

∫

Sp
(nj(y)σis(y)ns(y) − ni(y)σjs(y)ns(y))dSy

].Le système d'équations devient,
ρf

[

∂ǫ < ui >f

∂t
+

∂
(

ǫ < uiuj >f
)

∂xj

]

= ρf ǫgi − n < f f
i >p +

∂Sf
ij

∂xj
(A.29)

ρp

[

∂φ(x) < ui >s

∂t
+

∂ (φ(x) < uiuj >s)

∂xj

]

= n < f f
i >p +φρpgi +

∂Sp
ij

∂xj

. (A.30)155



A.4 Fermeture des équationsAu 
ours du pro
essus de moyennage, de nouvelles variables ont été dé�nies. Lasigni�
ation de 
es variables n'est pas évidente et il est possible qu'elles ne puissentpas toutes être expli
itées de manière satisfaisante. Ja
kson (1997) propose des ex-pressions pour la plupart de 
es termes dans le 
as des suspensions très diluées. Ennous basant sur son travail et en essayant d'adapter les di�érentes dé�nitions dansnotre 
on�guration (sphères rigides en 
onta
t), nous allons présenter dans 
ettese
tion di�érentes fermetures possibles.A.4.1 Détermination des termes < uiuj >f et < uiuj >sSuite au moyennage, des termes représentant la moyenne de produit de grandeursmi
ros
opiques tel que < uiuj >f et < uiuj >s sont apparus. Pour pouvoir fermer leséquations, il faut dé
omposer 
es termes en une somme de deux termes : le produit dela moyennes des grandeurs et le produit de la déviation de 
es grandeurs par rapportà la valeur moyenne. Dans la suite de 
e travail, nous noterons la déviation d'unegrandeur f par f ′. La déviation est dé�nie par f ′ = f− < f >n ou n peut représenterla phase �uide, la phase solide ou le mélange, suivant le type de moyennage utilisé.En utilisant 
ette dé
omposition, on peut exprimer < uiuj >f et < uiuj >s sous laforme < uiuk >f=< ui >f< uk >f − < u′
iu

′
k >f et < uiuk >s=< ui >s< uk >s − <

u′
iu

′
k >s. Les termes < u′

iu
′
k >f et < u′

iu
′
k >s représentent le tenseur de Reynolds etils seront négligés dans la suite de 
ette étude.A.4.2 Expression de n < f f

i >pCe terme, parti
ulièrement 
omplexe à expli
iter, est à l'origine de nombreuxdésa

ords au niveau de la forme �nale des équations diphasiques.Fermeture proposée par Ja
kson (1997)Le terme n < f f
i >p 
orrespond aux for
es d'intera
tion entre le solide et lesparti
ules. Il est généralement dé
omposé en un terme représentant la poussée d'Ar-
himède et des termes dus aux autres intera
tions pouvant exister entre le �uide etles parti
ules. A�n d'essayer de mieux appréhender sa signi�
ation, on peut 
om-men
er par examiner des exemples simples.� Cas d'un objet immobile dans un �uide immobileDans 
ette 
on�guration, n < f f

i >p noté f se résume à la seule 
ontributiondu gradient de pression du �uide,
f = −v∇p = −ρfvg,où v représente le volume de l'objet. Cette équation dé
oule de l'expressionhydrostatique du gradient de pression −v∇p = −ρfvg et elle est invariantepar translation. Elle reste don
 vrai si on 
onsidère une 
orps se déplaçant àla vitesse u0 plongé dans un liquide se déplaçant à la même vitesse.156



� Cas d'un objet mobile dans un �uide se déplaçant à une vitesse u0 
onstanteloin de l'objet.Dans 
ette 
on�guration, il faut rajouter à la poussée d'Ar
himède un termerésultant du mouvement relatif du solide par rapport au �uide. En se basantsur le même type de dé
omposition que dans le premier exemple, on peutobtenir deux expressions di�érentes,
f = fa − v∇p0 = fb − ρfvg.L'équation de 
onservation du moment appliquée loin du solide donne v∇p0 =

ρfvg. On peut don
 en déduire que 
es deux relations sont équivalentes et que
fa = fb.� Cas d'un objet mobile dans un �uide se déplaçant à une vitesse u0 = da0

dt
uni-formément a

élérée loin de l'objet.Dans 
ette 
on�guration, l'équation de 
onservation du moment, donne v∇p0 =

ρfv(g − a0). Pour garder l'égalité entre fa et fb, il faut maintenant é
rire,
f = fa − v∇p0 = fb − ρfv(g − a0).� Cas d'un �uide uniformément a

éléré à la vitesse u0 = da0

dt
se déplaçant dansun ensemble de parti
ules de fra
tion volumique φ.Dans 
ette 
on�guration, l'équation de 
onservation du moment s'é
rit enterme de moyenne sous la forme,

ρf ǫa0 = −∇p0 − nf + ρf ǫg.En utilisant f = fa − v∇p0, on obtient,
ρfǫa0 = −∇p0 − nfa + nv∇p0 + ρf ǫg.Comme nv = φ, l'équation de 
onservation du mouvement peut s'é
rire sousla forme,

ρf ǫa0 = −ǫ∇p0 − nfa + ρf ǫg.En utilisant f = fb − ρf ǫ(g − a0), on obtient,
ρf ǫa0 = −∇p0 − nfb + ρfvn(g − a0) + ρfǫg,qui se traduit par,

ρfa0 = −∇p0 − nfb + ρfg.Dans 
ette 
on�guration, l'égalité entre fa et fb n'est plus véri�ée. On obtientune nouvelle relation fb = fa/ǫ.� GénéralisationOn se pla
e maintenant dans une 
on�guration plus générale, où l'équation de
onservation du moment du �uide s'é
rit sous la forme,
ρfa0 = ρf ǫg − nf + ∇Sf .157



L'expression de nf généralisée est don
,
nf = nfa + φ∇Sf = fb − φρf (g − a0).En remplaçant nf par son expression dans le système d'équations de 
onser-vation de la quantité de mouvement pour le �uide et le solide, on obtient,

ρf
Df ǫ < u >f

Dt
= ρf ǫg − nfa + ǫ∇Sf

ρp
Dsφ(x) < u >s

Dt
= nfa + φ∇Sf + φ(x)ρpg + ∇Sp. (A.31)Il est possible d'arriver au même résultat en se basant sur l'expression de n < f f

i >pplut�t que sur sa signi�
ation physique.Appro
he proposée par Lhuillier (1992)Dans 
ette appro
he, il faut remonter à l'é
riture du terme n < f f
i >p,

n < f f
i >p=

∑

p

∫

Sp

σik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy.Ce terme 
orrespond à la moyenne de l'intégration sur la surfa
e des parti
ules dela 
ontrainte σik dé�nie à l'é
helle mi
ros
opique. En prenant Sf
ik 
omme 
ontraintede référen
e, on peut exprimer σik sous la forme, σik = Sf

ik +
(

σik − Sf
ik

). Soit,
n < f f

i >p=
∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x−xp|)dSy+

∑

p

∫

Sp

(

σik(y) − Sf
ik(y)

)

nk(y)g(|x−xp|)dSy.(A.32)En faisant un développement limité au premier ordre en xp du terme Sf
ik(x, t), onobtient,

Sf
ik(x, t) = Sf

ik(xp, t) + (xl − xlp)
∂Sl

ik

∂xl

(xp) + ... (A.33)Après intégration, 
e terme devient,
∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy = Sf

ik(xp, t)
∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

nk(y)dSy

+
∂Sl

ik

∂xl

(xp)
∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

(xl − xlp)nk(y)dSy,

∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy =

∂Sl
ik

∂xl
(xp)

∑

p

g(|x− xp|)
∫

Sp

anl(y)nk(y)dSy,

∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy =

∂Sl
ik

∂xl
(xp)n(x)v.158



Pour 
al
uler l'intégrale ∫
Sp

anl(y)nk(y)dSy, on se pla
e en 
oordonnées sphériques.Les ve
teurs normaux s'expriment sous la forme,
nz = cos(θ)

nx = sin(θ) cos(φ)

ny = sin(θ) sin(φ).En utilisant la relation nknl = 1
3
δkl, on obtient la relation,

∫

Sp

a31

3
δklsin(θ)dθdφ,

∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy =

∂Sl
ik

∂xl
(xp)n(x)v. (A.34)En utilisant l'égalité (A.23), on obtient,

∑

p

∫

Sp

Sf
ik(y)nk(y)g(|x− xp|)dSy = φ

∂Sl
ik

∂xl

(xp). (A.35)L'équation (A.32) devient,
n < f f

i >p= φ
∂Sl

ik

∂xl
(xp) +

∑

p

∫

Sp

(

σik(y) − Sf
ik(y)

)

nk(y)g(|x− xp|)dSy.On relie 
ette équation à l'équation (A.31) en posant,
nfa =

∑

p

∫

Sp

(

σik(y) − Sf
ik(y)

)

nk(y)g(|x− xp|)dSy. (A.36)Expression du terme nfaLe terme nfa 
orrespond à la for
e d'intera
tion �uide/parti
ule. Dans le 
asdes suspensions diluées, il s'agit de la for
e de traînée. Dans notre 
on�guration, lesparti
ules sont en 
onta
t et leur mouvement est relativement lent. Nous avons don

hoisi de représenter la for
e d'intera
tion �uide/parti
ule par la for
e de Dar
y dansun poreux,
nfa = η

ǫ2

K

(

< u >f − < u >s
)

, (A.37)où K représente la perméabilité. Dans la littérature, on peut trouver di�érentesdé�nitions de K. Pour un milieu poreux 
onstitué de parti
ules sphériques mono-disperses, la relation d'Ergun dé�nit la perméabilité par,
K =

ǫ3d2

k (1 − ǫ)2ave
 k = 180. Goharzadeh et al. (2005) ont montré qu'il y avait un bon a

ord entre
ette relation et la perméabilité mesurée expérimentalement dans le 
as d'un poreux
onstitué de sphères rigides. Nous avons don
 
hoisi d'utiliser 
ette dé�nition pourla perméabilité. 159



A.4.3 Expression de Sf
ijLe terme Sf

ij représente une somme de plusieurs termes, Sf
ij = ǫ < σij >f +n <

sf
ij >p −1

2

∂n<sf
ijl

>p

∂xl
. Ja
kson (1997) a expli
ité 
es di�érents termes dans le 
as dessuspensions très diluées. Il pré
ise que dans le 
as ou les intera
tions entre les par-ti
ules sont dominées par les for
es de 
onta
t, les termes n < sf

ij >p et ∂n<sf
ijl

>p

∂xlpeuvent être négligés.Expression de < σij >fPour des parti
ules rigides dans un �uide newtonien, il est aisé d'obtenir unexpression générale pour 
e terme [Ja
kson (1997)℄. Il 
orrespond à la moyenne surla phase �uide du taux de déformation ∂ui

∂xk
+ ∂uk

∂xi
. Dans le 
as des parti
ules rigides, letaux de déformation étant nul à l'intérieur des parti
ules, il est équivalent de réaliserla moyenne sur le �uide ou sur l'ensemble du domaine,

∫

V

(

∂ui

∂yk

+
∂uk

∂yi

)

g(|x− y|)dV =

∫

Vf

(

∂ui

∂yk

+
∂uk

∂yi

)

g(|x− y|)dV.Le tenseur des 
ontraintes �uides est relié au taux de déformation par la relation,
∂ui

∂yk

+
∂uk

∂yi

− =
σik + pδik

µ
.En multipliant 
haque terme par g(|x−y|), puis en intégrant sur le volume de �uide,on obtient,

∫

V

(

∂ui

∂yk
+

∂uk

∂yi

)

g(|x − y|)dV =

∫

Vf

(

σik + pδik

η

)

g(|x− y|)dV.En utilisant l'égalité A.14, on obtient,
∂ < ui >

∂yk
+

∂ < uk >

∂yi
= ǫ

< σik >f + < pδik >f

η
,où < ui >= ǫ < ui >f +φ < ui >s est la vitesse débitante du mélange. Le tenseurmoyenné des 
ontraintes �uides s'é
rit don
 sous la forme,

< σik >f= − < pδik >f +
η

ǫ

(

∂ < ui >

∂yk

+
∂ < uk >

∂yi

)

.Expression de n < sf
ij >p et de n < sf

ijk >pDans le 
as des suspensions très diluées, Ja
kson (1997) propose pour n <
sf

ij >p= a
∑

p g(|x − xp|)
∫

Sp
σik(y)nk(y)nj(y)dSy et n < sf

ijm >p= a2
∑

p g(|x −
xp|)

∫

Sp
σik(y)nk(y)njnmdSy les expressions suivantes,

n < sf
ij >p= φ

[

− < p >f δij + 3η

(

1

2

(

∂ < ui >f

∂xj

− ∂ < uj >f

∂xi

)

− ǫiaj < ωa >p

)

.

+
5η

2

(

∂ < ui >f

∂xj

− ∂ < uj >f

∂xi

)]

+ O(φ2)160



et
n < sf

ijk >p= φ

[

3µ
(

< ui >f − < uj >p
)

δjk −
a2ρf

5
(giδjk + gjδki + gkδij)

+ηa2Cabc
ijk

∂2 < ua >f

∂xb∂xa

]

+ O(φ2).Dans les 
on�gurations où les 
onta
ts entre parti
ules sont majoritaires, 
es di�é-rents termes n'ont pas été dé�nis. On suppose que le terme n < sf
ijk >p est négli-geable. Le terme n < sf

ij >p est 
onstitué d'un terme dire
tement relié à la pressiondu �uide et d'une somme de termes dépendant de la moyenne sur la phase �uidedu taux de déformation. Nous supposerons dans la suite que l'é
riture de 
e termereste relativement in
hangée dans le 
as où il y a 
onta
t entre le parti
ules. Ces
omposantes étant du même ordre de grandeur que le terme ǫ < σij >f , 
e terme nesemble pas négligeable au premier abord.Expression de Sf
ijEn sommant ǫ < σij >f et n < sf

ij >p, on obtient une relation de la forme,
Sf

ij = − < p >f +ηe

(

∂ < ui >

∂yk
+

∂ < uk >

∂yi

)ou ηe = ηf(φ) représente la vis
osité e�e
tive du mélange. A 
ause de la présen
e departi
ules, la vis
osité du mélange di�ère la vis
osité du �uide pur. Dans le 
as dessuspensions diluées, il existe dans la littératures plusieurs expressions empiriques de
ette vis
osité e�e
tive. L'une des formules la plus 
ouramment utilisée, n'est pasempirique. Il s'agit de la relation d'Einstein,
ηe = η

(

1 +
5

2
φ

)

, (A.38)qui est dérivée des équations diphasiques. Elle dé
rit la vis
osité e�e
tive d'une sus-pension diluée mono-disperse. Sti
kel & Powel (2005) présentent une revue détailléedes di�érentes lois dé
rivant la vis
osité e�e
tive d'un suspension dense. Ils dé�-nissent les suspensions denses 
omme 
elles où l'é
art moyen entre les parti
ules estinférieur au rayon des parti
ules.A.4.4 Forme du système d'équationsAprès les di�érentes simpli�
ations e�é
tuées, le système s'é
rit sous la forme
ρf

[

∂
(

ǫ < ui >f
)

∂t
+

∂
(

ǫ < ui >f< uj >f
)

∂xj

]

= ρfǫgi − nfia + ǫ
∂Sf

ij

∂xj

ρp

[

∂ (φ < ui >s)

∂t
+

∂ (φ < ui >s< uj >s)

∂xj

]

= nfa + φ
∂Sf

ij

∂xj

+ φ(x)ρpgi +
∂Sp

ij

∂xj

(A.39)161



oú Sf
ij = ǫ < σij >f . En remplaçant nfa et Sf

ij par leur expression, on trouve
ρf

[

∂
(

ǫ < ui >f
)

∂t
+

∂
(

ǫ < ui >f< uj >f
)

∂xj

]

= ρf ǫgi − η
ǫ2

K

(

< ui >f − < ui >s
)

+ǫ
∂

∂xj

(

ηe

(

∂ < ui >

∂xj

+
∂ < uj >

∂xi

))

− ǫ
∂p

∂xj

ρp

[

∂ (φ < ui >s)

∂t
+

∂ (φ < ui >s< uj >s)

∂xj

]

= φρpgi + η
ǫ2

K

(

< ui >f − < ui >s
)

+φ
∂

∂xj

(

ηe

(

∂ < ui >

∂xj
+

∂ < uj >

∂xi

))

+
∂Sp

ij

∂xj
− φ

∂p

∂xj
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Érosion, transport et instabilités d’un lit de particules dans un tube

Résumé : Un lit de particules, par exemple le lit d’une rivière ou les dépots d’hy-
drates dans un pipeline, peut évoluer de différentes manières quand il est soumis à un
écoulement de fluide. Nous étudions expérimentalement l’interaction fluide/particules
dans la géométrie d’un tube. En faisant varier les paramètres expérimentaux, nous
avons déterminé l’existence de cinq régimes différents : particules immobiles, mise en
mouvement du lit plat, formation de dunes laminaires, formation de dunes à vortex
et apparition de dunes sinueuses.

Ce travail s’articule principalement en quatre parties. Après l’étude qualitative
des différents régimes existant, nous avons montré que le lit de particules se met en
mouvement quand les forces hydrodynamiques deviennent supérieures à une frac-
tion du poids apparent des particules, c’est-à-dire pour un nombre de Shields critique
constant sur une large gamme de Reynolds particulaire. Un modèle continu à deux
phases, dans lequel nous avons utilisé une rhéologie de type frottement solide pour
modéliser la contrainte solide, nous permet de déterminer le flux de particules et
de prédire l’évolution expérimentale du lit plat. En réalisant une étude de stabilité
linéaire dans laquelle le flux de particules obtenu est couplé avec l’écoulement de
fluide sur un fond fixe, nous avons déterminé le seuil d’apparition des dunes lami-
naires. Ce seuil correspond à un nombre de Reynolds constant et présente un bon
accord avec les résultats expérimentaux dans la limite du modèle. Les expériences
et les modèles réalisés nous permettent de construire un diagramme de phase repré-
sentant les zones d’existence des différents régimes observés dans le tube.

Erosion and dune formation on particle beds submitted to shearing flows

Abstract : We have studied experimentally the evolution of a particle bed sub-
mitted to a pipe flow. Depending on the experimental parameters, we have put
in evidence five different regimes for the bed evolution : still particles, flat bed in
motion, laminar dunes, vortex dunes and apparition of sinuous dunes.

This work is divided into four main parts. After a qualitative study of the dif-
ferent regimes, we have studied the incipient motion of the particles. Particles at
the surface of the bed can move as soon as hydrodynamic forces acting on them
exceed a fraction of their apparent weight. This corresponds to a critical Shields
number that we have found to be constant over a large range of small particle Rey-
nolds number. We have used a two phase model with a solid friction rheology for
the particle phase to describe the bed-load transport as well as the erodible-bed
instability. Calculations are performed numerically but also analytically in asymp-
totic cases. The theorical bed load transport gives a good prediction of the flat bed
temporal evolution and the predicted thresholds of laminar dunes formation, which
corresponds to a constant Reynolds number, accounts reasonably well for the expe-
rimental observations. Finally, we present the different regimes of bed evolution in
a phase diagram.


