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Résumé

Cette these porte sur I'étude de la régression non paramétrique en présence de
mesures répétées. D’abord, nous étendons aux estimateurs splines de lissage les vi-
tesses de convergence présentées dans la littérature pour d’autres estimateurs usuels
sous différentes hypotheses classiques de dépendance des données. Ensuite, dans le
cadre de 'estimation de la moyenne d’un processus aléatoire a temps continu, nous
généralisons les résultats existants sur la convergence en moyenne quadratique et
nous établissons de nouveaux résultats de normalité asymptotique pour les distribu-
tions finies-dimensionnelles. Enfin, dans le cadre d’un échantillon fini et corrélé, nous
comparons les performances d’estimateurs construits par moindres carrés ordinaires
ou généralisés, nous proposons une méthode efficace de sélection du parametre de
lissage tenant compte de la structure de covariance des données, et a travers des si-
mulations, nous mettons en évidence I'apport du lissage local par rapport au lissage
global.

Abstract

The present PhD deals with nonparametric regression using repeated measu-
rements data. On the one hand, the convergence rates of several usual estimators
found in the litterature under classical dependency assumptions are extended to the
smoothing spline estimators. On the other hand, in the context of mean function es-
timation from continuous-time random processes, the few existing results on mean
square convergence are generalized to a large class of linear estimators and new
asymptotic normality results are derived for the finite-dimensional distributions of
estimators. Finally in the framework of a finite, correlated sample, the ordinary and
generalized least squares methods for constructing regression estimators are compa-
red, a new smoothing parameter selection procedure accounting for the covariance
structure of the data is presented, and the superiority of local smoothing over global
smoothing is shown through simulations.
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Notations

Ensembles, nombres
Card(2) : cardinal de I’ensemble (.

|| : partie entiere d’un réel x.

Vecteurs, matrices
Les matrices sont notées en caracteres gras majuscules (par exemple A) et les

N . /
vecteurs en caracteres gras minuscules (par exemple x = (xy,...,x,) ).
x', A’ : transposée

2_ NP 2
[1xI* = 225 i

|A[| = supjg= [AX]].

tr A : trace de A.

detA : déterminant de A.

A (A), A2(A),. .. : valeurs propres de A.

Espaces de fonctions

Soient m > 0 un entier et @ < b deux réels.

Lsla, b] : ensemble des fonctions g : [a,b] — R de carré intégrable.

C™|a,b] : ensemble des fonctions g : [a,b] — R m fois contintiment dérivables.
W3t[a,b] : espace de Sobolev des fonctions g : [a,b] — R dont les dérivées sont
absolument continues jusqu’a 'ordre m — 1 et dont la dérivée d’ordre m est de carré
intégrable. Par convention on pose W |a,b] = Ls|a, b].

b
‘g|i = / (g™ (t))%dt : (semi-) norme d’une fonction g € W™[a,b] avec 0 < k < m.
En particulier, | . ‘0 désigne la norme Lo classique.

Suites

Soient (up)p>1 et (vp),>1 deux suites réelles.

u, = o(v,) (prépondérance) : pour tout réel € > 0 on a u, < €v, pour p assez grand.
u, = O(v,) (domination) : il existe un réel C' > 0 tel que u, < Cv, pour p assez
grand.

u, ~ v, (équivalence asymptotique) : u, = O(v,) et v, = O(u,). En d’autres termes,
le rapport |u,/v,| reste borné loin de zéro et de I'infini pour p assez grand (si v, # 0).






Introduction Générale

Cette introduction présente les themes abordés dans la these, puis elle donne un
apercu des résultats développés dans chaque chapitre.

Régression non paramétrique en présence d’erreurs
corrélées

L’objet de la régression non paramétrique est d’estimer la relation de dépendance
qui lie une variable d’intérét y, dite variable dépendante, a une variable explicative
t a partir de couples d’observations (y1,t1), ..., (yp,tp) de ces variables sans faire
d’hypothese paramétrique sur la forme de cette dépendance. Un modele statistique
classique pour représenter la dépendance de y par rapport a t est le suivant :

yi = f(t:) + &, 1 <i<p, (1)
ou f est la fonction de régression (déterministe) que I'on cherche & estimer et les
€1,...,€p sont des variables aléatoires (v.a.) qui représentent les erreurs de mesure,
et plus généralement I’ensemble de la variabilité de y non expliquée par t. Les v.a.
€1,...,€p sont supposées de moyenne nulle : Eg; = 0 pour 1 < ¢ < p. L’ensemble
des valeurs observées de t constitue le dispositif expérimental et lorsque ces valeurs
t1,...,t, sont déterministes, on parle de régression a effets fizes.

Pour spécifier la structure de covariance des erreurs aléatoires e1,...,¢, du

modele (1)), une hypothese courante est celle de décorrélation et d’homoscédasticité
des erreurs : autrement dit, E(e;e;) = 02d;; pour 1 < 4,5 < p, ol o est un réel stricte-
ment positif et §;; est le symbole de Kronecker. Cette hypothese peut étre renforcée
par le fait de supposer que les erreurs €4, . . . , €, sont indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.). Sous ces hypotheses que 'on qualifie de bruit blanc (au sens large)
et dans le contexte de la régression a effets fixes, les propriétés des estimateurs non
paramétriques de f dans le modele ont été étudiées de maniere extensive.
Depuis une vingtaine d’années une littérature importante s’est développée sur
I’estimation dans le modele en s’affranchissant des hypotheses précédentes sur
les erreurs qui sont parfois trop restrictives. En effet certains types de données com-
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portent intrinsequement des erreurs de mesure corrélées et/ou hétéroscédastiques,
en raison notamment de 'existence de facteurs invariants a travers les mesures ou
de I'influence de la variable explicative. C’est le cas notamment des séries chrono-
logiques, des données longitudinales ou clusterisées, des mesures répétées, et des
données spatiales ou spatio-temporelles. A ce sujet, |Kiinsch et al.| (1993)) écrivent :
“Perhaps most unbelievable to many is the observation that high-quality measure-
ment series from astronomy, physics, chemistry, generally regarded as prototypes of
'i.i.d.” observations, are not independent but long-range correlated.”

Influence de la corrélation sur les propriétés
asymptotiques des estimateurs

La présence de corrélation dans un ensemble de données implique une mise en
commun, une redondance des informations apportées par chaque mesure. Il y a ainsi
une perte globale d’information par rapport a la situation d’indépendance. En termes
de comportement asymptotique des estimateurs, on peut dire que plus la corrélation
entre deux observations lointaines (i.e. séparées par de nombreuses autres mesures)
est forte, plus la convergence de 'estimateur vers la fonction cible est lente, jusqu’au
cas limite ou I'estimation n’est plus consistante.

Nous allons illustrer cette idée en reprenant ’exemple du modele (1)) pour
lequel il est possible de décrire trois grandes catégories de dépendance des erreurs
€1,...,6p en fonction de leur impact sur l'estimation lorsque p — oo. Avant
d’énumérer ces catégories, nous précisons quelques hypotheses et notations. On
suppose que la fonction de régression f est définie sur [0, 1] et qu’elle est réguliere
dans un certain sens. On suppose aussi que les points d’observation ti,...,t,
sont fixés et qu’ils deviennent denses dans [0, 1] lorsque p — oo. Pour alléger les
notations, nous écrivons y;,t;, et ¢; au lieu de y,p, t;, et €, mais nous considérons
en fait des données de type tableau triangulaire, c¢’est-a-dire que les ensembles de
points d’observation {ti,...,t,} ne sont pas nécessairement emboités les uns dans
les autres lorsque p varie, de méme pour les mesures {yy,...,y,}. Nous présentons
maintenant les trois catégories de dépendance des erreurs par force de corrélation
croissante :

1. Décorrélation/Indépendance. Pour tout entier p > 1, les v.a. €1,...,¢, sont
décorrélées ou i.i.d. et ont une variance commune o2 > 0. Sous cette hypothése
classique de bruit blanc, si f est dérivable a 'ordre m alors les estimateurs

usuels de f sont consistants et leur convergence en moyenne quadratique op-
timale est de I'ordre de p~2™/(?m+1) (Stone, [1982; [Nussbaum, [1985).
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2. Décorrélation asymptotique. Pour tout entiers 1 < 7,7 < p, les erreurs vérifient
Cov(ei, gj) = Cp(i, J), avec sup ey« 1<i<p Cpli, i) < 00 et Cy(d,5) — 0 lorsque
li — j| — oo et p — oo (un cas particulier remarquable est celui ou Cy(7, j) =
C(i,j), i.e. la covariance ne dépend que de l'ordre des mesures). Dans cette
situation, la covariance de deux mesures en des points fixés 0 < s < ¢t < 1
tend vers zéro quand p — co. Les estimateurs de f sont consistants, mais leur
convergence est d’autant ralentie par rapport au bruit blanc que la corrélation
se propage aux mesures lointaines. Des exemples largement étudiés dans la
littérature statistique de dépendances entre les erreurs €4, . .., ¢, entrant dans
cette catégorie sont la corrélation de courte/longue portée, la mélangeance, et
la structure de processus ARMA.

3. Corrélation persistante. Pour tout entier p > 1, les v.a. g; = e(t;),1 < i < p,
sont issues d’un processus aléatoire centré {e(¢);t € [0, 1]} ayant une fonction
de covariance non nulle et continue sur [0, 1] x [0, 1]. Dans ce cas, la covariance
entre deux mesures y; et y; dépend exclusivement des points ¢; et ¢; ou elles
sont réalisées. En particulier, elles ne dépendent ni de p, ni de 7 et 5. D’autre
part, la covariance entre deux mesures en des points fixés s, ¢ € [0, 1] ne tend en
général pas vers 0 quand p — co. En 'absence de réplication des mesures aux
points 1, ...,%p, il n’est donc pas possible d’obtenir un estimateur consistant
(voir |Hart et Wehrly| 1986, et le Chapitre 2).

Influence de la corrélation sur ’estimation dans le
cadre d’un échantillon fini

L’étude asymptotique de la régression non paramétrique dans le cadre de données
corrélées fait apparaitre un potentiel ralentissement, par rapport au cas du bruit
blanc, de la convergence des estimateurs vers la fonction cible. Ce ralentissement est
du au phénomene de corrélation lui-méme et non pas a la procédure d’estimation. Ce-
pendant, lorsque dans la pratique on dispose d’un ensemble fini de données corrélées,
il devient crucial de pouvoir estimer la régression avec un maximum d’efficacité.
La question qui vient alors naturellement a 1’esprit est de savoir si les méthodes
usuelles de construction d’estimateurs, qui sont développées dans le cadre d’erreurs
décorrélées, fonctionnent bien dans un contexte de corrélation. En particulier, il
s’agit de savoir si pour les estimateurs usuels (estimateurs a noyau, de projection,
splines de lissage, polynomes locaux, ondelettes, etc.), les méthodes usuelles de choix
du parametre de lissage (largeur de fenétre, dimension de 'espace de projection,
niveau de résolution, etc.) de type validation croisée (CV, GCV), maximum de vrai-
semblance généralisé (GML), estimation sans biais du risque (UBR) ou plug-in, sont
efficaces en présence d’erreurs corrélées.
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Un corps important de travaux théoriques et d’études de simulations (notamment
Hart et Wehrly, |1986; |Altman, [1990; Wang, 1998; Opsomer et al., 2001) donne une
réponse globalement négative a la question précédente. L’échec des méthodes de
sélection de parametre de lissage basées sur I'hypothese d’erreurs décorrélées en
présence de corrélation tient a ce que dans 'ajustement des données, ces méthodes
attribuent les effets aléatoires systématiques induits par la corrélation a la fonction
de régression et non pas aux erreurs.

Les constats empiriques précédents, appuyés par la théorie, ont donné lieu
a l'adaptation et a l'extension des méthodes existantes de construction d’esti-
mateurs dans le sens d’une prise en compte de la structure de covariance des
erreurs (voir entre autres Diggle et Hutchinson, [1989; |Altman, [1990; Rice et
Silverman, (1991 Kohn et al., [1992; |Wang, 1998)). Pour estimer cette structure de
covariance en général inconnue, il est souvent nécessaire de la modéliser de facon
paramétrique ou de faire une hypothese de stationnarité des erreurs. La construc-
tion de 'estimateur se ramene alors a l’estimation simultanée ou séquentielle d’un
bon parametre de lissage d’une part, et des parametres de la corrélation d’autre part.

La structure de corrélation persistante décrite en page|7|appelle des commentaires
spécifiques. D’une part, ce type de corrélation étant engendré par un processus
aléatoire ¢ = {e(t);t € [0, 1]}, l'estimation de la fonction f du modele dans
ce contexte peut aussi bien étre référencée dans la littérature comme le probleme
de l'estimation de la moyenne d’un processus aléatoire X = f + £, que comme une
régression non paramétrique particuliere. La distinction entre ces deux points de vue
n’est pas qu’'une simple question de vocabulaire : il existe par exemple dans le cadre
des processus gaussiens un ensemble de problématiques, de résultats théoriques, et de
méthodes d’estimation (cf. Grenander} 1981} Beder, [1987)) qui n’ont pas d’équivalent
en régression. D’autre part, la sévérité de la corrélation des erreurs issues dun
processus aléatoire rend 'estimation ponctuelle de f relativement difficile (certaines
trajectoires du processus X peuvent étre systématiquement en dessous de f, ou
au dessus de f). Dans ces conditions, l'estimation par intervalles ou par bandes
de confiance simultanés peut s’avérer particulierement intéressante. Toutefois, il est
difficile de développer efficacement ce type d’estimation dans le cas d'un processus
général : il semble nécessaire de spécifier la forme de la distribution du processus.
Parmi les rares travaux publiés sur ce sujet, on peut citer ’estimation par bandes de
confiance simultanées de I'intensité d’un processus de Poisson non homogene réalisée
par Loader| (1992).
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Estimation adaptative d’une fonction spatialement
hétérogene dans un contexte de données corrélées

La régression non paramétrique sur des données corrélées a largement été étudiée.
Le champ statistique plus récent de I'estimation adaptative d’une fonction spatia-
lement hétérogene a aussi été exploré par de nombreux chercheurs. Cependant ces
deux themes ont rarement été examinés en méme temps. Une des raisons a cela est
la difficulté a discerner ce qui, dans la variabilité observée d’un jeu de données, a
trait a 'hétérogénéité spatiale de la fonction moyenne de ce qui a trait aux effets
aléatoires systématiques dis notamment a la corrélation et a I’hétéroscédasticité des
erreurs. Pour faire de I'inférence statistique, une telle différentiation est nécessaire et
n’est rendue possible qu’en spécifiant a la fois un modele pour le signal et un modele
pour le bruit. Dans ce but, Crainiceanu et al.| (2007) ont développé un modele de
régression bayésienne dans lequel la fonction de régression et la fonction de variance
du processus d’erreur sont représentées a 1’aide de splines. Ils proposent un ensemble
de lois a priori dans le cadre d’un modele linéaire mixte et ils déterminent les loi
postérieures jointes des parametres par des simulations MCMC. Une autre approche
envisageable pour effectuer une estimation doublement adaptative a la corrélation
des erreurs et aux variations rapides de la fonction de régression consiste a utiliser
une modélisation paramétrique des erreurs. Dans ce cas il reste possible, notamment
avec les estimateurs splines, de se placer dans un cadre bayésien empirique permet-
tant de faire de I'inférence (considérer par exemple Ruppert et Carroll, 2000, et les
extensions possibles de leur travail & un cadre corrélé).

Chapitre 1

Ce chapitre porte sur 'estimation d’une régression par la méthode des splines de
lissage dans un modele de mesures répétées bruitées. Son résultat principal consiste
en un ensemble de majorations de I'erreur quadratique moyenne de I'estimateur qui
sont valables pour de nombreuses structures de bruit. Ces majorations généralisent
les travaux de (Craven et Wahba| (1979) et de Ragozin (1983) établis dans le cadre
classique du modele de régression non paramétrique sous 1’hypothese d’erreurs
de mesures décorrélées et homoscédastiques. Nous appliquons ces majorations a
I'obtention de vitesses de convergence dans le modele sous diverses hypotheses de
dépendance des erreurs (corrélation de courte portée, ARMA, et mélangeance). Les
vitesses trouvées étendent les résultats analogues établis pour d’autres estimateurs
par Altman (1990), Hall et Hart| (1990), Burman, (1991)), et |Wang| (1996). Le second
résultat important de ce chapitre est le calcul numérique de la norme L, d’une
spline cubique naturelle.
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Dans ce chapitre, nous considérons le modele de mesures répétées suivant :

yij = fty) +eij, 1<i<n, 1 <5 <p;, (2)

ou les y;; sont des mesures effectuées en des points déterministes ¢;;, f est une
fonction de régression définie sur [0,1], et les ¢;; sont des erreurs aléatoires centrées.
L’indice 7 désigne une unité statistique d’une population donnée et I'indice j est un
indice de répétition pour différentes valeurs d’une variable explicative ¢ € [0, 1].
Plutot que d’exposer le modele précédent dans toute sa généralité, nous nous
limitons dans cette introduction au cas particulier d’observations équilibrées :

yij = [(t;) tey, 1<i<n, 1<j<p, (3)

pour lequel les erreurs ¢;; sont indépendantes a travers l'indice i et les vecteurs
aléatoires (e;1,...,€;),1 <1 < mn, ont tous la méme matrice de covariance V. De
plus, on suppose que les points ¢1,...,t, sont distincts et que la variance des v.a. €;;
est uniformément bornée en j et en p.

Les modeles et seront les modeles centraux de cette these. Ils sont
“riches” en ce sens qu’ils englobent des structures de covariance et des dispositifs
expérimentaux tres généraux. Ils permettent en outre d’étudier des asymptotiques
portant aussi bien sur les nombres p;, 1 < 4 < n, ou p de points d’observation que
sur le nombre n d’unités statistiques.

La fonction f, supposée appartenir a I'espace de Sobolev W2*[0, 1] pour un entier
m > 1 donné, est estimée par une spline de lissage f) d’ordre 2m définie comme

unique solution du probleme variationnel : Trouver g € WJ*[0, 1] qui minimise
- 2
5 - 96)*+ 2 [ (™0 (@)

1
1 0

D

J

ou A > 0 est un parametre de lissage et y; = n~t3" y; pour 1 < j < p.

Dans I'hypothése classique o n = 1 et V = %I dans le modele (3] (ce cadre est
équivalent au modele sous 'hypothese de bruit blanc), Craven et Wahba/ (1979))
ont majoré 'erreur quadratique moyenne de I’estimateur fA,\ aux points d’observation
t1,...,t,. Avec les notations £ = (f(¢1),..., f(£,)) et £, = (]?:\(tl), ce ]?,\(tp))’, cette
erreur, appelée MASE (pour Mean Average Squared Error), s’écrit p‘lEHf — /f\)\||2 .

Théoréme 1. (Craven et Wahba, (1979) Dans le modéle , On SUppose que
(i) les points d’observation sont tels que fotj w(t)dt = j/p pour 1 < j <p, ot w
est une fonction de poids strictement positive et continue sur [0,1] ;
(i1) la fonction f est dans l’espace de Sobolev W3[0, 1] pour un m > 1 donné;
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(iii) les erreurs eq,...,&, sont décorrélées et de variance commune o > 0.

Alors, en supposant que f n’est pas un polynome de degré < m, lestimateur
spline de lissage fr d’ordre 2m est consistant si et seulement si A = A(p) — 0 et
Ap?™ — oo lorsque p — oo. D’autre part, la MASE de cet estimateur vérifie

1 “~ 112 1
VB[ = 00 +0 (m) |

Nous généralisons la majoration précédente au cadre du modele ainsi :

1 ~ A trV

CEle-RP < I+

P 4 np (5)
Lo w2 ) M|V

CEe -7 < 3 |17 + oA

ou M, est une constante dépendant du dispositif expérimental et de m qui reste uni-
formément bornée lorsque n,p — oo sous 'hypothese (i) du Théoréme . L’intéret
de la double majoration ([5)) est que I'inégalité du haut (ou figure tr V)) permet d’ob-
tenir la vitesse de convergence optimale dans le cas d’erreurs ¢;; de type processus
a covariance continue, tandis que celle du bas (ou figure ||V||) fournit la vitesse de
convergence optimale dans certains cas de décorrélation asymptotique des erreurs
eij- Ces vitesses et leurs conditions d’obtention seront précisées plus loin.

Considérons maintenant l’erreur quadratique moyenne intégrée, notée MISE
(pour Mean Integrated Squared Error). Dans le cas ou n = 1 et V = ¢*I dans le
modele , i.e. dans le modele sous I’hypothése de bruit blanc, Ragozin (1983)
a majoré la MISE de 'estimation des dérivées de la fonction f par les dérivées
correspondantes de la spline de lissage fy solution de ({4)).

Théoréme 2. (Ragozin|, 1983) Dans le modéle (1)), on suppose que
(1) les points d’observations sont équidistants : t; = j/p,1 <i<p;
(i) la fonction f est dans lespace de Sobolev W¥[0,1], avec 0 < k <m ;
(iii) les erreurs ; sont centrées, décorrélées et de variance commune o>.
Soit ]/”\A l’estimateur spline de lissage d’ordre 2m de f. Si le paramétre de lissage
A = A(p) est choisi de sorte que (pA'/?™)~' < C pour une constante C et pour tout

p > m, alors la MISE de la j-éme dérivée (j < k) de fA,\ vérifie

1 2
~ A , o () Jim Qo
EV—ﬁ@:EAaWwwfvwfaspu+p2WJVuﬁ+;@ﬁma

pour des constantes P, Q) ne dépendant que de m,k, et C. En particulier si \(p) ~
p= 2/ CEED) orsque p — o0, alors

| — fii = O (pr2h-9/e)
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En fait, on peut montrer que le théoreme précédent reste valable dans un dis-
positif expérimental quasi-uniforme, i.e. tel que sup,>1 p>m (Pmae/fmin) < 00, avec
hmaz = Maxo<j<p(t(+1) = 1) €6 hmin = minigjcpa(f11) — £(), ot on a noté
t(o) =0, t(p_;,_l) =1, et t(l) < t(p) les points tq, .. t ordonnés.

Comme pour le Theoreme I nous généralisons le Theoreme 2] au cadre du modele
. Plus précisément, on suppose que f € W¥[0,1] pour un entier & > 0. Etant
donne un entier m > k, on considere I'estimateur spline de lissage f,\ d’ordre 2m et
de parametre A = A(n, p). On suppose que h2m = O(\) lorsque n, p — oc. Alors la
MISE de la j-éme dérivée (j < k) de f,\ est telle que

QtrvV
npAi/m

m m QIV]
E|f = Blj £ PO+ B ) D At o

E|f—ﬁ\j < P\ R2m ) k=dd/m |2

max

pour des constantes P, @, Q" indépendantes de n et p.

Les inégalités (5] et @ permettent d’obtenir des vitesses de convergence dans
le modele classique pour certaines formes de dépendance des erreurs.

Supposons que f € W3*0,1] et considérons l'estimateur spline de lissage f)\
d’ordre 2m de f, avec A = A(p).

Dans le cas ou les erreurs €1, ..., ¢, ont une corrélation de courte portée, c’est-
a-dire qu’il existe un réel v >1 pour lequel Cov(e;, €;) < |i — j|~7 uniformément en
iet j (i # j) lorsque p — 00 et que sup ey« 1<j<, Vare; < 00, nous montrons que

1 ~ 1
5MH—MF=QM+0<@W%) ™)

lorsque p — 400. Nous obtenons la méme majoration dans le cas ou les erreurs
£1,...,&p sont issues d'un processus ARMA stationnaire et inversible. Des majora-
tions analogues sont valables pour la MISE de ﬁ et de ses dérivées d’ordre j < k, a
condition que le dispositif expérimental soit quasi-uniforme et que le parametre de
lissage ne soit pas trop petit (Ap*™ — oo lorsque p — oo) On constate que la vitesse
de convergence optimale en p~2™/(?+1) de 'estimateur f)\ ne change pas par rapport
au cas d'un bruit blanc. Ces résultats étendent les vitesses établies pour les estima-
teurs & noyau par |Altman| (1990) et par |Hall et Hart| (1990) sous des hypotheses un
peu plus générales de dépendance des erreurs.

Nous étudions aussi le cas ou les erreurs eq,...,¢, du modele ([l sont
mélangeantes au sens de Burman| (1991). Dans cette situation, il existe une suite
croissante de réels (R,),>1 et une fonction ¢, resp. a, décroissante telles que
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(i) R, <pet R, — oo quand p — 00;

(ii) [T @2 (t)dt < oo, resp. [;°al/?(t)dt < oo

(ili) Pour tous entiers 1 < j < k < p, on a |[P(B|A) — P(B)| < ¢(Ry(zr — t;)),
resp. |[P(AN B) — P(A)P(B)| < a(R,(tx—t;)) ou A et B sont des événements
engendrés respectivement par €1,...,&;j et €x, ..., &p;

(iv) SUppen- 1<icp BE] < 00, TESD. SUP ey 1<icp BeE] < 00.

Nous montrons que sous ces conditions sur les erreurs, et si le parametre de
lissage de f) vérifie )\Rf,m — 00 lorque p — o0, alors la MASE et la MISE de f) sont

en O(N\)+0O (R;l)\*lﬂm) et la vitesse optimale de convergence en O(R;Qm/(zmﬂ))
est atteinte pour un choix de A du méme ordre. Ce résultat étend ainsi au cadre des
splines de lissage la vitesse établie par Burman| (1991) pour les splines de régression.

Nous établissons également deux résultats de convergence dans le cadre d’erreurs
issues d'un processus aléatoire a covariance continue, et de données longitudinales
issues d'un grand nombre d’individus chacun observé a un petit nombre de reprises.

Les majorations complémentaires de et @ permettent ainsi de retrouver
les vitesses de convergence de la littérature et de les étendre aux splines de lissage
dans le cas ou les erreurs ¢4, . .., €, du modele ont une corrélation a décroissance
rapide (corrélation de courte portée, ARMA) ou modérée (mélange), et aussi dans
le cas “opposé” du spectre ou la corrélation est tres sévere (processus aléatoire
avec des mesures répétées). Cependant, ces majorations ne sont pas efficaces pour
des erreurs qui ont une structure de corrélation relativement forte tout en restant
asymptotiquement décorrélées, comme dans le cas de la corrélation de longue portée.
Dans ce cas, 'emploi de techniques plus fines est nécessaire pour montrer que les
splines de lissage atteignent la vitesse minimax établie entre autres par Wang (1996)).

Un autre résultat important du Chapitre 1 est le calcul numérique de la norme Lo
d’une spline cubique naturelle g ayant ses noeuds aux points ¢1, ..., ?,. En utilisant la
représentation de telles fonctions par valeur et par dérivée seconde (voir par exemple
Green et Silverman), 1994)), nous montrons par un calcul fastidieux mais routinier
qu’il existe une matrice ® de taille p x p, définie positive, ne dépendant que des
noeuds ti,...,t,, telle que

9|2 = ¢'Pg, (8)

avec les notations ‘g|§ = fol(g(t))th et g = (g(t1),...,9(ty)). Deux applications
sont tirées de ce résultat : la premiere consiste en la majoration de la MISE
d’un estimateur spline cubique de lissage dans un dispositif équidistant, avec un
calcul fin des constantes numériques multiplicatives. La seconde, plus intéressante,
consiste a utiliser 1’équation précédente pour estimer avec précision la variance
intégrée d'un estimateur spline et intégrer cette estimation dans une procédure
de sélection du parametre de lissage. Cette application sera présentée au Chapitre 3.
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Une partie du Chapitre 1 a fait ['objet d’une publication sous la référence :

Degras, D. et Jallet, R. (2005). Convergence de l’estimateur spline cubique de
lissage dans un modele de régression longitudinale avec erreur de type processus.
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, 340 (11), 851-85/.

Chapitre 2

Ce chapitre est consacré a ’estimation non paramétrique de la moyenne f d’un
processus aléatoire X={X(t);t€[0,1]} de variance finie sur [0,1]. Des résultats
de consistance, de convergence, et de normalité asymptotique sont établis pour
différents estimateurs de f construits a partir d’'un échantillon iid. (Xi,...,X,)
de X observé en p points déterministes dans ’asymptotique n,p — oo. Dans un
premier temps, les résultats sont établis pour une classe générale d’estimateurs
linéaires comprenant tous les estimateurs usuels. Le résultat de normalité asymp-
totique est alors appliqué a la construction d’intervalles de confiance simultanés.
Dans un second temps, plusieurs résultats de convergence sont formulés pour les
estimateurs a noyau et les splines de lissage. Certains de ces résultats permettent
de déterminer le parametre de lissage optimal de chaque estimateur.

Dans ce chapitre, nous indiquons explicitement la dépendance des objets
mathématiques considérés par rapport a p et /ou n dans un but de compréhensibilité.
Nous considérons ainsi un dispositif expérimental noté {t,, < ... < t,,}. La fonc-
tion de covariance du processus X est notée R. Cette fonction est inconnue et on la
suppose continue sur [0, 1] x [0, 1].

Nous considérons d’abord un estimateur linéaire de f de forme générale

Fup(t) = Z Waip(t) X (tip) (9)

ou X, =n"" o Xis et Waip, ..., Woyp sont des fonctions de poids qui dépendent
seulement de n, p, et du dispositif expérimental {t,,..., ¢}

A Taide du théoreme de Mercer, nous établissons sous de faibles conditions de
régularité sur les poids W,,;,, 1 < j < p, et sur la covariance R que pour tout n > 1,

la variance de ﬁlp(t) vérifie
~ 1 1
Var () = 2 Rt (10

n

lorsque p — oo, ou le o(1) est uniforme par rapport a n. Ce résultat est valable
pour ’ensemble des estimateurs usuels, pourvu que le dispositif expérimental soit
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suffisamment régulier et que le choix du parametre de lissage soit raisonnable, et
pour la plupart des processus a temps continu usuels. Un corollaire immédiat de
I’équivalence asymptotique est que l'estimateur f,, est consistant en moyenne
quadratique si et seulement si p — oo et n — 00, et que dans ce cas sa vitesse de
convergence est au mieux de l'ordre de 1/n. Ces faits sont connus intuitivement par
les statisticiens (Hart et Wehrly, 1986; Diggle et Hutchinson, 1989; Wang, [1998),
mais ils n’avaient jamais été démontrés dans un cadre aussi général qu’ici.

En utilisant la relation , le Théoreme Central Limite, et une condition asymp-
totique sur le biais de I'estimateur, nous pouvons établir la normalité asymptotique
de f,, en un nombre fini de points 7y, ..., 7, fixés dans [0,1]. Avec les notations

Frp = (Fap(m)s s Fap@0))s £ = (FOn)s- -, f(ng))'s et B = (R(n:,7;))1<4j<q, MOUS

avons alors, lorsque n, p — 00, la convergence en distribution
nl/? (’f\n,p - f> 2, N(0,%). (11)

Une application de cette normalité asymptotique a la construction d’intervalles
de confiance simultanés (ICS) aux points 7y, ...,7, est ensuite envisagée. En esti-
mant la matrice 3 par la matrice de covariance empirique et en utilisant le théoreme
de Slutsky, nous construisons un ellipsoide de confiance pour f au niveau, disons 1— A\,
a l'aide de la loi x*(q), puis la méthode classique de projection de Scheffé conduit
aux 1CS suivants :

Funle) (%Z(&@@—E@@)?)ﬁ A1<k<e  (12)

- n
=1

pour les f(n),1 < k < g, ot 2;_ est le quantile de niveau 1 — X de la la loi x?(q).
Cette méthode non paramétrique de construction d’'ICS est comparée a une

méthode paramétrique au cours de la simulation d’'un processus de Poisson non

homogene et il apparait que les deux méthodes ont des performances similaires.

Nous observons que les résultats précédents sur l'estimateur général fnp ont été
exposés par commodité dans le cadre d’'un processus défini sur [0, 1], mais qu’ils
peuvent étre généralisés aux processus définis sur un espace métrique compact
(notamment les processus spatiaux ou spatio-temporels) a l'instar du théoreme de
Mercer et du TCL utilisés dans leur démonstration.

Dans la deuxieme partie du Chapitre 2, nous nous intéressons spécifiquement
a la convergence des estimateurs splines de lissage et des estimateurs a noyau.
Les résultats obtenus portent sur différents modes de convergence et étendent
des résultats antérieurs de la littérature (Ragozin|, [1983; Hart et Wehrly, 1986}
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Biritxinaga, 1990; Nychkal, 1995). Nous présentons ici deux de ces résultats qui
concernent l'erreur quadratique moyenne ponctuelle (MSE) des estimateurs étudiés.

Commencons par 'estimateur de Gasser-Miiller, qui s’écrit sous la forme
N p
GM - §
j=1

ou Kj(t) = (1/h)K(t/h), avec K un noyau a support compact et h = h(n,p) > 0
une largeur de fenétre. Les points (s;j,)o<j<p sont tels que s, = 0,s,, = 1, et
SG—1)p < tjp < 85p pour tout 1 < 5 < p. Pour simplifier I'exposé, nous supposons
que K est une densité symétrique de support [—1, 1] et que K vérifie une condition
de Lipschitz. Nous supposons aussi que la fonction moyenne f est dans C?[0, 1] et
que les (tableaux triangulaires de) points (t;,)1<i<p €t (Sip)1<i<p Ont une répartition
quasi-uniforme. Pour la covariance R, nous envisageons les hypotheses suivantes :

(i) R vérifie une condition de Lipschitz |R(u,v)—R(u',v")| < C(lu—u'|4+|v—1']);

(ii) R admet des dérivées semi-directionnelles au point (£,f), au sens que

D@U)R(t, t) = limy_o+ R(t+Uh’t+hvh)_R(t’t) existe et est finie pour tout (u,v) € R?.
Posons Crr(t) = [1, [, K(u)K(v)Df, , R(t,t)dudv et 0% = [' u?K (u)du.

Nous montrons que lorsque n,p — oo, la MSE de 'estimateur vérifie

(u,0)
E(f(t) _ /;GPM(t))z _ R(t7t) + hCKR(t> + h4(f”(t))2 +o0 (h4) +o0 (l) , (14)

7 Kt — ) ds) X (L) (13)

S(G-Dp

n 4 n

uniformément par rapport a t sur tout compact de [0, 1].

Il est également possible de faire un développement plus fin sous des hypotheses
renforcées sur les dérivées de R. L’ensemble de ces résultats généralise alors le travail
de Hart et Wehrly| (1986]) effectué dans I'hypothese d'une covariance stationnaire.
On note que des développements analogues peuvent étre établis par les mémes
calculs pour I'estimateur de |Priestley et Chao (1972).

Nous examinons maintenant le cas de I'estimateur spline de lissage.

Soit un entier m > 1. Supposons que

(i) f admet une dérivée f™ holderienne sur [0,1];

(ii) R admet une dérivée croisée R?™2™) hilderienne d’indice 3 sur [0, 1]x [0, 1] ;

(iii) la fonction de répartition F, du dispositif expérimental converge uniformé-
ment sur [0, 1] vers une fonction F' € C?[0,1] de dérivée F' = > 0;

(iv) A=o(1) et ||[F, — F|loo = 0o(A2/2™) lorsque n,p — oc.

Soit f,\ Pestimateur spline de lissage d’ordre 2m et de parametre A= A(n,p) >0
associé aux données X,,(t1,), ..., Xn(ty).
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Alors sous une hypothese technique supplémentaire, la MSE de ]?)\ vérifie

—~ 2 _1\m+1 (2m,0) 2 p(2m,2m)

E (f(t) _ f)\(t)> R(t,t) + A(=1)"" 2R - (t,t) + N°R (t, 1)
)\2 (2m) 2 )

o).

lorsque n, p — 0o, uniformément par rapport a ¢ sur tout compact de [0, 1].

(15)

La premiére partie du Chapitre 2 est résumée dans un article soumis au journal
Statistics and Probability Letters sous le titre “Asymptotics for the nonparametric
estimation of the mean of a random process”.

Chapitre 3

Ce chapitre porte sur la régression par splines de lissage dans un contexte de
mesures répétées. L’accent est placé sur la pratique du lissage, et notamment sur
le choix de la métrique et du parametre de lissage utilisés pour la construction de
I'estimateur. L’estimateur spline de lissage des moindres carrés généralisés [MCG],
qui tient compte de la structure de covariance des erreurs du modele, est défini. Son
erreur quadratique MISE est comparée a celle de I'estimateur des moindres carrés
ordinaires [MCO] du Chapitre 1 sur quelques exemples de fonction de régression
et de structure de bruit (& notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de
comparaison de cette nature). Les principales méthodes de sélection du parametre
de lissage des estimateurs splines en présence de données corrélées sont présentées.
Nous construisons une nouvelle méthode de sélection du parametre de lissage
spécifique aux mesures répétées, que nous comparons a la méthode GCV de [Rice et
Silverman| (1991)) lors de simulations.

Nous nous plagons a nouveau dans le cadre du modele de mesures répétées
équilibrées du Chapitre 1. Nous supposons que la régression f est dans 'espace
W30, 1] pour un entier m > 1 donné. L’estimateur spline de lissage MCG d’ordre
2m et de parametre A > 0 est alors défini comme l'unique solution du probleme
variationnel : Trouver g € Wj[0, 1] qui minimise

1, L L.
AR SRy RO (16)
0
avec ¥ = (¥,...,9,)". On retrouve bien sir l'estimateur spline de lissage MCO

défini par dans le casou V = 1.
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On obtient facilement des inégalités du type de pour l'estimateur MCG, et
il apparait, conformément a 'intuition, que cet estimateur n’améliore pas la vitesse
de convergence de l'estimateur MCO. On peut s’attendre cependant, comme dans
le cas du modele linéaire, a ce que sur un échantillon fini, I'estimation par MCG
donne de meilleurs résultats que celle par MCO. Sur les exemples de fonctions f et
de matrices de covariance V traités dans la Section [3.1.2] il apparait que ce n’est
pas le cas (en termes d’erreur quadratique MISE). Une explication est la suivante :
de maniere globale, les biais au carré des deux estimateurs sont tres proches pour
tout A > 0; par ailleurs, leurs variance sont comparables si le lissage est faible (A
petit), et si le lissage est modéré ou fort (disons A > 107?) alors la variance de
I'estimateur MCG est significativement plus petite que celle de MCO. Cependant,
I’équilibre entre biais au carré et variance qui rend la MISE minimale est atteint
pour des valeurs de A beaucoup plus petites que 107 (de ordre de 10~7 ou 1078).
Pour cette raison, les performances optimales des estimateurs MCO et MCG sont
tres comparables.

La deuxieme section du Chapitre 3 présente 'extension au cadre de données
corrélées des méthodes usuelles (GML,UBR,GCV) de sélection du parametre de
lissage réalisée par |Wang (1998) et Diggle et Hutchinson! (1989)). Ces méthodes sont
développées dans le cadre du modele , c’est-a-dire avec une seule unité statistique
observée. Dans ce cadre, il est tres difficile d’estimer la structure de covariance V
sans une modélisation paramétrique de cette matrice car sans une telle modélisation,
la fonction f et les erreurs ey, ...,¢, sont essentiellement indiscernables. Dans la
situation de mesures répétées (n > 1 dans le modele (3))), il devient au contraire
possible de choisir un parametre de lissage en tenant compte de la covariance des
données sans avoir a faire d’hypothese paramétrique sur la forme de V. Dans ce
cadre, nous présentons la méthode GCV “leave one curve out” de |Rice et Silverman
(1991)) et nous contruisons une méthode originale de sélection de A basé sur le calcul
exact de la variance intégrée d’une spline cubique de lissage fait au Chapitre 1. Cette
méthode que nous dénotons SPSC consiste a minimiser le score

~ o~ 1 ~ 1 -
S0 =R AL L (s09) L (es,9), a7)

olt f, est la spline cubique naturelle qui interpole les données @1, t1), - Upr tp)s Sa

~

est la matrice p X p associée a I'estimateur spline cubique fy des MCO, ® est la
matrice présentée en , et 'V désigne la matrice de covariance empirique. Le score
S*(\) estime approximativement la MISE de f)\ a une constante additive pres, et on
observe que ces deux quantités prennent leur valeur minimale pour des valeurs de A
tres voisines.
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Des simulations ont été menées pour comparer les performances des méthodes
SPSC et GCV de [Rice et Silverman| (1991). Plusieurs fonctions f ont été choisies,
de méme que plusieurs structures de bruit, et on a fait varier les dimensions n et
p des ensembles de données simulés. Il ressort de ces simulations que les courbes
des scores qui définissent les deux méthodes (en tant que fonctions de \) ont une
forme tres semblable, qui s’apparente aussi a celle de la MISE. En termes d’erreur
Ly d’estimation, les deux méthodes GCV et SPSC ont des performances similaires.
Elles sont particulierement efficaces, en comparaison du choix de A\ qui minimise
I’erreur Lo, dans le cas ol les erreurs sont issues d'un processus aléatoire a covariance
continue (en l'occurence un processus de Wiener).

Chapitre 4

Dans le Chapitre 4, nous nous intéressons a un theme récent de la statistique
qui est I'estimation adaptative dans la régression non paramétrique sur des données
corrélées. Etant donné la nouveauté et la difficulté d'un tel sujet, nous nous limitons
a proposer une extension simple de deux méthodes d’estimation qui sont le lis-
sage spline adaptatif (Pintore et al., 2006) et la méthode des P-splines adaptatives
(Ruppert et Carroll, [2000). L’extension réalisée consiste a passer dans le modele
d’erreurs de type bruit blanc a des erreurs ayant une structure de covariance
paramétrique. L’estimation de la régression se ramene alors a la double estimation
de la fonction de lissage adaptative et des parametres de corrélation des erreurs.
Nous étudions ensuite ces deux estimateurs adaptatifs lors de simulations et nous
comparons leurs performances a celles d’estimateurs splines utilisant un parametre
de lissage global (cf. les méthodes GML, GCV, UBR pour données corrélées du
Chapitre 3) en termes d’erreur moyenne d’estimation de la fonction de régression
aux points d’observation et des parametres de corrélation du bruit. Les résultats
encourageants obtenus nous permettent d’envisager des recherches ultérieures por-
tant aussi bien sur les applications (implémentation des estimateurs sous forme de
package logiciel, applications sur données réelles ...) que sur les propriétés théoriques
des estimateurs adaptatifs.
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Chapitre 1

Régression par splines de lissage
sur des mesures répétées

Ce chapitre porte sur l'estimation d’une régression par la méthode des splines
de lissage dans un modele de mesures répétées bruitées. Son résultat principal
consiste en un ensemble de majorations de l'erreur quadratique moyenne de
I’estimateur spline de lissage qui sont valables pour de nombreuses structures de
bruit. Ces majorations sont appliquées a 'obtention de vitesses de convergence qui
étendent les résultats analogues de la littérature établis pour d’autres estimateurs.
Un autre résultat important de ce chapitre est le calcul numérique de la norme
L, d’une spline cubique naturelle, qui permet en particulier de déterminer la
variance intégrée d’une spline cubique de lissage (voir aussi Degras et Jallet] 2005).
Ce calcul est employé ici pour la majoration numérique de l'erreur d’estimation,
et il sera utilisé au Chapitre 3 dans une méthode de sélection du parametre de lissage.

En Section [I.1], nous présentons le modele de régression non paramétrique pour
mesures répétées , qui est typiquement utilisé pour le traitement de données
longitudinales et de courbes dose-réponse. Quelques applications du modele
sont fournies par [Besse et al| (1997) en pluviométrie, par Miiller, (1988) dans
I’étude de la croissance humaine, et par Hart et Wehrly| (1986) en biostatistique.
Ce modele, dans sa généralité, peut s’accommoder de données manquantes ou de
mesures faites a des temps différents, mais il englobe aussi le modele classique de
régression présenté dans I'Introduction générale. La construction de ’estimateur
spline de lissage f)\ de la fonction de régression f pour un A > 0 donné fait l'objet
de la Proposition [I.I} On notera que cette construction ne tient pas compte de la
covariance des erreurs de mesure, par opposition au Chapitre 3.

En Section , I'erreur quadratique moyenne de ]/”; est majorée dans les
Théoremes a [L.5] Les résultats sont présentés séparément suivant le disposi-
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tif expérimental considéré (modele équilibré ou déséquilibré (1.1])) et la mesure
d’erreur utilisée (discrétisée, MASE, ou intégrée, MISE). Ils étendent les majorations
asymptotiques de |Craven et Wahba/ (1979)) et de Ragozin| (1983)) dans le cas d'un
bruit blanc, en améliorant les constantes de la majoration du biais. Une extension
a la majoration de l'erreur dans l’estimation des dérivées de f est fournie dans le
Théoreme [1.6

Dans la Section [1.2.4] on s’intéresse a estimateur spline cubique de lissage,
qui est largement utilisé dans la pratique statistique. A Taide d’une représentation
particuliere des splines cubiques naturelles, la variance intégrée de I'estimateur est
calculée sous forme explicite (Théoréme et Corollaire et des constantes
numériques sont fournies pour la majoration de la MISE dans le cas dune
répartition équidistante des points d’observation (Théoreme [1.§)). Une partie de
ces résultats a fait 'objet d’une publication (Degras et Jallet, |2005). D’autre part,
une application du calcul de la variance intégrée de l'estimateur a la sélection de
parametre de lissage sera présentée au Chapitre 3.

La Section applique les Théoremes a a l'obtention de vitesses de
convergence pour 'estimateur f) sous plusieurs hypotheses de bruit et de dispositif
expérimental : corrélation de courte portée, processus ARMA, condition de mélange,
processus a temps continu, et données longitudinales.

Dans les deux premiers cas, en supposant que f appartient a WJ"[0, 1] et qu'une
seule unité statistique est observée (n=1), on constate que la vitesse de convergence
de l'estimateur ]?)\ d’ordre 2m ne change pas par rapport a la situation d’un bruit
blanc : elle est de ordre de p~2™/m+1) quand le nombre p de points d’observation
tend vers l'infini. Ce fait est en accord avec les résultats de |Altman (1990) et de Hall
et Hart| (1990) pour les estimateurs a noyau.

Nous indiquons ensuite les limites de notre travail dans le cas d’une corrélation
de longue portée d’indice v €]0, 1], et nous proposons une méthode alternative pour
majorer la variance de l'estimateur. On retrouve alors la vitesse en p~—2m7/(2m+7)
établie par Hall et Hart (1990) dans un dispositif expérimental équidistant pour
I’estimateur a noyau d’une fonction de régression a m dérivées bornées. Pour com-
paraison, on pourra aussi consulter les travaux de [Wang (1996), [Yang (1997), et
Donoho et Johnstone (1998)).

Dans le cas d’un bruit mélangeant, en se basant sur le résultat de Burman| (1991))
pour les splines de régression, on montre qu’il y a un ralentissement de la convergence
quantifié par la vitesse de décroissance des coefficients de mélange. Cette observation
a été confirmée indépendamment par|Sarda et Vieu (1986) pour I'estimateur a noyau.

L’étude de la régression en présence d'un bruit de type processus aléatoire a
temps continu fera I'objet du Chapitre 2, ol on trouvera une bibliographie détaillée.
Dans ce chapitre, nous donnons simplement un résultat préliminaire, a savoir que
la convergence de I'estimateur spline fy d’ordre 2m est en O()\) + O(n™!) pour la
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MASE, avec le terme supplémentaire O(p~2™) pour la MISE, ou n est le nombre
d’unités statistiques du modele .

Le dernier exemple traité dans la Section est celui de données longitudinales,
qui proviennent typiquement d’un grand nombre d’individus chacun observé un pe-
tit nombre de fois. On étudie donc I'asymptotique n — oo avec sup;«;<,, p;i = O(1),
p; désignant le nombre de mesures faites sur lindividu i. On trouve, suivant
le dispositif expérimental (ensemble fini ou infini de points d’observation), une
convergence optimale de 'estimateur fy d’ordre 2m en O(n=1) ou en O(n=2m/Gm+1),

Les démonstrations des résultats de ce chapitre sont établies en Section [1.4]
Nous en donnons ici un bref apergu. Pour chacun des Théoremes [I.2-[I.6] et [1.§]
on décompose l'erreur quadratique moyenne de I'estimateur en somme du biais au
carré et de la variance. La majoration du biais, qui ne dépend pas de la partie
aléatoire du modele, peut étre effectuée en reprenant les majorations de |(Craven et
Wahba| (1979) et Ragozin| (1983) avec des modifications mineures. Le controle de
la variance se fait par une adaptation des résultats valables dans le cadre d’erreurs
décorrélées de variance commune 2. La stratégie adoptée consiste a séparer, dans
le terme de variance, I'influence du lissage de celle de la covariance des erreurs. Les
techniques utilisées dans les démonstrations proviennent essentiellement du calcul
matriciel (Lemme , théoreme min-max de Courant-Fischer, théoreme des disques
de Gersgorin, etc.).

1.1 Modele et estimateur

Soit le modele
Yij = f(tij) e, 1<i<n, 1 <j <p, (1.1)

dans lequel les variables aléatoires y;; sont observées en des points déterministes ¢;;,
f est une fonction de régression définie sur [0,1], et les ¢;; sont des erreurs aléatoires
centrées. L'indice i correspond a une unité statistique (par exemple un individu, une
usine, ou un actif financier) et 'indice j est un indice de répétition des mesures a
différentes valeurs d’une variable explicative ¢ € [0, 1].

On suppose que la fonction f appartient a un espace de Sobolev a préciser selon
le contexte. On suppose aussi que pour tout 1 < i < n, les points t;;,1 < j < p;,
ont une structure de tableau triangulaire (rigoureusement, ces points devraient étre
écrit sous la forme t;;,,, ce que nous ne faisons pas par souci de lisibilité) et que
ces p; points sont distincts. Concernant la structure de covariance du modele, nous
faisons I’hypothese suivante.
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Hypothese 1.1. Les mesures y;; sont indépendantes a travers les unités statistiques
1 <i <mn, etla covariance entre deur mesures en des points fixés t et t' ne dépend
pas de lunité statistique sur laquelle elles sont faites, i.e. sit;; =ty et tiyy = tup,
alors Cov(Yij, yir) = Cov(yirjr, Yirks)-

L’Hypothese [1.1] assure que les mesures faites sur chaque unité statistique ont in-
trinsequement la méme structure de covariance. Ainsi, sous cette hypothese et pour
un dispositif expérimental équilibré (p; = ... = p, == p et t1; = ... = t,; pour
tout 1 < j < p), les vecteurs aléatoires (yj,...,¥ip,), 1 < ¢ < n, ont tous la
meéme espérance et la méme matrice de covariance. Notons aussi que le modele (|1.1))
contient le modele de I'Introduction générale (cas n = 1) et que dans cette pers-
pective plus classique, I’'Hypothese [1.1] nous permet de modéliser librement toutes
les structures d’erreur.

Exemple 1.1. 57 les erreurs ;5,1 < i < n, 1 < j < p,;, s’écrivent sous la forme
gi(ti;), ou les ey,...,e, sont des copies indépendantes d’un processus aléatoire du
second ordre e = {e(t),t € [0,1]} centré, alors I’Hypotheése est vérifice.

Notations

Afin de construire et d’étudier I'estimateur spline de lissage du modele ,
quelques notations sont nécessaires. On réécrit d’abord le dispositif expérimental
{tij, 1 <1 <n,1 <j <p} sous forme d'un ensemble {t; < --- < t,} de points
distincts et ordonnés de [0,1]. On pose ensuite ¢y = 0, t,41 =1, h; =t;11 —¢; pour
0 < j <p, et on note hyqe = maxg<j<ph; 'écart maximal et hyp,;y, = mini<j<p—1 b
I’écart minimal du dispositif expérimental. Soit I’ensemble R; = {(4,k) : t;, = ¢;}
et soit n; = Card(R;) le nombre d’observations au point ¢; pour 1 < j < p. Notons
N =L, pi = >5_n; le nombre total d’observations et soit W = diag(n;p/N)
la matrice p x p proportionnelle aux fréquences des mesures aux points ti,...,%,
(W =1 pour un dispositif équilibré).

Soit y; = n;l Z(Lk)eRj ¥ir la moyenne des mesures au point ¢; pour 1 < j < p,
et soit ¥ = (y1,--- ,7p). Pour 1 < j,k < p, posons v, = Cov(ey,e;yr) 'l existe un
individu ¢ faisant a la fois I'objet de mesures au point t; = t; et au point t;y = t;
(dans ce cas, vj; ne dépend pas de 4,[,l’, d’apres I'Hypothese et vjp = 0 sinon.
Définissons alors la matrice V- = (v )1<jr<p-

Pour tout réel A > 0, la matrice W+ ApI est définie positive car la matrice W est
diagonale a coefficients strictement positifs, et la matrice d’énergie I' du Théoreme
7?7 est semi-définie positive. Nous pouvons ainsi définir la matrice de lissage Sy =
(W + )\pI‘)_l W, qui n’est pas symétrique sauf dans le cas d’un dispositif équilibré.

Rappelons enfin que pour toute fonction g définie sur [0,1], on note g le vecteur
(g9(t1),...,9(t,))" de ses valeurs aux points d’observation du modele.
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Estimateur spline de lissage

Dans le modele ([1.1]), étant donnés un entier m > 0 et un réel A > 0, le probléme
variationnel qui définit I'estimateur spline de lissage se formule ainsi (¢f. la relation
de I'Introduction Générale) : Trouver g € W3[0, 1] qui minimise la quantité

> ot 40 [ () ar (12)

Remarque 1.1. L’estimation de f par lissage spline a partir des n courbes du
modele (1.1)) observées auzx points t;; se raméne au lissage d’une seule courbe
moyenne, avec une pondération liée a la fréquence des mesures en chaque point t;.
Dans le cas ou le dispositif expérimental est équilibré (en particulier si n = 1),
le probleme mene a la construction classique des splines de lissage sans
pondération, comme dans |Schoenberg (1964Y) ou dans Craven et Wahba (1979).

Afin d’expliciter la solution du probleme de lissage ((1.2), nous évoquons le
probleme analogue d’interpolation contrainte.

Théoréme 1.1. (Schoenberg), 1964a) Soient p > m > 0 deux entiers, soit f =
(fi,---, f,) un vecteur de RP et soient ty,...,t, des points distincts de [0,1]. Le
probléme d’interpolation contrainte qui consiste a trouver g € W3[0, 1] telle que

{ g(ti) = fi, 1 <i<p,
(Vh e W3r[0,1]) (h(t:) = fi, 1 < i < p) = (|hl, = |g]7),

admet pour unique solution la spline naturelle Sy ,(f) d’ordre 2m ayant pour noeuds
t1,...,t, et qui interpole les valeurs fi,...,f, en ces points. Cette fonction est
linéaire par rapport a f et Uapplication £ — |Sy,(f)|2, est une forme quadratique.
On appelle matrice d’énergie et on note I' la matrice semi-définie positive associée
a cette forme quadratique. Si f représente les valeurs f(t1), ..., f(t,) d’une fonction
f e wro,1], alors

f'Tf < |f]?, (1.3)

avec égalité si et seulement si f et Sp,(f) sont égales.

A Tl'aide du Théoréme et de la matrice I' également définie dans Nussbaum
(1985) et [Utreras| (1988), nous pouvons maintenant construire de I'estimateur spline
de lissage. En effet, en appliquant ce théoreme au vecteur de données y, nous voyons
que si la solution de existe et si m < p, alors cette solution est unique et c’est
une spline naturelle d’ordre 2m ayant pour noeuds les points ¢y, . . ., ¢,. De plus, nous
pouvons a présent formuler le probleme en termes matriciels : Trouver g € RP
qui minimise .

5(g—?)’W(g—V) +gTg,
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ol le vecteur g contient les valeurs d’une spline naturelle g d’ordre 2m en ses noeuds
t1,...,t,. En égalant la dérivée de la fonction g — p~ (g —y)W(g—y)+AgTg a
zéro, on obtient I’équation 2(W + ApI')g — 2Wy = 0 qui admet une unique solution
g = S,y correspondant a un minimum. Nous pouvons alors conclure.

Proposition 1.1. Soient m un entier et A > 0 un réel donnés. Si m < p, alors le
probléme variationnel (1.2) admet une unique solution fy qui est une spline naturelle
d’ordre 2m ayant ses noeuds aux points d’observations ty,...,t,. Cette fonction est

déterminée de maniére unique par la relation /f;\ =S\y=(W+ )\pI‘)f1 Wy.

1.2 Majoration de ’erreur quadratique moyenne

Dans cette section, l'erreur quadratique moyenne de 1'estimateur spline de lis-
sage est majorée dans différents contextes (dispositif expérimental équilibré, (L.4)),
ou déséquilibré, ; mesure d’erreur discrétisée, MASE, ou intégrée, MISE ; es-
timation de la fonction de régression ou de ses dérivées) de maniere a couvrir un
large éventail de situations. Chaque théoreme présenté comporte deux inégalités
correspondant a deux majorations complémentaires de la variance, chacune ayant
son utilité propre suivant le type de bruit du modele considéré (voir a ce sujet les
applications de la Section. On note par ailleurs que les majorations sont établies
pour un ensemble fini de données. Ceci permet ensuite d’envisager plusieurs asymp-
totiques portant sur les nombres py,...,p, de points d’observations et/ou sur le
nombre n de courbes observées.

1.2.1 Dispositif expérimental équilibré

Nous étudions ici le modele de régressions simultanées ([1.1)) dans la situation ou
les observations sont équilibrées. Ce modele s’écrit alors

yij = f(tj) +eiyj, 1<i<n, 1<j<p. (1.4)

Dans ce cas, I’'Hypothese permet une plus grande liberté pour modéliser la co-
variance des erreurs €;; que dans le cas déséquilibré. En effet, celle-ci peut alors
dépendre des points d’observations, de 'ordre des mesures et de la taille du dispo-
sitif expérimental. Autrement dit, la quantité Cov(e;;, €;1) peut dépendre de t;; et
t;x, comme dans le cas déséquilibré, mais aussi de 7, k et de p.

Exemple 1.2 (série temporelle). On suppose dans le modéle (1.4) que pour tout
1 <j<p, (e1j,...,€nj) est un échantillon i.i.d. de €;, ot (¢;);en+ est un processus
aléatoire centré du second ordre. Alors I’Hypothése est vérifiée.
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Pour établir les majorations des erreurs quadratiques moyennes de I'estimateur
spline de lissage fy, nous avons besoin d’un résultat sur sa matrice de lissage, déduit
du Théoreme 5.3 de|Utreras| (1988)). Notons que le méme résultat figure dans|Craven
et Wahba| (1979)) et |[Ragozin (1983) sans démonstration complete.

Proposition 1.2. Dans le modele équilibré , pour un entier m > 0 donné,
il existe des constantes My = My(m, hpmaz/Pmin) vérifiant My, > m pour k = 1,2,
telles que pour tout réel 0 < A <1, la matrice de lissage Sy associcée a l'estimateur
spline fy d’ordre 2m vérifie

M,
tl"S/\ < S -

Nous présentons maintenant deux résultats sur la MASE et la MISE de ﬁ, en

rappelant auparavant les notations f = (f(¢1),..., f(¢,))’, f\ = (]?A(h) f,\( )
et V = (Cov(elj,elk))1<]k<p de la Section ainsi que la notatlon g2 =

fo ))2dt valable pour toute fonction g € Wk[O 1].
Théoreme 1.2. Dans le modeéle équilibré , on suppose que f € Wir0,1] pour

un entier m > 1 et que les erreurs ;5,1 < 1 < n,1 < j < p, vérifient lHypothese

. Alors pour tout réel 0 < X\ < 1, la MASE de Uestimateur spline de lissage fy
d’ordre 2m est telle que

1 ~ 02 A 2 trV

S EIE =A< Z 1+ (1.5a)
et

1 S A M|V

SENE=8[7 < T+ S (1.5b)

ou My est la constante de la Proposition [1.3.

Remarque 1.2. La constante de majoration du biais au carré présentée ici améliore
d’un facteur 1/4, resp. 1/2, celle de|Craven et Wahba| (1979), resp. Ragozin| (1983).

Théoreme 1.3. Dans le modéle équilibré , on suppose que f € Wir0,1] pour
un entier m > 1 et que les erreurs €;;,1 < i < n,1 < j < p, vérifient I’'Hypothése
. Alors il existe des constantes C' = C(m, huaz/Bmin), D = D(m) > 1 telles que
pour tout réel 0 < X\ < 1, la MISE de l’estimateur spline de lissage ]?)\ d’ordre 2m
vérifie les relations

o2 m 2 Dh2™ \ tr'V
E}f—mos(cphmamA+Dh;ax)\fym+(Chmm " )7 (1.68)
et
Ef — Ao < (Cohumash + DR ||
DMhZn,\ |V
+(OM2hm+ ) )mmm’ (1.6b)
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ou My, My sont les constantes de la Proposition |1.4, et C est un polynome d’ordre
2m évalué en (hmaz/hmin)-

Remarque 1.3. Si les erreurs de mesure €;;,1 < i < n,1 < j < p, ont une
variance uniformément bornée, alors la variance de l’estimateur fy est majorée,

aux constantes mutiplicatives pres, par 1/n dans les formules , et par
|V|/(npA/?™) dans (L.5b) et (T.6L). Ainsi les premicres formules, relativement
rudimentaires, ne sont utiles que dans une asymptotique n — oo, tandis que les
secondes permettent une majoration plus précise tenant compte du parametre de
lissage, de la structure de covariance des erreurs et du dispositif expérimental. Ce-
pendant, nous verrons la complémentarité de ces formules en Section 1.5,

1.2.2 Dispositif expérimental général

Avyant exposé les résultats de majoration de I'erreur quadratique moyenne dans
le cadre simple de données équilibrées, nous revenons maintenant au modele général
. Pour alléger les notations, nous écrirons dans la suite minn; et maxn; a la
place de minj<j<, n; et max;<j<,n;. La proposition et les deux théoremes suivants
sont les analogues de ceux de la sous-section précédente.

Proposition 1.3. Dans le modele général , il existe des constantes ]\71 =
]\Z(m, hmaz/ Pmin) €t ]\7[; = ]\Afg(m, Pinaz / Pomin, maxn;/ minn;) strictement positives
telles que pour tout réel 0 < A < 1, la matrice de lissage de ’estimateur spline ﬁ
d’ordre 2m vérifie les relations

(maxn;)?p
(minn;) NAL/2m

(maxn;)?p

(minn;) NAL/2m et tr8)Sy <M,

tr WS, < M,

Théoréme 1.4. Dans le modeéle (1.1]), on suppose que f € Wi*[0,1] pour un entier
m > 1 et que les erreurs ;5,1 <1 < n,1 < 5 < p;, vérifient I’Hypotheése . Alors
pour tout réel 0 < X\ < 1, la MASE de l'estimateur f\ d’ordre 2m vérifie les relations

1 52 N 2 tr'v

p EIE =B < G M G (170
et

! B NA e o g, (max )’ V|

SEIE-6[" < (i) |f],, + Mo (i, JEN AL (1.7b)

ot My est la constante de la Proposition et Vs est la matrice (|vj])1<jk<p-



1.2 Majoration de I’erreur quadratique moyenne 29

Théoréme 1.5. Dans le modeéle (1.1)), on suppose que f € W3[0,1] pour un entier
m > 1 et que les erreurs €;;,1 <1 < n,1 <7 < p;, vérifient I’'Hypothése . Alors
pour tout réel 0 < A < 1, la MISE de l'estimateur f\ d’ordre 2m est telle que

~ CN hppaz A Dh2m trV
Bl7 - Ay < (S o Dr ) 0, + (s + 2oz ) SV (150)
min n; P minn;
et
~ 12 CN hppaa ) " 2
Elf_fA‘O < <W+Dh$nax) |f|m
j
—~ DM, h2m (maxn,)p || Vasl|
Mshas mas ] , 1.8b
* (C 2 * PA ) (minn;)2NAL/2m (1.8b)

ou C, D sont les constantes du Théoréme ]\//71, ]\72 celles de la Proposition
et Vs est la matrice (|vjg|)1<jr<p-

Remarque 1.4. Dans les Théorémes|1./] et la matrice V 45 apparait a la place
de la matrice V dans l’étude de la variance de fy. Ceci est du a la difficulté technique
a séparer linfluence du dispositif expérimental de celle de la structure de covariance
des €;j. Cependant, pour de nombreux types de bruit (processus de Wiener, pont
brownien, etc.), la covariance de deux erreurs est positive et donc Vg = V.

1.2.3 Estimation des dérivées de la fonction de régression

Les résultats des Sections[I.2.T]et[I.2.2] peuvent étre étendus dans deux directions.
D’une part, on peut envisager I'estimation des dérivées d’ordre j < k d’une fonction
de régression f € W*[0, 1] par les dérivées correspondantes d’une spline de lissage f.
D’autre part, on peut changer l'ordre 2m de la spline de lissage utilisée en prenant
m > k > 0, ce qui généralise le choix m = k des sections précédentes. Nous donnons
ainsi une généralisation du Théoreme (MISE avec données équilibrées) basée sur
le Théoreme [2| de Ragozin! (1983).

Théoréme 1.6. Dans le modele (1.4), on suppose que f € W*[0, 1] pour un entier
k > 0 et que [’Hypothese sur les erreurs ;5,1 <1 < n,1 < j < p, est valide.
Etant donné un entier m > k, on considére Uestimateur spline de lissage ]/‘:A d’ordre
2m et de parametre A = A(n,p). On suppose que h2m = O(\) lorsque n,p — oo.

max

Alors la MISE de la j-éme dérivée (j < k) de fy est telle que

QtrV

E|f — A2 < PO+ hZm) 5= fr +

max

(1.9a)

et
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Qv

npA2i+1)/2m (1.9b)

E|f — A2 < PO RER) =0 £[2 +

pour des constantes P,Q, Q" indépendantes de n et p.

Remarque 1.5. La vitesse de convergence de la MISE de /}\j) ne dépend pas de
Uordre 2m de fy : dans (1.9b) par exemple, sous la condition hpyee = O(Rmin)

lorsque p — oo, le choiz optimal du parameétre X ~ (|[V]|/(np))?™ *+1) mene a la
vitesse O((||[V ||/ (np))E=9/Ck+DY Jorsque n, p — oc.

1.2.4 Résultats numériques pour les splines cubiques

Les fonctions splines cubiques naturelles admettent une représentation dite
par valeur/dérivée seconde qui permet d’exprimer la valeur d’une spline cubique
naturelle en tout point ¢ de [0,1] & 'aide des seules valeurs de cette fonction et
de sa dérivée seconde en ses noeuds (voir le rappel en Annexe A ou |Green et
Silverman| (1994)) pour une étude plus exhaustive). De ce fait, la variance intégrée
sur [0,1] de estimateur peut s’écrire simplement en fonction de la matrice de lissage
S,, d'une matrice ® liée au dispositif expérimental, et de la matrice V de covariance.

Théoreme 1.7. Soient 0 < t; < ... < t, <1 des points fixés. Alors il existe une

matrice définie positive ® de taille p X p, ne dépendant que de tq,...,t,, telle que
pour toute spline cubique naturelle g une ayant ses noeuds auzx points ty, ..., 1p,
2
9], = &' g,

/

avec la notation g = (g(t1),...,9(tp))-

Corollaire 1.1. Dans le modeéle équilibré (1.4), sous I’Hypothese sur la cova-
riance des erreurs €;;,1 < i < n,1 < j < p, la variance intégrée de l’estimateur
spline cubique de lissage fy s’écrit, pour tout X > 0,

E|fy —Efil; = n ' tr (S\@S,\V).

Nous nous placons maintenant dans un dispositif expérimental équidistant qui
permet d’utiliser les résultats de Nussbaum, (1985) sur ’encadrement des valeurs
propres de la matrice d’énergie T'. A T’aide de ces résultats, nous établissons un
lemme d’intérét indépendant sur la matrice de lissage de 'estimateur spline d’ordre
2m valable des que p > m + 5.

Lemme 1.1. Dans le modéle équilibré (1.4), on suppose que I’Hypothése est
vérifice et quet; = (j—1)/(p—1), 1 <j <p. Onpose Cy = (1+ 3, 172™) =™
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Alors pour tout X\ > 0, la matrice de lissage de ’estimateur spline ]/”;\ d’ordre 2m
vérifie

1 0 -

Remarque 1.6. Le Lemme 3.4 de|Nussbaum (1985) montre que les valeurs propres
0=XN = ... = Ay < A1 < ... < A, de la matrice d’énergie I' sont voisines
de p~Y(mj)?™ pour m +1 < j < p. Dans ce sens, la la constante Cy qui minore
uniformément par rapport a p les valeurs propres non nulles de pI' est optimale.

Revenant a l’estimateur spline cubique de lissage, on donne une majoration
numérique de la norme de la matrice ® basée sur les propriétés élémentaires de
la norme matricielle et sur le théoreme des disques de Gersgorin.

Lemme 1.2. Dans le modéle équilibré (1.4), en supposant que t; = (j —1)/(p — 1)
pour tout 1 < j < p, on a ||®| < 4,21660 (p — 1)~'. Dans le cas d’une répartition
non équidistante, ||®| est majorée par le produit de l’écart mazimal Ny, et d'un
polynome de degré 4 évalué en hpaz/Pmin-

A Taide du corollaire et des lemmes précédents, qui servent a majorer la va-
riance intégrée de l'estimateur, et avec la majoration du biais du Théoreme (1.3
nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1.8. Dans le modele équilibré (L.4]), on suppose que p > 7, que f €
W2[0,1], que I’Hypothése est vérifiée, et que t; = (j —1)/(p—1),1 < j < p.
Alors pour tout X > 0, la MISE de ’estimateur spline cubique de lissage f\ vérifie

-~ 17 pA 64 2 4,21660
Elf — ]2 < " ———tr'V 1.1
e R e LR =k (40
et
~ 17 pA 64 2 4,21660 0, 31853
Elf — fil? < " (4 4+ 1.1
R ST 4 SO+ B2 (14 BEE pviaon)

Le Théoreme fournit une majoration de la variance de l'estimateur spline
cubique de lissage nettement meilleure que celle du Théoreme dans le cas m = 2.
En effet, dans la relation la variance est majorée, au facteur tr V/(n(p — 1))
pres, par 17 + 64/A(p — 1)%, contre seulement 4,21660 dans . On trouve la
méme amélioration en passant de (1.6b)) a (1.10b)).

Cependant, ces majorations de la MISE ne sont efficaces que dans la mesure
ou l'on sait estimer approximativement les quantités ||V ou tr'V d’une part, et
|f|3 d’autre part. L’estimation de la matrice de covariance peut se faire de fagon
paramétrique, cf. Wang (1998), ou non paramétrique, pour n grand, a 'aide de la
matrice de covariance empirique. Par ailleurs on peut estimer la semi-norme | f|3 par

| fA|3, mais dans ce cas le Théoréme|l.6/ne permet pas d’évaluer 'erreur d’estimation.
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1.3 Application : vitesses de convergence

Nous appliquons ici les résultats de la section précédente a l'obtention de
vitesses de convergence pour l'estimateur spline de lissage des modeles (1.1]) et ((1.4])
sous plusieurs hypotheses de bruit et d’asymptotique.

Dans le cas d’erreurs de mesure asymptotiquement décorrélées (i.e. telles que
pour tout i, Cov(e;;, €;x) — 0 lorsque [j—k| — oo, ¢f. Introduction générale), on peut
obtenir un estimateur consistant avec n = 1 lorsque p — oo dans le modele ([L.4).
Ceci n’est pas possible en présence de corrélation persistante (typiquement avec un
bruit de type processus aléatoire). Il faut dans cette situation imposer n — oo pour
faire converger la variance de l'estimateur (voir le Chapitre 2 et Hart et Wehrly],
1986) et aussi p — oo pour faire converger le biais au carré sur [0, 1] dans le modele
. Dans le cas de données longitudinales typiques, on dispose d’un grand nombre
d’individus faisant chacun l'objet d’un petit nombre de mesures, ce qui mene a
considérer I'asymptotique n — 0o avec sup;;<,, p; = O(1) dans le modele .

Les trois situations précédentes présentent des structures d’erreur et des
asymptotiques différentes et pour chacune d’entre elles, on doit utiliser la formule
adéquate (1.Xa) ou (1.Xb) d’'un des Théoremes 1.1 — 1.5 afin d’obtenir une bonne
vitesse de convergence. C’est la raison pour laquelle ces théoremes comportent deux
majorations différentes.

Pour étudier la convergence de l’estimateur, nous imposons au dispositif
expérimental la condition de quasi-uniformité, que nous définissons ici en notant

. , : ) i .
explicitement la dépendance des points d’observations ¢; par rapport a p.

Définition 1.1. (Quasi-uniformité) Soit (z,,)1<j<p pen+ un tableau triangulaire
de points de [0,1] tel que x1, < ... < T, pour tout p > 1. Pour tout p > 2, posons
hmaz (P) = maXo<j<p{(r1p = Tip} €t hmin(p) = mini<jcp1{zGi), — 25}, avec
Top = 0 et xpy1), = 1. On dit alors que la répartition des points x;, est quasi-
uniforme s’il existe une constante r < +oo telle que pour tout p > 2,

Pz (D)

<r.

Par abus de langage, nous dirons d’un dispositif expérimental qu’il est quasi-
uniforme au lieu de mentionner le tableau triangulaire correspondant. Notons
quavec les inégalités hpaz(P) = Pmin(D), Fmaz(p) > 1/(p+1) et hpin(p) < 1/(p—1)
valables pour tout dispositif expérimental, la propriété de quasi-uniformité implique
que lorsque p — 00,

h'ma:c ~ hmzn ~ p_l- (111)
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1.3.1 Décorrélation asymptotique

Nous nous plagons dans le modele (1.4) avec n = 1 et des erreurs de mesure
asymptotiquement décorrélées (cf. modele sous 'hypothese 2). Nous écrivons

yi = f(z;)+e, 1<i<p

en gardant a ’esprit que les points d’observation z;,1 < ¢ < p, ont une structure
de tableau triangulaire (z; = z;,) et que la covariance de deux erreurs ¢; et €; peut
dépendre de p (tableau triangulaire) ou pas (schéma linéaire).

Remarque 1.7. Le modéle précédent peut étre wutilisé dans ['analyse non pa-
ramétrique de séries temporelles, cf. Hart (1996) ou |Opsomer et al| (2001). Plus
précisément, étant donné un échantillon (Zy,...,Z,) d’une série temporelle (Z;)icr
indexée par I = N ou I = 7Z, on considere l'estimation des valeurs p; = EZ;,
1 <4 < p, de la tendance de cette série. En posant €; = Z; — p; et en faisant
Uhypotheése qu’il existe une fonction régquliére f telle que p; = f(x;) pour des points
x;, 1 < i < p, équidistants dans [0,1], le probléme initial se rameéne a l’estimation
non paramétrique de f.

Nous supposons que le dispositif expérimental est quasi-uniforme et nous envi-
sageons plusieurs hypotheses sur la nature du bruit.

Hypothése 1.2. (Corrélation de courte/longue portée) La variance des er-
reurs est uniformément bornée, i.e. sup,>;1<i<, Ee? < oo, et il existe un réel
(avec v > 1 pour la courte portée et 0 < v < 1 pour la longue portée) tel que
Cov(e;,e) ~ |t — j|77 uniformément en i et j (pour ¢ # j) quand p — +o0.

Hypothése 1.3. (ARMA) Les erreurs aléatoires ¢, ..., &,, sont issues d'un pro-
cessus ARMA stationnaire inversible (g;);ez. Le processus est dit inversible si les
racines de sa partie AR sont situées en dehors du disque unité, cf. \Bosq et Nguyen)
(1990) pour une définition détaillée.

Hypothese 1.4. (Mélangeance au sens de Burman (1991))) II existe une suite
réelle croissante (R,),>; et une fonction ¢, resp. a, décroissante telles que

i) R, <pet R, — oo quand p — 0.

i) [ 2(t)dt < oo, resp. [ a2 (t)dt < oo.

iii) Pour tous entiers 1 < j < k < p, on a |P(B|A) — P(B)| < ¢(R,(t;, — t;)), resp.
|P(AN B) — P(A)P(B)| < AM(R,(tx —t;)) ot A et B sont des événements engendrés
respectivement par €1,...,&; et €g,...,&p.

iv) sup,s; 1<i<p Ee? < 0o, Tesp. SUP,>1.1<i<p Ee} < oc.
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Remarque 1.8. La définition précédente de la mélangeance, adaptée au cadre de la
régression, permet de faire varier la dépendance entre deux mesures en fonction de
la distance entre les points d’observations d’une part, et en fonction de la taille de
lensemble de données d’autre part. |\Burman| (1991) a montré que lorsque p — oo,
la covariance entre deux mesures faites en des points 0 < s # t < 1 fizés diminue
comme O(¢'?(|s — t|R,))dans le cas p—mélangeant, et comme O(A\/?(|s — t|R,))
dans le cas A—mélangeant.

Avec une majoration convenable de la norme || V|| de la matrice de covariance des
erreurs, nous pouvons déduire des relations ((1.5b]) et ([1.6b]) le résultat asymptotique

suivant.

Proposition 1.4. On suppose dans le modéle que n = 1, que la fonction f
appartient a W3[0, 1] pour un entier m > 1, que le dispositif expérimental est quasi-
uniforme et que I’Hypothese sur la covariance des erreurs est valide. Pour un
parametre A = X(p) > 0, on considére l’estimateur spline de lissage fy d’ordre 2m.

Si les v.a. €;,1 <1 < p, vérifient I’Hypothése pour un vy > 1 ou I’Hypothese
et si \p*™ — oo quand p — 00, alors les erreurs quadratiques moyennes MASE
et MISE de ]/C;\ sont en O (A\) + O (pfl)\*lpm) et la vitesse optimale de convergence
en p~2m/CmH1) et atteinte pour un choiz de A du méme ordre.

Silesv.a. €;,1 < i < p, vérifient Z’Hypothése et s )\Rl%m — 00 quand p — 00,
alors la MASE et la MISE de [y sont en O (N)+0 (R;l)\*l/Qm) et la vitesse optimale

2m/(2m+1))

de convergence en O(Ry, est atteinte pour un choix de X du méme ordre.

Nous faisons ici quelques commentaires sur les vitesses de convergence obtenues
et sur les techniques mathématiques utilisées dans la proposition précédente.

Sous les Hypotheses (avec v > 1) et [1.3]| la vitesse de convergence en
O(p=2m/ (2m+1)) de 'estimateur spline de lissage est inchangée par rapport au cadre
d’un bruit blanc. On montre en fait que cette vitesse reste la méme sous 'hypothese
plus générale de décorrélation asymptotique, sup;<;<, > 5, | Cov(e;, g5)| = O(1).

Sous I’'Hypothese de bruit mélangeant, on observe un potentiel ralentissement
de la convergence du fait que R, < p, en accord avec Burman| (1991)). L’estimateur
reste cependant consistant car R, — oo quand p — oo. Nous remarquons par
ailleurs que le résultat de la Proposition |1.4] reste valide si, a la place de ’'Hypothese
, on suppose que les erreurs ey, .. ., €,, sont issues d'une série temporelle (&;);en
ayant des coefficients de mélange ¢; | 0, resp. A; | 0 (¢f par exemple Roussas
et lonnides (1987) pour la définition de ces coefficients dans le cadre des séries

temporelles), tels que Zfﬁ @;/2 ~ R,/p, resp. Zfﬁ )\3/2 ~ R,/p quand p — oo.
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Pour des erreurs exhibant une corrélation de longue portée, les techniques
mathématiques utilisées dans ce chapitre ne permettent pas d’obtenir la vitesse
de convergence minimax p~2™7/(2m+7) établie par Wang] (1996). Nous en donnons ici
la raison puis nous indiquons, pour 'estimateur spline de lissage, comment obtenir
cette vitesse de convergence. R

L’étude de la variance de 'estimateur f, proposée dans ce chapitre consiste a
séparer I'influence du lissage de celle des erreurs. Dans cette section, la variance
moyenne p—t Y P Var fy(z;) = p~'trS3V de fy est majorée par p~'(tr S3)||V].
Cette stratégie, qui s’avere efficace sous les conditions de la Proposition [1.4] ne
fonctionne pas dans le cas d’une corrélation de longue portée. En effet, la meilleure
majoration que l'on puisse obtenir dans ce cas pour ||V est |[V] = O(p~7), cf.
démonstration de la Proposition . Avec lamajoration p~! >0 {f(2;) — (@)} <
(A\/4) | f|?, du Théorémepour le biais au carré et la majoration tr S2 < MoA~1/2m
de la Proposition , on arrive seulement a la vitesse de convergence p~2m7/(2m+1),

Les travaux de |Cox] (1983)) et Nychkal (1995) sur le noyau équivalent de I’estima-
teur spline de lissage d’ordre 2m permettent une étude plus fine de la variance. Plus
précisément, en utilisant la conjecture de |[Nychka (1995)) sur la double enveloppe
exponentielle du noyau équivalent et de la fonction de Green associée (Théoreme
2.1 démontré dans le cas m = 1 et conjecturé pour m > 1), on peut montrer
que Var fi(z) = O (A7Y/2mp=7) uniformément en z € [0,1] sous les hypotheses
suivantes : i) A/2™ > C'supy ) |F, — F| pour tout p > 1 et pour une constante
C > 0 fixée, ou F}, est la fonction de répartition empirique et F' € C1[0,1] est une
fonction ayant une dérivée strictement positive; ii) le dispositif expérimental est
quasi-uniforme. On retrouve ainsi la vitesse p=2™/2m+7) de (Wang (1996).

1.3.2 Processus aléatoire a temps continu

Dans le modele équilibré , nous supposons que les erreurs aléatoires ¢;; sont
issues d'un processus aléatoire centré € = {e(t), t € [0, 1]} dont la fonction de cova-
riance est continue (non nulle), et que les points d’observation ont une répartition
quasi-uniforme. On a donc ¢;; = ¢;(¢;) pour 1 <i <mnet 1l <j<p,les¢; étant n
réalisations indépendantes du processus ¢.

Nous montrons ici que l'erreur quadratique MASE ou MISE de l'estimateur
spline de lissage converge vers zéro a une vitesse O(n~1). Ce résultat a été établi
par (Cardot et Diack (1998) dans le modele pour l'estimateur spline hybride,
sous des conditions qui n’englobent pas l’estimateur spline de lissage (en effet, leur
résultat de convergence est valide si le nombre k& de noeuds de la base de B-splines
de 'estimateur hybride reste négligeable devant p dans ’asymptotique, ce qui exclut
la possibilité d’identifier I'estimateur spline de lissage a I’estimateur spline hybride).
Au Chapitre 2, nous montrerons que cette vitesse de convergence est exactement de
l'ordre de n=! et qu’elle s’étend par ailleurs & I’ensemble des estimateurs linéaires.
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Nous observons d’abord que trV = 7% | Vare(t;) < p supyep ) Var(e(t)), ce
qui fournit une convergence de l'estimateur spline de lissage en O(n™') avec les
inéquations et . La méme vitesse est valable sous 'hypothese affaiblie
d’une fonction de covariance de € seulement bornée. Par ailleurs, on peut essayer
d’obtenir une meilleure vitesse avec les inéquations et . Dans ce but, on
montre I’équivalence || V|| ~ p quand p — oo grace a un résultat de théorie spectrale
(Lemme (1] de ’Annexe C). Ceci donne une majoration de la variance moyenne aux
points d’observations en n ' A~!/?™ par application de (1.5b). En optimisant ensuite
le choix de A, il vient une vitesse de convergence en O(n=2"/m+1)) qui n’améliore
pas la vitesse O(n~1) fournie par . Nous retenons donc le résultat suivant.

Proposition 1.5. Dans le modéle équilibré (1.4), supposons que les erreurs €;; sont
issues d’un processus aléatoire centré e = {e(t), t € [0, 1]} de fonction de covariance
continue, et que les points d’observations ont une répartition quasi-uniforme. Soit fA
Uestimateur spline de lissage de f d’ordre 2m et de paramétre A = X\(n,p) > 0. Alors,
sous la condition N = O(n™'), et sous la condition supplémentaire p~2™ = O(\) pour
la MISE, les erreurs quadratiques moyennes MASE et MISE de ]?,\ sont en O(n™!)
quand n,p — Q.

Remarque 1.9. [] eziste une différence importante entre le cadre de la régression
non paramétrique classique (erreurs décorrélées, n = 1 et asymptotique p — o0) et
le cadre considéré dans cette section (mesures répétées avec n,p — o) au niveau des
conditions nécessaires et suffisantes de consistance [CNS] portant sur le paramétre de
lissage \. En effet, |Craven et Wahba (1979) ont montré dans la premiére situation
qu'une double CNS est (A — 0, \p*™ — o0) (voir page @) Dans la deuxieme
situation par contre, la seule CNS de consistance est A — 0 (ceci découle de la
proposition précédente pour la MASE, et on verra au Chapitre 2 que la condition
p~ 2™ = O()\) n'est pas nécessaire pour la MISE). Par conséquent, le paramétre \
peut dans ce cadre tendre vers zéro arbitrairement vite.

1.3.3 Données longitudinales

Nous examinons maintenant le modele en supposant disposer de mesures
issues d’ un grand nombre d’individus observés chacun a quelques reprises, les temps
d’observations pouvant varier d’un individu a l'autre.

Nous reprenons les notations de la Section [I.1]: n désigne le nombre d’individus,
p; est le nombre de mesures pour I'individu 4, p = p(n) est le nombre de points d’ob-
servations distincts, n; est le nombre d’observations au point ¢; et NV est le nombre
total de données. La présente situation correspond a I’asymptotique dans laquelle
n — 00 avec maxi<;<, p; = O(1) (il en découle que n ~ N dans I'asymptotique).
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Deux cas typiques se présentent alors.

1. L’ensemble des temps d’observations est fixé, de taille p finie et chaque temps
d’observation fait approximativement ’objet du méme nombre de mesures. En
termes mathématiques, on a alors min;<;<,n; ~ n quand n — oo. Exemple :
mesure d'un taux quotidien pendant un mois lors d’essais cliniques.

2. L’ensemble des temps d’observations s’accroit indéfiniment alors que le nombre
d’individus augmente, chaque temps d’observation ne faisant I’'objet que d’un
nombre fini de mesures, i.e. max;<j<,n; = O(1) quand n — oco. Exemple :
les individus viennent d’eux-mémes faire I’objet d’une mesure a un temps qui
n’est pas controlé par I'expérimentateur. Les temps d’acquisition des données
sont alors considérés fixes (et non pas aléatoires) si leur variabilité n’est pas
pertinente dans I’étude.

Nous déduisons des relations ([1.7a)) du Théoreme [1.4] et (1.8b)) du Théoréme
la vitesse de convergence suivante pour I'estimateur spline de lissage.

Proposition 1.6. Dans le modéle , on considere [’asymptotique n — oo avec
maxi<;<, p; = O(1). On suppose que f € W3[0,1], que les erreurs e;; vérifient
[’Hypothese et la condition SUP1<j<p;.1<i<n Vare;; = O(1) quand N — oo, et que
le dispositif expemmental est quasi-uniforme. Pour un réel X = X(p1,...,pn,n) >0
on s’intéresse a l'estimateur spline de lissage fA d’ordre 2m.

Dans le cas 1, la MASE de f\ est en O(\) + O (n™') lorsque N — oo. La
meilleure vitesse de convergence est alors en O (n™1).

Dans le cas 2, sous la condition p~>™ = O(N), la MISE de I'estimateur f; est en

O\ +0 (n_l)\_l/zm) lorsque N — oo et la vitesse de convergence optimale est en
O(n—2m/(2m+1))_

1.4 Démonstrations

Démonstration du Théoréme [1.2

Pour étudier la mesure d’erreur quadratique moyenne discrétisée (MASE), nous
commencons par décomposer cette quantité en somme du biais au carré et de la
variance de f) :

~ 12 12 2
rosfe ] < fe-s < s]e
Ensuite, nous savons par la Proposition que /f:,\ = S,y. Notons alors € =

(€1,...,&p) le vecteur d’erreur égal a y — f. Par la commutativité de la trace ma-
tricielle et par la symétrie de Sy = (I + \pI')~! dans le modele équilibré (1.4)), il
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vient
p U Ef B> = p |(T—Sy) | +p B[Sl
p~ (T =8)) f||* +p " Etr(g'S3E)
= p ' [I-S)fIP+p " tr(SiEEE).

D’apres I’'Hypothese sur la structure de covariance des erreurs, nous voyons que
pour tous 1 < 7,k < p,

n n
Eg;&g, = n=? E Eeijeir = n=? E Vjk = n_lvjk.

i=1 i=1
Par conséquent, la MASE de 'estimateur ﬁ s’écrit
pE|f |2 =p ' FT—S)F+ (np) " tr(SIV). (1.12)

Pour majorer le terme de biais au carré p=' f' (I — SA)2 f, nous allons expri-
mer les valeurs et vecteurs propres de la matrice I — S, en fonction de ceux de
la matrice d’énergie I' définie dans le Théoreme ?? de ’Annexe A. Cette matrice
classique dans les calculs de splines Soient \; > ... > A, > 0 les valeurs propres
de I' et soient uy,...,u,, des vecteurs orthonormés associés. Alors, ces vecteurs
sont aussi des vecteurs propres de S, pour les valeurs propres (1 + ApA;)~, ...,
(1 4+ ApA,)~%, et ce sont encore des vecteurs propres de I — Sy pour les valeurs
propres ApA1/(1 + ApA1), ..., ApA,/(1 4+ ApA,). En décomposant le vecteur f sur
cette base, nous avons

(I-S)f=1-8,)> (Fuu; =) #jg&)(f’uﬂw?

Jj=1 Jj=1

ce qui implique

PSP = Y () e

_ . ApA;(T) 4 )2
= 22 Ty v

j=1

Comme par ailleurs la quantité ¢/ (1 + t)2 est majorée par 1/4 pour tout ¢t > 0, on
obtient

pEI-8)f < (A/4)ZAJ(1“)(f’uj)2

_ (\/4)FTE
(A 1 f1ms (1.13)

IN
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le dernier passage se faisant en utilisant ’hypothese de régularité f € W3"(0,1) et
la Proposition (1.1}

Remarque 1.10. Des majorations du biais au carré discrétisé de l’estimateur spline
de lissage sont obtenues d’une fagcon différente dans le Lemme 4.1 de |Craven et
Wahba (1979) et dans la formule (4.7) de|Ragozin (1983), avec les constantes res-
pectives 1 et 1/2 au lieu de 1/4 dans (1.13]).

Pour majorer le terme de variance, nous faisons appel a un lemme de calcul
matriciel démontré en Annexe B.

Lemme 1.3. Soient A et B deuxr matrices symétriques de méme taille, avec B
semi-définie positive. Soit Apin(A) la plus petite valeur propre de A. Alors

Amin(A)tr B < tr AB < ||A]| tr B.

En appliquant ce lemme aux matrices S3 et 'V, il vient

trS3V < ||S3|| tr V. (1.14)
Notons alors que ||S2]| = ||Sx||> = 1. En effet, la matrice T' étant semi-définie
positive, on voit que [|S,| = [[(T+ )\pI‘)_lH < 1 et 0 étant une valeur propre de I'

(voir par exemple Utreras (1983)), on en déduit que
ISal = 1. (1.15)

Il suffit alors d’introduire les formules (1.13]) a (1.15) dans l'inégalité (1.12) pour
obtenir la majoration (1.5a)) du théoreme.

Concernant I'inégalité (1.5b)), il suffit de permuter les matrices S3 et V dans
([T.1d) avec le Lemme [1.3] 11 vient tr(S3V) < ||[V|/tr(S3), puis on complete la
démonstration & laide de la Proposition[1.2 W

Démonstration du Théoréme [1.3

Pour obtenir une majoration de lerreur quadratique moyenne intégrée (MISE),
nous adaptons les résultats de Ragozin (1983) au contexte d’observations corrélées.
Le terme de biais de I'estimateur ne dépendant pas de la partie aléatoire du modele,
nous pouvons reprendre en ’état la majoration du biais de Ragozin (1983)). Pour
adapter la majoration de la variance, nous faisons essentiellement appel au Lemme
qui permet de séparer I'influence de la matrice de lissage de celle de la matrice
de covariance des données.

Commencons par rappeler la majoration du terme de biais de I’estimateur.
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Théoréme 1.9. (Ragozin, 1983) Soit m > 0 et 0 < k < m des entiers et soient
ty < ...<t, des points de [0, 1], avec p > m.

Il existe des constantes C' = C(m, hipnaa /Bmin), D = D(m) et H = H(m, k) telles
que pour toute fonction g € Wir[0,1], en posant L = Cphypae)/2 + Dh>™

g — galp < H(L+ LPm)k/mpm=h/m| g2

ot gy est la spline naturelle qui minimise {p~*||g — h||* + X|h|2,} pour h € W3*[0,1].
Dans le cas o k =0, H(m,0) = 1.

En appliquant ce théoreme a la fonction de régression f, la spline associée étant
alors Efy, nous pouvons majorer le biais au carré de l'estimateur (k = 0) ainsi :

|f —Ef3 < (CPhumas)/2 + DRZ2)|fI2, (1.16)

max

Il reste a majorer le terme de variance. Dans ce but, nous énoncons un théoreme
qui relie les normes discretes et continues d’une fonction g € W3[0, 1].

Théoréme 1.10. (Ragozin, 1983) Awec les notations du Théoréme on a,
pour toute fonction g € W3[0, 1],
hipael9li < Chinas HgH2 + Dhyya |91,

max

Nous avons aussi besoin d’un lemme permettant de caractériser le vecteur de
résidus y — £, = S,€. Nous indiquons sa démonstration afin de ’adapter plus tard.

Lemme 1.4. (Ragozin, 1983) Soit m > 0 un entier, soient t; < ... < t, des
points de [0, 1], soit g un vecteur de RP et soit X > 0 un réel. Soit aussi gy ['unique
spline d’ordre 2m qui minimise {p~'||g — h||> + X |h|%,} pour h € Wi*0,1]. Alors,
pour toute fonction h € W3[0, 1], on a la relation

p~H{g — & h) = Max, b (1.17)

Démonstration.

Considérons la norme définie sur espace de Hilbert R? & W3"[0, 1] par ||(x, h)||* =
pH|x||* + A h|2 (somme de la norme euclidienne et de la norme Ls). Alors la spline
gr est Punique fonction h qui minimise ||(g,0) — (h, h™)||> dans W3"[0,1]. Le
sous-espace H = {(h, (™), h € Wi"[0,1]} étant un convexe fermé de RP & W3[0, 1]

pour la norme considérée, on en déduit que (g, gf\m)) est le projeté orthogonal de

(m)

(g,0) sur H. Par un argument standard, (g, g, ') — (g,0) est orthogonal a H, ce

qui fournit (1.17). O



1.4 Démonstrations 41

Appliquons le lemme précédent au vecteur d’erreur g =€ =y — f. Dans ce cas,
la spline g\ correspondante n’est autre que l'estimateur centré fy — Ef, et on a
gy = S,E. En prenant h = f, —Ef), il vient p ' (€ —S)g, S»&) = A fr—Ef|%,. Forts
de ces résultats, nous pouvons majorer le terme de variance :

-

Elfs—Efl; < ChmarBlfs —ER| + D2, B\ —ER,
Chumax EE'S3E + DR (pA) ' E€' (I —S)) S\

max

Chiazn” ' tr STV 4+ DRZ™ (npA)~'tr (I — Sy) S, V.

max

Mais comme les matrices Sy et V sont symétriques, la matrice SyVS, est semi-
définie positive, et donc tr S5V = tr S, VS, > 0. Par conséquent,

E|fy — Efs2 < Chpaan ™" tr SV + DR

max

(np\) 1 trS\V.

Ensuite, pour établir la majoration de la variance dans (|1.6a}), on utilise succes-
sivement le Lemme et ’équation (|1.15)) :

Elfs —EALR < 07 (Choe||S2] tr'V + DRZ2 (pA)7Y]|Sa ]| tr V)

< 7' (Chinge + DR (PA) 1) tr V. (1.18)

Pour établir la la majoration de la variance dans ((1.6b)), on utilise le Lemme
et la Proposition [I.2] pour écrire

max

< TNV (Chypoy Mo + DRER

max

Elfr —EAZE < 07 (Choe|[ V] trS2 + DR22 (pA) Y[V tr'S))

()M [V (1.19)

La réunion des inégalités (L.16), (L.18) et (1.19) établit alors le Théoréme[1.3 M

Démonstration de la Proposition [1.3

Les deux majorations des quantités tr WS, et trS\S, sont obtenues par une
légere modification de la technique de calcul du cas équilibré. Pour toute matrice M
de taille p x p admettant des valeurs propres réelles, notons Ay (M) > ... > \,(M)
ses valeurs propres. Avec le Lemme (1.3} on a

trWSy, = trW (W +\pD)"'W
= tr W2 (W 4+ pI) "

P
< WP D AT (W + AT
j=1

(maxn;)p

= (T)Q é)\jl (W + \pTl) . (1.20)
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Le Corollaire [I| du théoreme min-max de Courant-Fischer (c¢f. Annexe B page
134)), qui porte sur I'encadrement des valeurs propres d’une somme de matrices
symétriques, permet d’affirmer que

A (W MpT) > A, (W) + A, (ApTD) = (m”]lvnf')p (D). (L21)
Ensuite, d’apres [Utreras| (1988)), on sait que
Apem+1 (D) = ... = 1,(T) =0, (1.22a)
et
j2m j2m
Cr— < A1) <Cy=— pourtout m+1<j<p, (1.22b)
p p

ou C = Cr(m, hpaz/Pmin), k = 1,2, sont des constantes strictement positives. Par
comparaison de l'intégrale convergente d’une fonction décroissante et de la série
associée, il vient

(min n;)p ~ - [ N 2 B
S AW+ D) < 14+ C A ———j™"
N jzm;q J j;ﬂ (minn;)p

0o N -1
< / (1 +AC—m— t2m) dt
0 (min n;)p

puis, avec un changement de variable,

p ) N 1-1/2m " 00 du
N <|—/——— e . .
> AW+ ) < ( (minnj)p> (C1N) /O (1.23)

1+ u2m
Jj=m+1 -

On pose C = 01—1/2m Jo 1+ u2™) " du. En utilisant les relations (1.21)), (T.22a)
et (1.23) dans ({1.20)), on trouve alors

trWS, < (maxn;)p i mN +C L 171/%@)\—1/%
- N (minn;)p (minn;)p

_ (maxny)p (mw(w)mm). (124

(minn;)N NA

En remarquant que (min nj)p < N, on peut ensuite trouver une constante ]\Afl
vérifiant la Proposition pour une valeur "raisonnable” de A, par exemple A\ < 1.
(maxn;)*p

(min nj)N)\l/Qm se fait de

L’obtention d’une constante M, telle que trS\S, < M,

maniere analogue. l
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Démonstration du Théoréeme

Rappelons d’abord que pour un dispositif expérimental déséquilibré, la matrice
de lissage s’écrit Sy = (W + \pI')"'W. Par la décomposition en biais au carré plus

variance (cf. (1.12))), la MASE s’écrit
pE|f =6 =p YT = S)E|® + p L trSy(Varg) S}, . (1.25)

Pour majorer le terme de biais de l'estimateur, il suffit d’adapter le Lemme
4.1 de Craven et Wahba| (1979). Cette adaptation sera faite au Chapitre 3 par le
Lemme dans le contexte de du lissage spline par moindres carrés généralisés.
Nous I'établissons ici pour 'estimateur spline de lissage classique dans le cadre du
dispositif déséquilibré. R

Nous avons vu en section que l'estimateur spline fy minimise le critere
p (Y —g) W(¥ —g)+ g%, o g varie dans W3[0, 1]. De méme, I'espérance E fy
minimise ce critere si on remplace le vecteur y par f. Par conséquent, en appliquant
cette propriété de minimisation a g = f, il vient

1 _ ~ N 1
~(f —EB)W(f —Efy) + AEAL, < = (F—£) W(f —£) + Alf]7, = Alf]5-
p p
En observant que £ — Efy = (I — S,)f et que [Efy[2, > 0, on en déduit :
1
1—9”(1 — SVERv < AIFI -

Ensuite, en appliquant I'inégalité ||x||3y = xWx > ||z|*/|[W || au vecteur
x = (I — S,)f de R, nous obtenons
pIE=SNEN* < p I = SOy W]
< MWL,
N
= | f I (1.26)

(miny<j<p, nj)p

La majoration de la variance se fait en écrivant d’abord, a I’aide du Lemme (1.3

(tr S, S,) || Varg]||

(tr(Vare)) 84S - (1.27)

trSy(Varg) S < {

On majore alors tr S4Sy avec la Proposition [I.3] D’autre part on montre sans
difficulté que la matrice de lissage vérifie encore la relation (1.15) dans un dispositif
déséquilibré : il suffit d’écrire Sy sous la forme (I+ApW1T')~! et de remarquer que
les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 de I' sont encore vecteurs propres
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de S, pour la valeur propre 1. On a donc ||S\S,|| = ||S.|| = 1. Ensuite, la matrice
Var € s’explicite facilement a I’aide des coefficients de la matrice V = (vy). Il vient

d N
[Varg],, = Card (R, O Ry) Ukl
nEny

ou Ry, est 'ensemble {i : 3j, z;; = x4} et ny = Card (Ry) pour tout 1 <k < p. On
peut maintenant écrire

p
1 trV
tr(Varg) = »  — vj; < SELLA S (1.28)
/”L.
j=1 "

M <5<p Ny

Par ailleurs, un simple calcul permet de séparer dans la norme ||Varg| l'influence
de la structure de covariance et celle du dispositif expérimental :

[Vargl| = sup | Y [Var(e)], zi
[|lz]|=1 1<k,I<p
Card (Rx N R
< sup (RO [ora] - [n] - Jal.
[|lz]|=1 1<k,l<p o3
Or pour tout 1 < k,l < p, on a
Card (Rk N Rl) < min(nk, Tll) - 1 < 1
nEy - nEny max(ng, ) T minj<j<,n;

Par conséquent, en notant Vs = (|vjk])1<jk<p, DOUs avons finalement

1

[Vargl| < ————sup > o]~ |zi| - |2
MIM<i<p My flall=1, 537,
1
S |vgt|
MIM<i<p My Jlall=1 1 557,
“VabsH

< (1.29)

ming <<y 1

L’application des relations (1.15)), (1.28), (1.29) et de la Proposition dans
la formule ([1.27)) établit alors les majorations de la variance annoncées, ce qui
démontre le Théoreme .4 W
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Démonstration du Théoréme [1.5

Dans le cas d'un dispositif déséquilibré, la majoration du biais de I'estimateur
spline fy s’effectue en adaptant le Théoréme Partant du Théoreme appliqué
a la fonction f — f\, on écrit

|f —Ef2 < Chiaa||[f — ER |2 + DR22 | f —Ef 2.

Pour majorer le terme de biais discret, on reprend la relation . Nous adap-
tons ensuite le Lemme [1.4] au cas d’un dispositif expérimenté. Il suffit de remplacer
dans la démonstration la norme ||(x, g)||?> = p~!||z||*+ A|g|2 définie sur R? W3[0, 1]
par ||(x,9)||3v = p~'x'Wx + A|g|2. La relation est alors généralisée par

(¥ — £)Wg = pA{fx. ) (1.30)

pour toute fonction g € W3[0, 1]. On prend ensuite 'espérance de cette formule et
on l'utilise avec g = f — Ef,. 1l vient

(f — EE)W(f — Ef,) = pA(fi, f —Efi)m (1.31)

Puisque |f|2, = |f — EAR + [EAR + 2(fx, f — Efa)m, on peut faire, au regard de
(1.31)), la majoration |f — Efy|?, < |f|?,- Rassemblant les résultats précédents, on

obtient
CNhpgz

ming<;<p 1

f—Ef[< < +Dh3n";x) 72 (1.32)

__ Pour majorer la variance, nous appliquons le Théoreme a 'estimateur centré
fr — Ef\, puis nous utilisons (1.30) en remplacant y par €, fy par fy — Ef\ et en
prenant g = f\ —Ef\. Il s’en suit que

|f/\ - Efk|(2) < Chmaa:Hf)\ - Ef/\H + DhZn ‘fA - Ef>x|$n

max

= Chuas ST + DR2™ (pA)~" (I — S»)E) WS)E.

max

On prend ensuite l'espérance de cette inégalité. On a

E|fy — Efsl? < Chuag tr SyVar(gS) + Dh2™ (pA) "' tr(I — S,) WS, Varz . (1.33)

max

Le premier terme du majorant correspond au terme de variance de la MASE
(Théoreme [1.4). Le second terme est majoré par Dh2% (pA\)~! tr WSy Var€ (en ef-
fet la matrice SYWS,Var est le produit de deux matrices définies positives, donc
sa trace est positive). On peut alors écrire : tr WS \Varg < tr WS, ||Varg|| ou
tr WS, Vare < |WS, || tr Varg avec le Lemme [1.3] Ensuite, 1'étude des quantités
trVarg et ||[Varg|| a été faite dans la preuve du Théoréme [1.4] Restent & majorer
IWS, || et tr WS,. D’apres 1'équation , la premiere norme est majorée par
|W|| = pmaxi<j<,n;/N, et la seconde quantité peut étre bornée a l'aide de la
Proposition [I.3] Le théoréme est alors démontré. B
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Démonstration du Théoréme (1.6

Dans un dispositif expérimental équilibré, l'estimateur spline de lissage ]?A
défini par la Proposition est I'unique fonction qui minimise la quantité

{p‘l L@ —9(t)? + A |g|?n} pour g variant dans W3[0, 1], ¢f. probleme (L.2)).
Il correspond ainsi a ’estimateur spline “classique”, construit sans pondération sur
les observations, par opposition au cadre déséquilibré dans lequel interviennent les
poids n; /N a la place de p~!. Par conséquent, le biais de la j—eéme dérivée de fy, qui
ne dépend pas des erreurs g;5, 1 <1 <n,1 < j < p peut étre majoré par 'application
directe du résultat suivant.

Théoréeme 1.11. (Ragozin, 1983) Soit {z;,;1 < j < p;p > 1} un tableau
triangulaire de points de [0,1] ayant une répartition quasi-uniforme, i.e. tel que
Rmaz [ Pmin < 7 pour tout p > 1 pour une constante r > 1 donnée. Pour toute fonc-
tion g € WX[0,1] et pour tous entiers 0 < j < k < m < p, soit gy la spline de lissage
d’ordre 2m qui minimise {p‘l U (g(ty) — h(t;)* + A ]hlﬁl} pour h € W30, 1].
Alors gy satisfait a la relation

g — g7 = O (A + han ) E=9m) g7 (1.34)
ou le O ne dépend que de m,k,j et r.

Pour majorer la variance intégrée de A)(\] ), nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 1.5. (Ragozin, 1983) Pour tous entiers k,m, tels que 0 < k < m, il
existe une constante v = y(m, k) telle que pour toute fonction g € Wx[0,1] et pour
tout x € [0,1],

g1z < ~(gld + 2°™(g|%,).

En appliquant ce lemme & f — Efy au point # = A/2™, nous obtenons ainsi
A—ERE <y (XA -EAR+ AR —ERR) . (135)

puis nous prenons U'espérance de cette inégalité. Pour finir, on majore | fy —Efy|2 et

\f)\ — Eﬁ\fn comme dans la fin du Théoréme (formules (1.18]), (1.19)) et Lemme
1.4]). I1 vient

S~ o Y [ Chmag + DhZ2 (pA)~t  Am=D/m

c’est-a-dire, compte tenu de la majoration Amee < i SUDPps1 (Mimaz/Pmin) <
pt sup,>1 (Mmaz/Pmin) < 00 (quasi-uniformité du dispositif expérimental) et de la
condition initiale Sup,,; 5, (ham, /A) < 00,
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QtrvV

Elfx—EA < T

(1.36)

On a posé Q = Y(Csup,(hmaz/hmin) + Dsup, ,(hon /A) + 1), C et D étant les
constantes du Théoreme [I.3] On montre de méme que

Qv

N 2

(1.37)
avec Q' = C'Mysup, (hmae/hmin) + DMy sup,, ,(h2m, /X) + My, les constantes M et
M, étant celles de la Proposition [I.2] B

Démonstration du Théoréme

L’outil essentiel de cette démonstration est la représentation par valeur/dérivée
seconde d’une spline cubique naturelle, que nous rappelons ici.

Soit p > 4 un entier et soient t; < ... <, des réels. Posons h; =t;41 —t;, 1 <
J<p—1,et g; = g(tj),v = ¢"'(t;), 1 < j < p, pour toute fonction g deux fois
dérivable.

Proposition 1.7. (Green et Silverman, 1994)) Soit g une spline cubique naturelle

ayant ses noeuds aux pownts t; < ... < t,. Alors pour tout 1 < j < p—1 et pour
tout t; <t < tjr1, nous avons

t—t)gis1 + (o1 — g 1 t—t ti—t
ot = Lt i 200 2y -0 (1050 ) e+ (14 22520 ) 5 ]
J J J

Pour tout t < t1, nous avons

g(t) =g = (1 —t)g' () = g1 — (L — 1) (92;191 _ h1672> |

Enfin, pour tout t > t,, nous avons

9p — 9Gp—1 | hp17p1
010 = g+ £ = ) 1) = g+ (0 = 1) (2222 4 =t
p—1
Pour toute spline cubique naturelle g ayant pour noeuds ¢; < ... < t,, il existe
une caractérisation utile des vecteurs g = (g(t1),...,9(t,)) et v = (92, -+, Yp1)

(on rappelle que dans ce cas y; = 7y, = 0 car par définition, g est affine sur |—oo, #1] et
sur [t,, +00[). Afin d’énoncer cette caractérisation, nous introduisons deux matrices
bandes (i.e. dont les coefficients non nuls sont regroupés sur un petit nombre de
diagonales autour de la principale) indexées de fagon non standard pour simplifier
les écritures.
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Soit Q = (g;;) la matrice de dimensions p x (p — 2), indexée par 1 < i < p et
2 <j <p-—1, définie par

1 1 1

1
L= _ R ) R 23 <p—=1
QJJ h'—l hja q],] 1 hj—I’ qj+1,] hj pourzs ~jx=p ) (138)

Soit aussi R = (r;;) la matrice (p—2) x (p—2) symétrique indexée par 2 < 7,j < p—1,
telle que

1 .
Tj5 = g(hj—l + hj) pour 2 <73 <p—1,

Tt = Tjj+1 = g hj pour 2 < j <p—2, (1.39)
rij =08l |i—j| > 2.

La matrice R étant a diagonale strictement dominante, i.e. |r;[ > >, [ri;| pour
tout 2 < ¢ < p — 1, elle est définie positive et inversible (cf. par exemple Horn et
Johnson| (1990)). On peut donc définir la matrice p x p symétrique K = QR Q'.
Il vient alors :

Proposition 1.8. (Green et Silverman, (1994) Soit g une spline cubique naturelle
ayant ses noeuds auzx points ty, ..., t,, avec —oo <a <ty <...<t, <b<oo. Alors

Qg =Ry
et )
/ {¢"(t)}* dt = ¥Ry = g'’Kg.

Remarque 1.11. La matrice K n’est autre que la matrice d’énergie I' dans le cas

m =2, ¢f. Théoréme[I.]]

Nous pouvons maintenant aborder le calcul de l'intégrale |g|2 = fol{g(t)}th.
Commencons par faire la décomposition

o = 3 [ty [awyas [ oy

Il s’agit alors calculer les quantités I;, I, et I3 en utilisant les deux propositions
précédentes et le résultat classique

Lemme 1.6. Soient k,l > 0 deuz entiers et soient a,b deux réels (a <b). Alors

(k- 1! (I —1)!
(k+1—1)

/b (b — t)k—l (t — a)lfl dt = (b— a)k—l—l—l
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Nous écrivons d’abord, avec la Proposition [I.7],

—1 .
pz /tﬂ+1 { (t—1t;)gj41 + (tj11 —1)g;
h,
t

j=1“"% J

1 t—t, tivg —t 2
—g(t—tj) (tj41 — 1) Kl+ h‘])7j+1+(1+%) %}} dt
J

J

c’est-a~dire, en développant le carré dans 'intégrale,

L= ) 5 {(t=1;)%g7 1 + (b1 —1)° g3 F dt
j=1 3 Y1
p—1 1 ti+1
+ 2 / {2(t = tj)(tj31 — t)gjs19,} dt
j=1 7 t;
1 2L ptin t—t; tivg —t
t35 / {2(75 — ;) (i — t)? (1 T ]) (1 + Hh, ) ’Yj+1’Yj} dt
j=1 t; J J
p—1

t

ti+l 2 2 t— J ? 2
[ -0 (14 1)
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Utilisons a présent le Lemme sur les intervalles [t;,t;11] pour calculer les coeffi-
cients suivants :

1
L = 3 h; (QJQ'H +9J2' + gj+19;)
j=1
1 5~ . /8 5 31
T3 Z hj (ﬁ (Vi1 +5) + 2—10%“%)

Jj=1

p

7 2

h? (@ (gj+17 + 95%i+1) + I (gj+17j+1 + 9;%’)) - (1.41)
1
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Intéressons nous a présent au calcul de I5. En posant hy = t; — 0 = t; et en
appliquant la Proposition et le Lemme (1.6 on a les égalités

h g2 — g1 hy 2
L, = —(t; — - — d
? /0 {91 (1 13)( hl 672)} !
_ h ty
= hogi — 201 g2 91 h / (t; — x)dx
hq 6 0
2 t1
g2 — g1 hi7ya 2
— t1 — d
" ( ha 6 ) /0 (b —a)"de
— hi7e B (ga—a Ty’
091 — g < Iy ¢ )3\ h 6

h? h3 h3 h2 h3
= (h0+—0+ 0)9%‘1‘_092 ( + )9192

hy = 3h3 3272 \h  3m3
h3h? h2hy  h} hd
+ 10081 ; ( 06 L 9 ) 9172 — 3 9272 - (1.42)

Le calcul de I5 est analogue a celui de ;. Dans la formule précédente il suffit de
remplacer hy par h, = 1 —1t, et hy par h,_1, g1 par g,—1 et g2 par g,—o, et 7y, par
Yp—1. On obtient, de maniere symétrique,

" 9= gp1 M1\’
Iy = / {gp—i-(x—tp—x)(p P27 )} dz
; h, 6
2 h3 h3 h? 2h?
h 2 p 2 p p B
(o ity ) = (35 o
_'_

h3h2 h h, -1 h,3 h3
plog St < T —p) Ilp—1 — o Gp—1Vp1 - (1.43)

6 9 9

A présent, nous allons écrire la formule ([1.40]) sous forme matricielle.
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Soit A = (a;;) la matrice symétrique tribande de taille p x p définie par

(T LI SV ROV B
ay = - T 3 T3 T2
11 0T 3 Iy 3h2’ 3 3 3n¥
1 (h R 2h3
A2 =01 = 5|\ 5 — 7 ~ 352
RPUTIT N3 h 3R2)
1
aj; = §(hj_1+hj) pour 3<j<p-—2
h; ‘
A1 = Ajp1j = EJ pour 2<j <p-—2, .
h2 2h3
Ap—1p = App—1 = 1 (hpl T 2p ) 7
2 3 }3Lp—1 3h’p—1 9 3
hp—1  hp—o hy ! h h
a/p 1,p—1 3 + 3 + 3h12)71’ Clpp P + 3 + hp_l + 3h§71 )

L CLU:OSl|Z—j|22

Soit B = (b;;) la matrice symétrique tribande de dimensions (p — 2) X (p — 2)
indexée par 2 < 1,7 < p — 1, et définie par

( 1 (8(h} + h3) 3,2
by = —— ([ ~L 120 4 g3y
27108 35 1o
8(h3_ 1+ h3)
5= igs g5 PowSSi<p-2

3143 : 1.45
bj,jﬂ = bj+17j = 5 103 'j70 pour 2 < 71<p— 2, ( )
L (8(hya+h)s) g
bp-1p-1 = 108 z 35 P + hphp_1> )
by =0sili—j| =2

\

Soit enfin C = (¢;;) la matrice tribande de dimensions p x (p — 2) indexée par
1<i<pet2<j<p-—1,et définie par

4 1 1
€12 = 355 (T - 20;’3 30h3hn) , c20 = 75 (200] + 8hi + 84,

Cjji1l = Cjy1j = aﬁ pour 2<j5<p—2,
S+ 1) |
¢jj = —————pour 3<j<p-—2, (1.46)

180
Cpip 1= 180(20h3+8h L8R y),

Cop1 = Tg0 (7h)_y — 20h3 — 30h2h,-1)
L ¢ij =0si|i—j] >2.
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En rassemblant les équations (1.41)—(1.43)) et en les exprimant sous forme ma-
tricielle a 1’aide des matrices A, B et C précédentes, la formule (|1.40) devient

9]t = g'Ag +v'By — g'Cr.

D’apres la Proposition [I.8, on a v = R7'Q’g. Avec la symétrie de R, on en
déduit que
9l = g'Ag+g'QR'BR'Qg-g'CR 'Qg
= g(A+QR'BR'Q -CR'Q)g

CR—l / R—lc/
= g (A + QR 'BR!Q - Q JQF Q ) g (1.47)
Il reste & poser, pour obtenir la relation |g|2 = g'®g voulue,
CR QY RIC
®:=A+ QR 'BR'Q - QrQ ) (1.48)

2

Il est clair que @ est symétrique, par construction et par symétrie de A, B, et
de R. On montre que cette matrice est définie positive en considérant, pour tout
vecteur g € R?, I'unique spline d’interpolation g associée a g et aux noeuds t1, . .., t,.
On a g'®g = |g|2 > 0, et si g/®g = 0, alors la fonction g est nulle, ce qui implique
que g = 0. La démonstration du théoreme est alors achevée. Bl

Démonstration du Corollaire [1.1]

Ce corollaire est une application directe du Théoreme a la fonction spline
cubique naturelle fy—Efy. On rappelle que dans le modele équilibré (1.4)), la matrice
de poids des observations W est égale a I'identité et que la matrice de lissage Sy =
(I+ A\pI")~! est symétrique. 11 vient alors

~ ~ . N\ ~
I —ER] = (fA - EfA) ® (fA - EfA)

(SuF — 1)) @ (Sa(¥ — 1))
= &S,PS,E. (1.49)

En prenant I'espérance de la formule précédente, on obtient
E|fy — £, = E€'S,®S,& = tr{S\,®S\E(€€')} = n ' tr S, ®S,V,

ce qu’il fallait démontrer. l
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Démonstration du Lemme

Le Lemme qui majore la trace de la matrice S3, se rameéne a la minoration

des valeurs propres Ay > ... > \,_,,, > 0 de la matrice d’énergie I' (on rappelle
que Ap_mi1 = ... = A, = 0, ¢f. (1.22a])). Une fois le minorant obtenu, il est aisé

de majorer la trace précédente en reprenant pas a pas la démonstration de la
Proposition [I.3] L’apport du présent résultat, inspiré du Lemme 3.4 de Nussbaum
(1985), est de donner une valeur explicite a la constante Cy de la formule
qui minore les valeurs propres de I

En notant |z| la partie entiere d’un réel z, nous partons de l'inégalité

U=p ey > (Z (21 —m —1)/2057" +2U(p - 1>f1)‘2’"> . (150)

2m
(Wj) lEZ

tirée de la preuve du Lemme 3.4 de Nussbaum| (1985)), et valable pour tout p > m+5
et j=m+3,....,p—2.
Nous allons majorer la série du terme de droite en la décomposant sur

{2 - N}U{0y UN~.

Commencons par fixer p > m + 5 et par écrire, pour tout j =m+3,...,p — 2,

Z (2L(j —m — 1)/2Jj*1 +21(p — 1)j—1)—2m

<0

=Y @p-1i" =2 -m-1)/2) "

>0

Comme 2[(j —m —1)/2| < (j —m —1) < 2l(p— 1) pour tout [ > 0, il suit que

STl -m-1)/257 +2p - 1)) "
<0
2 (2l(p— 1).—|—m+ 1 1)‘2’”'

>0 J

Le majorant précédent est maximal pour j = p — 2. Il vient alors
ST@lG-m-1)/2 +2Ap -1 <> @ -1 (1.51)
1<0 1>0

Par ailleurs, un calcul simple permet de montrer que

S EG-m-n/2i +2Ap-1)7) 7" < Y (e -1

>0 >0

< > @), (1.52)

>0
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En observant que le terme 2|(j — m — 1)/2]57! correspondant & l'indice [ = 0
dans la série de ((1.50)) est inférieur a 1, et en regroupant cette majoration avec les

inégalités (1.51)) et ((1.52)), on obtient

ST QUG- m- 1/l 2 - 1)) T < 1 S

lEZ >0

Injectant ensuite cette relation dans ((1.50)), nous en déduisons que

,/T2m

_pf

TP A 2 (1 + Zﬂm) 11 - >0, (1.53)

>0

pour tout j =m+3,...,p— 2, avec C; = C1(m) = (14 X, l*Qm)fl 2",

Maintenant, d’apres les relations (|1.22al) et (1.22b]), la matrice I" possede seule-
ment quatre autres valeurs propres non nulles (Ay > Ao > A\,pi1 > Ay, > 0). On
peut ainsi faire la majoration

p p—2
S =>" (1)< Y (1A T+ (m+2) (1.54)
j=1 j=m+1

et finir le calcul comme dans la Proposition [1.3 W

Démonstration du Lemme [1.2

Afin de majorer la norme ||®|| Dans le cas ou les points d’observations du
modele sont équidistants (¢; = (j — 1)/(p — 1) pour tout 1 < j < p), les
matrices A, B, C, Q, et R définies par (1.44)—(1.46]) et (1.38)—(1.39), ont une forme
simple. On a dans ce cas hg = h, =0et h; =1/(p—1) pour 1 < j < p— 1. Ainsi,
il vient

6 1 0 0 64 31 0 - 0
1 4 0 31 64 . 0 ¢

(p—1)" (p—1)7°

A= B=+t
6 0 15120 0 0
0 0 64 31

)
]
—_
D
O e
@)
w
—_
D
W~
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7 0 0 1 0 0
16 0 -2 0
(p—1)7| 7 0 1 0
C: 7Q:(p_1) )

180 0 7 0 1
16 : —2
0 0o 7 0 0 1

4 1 0 0

0
1—1

etenﬁnR:(p 6) 0

0 .. S |

0o --- 0 1 4

On rappelle que la matrice A est p X p, que B et R sont (p — 2) x (p — 2), et
que C et Q sont p X (p — 2).

Nous rappelons ici quelques propriétés élémentaires des normes matricielles, cf.
par exemple Ciarlet| (1982]).

Proposition 1.9. Soient deux matrices U et W de dimensions compatibles. Alors

1/2
[UW| < [U[[IW], (U] =[UT]'?, et [U|=|U]|.
Nous pouvons alors écrire

@] = HA +QR'BRT'Q — %(QRlc’ +CR'Q)

< A+ |QR'BR'Q/|| + %(HQR*C’H +[|CRT'Q|)
< Al -+l [RFIBI + Il R lc]

= Al +lIlQQll R IB] + Qe R Ic’C . (1.55)
Il reste & majorer les normes des matrices carrées A,B,C'C,Q'Q et R~!. Cette

opération s’effectue sans difficulté a ’aide du théoreme des disques de Gersgorin
énoncé ci-apres.
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Théoréme 1.12. (Gersgorin) Soit M = (mij)1<z.j<n une matrice carrée compleze.
Alors chaque valeur propre de M est située dans au moins un des disques

n
D; = zE(C:|z—m2-,-|<Z]mij\ ,izl,...,n.

J#i
Jj=1

Il vient d’abord
1
Al < ——
6(p—1)
1 7
B|l<—— _
Bl < 15120(p — 1)® 840(p — 1)°
Puis on calcule les matrices C'C et Q'Q a partir des matrices tribandes C et Q.

On obtient des matrices bandes d’ordre 5, de taille (p —2) x (p — 2), définies respec-
tivement par

max(64 + |31|,64 + |31| + |31]) =

(1.56)

?+1624+72=210 sii=j,

, 1 16-7+7-16=224 sili—j| =1,
C'Clij = —— e
1802(p — 1)¢ | 7-16 = 112 si |i—j| =2,
0 si [i—j > 2.
124 (-2)2+12=6 sii=j,
—2)14+1-(=2)=—4 sili—j=1
et ! i = —1 2 ( ’
Q=017 i fi—jl =2,
0 si fi—j| > 2.
L’application du Théoreme de Gersgorin fournit alors les majorations
1 770
CCl<————(210+2-1224| +2-|112]) = ————

lQQl<(p—1*(6+2-]—4]+2[1]) =16(p — 1)*.

Enfin, pour majorer |[R7!||, on procéde indirectement en minorant la plus pe-
tite valeur propre de R, notée \,;,(R). L'inverse du minorant trouvé est alors
un majorant de ||[R7!'||. Avec le théoréme de Gersgorin, nous pouvons écrire

b

Amin(R) > {min(4 — [1],4 — |1| — |1])}/(6(p — 1)) = 1/(3(p — 1)) et par conséquent,
IR <3(—1). (1.58)
En insérant les formules (|1.56)—(1.58) dans ([1.55]), on parvient a la majoration

. . 2 . .
18 < L (771637, 4-3-V70) 421660
p—11\6 840 180 p—1

’

ce qui termine la démonstration du lemme. l
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Démonstration du Théoréme [1.8

Le Théoreme résulte du Théoreme pour la majoration du biais au carré
(cas m = 2 ot f € W?[0,1] est estimée par une spline cubique) et des Corollaires
et [[.2 ainsi que du Lemme [I.T] pour ’étude de la variance.

La majoration du terme de biais se ramene au calcul effectif des constantes C' et
D du Théoreme Dans ce but, nous utilisons la relation

ot < a4 (7)) Z{g SR, (159)

min —

tirée de la preuve du Théoreme [1.10) _ de Ragozin (1983) et valable pour tout entier
k > 0, toute fonction g € W3T0,1] et tous points 0 < #; < ... < t, < 1. On
applique alors deux fois cette formule (k = 0,1) a la fonction g = f — Ef), en se
rappelant que A = hpmae = 1/(p — 1) par I'hypothese d’équidistance des points
t= (- 1)/(p—1),1<j < p. Tl vient

68

If = Ehb<5—ﬁﬁ Ef\||* + ——;|f —EAL.

64

(-1t

Il reste a utiliser la majoration |f — I[i‘lf,\ﬁ1 < |f]?, faite dans la démonstration
du Théoreme (étant valable pour un dispositif déséquilibré et pour m > 0 quel-
conque, elle l'est a fortiori dans le cadre équilibré pour m = 2) et la majoration
(1.13) du biais discret. Nous obtenons ainsi 1'inégalité

17pA 64
7-EAR < (327 + 2 ) R, (1.60)

Pour majorer la variance de I’estimateur, on utilise d’abord le Corollaire et
le Lemme [I.3] Il en résulte que

Elfy — AR =n " tr (S3@8,V) < 0 min { trS3 || [V, S, |@] tr V.

On fait alors appel au Corollaire , au Lemme et a ’équation ([1.15) pour
écrire

~ ~ 4,21660 1 o dt
Elf\—Efilf < —= (4 — | IV 1.61
Aomff < SRR (S oS i e
et
~ ~ 4,21660
Elfx—Ef]} < =————trV. 1.62
[ fx Ao Y (1.62)
Restent & calculer la constante C) = (1—|—Zl>0l_4)_1 7t et lintégrale

précédente. La somme Y, 17 est égale & 7*/90 (fonction zeta de Riemann). De
plus, un calcul de primitive donne fooo (1+ t2m)72 dt = 3v/2r/16. Numériquement,
il vient I'inégalité tr S2 < 4 +0,318531/A/* | ce qui termine la démonstration. B
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Démonstration de la Proposition [1.4|

Pour obtenir des vitesses de convergence dans le cas d’erreurs asymptotiquement
décorrélées, il suffit d’appliquer les relations (1.5b]) et (1.6b) des Théoremes et
[.3 puis de majorer || V|| & l'aide du théoréme de Gersgorin (Théoreme [1.12)).

Avec la condition \p*™ — oo quand p — oo d’une part, et ’hypotheése de quasi-
uniformité du dispositif d’autre part, on voit que le biais intégré ou discrétisé de
I'estimateur f, est comme O(\). Les mémes conditions et hypotheéses assurent que
la variance intégrée ou discrétisée de fy est en O(||V||/(pAY/?™)). 11 reste & majorer
la norme ||V||.

A T’aide du Théoreme , on écrit d’abord

Hvugg%<varei+ > ]Cov(ei,sj)\). (1.63)

1<j<p,j#i

On fait alors la majoration

max (Vars,- + Z \Cov(s,-,gj)|)

1<<
=P 1<j<p,j#i

(1.64)
< max Vare; + max ( Z ]Cov(ei,sj)|> :

1<< 1<i<
=P =P Ni<i<p iz

L’hypothese de variance uniformément bornée (sup,s; max;<i<, Vare; < oo)
permet de majorer le terme de gauche du majorant par une constante finie
indépendante de p. Nous étudions maintenant la somme de droite sous les
différentes hypotheses de bruit de la Proposition 1.4}

Sous I’'Hypothese avec 7 > 1 (corrélation de courte portée), la quantité

| Cov(e;, g5)| est de lordre de |i — j|77 quand p — oo, uniformément en 7 et j (pour
i # 7). Par conséquent, nous en déduisons que

1%1?5;( Z ]Cov(ai,ej)\) =0 ({g?é)( Z \i_j]"Y)) :

1<j<p,j#i 1<j<p.j#i

Ensuite, par décroissance de la fonction ¢ — ¢~7 sur R, la somme précédente
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est maximale pour i = |p/2]. Il vient

mx( > ICOV@»@-)!) = o X el
1<j<p,j#i 1<j<p,j#|p/2]

Lp/2]

= 02> | =0, (1.65)

puisque v > 1. En joignant les relations (1.63)—-(1.65) et I'hypothése de variance
des erreurs uniformément bornée, il vient donc ||V] = O(1). On obtient ainsi les
majorations et vitesses de convergence voulues.

Notons que si la corrélation est de longue portée (0 < v < 1), on a alors
VI =020 577) = O(p'7). La variance discrétisée ou intégrée de Fx est alors
seulement majorée par O(p~YA~Y/?™), ce qui ne permet pas d’obtenir la vitesse
minimax p~2™/ 2"+ annoncée par [Hall et Hart (1990) et [Wang (1996).

Sous I’'Hypothese (erreurs de type processus ARMA stationnaire inversible),
nous savons (cf. par exemple Brockwell et Davis (1987)) que I'autocorrélation des
erreurs vérifie, pour tous entiers 7, 7 > 0, la relation

K e
Cov(e;, €it) E (1.66)
Imlf
k=
ou rq,...,7rx sont les racines de multiplicité respective mq,...,mg du polynome
associé a la partie AR du processus, et ou les «q,..., ax sont des coefficients

constants. En exploitant la stationnarité des erreurs et la relation (1.66)), nous ob-
tenons

p
lrgag;< > |cov(gi,gj)|> < 2 [Cov(e,g)|

1<j<p,j#i Jj=1

p—1 K K p-1 et

< 2) ) oyl =2) ||
: |l |7l
i=1 k=1 k=1 j=1
K oo 'm —

< 2 § § |ak| ’ ’j < o0,
k=1 j=1 "k

car par hypothese d’inversibilité du processus ARMA, les racines ry,...,rgx ont

toutes leur modules |r;| > 1. Nous concluons a nouveau que |V = O(1).
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Nous passons maintenant a I’'Hypothese d’un bruit mélangeant. Seule la
p—mélangeance est considérée ici, la a—mélangeance se traitant de fagcon analogue.
Nous employons d’abord le Théoréme 5.1 de Roussas et Ionnides| (1987) repris par
Burman (1991) : pour tous les entiers i, j, p tels que 1 <i # j < p, on a

| Cov(e;, g5)] < v/ Vare;(/Vare; \/@(R,[t; —ti]). (1.67)

Avec la décroissance de ¢ et la quasi-uniformité du dispositif expérimental (celle-
ci implique qu’il existe une constante finie C' > 0 indépendante de p telle que pour
tous 1 <4,5 <p, |t; —t;| > C|j —i|/p), la majoration ([1.63]) devient

p
VI < (gﬁg};\/arai) 1+2?§>§)< Z \/QO(C’Rp|i—j|/P)>>

j=1,j#i

1<i<p

lp/2]
< (max Var 87;) 1+ / \/ ¢(CR,z/p) da:)
1<i<p 0

2p CR,/2
< [ max Vare; ) [ 1+ / Vee(u)du | . (1.68)
CRy Jo

1<i<p

lp/2]
< (max Varsi) 142 Z ¢(CR, j/p)
j=1

Dans le calcul précédent, on a utilisé la décroissance de ¢ pour la premiere majo-

ration, pour la recherche du maximum de »7_, ;; Ve(CR,li — j|/p) par rapport

a i, et pour la comparaison de ZJU';/IQJ Ve(CR,j/p) avec I'intégrale associée. Le
dernier passage résulte du changement de variable u = CR,z/p et de l'inégalité
/2) < p/2.

Nous déduisons ainsi, grace a l'hypothese de variance uniformément bornée
(sup,>; max; <;<, Ee? < 00) et aux hypotheses [;* ¢'/?(z)dz < oo et R, < p, que

IVI[=O(p/Ry) (1.69)

lorsque p — oo. La démonstration est alors complete.

Démonstration de la Proposition 1.6

Dans cette proposition, nous considérons dans le modele ([I.1) des données
longitudinales telles que n — o0, avec max;<;<, p; = O(1). Nous établissons alors
des vitesses de convergence dans deux cas typiques.
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Dans le cas 1 (p < oo et minn; ~ n ~ N), la mesure d’erreur appropriée
est la MASE, étant donné que l’ensemble des points d’observation (ou temps de
mesure) est fixé indépendamment de n. Pour I'asymptotique considérée, d’apres
la relation du Théoreme , le biais au carré de l'estimateur spline de lis-
sage est en O(NA/(minn;p)) = O(N) et sa variance est en O(tr V/(minn;p)) =
O((minn;)~') = O(n™1). Ceci permet alors de conclure.

Dans le cas 2 (maxn; = O(1)), nous voyons que N = Z§:1 n; < pmaxn; =
O(p). Comme par ailleurs p < N, il vient p ~ n ~ N dans I'asymptotique, c’est a dire
que le nombre de points distincts d’observation, le nombre d’individus et le nombre
total de données sont du méme ordre. En combinant le fait que p = p(n) — oo et
la quasi-uniformité du dispositif expérimental, nous constatons que ’ensemble des
points d’observation devient dense dans [0,1] quand n — oco. Par conséquent, nous
pouvons nous intéresser a la mesure d’erreur MISE.

La quasi-uniformité du dispositif et la condition maxn; = O(1) garantissent que
les constantes ]\Z(m Rmaz [ Pmin) €t ]\%(m hinaz/ Bomin, maxn;/ minn;) de la Pro-
position restent bornees loin de zéro et de l'infini quand n — oo. La rela-
tion - du Théoreme [1.5| majore alors le biais au carré de 'estimateur f,\ par
O((NhpazA)/(minn;)) et sa variance par

1 ar( Fo(ts)) = om (maxn;)? p || Vas||
L Var(6) = O (s + 15,0} S 2 IVl

En utilisant ensuite la condition p=>™ = O()) et la relation ([L.11)), ces majorants
deviennent respectivement O(A) et O(||Vaps ||/ (NAV?™)).

Il reste a majorer la norme ||V gs]|. Etant donné des entiers 1 < j<petn>1,
la condition maxn; = O(1) signifie que le nombre d’individus faisant I'objet d'une
mesure au point ¢; est majoré par une constante finie m; > 0 indépendante de j et
de p, et la condition max;<;<, p; = O(1) établit que pour chacun de ces individus
7, le nombre de mesures est majoré par une constante finie my > 0 indépendante
de i et de n. Nous en déduisons que la matrice Vs = (Jvji|)1<jr<p (on rappelle
que v;, = Cov(gy, ;) 'l existe un individu ¢ faisant a la fois 'objet de mesures
au point x; = t; et au point x;y = xy, et v, = 0 sinon, cf. Section n’a qu'un
nombre fini de coefficients non nuls sur sa j-eme ligne, ce nombre étant majoré par
mims. Chacun des coefficients étant majoré par la quantité maxi<j<p, 1<i<n Vare;;,
elle-méme majorée par une constante finie C' > 0 indépendante de n et de py, ..., p,
d’apres 'hypothese de variance uniformément bornée, nous pouvons, a ’aide du
Théoreme de Gersgorin (cf. (L.63))), faire I'évaluation

HvabSH < mimeC (1.71)

pour toutes les valeurs de n et de p. Nous déduisons de ce qui précede que la variance
intégrée de fy est en O(N~IA"V/2m)) = O(n=1A"1/2m))  ce qui finit d’établir la
proposition. Il

(1.70)



Chapitre 2

Estimation de la fonction moyenne
d’un processus aléatoire

Ce chapitre est consacré a I'estimation non paramétrique de la fonction moyenne
d’un processus aléatoire X={X (¢);t € [0, 1]} de variance finie sur [0, 1]. Des résultats
de consistance, de convergence, et de normalité asymptotique sont établis pour dif-
férents estimateurs de f = EX construits a partir d’'un échantillon i.i.d. (Xi,...,X},)
de X observé en p points déterministes, dans 'asymptotique n, p — oc.

2.1 Introduction

2.1.1 Historique

La modélisation d’un phénomeéne par un processus aléatoire a temps continu et
les problemes associés de prévision et d’estimation interviennent dans de nombreux
domaines appliqués, comme 1’étude de la croissance humaine (Miiller, [1988),
I'étude de courbes dose-réponse (Grizzle et Allen, |1969; Verbyla et al., [1999), la
chimiométrie (Diggle et Hutchinson, [1989), la chimie moléculaire (Ycart et all,
1990)), la pluviométrie (Besse et all [1997), ou le traitement du signal (Kay, 1993).
Ce type de modélisation est particulierement adapté au traitement de mesures
répétées sur un échantillon aléatoire d’une population (Hart et Wehrly, [1986)). Par
ailleurs, le processus a temps continu est 1'objet essentiel du champ statistique des
données fonctionnelles, qui connait un essor considérable depuis quelques années
(voir, parmi une longue liste, Ramsay et Silverman), {1997 |Cardot, 2000; Besse et al.,
2005; [Masryl, [2005; [Ferraty et Vieu, [2004) 2006, et les références bibliographiques
qu’ils contiennent).

Du point de vue théorique, plusieurs travaux ont porté sur l’estimation de la
moyenne f d’un processus aléatoire X={X(t);t € [0, 1]}. |Parzen (1961) a été parmi
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les premiers a étudier I'estimation par maximum de vraisemblance dans le cas ol
X est gaussien et ou sa fonction de covariance est connue. Il a construit un tel
estimateur en supposant que l'espace du parametre f est de dimension finie, et
il a souligné I'impossibilité d'une telle construction dans le cas ou cet espace est
de dimension infinie, la vraisemblance n’étant alors pas bornée. |Grenander| (1981)),
Beder| (1987)), et |Anilkumar| (1994) ont remédié a ce probleme en introduisant un
critere de vraisemblance restreinte (en anglais, “sieve estimator”). Beder| (1987)) a
établi plusieurs résultats de consistance pour son estimateur basé sur un échantillon
iid. (Xi,...,X,) de X lorsque n — oco. Dans le méme cadre gaussien, Berger et
Wolpert| (1983) ont exposé le phénomene de Stein selon lequel 'estimateur minimax
usuel X est inadmissible, et ils ont proposé de meilleurs estimateurs basés sur des
développements de type Karhunen-Loeve. Peele et Kimeldorf (1977) se sont quant a
eux a intéressé a plusieurs probléemes d’estimation minimax ou d’estimation linéaire
sans biais de variance minimale.

Un autre cas étudié dans la littérature est celui ot un échantillon (X, ..., X,)
de X est observé en un nombre fini p de points déterministes et ou la fonction
de covariance R est inconnue. En supposant que X est stationnaire au second
ordre et que sa fonction d’autocorrélation est réguliere, [Hart et Wehrly| (1986) ont
donné un développement asymptotique de la variance d'un estimateur a noyau
lorsque n,p — oo. Ils ont observé que l'estimateur n’est consistant que si n — oo,
que dans ce cas sa variance ponctuelle est de 'ordre de n~!, et ils ont fourni
un choix théorique optimal de la largeur de fenétre h. Sous I'hypothese d’une
covariance R bornée, Cardot et Diack (1998) et Degras et Jallet| (2005) ont établi
une convergence analogue en O(n~!) pour la variance intégrée, respectivement, des
estimateurs splines hybrides et splines de lissage de f lorsque n,p — oo. Sous la
méme hypothese pour R et en supposant de plus que f appartient a l'espace de
Sobolev W3*[0,1] = {g : ¢, ..., g™V abs. continue; g™ € L0, 1]}, Biritxinaga
(1987) a démontré la consistance presque sire dans W3[0, 1] de trois estimateurs
splines de f lorsque n,p — oo au sens d'une certaine filtration de N2.

Pour finir, nous signalons deux problemes statistiques connexes a I’estimation de
la moyenne d’un processus aléatoire, a savoir ’analyse en composantes principales
fonctionnelles [ACPF] et la régression non paramétrique a effets fixes (i.e. avec des
points d’observations déterministes) avec erreurs corrélées. Précisons tout d’abord
que les techniques d’ACPF (voir par exemple Dauxois et al., [1982; Besse, [1991}
Ramsay et Silverman, 1997) portent dans leur majorité plus sur l'estimation des
composantes aléatoires d’un processus que sur ’estimation de sa moyenne, qui en
général est supposée connue. Une exception notable est 'approche de Rice et Sil-
verman, (1991) qui, pour 'estimateur spline de lissage de la moyenne, fournit une
méthode simple de sélection du parametre de lissage (“GCV leave one curve out”)
tenant compte de la structure de covariance des données sans avoir a estimer celle-ci.
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D’autre part, I'estimation de la moyenne d’un processus aléatoire peut étre vue
comme une régression particuliere. Cependant, le cadre des processus aléatoires
impose une corrélation tres forte entre les observations; il implique en particulier
que la corrélation de deux mesures faites en des points fixés s # t € [0, 1] ne tend
en général pas vers zéro a mesure que la taille du dispositif expérimental tend vers
I'infini. Au contraire, les formes de dépendance étudiées dans la régression a effets
fixes avec erreurs corrélées, comme la corrélation de courte ou longue portée et la
mélangeance (cf. Section , impliquent la décorrélation asymptotique. Il en
résulte des différences fondamentales entre ces deux cadres quant a la consistance
et a la vitesse de convergence des estimateurs. Parmi la vaste littérature sur la
régression a effets fixes avec erreurs corrélées, nous pouvons citer les articles de
Hall et Hart| (1990), [Burman (1991), Wang (1998), et Opsomer et al.| (2001) pour
I'étude de vitesses de convergence, et les articles de Roussas et al.| (1992)), |Csorgd
et Mielniczuk| (1995)), [Liebscher| (1999) et [Truong-Van et Bru (2001) concernant la
normalité asymptotique d’estimateurs.

2.1.2 Modele et estimateur linéaire

Soit X = {X(t);t € [0,1]} un processus aléatoire de fonction moyenne f et
de fonction de covariance R toutes deux inconnues. On suppose que ces fonctions
sont continues sur leurs domaine de définition, et on s’intéresse a l’estimation non
paramétrique de f a partir d’'un échantillon i.i.d. (X7y,...,X,) de X observé en des
points t1, < ... < t,, fixés dans [0, 1].

Remarque 2.1. Le présent modele est un cas particulier du modele de régression
de la Section . Par ailleurs, 'hypothese de continuité sur R exclut le
modéle de régression classique X (t) = f(t) + €(t) pour lequel € est un bruit blanc,
la covariance R(s,t) = 0%0s (s est le symbole de Kronecker) d’un tel bruit n’étant
pas continue.

Les Xi,...,X, jouant un role symétrique et le dispositif expérimental étant
équilibré, nous considérons un estimateur linéaire de forme générale

Faplt) = 3 Waip(t) Xon(tiy) 2.1)

ou X, =n"" 2?21 Xi, et Whip, ..., Wy, sont des fonctions de poids qui dépendent
seulement de n, p, et du dispositif expérimental {t1,,...,t,,}. Remarquons que l'en-
semble des estimateurs non paramétriques usuels (a noyau, de projection, splines,
etc.) entre dans le cadre de la formule ([2.1).
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2.1.3 Apercu des résultats

Dans la Section figurent plusieurs résultats asymptotiques sur I'estimateur
général f,, défini par (2.1)), supposé continu et asymptotiquement sans biais. Le
résultat principal (Théoreme , obtenu sous de faibles hypotheses de régularité
sur la fonction de covariance R, est que lorsque p — o0, la variance de ﬁlp(t) est
équivalente & n~'R(t,t) pour tout ¢t € [0, 1], uniformément par rapport & n. Ce
résultat permet d’obtenir en toute généralité la condition nécessaire et suffisante
de consistance [n, p — oo] établie jusqu’alors dans un seul cas particulier par Hart
et Wehrly| (1986). Plus généralement, on montre a I'aide du Théoréme que
lorsque n,p — oo, I'écart quadratique moyen entre 1’estimateur ﬁw et la moyenne
empirique X,, décroit comme O(n~1). Ce fait, utilisé de concert avec le Théoreme
Central Limite, permet d’établir la normalité asymptotique de ﬁlp lorsque n,p — oo
(Théoreme . Une application de cette normalité asymptotique a l'obtention
d’intervalles de confiances simultanés est alors proposée puis étudiée par simulation

en Section 2.2.3

Dans la Section [2.3] la convergence spécifique des estimateurs splines et des
estimateurs a noyaux est étudiée. Les résultats fournis portent sur différents modes
de convergence et étendent des résultats antérieurs de la littérature. Le Théoreme
étend les résultats de Hart et Wehrly| (1986) sur I'estimateur a noyau de Gasser-
Miiller au cadre d'un processus a covariance non stationnaire. Le Théoreme [2.5
généralise 'article de Biritxinaga (1990) sur la consistance de I'interpolation spline
dans les espaces de Sobolev. Enfin, les Théoremes et sont des extensions
au cadre processus des articles respectifs de Ragozin (1983) et de Nychkal (1995)
sur 'erreur quadratique des estimateurs splines dans le cadre classique d’erreurs
décorrélées. Un point important est que tous les résultats présentés font apparaitre
explicitement l'influence du parametre de lissage propre a chaque estimateur et
permettent, le cas échéant, de déterminer un parametre optimal dans I’asymptotique.

Les démonstrations des résultats de ce chapitre sont fournies en Section [2.5]

2.2 Etude asymptotique des estimateurs linéaires

Au Chapitre 1, nous avons montré dans le cadre de processus aléatoires que
la variance d’un certain estimateur de la régression f (en I'occurence une spline de
lissage) était en O(n ") lorsque n, p — oo (voir la Proposition[L.5). Avant de montrer
que la variance de l'estimateur linéaire général décrit par est équivalente a
n~'Var X (t) = n~'R(t,t) lorsque n,p — oo, nous présentons un exemple pour
lequel I'équivalence précédente est une égalité exacte valable pour un ensemble fini
de données.
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Exemple 2.1. Dans le cadre de la Section soit X = f+ ZZ:O P& un
processus aléatoire, avec d > 1 un entier, Py,1 < k < d, des polynomes de degré
respectif k, et &, 1 < k < d, des v.a. centrées, décorrélées et de variance 1. Soit f)
la spline de lissage d’ordre 2m (avec p > m > d et A > 0) associée auzx observations
Xo(tp), .-, Xulty). Du fait que le lissage spline d’ordre 2m est linéaire par rapport
aur donnees et qu zl laisse invariant les polynomes de degré < m, l’estimateur centré
f,\ — Ef,\ est la spline de lissage associée au processus centré X, — f, et comme ce
processus est une combmazson linéaire (aléatoire) de polynomes de degre <m, il suit
que f,\ — Ef,\ = — f. Par conséquent nous avons [’égalité Var fA( ) =n"1R(t,1),

valable pour tous )\ > 0,t € [0,1], et pour tousn > 1,p > m.

2.2.1 Consistance en moyenne quadratique

Nous donnons dans cette section des développements asymptotiques de la va-
riance moyenne aux points d’observation (Théoreme et de la variance ponc-
tuelle (Théoreme i de l'estimateur fnp défini par , lorsque p — o0. Ces
développements sont valables de maniere uniforme par rapport a n > 1 (voir la
Remarque , ce qui permet de traiter a la fois le cas n fixé et le cas n — oo, et
d’obtenir ainsi un résultat de consistance en méme temps qu’une vitesse de conver-
gence (Corollaire [2.1]).

L’outil mathématique principal servant a établir les résultats de cette section est
le théoreme de Mercer (rappelé en page qui permet de représenter la fonction
de covariance R(s,t), continue par hypothese, comme la limite uniforme de la série
Y pe Ar(8)er(t), olt A, A, ... et @1, 2, ... sont les valeurs propres et fonctions
propres de l'opérateur de covariance associé a R.

Théoreme 2.1. Supposons que

(1) la fonction de répartition F, du dispositif expérimental converge simplement
sur [0, 1] vers une limite F lorsque p — oc.

Supposons aussi que lorsque p — oo les poids de [’estimateur fnp vérifient, unifor-
mément par rapport a n,

(ii) ¥g € C[0,1], p~! p (Zg 1 Wagp(tip)g(tip) — Q(tip)>2 =o(1);
(i) maxi<i<p Y 7, |anp( i)l = O(1).

Alors pour tout n > 1, la variance moyenne de f,, auzr points d’observation vérifie

%i\/ar ) = e / R OAF() (2.2)

n

lorsque p — oo, ot le o(1) est uniforme par rapport a n.
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Nous proposons maintenant une version ponctuelle du résultat précédent sous
des hypotheses de régularité renforcées sur R et sur les poids Wyip, ..., Wy, de frp.
Ces hypotheses sont vérifiées par de nombreux processus aléatoires et par I’ensemble
des estimateurs usuels dans le cadre d’un dispositif expérimental régulier (voir les
Remarques et . Dans la suite, nous ferons appel a la notion de fonction
holderienne rappelée ci-apres.

Définition 2.1. (Fonctions holderiennes) Une fonction g : U C RY — R est dite
holderienne s’il existe un réel C' > 0 et un indice 3 €0, 1] tels que |g(s) — g(t)] <
Clls —t||° pour tous s,t € U, ou || - || désigne une des normes équivalentes de RY.

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréeme 2.2. Soit t € [0, 1]. Considérons les conditions suivantes sur R :
(i) R est holderienne d’indice v €]0,1] ;
(ii) les fonctions propres @i, ga, ... associées a R vérifient supys, ||¢klle < 00,
ot || - |lo est la norme du supremum.

Considérons aussi les conditions asymptotiques suivantes sur f,, (comprises comme
devant étre réalisées uniformément par rapport a n lorsque p — o0) :

(i) ¥g € CI0,1], S0, Waiy(0)g(ts) — g(t) = o(1);

(iv) 23 [Waip(t)] = O(1) ;

(v) D0 IWhip()] - [t = tip|” = 0(1), ot v est la constante de la condition (i).
Supposons que 'un des deux groupes de conditions (i)-(iii)-(iv)-(v) ou (ii)-(iii)-(iv)
est vérifié. Alors, pour tout n > 1, la variance de fnp(t) est telle que

Var fo(£) = ”To(l) R(t.1) (2.3)

lorsque p — oo, ou le o(1) est uniforme par rapport a n.

Remarque 2.2. Les conditions (i) ou (ii) précédentes sont vérifiées par de nom-
breuzr processus aléatoires comme par exemple le processus de Wiener standard ou
fractionnaire, le pont brownien, le processus d’Ornstein- Uhlenbeck ou le processus de
Poisson.

Remarque 2.3. Aucune hypothese n’est faite sur le dispositif expérimental dans le
théoreme précédent car pour la plupart des estimateurs linéaires usuels, plusieurs
types de dispositifs réguliers permettent de satisfaire auz conditions (iii), (iv) et/ou
(v). Citons par exemple les dispositifs uniformes (i.e. équidistants), quasi-uniformes
(voir page un exemple étant celui de points ti,...,t, tels que fgz Y(t)dt = i/p
pour tous 1 < i < p, ou ¢ est une densité continue et strictement positive), ou
encore les dispositifs admettant une fonction de répartition limite de classe C*. Par
ailleurs, la condition (iii) de biais asymptotiquement nul est vérifiée par l’ensemble
des estimateurs linéaires usuels pour un “bon” choix du parameétre de lissage.
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Remarque 2.4. A Uaide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on
peut intégrer ([2.3) et obtenir la relation fol Var f,,(t)dt = (1+0(1))n! fol R(t,t)dt
lorsque p — oo, uniformément par rapport a n.

Remarque 2.5. L’énoncé du Théoreme|2.1], resp. du Théoreme|2.4, reste valide si
Uon remplace & la fois dans les hypothéses (ii)-(iii) et dans le résultat (2.2),
resp. dans les hypothéses (ii)-(iv)-(v) et dans le résultat ([2.3), lezpression “uni-
formément par rapport a n” par “pour un entier n > 1 donné” ou par “lorsque
n,p — oo”. Du reste, les conditions uniformes des Théorémes et sur les
poids de l’estimateur f,, se ramenent en général a une condition d’uniformité par

rapport a n du parametre de lissage de ]/”;Lp lorsque p — o0.

Pour obtenir plus de détails sur les propriétés des fonctions de poids et sur
le biais asymptotique d’estimateurs linéaires, le lecteur pourra consulter |Gasser
et Miller| (1979), Hérdle et al| (1998)), (Gyorfi et al.| (2002), et [T'sybakov| (2004)
en rapport avec, respectivement, l’estimation par noyaux, par ondelettes, par
projection, et par polynomes locaux.

Nous déduisons a présent du Théoreme et de la continuité de f une condition
nécessaire et suffisante de consistance. Cette condition, qui apparait sans preuve dans
de nombreux articles (voir par exemple Altman, (1990; Hart, 1991 Wang, 1998),
a été établie théoriquement par Hart et Wehrly| (1986) dans le cas particulier de
Destimateur & noyau de Gasser-Miiller (voir la Section [2.3.2] pour plus de détails),
et a été observée lors de simulations par Diggle et Hutchinson| (1989)).

Corollaire 2.1. Sous les hypotheses du Théoréme (resp. , l’estimateur ]/”;p
est consistant en moyenne quadratique discrétisée (resp. ponctuelle) si et seulement
sip — 00 et n — 00. Sa vitesse de convergence est alors au plus de lordre de 1/n.

2.2.2 Normalité asymptotique

Nous établissons ici la normalité asymptotique de I'estimateur ]/‘;p en des points
fixés 0 <1 < ... < n, <1 lorsque n,p — oo, a 'aide du Théoreme et du
Théoreme Central Limite [TCL].

Supposons que les conditions d’application du Théoréme sont remplies pour
tout ¢ € [0, 1], et supposons de plus que le biais au carré de f,, vérifie

(Efup(t) = f(£)* = o(n™") (2.4)

pour tout t € [0, 1] lorsque n,p — oo. Notons que la relation (2.4) est vérifiée par
I’ensemble des estimateurs usuels pour un bon choix du parametre de lissage, a
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condition que la fonction moyenne f soit réguliere (typiquement, f € C™[0, 1] pour
un entier m > 1) et que n soit petit devant p dans 'asymptotique (voir la Section

pour plus de détails).

Décomposons 1’écart quadratique moyen entre ﬁm(t) et X, (t) en

E(fup(t) = Xu(t))* = (Bfup(t) — £(1))* + Var(fup(t) — Xn(t))
puis décomposons & nouveau le terme de variance et écrivons, avec le Théoreme [2.2]

Var(fop(t) — Xo(t)) = Var fo(t) — 2Cov(foy(t), Xn(t)) + Var X, (t)

= p ((1 +o(1)R(t, 1) — 2 Zp: Wi(t)R(ti,t) + R(t, 1) )

La continuité de R et la condition (iii) du Théorémeimpliquent que la somme
P Wi(t)R(t;,t) apparaissant dans la relation pré/(iédenteist égale a R(t,t) +o(1)
lorsque n, p — oo. On obtient ainsi la relation Var(f,,(t) — X,(t)) = o(n™!), et avec
la formule (2.4)), nous en déduisons que

E(fup(t) = Xn(t))* = o(n™") (2.5)

pour tout ¢ € [0, 1].

Soient alors /fnp,f , et X,, les vecteurs des valeurs respectives de fnp, f, et X,
aux points ny, ..., 7,, et soit X la matrice de covariance (R(n;,7;))1<ij<k- En appli-
quant la forme vectorielle du TCL & X,,, on obtient la convergence en distribution

n'/?(X, — f) 4, N(0,%), ou N(0,X) désigne la loi normale multivariée centrée
de covariance X, et avec (2.5) qui implique la convergence n'/ 2(?717, - X,) 4, 0,1l
vient enfin le résultat suivant.

Théoreme 2.3. Supposons que les conditions d application du Théoreme sont
remplies et que le biais au carré de Uestimateur f,, vérifie (2.4)) pour tout t € [0,1].
Alors, lorsque n,p — 00, nous avons

/2 (EW - f) 4, N0, ). (2.6)

2.2.3 Application : intervalles de confiance simultanés

Nous fournissons a présent une application du Théoreme a l'obtention
d’intervalles de confiance simultanés approchés (ICS) pour la fonction f.

Soient X;(t;,),1 < i < n,1 < j < p, des observations issues du modele de la
Section avec n et p grands. On se donne pour objectif la construction d’ICS
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au niveau de confiance 1 — X pour les valeurs f(n;),1 < k < ¢, de f en des points
fixés que l'on prend parmi les points d’observation ¢;,,1 < j < p, afin de simpli-
fier 'exposé. On suppose que les hypotheses du Théoreme sont rendues valides
par le processus X dont sont issues les données et par l'estimateur f,, considéré.
On note & = n~! S (X — X,)(X; — X,)" la matrice de covariance empirique,
avec X; = (X;(m) Xi(ng)) pour 1 < i < n. D’apres la Loi Forte des Grands
Nombres, la matrice 3 converge presque stirement vers ¥ lorsque n — oo. En utili-
sant le théoreme de Slutsky dans ([2.6), nous pouvons donc affirmer que la variable
aléatoire n(/f\np —f )/2_1 (fnp —f ) suit approximativement une loi du x? & ¢ degrés

g e e ey
A~

de liberté, notée x*(¢q). Remarquons que si X n’est pas inversible, en particulier si
q > n, il est nécessaire d’ajouter une petite pertubation a cette matrice afin que la
variable aléatoire précédente soit bien définie. Nous construisons alors un ellipsoide
de confiance pour f a partir de la formule

P (n (£, —£) 57 (£, — 1) < zl_,\> SERY (2.7)

olt z1_y est le quantile de niveau (1 — \) de la loi x*(¢). En désignant par S =

n~tS (Xi(nk) — X (mk))? le k-éme terme de la diagonale de X et en exploitant la
méthode classique de |Scheffé (1959), nous obtenons ensuite les ICS suivants :

P (f(nk) S {fnp(nk) /S zl_,\/n} 1<k< q) >1—A\ (2.8)

Nous comparons a présent cette méthode (“méthode A”) a une méthode pa-
ramétrique standard (“méthode B”) lors de la simulation d’un processus de Poisson
non homogene X de fonction moyenne f(t) = 25(1 — exp(—4t)).

On utilise le logiciel R pour simuler n réalisations indépendantes de X aux points
tip = (27—1)/2p;1 < j < p, avec les différentes valeurs n = 10, 20, 50, 100 et p = 200.
On calcule des ICS de niveau de confiance 95% aux points 1y = t|xp/q|p, 1 <k < g,
pour différentes valeurs de ¢ = g(n) (|-] désigne la partie entiere).

La méthode A est implémentée avec un estimateur spline cubique de lissage de
parametre 1077 selon la formule ([2.8)).

La méthode B exploite le fait que X est a accroissements indépendants et que
X (t) — X (s) suit une loi de Poisson de parametre f(t) — f(s) pour tous 0 <s <t <1.
Ainsi, les variables aléatoires n(X,(ne) — Xn(m_1),1 < k < ¢, sont indépendantes
entre elles et sont distribuées selon la loi de Poisson de parametre n(f(nx) — f(mk—1)),
pour 1 < k < g respectivement, avec la notation ny = 0. D’apres le TCL, on peut
approcher les lois de Poisson précédentes par des lois normales pour n grand, ce qui
permet d’écrire en notation matricielle

AX, < N(Af,n1A),
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ou N(p, ) désigne la loi normale multivariée de moyenne p et de matrice de cova-
riance 3, A est la matrice de taille ¢ X ¢ et de coefficients a;; =1sii = 7, a;; = —1
sii—j =1, et a; = 0 sinon, et A est la matrice diagonale de taille ¢ x g et de
coefficients non nuls les Agx = f(m) — f(mr—1),1 < k < ¢. Par une manipulation
simple, on obtient que le vecteur n*/2A~Y *A(X,, —f) suit approximativement la loi
N(0,1I), ou I désigne la matrice identité. De plus, en utilisant le fait que la matrice
diagonale A de coefficients non nuls les Akk = X, () — Xpn(meo1), 1 < k < g, est
un estimateur convergent de A (pour n grand) et en faisant appel au théoreme de

Slutsky, nous pouvons écrire que
W2PATPAR, - £) A N0, 1),

Nous pouvons a nouveau, comme dans (2.7)) et (2.8]), déterminer un ellipsoide de
confiance pour f avec la loi x?(q), puis transformer cet ellipsoide en ICS par la
méthode de Scheffé. Nous obtenons alors successivement

o~ —

P (n(in CEfYA'ATAX, - f) < ZH> SRy

oll z;_y est le quantile de niveau (1 — \) = 0.95 de la loi x*(q), puis

P (fm) € [mm /(21 /n) (AT AATY),, ] 1<k< q) > 95%

Apres un calcul de routine (on voit que A™! est triangulaire inférieure avec ses
coefficients diagonaux et subdiagonaux égaux a 1), nous avons finalement les ICS
suivants pour la méthode paramétrique B :

P <f(nk) e {Yn(nk) 1/ (z1a/n) Xulmi) } 1<k< q) >05%.  (2.9)

Remarque 2.6. En comparant les ICS de (2.8]) a ceuzx de , on observe deuz
petites différences : d’une part, la valeur f(n) (1 <k < q) est estimée par ﬁlp(nk)
dans un cas et par X,(nz) dans Uautre, et d’autre part, la variance du processus
X au point ny, égale au paramétre f(ny) de la loi de Poisson que suit X(ny), est
estimée par la variance empirique n=1 > " (X;(mi) — X (nk))? dans un cas et par la
moyenne empirique X (i) dans Uautre. On peut donc s’attendre a des performances
comparables pour chaque méthode, en notant toutefois qu’un estimateur de lissage
peut donner de meilleurs résultats que le processus X, dans lestimation des f(m).
D’autre part, 'apport majeur de la méthode B par rapport a la méthode A est de
permettre la construction d’ICS en dehors des points d’observation t;,, 1 < j <p. Il
est vrai que lorsque p est grand, cet apport devient relativement négligeable.
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Pour chacune des valeurs de n considérées, la simulation a été répétée 500 fois.
Les résultats en termes de couverture simultanée (fréquence des occurences pour
lesquelles chacun des ICS contient la vraie valeur de f) et en termes d’amplitude
moyenne des ICS sont donnés dans le Tableau [2.1] Des ICS typiques sont fournis
dans la Figure [2.1]

Couverture (%) Amplitude
n g Méthode A Méthode B Méthode A Méthode B
10 10 99. 8 98.6 11.99 11.63
20 10 100 99.4 8.46 8.38
50 20 100 100 6.87 6.84
100 20 100 100 4.86 4.85
100 50 100 100 7.03 7.00
100 100 100 100 9.49 9.45

TAB. 2.1 — ICS de niveau de confiance > 95%. Fréquence de couverture simultanée des
valeurs de f aux points équidistants 7,1 < k < ¢, et amplitude moyenne des intervalles
lors de 500 simulations d’un échantillon i.i.d. (Xi,...,X,) de X aux points équidistants
tip, 1 < j <p (p=200).

0 _| 0 _|
™ 4 2 ™
_ A A 4 4 _
& 7 4 ol &
- A * t & & & -
9 2 -
— A —
0 - o -
o o 4
T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

F1G. 2.1 — Intervalles de confiance simultanés. Les points désignent la trajectoire moyenne
observée et la ligne pleine est la fonction f. Les ICS de la méthode A sont représentés par
des croix et ceux de la méthode B par des triangles. A gauche : n = 20, p = 200; a droite :
n = 50, p = 200.

Globalement, on observe que la correction de la méthode de Scheffé est tres
conservatrice : la fréquence de couverture simultanée des ICS est nettement
supérieure au niveau nominal 95%, au détriment de leur précision. Dans les simula-
tions précédentes, les intervalles de confiance non simultanés obtenus pour chaque
méthode, qui ne sont pas présentés ici, ont une fréquence de couverture simultanée
qui varie entre 73% et 93% avec une amplitude qui représente seulement 15% a 45%
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de 'amplitude des ICS correspondants. Cette fréquence de couverture simultanée
élevée est Vraisemblablement due a la forte corrélation du processus de Poisson X
(Corr(X(s) = /f(s)/f(t) = /(1 —exp(—4s))/(1 — exp(—4t)) pour s < t).
D’autre part les ICS de la méthode B (paramétrique) sont légerement plus petits
que ceux de la méthode A, et la méthode A assure une fréquence de couverture
simultanée légerement meilleure que celle de la méthode B pour les petites valeurs
de n.

Dans I’ensemble, les deux méthodes offrent des performances comparables. Ceci
atteste de l'efficacité de la méthode A dans la mesure ou elle n’a pas a sa disposition
I'information paramétrique sur le processus X qu’utilise la méthode B. Nous pouvons
donc a l'issue de ces simulations retenir la méthode A, basée sur le Théoreme [2.3],
comme une méthode valide de construction d’intervalles de confiance simultanés
pour la moyenne d’un processus aléatoire.

2.3 Convergence dans quelques cas particuliers

2.3.1 Convergence globale

Nous donnons ici deux résultats de convergence globale valables pour les esti-
mateurs splines de lissage ou d’interpolation de f (voir I'Introduction Générale et
le Chapitre 1 pour la définition de ces estimateurs).

Etant donnés des entiers n ,p,m 2> 1 tels que p > m et un parametre de lissage
A(n, p) > 0, nous notons simplement f,\ la spline de lissage ou d’interpolation d’ordre
2m associée & \ et aux données X, (t1,), . . ., X,(t,p). En utilisant les résultats de Ra-
gozin (1983)) sur I'estimation par splines, et la représentation en série d'une dérivée
partielle R(99 (s t) = (0%1/0950%)R(s,t) de la fonction de covariance R die & [Ka-
dota; (1967, nous obtenons la convergence en moyenne quadratique suivante.

Théoreme 2.4. Supposons que
(i) le dispositif expérimental est quasi-uniforme ;
(ii) la fonction moyenne f est dans W3[0, 1] pour un entier my > 1;
(i1i) la fonction de covariance admet une dérivée partielle Rm2m2) continue sur
0, 1]% pour un entier mo > 1.
Considérons 'estimateur spline f:\ d’ordre 2m, avec m > max(mq, msy), et de pa-
rameétre A = A(n,p) > 0. Alors quand n,p — oo, la MISE de f)\ vérifie

~ 1
Elf — A5 = @<(>\ +p‘2m)”“/m>|f|?n1 + %/0 R(t, t)dt

A —2m\ma/2m 1 1/2
+0 (( tp - ) ) (/ R(mQ’mQ)(t,t)dt) .
0

(2.10)
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L’expression asymptotique indique une différence fondamentale par rap-
port au cas d’erreurs décorrélées, ou X est la somme de f et d’un bruit blanc. En
effet, dans ce dernier cas nous savons par les Théoremes [2| ou que 'estimateur
f» est consistant si et seulement si A — 0 et npAY/?™ — oo lorsque n, p — oo, et que
dans ce cas son biais au carré est en O((\ + p~2™)™/™) tandis que sa variance est
en O((npAt/2m)=1).

Au contraire, dans la formule ce sont des puissances positives de A qui
apparaissent a la fois dans la majoration du biais au carré et de la variance de j/’:\
On peut donc obtenir une estimation consistante sans lissage. Ceci nous amene a
conjecturer, pour I’estimation de la moyenne d’un processus aléatoire quelconque, un
équilibre entre biais et variance tres différent du cas du bruit blanc. Cette conjecture
sera confirmée par les Théorémes et qui donnent des équivalents asympto-
tiques du biais et de la variance des estimateurs a noyau et splines de lissage.

Nous nous contentons pour I'instant d’observer que dans le contexte de processus
aléatoires, le fait de lisser plus augmente certainement le biais, mais ne diminue pas
nécessairement la variance, comme l'indique I’"Exemple dans lequel la variance
de fi(t) ne dépend pas de \. Pour autant, une certaine quantité de lissage apporte
de meilleures performances dans l'estimation, autant sur le plan théorique (cf. [Hart
et Wehrlyl, (1986, et la Section que sur le plan pratique (voir la supériorité du
lissage spline sur l'interpolation dans les simulations de [Biritxinagal, 1987)).

Nous fournissons a présent un résultat de convergence presque stre pour ’esti-
mateur spline de lissage ou d’interpolation, lorsque le processus X vérifie une loi
du logarithme itéré fonctionnelle dans C[0,1]. Ce résultat généralise le travail de
Biritxinaga (1990) sur la consistance de l'interpolation spline dans les espaces de
Sobolev. En notant S, = X; + ...+ X,, — nf la somme partielle centrée associée a
I’échantillon i.i.d. de X et log,n = log, log, n, avec log, n = log(max(e,n)), nous
précisons maintenant la loi du logarithme itéré considérée.

Définition 2.2. On dit que le processus X a valeurs dans C|0, 1] vérifie la version
bornée de la loi du logarithme itéré dans C|0,1] si la limite (non-aléatoire) A(X) =

Sn oo
lim sup 5]

m su —(2n log, n)1/2 est finie.

Le lecteur intéressé par la loi du logarithme itéré dans les espaces de Banach
séparables pourra consulter avec profit le livre de Ledoux et Talagrand (1991)) et les
articles de |[Kuelbs| (1976)) et de |(Carmona et Kono| (1976]). Deux exemples fondamen-
taux de processus vérifiant la version bornée de la loi du logarithme itéré dans C|0, 1]
sont le processus de Wiener et le pont brownien standards. En fait, ces processus
vérifient la version compacte de cette loi qui est plus forte que la version bornée
(voir par exemple Deheuvels et al., 2007).

Théoreme 2.5. Soient m, k deux entiers tels que 0 < k < m. Supposons que
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(i) X wérifie la version bornée de la loi du logarithme itéré dans C[0,1];

(i) feW50,1];

(117) le dispositif expérimental est quasi-uniforme ;
Considérons [’estimateur spline de lissage ou d’interpolation ]/‘:\ d’ordre 2m et de
paramétre A = X(n,p) > 0. Alors, lorsque n,p — oo, l'estimateur f(/\k) converge
presque surement vers f*) 4 la vitesse suivante :

2k
72 —2m\(m—k)/m 2 p 10g2n
_ :(’)< A (m—k)/ ) O , 2.11
|f f>\|k ( +p ) |f|m + max(l, )\pgm)n ( a)
et a l’ordre m, nous avons presque surement
~ log, n
— A2 =0)|fI2,+0 2 : 2.11b
= B = o +0 (s (211b)

Contrairement au Théoreme dans lequel la majoration asymptotique de la
MISE ne semble pas justifier le lissage (le majorant étant rendu minimal par l'es-
timateur d’interpolation), il apparait ici, concernant la convergence presque sure,
que dans certains cas, le majorant asymptotique de 'erreur d’estimation est rendu
minimal avec une certaine quantité de lissage. Plus précisément, si I'une des deux
conditions asymptotiques suivantes :
p2(2m3—2mk2+k3) _
k—m)

(i) n'(logyn)p* — 0 et n=1(logy n)
(ii) n~'(logyn)p?* - 0 et n~*(logy n)p*

w?
— 0,

est valide lorsque n,p — o0, alors on peut montrer que le majorant optimal dans
([2.17a)) est obtenu pour le choix A < (n~'(log, n))™/ @m=kp=2m=k) ot qu’il est de
Pordre de p~20m=F) 1 (n~=Y(log, n)p=20m—k)ym/Cm=k)

2.3.2 Convergence locale

Le Théoréme [2.2] valable pour un estimateur linéaire général, peut étre rendu
plus précis en particularisant I’estimateur, dans le sens ou on peut faire apparaitre
explicitement le parametre de lissage de l'estimateur dans le développement
asymptotique de sa variance. Nous considérons ici les exemples des estimateurs a
noyau de Gasser-Miiller et des splines de lissage.

A. Estimateur a noyau.

Nous donnons dans cette partie une expression de 'erreur quadratique moyenne
ponctuelle (MSE) de 'estimateur & noyau de Gasser-Miiller lorsque n,p — oo, en
notant qu'un développement similaire s’obtient sans difficulté pour 'estimateur de
Priestley et Chao| (1972)). Nous abordons ensuite le probleme du choix optimal de
la largeur de fenétre. Les résultats présentés permettent de généraliser le travail de
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Hart et Wehrly| (1986)) portant sur les processus a covariance stationnaire.

Commencons par rappeler la définition de I’estimateur de Gasser-Miiller. Soit K
un noyau a support compact et soit & > 0 une largeur de fenétre. Posons Kj(t) =
(1/h)K(t/h) pour tout t € [0, 1]. Définissons aussi une suite de points (s;,)1<i<p telle
que sgp, = 0,5,, = 1, et si_1), < 1 < s pour tout 1 < ¢ < p. L'estimateur de
Gasser-Miiller est alors défini pour tout ¢ € [0, 1] par

/;C;M(t) = Z (/Sip Ki(t —s) ds) Xo(tip). (2.12)
S(i-1)p

i=1
Pour simplifier 'exposé, nous supposons que K est une densité symétrique ayant
pour support [—1, 1] et vérifiant une condition de Lipschitz |K(s) — K (t)| < Cls—t|.
Nous supposons aussi que la fonction moyenne f est dans C?[0, 1] et que les points
(tip)1<i<p d'une part, et (s;,)1<i<p, d’autre part, ont une répartition quasi-uniforme
(voir page |32| pour la définition de cette notion).

Nous rappelons a présent I'expression du biais asymptotique de f¢ M (Gasser et
Miiller, [1979). Sous les hypotheses précédentes nous avons, pour tout t E]O, 1],
N hQ " t 2 1
[ty —EfEM(t) = # +o(h*) + O (—) (2.13)
p

lorsque n,p — oo avec h = h(n,p) — 0.
On montre aussi, par une simple adaptation du Théoreme 1 de |[Hart et Wehrly
(1986), que la variance asymptotique de GM s’écrit

Var fGM (¢ / / K(u (t+uht+vh)dudv+0(1). (2.14)
np

Nous présentons maintenant un résultat original qui développe la double intégrale
précédente sous différentes hypotheses de régularité sur R.

Lemme 2.1. Soit t €]0, 1[. Considérons les hypothéses
(i) R vérifie une condition de Lipschitz |R(u,v)— R(u',v")| < C(lu—u'|+|v—1"])
pour tous réels 0 < u,u’,v,0" <1;
(ii)) R admet des dérivées semi-directionnelles au point (t,t), au sens que

D?ru U)R(t, t) = limy,_o+ R(Huh’H}z’h)*R(t’t) existe et est finie pour tous réels u, v ;
(iii) R est deuz fois continument différentiable au voisinage de (t,t).
1
Posons Ck gt = f f K(u D?r o R(t, t)dudv et oy = [ tPK(t)dt.

Alors, lorsque h — 0, nous avons, sous les hypothéses (i)-(ii),

/ / K (u)K (@) R(t+ uh, t + vh)dudv = R(t,8) + Crcpoh + o(h),  (2.150)
-1
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et sous l’hypothese (iii), il vient
1
/ / K (u) K (0)R(t+uh, t+vh)dudo = R(t, t)+0% RO (£, )h2 +o(h?). (2.15b)
—1J-1

Ce résultat est obtenu essentiellement grace au théoreme de convergence do-
minée de Lebesgue qui permet d’établir la continuité d’une intégrale dépendant
d’un parametre. La démonstration de la relation apparait dans Hart et
Wehrly (1986) dans le cas ot R(s,t) = o2 p(s — t), avec p une fonction lipschit-
zienne et admettant des dérivées a gauche et a droite en 0). Dans ce cas, il vient

Cx.ry = 20° (fjl fvl(u— v)K(u)K(v)dudv) 0 (07). La relation (2.15b]) est quant
a elle obtenue en intégrant le développement limité d’ordre 2 de R au point (t,1)

puis en exploitant la symétrie de R et le fait que K est une densité symétrique par
rapport a 0.

Exemple 2.2. Soit W un processus de Wiener standard sur [0,1]. La fonction de
covariance R(s,t) = min(s,t) de W wvérifie les hypotheéses (i)-(ii) précédentes, mais
pas (iii). Pour tous réels 0 <t <1et—-1<wu,v<1,o0na Da B, 1) = R(u,v) et

Uapprozimation (2.15a) est exacte : on peut omettre le terme o(h).

Exemple 2.3. Soit X un processus du second ordre défini sur [0, 1], ayant pour
fonction de covariance R(u,v) = p(u)p(v), ot ¢ est une fonction continue ad-
mettant des dérivées a droite et a gauche au point t €]0,1[. Alors R vérifie les
hypothéses (i)-(ii) du Lemme et on peut montrer par le calcul que Ckx pry =
20(t) (@' (tT) — ¢'(t7)) fol uK (u)du. Cette quantité peut donc étre rendue positive,
négative, ou nulle par un choix adapté de p.

Forts des relations ([2.13)), (2.14]), et du Lemme , nous pouvons déterminer

I’équivalent asymptotique de la MSE de 'estimateur 7%” .

Théoréme 2.6. Soit t €]0,1[. Considérons les hypothéses
() feco;
(it) R vérifie les conditions (i)-(ii) du Lemme 2.1 au point t ;
(i7°) R wvérifie la condition (iii) du Lemme au point t ;
(11i) n et p tendent vers linfini de sorte que n = O(p) ;
(iv) h = h(n,p) — 0 lorsque n,p — oo.

Alors lorsque n,p — 0o, sous les hypotheses (1)-(ii)-(1ii)-(iv), nous avons

£ () - ]iM(t))Q _ Rt ZCK’R’th A ;“)) +o(h') +o (%) . (2.16a)
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et sous les hypotheses (i)-(i1’)-(iii)-(iv), il vient

2 02 (2,0) 2 4( 1 2
J’R?M(t)> R(t7t>+ KR (tvt)h ‘l'h (f (t))

P n 4

+0(h4)+0(l).

n

E(f(t) -
(2.16D)

Le Théoreme [2.6] revét une grande importance car il fournit le signe de la cor-
rection Cg rsh ou 0% R0 (¢t t)h? apportée par le lissage dans le développement
asymptotique de la variance. Ce signe dépend essentiellement des dérivées de R,
et il indique le choix optimal de h qui minimise I’équivalent asymptotique de la
MSE. Si par exemple Cx r; ou R2O)(t,1) est positive, alors un lissage plus fort
augmente simultanément le biais au carré et la variance asymptotiques, et on a
intérét a choisir h le plus petit possible. Si par contre Ckx r; ou R(Q’O)(t,t) est
négative, alors h détermine un équilibre entre le biais au carré et la variance asymp-
totiques, et le choix optimal de h est h = (|Cr |/ (4(f"(£))*))"*n /3 pour (2.164)),
et h = (0% |RO(t,1)|/(2(f"(t))%))?n~Y/2 pour (2.16b)), avec f"(t) # 0.

B. Estimateur spline de lissage.

Nous donnons a présent un équivalent asymptotique de la MSE de 'estimateur
spline de lissage lorsque n,p — oo. Le résultat proposé fait appel aux travaux de
Nychka (1995) sur 'approximation du noyau équivalent d’une spline de lissage par
une fonction de Green et sur le biais et la variance asymptotiques d’'un estimateur
spline de lissage dans le cas de données i.i.d..

Théoréme 2.7. Soient un entier m > 1 et un réel A €]0,1/2[. Soit F\ Vestimateur
spline de lissage d’ordre 2m et de parametre A= A(n,p) >0 associé auz données

Xou(tip), .-, Xulty). Supposons que
(i) f admet une dérivée f®™ hélderienne sur [0,1] ;
(ii) R admet une dérivée croisée R*™*™) hilderienne d’indice 3 sur [0,1)%;

(iii) il existe une famille de fonctions (R;)rcpoq telle que pour tout T, R, coincide
avec R(-,7) sur [A/2,1—A/2], R, vérifie les conditions ng)(O) = gk)(l) =0
pour m < k < 2m — 1, et telle que sup, ¢ qy || Rl < oo pour un réel pu €

24 5,2+ 5=+ %] , ot || -], est la norme d’interpolation définie par (2.60)).
(iv) la fonction de répartition F, du dispositif expérimental converge uniformé-
ment sur [0, 1] vers une fonction F € C?(0,1] de dérivée F' = >0 ;

(v) X=o0(1) et ||F, — Flloo = o(A2TV2™) lorsque n,p — oo.
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Alors la MSE de j/; vérifie

~ 2 _1\ym+1 (2m,0) 2 p(2m,2m)

E (f(t) _ f)\(t)> R(t,t) + A(=1)"" 2R - (t,t) + AR (t, 1)
)\2 (2m) 2 )

e (5),

lorsque n,p — oo, uniformément par rapport a t € [A,1 — Al.

(2.17)

Remarque 2.7. Une conjecture de |Nychka (1995) est utilisée pour établir le
théoréme précédent (voir la démonstration en page @l) Par ailleurs, I’hypothése (i)
(continuité holderienne de RZ™>™) ) implique vraisemblablement I’hypothése tech-
nique (i), d’aprés une communication personnelle de D. Nychka.

2.4 Perspectives de développements

Dans ce chapitre, nous avons établi un ensemble de résultats asymptotiques
concernant ’estimation non paramétrique de la fonction moyenne d’un processus
aléatoire a partir de données observées dans un dispositif expérimental déterministe
et équilibré.

Deux résultats fondamentaux sur la variance d’un estimateur linéaire général
(Théoreme et sur sa normalité asymptotique (Théoréme ont été présentés.
Ces résultats ont été exposés par commodité dans le cadre d’un processus défini
sur [0, 1], mais a l'instar du théoreme de Mercer (et du TCL pour le second) qui
servent a les établir, ils peuvent étre généralisés aux processus définis sur un espace
métrique compact (notamment les processus spatiaux ou spatio-temporels).

Une autre extension envisageable des Théoremes et est le passage a
un dispositif déterministe déséquilibré ou bien aléatoire. En fait, il est possible
d’adapter la démonstration du Théoreme et d’obtenir, pour la variance de
I'estimateur dans le cas déséquilibré et pour sa variance conditionnelle dans
le cas aléatoire, le méme résultat que dans le cas équilibré. Cependant, cette
extension est obtenue au prix de conditions techniques difficilement interprétables
sur les poids de l'estimateur. Dans ces deux cas, on peut toutefois montrer
sous de faibles conditions de régularité du dispositif que la variance asymptotique
de I'estimateur reste de I'ordre de n™!, o1 n est la taille de échantillon (X7, ..., X,,).

D’autre part, deux directions de recherche se dessinent a partir de la procésure
d’intervalles de confiance simultanés (ICS) de la Section[2.2.3] En premier lieu, il est
souhaitable de pouvoir construire des ICS par des méthodes moins conservatrices
que celles de Scheffé ou de Bonferroni en s’appuyant sur le fait que la structure
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de corrélation du processus observé se répercute sur les intervalles de confiance.
En effet, si les valeurs de la trajectoire moyenne observée sont tres (positivement)
corrélées, alors les intervalles de confiance le sont aussi, et le probleme de l'es-
timation simultanée se rapproche alors beaucoup de l'estimation par intervalles
ponctuels. En second lieu, un travail intéressant mais difficile consisterait a obtenir
de bandes de confiance simultanées en lieu et place des ICS de cette section qui
portent seulement sur un nombre fini de points. Il existe une vaste littérature sur
I'obtention de bandes de confiance simultanées approchées dans la régression avec
variable explicative déterministe (voir par exemple Loader, 1992; Sun et Loader]
1994; |Zhou et all |1996] et leur bibliographie). Au vu des techniques existantes
et des résultats proposés, il semble cependant impossible de construire de telles
bandes dans un cadre d’estimation aussi général que celui de ce chapitre. Certaines
restrictions ou spécifications doivent étre formulées au sujet du processus considéré,
de sa fonction moyenne et de I'estimateur utilisé.

Enfin, les résultats de la Section [2.3.2] sur I'erreur quadratique ponctuelle MSE
des estimateurs a noyau et des splines de lissage sont susceptibles d’étre développés
et appliqués a la sélection de parametre de lissage par une méthode de type plug-in.
En particulier, I'exploitation jointe du Théoreme [2.6] et d'une bonne méthode d’es-
timation de la covariance du processus pourrait donner de bons résultats a l'instar

de Hart et Wehrly| (1986).
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2.5 Démonstrations

Pour les besoins de cette section, nous introduisons de nouvelles notations.
D’abord, pour simplifier 1'écriture, les poids W,,, de l'estimateur linéaire général
fnp sont notés simplement W;. De méme, les points d’observation ¢;, sont notés t;
et la moyenne des processus X,, est notée X. On définit aussi le processus de bruit
e = X — f associé & X, et la moyenne des bruits € = X — f. On note V = (R(t;, ;)
la matrice p X p de covariance du processus € aux points d’observation. On rappelle
enfin que pour toute fonction g définie sur [0,1], la notation g désigne le vecteur

(g(t1>7 tee 7g(tp))/'

Commencgons par rappeler le classique théoreme de Mercer, qui interviendra dans
les démonstrations des Théoremes [2.1] [2.2] et [2.4]

Théoréme 2.8. (Mercer, 1909) Soit R un noyau symétrique, continu et semi-
défini positif sur [0,1] x [0,1]. Alors lopérateur intégral associé a R admet des

valeurs propres A1, Aa, ... et des fonctions propres 1, pa, ... telles que
(i) My > X > ... >0, avec Ay — 0 lorsque k — o0 ;
(i) les fonctions ¢y, @a, ... sont continues et forment une b.o.n. de Ly[0,1].

De plus, le noyau R admet la représentation
R(s,t) = > Aer()pu(t), (2.18)
k=1

ot la convergence de la série est absolue et uniforme sur [0,1] x [0, 1].

Remarque 2.8. La fonction t — R(t,t) = > oo, Mepi(t), limite uniforme d’une
série de fonction continues, peut étre intégrée terme d terme sur [0,1]. Nous avons
donc fol R(t, t)dt => 72 A\ fol ©2(t) dt, et comme les 1, pa, ... forment une b.o.n.
de Ly[0,1], il vient fol R(t,t)dt = 72 | M\ < 00.

Démonstration du Théoréme [2.1]

Le principe de la démonstration est le suivant. On exprime d’abord la variance
moyenne de l'estimateur f,, et la variance intégrée du processus X sous forme
de séries grace au théoreme de Mercer. Le k-¢me terme de la série associée a
fnp correspond alors a la norme euclidienne des valeurs aux points t;,...,t, du
lissage de la fonction propre ¢y par les poids Wiy,..., W, de ]?np, tandis que
le k-eme terme de la série associée a X correspond a la norme Lo de ¢i. On
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montre ensuite, a l’aide d’une décomposition en somme partielle plus reste,
que l'écart entre ces séries devient arbitrairement petit pour p suffisamment
grand uniformément par rapport a n. Les approximations numériques de fonc-
tions et d’intégrales effectuées s’appuient essentiellement sur le biais asymptotique
nul de f,,, sur le caractere borné de la somme de ses poids, et sur la continuité de .

__ Soit € > 0. Commengons par écrire sous forme matricielle la variance moyenne de
fnp aux points d’observation, a 'aide des matrices A = (W;(t;)) et V = (R(t;,;))
de taille p x p. En notant que f,, = (fup(t1),- .., fap(tp)) = AX, on a

P
pt Z\/ar ﬁp(tj) =p ttr Var/f\np =p trVarAX = (np) "tr AVA'.  (2.19)

J=1

Avec le théoreme de Mercer, nous pouvons exprimer V sous forme d’une série conver-
gente Y 1 A, pour tout p > 1. Utilisant la linéarité et la commutativité de la
trace matricielle, nous faisons le calcul suivant :

p T trA (Z Akgokcp;> A
k=1

= p ') MtrAp oAl
h=1

= p! Z/\kHA‘PkHQ- (2.20)

p
np~ Z Var fup(t))
j=1

D’un autre coté, intégrons la fonction t — R(t,t) = > o, Api(t) par rapport a
la distribution limite F'. D’apres la Remarque les signes somme et intégrale
peuvent étre permutés. Il vient

/01 R(t,t)dF(t Z)\k/ t)dF(t). (2.21)

Ayant exprimé sous forme de séries la variance moyenne de fnp et la variance
intégrée de X, nous rapprochons maintenant les formules et (2.21). Nous
constatons d’abord, d’apres 'inégalité triangulaire et d’apres la condition (i) du
théoreme (estimateur asymptotiquement sans biais), que pour tout K > 1, il existe
un entier p;(K) tel que pour tous n > 1 et p > p;(K),

K K
P AlAe P =Y Ml < e (2.22)
k=1 k=1
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Par ailleurs, les fonctions @1, (o, ... étant continues, la convergence de la fonction
de répartition empirique F}, vers la mesure limite F' assure que pour tout K > 1, il
existe un entier py(K) tel que pour tout p > po(K),

K K 1
P> Mgl = S n / S(1dF(1)
k=1 k=1

Ensuite, nous déduisons de (2.21)) qu’il existe un entier K tel que pour tout K > K7,

Z)\k/ t)dE(t) — /01 R(t,t)dF(t)| < e

<e. (2.23)

(2.24)

Nous allons & présent montrer que p~' " o Ai[|Ag,]|?, le reste d’ordre K
de , devient négligeable lorsque K — oo, uniformément par rapport a n et
p. En premier lieu, nous établissons, avec '’hypothese (ii) et un argument classique
de calcul matriciel (par exemple le Théoréme . disques de Gersgorin), que
JAA'|| = |A|* < (maxi<j<p > b, [Wilt;)])? = O(1) lorsque n,p — oo. 1l existe
donc une constante C finie telle que pour tous n,p > 1,

JAl < C. (2.25)

D’autre part, la convergence uniforme de ([2.18]) implique que pour tout p > 1,

> et = Y M(Zwk ) = Ep:( > e0)

k=K+1 k=K+1 i=1 k=K+1

< psup Z A (t ) = p-o(l) (2.26)

tel01] N r

lorsque K — o0, ot le o(1) ne dépend ni de n ni de p. Nous déduisons alors de ([2.25))
et (2.26) qu’il existe un entier K5 tel que pour tout K > K5 et pour tous n,p > 1,

D> MlAgllP < e (2.27)

k=K+1

En posant enfin Ky = max(K7, K3) et po = max(p;(Ky), p2(Kp)), nous pouvons
exploiter les formules (2.20]) a (2.24) et (2.27) pour former la majoration suivante,
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valable pour tout n > 1 et pour tout p > py :

p 1
np~' Y Var fo(t;) — /O R(t,t)dF(t)
j=1
[e%¢] o0 1
DA ED P e R0
k=1 k=1 0
Ko KO
p! Z)\kHASOkHZ —p ! ZAkHQOk ?
k=1 k=1
Ko Ko 1
DL A SN RO
k=1 k=1 0
Ko 1 00 1
13N / POAF(H) — S, / P (DAF (1)
k=1 k=1

+p D MellAgy?

k=Kop+1

IN

(2.28)

< 4e.

Le théoreme est alors démontré.

Démonstration du Théoreme 2.2

Nous commencons par établir la relation sous les conditions (ii)-(iii)-(iv)
du théoreme, par un raisonnement analogue a celui de la démonstration précédente.
Dans un second temps, nous établirons cette méme relation sous les conditions
(1)-(iii)-(iv)-(v) par un argument indépendant.

Supposons pour le moment les conditions (ii)-(iii)-(iv) acquises, et montrons que
I'écart |n Var f,,(t) — R(t, t)| devient arbitrairement petit pour p suffisamment grand
et pour tout n > 1. Soit € > 0. Ecrivons d’abord

ii Wi ()W, (8)R(t:, ), (2.29)

=1 j5=1

Var fnp

3IH
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puis, avec le théoreme de Mercer, établissons que

nVar fo,(t) = Z Z Wi (t)W;(t) Z Akpr(ti)er(ts)

i=1 j=1

— Z)‘k

k=1 7

. /\k< - Wi(t)gok(ti)f. (2.30)
k=1

=1

Z Wi(t)or(t)Wi(t)er(t;),

0 p
=1 j=1

En appliquant & nouveau le théoréme de Mercer a R(t,t), nous avons

0o P 9

Z Ak ((Z Wi(t)s%(tz’)) - SOi(t)) ‘
k=1 i=1

et nous effectuons alors les majorations

< i Ak
k=1

Si%

k=1

)nvar Fonl(t) — R(t,t)] -

p

D Walthonlts) = ould)] (Do Wilt)on(t)] + lon(0)])

i=1

Z Wi(t) k(i) — wk(t)‘ (Z (Wi(®)] + 1) 18| oo- (2.31)

Nous observons maintenant que d’apres les conditions (ii) et (iv), il existe une
constante C finie telle que (30, [Wi(t)] + 1)||¢k]leo < C pour tout ¢ € [0, 1] et pour
tous n, p, k > 1. Nous obtenons alors, pour tous entiers n,p, K > 1, les inégalités

‘nVar ﬁlp(t) — R(t, t)‘ < C'Z /\k‘ Z Wi(t)er(t:) — @k(t)‘
) k=1 =1

<Oy M
k=1

K
< CZ)\k
)

Ensuite, comme » 7, A\, = fol R(t,t)dt < oo (voir la Remarque , il existe un
entier Ko tel que Y ;% | Ay < €. La condition (iii) de biais asymptotique nul assure

Z Wi (t)en(t:) — gpk(t)‘ +C Z Ak’ Z Wi(t)pr(ts) — @k(t)’

k=K+1 i=1

S Withen(t) — )| + C* S (2.32)

k=K+1

alors que pour p suffisamment grand, la somme S>00 A S52_ Wi(t)or(t:) — wr(t)]
est arbitrairement petite uniformément par rapport a n. En d’autres termes, il existe
un entier py tel que pour tous n > 1 et p > py,

nVar fo,(t) — R(t, 1) < Ce+ C?e, (2.33)
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ce qui établit la relation ([2.3)) souhaitée. O

Nous allons & présent montrer la validité de (2.3)) sous les conditions (i)-(iii)-(iv)-
(v), en abandonnant le formalisme précédent (e, C,py etc.) au profit des notations
de Landau. Commencons par écrire

R{ti,t;) = R(t.)|

ZZW -)—1‘.

i=1 j=1

n Var fo,(t) — R(t,t)‘ <
i=1 j=1

(2.34)
+ |R(t,1)]

Lorsque p — oo, le second terme de la somme tend vers zéro uniformément par
rapport a n. En effet, en appliquant la condition (iii) a la fonction g = 1 sur [0, 1],

il vient
p

PPLAGUACES ZW = (1+0(1))>=1+o0(1).

=1 j=1

Il reste a majorer le premier terme. On obtient successivement

R(t;,t;) — R(t, 1))

i=1 j=1

< Z (Wi()] ) [W; ()] [R(ti,t;) = R(t, 1))

Jj=1

puis, avec la condition (i),

< Z Wi W50 C (1t =il + [t = 1,]")

j=1
p p
=Wl (I =6l Y w5 \+Z|W e =1,07),
i=1 j=1
c’est-a-dire, compte tenu des conditions (iv) et (v),

= 2 W) (Jt = 6170 +o(1)
- Zwv (Ot =t +0(1) - IWile) =

lorsque p — oo uniformément par rapport a n. Etant assurés de la convergence vers
zéro du majorant de ([2.34)), nous pouvons alors conclure a la validité de (2.3). W
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Démonstration du Théoréme 2.4

Le principe de la démonstration est le suivant. On décompose d’abord la MISE
de V'estimateur spline de lissage fy en biais au carré plus variance. On controle le
terme de biais a l'aide des résultats de |[Ragozin (1983)) énoncés dans le Chapitre 1.
Pour 1’étude de la variance, on fait appel au théoreme de Mercer comme dans les
Théoremes et pour représenter les variances de f,\ et du processus X par des
séries de fonctions. On integre ensuite ces séries sur [0, 1] et on majore leur écart
a l'aide des propriétés des splines de lissage. Le majorant obtenu fait notamment
intervenir la série numérique o Ax fol(gp,gm2)(t))2dt, olt les A\ et les oy sont les
valeurs propres et les fonctions propres associées a R. La convergence de cette série
est obtenue grace au résultat suivant qui permet de différentier terme a terme le

développement de Mercer.

Théoréme 2.9. (Kadota, 1967) Si pour un entier ¢ > 0, la dérivée croisée R(%9
d’ordre 2q existe et est continue sur [0,1] x [0,1], alors les fonctions @1, 2, ... sont
de classe C1 sur [0,1] et

R4D(s,1) = 3 Aol ()0l (1), (2.35)
k=1

ot la convergence est uniforme sur [0,1] x [0,1]. Réciproquement, si R est continue
sur [0,1] x [0, 1], si les fonctions @y, s, ... sont de classe C? sur [0,1] et si la série

P )\kgo](fq)(s)gpgf) (t) converge uniformément sur [0,1] x [0, 1], alors R¥9 existe, est

continue et vérifie (2.35)).

Les lignes directrices de la démonstration étant définies, nous entrons dans le
détail des calculs. Décomposons d’abord la MISE de I'estimateur spline de lissage
£ en biais au carré plus variance, selon la formule

Elf = Hls = |f —EAR+E[AH —EA
1
= |f-EA? —i—/ Var fy(t)dt. (2.36)
0
Reprenons alors la majoration du biais au carré |f — Ef,\% du Chapitre 1.

(Comme vu auparavant, le terme de biais ne dépend que de f, de A, et du dis-
positif expérimental.) D’apres le Théoreme [1.11], nous avons

F=ERE=0((+p72mmim) | fR,. (2.37)

lorsque n, p — o0, ou la constante du O ne dépend que de m, m, et de la constante
maxog<i<p(tiz1 — t;

finie r := sup — osisp(fivs = ti)

p>1 Minicicp 1 (i1 — t;)

liée au dispositif expérimental quasi-uniforme.
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Pour la majoration de la variance, notons ¢y \(t) := > 5, Wi(t)¢x(t;) la spline
de lissage d’ordre 2m associée a A, aux points 1, ...,%,, et a la fonction propre ¢y
de I'opérateur de covariance.

L’équation , valable pour tous les estimateurs linéaires, établit que pour
tousn > 1et p>m,

/\/aurfA Z/\k/ wi At (2.38)

Nous savons aussi par la Remarque [2.8] que
1 % 1
/ R(t,t)dt =) Ak/ @2 (t)dt. (2.39)
0 P 0
A partir des représentations (2.38)) et (2.39)), nous obtenons
1 N 1 % 1
n / Var i (t)dt — / Rt 0t <3\ / ERORFAOIN
0 0 o1 0 ’
% 1
=> /\k/ ‘QOk,A(t) - SOk(t)HSDk,A(t) + @k(t)‘dt7
k=1 0

puis, avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz et la majoration (a + b)? < 2(a? + b?),

> 5\ /2 1 ) 1 ) 1/2
<3ox( [ ot = anttrar) " (2 [ amare [ tar)”
0 0
Avec la notation g5 = [ (g9 (t))%dt, il vient

1 1 00
n/ Var fy(t)dt — / R(t,f)dt‘ < 22 " Milona — @rlo (lorald + leeld)?
0 0

2N 2\ /2
SQ/(Z)\ka,,\—SDk\o) (

1 k

M1

9 9 1/2
M(lokaly + enf?))
1

i

NE
NE

_ 9l/2 )2 5 ! 1/2
=2 ek — @kl Meloraly + [ R(t,t)dt (2.40)
0

e
Il

1

e
Il

1

Nous étudions a présent le comportement des deux séries figurant dans ([2.40))
lorsque n, p — oo.
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Du fait de l'existence et de la continuité de la dérivée partielle R(™22) nous
déduisons du Théoreme que les fonctions ¢, k > 1, sont dans C"™2[0, 1]. Nous
appliquons alors le Théoreme [1.11] et obtenons directement la majoration

i = ould = O (A 72y 2,

lorsque n,p — oo, ou le O est uniforme en k > 1, cf. (2.37).
Le Théoreme et la relation ([1.15)) (norme de la matrice de lissage S, égale
a 1) permettent respectivement d’obtenir les relations

{ ey = O (p leiall? + 772 eal2, ).
||90k7/\||2 = ||SA‘Pk||2 < ||801<;||2
Par ailleurs, on utilise le Lemme avec g = @i et h = pp — Y\ pour établir
la positivité de 'intégrale fol (g — h)™2)(t)hm2)(t)dt = p~!|/h||%. 1l résulte alors de
la décomposition |g|2,, = |h|2,, + |9 — hlZ, + 2f01(g — h)m2)($)h(m2) (£)dt que
[\ R oY e

Enfin, nous employons la majoration suivante d’une norme discrete par des semi-
normes continues (voir par exemple Ragozin) 1983, Théoreme 3.7) :

el = 0(1euld + 2l ).

En notant que les O précédents ne dépendent pas de k, mais seulement de m, mo,
et de la constante r de (2.37), nous résumons les éléments précédents dans les for-
mules

. =0 )\+ —2m\ma/m 7
{m ould = O (7)) [, o

| oalg = OM)lerls + O~ ks,
Substituons alors (2.41]) dans (2.40) : nous obtenons, lorsque n,p — oo,

‘n/ol\/arﬁ(t)dt— /01 R(t,t)dt‘

O(()\ S p iy ) (ZAkls&k!m) (2.42)

X O((pm;Ak\ng\EnQ +/0 R(t,t)dt) /2).

Il reste enfin & prouver la convergence de la série Y7 | Ag|gx|Z, figurant dans
(2.42). Celle-ci découle du Théoreme |2 - 9/ dans lequel I'intégration du développement
uniforme donne >°° | MelgwlZ, = fo Rm2m2)(t )dt < co. La démonstration
se termine alors en regroupant les majorations asymptotiques ([2.37] - et - [
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Démonstration du Théoréme 2.5

R Soient deux entiers 0 < k < m. Nous considérons 'estimateur spline de lissage
fx d’ordre 2m associé aux points ¢y, ..., 1,, au processus moyen X, et au parametre
A = A(n, p). Nous allons étudier la convergence presque sure de 1'écart quadratique

|f — J?>\|i = fol(f(k)(t) - A)(\k)(t))2dt lorsque n,p — oo.
Majorons d’abord |f — ]?,\|i a I’aide du biais et de I'estimateur centré fA,\ — E]?,\ :
F =Bk <2(1f —ERR+ A - EAR). (2.43)

D’apres le Théoreme [1.11] si le dispositif expérimental est quasi-uniforme, alors
le biais au carré est majoré de la facon suivante lorsque n,p — oo :

F = ERE = 0(A+p 2 him) g (2.44)

Par ailleurs, 1’étude de ]]?A — Ef,\]i se déduit de celle de la norme discrete
|[£x — Efy||? et de | fx — Efy|?, grace au Théoréme m qui affirme que

P —EAR < Cp 1B —BRP+ Dp~" | —ERL, (245)

ou C' et D sont deux constantes finies qui ne dépendent pas de n et p.

D’apres la relation ((1.15) (||S,|| = 1), nous avons d’abord
117 3 — ~ 2 _ — —1 = —_
pIE — B[ = [SaX = Suf | = p 7t ISaEl® < p7 el < Bl - (2:46)

Intéressons nous a présent a la quantité |j/"; — Eﬁﬁn Avec d’une part, la matrice
d’énergie T' du Théoreme et I'inégalité |T|| < Dp*"~' déduite de et
(11.22Db)) (ﬁ est une constante), et d’autre part le Lemme et la définie positivité
de S, nous obtenons les expressions

—\/ — 211=112 n.2m =12 .
P { ($)T(S:e) < ITIS:12e]? < Dy el .
(PA)THI = Sx&)'(Sa8) < (pPA)7'(S58)'(S1E) < A'[[E]I1%

Exploitons maintenant la version bornée de la loi du logarithme itéré dans C|0, 1]
que vérifie le processus X. Il vient, avec une probabilité 1 lorsque n — oo,

£, = O~ log, ). (2.48)
Nous déduisons finalement des relations (2.45)—(2.48)) la majoration presque sure
]f)\ — Eﬁﬁ = O(pzk min(1, \"'p~*)n"'log, n) (2.49)

lorsque n, p — oo.

La réunion des majorations (12.43)), (2.44), et (2.49) acheve alors la démonstration
du Théoreme 2.5 W
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Démonstration du Lemme 2.1]

Soit t €]0, 1[. Supposons les hypotheses (i) et (ii) du lemme vérifiées.
Soit ¢ la fonction définie sur [0, min(¢, 1 — ¢)] x [—1,1]* par

R(t + uh,t +vh) — R(t,t) .
o) = K(u)K(v) - sih # 0,
K(u)K(v) D R(t,1) sih =0.

(u,v)

Par construction de ¢ et d’apres (ii), la fonction h +— @(h,u,v) est continue
au point h = 0 pour tout couple (u,v) € [—1,1]%. De plus, d’apres (i) nous avons
o(h,u,v) < CK(u)K(v) pour tous h, u, v, le majorant précédent étant intégrable par
continuité de K. Par conséquent, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
permet d’affirmer que

// o(h,u,v)dudv = // (0, u, v)dudv + o(1)
[_171]2 [_171]2

lorsque h — 0, ce qui fournit immédiatement (2.15a)).

Supposons a présent 'hypothese (iii) du lemme vérifiée. La fonction R étant de
classe C? au voisinage de (t,1), elle admet le développement de Taylor suivant :

R(t +uh,t +vh) = R(t,t) +uhRYV (L, 1) + vhROD(¢, 1)

(Uh>2 (2,0) 2 p(1,1)
+TR O(t,t) + uvh® RYD(¢, 1) (2.50)

h 2
+ % RO (1) + o((u + v)*h?)
lorsque h — 0, ot le o((u+ v)?h?) = o(h?) est uniforme par rapport a u et v d’apres
la continuité des dérivées d’ordre 2 au voisinage de (¢, 1), disons |t + A\[x]t £ A[.
Soit alors 1 la fonction définie sur [0, \[x[0, 1]* par

¢ _ _ (1,0 _ (0,1)
KK () R(t 4+ uh,t +vh) — R(t,t) — uhRMO(¢, 1) — vhROD (¢, t)
h2
sih #0,
’Qb(h,, u, U) = # ) ,
K (u)K (v) (7 ROt 1) + uv RAOD(¢,1) + 2 ROD(t, t))
sih=0.

\

Alors, d’apres ([2.50)), il apparait que h +— ¥ (h, u, v) est continue au point h = 0 pour
tout couple (u,v) € [0,1]%. De plus, I'application de la formule de Taylor-Lagrange
a cette fonction et la continuité des dérivées d’ordre 2 de R impliquent que

2 (2,0) (1,1) 2 (0,2)
Iw(h,u,v)lﬁu]rtrifﬁg(\l% D+2uv]rgj13>[g(!5’ !)+vﬁ§>[g(!R )-
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pour tous i, u, v dans [0, \[x[0, 1]2. Par conséquent, nous pouvons a nouveau utiliser
le théoreme de convergence dominée et obtenir

/ K(u)K(v)R(t + uh,t + vh)dudv
[0,1]2
= / K(u)K(v)R(t,t)dudv
[0,1]2
s / K@) K @) @RM(, 1) — vROD(t, £))dudo (2.51)
[0,1]2
h2
+5 / K(u)K (v) (u® R®O(t,t) + 2uv RV (8, 1)) dudv
[0,1]2

h2
+5 / K (u)K (v)v? R®? (t, t)dudv + o(h?).
[0,1]2

Il reste, pour établir la relation (2.15b)), a exploiter le fait que fol uK (u)du =0
(car K est un noyau symétrique) et le fait que RZ9(t,t) = RO (¢, 1) (car R est
symétrique). l

Démonstration du Théoréme 2.6

Ce théoreme est facile a démontrer car tous les résultats intermédiaires ont
été établis au préalable : le biais de ,%V[ (t) est majoré dans et la variance,
d’abord approchée dans (2.14]) par une intégrale dépendant de la largeur de fenétre
h, est ensuite explicitée par le Lemme 2.1 Le seul point & vérifier est que dans
I’approximation de la MSE, les restes sont effectivement négligeables devant les
termes principaux.

Supposons les hypotheses (i)-(ii)-(iii)-(iv) vérifiées. Nous avons donc

t,t h h
R( ) ) + CK,R,t +o (_)
n n

Oy o () co (L),

4 j% j%

E(7(t) - F ) =
(2.52)

Avec les hypotheses (iii) (n = O(p)) et (iv) (h = 0(1)), il vient
h*/p=o(h/n)=o0(1/n) et 1/p*=o0(1/n). (2.53)

En joignant les formules (2.52) et (2.53), nous obtenons alors la relation ([2.16al)
attendue. La relation ([2.16b)) est démontrée de maniere analogue. B
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Démonstration du Théoréme

Afin d’établir le Théoreme 2.7, nous allons commencer par écrire 'estimateur
spline de lissage f\ sous une forme adaptée. Nous introduirons ensuite quelques
notations et ferons un rappel sur la fonction de Green associée a une équation
diférentielle. Nous rappellerons alors l’expression du biais asymptotique de fy
(Nychka, 1995, Théoreme 2.2), puis nous étudierons le terme de variance en
étendant au cadre processus aléatoire la méthodologie de Nychkal (1995)) développée

avec des erreurs de mesure décorrélées et de variance 2.

L’estimateur spline de lissage est linéaire : il s’écrit sous la forme f;\(t) =
b Wi(t) X, (t;) comme dans la formule (2.1). De plus, les travaux de (Cox (1983)

i=1
et le Lemme 3.1 de Nychka (1995]) ont montré que les poids W;(t) peuvent s’écrire,
avec un changement d’échelle, sous la forme p~'W (t;,t), ot W est une fonction
symétrique de deux variables qui dépend des points ¢i,...,?, et du parametre \.
Pour la simplicité des calculs ultérieurs et notamment pour I’approximation de W

par une fonction de Green, nous utiliserons cette derniere notation :

At = %Zwm,wmtn. (2.54)

Notations.

On rappelle que la fonction de répartition du dispositif expérimental est notée F}, et
que sa limite F' est de classe C? sur [0,1], avec F’ = ). Ensuite, pour toute fonction
g :[0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, nous écrivons

1 g(t)dF,(t) = lzp: g(t;), et 1 g(t)dF(t) = 1 g(t)y(t)dt.
0 D 0 0

Pour les fonctions de deux variables, nous notons Fj, ® F, et I’ ® F' les mesures
produits. En particulier,

//K)l]Qg(t,T)d(Fp@)Fp)(t,T) — ]%ZZQ(%W

i=1 j=1

//[0’1]2 g(t,)A(F @ F)(t,7) = //[071]2g(t,T)zp(t)qp(T)dth.

Rappelons aussi la notation ¢g(™™2)(s, 7) pour la dérivée (9™+m2 /Ot™ 07™2)g(t, T)
d’une fonction g de deux variables, et la notation || F},— F'||oc = sup;e( 1) [Fp(t) — F(t)]
pour la norme du supremum. On pose également p = A/
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Fonction de Green.
Etant donnés un réel A > 0 et une fonction ¢ continue sur [0,1], on note G, la
fonction de Green associée a 1’équation différentielle

A=1)"RE (1) + 4 (6)h(t) = P(1)g(D), (2.55)
sous les conditions limites h*)(0) = h*)(1) = 0 pour m < k < 2m — 1 (g € C[0,1]
est une fonction “source” dont ne dépend pas ). Rappelons les faits suivants.

1. La fonction G(t, 7) est symétrique en ses arguments.

2. Pour tout point 7 € [0, 1], Gi(+, 7) est de classe C*™~2 sur [0, 1], de classe C*™
sur ([0, 7] U[r, 1]), et elle satisfait aux conditions limites de (2.55). De plus,
Gm=10)(. 7) a un saut de discontinuité au point ¢ = 7.

3. La fonction h : t — fol G(t, s)g(s)w(s)ds, est solution de (2.55)).

4. Pour toute fonction h € WJ*[0, 1] et pour tout ¢ € [0, 1], on a la relation

/ G(t, 7)h(T)dF () + )\/ GO (t, )R (1)AF () = h(t),  (2.56)
ce qui revient a dire que G est le noyau autoreproduisant de W3*[0, 1] muni

du produit scalaire (hq, hs) fo hihotp(T)dT 4+ A fol hﬁm) (T)hgm)(T)dT-

Hypothéses de Nychka (1995) dans le cas m = 1.

Nous présentons maintenant les hypotheses sur la fonction de Green permettant
d’établir les deux résultats principaux de Nychka| (1995) utilisés dans cette
démonstration. Nous rappelons que ces hypotheses sont valides dans les cas ou ¥
est strictement positive et de classe C* sur [0, 1] avec m = 1 (Nychka), 1995), et ou
Y =1 (répartition limite uniforme) avec m > 1 (Messer et Goldstein, [1993)).

(A) (condition d’enveloppe exponentielle). Il existe des constantes positives finies
Ay, Ag, K telles que pour tous 0 < t,7 <1,

G, 7)] < (%) exp <—(A1 + Al - 7') |

Si G(Al’o) et Gf\l’l) existent pour 0 < t,7 <1, alors

600 < (5 ) e (~a0+ 4027,

G000 < (5 ) exw (—an+ 02T

Si G(;’O) n’est pas continue pour t = 7, alors

lim G (L0) '(t,7) — lim G(IO)(t T) =

T—t" T—tt
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(B) 3, = 2K(1/Ai + 1/A)(|IF, - Flloo/p) < L.

Remarque 2.9. Dans sa Section 7, Nychka (1995) indique de fagon heuristique
comment étendre ses résultats au cas ot m > 2 avec ¢ € C*™7Y0,1] vérifiant

. . . . k,0
certaines conditions aux bornes. Il précise notamment une hypothése sur Gg\’ ), k=

1,....2m—1 et sur Gf\2m71’1) analogue a I’Hypothese (A), ainsi que la stratégie pour

établir la validité de cette hypothese analogue.

Majoration du biais au carré.
Le biais de fy, qui ne dépend pas pas de la structure aléatoire des données, se traite
comme dans le Théoreme 2.2 de Nychka (1995). Avec les hypotheses (i) et (v) de
notre théoreme, il vient

_Afem )

Fit) —Ef(t) = O + O\ (2.57)

lorsque n, p — oo, uniformément par rapport a t € [A, 1 — AJ.

Majoration de la variance.

Concernant la variance, nous procédons en trois étapes : d’abord, nous décomposons

la variance en une somme de termes notés V, Ny, Ny, et N3; ensuite, nous

déterminons un équivalent asymptotique du terme principal V', sous la forme

d’un polynome du second degré en A; enfin, nous montrons que Ni, Ny, et N3

sont négligeables par rapport a A2 lorsque p — oo uniformément par rapport an > 1.
Soit t € [A,1—A]. On décompose la variance de I'estimateur a I’aide des fonctions

de poids W et de Green G d'une part, et des fonctions de répartition F), et /' d’autre

part :

mmﬁwzfmgwwmwﬁm@ﬂa@®&wﬁ>

_ / /[0 2 OABGAE DR 1) A ® F)(s.7)
+/mmwmﬁwmﬂm&ﬂamrfﬂﬂﬂ—FN&ﬂ
w2 [[ V0.9 = Galt )G DR T AF 8 F)s,7

—i—/ o 1]2{W(t, s) — Ga(t,s) H{W (t, ) — GA(t,7)}R(s,7) A(F @ F)(s,7)

I:V+N1+N2+N3. (258)
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Nous abordons maintenant le calcul de V. En premier lieu, le théoreme de Fubini
permet d’écrire que

V= /O 1 ( /0 1 Ga(t, $)R(s,T) dF(s)) Ga(t, 7)AF (7). (2.59)

Nous présentons ensuite un résultat nécessaire au calcul de 'intégrale intérieure
de . Ce résultat, issu de la démonstration du Lemme 6.1 de [Nychkaj (1995),
fait appel a certaines normes d’interpolation définies ci-apres. Soit (. ),en+ une base
de W20, 1] telle que fol or(t)p, (H)AF(t) = 0, et fol o™ ()™ () dt = 7,64, pour
tout v > 1, avec 73 < 7y < ... (g, désigne le delta de Kronecker). Soit également 6
une fonction de classe C?™ sur [0, 1] telle que |#™)(s) — 6™ ()| < Cls — T|B pour
des constantes 3 €]0,1] et C' > 0, et vérifiant les conditions aux bornes §*)(0) =
6*) (1) = 0 pour m < k < 2m — 1. Nychkal (1995) montre par une adaptation des
résultats de |Cox! (1988) que la série

1012 =3 (1 ++4) / 6(t)pu (DAF(2) (2.60)

v>1

est convergente pour tout reel p<2+5-+3 £ — et qu’elle définit alors une norme. I1
montre aussi que si p > 2 + 5~ alors

‘ d2m

t2m

/ G(s,1)0(s)dF(s) — 0™t )‘ < M ([|0l3 + 10112) A (2.61)

pour tout ¢ € [0, 1] et tout A > 0, ot M est une constante ne dépendant que de m.

Revenons au calcul de fol Gi(t,s)R(s, 7)dF(s) dans (2.59)). En suivant les arguments
de (Nychkal 1995, p.1190) et en utilisant les hypotheses (ii) et (iii), nous pouvons
montrer que

(—1)m1A
»(t)

lorsque A — O uniformément par rapport a 7 € 0,1], at € [A,1—Aletapu€

2+ 55,2+ 55 + 2], Pour mémoire, R, est une fonction qui coincide avec R(-, 7')

sur [A/2,1 — A/ 2] et qui vérifie les conditions aux bornes requises dans
Donnons ici un apercu des arguments menant a - Il s’agit d’abord d écrire
f Gi(t,s)R(s,7) dF(s) comme la somme de fo Ga(t, s)(R(s,7) — R.(s)) dF(s) et

de fo Gi(t,s)R.(s) dF( ). Pour tout ¢t € [A,1 — A], on montre avec la majoration
SUD; ,cpo.1) [R(8, 7) — Ry (s)| < 00 et avec 'hypothese (A) que fo Ga(t, s)(R(s,T) —

R.(s)) dF(s) = o <; exp (—M» = O(X?). On utilise ensuite la propriété

2p

/0 1 Ga(t,s)R(s,7)dF(s) = R(t,7) + ROt 1) +0(||§TII,3 A3) (2.62)
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3. de la fonction de Green (page et la relation avec 'autre intégrale
fol Ga(t, s)R.(s) dF(s) pour établir (2.62).

Puisque le O de est uniforme en 7 € [0, 1], et d’aprés 'hypothese (iii)
(SUpepo,1] ||]3LT||” < 00), I'équation (2.59)) peut maintenant s’écrire

—1)m1)

V= /0 Ga(t, T)R(t, 7)dF (1) + ( o) /0 Ga(t, 7)R®™O (¢, 7)dF (1) + O ()\3) )

En appliquant le méme raisonnement qui a mené a (2.62) aux deux intégrales
précédentes, nous obtenons

V = R(t,t) + 2(=1)" "]AR®™O (¢, 1) + N2 RE™2M) (1, 4) + O (\?) . (2.63)

Finalement, nous passons a la derniere étape qui consiste a montrer que Ny, Ny
et N3 sont négligeables par rapport a A\? dans ’asymptotique. Dans ce but, les deux
résultats suivants seront mis a contribution.

Lemme 2.2. (Nychka, 1995) Soit g : [0,1] — R une fonction absolument conti-
nue. Alors pour tout p > 1,

/0 g(t>d<Fp - F)(t)‘ < ||Fp _ FHOO/‘Q/(t)ldt,

Théoréme 2.10. (Nychka, 1995) Posons p = A\'/?™. Sous les Hypothéses (A)
et (B), nous avons, pour tout p > 1 et pour tous 0 < t, 7 <1,

Wil < qprew (a0,
— Yp
W (t,7) — Ga(t,T)] < —<16p?>pexp (—Allt;ﬂ),
—Yp
K |t — 7]
WOt 7) — Ga(t,7)] < ————ex (—A )
’ ( ) /\( )| = (1 . 5p>p3 p 1 p

Observons d’abord que la covariance R, supposée continue sur le compact [0, 1]2,
est bornée. On peut donc l'ignorer dans la majoration des intégrales Ny, Ny et N3
définies par ([2.58)) puis séparer les intégrales doubles en produit d’intégrales simples.
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D’apres le Lemme [2.2] et le Théoreéme [2.10], il vient

N, <

IA

IA

et aussi

N3 <

<

c (/ |W<t,r>|d<Fp—F><r>)2 <c (/

o[ el o). e
c(OIyW( 5) — GAts\ds)(OlyGA ydT)
(2=

C (/01 (W (t,7) — GA(t, 7| dt)2
c(/ Do (-=) dt>2 0 (%) (2.66)

Il reste a constater que sous les hypotheses (iv) et (v), on a

D2/p” = 0(D,/p) = o(N?)

lorsque p — o0, uniformément par rapport a n > 1. Rassemblant (2.57)), (2.58]),

[2.63), et (2-64)-(2-66), on finit alors la démonstration du Théoreme [2.7, W
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Chapitre 3

Pratique du lissage spline avec des
mesures répétées

Ce chapitre porte sur la régression par splines de lissage dans un contexte de
mesures répétées. L’accent est placé sur la pratique du lissage, et notamment sur
le choix de la métrique et du parametre de lissage utilisés pour la construction de
I'estimateur. L’estimateur spline de lissage des moindres carrés généralisés [MCG],
qui tient compte de la structure de covariance des erreurs du modele, est défini. Son
erreur quadratique MISE est comparée a celle de I'estimateur des moindres carrés
ordinaires [MCO] du Chapitre 1 sur quelques exemples de fonction de régression
et de structure de bruit. Les principales méthodes de construction d’estimateurs
splines de lissage en présence de données corrélées sont présentées, et deux méthodes
spécifiques aux mesures répétées sont comparées lors de simulations.

L’estimateur spline de lissage MCG est un estimateur qui semble particuliere-
ment adapté au traitement semi/non paramétrique de données longitudinales ou
clusterisées. Il est largement utilisé dans la pratique, d’autant plus que son lien avec
les modeles linéaires mixtes (Brumback et Rice, 1998; |Verbyla et al., [1999)) rend
son implémentation facile. Ses propriétés théoriques ont fait I’'objet de plusieurs tra-
vaux. Dans un modele de régression longitudinale a points d’observation aléatoires,
Welsh et al.| (2002)) ont montré que cet estimateur n’est pas local au sens ou lorsque
le nombre d’observations tend vers l'infini, I'estimation en un point x assigne un
poids non négligeable aux observations distantes de x. Dans le méme modele, Lin
et al| (2004) ont déterminé le biais et la variance asymptotiques ponctuels de cet
estimateur a I’aide de la théorie des noyaux équivalents.

Dans le cas d’'un échantillon corrélé et fini, |Opsomer et al| (2001) ont observé
que les méthodes usuelles de sélection du parametre de lissage de ’estimateur spline
MCO (voir Wahba {1990, pour un exposé) réalisent de mauvaises performances
car, développées sous I'hypothese d’erreurs de mesure i.i.d., elles attribuent toute
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la régularité des données a la fonction de régression et aucune a la corrélation des
erreurs. L’adaptation de ces méthodes au cadre d’erreurs corrélées et I'estimation
sous-jacente de la structure de covariance des erreurs ont été envisagées par de nom-
breux auteurs, dont |Diggle et Hutchinson| (1989)), |[Kohn et al. (1992), Wang| (1998)),
Zhang et al.|(1998), et Lin et Zhang| (1999). Souvent, cette adaptation nécessite le
passage de la métrique MCO a la métrique MCG dans le critere de construction de
I’estimateur, ce qui légitime 1'usage de 'estimateur MCG. Cependant la littérature
ne comporte pas, a notre connaissance, de comparaison rigoureuse des performances
théoriques et/ou pratiques des deux estimateurs splines MCO et MCG construits
avec le méme parametre du lissage.

Le présent chapitre offre une telle comparaison pour quelques exemples de
fonctions de régression et de structures de bruit caractéristiques. Il apparaitra
dans ces exemples que les estimateurs splines MCO et MCG ont des performances
similaires, et que la tache véritablement décisive de l’estimation est le choix du
parametre de lissage. Un autre élément novateur de ce chapitre est la présentation
d’une méthode originale de sélection du parametre de lissage basée sur le calcul de
la variance intégrée d'un estimateur spline cubique fait au Chapitre 1 et visant a
rendre minimale l'erreur d’estimation MISE. Cette méthode est ensuite comparée
par simulation a la validation croisée généralisée de Rice et Silverman| (1991)), dont
Iefficacité pratique n’a pas été étudiée dans la littérature.

Le reste du chapitre est organisé de la maniere suivante. L’estimateur spline de
lissage MCG est présenté dans un modele de mesures répétées équilibrées en Section
3.1} Son erreur quadratique moyenne aux points d’observation est étudiée en Section
a I’aide d’une extension des méthodes du Chapitre 1, et ses performances sur
un échantillon fini sont comparées a celles de 'estimateur spline de lissage MCO
dans une simulation qui figure en Section [3.1.2]

En Section plusieurs méthodes de sélection du parametre de lissage et/ou
d’estimation de la structure de covariance des erreurs sont exposées. La Section [3.2.]]
présente I'extension par Wang (1998)) et Diggle et Hutchinson| (1989) des méthodes
usuelles du cadre d’erreurs i.i.d. au cadre corrélé. Ces extensions du maximum de
vraisemblance généralisée [GML], de l'estimation sans biais du risque [UBR], et de
la validation croisée généralisée [GCV] ont en commun le fait qu’elles adoptent une
modélisation paramétrique de la covariance et qu’elles estiment simultanément les
parametres de lissage et de covariance. La méthode présentée en Section [3.2.2] est
la validation croisée généralisée “GCV leave one curve out” de [Rice et Silverman
(1991). La méthode de la Section vise & minimiser lerreur quadratique MISE
de l'estimateur spline cubique de lissage grace au calcul explicite de sa variance
intégrée effectué dans la Section du Chapitre 1. Les deux dernieres méthodes,
qui sont propres au cadre de mesures répétées et qui n’'utilisent pas de modélisation
paramétrique de la covariance, sont comparées en Section lors d’une simulation.



3.1 Estimateur spline de lissage des moindres carrés généralisés 103

3.1 Estimateur spline de lissage des moindres
carrés généralisés
Nous considérons a nouveau le modele de mesures répétées du Chapitre 1
yij = f(tj)) +ey, 1<i<n, 1<j<p,

ou y;; est la j-eme mesure effectuée sur la ¢-eme unité statistique au point d’ob-
servation ¢; (avec 0 < ¢ < ... < t, < 1), f est la fonction de régression, et e;;
est une erreur aléatoire de mesure. On suppose que f est dans I'espace de Sobolev
W0, 1] et que les vecteurs d’erreurs (g1, . ..,&i) ,1 < i < n, sont indépendants,
de moyenne nulle, et ont une matrice de covariance commune V de taille p x p.

Nous allons maintenant voir comment généraliser le critere de construction
de l'estimateur spline de lissage usuel, de maniere a tenir explicitement compte de la
structure de covariance des données. En termes mathématiques, cette généralisation
est faite par l'introduction de poids dans la somme des carrés des résidus de 'ajus-
tement, ce qui revient a spécifier une matrice de “métrique” M de taille p x p. Pour
un réel A > 0 donné, nous considérons alors le probleme général suivant :

min  — 3 (g -y M(g—y,) + A / (1)’ dt, (3.1)

gEWS0.1] np =

avec les notations g = (g(t1),...,9(tp)) et yi = (Yi1, ..., yip) pour 1 < i < n.

Il est immédiat, vu les propriétés de minimisation des splines naturelles (voir le
Chapitre 1), que les solutions de , si elles existent, sont des splines naturelles
de degré 2m — 1 ayant leurs noeuds aux points 1, ...,¢,. On montre alors comme
au Chapitre 1 (page , que le probleme variationnel précédent se ramene a la
minimisation du critere

1 B _
];(g—y)’M(g—y)Jr rgTg,

oy =n"'>"  y; et I est la matrice d’énergie liée a la pénalité intégrale de (3.1
(voir le Théoréme ?7?). Comme dans la Proposition [1.1 on en déduit qu’il existe

une unique solution au probléme initial, notée fym, et que cette spline de lissage
est entierement caractérisée par le vecteur de ses valeurs en ses noeuds

/f\)\7M = (f)\7M(t1), Ce 7];:\,M(tp)>/ = (M + )\pI‘)fl My (32)

Notons que l'inversibilité de M + ApI' est garantie par la définie positivité de la
métrique M et par la semi-définie positivité de I' (voir le Théoréme ?7).
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Nous abordons succintement le probleme de la spécification de la matrice M.
Observons d’abord que dans le cas ou M est la matrice identité, nous retrouvons
I'estimateur spline de lissage MCO du Chapitre 1. D’autre part, si les erreurs e;;
sont gaussiennes, alors le choix de la métrique M = V1 (estimateur MCG) pour
la construction de ]?,\,M correspond a une méthode de maximum de vraisemblance
pénalisée. Notons par ailleurs que le choiz M = VL ne fournit pas en général
Uestimateur fym de variance minimale, ni pour A > 0 quelconque, ni pour A suf-
fisamment petit, contrairement au raisonnement heuristique de |Welsh et al.| (2002).
Ce fait est propre aux splines de lissage. Par contraste, dans le cas d’estimateurs
de projection satisfaisant a des contraintes linéaires sur le biais, on peut montrer
que la variance de l'estimateur est rendue minimale par le choix de la métrique
de projection M = V! (voir le Chapitre 7 de |Cornillon et Matzner-Lgber| (2007)
pour le modele linéaire, et |Jallet| (2007)) pour un résultat nouveau sur les splines de
régression). Revenant aux splines de lissage, une illustration du fait que le lissage
MCG n’améliore pas le lissage MCO en termes d’erreur quadratique MISE sera
fournie par I'étude de la Section [3.1.2]

3.1.1 Erreur quadratique moyenne de ’estimateur

Dans cette section, nous majorons l'erreur quadratique moyenne discrétisée
(MASE) de lestimateur fym de f. Ce résultat généralise le Théoreme n du
Chapitre 1 relatif a l'estimateur spline de lissage MCO. Les mémes généralisations
peuvent étre obtenues pour l'erreur quadratique moyenne intégrée MISE et pour
un dispositif déséquilibré par des calculs tres semblables a ceux du Chapitre 1.

Nous commencgons par rappeler certaines notations utiles et en introduire de
nouvelles. On note Sy p := (M + ApI')~*M la matrice de lissage associée a I'estima-
teur fym. Cette matrice n’est en général pas symétrique, mais en tant que produit
des matrices définies positives (M + )pr‘)_l et M, elle a des valeurs propres réelles
strictement positives. Par ailleurs, on montre sans difficulté que ||Sym| = 1 (voir
I'équation (1.15) du Chapitre 1).

On désigne par h; = tj1; —t;, 0 < j < p, les écarts inter-observations (avec
to =0 et t,p 1 = 1), et par Ay = Maxo<j<p hj €t Ay = ming<j<,—1 h; les écarts
maximaux et minimaux du dispositif expérimental.

Concernant les normes vectorielles et matricielles, nous écrivons [|x||* = x'x et
[x[I3x = x'Mx pour tout vecteur x € R?, et [M]|| = supj; [[x[ls; nous notons

aussi |g}fn la semi-norme fol (g™ (t))2 dt de toute fonction g € W3[0, 1].
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Nous décomposons d’abord la MASE en biais au carré plus variance :

2

1 L -~ 2 1 R 2 1 R .
Y E(f) - ) = < - B+~ E B —Ef
P p D

1 9 1
—|(I—-S f —tr (S VS .
. I(T—Sxm) £]" + o r (S\mVSim)

Pour majorer le biais au carré, nous avons besoin de l'inégalité classique de
normes HxH2 < ||1\/I_1|| . HX“;I valable pour tout x € RP, ainsi que du résultat sui-
vant, qui est une adaptation facile du Lemme 4.3 de |Craven et Wahba (1979).

Lemme 3.1. Pour toute fonction g € W3[0, 1],

1
1= Sl < Al

Concernant le terme de variance, nous utilisons une généralisation de la Propo-
sition obtenue par ’étude de I’équation propre généralisée I'u = A\Mu.

Proposition 3.1. Il existe une constante C' = C (m, hunaw/hmin) telle que pour tout
réel X €]0, |M||], la matrice de lissage Sxm vérifie

/ M 1/2m
tI‘( /\,MS/\,M) S C (w) .

Démonstration.

Pour toute matrice A diagonalisable, nous désignons par A;(A) > Ay(A) > ...
ses valeurs propres ordonnées.

Par un calcul d’algebre matricielle standard, on montre que les valeurs propres
de Sy m sont exactement les racines carrées de celles de S 3;Sxm. Ainsi,

p
tr (S/)HMS)\,M) = Z )\? (S)\7M) .
j=1

D’autre part nous avons, pour tout 1 < 5 < p,
_ -1
A(Saan) =4 (T+ M) ™) = (14 4p dpr ,(M'T))

Appliquons ensuite le Corollaire [2[ de I’Annexe C (équations propres généralisées)
aux matrices A =T et B = M. Il vient \,,;_;(M~'T) > \,_;(T')/[|M||, puis on en
déduit que

(T -1
0 < A(Sam) < (1 + \p APTTJ‘T)) <1
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et que

P -2
A (T
rSipmSam < Y (1 +\p i )> .
, ™
On termine alors la démonstration comme dans les Propositions [I.2] et [1.3] B

En combinant les résultats précédents et en suivant a la lettre la démonstration
du Théoreme [I.2] nous obtenons la généralisation suivante dudit théoreme.

Théoréme 3.1. Pour tout réel A €]0,||M||], la MASE de ’estimateur fAM vérifie

lg £~ Fuar ‘2 <A+ V) (3.3a)
p np
et )
1/2m
g ‘f —fm ’2 < A[MH| - ’f’fn + Civi (—HMH> , (3.3b)
P np A

ot C' est la constante de la Proposition [3.1]

Remarque 3.1. Si on fize |[M|| = Apar dans (3.3b), la borne supérieure de la
MASE diminue avec |M™Y| = A} de sorte que ce majorant est rendu minimal

POUT Apmin = Amaz, i-€. pour le choiz M o< T (et non pas M = V1),

3.1.2 Comparaison des lissages splines MCO et MCG

Afin de savoir si I'estimateur spline MCG apporte une amélioration significative
par rapport a l'estimateur MCO sur un échantillon fini, le logiciel R a été utilisé
pour calculer 'erreur quadratique MISE de ces deux estimateurs dans le modele
avec différentes fonctions de régression et différents types d’erreurs, tout en
faisant varier les dimensions n et p du jeu de données.

Pour la simplicité des calculs, les points d’observation ont été pris équidistants
(t; =(2j—1)/2p, 1 < j < p) et on a utilisé¢ des estimateurs splines cubiques (m = 2
dans (3.1])). Deux fonctions de régression ont été envisagées :

f(t) = 2t* — 0.5t + 1 + sin(5t), t € [0,1], (3.4)

et
() = exp(1 — 2t) cos(30t) + 21In(1 + t), t €10,1], (3.5)
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ainsi que deux types d’erreurs :

(61j, “e 75nj) l.’z\.’d. O'W(tj), 1 S j S D, (36)
ou W est un processus de Wiener standard (EW (t) = 0 et EW (s)W(t) = min(s, t)),
avec 0 = (.75, et
(glja-”agnj) Z.}\.Jd. O'&fj, 1 S] Sp, (37)
ou (g;)jen+ est un processus AR(1) stationnaire gaussien de variance unité et de
parametre p = 0.3 ou p = 0.9, avec 0 = 0.75.

La fonction définie par est la somme d'une composante polynomiale de
degré 2 et d'une composante sinusoidale de fréquence relativement rapide. La
fonction définie par (3.5)) représente une oscillation amortie a laquelle s’ajoute une
composante logarithmique de faible amplitude. Les deux modeles de bruit illustrent
pour I'un le processus aléatoire continu, et pour I'autre le processus AR(1) classique
exhibant une corrélation a décroissance rapide. Pour ces deux modeles, 'intensité
o = 0.75 du bruit représente respectivement 25% de ’étendue des variations de la
fonction définie par (3.4) et 16% des variations de la fonction définie par , ce
qui représente un rapport signal/bruit modéré pour les deux fonctions (cf. Hart et
Wehrly|, 1986).

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressé aux variations des compo-
santes de la MISE (biais au carré et variance intégrés) lorsque le parametre de
lissage A varie dans l'intervalle [107?,107!], en examinant en méme temps U'effet de
la discrétisation (nombre p de points d’observation) et de I’échantillonnage (nombre
n d’unités statistiques).

La Figure [3.1] présente ces variations dans le cas ou la fonction de régression f
est et ou les erreurs sont modélisées a 1'aide du processus de Wiener . I
apparait de maniere prévisible que la variance et le biais au carré sont respectivement
des fonctions décroissante et croissante de A pour les deux estimateurs. La valeur de
n n’affecte pas le biais au carré mais elle modifie la variance en termes d’échelle. Elle
joue donc sur I'équilibre entre biais et variance qui détermine la MISE optimale. La
valeur de p influence peu la forme des courbes de biais de chaque estimateur, mais
elle modifie en revanche les positions relatives de ces courbes sur certaines plages
de valeurs de A\ qui sont cependant éloignées de la région ou la MISE est optimale.
D’autre part, la MISE exhibe tres peu de variations pour A < 107% et & partir de
cette valeur elle croit tres rapidement pour les deux estimateurs.

Un fait important est que dans la région [107?,107%] ott la MISE prend sa valeur
minimale, ’écart entre la MISE de I'estimateur MCO et celle de I'estimateur MCG
ne semble pas significatif. Ce fait se retrouve dans I'examen de la Figure dans
laquelle f est définie par et les erreurs proviennent du bruit AR(1) avec
deux niveaux de corrélation : p = 0.3 et p = 0.9. En effet, les deux courbes MISE
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des estimateurs MCO et MCG sont tres proches dans la région critique ou la MISE
prend sa valeur minimale.

On observe par ailleurs un minimum de la MISE plus marqué dans le cas du
processus de bruit discret AR(1) que dans le cas du processus de Wiener. Cela est
di a la nature de ces deux bruits. Pour le processus de Wiener, quand A devient
petit, alors la variance intégrée des deux estimateurs s’approche de 0.28 dans le cas
n = 1 et de 0.028 dans le cas n = 10. Ces valeurs sont a rapprocher de la variance
intégrée sur [0,1] du processus de moyenne empirique des erreurs € ~ oW /\/n, égale
a (0%/n) fol tdt = (0.75%/n) - 0.5 = 0.28125/n. On trouve ainsi une illustration du
Théoreme du Chapitre 2 selon lequel lorsque p — oo, la variance de I'estima-
teur est équivalente a celle du processus de moyenne empirique uniformément en n.
D’autre part, le lissage a peu d’influence sur la corrélation persistante du processus
de Wiener (la corrélation reste forte entre des observations distantes), alors que dans
le cas du processus AR(1), la corrélation s’atténue tres rapidement pour des erreurs
distantes et pour p grand, ce qui permet de réduire significativement la variance
de l'estimateur par un lissage important. Pour cette raison, la courbe de variance
des estimateurs décroit relativement vite dans la Figure [3.2] pour p = 0.3, de facon
modérée pour p = 0.9, et de facon lente dans la Figure (sauf pour I'estimateur
MCG qui atténue 'effet de la corrélation du processus d’erreur).

Enfin, en comparant les six figures du haut de la Figure (corrélation modérée,
p = 0.3) et les six figures du bas (corrélation tres forte, p = 9), on voit qu’en termes
d’erreur d’estimation, la différence entre les estimateurs MCO et MCG est d’autant
plus forte que la structure de corrélation est marquée. Dans le cas limite ou les
erreurs ne sont pas corrélées (bruit blanc), ces estimateurs sont d’ailleurs confondus.
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F1Gc. 3.1 — Biais au carré, variance, et MISE des estimateurs splines cubiques MCO et
MCG en fonction du parametre de lissage. La fonction de régression est f(t) = 2t2 — 0.5t +
1 + sin(b7t) et le bruit est issu du processus de Wiener oW. Sur chaque graphe, la ligne
pleine représente l'estimateur MCO et les tirets représentent 1’estimateur MCG.
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F1a. 3.2 — Biais au carré, variance, et MISE des estimateurs splines cubiques MCO et
MCG en fonction du parametre de lissage. La fonction de régression est f(t) = 2t — 0.5t +
1 + sin(57t) et le bruit est issu du processus AR(1) avec p = 0.3 pour les six figures
du haut et p = 0.9 pour les six figures du bas. Sur chaque graphe, la ligne pleine représente
I'estimateur MCO et les tirets représentent l’estimateur MCG.
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Au terme de I'examen des Figures et il apparait assez nettement que la
méthode de lissage MCG n’apporte pas d’amélioration significative par rapport a la
méthode usuelle (MCO) au niveau de la MISE, au moins sur les exemples traités.
Afin d’étayer cette affirmation, nous présentons deux tableaux qui comparent les
performances optimales de chaque méthode dans plusieurs contextes.

Le Tableau présente les valeurs du parametre de lissage optimal et de la
MISE correspondante pour les deux estimateurs splines MCO et MCG en fonction
de n et de p. La fonction f considérée est définie par et les erreurs sont issues
d’un processus de Wiener comme en . De par la nature de processus aléatoire
a covariance continue des erreurs, la MISE des estimateurs ne diminue pour ainsi
dire pas quand p augmente pour un n fixé, et elle diminue proportionnellement a n
pour un p fixé. Ces faits sont dis a ce que pour p grand, la variance de I’estimateur
est équivalente a celle du processus de bruit divisée par n (voir le Théoréme et
aussi Hart et Wehrly (1986)).

. MCO MCG
p Aopt MISEoy  Agw  MISE,,,
10 0 0.2895 0 0.2895

20 | 5.59e-07 0.277531 2.05e-05 0.278109
100 | 5.65e-07 0.275671 4.47e-06 0.276513

L 200 | 5.65e-07 0.275620 2.24e-06 0.276440
400 | 5.65e-07 0.275608 1.12¢-06 0.276414
800 | 5.65e-07 0.275605 5.60e-07 0.276403
10 0 0.036523 0 0.036523
20 ] 9.92e-08 0.028035 2.63e-06 0.028086
10 100 | 1.34e-07 0.027733 8.99e-07 0.027915

200 | 1.34e-07 0.027726 4.46e-07 0.027907
400 | 1.34e-07 0.027725 2.23e-07 0.027904
800 | 1.34e-07 0.027724 1.11e-07 0.027903

TAB. 3.1 — Parametre de lissage optimal et MISE optimale des estimateurs splines cu-
biques MCO et MCG avec la fonction de régression f(t) = 2t — 0.5t + 1 + sin(57t) et le
bruit processus de Wiener.

Pour un n fixé, quand p varie, le parametre de lissage optimal reste a peu pres
constant pour I'estimateur MCO alors qu’il est beaucoup plus variable pour l'esti-
mateur MCG. Pour la (faible) valeur p = 10 du nombre de points d’observation, le
biais au carré des estimateurs domine leur variance, ce qui contraint a ’interpolation
pour obtenir la MISE optimale. Enfin, il apparait nettement que les deux estima-
teurs ont des performances optimales comparables pour toutes les valeurs de n et p,
avec un tres léger avantage pour 'estimateur MCO.
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Dans le Tableau [3.2] 1’étude précédente est renouvelée avec la fonction de
régression f de et le bruit AR(1) de (3.7). Les valeurs de la MISE sont af-
fichées avec une précision de 10~* afin de permettre une visualisation claire de ses
variations, qui sont beaucoup plus marquées ici que dans le cas du bruit processus

(B0).

Concernant les performances respectives des estimateurs MCO et MCG, on
constate comme auparavant des valeurs tres comparables de chaque erreur MISE
optimale, avec un tres léger avantage pour I'estimateur MCO qui n’excede pas 5%.

MCO MCG

S Aot MISE,;  Agw  MISE,,
10 0 1.1653 0 1.1653

20 | 3.83¢-07 04506 8.67¢-07  0.4549

L[ 100 | 2.23¢07 01493 233¢-07  0.1510
200 | 1.55¢-07 0.0844 1.52¢-07  0.0848

400 | 1.06e-07  0.0470  1.02-07  0.0469

03 800 | 7.20e-08  0.0259  6.90e-08  0.0259
' 10 0 0.6667 0 0.6667
20 | 7.80e-08 0.0600 1.50e-07  0.0608

Lo | 100 | 5.62¢-08  0.01995  6.19e-08  0.0202
200 | 4.10e-08  0.0115 4.14e-08  0.0115

400 | 2.83¢-08  0.0064 2.78¢-08  0.0064

800 | 1.91e-08  0.0039  1.86e-08  0.0036

10 0 11734 0 11734

20 |8.68¢-08 0.5657 1.34¢-06  0.5665

L[ 100 | 1.92e-07  0.4785  231e-07  0.4820
200 | 2.65¢-07 0.3932  9.72¢-08  0.4000

400 | 2.85¢-07  0.2804 4.67¢-08  0.2870

0 800 | 2.38¢-07 0.1762  2.65¢-08  0.1787
' 10 0 0.6675 0 0.6675
20 | 1.28¢-08 0.0656 1.11e-07  0.0656

Lo | 100 | 3.28¢:08  0.0509  4.33-08  0.0523
200 | 4.93¢-08  0.0444 1.98¢-08  0.0466

400 | 6.02e-08  0.0343  1.09¢-08  0.0361

800 | 5.73¢-08  0.0229  6.96e-09 0.0234

TAB. 3.2 — Parametre de lissage optimal et MISE optimale des estimateurs splines cu-
biques MCO et MCG avec la fonction de régression f(t) = exp(1—2t) cos(30t) +21In(1+¢)

et le bruit AR(1).
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Un autre fait intéressant est la vitesse de décroissance de la MISE. Pour p = 3
et pour chaque valeur de n, on peut observer dans le tableau que la MISE optimale
des estimateurs décroit proportionnellement & p~%5, & savoir la vitesse optimale
de convergence dans la régression non paramétrique d'une fonction de classe C?
avec des erreurs indépendantes (Stone, 1982). Il est normal que cette vitesse soit
observée car l'estimation est effectuée par des splines cubiques, ce qui revient a
supposer que f est de classe C?, méme si cette fonction est en réalité de classe C°.
Par ailleurs, 'observation d'une telle convergence est en accord avec la Proposition
et avec les simulations de Wang| (1998) qui montrent qu’en présence d'un bruit
AR(1), la vitesse optimale du cas i.i.d. est préservée. Dans le cas p = 0.9 ou la
corrélation est tres forte, le méme ordre de décroissance devrait survenir pour de
tres grandes valeurs de p (supérieures a celles qui figurent dans le tableau).

En conclusion, I’étude effectuée dans cette section, qui couvre plusieurs types de
fonction de régression, de bruit, et plusieurs tailles de dispositif expérimental, tend
a montrer que 'estimateur spline MCG ne donne pas de meilleures performances
que l'estimateur MCO en termes d’erreur quadratique MISE. Autrement dit, 'in-
corporation de la structure de covariance des données dans la métrique du lissage
spline n’améliore pas I’estimation et ce d’autant plus qu’en pratique, la vraie matrice
de covariance V utilisée dans ces exemples est rarement connue et doit donc étre
estimée, ce qui risque d’augmenter encore la MISE. Le méme constat a été fait par
Jallet| (2007) concernant les splines de régression. D’autre part les méthodes usuelles
de sélection du parametre de lissage développées dans le cadre d’erreurs i.i.d. sont
peu efficaces en présence de données corrélées (voir entre autres Altman, [1990; [Rice
et Silverman) 1991; |Wang;, |1998; (Opsomer et al., 2001). Nous sommes donc amenés
a penser que la tache essentielle dans la construction d'un estimateur consiste a
prendre en compte la structure de covariance des données de maniere adéquate a
travers le choix du parametre de lissage.

3.2 Sélection du parametre de lissage

3.2.1 Extension des méthodes usuelles

Wang (1998) a étendu trois méthodes usuelles de sélection du parametre de
lissage d'un estimateur spline en passant du cas d’observations indépendantes au
cas d’observations corrélées.

Ces extensions sont réalisées dans le modele (1.4)) avec n = 1 (observations non
répliquées), et sous I'hypothese que la matrice de covariance V s’écrit sous la forme
o?W~1 ol W est une matrice explicite dépendant d’un vecteur 7 de parametres
inconnus. La fonction de régression f est estimée par la spline de lissage f » solution
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de (3.1]) avec la métrique M = W. Ainsi, j/“:\, est 'unique solution de

1 , ! 2
min —-(g—y)W(g-— + /\/ m)(#))” de,
,cinin | p(g y)W(g-y) O (g™ (¢))

ouy = (ylla S ay1p>/ et g = (g(tl)v T 7g(tp))l'

Le formalisme des espaces de Hilbert a noyau autoreproduisant est bien adapté
pour expliciter Pestimateur fy . Soit ¢, (¢t) = ¢"~1/(v — 1)! pour v = 1,..., m. Soit
Ry(s,t) = fol(s —u)?(t —w) P du/((m — 1)!)2, avec la notation (¢), = max(t, 0).
Soient les matrices T = (¢, (t;))1<j<p.1<v<m de taille p x m et X = (Ry(t;,t;))1<ij<p

=J =Pt =V >

de taille p x p. D’apres |Craven et Wahba/ (1979), f;MT s’écrit sous la forme

f)\‘r Zdy¢y + ZC]Rl t t (38)

ouc=(c,...,c) et d=(d,...,dy) sont les solutions du systeme linéaire
TWT T'W d\ (T'Wy
SWT XW +M\pl) \Xc) \XWy )/~

Par ailleurs, en notant
R
T=(Q: Q) (0)

la décomposition QR de la matrice T (la matrice (Q; Qs) est orthogonale avec Q;
de taille px (p—m) et Qo de taille pxm, et R est triangulaire supérieure), la matrice

de lissage de f) ., définie formellement par Sy, = (W + A\pI')'W, s’explicite en

Sy =T— W 'Q (Q(T+ MW Q) Qb (3.9)

Le parametre de lissage A et le vecteur 7 de parametres de corrélation sont alors
estimés simultanément a P'aide de 'une trois méthodes suivantes.

La méthode du maximum de vraisemblance généralisée (en anglais : Generalized
Maximum Likelihood, abrégé en GML) est développée dans un cadre bayésien qui,
en plus de I'estimation ponctuelle, permet de construire des intervalles de confiance.
La distribution a priori suivante est spécifiée pour f :

Zem t)+b2U(t),  telo1],

ou 0 = (0,...,0,) suit une loi normale N(0,al), avec a et b deux constantes
positives, et {U(t);¢ € [0,1]} est un processus gaussien centré, indépendant de 0,
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et de covariance EU(s)U(t) = Ri(s,t). Les données du modele (1.4)) s’écrivent alors
y; = F(t;) +¢;,1<j<p,avec e = (e1,...,5,) ~ N(0,0°W™!) indépendant de F.
Avec les mémes arguments que Wahbal (1990)), en posant A = o2 /pb, on a

lim E(F()]y) = far(t), et lim Cov(Fly) = 0Sy, W™,

avec F = (F(t1),...,F(t,))". Dans les formules précédentes, la distribution a priori
de la partie paramétrique de F' (polynémes de degré inférieur a m) est rendue
“impropre” par le fait que a — oo.

Les estimateurs A et T qui maximisent la vraisemblance a posteriori de A, T, et
b sachant QJy sont obtenus par la minimisation du score

yIW(I - SA,T)y

M\ T)= — (3.10)
[det™ (W(I —S,,))] "™
ol det™ est le produit des valeurs propres non nulles d’une matrice.
La variance o2 du bruit peut étre estimée par
N yYW(I-S5.)y
5% = 0~ 55) . (3.11)

p—m

Remarque 3.2. Zhang et al.| (1998) et |Lin et Zhang (1999) ont observé, dans le
cadre de modeles semi-paramétriques, que la méthode d’estimation des parametres
de lissage de ’estimateur et des parametres de corrélation du bruit par maximum de
vraisemblance restreinte (REML) se rameéne a la méthode GML dans le cas particu-

lier du modele de \Wang (1998).

La méthode d’estimation sans biais du risque (en anglais : Unbiased Risk Esti-
mation, abrégé en UBR) consiste a minimiser le score

L, k o’ k-1 207 k-1
Ui\ 7)==y I —=S)- )W (I-8S\,)y — —tr W' + —tr (W SA,T)
p p p

pour £ = 0,1, ou 2. Comme son nom l'indique, le score U, est un estimateur sans

o~ A~

biais de I'erreur quadratique moyenne pondérée E |p~(fy » — £)WFE(f, . — f )] , avec

fir = (Hr(t),. . Hhr(t) = Sazy et £ = (f(t1),..., f(ty)). Le calcul de Uy
nécessite la connaissance de o2 ou son estimation, & l'aide par exemple de .
Par ailleurs, les simulations de |Wang] (1998) indiquent que le score Uy fournissant
la meilleure estimation de f est Us,.
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La méthode de validation croisée généralisée (en anglais Generalized Cross-
Validation, abrégé en GCV) est bien connue pour ses propriétés d’optimalité dans
le cas de données i.i.d. (Wahba) 1990). Dans le cas i.i.d., la construction d’inter-
valles de confiance bayésiens basés sur I'estimateur spline de la méthode GCV a été
discutée par Wahba| (1983) et Nychka (1988, 1990). Par ailleurs, les simulations de
Wahba| (1985)) comparant les méthodes GCV et GML indiquent une supériorité de
la méthode GCV pour un échantillon de taille modérée ou grande.

L’extension au cadre corrélé de la méthode GCV proposée par [Wang (1998])
consiste a prendre pour estimateurs de A et 7 les valeurs et 7 qui minimisent la

fonction )
T |WRE((T -8, 1)y ||

Vk()H T) - [Tl_l tr (Wk_l(I — SA,T))]Z

pour k = 0,1, ou 2. Les simulations de |Wang (1998)) incitent a utiliser le score V5
plutot que les deux autres.

(3.12)

Diggle et Hutchinson| (1989)) ont proposé deux autres adaptations de la méthode
GCV dans un cas particulier du cadre de Wang| (1998) (pour des erreurs issues d'un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck de covariance R(x,y) = o2 exp(—p|lz — y|), avec
o2 et p inconnus). La plus efficace de leur deux méthodes est celle qui consiste &

minimiser le score
LA p)=pn |y (I—-Sx-)W(I—-S,,-)y| —In|W|+ (lnp)trS, - . (3.13)

Pour les petits échantillons (p = 50), cette méthode donne de moins bonnes
performances que les trois autres proposées par Wang| (1998)), avec notamment une
tendance a l'interpolation des données. Cependant, elle est compétitive par rapport
aux autres pour les échantillons plus larges (p > 100).

3.2.2 La méthode GCV de Rice et Silverman (1991)

Dans un contexte d’analyse en composantes principales fonctionnelles, [Rice et
Silverman| (1991) utilisent une méthode de validation croisée généralisée pour la
sélection du parametre de lissage d'un estimateur spline de f. Ils travaillent dans
le cadre du modele avec n > 1, en supposant que les erreurs ¢;;,1 < ¢ < n,
1 < j < p, proviennent d'un processus aléatoire {e(z);z € [0,1]} de moyenne nulle
et de covariance continue. Ils considerent un estimateur spline de lissage ﬁ\ solution
de avec M =1 et m = 2, et construisent une fonction de score

S =233 (R - w)’ (3.14)

i=1 j=1
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ou fA/\_’ est 'estimateur spline de lissage solution de

. 1 & —1 i ! " 2
QE%I;M”;Z (g(tj) —(n-1"" > ykj> + A/0 (9" (x))" du.

j=1 1<k#i<n

Cette fonction de score représente le pouvoir prédictif d'un estimateur spline usuel
basé sur (n— 1) courbes. Définissant la quantité M, (A) comme la somme des erreurs
quadratiques ]EZ?:l(fA,\(tj) — f(t;))* de Destimateur A (basé sur n courbes), [Rice
et Silverman| (1991) montrent ensuite que

nTES(\) = tr (V) + M,_1(\). (3.15)

Ainsi, la valeur de A qui minimise n 'ES()) est aussi celle qui minimise M,,_1()),
et ce quelle que soit la fonction de covariance R(s,t) = Ee(s)e(t). Pourvu que n
ne soit pas trop petit, la minimisation du score S(\) (en anglais : “GCV leave one
curve out”) devrait donc fournir une bonne valeur de A, du point de vue de U'erreur
quadratique moyenne discrétisée (MASE, dans notre terminologie).

Il existe deux différences majeures entre la méthode de Rice et Silverman| (1991))
et les méthodes de Wang| (1998) et Diggle et Hutchinson| (1989)). D’une part, la
premiere méthode n’est valide que dans le contexte de mesures répétées (n > 1),
tandis que les secondes s’accommodent de 1’observation d’une seule unité statistique.
D’autre part, la premiere méthode fait ’économie de 1’estimation de la structure de
covariance V des données, alors que dans les deux autres I'estimation paramétrique
de cette matrice apparait comme intéressante en elle-méme.

3.2.3 Une nouvelle méthode pour les splines cubiques

Dans le cas ou l'estimation de la régression f du modele est réalisée par
une spline cubique de lissage de parametre A variant dans [0, 1], il est possible de
construire une fonction de score basée sur les données dont le minimum survient
a peu pres au méme point A qui réalise le minimum de la MISE de I'estimateur.
La construction d’un tel score découle en fait du Théoreme (voir page
qui permet de calculer la norme L, d’une spline cubique naturelle a ’aide de ses
valeurs en ses noeuds. Le détail de cette construction et la méthode de sélection
du parametre A qui en résulte, intitulée temporairement ici SPCS , sont présentées
ci-apres.

Pour tout A € [0, 1], notons f)\ la spline cubique de lissage solution de ({3.1)) pour
M =1 (fy est un estimateur spline MCO pour A > 0, et fj est la spline cubique
naturelle d’interpolation associée a7y, . . . ,yp). En utilisant la décomposition en biais
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au carré plus variance de la MISE de f; et le Corollaire (voir page , nous
avons

MISE(\) = (f_]Eﬁ’2+E)ﬁ—Eﬁ]Z
_ ‘f EfA’ —tr(SAtIJSAV) (3.16)

(on rappelle que | - |g et (-, ) désignent la norme et le produit scalaire de Ls[0, 1]).

Pour définir une fonction de score S*(\) dont l’argument minimum est a peu
pres celui de la MISE, nous remplacons dans ) les quantités inconnues f et
V par fo et par la matrice V = (n — 1)~ DD (yz y) (y; —¥)', respectivement.
Remarquons qu’il est possible et parfois avantageux d’utiliser une autre estimation
de V que la covariance empirique, notamment si n est petit ou si V a une forme
paramétrique. En faisant appel au Corollaire [I.1], il vient

efi— B, = [ (B - B, +[p- A -E (- R)
:)IE]?O— ‘f Efx‘ +2<Ef0_f7f IEf,\> ltl"((I—SA)‘I’(I—S,\)V)

= MISE()) — %tr (S, @V) — %tr (®S,\V) — 2 <f —Efo, f — Eﬁ>0 + cste,

ol le terme cste désigne une quantité indépendante de A. Ceci nous amene a définir
la fonction de score

~ 2 1 ~ 1 ~
= ‘fo —~ f)\‘o ot (SA<I>V> -t (q>sw> . (3.17)
En prenant 'espérance de S*(\), on obtient
ES*(\) = MISE()\) — 2 <f “Efy f— Eﬁ>0 + este. (3.18)

Nous donnons ici quelques arguments qualitatifs indiquant pourquoi le produit
scalaire de(3.18) n’influence que trés peu la minimisation de ES*(\) (ce fait sera
également illustré en pratique par les bonnes performances de cette méthode dans
les simulations de la Section . D’une part, nous avons observé sur de nombreux
exemples de fonctions f que la courbe de la fonction A — 2(f — ]E]?o, f— Eﬁ}o a la
meme allure que celle du biais au carré \ — ‘ f —]Ef,\ ‘5, mais a une échelle plus petite.
En particulier, ces courbes ont leur minimum presque au méme point. Cela implique
que I’équilibre entre le biais au carré et la variance pour la MISE, et celui entre la
quantité }f — ]E]/Cj\li —2(f — E]?o, f— IE]?)\)O et la variance pour ES*(\), est réalisé
a peu pres pour la méme valeur de A. D’autre part, pour une fonction f ayant peu

d’oscillations rapides et pour p assez grand, 'interpolation fournit un biais nettement
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inférieur a celui du lissage, c’est-a-dire que |f —E f0|0 < | f E f,\|0 méme pour A tres
petit de I'ordre de 10-7 ou 1078, Ensuite il vient |(f —Efo, f — Efa)o| < |f — Ef\[2
avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Par ailleurs, les valeurs minimales de ES*()\)
et de la MISE ne sont pas obtenues pour A plus petit que disons , 1078, car sur cette

plage de valeurs les quantités (f — Eﬁ), f— Eﬁ)o et | f - ]EJ?,\‘?) sont négligeables

’ , qui prend sa valeur maximale. Ainsi, la MISE de

f)\ et la quantité ES*(A) sont & peu pres égales sur la plage de valeurs de A ou
elles réalisent leur minimum, ce qui justifie la méthode de sélection du parametre de
lissage par minimisation du score S*.

devant la variance E‘f,\ — Eﬁ\ 2

Remarque 3.3. A Uaide du Théoréme et de (3.17)), on montre sans difficulté
que S*(\) =y (I—-S,)®(I—-S\)y+n'tr <(S,\<I> + ®8S,) \Af) . Ceci rend la re-
cherche du minimum de S* relativement rapide, une fois effectuée la décomposition

en éléments propres de la matrice d’énergie K qui vérifie Sy = (I + A\pK)™! (voir

page [E)

3.3 Comparaison des méthodes précédentes

Deux des méthodes de la section précédente ont été comparées lors de simulations
du modele de mesures répétées (1.4). Ces méthodes sont la validation croisée de
Rice et Silverman (1991) [GCV] et la minimisation approchée de la MISE de la
Section [3.2.3 [SPSC]. Elles ont été choisies car elles partagent deux caractéristiques :
d’une part, elles sont spécifiquement développées pour le traitement de mesures
répétées (la condition n > 1 est nécessaire pour le calcul du score GCV et aussi
pour le calcul de la matrice de covariance empirique utilisée dans la méthode SPSC).
D’autre part, elles ne font pas d’hypothese paramétrique sur le bruit, ce qui en
I’absence d’information a priori évite le probleme de la spécification d’un modele.
Une autre caractéristique commune est que les deux méthodes visent toutes deux a
la minimisation d'une erreur quadratique (cf. et (3.13)).

Remarque 3.4. Un caractéristique intéressante de la méthode SPSC tient en ce
qu’elle permet soit d’estimer la covariance théorique V du modele (1.4)) a l'aide de
la covariance empirique, soit d’intégrer linformation disponible sur'V afin d’estimer
la MISE de l’estimateur puis la fonction de régression elle-méme plus efficacement.

Les simulations du modele (1.4]) ont été réalisées avec la fonction de régression
f(t) =10t> — 15t* + 6t°, t€0,1], (3.19)

utilisée par Hart et Wehrly| (1986)), et des erreurs g;; = ¢;(¢;),1 <i <n,1 < j <p,
issues d’un échantillon ii.d. (e,...,e,) d'un processus de Wiener oW tel que
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o =0.3, EW(t) =0, et Cov(W(s), W(t)) = min(s,t). Pour chacune des différentes
tailles (n, p) de dispositif étudiées, la simulation a été répétée 100 fois avec le logiciel
R. Des ensembles typiques de trajectoires ainsi que les trajectoires moyennes corres-
pondantes sont présentés dans la Figure[3.3] On constate qu’a cause de la corrélation
tres sévere de oW, qui est caractéristique des processus aléatoires a covariance conti-
nue, il peut arriver que la trajectoire moyenne soit systématiquement en dessous (ou
au dessus) de la fonction f, ce qui rend une bonne estimation impossible.

n=10 trajectoires n=10 trajectoires n=10 trajectoires

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Trajectoire moyenne Trajectoire moyenne Trajectoire moyenne

F1G. 3.3 — Exemples de trajectoires de f 4+ oW observées en p = 100 points, avec f(t) =
10t — 15t* + 6t°, o = 0.3, et W un processus de Wiener standard. En dessous de chaque
figure du haut apparait la trajectoire moyenne correspondante.

Avant de comparer les performances d’estimation de chacune des méthodes GCV
et SPSC, nous observons dans la Figure la ressemblance de leurs fonctions de
scores, qui ont aussi la méme allure que la courbe théorique de la MISE. Ceci n’est
pas surprenant étant donné que ces scores sont construits de maniere a reproduire
approximativement les variations de la MISE, et en particulier a prendre leur valeur
minimale au méme point que la MISE.
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Score GCV Score SPSC MISE

2
0.008

0.008

0.007
0.007

27
0.006
0.006

26
0.005
0.005

25

F1a. 3.4 — Scores GCV et SPSC en fonction du parametre de lissage pour la simulation
de n = 10 trajectoires observées en p = 100 points de f 4+ oW, et erreur théorique MISE
correspondante (f(t) = 10t — 15t* + 6t°, 0 = 0.3, et W processus de Wiener standard).

Nous passons maintenant a la comparaison proprement dite des performances
de chaque méthode. Il est déja ressorti de la Figure que l'on pouvait s’attendre
a ce que les deux méthodes choisissent des valeurs de parametre de lissage tres
proches. Ceci est confirmé par le Tableau qui indique 1’égalité des erreurs d’es-
timation & 107% pres. Sur 'ensemble des simulations réalisées, qui incluaient aussi
I’étude d’autres fonctions de régression et d’un processus de bruit de type Ornstein-
Uhlenbeck, nous avons constaté que les estimateurs fournis par les deux méthodes
étaient indiscernables a l'oeil nu.

En dessous des erreurs L; moyennes de chaque méthode sur 100 répétitions figure
la moyenne des erreurs Ly optimales minysg fol(f,\(t) — f(t))%dt [OPT], ou fy est un
estimateur spline cubique de lissage MCO. On voit que l'efficacité des deux méthodes
varie entre 97% et 99% sur I’ensemble des valeurs de (n,p) étudiées.

Remarque 3.5. Face a de petits échantillons et/ou de forts niveaur de bruit, les
méthodes SPSC et GCV fournissent parfois un parametre de lissage infini qui mene
a estimation de f par la droite de régression des moindres carrés usuelle. Ce
phénomene rare survient lorsque les points de la trajectoire moyenne sont quasi-
ment alignés. Dans ce cas, le score SPSC est minimal pour \ tres grand,
du fait que la quantité tr((S,® + @S,\)\Af)/n est minimisée pour X\ trés grand (Sy
agit alors comme un filtre en ne laissant passer que les tendances affines), alors
que la quantité |]/”E) — ]?,\|§ reste tres petite pour tout \. Le score GCV est
également minimal pour X trés grand, car la prédiction optimale de chaque trajec-
toire observée est a peu prés réalisée par la droite de régression associée aux (n—1)
autres trajec-toires. Dans une telle situation de quasi-alignement, [’erreur Lo opti-
male est obtenue par interpolation des données, mais la différence entre interpolation
et droite de régression n’étant alors pas flagrante, cela ne porte pas préjudice aux
deux méthodes.
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n= 10 n=20 n= 50 n= 100

SPSC 0.004343 0.002000 0.000891 0.000423
p=10 GCV 0.004351 0.002002 0.000891 0.000424
OPT 0.004259 0.001960 0.000873 0.000416

SPSC 0.004803 0.001882 0.000768 0.000423
p =20 GCV 0.004805 0.001882 0.000769 0.000423
OPT 0.004742 0.001849 0.000756 0.000418

SPSC 0.004604 0.002004 0.000878 0.000342
p=100| GCV 0.004606 0.002004 0.000878 0.000342
OPT 0.004520 0.001979 0.000865 0.000337

SPSC 0.004146 0.002387 0.000814 0.000562
p=200| GCV 0.004149 0.002386 0.000814 0.000562
OPT 0.004073 0.002349 0.000805 0.000557

TAB. 3.3 — Erreur Lo dans 'estimation de f(t) = 10> —15t* 4-6¢° par des splines cubiques
de lissage avec le bruit ¢W, ot W est un processus de Wiener standard et ¢ = 0.3. Pour
chaque valeur de (n,p), 100 simulations sont réalisées au cours desquelles on construit les
estimateurs par les méthodes SPSC, GCV, et par minimisation de 'erreur Ly [OPT].

En définitive, il ressort des simulations précédentes que les méthodes GCV
et SPSC sont tres efficaces en présence de mesures répétées fortement corrélées.
Leurs performances, qui sont comparables, réalisent en moyenne 98,3% de la
performance L, optimale. L’excellence de ce résultat doit cependant étre pondérée
par le fait qu’en présence d’une corrélation tres forte, méme la meilleure esti-
mation possible de f risque d’étre mauvaise (voir la Figure [3.3). Dans d’autres
simulations (non présentées ici) utilisant la méme fonction f et des erreurs de
type AR(1) avec le méme écart-type o = 0.3, les performances de ces méthodes
restent comparables entre elles, et leur efficacité par rapport a la performance Lo
optimale varie entre 70% et 85% selon la force de la corrélation et la taille du
jeu de données. Ces éléments font apparaitre la méthode SPSC comme une alter-
native efficace a la méthode GCV “leave one curve out” de |Rice et Silverman (1991)).

Au terme de cette étude encourageante, des recherches plus élaborées peuvent
étre envisagées. D’abord, il serait intéressant d’examiner la performance de ces
méthodes dans le cadre d’un dispositif expérimental déséquilibré. Ensuite, I'opti-
malité asymptotique de ces méthodes pourrait faire I'objet d’un travail du type de
celui de |Craven et Wahba| (1979)) et de Wahba| (1983)). Enfin une étude approfon-
die de la littérature sur I'estimation non paramétrique d’une fonction de covariance
permettrait d’explorer des techniques plus sophistiquées que 1'utilisation naive de la
covariance empirique effectuée ici.



Chapitre 4

Estimation adaptative en présence
de corrélation

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un theme récent de la statistique qui
est 'estimation adaptative dans la régression non paramétrique sur des données
corrélées. Nous étendons de facon simple deux méthodes d’estimation qui sont le
lissage spline adaptatif (Pintore et al., 2006) et la méthode des P-splines adaptatives
(Ruppert et Carroll, 2000). L’extension réalisée consiste a passer d’erreurs de type
bruit blanc a des erreurs ayant une structure de covariance paramétrique. Nous
étudions ensuite les deux estimateurs adaptatifs étendus lors de simulations et nous
comparons leurs performances a celles d’estimateurs splines utilisant un parametre
de lissage global (c¢f. les méthodes GML, GCV, UBR pour données corrélées du
Chapitre 3).

Le probleme de la sélection du parametre de lissage d'un estimateur dans la
régression non paramétrique sur des données corrélées a largement été étudié. Parmi
les nombreux travaux sur le sujet, citons Hart et Wehrly (1986, |Diggle et Hutchinson
(1989)), et Rice et Silverman| (1991) pour I'estimation avec des erreurs de mesure de
type processus a temps continu ; |Altman (1990) pour des suites de processus d’erreur
stationnaires a temps discret ; |[Kohn et al.| (1992) pour des erreurs de type processus
ARMA ; |Johnstone et Silverman| (1997) pour des erreurs ayant une corrélation de
longue portée; |Wang (1998)) pour des erreurs ayant une structure de covariance
paramétrique; et enfin Hart| (1996) et |Opsomer et al| (2001) pour des revues de
fond de la littérature a ce sujet.

Le champ statistique de I'estimation adaptative en présence d’erreurs décorrélées
a aussi été exploré par de nombreux chercheurs. Miiller et Stadtmiiller| (1987), |Sta-
niswalis| (1989), et [Fan et Gijbels| (1995) ont étudié 'estimation par noyau avec une
fenétre locale. Dans [Staniswalis (1989)), cette fenétre est obtenue par minimisation
de I'erreur quadratique ponctuelle (MSE) qui est estimée & ’aide d’un estimateur pi-
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lote ayant une fenétre globale. Donoho et Johnstone (1995) ont établi des procédures
de seuillage adaptatif des coefficients empiriques pour les estimateurs d’ondelettes.
Friedman et Silverman| (1989)) et [Zhou et Shen! (2001) ont proposé des méthodes de
sélection de noeuds pour les splines de régression. Eilers et Marx (1996) et Wand
(1999) ont étudié les estimateurs P-splines avec une pénalité globale. A partir d’une
approximation de I'erreur quadratique moyenne aux points d’observation (MASE),
Wand| (1999) a déterminé une formule explicite pour le parametre de lissage optimal
et a fourni une méthode plug-in simple pour estimer ce parametre. L’estimation
spatialement adaptative par P-splines a été discutée par [Ruppert et Carroll (2000)
et par Baladandayuthapani et al.| (2005). Luo et Wahba/ (1997) ont développé une
approche hybride entre les splines de régression et les splines de lissage qui utilise a la
fois la sélection de noeuds et une pénalité de lissage. Heckman et Ramsay, (2000) ont
proposé une méthode d’estimation par L-splines dans laquelle 'opérateur différentiel
linéaire L peut étre déterminé adaptativement par les données. (Cummins et al.
(2001) ont construit une méthode GCV locale qui permet d’améliorer l'inférence
par rapport au GCV global en diminuant la quantité de lissage (réduction du biais)
dans les régions ou la fonction de régression varie rapidement. Enfin, Pintore et al.
(2006)) ont donné la construction de 'estimateur spline de lissage adaptatif avec une
pénalité variable localement constante.

Malgré I'importance des littératures relatives a chacun des deux themes de
I’estimation adaptative et de l’estimation a partir de données corrélées, ces deux
themes ont rarement été examiné en méme temps (cf.|Crainiceanu et al.l 2007). Une
des raisons a cela est la difficulté de discerner ce qui, dans la variabilité observée
d’un jeu de données, a trait a I’hétérogénéité spatiale de la fonction moyenne de
ce qui a trait aux effets aléatoires systématiques (patterns des erreurs, corrélation
et hétéroscédasticité). Pour faire de I'inférence statistique, une telle différentiation
est nécessaire mais elle n’est possible que si ’on spécifie a la fois un modele pour le
signal et un modele pour le bruit. Dans cette optique, Crainiceanu et al.| (2007) ont
étudié une modélisation bayésienne de la fonction de régression et de la fonction de
variance des erreurs a l’aide de splines dans un modele avec erreurs décorrélées et
hétéroscédastiques.

Etant donné la nouveauté et la difficulté du sujet de l'estimation adaptative
en présence de données corrélées, notre étude se place dans un cadre d’estimation
relativement simple. Ainsi le modele de régression considéré dans ce chapitre, la
covariance des erreurs est modélisée de fagon paramétrique, ce qui reste un cadre
simple en regard d’une modélisation non paramétrique (éventuellement bayésienne)
de ces erreurs. Par ailleurs, apres avoir réalisé l'extension facile des méthodes
d’estimation spline de |Pintore et al.| (2006)) et de [Ruppert et Carroll (2000)), nous
étudions par des simulations les performances des estimateurs obtenus sans exami-
ner leurs propriétés théoriques. Nous tentons néanmoins de répondre a une question
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importante du point de vue pratique : les estimateurs adaptatifs apportent-ils
une amélioration significative par rapport aux estimateurs non adaptatifs dans
I'estimation de la régression ? (nous savons déja que dans le cadre d’erreurs de type
bruit blanc et de fonctions de régression spatialement hétérogenes, la réponse est
affirmative, cf. [Staniswalis, [1989; Ruppert et Carroll, |2000; |[Pintore et al., 2006).

Nous présentons maintenant le modele étudié dans ce chapitre, avant d’étendre en
Sections [4.1] et [4.2] les méthodes citées précédemment et de comparer les estimateurs
étendus a des estimateurs non adaptatifs (c’est-a-dire avec un parametre de lissage
global) dans les simulations de la Section [4.3] Nous considérons comme [Wang] (1998))
le modele de régression non paramétrique

yi = f(ti) +e,1 <i<p,

ot les points 0 <ty < ... <t, <1sont fixés dans [0, 1], f est la régression a estimer
et les €;,1 < @ < p, sont des v.a. centrées ayant une matrice de covariance V =
o?W~! de forme paramétrique connue (on suppose que W s’exprime en fonction
d’un vecteur de parametres T inconnu).

4.1 Lissage spline adaptatif

Nous proposons dans cette section une extension de la construction de [Pintore
et al.| (2006)), qui correspond & des erreurs de type bruit blanc (W = I), au cas ou W
est ('inverse d’) une matrice de covariance quelconque. Dans ce but, nous utilisons
les résultats de Wang (1998)).

4.1.1 Estimateur

L’estimateur spline de lissage adaptatif ]&T d’ordre 2m et de parametre de lissage
la fonction A strictement positive est défini comme la solution du probléme : Trouver
g € W30, 1] qui minimise

Ly W -g) [ A (), (41)

avec y = (y1,-..,4p) et g = (g(t1), ..., g(tp))".

Pour caractériser cet estimateur de maniere explicite, il est nécessaire de passer
par le formalisme des espaces de Hilbert a noyau autoreproduisant. Considérons
donc espace de Hilbert {g € W3"[0,1] : ¢®(0) = 0,0 < k < m} muni du pro-
duit scalaire (g, h) = fol A(#)g™ (£)h(™) (t)dt. En notant x, = max(z,0), le noyau
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autoreproduisant de cet espace est (Pintore et al., [2006) :

S B R 73 L (7
Ki\(s,t) :/0 ) ( (()m _(1)!>2> du (4.2)

D’autre part, soit (¢;)o<j<m—1 la base de l'espace m,,_; des polynomes de degré
inférieur ou égal & m — 1 définie par ¢;(t) = /5! pour 0 < j < m — 1. Nous
montrons comme dans |Craven et Wahba/ (1979)) ou dans|Gul (2002) que I'estimateur
s’écrit sous la forme

Porlt) = Z KAt t;) + Z d;o;(1). (4.3)

Introduisons alors les notations /f,\,,. = (J/C\)\,T(tl)7 e ]?,\7.,.(75;,,))’, c=(c1,...,¢),
d= (do, . ,dmfl)/, 2)\ = (K/\(tiatj>>1§i,j§pa et T = ((bj(ti))lgigp,lgjgm- La formule

([4.3)) se retraduit en
f)\,‘r = 2,\C + Td,

et nous reformulons le probléme (4.1)) en : Trouver (c,d) qui minimise

1
{]—Q(y—E/\c—Td)/V_1 (y—ZAc—Td)—i-c’E,\c}. (4.4)

Posons My » = X +pW 1. En reprenant la décomposition QR de T définie par

(voir Section [3.2.1])
R
T = (Ql QQ) (O)a

nous montrons aisément que la matrice de lissage associée a f) , s’écrit

Sar=I—pWQy (QoM,,Q2) ' Q. (4.5)

4.1.2 Noyau autoreproduisant

Soient des noeuds 0 = 79 < 7 < ... < Ts < Tsy1 = 1. Nous allons considérer
une fonction de lissage A en escalier :

Dans cette situation, il est possible de donner une forme explicite au noyau K
défini par (4.2)). Fixons un ¢; pour une valeur de ¢ donnée (1 < i < p). Alors pour
ti, 1

tout v € [t;, I], nous avons
S m m— . p— — . . )
Kt ) = 303 Aty § G mee) @ o mea )i (6 =) — g
iy P k (m71+])'(m*])' (m71+])|(m7])| )

(4.7)
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et pour tout v < t; tel que v € |7, 7341) pour un [ donné, nous avons

S m m—1+7 i S m14g
i) = 1y i Teen)¥ T(v = Thg)" (i =) o—mp) ™
K (ti, )—’;;)\k (-1) { (m =14 j)(m — j)! (m—1+ j)l(m —j)! }
)mel

+ A;l(l)m(tgmv_ o

(4.8)

4.1.3 Estimation des parametres de lissage et de corrélation

Nous utilisons un score GCV qui étend ceux de [Pintore et al.| (2006]) et de Wang
(1998) :
“LW(I - Sy.)yl?
V(A ..y Ag,T) = n [W( A )Y||2.
[n=Ltr (W(I—S,,))]

(4.9)

Dans la pratique, nous suivrons les recommandations de Pintore et al.| (2006) en
prenant S relativement petit (entre 5 et 20) et en choisissant les noeuds 71, ..., 7g
parmi les points d’observation ti,...,t,.

4.2 P-splines adaptatives

La méthode des P-splines spatialement adaptatives de Ruppert et Carroll (2000))
fait appel au modele de régression suivant :

K
Ft:8) =Bo+ Prt+ ...+ But™ + > Lot — )7, (4.10)

k=1
ou m > 1 est un entier, 8 = (Bo,..., p+x) est un vecteur de coefficients de

régression, et les 7 < ... < 7 sont des noeuds fixés. Typiquement, le nombre K de
noeuds peut étre pris grand, mais il reste petit devant le nombre p d’observations.
Par ailleurs on prend pour noeuds 74 les quantiles de niveau |k/K| (1 < k < K)
des points d’observation du modele, ou |-| désigne la partie entiere d'un réel.

Afin de construire 'estimateur de f dans le cadre d’erreurs de type bruit blanc,
Ruppert et Carroll (2000)) utilisent un critere de moindres carrés avec une pénalité
sur les sauts de la dérivée d’ordre m de I'estimateur. C’est cette pénalité qui permet
I’adaptation spatiale de l'estimateur aux variations plus ou moins rapides de f.
Nous étendons la méthode de Ruppert et Carroll (2000)) au cadre d’erreurs corrélées
en remplacant simplement dans leur critere les moindres carrés par des moindres
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carrés généralisés qui incorporent la covariance des erreurs. Plus précisément, nous
définissons B(a, T) comme étant le vecteur B € R™ qui minimise la quantité

(y—fﬁ),W(y—fﬁ) "’Za(Tk)ﬁan’ (4.11)

K
k=1

=

ouy = (Y1,---,9), £ = (f(t1;8), ..., f(tp; B)), et « est une fonction strictement
positive (c’est la pénalité mentionnée).

Pour choisir la pénalité «, [Ruppert et Carroll (2000) commencent par fixer un
petit ensemble de noeuds {m =77 < 7 < ... <7y < Ty =Tk}, avec M < K.
A chaque “sous-noeud” 77 ils associent une pénalité a(7;) = a;, puis ils construisent
la fonction « par interpolation linéaire des (7, o), 1 < k < M. On voit alors que les
pénalités a(7y) utilisées dans la construction de I'estimateur ne dépendent que du
vecteur a* = (af,...,a4,) . En notant X la matrice de taille p x (m + K + 1) dont
la -eme ligne est X; = (1,¢;,...,¢t7, (t; —70)7, ..., (ti—7k)}) pour 1 <7 < p, et en
notant D(a*) la matrice diagonale dont les (p 4+ 1) premiers coefficients diagonaux
sont nuls et dont les autres coefficients diagonaux sont «(7), ..., a(7xk), les auteurs
obtiennent ensuite la solution de dans le cas W = I par des calculs standards.
En suivant ces calculs, nous obtenons que le vecteur des coefficients de régression de
I’estimateur P-spline s’écrit

Bla,7) = (X'WX +D(a*)) ' X'Wy. (4.12)

La méthode des P-splines est ainsi une ridge regression qui rapproche ’estimateur
spline de régression d'un ajustement polynomial de degré m par la méthode des
moindres carrés (généralisés).

Il reste enfin a déterminer le vecteur a* et aussi, dans le cadre corrélé, le vecteur
T qui paramétrise la matrice W. Dans ce but, Ruppert et Carroll (2000]) font appel
a une méthode GCV que nous généralisons ici par :

Wy = XB(a, 7))
(1~ diar,7)/p)?

GCV(a™, 1) (4.13)

ot df(a*, 7) = tr {( X’'WX + D(a*))™! X'WX} est le nombre de degrés de liberté
de l'estimateur qui est défini comme la trace de la matrice de lissage associée a cet
estimateur (voir Wahbal, [1990; Hastie et Tibshirani, [1990).
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4.3 Lissage local vs lissage global : simulations

Nous avons conduit des simulations pour étudier les estimateurs adaptatifs
splines de lissage et P-splines définis dans les sections précédentes. D’autres esti-
mateurs splines ont été impliqués dans ces simulations dans un but de comparaison
entre les performances du lissage global et du lissage local.

L’étude préliminaire comprenait cinq estimateurs splines dont trois “globaux”,
notés fGCV (sphne cubique de lissage avec parametre global choisi par GCV, cf.
la Section m fGML (spline cublque de lissage avec parametre global choisi par
GML, cf. la Section M , et fp7glOb (P-spline cubique avec un parametre global

choisi par GCV), et deux “locaux”, notés fr .. (spline de lissage adaptative de la
Section et fploc (P-spline adaptative de la Section .

L’ensemble des simulations a été réalisé dans ’environnement logiciel R. Les
opérations de minimisation numérique pour 'estimation des parametres de lissage
et de corrélation du bruit ont été effectuées a 1’aide des fonctions optimize et optim
disponibles dans les packages standards. Les algorithmes de recherche utilisés étaient
soit celui de Nelder-Mead, soit celui de Byrd et al. (1995)). Cet algorithme de type
quasi-Newton permet d’intégrer des contraintes de bornes supérieures et inférieures
pour le domaine de recherche. Globalement, ces deux algorithmes se montrent ro-
bustes a l'initialisation de la recherche fournie par I'utilisateur. L’estimateur P-spline
global fp g0, a présenté de sérieux problemes techniques (tendance a un lissage tres
fort, a une estimation de la corrélation p des observations supérieure a 1, et au plan-
tage des algorithmes & cause de matrices mal conditionnées) et pour cette raison,
nous ’avons écarté de 1’étude.

Dans la premiere étude conduite, nous avons choisi comme régression la version
suivante de la fonction de Heaviside :

f(t)=0sit>0.5, et f(t)=1 sit>0.5, (4.14)

qui est intéressante du fait de son hétérogénéité spatiale, et nous avons simulé des
erreurs de type AR(1) stationnaire avec un parametre de corrélation p prenant les
valeurs 0.2, 0.5, et 0.8, et un écart-type o = 0.15. Les données ont été générées dans
un dispositif expérimental de p = 100 points équidistants.

Pour chaque valeur de p, nous avons répété 10 fois la simulation et nous avons
noté 'erreur moyenne ASE = p~' >°F_ (f(¢;)— f(¢;))? pour chaque estimateur, ainsi
que la valeur estimée de p. Le Tableau présente les résultats de cette expérience
moyennés a travers les 10 répétitions. On voit que pour toutes les valeurs de p
étudiées, I'estimateur P-spline adaptatif est de loin le plus efficace dans ’estimation
de f. L’estimateur qui semble-t-il estime le mieux la corrélation est celui de la
méthode GCV globale. Cependant, les valeurs indiquées ici sont des moyennes
et 'examen des estimations individuelles de p montre une importante variabilité
de cette estimation. Cela est di en partie au tres petit nombre de répétitions de
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la simulation. D’autre part, de fagon intéressante l'erreur d’estimation de f ne
semble pas augmenter avec p pour la P-spline adaptative, au contraire des autres
estimateurs. Dans I’ensemble, nous avons observé que l'estimation de la structure
de corrélation des erreurs (ici paramétrique) n’affecte que peu l'estimation parallele
de la fonction de régression. Ce constat a déja été fait au Chapitre 3 lors de la
comparaison des estimateurs des moindres carrés ordinaires et généralisés.

p=0.2 p=0.5 p =028
ASE p ASE p ASE p
faov  0.02569344 0.3413817 0.04852956 0.4824835 0.04836822 (.7734921
J?GML 0.03016952 0.3735718 0.02931759  0.639774  0.06925794 0.8908166
‘]?p’loc 0.01852055 0.6242201 0.01779877 0.8076486 0.01780423 0.8482969
f/‘\L,loc 0.02328520 0.2927062 0.03723562 0.6950397 0.04583518 0.7734902

TAB. 4.1 — Comparaison d’estimateurs splines ayant un parametre de lissage soit global,
soit local, dans I’estimation d’une fonction de Heaviside spatialement hétérogene observée
avec un bruit AR(1) de parametres p et o = 0.15.

En définitive, il apparait que les deux estimateurs adaptatifs apportent une réelle
amélioration dans 'estimation. Une étude réalisée sur un échantillon de plus grande
taille devrait conforter cette amélioration. Nous pouvons aussi nous donner une
idée de 'apport des estimateurs adaptatifs en observant sur la Figure la capacité
qu’ont ces estimateurs a se rapprocher fortement du saut de la fonction de Heaviside
au point 0.5. Il faut d’ailleurs remarquer que les estimateurs implémentés n’ont que
5 noeuds, et que leur adaptativité devrait aller croissant avec leur nombre de noeuds
(voir & ce sujet Pintore et al., [2006]).
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F1G. 4.1 — Estimation de la fonction de Heaviside par deux splines de parametre global
(méthodes GCV en ligne pleine et GML en pointillés) et par deux splines de parameétre local
(méthode de lissage en tirets et P-splines en tirets alternés) avec 5 noeuds équidistants.

Conclusion et perspectives

L’étude succinte menée dans ce chapitre indique que I'implémentation d’une
forme de lissage adaptatif sur des données corrélées améliore grandement 1’estima-
tion, comme dans le cas de la régression non paramétrique avec des erreurs de type
bruit blanc. Le type d’estimation envisagé ici constitue en fait un lissage doublement
adaptatif, en ce sens qu’il vise a s’ajuster simultanément au signal et au bruit des
données. Cette idée a été expliquée en détail par Crainiceanu et al.|(2007) qui, dans
un cadre bayésien, ont montré qu’'une estimation efficace en présence d’hétérogénéité
du signal et d’hétéroscédasticité du processus d’erreur est reliée a la connaissance
des variations du rapport signal /bruit. Par contre, dans une optique d’inférence sta-
tistique, il est nécessaire d’évaluer précisément la structure de ces deux composantes
des données. Sans aller jusqu’a une modélisation purement bayésienne, une perspec-
tive bayésienne empirique (cf. Ruppert et Carroll, [2000) permet déja de construire
des intervalles de confiance pour la régression. Globalement, une méthode adaptative
a le potentiel de capturer des variations tres rapides d’une fonction d’intérét, comme
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dans I'exemple précédent du saut de la fonction de Heaviside. Pour aller plus loin
sur le sujet de la construction de bandes de confiance pour les sauts d’une courbe, on
pourra consulter (Gijbels et al. (2004)) et les références qu’il contient. Nous signalons
enfin l'intérét d’une étude pratique et/ou théorique qui pouvant étre faite sur le
nombre optimal (et éventuellement le positionnement) des noeuds d’un estimateur.
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Rappels

Fonctions splines

Définition 1. Soit g une fonction a valeurs réelles définie sur R, soit [a,b] un
intervalle borné et soit m > 2 un entier. On dit que g est une spline d’ordre m (ou
de degré (m — 1)) sur [a,b] s’il existe un ensemble fini {t, < --- < t,} de points de
[a,b] tel que

i) g est un polynome d’ordre m sur chacun des intervalles (—o0,t],
]tth[, cey ]tpfl, tp[ et ]tp, OO),
ii) g est de classe C™2 sur [a, b].

Les points t; < --- < t, sont alors appelés les noeuds de la spline g.

Définition 2. Avec les notations précédentes, on dit qu’une fonction g est une
spline naturelle d’ordre 2m (ou de degré (2m — 1)) sur |a,b] s’il existe un ensemble
fini {t; < --- <t,} de points de [a,b] tel que

(i) g est un polynome d’ordre m sur (—oo,t1| et sur |t,, o).
(i) g est un polynéme d’ordre 2m sur chacun des intervalles |ti,t5], ...,
]tp—ljtp['

(iii) g est de classe C*™2 sur [a,b].

Remarque 1. Pour un entier m > 1 donné, l’ensemble des splines d’ordre m ainsi

que l’ensemble des splines naturelles d’ordre 2m sont inclus dans l’espace de Sobolev
Witla, b].

Remarque 2. Dans les définitions précédentes, on peut associer a une méme fonc-
tion spline g plusieurs ensembles de noeuds. Cependant, il existe un unique ensemble
de noeuds (éventuellement vide) associé a g qui soit minimal au sens de linclusion.
On peut donc parler des noeuds d’une fonction spline g sans ambiguité.
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Calcul matriciel

Une inégalité utile

Lemme . Soit p > 1 un entier et soient A et B deux matrices réelles de taille
p X p telles que A est symétrique et B est symétrique et semi-définie positive. Alors,
en notant Apin(A) la plus petite valeur propre de A, nous avons

Amin(A) tr B < tr(AB) < ||A| tr B.

Démonstration.
Nous ne montrerons que la majoration de la quantité tr(AB), la minoration se
faisant de maniere similaire.

Puisque A est symétrique, il existe une matrice P orthogonale et une matrice D
diagonale, toutes deux de taille p x p, telles que A = PDP’. De plus, les coefficients
non nuls de la matrice D, notés dy1, . . ., d,,p, sont les valeurs propres de A la et le plus
grand d’entre eux (en valeur absolue) est égal a ||A||. Ensuite, par commutativité
de la trace, nous avons tr(AB) = tr(PDP'B) = tr(DP'BP). D’autre part, la
matrice DP'BP étant semi-définie positive comme B, ses coefficients diagonaux,
notés ci1, ..., ¢pp, sont positifs. Par conséquent, nous avons enfin

p p
- i=1

=1

Valeurs propres généralisées

Nous commengons par rappeler le Théoreme min-max de Courant-Fischer. Pour
tout entier p > 1, nous identifions dans la suite un vecteurs-colonnes a p entrées et
I’élément de RP associé.

Théoréme 3. (Courant-Fischer) Soit A une matrice p X p symétrique. On note
AM(A) > ... > A,(A) les valeurs propres de cette matrice. Alors pour tout 1 < k < p,
on a A A
x'Ax x'Ax
A(A) = min  max = max min ,
FeEy zeF,—{0} X'X FLeEy zeFl—{0} X'X

ou F; désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k& de RP.

Nous déduisons du Théoreme de Courant-Fischer le résultat utile suivant.

Corollaire 1. Soient A et B deux matrices p X p symétriques. Alors en arrangeant
dans l’ordre décroissant les valeurs propres d’une matrice, on a pour tout 1 < k <p:

A(A) + A (B) < Me(A +B) < \e(A) + A (B).
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Démonstration.
Nous établirons seulement I'une des deux inégalités précédentes, ’autre s’obtenant
de fagon identique. Soit 1 < k < p un entier. Alors par le Théoreme 3] on a

"(A+B
M(A+B) = min  max X(A+B)x
FLeE), zeF,—{0} xX'x
, x'Ax x'Bx
< min max + max
FreE, \weF,—{0} X'X zeF,—{0} X'x
'A
< min ( max - X+)\1(B))
FLeE, \zeF,—{0} X'X
<

‘A
min ( max X)+)\1(B)

FL.eE, \zeF,—{0} X'x

= M(A)+N(B). ®

Il existe aussi une version du Théoreme [3| pour la caractérisation de valeurs
propres généralisées. En effet, soient A et B deux matrices symétriques de taille
p X p, avec B définie positive. On sait que les valeurs propres de 1’équation
propre généralisée Au = ABu sont celles de B7'A, qui elles-mémes sont celles
de B"Y/2AB™2. On peut alors montrer que ces valeurs propres sont obtenues en
maximisant (ou en minimisant suivant le cas) le quotient de Rayleigh f{;g}’: sur l'or-
thogonal dans la métrique B des directions propres trouvées a chaque étape. Plus
précisément, on a :

Théoreme 4. Soient A et B deux matrices de taille p X p, avec B définie posi-
tive. On note \{(B™'A) > ... > \,(B7'A) les valeurs propres de B™'A. Soient
X1,...,X, des vecteurs propres linéairement indépendants associés a ces valeurs
propres. Pour tout entier 1 < k < p, on note G}, = (Vect(xl,...,xk))]é, resp.
H, = (Vect(xy, ... ,Xp))i;), lorthogonal pour la métrique B de [’espace vectoriel
engendré par les Xy,...,Xy, resp. par les Xpi1,...,X,. Alors, avec la convention
Go = Hp11 =RP, on a pour tout 1 <k <p :
x'Ax x'Ax

M(BTA) = min =

max
x€Hpy1—{0} X'Bx  x€Gy_,—{0} X’Bx’

Nous en déduisons I’encadrement suivant des valeurs propres de B~!A :

Corollaire 2. Soient A et B deux matrices de taille p X p, avec A semi-définie
positive et B définie positive. Alors on a pour tout 1 < k <p :

-1 /\k(A)
() SMBTAS Yy
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Démonstration.
Nous établirons seulement I'une des deux inégalités précédentes, ’autre s’obtenant
de fagon identique. Soit 1 < k£ < p un entier. On commence par écrire, grace au
Théoreme Ml la caractérisation
] x'Ax
min -
erkJrl—{O} X BX

] x'Ax x'x
= min

x€H,1—{0} \ X'x x'Bx

M(BTTA) =

puis, étant donné que x'Bx > \,(B)x'x pour tout x € RP, il vient
x/ AX) 1
Ap(B)

M(BTTA) < ( min

- x€Hp 1 —{0} X'X

En notant que le sous-espace vectoriel Hy,; est de dimension k, nous écrivons
ensuite

M(BTTA) < (max min

T \I€E, zeFt—{0} XX

x/ Ax) 1
Ap(B)
et enfin nous pouvons conclure avec le Théoreme 3| :

An(A)
M(B)

M(B7A)



Annexe B
Un résultat d’approximation
spectrale

Soit R une fonction de covariance continue sur [0, 1] x [0, 1] et soit I' 'opérateur
de covariance associé a R défini par

L[Ol] = Ls[0,1

I /
— ds

Pa la continuité de R, 'opérateur I' est compact et par le théoreme spectral il
admet des valeurs propres A\i,k > 1 et des fonctions propres ¢, k > 1 associées
telles que la suite (\g) décroit vers zéro et les fonctions ¢y sont continues et forment
une base orthonormée de L»[0, 1].

Soit (tip)pen+ 1<i<p un tableau triangulaire de points de [0,
quasi-uniforme. Pour tout entier p > 1, soit V = (R(tip, tjp) )1
propres A, > ... Ay, > 0de Vet les Valeurs propres A\; > Ag
I' sont liées de la fagon suivante.

1] ayant une répartition
1<i j<p- Alors les valeurs
> ... > 0del'opérateur

Proposition 1. Pour tout entier k > 0 fizé, Ay = A - p(1 + 0o(1)) quand p — 0.

Démonstration.

Il suffit d’exploiter le résultat d’approximation spectrale suivant, tiré du Chapitre 5
de (Chatelin| (1983)), qui affirme la convergence des valeurs propres, avec préservation
de la multiplicité, de I'approximation ”fortement stable” d’un opérateur linéaire
fermé. On note o(7") le spectre d’'un opérateur linéaire 7" et on note C|0, 1] 'espace
des fonctions continues sur [0, 1] & valeur complexes ou réelles.

Théoréme 5. (Chatelin, 1983) Soit R une fonction appartenant a C0,1]. Soit
(tip)pen+ 1<i<p un tableau triangulaire de points de [0, 1] ayant une répartition quasi-
uniforme. On considére l'approximation de 'opérateur intégral de Fredholm

C[Ol] — C10,1]

T : »—>/R
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par l'opérateur de Nystrom

clo,1] — CJ0,1]
B r e S RCG )

Soit A € o(T) — {0} une valeur propre de multiplicité q (X est nécessairement
isolée), soit A un voisinage de A dans C tel que ANo(T) = {\}, et soit IL, 'opérateur
de projection spectrale associé a o(T,) N A. Alors

lim {o(T,) NA} ={A}, et lim dim(IL,(C[0,1])) =

p—00 p—0o0

Nous voyons que par définition, les valeurs propres de l'opérateur de Nystrom 7,,
sont celles de p~''V. 1l suffit ensuite d’appliquer le théoréme précédent & la fonction
de covariance R qui est dans C[0, 1] par hypothese, et la Proposition (1| s’ensuit. B

Une illustration avec le processus de Wiener.

Soit {W(t);t € [0,1]} un processus de Wiener standard de fonction de covariance
R(s,t) := Cov(W (s), W(t)) = min(s,t). Nous allons retrouver le résultat de la Pro-
position [1] par un calcul direct, dans le cas ou les points de discrétisation ¢y, ..., %,
sont équidistants : t;, = j/p,1 < j < p.

Nous rappelons d’abord le développement classique en série de fonctions de R

i 2 — 1) (\/§sin ((k - 1/2)7rs)> <\/§sin ((k— 1/2)7rt)),

k=1

ou la convergence est absolue et uniforme en s,t € [0, 1].

Nous allons expliciter les valeurs propres A\, > ... > Ay, > 0 de la matrice
V =V(p) = (R(tip, tjp)1<ij<p-

Tout d’abord on écrit

1 1
2
V=-
p
1 2 3 P

On calcule sans difficulté I'inverse de V en décomposant par exemple cette matrice
comme le produit p~'TT’ avec T = (dy>1) triangulaire inférieure. On note que le
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Théoreme 8.3.2 de |Graybill (1969)) permet aussi d’inverser la matrice V dans le cas
d’une répartition arbitraire des points ¢;,. On obtient

2 1 0 0
1 2

Vi=p| o 0

SO |

0 0 -1 1

La matrice V! est tribande et ses valeurs propres sont relativement aisées a calculer.
Supposons donnée une valeur propre A > 0 de p~'V~! (A < 3 par le théoreme
des disques de Gersgorin). Soit (z1,...,2,)" un vecteur propre associé. Nous allons
trouver des conditions nécessaires sur les coefficients z4,..., 2, qui permettront de
d’exhiber toutes les valeurs propres de V~!. En posant sans perte de généralité
xro = 0 et 1 = 1, on a nécessairement la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

—Tp + 2T — T2 = Mgy, 0k <p-—1
avec comme condition finale z, = z,1. L’équation caractéristique associée est
P+ A=2r+1=0.

On fait alors les changements de variables A = 2a puis 1 — a = cost avec t € [0, 7).
L’équation devient alors
r? —2rcost+1=0,

de solutions complexes conjuguées e et e~*. On a donc x5, = e + Be** pour

k > 0. Les conditions initiales xo = 0 et 1y = 1 imposent que g = a+ = 0
puis x; = «a(2isint) = 1. Il vient xp = %, kE > 0. La condition finale z, = z,41

est équivalente a (p + 1)t = m — pt [27] car t est dans [0,7]. I vient ainsi t =

= [ 2m } donc les valeurs propres de pV~! sont les A = 2a = 2(1 — cost) =

2p+1 | 2p+1
2 (1 — COS %) , 1 <k <p. On en déduit que les valeurs propres de V sont
. (2k — )7\
Mip(V) = (2p) (1 — o8 i1 ) , 1<k<p. (4.15)

On peut alors écrire quand p — oo, en utilisant le développement limité en zéro
cosz =1—12%/2 + o(x?),

4p

Ap(V) = ||V = 2k = 122

(1+0(1))
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pour tout entier & > 0 fixé. Par ailleurs, A = [V = 4p(1 + o(1)). Ceci
redémontre la Proposition [I| dans le cas particulier du processus de Wiener. On
note que si les points d’observations tj, vérifient ¢, = % + 0(}—17), il est possible de
montrer le méme résultat asymptotique a 'aide de la théorie des perturbations.
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