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Résumé
Ce travail s'insrit dans le adre de la véri�ation formelle de programmes : il s'agit devéri�er si le modèle d'un système véri�e le modèle d'une propriété. Certains systèmes sontplaés dans un environnement extérieur, il s'agit alors de guider ou ontr�ler le système pourqu'il satisfasse la propriété. Dans le but de modéliser des systèmes et propriétés relatives àl'éoulement du temps, nous nous intéressons aux systèmes hybrides et aux logiques tempori-sées.Nous établissons dans un premier temps que le problème de ontr�le pour les systèmeshybrides o-minimaux est déidable. Dans le but de modéliser des propriétés d'optimisation,nous introduisons alors une extension ave oûts des systèmes hybrides o-minimaux. Nousmontrons que e modèle est expressif mais analysable puisque le model-heking ainsi que leontr�le optimal sont déidables, alors que les problèmes équivalents sont indéidables dans leadre des automates temporisés.Nous étudions également les logiques temporisées, notamment les logiques MTL et TPTLqui sont des extensions de LTL ave des ontraintes quantitatives. Ces logiques permettent parexemple d'exprimer des propriétés omme � une alarme se mettra à sonner moins de 10s aprèsle début d'un inendie �. Nous prouvons alors une onjeture énonée par Alur et Henzingerau début des années 1990 et établissons que la logique TPTL est stritement plus expressiveque MTL. Dans le adre du ontr�le temporisé pour des spéi�ations MTL, nous identi�onsla frontière de déidabilité selon les ressoures allouées au ontr�leur.En�n nous introduisons une lasse d'automates paramétrés par des opérateurs. Notre ap-prohe permet d'obtenir des résultats génériques d'expressivité entre automates, logiques dupremier et du seond ordre, et logiques temporelles. Ces résultats permettent de déduire dif-férentes représentations pour MTL+Past, par une logique du premier ordre, ainsi que sousla forme d'automates, e qui permet de prouver une propriété de stabilité à l'in�ni de ettelogique.Mots lefs : ontr�le, systèmes hybrides, logiques temporisées, expressivité.

Abstrat
This thesis deals with formal veri�ation of programs, whih onsists in verifying thatthe model of a system satis�es the model of a property. Most embedded systems are opensystems, i.e. they interat with an environment and must be guided or ontrolled to satisfytheir spei�ations. For modelling systems and properties with timing onstraints, we studyhybrid systems and real-time logis.We show that the ontrol problem for o-minimal hybrid systems is deidable. To expressoptimization properties, we introdue a weighted extension of o-minimal hybrid systems. Weshow that this model is expressive though analysable, as model-heking and optimal ontrolare deidable, whereas similar problems are undeidable for timed automata.We study real-time logis as well, in partiular MTL and TPTL whih are extensions ofLTL with quantitative onstraints. These logis allow to express properties like `an alarm willring less than 10s after a �re has started'. We then prove a onjeture stated by Alur and



Henzinger at the beginning of the 90s and show that the logi TPTL is stritly more expressivethan MTL. We also study timed ontrol for MTL spei�ations, and identify the deidabilityborder depending on the resoures allowed to the ontroller.Finally we introdue a lass of automata parametrized by operators. Our approah yieldsgeneri expressivity results between automata, �rst and seond-order logis, and temporallogis. These results enable to dedue di�erent representations for MTL+Past, as a �rst-orderlogi, and by automata, from whih we an dedue an ultimate stability property of this logi.Keywords : Control, hybrid systems, real-time logis, expressivity.
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Chapitre 1
Introdution
Les enjeux de la véri�ationL'informatique est devenue en quelques dizaines d'années un outil inontournable dansde nombreux domaines tels que les bases de données, les transports, les téléommuniations,et. Nombre de es appliations ont un r�le ritique, et une défaillane peut avoir de lourdesonséquenes humaines ou �nanières. Ainsi, de 1985 à 1987, des patients traités par l'appa-reil médial Thera-25 reçurent des doses massives de radiations, pouvant aller jusqu'à entfois le traitement préonisé, e qui provoqua la mort d'au moins inq d'entre eux. Les ausesde es aidents sont largement imputables à la omposante logiielle de l'appareil : proé-dure de erti�ation inomplète, réutilisation inorrete de ode, programmation en langagede bas-niveau (assembleur). D'autres exemples de tels dysfontionnements dûs à des erreurslogiielles inluent l'éhe de la première fusée Ariane 5 en 1996, ou la otation inorretede l'ation de Google en avril 2006 (le prix de l'ation est passé de 388 $ à 38$ en quelquesminutes, toutes les transations durant près d'une heure ont dû être annulées). Il apparaîtdon indispensable de développer des méthodes systématiques d'analyse et de véri�ation dessystèmes informatiques.
Les méthodes formellesUne des raisons de la présene d'erreurs dans les logiiels réside dans le fait que les be-soins informatiques sont typiquement exprimés sous forme de spéi�ations ou de ahier desharges ; es douments, souvent rédigés en langage naturel, peuvent donner lieu à des erreursd'interprétation lors de leur implémentation. Les méthodes formelles visent à établir un adremathématique où exprimer les ressoures et besoins informatiques.La véri�ation formelle se déroule généralement en trois phases :� une phase de modélisation où le système réel est dérit par un modèle mathématiqueensé reproduire aussi �dèlement que possible son fontionnement,� une phase de spéi�ation qui onsiste à exprimer les propriétés devant être véri�ées parle système ; es propriétés peuvent être dérites dans un formalisme logique,� une phase de véri�ation, qui s'assure que le modèle véri�e les propriétés requises.Nous pouvons distinguer trois prinipales familles de méthodes formelles, qui se di�éren-ient prinipalement par la manière dont la phase de véri�ation est réalisée :11



Chapitre 1. Introdution

Modélisation Spéi�ation

Véri�ation

Système réel Cahier des harges

x.F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2))

� le test onsiste à générer des sénarios de fontionnement du système, et à véri�erque l'exéution du système est orrete lors de ette simulation. Di�érentes tehniquesexistent pour générer un ensemble de tests � intéressants �.� la démonstration automatique permet de prouver formellement que le modèle satisfait laspéi�ation en réalisant une preuve mathématique. Il existe des assistants de preuve, quipermettent de générer automatiquement de telles preuves à partir d'indiations fourniespar l'utilisateur.� le model-heking (ou véri�ation de modèle) permet de véri�er automatiquement quele modèle du système véri�e le modèle de la spéi�ation.Nous nous plaçons dans le adre du model-heking, ette approhe ombine ertains avan-tages du test et de la démonstration automatique : elle est automatisée et ne néessite pas detravail de la part de l'utilisateur une fois que le modèle et la spéi�ation sont établis ; elle estégalement exhaustive, la véri�ation ne se base pas sur quelques sénarios �xés qui peuvent nepas prendre en ompte tous les as possibles, mais fournit une preuve formelle que le modèlesatisfait la spéi�ation. En ontrepartie le adre du model-heking est plus restritif dansle sens où il pourra s'appliquer à une lasse moins grande de systèmes. Le but sera don detrouver des lasses de systèmes et de spéi�ations les plus larges (ou expressives) possiblespour lesquelles le model-heking est déidable, 'est-à-dire qu'il existe un algorithme pouvantdéterminer si le modèle satisfait la spéi�ation.Nous étudierons également un problème qui étend le adre du model-heking : le problèmede ontr�le. Certains systèmes sont dits ouverts ar ils sont plaés dans un environnementextérieur ; le système ne peut déider du omportement de l'environnement et doit réagir enfontion des ations de e dernier. Il faut alors guider (ou ontr�ler) le système de façon à e12



qu'il satisfasse la spéi�ation, quoi que fasse l'environnement ; ela devient un problème desynthèse de systèmes où le but est de onstruire un système qui permet de ontr�ler un autresystème pour satisfaire une spéi�ation.
Systèmes hybrides et logiques temporiséesNous étudions plus partiulièrement les systèmes hybrides [ACH+95℄ qui sont des systèmesayant di�érents modes disrets, et équipés de variables soumises à des équations di�érentielles.Le formalisme des systèmes hybrides est très expressif mais il ne peut être utilisé diretementpour le model-heking ar il est indéidable. Il possède néanmoins de nombreuses sous-lassesdéidables omme les automates hybrides retangulaires initialisés [Hen96℄, les automates tem-porisés [AD90, AD94℄, ou les systèmes hybrides o-minimaux [LPS00℄. Un automate temporiséest un système hybride où toutes les variables évoluent à la même vitesse (elle du tempsuniversel) et peuvent être omparées à des onstantes ainsi qu'être remises à zéro. Nous nousintéresserons aussi aux systèmes hybrides o-minimaux : es systèmes ont une dynamique onti-nue très rihe, mais un fontionnement disret assez simple, puisque toutes les variables doiventêtre réinitialisées lors de haque hangement de mode. Nous étudierons en partiulier les pro-blèmes demodel-heking et de ontr�le pour les automates temporisés et les systèmes hybrideso-minimaux.Nous avons dérit les modèles auxquels nous nous intéresserons, nous dérivons maintenantles types de spéi�ations que nous onsidérerons : les logiques temporisées. Les logiquestemporelles sont largement utilisées dans le ontexte de la véri�ation [Pnu77℄ ; en partiulier,la logique temporelle de temps linéaire (LTL) permet d'exprimer des propriétés sur l'exéutiond'un système omme � toute apparition d'un problème délenhera l'alarme dans le futur �. Audébut des années 90, des ontraintes � temps-réel � ont été ajoutées aux logiques temporelles[AH89, Koy90℄ ; es logiques temporisées permettent d'exprimer des propriétés quantitativessur le temps omme � toute apparition d'un problème délenhera l'alarme en moins de inqminutes �. Nous onsidérerons di�érentes logiques temporisées pouvant exprimer e type depropriétés et étudierons leur pouvoir d'expression et leur représentation par des automates.
Contributions de ette thèseLa thèse est divisée en trois parties, nous en détaillons les ontributions partie par partie.
Partie IDans la première partie, nous nous intéressons au ontr�le et au model-heking des sys-tèmes hybrides, en partiulier des systèmes o-minimaux.Nous nous donnons une propriété à véri�er ϕ et un système S plongé dans un environ-nement ; ainsi ertaines ations sont ontr�lables et d'autres non. Le problème de ontr�leonsiste à déterminer s'il est possible de onstruire un ontr�leur C, de telle façon que lesystème ontr�lé S ‖ C satisfasse la propriété ϕ, quoi que fasse l'environnement.De nombreux résultats ont déjà été obtenus dans e adre, omme l'indéidabilité duontr�le pour les automates hybrides [HHM99℄, ou l'existene de semi-algorithmes pour eproblème [dAHM01℄. Dans le hapitre 3, nous étudions le problème de ontr�le pour les sys-tèmes o-minimaux, et onsidérons deux adres, elui d'une observation totale de la dynamique13



Chapitre 1. Introdution
par le ontr�leur, et elui d'une observation partielle de la dynamique. Dans le adre de l'ob-servation totale, une tehnique usuelle pour le ontr�le de systèmes in�nis est l'utilisation dela bisimulation à temps abstrait [AHLP00℄, en e�et deux états bisimilaires sont soit tous deuxgagnants, soit tous deux perdants pour le problème de ontr�le. Nous montrons que dans leadre des jeux hybrides, la bisimulation à temps abstrait n'est plus un bon outil pour étudier leproblème de ontr�le : nous exhibons un système qui ontient deux états bisimilaires mais dontl'un est gagnant et l'autre perdant. Nous proposons don une autre approhe : nous utilisonsune tehnique d'enodage des trajetoires par des mots introduite dans [BMRT04, BM05℄.Nous montrons que pour un système o-minimal dont la struture est déidable, le problème deontr�le est déidable ; nous donnons un algorithme de point-�xe pour aluler l'ensemble desétats gagnants, et prouvons que des stratégies gagnantes peuvent être alulées. Nous traitonsensuite le adre du ontr�le o-minimal sous observation partielle, nous proposons un nouveauodage par mots, appelé odage par supermots, qui permet de traduire de façon orretel'hypothèse d'observation partielle et d'obtenir des résultats de déidabilité et de alulabilitésimilaires à eux obtenus sous observation totale.

Dans le hapitre 4, nous étudions une lasse de systèmes o-minimaux étendus ave desfontions de oût, e formalisme permet de modéliser naturellement des problèmes omme lagestion de ressoures. Les systèmes pondérés (i.e. ave une fontion de oût) ont été largementétudiés dans le adre des automates temporisés donnant lieu aux automates temporisés pondé-rés [ALP01, BFH+01℄. Dans e modèle, une nouvelle variable de oût est ajoutée au système,mais elle-i est une variable d'observation, 'est-à-dire qu'elle n'in�ue pas sur le ompor-tement du système. Ce modèle est intéressant pour véri�er des propriétés quantitatives dessystèmes temporisés, e qui a été on�rmé par la déidabilité du problème d'atteignabilité op-timale (trouver le meilleur moyen en terme de oût pour atteindre un état) [ALP01, BFH+01℄,le développement d'Uppaal Cora [Cor06℄, et la alulabilité du oût optimal moyen (trouverle meilleur moyen pour le système d'assurer un oût par unité de temps le plus bas pos-sible) [BBL04℄. Cependant, des propriétés plus omplexes omme le ontr�le optimal (trou-ver le oût le plus bas pour atteindre un état donné, quoi que fasse l'environnement), oule model-heking de WCTL (une logique étendant CTL ave des modalités sur les oûts)ont été montrés indéidable pour les automates temporisés pondérés ave trois horloges ouplus [BBR04, BBR05, BBM06℄. Bien que es problèmes aient été montrés déidable pour lesautomates temporisés pondérés à une horloge [BLMR06, BLM07℄, es résultats de déidabilitésont assez restritifs.Nous proposons une extension naturelle des systèmes o-minimaux enrihis d'une fontionde oût positive qui roît ave le temps et qui peut être utilisée omme ritère d'optimisation,omme dans le adre des automates temporisés pondérés. Il est intéressant de remarquer quele système obtenu n'est pas o-minimal ar le oût n'est pas remis à zéro quand une transitiondisrète est prise. Nous devons don développer des tehniques spéi�ques pour e type desystèmes. Nous montrons que le ontr�le optimal et le model-heking sont déidables pourles systèmes o-minimaux pondérés. Étant donné que es problèmes sont indéidables dans leadre des automates temporisés pondérés, es résultats attestent que les systèmes o-minimauxsont une lasse analysable et expressive de systèmes.
Ces travaux ont fait l'objet de deux publiations dans des ates de onférenes internatio-nales [BBC06b℄, [BBC07℄. 14



Partie IIDans ette partie, nous présentons les logiques temporisées que nous étudierons par lasuite et nous onsidérons le problème de ontr�le pour des spéi�ations MTL.Nous onsidérons des extensions temporisées de LTL ; la logiqueMTL étend LTL en ajoutantdes ontraintes sur les opérateurs temporels omme dans la formule suivante :G (problème⇒ F≤5 alarme)qui exprime que tout problème est suivi, moins de 5 unités de temps plus tard, par une alarme.La logique TPTL utilise des horloges de formule pour exprimer les ontraintes temporelles ;une formule de TPTL peut remettre une horloge à zéro, et omparer plus tard la valeur deette horloge à une onstante, la propriété préédente s'exprime par exemple par la formulede TPTL : G (problème⇒ x.F (alarme ∧ x ≤ 5))où x.ϕ signi�e que l'horloge x est remise à zéro à la position ourante, avant d'évaluer ϕ.Nous distinguons deux sémantiques, selon que les formules sont évaluées sur des mots tem-porisés ('est-à-dire sur une séquene disrète d'observations du système, 'est la sémantiqued'ations) ou sur les séquenes temporisées ('est-à-dire une observation ontinue du système,'est la sémantique ontinue). Les problèmes de satisfaisabilité et de model-heking de TPTLont été prouvés indéidables [AH89℄ pour les deux sémantiques. Cette preuve d'indéidabilités'applique à MTL pour la sémantique ontinue. Cependant les problèmes de satisfaisabilitéet de model-heking de MTL sont déidables pour la sémantique d'ations sur les mots �-nis [OW05℄, même s'ils sont indéidables sur les mots in�nis [OW06a℄.La preuve d'indéidabilité originale de [AH89℄ utilise la rédution du problème d'aessibi-lité d'une mahine à deux ompteurs ; son prinipe est naturel et intuitif mais sa formalisationest assez omplexe [DP07℄. Nous proposons dans le hapitre 5 une méthode di�érente à partird'une rédution de l'aessibilité des automates ommuniants. Cette tehnique a été utiliséedans [OW05℄ pour établir la omplexité non primitive-réursive de MTL pour la sémantiqued'ations. Notre approhe permet de montrer que les problèmes de satisfaisabilité et de model-heking sont indéidables pour di�érentes logiques temporisées sur les mots �nis ou in�nis :TPTL et MTL+Past pour les deux sémantiques, et MTL pour la sémantique ontinue.Après avoir introduit es di�érentes logiques temporisées et montré l'indéidabilité deertaines, nous onsidérons le problème de ontr�le temporisé. Il s'agit, étant donné un sys-tème modélisé par un automate temporisé P plongé dans un environnement, de déterminers'il est possible de ontr�ler P pour satisfaire une propriété ϕ, quoi que fasse l'environne-ment. Les problèmes de ontr�le temporisé pour des propriétés d'aessibilité et de sûretésont déidables [MPS95, AMPS98, HK99℄. Pour des propriétés plus omplexes, omme ellesdonnées par un automate temporisé de Bühi, le problème de ontr�le temporisé devient in-déidable [DM02℄. Cela a amené à introduire des restritions sur le pouvoir du ontr�leur (en�xant son nombre d'horloges et les onstantes qu'il utilise), e problème de ontr�le, dit àressoures �xées, a été montré déidable [DM02℄, et l'est même dans un adre d'observationpartielle [BDMP03℄.Nous étudions le ontr�le temporisé où la spéi�ation est donnée par une formule appar-tenant aux logiques temporisées exposées au préalable. Comme e problème est plus di�ileque elui de la satisfaisabilité, nous nous restreignons à des logiques dont le problème de15



Chapitre 1. Introdution
satisfaisabilité est déidable. Nous nous plaçons dans le adre de la sémantique d'ations etonsidérons les logiques MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis (Safety-MTLest une restrition de MTL qui impose intuitivement une borne supérieure �nie sur les inter-valles ontraignant les modalités temporelles). En utilisant l'interation entre l'environnementet le ontr�leur, nous montrons que le problème de ontr�le temporisé pour des spéi�ationsMTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis est indéidable. Nous onsidéronségalement le problème de ontr�le à ressoures �xées et montrons qu'il est déidable pour desspéi�ations MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis. Les méthodes que nousdévelopperons sont très di�érentes de elles utilisées auparavant pour le ontr�le à ressoures�xées [DM02, BDMP03℄ et utilisent des tehniques d'ordre partiel pour les on�gurationstemporisées [AN01, OW04, OW05℄.Ces travaux ont fait l'objet d'une publiation dans des ates de onférenes internatio-nales [BBC06a℄.Partie IIIDans ette partie, nous donnons des résultats d'expressivité pour MTL et TPTL et intro-duisons un nouveau formalisme d'automates qui permet d'obtenir de nouvelles aratérisationspour les logiques temporisées, en partiulier MTL.Comme nous l'avons vu dans la partie préédente, toute formule de MTL peut être tra-duite en une formule équivalente de TPTL. Alur et Henzinger ont onjeturé que TPTL seraitstritement plus expressive que MTL [AH92b, AH93, Hen98℄, en partiulier qu'il n'existeraitpas de formule de MTL équivalente à la formule de TPTLG (problème⇒ x.F (alarme ∧ F (initialisation ∧ x ≤ 5))) (1.1)sans toutefois apporter de preuve de e résultat. Nous résolvons e problème pour les deuxsémantiques (la sémantique d'ations et la sémantique ontinue) et montrons que :� la onjeture est vraie pour les deux sémantiques,� pour la sémantique d'ations, la formule (1.1) est un bon témoin, 'est-à-dire qu'elle nepeut e�etivement pas être exprimée dans MTL,� pour la sémantique ontinue, la formule (1.1) peut être exprimée dans MTL, mais nousdonnons une autre formule de TPTL qui ne peut être exprimée dans MTL, on�rmantainsi la onjeture.Nos tehniques nous permettent également d'obtenir d'autres résultats : pour les deuxsémantiques, ajouter des modalités du passé à MTL et MITL augmente stritement leur ex-pressivité (MITL [AFH96℄ est un fragment de MTL où les égalités sont interdites dans lesontraintes) ; MTL est stritement plus expressive pour la sémantique ontinue que pour lasémantique d'ations ; pour la sémantique ontinue, MITL ne peut exprimer la formule (1.1),e qui est ontre-intuitif ar la formule (1.1) n'utilise pas de ontrainte pontuelle. Nous prou-vons en�n que pour la sémantique ontinue, le fragment de TPTL où la seule modalité F estautorisée peut être traduit dans MTL. Cela généralise le fait que la formule (1.1) peut êtreexprimée dans MTL pour la sémantique ontinue.Dans le hapitre 8, nous introduisons un nouveau modèle d'automates temporisé, les auto-mates input-determined . Ces automates sont une généralisation de plusieurs modèles introduitsdepuis les années 90 [AFH96, RS97, DM05℄. Ils n'utilisent pas d'horloges expliites, et ne sontpas diretement omparables aux automates temporisés, mais ont de fortes propriétés logiques16



telles que la l�ture par omplément. Les gardes d'un automate input-determined imposentdes ontraintes uniquement sur le mot d'entrée, leur valeur de vérité ne dépend pas du heminsuivi dans l'automate. Un exemple d'opérateur input-determined est l'opérateur ⊳a de [AFH96℄qui mesure le temps depuis la dernière ourrene d'une ation a. De même l'opérateur ♦a[DT04, DM05℄, qui rappelle l'opérateur F de MTL mesure le temps jusqu'aux prohaines o-urrenes de l'ation a. Pour la sémantique d'ations, l'artile [DT04℄ donne un adre généralpour l'étude d'automates basés sur des opérateurs input-determined , qui permet de déduiredes aratérisations par logique monadique du seond ordre, des résultats d'expressivité, despropriétés de déterminisation et de l�ture.Nous onstruisons ii un adre similaire pour la sémantique ontinue. Nous dé�nissons uneversion ontinue des automates input-determined paramétrée par un ensemble d'opérateurs.Nous montrons que ette lasse d'automates est déterminisable et lose pour les opérationsbooléennes. Tout omme les automates �nis, les automates input-determined ontinus ad-mettent une aratérisation par une logique monadique du seond ordre ; de plus le fragment dupremier ordre de ette logique est expressivement équivalente à une extension input-determinednaturelle de LTL.Nous étendons ensuite es résultats à des automates input-determined réursifs. Comme ap-pliation nous montrons que la logiqueMTL+Past, qui étendMTL ave des modalités du passé,est expressivement équivalent à une logique du premier ordre assoiée. La logique MTL+Pastpeut être vue omme la logique de temps linéaire assoiée à l'opérateur ♦ (ainsi qu'à sa versionpassé ♦-), et orrespond au fragment du premier ordre de la logique monadique du seond ordrearatérisant les automates input-determined réursifs.Comme dit i-dessus, MTL+Past est expressivement équivalente à une logique du pre-mier ordre utilisant des opérateurs input-determined . Dans le hapitre 9, nous donnons unereprésentation de MTL+Past en terme d'automates, établissant une aratérisation similaireà elle de la représentation par automates �nis sans ompteurs de la logique du premierordre [Kam68, MP71℄. Nous identi�ons une lasse d'automates input-determined sans omp-teurs (paramétrée par un ensemble d'opérateurs) qui aratérise préisément la logique tem-porelle basée sur es opérateurs.Ces résultats donnent une aratérisation en termes d'automates de MTL+Past. Parmid'autres appliations, une telle aratérisation peut être utile pour obtenir des résultats d'ex-pressivité pour ertaines logiques. Nous utilisons en�n ette aratérisation pour prouverune propriété des langages temporisés dé�nissables dans MTL+Past : nous montrons queMTL+Past est stable à l'in�ni, 'est-à-dire qu'étant donnée une séquene périodique de motstemporisés uviw, la valeur de vérité d'une formule de MTL+Past sur es modèles �nit parse stabiliser sur � vrai � ou � faux �. Ce résultat obtenu grâe à notre aratérisation deMTL+Past en terme d'automates, est une version plus forte d'un résultat de stabilité simi-laire [PD06℄, ar il est valide même ave les modalités du passé.Ces travaux ont fait l'objet de deux publiations dans des ates de onférenes internatio-nales [BCM05℄, [CDP06℄.Ce doument de thèse ne regroupe qu'une partie des travaux réalisés es dernières années.D'autres ontributions ont été publiées notamment dans [BCD05, BCKT05, BC06, BC07℄.
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans e hapitre, nous introduisons ertaines notions fondamentales que nous utiliseronspar la suite. Nous dé�nissons et donnons quelques propriétés des automates �nis et des auto-mates �nis ave invariants ; pour une étude plus omplète des automates �nis, onsulter parexemple [Sak03℄. Nous présentons les deux modèles temporisés que nous utiliserons : les motstemporisés et les séquenes temporisées. Nous présentons en�n la sémantique des automatestemporisés [AD90, AD94℄.
2.1 Automates �nisAlphabets et automates �nisNous notons N l'ensemble des entier naturels. Un alphabet Σ est un ensemble �ni desymboles. Nous noterons Σ∗ l'ensemble des suites �nies d'éléments de Σ, une telle suite seraégalement appelée mot sur Σ. La longueur d'un mot w = w0 · · ·wn ∈ Σ∗, notée |w| est n+ 1.Le mot vide, noté ε, est de longueur 0. Un langage sur Σ est un sous-ensemble de Σ∗.
Dé�nition 2.1.1 Un automate �ni est un n-uplet A = (Σ, Q, I, δ, F ) où Σ est un alphabetd'ations, Q un ensemble d'états, I ⊆ Q un ensemble d'états initiaux, δ ⊆ Q × Σ × Q unerelation de transition et F ⊆ Q un ensemble d'états �naux. Un tel automate est dit automate�ni sur Σ.

Une exéution de A sur un mot w = w0 · · ·wn ∈ Σ∗ à partir d'un état q0 ∈ Q est une suite
ρ = q0

w0−→ q1
w1−→ · · ·

wn−−→ qn+1 telle que pour tout 0 ≤ i ≤ n, (qi, wi, qi+1) ∈ δ. Une telleexéution est aeptante si qn+1 ∈ F .Nous dé�nissons la fontion de transition généralisée δ∗ : Q×Σ∗ → 2Q indutivement par
δ∗(q, ε) = {q} et δ∗(q, a ·w) = {q′ ∈ Q | ∃q1 ∈ Q, q1 ∈ δ(q, a) et q′ ∈ δ∗(q1, w)} pour a ∈ Σ et
w ∈ Σ∗.Un état q ∈ Q est dit aessible s'il existe une exéution ρ = q0

w0−→ q1
w1−→ · · ·

wn−−→ qn+1 àpartir de q0 ∈ I telle que qn+1 = q. Un état q ∈ Q est dit o-aessible s'il existe une exéution
ρ = q0

w0−→ q1
w1−→ · · ·

wn−−→ qn+1 à partir de q0 = q telle que qn+1 ∈ F . Un automate est ditaessible (resp. o-aessible) si tous ses états sont aessibles (resp. o-aessibles).19



Chapitre 2. Préliminaires
Le langage symbolique1 aepté par A, noté L∗

symb(A), est l'ensemble des mots sur Σ surlesquels A a une exéution aeptante à partir d'un état initial. Un langage aepté par unautomate �ni est dit régulier.Un automate �ni A = (Σ, Q, I, δ, F ) est dit déterministe si I est un singleton et pour tout
q ∈ Q, pour tout a ∈ Σ, il y a au plus un état q′ ∈ Q tel que (q, a, q′) ∈ δ. La relation detransition d'un automate �ni déterministe peut être vue omme une appliation partielle de
Q×Σ dans Q. Un automate �ni A = (Σ, Q, i, δ, F ) est dit omplet si pour tout q ∈ Q, a ∈ Σ,il y a au moins un état q′ ∈ Q tel que (q, a, q′) ∈ δ.Soit Σ un alphabet, tout langage régulier L sur Σ peut-être reonnu par un unique (àisomorphisme près) automate �ni déterministe omplet aessible ave un nombre minimald'états, qui sera noté AL.Automates �nis ave invariantsDans la partie III, nous utiliserons une variante d'automates �nis ave des invariants. Unalphabet partitionné est un ouple d'alphabets (Σ1,Σ2) où Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Pour des raisons delisibilité nous noterons parfois un tel alphabet partitionné Σ = Σ1 ∪ Σ2.Dé�nition 2.1.2 Un automate �ni ave invariants est un n-uplet A = (Σ, Q, i, δ, F, l), où
Σ = Σ1 ∪ Σ2 est un alphabet partitionné, Q un ensemble d'états, i ∈ Q un état initial,
δ ⊆ Q×Σ1 ×Q une relation de transition, F ⊆ Q un ensemble d'états �naux et l : Q −→ Σ2une fontion d'étiquetage des états. Un tel automate est dit automate �ni ave invariants sur
Σ. Un automate �ni ave invariants aepte des mots de Σ1 · (Σ2 · Σ1)

∗. Une exéution de Asur un mot w = w0 · · ·w2n ∈ Σ1 · (Σ2 ·Σ1)
∗ est une suite ρ = q0

w0−→ q1
w1−→ · · ·

w2n−−→ qn+1 telleque q0 = i, pour tout 1 ≤ j ≤ n, l(qj) = w2j−1 et pour tout 0 ≤ j ≤ n, (qj , w2j, qj+1) ∈ δ.Une telle exéution est aeptante si qn+1 ∈ F . Le langage symbolique d'un automate �ni aveinvariants A est l'ensemble des mots de Σ∗ sur lesquels A a une exéution aeptante.Proposition 2.1.3 Soit Σ = Σ1 ∪ Σ2 un alphabet partitionné. Les langages aeptés parautomates �nis ave invariants sur Σ sont les langages réguliers inlus dans Σ1 · (Σ2 · Σ1)
∗.Preuve. Nous raisonnons par double impliation.Impliation direte. SoitA = (Σ, Q, i, δ, F, l) un automate �ni ave invariants. Nous onstrui-sons un automate �ni A′ sur Σ omme suit : pour tout état q ∈ Q nous ajoutons un état q′ etune nouvelle transition (q, l(q), q′). Toutes les transitions sortantes de q sont transférées sur

q′. Nous ajoutons un nouvel état initial t ave les mêmes transitions sortantes que i. Les états�naux de A′ sont les mêmes que eux de A.Impliation réiproque. Soit A = (Σ, Q, i, δ, F, l) un automate �ni aeptant un sous-ensemble de Σ1 · (Σ2 ·Σ1)
∗. Nous onstruisons un automate �ni ave invariants reonnaissantle même langage omme suit : les états de A′ sont les transitions de A qui sont dans Q×Σ2×Q.Il y a une transition d'un état (p, a, q) à un état (r, c, t) étiquetée b ∈ Σ1 si (q, b, r) est unetransition de A. Les états �naux de A′ sont eux de la forme (p, a, q) où p ∈ F . Il y a unnouvel état initial i′, qui a pour transitions sortantes les (i′, b, (p, c, q)) telles que (i, b, p) ∈ δ.Tout état (p, a, q) est étiqueté par a et i′ est étiqueté de manière arbitraire. �1Nous utilisons le terme � symbolique � ii ar nous onsidérerons plus tard le langage temporisé pourertains automates. 20



2.2. Mots temporisés et séquenes temporisées
Automates de BühiSoit Σ un alphabet. Nous noterons Σω l'ensemble des suites in�nies d'éléments de Σ, et
Σ∞ l'union de Σ∗ et Σω.Un automate �ni peut également être interprété pour reonnaître des mots in�nis, dans eas nous parlons plut�t d'automate de Bühi.Soit A = (Σ, Q, I, δ, R) un automate de Bühi. Une exéution de A sur un mot w =

w0w1 · · · ∈ Σω est une suite ρ = q0
w0−→ q1

w1−→ · · · telle que q0 ∈ I et pour tout 0 ≤ i ≤
n, (qi, wi, qi+1) ∈ δ. Une telle exéution est aeptante si {i ∈ N | qi ∈ R} est in�ni.Le langage symbolique aepté par un automate de Bühi A, noté Lωsymb(A), est l'ensembledes mots de Σω sur lesquels A a une exéution aeptante.
2.2 Mots temporisés et séquenes temporiséesNous notons Q≥0 l'ensemble des nombres rationnels positifs ou nuls et R≥0 l'ensembledes nombres réels positifs ou nuls. L'ensemble de dates T représente l'un ou l'autre de esensembles.Une suite de dates sur T est une suite �nie ou in�nie τ = (τi)i≥0 ∈ T∞ d'éléments de Tsatisfaisant les onditions suivantes :� (monotonie) la suite est roissante : ∀i ≥ 0, τi ≤ τi+1,� (progrès) si τ est in�nie alors {τi | i ∈ N} est non-borné.Un mot temporisé sur Σ est un ouple σ = (w, τ) où w ∈ Σ∞ et τ est une suite dedates sur T de même longueur que w (deux suites in�nies sont onsidérées omme étant demême longueur). Un mot temporisé peut également être vu omme un élément de (Σ× T)∞.Nous notons TΣ∗ l'ensemble des mots temporisés �nis sur Σ, et TΣω l'ensemble des motstemporisés in�nis sur Σ.Exemple 2.2.1 Soit σ = (w, τ) ave w = (a, b, b, a) et τ = (0, 7; 1, 3; 2, 87; 2, 9). Alors σest un mot temporisé �ni sur l'alphabet {a, b}. Il peut également être vu omme la suite
(a; 0, 7)(b; 1, 3)(a; 2, 87)(a; 2, 9).Soit σ = (w0, t0)(w1, t1) · · · (wn, tn) un mot temporisé �ni, la durée de σ est dé�nie par
dur(σ) = tn. Étant donné un mot temporisé �ni σ = (w0, t0)(w1, t1) · · · (wn, tn) et un mottemporisé �ni ou in�ni σ′ = (w′

0, t
′
0)(w

′
1, t

′
1) · · · , nous dé�nissons la onaténation σ · σ′ demanière usuelle par (w0, t0)(w1, t1) · · · (wn, tn)(w

′
0, tn + t′0)(w

′
1, tn + t′1) · · ·Un intervalle est un sous-ensemble onvexe de R≥0. Nous notons IR l'ensemble des inter-valles. Deux intervalles I et I ′ sont dits adjaents si I ∩ I ′ = ∅ et I ∪ I ′ est un intervalle.Nous notons IQ l'ensemble des intervalles dont les bornes sont rationnelles. Nous utilisons lanotation lassique pour les intervalles, par exemple ]a, b] = {x ∈ R≥0 | a < x ≤ b}. Nousutilisons les notations 〈 et 〉 pour désigner des bornes pouvant être ouvertes ou fermées. Parexemple la notation 〈a, b[ désigne l'intervalle ]a, b[ ou l'intervalle [a, b[.Une séquene temporisée sur Σ est un ouple κ = (w, I) où w ∈ (2Σ)∞ et I = (Ii)i≥0 estune suite d'intervalles non-vides de même longueur que w satisfaisant les onditions suivantes :� (adjaene) pour tout i ∈ N, Ii et Ii+1 sont adjaents,� (progrès) si κ est in�ni, tout réel positif ou nul appartient à un intervalle Ii.Une séquene temporisée peut également être vue omme un élément de (2Σ×IR)∞. Nousne onsidérerons les séquenes temporisées que pour l'ensemble de dates T = R.21
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Remarque 2.2.2 Un mot temporisé peut être vu omme un as partiulier de séquene tem-porisée. Par exemple, le mot temporisé (a; 1, 8)(b; 2.3) orrespond à la séquene temporisée
(∅, [0; 1, 8[)({a}, [1, 8; 1, 8])(∅, ]1, 8; 2, 3[)({b}, [2, 3; 2, 3])(∅, ]2, 3; +∞[).
2.3 Automates temporisésHorlogesNous onsidérons un ensemble �ni X, que nous appellerons ensemble d'horloges. Une va-luation sur X est une fontion v : X → T. Nous notons 0 la valuation qui envoie toute horloge
x ∈ X sur 0. Pour t ∈ T, la valuation v + t est dé�nie par (v + t)(x) = v(x) + t pour tout
x ∈ X. Si Y est un sous-ensemble de X, la valuation v[Y ← 0] est dé�nie par : pour tout
x ∈ X, (v[Y ← 0])(x) = 0 si x ∈ Y et (v[Y ← 0])(x) = v(x) sinon.L'ensemble des gardes sur un ensemble d'horloges X, noté G(X) est dé�ni par la grammairesuivante :

g ::= x ∼ c | g ∧ goù ∼∈ {<,≤,=,≥, >}, x ∈ X, et c ∈ Q≥0.La satisfaisabilité d'une garde g par une valuation v, notée v |= g, est dé�nie par :{
v |= x ∼ c si v(x) ∼ c
v |= g1 ∧ g2 si v |= g1 et v |= g2L'ensemble des valuations sur X qui satisfont une garde g ∈ G(X) est noté JgKX , ousimplement JgK si l'ensemble X est lair dans le ontexte.Alphabet symboliqueSoit Σ un alphabet et X un ensemble �ni d'horloges. Un alphabet symbolique Γ basé sur

(Σ, X) est un sous ensemble �ni de G(X)× Σ× 2X .Un mot symbolique γ = (gi, bi, Yi)i≥0 ∈ Γ∞ génère un ensemble de mots temporisés,noté tw(γ). Nous interprétons l'ation symbolique (g, b, Y ) par le fait qu'une ation b peut seproduire si la garde g est satisfaite, et que les horloges de Y sont remises à zéro après l'ation.Formellement, soit σ = (a0, τ0)(a1, τ1) · · · un mot temporisé sur Σ, σ ∈ tw(γ) si |σ| = |γ| ets'il existe une suite de valuations v0, v1, · · · sur X telles que v0 = 0, et pour tout 0 ≤ i < |γ|,
vi + τi − τi−1 |= gi et vi+1 = (vi + τi − τi−1)[Yi ← 0] (en supposant τ−1 = 0).L'opérateur tw est étendu aux langages symboliques L sur Γ de manière usuelle par
tw(L) =

⋃
γ∈L

tw(γ).
Automates temporisésDé�nition 2.3.1 Un automate temporisé est un n-uplet A = (Σ, X,Q, q0, F,R, δ) où Σ estun alphabet d'ations, X un ensemble �ni d'horloges, Q un ensemble �ni d'états, q0 ∈ Qun état initial, F ⊆ Q un ensemble d'états �naux, R ⊆ Q un ensemble d'états répétés, δ ⊆
Q× (G(X)× Σ× 2X)×Q un ensemble �ni de transitions.Nous omettons parfois F ou R quand es ensembles sont vides.Soit Γ un alphabet symbolique basé sur (Σ, X) tel que δ ⊆ Q × Γ × Q, le n-uplet
(Γ, Q, q0, δ, F ) peut être vu omme un automate �ni et le n-uplet (Γ, Q, q0, δ, R) omme unautomate de Bühi. 22



2.3. Automates temporisés
En tant qu'automate �ni, un automate temporisé A reonnaît un langage symbolique demots �nis sur Γ, noté L∗

symb(A). Son langage temporisé est dé�ni par L∗(A) = tw(L∗
symb(A)).En tant qu'automate de Bühi, un automate temporisé A reonnaît un langage symbolique demots in�nis sur Γ, noté Lωsymb(A). Son langage temporisé de mots in�nis est dé�ni par Lω(A) =

tw(Lωsymb(A)). Nous notons Lsymb(A) = L∗
symb(A) ∪ Lωsymb(A) et L(A) = L∗(A) ∪ Lω(A).Un automate temporisé A = (Σ, X,Q, q0, F, δ) est dit déterministe si pour toutes transi-tions distintes (q, (g, a, Y ), q′) et (q, (g′, a, Y ′), q′′) de δ, JgK ∩ Jg′K = ∅.Remarque 2.3.2 La ondition de déterminisme pour un automate temporisé est plus forteque le déterminisme de l'automate �ni sous-jaent. En e�et, les deux transitions (q, (g, a, Y ), q′)et (q, (g, a, Y ′), q′′) pour Y 6= Y ′ donnent lieu à un automate temporisé non-déterministe, maisl'automate �ni sous-jaent peut être déterministe.Exemple 2.3.3 Soit Σ = {a, b}, X = {x}, Q = {q0, q1}, F = {q0}, R = ∅, et δ = {(q0, (x >

0, 8, a, {x}), q1), (q1, (x > 0, 8, b, {x}), q0)}.L'automate temporisé A = (Σ, X,Q, q0, F,R, δ) est représenté sur la �gure suivante :
q0 q1

x > 0, 8, a, x := 0

x > 0, 8, b, x := 0Fig. 2.1 � Exemple d'automate temporiséLe langage symbolique de A est Lsymb(A) = ((x > 0, 8, a, {x})(x > 0, 8, b, {x}))∗. Lelangage temporisé de A est L(A) = {(w, τ) | w ∈ (ab)∗, |w| = |τ |, τ0 > 0, 8 et ∀ 0 ≤ i <
|w|, τi+1 > τi + 0, 8}.
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Première partie
Véri�ation et ontr�le de systèmeso-minimaux
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Chapitre 3
Contr�le de systèmes o-minimaux

Les systèmes o-minimaux [LPS00℄ sont une lasse de systèmes hybrides ave une dynamiqueontinue très rihe, pouvant par exemple utiliser des polyn�mes ou la fontion exponentielle,mais dont les transitions disrètes sont limitées, à haque étape toutes les variables devantêtre réinitialisées indépendamment de leurs valeurs. Cela permet de déoupler les omposantesontinues et disrètes de tels systèmes. De nombreux travaux sur les systèmes o-minimaux ontété réalisés [Dav99, BMRT04, BM05, KV04, KV06℄, traitant prinipalement d'abstrations,de propriétés d'aessibilité et de bisimulations.Dans e hapitre, nous nous intéressons au problème de ontr�le d'aessibilité pour lessystèmes o-minimaux : étant donné un système dont ertaines ations sont ontr�lables etd'autres inontr�lables ('est-à-dire appartenant à l'environnement), déterminer s'il est pos-sible de ontr�ler le système pour atteindre un ensemble d'états gagnants, quoi que fassel'environnement.Nous présentons tout d'abord le adre des jeux non-temporisés et rappelons que la bisi-mulation est un bon outil pour étudier es jeux. Nous introduisons alors notre modèle de jeuxhybrides dans une strutureM, appelésM-jeux. Nous montrons que es jeux sont fondamen-talement di�érents des jeux lassiques (même à un nombre in�ni d'états) en e que l'ationd'éoulement du temps n'appartient à auun des deux joueurs ; nous montrons en partiulierque la bisimulation à temps abstrait n'est pas un bon outil pour étudier les jeux hybrides(pour deux états bisimilaires, l'un peut être gagnant, et l'autre perdant).Nous introduisons alors la tehnique d'enodage des trajetoires par des mots [BMRT04,BM05℄, nous onsidérons en partiulier l'ensemble des su�xes d'un état. La stabilité par su�xeest une ondition plus forte que la bisimilarité à temps abstrait, et nous montrons que ettenotion est un bon outil pour étudier le ontr�le hybride, ela nous permet de retrouver lesrésultats de [AMPS98℄ sur le ontr�le temporisé. Nous nous onentrons ensuite sur les jeuxo-minimaux et montrons que pour une struture M déidable et o-minimale, le problème deontr�le est déidable ; nous donnons un algorithme de point-�xe pour aluler l'ensembledes états gagnants, et prouvons que des stratégies gagnantes peuvent être alulées. Nousonsidérons ensuite un adre d'observation partielle de la dynamique par le ontr�leur : nousproposons un nouveau odage par mots, appelé odage par supermots, qui permet d'obtenirdes résultats de déidabilité et de alulabilité similaires à eux obtenus sous observationtotale. 27



Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
3.1 Jeux �nisDans ette setion, nous rappelons des dé�nitions et résultats onernant les bisimulationsde systèmes de transitions (voir [Az88, Cau95, Hen95℄) et les jeux lassiques (non temporisés).
3.1.1 Jeux �nis lassiquesNous donnons ii les dé�nitions du problème de ontr�le sur un graphe �ni (aussi appeléjeu �ni) et la notion de stratégie (voir [GThW02℄ pour une vue d'ensemble sur les jeux). Cesdé�nitions sont lassiques et seront étendues aux systèmes temporisés par la suite.
Dé�nition 3.1.1 Un système de transitions sur Σ est un triplet T = (Σ, Q,→) où Σ est unensemble d'ations (éventuellement in�ni), Q un ensemble d'états (éventuellement in�ni) et
→ ⊆ Q× Σ×Q une relation de transition.

Une transition (q1, a, q2) ∈ → est aussi notée q1 a
−→ q2. Un système de transitions est dit�ni si son ensemble d'ations et son ensemble d'états sont �nis. Remarquons qu'un automate�ni dé�nit de manière anonique un système de transitions.

Dé�nition 3.1.2 Un jeu �ni est un automate �ni (Σ, Q, I, δ,But) où Σ = Σc ∪ Σu est unalphabet partitionné orrespondant respetivement aux ations ontr�lables et inontr�lables.
Soit A = (Σ, Q, I, δ,But) un jeu �ni. Une ation a ∈ Σ est dite possible en q ∈ Q s'il existe

q′ ∈ Q tel que (q, a, q′) ∈ δ. Une exéution de A à partir de q0 est une suite �nie ou in�nie
q0

a1−→ q1
a2−→ · · · ; une telle exéution est gagnante s'il existe i tel que qi ∈ But. Pour uneexéution �nie ρ = q0

a1−→ q1
a2−→ · · ·

an−→ qn nous dé�nissons dernier(ρ) = qn. Nous notonsExef (A) l'ensemble des exéutions �nies de A.Nous onsidérerons des jeux de ontr�le à deux joueurs : le ontr�leur et l'environnement.Les ations de Σc appartiennent au ontr�leur et elles de Σu à l'environnement. A haqueétape, le ontr�leur propose une ation ontr�lable qui est l'ation qu'il veut exéuter ; alors soitette ation, soit une ation inontr�lable est prise et l'automate va dans l'état orrespondant1.
Dé�nition 3.1.3 Une stratégie2 est une appliation partielle λ de Exef (A) dans Σc telle quepour toute exéution ρ de Exef (A), si λ(ρ) est dé�nie alors λ(ρ) est possible en dernier(ρ).

Soit ρ = q0
a1−→ q1

a2−→ · · · une exéution, et posons pour tout i, ρi le pré�xe de longueur ide ρ. L'exéution ρ est ompatible ave la stratégie λ si pour tout i, ai+1 = λ(ρi) ou ai+1 ∈ Σu.Une exéution ρ est maximale par rapport à une stratégie λ si elle est in�nie ou si λ(ρ) n'estpas dé�ni.Une stratégie λ est gagnante à partir d'un état q si toute exéution maximale par rapportà λ à partir de q ompatible ave λ est gagnante.1Il peut y avoir plusieurs états orrespondants à une ation donnée ar nous ne supposons pas que l'automateest déterministe. Nous supposons que l'environnement hoisit le prohain état s'il y a plusieurs hoix possibles.2Dans le ontexte du ontr�le, une stratégie est parfois appelée ontr�leur.28



3.2. Jeux sur des systèmes dynamiques
3.1.2 BisimulationNous rappelons la dé�nition de bisimulation sur un système de transitions. Soit T =
(Σ, Q,→) un système de transitions et ∼ une relation d'équivalene sur Q. Étant donné
P ⊆ Q, nous disons que ∼ respete P si pour tout q, q′ ∈ Q, si q ∈ P et q ∼ q′ alors q′ ∈ P .Soit P une partition de Q, nous disons que ∼ respete P si pour tout P ∈ P, ∼ respete P .Dé�nition 3.1.4 Soit T = (Σ, Q,→) un système de transitions. Une bisimulation sur T estune relation d'équivalene ∼⊆ Q×Q telle que ∀q1, q′1, q2 ∈ Q, ∀a ∈ Σ,

(
q1 ∼ q

′
1 et q1 a

−→ q2

)
⇒
(
∃q′2 q2 ∼ q

′
2 et q′1

a
−→ q′2

)

3.1.3 Jeux et bisimulation dans le adre non temporiséDans le adre non temporisé, la bisimulation est une tehnique usuelle pour abstraire lesjeux : les états bisimilaires peuvent être identi�és omme le préise le théorème suivant.Théorème 3.1.5 Soit A = (Σ, Q, I, δ,But) un jeu �ni, q, q′ ∈ Q et ∼ une bisimulation quirespete But. Alors il existe une stratégie gagnante à partir de q si, et seulement s'il existe unestratégie gagnante à partir de q′.Ce théorème reste vrai pour les jeux disrets à nombre in�ni d'états [HHM99, dAHM01℄ etpeut être utilisé pour résoudre es jeux : s'il existe une bisimulation d'index �ni, le problèmede ontr�le peut être réduit à un problème de ontr�le sur un graphe �ni.Le problème de ontr�le temporisé ne peut pas être vu omme un jeu lassique disretà nombre in�ni d'états à ause de la nature spéiale de l'ation d'éoulement du temps,qui n'appartient à auun des deux joueurs. Il est néanmoins naturel d'essayer d'adapter latehnique de bisimulation pour résoudre les problèmes de ontr�le temporisé.
3.2 Jeux sur des systèmes dynamiques3.2.1 Systèmes dynamiquesSoitM une struture. Nous disons qu'une relation, sous-ensemble ou fontion est dé�nis-sable si elle est dé�nissable par une formule du premier ordre dans M (voir [Hod97℄). Nousnotons Th(M) la théorie de M, 'est-à-dire l'ensemble des énonés (i.e. formules loses dupremier ordre) deM onsidérés omme vrais. La théorie d'une strutureM est déidable s'ilexiste un algorithme qui, étant donné un énoné, détermine s'il appartient à Th(M).Nous ne onsidérerons que des strutures qui sont des extensions de groupes ordonnés,nous supposons également que M ontient deux symboles de onstantes, 'est-à-dire M =
〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 et sans perte de généralité nous supposons que 0 < 1. Nous posons M+ =
{τ ∈M | τ ≥ 0}.Dé�nition 3.2.1 Un système dynamique est un ouple (M, γ) où :� M = 〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 est une extension d'un groupe ordonné,� γ : V1 × V → V2 est une fontion dé�nissable dans M (où V1 ⊆ Mk1 , V ⊆ M et

V2 ⊆M
k2)3.3Nous utiliserons es notations dans la suite sans les redé�nir.29



Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
La fontion γ est la dynamique du système.QuandM est l'ensemble des réels, nous voyons V omme le temps, V1×V omme l'espae-temps, V1 omme l'espae de départ et V2 omme l'espae d'arrivée. Nous onservons etteterminologie dans le ontexte plus général d'une strutureM.La dé�nition de système dynamique prend en ompte de nombreux omportements. Nousdonnons i-dessous un premier exemple.Exemple 3.2.2 Nous pouvons retrouver la dynamique ontinue des automates temporisés.Nous posons M = 〈R, <,+, 0, 1〉 et dé�nissons la dynamique γ : Rn × R≥0 → Rn par
γ(x1, · · · , xn, t) = (x1 + t, · · · , xn + t).

Fig. 3.1 � Dynamique des automates temporisés
Dé�nition 3.2.3 Soit x ∈ V1, l'ensemble Γx = {γ(x, t) | t ∈M+} ⊆ V2 est appelé trajetoireà partir de x.Nous dé�nissons un système de transitions assoié à un système dynamique ; ette dé�ni-tion est une adaptation à notre ontexte de la dé�nition lassique de système de transitionsontinu dans le as de systèmes hybrides (voir [LPS00℄ par exemple).Dé�nition 3.2.4 Soit (M, γ) un système dynamique. Il dé�nit un système de transitions
Tγ = (Σ, Q,→γ) où :� l'ensemble des ations Σ est M+ ;� l'ensemble des états Q est V2 ;� la relation de transition y1

t
−→γ y2 est dé�nie par :

∃x ∈ V1, ∃t1, t2 ∈M
+ tels que t1 ≤ t2, γ(x, t1) = y1, γ(x, t2) = y2 et t = t2 − t1.3.2.2 M-jeuxDans ette sous-setion, nous dé�nissons les M-automates, qui sont des automates avedes gardes, remises à zéro et dynamiques ontinues dé�nissables dans la struture M. Nousintroduisons alors notre modèle de jeu dynamique qui est unM-automate ave deux ensemblesd'ations, un pour haque joueur ; nous exprimons en�n en terme de stratégie le problème deontr�le dans une lasse deM-automates.Dé�nition 3.2.5 (M-automate) UnM-automate A est un n-uplet (M, Q,Σ, δ, γ) oùM =

〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 est une extension d'un groupe ordonné, Q est un ensemble �ni d'états, Σ unalphabet, δ un sous-ensemble �ni de transitions (q, g, a, R, q′) ∈ Q× 2V2 ×Σ× (V2 → 2V2)×Qoù g et R sont dé�nissables dans M, et γ envoie tout état q ∈ Q sur une dynamique γq :
V1 × V → V2. 30



3.2. Jeux sur des systèmes dynamiques
Nous utilisons une notion générale de remise à zéro : une remise à zéro R est en fait unefontion de V2 dans 2V2 , qui peut orrespondre à une mise à jour non déterministe. Si l'étatourant est (q, y), le système ira en (q′, y′) ave y′ ∈ R(y). Nous appelons état disret de A unélément q ∈ Q, et dynamique ontinue une fontion γq pour q ∈ Q.UnM-automate A = (M, Q,Σ, δ, γ) dé�nit un système de transitions TA = (Γ, S,→) où :� l'ensemble des ations Γ est M+ ∪ Σ ;� l'ensemble des états S est Q× V2 ;� la relation de transition est dé�nie par (q, y)

e
−→ (q′, y′) si l'une des onditions suivantesest véri�ée :� e ∈ Σ, et il existe (q, g, e, R, q′) ∈ δ ave y ∈ g et y′ ∈ R(y),� e ∈M+, q = q′, et y e

−→γq y
′ où γq est la dynamique dans l'état q.Dans la suite, nous nous intéressons aux exéutions formées d'une alternane de transitionsontinues et disrètes.Nous aurons également besoin d'une notion de transition plus préise : quand (q, y)

τ
−→

(q, y′) ave τ ∈ M+, ela est dû à un hoix d'un (x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y.Nous disons que (q, y)
τ
−→x,t (q, y′) si γq(x, t) = y et γq(x, t + τ) = y′. Pour améliorer lalisibilité, nous érivons parfois (q, x, t, y)

τ
−→ (q, x, t+ τ, y′) pour (q, y)

τ
−→x,t (q, y′). Nous disonsqu'une ation (τ, a) ∈ M+ × Σ est possible dans un état (q, x, t, y) s'il existe (q′, x′, t′, y′)et (q′′, x′′, t′′, y′′) tels que (q, x, t, y)

τ
−→ (q′, x′, t′, y′)

a
−→ (q′′, x′′, t′′, y′′). Nous érivons alors

(q, x, t, y)
τ,a
−−→ (q′′, x′′, t′′, y′′). Nous notons Enb(q, x, t, y) l'ensemble des ations possibles dans

(q, x, t, y).Une exéution deA à partir de (q0, x0, t0, y0) est une suite �nie ou in�nie (q0, x0, t0, y0)
τ1,a1
−−−→

(q1, x1, t1, y1) · · ·
4 Une telle exéution est dite gagnante s'il existe i tel que qi ∈ But. Nous no-tons Exef (A) l'ensemble des exéutions �nies deA. Si ρ est une exéution �nie (q0, x0, t0, y0)

τ1,a1
−−−→

· · ·
τn,an
−−−→ (qn, xn, tn, yn), nous dé�nissons dernier(ρ) = (qn, xn, tn, yn).Dé�nition 3.2.6 (M-jeu) Un M-jeu est un n-uplet (M, Q,But,Σ, δ, γ) où But ⊆ Q est unsous-ensemble d'états gagnants, (M, Q,Σ, δ, γ) est un M-automate et Σ = Σc ∪ Σu est unalphabet partitionné en deux sous-alphabets orrespondants aux ations ontr�lables et inon-tr�lables.Dé�nition 3.2.7 (Stratégie) Une stratégie est une appliation partielle λ de Exef (A) dans

M+ × Σc telle que pour toute exéution ρ de Exef (A), λ(ρ) est possible dans dernier(ρ).Une stratégie indique e qui doit être fait pour ontr�ler le système : à haque étape,elle indique un délai τ et une ation ontr�lable qui doit être faite après e délai. L'ationréellement réalisée est alors soit l'ation proposée par la stratégie après le délai τ , soit uneation inontr�lable après un délai τ ′ ≤ τ . Remarquons que l'environnement peut avoir àhoisir entre di�érentes arêtes (dans le as où le jeu est non-déterministe).Une stratégie λ est sans mémoire si pour toutes exéutions �nies ρ et ρ′, dernier(ρ) =

dernier(ρ′) implique λ(ρ) = λ(ρ′). Soit ρ = (q0, x0, t0, y0)
τ1,a1
−−−→ · · · une exéution, et soit pourtout i, ρi le pré�xe de longueur i de ρ. L'exéution ρ est dite ompatible ave une stratégie λsi pour tout i, si λ(ρi) = (τ, a) alors soit τi+1 = τ et ai+1 = a, soit τi+1 ≤ τ et ai+1 ∈ Σu.Une exéution ρ est dite maximale par rapport à une stratégie λ si elle est in�nie ou si λ(ρ)n'est pas dé�nie. Une stratégie λ est gagnante à partir d'un état (q,y) si pour tout (x, t) tel4Dans le as d'une exéution �nie, elle-i peut éventuellement �nir par une ation de délai.31



Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
que γ(x, t) = y, toute exéution maximale par rapport à λ à partir de (q, x, t, y) ompatibleave λ est gagnante. L'ensemble des états gagnants est l'ensemble des états à partir desquelsil existe une stratégie gagnante.Nous pouvons maintenant dé�nir le problème de ontr�le que nous étudierons.Problème 1 (Problème de ontr�le dans une lasse C de M-jeux)Étant donné unM-jeu A appartenant à C, et un état initial dé�nissable (q, y), déterminer s'ilexiste une stratégie gagnante dans A à partir de (q, y).3.2.3 M-jeux et bisimulationLa bisimulation à temps abstrait [Hen95, Dav99, AHLP00℄ est une abstration orretepour les propriétés d'aessibilité dans les systèmes temporisés, et en partiulier les M-automates [Bri05℄. Nous verrons que et outil n'est pas su�sant pour traiter les problèmes deontr�le temporisé.Dé�nition 3.2.8 Soit T = (Γ, S,→) un système de transitions, une bisimulation à tempsabstrait sur T est une relation d'équivalene ∼ ⊆ S × S telle que ∀q1, q′1, q2 ∈ S, les deuxonditions suivantes sont satisfaites :
∀a ∈ Σ,

(
q1 ∼ q

′
1 et q1 a

−→ q2

)
⇒
(
∃q′2 ∈ S tel que q2 ∼ q′2 et q′1 a

−→ q′2

)

∀τ ∈M+,
(
q1 ∼ q

′
1 et q1 τ

−→ q2

)
⇒
(
∃τ ′ ∈M+ ∃q′2 ∈ S tels que q2 ∼ q′2 et q′1 τ ′

−→ q′2

)

Exemple 3.2.9 Soit A = (M, Q,But,Σ, δ, γ) un M-jeu où M = 〈R, <,+, 0, 1,≡2〉
5, Q =

{q1, q2, q3}, But = {q2}, Σ = Σc ∪ Σu où Σc = {c} (resp. Σu = {u}) est l'ensemble desations ontr�lables (resp. inontr�lables). La dynamique dans q1, γq1 : R≥0 × {0, 1} ×R≥0 →
R≥0 × {0, 1} est dé�nie par γq1(x1, x2, t) = (x1 + t, x2).

q1

q2

q3

gC , c

gB, u(a) LeM-jeu A
A C B C B ...x2=0

A B C B C ...x2=1

(b) Dynamique dans q1Fig. 3.2 � La bisimulation à temps abstrait ne respete pas les états gagnantsNous onsidérons la partition dérite sur la �gure 3.2(b). La garde gC est satisfaite sur lesétats de C et la garde gB sur les états de B. Remarquons que ette partition respete But etles transitions disrètes.Dans e jeu, le ontr�leur peut gagner quand il atteint la pièe C en jouant l'ation c, et ilperd en entrant dans la pièe B pare qu'il ne peut empêher l'environnement de jouer l'ation
u et d'aller dans l'état perdant q3.L'état s1 = (q1, (0, 1)) est don perdant, alors que l'état s2 = (q1, (0, 0)) est gagnant.Or la relation d'équivalene induite par la partition {A,B,C} est une bisimulation à temps5≡2 dénote la relation � modulo 2 �. 32
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abstrait : les deux états s1 et s2 sont don bisimilaires, mais ne sont pas équivalents pour le jeu.La bisimulation à temps abstrait n'est don pas orrete pour résoudre le ontr�le temporisé,ar elle ne peut toujours distinguer les états gagnants des états perdants.Proposition 3.2.10 Soit M une struture et A un M-jeu. Une partition respetant But etinduisant une bisimulation à temps abstrait sur Q×V2 ne respete pas néessairement les étatsgagnants de A.
3.3 Su�xes et types dynamiquesDans ette setion nous expliquons omment enoder les trajetoires d'un système dyna-mique par des mots. Cette tehnique a été introduite dans [BMRT04, BM05℄ pour étudier lessystèmes hybrides o-minimaux. Nous nous intéresserons en partiulier à la partition su�xeintroduite dans [Bri05℄.Nous expliquons tout d'abord omment onstruire les mots assoiés à une trajetoire.Soit (M, γ) un système dynamique et P une partition �nie de V2, étant donné x ∈ V1 nousonsidérons la trajetoire Γx = {γ(x, t) | t ∈ V } et nous lui assoions un mot. Nous onsidéronsles ensembles {t ∈ V | γ(x, t) ∈ P} pour P ∈ P. Cela donne lieu à une partition de l'ensembledes temps V . Pour dé�nir un mot sur P assoié à la trajetoire déterminée par x, nous devonsdé�nir l'ensemble des intervalles Fx =

{
I
∣∣ I est un intervalle de temps qui est maximal pourla propriété � ∃P ∈ P, ∀t ∈ I, γ(x, t) ∈ P �}. Pour tout x, l'ensemble Fx est totalementordonné par l'ordre induit par elui de M . Cela nous permet de dé�nir le mot sur P assoiéà Γx, noté ωx.Dé�nition 3.3.1 Soit x ∈ V1, le mot assoié à Γx est la fontion ωx : Fx → P dé�nie par

ωx(I) = P , où I ∈ Fx est tel que ∀t ∈ I, γ(x, t) ∈ P .Remarque 3.3.2 Cette dé�nition est en fait une généralisation de la notion lassique de mot.En e�et elle permet de retrouver les mots �nis et in�nis mais prend en ompte d'autres as,par exemple des mots indexés par les réels.L'ensemble des mots sur P assoiés à (M, γ) donne en quelque sorte une desription� statique � du système dynamique (M, γ) à travers la partition P ar il indique pour haquetrajetoire la façon dont le système évolue dans la partition P. Pour retrouver l'aspet � dyna-mique � du système, nous avons besoin de plus d'information, et devons savoir à tout momentquelle partie de la trajetoire a déjà été parourue, et quelle partie reste à parourir ; nousintroduisons pour ela la notion de su�xe assoié à une trajetoire.Étant donné un point x de l'espae de départ V1, nous avons assoié à x une trajetoire
Γx et un mot ωx. Si nous onsidérons un point (x, t) de l'espae-temps V1×V , il orrespond àun point γ(x, t) de Γx. Pour retrouver la position de γ(x, t) sur Γx depuis ωx, nous assoions à
(x, t) un su�xe du mot ωx noté ω(x,t). La onstrution de ω(x,t) est similaire à la onstrutionde ωx, nous onsidérons les ensembles d'intervalles F(x,t) =

{
I ∩ {t′ ∈ V | t′ ≥ t}

∣∣ I ∈ Fx
}
.Remarquons qu'étant donné un point (x, t) de l'espae- temps V1 × V il existe un uniquesu�xe ω(x,t) de ωx assoié à (x, t). Pour un point y ∈ V2, il peut y avoir plusieurs (x, t)tels que γ(x, t) = y et don plusieurs su�xes assoiés à y. Le futur d'un mot y ∈ V2 estnon-déterministe, et un seul su�xe ω(x,t) n'est pas su�sant pour retrouver la dynamique dusystème de transitions à travers la partition P. Nous introduisons la notion de type dynamiquesu�xe d'un point y ∈ V2 par rapport à P : 33
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Dé�nition 3.3.3 Soit (M, γ) un système dynamique, P une partition �nie de V2, y un pointde V2. Le type dynamique su�xe de y par rapport à P, noté SufP(y) est dé�ni par SufP(y) =
{ω(x,t) | γ(x, t) = y}.Cela nous permet de dé�nir une relation d'équivalene sur V2. Nous disons que deuxpoints y1, y2 ∈ V2 ont mêmes su�xes si SufP(y1) = SufP(y2). Nous notons Suf (P) la partitioninduite par ette relation d'équivalene. Nous disons qu'une partition P est stable par su�xesi Suf(P) = P (ela implique que si y1 et y2 appartiennent à la même pièe de P alorsSufP(y1) = SufP(y2)).Soit y ∈ V2, nous disons qu'il existe un unique su�xe sur P assoié à y si SufP(y) est unsingleton. Les exemples suivants illustrent la tehnique d'enodage par mots.Exemple 3.3.4 Nous onsidérons tout d'abord la dynamique des automates temporisés endimension deux (voir l'exemple 3.2.2). Nous avons que γ(x1, x2, t) = (x1 + t, x2 + t). Nousonsidérons la partition P = {A,B} où B = [1, 2]2 et A = R2

≥0 \ B. Les points dont latrajetoire passe par la pièe B mais n'appartenant pas à B ont pour su�xe le mot ABA, lespoints de la pièe B ont pour su�xe le mot BA, les autres points ont pour su�xe le mot A.La partition su�xe ompte don trois pièes omme dérit sur la �gure 3.3.

0 1 x1

1

x2

ABA

BA

A

Fig. 3.3 � Su�xes pour la dynamique des automates temporisés
Exemple 3.3.5 Nous onsidérons le système dynamique (M, γ) où M = 〈R,+, ·, 0, 1, <
, sin|[0,2π]

, cos|[0,2π]
〉 6 et γ : R2 × [0, 2π]× R→ R2 est dé�ni omme suit :

γ(x1, x2, θ, t) =

{
(t. cos(θ), t. sin(θ)) si (x1, x2) = (0, 0),

(x1 + t.x1, x2 + t.x2) si (x1, x2) 6= (0, 0).Nous assoions à e système dynamique la partition P = {A,B,C} où A = {(0, 0)}, B =
{
(
θ cos(θ), θ sin(θ)

)
| 0 < θ ≤ 2π} et C = R2 \ (A ∪ C). Nous appelons la pièe B la spirale(voir la �gure 3.4). Il y a quatre types dynamiques dans e système : {ACBC} pour le pointentral (0, 0), {CBC} pour l'� intérieur � de la spirale, {BC} pour la spirale, et {C} pourl'� extérieur � de la spirale. Remarquons que même si le système dynamique est in�nimentbranhant en (0, 0), il y a un unique su�xe assoié à haque point y de l'espae d'arrivée.Dans les deux exemples préédents, à tout point était assoié un unique su�xe ; le prohainexemple permet de retrouver la dynamique ontinue des automates retangulaires [HKPV98℄,et néessite l'utilisation de type dynamique su�xe (ertains points n'ont pas un unique su�xe).6sin|[0,2π]

et cos|[0,2π]
orrespondent aux fontions sinus et osinus restreintes au segment [0, 2π].34
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Fig. 3.4 � Le système dynamique de la spirale
Exemple 3.3.6 Nous onsidérons le système dynamique (M, γ) où M = 〈R,+, ·, 0, 1, <〉 et
γ : R2

≥0 × [1, 2]×R≥0 → R2
≥0 est dé�ni par γ(x1, x2, p, t) = (x1 + t, x2 + p · t). Nous assoionsà e système dynamique la partition P = {A,B,C} où B = [2, 5]× [3, 4], C = [3, 5]× [1, 2] et

A = R2
≥0 \ (B ∪ C) (voir la �gure 3.5(a)). Regardons plus préisément les types dynamiquessu�xes des points y1 = (1; 2, 5) et y2 = (2; 0, 5). Nous avons que SufP(y1) = {A,ABA}et SufP(y2) = {ABA,ACABA}. Même si ertains points ont plusieurs su�xes, la partitioninduite par les types dynamiques su�xes est �nie et représentée sur la �gure 3.5(b).

A

B

C

y1

y2(a) La dynamique (b) La partition su�xeFig. 3.5 � Dynamique retangulaire
3.4 Résolution des M-jeuxDans ette setion, nous présentons une proédure générale pour aluler l'ensemble desétats gagnants d'un M-jeu. Nous montrons que si une partition est stable par su�xe, etteproédure peut être e�etuée symboliquement sur les pièes de la partition. Cette proéduren'est pas toujours e�etive et nous étudierons plus loin des M-strutures où haque étapepeut être réalisée algorithmiquement.
3.4.1 Prédéesseurs ontr�lablesComme pour les jeux d'aessibilité lassiques [GThW02℄, un moyen de aluler l'ensembledes états gagnants est de aluler l'attrateur de l'ensemble But en itérant l'opérateur desprédéesseurs ontr�lables.Soit A = (M, Q,But,Σ, δ, γ) un M-jeu. Pour A ⊆ Q × V2 et a ∈ Σ nous dé�nissons lesprédéesseurs ontr�lables et inontr�lables omme suit :35
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Pred(A) =





(q, y) ∈ Q× V2

|
|
|
|
|

∃c ∈ Σc, c est possible dans (q, y),et ∀(q′, y′) ∈ Q× V2,

(q, y)
c
−→ (q′, y′)⇒ (q′, y′) ∈ A





uPred(A) =

{
(q, y) ∈ Q× V2

|
|
|

∃u ∈ Σu, ∃(q
′, y′) ∈ Q× V2 tels que

(q, y)
u
−→ (q′, y′) et (q′, y′) ∈ A

}

Comme dans le adre des jeux temporisés et hybrides [AMPS98, HHM99℄, nous dé�nissonsle prédéesseur temporel sûr d'un ensemble A par rapport à un ensemble B : un état (q, y)appartient à Predt(A,B) si en laissant s'éouler le temps, un état de A est �nalement atteint,en évitant B. L'opérateur Predt est formellement dé�ni omme suit :Predt(A,B) =




(q, y) ∈ Q× V2

|
|
|
|
|

∀(x, t) tel que γq(x, t) = y, ∃τ ∈M+

(q, y)
τ
−→x,t (q′, y′), (q′, y′) ∈ A,et Postq,x[t,t+τ ] ⊆ B



où Postq,x[t,t+τ ] = {(q, γq(x, t

′)) | t ≤ t′ ≤ t+ τ}.L'opérateur des prédéesseurs ontr�lables est alors dé�ni par :
π(A) = A ∪ Predt(Pred(A), uPred(A))Intuitivement, un état (q, y) appartient à π(A) s'il appartient déjà à A ou s'il existe un moyend'attendre un ertain temps sans qu'auune ation inontr�lable amène en dehors de A, et àjouer ensuite une ation ontr�lable qui amène en A.Nous disons qu'une partition P est stable par π si pour toute pièe A ∈ P, π(A) est uneunion de pièes de P.Remarque 3.4.1 L'opérateur π est dé�nissable dans toute extension d'un groupe ordonné,don si A est dé�nissable dansM, π(A) l'est aussi.Nous alulerons l'ensemble des états gagnants en itérant l'opérateur π. En notant π∗(But) =⋃

k≥0 π
k(But), nous montrerons que le alul itératif de π∗(But) se stabilise, et que l'ensembledes états gagnants du jeu est préisément π∗(But). Cei nous permettra plus tard d'obtenir desrésultats d'e�etivité et de dé�nissabilité pour les états gagnants et les stratégies gagnantessous ertaines hypothèses sur la struture sous-jaente.Proposition 3.4.2 Soit A = (M, Q,But,Σ, δ, γ) unM-jeu, et soit (q, y) ∈ Q×V2. S'il existe

n ∈ N tel que πn(But) = πn+1(But) alors π∗(But) = πn(But) est l'ensemble des états gagnantsde A.Preuve. Nous prouvons tout d'abord que si (q, y) ∈ π∗(But) alors il existe une stratégiegagnante à partir de (q, y). Pour ela, nous dé�nissons une stratégie gagnante sans mémoirepour tout (q, y) ∈ π∗(But). Par abus de notation, nous dé�nissons ette stratégie λ sur lesétats (q, x, t, y) au lieu des exéutions, e qui est possible ar elle est sans mémoire.Nous dé�nissons λ sur les ensembles ⋃0≤i≤k π
i(But) par réurrene sur k, et montronsque 'est une stratégie gagnante. Si k = 0, nous posons λ omme non dé�nie, elle est dongagnante pour les états de But. 36
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Supposons maintenant que λ est déjà dé�nie sur W =

⋃
0≤i≤k π

i(But) et est gagnante sures états. Nous dé�nissons alors λ sur π(W ). Soit (q, x, t, y) ∈ Q×V1×V ×V2 : si (q, y) ∈W ,
λ est déjà dé�nie ; si (q, y) ∈ π(W )\W , nous savons que (q, y) ∈ Predt (Pred(W ), uPred(W )

).Pour tout (x, t) tel que γq(x, t) = y, il existe τ ∈ M+ et c ∈ Σc ave (τ, c) possible dans
(q, y) et (q, y)

τ,c
−→x,t (q′, y′) implique (q′, y′) ∈ W et Postq,x[t,t+τ ] ⊆ uPred(W ). Nous posons

λ(q, x, t, y) = (τ, c) et montrons que e hoix est gagnant.Soit ρ = (q, x, t, y)
τ1,a1
−−−→ (q1, x1, t1, y1)

τ2,a2
−−−→ · · · une exéution ompatible ave λ. Soit

τ1 = τ et a1 = c, dans e as (q1, y1) ∈ W ; soit τ1 ≤ τ et a1 ∈ Σu, dans e as (q, y)
τ1−→x,t

(q′, y′)
a1−→ (q1, y1) ave (q′, y′) /∈ uPred(W ) don (q1, y1) ∈W . Dans les deux as, (q1, y1) ∈Wdon par hypothèse de réurrene ρ est gagnant.Nous montrons maintenant que s'il existe une stratégie gagnante λ à partir de (q, y) alors

(q, y) ∈ π∗(But). Posons W = π∗(But), et supposons par l'absurde que (q, y) /∈ W , nousonstruisons une exéution ompatible ave λ qui n'est pas gagnante. Par hypothèse π(W ) =
W (ar π∗(But) = πn(But) = πn+1(But) = π(π∗(But))), don (q, y) /∈ π(W ) ; il existe don
(x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y, et pour tout τ ∈ M+, (q, y) →τ

x,t (q′, y′) implique
(q′, y′) /∈ Pred(W ) ou Postq,x[t,t+τ ] ∩ uPred(W ) 6= ∅. Fixons un tel (x, t) ∈ V1 × V , et soit
(τ, c) = λ(q, x, t, y).Il existe (q1, x1, t1, y1) ave (q1, y1) /∈ W tel que soit (q, x, t, y)

τ,c
−→ (q1, x1, t1, y1) soit ilexiste τ ′ ≤ τ et u ∈ Σu ave (q, x, t, y)

τ ′,u
−−→ (q1, x1, t1, y1). Dans les deux as, l'exéutiononstruite est ompatible ave λ. Comme (q1, y1) /∈W nous pouvons appliquer à nouveau etargument et onstruire par réurrene une exéution ρ = (q, x, t, y)

τ1,a1
−−−→ (q1, x1, t1, y1)

τ2,a2
−−−→

· · · ompatible ave λ telle que pour tout i, (qi, xi, ti, yi) /∈W . Par dé�nition de W , pour tout
i, qi /∈ But, e qui ontredit le fait que λ est une stratégie gagnante. �

Nous déduisons maintenant un résultat algorithmique de la proposition 3.4.2. L'ensembledes états gagnants est π∗(But) mais ela n'implique pas que nous puissions aluler et en-semble ar beauoup deM-strutures sont intrinsèquement indéidables. Le orollaire suivantétablit que si ertaines onditions sur la struture et sur π sont satisfaites, alors ette proéduredonne une solution algorithmique au problème de ontr�le.Corollaire 3.4.3 Soit M une struture telle que Th(M) est déidable7. Soit C une lassede M-jeux telle que pour tout A ∈ C, il existe une partition �nie P de Q × V2 dé�nissabledans M, respetant But8, et stable par π. Alors le problème de ontr�le dans la lasse C estdéidable. De plus si A ∈ C, l'ensemble des états gagnants de A est alulable.Preuve. Soit M une struture et C une lasse d'automates satisfaisant les hypothèses duorollaire, et soit A ∈ C. Comme P est stable par π, π∗(But) est une union �nie de pièesde P. Il existe don n ∈ N tel que π∗(But) = πn(But). La proposition 3.4.2 montre don quel'ensemble des états gagnants est π∗(But).Comme π et But sont dé�nissables, nous avons que πi(But) est dé�nissable et ommeTh(M) est déidable nous pouvons tester si πi(But) = πi+1(But), nous pouvons don alulerune représentation e�etive de π∗(But). Comme Th(M) est déidable, si un état (q, y) est7Nous rappelons qu'une théorie Th(M) est déidable s'il existe un algorithme qui peut déterminer si unénoné ('est-à-dire une formule sans variable libre) appartient à la théorie ('est-à-dire est vrai).8C'est-à-dire que But est une union de pièes de P37
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dé�nissable nous pouvons tester si (q, y) ∈ π∗(But). Le problème de ontr�le dans C est dondéidable. �

3.4.2 Stabilité de Suf (P) par πDans la sous-setion 3.2.3, nous avons donné un ontre-exemple montrant que la bisimula-tion à temps abstrait n'est pas toujours orrete pour résoudre les problèmes de ontr�le. Laprinipale raison est que la partition induite par une bisimulation à temps abstrait n'est pastoujours stable par l'opérateur π.Nous présentons maintenant une ondition su�sante pour qu'une partition soit stable parl'opérateur π : si une partition est stable par Pred, uPred et par su�xe9, elle est orrete pourrésoudre les problèmes de ontr�le.Proposition 3.4.4 Soit A un M-jeu, P une partition de Q× V2 et π l'opérateur des prédé-esseurs ontr�lables. Si P respete But, est stable par Pred, uPred et par su�xe, alors P eststable par l'opérateur π.Preuve. Nous �xons un état disret q de l'automate et prenons y1, y2 ∈ V2 tels qu'il existe
A ∈ P ave (q, y1) ∈ A et (q, y2) ∈ A. Nous montrons que si (q, y1) ∈ π(X) pour X ∈ P alors
(q, y2) ∈ π(X).Comme (q, y1) ∈ π(X), pour tout (x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y1, il existe τ1 ∈ M+et y′1 tels que y1

τ1−→x,t y
′
1, y′1 ∈ Pred(X), et Postq,x[t,t+τ1]

⊆ uPred(X).Soit ω(x,t)(y1) un su�xe de y1 assoié à x et t. En terme de mots, les trois onditions préé-dentes signi�ent qu'il existe un pré�xe de ω(x,t)(y1) dont la dernière lettre est dans Pred(X)et sans ourrene de lettres de uPred(X) (ela a un sens ar par hypothèse Pred(X) etuPred(X) sont des unions de pièes de P). Notons ωp(x,t)(y1) e pré�xe.Comme P = Suf (P), et (q, y1) et (q, y2) appartiennent à la même pièe de P, nous avonsque SufP(y1) = SufP(y2). Soit (x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y2 et soit ω(x,t)(y2) le su�xede y2 assoié à x et t. Comme SufP(y1) = SufP(y2), il existe (x′, t′) tel que γq(x′, t′) = y1 et
ω(x,t)(y2) = ω(x′,t′)(y1), don le pré�xe ωp(x′,t′)(y1) est un pré�xe de ω(x,t)(y2).Nous pouvons don trouver y′2 ∈ Pred(X) et τ2 ∈M+ tels que y2

τ2−→x,t y
′
2, y′2 ∈ Pred(X),et Postq,x[t,t+τ2]

⊆ uPred(X). Don (q, y2) ∈ π(X). �

Comme orollaire immédiat de ette proposition et du orollaire 3.4.3, nous obtenons lerésultat de déidabilité suivant.Corollaire 3.4.5 Soit M une struture telle que Th(M) est déidable. Soit C une lasse de
M-jeux telle que pour tout A ∈ C, il existe une partition �nie P de Q× V2 dé�nissable dans
M, respetant But, stable par Pred, uPred et par su�xe. Alors le problème de ontr�le dansla lasse C est déidable, et si A ∈ C, l'ensemble des états gagnants est alulable.9Nous étendons de manière naturelle la notion de partition stable par su�xe (voir page 34) pour unepartition d'unM-jeu respetant les états disrets. 38



3.5. Jeux o-minimaux
Remarque 3.4.6 La stabilité par su�xe est une ondition plus forte que la bisimulation àtemps abstrait [Bri05℄, et nous montrons ii que 'est l'un des bons outils pour résoudre lesproblèmes de ontr�le. Dans l'exemple 3.2.9 la partition P est une bisimulation à temps abstraitqui n'est pas stable par su�xe. En e�et s1, s2 ∈ A mais SufP(s1) 6= SufP(s2).Remarque 3.4.7 Les résultats de ette setion permettent de retrouver les résultats sur leontr�le des automates temporisés de [AMPS98℄. En e�et, onsidérons la partition �nie las-sique pour les automates temporisés induite par le graphe des régions [AD94℄. Appelons PRette partition, et remarquons que PR est dé�nissable dans la struture 〈R, <,+, 0, 1〉. PR eststable par Pred et uPred. Par l'exemple 3.2.2 la dynamique ontinue des automates tempori-sés est dé�nissable dans 〈R, <,+, 0, 1〉. Nous pouvons don enoder les trajetoires ontinuesdes automates temporisés par des mots. Il est alors faile de voir que Suf(PR) = PR. Parle orollaire 3.4.5 nous obtenons la déidabilité et le alul des états gagnants dans les jeuxtemporisés [AMPS98℄.Corollaire 3.4.8 Le problème de ontr�le dans la lasse des automates temporisés est déi-dable. De plus l'ensemble des états gagnants π∗(But) est alulable.
3.5 Jeux o-minimauxDans ette setion, nous nous intéressons au as partiulier des jeux o-minimaux ('est-à-dire les M-jeux où M est une struture o-minimale et des restritions sont faites sur lesremises à zéro) [LPS00℄.Nous rappelons quelques dé�nitions et résultats onernant la o-minimalité [PS86℄ (pourune étude plus omplète se référer à [vdD98℄). Nous onsidérerons alors des strutures o-minimales dont la théorie est déidable pour obtenir des résultats de déidabilité et de alu-labilité dans le adre du ontr�le.Dé�nition 3.5.1 Une extension d'un groupe ordonné M = 〈M,<, · · · 〉 est o-minimale sitout sous-ensemble dé�nissable de M est une union �nie de points et d'intervalles ouverts.Dans une struture o-minimale, les sous-ensembles dé�nissables sont don les plus simplespossibles : e sont eux qui sont dé�nissables dans 〈M,<〉.Exemple 3.5.2 Il y a beauoup d'exemples de strutures o-minimales omme le groupe or-donné des rationnels 〈Q, <,+, 0, 1〉, le orps ordonné des réels 〈R, <,+, ·, 0, 1〉, le orps desréels muni de la fontion exponentielle.Le prinipal théorème que nous utiliserons sur les strutures o-minimales est un as par-tiulier du théorème de �nitude uniforme [KPS86, Théorème 0.3(a)℄, (voir aussi [vdD98,Corollaire 3.6, p. 60℄) :Théorème 3.5.3 ([KPS86℄) Soit M = 〈M,<, · · · 〉 une struture o-minimale et m un en-tier, soit S ⊆ Mm ×M un sous-ensemble dé�nissable. Pour x ∈ Mm, soit Sx = {y ∈ M |
(x, y) ∈ S}. Alors il existe un entier NS tel que pour tout x ∈ Mm, l'ensemble Sx ⊆ M estune union d'au plus NS points ou intervalles ouverts dé�nissables.39



Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
3.5.1 Généralités sur les jeux o-minimauxDé�nition 3.5.4 Soit A unM-automate (resp.M-jeu), nous disons que A est o-minimal sila strutureM est o-minimale et si toutes les transitions (q, g, a, R, q′) de A appartiennent10à Q× 2V2 × Σ× 2V2 ×Q.Remarquons que dans un jeu o-minimal A, les gardes, remises à zéro et dynamiques sontdé�nissables dans la struture o-minimale sous-jaente. Nous notons PA la partition la plusgrossière de l'espae d'états S = Q×V2 qui respete But et toutes les gardes et remises à zérode A. Notons que PA est une partition �nie et dé�nissable de S.La forte ondition sur les remises à zéro implique que PA est stable par Pred et uPred etpermet de déoupler les omposantes ontinues et disrètes d'un système hybride o-minimal[LPS00℄. Remarquons également que tout ra�nement de PA est stable par Pred et uPred.Les jeux o-minimaux sont en partiulier des systèmes hybrides o-minimaux (omme dé�nisdans [BM05, Bri06℄). Nous utiliserons les résultats suivants sur es systèmes.Théorème 3.5.5 [Bri06℄ Soit A un automate o-minimal, alors :� pour tout y ∈ V2, alors SufPA

(y) est omposé d'un ensemble �ni de mots �nis sur PA,� la partition Suf(PA) est �nie et dé�nissable,� s'il existe un unique su�xe sur PA assoié à tout y ∈ V2 alors Suf(PA) est une bisimu-lation à temps abstrait.3.5.2 Jeux o-minimaux ave un unique su�xeDans ette sous-setion, nous appliquons les résultats généraux de la setion 3.4 au aspartiulier des jeux o-minimaux satisfaisant la ondition d'uniité du su�xe. Nous prouvonstout d'abord que toute partition induisant une bisimulation à temps abstrait est stable parsu�xe :Lemme 3.5.6 Soit A un jeu o-minimal et P une partition induisant une bisimulation à tempsabstrait. S'il existe un unique su�xe sur P assoié à tout (q, y) ∈ Q× V2 alors P = Suf(P).Preuve. Nous �xons un état disret q ∈ Q et pour améliorer la lisibilité nous notons y l'état
(q, y). Nous notons également y →γ y

′ pour ∃ τ ≥ 0, y
τ
−→γ y

′.Soit A1 ∈ P et y1, y
′
1 ∈ A1. Montrons que SufP (y1) = SufP (y′1). Dans le adre des jeuxo-minimaux, le su�xe assoié à un point est un mot �ni, soit don ω1 = A1...An le su�xeunique assoié à y1, nous pouvons onstruire la suite de transitions suivante :

y1 →γ y2 →γ ...→γ yn,ave yi ∈ Ai pour tout 1 ≤ i ≤ n. Comme y1 et y′1 sont bisimilaires, nous pouvons onstruireune suite similaire de transitions
y′1 →γ y

′
2 →γ ...→γ y

′
n,ave y′i ∈ Ai pour tout 1 ≤ i ≤ n.Montrons maintenant que l'hypothèse d'uniité du su�xe implique qu'il existe x ∈ V1 et

t1,...,tn ∈ M ave t1 ≤ ... ≤ tn tels que γ(x, t1) = y′1, et γ(x, ti) ∈ Ai pour tout 1 ≤ i ≤ n ;10Il s'agit du as partiulier où les remises à zéro duM-jeu sont des fontions onstantes.40



3.5. Jeux o-minimaux
e qui montre que ω1 est un sous-mot de ω′

1 (l'unique su�xe assoié à y′1). Nous pouvonslairement trouver x, t1, t2 ave t1 ≤ t2, y′1 = γ(x, t1) ∈ A1 et γ(x, t2) ∈ A2 (ar y′1 →γ y
′
2).Supposons par l'absurde qu'il existe x, t1, t2 tels que t1 ≤ t2, γ(x, t1) ∈ A1, γ(x, t2) ∈ A2 et

γ(x, t3) /∈ A3 pour tout t3 ≥ t2. Par l'hypothèse d'uniité du su�xe, l'unique su�xe assoié à
y′2 ne ontient pas la lettre A3. Cela ontredit l'existene de la transition y′2 →γ y

′
3 où y′3 ∈ A3.Nous pouvons don trouver t3 satisfaisant les onditions requises. En répétant et argumentnous trouvons les autres ti.De même, ω′

1 est un sous-mot de ω1. Don ω1 = ω′
1 ar e sont des mots �nis. Nous avonsmontré que SufP(y1) = SufP(y′1), e qui ahève la preuve du lemme. �

Proposition 3.5.7 Soit A un jeu o-minimal, P une partition induisant une bisimulation àtemps abstrait et respetant But, les gardes et les remises à zéro de A. S'il existe un uniquesu�xe sur P assoié à tout (q, y) ∈ Q× V2 alors P est stable par π.Preuve. En appliquant le théorème 3.5.5 et le lemme 3.5.6, nous obtenons que Suf(PA) eststable par su�xe, et en utilisant la proposition 3.4.4 nous obtenons que elle-i est stable par
π. �

Remarque 3.5.8 Le théorème 3.5.5 assure que la partition su�xe Suf(PA) est une partitionsatisfaisant les hypothèses de la proposition i-dessus si la ondition d'uniité du su�xe estvéri�ée.Remarque 3.5.9 La proposition 3.5.7 ne ontredit pas la proposition 3.2.10 qui montre que labisimulation à temps abstrait n'est pas en général un outil orret pour résoudre les problèmesde ontr�le. En e�et, l'exemple de la �gure 3.2(b) satisfait la ondition d'uniité du su�xemais n'est pas o-minimal. Il est également possible de onstruire un exemple qui est o-minimalmais ne satisfait pas la ondition d'uniité du su�xe (voir l'exemple 3.5.10). Les hypothèsesd'o-minimalité et d'uniité du su�xe sont don néessaires dans la proposition 3.5.7.Exemple 3.5.10 Considérons le jeu A de l'exemple 3.2.9. Nous dé�nissons un jeu o-minimal
Ao à partir de A. La struture o-minimale sous-jaenteM est 〈R, <,+, 0, 1〉. Le jeu o-minimal
Ao a le même ensemble d'états disrets, le même ensemble But, le même ensemble d'ationset le même automate �ni sous-jaent que A ('est-à-dire que la �gure 3.2(a) représente aussi
Ao). Les deux di�érenes entre A et Ao sont les gardes et la dynamique ontinue dans q1.Dé�nissons tout d'abord les gardes. Nous avons que gB = {(y, 0) | y > 0} ∪ {(0, 1)} et gC =
{(0, 0)} ∪ {(y, 1) | y > 0}. La dynamique ontinue dans q1 est représentée sur la �gure 3.6.
γq1 : R× {0, 1}2 × R≥0 → R× {0, 1} est dé�nie par :

γq1(x1, x2, p, t) =





(x1 + t, x2) si p = 0

(x1, x2) si p = 1 et x1 ≤ 0

(x1, x2) si p = 1, x1 > 0 et t = 0

(0, x2) si p = 1, x1 > 0 et t > 0

gB, gC et γq1 sont lairement dé�nissables dansM. Comme dans l'exemple 3.2.9, nous pouvonsfailement véri�er que la relation d'équivalene induite par la partition P = {A,B,C} (où41
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BA C

x2=1

CA B
x2=0

0Fig. 3.6 � Un jeu o-minimal où la bisimulation à temps abstrait n'est pas orrete pour leontr�le
B = gB, C = gC et A = V2 \ (gB ∪ gC)) est une bisimulation à temps abstrait sur Ao. Lesétats s1 = (q1, (−1, 0)) et s2 = (q1, (−1, 1)) sont bisimilaires alors que s1 est gagnant et pas
s2. Remarquons que et exemple ne satisfait pas l'hypothèse d'uniité du su�xe : par exempleles points (x1, 1) ave x1 > 0 ont {C,CB} pour ensemble de su�xes.Remarque 3.5.11 L'hypothèse d'uniité du su�xe de la proposition 3.5.7 est satisfaite parles omportements ontinus dérits dans [LPS00℄ (où il y a une unique trajetoire passant parhaque point). Des systèmes plus omplexes entrent dans e adre, par exemple la dynamiquede la spirale (exemple 3.5.14) qui est un système in�niment branhant ave un unique su�xe.
3.5.3 Relâher l'hypothèse d'uniité du su�xeDans la sous-setion préédente, sous l'hypothèse d'uniité du su�xe et en appliquant laproposition 3.4.4, nous avons montré que Suf(PA) est stable par π. Nous montrerons que nouspouvons relâher l'hypothèse d'uniité du su�xe et obtenir la stabilité de Suf(PA) par π. Àpartir de maintenant et dans le reste de e hapitre nous relâhons l'hypothèse d'uniité dusu�xe ; e adre est plus général et nous ne pouvons plus appliquer la proposition 3.4.4 ar lapartition Suf(PA) n'est pas stable par su�xe en général (même si le système est o-minimal),'est le as par exemple pour la sémantique retangulaire dérite sur la �gure 3.5(a).Le théorème 3.5.5 assure que la partition Suf(PA) est �nie ; même si elle n'est pas toujoursune bisimulation à temps abstrait (omme sur la �gure 3.5(b)) ; nous montrons que Suf(PA)est stable par π.Proposition 3.5.12 Soit A un jeu o-minimal. La partition su�xe Suf(PA) est �nie et stablepar π.Preuve. Nous �xons un état disret q de A, et soit y1, y2 ∈ V2 tels que SufPA

(y1) = SufPA
(y2),'est-à-dire que y1 et y2 appartiennent à la même pièe de Suf (PA). Soit X ∈ Suf (PA), nousmontrons que y1 ∈ π(X) si, et seulement si y2 ∈ π(X). Nous montrons uniquement que si

y1 ∈ π(X) alors y2 ∈ π(X), l'autre sens est similaire.Rappelons la dé�nition de l'opérateur des prédéesseurs ontr�lables :
π(X) = X ∪ Predt(Pred(X), uPred(X))Condidérons tout d'abord le as simple où y1 ∈ X. Comme SufPA

(y1) = SufPA
(y2) et X ∈Suf (PA), nous avons lairement que y2 ∈ X et don que y2 ∈ π(X).Considérons maintenant le as où y1 ∈ π(X)\X. Nous avons que pour tout (x1, t1) ∈ V1×Vtel que γq(x1, t1) = y1, il existe τ1 ∈ M+ et y′1 tels que y1

τ1−→x1,t1 y
′
1 ave y′1 ∈ Pred(X) etPostq,x[t1,t1+τ1]

⊆ uPred(X). 42



3.5. Jeux o-minimaux
Par la dé�nition des transitions d'un jeu o-minimal, nous avons que Pred(X) est uneunion de pièes de PA, et de même pour uPred(X).Soit ω(x1,t1)(y1) le su�xe de y1 assoié à x1 et t1. En terme de mots, ette onditionsigni�e qu'il existe un pré�xe ω(x1,t1)(y1) dont la dernière lettre est dans Pred(X) et sansourrene de lettres de uPred(X) (e qui a un sens ar Pred(X) et uPred(X) sont des unionsde pièes de PA). Appelons ωp(x1,t1)

(y1) e pré�xe. Comme SufPA
(y1) = SufPA

(y2), il existe
(x2, t2) ∈ V1×M

+ tel que γq(x2, t2) = y2 et ω(x1,t1)(y1) = ω(x2,t2)(y2). En partiulier, le pré�xe
ωp(x1,t1)

(y1) est un pré�xe de ω(x2,t2)(y2). Nous pouvons don trouver τ2 ∈M+ et y′2 ∈ Pred(X)tels que y2
τ2−→x,t y

′
2 ave y′2 ∈ Pred(X) et Postq,x[t,t+τ2]

⊆ uPred(X). Don y2 ∈ π(X), e quiahève la preuve de la proposition. �

3.5.4 Synthèse de stratégies gagnantesNous montrons maintenant qu'étant donné un jeu o-minimal A dé�nissable dans une stru-ture M, nous pouvons onstruire une stratégie dé�nissable (dans la même struture M) àpartir de l'ensemble des états gagnants. L'e�etivité de ette onstrution sera disutée dansla sous-setion 3.5.5.
Théorème 3.5.13 Soit A un jeu o-minimal. Il existe une stratégie gagnante sans mémoiredé�nissable pour tout (q, y) ∈ π∗(But).Preuve. Par le théorème 3.5.5, la partition Suf(PA) est �nie. Par la proposition 3.5.12, elleest stable par π, il existe don n ∈ N tel que π∗(But) = πn(But). Alors par la proposition 3.4.2,
π∗(But) est l'ensemble des états gagnants.Soit (q, y) ∈ π∗(But), nous savons qu'il existe une stratégie gagnante à partir de (q, y). Nousdonnons maintenant une stratégie dé�nissable. En suivant la preuve de la proposition 3.4.2,nous onstruisons ette stratégie par réurrene sur le nombre d'itérations de π. Soit W =
∪0≤i≤kπ

i(But) et supposons que nous ayons déjà dé�ni une stratégie sans mémoire sur toutepièe de W , onsidérons maintenant π(W ) \W .Par la proposition 3.5.12, nous savons que π(W ) \ W est une union �nie de pièes deSuf(PA). Soit P une de es pièes. Par le théorème 3.5.5, P orrespond à un nombre �ni demots �nis sur PA. Don pour (q, y) ∈ P nous avons queSufPA
(y) = {ω1, ..., ωl}où les ωi sont des mots �nis sur PA.Soit (x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y, nous avons que ω(x,t) = ωi pour ωi ∈ SufPA

(y).Comme (q, y) ∈ π(W ) \W , le mot ω(x,t) doit ontenir un pré�xe dont la dernière lettre estinlue dans Pred(W ) et sans ourrene de lettre de uPred(W ) (e qui a un sens ar Pred(W )et uPred(W ) sont des unions de pièes de P). Soit A la dernière lettre de e pré�xe. Comme
A ⊆ Pred(W ), il existe une ation ontr�lable c ∈ Σc telle que pour tout (q, y) ∈ A, unetransition étiquetée par c est possible et toutes es transitions amènent en W . La stratégiepour (q, x, t, y) sera d'exéuter l'ation c après un ertain délai. Nous expliquons maintenantomment hoisir e délai. 43



Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
Soit (q, x, t, y) tel que (q, y) ∈ P et γq(x, t) = y. Considérons Temps(x, t) le sous-ensemblede M+ dé�ni omme suit :Temps(x, t) = {τ ∈M+ | γ(x, t+ τ) ∈ A}.Cet ensemble est dé�nissable ar A est dé�nissable.Par o-minimalité, Temps(x, t) est une union �nie de points et d'intervalles ouverts. Notons

I le point ou l'intervalle le plus à gauhe. Remarquons que I est dé�nissable. Si I a un minimum
m, nous dé�nissons λ(q, x, t, y) = (m, c). Sinon deux as sont possibles. Si I est borné alors ilest de la forme ]m,m′[ ou ]m,m′] dans e as nous dé�nissons11 λ(q, x, t, y) = (1

2(m+m′), c).En�n si I n'a pas de minimum et est non-borné, il est de la forme ]m,+∞[, nous dé�nissonsalors λ(q, x, t, y) = (m + 1, c). Nous pouvons résumer la dé�nition de λ sur P de la manièresuivante :
λ(q, x, t, y) =





(
min(I), c

) si ϕ1(x, t)(
1
2

(
inf(I) + sup(I)

)
, c
) si ϕ2(x, t)(

inf(I) + 1, c
) sinonoù ϕ1(x, t) est une formule qui est vraie si, et seulement si I a un minimum et ϕ2(x, t) estune formule qui est vraie si, et seulement si I n'a pas de minimum et est borné. λ est donlairement dé�nissable sur P .Comme il existe un nombre �ni de P ∈ Suf(PA) par le théorème 3.5.5 et un nombre �nide su�xes pour haque P ∈ Suf(PA), nous pouvons onlure que λ est dé�nissable. �

Nous illustrons maintenant le théorème 3.5.13 sur deux exemples.Exemple 3.5.14 Considérons à nouveau l'automate de l'exemple 3.2.9. Nous dé�nissons àpartir de A un jeu o-minimal As relatif à l'exemple de la spirale (voir l'exemple 3.3.5). Lastruture o-minimale sous-jaente12M est 〈R,+, ·, 0, 1, <, sin|[0,2π]
, cos|[0,2π]

〉. Le jeu o-minimal
As a le même ensemble d'états, le même But, le même ensemble d'ations et le même automate�ni sous-jaent A ('est-à-dire que la �gure 3.2(a) représente aussi As). Les deux di�érenesentre A et As sont les gardes et les dynamiques ontinues. Dé�nissons tout d'abord les gardes :
gB peut être franhie sur les états de la pièe B ('est-à-dire les points de la spirale) et gCsur les états de la pièe C (les points di�érents de l'origine n'étant pas sur la spirale). Ladynamique ontinue dans q1 est elle dérite dans l'exemple 3.3.5 (les dynamiques ontinuesdans q2 et q3 ne jouent auun r�le). Clairement gB, gC et γq1 sont dé�nissables dansM.La stratégie au point (0, 0) donnée par le théorème 3.5.13 est λ(0, 0, θ, t) = ( θ2 , c) où c estl'ation qui mène à l'état gagnant q2.Exemple 3.5.15 Pour la dynamique des automates temporisés (dérite dans l'exemple 3.2.2),les stratégies dé�nissables orrespondent aux stratégies réalisables obtenues dans [BCFL04℄.3.5.5 Résultats de déidabilitéLe théorème 3.5.13 est un résultat existentiel. Il assure qu'étant donné un jeu o-minimal, ilexiste une stratégie sans mémoire dé�nissable pour tout y ∈ π∗(But). La onlusion de la sous-11Rappelons que tout groupe ordonné o-minimal est sans torsion et divisible (voir [PS86℄), e qui impliquequ'il existe un unique y satisfaisant y + y = m+m′, que nous notons 1

2
(m+m′).12Cette struture est o-minimale (voir [vdD96℄). 44



3.6. Contr�le hybride ave observation partielle de la dynamique
setion préédente est qu'étant donné un jeu o-minimal il existe une stratégie sans mémoiredé�nissable pour tout y ∈ π∗(But).Le théorème 3.5.13 ne permet pas de déduire la déidabilité du problème de ontr�le dansuneM-struture dans le as général. En e�et, ela dépend de la déidabilité de Th(M).Théorème 3.5.16 SoitM une struture o-minimale telle que Th(M) est déidable et C unelasse de M-jeux. Alors le problème de ontr�le dans la lasse C est déidable. De plus si
A ∈ C, l'ensemble des états gagnants π∗(But) est alulable et une stratégie gagnante sansmémoire dé�nissable peut être alulée pour tout (q, y) ∈ π∗(But).Preuve. Par le théorème 3.5.5, pour tout A ∈ C, Suf(PA) est une partition dé�nissablerespetant But ; la proposition 3.5.12 assure que ette partition est stable par π. Les hypothèsesdu orollaire 3.4.3 sont don satisfaites et nous obtenons que le problème de ontr�le dans lalasse C est déidable et que les états gagnants et stratégies d'un jeu A ∈ C sont alulables.
�

Remarque 3.5.17 Les strutures 〈R, <,+, 0, 1〉 et 〈R, <,+, ·, 0, 1〉 sont des exemples de stru-tures o-minimales ave une théorie déidable.Remarque 3.5.18 En fait le théorème 3.5.16 peut être prouvé pour une lasse plus largeque les systèmes o-minimaux, la ondition que toute variable est remise à zéro après haquetransition n'est pas néessaire : il est su�sant qu'il existe une partition stable par su�xe et parPred et uPred ; si ette ondition est satisfaite (et la dynamique de haque état o-minimale)alors les remises à zéro peuvent être quelonques.Les automates temporisés entrent dans e adre. Le théorème 3.5.16 donne don un moyende aluler des stratégies gagnantes pour les jeux temporisés.Remarque 3.5.19 Notons que les résultats de déidabilité que nous avons obtenus pour lesjeux o-minimaux reposent uniquement sur le alul d'un attrateur basé sur une partition �niede l'espae d'états. Nous pouvons don appliquer les algorithmes lassiques pour les problèmesde sûreté, ou des onditions de vitoire à la Bühi. De manière plus générale nous pouvonsrésoudre les jeux o-minimaux pour des onditions de parité, voir [GThW02℄ pour plus de détailssur es jeux.Remarque 3.5.20 Remarquons que nous n'avons pas traité de façon spéi�que les omporte-ments zénon. En e�et, dans le adre onsidéré, si l'environnement a une stratégie qui empêhele jeu d'atteindre But en bloquant le temps, nous onsidérons que le ontr�leur perd le jeu. Dansle ontexte des automates temporisés, une solution élégante a été proposée dans [AFH+03℄. Aause de la forte ondition sur les remises à zéro, ette méthode ne peut être failement appli-quée aux jeux o-minimaux.
3.6 Contr�le hybride ave observation partielle de la dynamiqueJusqu'à maintenant, nous avons supposé qu'à partir d'un point donné, l'environnementhoisit une trajetoire ontinue suivie par le jeu, et que le ontr�leur réagit en fontion dela trajetoire hoisie. Dans ette setion, nous onsidérons une observation partielle de la45
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dynamique : la trajetoire n'est pas onnue par le ontr�leur, et sa stratégie ne peut dépendreque du point de départ. Ce adre permet notamment de modéliser naturellement des horlogesoù les pentes des horloges appartiennent à un petit intervalle autour de 1 [Pur98, ALM05℄.Notons que l'observation partielle que nous onsidérons ne onerne que la dynamique dusystème et non pas les ations e�etuées, e qui est une hypothèse di�érente de elle faite dansle adre des systèmes �nis dans [AVW03℄ ou des systèmes temporisés dans [BDMP03℄.3.6.1 Stratégies sous observation partielleDans ette sous-setion, nous adaptons toutes les notions que nous avons déjà dé�nies auadre de l'observation partielle.Soit ρ = (q0, x0, t0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · ·

τn,an
−−−→ (qn, xn, tn, yn) une exéution �nie. L'observation de

ρ, notée obs(ρ), est la suite (q0, y0)
τ1,a1
−−−→ · · ·

τn,an
−−−→ (qn, yn).Dé�nition 3.6.1 (Stratégie sous observation partielle) Une stratégie λ est dite sous ob-servation partielle si pour toutes les exéutions �nies ρ, ρ′, si obs(ρ) = obs(ρ′) alors λ(ρ) =

λ(ρ′).Toutes les autres notions, omme les stratégies sans mémoire, ompatibilité, stratégiesgagnantes, états gagnants, et... s'étendent naturellement à e nouveau ontexte.Problème 2 (Problème de ontr�le sous observation partielle) Étant donné un M-jeu A ∈ C, et un état initial dé�nissable (q, y), déterminer s'il existe une stratégie gagnantesous observation partielle dans A à partir de (q, y).Exemple 3.6.2 Nous onsidérons à nouveau l'exemple de la spirale (exemple 3.5.14). Rappe-lons que le omportement disret du système est représenté sur la �gure 3.2(a) et sa dynamiquedé�nie dans l'exemple 3.3.5.Nous avons montré que sous observation totale eM-jeu a une stratégie gagnante en (0, 0)donnée par λ(0, 0, θ, t) = ( θ2 , c). Notons que ette stratégie dépend de la trajetoire prise (arelle dépend de θ).Il n'existe pas de stratégie gagnante sous observation partielle pour e jeu : une telle stratégiene peut dépendre que du point ourant, et dans et exemple, pour toute ation (τ, a) proposéepar le ontr�leur en (0, 0), il existe une trajetoire qui atteint un mauvais état ('est-à-dire unpoint sur la spirale) avant τ .3.6.2 Un nouveau odage symbolique des trajetoires : les supermotsDans la setion 3.4, nous avons prouvé que la partition su�xe était un bon outil pourétudier le problème de ontr�le (le problème 1). Cependant, dans le as du ontr�le sousobservation partielle (le problème 2), la partition su�xe n'est plus un bon outil, omme illustrépar l'exemple 3.6.3. Pour résoudre le problème 2, nous introduirons don un autre odagesymbolique des trajetoires.Exemple 3.6.3 Nous onsidérons le système dynamique (M, γ) où M = 〈R,+, ·, 0, 1, <〉 et
γ : R2

≥0 × [1, 2]2 × R≥0 → R2
≥0 est dé�nie par

γ(x1, x2, p1, p2, t) =

{
(x1 + p1 · t, x2 + p2 · t) si x1 ≤ 2

(x1 + t, x2 + 2t) sinon46



3.6. Contr�le hybride ave observation partielle de la dynamique
Nous assoions à e système dynamique la partition P = {A,B} où B = [3, 5] × [0,+∞[ et
A = R2\B (voir la �gure 3.7). Considérons les types dynamiques su�xes des points y1 = (0, 0)et y2 = (8, 0). Nous avons que SufP(y1) = SufP(y2) = {ABA}.À partir de e système dynamique, nous onstruisons un M-jeu simple où la pièe B estla garde d'une transition ontr�lable (étiquetée a) menant à But. Dans e jeu, il est faile devoir que y2 est un état gagnant alors que y1 ne l'est pas. En e�et, une stratégie gagnante àpartir de y2 est d'attendre 2 unités de temps et d'e�etuer alors l'ation a. À partir de y1, noussavons qu'après τ unités de temps, le système sera dans le arré [τ, 2τ ]2. Pour tout τ ∈ R≥0,nous avons que [τ, 2τ ]2 6⊆ B (omme dérit sur la �gure 3.7). En partiulier, à partir de y1il est impossible de garantir que la transition sera possible après τ unités de temps et don iln'existe pas de stratégie gagnante (sous observation partielle) à partir de y1. Cela montre quela partition su�xe n'est pas un bon outil pour étudier la problème de ontr�le sous observationpartielle.

y1 y2

τ

2τ

τ 2τ

A

B

Fig. 3.7 � La partition su�xe ne respete pas les états gagnants sous observation partielle
Supermots.Nous dérivons tout d'abord un nouveau odage symbolique des trajetoires, nous dis-uterons de sa dé�nissabilité (dans le as o-minimal) par la suite. Soit (M, γ) un systèmedynamique, y un point de V2 et P une partition de V2. Comme plusieurs trajetoires passentpar le point y, il existe plusieurs y′ tels que y τ

−→ y′, pour τ ∈M+. En partiulier, en partantde y, il est possible d'être dans plusieurs pièes de P après τ unités de temps. Pour apturere omportement, nous assoions un mot ωy sur 2P à tout point y ∈ V2. Pour dé�nir le motsur 2P assoié à y ∈ V2, nous devons introduire quelques dé�nitions supplémentaires.
Dé�nition 3.6.4 Soit y un point de V2 et τ un temps de M+.

Fy(τ) =
{
P ∈ P

∣∣ ∃x ∈Mk1 ∃t ∈M γ(x, t) = y et γ(x, t+ τ) ∈ P
}
.L'ensemble Fy(τ) représente l'ensemble des pièes qui sont potentiellement atteintes après τunités de temps à partir de y. 47
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Dé�nition 3.6.5 Soit y un point de V2.

Fy =
{
I | I est un intervalle de temps maximal pour la propriété

∃S ∈ 2P ∀τ ∈ I Fy(τ) = S
}

Pour tout y ∈ V2, l'ensemble Fy est exatement l'ensemble des omposantes onnexes desensembles {τ ∈M+ | Fy(τ) = S}, pour S ∈ 2P .Nous pouvons maintenant dé�nir le mot ωy assoié à un point y ∈ V2.Dé�nition 3.6.6 Soit (M, γ) un système dynamique, y un point de V2, et P une partitionde V2. Le supermot assoié à y est la fontion SupP(y) : Fy → 2P dé�nie par :SupP(y)(I) = S où I ∈ Fy est tel que ∀τ ∈ I Fy(τ) = S.Si (M, γ) est un système dynamique et P une partition �nie de V2, nous notons Sup(P)la partition induite par les supermots.Nous illustrons ette nouvelle notion sur un exemple.Exemple 3.6.7 Considérons les trois systèmes dynamiques représentés sur la �gure 3.8. Dansles trois as, le système dynamique onsiste en deux trajetoires à partir du point yi. La dif-férene entre les trois systèmes réside dans la façon dont la partition P = {A,B,C} estfranhie. Les supermots assoiés aux yi sont les suivants : pour les deux premiers systèmesdynamiques nous avons SupP(y1) = SupP(y2) = {A}{B,C}, et pour le dernier SupP(y3) =
{A}{B,C}{B}{B,C}{C}{B,C}.
y1
A

B C B

C B C

(a) {A}{B,C}

y2
A

B

C

(b) {A}{B,C}

y3
A

B C B

C B C

() {A}{B,C}{B}{B,C}{C}{B,C}Fig. 3.8 � Les su�xes et les supermots ne sont pas omparablesRemarquons que les notions de type dynamique su�xe et supermot sont inomparables.Nous avons que SupP(y1) = SupP(y2) 6= SupP(y3). Considérons les types dynamiques su�xesde es points :Suf(y1) = {ABCB,ACBC} ; Suf(y2) = {AB,AC} ; Suf(y3) = {ABCB,ACBC}.Les supermots peuvent don distinguer y1 et y3, mais pas y1 et y2, alors que les types dyna-miques su�xes peuvent distinguer y1 et y2, mais pas y1 et y3.Dé�nissabilité.Soit (M, γ) un système dynamique et P une partition �nie de V2. Nous avons expliquéomment assoier un mot sur 2P à un point y de V2. Nous expliquons maintenant pourquoidans le as des systèmes dynamiques o-minimaux le odage par supermots peut être réaliséde façon dé�nissable. 48
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Soit (M, γ) un système dynamique o-minimal et P une partition �nie et dé�nissable de

V2. Remarquons tout d'abord que pour un sous-ensemble S ∈ 2P , nous pouvons failementérire une formule du premier ordre ϕS(y, τ) qui est vraie si, et seulement si Fy(τ) = S.En e�et si, S = {A1, · · · , An}, il su�t de poser :
ϕS(y, τ) = ∃x1 ∃t1 · · · ∃xn ∃tn

∧

1≤i≤n

(
γ(xi, ti) = y ∧ γ(xi, ti + τ) ∈ Ai

)

∧ ∀x ∀t
(
γ(x, t) = y

)
⇒
(
γ(x, t+ τ) ∈ A1 ∪ · · · ∪An

)
.Or pour tout y ∈ V2, l'ensemble Fy est omposé exatement des omposantes onnexes desensembles {τ ∈M+ | ϕS(y, τ)}, pour S ∈ 2P . La tehnique pour prouver que es ensemblessont dé�nissables est la même utilisée pour montrer que Fx est dé�nissable (voir [BM05,Bri06℄).Résultats de �nitude.Nous montrons maintenant que dans le adre des systèmes dynamiques o-minimaux, seulun nombre �ni de supermots �nis est néessaire pour enoder l'ensemble des trajetoires.Proposition 3.6.8 Soit (M, γ) un système dynamique o-minimal et P une partition �nieet dé�nissable de V2. Alors il existe un nombre �ni de supermots �nis assoiés à (M, γ) parrapport à P.Preuve. Soit S ∈ 2P , onsidérons tout d'abord l'ensemble

Fy(S) =
{
τ ∈M+ | Fy(τ) = S

}
=
{
τ ∈M+ | ϕS(y, τ)

}
.Comme nous l'avons remarqué, l'ensemble Fy(S) est un sous-ensemble dé�nissable de M .Par o-minimalité, 'est don une union �nie de points et d'intervalles ouverts, qui a donnéessairement un nombre �ni de omposantes onnexes. Par dé�nition de Fy nous avonsl'égalité suivante :

|Fy| =
∑

S∈2P

(nombre de omposantes onnexes de Fy(S)
)
.

Comme P est �nie, nous déduisons que Fy est �ni.En utilisant la �nitude uniforme (voir le théorème 3.5.3), nous obtenons qu'il existe N ∈ Ntel que pour tout y ∈ V2, ∣∣Fy∣∣ ≤ N . En terme de odage de mots, ela signi�e qu'il y auniquement un nombre �ni de supermots assoiés aux points de V2. En e�et la taille dessupermots SupP(y) est uniformément bornée par N . �

La proposition préédente montre diretement que la partition Sup(P) est �nie. De plusette partition est dé�nissable omme le préise la proposition suivante.Proposition 3.6.9 Soit (M, γ) un système dynamique o-minimal, et P une partition �nie etdé�nissable de V2. La partition Sup(P) est �nie et dé�nissable.Preuve. La �nitude de Sup(P) est une onséquene de la proposition 3.6.8. La dé�nissabilitéde Sup(P) provient de la dé�nissabilité des Fy et suit la preuve du lemme 12.2.6 de [Bri06℄. �
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Chapitre 3. Contr�le de systèmes o-minimaux
3.6.3 Prédéesseurs ontr�lablesSoit A = (M, Q,But,Σ, δ, γ) un M-jeu. Remarquons que les opérateurs dé�nis dans lasous-setion 3.4.1 ne permettent pas de aluler l'ensemble des états gagnants. En e�et, sousobservation partielle le hoix de la stratégie doit être indépendant de la trajetoire suivie.Nous dé�nissons don de nouveaux prédéesseurs ontr�lables qui prennent en ompte ettespéi�ité ; nous expliquerons dans la remarque 3.6.10 la di�érene entre les aniens et lesnouveaux opérateurs.Pour A ⊆ Q × V2, a ∈ Σc et u ∈ Σu nous devons ra�ner la notion de prédéesseursontr�lables disrets. Pour tout a ∈ Σc ∪ Σu, nous dé�nissons

aPred(A) =





(q, y) ∈ Q× V2

|
|
|
|
|

a est possible dans (q, y),et ∀(q′, y′) ∈ Q× V2,(
(q, y)

a
−→ (q′, y′)⇒ (q′, y′) ∈ A

)




.

Notons que les opérateurs Pred et uPred, dé�nis page 36, orrespondent à Pred(A) =⋃
a∈Σc

aPred(A), et uPred(A) =
⋃
u∈Σu

uPred(A).La notion de prédéesseur temporel sûr doit être adaptée pour prendre en ompte le fait quela stratégie du ontr�leur ne peut dépendre de la trajetoire. Nous dé�nissons le prédéesseurtemporel sûr uniforme d'un ensemble A par rapport à un ensemble B : un état (q, y) appartientà P̃redt(A,B) s'il existe un délai τ tel que en laissant s'éouler τ unités de temps, un état de
A est atteint, en évitant B. Formellement l'opérateur P̃redt est dé�ni par :
P̃redt(A,B) =





(q, y) ∈ Q× V2

|
|
|
|
|

∃τ ∈M+, ∀(x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y,

(q, y)
τ
−→x,t (q′, y′) implique (q′, y′) ∈ Aet Postq,x[t,t+τ ] ⊆ B




.

L'opérateur des prédéesseurs ontr�lables est alors dé�ni par :
π̃(A) = A ∪

⋃

a∈Σc

P̃redt(aPred(A), uPred(A)).

Remarque 3.6.10 Considérons les di�érenes entre et opérateur π̃ et l'opérateur π dé�nipage 36 :
π(A) = A ∪ Predt( ⋃

a∈Σc

aPred(A),
⋃

u∈Σu

uPred(A)

)

et
π̃(A) = A ∪

⋃

a∈Σc

P̃redt(aPred(A),
⋃

u∈Σu

uPred(A)

)
.

L'opérateur Predt a été remplaé par P̃redt, et la position de l'union sur les ations ontr�lablesa également hangé. Ce hangement exprime que sous observation partielle, l'ation ontr�lablequi doit être e�etuée doit être hoisie indépendamment de la trajetoire. L'exemple 3.6.11illustre ette di�érene.Exemple 3.6.11 Considérons le M-jeu A représenté sur la �gure 3.9(a) où But = {q2, q3}et c1, c2 ∈ Σc sont des ations ontr�lables distintes. La dynamique dans q1 est dérite sur la50



3.6. Contr�le hybride ave observation partielle de la dynamique
�gure 3.9(b). Il y a une stratégie gagnante (sous observation totale) dans A à partir de y ; ene�et, selon la trajetoire suivie, le ontr�leur va jouer soit (τ, c1), soit (τ, c2), pour un ertain
τ ∈ R≥0. Cependant il n'y a pas de stratégie gagnante sous observation partielle à partir de y.Même s'il existe τ ∈ R≥0 tel qu'une ation ontr�lable gagnante sera possible après τ unitésde temps, il est impossible de dire laquelle de es ations doit être prise a priori.

q1

q2

q3

gB , c1

gC , c2(a) LeM-jeu A
y
A

B

C

(b) Dynamique dans q1Fig. 3.9 � Jeu gagnant sous observation totale mais pas sous observation partielle
La proposition suivante établit la orretion du nouvel opérateur de prédéesseurs ontr�-lables pour aluler l'ensemble des états gagnants sous observation partielle.Proposition 3.6.12 Soit A = (M, Q,But,Σ, δ, γ) un M-jeu. S'il existe n ∈ N tel que

π̃n(But) = π̃n+1(But) alors π̃∗(But) = π̃n(But) est l'ensemble des états gagnants de A.Preuve. Nous prouvons tout d'abord que si (q, y) ∈ π̃∗(But) alors il existe une stratégiegagnante sous observation partielle à partir de (q, y). Nous dé�nissons une stratégie gagnantesans mémoire à partir de tout (q, y) ∈ π̃∗(But). Par abus de notation, nous dé�nissons lastratégie λ sur les états (q, y) plut�t que sur les exéutions, e qui est possible ar elle est sansmémoire.Nous dé�nissons λ sur les ensembles ⋃0≤i≤k π̃
i(But) par réurrene sur k, et montrons que'est une stratégie gagnante. Si k = 0, nous posons λ non-dé�nie, 'est don une stratégiegagnante pour tout état de But.Supposons maintenant λ déjà dé�nie sur W =
⋃

0≤i≤k π̃
i(But) et gagnante sur es états.Nous dé�nissons maintenant λ sur π̃(W ). Soit (q, y) ∈ Q×V2 : si (q, y) ∈W , λ est déjà dé�nie ;si (q, y) ∈ π̃(W )\W , nous savons qu'il existe a ∈ Σc ave (q, y) ∈ P̃redt (aPred(W ), uPred(W )

).Il existe τ ∈M+ ave (τ, a) possible13 dans (q, y) tel que pour tout (x, t) si γq(x, t) = y, alors
(q, y)

τ,a
−−→x,t (q′, y′) ave (q′, y′) ∈ W et Postq,x[t,t+τ ] ⊆ uPred(W ). Nous posons λ(q, y) = (τ, a)et montrons que 'est un hoix gagnant.Nous montrons par réurrene sur k que λ est gagnante pour tout état deW =

⋃
0≤i≤k π̃

i(But).C'est immédiat pour k = 0. Supposons le résultat vrai pour k, et soit (q, y) ∈ π̃(W ). Soit
ρ = (q, x, t, y)

τ1,a1
−−−→ (q1, x1, t1, y1)

τ2,a2
−−−→ · · · une exéution ompatible ave λ. Nous avonsque soit τ1 = τ et a1 = a, dans e as (q1, y1) ∈ W , soit τ1 ≤ τ et a1 ∈ Σu, dans e as

(q, y)
τ1−→x,t (q′, y′)

a1−→ (q1, y1) ave (q′, y′) /∈ uPred(W ) don (q1, y1) ∈ W . Dans les deux as
(q1, y1) ∈W don par hypothèse de réurrene ρ est gagnant.Nous montrons maintenant que s'il existe une stratégie gagnante sous observation partielle
λ à partir de (q, y) alors (q, y) ∈ π̃∗(But). PosonsW = π̃∗(But), et supposons par l'absurde que13Nous disons que (τ, a) ∈ M+ × Σ est possible dans (q, y) s'il existe (x, t) ∈ V1 × V tel que γ(x, t) = y et
(τ, a) est possible dans (q, x, t, y). 51
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(q, y) /∈ W , nous onstruisons une exéution non-gagnante ompatible ave λ. Par hypothèse
π̃(W ) = W don (q, y) /∈ π̃(W ), il vient que pour tout a ∈ Σc, pour tout τ ∈ M+ il existe
(x, t) ∈ V1 × V tel que γq(x, t) = y, et (q, y) →τ

x,t (q′, y′) implique (q′, y′) /∈ aPred(W ) ouPostq,x[t,t+τ ] ∩ uPred(W ) 6= ∅. Soit (τ, a) = λ(q, y) (omme λ est une stratégie sous observationpartielle, elle ne dépend pas de x et t) et soit (x, t) ∈ V1 ×M
+ omme dé�nis préédemment.Il existe (q1, x1, t1, y1) ave (q1, y1) /∈ W tel que soit (q, x, t, y)

τ,a
−−→ (q1, x1, t1, y1), soit ilexiste τ ′ ≤ τ et u ∈ Σu ave (q, x, t, y)

τ ′,u
−−→ (q1, x1, t1, y1). Dans les deux as, l'exéutiononstruite est ompatible ave λ. Comme (q1, y1) /∈W nous pouvons appliquer à nouveau etargument et onstruire par réurrene une exéution ρ = (q, x, t, y)

τ1,a1
−−−→ (q1, x1, t1, y1)

τ2,a2
−−−→

· · · ompatible ave λ et telle que pour tout i, (qi, xi, ti, yi) /∈ W . Par dé�nition de W , pourtout i, qi /∈ But, e qui ontredit que λ est une stratégie gagnante. �

3.6.4 Résolution du ontr�le o-minimal sous observation partielleLa proposition suivante est l'équivalent de la proposition 3.5.12 sous l'hypothèse d'obser-vation partielle.Proposition 3.6.13 Soit A un jeu o-minimal, et PA la partition orrespondant à ses gardeset remises à zéro (voir page 40). La partition des supermots Sup(PA) est �nie et stable par π̃.Preuve. Nous �xons un état disret q de l'automate et prenons y1, y2 ∈ V2 ayant le mêmesupermot, 'est-à-dire SupP(y1) = SupP(y2) ; en partiulier (q, y1) et (q, y2) appartiennent à lamême pièe de Sup (PA). SoitX ∈ Sup (PA), nous montrons que (q, y1) ∈ π(X) si, et seulementsi (q, y2) ∈ π(X). Nous montrons uniquement que si (q, y1) ∈ π(X) alors (q, y2) ∈ π(X), l'autresens est identique.Rappelons la dé�nition de l'opérateur des prédéesseurs ontr�lables :
π̃(X) = X ∪

⋃

a∈Σc

P̃redt(aPred(X), uPred(X)).

Considérons tout d'abord le as simple où (q, y1) ∈ X, omme SupPA
(y1) = SupPA

(y2) et
X ∈ Sup (PA), nous avons que (q, y2) ∈ X et don (q, y2) ∈ π̃(X).Considérons maintenant le as où (q, y1) ∈ π̃(X)\X. Alors il existe a ∈ Σc et t′1 ∈M+ telsque pour tout (x1, t1) ∈ V1 ×M

+, si γq(x1, t1) = y1 et y1
τ1−→x1,t1 y

′
1, alors y′1 ∈ aPred(X) etPostq,x[t1,t1+τ1]

⊆ uPred(X). Par la dé�nition des transitions dans un jeu o-minimal nous avonsque aPred(X) est une union de pièes de PA, de même pour uPred(X).La ondition préédente signi�e qu'il existe un pré�xe de SupP(y) sans ourrene de lettresde uPred(X) et tel que tout élément de sa dernière lettre est un sous-ensemble de aPred(X)(ela a un sens ar aPred(X) et uPred(X) sont des unions de pièes de PA). Appelons ωpy1 epré�xe. Supposons que ωpy1 = S1S2 · · ·SK , ave Si ∈ 2PA , les onditions préédentes peuventêtre exprimées omme suit :� pour tout A ∈ Sk, A ⊆ aPred(X),� pour tout 1 ≤ i ≤ k, pour tout A ∈ Si, A ∩ uPred(X) = ∅.Comme SupPA
(y1) = SupPA

(y2), nous pouvons trouver τ2 ∈ M+ tel que pour tout
(x2, t2) ∈ V1 × V tel que γq(x2, t2) = y2, y2

τ2−→x2,t2 y′2 implique y′2 ∈ aPred(X) et ∀0 ≤52



3.6. Contr�le hybride ave observation partielle de la dynamique
τ ′ ≤ τ2 γq(x, t+ τ ′) /∈ uPred(X). Don (q, y2) ∈ π̃(X), e qui ahève la preuve de la proposi-tion. �

Nous avons don montré le point essentiel de la résolution des jeux o-minimaux sousobservation partielle : la partition des supermots est �nie et stable par π̃. Nous pouvons alorsappliquer les tehniques de la setion 3.5 pour obtenir le résultat suivant.Théorème 3.6.14 SoitM une struture o-minimale telle que Th(M) est déidable et C unelasse deM-jeux. Alors le problème de ontr�le sous observation partielle dans la lasse C estdéidable. De plus si A ∈ C, l'ensemble des états gagnants π∗(But) est alulable et une stratégiegagnante sans mémoire dé�nissable peut être e�etivement alulée pour tout (q, y) ∈ π∗(But).
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Chapitre 4
Systèmes o-minimaux pondérés

Pour exprimer des propriétés quantitatives sur les systèmes temporisés, le modèle desautomates temporisés a été étendu ave des fontions de oût. Dans e adre, le problèmed'atteignabilité optimale est déidable [ALP01, BFH+01, BBBR06℄. Pour des propriétés plusrihes, omme elles exprimées par une formule de WCTL, une extension pondérée de CTLave des modalités sur les oûts, le problème de model-heking devient indéidable [BBR04℄.De même, dans le adre du ontr�le, le problème de ontr�le optimal (déterminer le meilleuroût possible pour atteindre un état, quoi que fasse l'environnement) est indéidable dans lemodèle des automates temporisés pondérés [BBR05, BBM06℄.Dans e hapitre, nous adoptons une démarhe similaire et enrihissons la lasse des sys-tèmes o-minimaux ave des fontions de oût. Un système o-minimal pondéré est un systèmehybride, non néessairement o-minimal, en partiulier il n'admet pas néessairement de bisi-mulation �nie à temps abstrait (voir la remarque 4.1.7) ; nous développons don des tehniquesspéi�ques aux systèmes o-minimaux pondérés.Nous onsidérons tout d'abord le problème de ontr�le optimal. Dans le hapitre 3, nousavions utilisé la partition su�xe pour résoudre le ontr�le optimal pour les systèmes o-minimaux lassiques ; ave l'ajout de fontions de oût, ette outil n'est plus adapté (deuxétats ayant les mêmes su�xes peuvent être l'un gagnant et l'autre perdant pour un objetifde oût). Nous tirons parti des fortes onditions sur les transitions disrètes des systèmes o-minimaux pour borner a priori la durée du jeu (en nombre de transitions franhies) et utilisonsdes tehniques de dé�nissabilité pour montrer que pour une struture déidable et o-minimale,le problème de ontr�le optimal est déidable pour les systèmes o-minimaux pondérés.Nous onsidérons ensuite le problème de model-heking de WCTL. Pour une formule ϕ deWCTL, nous onstruisons indutivement une partition de l'espae d'états respetant ϕ ('est-à-dire que la valeur de vérité de ϕ sur une pièe est uniforme), et nous montrons que ettepartition est �nie et dé�nissable ('est-à-dire qu'il existe une formule dérivant l'ensemble desétats d'une pièe). La onstrution d'une telle partition permet de déduire la déidabilité dumodel-heking de WCTL si la struture sous-jaente est déidable.
4.1 Automates et jeux o-minimaux pondérésDans ette setion, nous dé�nissons les automates et jeux o-minimaux pondérés, quiétendent les modèles du hapitre 3 ave des fontions de oût. Ces fontions de oût donnentune information quantitative et permettent de mesurer les performanes des systèmes. Ces55
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modèles sont respetivement inspirés des automates temporisés pondérés [ALP01, BFH+01℄et des jeux temporisés pondérés [ABM04, BCFL04℄.
4.1.1 Dé�nitionsNous onsidérons des fontions de oût positives et roissantes. Remarquons que lesfontions de oût pour les automates temporisés pondérés [ALP01, BFH+01℄ satisfont eshypothèses.SoitM une struture, une fontion de oût surM positive et roissante est une fontionCoût : Q×V1×V ×M

+ →M+ dé�nissable dansM telle que pour tout q ∈ Q, x ∈ V1, t ∈ Vet τ1, τ2 ∈M+, si τ1 ≤ τ2 alors Coût(q, x, t, τ1) ≤ Coût(q, x, t, τ2).Dé�nition 4.1.1 (Automates et jeux o-minimaux pondérés)Un M-automate (resp. M-jeu) pondéré est un M-automate (resp. M-jeu) o-minimal munid'une fontion de oût surM positive et roissante.La sémantique d'un automate (resp. jeu) pondéré (H,Coût) est elle de l'automate o-minimal sous-jaent. La fontion de oût ne modi�e don pas le omportement de l'auto-mate ; elle assoie à tout mouvement de l'automate une valeur positive, qui orrespond auoût de ette étape. Ce oût s'étend naturellement à une exéution de l'automate : soit
ρ = (q0, x0, t0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · ·

τp,ap
−−−→ (qp, xp, tp, yp) une exéution �nie de H. Le oût1 de ρest Coût(ρ) =

∑p
i=1 Coût(qi−1, xi−1, ti−1, τi). Donnons un exemple d'automate o-minimalpondéré.Exemple 4.1.2 ([BLM07℄) L'automate o-minimal pondéré de la �gure 4.1 modélise un pro-essus de réparation. La réparation d'un problème a un ertain oût, apturé par la fontionCoût. Dès qu'un problème survient (modélisé par la transition pb) la valeur du oût augmenteave une pente de 1, jusqu'à e qu'une réparation soit e�etuée par une des transitions rp1(réparation peu hère mais longue) ou rp2 (réparation hère mais rapide).

q0

γq0(x,t)=x+tCoût(q0,x,t,τ)=0

q1

γq1(x,t)=x+tCoût(q1,x,t,τ)=τ

q2

γq2(x,t)=x+tCoût(q2,x,t,τ)=2·τ

q3

γq3(x,t)=x+tCoût(q3,x,t,τ)=5·τ

y≥5, pb
y:=0

y≥4, rp1

y:=
0

y≥2, rp
2

y:=0

y=20, OK1

y:=0

y=10, OK2

y:=0

Fig. 4.1 � Un problème de réparation
1Si ρ �nit ave une ation de délai, 'est-à-dire qu'il y a une transition supplémentaire (qp, xp, tp, yp)

τp+1
−−−→

(qp+1, xp+1, tp+1, yp+1), il faut alors ajouter le terme Coût(qp, xp, tp, τp+1) dans Coût(ρ).56
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4.1.2 Problèmes assoiésNous dé�nissons maintenant les deux problèmes auxquels nous allons nous intéresser danse hapitre : le problème de ontr�le optimal et le problème de model-heking de WCTL .Le problème de ontr�le optimalLe problème de ontr�le d'atteignabilité optimale a été étudié en premier lieu dans leadre des automates temporisés pondérés [ABM04, BCFL04℄. Cependant il a été prouvédans [BBR05, BBM06℄ que e problème est indéidable pour les automates temporisés pon-dérés.Dans notre adre de jeux o-minimaux pondérés, le problème de ontr�le optimal onsiste àaluler le oût optimal pour le ontr�leur pour atteindre But quoi que fasse l'environnement.Pour prendre en ompte la fontion de oût, nous dé�nissons le oût d'une stratégie depuis unétat et le oût optimal depuis un état.Dé�nition 4.1.3 (Coût d'une stratégie depuis un état) Soit (H,Coût) un jeu o-minimalpondéré, s un état de V2 et λ une stratégie. Le oût Coût(s, λ) de λ à partir de s est dé�nipar : Coût(s, λ) = sup

{Coût(ρ) | ρ est une exéution à partir de s ompatible ave λ}.Le ontr�leur herhe à minimiser le oût, mais l'environnement n'est pas néessairementoopératif, e qui explique la présene du supremum sur les exéutions ompatibles ave lastratégie du ontr�leur.Dé�nition 4.1.4 (Coût optimal depuis un état) Soit (H,Coût) un jeu o-minimal pon-déré et s un état de V2. Le oût optimal CoûtOpt(s) assoié à s est dé�ni par :CoûtOpt(s) = inf
{Coût(s, λ) | λ est une stratégie gagnante}.Une stratégie gagnante à partir de s est optimale si Coût(s, λ) = CoûtOpt(s).Problème 3 (Problème de ontr�le optimal) Étant donné un jeu o-minimal pondéré

(H,Coût), un état dé�nissable s et une onstante dé�nissable2 c, déterminer s'il existe unestratégie gagnante λ à partir de s telle que Coût(s, λ) ≤ c.Problème 4 (Calul du oût optimal) Étant donné un jeu o-minimal pondéré (H,Coût)et un état dé�nissable s, aluler le oût optimal CoûtOpt(s).Remarque 4.1.5 Il existe une stratégie gagnante optimale à partir de s si, et seulement sil'in�mum peut être remplaé par un minimum dans la dé�nition de OptCost(s). Si nous savonsrésoudre les problèmes 3 et 4, nous pouvons également déterminer s'il existe une stratégiegagnante optimale en demandant s'il existe une stratégie λ telle que Coût(s, λ) ≤ OptCost(s).Dans [BBR05, BBM06℄, il a été montré que la variante du problème 3 pour les automatestemporisés pondérés à plus de trois horloges est indéidable.2Nous rappelons qu'un état ou une onstante sont dé�nissables s'ils sont dé�nissables par une formule dupremier ordre dans la struture sous-jaente. 57



Chapitre 4. Systèmes o-minimaux pondérés
Le problème de model-heking de WCTL.La logique WCTL (pour Weighted Computational Tree Logi) a été proposée dans leontexte des systèmes temporisés pondérés omme une extension de CTL ave des ontraintesde oût sur les modalités [BBR04, BBM06, BLM07℄. Dans notre adre, nous dé�nissons pourtoute strutureM la logique WCTLM sur Σ indutivement omme suit :

ϕ ::= a | ϕ ∨ ϕ | ¬ϕ | EϕU∼c ϕ | AϕU∼c ϕoù a ∈ Σ, ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >} et c est une onstante dé�nissable dansM.Soit (H,Coût) un M-automate o-minimal. Nous supposons par la suite que H est sansbloage, 'est-à-dire qu'il existe une transition disrète à partir de tout état (q, y) ∈ Q× V2.Pour dé�nir la sémantique de WCTLM, nous aurons besoin de la notion de position dansune exéution. Soit ρ = (q0, x0, t0, y0)
τ1,a1
−−−→ (q1, x1, t1, y1)

τ2,a2
−−−→ · · · une exéution de H. Uneposition p de ρ est un ouple (i, τ) ∈ N×M+ tel que τ ≤ τi+1. Nous dé�nissons l'état ρ[(i, τ)] =

(qi, γqi(xi, ti + τ)) et l'exéution ρ≤(i,τ) = (q0, x0, t0, y0)
τ1,a1
−−−→ · · ·

τi−1,ai−1
−−−−−−→ (qi, xi, ti, yi)

τi−→
(qi, xi, ti + τi, γqi(xi, ti + τ)) ; nous dé�nissons de même l'exéution ρ≥(i,τ). Remarquons queles positions d'une exéution sont totalement ordonnées de manière naturelle.La sémantique de WCTLM est dé�nie pour tout état (q, y) ∈ Q × V2 de (H,Coût) de lamanière suivante :

(q, y) |= a ⇔ (q, y)
a
−→ (q′, y′) pour (q′, y′) ∈ Q× V2

3
(q, y) |= ¬ϕ ⇔ (q, y) 6|= ϕ

(q, y) |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇔ (q, y) |= ϕ1 ou (q, y) |= ϕ2

(q, y) |= Eϕ1U∼c ϕ2 ⇔ il existe une exéution in�nie ρ de H à partir de (q, y)telle que ρ |= ϕ1U∼c ϕ2

(q, y) |= Aϕ1U∼c ϕ2 ⇔ toute exéution in�nie ρ dans H à partir de (q, y)satisfait ϕ1U∼c ϕ2

ρ |= ϕ1U∼c ϕ2 ⇔ il existe p ≥ 0 une position de ρ telle que
ρ[p] |= ϕ2, et pour toute position 0 ≤ p′ < p de ρ,
ρ[p′] |= ϕ1 ∨ ϕ2, et Coût(ρ≤p) ∼ c 4

Nous utilisons les raouris lassiques : ⊤ pour a ∨ ¬a, EF∼c ϕ (resp. AF∼c ϕ) pourE⊤U∼c ϕ (resp.A⊤U∼c ϕ) etAG∼c ϕ (resp. EG∼c ϕ) pour ¬EF∼c ¬ϕ (resp. ¬AF∼c ¬ϕ).L'exemple suivant reprend le adre du problème de réparation de l'exemple 4.1.2 et illustrele type de propriétés pouvant être exprimées dans WCTL.Exemple 4.1.6 ([BLM07℄) Une propriété qui peut être exprimée dans WCTL est � haqueourrene d'un problème peut être réparée ave un oût total inférieur à 55 �. Cette propriétépeut être exprimée par la formule suivante :AG (pb ⇒ EF≤55 (OK1 ∨OK2)
)
.Il est faile de véri�er que ette formule est vraie pour tout état de l'automate de la �gure 4.1.3Cela peut également être vu omme des propositions atomiques.4Comme par exemple dans [Ras99℄, nous demandons aux positions intermédiaires de satisfaire ϕ1∨ϕ2 pouravoir une interprétation naturelle de la satisfation quand ϕ2 est vraie sur un intervalle ouvert à gauhe.58
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Problème 5 (Model-heking de WCTL) Étant donné un M-automate o-minimal pon-déré (H,Coût), ϕ une formule de WCTLM et (q, y) ∈ Q × V2 un état dé�nissable de H,déterminer si (q, y) |= ϕ.

Les résultats lassiques sur les systèmes o-minimaux ne s'appliquent pas pour les problèmesi-dessus : en partiulier, les automates o-minimaux pondérés n'admettent pas de bisimulation�nie omme le préise la remarque suivante.
Remarque 4.1.7 UnM-automate o-minimal pondéré (H,Coût) peut être vu omme unM-automate Hc ave une variable supplémentaire (la variable de oût). Cependant il est faile devoir que Hc n'est pas un automate o-minimal ; en e�et la variable de oût n'est jamais remiseà zéro. En partiulier, les automates o-minimaux pondérés (vus omme desM-automates aveune variable supplémentaire) n'admettent pas toujours de bisimulation �nie. Nous donnons untel exemple i-dessous. Considérons l'automate o-minimal de la �gure 4.2(a) où la dynamique
γ : R≥0 × {1, 2} × R≥0 → R≥0 est dé�nie par γq(x, p, t) = x + p · t et la fontion de oût parCoût(q, x1, x2, p, t, τ) = τ .Montrons maintenant que l'automate o-mininal pondéré de la �gure 4.2(a) n'admet pasde bisimulation �nie à temps abstrait. Nous montrons que l'algorithme lassique de bisimu-lation [PT87, Hen95℄ ne termine pas. L'algorithme de bisimulation fontionne intuitivementomme suit : étant données deux pièes P1 et P2 de la partition initiale, l'algorithme alule
P1 ∩ Pred(P2) (où Pred(P2) est l'ensemble des prédéesseurs5 de P2). Si le nouvel ensemble
P1 ∩ Pred(P2) ra�ne la pièe P1, alors nous réons une nouvelle partition où la pièe P1 estremplaée par les deux pièes P1 ∩ Pred(P2) et P1 \ Pred(P2). L'algorithme de bisimulationitère ette opération jusqu'à obtenir une partition stable par Pred(·) , dans e as la partitionobtenue est une bisimulation à temps abstrait. Si et algorithme itératif ne termine pas, 'estqu'il n'existe pas de bisimulation �nie à temps abstrait.Dans et exemple, l'espae d'états à onsidérer est (R≥0)

2. Supposons que dans la partitioninitiale le point {(1, 1)} et la droite x = 0 soient isolés.Appliquons maintenant l'algorithme de bisimulation à l'exemple de la �gure 4.2(a). D'aprèsla �gure 4.2(b), nous remarquons que Predt({(1, 1)}) isole le point (0, 1
2) et Preda({(0, 1

2)}) isolele point (1
2 ,

1
2). Sur la �gure 4.2(), nous répétons ette opération pour isoler le point (1

4 ,
1
4). Ceproessus ne termine pas, e qui prouve qu'il n'existe pas de bisimulation �nie à temps abstraitpour et automate (voir la �gure 4.2(d)).

qCoût(τ)=τ
0≤x≤1, a, x:=0

(a) Struture disrète
Coût

x(b) Pred(·)
Coût

x() Pred2(·)

Coût
x(d) Predi(·)Fig. 4.2 � Un système simple

5Pred(P ) est soit Predt = {y ∈ V2 | ∃y
′ ∈ P tel que y t

−→ y′} ou Preda = {y ∈ V2 | ∃y
′ ∈ P tel que y a

−→ y′}.59



Chapitre 4. Systèmes o-minimaux pondérés
4.2 Problème de ontr�le optimalDans ette setion, nous montrons que le problème 3 est déidable.Remarque 4.2.1 Dans le hapitre 3, pour prouver la déidabilité du problème de ontr�le,nous avons utilisé le fait que l'équivalene par su�xe était su�sante pour distinguer les étatsgagnants des états perdants. Dans le adre du ontr�le optimal, e n'est pas le as ommeen atteste l'exemple suivant. Considérons le jeu o-minimal pondéré (H,Coût) dérit sur la�gure 4.3(a), où la dynamique dans q1 est dé�nie par γ(x, t) = x + t et la fontion de oûtdans q1 est Coût(q1, x, t, τ) = 2τ . Dans et exemple, la partition de [0, 1] respetant les gardeset remises à zéro onsiste à isoler le point {1}, 'est-à-dire PH = {A,B} où A = [0, 1[ et
B = {1} (voir la �gure 4.3(b)). Il est faile de voir Suf(PH) = PH.Supposons que nous voulions atteindre But ave un oût inférieur ou égal à 1. Il est faile devoir que et objetif est réalisable à partir du point s = (q1, 0.6) mais pas du point s′ = (q1, 0).Cependant les points s et s′ ont le même su�xe sur PH. La partition orrete pour e jeu estdonnée sur la �gure 4.3().

q1 ButCoût(τ)=2τ

y=1, c

(a) LeM-jeu A
0 1

A B

(b) La partition su�xe dans q1
0 1

A1 A2 B

() La partition orrete dans q1Fig. 4.3 � La partition su�xe n'est pas su�sante
Nous montrons maintenant un point lé : nous pouvons nous restreindre aux stratégies quifranhissent haque transition au plus une fois. La preuve de la proposition 4.2.4 repose sur lefait que les fontions de oût sont positives ou nulles.Dé�nition 4.2.2 Soit (H,Coût) un jeu o-minimal pondéré. Nous disons qu'une exéution

(q0, x0, t
′
0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · · traverse la transition e = (q, g, a, R, q′) à l'étape i si q = qi−1, q′ = qi,

a = ai, γqi−1(xi−1, t
′
i−1 + τi) ∈ g et yi ∈ R.Dé�nition 4.2.3 Nous disons qu'une exéution ρ′ = s′0 → s′1 → · · · → s′k étend une exéution

ρ = s0 → s1 → · · · → sl si l ≤ k et pour tout 0 ≤ i ≤ l s′i = si.Proposition 4.2.4 Soit (H,Coût) un jeu o-minimal pondéré et (q, y) un état de H. S'il existeune stratégie gagnante λ à partir de (q, y) alors il existe une stratégie gagnante λnouv aveCoût((q, y), λnouv) ≤ Coût((q, y), λ) telle que toute exéution ompatible ave λnouv à partir de
(q, y) franhit haque transition au plus une fois.Preuve. L'intuition de la preuve est la suivante : pour une transition �xée e, nous assuronsqu'il existe une stratégie gagnante (de oût c ≤ Coût((q, y), λ)) franhissant e au plus une fois.Considérons l'ensemble des exéutions à partir de (q, y) ompatibles ave λ omme un arbre(in�niment branhant) : tout hemin de et arbre est �ni et atteint But, mais il peut franhir
e plusieurs fois. Nous onstruisons une nouvelle stratégie λnouv qui ourt-iruite λ dans lesens suivant : elle simule λ jusqu'à e que e soit franhie pour la première fois, elle passe alors60
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diretement à un desendant dans l'arbre à partir duquel tous les hemins ne franhissent plus
e ('est possible ar λ est gagnante). Une telle stratégie franhit e au plus une fois, son oûtest plus petit que elui de λ ar la fontion de oût est positive et les exéutions qui sontompatibles ave λnouv sont � plus ourtes � que elles ompatibles ave λ.Sans perte de généralité nous supposons qu'il n'y a pas de transition sortant des états deBut. Nous �xons un état (q0, y0), une stratégie gagnante λ à partir de (q0, y0) et une transition
e. Nous montrons qu'il existe une stratégie gagnante λnouv telle que toute exéution ompatibleave λnouv franhit e au plus une fois.La onstrution de λnouv est basée sur le lemme suivant :Lemme 4.2.5 Soit ρ une exéution ompatible ave λ franhissant e et (q, x, t, y) ∈ R(e).Alors il existe une exéution rext(ρ, (q, x, t, y)) (notée de manière plus onise rext) étendant ρ,ompatible ave λ, telle que dernier(rext) = (q, x, t, y) et pour tout ρ′ étendant rext ompatibleave λ, ρ′ ne franhit e à auune étape i > |rext|.Preuve.[Preuve du lemme℄ Supposons par l'absurde qu'il existe ρ et (q, x, t, y) ∈ R(e) nesatisfaisant pas le lemme.Alors pour toute exéution rext étendant ρ, ompatible ave λ, telle que dernier(rext) =
(q, x, t, y), il existe ρ′ étendant rext ompatible ave λ, et franhissant e stritement après |rext|.En onsidérant rext = ρ nous pouvons trouver ρ1 ave dernier(ρ1) = (q, x, t, y) étendant ρ,ompatible ave λ, et franhissant e stritement après |ρ|. En onsidérant alors rext = ρ1 noustrouvons une exéution similaire ρ2 franhissant e stritement après |ρ1|. Nous onstruisonsitérativement une exéution in�nie ompatible ave λ franhissant e in�niment souvent. C'estune ontradition ar λ est une stratégie gagnante et But n'a pas de transition sortante. �

Soit ρ = (q0, x0, t
′
0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · · une exéution, la stratégie λnouv(ρ) est dé�nie par :� si ρ ne franhit pas e alors λnouv(ρ) = λ(ρ),� sinon soit i le plus petit entier tel que ρ franhit e à l'étape i. Soit ρnouv l'exéu-tion rext(ρ, (qi, xi, t′i, yi)) τi+1,ai+1

−−−−−−→ (qi+1, xi+1, t
′
i+1, yi+1)

τi+2,ai+2
−−−−−−→ · · · Alors λnouv(ρ) =

λ(ρnouv).Informellement λnouv réagit omme λ jusqu'à e que e soit franhie, et réagit alors omme
λ en supposant que rext a été lu. λnouv satisfait les propriétés suivantes :Lemme 4.2.6 Soit ρ une exéution ompatible ave λnouv :� ρ franhit e au plus une fois,� si ρ est maximale par rapport à λnouv alors elle est gagnante,� il existe ρ0 ompatible ave λ tel que Coût(ρ) ≤ Coût(ρ0),� si e′ est une transition et ρ franhit e′ k fois alors il existe ρ1 ompatible ave λ fran-hissant e′ k′ fois ave k′ ≥ k.Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit ρ = (q0, x0, t

′
0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · · une exéution ompatible ave

λnouv. Si ρ ne franhit pas e alors le lemme est trivial. Sinon soit ρnouv omme dans la dé�nitionde λnouv. La preuve des quatre points du lemme est une onséquene du fait que ρnouv soitompatible ave λ. �

Le quatrième point du lemme 4.2.6 assure que nous pouvons appliquer ette proéduresuessivement à toutes les transitions et ainsi trouver une stratégie gagnante qui franhit61
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haque transition au plus une fois, e qui ahève la preuve de la proposition 4.2.4. �

Remarque 4.2.7 Remarquons que la proposition 4.2.4 n'est pas véri�ée dans le adre duontr�le optimal pour les automates temporisés.Nous donnons maintenant un algorithme de alul en arrière pour trouver le oût optimal,basé sur la formulation du problème donnée dans [LMM02, ABM04℄. La terminaison de etalgorithme repose sur la proposition 4.2.4.Étant donné (q, y) ∈ Q×V2 et n ∈ N nous dé�nissons tout d'abord cn(q, y) le oût optimalpour atteindre But en moins de n étapes à partir de (q, y). Formellement nous avons que :� c0(q, y) = 0 si q ∈ But, +∞ si q /∈ But.
� cn+1(q, y) = sup

γq(x,t)=y
inf

(τ,a)∈Enb(q,x,t,y) max

{ Coûtτ,acn (q, x, t, y)

sup{Coûtτ ′,ucn (q, x, t, y) | (τ ′,u)∈Enb(q,x,t,y),τ ′≤τ}où (τ, e) ∈ Enb(q, x, t, y) ssi e ∈ Enb(q, x, t+ τ, γq(x, t+ τ)),et Coûtτ,ec (q, x, t, y) = Coût(q, x, t, y, τ) + sup{c(q′, y′) | (q, x, t, y)
τ,a
−−→ (q′, x′, t′, y′)}.Dé�nition 4.2.8 Une stratégie λ est n-bornée à partir de (q, y) si toute exéution ompatibleave λ à partir de (q, y) est de longueur au plus n.Lemme 4.2.9 Pour tout ε > 0, pour tout (q, y) ∈ Q×V2 tel que cn(q, y) < +∞, il existe unestratégie dé�nissable n-bornée λ à partir de (q, y) telle que Coût((q, y), λ) ≤ cn(q, y) + ε.Preuve. Nous montrons e lemme par réurrene sur n. Pour n = 0, si c0(q, y) < +∞, alors

(q, y) ∈ But, il su�t don de prendre λ non-dé�nie.Supposons le résultat vrai pour n − 1 ; soit ε > 0 et (q0, y0) tel que cn(q0, y0) < +∞.Nous onstruisons une stratégie n-bornée λ à partir de (q0, y0) telle que Coût((q0, y0), λ) ≤
cn(q0, y0)+ ε. Comme nous avons supposé le résultat vrai pour n−1, pour tout (q′, y′) tel que
cn−1(q

′, y′) < +∞, il existe une stratégie (n− 1)-bornée à partir de (q′, y′), notée λq′,y′ , telleque Coût((q′, y′), λq′,y′) ≤ cn−1(q
′, y′) + ε

2 .Soit (τ, a) tel que
max

{ Coûtτ,acn (q0, x0, t0, y0)

sup{Coûtτ ′,ucn (q0, x0, t0, y0) | (τ ′,u)∈Enb(q0,x0,t0,y0),τ ′≤τ}

}
≤ cn(q, y) +

ε

2
.

Nous onstruisons maintenant la stratégie λ en utilisant (τ, a) et les stratégies λq′,y′ . Soit
ρ = (q0, x0, t0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · ·

τm,am
−−−−→ (qm, xm, tm, ym), nous dé�nissons λ(ρ) omme suit :� si |ρ| = 1 alors λ(ρ) = (τ, a),� si |ρ| ≥ 2 alors λ(ρ) = λq1,y1(ρ≥(1,0)).Nous montrons maintenant que λ est une stratégie n-bornée à partir de (q, y) et queCoût((q, y), λ) ≤ cn(q, y) + ε.Soit ρ = (q0, x0, t0, y0)
τ1,a1
−−−→ · · ·

τm,am
−−−−→ (qm, xm, tm, ym) une exéution ompatible ave

λ. L'exéution ρ≥(1,0) est ompatible ave λq1,y1 , elle est don gagnante et nous avons que∑m−1
i=1 Coût(qi, xi, ti, τi) ≤ cn−1(q1, y1) + ε

2 . Comme ρ est ompatible ave λ, en onsidérant62



4.2. Problème de ontr�le optimal
la première étape nous déduisons que Coût(q0, x0, t0, τ0) + cn−1(q1, y1) ≤ cn(q, y) + ε

2 . DonCoût(ρ) =
∑m−1

i=0 Coût(qi, xi, ti, τi) ≤ cn(q, y) + ε.Notons que λ est dé�nissable. En e�et λq1,y1 est dé�nissable par hypothèse de réurrene.De plus il existe a ∈ Σc tel que l'ensemble Tempsq0,x0,t0,y0,ε,a dé�ni par
{
τ | max

{ Coûtτ,acn (q0, x0, t0, y0)

sup{Coûtτ ′,ucn (q0, x0, t0, y0) | (τ ′,u)∈Enb(q0,x0,t0,y0),τ ′≤τ}

}
≤ cn(q, y) +

ε

2

}

n'est pas vide. Alors en utilisant la séletion de ourbe d'extensions o-minimales de groupesordonnés (voir [vdD98, hap.6℄), nous pouvons hoisir de manière dé�nissable un délai τ danset ensemble. �

Lemme 4.2.10 Si λ est une stratégie n-bornée à partir de (q, y) alors Coût((q, y), λ) ≥
cn(q, y).Preuve. Nous montrons e lemme par réurrene sur n. Il est immédiat pour n = 0.Supposons le lemme vrai pour n − 1 et soit λ une stratégie n-bornée à partir de (q0, y0),nous montrons que Coût((q0, y0), λ) ≥ cn(q0, y0). Soit (x0, t0) tel que γq0(x0, t0) = y0, nousdevons trouver (τ, a) tel que

Coût((q0, y0), λ) ≥ max

{ Coûtτ,acn−1
(q0, x0, t0, y0)

sup{Coûtτ ′,ucn−1
(q0, x0, t0, y0) | (τ ′,u)∈Enb(q0,x0,t0,y0),τ ′≤τ}

}
.

Pour montrer que (τ, a) a la propriété requise, nous onsidérons une stratégie λ1 à partirde (q1, y1) qui réagit omme λ si la première étape est (τ, a). Soit ρ = (q1, x1, t1, y1)
τ2,a2
−−−→

· · ·
τm,am
−−−−→ (qm, xm, tm, ym), λ1(ρ) est dé�ni omme suit :� si (q1, y1) 6= (q′, y′) alors λ1(ρ) = ⊥ ('est-à-dire que λ1 n'est pas dé�nie),� si (q1, y1) = (q′, y′) alors λ1(ρ) = λ((q0, x0, t0, y0)

τ,a
−−→ ρ).

λ1 est une stratégie (n − 1)-bornée à partir de (q′, y′). Don par hypothèse de réur-rene Coût((q′, y′), λ1) ≥ cn−1(q
′, y′). Il vient que pour tout ε > 0 il existe une exéu-tion ρε ompatible ave λ1 telle que Coût(ρε) ≥ cn−1(q

′, y′) − ε. Alors l'exéution ρ =

(q0, x0, t0, y0)
τ,a
−−→ ρε est ompatible ave λ, don Coût((q0, y0), λ) ≥ Coût(q0, x0, t0, τ) +Coût(ρε) ≥ Coûtτ,acn−1

(q0, x0, t0, y0)− ε.Cela est vrai pour tout ε > 0 don Coût((q0, y0), λ) ≥ Coûtτ,acn−1
(q0, x0, t0, y0). De mêmenous montrons que pour tout (τ ′, u) ∈ Enb(q0, x0, t0, y0), pour tout τ ′ ≤ τ , nous avons queCoût((q0, y0), λ) ≥ Coûtτ ′,ucn−1

(q0, x0, t0, y0)).Nous avons don que
Coût((q0, y0), λ) ≥ max

{ Coûtτ,acn−1
(q0, x0, t0, y0)

sup{Coûtτ ′,ucn−1
(q0, x0, t0, y0) | (τ ′,u)∈Enb(q0,x0,t0,y0),τ ′≤τ}

}
.

C'est e que nous devions montrer, ei ahève don la preuve du lemme. �

Théorème 4.2.11 Soit M = 〈M,+, 0, 1, · · · 〉 une struture o-minimale telle que Th(M) estdéidable. Le problème de ontr�le optimal pour lesM-jeux o-minimaux est déidable.63



Chapitre 4. Systèmes o-minimaux pondérés
Preuve. Soit (H,Coût) un jeu o-minimal pondéré et s un état de H. Les lemmes 4.2.9 et4.2.10 montrent que ck(s) = inf

{Coût(s, λ) | λ est une stratégie k-bornée}.Soit n le nombre de transitions de H. La proposition 4.2.4 montre que pour toute stratégiegagnante à partir de s il existe une stratégie gagnante (n+1)-bornée à partir de s ave un oûtinférieur. Don CoûtOpt(s) = inf
{Coût(s, λ) | λ est une stratégie (n+1)-bornée} = cn+1(s).Remarquons que cn+1(s) est alulable ar Th(M) est déidable.Nous pouvons de plus déider si le oût optimal peut être réalisé par une stratégie : par laproposition 4.2.4 il est su�sant d'énumérer toutes les stratégies (n + 1)-bornées en utilisantles τi omme des paramètres et de véri�er si le oût d'une de es stratégies est égal à cn+1(s).

�

Remarque 4.2.12 La preuve du théorème 4.2.11 montre que s'il existe une stratégie assurantun oût donné c, alors pour tout ε > 0, nous pouvons onstruire une stratégie sans mémoireet dé�nissable assurant un oût c+ ε.Remarque 4.2.13 Remarquons qu'il existe des exemples de jeux o-minimaux où (i) il n'existepas de stratégie optimale ou (ii) le oût optimal ne peut être réalisé qu'ave de la mémoire. Cesexemples sont diretement inspirés du adre des automates temporisés pondérés à une horloge[BLMR06℄.
q1 ButCoût(τ)=τy>0, c, y:=0

Fig. 4.4 � Pas de stratégieoptimale
q1

q2

ButCoût(τ)=2·τ Coût(τ)=τy<1, u

y:=0

y>0, c, y:=0

y=1, c, y:=0

Fig. 4.5 � L'optimalité requiert de la mémoireSur la �gure 4.4 nous avons un exemple d'un jeu o-minimal pondéré où le oût optimal est
0 mais où auune stratégie ne peut assurer e oût optimal.Sur la �gure 4.5 nous avons un exemple d'un jeu o-minimal pondéré où le oût optimal est 2mais où auune stratégie sans mémoire ne peut assurer e oût. En e�et l'environnement peutamener le jeu en q2 ave un oût Coût(ρ) arbitrairement prohe de 2, le ontr�leur doit alorsréagir en jouant une ation (τ, c) ave Coût(ρ) + τ ≤ 2, e qui est impossible sans mémoire.
4.3 Model-heking de WCTLNotre but dans ette setion est de montrer le résultat de déidabilité i-dessous. Lestehniques que nous utiliserons pour prouver e résultat sont en partie inspirées de la preuvede déidabilité de WCTL sur les automates temporisés pondérés à une horloge [BLM07℄.Théorème 4.3.1 Soit M = 〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 une struture o-minimale telle que M estarhimédienne6 et Th(M) est déidable. Alors le model-heking de WCTLM est déidable.6Une struture est arhimédienne si pour tout (a, b) ∈ M2 tel que a > 0, il existe un entier n tel que
n · a > b. 64



4.3. Model-heking de WCTL
Si P et P ′ sont deux partitions, nous érivons P ⊓ P ′ pour la partition jointe, 'est-à-direla partition la plus grossière qui ra�ne à la fois P et P ′. Remarquons que si P et P ′ sonttoutes deux �nies et dé�nissables alors P ⊓ P ′ est �nie et dé�nissable.Soit H = (M, Q,Σ, δ, γ) unM-automate o-minimal. Soit P une partition de S = Q× V2et ϕ une formule de WCTLM. P est une partition pour ϕ si pour tout P ∈ P, soit tous lesétats (q, y) ∈ P satisfont ϕ, soit auun état (q, y) ∈ P ne satisfait ϕ.Étant donné unM-automate o-minimal H, nous rappelons que PH est la partition la plusgrossière respetant les gardes et remises à zéro de H. PH est une partition pour les proposi-tions atomiques a ∈ Σ. Pour toute formule de WCTLM, nous onstruisons indutivement unra�nement (�ni et dé�nissable) Pϕ de PH tel que Pϕ est une partition pour ϕ.Nous proédons en trois étapes : à partir de partitions pour ϕ et ψ nous onstruisons unepartition pour EϕU ψ et AϕU ψ, puis pour EϕU∼c ψ et en�n pour AϕU∼c ψ.4.3.1 Partition pour EϕU ψ et AϕU ψNous réalisons la première étape ave le lemme suivant, qui applique la onstrution d'unepartition �nie et dé�nissable (la partition su�xe) induisant une bisimulation, et qui est donorrete pour les formules de CTL [AHLP00, HMR05℄.Lemme 4.3.2 SoitM = 〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 une struture o-minimale telle queM est arhi-médienne et Th(M) est déidable. Soit (H,Coût) un M-automate o-minimal pondéré, soit ϕet ψ deux formules de WCTLM. Supposons que nous ayons onstruit deux partitions �nies etdé�nissables Pϕ et Pψ pour ϕ et ψ respetivement, alors nous pouvons onstruire une partition�nie et dé�nissable pour les formules EϕU ψ et AϕU ψ.Preuve. Pϕ ⊓Pψ est une partition pour les deux formules ϕ et ψ. Par dé�nition, la partitionsu�xe Suf(Pϕ ⊓Pψ) ra�ne la partition Pϕ ⊓Pψ. Par [Bri06, Theorem 12.6.14℄, Suf(Pϕ ⊓Pψ)est une bisimulation à temps abstrait sur H pour ϕ et ψ. C'est don une partition pourtoute formule de CTL où ϕ et ψ sont utilisées omme des propositions atomiques (voir parexemple [AHLP00, HMR05℄) ; 'est en partiulier une partition pour EϕU ψ et AϕU ψ.Remarquons que nous avons prouvé que si (q, y) |= EϕU ψ alors il existe un témoin('est-à-dire une exéution �nie satisfaisant ϕU ψ) de longueur au plus |Suf(Pϕ⊓Pψ)| ar elaorrespond à un problème d'aessibilité dans l'abstration. �

4.3.2 Partition pour EϕU∼c ψLa onstrution d'une partition (�nie et dé�nissable) pour EϕU∼c ψ est plus omplexe.Notons P la partition Suf(Pϕ ⊓ Pψ). Soient q et q′ deux états disrets de H. Soient P et P ′deux pièes de P. Nous donnons tout d'abord une formule dé�nissant l'ensemble des oûtspossibles des hemins d'un état (ou d'une pièe de P) à une pièe de P :� θϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(c, y) exprime qu'il est possible d'aller d'un état (q, y) ave y ∈ P à un autreétat (q′, y′) ave y′ ∈ P ′ par une étape ontinue suivie d'une ation disrète, ave unoût c, en satisfaisant onstamment ϕ ∨ ψ.� θϕ∨ψ(q,P P ′)(c, y) exprime qu'il est possible d'aller d'un état (q, y) ave y ∈ P à un autreétat (q, y′) ave y′ ∈ P ′ par une étape ontinue (et pas d'ation disrète), ave un oût
c, en satisfaisant onstamment ϕ ∨ ψ. 65



Chapitre 4. Systèmes o-minimaux pondérés
Les formules θϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(c, y) (resp. θϕ∨ψ(q,P P ′′)) sont dé�nies dansM omme suit :

θϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(c, y) = ∃x ∈ V1 ∃t ∈ V ∃τ ∈M
+∃a ∈ Σ ∃y′ ∈ V2

γq(x, t) = y ∧ (q, y)
τ,a
−−→ (q′, y′) ∧ (q, y) ∈ P ∧ (q′, y′) ∈ P ′ ∧

∀τ ′ < τ, (q, γ(x, t+ τ ′)) |= ϕ ∨ ψ ∧ Coût((q, x, t, y, τ)) = c.

θϕ∨ψ(q,P P ′)(c, y) = ∃x ∈ V1 ∃t ∈ V ∃τ ∈M
+ ∃y′ ∈ V2

γq(x, t) = y ∧ (q, y)
τ
−→ (q, y′) ∧ (q, y) ∈ P ∧ (q′, y′) ∈ P ′ ∧

∀τ ′ < τ, (q, γ(x, t+ τ ′)) |= ϕ ∨ ψ ∧ Coût((q, x, t, y, τ)) = c.À partir des formules préédentes, nous dé�nissons les ensembles dé�nissables suivants :
κϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′) = {c ∈M+ | ∃y ∈ P tel que θϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(c, y)} ;

κϕ∨ψ(q,P P ′) = {c ∈M+ | ∃y ∈ P tel que θϕ∨ψ(q,P P ′)(c, y)} ;

λϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(y) = {c ∈M+ | θϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′)(c, y)} ;

λϕ∨ψ(q,P P ′)(y) = {c ∈M+ | θϕ∨ψ(q,P P ′)(c, y)}.Nous onstruisons alors un graphe �ni qui abstrait la partie dynamique de H et restreintaux parties de H satisfaisant la formule EϕU ψ. Les arêtes de e graphe sont étiquetées parun poids (en fait un ensemble dé�nissable) qui représente l'ensemble des oûts des heminsde H véri�ant la formule EϕU ψ. Formellement, nous onstruisons un graphe �ni pondéré(dé�nissable) Gϕ,ψ = (V,E) omme suit :� son ensemble d'états V est
{(q, P ), (q, P, init) | (q, P ) |= ϕ ∨ ψ} 7 ∪ {(q, P, �nal) | (q, P ) |= ψ},� ses arêtes E sont
{(q, P, init) λϕ∨ψ

(q,P )→(q′,P ′)
(y)

−−−−−−−−−−→ (q′, P ′)} ∪ {(q, P, init) λϕ∨ψ
(q,P P ′′)

(y)

−−−−−−−−→ (q, P ′′, �nal)}
∪ {(q, P, init) [0]

−→ (q, P, �nal)} ∪ {(q, P )
κϕ∨ψ
(q,P )→(q′,P ′)
−−−−−−−−→ (q′, P ′)}

∪ {(q, P )
κϕ∨ψ
(q,P )→(q′,P ′)
−−−−−−−−→ (q′, P ′, �nal)} ∪ {(q, P )

κϕ∨ψ
(q,P P ′′)
−−−−−−→ (q, P ′′, �nal)}.Soit ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→ · · ·

κn−→ (qn, Pn, �nal) une exéution �nie de Gϕ,ψ. Nousdé�nissons Kξ(y) l'ensemble de tous les oûts possibles de l'exéution ξ :
Kξ(y) = {λ(y) + c2 + · · ·+ cn | ci ∈ κi}.Les propositions suivantes montrent que le graphe Gϕ,ψ peut être utilisé pour réaliser lemodel-heking de la formule EϕU∼c ψ.7C'est un abus de notation : (q, P ) |= ϕ ∨ ψ signi�e que pour tout y ∈ P , (q, y) |= ϕ ∨ ψ, e qui estéquivalent au fait qu'il existe y ∈ P tel que (q, y) |= ϕ ∨ ψ.66



4.3. Model-heking de WCTL
Proposition 4.3.3 Soit ξ une exéution �nie de Gϕ,ψ telle que ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→ · · ·

κn−1
−−−→ (qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn, �nal), et soit y0 ∈ P0. Alors pour tout ζ ∈ Kξ(y0),il existe une exéution réelle ρ de H telle que Coût(ρ) = ζ, pour toute position p sur ρ,
ρ[p] |= ϕ ∨ ψ, et dernier(ρ) |= ψ. La réiproque est également vraie.Preuve. Considérons tout d'abord le as partiulier des exéutions de longueur 1. Supposonsque ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (qn, Pn, �nal). Deux as sont possibles : soit λ(y) = [0], soit λ(y) =

λϕ∨ψ(q,P P ′′)(y). Dans le premier as l'exéution ρ est simplement (q0, y0). Dans le seond as,l'exéution (q0, y0)
τ
−→ (q0, y

′′
0) est failement obtenue à partir de la dé�nition de λϕ∨ψ(q,P P ′′)(y).Considérons maintenant le as général. Soit ξ l'exéution suivante :

ξ = (q0, P0, init) λ(y)
−−→ (q1, P1)

κ1−→ · · ·
κn−1
−−−→ (qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn, �nal),et soit ζ un point de Kξ(y0). Nous onstruisons une exéution réelle ρ = (q0, y0)
τ1,a1
−−−→

(q1, y1)
τ2,a2
−−−→ · · ·

τn,an
−−−→ (qn, yn) de H telle que Coût(ρ) = ζ, pour toute position p sur ρ,

ρ[p] |= ϕ ∨ ψ, et (qn, yn) |= ψ.Comme ζ ∈ Kξ(y0), il existe c2, · · · , cn ∈ M+ tels que ci ∈ κi et ζ = λ(y0) + c2 + · · · +

cn. Comme (q0, P0, init) λ(y0)
−−−→ (q1, P1), il existe un délai τ1 tel que (q0, y0)

τ1,a1
−−−→ (q1, P1),et Coût((q0, y0)

τ1,a1
−−−→ (q1, P1)) = λ(y0). Notons que λ(y0) assure que toutes les positionsintermédiaires menant à (q1, P1) satisfont ϕ ∨ ψ. Comme (q1, P1)

κ2−→ (q2, P2) et c2 ∈ κ2, ilexiste un point (q1, y1) ∈ P1 et un délai τ2 tels que (q1, y1)
τ2,a2
−−−→ (q2, P2), et Coût((q1, y1)

τ2,a2
−−−→

(q2, P2)) = c2. Ii aussi toutes les positions intermédiaires menant à (q2, P2) satisfont ϕ ∨ ψ.Nous avons onstruit une exéution (q0, y0)
τ1,a1
−−−→ (q1, y1)

τ2,a2
−−−→ (q2, P2). Nous itéronsette onstrution et onstruisons une exéution réelle (q0, y0)
τ1,a1
−−−→ (q1, y1) · · ·

τn−1,an−1
−−−−−−→

(qn−1, Pn−1) telle que toutes les positions intermédiaires menant à (qn−1, Pn−1) satisfont
ϕ ∨ ψ. Pour la transition �nale (qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn, �nal), deux as sont possibles : κnest soit de la forme κϕ∨ψ(q,P )→(q′,P ′), soit de la forme κϕ∨ψ(q,P P ′). Dans le premier as, omme
(qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn) et cn ∈ κn, par dé�nition de κn = κϕ∨ψ(qn−1,Pn−1)→(qn,Pn), nous pouvonstrouver (qn−1, yn−1) ∈ Pn−1, (qn, yn) ∈ Pn et un délai τn tels que (qn−1, yn−1)
τn,an
−−−→ (qn, Pn),Coût((qn−1, yn−1)

τn,an
−−−→ (qn, yn)) = cn, (qn, yn) satisfait ψ et toutes les positions intermé-diaires menant à (qn, yn) satisfont ϕ ∨ ψ. Dans le seond as, en utilisant la dé�nition de

κn = κϕ∨ψ(qn−1,Pn−1) (qn,Pn), nous pouvons onstruire une transition (qn−1, yn−1)
τn−→ (qn, Pn)satisfaisant les propriétés demandées. Cela ahève la preuve de ette impliation.La réiproque peut être prouvée d'une manière similaire. �

A partir de la proposition préédente nous déduisons le résultat suivant.Proposition 4.3.4 Soit q0 ∈ Q, P0 ∈ P et y0 ∈ P0. Alors (q0, y0) |= EϕU∼c ψ si, etseulement s'il existe une exéution ξ = (q0, P0, init) λ(y)
−−→ (q1, P1)

κ1−→ · · ·
κn−→ (qn, Pn, �nal) de

Gϕ,ψ, et ζ ∈M tels que ζ ∈ Kξ(y0) et ζ ∼ c.Nous prouvons, sous réserve que la struture sous-jaente soit arhimédienne, que nouspouvons borner la longueur des exéutions témoins dans le graphe Gϕ,ψ. Cette hypothèse n'apas été utilisée jusqu'alors, mais elle est néessaire dans la preuve de la proposition suivante.67



Chapitre 4. Systèmes o-minimaux pondérés
Pour tout (m, c) ∈ M2 tel que m > 0, nous notons [ cm] le plus petit entier k tel que

k ·m > c.Proposition 4.3.5 Supposons (q0, y0) |= EϕU∼c ψ, et posons N = 2 + (|Q| · |P|+ 1) ·([
c
m

]
+ 2
) où m est la plus petite onstante positive apparaissant dans un intervalle de poidsétiquetant les transitions de Gϕ,ψ. Alors il existe une exéution ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→

· · ·
κn−→ (qn, Pn, �nal) de Gϕ,ψ telle que y0 ∈ P0, n ≤ N , et ζ ∈M tel que ζ ∈ Kξ(y0) et ζ ∼ c.Preuve. Nous introduisons tout d'abord la notion de réalisation d'une exéution. Soit ξ =

(q0, P0, init) λ(y)
−−→ (q1, P1)

κ1−→ · · ·
κn−→ (qn, Pn, �nal) une exéution de Gϕ,ψ. Par o-minimalité,l'ensemble des oûts étiquetant une transition est une union �nie de points ou d'intervallesouverts ; une réalisation de ξ est un hoix, pour haque transition de ξ, d'un intervalle (oupoint) des oûts étiquetant ette transition (nous notons I la fontion de hoix et ξ[I] laréalisation). Une réalisation raisonnable de ξ est une réalisation telle qu'auun yle n'estétiqueté par le seul point {0}. Une réalisation non raisonnable n'est pas intéressante ar les

{0}-yles peuvent être supprimés.
ξ′[I]

|Q|·|P|+1 états
yleil peut y avoir des {0}-yles

ξ′′[I]les {0}-yles ont étés supprimés
Fig. 4.6 � La onstrution du témoinNous prouvons maintenant la proposition. Soit q0 ∈ Q, P0 ∈ P, y0 ∈ P0, et supposons que

(q0, y0) |= EϕU∼c ψ. Par la proposition 4.3.4, il existe une exéution ξ′ = (q′0, P
′
0, init) λ′(y)

−−−→

(q′1, P
′
1)

κ′1−→ · · ·
κ′k−→ (q′k, P

′
k, �nal) de Gϕ,ψ, il existe ζ ′ ∈M tel que ζ ′ ∈ Kξ′(y0) et ζ ′ ∼ c. À partirde ξ′ nous onstruisons une exéution ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→ · · ·

κn−→ (qn, Pn, �nal)ave n ≤ N , (q0, P0) = (q′0, P
′
0) et (qn, Pn) = (q′k, P

′
k) telle qu'il existe ζ ∈M ave ζ ∈ Kξ(y0)et ζ ∼ c.Nous supposons qu'il existe une réalisation raisonnable de ξ′ : si e n'est pas le as il y ades yles de ξ′ dans lesquels tous les κ′i sont réduits à {0} ; nous supprimons alors es yles,et obtenons une exéution ξ′1 pour laquelle le oût aumulé est ξ′, et nous faisons le reste dela preuve ave ξ′1 au lieu de ξ.Si la longueur de ξ′[I] est inférieure à N nous avons �ni. Sinon ξ′ ontient au moins( [

c
m

]
+ 2
) yles simples (voir la �gure 4.6), haun étant étiqueté par un intervalle de oûts(aumulé) dont la borne droite est supérieure ou égale à m. Don Kξ′[I](y0) = 〈a, b〉 ave

b ≥ c+ 2m. Par hypothèse, il existe ζ ′ ∈ 〈a, b〉 tel que ζ ′ ∼ c.Nous supprimons alors le premier yle simple de l'exéution et supprimons les {0}-ylesqui ont pû être réés par ette opération (voir la �gure 4.6). Nous obtenons une exéution ξ′′[I]stritement plus ourte. Notons que Kξ′′[I](y0) peut être di�érent de Kξ[I](y0) ; en e�et omme68
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nous avons supprimé ertains yles,Kξ′′[I](y0) = 〈a′, b′〉 ave a′ ≤ a et b′ ≤ b. Néanmoins ξ′′[I]ontient au moins [ cm] yles simples don b′ > c (omme préédemment). Cela prouve qu'ilexiste ζ ′′ ∈ Kξ′′[I](y0) ave ζ ′′ ∼ c. Nous itérons e proessus jusqu'à obtenir une exéution ξde longueur inférieure ou égale à N ayant ette propriété.

�

En appliquant la proposition préédente, nous pouvons onstruire une formule du premierordre qui véri�e si un état (q, y) satisfait la formule de WCTL EϕU∼c ψ, et don obtenir leorollaire suivant.Corollaire 4.3.6 Soit M = 〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 une struture o-minimale telle que M estarhimédienne et Th(M) est déidable. Soit (H,Coût) un M-automate o-minimal pondéré,soit ϕ et ψ deux formules de WCTLM. Supposons que nous ayons onstruit deux partitions�nies et dé�nissables Pϕ et Pψ pour ϕ et ψ respetivement, alors nous pouvons onstruire unepartition �nie et dé�nissable pour la formule EϕU∼c ψ.Preuve. Par les propositions 4.3.4 et 4.3.5, nous déduisons failement qu'un état (q, y) de Hsatisfait la formule EϕU∼c ψ si, et seulement s'il existe une exéution réelle de longueur auplus N à partir de (q, y), qui satisfait la formule ϕU∼c ψ.Pour n ∈ N, il est possible d'érire une formule du premier ordre θn(·) telle que M |=
θn(q, y) si, et seulement s'il existe une exéution réelle de longueur exatement n à partir de
(q, y), qui satisfait la formule ϕU∼c ψ. Nous obtenons don l'équivalene suivante :

(q, y) |= EϕU∼c ψ si, et seulement siM |= N∨

n=0

θn(q, y).

La partition désirée est elle obtenue en ra�nant la partition �nie et dé�nissable Suf(Pϕ⊓Pψ)ave la formule ∨Nn=0 θn(q, y). Cette nouvelle partition est lairement dé�nissable et ontientau plus 2 · |Suf(Pϕ ⊓ Pψ)| pièes. �

4.3.3 Partition pour AϕU∼c ψNous expliquons maintenant omment onstruire une partition pour la formule AϕU∼c ψen supposant que nous ayons onstruit des partitions �nies et dé�nissables Pϕ et Pψ pour ϕet ψ respetivement.Il sera utile dans la suite de pouvoir déider s'il existe une exéution in�nie de oût toujoursinférieur à une onstante c, 'est le but du lemme suivant.Lemme 4.3.7 Soit (q, y) un état de H et c une onstante dé�nissable. Il est déidable dedéterminer s'il existe une exéution in�nie à partir de (q, y) de oût stritement inférieur(resp. inférieur ou égal) à c.De plus, s'il n'existe pas de telle exéution, alors il existe un indie alulable n0, ne dé-pendant pas de (q, y), tel que toute exéution de longueur supérieure ou égale à n0 a un oûtsupérieur ou égal (resp. stritement supérieur à c).69
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Preuve. Nous onsidérons le as < c, le as ≤ c est analogue. Nous établissons tout d'abordune aratérisation des états à partir desquels il existe une exéution in�nie de oût < c etutilisons alors ette aratérisation pour montrer le lemme.Soit G le graphe de la sous-setion 4.3.2 où ϕ = ψ = ⊤. Nous appellons 〈0,_〉-yle unyle de G où toutes les étiquettes sont de la forme ]0, a[, ]0, a], [0, a[ ou [0, a] pour a ∈M .Il existe une exéution in�nie de oût < c à partir de (q, y) si, et seulement s'il existe

ξ = (q0, P0, init) λ(y)
−−→ (q1, P1)

κ1−→ · · ·
κn−1
−−−→ (qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn) (4.1)une exéution de G ave q0 = q, y ∈ P0 et Kξ(y) ∩ [0, c[ 6= ∅et ∃ξ′ = (q′0, P
′
0)

κ′1−→ (q′1, P
′
1)

κ′2−→ · · ·
κ′
k−→ (q′k, P

′
k)un 〈0,_〉-yle ave (q′0, P

′
0) = (q′k, P

′
k) = (qn, Pn).Nous prouvons maintenant la aratérisation (4.1). Soit m > 0 la plus petite onstantestritement positive apparaissant dans un intervalle de poids étiquetant les transitions de G.Posons n0 = |P| ·

[
c
m

]
+ 2.Impliation direte. Soit ρ = (q0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · · une exéution in�nie de oût < c à partirde (q, y). Par la proposition 4.3.3, il existe une exéution ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→

· · ·
κn−1
−−−→ (qn−1, Pn−1)

κn−→ (qn, Pn, �nal) de G telle que Coût(ρ) ∈ Kξ(y). Comme Coût(ρ) < c,par dé�nition de n0, il existe un 〈0,_〉-yle dans ξ : en e�et divisons ξ en [ cm] segmentsde longueur |P|, haque segment produit un yle dans G, et un de es yles doit être un
〈0,_〉-yle sinon Coût(ρ) serait ≥ c. De plus le oût pour atteindre e 〈0,_〉-yle doit êtrenéessairement < c ar 'est le as pour ξ en entier.Impliation réiproque. Soient ξ et ξ′ omme dans (4.1). Par dé�nition de ξ et la proposition4.3.3, il existe une exéution ρ = (q0, y0)

τ1,a1
−−−→ · · ·

τn,an
−−−→ (qn, yn) ave ∀i yi ∈ Pi et Coût(ρ) < c.Par dé�nition de ξ′ et la proposition 4.3.3, ∀ε > 0 ∃ρ′ε = (q′0, y

′
0)

τ ′1,a
′
1−−−→ · · ·

τ ′k,a
′
k−−−→ (q′k, y

′
k)ave ∀i y′i ∈ P ′

i et Coût(ρε) < ε.Soit ε′ = c−Coût(ρ). En onaténant ρ et ρ ε′

2n+1
pour n ≥ 1, nous obtenons une exéutionin�nie à partir de (q, y) de oût < c. Cela ahève la preuve de la aratérisation (4.1).En utilisant (4.1) il est faile de véri�er s'il existe une exéution à partir de (q, y) de oût

< c en onsidérant le graphe �ni G. De plus, s'il n'existe pas de telle exéution, soit ρ uneexéution de longueur supérieure ou égale à n0. Soit ξ l'exéution orrespondante de G obtenuepar la proposition 4.3.3. Soit ξ ontient un 〈0,_〉-yle alors néessairement Coût(ξ) ≥ c (si en'était pas le as, par (4.1) il existerait une exéution in�nie de oût < c). Soit ξ ne ontientpas de 〈0,_〉-yle, alors Coût(ρ) ≥ n0
|P|m ≥ c (divisons ξ en segments de longueur |P|, haquesegment a un oût supérieur ou égal à m).Remarquons qu'en utilisant (4.1) nous pouvons donner une formule du premier ordre θ(q, y)exprimant l'existene d'une exéution in�nie à partir de (q, y) de oût < c. �

Notons que EF∼c ϕ est un as partiulier de Eϕ1U∼c ϕ2, nous pouvons don appliquerles résultats de la sous-setion 4.3.2 pour onstruire une partition pour EF∼c ϕ à partir d'une70
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partition pour ϕ. Nous expliquons maintenant omment onstruire une partition pour EG∼c ϕar ela sera utile par la suite.Lemme 4.3.8 Soit ϕ une formule de WCTLM et c une onstante dé�nissable. S'il existe unepartition �nie, dé�nissable et alulable pour ϕ alors il existe une partition �nie, dé�nissableet alulable pour EG∼c ϕ.Preuve.Nous prouvons tout d'abord le as > c ; les as = c et ≥ c sont analogues.Soit n0 omme dans le lemme 4.3.7. Nous utiliserons la aratérisation suivante :

(q, y) |= EG>c ϕ si, et seulement siil existe une exéution à partir de (q, y) de oût ≤ c (4.2)ou ∃ρ à partir de (q, y) de longueur n0 + |P|+ 1 telle que8ρ |= G>c ϕ

L'impliation direte est évidente.Il est aussi évident que s'il existe une exéution in�nie à partir de (q, y) de oût ≤ c alors
(q, y) |= EG>c ϕ. Supposons maintenant qu'il n'existe pas d'exéution in�nie à partir de (q, y)de oût ≤ c mais qu'il existe une exéution ρ à partir de (q, y) de longueur n0 + |P|+ 1 telleque ρ |= G>c ϕ, nous devons montrer que (q, y) |= EG>c ϕ.Par la proposition 4.3.3, il existe ξ = (q0, P0, init) λ(y)

−−→ (q1, P1)
κ1−→ · · ·

κn0+|P|
−−−−−→

(qn0+|P|, Pn0+|P|)
κn0+|P|+1
−−−−−−→ (qn0+|P|+1, Pn0+|P|+1, �nal) une exéution orrespondante ave

q0 = q et y ∈ P0. Considérons l'exéution (qn0+1, Pn0+1)
κn0+2
−−−−→ · · ·

κn0+|P|
−−−−−→ (qn0+|P|, Pn0+|P|).Il y a néessairement une boule dans ette exéution, et omme dans la preuve du lemme4.3.7 nous pouvons trouver une exéution in�nie ρ′ qui itère ette boule. Par le lemme 4.3.7,après l'indie n0 le oût est toujours stritement supérieur à c don ϕ est toujours satisfaitedans ρ ; omme ρ′ est obtenue à partir de ρ en itérant une boule située après l'indie n0, ϕest également toujours satisfaite dans ρ′ ; don ρ′ |= G>c ϕ, et (q, y) |= EG>c ϕ. Cela ahèvela preuve de la aratérisation (4.2).Le lemme 4.3.8 et la aratérisation (4.2) montrent qu'il existe une formule du premierordre pour EG>c ϕ.Nous expliquons maintenant omment traiter le as < c ; le as ≤ c est similaire. Le lemme4.3.2 donne une partition P1 pour E⊤U ϕ = EF ϕ et EG ϕ = ¬AF (¬ϕ). Nous donnonsune aratérisation qui permet de onstruire une formule du premier ordre pour EG<c ϕ. Soit

n0 omme dans le lemme 4.3.7, nous utilisons la aratérisation suivante, qui peut être prouvéeomme la aratérisation (4.2) :
(q, y) |= EG<c ϕ si, et seulement si

(q, y) |= EG ϕ ou ∃ρ à partir de (q, y) de longueur n0 + |P|+ 1 telle que ρ |= EG<c ϕCei ahève la preuve du lemme 4.3.8.
�

8La sémantique de WCTL sur les hemins �nis est analogue à elle sur les hemins in�nis dé�nie page 58.71
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Remarque 4.3.9 Dans la preuve du lemme 4.3.8 nous utilisons fortement l'hypothèse que lafontion de oût est roissante. Nous ne savons pas si le lemme 4.3.8 est vrai pour des oûtsnon-roissants.Nous sommes maintenant prêts pour onstruire une partition pour la formule AϕU∼c ψ.En fait nous onsidérerons la formule ¬AϕU∼c ψ, qui a la même partition. Nous déompo-sons ¬AϕU∼c ψ en deux prédiats de hemins, et montrons que es prédiats admettent destémoins de longueur �nie (et alulable), e qui permet de prouver l'existene d'une partitionpour ¬AϕU∼c ψ.Dé�nition 4.3.10 Un prédiat de hemin Q est une fontion Q : Exe(H) → {⊤,⊥}. Nousnotons ρ |= Q pour Q(ρ).Nous dé�nissons les deux prédiats suivants, dont la disjontion orrespondra à ¬ϕU∼c ψ :� ρ |= Q∼c

1 si, et seulement si ρ |= G∼c ¬ψ� ρ |= Q∼c
2 si, et seulement s'il existe une position p ≥ 0 sur ρ telle que ρ[p] |= (¬ϕ) ∧

¬ψ, et pour toute position 0 ≤ p′ ≤ p sur ρ,Coût(ρ≤p′) ∼ c⇒ ρ[p′] |= ¬ψPour i ∈ {1, 2} nous disons que (q, y) |= ϕQ∼c
i

s'il existe une exéution in�nie ρ à partirde (q, y) telle que ρ |= Q∼c
i . Notons que ϕQ∼c

i
n'est pas néessairement une formule de WCTL,'est une proposition booléenne dépendant de (q, y).Dé�nition 4.3.11 Un prédiat de hemin Q admet des témoins de longueur n ∈ N à partirde (q, y) si :

∃ une exéution in�nie ρ à partir de (q, y) telle que ρ |= Q ⇔ ∃ une exéution ρ à partir de
(q, y) de longueur ≤ n telle que ρ |= Q.Remarque 4.3.12 Si Q est dé�nissable et admet des témoins d'une longueur �nie et alu-lable alors il existe une partition �nie, dé�nissable et alulable pour la propriété (q, y) |= Qar nous pouvons onstruire une formule du premier ordre énumérant tous les témoins ommedans la preuve du orollaire 4.3.6.Proposition 4.3.13 (q, y) |= ¬AϕU∼c ψ si, et seulement si (q, y) |= ϕQ∼c

1
ou (q, y) |= ϕQ∼c

2
.Preuve. (q, y) |= ¬AϕU∼c ψ signi�e qu'il existe une exéution in�nie ρ à partir de (q, y)telle que ρ 6|= ϕU∼c ψ. La proposition sera don une onséquene de la propriété suivante :

ρ 6|= ϕU∼c ψ ssi ρ |= Q∼c
1 ou ρ |= Q∼c

2 . (4.3)Remarquons tout d'abord que ρ 6|= ϕU∼c ψ est équivalent à
∀p1 ≥ 0, (ρ[p1] |= ψ et Coût(ρ≤p1) ∼ c)⇒ ∃ptém1 < p1 sur ρ ave ρ[ptém1 ] |= (¬ϕ) ∧ ¬ψ (4.4)C'est-à-dire que pour toute position p1 où ψ et Coût(ρ≤p1) ∼ c sont véri�ées, il existe untémoin pour (¬ϕ) ∧ ¬ψ à une position ptém1 < p1.Nous montrons maintenant (4.3) par double impliation, en utilisant la aratérisation

(4.4).Impliation réiproque. Pour i ∈ {1, 2}, nous supposons que ρ |= Q∼c
i et montrons que

ρ 6|= ϕU∼c ψ. 72
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� ρ |= Q∼c

1 ⇒ ρ 6|= ϕU∼c ψ :
(ρ[p1] |= ψ) et (Coût(ρ≤p1) ∼ c) ne sont jamais vraies simultanément don il n'y a rienà véri�er.� ρ |= Q∼c

2 ⇒ ρ 6|= ϕU∼c ψ :Soit p omme dans la dé�nition de Q∼c
2 . Pour toute position p1 ≤ p sur ρ, (ρ[p1] |= ψ)et Coût(ρ≤p1 ∼ c) ne sont jamais vraies simultanément don il n'y a rien à véri�er. Pourtoute position p1 > p, p est un témoin pour (¬ϕ) ∧ ¬ψ.Impliation direte. Supposons ρ 6|= ϕU∼c ψ. Si (ρ[p1] |= ψ) et Coût(ρ≤p1 ∼ c) ne sontjamais vraies simultanément alors ρ |= Q∼c

1 .Sinon nous pouvons dé�nir p0 = inf{p1 | ρ[p1] |= ψ et Coût(ρ≤p1) ∼ c}. Si et in�mum esten fait un minimum, 'est-à-dire ρ[p0] |= ψ et Coût(ρ≤p0) ∼ c, alors par hypothèse il existeun témoin p pour (¬ϕ) ∧ ¬ψ ave p < p0. Alors pour toute position p1 ≤ p, Coût(ρ≤p1 ∼ c)implique ρ[p1] |= ¬ψ, don ρ |= Q∼c
2 .Soit p0 = (n0, t0). Si l'in�mum n'est pas un minimum alors il existe des positions (n0, t)ave t > t0 arbitrairement prohe de t0 véri�ant ρ[(n0, t)] |= ψ et Coût(ρ≤(n0,t)) ∼ c. Il existeune formule du premier ordre exprimant E = {t > t0 | ρ[(n0, t)] |= ψ et Coût(ρ≤(n0,t)) ∼ c}.Don par o-minimalité, E est une union �nie de points et d'intervalles ouverts. Comme t0n'appartient pas à E, E doit ontenir un intervalle de la forme ]t0, t

′[ ave t′ > t0. Alors il doitexister une position p ≤ p0 telle que ρ[p] |= (¬ϕ) ∧ ¬ψ (sinon ρ véri�erait9 ϕU∼c ψ). Pourtoute position p1 ≤ p, Coût(ρ≤p1 ∼ c) implique ρ[p1] |= ¬ψ, don ρ |= Q∼c
2 . �

Remarque 4.3.14 La proposition 4.3.13 est à notre onnaissane la première fois qu'unearatérisation de ¬AϕU∼c ψ est prouvée de manière rigoureuse.Notons que nous avons utilisé l'hypothèse d'o-minimalité. En e�et sans ette hypothèsela aratérisation n'est pas orrete : si la véraité de ψ peut varier in�niment souvent auvoisinage d'un point, ¬AϕU∼c ψ peut être vraie mais pas la aratérisation.Considérons l'exéution ρ dérite sur la �gure 4.7 : ϕ est vraie pour x ≤ 1 et ψ est vraie auxdates x = 1+ 1
2n pour n ∈ N. ρ |= ¬(ϕU ψ), mais elle ne satisfait pas la aratérisation. Notonsque même la aratérisation lassique dans LTL, ¬(ϕU ψ) ≡ G (¬ψ)

∨
((¬ψ)U ((¬ϕ) ∧ ¬ψ))n'est pas véri�ée par e modèle.La proposition 4.3.13 est ependant robuste, ar dans beauoup de logiques temporisées lesmodèles sont supposés à variation �nie.

b

0 1 ψψψψ· · ·

ϕ ∧ ¬ψ ¬ϕFig. 4.7 � Un modèle variant in�niment souvent
Proposition 4.3.15 SoitM = 〈M,+, 0, 1, <, · · · 〉 une struture o-minimale telle queM estarhimédienne et Th(M) est déidable. Soit (H,Coût) un M-automate o-minimal pondéré,soit ϕ et ψ deux formules de WCTLM. Supposons que nous ayons onstruit deux partitions�nies et dé�nissables Pϕ et Pψ pour ϕ et ψ respetivement, alors nous pouvons onstruire unepartition �nie et dé�nissable pour la formule AϕU∼c ψ.9Rappelons que dans WCTL, ϕU∼c ψ est équivalente à (ϕ ∨ ψ)U∼c ψ.73
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Preuve. Nous distinguons di�érents as pour ∼ c et montrons que pour tout i, soit ϕQ∼c

i
peutêtre exprimée par une formule de WCTL pour laquelle nous savons qu'il existe une partition�nie, soit Q∼c

i admet des témoins d'une longueur bornée dé�nissable.En e�et, si Q∼c
i admet des témoins d'une longueur bornée dé�nissable, nous pouvons érireune formule énumérant tous es hemins �nis et tester si ϕQ∼c

i
est satisfaisable sur eux-i,dé�nissant ainsi une partition �nie, dé�nissable et alulable pour Q∼c

i . Cela montrera donqu'il existe une partition �nie, dé�nissable et alulable pour ¬AϕU∼c ψ.Nous traitons le as ¬AϕU=c ψ, les autres as sont similaires.� Le lemme 4.3.8 montre qu'il existe une partition �nie, dé�nissable et alulable pour
Q=c

1 .� Nous montrons le lemme suivant :Lemme 4.3.16 Si (q, y) 6|= ϕQ=c
1

alors Q=c
2 admet des témoins d'une longueur �niedé�nissable à partir de (q, y).Notons que e lemme est su�sant pour trouver une partition pour ¬AϕU=c ψ ar nouspouvons onsidérer les prédiats Q1, (¬Q=c

1 ) ∧Q=c
2 (au lieu de Q=c

1 et Q=c
2 ).Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit n0 omme dans le lemme 4.3.7. Soit n = n0 + |P|.Nous devons montrer qu'il existe une exéution in�nie ρ à partir de (q, y) telle que

ρ |= Q=c
2 si, et seulement s'il existe une exéution �nie ρ à partir de (q, y) de longueur

≤ n telle que ρ |= Q=c
2 .L'impliation réiproque est évidente. Supposons maintenant qu'il existe une exéutionin�nie ρ à partir de (q, y) telle que ρ |= Q=c

2 , et onstruisons une exéution �nie delongueur ≤ n. Nous avons qu'il existe une position p sur ρ telle que ρ[p] |= (¬ϕ) ∧
¬ψ, et pour toute position 0 ≤ p′ ≤ p sur ρ,Coût(ρ≤p′) = c⇒ ρ[p′] |= ¬ψ.Si la position p est située avant l'indie n alors ρ≤p est notre témoin. Si e n'est pas le as,par le lemme 4.3.7 nous avons que Coût(ρ≤n0) = c don ∀(n0, 0) ≤ p′ ≤ p, Coût(ρ≤p′) =
c. Cela implique que ρ≥(n0,0) |= (¬ψ)U ((¬ψ)∧¬ϕ). Comme nous l'avons remarqué dansla preuve du lemme 4.3.2, il existe don une exéution ρ′ de longueur ≤ |P| à partir de
ρ[(n0, 0)] telle que ρ′ |= (¬ψ)U ((¬ψ)∧¬ϕ). En onaténant ρ≤(n0,0) et ρ′ nous obtenonsune exéution de longueur ≤ n0 + |P| satisfaisant Q2. �

Cei ahève la preuve de la proposition 4.3.15.
�
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Deuxième partie
Déidabilité et ontr�le de MTL
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Chapitre 5
Logiques temporelles : dé�nitions etdéidabilité

Les logiques temporisées ont été introduites au début des années 90 [AH89, Koy90℄, ellesétendent naturellement les logiques temporelles [Pnu77℄ ave des ontraintes temps-réel sur lesmodalités. Il existe deux sémantiques pour les logiques temporisées, la sémantique d'ationsoù les formules sont évaluées lors d'observations disrètes (les ations d'un mot temporisé),et la sémantique ontinue où les formules sont évaluées de manière ontinue. Nous présentonsdi�érentes logiques temporisées pour es deux sémantiques : TPTL qui utilise des horloges deformule pouvant être remises à zéro et omparées à des onstantes, MTL qui est une extensionde LTL ave des ontraintes sur l'opérateur until, MITL qui est un fragment de MTL où lesintervalles pontuels sont interdits, et Safety-MTL qui est un fragment de MTL exprimant despropriétés de sûreté. Nous dé�nissons les extensions ave passé de es logiques et présentonsla notion d'expressivité d'une logique.Les problèmes de satisfaisabilité et de model-heking de TPTL ont été prouvés indéi-dables [AH89℄ pour les deux sémantiques. Cette preuve d'indéidabilité s'applique égalementà MTL pour la sémantique ontinue. Cependant les problèmes de satisfaisabilité et de model-heking deMTL sont déidables pour la sémantique d'ations sur les mots �nis [OW05℄, mêmes'ils sont indéidables sur les mots in�nis [OW06a℄.La preuve originale d'indéidabilité de TPTL [AH89℄ utilise une rédution de l'arrêt de ma-hines à deux ompteurs. Son prinipe est naturel mais sa formalisation et preuve de orretionsont assez tehniques [DP07℄. Nous proposons une preuve di�érente basée sur la rédution del'aessibilité des automates ommuniants. Cela nous permet d'obtenir une preuve uni�éede l'indéidabilité du problème de satisfaisabilité de plusieurs logiques temporisées : TPTL,TPTL+Past et MTL+Past pour les deux sémantiques, et MTL pour la sémantique ontinue.Cette tehnique a été utilisée dans [OW05℄ pour établir la omplexité du problème de satis-faisabilité de MTL pour la sémantique d'ations.
5.1 Dé�nitionsNous dé�nissons dans ette setion les logiques que nous onsidérerons et disutons desproblèmes d'expressivité. 77



Chapitre 5. Logiques temporelles : dé�nitions et déidabilité
5.1.1 La logique TPTLLa logique propositionnelle temporisée [AH94, Ras99℄, notée TPTL (pour Timed Proposi-tional Temporal Logi), est une extension de LTL [Pnu77℄ utilisant des variables supplémen-taires (appelées horloges) dans les formules. Dans e hapitre, AP désigne un ensemble in�nidénombrable de variables propositionnelles. La syntaxe de TPTL est la suivante :

ϕ ::= a | ϕ ∧ ϕ | ¬ϕ | ϕU ϕ | x ∼ c | x.ϕoù a ∈ AP, x est une horloge, c ∈ Q et ∼ ∈ {≤, <,=, >,≥}.Il y a deux sémantiques pour TPTL : la sémantique ontinue qui interprète les formulesde TPTL sur les séquenes temporisées, et la sémantique d'ations qui interprète les formulessur les mots temporisés. Cette dernière sémantique est di�érente ar les formules ne peuventêtre interprétées qu'aux points où une ation a lieu.Les deux sémantiques ont été onsidérées dans la littérature, et les résultats de déidabilitédépendent fortement de la sémantique hoisie. Par exemple, Ouaknine et Worrell [OW05℄ ontmontré que la satisfaisabilité de MTL (un fragment de TPTL que nous dé�nirons plus tard)est déidable pour la sémantique d'ations, alors que MTL est indéidable pour la sémantiqueontinue.
Sémantique ontinue. Pour la sémantique ontinue, les modèles sont des séquenes tempo-risées �nies ou in�nies κ, et les formules sont évaluées à une date t ∈ T ave une interprétation
I : X → T (où X est l'ensemble des horloges de la formule). Nous notons 0 l'interprétationqui assoie à toute horloge la valeur 0. Pour une interprétation I, nous utilisons la notation
I[x 7→ t] pour l'interprétation qui envoie x sur t et est identique à I pour toutes les autresvariables. La relation de satisfation, notée κ, t, I |=c ϕ (nous omettons parfois l'indie c, etérivons κ, t, I |= ϕ, quand 'est lair dans le ontexte), est dé�nie indutivement omme suit :

κ, t, I |=c p si p ∈ κ(t)

κ, t, I |=c ϕ1 ∧ ϕ2 si κ, t, I |=c ϕ1 et κ, t, I |=c ϕ2

κ, t, I |=c ¬ϕ si κ, t, I 6|=c ϕ

κ, t, I |=c ϕ1U ϕ2 si ∃t′ > t tel que κ, t′, I |=c ϕ2et ∀t < t′′ < t′, κ, t′′, I |=c ϕ1 ∨ ϕ2
1

κ, t, I |=c x ∼ c si t− I(x) ∼ c

κ, t, I |=c x.ϕ si κ, t, I[x 7→ t] |=c ϕ

Nous érivons κ |=c ϕ pour κ, 0,0 |=c ϕ. L'ensemble des mots temporisés �nis véri�antune formule ϕ est donné par L∗
c(ϕ) = {σ ∈ TΣ∗ | σ |=c ϕ}. L'ensemble des mots temporisésin�nis véri�ant ϕ est donné par Lωc (ϕ) = {σ ∈ TΣω | σ |=c ϕ}. Quand la sémantique est lairedans le ontexte, nous notons simplement L∗(ϕ) et Lω(ϕ).Nous interprétons x.ϕ omme une remise à zéro. Remarquons aussi que la sémantique deU est strite : pour satisfaire ϕ1U ϕ2, une séquene temporisée n'a pas besoin de satisfaire

ϕ1 ; ette sémantique est plus expressive que la sémantique non strite (voir la setion 5.1.5).1Comme par exemple dans [Ras99℄, nous demandons aux positions intermédiaires de satisfaire ϕ1∨ϕ2 pouravoir une interprétation naturelle de la satisfation quand ϕ2 est vraie sur un intervalle ouvert à gauhe.78



5.1. Dé�nitions
Nous utilisons le until temporisé ϕ1UI ϕ2 dé�ni par x.(ϕ1U (x ∈ I ∧ϕ2)). Nous ne préi-sons pas l'intervalle ontraignant le until quand elui-i est [0,+∞[. Nous érivons U∼c pourUI ave I = {t | t ∼ c}. Nous utiliserons les raouris lassiques suivants : ⊤ pour p ∨ ¬p, ⊥pour ¬⊤, ϕ1 ⇒ ϕ2 pour ¬ϕ1∨ϕ2, FI ϕ pour ⊤UI ϕ, et GI ϕ pour ¬(FI ¬ϕ). Soit Σ ⊆ AP unensemble �ni de variables propositionnelles, nous utilisons également l'opérateur suivant notéXΣ (ou simplement X quand Σ est lair dans le ontexte) dé�ni par XΣ ϕ = (¬

∨
a∈Σ a)U ϕ.Sémantique d'ations. Dans ette sémantique, les modèles sont des mots temporisés �nisou in�nis σ, et la satisfation est interprétée non plus à une date t ∈ T mais à une position

i ∈ N du mot temporisé. Pour un mot temporisé σ = (w, τ) ave w = (wi)i≥0 et τ = (τi)i≥0,et une interprétation I : X → T (où X est l'ensemble des horloges de la formule), la relationde satisfation σ, i, I |=pw ϕ est dé�nie indutivement omme suit :
σ, i, I |=pw p si wi = p

σ, i, I |=pw ϕ1 ∧ ϕ2 si σ, i, I |=pw ϕ1 et σ, i, I |=pw ϕ2

σ, i, I |=pw ¬ϕ si σ, i, I 6|=pw ϕ

σ, i, I |=pw ϕ1U ϕ2 si ∃j > i tel que σ, j, I |=pw ϕ2et ∀i < k < j, σ, k, I |=pw ϕ1

σ, i, I |=pw x ∼ c si τi − I(x) ∼ c

σ, i, I |=pw x.ϕ si σ, i, I[x 7→ τi] |=pw ϕNous érivons σ |=pw ϕ pour ρ, 0,0 |=pw ϕ. Nous omettons parfois l'indie pw quand 'estlair dans le ontexte.L'ensemble des mots temporisés �nis véri�ant une formule ϕ est donné par L∗
pw(ϕ) =

{σ ∈ TΣ∗ | σ |=pw ϕ}. L'ensemble des mots temporisés in�nis véri�ant ϕ est donné par
Lωpw(ϕ) = {σ ∈ TΣω | σ |=pw ϕ}. Quand la sémantique est laire dans le ontexte, nousnotons simplement L∗(ϕ) et Lω(ϕ).Exemple 5.1.1 Considérons le mot temporisé σ = (a; 0)(a; 1, 1)(b; 2) · · · , et la formule deTPTL ϕ = x.F (x = 1∧ y.F (y = 1∧ b)). Cette formule exprime intuitivement qu'une unité detemps après le point 1, la proposition atomique b est véri�ée. σ 6|=pw ϕ ar il n'y a pas d'ationà la date 1 dans σ.Un mot temporisé peut toujours être vu omme un as partiulier de séquene temporisée.Par exemple, σ orrespond à la séquene temporisée

κ = ({a}, [0; 0])(∅, ]0; 1, 1[)({a}, [1, 1; 1, 1])(∅, ]1, 1; 2[)({b}, [2; 2]) · · ·Alors, κ |=c ϕ ar au point t = 1, κ véri�e la formule y.F (y = 1 ∧ b).5.1.2 La logique MTLLa logiqueMTL [Koy90, AH93℄ étend LTL ave des ontraintes quantitatives sur l'opérateuruntil. La syntaxe de MTL est la suivante :
ϕ ::= a | ϕ ∧ ϕ | ¬ϕ | ϕUI ϕoù a ∈ AP et I ∈ IQ

2.2Nous rappelons que IQ est l'ensemble des intervalles de R≥0 dont les bornes sont rationnelles79



Chapitre 5. Logiques temporelles : dé�nitions et déidabilité
Nous dé�nissons la sémantique d'une formule deMTL en la onsidérant omme une formulede TPTL : ϕ1UI ϕ2 est interprétée omme x.(ϕ1U (x ∈ I ∧ ϕ2)).Nous utilisons les mêmes raouris que préédement, omme FI ou GI .Exemple 5.1.2 La formule ϕ de l'exemple 5.1.1 peut être exprimée dans MTL par F=1F=1 b.Pour la sémantique ontinue, ette formule est équivalente à F=2 b, mais e n'est pas le aspour la sémantique d'ations.Exemple 5.1.3 Nous inspirant de [AM04℄, nous donnons un exemple de formule ϕ de MTLdont la � détemporisation � ('est-à-dire la projetion de L∗(ϕ) sur Σ), notée détemp(L∗(ϕ))n'est pas un langage régulier. Soit Σ = {a, b}, la formule ϕ1 = G (a⇒ F =1b) exprime quetoute ation a est suivie une unité de temps plus tard par une ation b. Soit L ⊆ TΣ∗ omposédes mots temporisés dont la détemporisation est dans a∗b∗ et tels que deux ations di�érentesne se produisent pas à la même date. Il existe une formule ϕ2 de MTL telle que L = L∗(ϕ2).Remarquons alors que détemp(L∗(ϕ1 ∧ ϕ2)) = {anbm | m ≥ n}, qui n'est pas un langagerégulier.5.1.3 Les logiques MITL et Safety-MTLLa logique métrique temporelle des intervalles (MITL pour Metri Interval Temporal Lo-gi) [AFH96℄ est une version restreinte de MTL où les intervalles ontraignant le until nesont pas des singletons. Empêher l'utilisation de singletons omme intervalles rend le model-heking déidable : pour la sémantique ontinue le model heking de MITL est EXPSPACE-omplet alors qu'il est indéidable pour MTL [AFH96℄.Si ϕ1 et ϕ2 sont des formules de MTL, l'opérateur until dual est noté ϕ1 ŨI ϕ2. Sa sé-mantique est elle de la formule ¬((¬ϕ1)UI (¬ϕ2)). En utilisant l'opérateur until dual et ladisjontion, il est possible de réérire toute formule de MTL en � forme normale positive �.Safety-MTL est le fragment de MTL omposé des formules de MTL en forme normale positivequi n'utilisent l'opérateur UI que pour des intervalles I bornés. Notons qu'il n'y a pas derestrition sur le until dual.Formellement la syntaxe de Safety-MTL est la suivante :

ϕ ::= a | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | ϕ ŨI ϕ | ϕUJ ϕoù a ∈ AP, I ∈ IQ et J ∈ IQ est un intervalle borné.La sémantique de Safety-MTL est obtenue en interprétant une formule de Safety-MTLomme une formule de MTL.Exemple 5.1.4 Les formules de Safety-MTL peuvent en partiulier exprimer l'invariane ; ene�et l'opérateur G peut être utilisé dans Safety-MTL ar il est équivalent à ⊥ Ũϕ. Ainsi la for-mule G (a⇒ F≤5 b) appartient à Safety-MTL. Par ontre la formule G (a⇒ F b) n'appartientpas à Safety-MTL ar l'opérateur F n'est pas ontraint par un intervalle borné.5.1.4 Logiques temporelles ave passéLes logiques dé�nies plus haut n'utilisent que des modalités relatives au futur. Tout ommepour LTL, nous dé�nissons une version symétrique du until, appelée sine qui est relative auxévénements du passé [Kam68, LPZ85℄. La sémantique du sine est la suivante :80



5.1. Dé�nitions
� Pour la sémantique ontinue :

κ, t, I |=c ϕ1 S ϕ2 si ∃t′ < t tel que κ, t′, I |=c ϕ2et ∀t′ < t′′ < t, κ, t′′, I |=c ϕ1 ∨ ϕ2� Pour la sémantique d'ations :
ρ, i, I |=pw ϕ1 S ϕ2 si ∃j < i tel que ρ, j, I |=pw ϕ2et ∀j < k < i ρ, k, I |=pw ϕ1La formule deMTL orrespondante est dé�nie de manière naturelle. Par exemple, la formulede TPTL x.(p S (q ∧ x ≤ −2)) exprime que q était vraie il y a 2 unités de temps ou plus t�t,et que p est vraie depuis. Nous la notons pS]−∞,−2] q, ou pS≤−2 q, dans MTL. Nous utilisonsles raouris lassiques F−1

I ϕ pour ⊤SI ϕ, et G−1
I ϕ pour ¬F−1

I ¬ϕ.Nous notons MTL+Past (resp. MITL+Past, TPTL+Past) la logique MTL (resp. MITL,TPTL) étendue ave la modalité sine. Ces extensions ont été dé�nies et étudiées dans [AH92a,AH93℄.Exemple 5.1.5 La formule G (a⇒ F−1
=−1 b) de MTL+Past exprime pour la sémantique onti-nue que toute ation a est préédée une unité de temps plus t�t par une ation b. Pour lasémantique d'ations, ette même formule exprime que toute ation a, si elle est préédée uneunité de temps plus t�t par une ation, est alors préédée une unité de temps plus t�t par uneation b.

5.1.5 Expressivité relativeSoitM un ensemble de modèles, et soient L et L′ des langages d'une logique interprétéesur M. Nous disons qu'une formule ϕ ∈ L est équivalente à ϕ′ ∈ L′ sur M si pour tout
π ∈ M, π satisfait ϕ si, et seulement si π satisfait ϕ′. Le langage L′ est dit au moins plusexpressif que L surM si, et seulement si toute formule de L a une formule équivalente de L′sur M. Il est dit stritement plus expressif sur M si de plus il existe une formule de L′ quin'a pas d'équivalent dans L sur M. Deux langages L et L′ sont expressivement équivalentssurM (nous disons qu'ils ont la même expressivité) si haun est au moins aussi expressif quel'autre sur M. Quand 'est lair dans le ontexte, nous omettons de mentionner l'ensembledes modèlesM.Rappelons quelques résultats d'expressivité lassiques des logiques temporelles (non tem-porisées) linéaires :� tout d'abord il est évident que la logique faite des opérateurs booléens et du untilstrit est au moins aussi expressive que elle ave le until non-strit. Elles n'ont pas lamême expressivité en général : par exemple le until strit peut tester deux ourrenesonséutives d'une même lettre, e qui est impossible au until non-strit.� ajouter des modalités du passé à LTL n'augmente pas son expressivité : toute formule deLTL+Past peut être exprimée dans LTL [Kam68, GPSS80℄, même s'il existe des as oùla formule de LTL résultante est néessairement exponentiellement plus grande [LMS02,Mar03b℄. Ces résultats ne se généralisent pas au as temporisé : les modalités du passéaugmentent stritement l'expressivité de MITL pour la sémantique ontinue [AH92a℄.81



Chapitre 5. Logiques temporelles : dé�nitions et déidabilité
Prouver des résultats d'expressivité est parfois omplexe. Pour montrer qu'une formule

ϕ ne peut être exprimée dans une logique L, la tehnique naïve onsiste à onstruire deuxmodèles M et N tels que ϕ peut les distinguer (ou séparer) (i.e., est vraie sur l'un des deuxmodèles et fausse sur l'autre), et prouver qu'il n'existe pas de formule de L qui puisse distingueres deux modèles.Cette tehnique n'est pas su�sante pour montrer par exemple que TPTL est stritementplus expressive que MTL : en e�et, soient deux modèles que TPTL peut séparer. Ces modèlessont don di�érents ; il existe une proposition atomique a et une date d tels que F=d a estvraie sur un des modèles et fausse sur l'autre. Cette approhe naïve ne peut que omparerle pouvoir de séparation des logiques, qui est plus grossier que l'expressivité. La remarquei-dessus montre que TPTL et MTL ont le même pouvoir de séparation. Nous pouvons aussifailement remarquer que LTL a moins de pouvoir de séparation que TPTL.Une tehnique plus �ne, que nous utiliserons dans la suite, onsiste à onstruire deuxfamilles de modèles (Mi) et (Ni) telles que pour tout i, ϕ sépare Mi et Ni, et telle qu'iln'existe pas de formule de L de taille inférieure à i séparant Mi et Ni. Cette tehnique a déjàété employée par exemple dans [EH86, Eme91, Lar95, BCL05℄.Parmi d'autres tehniques, nous pouvons évoquer la tradution de logiques temporellesà d'autres formalismes omme les automates, la théorie des langages ou les strutures algé-briques [Kam68, GPSS80, AH92a, TW96, Mar03b℄.
5.2 Indéidabilité des logiques temporiséesDans ette setion, nous montrons que le problème de satisfaisabilité est indéidable pour laplupart des logiques dé�nies préédemment sur les mots �nis et in�nis. Plus préisément, pourla sémantique ontinue la satisfaisabilité de MTL et TPTL (et don MTL+Past et TPTL+Past)est indéidable ; et pour la sémantique d'ations la satisfaisabilité de TPTL et MTL+Past estindéidable. Nous prouvons en fait tous les as d'indéidabilité de MTL et TPTL sur les mots�nis, ar la satisfaisabilité de MTL pour la sémantique d'ation est déidable [OW05℄. Surles mots in�nis, la satisfaisabilité de MTL est indéidable [OW06a℄, mais notre approhe nepermet pas de retrouver e résultat.Historiquement TPTL a été montrée indéidable dans [AH89℄ en utilisant une rédutionde l'arrêt des mahines à deux ompteurs. Nous présentons ii une preuve di�érente que nousespérons plus simple à partir d'une rédution de l'aessibilité des automates ommuniants.Cette tehnique a été utilisée dans [OW05℄ pour établir la omplexité de MTL pour la séman-tique d'ations.Pour une logique L, le problème de satisfaisabilité est dé�ni de la manière suivante :Problème 6 (Problème de satisfaisabilité) Soit L une logique interprétée sur un ensemblede modèlesM. Le problème de satisfaisabilité sur L est, étant donné une formule ϕ de L, dedéterminer s'il existe un modèle M ∈M tel que M |= ϕ.
5.2.1 Automates ommuniantsUn automate ommuniant est un n-uplet S = (M,S, s0,∆, sstop) où M est un ensemble�ni de messages, S un ensemble �ni d'états, s0 ∈ S l'état initial, ∆ ⊆ S×{m!,m? | m ∈M}×Sla relation de transition, sstop ∈ S l'état d'arrêt.82



5.2. Indéidabilité des logiques temporisées
Un automate ommuniant S = (M,S, s0,∆, sstop) est dit déterministe s'il satisfait lesdeux onditions suivantes : (1) si (s, a, s1) ∈ ∆ et (s, a, s2) ∈ ∆ alors s1 = s2 ; (2) si (s,m!, s1) ∈

∆ et (s, a, s2) ∈ ∆ alors a = m! et s1 = s2.La sémantique d'un automate ommuniant déterministe est donnée par un système detransitions étiqueté G(S), dont les sommets sont des ouples (s, x) ave s ∈ S et x ∈ M∗(représentant le ontenu du anal), et dont la relation de transition est dé�nie par : (s, x)
a
−→

(s′, y) si, et seulement si (s, a, s′) ∈ ∆ et, soit a = m! et y = m · x, soit a = m? et x = y ·m.L'état sstop est dit aessible dans S s'il existe x ∈ M∗ et un hemin de G(S) de (s0, ε) à
(sstop, x).Le problème d'aessibilité pour les automates ommuniants déterministes est, étantdonné un automate ommuniant déterministe S = (M,S, s0,∆, sstop), de déterminer si sstopest aessible dans S. Le résultat prinipal sur les automates ommuniants que nous utilise-rons est le suivant :Proposition 5.2.1 ([BZ83℄) Le problème d'aessibilité pour les automates ommuniantsdéterministes est indéidable.5.2.2 Codage d'une exéution par un mot temporiséSoit S = (M,S, s0,∆, sstop) un automate ommuniant déterministe et soitMc = {m?,m! |
m ∈ M} l'ensemble des messages du anal. Nous enodons les exéutions de S par des motstemporisés sur Σ = Mc ∪ S. Un mot temporisé est orret s'il alterne entre états de S etmessages du anal selon la fontion de transition de S et si tout message envoyé est reçu uneunité de temps plus tard (et réiproquement).Formellement un mot temporisé σ = (a0, t0)(a1, t1) · · · (an, tn) sur Σ appartient à Lorrets'il véri�e les onditions suivantes :(R1) a0 = s0 et pour tout i, (a2i, a2i+1, a2i+2) ∈ ∆(R2) il n'y a pas deux ations au même moment : ∀i, j, i 6= j ⇒ ti 6= tj,(R3) à toute ation m! orrespond une ation m? une unité de temps plus tard :

∀i, (ai = m! et ∃j tj ≥ ti + 1)⇒ ∃k (ak = m? et tk = ti + 1),(R4) à toute ation m? orrespond une ation m! une unité de temps plus t�t :
∀i, (ai = m?)⇒ ∃k (ak = m! et tk = ti − 1).Remarquons que la ondition (R1) entraîne que ai appartient à S pour i pair et à Mcpour i impair. Les propriétés (R3) et (R4) peuvent être shématisées omme suit :

m! m?

1Fig. 5.1 � La propriété (R3)
m! m?

1Fig. 5.2 � La propriété (R4)
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Chapitre 5. Logiques temporelles : dé�nitions et déidabilité
Lorret est l'ensemble des odages d'exéutions de S. Nous dé�nissons Lstop = Lorret ∩

{w ∈ TΣ∗ | ∃i ai = sstop} l'ensemble des odages d'exéutions de S atteignant sstop. Nousavons que sstop est aessible dans S si, et seulement si Lstop est non vide. Nous montreronsl'indéidabilité de ertaines logiques temporelles en montrant qu'elles peuvent dé�nir Lstop.5.2.3 Résultats d'indéidabilitéNous montrons que ertaines logiques temporelles dé�nies dans e hapitre ont un problèmede satisfaisabilité indéidable. Une remarque importante est que pour les logiques onsidéréesdans e hapitre la sémantique ontinue est plus expressive que la sémantique d'ations. Pré-isons ette a�rmation : la syntaxe d'une logique donne en fait lieu à deux logiques distintesselon qu'elle est interprétée sur les séquenes temporisées (sémantique ontinue) ou sur lesmots temporisés (sémantique d'ations). Pour pouvoir omparer l'expressivité de es deux lo-giques il faut les onsidérer sur un même ensemble de modèles (voir la setion 5.1.5). Commetout mot temporisé peut être vu omme une séquene temporisée (voir l'exemple 5.1.1, page79), nous pouvons omparer l'expressivité d'une même logique selon les deux sémantiques enl'interprétant sur les mots temporisés. Soit L une logique appartenant à MTL, MTL+Past,TPTL, TPTL+Past, MITL, MITL+Past, nous notons Lc pour la logique L interprétée sur lesmots temporisés pour la sémantique ontinue et Lpw pour la logique L interprétée sur les motstemporisés pour la sémantique d'ations. Nous avons alors le résultat suivant :Proposition 5.2.2 Soit L une logique sur les mots �nis ou in�nis appartenant à l'ensemble
{TPTL,TPTL+Past,MTL,MTL+Past,MITL,MITL+Past}. Alors Lc est au moins aussi expres-sive que Lpw.Preuve. Soit ϕ une formule de L interprétée pour la sémantique d'ations. Nous onstruisonsune formule ϕ′ de L qui, interprétée pour la sémantique ontinue, reonnaît les mêmes modèlesque ϕ.Soit Σ l'ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans ϕ et ϕation la formule∨
a∈Σ

a, la tradution trad est dé�nie indutivement de la façon suivante :
trad(a) = a si a ∈ Σ
trad(¬ϕ) = ¬trad(ϕ)
trad(ϕ1 ∨ ϕ2) = trad(ϕ1) ∨ trad(ϕ2)
trad(ϕ1U ϕ2) = (ϕation ⇒ trad(ϕ1))U (ϕation ∧ trad(ϕ2))Pour les mots temporisés qui ont une ation à l'instant initial, la formule ϕ′ est trad(ϕ).Pour un mot temporisé quelonque, il faut onsidérer la formule ϕ′ = (ϕation ⇒ trad(ϕ)) ∧

((¬ϕation) ⇒ (¬ϕation)U (ϕation ∧ trad(ϕ))) ar pour la sémantique d'ations le modèleest interprété sur la première ation alors que pour la sémantique ontinue il est toujoursinterprété en 0. �

Nous montrons l'indéidabilité des logiques de l'ensemble suivant E = {TPTLc,TPTLpw,TPTL+Pastc, TPTL+Pastpw,MTLc,MTL+Pastc,MTL+Pastpw}. Nous onsidérons tout d'abordes logiques sur les mots �nis, nous expliquerons plus tard omment adapter la preuve auxmots in�nis. Remarquons que si une logique L1 est au moins aussi expressive qu'une logique84



5.2. Indéidabilité des logiques temporisées
L2 (et e de façon e�etive, 'est-à-dire qu'il existe un algorithme qui donne pour toute for-mule de L2, une formule équivalente de L1), et si le problème de satisfaisabilité de L2 estindéidable, alors le problème de satisfaisabilité de L1 est aussi indéidable.Par la proposition 5.2.2 il nous su�t don de montrer que le problème de satisfaisabilité destrois logiques de l'ensemble E′ suivant est indéidable : E′ = {TPTLpw, MTLc, MTL+Pastpw}.Notons que es trois logiques sont toutes au moins aussi expressives que MTLpw.Soit S = (M,S, s0,∆, sstop) un automate ommuniant déterministe et soitMc = {m?,m! |
m ∈M} l'ensemble des messages du anal. Soit Σ = Mc ∪ S.Nous utilisons dans la suite les versions non-strites de F et G , elles sont dé�nies parFI = ϕ ∨ FI ϕ et G I = ¬F I¬ϕ.Soit ϕation la formule ∨

a∈Σ
a, les propriétés (R1), (R2) et (R3) peuvent respetivementêtre exprimées dans MTLpw par les formules suivantes :

ϕstrut = s0 ∧
∧

s∈Q\{sstop}G (s⇒ ∨
(s,a,s′)∈∆

((X a) ∧ (X X s′))
)

ϕsim = ¬F (ϕation ∧ F=0 ϕation)
ϕavant =

∧
m∈M

G ((m! ∧ F≥1 ϕation)⇒ F=1m?)

Ces trois formules sont don exprimables dans toutes les logiques de E′. Il est égalementfaile d'exprimer que sstop est atteint par la formule F sstop.Il nous reste don à montrer que la ondition (R4) peut être exprimée dans les logiquesTPTLpw, MTLc et MTL+Pastpw. Nous devons ii distinguer les as.� Dans MTL+Pastpw omme les modalités du passé sont autorisées, (R4) s'exprime na-turellement par la formule : ϕarrière = G (m?⇒ F−1
=−1m!).� DansMTLc, nous tirons parti du fait que la sémantique est ontinue pour exprimer (R4)par le fait que quand F=1m? est vraiem! doit être vrai. Ce proédé permet de � regarderdans le passé � indiretement en utilisant la sémantique ontinue. La propriété (R4)peut alors s'exprimer par la formule suivante :

ϕ′arrière =
∧

m∈M

G<1 (¬m?) ∧
∧

m∈M

G ((F=1m?)⇒ m!)

� Pour TPTLpw nous ne pouvons utiliser le proédé préédent diretement. En e�et danse as ϕ′arrière n'est interprétée qu'aux points où une ation se produit. Pour que etteformule soit orrete il faut pouvoir s'assurer que dès qu'il y a une ation m? au temps
t+ 1, il y a une ation au temps t. Grâe à deux horloges il est possible d'imposer etteondition. Nous exprimons la ondition (R4) dans TPTLpw par la formule suivante :

ϕ′′arrière = ϕ′arrière ∧G (x.X y.(¬F (x > 1 ∧ y < 1 ∧m?)))Remarquons que (R4) n'est pas exprimable dans MTLpw (sinon la satisfaisabilité deette logique serait indéidable).Finalement nous avons que sstop est aessible dans S si, et seulement si ϕS = ϕstrut ∧
ϕsim ∧ϕavant ∧ϕarrière ∧F sstop est satisfaisable (et de même en remplaçant ϕarrière par ϕ′arrièreou ϕ′′arrière). 85



Chapitre 5. Logiques temporelles : dé�nitions et déidabilité
x := 0 y := 0 x > 1 ∧ y < 1

1Fig. 5.3 � Exprimer (R4) ave deux horloges
La preuve s'adapte failement aux mots in�nis : il su�t d'ajouter une nouvelle ation #qui permet de ompléter un mot �ni en un mot in�ni3. Les formules ϕstrut, ϕsim, ϕavant et

ϕarrière sont inhangées.Nous avons don proposé une nouvelle preuve du résultat suivant :Théorème 5.2.3 Le problème de satisfaisabilité des logiques suivantes sur les mots �nis ouin�nis est indéidable : TPTLc,TPTLpw, TPTL+Pastc, TPTL+Pastpw, MTLc, MTL+Pastc,MTL+Pastpw.

3En fait l'ajout de l'ation # n'est même pas néessaire puisqu'il est possible de ompléter un mot �nisatisfaisant la formule par des ations sstop. 86



Chapitre 6
Contr�le temporisé pour desspéi�ations MTL

Le modèle de ontr�le pour les systèmes à événements disrets remonte à plusieurs an-nées [RW89, PR89℄, es résultats ont été prolongés dans le adre temporisé au début desannées 90 [WTH91℄. La forme de ontr�le temporisé utilisée aujourd'hui a été introduitedans [MPS95℄ : il s'agit, étant donné un système modélisé par un automate temporisé P plongédans un environnement, de déterminer s'il est possible de ontr�ler P pour satisfaire une pro-priété ϕ, quoi que fasse l'environnement. Plusieurs types de propriétés ont été étudiées : les pro-priétés d'aessibilité ou de sûreté [MPS95, AMPS98, HK99℄, exprimées dans LTL [FLM02a℄,ou dans TCTL [FLM02b℄, ou même par des automates temporisés [DM02, BDMP03℄.Dans e hapitre, nous étudions le problème de ontr�le temporisé pour des propriétésexprimées dans des logiques temporisées de temps linéaire. Comme le problème de ontr�leest plus di�ile que elui de la satisfaisabilité, nous nous restreignons à des logiques dontle problème de satisfaisabilité est déidable. Nous onsidérons la sémantique d'ations et despropriétés exprimées dans MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis ; eslogiques ayant été montrées déidables [OW05, OW06b℄.Nous utilisons une tehnique similaire à elle que nous avons utilisée pour montrer l'indéi-dabilité de ertaines logiques temporisées dans le hapitre 5 : nous réduisons l'aessibilité desautomates ommuniants à un problème de ontr�le pour montrer que le ontr�le temporisépour des spéi�ations MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis est indéi-dable. Nous utilisons l'interation entre l'environnement et le ontr�leur pour véri�er que touteation p est préédée une unité de temps plus t�t par une ation q. Cette propriété ne peutêtre exprimée dans MTL pour la sémantique d'ations, mais su�t à mener à l'indéidabilité.Comme le ontr�le pour des spéi�ations MTL ou Safety-MTL est indéidable, nous sui-vons [DM02℄ et restreignons la puissane du ontr�leur en �xant son nombre d'horloges etles onstantes de ses gardes. Nous obtenons ainsi le problème de ontr�le à ressoures �xées.Nous ne pouvons pas transformer notre problème en un jeu de parité via l'automate desrégions omme dans [DM02℄, nous utilisons des tehniques d'ordre partiel pour les on�gura-tions temporisées [AN01, OW04, OW05℄ et les adaptons au adre du ontr�le pour obtenir ladéidabilité du ontr�le à ressoures �xées pour des spéi�ations MTL sur les mots �nis etSafety-MTL sur les mots in�nis. 87



Chapitre 6. Contr�le temporisé pour des spéi�ations MTL
6.1 Problème de ontr�leNous dé�nissons tout d'abord quelques notions qui nous seront utiles et présentons ensuiteles problèmes de ontr�le que nous onsidérerons dans e hapitre.6.1.1 GranularitéNous onsidèrerons des sous-lasses d'automates temporisés dont les onstantes et le nombred'horloges sont �xés. Nous utilisons pour ela le onept de granularité.Dé�nition 6.1.1 Une granularité est un triplet µ = (X,m,M) où X est un ensemble �nid'horloges, m un entier stritement positif, et M un entier positif.Intuitivement M représente la onstante maximale utilisable et m représente la �nesse desgardes de µ : toutes les onstantes utilisées dans une garde de granularité µ sont multiplesde 1

m .Une garde g est de granularité µ= (X,m,M) si elle utilise des horloges de X et touteonstante apparaissant dans g est de la forme α
m ave α ≤M . Soient µ et µ′ deux granularités,

µ est dite plus �ne que µ′ si toute garde de granularité µ′ est aussi de granularité µ.Soit G un ensemble �ni de gardes, µ = (X,m,M) est la granularité de G siX est l'ensembledes horloges utilisées dans G, m est le plus petit dénominateur ommun des onstantes de G,et M
m est la plus grande onstante apparaissant dans G.Une garde g de granularité µ est atomique pour µ si pour toute garde g′ de granularité µ,

JgK ⊆ Jg′K ou JgK ∩ Jg′K = ∅. Un automate temporisé est atomique si toutes ses gardes sontatomiques pour sa granularité.6.1.2 Systèmes de transitions symboliquesNous �xons un alphabet symbolique, qui est un ensemble de ontraintes d'horloges (voirpage 22) et dé�nissons un système de transitions symbolique omme un système de transi-tions sur et alphabet. Les systèmes de transitions symboliques sont une généralisation desautomates temporisés, ar leurs étiquettes de transitions sont �xées, mais ils peuvent avoir unnombre in�ni d'états.Dé�nition 6.1.2 Soit Γ un alphabet symbolique, un système de transitions symbolique sur Γest un n-uplet T = (Γ, S, s0,→) où S est un ensemble (éventuellement in�ni) d'états, s0 ∈ Sun état initial, et → ⊆S × Γ× S la relation de transition.Un automate temporisé A peut être vu omme un système de transitions symbolique àun nombre �ni d'états ave des onditions d'aeptation. Nous notons T (A) le système detransitions symbolique assoié à A.Une exéution de T sur un mot w = w0w1 · · · ∈ Γ∞ est une suite ρ = s0
w0−→ s1

w1−→ · · ·Nous notons L∗symb(T ) (resp. Lωsymb(T )) l'ensemble des mots �nis (resp. in�nis) de Γ sur lesquels
T a une exéution.Un système de transitions symbolique T = (Γ, S, s0,→) est symboliquement déterministesi s b
−→ s1 et s b

−→ s2 impliquent s1 = s2. Pour tout état s ∈ S, nous notons EnbT (s) l'ensembledes ations symboliques possibles en s, 'est-à-dire l'ensemble des b ∈ Γ tels qu'il existe s′ ∈ Save s b
−→ s′. 88



6.1. Problème de ontr�le
Si T est symboliquement déterministe, pour tout mot γ ∈ L∗symb(T ), il y a exatement uneexéution de T sur γ. Nous notons étatT (γ) le dernier état de ette exéution. Si γ /∈ L∗symb(T ),étatT (γ) n'est pas dé�ni.Nous donnons maintenant une onstrution pour déterminiser un système de transitionssymbolique. Il s'agit d'une simple généralisation de la méthode lassique des sous-ensemblespour les automates �nis. Soit T = (Γ, S, s0,→) un système de transitions symbolique. Ladéterminisation de T , notée Det(T ), est le système de transitions symbolique déterministe

(Γ, 2S , {s0},→D), où
S1

b
−→D S2 si, et seulement si S2 = {s2 ∈ S | ∃s1 ∈ S1 s1

b
−→ s2} et S2 6= ∅.Notons que L∗symb(Det(T )) = L∗symb(T ).Tout omme pour les automates temporisés nous dé�nissons le langage temporisé d'un sys-tème de transitions symbolique : L∗(T ) est dé�ni par tw(L∗symb(T )) et Lω(T ) par tw(Lωsymb(T )).Un système de transitions symbolique T est déterministe s'il n'y a pas deux transitionsdistintes q g1,a,Y1

−−−−→ q1 et q g2,a,Y2
−−−−→ q2 ave Jg1K ∩ Jg2K 6= ∅. Cette notion est plus forte que ledéterminisme symbolique. Remarquons qu'un système de transitions symbolique déterministeave un nombre �ni d'états est un automate temporisé déterministe.Nous dé�nissons maintenant le produit synhronisé de systèmes de transitions symboliques.Il s'agit du produit synhronisé lassique où les transitions se synhronisent sur toute lettrede l'alphabet. Soient T1 = (Γ, S1, s

1
0,→1) et T2 = (Γ, S2, s

2
0,→2) deux systèmes de transitionssymboliques sur un alphabet symbolique Γ. Le produit synhronisé de T1 et T2, noté T1 ‖ T2,est le système de transitions symbolique (Γ, S, s0,→) où :� S = S1 × S2� s0 = (s10, s

2
0)� (p1, p2)

g,a,Y
−−−→ (s1, s2) si, et seulement s'il existe p1

g1,a,Y1
−−−−→1 s1 et p2

g2,a2,Y2
−−−−−→2 s2 ave

g = g1 ∧ g2 et Y = Y1 ∪ Y26.1.3 Contr�le pour des spéi�ations MTLSoit Σ = ΣC ∪ΣE un alphabet partitionné en un ensemble d'ations ontr�lables ΣC et unensemble d'ations inontr�lables ΣE (e sont les ations appartenant à l'environnement). Unsystème P sur Σ est un automate temporisé déterministe sur Σ tel que pour tout γ ∈ Lsymb(P),
tw(γ) 6= ∅ 1.Dé�nition 6.1.3 Soit Σ = ΣC ∪ΣE un alphabet partitionné et P un système sur Σ. Soit XPl'ensemble des horloges de P, XC un ensemble �ni d'horloges distint de XP et µ = (XP ∪
XC ,m,M) une granularité plus �ne que elle de P. Un µ-ontr�leur pour P est un systèmede transitions symbolique déterministe C sur un alphabet symbolique basé sur (Σ, XP ∪XC) degranularité µ satisfaisant les onditions suivantes :(C1) C ne remet pas à zéro les horloges du système : qC g,a,Y

−−−→ q′C dans C implique Y ⊆ XC.(C2) C ne restreint pas les ations de l'environnement (ondition dite de non-restrition) :si e ∈ ΣE , σ ∈ L∗(T (P ‖ C)) et σ · (e, t) ∈ L∗(T (P)), alors σ · (e, t) ∈ L∗(T (P ‖ C)).1Nous expliquons ette ondition dans la remarque 6.1.4.89



Chapitre 6. Contr�le temporisé pour des spéi�ations MTL
(C3) C est non bloquant : si σ ∈ L∗(T (P‖C)) et σ · (a, t) ∈ L∗(T (P)), alors il existe b ∈ Σet t′ ∈ T tels que σ · (b, t′) ∈ L∗(T (P‖C)).Ces restritions naturelles du pouvoir du ontr�leur ont été initialement énonées dans[DM02℄.Pour un langage temporisé de mots �nis L ⊆ TΣ∗, nous disons qu'un µ-ontr�leur Contr�le P pour la spéi�ation souhaitée (resp. interdite) L si, et seulement si L∗(P‖C) ⊆ L(resp. L∗(P‖C) ∩ L = ∅). La dé�nition est similaire pour les mots temporisés in�nis.
Remarque 6.1.4 Étant donné un système P interprété sur les mots �nis, il est faile deonstruire un système équivalent ayant la propriété que pour tout γ ∈ Lsymb(P), tw(γ) 6= ∅,en utilisant la onstrution lassique de l'automate des régions [AD94℄.Sur les mots in�nis, ette onstrution demande à hanger le langage symbolique reonnuet ne s'applique don pas diretement aux problème de ontr�le. Nous demandons que touthemin aepteur de P reonnaisse des mots temporisés pour empêher d'avoir des ontr�leurspouvant ontr�ler orretement le système en étant zénon, 'est-à-dire en faisant onverger letemps. En e�et, si tw(γ) = ∅ (e qui est le as si tw(γ) ne ontient que des mots zénons), toutontr�leur jouant γ est gagnant ar il n'y aura pas de mots temporisés dans tw(γ).Nous présentons maintenant les problèmes de ontr�le qui nous intéresseront. Le problèmede ontr�le à ressoures non-�xées onsiste à déterminer s'il existe un ontr�leur pour lesystème donné en entrée. Le problème de ontr�le à ressoures �xées onsiste à déterminer s'ilexiste un ontr�leur de ressoures �xées pour le système. Ce deuxième problème semble donà première vue plus simple puisqu'une partie des paramètres du ontr�leur sont �xés.Problème 7 Le problème de ontr�le à ressoures non-�xées pour des spéi�a-tions souhaitées (resp. interdites) est, étant donné un système P, une spéi�ation L,de déterminer s'il existe une granularité µ plus �ne que elle de P et un µ-ontr�leur C quiontr�le P pour la spéi�ation désirée (resp. interdite) L.Problème 8 Le problème de ontr�le à ressoures �xées pour des spéi�ationssouhaitées (resp. interdites) est, étant donné un système P, une spéi�ation L, et unegranularité µ plus �ne que elle de P, de déterminer s'il existe un µ-ontr�leur C qui ontr�le
P pour la spéi�ation désirée (resp. interdite) L.Nous nous intéresserons aux problèmes de ontr�le où les spéi�ations sont données pardes formules de MTL, 'est-à-dire où L = L∗(ϕ) ou L = Lω(ϕ) pour ϕ ∈ MTL. Dans [DM02℄,les problèmes de ontr�le à ressoures �xées ou non-�xées sont résolus pour des spéi�ationsdonnées par des automates de Bühi temporisés.Le problème de satisfaisabilité d'une logique peut être réduit trivialement au problèmede ontr�le sur ette logique. Pour la sémantique ontinue, les problèmes de ontr�le MTL etSafety-MTL, sur les mots �nis ou in�nis, pour des spéi�ations souhaitées ou interdites, sontdon lairement indéidables. Dans tout e hapitre, nous interprétons don les logiques MTLet Safety-MTL pour la sémantique d'ations.Le tableau suivant réapitule les résultats que nous montrerons dans la suite de e hapitre(le as de Safety-MTL à ressoures non-�xées et pour des spéi�ations interdites est à e jourouvert) : 90



6.2. Contr�le à ressoures non-�xées
ressoures �xées ressoures non-�xéesMTL sur les mots �nisspéi�ations souhaitées ou interdites déidable indéidableSafety-MTL sur les mots in�nisspéi�ations souhaitées déidable indéidableSafety-MTL sur les mots in�nisspéi�ations interdites déidable ?

6.2 Contr�le à ressoures non-�xéesDans ette setion, nous montrons qu'à ressoures non-�xées, les problèmes de ontr�leMTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ations souhaitéessont indéidables.
6.2.1 Retour sur les automates ommuniantsNous montrerons l'indéidabilité des problèmes de ontr�le préédents par rédution del'aessibilité des automates ommuniants. Dans la setion 5.2 nous avons réduit e problèmeà la satisfaisabilité de ertaines logiques temporisées pour montrer leur indéidabilité. Ii, nousavons besoin de ra�ner un peu le modèle des automates ommuniants, nous allons imposerdes onditions supplémentaires au modèle, qui n'altèrent ependant pas l'indéidabilité del'aessibilité.Soit S = (M,S, s0,∆, sstop) un automate ommuniant déterministe. Un yle d'éritureest une suite s1, · · · , sk ave sk = s1 et (si,mi!, si+1) ∈ ∆ pour tout 1 ≤ i < k. Rappelons quedans un automate ommuniant déterministe tel que dé�ni dans le hapitre 5, il y a au plusune exéution possible à partir d'une on�guration donnée.
S a un anal divergent si la propriété suivante est véri�ée : si l'unique hemin maximal de

G(S) partant de (s0, ε) est in�ni, alors la taille du anal est non-bornée sur ette exéution.Lemme 6.2.1 Étant donné un automate ommuniant déterministe S ′ = (M ′, S′, s′0,∆
′, s′stop),nous pouvons onstruire un automate ommuniant déterministe S = (M,S, s0,∆, sstop) telque sstop est le seul état sans transition sortante, ne ontenant pas de yle d'ériture, ayantun anal divergent et tel que s′stop est aessible dans S ′ si, et seulement si sstop est aessibledans S.Preuve. Nous onstruisons S en plusieurs étapes :� nous supprimons tout d'abord toutes les transitions sortantes de s′stop, puis nous sup-primons toutes les transitions faisant partie d'un yle d'ériture. Comme l'automateommuniant obtenu est déterministe et qu'il n'y a pas de transition sortante de s′stop,un yle d'ériture amène à bouler sans atteindre s′stop. Supprimer un tel yle ne hangedon pas l'aessibilité de s′stop.� nous supprimons alors tous les états di�érents de s′stop qui n'ont pas de transitionsortante et répétons ette opération jusqu'à e qu'il ne reste plus de tel état. Soit

S1 = (M ′, S′, s′0,∆1, s
′stop) l'automate ommuniant déterministe résultant.� nous transformons alors S1 en un automate ommuniant déterministe S qui a un analdivergent. Pour ela, nous ajoutons un nouveau message # àM . L'idée de la onstrution91



Chapitre 6. Contr�le temporisé pour des spéi�ations MTL
est que S va simuler S1, et après toute étape de S1, un message # sera ajouté dans leanal de S. Dans tout état de S, un message # peut être lu et réérit immédiatement(e qui permet de � yler � les messages #).
S est formellement dé�ni omme suit :� M = M ′ ∪ {#}, s0 = s′0, sstop = s′stop� S = S′ ∪ S′ ∪ S′

∆1
où S′ = {s′ | s′ ∈ S′} et S′

∆1
= {s′δ | δ ∈ ∆1}� ∆ est dé�ni omme suit :� pour tout s′ ∈ S′\{s′stop} tel qu'il n'existe pas de transition étiquetée par une ationd'ériture sortant de s′, (s′,#?, s′) ∈ ∆ et (s′,#!, s′) ∈ ∆� si δ = (s′1, a, s

′
2) ∈ ∆1, alors (s′1, a, s

′
δ) ∈ ∆′ et (s′δ,#!, s′1) ∈ ∆′

S a un anal divergent pare qu'après avoir simulé n étapes de S1, le anal ontient aumoins n messages # (en plus des messages se trouvant normalement dans le anal de
S1). Remarquons que sstop est toujours le seul état sans transition sortante, et que nousn'avons pas ajouté de yle d'ériture en onstruisant S.

�

6.2.2 Contr�le MTL sur les mots �nisNous traitons tout d'abord le as du ontr�le MTL sur les mots �nis. Nous utilisons leodage de la setion 5.2 pour oder les exéutions d'un automate ommuniant et montronsque nous pouvons exprimer l'aessibilité de l'état �nal par un problème de ontr�le.Nous �xons un automate ommuniant déterministe S = (M,S, s0,∆, sstop) tel que sstopest le seul état sans transition sortante, ne ontenant pas de yle d'ériture, et ayant un analdivergent.Nous onsidérons un odage des on�gurations d'un automate ommuniant déterministesimilaire à elui exposé dans la setion 5.2. Soit Σ = {m?,m! | m ∈ M} l'ensemble desmessages du anal. Un mot temporisé σ = (a0, t0)(a1, t1) · · · (an, tn) sur Σ appartient à Lorrets'il véri�e les onditions suivantes :(R1) il existe s1, s2, · · · ∈ S tels que s1 = s0 et pour tout i ≥ 1 (si, ai, si+1) ∈ ∆,(R2) il n'y a pas deux ations au même moment : ∀i, j, i 6= j ⇒ ti 6= tj,(R3) à toute ation m! orrespond une ation m? une unité de temps plus tard :
∀i, (ai = m! ∧ ∃j tj ≥ ti + 1)⇒ ∃k (ak = m? et tk = ti + 1),(R4) à toute ation m? orrespond une ation m! une unité de temps plus t�t :

∀i, (ai = m?)⇒ ∃k (ak = m! et tk = ti − 1),
Remarque 6.2.2 Le odage des exéutions que nous proposons est un peu di�érent que eluidu hapitre 5 puisqu'il est omposé de messages uniquement et non plus de messages et d'étatsdisrets. En e�et, nous ferons jouer le ontr�leur sur un automate ayant la même struture que
S, les états disrets seront don obtenus par le hemin suivi dans l'automate. Nous utilisons enouveau odage dans le but de traiter le ontr�le Safety-MTL ; en e�et la formule ϕstrut ne peutêtre érite dans Safety-MTL. Il serait néanmoins possible de onserver le odage du hapitre 5en imposant au ontr�leur une ertaine réativité et en réérivant ertaines formules.92



6.2. Contr�le à ressoures non-�xées
Nous rappelons que les propriétés (R2) et (R3) peuvent respetivement être expriméesdans MTL par les formules suivantes :

ϕsim = ¬F (ϕation ∧ F=0 ϕation)
ϕavant =

∧
m∈M

G ((m! ∧ F≥1 ϕation)⇒ F=1m?)

La propriété (R4) ne peut pas être exprimée dans MTL sur les mots �nis (pour la séman-tique d'ations que nous onsidérons ii), sinon ette logique serait indéidable. Pour traduireette ondition nous aurons à utiliser l'interation ave l'environnement.Nous onstruisons maintenant un problème de ontr�le (PS , L
∗(ϕS)) (où PS est un systèmeet ϕS une formule de MTL) tel que sstop est aessible dans S si, et seulement s'il existe unegranularité µ plus �ne que elle de P et un µ-ontr�leur C qui ontr�le PS pour la spéi�ationdésirée L∗(ϕS).L'idée de la rédution est la suivante : le système est intuitivement l'automate ommuni-ant S où toutes les ations m! et m? sont ontr�lables. Il permet au ontr�leur de jouer uneexéution de S selon le odage dérit préédemment. Nous ajoutons également deux ationsinontr�lables Nil et Test. Après haque ation du ontr�leur, l'environnement répond par uneation inontr�lable (en temps nul). Quand 'est son tour, l'environnement peut soit jouerl'ation Nil pour ontinuer la simulation, soit jouer l'ation Test, e qui met �n au jeu (lasigni�ation de l'ation Test est expliquée plus bas). Le but du ontr�leur est de jouer uneexéution orrete de S atteignant sstop (bien sûr ela n'est possible que si sstop est réellementaessible dans S). Si sstop est atteint, le ontr�leur est délaré gagnant (si l'exéution jouéejusque là est orrete).Le système PS est formellement dé�ni par PS = (ΣC ∪ ΣE , X,Q, q0, F,→) où :� ΣC = {m!,m? | m ∈M}, ΣE = {Nil,Test}, et X = {x},� Q = S ∪ {qδ | δ ∈ ∆} ∪ {qFin}, q0 = s0, et F = Q,� q

⊤, a, {x}
−−−−−−→ qδ pour tout δ = (q, a, q′) ∈ ∆,� qδ
x=0, Nil, {x}
−−−−−−−−→ q′ pour tout δ = (q, a, q′) ∈ ∆,� qδ
x=0, Test, {x}
−−−−−−−−−→ qFin pour tout δ ∈ ∆.Remarque 6.2.3 Nous avons utilisé un système ave une horloge, qui sert uniquement àforer l'environnement à répondre au ontr�leur immédiatement. Cette horloge n'est pas né-essaire ar nous pourrions assurer ette ondition dans la spéi�ation.Nous expliquons maintenant omment utiliser la spéi�ation et l'ation Test pour assurerque le ontr�leur joue un mot de Lorret (ou perde dans le as ontraire) :� la propriété (R1) est satisfaite ar PS a la même struture que S.� les propriétés (R2) et (R3) sont enodées dans la spéi�ation par les formules ϕsim et

ϕavant dérites dans le hapitre 5 et rappelées i-avant.� la propriété (R4) est véri�ée par l'environnement. Après haque ation du ontr�leur,l'environnement peut déider de jouer l'ation Test et d'arrêter le jeu. Dans e as, sil'ation Test est jouée juste après (mais en temps 0) une ation m? et qu'il n'y a pasd'ation m! orrespondant une unité de temps plus t�t, le ontr�leur est délaré perdant(dans la spéi�ation). Si l'environnement a joué l'ation Test à tort ('est-à-dire s'il n'y93



Chapitre 6. Contr�le temporisé pour des spéi�ations MTL
a pas d'ation m? ou s'il y a une ation m! une unité de temps plus t�t), le ontr�leurest délaré gagnant.Le ontr�leur est don foré de simuler une exéution orrete de S pare que s'il essaied'insérer une ation m? à laquelle ne orrespond auune ation m! une unité de tempsplus t�t, il risque de perdre si l'environnement joue l'ation Test à e moment.Nous donnons maintenant la dé�nition formelle de la spéi�ation. Nous devons prendregarde au détail tehnique suivant : les formules ϕsim et ϕavant dérivent les propriétés (R2)et (R3) pour un mot de Σ. Or une exéution du système produit un mot sur Σ∪ {Nil,Test},nous devons don � ignorer � les ations Nil et Test en utilisant une tehnique lassique.Soit ϕation =

∨
c∈Σ

c ; nous onsidérons les formules suivantes :
ϕsim = ¬F (ϕation ∧ F=0 ϕation)
ϕavant =

∧
m∈M

G ((m! ∧ F≥1 ϕation)⇒ F=1m?)

ϕtest =
∧
m∈M

((F (m? ∧ F =0Test))⇒ F (m! ∧ F =1Test))La spéi�ation ϕS est alors donnée par ϕ = ϕsim ∧ ϕavant ∧ ϕtest. La formule ϕtest assureque si l'ation Test est jouée au même moment qu'une ation m? alors il doit exister une ation
m! une unité de temps plus t�t. Nous montrons maintenant la orretion de ette rédution :Proposition 6.2.4 sstop est aessible dans S si, et seulement s'il existe un ontr�leur de PSpour la spéi�ation souhaitée ϕS .Preuve.Impliation direte. Supposons sstop aessible dans S. Alors il existe une exéution orrete�nie atteignant sstop dont toutes les dates appartiennent à Q≥0. Le ontr�leur C va simplementjouer e mot temporisé ; un tel ontr�leur peut être réalisé ave une unique horloge qui estremise à zéro après haque transition. Si l'environnement répond Nil jusqu'à la �n de l'exé-ution la spéi�ation est satisfaite. Si l'environnement joue l'ation Test à un moment, ϕtestsera véri�ée ar à toute ation m? orrespond une ation m! une unité de temps plus t�t.Impliation réiproque. Nous expliquons tout d'abord intuitivement pourquoi si sstop n'estpas aessible dans S, il ne peut exister de ontr�leur de PS pour la spéi�ation souhaitée
ϕS .La spéi�ation assure que C doit jouer une exéution orrete de S. Le fait que sstop nesoit pas aessible dans S peut provenir de deux situations :� S peut être bloqué dans un état di�érent de sstop. Dans e as, omme C est non-bloquantil va tout de même devoir jouer une ation, violant ainsi la spéi�ation.� il y a une exéution in�nie de S qui n'atteint jamais sstop. Dans e as, omme S a unanal divergent, le anal sera non-borné sur ette exéution et un ontr�leur ne pourrapas simuler ette exéution ar il aurait besoin pour ela d'une in�nité d'horloges (unepar symbole sur le anal).Nous montrons maintenant formellement qu'il ne peut exister de ontr�leur de PS pour laspéi�ation souhaitée ϕS . Supposons par l'absurde qu'il existe un tel ontr�leur C. Considé-rons un mot maximal w de L∞(PS ‖ C) ne ontenant pas l'ation Test (e mot orrespond àe que fait le ontr�leur si l'environnement ne joue jamais l'ation Test).Soit π la projetion sur {m!,m? | m ∈M}, nous montrons le lemme suivant :94



6.2. Contr�le à ressoures non-�xées
Lemme 6.2.5 π(w) est in�ni et appartient à Lorret.Preuve.[Preuve du lemme℄ π(w) satisfait la propriété (R1) ar PS a la même struture que S.
π(w) satisfait les propriétés (R2) et (R3) ar C doit satisfaire ϕsim et ϕavant.

π(w) satisfait la propriété (R4). Si e n'était pas le as, il existerait un pré�xe w′ =
(b0, t0) · · · (bn−1, tn−1)(m?, tn) de π(w) tel que pour tout i, (bi, ti) 6= (m!, tn − 1). Alors w′′ =
(b0, t0)(Nil, t0)(b1, t1)(Nil, t1) · · · (bn−1, tn−1)(Nil, tn−1)(m?, tn)(Test, tn) serait dans L∗(PS ‖
C). Comme w′′ 6|= ϕTest, 'est impossible. π(w) appartient don à Lorret.Nous pouvons maintenant montrer que π(w) est in�ni. Supposons par l'absurde que π(w)soit �ni, alors par e qui préède, π(w) ∈ Lorret. Alors omme π(w) est maximal, sstop est leseul état sans transition sortante, et C est non bloquant, π(w) mène néessairement à sstop.L'état sstop est don aessible dans S e qui est absurde. π(w) est don in�ni. �

Revenons à la preuve de la proposition 6.2.4. Comme sstop n'est pas aessible dans S etque S a un anal divergent, le anal de S est non borné sur l'unique exéution maximale de S.En partiulier, à un moment il y aura trop de lettres dans le anal pour que C puisse se souvenirde toutes. Nous onsidérerons le pré�xe orrespondant de w et montrons en utilisant e pré�xeque C ne peut être un ontr�leur pour ϕS . En fait il est possible que e pré�xe satisfasse laspéi�ation, mais nous montrerons qu'il existe néessairement un autre mot temporisé de
L∗(PS ‖ C) qui n'est pas dans L∗(ϕS).Soit Γ l'alphabet symbolique de C et soit m le plus petit multiple ommun des dénomina-teurs des onstantes apparaissant dans Γ (toute onstante de Γ est alors un multiple entier de
1
m). Soit (s0, ε)

a0−→ (s1, c1)
a1−→ · · · l'exéution in�nie de S. Comme S a un anal divergent, ilexiste n ∈ N tel que |cn| > m · |Γ|+ 1. De plus, omme S ne ontient pas de yle d'ériture,il existe n′ > n tel que toute lettre de cn a été lue à la n′ème étape.Soit w′ = (a0, t0)(a1, t1) · · · (a2n′ , t2n′) le pré�xe �ni de w de longueur 2 · n′ (e qui or-respond au pré�xe de longueur n′ dans S ar à toute ation du ontr�leur orrespond uneréponse Nil ou Test de l'environnement). Toutes les lettres sur le anal cn doivent avoir étéérites entre les dates t2n − 1 et t2n. Il existe alors un intervalle de longueur 1

m à l'intérieurduquel il y a au moins |Γ|+1 ations d'ériture. Formellement, il existe i0, i1, · · · , i|Γ| < n telsque aij = mij ! pour des mij donnés, et ti|Γ|
− ti0 <

1
m .Comme π(w) est dans Lorret, pour tout 0 ≤ j ≤ |Γ| il existe une ation mij? à la date

tij + 1. Soit i′j l'indie de l'ation qui se produit à la date tij + 1 dans w′.Considérons l'exéution de PS ‖ C sur w′ : soit (g0, a0, Y0) ·(g1, a1, Y1) · · · (g2n′ , a2n′ , Y2n′) lemot symbolique assoié à w′. Nous onsidérons en partiulier les gardes gi′j (qui orrespondentà l'ation prise au temps tij + 1). Nous prouvons tout d'abord que les gardes gi′0 , gi′1 , · · · , gi′|Γ|sont des gardes où le temps ne peut pas s'éouler ('est-à-dire que pour tout 0 ≤ j ≤ |Γ|, pourtout v ∈ Jgi′j K et pour tout t ∈ T, v + t /∈ Jgi′j K). Si e n'était pas le as pour une gi′
|Γ|

alorsl'ation ai′j pourrait être prise un peu plus tard, à la date tij + 1 + ε pour un ertain ε > 0, equi donnerait lieu à un mot temporisé appartenant à L∗(P ‖ C) mais pas à L∗(ϕS).Comme il y a |Γ| + 1 gardes gi′0 , gi′1 , · · · , gi′|Γ|
, il doit exister deux indies k < l tels que

gi′
k

= gi′
l
. Or (til+1)−(tik+1) < 1

m . Or le seul moyen de véri�er une garde où le temps ne peutpas s'éouler et ensuite de véri�er la même garde moins d' 1
m unité de temps plus tard est dene pas laisser le temps s'éouler. Il y a don ontradition ar ela implique que deux ationsontr�lables se produisent en même temps dans w′. Il ne peut don exister de ontr�leur de95



Chapitre 6. Contr�le temporisé pour des spéi�ations MTL
PS pour la spéi�ation ϕS . Cei ahève la preuve de la proposition 6.2.4. �

La proposition 6.2.4 montre que le problème de ontr�le MTL sur les mots �nis à res-soures non-�xées pour des spéi�ations souhaitées est indéidable. Comme MTL est losepar omplémentaire, les problèmes de ontr�le pour des spéi�ations souhaitées ou interditessont équivalents.Nous avons don montré le théorème suivant :Théorème 6.2.6 Les problèmes de ontr�le MTL sur les mots �nis à ressoures non-�xéespour des spéi�ations souhaitées ou interdites sont indéidables.6.2.3 Contr�le Safety-MTL sur les mots in�nisNous adaptons maintenant la rédution préédente pour montrer que le problème deontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ations souhaitées est indéidable.Nous ajoutons simplement une nouvelle ation inontr�lable jouable dans qFin pour étendreles exéutions �nies en exéutions in�nies. La di�ulté est de réérire la spéi�ation préé-dente dans Safety-MTL. Les formules ϕsim et ϕavant peuvent être réérites dans Safety-MTLen remplaçant simplement les impliations par leur dé�nition. Nous expliquons maintenantomment remplaer la formule ϕtest par une formule de Safety-MTL.Rappelons que ϕtest =
∧
m∈M

((F (m? ∧ F =0Test))⇒ F (m! ∧ F =1Test)).Rappelons que ϕation =
∨
c∈Σ

c et posons Xat ψ = (¬ϕation)U ψ ; nous onsidérons alors
ϕ′test =

∧
m∈M

((F (m? ∧ F =0Test))⇒ ϕ0

) 2 où
ϕ0 =

(G<1 (¬Test)) ∧ (¬F ((F>1 Test) ∧ (XatF<1 Test))) ∧ (G ((F=1 Test)⇒ m!
))

L'idée de la onstrution est que nous savons que l'ation Test apparaîtra au plus unefois dans une exéution du système, don nous voulons remplaer dans ϕtest la formuleF (m! ∧ F =1Test) (qui n'est pas dans Safety-MTL) par G ((F=1 Test)⇒ m!
). Mais e rempla-ement n'est pas orret ar nous onsidérons la sémantique d'ations, il n'est orret que siune ation se produit vraiment une unité de temps avant l'ation Test. Pour assurer e point,nous utilisons une tehnique similaire à elle que nous avons employée dans la setion 5.2 pourexprimer ϕarrière dans TPTLpw : nous interdisons l'existene de deux ations onséutives oùF>1 Test puis F<1 Test sont vraies.Il est important de remarquer que ϕ0 n'est pas une formule équivalente à F (m! ∧ F =1Test)dans MTL : son utilisation est orrete ar nous savons que l'ation Test se produira au plusune fois dans une exéution du système. C'est l'objet du lemme faile suivant :Lemme 6.2.7 Soit σ ∈ TΣω ontenant l'ation Test exatement une fois. Alors

σ |= F (m! ∧ F =1Test) si, et seulement si σ |= ϕ0.Corollaire 6.2.8 Soit σ ∈ TΣω ontenant l'ation Test au plus une fois. Alors σ |= ϕtest si,et seulement si σ |= ϕ′test.2Pour des raisons de lisibilité nous n'érivons pas ϕ′test dans Safety-MTL, mais ela peut-être fait trivialementen poussant les négations à l'intérieur. 96



6.3. Contr�le à ressoures �xées
Nous avons don onstruit un problème de ontr�le ave une spéi�ation dans Safety-MTLéquivalent à l'aessibilité de S, e qui montre le théorème suivant :Théorème 6.2.9 Le problème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis à ressoures non-�xées pour des spéi�ations souhaitées est indéidable.Remarque 6.2.10 Dans la preuve nous n'avons pas utilisé la spéi�ité des mots in�nis. Enfait la spéi�ation Safety-MTL que nous avons proposée fontionne aussi pour le problème deontr�le Safety-MTL sur les mots �nis, qui est aussi indéidable.Remarque 6.2.11 Comme Safety-MTL n'est pas lose par omplémentaire, le problème deontr�le pour des spéi�ations interdites ne se réduit pas à elui pour des spéi�ations souhai-tées. Le problème de ontr�le Safety-MTL (sur les mots �nis ou in�nis) à ressoures non-�xéespour des spéi�ations interdites est à e jour ouvert.

6.3 Contr�le à ressoures �xéesDans ette setion, nous montrons qu'à ressoures �xées, les problèmes de ontr�le pourMTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis (pour des spéi�ations souhaitéesou interdites) sont déidables. Nous utilisons des tehniques d'ordre partiel pour les systèmestemporisés, introduites initialement dans [AN01℄, puis utilisées dans le adre des automatestemporisés dans [OW04℄.6.3.1 Jeux temporisésNous proédons omme dans [DM02℄ et réduisons le problème de ontr�le temporisé (pourdes spéi�ations quelonques) à un jeu temporisé entre deux joueurs. Dans [DM02℄, le jeutemporisé résultant est résolu en utilisant la onstrution de l'automate des régions et les jeuxde parité. Dans notre adre nous utiliserons des tehniques di�érentes, nous exprimerons lesspéi�ations MTL et Safety-MTL par des automates temporisés alternants à une horloge etutiliserons des méthodes d'ordre partiel.Un tel jeu temporisé est joué sur un système de transitions symbolique T = (Γ, S, s0,→)ave une fontion de validité val : 2Γ → 2(2Γ). Les deux joueurs C (pour ontr�leur) et E(pour environnement) jouent alternativement mais leur r�le n'est pas symétrique. En e�et,si le jeu se trouve dans l'état s, le joueur C hoisit un sous-ensemble U de val(EnbT (s)) ; lejoueur E hoisit alors un élément u ∈ U et le jeu ontinue dans l'état suesseur de s par u.Les deux joueurs forment ainsi un mot γ. Si tw(γ) véri�e la spéi�ation, C est délarégagnant, sinon C est délaré perdant.Formellement, soit Γ un alphabet symbolique, une fontion de validité sur Γ est une fon-tion val : 2Γ → 2(2Γ) telle que tout ensemble V ∈ 2Γ est envoyé sur un sous-ensemble non videde sous-ensembles de V .Soit T un système de transitions sur Γ et val une fontion de validité sur Γ, une stratégiede T respetant val est une fontion f : D ⊆ L∗symb(T ) → 2Γ satisfaisant les onditionssuivantes :� ε ∈ D� si γ ∈ D et b ∈ f(γ) alors γ · b ∈ D 97
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� si γ ∈ D alors f(γ) ∈ val(EnbT (étatT (γ)))Un mot γ ∈ Γ∞ est ompatible ave f si pour tout pré�xe γ′ · b de γ, b ∈ f(γ′). Unestratégie f est à états �nis s'il existe un système de transitions symbolique symboliquementdéterministe T�n ave un nombre �ni d'états tel que pour tout γ ∈ Γ∗ ompatible ave f , f(γ)est l'ensemble des ations symboliques possibles dans l'état étatT�n(γ).Dé�nition 6.3.1 Un jeu temporisé sur les mots �nis (resp. les mots in�nis) est un triplet G =

(A, val, L) où A est un automate temporisé déterministe atomique sur un alphabet symbolique
Γ tel que ∀γ ∈ Lsymb(A), tw(γ) 6= ∅, val est une fontion de validité sur Γ, et L ⊆ TΣ∗ (resp.
L ⊆ TΣω) est un langage temporisé de mots �nis (resp. de mots in�nis).Soit G = (A, val, L) un jeu temporisé, une stratégie de G est une stratégie de T (A)respetant val. Si L est un langage temporisé de mots �nis, une stratégie f de G est gagnantepour des spéi�ations souhaitées (resp. interdites) si, et seulement si tout mot γ ∈ L∗

symb(A)ompatible ave f véri�e tw(γ) ⊆ L (resp. tw(γ) ∩ L = ∅). La dé�nition est similaire si L estun langage temporisé de mots in�nis.Un jeu temporisé sur MTL (resp. sur Safety-MTL) sur les mots �nis est un jeu temporisé
G = (A, val, L) où L est l'ensemble des modèles d'une formule de MTL (resp. Safety-MTL)sur les mots �nis. Nous dé�nissons de manière similaire un jeu temporisé sur MTL (resp. surSafety-MTL) sur les mots in�nis.En adaptant la onstrution de [DM02℄ à notre formalisme, nous obtenons que :Proposition 6.3.2 Soit P un système, µ une granularité plus �ne que elle de P et L unlangage temporisé de mots �nis ou in�nis.Alors nous pouvons onstruire un jeu temporisé G = (A, val, L) tel qu' il existe un µ-ontr�leur (à états �nis) C qui ontr�le P pour des spéi�ations souhaitées (resp. interdites)si, et seulement s'il existe une stratégie gagnante (à états �nis) de G pour des spéi�ationssouhaitées (resp. interdites).La preuve de ette proposition est identique à elle de [DM02℄ : il s'agit tout d'abordde rendre les gardes de P µ-atomiques puis de onstruire l'automate des régions assoié, etensuite d'exprimer les onditions (C1), (C2) et (C3) par une fontion de validité.La proposition 6.3.2 assure qu'à ressoures �xées, le problème de ontr�le MTL sur lesmots �nis (resp. Safety-MTL sur les mots in�nis) peut-être réduit à l'existene d'une stratégiegagnante dans un jeu temporisé sur MTL sur les mots �nis (resp. Safety-MTL sur les motsin�nis).
6.3.2 Automates temporisés alternantsDans ette sous-setion, nous introduisons les automates temporisés alternants à une hor-loge [OW05, LW05℄. Nous notons x l'unique horloge de tels automates. Soit Q un ensemble�ni, Φ(Q) désigne l'ensemble des formules dé�nies par la grammaire suivante :

ψ ::= ψ ∧ ψ | ψ ∨ ψ | q | x ∼ k | x.ψoù q ∈ Q, k ∈ N, et ∼∈ {<,≤,=,≥, >}. L'expression x.ψ orrespond à remettre l'horloge xà zéro. 98
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Dé�nition 6.3.3 Un automate temporisé alternant à une horloge (ATA1) est un n-uplet
A = (Σ, Q, q0, F, δ) où Σ est un alphabet, Q un ensemble d'états, q0 ∈ Q un état initial,
F ⊆ Q un ensemble d'états aepteurs, et δ : Q× Σ→ Φ(Q) une fontion de transition.Soit cmax une onstante plus grande que la onstante maximale apparaissant dans lafontion de transition d'un ATA1 A. Suivant [OW07℄, nous dé�nissons l'ensemble des valeursd'holorge de A omme Val = [0, cmax] ∪ {⊤}. Nous étendons les propriétés arithmétiques à ⊤par v + t = ⊤ si v, t ∈ T et v + t > cmax ; ⊤+ t = ⊤ pour t ∈ T et ⊤ > v pour tout v ∈ Val.Dans e hapitre nous utilisons un formalisme similaire pour les automates temporisés.Remarque 6.3.4 Le symbole ⊤ représente toute valeur d'horloge plus grande que cmax. Cetteidenti�ation n'a pas d'inidene puisque es valeurs d'horloge sont indistingables par lesgardes. Cette représentation nous permettra de présenter ertains résultats omme la pro-position 6.3.7 plus lairement.Une on�guration de A est un ensemble �ni de ouples (q, u) où q ∈ Q est un état et u ∈ Valune valeur d'horloge. La on�guration initiale est {(q0, 0)}. Une on�guration C est aeptantesi pour tout (q, u) ∈ C, q ∈ F (remarquons que la on�guration vide est aeptante).Étant donnée une valeur d'horloge u, nous dé�nissons la relation de satisfation |=u entreon�gurations et formules de Φ(Q) indutivement omme suit :

C |=u q si (q, u) ∈ C
C |=u x ∼ k si u ∼ k
C |=u x.ψ si C |=0 ψ
C |=u ψ1 ∨ ψ2 si C |=u ψ1 ou C |=u ψ2

C |=u ψ1 ∧ ψ2 si C |=u ψ1 et C |=u ψ2Un ATA1 A est omplet si pour tout q ∈ Q, a ∈ Σ, et u ∈ Val, il existe une on�guration
C telle que C |=u δ(q, a). Nous disons qu'une on�guration M est un modèle minimal de
ψ ∈ Φ(Q) par rapport à u ∈ Val si M |=u ψ et s'il n'existe pas de sous-ensemble strit C de
M ave C |=u ψ.Soit C = {(qi, ui)}i∈I et C ′ deux on�gurations. Pour a ∈ Σ, t ∈ T, nous dé�nissons larelation de transition entre on�gurations par C a,t

−→ C ′ si C ′ =
⋃
i∈I{Mi | Mi est un modèleminimal de δ(qi, a) par rapport à ui + t}.Une exéution sur un mot temporisé σ = (a0, τ0)(a1, τ1) · · · (an, tn) est une suite C0

a0,d0
−−−→

C1
a1,d1
−−−→ · · ·

an,dn
−−−→ Cn telle que C0 est la on�guration initiale et pour tout 0 ≤ i ≤ n,

di = τi − τi−1 (en posant τ−1 = 0). Une telle exéution est aeptante si Cn est aeptante.Le langage d'un ATA1 A est l'ensemble des mots temporisés sur lesquels A a une exéutionaeptante, il est noté L∗(A).Exemple 6.3.5 Il existe un ATA1 reonnaissant le même langage que la formuleG (a⇒ F =1b)de l'exemple 5.1.3. Soit l'automate temporisé alternant à une horloge ayant pour ensembled'états {q0, q1} ave q0 initial et �nal, et la fontion de transition δ donnée par :� δ(q0, a) = q0 ∧ x.q1� δ(q0, b) = q0� δ(q1, a) = q1� δ(q1, b) = (x = 1) ∨ q1L'automate se trouve onstamment dans l'état q0, et quand un a se produit une opie de q1est lanée ; ette opie ne peut être aeptante que si un b se produit une unité de temps plustard. 99
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6.3.3 Con�gurations abstraitesDans ette partie, nous rappelons ertains résultats de [OW05℄ et montrons ertaines pro-priétés qui seront la base de la résolution du ontr�le MTL et Safety-MTL à ressoures �xées.Notre approhe utilise des beaux-ordres et des meilleurs-ordres, nous ommençons don parrappeler des résultats lassiques dans e domaine.Un ordre partiel est un ouple (S,�) où S est un ensemble et � est une relation binaireré�exive et transitive sur S. Un bel-ordre partiel est un ordre partiel (S,�) tel que pour toutesuite in�nie x0, x1, x2, · · · d'éléments de S, il existe des indies i < j tels que xi � xj .Étant donné un ordre partiel (S,�), nous serons intéressés par les ordres partiels déduitsde (S,�) suivants :� l'ordre de domination monotone est l'ordre partiel (S∗,�∗), où x1 · · ·xm �

∗ y1 · · · yn si,et seulement s'il existe une injetion monotone h : {1, · · · ,m} → {1, · · · , n} telle quepour tout 1 ≤ i ≤ m, xi � yh(i) ;� l'ordre des parties est l'ordre partiel (2S ,⊑), où pour tout S1, S2 ⊆ S, S1 ⊑ S2 si, etseulement si ∀x2 ∈ S2 ∃x1 ∈ S1 x1 � x2.Un meilleur-ordre partiel est un bel-ordre partiel ayant de plus fortes propriétés. Nousne rappelons par la dé�nition de meilleur-ordre partiel (voir par exemple [AN00℄) ar elle-iest assez tehnique et nous ne ferons qu'utiliser des résultats onnus sur les meilleurs-ordrespartiels.Proposition 6.3.6 ([AN00, AN01℄)1. Tout meilleur-ordre partiel est un bel-ordre partiel.2. Si S est �ni, alors (2S ,⊆) est un meilleur-ordre partiel.3. Si (S,�) est un meilleur-ordre partiel, alors (S∗,�∗) est un meilleur ordre partiel.4. Si (S,�) est un meilleur ordre partiel, alors (2S ,⊑) est un meilleur ordre partiel.Nous rappelons maintenant le odage des on�gurations d'un automate temporisé syn-hronisé ave un automate temporisé alternant à une horloge [LW05, OW05℄.Nous �xons un automate temporisé déterministe atomique A = (Σ, X,Q, q0, F
A, RA, δA)sur un alphabet symbolique Γ de granularité µ = (X,m,M), et un ATA1 omplet B =

(P, p0, F
B, δB) dont l'unique horloge est x.Une A/B-on�guration est un ouple ((q, ν), G), où (q, ν) est une on�guration de A et

G est une on�guration de B. Pour une A/B-on�guration ((q, ν), G), t ∈ T, et une ationsymbolique (g, a, Y ) ∈ Γ, nous dé�nissonsSuA((q, ν), t, (g, a, Y )) := {(q′, ν ′) | (q, ν)
g,a,Y
−−−→

t
(q′, ν ′)} 3SuB(G, t, a) := {G′ | G

a,t
−→ G′}

Le produit synhronisé de A et B est un système de transitions symbolique in�ni non-dénombrable sur Γ, noté TA/B, représentant intuitivement A et B s'exéutant en parallèle.Formellement, TA/B = (Γ, S, s0,։), où� S est l'ensemble des A/B-on�gurations� s0 = ((q0,0), {p0, 0}) orrespond à la A/B-on�guration initiale3C'est-à-dire que q g,a,Y
−−−→ q′ est une transition de A, ν + t ∈ JgK, et ν′ = (ν + t)[Y ← 0].100
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� ((q1, ν1), G1)

g,a,Y
−−−։ ((q2, ν2), G2) si
∃t ∈ T tel que {(q2, ν2) ∈ SuA((q1, ν1), t, (g, a, Y ))

G2 ∈ SuB(G1, t, a) etNous rappelons maintenant la onstrution d'un automate des région généralisé pour abs-traire les valeurs préises des horloges des A/B-on�gurations, en ne onservant que des valeursentières et l'ordre relatif des parties frationnaires des horloges. Nous rappelons la onstru-tion d'une relation d'équivalene, qui est une bisimulation sur TA/B, en odant des ensemblesd'A/B-on�gurations par des mots.Soit K un entier plus grand queM et plus grand que la plus grande onstante apparaissantdans les transitions de B. Nous onsidérons cmax = K et nous dé�nissons REGK l'ensembledes régions unidimensionnelles {r0, r1, · · · , r2K+1} : pour 0 ≤ i ≤ K, r2i = {i}, r2i+1 =]i, i+1[,et r2K+1 = {⊤}. Pour u ∈ Val, reg(u) est l'unique région de REGK ontenant u.Nous dé�nissons l'alphabet Λ = 2(Q×X×REGK)∪(P×REGK) : une lettre de Λ est un ensemble�ni de paires (p, r) et de triplets (q, y, r), où q et p sont des états de A et B respetivement,
y ∈ X est une horloge de A, et r est une région unidimensionnelle de REGK . De plus nousnotons (Λ∗,�) l'ordre de domination monotone induit par le meilleur-ordre partiel (Λ,⊆), etpar (2Λ∗

,⊑) l'ordre des parties induit par (Λ∗,�). Par la proposition 6.3.6, (Λ∗,�) et (2Λ∗
,⊑)sont des beaux-ordres partiels4.Nous montrons maintenant omment assoier à une A/B-on�guration s = ((q, ν), G) unmot H(s) ∈ Λ∗. Remarquons tout d'abord que s peut être représentée omme l'ensemble G′donné par G ∪ {(q, y, ν(y)) | y ∈ X}.Nous partitionnons G′ en une suite de sous-ensembles non-vides G1, · · · , Gn tels que pourtout 1 ≤ i ≤ j ≤ n, pour toute paire (p, u) ou triplet (q, y, u) de Gi, et pour toute paire

(p′, v) ou triplet (q′, y′, v) de Gj , la ondition suivante est véri�ée : i ≤ j si, et seulement si
〈u〉 ≤ 〈v〉 5.Nous dé�nissons H(s) omme le mot de Λ∗ donné par Abs(G1) · · ·Abs(Gn), où pour tout
1 ≤ i ≤ n, Abs(Gi) = {(p, reg(u)) | (p, u) ∈ Gi} ∪ {(q, y, reg(u)) | (q, y, u) ∈ Gi}Nous disons que deux A/B-on�gurations s et s′ sont équivalentes, et érivons s ∼ s′, si
H(s) = H(s′).Proposition 6.3.7 ([OW05, OW07℄) La relation ∼ est une bisimulation sur TA/B, 'est-à-dire que s1 ∼ s′1 et s1 g,a,Y

−−−։ s2 impliquent qu'il existe une A/B-on�guration s′2 telle que
s′1

g,a,Y
−−−։ s′2 et s2 ∼ s′2.Le quotient induit par la bisimulation ∼ sur TA/B est le système de transitions symbolique

T∼ = (Γ,W,w0, →֒) dé�ni par :� W = {H(s) | s est une A/B-on�guration}� w0 = H(s0)4Ce sont même des meilleurs-ordres partiels, mais nous n'aurons pas besoin de ette propriété.5〈u〉 est la partie frationnaire de u. 101
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� w1

g,a,Y
−֒−−→ w2 si, et seulement s'il existe s1 ∈ H−1({w1}) et s2 ∈ H−1({w2}) tels que

s1
g,a,Y
−−−։ s2.Proposition 6.3.8 ([OW05℄) 1. Pour tout w ∈W , l'ensemble des suesseurs de w dans

T∼ est �ni et alulable.2. La relation de transition →֒ de T∼ est ompatible vers le bas par rapport à �, 'est-à-direque w′
1 � w1 et w1

g,a,Y
−֒−−→ w2 impliquent qu'il existe w′

2 � w2 ave w′
1

g,a,Y
−֒−−→ w′

2.Nous étendons maintenant la proposition préédente à la déterminisation Det(T∼) de T∼.Remarque 6.3.9 Le système de transitions Det(T∼) jouera un r�le important dans la suitede e hapitre, ar ontrairement aux problèmes d'aessibilité ou satisfaisabilité, le problèmede ontr�le dépend de l'ensemble des états dans lesquels peut se trouver le système ; 'est pourela que nous devons déterminiser T∼.Nous ommençons par remarquer que nous pouvons assoier à un mot w ∈W une uniquerégion de A au sens lassique du terme [AD94℄. Considérons en e�et le sous-mot maximal de
w ne ontenant pas d'ourrene d'états de B, nous notons regA(w) e sous-mot.Comme B est omplet et A est atomique et déterministe, nous remarquons que pour tout
w1, w2 ∈ W ave regA(w1) = regA(w2), si w1

g,a,Y
−֒−−→ w′

1 et w2
g,a,Y
−֒−−→ w′

2 alors regA(w′
1) =regA(w′

2). Il s'ensuit que tout état C ⊆ W de Det(T∼) aessible à partir de la on�gura-tion initiale a la propriété que pour tout w,w′ ∈ C, regA(w) = regA(w′). Nous notons SWl'ensemble des états non vides C ⊆ W ayant ette propriété. Nous dé�nissons le système detransitions symbolique DT ∼ = (Γ,SW , {w0}, −֒→D) la restrition de Det(T∼) à l'ensemble desétats de SW . Par les remarques préédentes, nous avons que L∗symb(DT ∼) = L∗symb(Det(T∼)).Proposition 6.3.10 1. Pour tout C1, C2 ∈ SW , si C1 ⊑ C2, alors EnbDT ∼(C1) = EnbDT ∼(C2).2. La relation de transition −֒→D de DT ∼ est ompatible vers le bas par rapport à ⊑, 'est-à-dire que C′1 ⊑ C1 et C1 g,a,Y
−֒−−→D C2 impliquent qu'il existe C′2 ⊑ C2 tel que C′1 g,a,Y

−֒−−→D C
′
2.Comme B est omplet, les ations possibles à partir de C ∈ SW ne dépendent que de la

A-omposante des mots de C. Si C1 ⊑ C2, pour tout w1 ∈ C1 et w2 ∈ C2, regA(w1) = regA(w2)don EnbDT ∼(C1) = EnbDT ∼(C2).Nous prouvons maintenant la seonde propriété. Par la première propriété et le fait que
DT ∼ est symboliquement déterministe, il y a un unique C′2 ∈ SW tel que C′1 g,a,Y

−֒−−→D C
′
2. Nousdevons montrer que C′2 ⊑ C2. Soit w2 ∈ C2, nous montrons qu'il existe w′

2 ∈ C
′
2 tel que w′

2 � w2.Comme C1 g,a,Y
−֒−−→D C2, il existe w1 ∈ C1 tel que w1

g,a,Y
−֒−−→ w2. C′1 ⊑ C1 implique qu'il existe

w′
1 ∈ C

′
1 tel que w′

1 � w1. Par la seonde propriété de la proposition 6.3.8, il existe un mot
w′

2 tel que w′
2 � w2 et w′

1

g,a,Y
−֒−−→ w′

2. Alors omme w′
1 ∈ C

′
1 et C′1 g,a,Y

−֒−−→D C
′
2, nous avons que

w′
2 ∈ C

′
2.6.3.4 Contr�le MTL sur les mots �nisDans ette sous-setion, nous montrons que le ontr�le MTL sur les mots �nis à ressoures�xées est déidable. Comme MTL est lose par négation, il nous su�t de montrer que leproblème de ontr�le pour des spéi�ations interdites est déidable.102
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Nous �xons un jeu temporisé sur MTL sur les mots �nis G = (A, val, L∗(ϕ)). Soit Γl'alphabet symbolique de A. En appliquant les résultats de [OW05℄, nous pouvons onstruireun ATA1 omplet Bϕ = (Γ, P, p0, F

ϕ, δ) tel que L∗(Bϕ) = L∗(ϕ).Soit TA/ϕ le produit synhronisé de A et Bϕ dérit dans la sous-setion 6.3.3, T∼ =
(Γ,W,w0, −֒→) et DT ∼ = (Γ,SW , {w0}, −֒→D) le système de transitions symbolique induit par
TA/ϕ dé�ni préédemment.Nous disons qu'une A/Bϕ on�guration ((q, ν), G) est mauvaise si q et G sont tous deuxaepteurs. Comme nous sommes dans le adre du ontr�le pour des spéi�ations interdites,une telle on�guration n'est pas souhaitable ar elle orrespond à un état aepteur de A où
ϕ est véri�ée. Un mot w ∈W est mauvais s'il existe s ∈ H−1({w}) tel que s est une mauvaiseon�guration (remarquons que dans e as toute on�guration s ∈ H−1({w}) est mauvaise).Un ensemble de mots C ∈ SW est mauvais si C ontient un mauvais mot.Une stratégie f de DT ∼ respetant val 6 est sûre si pour tout mot γ ompatible ave f ,étatDT ∼(γ) n'est pas mauvais. Le lemme suivant montre que DT ∼ est une bonne abstrationde G.Lemme 6.3.11 Il existe une stratégie gagnante (à états �nis) du jeu temporisé G pour desspéi�ations interdites si, et seulement s'il existe une stratégie sûre (à états �nis) de DT ∼.Preuve. Comme Bϕ est omplet, nous avons que L∗symb(T (A)) = L∗symb(TA/ϕ). Don pourtoute f : D ⊆ Γ∗ → 2Γ, f est une stratégie de G si, et seulement si f est une stratégie de
DT ∼.Soit f une stratégie gagnante de G pour des spéi�ations interdites, montrons que f estune stratégie sûre de DT ∼. En e�et supposons par l'absurde qu'il existe γ ∈ Γ∗ ompatible ave
f tel que étatDT ∼(γ) soit mauvais. Par dé�nition il existe un mot w ∈ étatDT ∼(γ) mauvais ;alors omme DT ∼ est onstruit par la méthode des sous-ensembles, il existe un hemin de w0 à
w dans T∼. Par la proposition 6.3.7 il existe un hemin dans TA/ϕ de la on�guration initiale àune mauvaise on�guration étiqueté γ. Nous avons don que γ ∈ L∗symb(A) et tw(γ)∩L∗(ϕ) 6=
∅, e qui est absurde.De manière similaire, si f est une stratégie sûre de G pour des spéi�ations interdites,alors f est une stratégie gagnante de DT ∼. �

Le lemme 6.3.11 montre que pour déider l'existene d'une stratégie gagnante dans le jeutemporisé G pour des spéi�ations interdites, il est équivalent de déider l'existene d'unestratégie sûre de DT ∼. Nous montrons maintenant que e problème est déidable, en étendantl'approhe utilisée dans [ABd03℄ pour les jeux los par le bas. La orretion et la terminaisonde notre algorithme repose sur le bel-ordre partiel (SW ,⊑).Nous onstruisons une partie T de l'arbre (in�ni dénombrable) orrespondant au dépliagede DT ∼ depuis l'état initial {w0}. L'arbre T est onstruit de la manière suivante : nousommençons ave la raine étiquetée {w0}, et à haque étape nous prenons une feuille xétiquetée C ∈ SW et nous faisons l'une des ations suivantes :� si l'ensemble C est mauvais, nous délarons le n÷ud mauvais et nous le fermons ('est-à-dire que nous ne déplions plus l'arbre à partir de e n÷ud),� si l'ensemble C n'est pas mauvais et qu'il existe un anêtre de x étiqueté C′ ave C′ ⊑ C,nous délarons le n÷ud bon et nous le fermons,6Dans la suite nous omettons la référene à val quand 'est lair dans le ontexte.103
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� sinon, pour toute transition de DT ∼ de la forme C g,a,Y

−֒−−→D C
′ nous ajoutons un nouveaun÷ud y étiqueté C′ et une arête de x à y étiquetée (g, a, Y ). Si C n'a pas de suesseur,nous délarons x mort et le fermons.Remarque 6.3.12 La onstrution est un dépliage standard, sauf pour le deuxième point : sinous trouvons une on�guration C telle que nous avons déjà exploré une on�guration C′ ⊑ C,nous onsidérons la on�guration C omme gagnante. En e�et pour tout mot w ∈ C, il existealors un mot w′ ∈ C′ ave w′ � w. Le mot w′ a moins d'états de B que w et don est plussuseptible de mener à une on�guration mauvaise (qui est une on�guration où A et B sonttous deux aepteurs). Intuitivement C est � moins dangereux � que C′ et n'a don pas besoind'être exploré.La terminaison de ette algorithme est assurée par le lemme de König et le fait que (SW ,⊑)est un bel-ordre partiel. En e�et, le dépliage de DT ∼ est à branhement �ni don si T étaitin�ni il y aurait un hemin in�ni de T , C0 g0,a0,Y0

−֒−−−−→D C1
g1,a1,Y1
−֒−−−−→D · · · . Par onstrution ehemin véri�erait que pour tout i < j, Ci 6⊑ Cj e qui ontredit le fait que (SW ,⊑) est unbel-ordre partiel.Nous attribuons ensuite à tout n÷ud de T une valeur dans {⊤,⊥} de manière lassique àpartir des feuilles :� les n÷uds bons et morts ont pour valeur ⊤ ; les n÷uds mauvais ont pour valeur ⊥ ;� pour tout n÷ud interne x étiqueté C dont la valeur de tous les suesseurs est déterminée,la valeur de x est attribuée omme suit :� s'il existe un ensemble d'ations symboliques U ∈ val(EnbDT ∼(C)) tel que pour tout

(g, a, Y ) ∈ U , l'arête de T de x étiquetée (g, a, Y ) mène à un n÷ud de valeur ⊤, alorsla valeur de x est ⊤,� sinon la valeur de x est ⊥.Notre algorithme répond � oui � si la raine a pour valeur ⊤, et répond � non � sinon.La orretion de l'algorithme est assurée par la proposition suivante :Proposition 6.3.13 Si l'algorithme répond � non �, alors il n'existe pas de stratégie sûre de
DT ∼.Si l'algorithme répond � oui �, alors il existe une stratégie sûre de DT ∼ à états �nis, et elle-ipeut être onstruite e�etivement.Preuve. Si l'algorithme répond � non �, la raine a pour valeur ⊥ ; il est alors faile de voirque quoi que fasse le ontr�leur, l'environnement peut toujours hoisir un suesseur étiqueté ⊥.Comme T est �ni, un mot maximal ompatible ave de tels hoix de l'environnement atteintun mauvais état, don il ne peut y avoir de stratégie sûre de DT ∼.Réiproquement supposons que l'algorithme réponde � oui �. Soit T ′ l'arbre obtenu à partirde T en supprimant tous les états de valeur ⊥. Pour tout n÷ud x de T ′, nous notons C(x)l'état de DT ∼ assoié à x. Comme la raine a pour valeur ⊤, il existe un arbre �ni Tstrat (pasnéessairement unique) satisfaisant la ondition suivante : si x est un n÷ud de Tstrat (et n'estpas bon), alors l'ensemble des arêtes de Tstrat partant de x est un sous-ensemble des arêtes de
T ′ partant de x tel que l'ensemble des étiquettes de es arêtes appartient à val(EnbDT ∼(C(x))).104
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Remarque 6.3.14 Intuitivement l'arbre T ′ représente à haque étape l'ensemble des ationsqui permettent au ontr�leur de gagner ; nous extrayons de T ′ un sous-arbre Tstrat proposant àhaque étape une unique ation ontr�lable (ainsi que toutes les ations inontr�lables possiblesà e moment). Ainsi l'arbre Tstrat orrespond � presque � à une stratégie (il nous reste àdéterminer e que fait ette stratégie lorsque qu'elle atteint un état C′ ⊑ C, e que nous faisonsi-dessous).Nous onstruisons un système de transitions symbolique à partir de Tstrat qui nous per-mettra de dé�nir aisément la stratégie (sûre) assoiée à et arbre. Ce système de transitionsorrespond à identi�er les n÷uds de Tstrat étiquetés C où C′ ⊑ C ave un n÷ud anêtre étiqueté
C′. D'un point de vue de ontr�le, lorsqu'il se trouve en C, le ontr�leur fait omme s'il étaiten C'.Soit Tstrat = (Γ, X, x0,→) le système de transitions symbolique symboliquement déterministeà états �nis dé�ni par :� X est l'ensemble des n÷uds de Tstrat qui ne sont pas bons,� x0 est la raine de Tstrat,� x

g,a,Y
−−−→ x′ si l'une des onditions suivantes est véri�ée :� il y a une arête de Tstrat de x à x′ étiquetée (g, a, Y ),� il y a une bonne feuille y de Tstrat telle que x est le père de y, il existe une arête de xà y étiquetée (g, a, Y ), et x′ est le plus jeune anêtre de y tel que C(x′) ⊑ C(y) (danse as nous identi�ons y et x′).Nous pouvons maintenant dé�nir notre andidat de stratégie sûre de DT ∼ respetant val.

f : L∗symb(Tstrat)→ 2Γ est dé�nie par : pour tout γ ∈ L∗symb(Tstrat), f(γ) = EnbTstrat(étatTstrat(γ)).Nous montrons le lemme suivant qui assure que f est sûre et respete val :
Lemme 6.3.15 Soit ρ = C0

g1,a1,Y1
−֒−−−−→D C1 · · ·

gn,an,Yn
−֒−−−−→D Cn une exéution de DT ∼ ompatibleave f .Alors il existe une exéution x0

g1,a1,Y1
−−−−−→ x1

g2,a2,Y2
−−−−−→ · · ·

gn,an,Yn
−−−−−→ xn de Tstrat ave pour tout

0 ≤ i ≤ n C(xi) ⊑ Ci et f(ρi) ∈ val(EnbDT ∼(Ci))
7.Preuve. Nous raisonnons par réurrene sur n. Pour n = 0 le lemme est évident.Supposons le lemme vrai à l'indie n, et montrons-le à l'indie n+1. Soit gn+1, an+1, Yn+1et Cn+1 tels que Cn gn+1,an+1,Yn+1

−֒−−−−−−−−−→D Cn+1 soit ompatible ave f . Par dé�nition de f , il existe
xn+1 ∈ X tel que xn gn+1,an+1,Yn+1

−−−−−−−−−−→ xn+1 dans Tstrat. Nous distinguons deux as :� si la transition xn gn+1,an+1,Yn+1
−−−−−−−−−−→ xn+1 provient d'une transition C(xn) gn+1,an+1,Yn+1

−֒−−−−−−−−−→D

C(xn+1) de DT ∼.Alors C(xn) ⊑ Cn implique par la proposition 6.3.10 qu'il existe C′ ∈ SW tel que
C(xn)

gn+1,an+1,Yn+1
−֒−−−−−−−−−→D C

′ et C′ ⊑ Cn+1. Comme DT ∼ est symboliquement déterministe,néessairement C′ = C(xn+1) et don C(xn+1) ⊑ Cn+1.� sinon xn+1 est un anêtre de xn et la transition xn gn+1,an+1,Yn+1
−−−−−−−−−−→ xn+1 provient d'unetransition C(xn) gn+1,an+1,Yn+1

−֒−−−−−−−−−→D C(y) ave C(xn+1) ⊑ C(y). Nous raisonnons ommedans le premier as pour montrer que C(y) ⊑ Cn+1 et don C(xn+1) ⊑ Cn+1.7ρi orrespond à C0 g1,a1,Y1
−֒−−−−→D C1

g2,a2,Y2
−֒−−−−→D · · ·

gi,ai,Yi
−֒−−−−→D Ci.105
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Il nous reste à montrer que f(ρn+1) ∈ val(EnbDT ∼(Cn+1)). Par dé�nition de f , f(ρn+1) =EnbTstrat(xn+1) ∈ val(EnbDT ∼(C(xn+1))). Or nous avons montré que C(xn+1) ⊑ Cn+1, parla proposition 6.3.10 nous avons que EnbDT ∼(C(xn+1)) = EnbDT ∼(Cn+1) don f(ρn+1) ∈

val(EnbDT ∼(Cn+1)). �

Le lemme préédent assure que f est une stratégie sûre de DT ∼. Comme f peut êtreonstruite e�etivement et est par onstrution une stratégie à états �nis, ei ahève lapreuve de la proposition 6.3.13. �

Finalement, par le lemme 6.3.11 et la proposition 6.3.13, le fait que MTL soit lose parnégation et la proposition 6.3.2, nous obtenons le résultat prinipal de ette sous-setion :Théorème 6.3.16 Le problème de ontr�le MTL sur les mots �nis à ressoures �xées pourdes spéi�ations souhaitées ou interdites est déidable. De plus s'il existe un ontr�leur, il estpossible de onstruire un ontr�leur à états �nis.Remarque 6.3.17 Comme le problème de satisfaisabilité de MTL peut aisément être réduità un problème de ontr�le, le problème de ontr�le MTL sur les mots �nis à ressoures �xéesa une omplexité non primitive-réursive [OW05℄.Remarque 6.3.18 Comme notre algorithme est basé sur une tradution de MTL aux ATA1,le résultat préédent s'étend aux spéi�ations données diretement par des ATA1.6.3.5 Contr�le Safety-MTL pour des spéi�ations souhaitéesLes tehniques utilisées pour déider le ontr�le Safety-MTL sur des mots in�nis pour desspéi�ations souhaitées sont prohes de elles de la sous-setion préédente, en e�et nousne pouvons identi�er ii des mauvais états de DT ∼, mais nous pouvons identi�er des états� dangereux � (que nous appelerons ondamnés) tel qu'il sera faile de déterminer si un telétat est gagnant ou non.Nous �xons un jeu temporisé Safety-MTL sur les mots in�nis G = (A, val, Lω(ϕ)). Soit
Γ l'alphabet symbolique de A, d'après [OW05℄ nous pouvons onstruire un ATA1 omplet
Bϕ = (Γ, P, p0, ∅, δ) sans état aepteur tel que pour tout σ ∈ TΣω, σ 6|= ϕ si, et seulements'il existe un pré�xe σ de σ tel que σ ∈ L∗(Bϕ).Soit TA/ϕ le produit synhronisé de A et Bϕ ; soient T∼ = (Γ,W,w0, −֒→) et DT ∼ =
(Γ,SW , {w0}, −֒→D) les systèmes de transitions symboliques dé�nis dans la sous-setion 6.3.3.Un mot w ∈ W est ondamné s'il existe ((q, ν), G) ∈ H−1({w}) tel que G = ∅. Unensemble de mots C ∈ SW est ondamné s'il ontient un mot ondamné. Nous utilisons leterme ondamné ar le suesseur d'un mot (resp. d'un ensemble de mots) ondamné est aussiondamné.Une stratégie de DT ∼ est sûre s'il n'existe pas de mot γ ∈ Lωsymb(A) et d'exéution
C0

g1,a1,Y1
−֒−−−−→D C1

g2,a2,Y2
−֒−−−−→D · · · ave γ = (g1, a1, Y1)(g2, a2, Y2) · · · et d'indie i ∈ N tel que Ciest ondamné.Intuitivement une exéution C0 g1,a1,Y1

−֒−−−−→D C1
g2,a2,Y2
−֒−−−−→D · · · où Ci est ondamné donne lieuà un mot symbolique γ tel que tw(γ) 6⊆ Lω(ϕ). Le lemme suivant montre que les stratégiessûres orrespondent aux stratégies gagnantes de G.106
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Lemme 6.3.19 Il existe une stratégie gagnante (à états �nis) du jeu temporisé Safety-MTLsur les mots in�nis G pour des spéi�ations souhaitées si, et seulement s'il existe une stratégiesûre (à états �nis) de DT ∼.La preuve de e lemme est analogue à elle du lemme 6.3.11.
Remarque 6.3.20 La prinipale di�érene entre l'algorithme de déision du problème deontr�le MTL et Safety-MTL pour des spéi�ations souhaitées est que dans le as de MTL,une on�guration mauvaise était toujours perdante pour le ontr�leur. Ce n'est pas le as iiave les ensembles de mots ondamnés, en e�et omme il y a une ondition d'aeptation dans
A, un ensemble de mots ondamnés peut enore être gagnée par le ontr�leur s'il arrive àjouer un mot n'appartenant pas à Lωsymb(A). La proposition suivante assure que nous pouvonsdéterminer si une on�guration ondamnée est gagnante pour le ontr�leur.Nous notons DT C

∼ le système de transitions DT ∼ ave pour état initial C.Proposition 6.3.21 Pour un ensemble de mots ondamné C ∈ SW , l'existene d'une straté-gie sûre de DT C
∼ respetant val est déidable. De plus s'il existe une stratégie sûre, une stratégiesûre à états �nis est alulable.Preuve. Comme C est ondamné, la spéi�ation ϕ ne joue plus auun r�le, la seule façon degagner DT C

∼ est de jouer un mot γ /∈ Lωsymb(A) (voir la remarque 6.3.20). Il s'agit don d'unjeu sur un graphe �ni lassique qui peut-être résolu en le transformant par exemple en jeu deparité [DM02℄. �

Nous expliquons maintenant omment déider l'existene d'une stratégie sûre de DT ∼.Notre algorithme est très similaire à elui utilisé dans la sous-setion 6.3.4 pour MTL sur lesmots �nis. Nous ommençons ave la raine étiquetée {w0}, et à haque étape nous prenonsune feuille x étiquetée C ∈ SW et nous faisons l'une des ations suivantes :� si l'ensemble C est ondamné, nous utilisons la proposition 6.3.21 pour déterminer s'ilexiste une stratégie sûre à partir de C respetant val. Si 'est le as nous délarons len÷ud bon, sinon nous délarons le n÷ud mauvais ; ensuite nous fermons le n÷ud.� si l'ensemble C n'est pas ondamné et qu'il existe un anêtre de x étiqueté C′ ave C′ ⊑ C,nous délarons le n÷ud bon et nous le fermons.� sinon, pour toute transition de DT ∼ de la forme C g,a,Y
−֒−−→D C

′, nous ajoutons un nouveaun÷ud y étiqueté C′ et une arête de x à y étiquetée (g, a, Y ). Si C n'a pas de suesseur,nous délarons x mort et le fermons.Tout omme pour MTL sur le mots �nis, la terminaison de ette onstrution est assuréepar le lemme de König et le fait que (SW ,⊑) est un bel-ordre partiel. Nous a�etons unevaleur dans {⊤,⊥} à haque n÷ud de l'arbre omme dans la sous-setion 6.3.4. L'algorithmerépond � oui � si, et seulement si la valeur de la raine est ⊤.La orretion de l'algorithme est assurée par la proposition suivante :Proposition 6.3.22 Si l'algorithme répond � non �, alors il n'existe pas de stratégie sûre de
DT ∼.Si l'algorithme répond � oui �, alors il existe une stratégie sûre de DT ∼ à états �nis, et elle-ipeut être onstruite e�etivement. 107
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La preuve de ette proposition est similaire à elle de la proposition 6.3.13.Nous avons don montré le théorème suivant :Théorème 6.3.23 Le problème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis à ressoures �xéespour des spéi�ations souhaitées est déidable. De plus, s'il existe un ontr�leur, il est possiblede onstruire un ontr�leur à états �nis.Remarque 6.3.24 Le problème de model-heking de Safety-MTL sur les mots in�nis a uneomplexité non primitive-réursive : 'est une onséquene de [OW05℄, omme ela nous aété ommuniqué par les auteurs de et artile. Or e problème peut failement être réduit auproblème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ations souhaitées. Laomplexité du problème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ationssouhaitées est don non primitive-réursive.

6.3.6 Contr�le Safety-MTL pour des spéi�ations interditesLes preuves de déidabilité du ontr�le MTL et Safety-MTL pour des spéi�ations sou-haitées sont assez similaires. Pour le ontr�le Safety-MTL pour des spéi�ations interditesnous aurons reours à une tehnique plus élaborée : nous dé�nirons aussi une notion de stra-tégie sûre mais nous ne pourrons plus déplier partiellement l'arbre d'exéution de DT ∼. Nousaratériserons l'ensemble des on�gurations gagnantes par un point �xe et montrerons queelui-i a une base �nie alulable. Cette tehnique a été utilisée dans [OW06b℄ pour établirla déidabilité de la satisfaisabilité de Safety-MTL.Nous rappelons tout d'abord quelques résultats de la théorie des beaux-ordres partiels.Étant donné un ordre partiel (S,�), nous disons que L ⊆ S est fermé vers le bas si x ∈ S,
y ∈ L, et x � y impliquent x ∈ L. Nous disons que L ⊆ S est fermé vers le haut si x ∈ S,
y ∈ L, et y � x impliquent x ∈ L. La fermeture vers le haut de S1 ⊆ S, notée ↑ S1 estl'ensemble {x ∈ S | ∃y ∈ S1 : y � x}. Une base d'un ensemble fermé vers le haut U est unsous-ensemble Ub de U tel que U =↑ Ub. Une o-base d'un ensemble fermé vers le bas L estune base de l'ensemble fermé vers le haut S \ L.Proposition 6.3.25 ([FS01℄) Soit (S,�) un bel-ordre partiel. Alors1. tout ensemble fermé vers le bas L ⊆ S a une o-base �nie.2. toute suite in�nie déroissante L0 ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ · · · d'ensembles fermés vers le bas sestabilise, 'est-à -dire qu'il existe k ∈ N tel que Ln = Lk pour tout n ≥ k.Nous �xons un jeu temporisé Safety-MTL sur les mots in�nis G = (A, val, Lω(ϕ)) ave
A = (Σ, X,Q, q0, R

A, δA). Soit Γ l'alphabet symbolique de A, d'après [OW05℄ nous pouvonsonstruire un ATA1 omplet et loal8 Bϕ = (Γ, P, p0, P\{p}, δ) où9 p est un état puit ('est-à-dire que pour tout a ∈ Σ, δ(p, a) = p). En partiulier pour tout mot σ ∈ TΣω, σ |= ϕ si,et seulement s'il existe une exéution in�nie de Bϕ ne visitant que des on�gurations qui neontiennent pas p.8Un ATA1 est loal si son horloge est remise à zéro lorsqu'il hange d'état.9Cet automate orrespond intuitivement à un automate aeptant le omplémentaire du langage de l'ATA1

Bϕ que nous avons onsidéré dans la sous-setion préédente ar il aepte les modèles véri�ant ϕ. Nous lenotons également Bϕ ar il joue le même r�le que préédemment.108
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Soit TA/ϕ le produit synhronisé de A et Bϕ ; soient T∼ = (Γ,W,w0, −֒→) et DT ∼ =

(Γ,SW , {w0}, −֒→D) les systèmes de transitions symboliques dé�nis dans la sous-setion 6.3.3.Un mot w ∈W est sauvé s'il existe ((q, ν), G) ∈ H−1({w}) tel que (p, u) ∈ G pour u ∈ T. Unensemble de mots C ∈ SW est dit sauvé si pour tout w ∈ C, w est sauvé. Nous utilisons leterme sauvé ar le suesseur d'un mot (resp. d'un ensemble de mots) sauvé est aussi sauvé.Intuitivement, si Ci est sauvé, le mot ne pourra être aepté par Bϕ et il est don déjà assuréque la spéi�ation interdite sera satisfaite.Un ensemble de mots C ∈ SW est dit répété s'il existe w ∈ C et (q, y, r) ∈ Q×X ×REGKtel que q ∈ RA et {(q, y, r)} � w. Intuitivement C si l'état de A assoié est répété.Une stratégie f de DT ∼ est dite sûre si pour tout γ ∈ Γω ompatible ave f , l'exéutionde γ sur DT ∼, ρ = C0
g1,a1,Y1
−֒−−−−→D C1

g2,a2,Y2
−֒−−−−→D · · · , véri�e : {i | Ci est répété} est �ni ou il existe

i ∈ N tel que Ci est sauvé. Le lemme suivant montre que les stratégies sûres orrespondentaux stratégies gagnantes de G.Lemme 6.3.26 Il existe une stratégie gagnante (à états �nis) du jeu temporisé Safety-MTLsur les mots in�nis G pour des spéi�ations interdites si, et seulement s'il existe une stratégiesûre (à états �nis) de DT ∼.La preuve de e lemme est analogue à elle du lemme 6.3.11.
Remarque 6.3.27 Dans les sous-setions préédentes, nous avons utilisé la onstrution d'unarbre �ni orrespondant à une partie du dépliage de DT ∼ pour résoudre les problèmes deontr�le MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ationssouhaitées. Cette tehnique ne peut être appliquée pour le ontr�le Safety-MTL pour des spéi-�ations interdites ; en e�et, dans les deux as préédents, le but du ontr�leur était d'éviterles états mauvais ou ondamnés10 ; si dans la onstrution de l'arbre nous renontrions uneon�guration C1 puis une on�guration C2, ave C1 ⊑ C2, nous pouvions arrêter le dépliage àpartir de C2, ar la on�guration C2 pouvait être onsidérée moins dangeureuse que la on�gu-ration C1. Dans le adre du ontr�le Safety-MTL pour des spéi�ations interdites e n'est pasle as, en e�et le but du ontr�leur est maintenant d'atteindre une on�guration sauvée, donsi nous reontrons une on�guration C1 puis une on�guration C2, ave C1 ⊑ C2, C2 ne peut êtreonsidérée moins dangeureuse pour le ontr�leur, ar il peut exister une suite de on�gurations
C1 ⊑ C2 ⊑ C3 ⊑ · · · où auune Ci n'est sauvée, et qui fait perdre le ontr�leur.La on�guration C2 ne peut pas non plus être onsidérée omme plus dangeureuse que laon�guration C1 pour le ontr�leur, ar si C1 ⊑ C2, la on�guration C2 � a plus de hanes �de mener à une on�guration sauvée que C1.Les tehniques développées préédemment ne peuvent don s'appliquer, 'est pourquoi nousavons reours à des méthodes de point �xe.Nous notons Ω l'ensemble des ensembles de mots C ∈ SW tel qu'il n'existe pas de stratégiesûre de DT C

∼. Il est évident qu'il existe une stratégie sûre de DT ∼ si, et seulement si {w0} /∈ Ω.Nous montrons maintenant que nous pouvons onstruire une représentation �nie de Ω.Dé�nition 6.3.28 Pour L ⊆ SW , nous dé�nissons Pi+(L) omme l'ensemble des C ∈ SWtels que C n'est pas sauvé et pour toute stratégie f de DT C
∼, il existe un mot γ ∈ Γ+ ompatibleave f et C′ ∈ SW tels que C γ

−֒→D
∗ C′, C′ est répété et C′ ∈ L.10Pour plus de larté, nous négligeons la ondition d'aeptation de A dans ette disussion.109
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Intuitivement Pi+(L) orrespond à l'ensemble des on�gurations non sauvées à partir des-quelles le ontr�leur ne peut empêher l'environnement d'atteindre L en étant passé par unétat répété. Ω est don intuitivement le plus grand point �xe de Pi+ ar C ∈ Ω si l'environ-nement peut rester dans des on�gurations non sauvées et passer in�niment souvent par desétats répétés de A, formant ainsi un mot violant la spéi�ation interdite. Nous montrons erésultat formellement dans le lemme suivant :Lemme 6.3.29 Ω est le plus grand point �xe de Pi+(−) : 2SW → 2SW .Preuve. Nous montrons tout d'abord que tout point �xe de Pi+(L) est inlus dans Ω. Soit

L ⊆ SW tel que Pi+(L) = L, et soit C0 ∈ L. Nous montrons que C0 ∈ Ω, 'est-à-direqu'il n'existe pas de stratégie sûre de DT C0
∼ . Soit don f0 une stratégie de DT C0

∼ . Comme
C0 ∈ Pi+(L), il existe un mot γ1 ∈ Γ+ ompatible ave f0 et C1 ∈ SW tels que C0 γ1

−֒→D
∗ C1, C1est répété et C1 ∈ L. Soit f1 la stratégie de DT C1

∼ orrespondant au jeu de f0 après γ1. Comme
C1 ∈ L, nous pouvons appliquer le même raisonnement à f1. Nous onstruisons ainsi un motin�ni γ = γ1γ2 · · · ompatible ave f0 tel que C0 γ1

−֒→D C1
γ2
−֒→D · · · ave pour tout i, Ci ∈ Let est répété. Le hemin de DT C0

∼ sur γ ne visite que des on�gurations non sauvées et passein�niment souvent par des on�gurations répétées. La stratégie f0 n'est don pas sûre, e quimontre que C0 ∈ Ω. Nous avons don montré que L ⊆ Ω.Nous montrons maintenant que Ω est un point �xe de Pi+.Montrons tout d'abord que Pi+(Ω) ⊆ Ω.Soit C ∈ Pi+(Ω) et soit f une stratégie de DT C
∼ ; montrons que f n'est pas sûre. Comme

C ∈ Pi+(Ω), il existe un mot γ1 ∈ Γ+ ompatible ave f et C1 ∈ SW tels que C γ1
−֒→D

∗ C1, C1est répété et C1 ∈ Ω. Soit f ′ la stratégie de DT C1
∼ orrespondant au jeu de f après γ1. Comme

C1 ∈ Ω, f ′ n'est pas une stratégie sûre de DT C1
∼ . Il existe don γ ∈ Γω ompatible ave f ′tel que le hemin de DT C1

∼ sur γ ne visite don que des on�gurations non sauvées et passein�niment souvent par des on�gurations répétées. Le mot γ0γ, ompatible ave f , montrealors que f n'est pas une stratégie sûre de DT C
∼ et don que C ∈ Ω.Montrons maintenant que Ω ⊆ Pi+(Ω), nous montrons en réalité que Pi+(Ω)c ⊆ Ωc. Soit

C /∈ Pi+(Ω) et montrons que C /∈ Ω. Si C est sauvé, il est évident que C /∈ Ω. Sinon il existe unestratégie f de DT C
∼ telle que pour tout mot γ ∈ Γ+ ompatible ave f et C′ tel que C γ

−֒→D
∗ C′,soit C′ n'est pas répété, soit C′ /∈ Ω.Pour montrer que C /∈ Ω nous herhons à montrer qu'il existe une stratégie sûre de DT C

∼.La stratégie f n'est pas néessairement sûre mais nous onstruisons à partir de f une stratégie
f ′ sûre de la façon suivante :� tant qu'auun élément de Ωc n'a été visité, f ′ est identique à f ,� si un élément C′ ∈ Ωc est atteint, par dé�nition de Ω il existe une stratégie sûre fC′ de

DT C′

∼ . f ′ est alors identique à fC′ .Montrons que f ′ est une stratégie sûre de DT C
∼. Soit γ ∈ Γω un mot ompatible ave f ′.Soit C0 γ1

−֒→D C1
γ2
−֒→D · · · l'exéution de DT C

∼ sur γ (nous avons que C0 = C). Soit pour tout
i, Ci n'est pas répété alors il n'y a rien à véri�er. Soit il existe i ∈ N tel que Ci est répété ;soit alors i0 ∈ N le plus petit j ∈ N tel que Cj est répété. Alors C0 γ1

−֒→D C1
γ2
−֒→D · · ·

γi0
−֒−→D Ci0est ompatible ave f , don par dé�nition de f , Ci0 /∈ Ω. Alors par dé�nition de f ′, il existe

i1 ≤ i0 tel que Ci1 γi1+1

−֒−−→D Ci1+1

γi1+2

−֒−−→D · · · est ompatible ave fCi1 (i1 est le plus petit indie110
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tel que Ci1 /∈ Ω). Il est alors faile de déduire que γ véri�e que {i | Ci est répété} est �ni ou ilexiste i ∈ N tel que Ci est sauvé ar nous avons montré que ette ondition est satisfaite par
γi1γi1+1 · · · et qu'elle ne dépend pas d'un pré�xe �ni.

f ′ est don une stratégie sûre de DT C
∼ et nous avons montré que Ω ⊆ Pi+(Ω).Cela ahève la preuve que Ω est le plus grand point �xe de Pi+. �

Notre but est maintenant de aluler une représentation �nie de Ω ; l'idée est de aluler lasuite d'approximations SW ⊇ Pi+(SW ) ⊇ Pi
2
+(SW ) ⊇ · · · et d'utiliser la proposition 6.3.25pour montrer que ette suite se stabilise.Nous montrons tout d'abord que Pi+ transforme un ensemble fermé vers le bas en unensemble fermé vers le bas :Lemme 6.3.30 Soit L ⊆ SW un ensemble fermé vers le bas (par rapport à ⊑). Alors Pi+(L)est un ensemble fermé vers le bas.Preuve. Soit L ⊆ SW un ensemble fermé vers le bas. Soit C′ ∈ Pi+(L) et soit C ⊑ C′.Montrons que C ∈ Pi+(L).

C n'est pas sauvé ar C′ n'est pas sauvé et C ⊑ C′.Soit f une stratégie de DT C
∼. Par la proposition 6.3.10, f est une stratégie de DT C′

∼ . Comme
C′ ∈ Pi+(L) il existe un mot γ ∈ Γ+ ompatible ave f et C′1 ∈ SW tels que C′ γ

−֒→D
∗ C′1, C′1 estrépété et C′1 ∈ L. Par la proposition 6.3.10 il existe C1 ⊑ C′1 tel que C γ

−֒→D
∗ C1. Le fait d'êtrerépété ne dépend que de la A-omposante don C1 est répété, et omme L est fermé vers lebas, C1 ∈ L. Nous avons don montré que C ∈ Pi+(L). Pi+(L) est don fermé vers le bas. �

Nous avons montré que Pi+ transforme des ensembles fermés vers le bas en des ensemblesfermés vers le bas. Pour avoir une proédure e�etive, il nous faut montrer que nous pouvonsaluler une représentation �nie de Pi+(L) à partir d'une représentation �nie de L. C'est lebut des prohains lemmes et propositions. Nous raisonnons sur une approximation �nie �nde � qui ne onsidère que les mots de longueur inférieure ou égale à n.Nous supposons que nous onnaissons une o-base �nie B de l'ensemble fermé vers le bas
L. Nous montrons que nous pouvons aluler une o-base �nie de Pi+(L).Dé�nition 6.3.31 ([OW06b℄) Soit n ≥ 1, nous notons �n l'ordre partiel sur W dé�ni par :
w �n w

′ si, et seulement si pour tout u ∈W tel que |u| ≤ n, u � w implique u � w′.Remarquons que w � w′ implique w �n w′ pour tout n ≥ 1. De plus, pour tout n ≥ |w|,
w �n w

′ implique w � w′.Exemple 6.3.32 Considérons Σ = {a, b} et � la relation de sous-mot sur Σ∗ . Nous avonsque aba �2 bab : en e�et l'ensemble des mots u de longueur inférieure ou égale à 2 tels que
u � aba est {ε, a, b, ab, ba} et haun de es mots u véri�e u � bab. Nous avons don que
aba �2 bab mais aba 6� bab. 111
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Nous onsidérons également l'ordre partiel ⊑n sur SW dé�ni par : C ⊑n C′ si, et seulementsi ∀w′ ∈ C′ ∃w ∈ C, w �n w

′. Pour C ∈ SW , la longueur de C, notée |C|, est la longueur duplus long mot de C.Lemme 6.3.33 Soit n ∈ N un entier supérieur au nombre d'horloges de A. La relation detransition →֒ de T∼ est ompatible vers le bas par rapport à �n ; 'est-à-dire u �n w et
w

g,a,Y
−֒−−→ w′ impliquent qu'il existe u′ �n w′ tel que u g,a,Y

−֒−−→ u′.La preuve du lemme 6.3.33 est identique à elle du lemme de simulation du rapport dereherhe de [OW06b℄.Lemme 6.3.34 Soit n ∈ N un entier supérieur au nombre d'horloges de A.1. si C ⊑n C′, alors EnbDT ∼(C) = EnbDT ∼(C′).2. La relation de transition −֒→D de DT ∼ est ompatible vers le bas par rapport à ⊑n, 'est-à-dire C′1 ⊑n C1 et C1 g,a,Y
−֒−−→D C2 impliquent qu'il existe C′2 ⊑n C2 tel que C′1 g,a,Y

−֒−−→D C
′
2.En utilisant le lemme 6.3.33, la preuve du lemme 6.3.34 est identique à elle de la propo-sition 6.3.10.Dans la suite nous supposons que n est un entier supérieur au nombre d'horloges de A età la longueur de tout C ∈ B. Remarquons que L est un ensemble fermé vers le bas par rapportà ⊑n. En e�et pour tout C ∈ SW et C′ ∈ B, C′ ⊑n C si, et seulement si C′ ⊑ C.Proposition 6.3.35 Pi+(L) est un ensemble fermé vers le bas par rapport à ⊑n.Par le lemme 6.3.33, la relation de transition de T∼ est ompatible vers le bas par rapportà �n. La preuve de la proposition 6.3.35 est alors identique à elle du lemme 6.3.30.Proposition 6.3.36 L'ensemble des C ∈ SW \ Pi+(L) de longueur inférieure ou égale à

n · 2n·|Λ| est11 une base de SW \ Pi+(L).Preuve. Soit C ∈ SW \ Pi+(L). Montrons qu'il existe C1 ∈ SW \ Pi+(L) tel que C1 ⊑ C et
|C1| ≤ n · 2

n·|Λ|. Par la proposition 6.3.35, C ⊑n C1 implique C1 ∈ SW \ Pi+(L). Soit u un motde C. Suivant la tehnique utilisée dans [OW06b℄, pour tout sous-mot u′ � u ave |u′| = n,nous marquons les lettres de u orrespondant à u′ . Il y a n telles lettres pour tout sous-mot, etil y a moins de 2n·|Λ| tels sous-mots. Soit sub(u) le mot omposé de toutes les lettres marquéesde u (dans l'ordre). Nous avons que sub(u) � u et u �n sub(u). Soit C1 ∈ SW dé�ni par :
C1 = {sub(u) | u ∈ C}. Nous avons que C1 ⊑ C, |C1| ≤ n · 2n·|Λ|, et C ⊑n C1. Comme Pi+(L)est un ensemble fermé vers le bas par rapport à ⊑n, néessairement C1 ∈ SW \ Pi+(L).
{C1 ∈ SW \ Pi+(L) | |C1| ≤ n · 2

n·|Λ|} est don une base de SW \ Pi+(L). �

Proposition 6.3.37 Soit C ∈ SW , il est déidable de tester si C ∈ Pi+(L).11Nous rappelons que Λ = 2(Q×X×REGK )∪(P×REGK ), tel que dé�ni page 101, est l'alphabet sur lequel sontdé�nies les on�gurations. 112



6.3. Contr�le à ressoures �xées
Preuve. Nous utilisons un algorithme similaire à elui de la sous-setion 6.3.4. Nous délaronsmauvaises les on�gurations C′ ∈ SW telles que C′ est répété et C′ ∈ L. Nous onstruisonsensuite un arbre �ni qui est une partie du dépliage de DT ∼ à partir de C. La onstrution etla preuve de orretion sont similaires à elles de la sous-setion 6.3.4. �

Corollaire 6.3.38 Une o-base �nie de Pi+(L) peut être alulée à partir d'une o-base �niede L.Preuve. Par dé�nition, une o-base �nie de Pi+(L) est une base �nie de SW \Pi+(L). Soit Bune o-base �nie de L et soit n un entier supérieur au nombre d'horloges de A et à la longueurde tout C ∈ B.Par la proposition 6.3.36, l'ensemble des C ∈ SW de longueur inférieure ou égale à n ·2n·|Λ|tels que C /∈ Pi+(L) est une base de SW \Pi+(L). Comme l'ensemble des C ∈ SW de longueurinférieur ou égale à n · 2n·|Λ| est �ni, il su�t de tester pour haque tel C si C ∈ Pi+(L), e quiest possible par la proposition 6.3.37. �

Nous pouvons maintenant ahever la preuve de déidabilité des jeux temporisés Safety-MTLpour des spéi�ations interdites. Nous alulons des o-bases �nies de la suite d'approximation
SW ⊇ Pi+(SW ) ⊇ Pi

2
+(SW ) ⊇ · · · et montrons que ette suite se stabilise sur Ω. Il su�talors de tester si la on�guration initiale est dans Ω.Proposition 6.3.39 Étant donné un jeu temporisé Safety-MTL G = (A, val, Lω(ϕ)), il estpossible de déider l'existene d'une stratégie gagnante pour des spéi�ations interdites.Preuve. Par le lemme 6.3.26 et la dé�nition de Ω, il existe une stratégie gagnante de Gpour des spéi�ations interdites si, et seulement si {w0} /∈ Ω. Par le lemme 6.3.30, l'opéra-teur Pi+ transforme un ensemble fermé vers le bas en ensemble fermé vers le bas. La suite

SW ⊇ Pi+(SW ) ⊇ Pi
2
+(SW ) ⊇ · · · est don une suite d'ensembles fermés vers le bas. Parle orollaire 6.3.38, nous pouvons onstruire une o-base �nie de haque Pin+(SW ). De plus,par la proposition 6.3.25 ette suite se stabilise après un nombre �ni d'itérations (le plus petit

k tel que Pik+(SW ) = Pi
k+1
+ (SW )). La valeur de stabilisation est le plus grand point �xe de

Pi+, 'est don Ω par le lemme 6.3.29. Nous pouvons aluler une o-base �nie de Ω, et dondéider si {w0} ∈ Ω. �

Le théorème suivant est une onséquene immédiate des propositions 6.3.2 et 6.3.39 :Théorème 6.3.40 Le problème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis à ressoures �xéespour des spéi�ations interdites est déidable.Remarque 6.3.41 Le problème de non-satisfaisabilité de Safety-MTL sur les mots in�nis,qui a une omplexité non-élémentaire [BMO+07℄, peut failement être réduit au problème deontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ations interdites. La omplexité duproblème de ontr�le Safety-MTL sur les mots in�nis pour des spéi�ations interdites est donnon-élémentaire.Remarque 6.3.42 Pour le problème de ontr�le Safety-MTL pour des spéi�ations inter-dites, le problème de savoir s'il existe toujours un ontr�leur à états �nis est ouvert à notreonnaissane.
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Troisième partie
Expressivité de MTL
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Chapitre 7
Expressivité de MTL et TPTL

Les logiques temporisées MTL et TPTL ont été introduites à la �n des années 80 pour ex-primer des propriétés quantitatives des systèmes temporisés [AH89, Koy90℄. Dans e hapitre,nous nous intéressons à l'expressivité relative de es logiques. Il est évident que toute formulede MTL peut être exprimée dans TPTL ar la formule de MTL ϕ1UI ϕ2 est équivalente à laformule de TPTL x.(ϕ1U (ϕ2 ∧ x ∈ I)). Dans [AH92b, AH93, Hen98℄, Alur et Henzinger ontonjeturé que TPTL serait stritement plus expressive que MTL. Ils ont aussi onjeturé quela formule de TPTL suivante ne pourrait pas être exprimée dans MTL :
G (a⇒ x.F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2))) (7.1)

Nous résolvons ette onjeture pour les deux sémantiques, la sémantique d'ations et lasémantique ontinue. Nous montrons que pour la sémantique d'ations, la formule (7.1) nepeut pas être exprimée dans MTL, établissant le saut d'expressivité onjeturé. De façon sur-prenante, nous montrons que la formule (7.1) peut être exprimée dansMTL pour la sémantiqueontinue ; nous proposons alors une autre formule de TPTL ne pouvant pas être exprimée dansMTL pour la sémantique ontinue, on�rmant la onjeture :
x.F (a ∧ x ≤ 1 ∧G (x ≤ 1⇒ ¬b))

Nos tehniques permettent de déduire failement d'autres propriétés intéressantes omme lefait qu'ajouter des modalités du passé à MTL et MITL augmente stritement leur expressivité,ou le fait que MTL est stritement plus expressive pour la sémantique ontinue que pourla sémantique d'ations (ela a été prouvé indépendamment dans [DP07℄). Nous montronségalement que la formule (7.1) ne peut être exprimée dans MITL pour la sémantique ontinue,e qui est ontre-intuitif ar ette formule n'utilise pas de ontrainte pontuelle.
7.1 TPTL est stritement plus expressive que MTLDans ette setion, nous montrons que TPTL est stritement plus expressive que MTL pourla sémantique d'ations et la sémantique ontinue.117



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
7.1.1 La formule d'Alur et Henzinger n'est pas un bon témoinIl a été onjeturé dans [AH92b, AH93, Hen98℄ que TPTL serait stritement plus expressiveque MTL, et en partiulier que la formule de TPTLG (a⇒ x.F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2)))ne peut pas être exprimée dans MTL. La proposition suivante montre que ette formule n'estpas un bon témoin pour montrer que TPTL est stritement plus expressive que MTL pour lasémantique ontinue :
Proposition 7.1.1 La formule de TPTL x.F (b∧F (c∧ x ≤ 2)) peut être exprimée dans MTLpour la sémantique ontinue.Preuve. Soit Φ la formule de TPTL x.F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2)). Cette formule exprime quedepuis le point ourant, il y a un b suivi d'un c dans la séquene temporisée, et que le c seproduit dans moins de deux unités de temps. Pour prouver la proposition, nous onstruisonsune formule de MTL Φ′ qui est équivalente à Φ pour les séquenes temporisées. La formule Φ′est dé�nie omme la disjontion de trois formules Φ′ = Φ′

1 ∨ Φ′
2 ∨ Φ′

3 où :




Φ′
1 = (F≤1 b) ∧ F[1,2] c

Φ′
2 = F≤1 (b ∧ F≤1 c)

Φ′
3 = F≤1 ((F≤1 b) ∧ F=1 c)Soit κ une séquene temporisée. Si κ |= Φ′, il est évident que κ |= Φ. Supposons maintenantque κ |= Φ, alors il existe 0 < t1 < t2 ≤ 2 tels que 1 κ, t1 |= b et κ, t2 |= c. Si t1 ≤ 1 alors κsatisfait Φ′

1 ou Φ′
2 (ou les deux) selon que t2 est plus petit ou plus grand que 1. Si t1 ∈]1, 2]alors il existe une date t′ de ]0, 1] telle que κ, t′ |= F≤1 b ∧F=1 c, e qui implique que κ |= Φ′

3.Nous représentons les trois as possibles sur la �gure 7.1 :
b c

0 1 2
|= Φ′

1

b c

0 1 2
|= Φ′

2

b c

0 1 2
|= Φ′

3

(F≤1 b)∧F=1 cFig. 7.1 � Tradution de la formule Φ de TPTL dans MTL
�

D'après la proposition i-dessus, nous obtenons que la formule de TPTL G (a ⇒ Φ) estéquivalente à la formule de MTL G (a⇒ Φ′) pour les séquenes temporisées.1Nous ne mentionnons pas la valeur de l'horloge x ar elle orrespond à la date.118



7.1. TPTL est stritement plus expressive que MTL
7.1.2 MTL est plus expressive que MITL pour la sémantique ontinueLa formule de MTL proposée dans la sous-setion préédente utilise une ontrainte pon-tuelle F=1 . Il est naturel de se demander si ela est vraiment néessaire étant donné que lapropriété initiale de TPTL n'est pas pontuelle à priori. De manière surprenante, pour exprimerla formule Φ dans MTL, les ontraintes pontuelles sont néessaires :Proposition 7.1.2 La formule Φ = x.(F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2))) ne peut pas être exprimée dansMITL pour la sémantique ontinue.La granularité d'une formule ϕ est le plus petit dénominateur ommun des onstantesapparaissant dans ϕ. Si p est la granularité de ϕ, toute onstante apparaissant dans ϕ estlairement un multiple de 1

p . Nous utilisons la notation MITLp (resp. MTLp) pour l'ensembledes formules de MITL (resp. MTL) de granularité p.Preuve. Nous onstruisons deux familles de mots temporisés vu omme des séquenes tem-porisées (An)n∈N∗ et (Bn)n∈N∗ telles que :(a) pour tout n ∈ N∗, An |= Φ et Bn 6|= Φ(b) pour tout p ∈ N∗ et tout ϕ ∈ MITLp, Ap |= ϕ ⇐⇒ Bp |= ϕ.La proposition 7.1.2 est une onséquene immédiate des propriétés (a) et (b) : si Φ a unéquivalent dans MITL Ψ, soit p la granularité de Ψ. Par (a) Ap |= Ψ et Bp 6|= Ψ ; par (b)
Ap |= Ψ ⇐⇒ Bp |= Ψ e qui est une ontradition.

a

a c b c b c b

1
4n

1
8n

c b c b

2− 1
n 2

An

Bn Fig. 7.2 � Les modèles An et BnLes deux familles de modèles sont présentées sur la �gure 7.2. Remarquons que sur lesmodèles An et Bn, il n'y a pas d'ation entre les dates 0 et 2 − 1
n . Après la date 2 − 1

n , lemot An est périodique de période 1
2n : la proposition atomique c est vraie aux dates 2− 7

8n+ i
2nave i ≥ 0, la proposition atomique b est vraie aux dates 2 − 5

8n + i
2n . Le mot Bn est obtenuen déalant An de 1

2n unités de temps.Nous montrons tout d'abord que pour tout p ∈ N∗, toute formule de MITLp est unifor-mément vraie ou fausse sur ertains intervalles de Ap et Bp. Pour tous les entiers p et i ave
1 ≤ i ≤ 2p, nous notons Ji,p l'intervalle ]2− i

p −
1
8p , 2−

i
p + 5

8p [∩R≥0.Lemme 7.1.3 Pour tous les entiers p et i ave 1 ≤ i ≤ 2p, pour tout ϕ ∈ MITLp, et tout
x, y ∈ Ji,p,

Bp, x |= ϕ ⇐⇒ Bp, y |= ϕ.Preuve.[Preuve du lemme℄ Nous prouvons e lemme par réurrene sur i. Nous prouvonstout d'abord l'étape de réurrene : supposons le résultat vrai jusqu'à i− 1. Nous montrons lerésultat pour i par indution sur la struture de ϕ. Cette indution est évidente si ϕ est uneproposition atomique, ou si ϕ est la onjontion ou la négation de formules plus petites.Le dernier as est quand ϕ = ϕ1UI ϕ2. Dans la suite, nous érivons q pour 1
p . Comme ϕ ∈MITLp, I est de la forme I =]k1q, k2q[, I = [k1q, k2q[, I =]k1q, k2q] ou I = [k1q, k2q], ave k1 <119



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
k2. Nous montrons l'hypothèse d'indution pour les quatre as en prouvant la propriété plusforte suivante : s'il existe x ∈ Ji,p tel que Bp, x |= ϕ1U[k1q,k2q] ϕ2, alors pour tout y ∈ Ji,p,
Bp, y |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2.Pour prouver ette impliation, soit x ∈ Ji,p tel que Bp, x |= ϕ1U[k1q,k2q] ϕ2. Soit y ∈ Ji,p,montrons que Bp, y |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2.Par dé�nition de x, il existe k1q ≤ t ≤ k2q tel que Bp, x+ t |= ϕ2 et pour tout 0 < t′ < t,
Bp, x+ t′ |= ϕ1. Par hypothèse d'indution sur ϕ1, nous avons que pour tout z ∈ Ji,p, Bp, z |=
ϕ1. Cela est vrai en partiulier entre y et x si y < x.Nous distinguons maintenant di�érents as selon la position respetive de x, y et t :� Cas où k1q < x+ t− y < k2q. C'est le as où le témoin pour x est aussi orret pour y.En posant t′ = x + t − y, nous avons que ϕ1 est vraie entre y et x (si y < x), don

Bp, y |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2.� Cas où x+ t− y ≤ k1q (en partiulier x ≤ y)� Si k1 = 0, alors x + t ≤ y < 2 − iq + 5q
8 . Don par hypothèse d'indution, ϕ1 et ϕ2sont vraies partout dans l'intervalle Ji,p, don Bp, y |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2.� Si k1 ≥ i : nous pouvons supposer que |x − y| < q

2 . En e�et le as général peut êtreretrouvé en onsidérant z = (x+y)
2 et en appliquant le lemme deux fois.Nous avons que x + t > 2 − iq − q

8 + k1q ≥ 2 − q
8 . Comme les modèles Bp, x + t et

Bp, x+ t+ q
2 sont identiques, nous avons que Bp, x+ t + q

2 |= ϕ2. Le point x+ t + q
2sera le témoin de ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2 en y. Nous devons montrer que1. ϕ1 est satisfaite entre l'anien témoin (x+t) et le nouveau témoin (x+t+ q

2) : elaest vrai pare que pour tout 0 ≤ z < q
2 , les modèles Bp, x+t+z et Bp, x+t+z− q

2sont identiques, et Bp, x+ t+ z − q
2 satisfait ϕ1.2. t′ = x+t−y+ q

2 est dans l'intervalle ]k1q, k2q[ : t′ ≤ k1q+ q
2 < k2q (ar x+t−y ≤

k1q) et t′ > t ≥ k1q (ar |x− y| < q
2).� Si 0 < k1 < i (e qui implique que i > 1), nous prouvons l'existene d'un témoin dansl'intervalle Ji−k1,p.Nous avons que x+ t > 2− iq− q

8 + k1q = 2− (i− k1)q−
q
8 , et x+ t = x+ t− y+ y <

k1q+2−iq+ 5q
8 , don x+t est dans Ji−k1,p. Nous appliquons l'hypothèse de réurrenepour i−k1, et obtenons que ϕ1 et ϕ2 sont satisfaites partout dans Ji−k1,p. En prenant

t′ = k1q +
2−iq+5 q

8
−y

2 , il est faile de véri�er que k1q < t′ < k2q et y + t′ ∈ Ji−k1,p.� Cas où x+ t− y ≥ k2q (en partiulier x > y)� Si k2 ≥ i : nous supposons à nouveau que |x− y| < q
2 .Comme x + t = x + t − y + y > k2q + 2 − iq − q

8 ≥ 2 − q
8 et Bp, x + t |= ϕ2, nousavons que Bp, x + t − q

2 |= ϕ2. Nous devons enore montrer que le nouveau témoin
t′ = x+t−y− q

2 est dans le bon intervalle : nous avons que t′ < t ≤ k2q ar |x−y| < q
2 ,et t′ ≥ k2q −

q
2 > k1q. De plus, omme nous l'avons montré avant, ϕ1 est satisfaiteentre y et x.� Si k2 < i (don i > 1), nous onstruisons un autre témoin dans l'intervalle Ji−k2,p.A nouveau, x + t = x + t − y + y > 2 + k2q − iq −

q
8 et x + t < 2 − iq + 5 q8 + k2qdon x+ t est dans Ji−k2,p. Nous appliquons l'hypothèse de réurrene pour i− k2, etobtenons que ϕ1 et ϕ2 sont satisfaites partout dans Ji−k2,p. Nous montrons failementque t′ = k2q −

y−(2−iq−q/8)
2 est un témoin de ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2 en y.Le as i = 1 est une onséquene de la preuve i-dessus, ar nous utilisons l'hypothèse deréurrene que pour les as où i > 1. �120



7.1. TPTL est stritement plus expressive que MTL
Nous déduisons failement le lemme suivant :Lemme 7.1.4 Pour tout p ∈ N∗, pour tout ϕ ∈ MITLp, Ap, 0 |= ϕ ⇐⇒ Bp, 0 |= ϕ.Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit ϕ une formule de MITLp. Alors
Ap, 0 |= ϕ ⇐⇒ Bp,

1

2p
|= ϕ ar les su�xes à partir deAp, 0 et Bp, p

2
sont les mêmes

⇐⇒ ∀x ∈
[
0,

5

8p

[
, Bp, x |= ϕ par le lemme 7.1.3 pour i = 2p

⇐⇒ Bp, 0 |= ϕ

�

Ce lemme ahève la preuve de la proposition 7.1.2. �

Comme orollaire de la proposition 7.1.2, nous obtenons le théorème suivant :Théorème 7.1.5 MTL est stritement plus expressive que MITL pour la sémantique ontinue.
7.1.3 TPTL et MTL pour la sémantique d'ationsNous avons montré préédemment que la formule d'Alur et Henzinger n'était pas un bontémoin pour montrer que TPTL est stritement plus expressive que MTL pour la sémantiqueontinue. Nous montrons dans ette sous-setion que pour la sémantique d'ations, ette for-mule est ependant un bon témoin :Proposition 7.1.6 La formule de TPTL Φ = x.(F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2))) n'a pas d'équivalentdans MTL pour la sémantique d'ations.Preuve. Nous onservons les notations de la sous-setion 7.1.2, et en partiulier nous onsidé-rons à nouveau les familles de modèles (maintenant onsidérées omme des mots temporisés)
(An)n∈N∗ et (Bn)n∈N∗ dérites sur la �gure 7.2. Comme préédemment MTLp désigne le frag-ment de MTL ontenant les formules de granularité p. Comme dans la sous-setion préédentenous prouvons que :(a) pour tout p ∈ N∗, Ap |= Φ et Bp 6|= Φ(b) pour tout p ∈ N∗ et tout ϕ ∈ MTLp, Ap |= ϕ ⇐⇒ Bp |= ϕLa propriété (a) est évidente. Pour prouver la propriété (b), nous montrons tout d'abord lelemme faile suivant :Lemme 7.1.7 Pour tout p ∈ N∗, pour tout k, k′ ≥ 1 tels que k = k′ mod 2, et pour touteformule ϕ ∈ MTLp,

Ap, k |= ϕ ⇐⇒ Bp, k |= ϕ ⇐⇒ Ap, k
′ |= ϕ ⇐⇒ Bp, k

′ |= ϕ.
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Ce résultat est évident ar les su�xes à partir de Ap, k, Bp, k, Ap, k′, et Bp, k′ sont les mêmes.Nous prouvons maintenant le lemme suivant :Lemme 7.1.8 Pour tout p ∈ N∗ et toute formule ϕ ∈ MTLp, Ap, 0 |= ϕ ⇐⇒ Bp, 0 |= ϕ.Nous raisonnons par indution sur la struture de ϕ. Le as des propositions atomiques estfaile, de même que l'étape d'indution pour la onjontion et la négation. Nous posons q = 1

p .Supposons maintenant que ϕ = ϕ1UI ϕ2. Remarquons que pour tout k ∈ N il n'y a pasd'ation aux dates kq dans Ap ou Bp. Nous avons don que pour tout k1, k2 ∈ N,
Ap |= ϕ1U[k1q,k2q] ϕ2 ⇐⇒ Ap |= ϕ1U]k1q,k2q] ϕ2

⇐⇒ Ap |= ϕ1U[k1q,k2q[ ϕ2 ⇐⇒ Ap |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2et de même pour Bp. Sans perte de généralité nous supposons don que I =]k1q, k2q[.Dans e qui suit, nous érivons τi pour la date assoiée à la position i dans Ap, et τ ′j pourla date assoiée à la position j dans Bp.� Supposons que Ap, 0 |= ϕ, et montrons que Bp, 0 |= ϕ. Nous savons qu'il existe i > 0ave τi ∈ I, Ap, i |= ϕ2, et tel que pour tout 0 < k < i, Ap, k |= ϕ1. Nous distinguonsdeux as :� Si i ≥ 3 : nous prenons j = i − 2 ; alors τ ′j = τi, et τ ′j ∈ I. Par le lemme 7.1.7, nousavons que Bp, j |= ϕ2. Comme Ap, 1 et Ap, 2 satisfont ϕ1, e lemme assure égalementque pour tout k > 0, Bp, k |= ϕ1. Don Bp, 0 |= ϕ1UI ϕ2� Si 1 ≤ i ≤ 2 : alors τi ∈ {2− 7q
8 , 2−

5q
8 }, e qui implique k2q ≥ 2. En prenant j = i eten appliquant le lemme 7.1.7, nous obtenons que Bp, j |= ϕ2 et pour tout 0 < k < j,

Bp, k |= ϕ1. Comme j = i, nous avons τ ′j = τi +
q
2 , don τ ′j ≥ τi > k1q et τ ′j ≤ 2− q

8 ≤
2 ≤ k2p. Don Bp, 0 |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2, et en partiulier Bp, 0 |= ϕ1UI ϕ2� Réiproquement supposons que Bp, 0 |= ϕ. Alors il existe j > 0 tel que τ ′j ∈ I, Bp, j |= ϕ2,et pour tout 0 < k < j, Bp, k |= ϕ1. Nous distinguons deux as :� Si j ≥ 3 : nous prenons alors i = j + 2. Dans e as τi = τ ′j et τi ∈ I. Par lelemme 7.1.7, nous avons que Ap, i |= ϕ2. À nouveau, omme Bp, 1 et Bp, 2 satisfont
ϕ1, le lemme 7.1.7 asssure que pour tout k > 0, Ap, k |= ϕ1. Don Ap, 0 |= ϕ1UI ϕ2� Si 1 ≤ j ≤ 2 : alors τ ′j ∈ {2 − 3q

8 , 2 −
q
8}, e qui implique que k1q ≤ 2 − q. Nousprenons i = j : le lemme 7.1.7 assure que Ap, i |= ϕ2 et que pour tout 0 < k < i,

Ap, k |= ϕ1. Nous avons τi = τ ′j −
q
2 , don τi < τ ′j ≤ k2p et τi ≥ 2− 7q

8 > 2− q ≥ k1q.D'où Ap, 0 |= ϕ1U]k1q,k2q[ ϕ2, et Ap, 0 |= ϕ1UI ϕ2.
�

Comme orollaire diret de la proposition 7.1.6, nous obtenons le théorème suivant : :Théorème 7.1.9 TPTL est stritement plus expressive que MTL pour la sémantique d'a-tions.Comme la formule F≤2 (c∧⊤S b) de MITL+Past distingue également les familles (Ap)p∈Net (Bp)p∈N, nous avons le orollaire suivant :Corollaire 7.1.10 Pour la sémantique d'ations, MTL+Past et MITL+Past sont respetive-ment stritement plus expressives que MTL et MITL.122



7.1. TPTL est stritement plus expressive que MTL
Le résultat pour MITL a déjà été prouvé par des tehniques di�érentes dans [AH92b℄.À notre onnaissane, le résultat pour MTL n'était pas onnu avant. Remarquons que leorollaire 7.1.10 établit une importante di�érene entre le adre temporisé et le adre nontemporisé où il est bien onnu qu'ajouter des modalités du passé n'augmente pas l'expressivitéde LTL [Kam68, GPSS80℄.7.1.4 TPTL et MTL pour la sémantique ontinueComme nous l'avons vu, la formule utilisée pour la sémantique d'ations ne peut êtreun témoin pour la sémantique ontinue. Nous utilisons une autre formule et montrons laproposition suivante :Proposition 7.1.11 La formule de TPTL Φ = x.F (a ∧ x ≤ 1 ∧G (x ≤ 1 ⇒ ¬b)) n'a pasd'équivalent dans MTL pour la sémantique ontinue.Preuve. Soit p ∈ N∗ et q = 1

p . Quitte à augmenter la hauteur temporelle d'une formule Ψ deMTL, nous pouvons supposer que Ψ utilise uniquement des ontraintes de la forme ∼ q, ave
∼ ∈ {<,=, >}. Nous dé�nissons MTL−p,n le fragment de MTL omposé des formules utilisantuniquement des ontraintes ∼ q et dont la hauteur temporelle est au plus n.Nous onstruisons deux familles de mots temporisés vus omme des séquenes temporisées
Ap,n et Bp,n telles que :(a) Ap,n, 0 |= Φ et Bp,n, 0 6|= Φ(b) Ap,n et Bp,n ne peuvent être distingués par une formule de MTL−p,n−3.Nous dé�nissons tout d'abord Ap,n. Sur ette séquene temporisée, a est vraie exatementaux dates q

4n + α q
2n , où α ∈ N. La proposition atomique b est vraie exatement aux dates

(α+ 1) · q2 −
4q
6n , où α ∈ N.

Bp,n a exatement les mêmes a que Ap,n, alors que b est vraie dans Bp,n aux dates (α+ 1) ·
q
2 −

q
6n , où α ∈ N.Les portions entre 0 et q2 des deux séquenes temporisées sont représentées sur la �gure 7.3.Les deux séquenes temporisées sont en fait périodiques de période q

2 .
a a a a a a a a ab

q
2n

q
12n

a a a a a a a a ab

0
q
2

Ap,n

Bp,n Fig. 7.3 � Les modèles Ap,n et Bp,nLe lemme suivant est évident ar pour haque équivalene les su�xes sont les mêmes :Lemme 7.1.12 Pour tout entier stritement positif p, pour tout entier n, pour tout réel posi-tif x, et pour toute formule ϕ de MTL, en posant q = 1
p , nous avons les propriétés suivantes :

Ap,n, x |= ϕ ⇐⇒ Bp,n, x+
q

2n
|= ϕ (7.2)

Ap,n, x |= ϕ ⇐⇒ Ap,n, x+
q

2
|= ϕ (7.3)

Bp,n, x |= ϕ ⇐⇒ Bp,n, x+
q

2
|= ϕ (7.4)
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Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
Nous prouvons le lemme suivant :Lemme 7.1.13 Soit p ∈ N∗, et q = 1

p . Pour tout k ≤ n, pour toute formule ϕ ∈ MTL−p,k,pour tout x ∈ [0, q2 − (k+2)q
2(n+3)

[, pour tout α ∈ N, nous avons
Ap,n+3, α

q

2
+ x |= ϕ ⇐⇒ Bp,n+3, α

q

2
+ x |= ϕPreuve. Nous raisonnons par réurrene sur k. Pour améliorer la lisibilité nous érivons Aet B pour Ap,n+3 et Bp,n+3 respetivement et posons δ = q

2(n+3) .� Le as k = 0 est faile, ar ϕ ne peut être qu'une proposition atomique et pour toutesles dates dans l'intervalle onsidéré, A et B ont les mêmes propositions atomiques.� Supposons le résultat vrai pour k et montrons le pour k+ 1. Soit ϕ ∈ MTL−p,k+1, remar-quons que nous pouvons supposer ϕ de hauteur temporelle égale à k+1 sinon le résultatest déjà vrai par hypothèse de réurrene.� Si ϕ = ϕ1U=q ϕ2 : soit x ∈ [0, q2 − ((k + 1) + 2)δ
[ et α ∈ N, et supposons que

A, α q2 + x |= ϕ1U=q ϕ2. Alors ϕ2 est vraie à la date (α + 2) q2 + x, et ϕ1 est vraiepour toutes les dates intermédiaires. En appliquant l'hypothèse de réurrene, nousobtenons que B, (α + 2) q2 + x |= ϕ2. Nous obtenons également que B véri�e ϕ1 pourtoutes les dates entre α q2 + x et α q2 + x + δ. Par l'équation (7.2), ϕ1 est égalementvéri�ée dans B entre les dates α q2+x+δ et (α+2) q2+x. Il vient don que B, α q2+x |= ϕ.Réiproquement supposons que B, α q2 + x |= ϕ1U=q ϕ2. Par hypothèse de réurrene
A, (α+ 2) q2 + x |= ϕ2. Par l'équation (7.2), nous savons que ϕ1 est vraie dans B entre
α q2 + x et (α+ 2) q2 + x− δ. En�n, l'équation (7.3) assure que ϕ1 est également vraiedans B entre (α+ 2) q2 + x− δ et (α+ 2) q2 + x, e qui l�t e as.� Supposons que ϕ = ϕ1U<q ϕ2 : soit x ∈ [0, q2 − ((k + 1) + 2)δ

[ et α ∈ N et supposonsque A, α q2 + x |= ϕ1U<q ϕ2.� Si le témoin pour ϕ2 est entre α q2 +x et (α+1) q2 +x, en appliquant l'équation (7.2),nous obtenons que B, α q2 + x + δ |= ϕ1U< q
2
ϕ2. L'hypothèse de réurrene assureque ϕ1 est vraie dans B entre α q2 + x et α q2 + x + δ, d'où nous déduisons que

B, α q2 + x |= ϕ1U<q ϕ2.� Si le témoin est entre (α+1) q2+x et (α+2) q2+x, par l'équation (7.3), il y a égalementun témoin entre α q2 + x et (α+ 1) q2 + x et nous appliquons le as préédent.Réiproquement, supposons que B, α q2 + x |= ϕ1U<q ϕ2. Nous distinguons ii aussideux as :� Si le témoin pour ϕ2 est entre α q2 +x et α q2 +x+ δ, il su�t d'appliquer l'hypothèsede réurrene à ϕ1 et ϕ2.� Sinon il su�t d'appliquer l'équation (7.2).� En�n, supposons que ϕ = ϕ1U>q ϕ2 : soit x ∈ [0, q2 − ((k + 1) + 2)δ
[, α ∈ N, etsupposons que A, α q2 + x |= ϕ1U>q ϕ2. En appliquant l'équation (7.2) et l'hypothèsede réurrene à ϕ1, nous obtenons que B, α q2 + x |= ϕ1U>q ϕ2.Réiproquement, supposons que B, α q2 + x |= ϕ1U>q ϕ2. Si le témoin pour ϕ2 estaprès (α + 2) q2 + x + δ, il su�t d'appliquer l'équation (7.2). Sinon, l'équation (7.3)assure que nous pouvons trouver un autre témoin pour ϕ2 après (α + 2) q2 + x + δ.Cela ahève la preuve du lemme.

�
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7.2. Fragment existentiel de MTL et TPTL
En appliquant le lemme préédent ave k = n et α = x = 0, nous trouvons que touteformule de MTL−p,n ne peut distinguer Ap,n+3 et Bp,n+3. Alors la formule Φ ne peut avoird'équivalent dans MTL, ar ette formule devrait satisfaire les équations (a) et (b). Nousavons don prouvé la proposition 7.1.11. �

Nous déduisons le théorème suivant :Théorème 7.1.14 TPTL est stritement plus expressive que MTL pour la sémantique onti-nue.Remarquons que la formule x.F (a∧x ≤ 1∧G (x ≤ 1⇒ ¬b)) n'utilise pas la modalité U, donle fragment de TPTL utilisant uniquement les modalités F et G est lui aussi stritement plusexpressif que le fragment orrespondant de MTL. Ce n'est pas le as du fragment de TPTLutilisant uniquement la modalité F (voir la setion 7.2).Il est lair que la formule F=1 (¬bS a) de MTL+Past distingue les deux familles de modèles
(Ap,n)p∈N,n∈N et (Bp,n)p∈N,n∈N. La formule plus élaborée de MITL+PastF≥1 ((F−1

≥−1 ((G−1 ¬a)) ∧ ¬bS a) (7.5)distingue également es modèles : la sous-formule F−1
≥−1 (G−1 ¬a) assure qu'il y a un pointpas trop éloigné dans le passé (au plus une unité de temps) tel que a n'a jamais été vraidans le passé. Dans les deux modèles, e point est néessairement entre les dates 0 et q

4n , etF−1
≥−1 (G−1 ¬a) est vraie exatement entre les dates 0 et 1+ q

4n . Don la formule (7.5) exprimequ'il y a un point entre les dates 1 et 1 + q
4n où ¬bS a doit être véri�ée. Cette formule estsatisfaite dans Ap,n, pour tout n et p, mais n'est satisfaite pour auun Bp,n. Nous avons donle orollaire suivant :Corollaire 7.1.15 MTL+Past et MITL+Past sont respetivement stritement plus expressivesque MTL et MITL pour la sémantique ontinue.A notre onnaissane, e sont les premiers résultats d'expressivité pour des logiques tem-porisées linéaires utilisant le passé pour la sémantique ontinue.

7.2 Fragment existentiel de MTL et TPTLTPTLF est le fragment de TPTL qui utilise uniquement la modalité F (et pas la modalitéplus générale U) et restreint la négation aux propositions atomiques. Formellement, TPTLFest dé�nie omme suit :
ϕ ::= p | ¬p | ϕ1 ∨ ϕ2 | ϕ1 ∧ ϕ2 | F ϕ | x ∼ c | x.ϕoù p est une proposition atomique, x une horloge, c ∈ Q et ∼ ∈ {≤, <,=, >,≥}.Un exemple de formule de TPTLF est x.F (b ∧ F (c ∧ x ≤ 2)) (voir la sous-setion 7.1.1).De même nous dé�nissons le fragment MTLF de MTL où seule la modalité F est autorisée :

ϕ ::= p | ¬p | ϕ1 ∨ ϕ2 | ϕ1 ∧ ϕ2 | FI ϕoù p est une proposition atomique et I ∈ IQ.125



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
D'après la sous-setion 7.1.3, nous savons que pour la sémantique d'ations, TPTLF eststritement plus expressive queMTLF , ar la formule x.F (b∧F (c∧x ≤ 2)) n'a pas d'équivalentdans MTL (et don dans MTLF). Par ontre, pour la sémantique ontinue, nous avons prouvéque la formule i-dessus peut être exprimée dans MTLF (voir la sous-setion 7.1.1). Nousgénéralisons maintenant la onstrution de la sous-setion 7.1.1 et montrons que TPTLF etMTLF ont la même expressivité pour la sémantique ontinue.Théorème 7.2.1 TPTLF et MTLF ont la même expressivité pour la sémantique ontinue.Preuve. Nous supposons sans perte de généralité que toutes les ontraintes apparaissant dansdes formules de TPTLF sont des entiers. Pour toute formule de TPTLF , nous onstruisons uneformule équivalente de MTLF pour la sémantique ontinue. La onstrution se fait en sixétapes.1. Forme normale pour les formules de TPTLF.Quitte à ajouter de nouvelles horloges, nous supposons que toute ourrene d'une modalitéF est sous la portée direte d'une remise à zéro � x. �, et que toute horloge x apparaissantdans la formule est remise à zéro au plus une fois. Nous onsidérons don des formules de lalogique dé�nie par :

ϕ ::= p | ¬p | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | x ∼ c | x.F ϕ (7.6)telle que toute horloge apparaît au plus une fois dans une remise à zéro � x.F �.Nous onstruisons maintenant réursivement une forme normale pour les formules deTPTLF qui est en quelque sorte une forme normale disjontive. Nous appelons atome uneproposition atomique ou sa négation.Dé�nition 7.2.2 Une formule de TPTLF est simple si 'est un atome, une ontrainte d'hor-loges ou si elle est de la forme :
x.F ( h1∧

k=1

ak ∧

(
h2∧

k=1

xik ∼k ck

)
∧

h3∧

k=1

ϕk

)

où ak sont des atomes, xk des horloges, ∼k ∈ {≤, <,=, >,≥}, ck sont des rationnels positifs,et ϕk sont des formules simples de TPTLF xjk .F ψk.Le lemme suivant est évident en utilisant la propriété que x.F (ϕ1 ∨ ϕ2) est équivalent à
(x.F ϕ1) ∨ (x.F ϕ2).Lemme 7.2.3 Toute formule de TPTLF est équivalente à une ombinaison booléenne positivede formules simples de TPTLF .Le problème initial se ramène don à onstruire pour toute formule simple de TPTLF , uneformule équivalente de MTLF .2. Des formules simples de TPTLF aux systèmes d'inéquations diagonales.Cette étape onsiste à transformer réursivement une formule simple de TPTLF en unsystème d'inéquations, où haque sous-formule x.F ϕ est représentée par la date y à laquelle ϕest véri�ée. Cela génère des onditions entre y et les autres dates et horloges déjà onstruites.126



7.2. Fragment existentiel de MTL et TPTL
Nous dé�nissons tout d'abord les systèmes d'inéquations diagonales2 qui seront assoiésaux formules de TPTLF .Dé�nition 7.2.4 Soit X un ensemble d'horloges et Y un ensemble �ni de variables disjointde X. Un système S sur X et Y est un ouple (V,J ) où V : Y → MTLF assoie à toutevariable y ∈ Y une formule de MTLF V (y), et J est une ensemble d'inéquations (diagonales)de la forme x− x′ ∼ c ou x ∼ c où x, x′ sont des éléments de X ∪ Y , ∼ ∈ {<,≤,=,≥, >}, et

c ∈ Z est un entier relatif.Intuitivement, un tel système S représente une propriété sur les séquenes temporiséesoù les formules de MTLF données par V doivent être satisfaites aux dates satisfaisant lesontraintes données par le système d'inéquations J .Par abus de notation, si S = (V,J ) est un système sur X et Y , pour tout y ∈ Y , nousérivons S(y) pour V (y), et si e est une inéquation de J , nous notons e ∈ S.Soit S un système sur X et Y , κ une séquene temporisée, v : Y → R≥0 une valuation, et
α : X → R≥0 une interprétation des horloges de X. Nous disons que κ, v, α ⊢ S si l'interpré-tation α′ : X ∪ Y → R≥0, qui étend naturellement v et α satisfait les onditions suivantes :

∀e ∈ S, α′ |= e et ∀y ∈ Y, κ, v(y) |= S(y).La relation de satisfation est alors dé�nie par3 :
κ, t, α |= S si ∃v : Y → R≥0 tel que κ, v, α ⊢ S,

∀y ∈ Y, v(y) ≥ t et ∃y0 ∈ Y, v(y0) = t.La onjontion de deux systèmes S = (V,J ) et S ′ = (V ′,J ′), notée S ∧ S ′, est le système
(V ′′,J ∪ J ′) où V ′′ : y 7→ V (y) ∧ V ′(y).Soit ϕ une formule simple de TPTLF ave pour horloges Xϕ. Nous expliquons ommentonstruire indutivement un système Sϕ sur Xϕ et un ensemble de variables Yϕ tel que

κ, 0, α |=c ϕ ssi κ, 0, α |= Sϕ. (7.7)� Si ϕ est un atome, l'ensemble des variables Yϕ ontient une unique variable y, le systèmen'a pas d'inéquations, et S(y) = ϕ.� Si ϕ est une ontrainte x ∼ c, l'ensemble Yϕ ontient une unique variable y, le systèmea une unique inéquation y ∼ c, et S(y) = ⊤.� Nous supposons que ϕ = x.F (∧h1
k=1 ak ∧

(∧h2
k=1 xik ∼k ck

)
∧
∧h3
k=1 ϕk

), où ϕk est uneformule simple de TPTLF de la forme xjk .F ψk. Nous supposons que nous avons déjàonstruit pour tout 1 ≤ k ≤ h3, un système Sϕk sur Xϕk et Yϕk qui orrespond à ϕk dansle sens de l'équivalene (7.7). Nous onstruisons le système Sϕ omme suit. L'ensembledes variables Yϕ est ⋃h3
k=1 Yϕk ∪ {y}, où y est une variable fraîhe représentant la date àlaquelle la sous-formule ∧h1

k=1 ak ∧
(∧h2

k=1 xik ∼k ck
)
∧
∧h3
k=1 ϕk sera véri�ée. Le système

Sϕ est alors dé�ni par la onjontion suivante :
Sϕ =

∧

1≤k≤h3

Sϕk [xjk ← y] ∧

{
V : y 7→

∧h1
k=1 ak

J = {y > x} ∪ {y − xik ∼k ck | 1 ≤ k ≤ h2}où Sϕk [xjk ← y] est le système Sϕk dans lequel la variable xjk a été remplaée par y.2Nous remerions Pierre-Alain Reynier pour la tradution de e terme.3Comme le système est évalué au temps t, au moins une des variables de la valuation sera envoyée sur t.127



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
Exemple 7.2.5 Pour la formule x1.F (a ∧ x2.F (b ∧ x1 ≤ 2)), le système onstruit par latransformation indutive présentée plus haut est le suivant :

S =





V : y1 7→ a
y2 7→ b

J =





y2 − x1 ≤ 2
y2 > y1

y1 > x1



La variable x1 représente le temps initial, 'est-à-dire la date à laquelle la formule doit êtrevéri�ée.Le lemme tehnique suivant établit la orretion de la onstrution :Lemme 7.2.6 κ, t, α[x 7→ t] |= ϕ ⇐⇒ κ, t, α[x 7→ t] |= Sϕ.Preuve. Nous raisonnons par indution sur la struture de ϕ.Le as des atomes et des ontraintes d'horloges est évident. Soit ϕ une formule simplede TPTLF de la forme x.F (∧h1

k=1 ak ∧
(∧h2

k=1 xik ∼k ck
)
∧
∧h3
k=1 ϕk

) où ϕk est de la forme
xjk .F ψk.

κ, t, α[x 7→ t] |= ϕ

(1)
⇐⇒ ∃β > t tel que  κ, β |=

∧h1
k=1 ak

∀ 1 ≤ k ≤ h2, β − α[x 7→ t](xik) ∼k ck
∀ 1 ≤ k ≤ h3, (κ, β, α[x 7→ t]) |= xjk .F ψk

(2)
⇐⇒ ∃β > t tel que





κ, β |=
∧h1
k=1 ak

∀ 1 ≤ k ≤ h2, β − α[x 7→ t](xik) ∼k ck
∀ 1 ≤ k ≤ h3, ∃ vk : Yψk → [β,+∞) tel que

(κ, vk, α[x 7→ t, xjk 7→ β]) ⊢ Sxjk .F ψk(par hypothèse d'indution)
(3)
⇐⇒ ∃β > t tel que





κ, β |=
∧h1
k=1 ak

∀ 1 ≤ k ≤ h2, β − α[x 7→ t](xik) ∼k ck
∃ vk : Yψk ∪ {y} → [t,+∞) tel que vk(y) = β et

(κ, vk, α[x 7→ t, xjk 7→ β]) ⊢ Sxjk .F ψk [xjk ← y](pare que xjk est remplaé par y et la va-luation vk assoie à y la valeur β, qui est lavaleur assoiée à xjk par l'interprétation)
(4)
⇐⇒ ∃ v : Y → [t,+∞) (étendant haque vk) tel que




κ, v(y) |=
∧h1
k=1 ak

v(y)− α[x 7→ t](x) > 0
∀ 1 ≤ k ≤ h2, v(y)− α[x 7→ t](xik) ∼k ck
∀ 1 ≤ k ≤ h3,

κ, v, α[x 7→ t, xjk 7→ v(y)] ⊢ Sxjk .F ψk [xjk ← y]
(5)
⇐⇒ ∃ v : Y → [t,+∞[, tel que
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7.2. Fragment existentiel de MTL et TPTL




κ, v(y) |=
∧h1
k=1 ak

v(y)− α[x 7→ t](x) > 0
∀ 1 ≤ k ≤ h2, v(y)− α[x 7→ t](xik) ∼k ck
∀ 1 ≤ k ≤ h3, (κ, v, α[x 7→ t]) ⊢ Sxjk .F ψk [xjk ← y](pare que l'horloge xjk n'apparaît plusdans Sxjk .F ψk [xjk ← y])

(6)
⇐⇒ κ, t, α[x 7→ t] |= SϕPresque toutes les équivalenes i-dessus sont évidentes, à part l'impliation réiproque

(3)
⇐=. En e�et, vk envoie a priori Yϕk sur [t,+∞[, et pas sur [β,+∞[. Pour montrer que
vk(y

′) ≥ β pour y′ ∈ Yϕk , nous appliquons le lemme faile suivant :Lemme 7.2.7 Soit κ, v, α tel que κ, v, α[x 7→ t] ⊢ Sϕ. Alors pour tout y′ ∈ Y , v(y′) ≥ v(y).Cela ahève la preuve du lemme 7.2.6. �

3. Quelques propriétés des systèmes.Soit S un système sur Y et ψ une formule de MTLF . Nous disons que S et ψ sont équivalentssi pour toute séquene temporisée κ,
κ, 0,0 |= S ssi κ, 0 |= ψ.Notre but est don de onstruire une formule ψ de MTLF équivalente à Sϕ, où ϕ est uneformule simple de TPTLF .Nous disons que deux systèmes S = (V,J ) et S ′ = (V ′,J ′) sont équivalents si V = V ′,et J et J ′ ont les mêmes solutions. Remarquons que deux systèmes équivalents représententdes formules de TPTLF équivalentes sur les séquenes temporisées.Nous prouvons failement le lemme suivant :Lemme 7.2.8 Soient S1 = (V,J1) et S2 = (V,J2) deux systèmes. Soit S = (V,J ) un systèmetel que l'ensemble des solutions de J est l'union de l'ensemble des solutions de J1 et J2. Alors

κ, t, α |= S ⇐⇒ κ, t, α |= S1 ou κ, t, α |= S2.Grâe à e lemme, nous déduisons la propriété suivante : si ϕi est une formule de MTLFéquivalente à un système Si (pour i ∈ {1, 2}), alors ϕ1∨ϕ2 est une formule deMTLF équivalenteà S.4. Rédution à des systèmes d'inéquation diagonales bornés.Nous �xons un système S = (V,J ), en supposant que J = {xi−xj ≺i,j mi,j | i, j = 0 · · ·n}est un ensemble de ontraintes en forme normale ('est-à-dire qu'il n'est pas possible de déduiredes ontraintes plus fortes) ave x0 = 0. Nous supposons de plus (quitte à dupliquer le système,ajouter des ontraintes de la forme xi ≤ xj , et appliquer le lemme 7.2.8) que les ontraintesde J impliquent que xi−1 ≤ xi pour tout 0 < i ≤ n. Soit M la plus grande onstanteapparaissant dans J . Pour tout b : {1, · · · , n} → {≤, >}, nous dé�nissons un nouvel ensemblede ontraintes J b où les ontraintes {xi − xi−1 b(i) M | 1 ≤ i ≤ n} sont ajoutées à J . Nousprouvons les deux lemmes suivants : 129



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
Lemme 7.2.9 (ai)0≤i≤n est une solution de J si, et seulement si 'est une solution de J bpour un b : {1, · · · , n} → {≤, >}.Lemme 7.2.10 Soit b : {1, · · · , n} → {≤, >} tel que J b est onsistent ('est-à-dire J b a unesolution), et soit ≡b la relation d'équivalene sur les indies suivante :

i ≡b j ssi pour tout i ≤ k < j, b(k) = ≤.Alors J b est équivalent à
{xi − xj ≺i,j mi,j | i ≡b j} ∪ {xi − xi−1 b(i)M | 1 ≤ i ≤ n}.Ces lemmes sont une onséquene immédiate du fait que M est la plus grande onstanteapparaissant dans J , et du fait que xi−1 ≤ xi pour tout 0 < i ≤ n.Le lemme 7.2.10 est dérit par la �gure suivante :

x0

0

x1 x2

xn

... >M
z }| {

>M
z }| {

| {z }bornée | {z }bornéeSur ette �gure, tout point sur la ligne représente une variable, et une partie notée � bornée �rassemble toutes les variables dont les di�érenes sont bornées par le système d'inéquations
J b. Deux parties � bornées � sont séparées par au moins M unités de temps.D'après le lemme 7.2.9, si ψb est une formule deMTLF équivalente à Sb, alors la disjontionde tous les ψb, où b parourt l'ensemble des fontions de {1, · · · , n} → {≤, >}, est équivalenteà S. Il nous reste à expliquer omment onstruire une formule équivalente à un système Sb.Nous �xons un b : {1, · · · , n} → {≤, >}, et notons (Ii)0≤i≤p les lasses d'équivalene pour
≡b (en ordre roissant). Pour haque 0 ≤ i ≤ p, nous notons ni le plus grand indie de Ii. Noussupposons que nous onnaissons une proédure qui onstruit une formule deMTLF équivalenteaux systèmes S = (V,J ) où J implique que toutes les variables sont bornées. Nous dérironsune telle proédure à l'étape 6. i-dessous. La formule de MTLF résultante est noté Ψ(S).Nous dé�nissons les systèmes (Si)0≤i≤p par une réurrene déroissante sur i omme suit :
Si = (Vi,Ji) est un système sur {xj | j ∈ Ii} et





{
Vi(xj) = V b(xj) si i = p et j ∈ Ii, ou si j ∈ Ii \ {ni}
Vi(xni) = V b(xni) ∧ F>M Ψ(Si+1) si i 6= p

Ji = J b

|Ii
est la restrition de J b aux variables {xj | j ∈ Ii}D'après les lemmes 7.2.6 et 7.2.10, la formule ψb est équivalente à la formule Ψ(S0) dé�nieplus haut. Nous avons don réduit notre problème initial à trouver une formule de MTLFéquivalente à un système S = (V,J ) où les ontraintes de J impliquent que toutes les variablessont bornées.5. Déomposition de systèmes d'inéquations diagonales bornés.Nous �xons S = (V,J ). Nous supposons que les variables apparaissant dans J sont {xi |

0 ≤ i ≤ n}, et qu'elles sont bornées parM . Nous nous inspirons de la déomposition en régionspour les automates temporisés [AD94℄, et nous déomposons J en systèmes où les ontraintessont des régions. Intuitivement, une région spéi�e dans quel intervalle élémentaire (de la130



7.2. Fragment existentiel de MTL et TPTL
forme ]c, c + 1[ ou [c, c] pour c ≤ M) se trouve la di�érene xi − xj . Il est alors su�sant detrouver des formules de MTLF pour les systèmes SR = (VR,JR) où JR représente une régionbornée : en e�et, si ψR est une formule de MTLF équivalente au système SR = (V,JR) où JRontient toutes les ontraintes de J et toutes les ontraintes dé�nissant la région R (e quisigni�e aussi que JR orrespond à R ar R est soit inlus dans J ou disjoint de J ), alors laformule ∨R⊆J ψR est équivalente au système S (en appliquant le lemme 7.2.8).Une région R peut également être aratérisée par une valeur entière pour haque variable
xi (0 ≤ i ≤ n) et par des variables (Xi)0≤i≤p (qui forment une partition de {xi | 0 ≤ i ≤ n})telles que4� x ∈ X0 si, et seulement si 〈x〉 = 0,� x, y ∈ Xi si, et seulement si 〈x〉 = 〈y〉,� x ∈ Xi et y ∈ Xj ave i < j impliquent 〈x〉 < 〈y〉,Soit S ′ = (V ′,J ′) le système sur {Xi | 1 ≤ i ≤ p} (les Xi sont vus omme des variablesii) tel que pour tout 1 ≤ i ≤ p, V ′(Xi) =

∧
x∈Xi

F=⌊x⌋ V (x), et J ′ est le système 0 <
X1 < · · · < Xp < 1. Si ψ′ est une formule de MTLF équivalente à S ′, alors la formule(∧

x∈X0
F=⌊x⌋ V (x)

)
∧ ψ′ est équivalente au système S.

6. Formules de MTLF pour les systèmes simples.Il nous reste à montrer omment onstruire des formules de MTLF Ψ[1···p],r équivalentes auxsystèmes Sp,r = (V,Jp,r) sur {Xi | 1 ≤ i ≤ p}, où r est un rationnel et Jp,r est l'ensemble desontraintes 0 < X1 < · · · < Xp < r. Remarquons que par abus de notation nous supposonsque nous avons une unique fontion V qui est utilisée pour tous les systèmes Sp,r. Nousonstruisons indutivement des formules Ψ[h···h+k],r, qui traitent le as des variables Xh àXh+ksur l'intervalle ]0; r[. Pour k < 0, la formule est ⊤. Pour k = 0, nous avons Ψ[h],r = F<r V (Xh).Pour k + 1 variables Xh à Xh+k, Ψ[h···h+k],r est la disjontion des quatre formules Φ1 à Φ4dérites i-dessous, qui distinguent les positions possibles des variables :� s'il n'y a pas de variable dans l'intervalle ]0, r
k+1

] et que toutes les variables (Xh+i)0≤i≤ksont dans l'intervalle ] r
k+1 , r

[ :
Φ1 = Θ1 ∨ F< r

k+1
Θ1où

Θ1 = F< r
k+1

(
k∨

i=1

((F=r− ir
k+1

V (Xh+k)
)
∧Ψ[h···h+k−1],r− ir

k+1

))

La formule Φ1 distingue les di�érentes positions pour la dernière variable Xh+k : elle-iest dans l'un des intervalles [r − ir
k+1 , r −

ir
k+1

] ave 1 ≤ i < k ou ]r − ir
k+1 , r −

(i−1)r
k+1

[ave 1 ≤ i ≤ k.Remarquons que Φ1 n'exprime pas exatement la propriété i-dessus : elle ontientd'autres as, mais implique toujours que 0 < X1 < · · · < Xp < r. Cette remarques'applique également pour les trois formules suivantes.4Dans la suite, 〈x〉 représente la partie frationnaire de x, et ⌊x⌋ représente la borne inférieure de l'intervalledans lequel x se trouve (si x est dans [c, c] ou ]c, c+ 1[, alors ⌊x⌋ est c).131



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
� s'il y a 1 ≤ l ≤ k variables dans l'intervalle ]0, r

k+1

[ et k− l+1 variables dans l'intervalle
]

r
k+1 , r

[ :
Φ2 =

k∨

l=1

(
Ψ[h···h+l−1], r

k+1
∧ F= r

k+1

(
Ψ[h+l···h+k],r− r

k+1

))
.

� s'il y a 0 ≤ l ≤ k variables dans l'intervalle ]0, r
k+1

[, une variable à la date r
k+1 , et k− lvariables dans l'intervalle ] r

k+1 , r
[ :

Φ3 =
k∨

l=0

(
Ψ[h···h+l−1], r

k+1
∧ F= r

k+1

(
V (Xh+l) ∧Ψ[h+l+1···h+k],r− r

k+1

))
.

� en�n, si toutes les variables sont dans l'intervalle ]0, r
k+1

[ :
Φ4 = F< r

k+1

(
V (Xh) ∧ F< r

k+1

(
V (Xh+1) ∧ ( · · · )

))

Il est faile de montrer par indution que la formule résultante est équivalente à Sp,r. �

Exemple 7.2.11 Nous illustrons toutes les étapes de la onstrution préédente sur la for-mule :
ϕ = x.F (a ∧ x ≥ 1 ∧ F (b ∧ x ≤ 3) ∧ y.F (¬a ∧ x ≤ 3 ∧ y > 1)

)

1. La forme normale de ϕ est
x.F (a ∧ x ≥ 1 ∧ z.F (b ∧ x ≤ 3) ∧ y.F (¬a ∧ x ≤ 3 ∧ y > 1)

)

2. Le système assoié à ette formule simple de TPTLF est
J =





z0 = 0, z1 − z0 ≥ 1
z2 − z1 > 0, z2 − z0 ≤ 3
z3 − z1 > 0, z3 − z0 ≤ 3
z3 − z1 > 1





V :





z0 7→ ⊤
z1 7→ a
z2 7→ b
z3 7→ ¬a� z0 représente le temps initial, 'est-à-dire la date à laquelle la formule ϕ doit être véri�ée ;� z1 représente la date à laquelle la formule (a ∧ x ≥ 1 ∧ z.F (b ∧ x ≤ 3) ∧ y.F (¬a ∧ x ≤

3 ∧ y > 1)
) doit être véri�ée ;� z2 représente la date à laquelle la formule (b ∧ x ≤ 3) doit être véri�ée ;� z3 représente en�n la date à laquelle la formule (¬a ∧ x ≤ 3 ∧ y > 1) doit être véri�ée.De tels systèmes de ontraintes peuvent être représentés par des matries à di�érenesbornées (DBMs pour Di�erene Bound Matries) [Bou04℄. Le système d'inéquations Jpeut être représenté par la DBM suivante en forme normale :




z0 z1 z2 z3

z0 = 0 < 3 ≤ 3 ≤ 3
z1 ≤ −1 = 0 ≤ 2 ≤ 2
z2 < −1 < 0 = 0 < 2
z3 < −2 < −1 < 1 = 0
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7.2. Fragment existentiel de MTL et TPTL
4. Le système d'inéquations i-dessus présente une inertitude sur l'ordre relatif des variables

z2 et z3. Nous déomposons e système en deux sous-systèmes, un où z2 < z3, et un autreoù z3 ≤ z2. Nous ne onsidérons que le seond as dans la suite. Le système obtenu estborné, don nous n'avons pas besoin de le déomposer plus avant.5. Ce système d'inéquations représente une zone bornée, que nous déomposons en régions.Par exemple, il ontient la région dé�nie par les ontraintes :




z0 = 0 1 < z1 < 2
2 < z2 < 3 2 < z3 < 3
z2 − z1 = 1 0 < z3 − z1 < 1

0 < z2 − z3 < 1



Nous ne voulons avoir que des onstantes 0 et 1, nous déalons don le système i-dessuset obtenons :

J ′ =





z′0 = 0, 0 < z′1 < 1
0 < z′2 < 1, 0 < z′3 < 1
z′1 − z

′
2 = 0, 0 < z′1 − z

′
3 < 1

0 < z′2 − z
′
3 < 1





V ′ :





z′0 7→ ⊤
z′1 7→ F=1 a
z′2 7→ F=2 b
z′3 7→ F=2 ¬aEn posant X0 = {z′0}, X1 = {z′1, z

′
2} et X2 = {z′3}, nous obtenons le nouveau système

J ′′ = {0 = X0 < X1 < X2 < 1} V ′′ :





X0 7→ ⊤
X1 7→ F=1 a ∧ F=2 b
X2 7→ F=2 ¬a6. Nous onstruisons maintenant la formule orrespondant au as que nous avons séletionné :

Φ = Φ1 ∨ Φ2 ∨ Φ3 ∨ Φ4 ave5
Φ1 = Θ1 ∨ F<0.5 Θ1 où Θ1 = F=2.5 ¬a ∧ F<0.5 (F=1 a ∧ F=2 b)
Φ2 = F<0.5 (F=1 a ∧ F=2 b) ∧ F]2.5,3[ ¬a
Φ3 = F=0.5 (F=1 a ∧ F=2 b ∧ F]2,2.5[ ¬a) ∨ (F<0.5 (F=1 a ∧ F=2 b) ∧ F=2.5 ¬a)
Φ4 = F<0.5 (F=1 a ∧ F=2 b ∧ F]2,2.5[ ¬a)Remarquons que ette formule n'est qu'une partie de la formule de MTLF équivalente à laformule initiale ϕ.Notre onstrution de TPTLF à MTLF est exponentielle. Nous alulons tout d'abord laforme normale de la formule ϕ de TPTLF en hoisissant pour haque disjontion une dessous-formules : la forme normale est alors la disjontion de toutes les formules obtenues parde tels hoix. Cela donne un nombre exponentiel de formules dont la disjontion orrespondà ϕ, la taille de haune de es formules étant linéaire en la taille de ϕ. La rédution à dessystèmes bornés produit pour haque formule un nombre exponentiel de systèmes (dont lataille est polynomiale en elle de ϕ). Nous alulons alors pour haque système la formule deMTL orrespondante qui a une taille exponentielle en la taille du système. La formule de MTLpour ϕ est �nalement la ombinaison d'un nombre exponentiel de formules exponentielles, sataille est don simplement exponentielle.5Pour améliorer la lisibilité de et exemple, nous onsidérons que les opérateurs temporels ont une prioritésupérieure à elle de la onjontion. 133



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL
Notre onstrution donne une proédure pour tester la satisfaisabilité d'une formule deTPTLF . La satisfaisabilité de TPTL etMTL est indéidable pour la sémantique ontinue [AH89℄,alors que la satisfaisabilité de MTL est déidable mais de omplexité non primitive-réursivepour la sémantique d'ations[OW05℄. Par la onstrution i-dessus nous obtenons que :Corollaire 7.2.12 Le problème de satisfaisabilité pour TPTLF (et don MTLF) pour la sé-mantique ontinue est NP-omplet.Preuve. Si ψ est une formule de TPTLF , nous devinons pour haque disjontion de ψ unedes sous-formules, et onstruisons le système S = (V,J ) pour la nouvelle formule qui estdiretement en forme normale, nous devinons alors un ordre sur les variables qui est ohérentave les ontraintes de J , et nous résolvons �nalement un simple problème de programmationlinéaire. Le problème est don dans NP. La NP-dureté est une onséquene immédiate de ellede 3SAT. �
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Chapitre 8
Automates input-determined ontinus

Les automates temporisés sont un modèle expressif ayant un problème de vauité déi-dable ; ils ne sont néanmoins pas déterminisables ni los par omplémentaire. De e fait ilest plus di�ile d'obtenir des aratérisations logiques pour ette lasse de systèmes [Wil94℄,ar par exemple, une aratérisation par une logique monadique du seond ordre (MSO) nonrestreinte suppose la l�ture par omplémentaire. Les automates event-lok [AFH94℄ furentun des premiers pas vers l'identi�ation d'une sous-lasse des automates temporisés los pourles opérations booléennes. Ces automates ont une aratérisation logique forte en terme delogique monadique du seond ordre [RS97, D'S03℄. Les automates event-lok ont des horlogesimpliites, dont la valeur ne dépend que du mot temporisé lu et pas du hemin pris dansl'automate.Pour la sémantique d'ations, une lasse d'automates (les automates input-determined) gé-néralisant les automates event-lok a été proposée [DT04℄, permettant d'obtenir de fortes a-ratérisations logiques entre logiques temporisées et automates input-determined . Des exemplesd'opérateurs input-determined sont l'opérateur ⊳a de [AFH96℄ qui mesure le temps depuis ladernière ourrene d'une ation a, ou l'opérateur ♦a [DT04, DM05℄ rappelant l'opérateur Fde MTL, qui mesure le temps jusqu'aux prohaines ourrenes de l'ation a. Nous établissonsdans e hapitre un adre similaire pour la sémantique ontinue, nous ajoutons des invariantset des ε-transitions aux automates input-determined lassiques. Nous montrons que ette lassed'automates est déterminisable et lose pour les opérations booléennes. Tout omme les auto-mates �nis, les automates input-determined ontinus admettent une aratérisation par unelogique monadique du seond ordre (TMSOc) ; de plus le fragment du premier ordre de ettelogique (TFOc) est expressivement équivalent à une extension input-determined naturelle deLTL (TLTLc).La réursivité apparaît de manière naturelle dans les logiques temporisées dans la onstru-tion indutive des formules ; pour obtenir des aratérisations entre automates et logiquestemporisées, nous dé�nissons une version réursive des automates input-determined . Commedans le adre non-réursif, nous montrons que les automates input-determined réursifs ad-mettent une aratérisation par une logique monadique du seond ordre (re-TMSOc), ave uneéquivalene entre le fragment du premier ordre (re-TFOc) et une extension input-determinednaturelle de LTL (re-TLTLc). La logique re-TLTLc orrespond à la logique MTL+Past, quiest don expressivement équivalente à re-TFOc. Nous avons don développé un formalismelogique pour MTL+Past : les automates input-determined réursifs aratérisent re-TMSOc,et MTL+Past orrespond au fragment du premier ordre de ette logique. Nous donnerons135



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
d'autres appliations de es résultats dans le hapitre 9.
8.1 Dé�nitions8.1.1 Fontions à variation �nieSoit Σ un alphabet et soit f : [0, r] → Σ une fontion ave r ∈ T. Nous notons dur(f) ladurée de f , dans e as r. Nous disons que f est une fontion à variation �nie1 sur Σ s'il existeune suite d'intervalles I0, I1, · · · , I2n et des lettre w0, w1, · · · , w2n tels que 0 ∈ I0, Ii et Ii+1sont adjaents pour tout i, Ii est un singleton pour tout i pair, et pour tout t ∈ [0, r], f(t) = wisi t ∈ Ii. Nous disons alors que (w0, I0) · · · (w2n, I2n) est une représentation par intervalles de
f . Un mot w0w1 · · ·wn de Σ∗ est dit anonique si n est pair, et s'il n'existe pas de i pair tel que
0 < i < n et wi−1 = wi = wi+1. Une représentation par intervalles (w0, I0) · · · (w2n, I2n) de fest dite anonique si w0 · · ·w2n est anonique. Remarquons que toute fontion à variation �niea une unique représentation anonique par intervalles. Nous appelons FVF (Σ) l'ensemble desfontions à variation �nie sur Σ.Soit f ∈ FVF (Σ) et soit (w0, I0) · · · (w2n, I2n) sa représentation anonique par intervalles.La détemporisation de f , notée détemp(f), est w0w1 · · ·w2n. La détemporisation d'une fontionapture expliitement les points de disontinuités de ette fontion et les intervalles entreeux : si F ⊆ FVF (Σ), détemp(F ) = {détemp(f) | f ∈ F}. La temporisation d'un mot
w = w0w1 · · ·wn sur Σ, notée tempΣ(w) (ou simplement temp(w) quand Σ est lair dans leontexte) est dé�nie omme suit :si |w| est impair, temp(w) = ∅si |w| est pair, temp(w) = {f ∈ FVF (Σ) | (w0, I0)(w1, I1) · · · (wn, In)est une représentation par intervalles de f}Si L ⊆ Σ∗, temp(L) = {temp(w) | w ∈ L}.Exemple 8.1.1 Soit Σ = {a, b} et soit f : [0, 2]→ Σ dé�nie par :

f(x) =





a si 0 ≤ x < 1.3
b si 1.3 ≤ x < 2
a si x = 2

f est une fontion à variation �nie représentée sur la �gure suivante :
b

a

1.3 2

b

b

b

Fig. 8.1 � Fontion à variation �nie1Nous omettons Σ quand l'alphabet est lair dans le ontexte.136



8.1. Dé�nitions
Soit w = aaaabba ∈ Σ∗. La fontion f est dans temp(w) ar une représentation par inter-valles de f est (a, [0; 0])(a, ]0; 0, 5[)(a, [0, 5; 0, 5])(a, ]0, 5; 1, 3[)(b, [1, 3; 1, 3])(b, ]1, 3; 2[)(a, [2; 2]).Notons que ette représentation par intervalles n'est pas anonique (de façon intuitive, ela estdû à l'introdution �arbitraire� du point 0, 5).Nous avons que détemp(f) = aabba ar f admet pour représentation anonique par inter-valles (a, [0; 0])(a, ]0; 1, 3[)(b, [1, 3; 1, 3])(b, ]1, 3; 2[)(a, [2; 2]).8.1.2 Automates input-determined ontinusNous dé�nissons tout d'abord les opérateurs input-determined et les gardes sur es opéra-teurs.Dé�nition 8.1.2 Soit Σ un alphabet. Un opérateur input-determined sur Σ est une applia-tion partielle de (TΣ∗ × T) dans 2T qui est dé�nie pour tout ouple (σ, t) où t ∈ [0, dur(σ)].Un opérateur input-determined identi�e don un ensemble de distanes à partir d'uneposition dans un mot temporisé.Étant donné un ensemble d'opérateurs input-determined Op, nous dé�nissons l'ensembledes gardes sur Op, noté G(Op) indutivement de la manière suivante :

g ::= ⊤ | ∆I | ¬g | g ∨ g | g ∧ goù ∆ ∈ Op et I ∈ IQ. Les gardes de la forme ∆I sont dites atomiques. Étant donné un mottemporisé σ, nous dé�nissons la satisfaisabilité d'une garde g aux dates t ∈ [0, dur(σ)], etdé�nissons la relation de satisfation σ, t |= g de la manière suivante :
σ, t |= ⊤
σ, t |= ∆I si ∆(σ, t) ∩ I 6= ∅
σ, t |= ¬g si σ, t 6|= g
σ, t |= g1 ∨ g2 si σ, t |= g1 ou σ, t |= g2
σ, t |= g1 ∧ g2 si σ, t |= g1 et σ, t |= g2Exemple 8.1.3 Soit Σ un alphabet. L'opérateur ∆Q qui assoie à (σ, t) l'ensemble {1} si test rationnel et l'ensemble {0} sinon, est un opérateur input-determined.Pour a ∈ Σ, l'opérateur ♦a, inspiré de la logique MTL, qui assoie à (σ, t) l'ensemble desdistanes d telles que un a se produit au temps t+d dans σ est un opérateur input-determined.

♦a est formellement dé�ni par ♦a(σ, t) = {d ∈ T | ∃0 ≤ i ≤ |σ| − 1, σi = (a, t+ d)}.L'équivalent dans le passé de ♦a, noté ♦-a, est également un opérateur input-determined. Ilest dé�ni par ♦-a(σ, t) = {d ∈ T | ∃0 ≤ i ≤ |σ| − 1 σi = (a, t− d)}Pour a ∈ Σ, l'opérateur ⊳a input-reording, qui assoie à (σ, t) la distane de la dernièreourrene de a avant le temps t, est un opérateur input-determined. Il est dé�ni par ⊳a(σ, t) =
max(♦-a(σ, t)) si ♦-a(σ, t) 6= ∅ et par ⊳a(σ, t) = ∅ sinon.Un opérateur input-determined ∆ sur Σ est dit à variation �nie si pour tout I ∈ IQ, ettout σ ∈ TΣ∗, la fontion f∆I : [0, dur(σ)] → {0, 1} dé�nie par f∆I (t) = 1 si σ, t |= ∆I et 0sinon, est à variation �nie.Exemple 8.1.4 L'opérateur ∆Q n'est pas à variation �nie. Les opérateurs ♦a, ♦-a et ⊳a sontà variation �nie. 137



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
Nous dé�nissons maintenant la notion d'alphabet symbolique sur un ensemble d'opérateursinput-determined :Dé�nition 8.1.5 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined sur

Σ. Un alphabet symbolique sur (Σ,Op) est un alphabet partitionné Γ = Γ1 ∪Γ2, où Γ1 est unsous-ensemble �ni de (Σ ∪ {ε})× G(Op) et Γ2 un sous-ensemble �ni de G(Op).Nous dé�nissons l'ensemble des mots temporisés sur Σ assoiés à une fontion f de
FVF (Γ1∪Γ2), noté tw(f) de la manière suivante. Si détemp(f) 6∈ Γ1 ·(Γ2·Γ1)

∗, alors tw(f) = ∅.Sinon un mot temporisé σ = (w0, t0) · · · (wn, tn) est dans tw(f) si pour tout t ∈ [0, dur(f)] :� si f(t) = (a, g), pour a ∈ Σ et g ∈ G(Op), alors il existe i ∈ {0, · · · , n}, ave ti = t et
ai = a et σ, t |= g.� si f(t) = (ε, g) ou g, pour g ∈ G(Op), alors σ, t |= g et il n'existe pas de i ∈ {0, · · · , n}ave ti = t.Notons que pour tout f , tw(f) est soit vide, soit un singleton. Si E ⊆ FVF (Γ1 ∪ Γ2), tw(f)est dé�ni par ⋃f∈E tw(f).Dé�nition 8.1.6 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined sur

Σ. Un automate input-determined ontinu (AIDC ) A sur (Σ,Op) est un automate �ni aveinvariants sur un alphabet symbolique Γ = Γ1 ∪ Γ2 basé sur (Σ,Op).En tant qu'automate �ni ave invariants, A aepte un langage symbolique L∗
symb(A). Nousdé�nissons également le langage de fontions aepté par A, noté F (A) par temp(L∗

symb(A)).Le langage temporisé aepté par A est tw(F (A)), nous le notons L∗(A).Exemple 8.1.7 La �gure 8.2 représente un AIDC sur ({a, b},Op) ave Op = {♦a | a ∈ Σ}.Il reonnaît le langage Lsi (� si � signi�e sans insertion), qui aepte les mots temporisés pourlesquels pour tout instant entre deux a onséutifs, il n'y a pas de a ou de b une unité de tempsplus tard. L'automate fontionne de la façon suivante : si la dernière lettre lue est un b il setrouve dans l'état initial ; si la dernière lettre lue est un a et la prohaine à être lue un b, ilse trouve dans l'état du bas ; en�n si la dernière lettre lue est un a et la prohaine à être lueun a, il se trouve dans l'état de droite. L'invariant de e dernier état est ¬(♦[1,1]
a ∨ ♦

[1,1]
b ) etassure don qu'il n'y a pas de a ou de b une unité de temps plus tard.

⊤

⊤

¬(♦
[1,1]
a ∨ ♦

[1,1]
b

)

(ε,⊤), (b,⊤) (a,⊤)

(a,⊤)

(a,⊤)

(b,⊤)
(a,⊤)

Fig. 8.2 � Exemple d'automate input-determined ontinu
8.2 Propriétés de l�tureDans ette setion nous montrons que les automates input-determined ontinus sont lospour l'union, l'intersetion et le omplémentaire. S'il est lair que leurs langages symboliques138



8.2. Propriétés de l�ture
sont los pour les opérations booléennes, e n'est pas le as pour leurs langages temporisés :en e�et deux mots symboliques di�érents peuvent avoir des mots temporisés en ommun.Complémenter de façon symbolique un automate input-determined ontinu ne permet donpas d'obtenir le omplémentaire de son langage temporisé.Nous dé�nissons la notion d'alphabet symbolique propre : à deux mots d'un tel alphabetorrespondent des ensembles de mots temporisés distints, nous pourrons don omplémenterun automate sur un alphabet symbolique propre en omplémentant son langage symbolique.Soit G un ensemble �ni de gardes atomiques sur Op. Un alphabet symbolique propre sur
(Σ,Op) basé sur G est un alphabet partitionné Γ = Γ1∪Γ2 où Γ1 = (Σ∪{ε})×2G et Γ2 = 2G.Un mot symbolique propre est un mot sur un alphabet symbolique propre. Un mot symboliquepropre γ ∈ Γ est anonique pur si γ ∈ Γ1 · (Γ2 ·Γ1)

∗ et γ ne ontient pas de fateur de la forme
g · (ε, g) · g. Pour f ∈ FVF (Γ1 ∪ Γ2), nous dé�nissons tw(f) en interprétant g ⊆ G ommela garde ∧h∈g h ∧∧h∈G\{g} ¬h. La propriété fondamentale des mots anoniques purs est quedeux mots distints ont des mots temporisés disjoints.Exemple 8.2.1 Soit Σ = {a}, Op = {♦a} et G = {♦

[1,1]
a }. L'alphabet symbolique propre est

Γ = Γ1 ∪ Γ2 où Γ1 = (Σ ∪ {ε}) × 2G et Γ2 = 2G. Soit f1 : [0, 2] → Γ1 ∪ Γ2 telle que f1(0) =

f1(2) = (a, ∅), f1(1) = (ε, {♦
[1,1]
a }) et f1(t) = ∅ si t /∈ {0, 1, 2}. Alors tw(f1) = {(a, 0)(a, 2)}.Soit f2 : [0, 2] → Γ1 ∪ Γ2 dé�nie par f2(1) = (ε, ∅) et f2(t) = f1(t) si t 6= 1. Alors

tw(f2) = ∅. En e�et la lettre (ε, ∅) lue en 1 dans f2 impose qu'auune ontrainte de G ne doitêtre véri�ée en e point, en partiulier la garde ♦
[1,1]
a .Un automate input-determined ontinu propre A sur (Σ,Op) est un automate �ni aveinvariants sur un alphabet symbolique propre Γ basé sur (Σ,Op). Le langage d'un auto-mate input-determined ontinu propre est dé�ni omme pour un automate input-determinedontinu. Un AIDC propre est dit anonique pur si son langage symbolique ne ontient quedes mots anoniques purs.Nous montrons maintenant que tout AIDC est équivalent à un AIDC anonique pur.Lemme 8.2.2 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined à varia-tion �nie. Les AIDC sur (Σ,Op) et les AIDC propres sur (Σ,Op) dé�nissent la même lassede langages temporisés.Preuve. Soit A un AIDC sur un alphabet symbolique propre Γ = Γ1∪Γ2 basé sur un ensemble�ni de gardes atomiques G. Nous obtenons un AIDC à partir de A en remplaçant tout g ∈ Gpar ∧h∈g h ∧

∧
h∈G\{g} ¬h.Réiproquement, soit Γ = Γ1 ∪ Γ2 un alphabet symbolique, et soit G l'ensemble desgardes atomiques utilisées dans Γ. Nous montrons maintenant que pour tout AIDC A =

(Γ, Q, i, δ, F, l) il existe un AIDC propre A′ tel que L∗(A) = L∗(A′).Soit Γ′ = Γ′
1 ∪Γ′

2 l'alphabet symbolique propre sur (Σ,Op) basé sur G. Nous onstruisons
A′ = (Γ, Q′, i′, δ′, F ′, l′) basé sur Γ′ = Γ′

1 ∪ Γ′
2 omme suit :� Q′ = {i′} ∪ {(q, g) | q ∈ Q, g ⊆ G, g ⇒ l(q)}� δ′ = {(i′, (c, g1), (q, g2)) | (i, (c, g), q) ∈ δ, g1 ⇒ g} ∪

{((p, g1), (c, g2), (q, g3)) | (p, (c, g), q) ∈ δ, g2 ⇒ g} ∪
{((p, g1), (ε, g2), (p, g3)) | g2 ⇒ l(p)}� F ′ = {(f, g) ∈ Q′ | f ∈ F}� l′(s′) = ⊤ et l′((q, g)) = g. 139



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
Cette onstrution onsiste à dupliquer tout état p ∈ Q en fontion de toutes les gardessymboliques propres qui satisfont l(p). Par exemple si G = {g1, g2} et l(p) = g1, A′ ontiendrales états (p, {g1, g2}) et (p, {g1}). L'état (p, {g1, g2}) signi�e que A se trouve dans p et que g1et g2 sont véri�ées ; et l'état (p, {g1}) signi�e que A se trouve dans p et que g1 est véri�ée maispas g2 (ar la garde symbolique propre {g1} signi�e g1 ∧¬g2). Remarquons qu'il peut y avoirune transition spontanée de (p, {g1, g2}) à (p, {g1}) si la garde g1 est véri�ée. �

Lemme 8.2.3 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined à varia-tion �nie. Les AIDC sur (Σ,Op) propres et les AIDC anoniques purs sur (Σ,Op) dé�nissentla même lasse de langages temporisés.Preuve. Un AIDC anonique pur est un AIDC propre don l'impliation réiproque esttriviale.Soit A un AIDC propre sur Γ = Γ1 ∪ Γ2 basé sur G. Nous allons onstruire un AIDCanonique pur A′ sur Γ tel que L∗(A) = L∗(A′).Soit A = (Γ, Q, i, δ, F, l). Nous dé�nissons tout d'abord la relation δ∗ε qui orrespondintuitivement à la fermeture transitive par ε-transition pour un automate �ni ave invariants,'est-à-dire qu'il faut que tout au long du hemin le même invariant soit véri�é.
δ∗ε est la plus petite relation inluse dans Q×Q telle que� pour tout q ∈ Q, (q, q) ∈ δ∗ε� pour tout q, r, t ∈ Q, pour tout g ∈ G tels que l(q) = l(r) = l(t) = g, si (q, (ε, g), r) ∈ δet (r, t) ∈ δ∗ε alors (q, t) ∈ δ∗εNous onstruisons maintenant l'automate A1 omme la fermeture arrière par δ∗ε , 'est-à-dire A1 = (Γ, Q, i, δ1, F1, l) où :� pour tout q, r ∈ Q, pour tout γ ∈ Γ2, (q, γ, r) ∈ δ1 si, et seulement s'il existe t ∈ Q telque (q, t) ∈ δ∗ε et (t, γ, r) ∈ δ ; et si l(q) 6= l(r) alors γ /∈ {ε} ×G� F1 = {q ∈ Q | ∃r ∈ F (q, r) ∈ δ∗ε}L'automate A′ est obtenu en retirant toutes les transitions (q, (ε, g), r) telles que l(q) =

l(r) = g ; ette opération ne hange pas le langage temporisé puisque nous avons fermé A1par δ∗ε . Nous avons don que A′ est anonique pur et reonnaît L∗(A). �

Proposition 8.2.4 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined àvariation �nie. Les AIDC sur (Σ,Op) et les AIDC anoniques purs sur (Σ,Op) dé�nissentla même lasse de langages temporisés.Preuve. C'est une onséquene immédiate des lemmes 8.2.2 et 8.2.3. �

Théorème 8.2.5 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined àvariation �nie. La lasse des AIDC sur (Σ,Op) est lose par union, intersetion et omplé-mentaire.Preuve. La l�ture par union est évidente ar il su�t de faire l'union des langages symboliques.Pour la l�ture par omplémentaire, d'après la proposition 8.2.4 il su�t de montrer que les140



8.3. Logique monadique du seond ordre en temps ontinu
AIDC anoniques purs sont los par omplémentaire. Soit A un AIDC anonique pur sur Γ =
Γ1 ∪ Γ2. Comme deux mots anoniques purs distints ont des langages de fontions disjoints,nous avons que L∗(A)c = tw(temp(L∗

symb(A)))c = tw(temp(L∗
symb(A)c)). Or L∗

symb(A)c est unsous-ensemble régulier de Γ1 · (Γ2 · Γ1)
∗, il est don reonnu par un AIDC propre.L'intersetion peut être obtenue à partir de l'union et du omplémentaire. Il est égalementpossible de onstruire un automate reonnaissant l'intersetion de deux AIDC anoniquespurs omme à partir de l'automate intersetion. �

8.3 Logique monadique du seond ordre en temps ontinuDans ette setion, nous interprétons la logique monadique du seond ordre de Bühi surdes fontions à variation �nie et montrons que la détemporisation d'un langage de fontionsdé�nissable dans la logique est régulier. Ce résultat nous sera utile ultérieurement dans l'étudedes AIDC .Nous rappelons que pour un alphabet Σ, la logique monadique du seond ordre de Bühi(voir par exemple [GThW02℄), que nous noterons MSOc(Σ) est dé�nie omme suit :
ϕ ::= Qa(x) | x ∈ X | x < y | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃xϕ | ∃Xϕoù a ∈ Σ, x et y sont des variables du premier ordre, et X est une variable du seond ordre.Nous utiliserons omme onvention que les lettres minusules orrespondent à des variablesdu premier ordre, et les lettres majusules à des variables du seond ordre.Nous interprétons une formule de la logique sur une fontion à variation �nie f ∈ FVF (Σ),ave une interprétation I par rapport à f , qui assoie pour toute variable du premier ordre xune valeur dans [0, dur(f)], et pour toute variable du seond ordre X un sous-ensemble �nide [0, dur(f)]. Si A et B sont des sous-ensembles de T, nous utilisons la notation A ⊆fini B si

A est un sous-ensemble �ni de B.Pour une interprétation I, nous utilisons la notation I[x 7→ t] pour l'interprétation quienvoie x sur t et est identique à I pour toutes les autres variables. De même I[X 7→ B] estl'interprétation qui envoie X sur B et est identique à I pour toutes les autres variables.Nous dé�nissons la sémantique de MSOc(Σ) : soit une formule ϕ ∈ MSOc(Σ), f ∈ FVF (Σ)et I une interprétation par rapport à f des variables libres de ϕ, la relation f, I |= ϕ est dé�nieindutivement omme suit :
f, I |= Qa(x) si f(I(x)) = a
f, I |= x ∈ X si I(x) ∈ I(X)
f, I |= x < y si I(x) < I(y)
f, I |= ¬ϕ si f, I 6|= ϕ
f, I |= ϕ1 ∨ ϕ2 si f, I |= ϕ1 ou f, I |= ϕ2

f, I |= ∃xϕ si ∃t ∈ [0, dur(f)], f, I[x 7→ t] |= ϕ
f, I |= ∃Xϕ si ∃B ⊆fini [0, dur(f)], f, I[X 7→ B] |= ϕPour un énoné, 'est-à-dire une formule sans variable libre, l'interprétation ne joue pasde r�le. Nous dé�nissons don le langage d'un énoné ϕ par F (ϕ) = {f ∈ FVF (Σ) | f |= ϕ}.Le théorème suivant fait le lien entre les automates �nis et MSOc. Notons que e résultata été prouvé en utilisant des tehniques di�érentes par Rabinovih dans [Rab02℄.141
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Théorème 8.3.1 Soit ϕ un énoné de MSOc(Σ), il existe un automate �ni Aϕ tel que F (ϕ) =
temp(L∗

symb(Aϕ)).Dans le reste de ette setion, nous présentons une preuve de e théorème. Nous repré-sentons les modèles des formules qui ont des variables libres omme des fontions sur unalphabet étendu. Nous ordonnons l'ensemble des variables : soient x1, x2, · · · les variables dupremier ordre et X1, X2, · · · les variables du seond ordre. Soit ϕ un formule ave des va-riables libres dans E = {xi1 , xi2 , · · · , xim} et F = {Xj1 , Xj2 , · · · , Xjn} où i1 < i2 < · · · < imet j1 < j2 < · · · < jn. Nous représentons une fontion f et une interprétation I omme unefontion fE,FI : [0, dur(f)]→ Σ×{0, 1}m+n dé�nie par fE,FI (t) = (f(t), b1, · · · , bm, c1, · · · , cn)où bk = 1 si I(xik) = t et ck = 1 si t ∈ I(Xjk). Une telle fontion est appelée (E,F )-modèle.L'ensemble des (E,F )-modèles de ϕ, noté ME,F (ϕ) est l'ensemble des fontions fE,FI tellesque f, I |= ϕ.Nous prouvons le lemme suivant qui nous aidera dans la onstrution de Aϕ :Lemme 8.3.2 Soit Σ un alphabet et ϕ une formule de MSOc(Σ) ave des variables libresinluses dans E = {xi1 , xi2 , · · · , xim} et F = {Xj1 , Xj2 , · · · , Xjn}. Soient E′ et F ′ des sous-ensembles de variables du premier et du seond ordre qui ontiennent E et F respetivement.Soit A un automate �ni reonnaissant détemp(ME,F (ϕ)). Alors il existe un automate A′reonnaissant détemp(ME′,F ′
(ϕ)).Remarquons tout d'abord que pour tout E,F il existe un automate �ni AE,Fcanon qui re-onnaît l'ensemble des mots anoniques sur Σ × {0, 1}|E|+|F | et un automate �ni AE,Fvalid quireonnaît l'ensemble des mots sur Σ×{0, 1}|E|+|F | qui pour toute variable du premier ordre de

E ont un unique 1 dans la omposante orrespondante, et tel que e 1 apparaisse en positionpaire.Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit A1 un automate �ni reonnaissant les mots de longueurimpaire de L∗
symb(A). Soit A2 = (Σ, Q2, I2, δ2, F2) l'automate reonnaissant {a0b

k1
1 a1 · · · b

kl
l al |

a0b1a1 · · · blal ∈ L
∗(A1) et ∀ 1 ≤ i ≤ l ki est impair}. A2 orrespond à déanoniser les motsde A1 (dans le but de pouvoir insérer de nouveaux points où I vaut 1 quand on onstruira

A′), 'est-à-dire répliquer les parties ontinues un nombre impair de fois.Nous onstruisons ensuite l'automate A3 = (Σ × {0, 1}|E
′|+|F ′|, Q2, I2, δ3, F2) à partir de

A2 en remplaçant haque transition de A2 par toutes ses extensions possibles : si q, q′ ∈ Q2,
a ∈ Σ, v ∈ {0, 1}|E′|+|F ′|, (q, (a, v), q′) ∈ δ3 si, et seulement si (q, a, q′) ∈ δ2.Soit A′ l'intersetion de A3 ave AE′,F ′

canon et AE′,F ′

valid ; nous avons alors que le langage reonnupar A′ est détemp(ME′,F ′
(ϕ)). �

Soit ϕ une formule de MSOc(Σ), nous onstruisons indutivement un automate AE,Fϕ où Eet F sont préisément les variables libres de ϕ, dont le langage symbolique est détemp(ME,F (ϕ)).1. ϕ = Qa(x) : l'automate A{x},∅
ϕ est l'intersetion de A{x},∅

canon , A{x},∅
valid et l'automate suivant(le symbole − orrespondant à n'importe quel symbole pouvant se trouver en etteposition) :

(−,−) (−,−)

(a, 1)

142
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2. ϕ = x < y : l'automate A{x,y},∅
ϕ est l'intersetion de A{x,y},∅

canon , A{x,y},∅
valid et l'automatesuivant :

(−,−,−) (−,−,−) (−,−,−)

(−, 1, 0) (−, 0, 1)

3. ϕ = x ∈ X : l'automate A{x},{X}
ϕ est l'intersetion de A{x},{X}

canon , A{x},{X}
valid et l'automatesuivant :

(−,−,−) (−,−,−)

(−, 1, 1)

4. ϕ = ¬η : soit E et F les variables libres de η. AE,Fϕ est l'intersetion de AE,Fcanon , AE,Fvalidet de l'automate omplémentaire de AE,Fη .5. ϕ = η ∨ψ : soit (Eη, Fη) les variables libres de η, (Eψ, Fψ) les variables libres de ψ. Soit
E = Eη ∪Eψ et F = Fη ∪ Fψ. Par hypothèse d'indution, il existe un automate AEη ,Fηηreonnaissant détemp(MEη ,Fη(η)). Par le lemme 8.3.2, il existe un automate AE,Fη re-onnaissant détemp(ME,F (η)). De même pour ψ. AE,Fϕ est l'union de AE,Fη et AE,Fψ .6. ϕ = ∃xη : soit (Eη, Fη) les variables libres de η. Soit E = Eη\{x} et F = Fη. Parhypothèse d'indution, il existe un automate AEη ,Fηη pour η.Nous projetons tout d'abord la omposante en x des étiquettes des transitions de AEη ,Fηη ,soit A1 l'automate obtenu. Soit A2 l'automate reonnaissant le langage {a0b1a1 · · · blal |
a0b

k1
1 a1 · · · b

kl
l al ∈ L∗(A1) et ∀1 ≤ i ≤ l ki est impair} 2. AE,Fϕ est l'intersetion de

AE,Fcanon , AE,Fvalid et A2.7. ϕ = ∃Xη : e as est similaire au préédent.Nous pouvons ahever la preuve du théorème 8.3.1 : si ϕ est lose nous avons que F (ϕ) =

temp(L∗
symb(A

∅,∅
ϕ )).

�

8.4 Une aratérisation logique des AIDCDans ette setion, nous donnons une aratérisation logique des AIDC par une logiquemonadique du seond ordre paramétrée par un ensemble d'opérateurs input-determined . Soit
Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined sur Σ. Nous dé�nissons la2Cette deuxième étape onsiste à anoniser le langage de A1, en e�et l'endroit où la variable x était vraiea pû réer une disontinuité qui n'en est plus une après projetion. Par exemple si Eη = {x} et Fη = ∅, lemot (a, 0)(a, 1)(a, 0) sera projeté en aaa, qui n'est pas un mot anonique. L'étape de anonisation onsiste àtransformer aaa en a. 143



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
syntaxe de la logique monadique du seond ordre temporisée sur (Σ,Op), notée TMSOc(Σ,Op).Les formules de TMSOc(Σ,Op) sont dé�nies indutivement omme suit :

ϕ ::= Qa(x) | ∆
I(x) | x ∈ X | x < y | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃xϕ | ∃Xϕ

où a ∈ Σ, ∆ ∈ Op, I ∈ IQ, x et y sont des variables du premier ordre et X est une variabledu seond ordre.Nous interprétons ette logique sur des mots temporisés de TΣ∗. Soit ϕ une formule deTMSOc(Σ,Op), soit σ = (a1, t1) · · · (an, tn) un mot temporisé de TΣ∗, et soit I une interpré-tation des variables libres de ϕ par rapport à σ, qui envoie une variable du premier ordre xsur t ∈ [0, dur(σ)] et une variable du seond ordre X sur B ⊆fini [0, dur(σ)], nous dé�nissonsla relation σ, I |= ϕ indutivement omme suit :
σ, I |= Qa(x) si ∃1 ≤ i ≤ n, ai = a, ti = I(x)
σ, I |= ∆I(x) si ∆(σ, I(x)) ∩ I 6= ∅
σ, I |= x ∈ X si I(x) ∈ I(X)
σ, I |= x < y si I(x) < I(y)
σ, I |= ¬ϕ si σ, I 6|= ϕ
σ, I |= ϕ1 ∨ ϕ2 si σ, I |= ϕ1 ou σ, I |= ϕ2

σ, I |= ∃xϕ si ∃t ∈ [0, dur(σ)], σ, I[x 7→ t] |= ϕ
σ, I |= ∃Xϕ si ∃B ⊆fini [0, dur(σ)] : σ, I[X 7→ B] |= ϕPour un énoné ϕ de TMSOc(Σ,Op), nous dé�nissons le langage temporisé de ϕ omme

L∗(ϕ) = {σ ∈ TΣ∗ | σ |= ϕ}. Nous montrons maintenant que TMSOc aratérise les AIDC .Théorème 8.4.1 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined àvariation �nie basés sur Σ. Soit L ⊆ TΣ∗. L est reonnu par un AIDC sur (Σ,Op) si, etseulement si L est dé�nissable par un énoné de TMSOc(Σ,Op).Preuve. Nous onsarons le reste de ette setion à la preuve de e théorème.Impliation direte. Nous montrons que tout langage dé�nissable par un AIDC propre sur
(Σ,Op) est dé�nissable par un énoné de TMSOc(Σ,Op).Soit A = (Γ, Q, i, δ, F, l) un AIDC sur (Σ,Op). Nous onstruisons une formule ϕA telleque L∗(A) = L∗(ϕA). Comme dans la preuve du théorème de Bühi, ette formule véri�el'existene d'une exéution aeptante de A sur un mot temporisé. Soit δ = {e1, · · · , em}l'ensemble des transitions de A.Nous dé�nissons l'ensemble consec ⊆ δ × δ, où (e, e′) ∈ consec si, et seulement s'il existe
q ∈ Q tel que e = (p, γ, q) et e′ = (q, γ′, r). Nous dé�nissons des abréviations qui nous aideronsdans la onstrution de la formule ϕA :� premier(x) = ¬∃y(y < x),� dernier(x) = ¬∃y(x < y),� suivant(x, y,X) = x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ ¬∃w(x < w ∧ w < y ∧ w ∈ X), et� entre(x, y, z) = x < y ∧ y < z.Nous utilisons action(x) pour ∨a∈ΣQa(x). Étant donné une garde g sur Op, nous utilise-rons la notation g(x) pour dénoter la formule de TMSOc obtenue en remplaçant tout ∆I de gpar ∆I(x). 144



8.4. Une aratérisation logique des AIDC

Les variables du seond ordre Xe1 , · · · , Xem sont utilisées pour apturer les points du mottemporisé orrespondant aux transitions e1, · · · , em respetivement. X représente l'union de
Xe1 , · · · , Xem .

ϕA est alors dé�nie par :
∃X∃Xe1 · · · ∃Xem(ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 ∧ ϕ4 ∧ ϕ5 ∧ ϕ6 ∧ ϕ7 ∧ ϕ8) où :1. ϕ1 signi�e que X est l'union de Xe1 , · · · , Xem :

∀x(
∨

e∈δ

x ∈ Xe ⇔ x ∈ X).

2. ϕ2 signi�e que les ensembles Xe1 , · · · , Xem sont disjoints :
∀x

∧

i,j∈{1,··· ,m},i6=j

(x ∈ Xei ⇒ x 6∈ Xej ).

3. ϕ3 assure qu'il y a une transition partant de l'état initial au temps 0 :
∀x(premier(x) ⇒

∨

(i,γ,q)∈δ

x ∈ X(i,γ,q)).

4. ϕ4 signi�e que la derniére ation du mot temporisé orrespond à une transition arrivantdans un état �nal :
∀x(dernier(x) ⇒

∨

(q,γ,f)∈δ,f∈F

x ∈ X(q,γ,f)).

5. ϕ5 assure que deux points onséutifs de X appartiennent à deux transitions onséu-tives :
∀x∀y(suivant(x, y,X) ⇒

∨

e,e′∈consec

(x ∈ Xe ∧ y ∈ Xe′)).

6. ϕ6 assure que si un point du mot temporisé orrespond à une transition étiquetée (a, g)où a ∈ Σ, alors le mot temporisé en e point ontient la lettre a et satisfait la garde g :
∀x

∧

(p,(a,g),q)∈δ

(x ∈ X(p,(a,g),q) ⇒ (Qa(x) ∧ g(x))).

7. ϕ7 assure que si un point du mot temporisé orrespond à une transition étiquetée (ε, g),alors le mot temporisé en e point ne ontient auune ation et satisfait la garde g :
∀x

∧

(p,(ε,g),q)∈δ

(x ∈ X(p,(ε,g),q) ⇒ (¬action(x) ∧ g(x))).

8. ϕ8 signi�e que tout point situé entre deux points orrespondant à deux transitions onsé-utives ne ontient auune ation et satisfait la garde de l'état orrespondant :
∀x∀y∀z

(
(suivant(y, z,X) ∧ entre(y, x, z)) ⇒

(
∧

(p,a,q)∈δ

(y ∈ X(p,a,q) ⇒ (¬action(x) ∧ [l(q)](x))))
)
.
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Finalement nous avons que L∗(A) = L∗(ϕA).Impliation réiproque. Nous transformons une formule de TMSOc en une formule deMSOcet utilisons le théorème 8.3.1 pour obtenir un automate �ni sur Γ.Soit σ = (a0, t0)(a1, t1) · · · (an, tn) ∈ TΣ∗ et G un ensemble �ni de gardes atomiques sur

Op. Nous dé�nissons la fontion fGσ : [0, dur(σ)] → 2G telle que pour tout t ∈ [0, dur(σ)],
fGσ (t) = {h | h ∈ G, σ, t |= h}.Soit (g0, I0)(g1, I1) · · · (g2m, I2m) la représentation anonique par intervalles de fGσ . Soit
Γ = Γ1∪Γ2 l'alphabet symbolique propre sur (Σ,Op) basé sur G. Nous dé�nissons la fontion
fΓ
σ : [0, dur(σ)] → Γ omme suit. Soit t ∈ [0, dur(σ)] et soit t ∈ Ij . Si t = ti pour 1 ≤ i ≤ n,alors fΓ

σ (t) = (ai, gj), sinon fΓ
σ (t) = (ε, gj) si j est pair, et fΓ

σ (t) = gj si j est impair. Notonsque σ ∈ tw(fΓ
σ ).Soit ϕ ∈ TMSOc(Σ,Op) et soit G = {∆I | ∆I(x) est une sous-formule de ϕ}. Soit Γ =

Γ1 ∪ Γ2 l'alphabet symbolique propre sur (Σ,Op) basé sur G.Nous dé�nissons maintenant la transformation tmso-mso, qui assoie à une formule deTMSOc(Σ,Op) une formule ϕ de MSOc(Γ). tmso-mso est dé�nie indutivement omme suit :
tmso-mso(Qa(x)) =

∨
(a,g)∈ΓQ(a,g)(x)

tmso-mso(∆I(x)) =
∨

(c,g)∈Γ,∆I∈gQ(c,g)(x) ∨
∨
g∈Γ,∆I∈g Qg(x)

tmso-mso(x ∈ X) = x ∈ X
tmso-mso(x < y) = x < y
tmso-mso(¬ψ) = ¬tmso-mso(ψ)
tmso-mso(η ∨ ψ) = tmso-mso(η) ∨ tmso-mso(ψ)
tmso-mso(∃xψ) = ∃x tmso-mso(ψ)
tmso-mso(∃X ψ) = ∃X tmso-mso(ψ)Le lemme suivant se prouve failement par indution sur la struture de ϕ :Lemme 8.4.2 Soit σ ∈ TΣ∗ et soit I une interprétation des variables libres de ϕ par rapport à

σ. Soit f ∈ FVF (Γ) telle que σ ∈ tw(f). Alors σ, I |= ϕ si, et seulement si f, I |= tmso-mso(ϕ).Proposition 8.4.3 Soit ϕ un énoné de TMSOc(Σ,Op). Alors L∗(ϕ) = tw(F (tmso-mso(ϕ))).Preuve.[Preuve de la proposition℄ Soit tmso-mso(ϕ) = ϕ̃. Supposons que σ ∈ tw(F (ϕ̃)).Alors il existe f telle que σ ∈ tw(f) et f ∈ F (ϕ̃). Nous avons que f |= ϕ̃, e qui implique que
σ |= ϕ par le lemme 8.4.2. Par onséquent σ ∈ L∗(ϕ).Supposons que σ ∈ L∗(ϕ). σ |= ϕ, et omme σ ∈ tw(fΓ

σ ), fΓ
σ |= ϕ̃. Don fΓ

σ ∈ F (ϕ̃). D'où,
σ ∈ tw(F (ϕ̃)). �

Nous pouvons maintenant �nir la preuve de l'impliation réiproque du théorème 8.4.1 ensuivant le diagramme i-dessous :TMSOc − ϕ
MSOc − ϕ̃ AF −Aϕ̃

AIDC −A′

Par la proposition 8.4.3, L∗(ϕ) = tw(F (ϕ̃)), où ϕ̃ = tmso-mso(ϕ). Par le théorème 8.3.1il existe un automate �ni Aϕ̃ tel que temp(L∗
symb(Aϕ̃)) = F (ϕ̃). Nous avons don L∗(ϕ) =146



8.5. Logique de temps linéaire temporisée
tw(temp(L∗

symb(Aϕ̃))). Nous pouvons supposer que L∗
symb(Aϕ̃) ⊆ Γ1 · (Γ2 · Γ1)

∗ ar les motsn'appartenant pas à Γ1 · (Γ2 · Γ1)
∗ ne génèrent auun mot temporisé. Nous pouvons dondonner un AIDC A′ tel que L∗

symb(A
′) = L∗

symb(Aϕ̃). Nous avons que L∗(ϕ) = L∗(A′).Cei ahève la preuve du théorème 8.4.1.
�

8.5 Logique de temps linéaire temporiséeLa logique LTL est expressivement équivalente à la logique du premier ordre [GPSS80℄.Dans ette setion nous montrons un résultat analogue pour une logique de temps linéairebasée sur un ensemble d'opérateurs input-determined .Cette logique, appelée TLTLc(Σ,Op), est paramétrée par un alphabet Σ et un ensembled'opérateurs input-determined Op sur Σ.Les formules de TLTLc sont données par :
ϕ ::= a | ∆I | ϕU ϕ | ϕS ϕ | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕoù a ∈ Σ, ∆ ∈ Op et I ∈ IQ. Nous interprétons les formules de TLTLc(Σ,Op) sur les mots tem-porisés sur Σ. Soit ϕ une formule de TLTLc(Σ,Op). Soit σ ∈ TΣ∗, ave σ = (a1, t1) · · · (an, tn),et soit t ∈ [0, dur(σ)]. Alors la relation σ, t |= ϕ est dé�nie indutivement omme suit :

σ, t |= a si ∃i ∈ N, ai = a et ti = t
σ, t |= ∆I si ∆(σ, t) ∩ I 6= ∅
σ, t |= ϕU ψ si ∃t < t′ ≤ dur(σ), σ, t′ |= ψ, et ∀t < t′′ < t′, σ, t′′ |= ϕ ∨ ψ
σ, t |= ϕS ψ si ∃0 ≤ t′ < t, σ, t′ |= ψ, et ∀t′ < t′′ < t, σ, t′′ |= ϕ ∨ ψ
σ, t |= ¬ϕ si σ, t 6|= ϕ
σ, t |= (ϕ ∨ ψ) si σ, t |= ϕ ou σ, t |= ψ.Le langage temporisé dé�ni par une formule ϕ de TLTLc(Σ,Op) est donné par L∗(ϕ) = {σ ∈

TΣ∗ | σ, 0 |= ϕ}.Nous montrons que TLTLc est expressivement équivalente au fragment du premier ordrede TMSOc. Nous notons TFOc(Σ,Op) le fragment du premier ordre de TMSOc(Σ,Op) ('est-à-dire le fragment obtenu en retirant la quanti�ation sur les variables du seond ordre). Leslogiques TLTLc et TFOc sont expressivement équivalentes dans le sens suivant :Théorème 8.5.1 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined àvariation �nie sur Σ. Un langage temporisé L ⊆ TΣ∗ est dé�nissable par une formule deTLTLc(Σ,Op) si, et seulement s'il est dé�nissable par un énoné de TFOc(Σ,Op).Preuve.Impliation direte. Soit ϕ une formule de TLTLc(Σ,Op), nous pouvons lui assoier uneformule ϕ′ de TFOc(Σ,Op) ave une unique variable libre du premier ordre x telle que σ, t |= ϕsi, et seulement si σ, [x 7→ t] |= ϕ′. La onstrution de ϕ′ se fait indutivement de la manièresuivante :� pour les formules atomiques a et ∆I , nous prenons ϕ′ égale à Qa(x) et ∆I(x) respeti-vement, 147



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
� pour l'hypothèse d'indution, en supposant que nous avons déjà traduit ϕ et ψ en ϕ′et ψ′ respetivement. Nous prenons deux variables fraîhes y et z, et nous traduisons
ϕU ψ en

∃y(x < y ∧ ψ′[x 7→ y] ∧ ∀z((x < z ∧ z < y) ⇒ (ϕ′[x 7→ z] ∨ ψ′[x 7→ z))),� la tradution de S est similaire.Nous avons que si ϕ′ est la tradution de ϕ alors σ, t |= ϕ si, et seulement si σ, [x 7→ t] |= ϕ′. Paronséquent σ, 0 |= ϕ si, et seulement si σ satisfait l'énoné ϕ′′ donné par ∀x(premier(x) ⇒ ϕ′).Il vient que L∗(ϕ) = L∗(ϕ′′).Impliation réiproque. Pour ette diretion nous utilisons le théorème de Kamp pour lalogique lassique LTLc [Kam68℄.Nous rappelons que la syntaxe de LTLc(Σ) est donnée par :
ϕ ::= a | ϕU ϕ | ϕS ϕ | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕoù a ∈ Σ.Cette logique est interprétée sur les fontions f ∈ FVF (Σ). Soit t ∈ [0, dur(f)] et ϕ ∈LTLc(Σ), la relation f, t |= ϕ est dé�nie indutivement omme suit :

f, t |= a si f(t) = a
f, t |= ϕU ψ si ∃t < t′ ≤ dur(f), f, t′ |= ψ, et ∀t < t′′ < t′, f, t′′ |= ϕ ∨ ψ
f, t |= ϕS ψ si ∃0 ≤ t′ < t, f, t′ |= ψ, et ∀t′ < t′′ < t, f, t′′ |= ϕ ∨ ψ
f, t |= ¬ϕ si f, t 6|= ϕ
f, t |= ϕ ∨ ψ si f, t |= ϕ ou f, t |= ψLe langage dé�ni par une formule ϕ de LTLc(Σ) est F (ϕ) = {f ∈ FVF (Σ) | f, 0 |= ϕ}. Nousnotons FOc(Σ) le fragment du premier ordre de MSOc(Σ). Alors le résultat de Kamp [Kam68℄est le suivant :Théorème 8.5.2 ([Kam68℄) Soit Σ un alphabet. La logique LTLc(Σ) est expressivementéquivalente à FOc(Σ).Soit ϕ un énoné de TFOc(Σ,Op). Soit Γ = Γ1 ∪ Γ2 un alphabet symbolique propre sur

(Σ,Op) basé sur G = {∆I | ∆I(x) est une sous-formule de ϕ}. Soit σ ∈ TΣ∗, la fontion
tmso-mso transforme une formule de TFOc(Σ,Op) en une formule de FOc(Γ). D'après lelemme 8.4.2, nous avons que fΓ

σ |= tmso-mso(ϕ) si, et seulement si σ |= ϕ.Soit ϕ̃ = tmso-mso(ϕ). Par le résultat de Kamp, il existe une fontion fo-ltl qui transformeune formule de FOc(Γ) en une formule équivalente de LTLc(Γ). D'où F (ϕ̃) = F (fo-ltl(ϕ̃)) etdon fΓ
σ |= ϕ̃ si, et seulement si fΓ

σ |= fo-ltl(ϕ̃).Soit ψ = fo-ltl(ϕ̃). Nous dé�nissons la fontion ltl -tltl qui transforme une formule deLTLc(Γ) en une formule de TLTLc(Σ,Op) :Soit a ∈ Σ, g ∈ G et (a, g) ∈ Γ. Soit ψg =
∧
h∈g h ∧

∧
h∈G\{g} ¬h. Pour améliorer lalisibilité, nous notons ϕ̂ pour ltl -tltl(ϕ).

ltl -tltl((a, g)) = a ∧ ψg
ltl -tltl((ε, g)) = (¬

∨
a∈Σ a) ∧ ψg ∧ ¬((ψg S ψg) ∧ (ψgU ψg))

ltl -tltl(g) = (¬
∨
a∈Σ a) ∧ ψg ∧ (ψg S ψg) ∧ (ψgU ψg)

ltl -tltl(ψU η) = ψ̂U η̂

ltl -tltl(ψ S η) = ψ̂ S η̂
ltl -tltl(¬ψ) = ¬ψ̂

ltl -tltl(ψ ∨ η) = ψ̂ ∨ η̂ 148
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Le lemme suivant se montre failement par indution sur la struture de ψ :Lemme 8.5.3 Soit ψ une formule de LTLc(Γ) et σ ∈ TΣ∗. Alors fΓ

σ , t |= ψ si, et seulementsi σ, t |= ltl-tltl(ψ).Finalement nous avons que :
σ |= ϕ ⇔ fΓ

σ |= tmso-mso(ϕ) par le lemme 8.4.2
⇔ fΓ

σ |= fo-ltl(tmso-mso(ϕ)) par le théorème de Kamp
⇔ σ |= ltl -tltl(fo-ltl(tmso-mso(ϕ))) par le lemme 8.5.3Don L∗(ϕ) = L∗(ltl -tltl(fo-ltl(tmso-mso(ϕ)))), e qui ahève la preuve du théorème 8.5.1.

�

8.6 Automates input-determined ontinus réursifsNous onsidérons maintenant des automates input-determined réursifs (ou hiérarhiques),une idée introduite dans [HRS99℄, qui permet d'augmenter le pouvoir des logiques temporellesen passant des formules omme argument aux opérateurs, ainsi que de aratériser l'expressi-vité des logiques temporisées où la réursivité apparaît de manière naturelle.Mots temporisés pointésUn mot temporisé pointé sur Σ est un ouple (σ, t), où σ ∈ TΣ∗ et t ∈ [0, dur(σ)]. Unlangage temporisé pointé sur Σ est un ensemble de mots temporisés pointés sur Σ.Un mot temporisé pointé sur Σ peut être vu omme un mot temporisé sur l'alphabet
Σ′ = (Σ∪{ε})×{0, 1} (la seonde omposante valant toujours 0 sauf au temps pointé où ellevaut 1). Si σ′ est un mot temporisé sur Σ′, nous notons premier(σ′) le mot temporisé obtenuà partir de σ′ en e�açant la omposante {0, 1} de σ′ et les ε restants.Un mot temporisé σ′ sur Σ′ est dit valide s'il ontient exatement un symbole de (Σ∪{ε})×
{1}, et tel que son dernier symbole est dans Σ × {0, 1}. Un tel mot temporisé représente unmot temporisé pointé (σ, t), où t est le temps de l'unique ation dont la deuxième omposanteest un 1. Nous notons valid(TΣ′∗) l'ensemble des mots temporisés valides sur Σ′.Nous notons fw : TΣ′∗ → TΣ∗ l'appliation partielle dé�nie sur valid(TΣ′∗) qui assoie àun mot temporisé σ′ sur Σ′ le mot temporisé pointé (σ, t) orrespondant. Nous étendons ettefontion aux langages temporisés sur Σ de manière naturelle.Opérateurs input-determined réursifsUn opérateur input-determined réursif ∆ sur Σ est une fontion partielle de (2T×TΣ∗×T)dans 2T, qui est dé�nie pour les triplets (M,σ, t) où M ⊆ T, σ ∈ TΣ∗, et t ∈ [0, dur(σ)].L'ensemble M sera typiquement donné par un automate pointé ou une formule de logiquetemporisée ; 'est-à-dire que M sera l'ensemble des positions dans le mot temporisé σ qui sontaeptées par l'automate pointé ou la formule. Nous préisons ette notion plus loin.Exemple 8.6.1 L'opérateur ♦, inspiré de MTL est un opérateur input-determined réursif ;il est dé�ni par

♦(M,σ, t) = {t′ − t | t′ > t et t′ ∈M}149
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♦ identi�e l'ensemble des distanes au point ourant qui sont dans M .

Nous disons qu'un sous-ensemble M de T est à variation �nie s'il existe une fontion àvariation �nie f : [0, r] → {0, 1} telle que M ⊆ [0, r], et f(t) = 1 si, et seulement si t ∈ M .Un opérateur input-determined réursif ∆ est dit à variation �nie si pour tout ensemble àvariation �nie M , ∆M dé�ni par ∆M (σ, t) = ∆(M,σ, t) est à variation �nie (voir la setion8.1).
AIDC pointésSoit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined . Pour ∆ ∈ Op, nousutilisons la notation ∆′ pour l'opérateur sur Σ′ ave pour sémantique ∆′(σ′, t) = ∆(fw(σ′)) si
σ′ ∈ valid(TΣ′∗) : l'opérateur ∆′ ignore la omposante {0, 1} de σ′ et se omporte omme ∆sur la omposante Σ.Nous notons Op′ pour l'ensemble {∆′ | ∆ ∈ Op}. Un AIDC pointé (AIDCp) sur (Σ,Op)est un AIDC sur (Σ′,Op′). Le langage pointé d'un AIDC pointé B est Lp(B) = fw(L∗(B)).
Remarque 8.6.2 Un AIDCp se omporte omme un AIDC , les gardes et invariants fon-tionnent de la même manière ; la di�érene est qu'un AIDCp, en plus d'aepter ou non le motd'entrée, indique une position dans e mot. L'ensemble de es positions aeptées sera utilisépour dé�nir réursivement les AIDC .
Exemple 8.6.3 Soit Σ = {a, b} et Op = ∅. L'automate B suivant est un AIDCp sur (Σ,Op).Il reonnaît le langage temporisé L∗(B) = {σ′ ∈ TΣ′∗ | ∃i σ′i = ((b, 1), t)}. Nous serons plusintéressés par son langage temporisé pointé Lp(B) = fw(L∗(B)) = {(σ, t) | ∃i σi = (b, t)}.

B ⊤ ⊤

(−,⊤) (−,⊤)

((b, 1),⊤)

Un AIDCp B dé�nit pour un mot temporisé un ensemble de positions par l'intermédiairede son langage pointé. L'ensemble des positions de σ par rapport à B est pos(σ,B) = {t ∈
[0, dur(σ)] | (σ, t) ∈ Lp(B)}. Nous assoions et ensemble de positions ave un opérateurinput-determined réursif pour obtenir un opérateur input-determined lassique. L'opérateur
∆B est dé�ni par :

∀σ ∈ TΣ∗ ∀t ∈ [0, dur(σ)], ∆B(σ, t) = ∆(pos(σ,B), σ, t)Remarque 8.6.4 Cette onstrution permet d'interpréter des AIDCp omme des opérateurs.Nous proédons ensuite réursivement en onstruisant des AIDC et des AIDCp utilisant esnouveaux opérateurs. En répétant l'opération nous onstruisons la hiérarhie des automatesinput-determined réursifs. 150
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Automates input-determined réursifsNous présentons maintenant les automates input-determined ontinus réursifs et leur équi-valent pointé. Ces automates sont dé�nis niveau par niveau : les AIDC (resp. AIDCp) deniveau 0 sont des AIDC (resp. AIDCp) n'utilisant pas d'opérateur : toutes leurs gardes valent
⊤. Un ensemble �ni de AIDCp de niveau i donne lieu omme expliqué plus haut à un ensembled'opérateurs input-determined . Les AIDC (resp. AIDCp) de niveau i+1 sont des AIDC (resp.
AIDCp) sur et ensemble d'opérateurs (nous imposons aussi qu'ils utilisent un opérateur deniveau i, voir la dé�nition i-dessous).Nous dé�nissons les automates input-determined ontinus réursifs (rec-AIDC ) et les au-tomates input-determined ontinus pointés réursifs (rec-AIDCp) sur un alphabet Σ et unensemble d'opérateurs input-determined réursifs Rop basé sur Σ, omme étant respetive-ment l'union des rec-AIDC et des rec-AIDCp de niveau i, pour i ∈ N. Les rec-AIDC et
rec-AIDCp de niveau i sont dé�nis indutivement omme suit :� Un rec-AIDC A de niveau 0 est un AIDC sur Σ qui utilise uniquement la garde ⊤. Un

rec-AIDCp B de niveau 0 est un AIDC pointé sur Σ qui utilise uniquement la garde ⊤.� Soit C un ensemble �ni de rec-AIDCp de niveau i ou moins sur (Σ,Rop). Soit Opl'ensemble des opérateurs {∆B | ∆ ∈ Rop,B ∈ C}. Nous disons qu'un opérateur ∆B estde niveau j si B est un rec-AIDCp de niveau j.Un rec-AIDC (Σ,Rop) de niveau i + 1 est un AIDC (Σ,Op) qui utilise au moins unopérateur de niveau i. Un rec-AIDCp(Σ,Rop) de niveau i+1 est un AIDCp(Σ,Op) quiutilise au moins un opérateur de niveau i.Exemple 8.6.5 Soit Σ = {a, b} et Rop = {♦}. L'automate B de l'exemple 8.6.3 est un
rec-AIDCp sur (Σ,Rop) de niveau 0. Il dé�nit don un opérateur ♦B donné par ♦B(σ, t) =
♦(pos(σ,B), σ, t). Dans et exemple, pos(σ,B) = {t′ ∈ [0, dur(σ)] | ∃i, σi = (b, t′)}. ♦Bidenti�e les distanes au point ourant où un b se produit : ♦B(σ, t) = {t′−t | t′ > t et ∃i, σi =
(b, t′)}.L'automate A suivant est un rec-AIDC sur (Σ,Rop) de niveau 1. Il reonnaît l'ensembledes mots temporisés tels que toute ation a est suivie d'une ation b une unité de temps plustard. En e�et si A aepte un mot temporisé σ, toute leture d'un a au temps t est soumiseà la garde ♦

[1,1]
B , et don néessairement pos(σ,B) doit ontenir t+ 1 ; omme un b se produitpour toute position de pos(σ,B) nous avons le résultat voulu.Plus formellement, si A aepte un mot temporisé σ et si σi = (a, t), néessairement

σ, t |= ♦
[1,1]
B . Or nous avons que

σ, t |= ♦
[1,1]
B ⇔ ♦B(σ, t) ∩ [1, 1] 6= ∅

⇔ 1 ∈ ♦(pos(σ,B), σ, t)
⇔ (σ, t+ 1) ∈ Lp(B)
⇔ ∃ 0 ≤ i ≤ |σ| − 1 tel que σi = (b, t+ 1)

A ⊤

(a,♦
[1,1]
B )

(b,⊤)
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Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
8.7 Caratérisation par MSO des AIDC réursifsDans ette setion nous présentons un version réursive de TMSOc et montrons qu'ellearatérise la lasse des langages temporisés dé�nissables par rec-AIDC .Cette logique est paramétrée par un alphabet Σ et un ensemble d'opérateurs réursifs
Rop, nous la notons re-TMSOc(Σ,Rop). Soit Σ un alphabet et Rop un ensemble d'opérateursréursifs, l'ensemble des formules de re-TMSOc(Σ,Rop) est dé�ni indutivement omme suit :

ϕ ::= Qa(x) | ∆
I
ψ(x) | x < y | x ∈ X | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | ∃xϕ | ∃Xϕoù a ∈ Σ, ∆ ∈ Rop, I ∈ IQ et ψ est une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) ave une uniquevariable libre du premier ordre.La logique re-TMSOc est interprétée sur les mots temporisés sur Σ. Si ϕ ne ontient pasde prédiat de la forme ∆I

ψ(x), alors σ, I |= ϕ est dé�ni omme pour TMSOc.Soit ψ une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) ave une unique variable libre du premier ordre
z, l'opérateur ∆ψ est dé�ni indutivement. Soit pos(σ, ψ) = {t | σ, [z 7→ t] |= ψ} l'ensembledes interprétations de z qui rendent ψ vraie pour σ. L'opérateur ∆ψ est dé�ni par ∆ψ(σ, t) =
∆(pos(σ, ψ), σ, t).Remarquons qu'une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) peut-être vue omme une formule deTMSOc(Σ,Op), où Op est l'ensemble des opérateurs ∆ψ qui ne sont pas sous la portée d'unautre opérateur ∆.Le niveau d'une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) est dé�ni naturellement de la manièresuivante :� Une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau 0 est une formule de TMSOc(Σ, ∅).� Soit C l'ensemble des formules de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau i ou moins ave exa-tement une variable libre. Alors une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau i+ 1 estune formule de TMSOc(Σ,Op), où Op = {∆ψ | ∆ ∈ Rop, ψ ∈ C}, qui utilise au moinsun opérateur de niveau i.Notons qu'une variable z libre dans ψ n'est pas libre dans ∆I

ψ(x). Un énoné ϕ dere-TMSOc(Σ,Rop) dé�nit un langage temporisé L∗(ϕ) = {σ ∈ TΣ∗ | σ |= ϕ}. Une for-mule ψ de re-TMSOc(Σ,Rop) ave une variable libre dé�nit un langage temporisé pointé
Lp(ψ) = {(σ, t) | σ, [z 7→ t] |= ψ}.Nous montrons tout d'abord l'équivalene entre les automates pointés et les formules deTMSOc ave une variable libre.Lemme 8.7.1 Soit L un langage temporisé pointé sur un alphabet Σ. Soit Op un ensembled'opérateurs input-determined à variation �nie basés sur Σ. Alors il existe un AIDCp B sur
(Σ,Op) tel que L = Lp(B) si, et seulement s'il existe une formule ψ de TMSOc(Σ,Op) aveune variable libre telle que L = Lp(ψ).Preuve.Impliation direte. Soit B = (Q, i, δ, F, l) un AIDCp sur (Σ,Op) tel que L = Lp(B). Alors
B est un AIDC sur (Σ′,Op ′).Soit δ = {e1, · · · , em}. Nous donnons une formule ψB de TMSOc(Σ,Op) telle que Lp(B) =
Lp(ψB). La onstrution est similaire à elle du théorème 8.4.1, les hangements sont lessuivants. g(x) est obtenu à partir de g en remplaçant tout ∆′I par ∆I(x). Nous remplaçons
ϕ6 et ϕ7 par les formules suivantes et ajoutons une formule ϕ9.152



8.7. Caratérisation par MSO des AIDC réursifs
ϕ6 = ∀x

∧

(p,((a,i),g),q)∈δ

(x ∈ X(p,((a,i),g),q) ⇒ (Qa(x) ∧ g(x)))

ϕ7 = ∀x
∧

(p,(ε,g),q)∈δ

(x ∈ X(p,(ε,g),q) ⇒ (¬action(x) ∧ g(x)))∧

∀x
∧

(p,((ε,i),g),q)∈δ

(x ∈ X(p,((ε,i),g),q) ⇒ (¬action(x) ∧ g(x)))

ϕ9 = ∀x((
∨

(p,((a,1),g),q)∈δ

x ∈ X(p,((a,1),q),q))⇔ x = z)

Impliation réiproque. Soit ψ une formule de TMSOc(Σ,Op) ave une variable libre z. Parle lemme 8.4.2, nous avons que σ, [z 7→ t] |= ψ si, et seulement si f, [z 7→ t] |= tmso-mso(ψ),où σ ∈ tw(f). Par la onstrution du théorème 8.3.1, nous obtenons un automate A(E,F )
ψ , où

E = {z} et F = ∅, reonnaissant les détemporisations de fE,F[z 7→t], où f, [z 7→ t] |= ψ. C'estun automate sur l'alphabet Γ× {0, 1}, où Γ = Γ1 ∪ Γ2 est l'alphabet symbolique propre basésur G, les gardes atomiques de ψ. Tout symbole de Γ est de la forme (c, g, i) ou (g, i) où
c ∈ Σ ∪ {ε}, g ⊆ G et i ∈ {0, 1}. Remarquons que les mots qui sont la détemporisationd'une fontion f (E,F )

I ommenent et �nissent par un symbole de la forme (c, g, i) et alternententre les (c, g, i) et les (g, 0). Nous pouvons don supposer que A(E,F )
ψ ne reonnaît que desmots de ette forme. Maintenant nous transformons A(E,F )

ψ en un AIDCp ; nous remplaçonsles étiquettes de transition (c, g, i) par ((c, i), g′′) et (g, i) par g′′, où g′′ est la garde g oùles opérateurs ∆ sont remplaçés par ∆′. Cet automate reonnaît un sous-ensemble régulier de
(Σ′×2G∪2g)∗ ; nous pouvons alors onstruire un AIDCp sur (Σ,Op) reonnaissant e langagesymbolique, et dont le langage temporisé pointé est elui de ψ. �

Nous prouvons maintenant que les formules de TMSOc sont à variation �nie. Une formule ψde TMSOc(Σ,Op) ave une variable libre est à variation �nie si pour tout σ ∈ TΣ∗, pos(σ, ψ)est un ensemble à variation �nie. Il est faile de voir que si ∆ un opérateur input-determinedréursif à variation �nie et ψ une formule à variation �nie alors l'opérateur ∆ψ est à variation�nie.Lemme 8.7.2 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateur input-determined à varia-tion �nie. Toute formule ψ de TMSOc(Σ,Op) ave une variable libre est à variation �nie.Preuve. Soit σ ∈ TΣ∗. Soit M = pos(σ, ψ) et fM : [0, dur(σ)] → {0, 1} telle que fM (t) = 1si, et seulement si t ∈M . Montrons que fM est à variation �nie. Soit G l'ensemble des gardesatomiques de ψ et soit Γ = Γ1∪Γ2 l'alphabet symbolique propre sur (Σ,Op) basé sur G. Nousmontrons que la représentation anonique par intervalles de fΓ
σ est3 plus �ne que elle de fM .Formellement, soit (w0, I0) · · · (w2n, I2n) la représentation anonique par intervalles de fΓ

σ .Montrons que si t1, t2 ∈ Ii alors t1 ∈ pos(σ, ψ) si, et seulement si t2 ∈ pos(σ, ψ).
t1 ∈ pos(σ, ψ) ⇔ σ, [z 7→ t1] |= ψ par dé�nition3La dé�nition de fΓ

σ se trouve page 146 153



Chapitre 8. Automates input-determined ontinus
⇔ fΓ

σ , [z 7→ t1] |= tmso-mso(ψ) par le lemme 8.4.2
⇔ détemp(fΓ

σ [z 7→t1]
) ∈ L∗

symb(Atmso-mso(ψ)) par le lemme 8.3.2 4
⇔ détemp(fΓ

σ [z 7→t2]
) ∈ L∗

symb(Atmso-mso(ψ)) ar détemp(fΓ
σ [z 7→t1]

) = détemp(fΓ
σ [z 7→t2]

)

⇔ fΓ
σ , [z 7→ t2] |= tmso-mso(ψ) par le lemme 8.3.2

⇔ σ, [z 7→ t2] |= ψ par le lemme 8.4.2
⇔ t2 ∈ pos(σ, ψ) par dé�nition

�

Théorème 8.7.3 Soit Σ un alphabet et soit Rop un ensemble d'opérateurs input-determinedréursifs à variation �nie sur Σ. L ⊆ TΣ∗ est reonnu par un rec-AIDC sur (Σ,Rop) si, etseulement si L est dé�nissable par un énoné de re-TMSOc(Σ,Rop).Preuve. Nous montrons par réurrene sur i que pour tout i :1. L ⊆ TΣ∗ est reonnu par un rec-AIDC (Σ,Rop) de niveau i si, et seulement si L estdé�nissable par un énoné ϕ de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau i.2. Un langage temporisé pointé L sur Σ est reonnu par un rec-AIDCp de niveau i sur
(Σ,Rop) si, et seulement si L est dé�nissable par une formule ψ de re-TMSOc(Σ,Rop)ave une variable libre.3. Les formules de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau i ave une variable libre et les auto-mates de rec-AIDCp(Σ,Rop) de niveau i sont à variation �nie (un automate B ∈
rec-AIDCp(Σ,Op) est dit à variation �nie si pour tout σ ∈ TΣ∗, pos(σ,B) est à varia-tion �nie).Les automates et formules de niveau 0 orrespondent respetivement aux AIDC (Σ, ∅) etaux énonés de TMSOc(Σ, ∅), qui ont la même expressivité par le théorème 8.4.1.De même les rec-AIDCp(Σ,Rop) et formules de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau 0 ave unevariable libre orrespondent respetivement aux AIDCp(Σ, ∅) et les formules de TMSOc(Σ, ∅)ave une variable libre, qui sont expressivement équivalents par le lemme 8.7.1.Les formules de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau 0 ave une variable libre sont à variation�nie par le lemme 8.7.2, et don il en est de même des rec-AIDCp(Σ,Rop) de niveau 0.Nous prouvons maintenant l'étape de réurrene. Soit A un rec-AIDC de niveau i+ 1 sur

(Σ,Rop). C'est un AIDC (Σ,Op) pour un ensemble d'opérateurs Op de niveau i ou moins,l'un de es opérateurs étant de niveau i. Les opérateurs de Op sont à variation �nie, ar ilsproviennent d'un opérateur réursif à variation �nie et de rec-AIDCp de niveau i ou moins,qui sont à variation �nie par hypothèse de réurrene. Par le théorème 8.4.1, il existe don unénoné de TMSOc(Σ,Op) équivalent à A.Pour tout ∆B ∈ Op, B est un rec-AIDC (Σ,Rop) de niveau j, ave j < i+1. Par hypothèsede réurrene, il existe une formule de re-TMSOc(Σ,Op) de niveau j ave une variable libretelle que Lp(ψ) = Lp(B), don pos(σ, ψ) = pos(σ,B). Les opérateurs ∆B et ∆ψ ont don lamême sémantique, et nous pouvons remplaer ∆B par ∆ψ dans ϕ pour obtenir un énoné dere-TMSOc(Σ,Op) de niveau i+ 1.Réiproquement, soit ϕ une formule de re-TMSOc(Σ,Rop) de niveau i + 1. C'est uneformule de TMSOc(Σ,Op) pour un ensemble d'opérateurs Op de niveau i ou moins. Ces4fΓ
σ [z 7→t1] désigne le ({z}, ∅)-modèle assoié à fΓ

σ et [z 7→ t1], voir la preuve du théorème 8.3.1 page 142.154



8.8. Caratérisation de re-TLTLc par une logique du premier ordre
opérateurs sont à variation �nie par hypothèse de réurrene. Par le théorème 8.4.1, il existe un
AIDC (Σ,Op) A équivalent à ϕ. Pour tout ∆ψ de Op, ψ est une formule de re-TMSOc(Σ,Op)de niveau j ave une variable libre, ave j < i + 1. Par hypothèse de réurrene, il existe un
rec-AIDCp(Σ,Rop) B de niveau j tel que Lp(B) = Lp(ψ), don pos(σ,B) = pos(σ, ψ). Lesopérateurs ∆ψ et ∆B ont don la même sémantique, et nous pouvons remplaer ∆ψ par ∆Bdans A pour obtenir un rec-AIDC (Σ,Rop) de niveau i+ 1.La preuve de l'étape de réurrene pour le deuxième point est similaire et utilise le lemme8.7.1.Lors de la preuve du premier point de l'étape de réurrene nous avons montré que lesformules de re-TMSOc(Σ,Op) de niveau i+1 et les automates de rec-AIDC (Σ,Rop) de niveau
i+ 1 sont à variation �nie. �

8.8 Caratérisation de re-TLTLc par une logique du premierordreNous inspirant de [DT04℄, nous dé�nissons une logique temporelle de temps linéaire ré-ursive et montrons qu'elle est expressivement équivalente au fragment du premier ordrede re-TMSOc. Cette logique est similaire à TLTLc, elle est paramétrée par un alphabet Σ etun ensemble d'opérateurs input-determined réursifs Rop ; nous la notons re-TLTLc(Σ,Rop).La syntaxe de re-TLTLc(Σ,Rop) est :
ϕ ::= a | ∆I

ϕ | ϕU ϕ | ϕS ϕ | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕoù a ∈ Σ, ∆ ∈ Rop et I ∈ IQ.La logique est interprétée sur les mots temporisés sur Σ. Si ψ ne ontient pas de prédi-at de la forme ∆I
ϕ, alors σ, I |= ψ est dé�ni omme pour TLTLc. Si ϕ est une formule dere-TLTLc(Σ,Rop), l'opérateur ∆ϕ est dé�ni par ∆ϕ(σ, t) = ∆(pos(σ, ϕ), σ, t) où pos(σ, ϕ) =

{t ∈ T | σ, t |= ϕ}. La relation σ, t |= ∆I
ϕ est alors dé�nie omme pour TLTLc.Ii aussi ∆ϕ est un opérateur input-determined , et toute formule ψ de re-TLTLc(Σ,Rop)est une formule de TLTLc(Σ,Op), où Op est l'ensemble des opérateurs ∆ϕ apparaissant dans ψ,et n'étant pas sous la portée d'un autre opérateur ∆. Le niveau d'une formule de TLTLc(Σ,Op)est dé�ni omme pour TMSOc(Σ,Op). Une formule de re-TLTLc dé�nit un langage temporisé

L∗(ϕ) = {σ ∈ TΣ∗ | σ, 0 |= ϕ} et un langage temporisé pointé Lp(ϕ) = {(σ, t) | σ, t |= ϕ}.Soit re-TFOc(Σ,Rop) le fragment du premier ordre de re-TMSOc(Σ,Rop), nous avons lerésultat d'expressivité suivant :Théorème 8.8.1 Soit Σ un alphabet et Rop un ensemble d'opérateurs input-determined ré-ursifs. re-TLTLc(Σ,Rop) est expressivement équivalente à re-TFOc(Σ,Rop).Preuve. Nous montrons par réurrene sur i que1. Un langage temporisé sur Σ est dé�nissable par une formule de re-TLTLc(Σ,Rop) deniveau i si, et seulement s'il est dé�nissable par un énoné de re-TFOc(Σ,Rop) de niveau
i.2. Un langage temporisé pointé sur Σ est dé�nissable par une formule de re-TLTLc(Σ,Rop)de niveau i si, et seulement s'il est dé�nissable par un énoné de re-TFOc(Σ,Rop) deniveau i. 155
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3. Les formules de re-TLTLc(Σ,Rop) de niveau i et les formules de re-TFOc(Σ,Rop) deniveau i ave une variable libre sont à variation �nie. Une formule ϕ de re-TLTLc(Σ,Op)est dite à variation �nie si pour tout σ ∈ TΣ∗, pos(σ, ϕ) est à variation �nie.Nous utilisons le théorème suivant de Kamp :Théorème 8.8.2 ([Kam68℄) Soit Σ un alphabet. Pour toute formule η de FOc(Σ) ave unevariable libre z, il existe une formule ϕ de LTLc(Σ) telle que pour tout f ∈ FVF (Σ) et t ∈

[0, dur(f)], f, [z 7→ t] |= η si, et seulement si f, t |= ϕ.La preuve est maintenant similaire à elle du théorème 8.7.3. �

8.9 Caratérisation de MTL+Past par une logique du premierordreEn appliquant les résultats généraux de e hapitre, nous montrons que pour la séman-tique ontinue, MTL+Past est expressivement équivalente à re-TFOc pour un ertain hoixd'opérateurs input-determined réursifs. Un résultat similaire a été montré dans [DT04℄ pourla sémantique d'ations.La logique MTL+Past(Σ) orrespond aux formules de MTL+Past utilisant des variablespropositionnelles appartenant à l'alphabet Σ, nous rappelons sa syntaxe :
ϕ ::= a | ϕ ∧ ϕ | ¬ϕ | ϕUI ϕ | ϕSI ϕoù a ∈ Σ et I ∈ IQ.Nous remarquons tout d'abord que MTL+Past(Σ) est expressivement équivalente à sasous-logique où les modalités UI et SI sont remplaées par les modalités U , S , FI et F−1

I .Nous donnons i-dessous la tradution5 de UI , la tradution de SI est similaire :
ϕUI ψ =





(FI ψ) ∧ (¬F<a ((¬ϕ) ∧ ¬ψ)) ∧ F=a (ψ ∨ (ϕ ∧ (ϕU ψ))) si I = [a, b〉, a > 0
(FI ψ) ∧ (¬F≤a ((¬ϕ) ∧ ¬ψ)) ∧ F=a (ϕ ∧ (ϕU ψ)) si I =]a, b〉, a > 0
(FI ψ) ∧ (ϕU ψ) si I = 〈0, b〉Considérons la logique re-TLTLc(Σ, {♦,♦-}) où la sémantique de ♦ et ♦- est la suivante :

♦(X,σ, t) = {t′ − t | t′ > t et t ∈ X} et ♦-(X,σ, t) = {t − t′ | t′ < t et t ∈ X}. La logiqueMTL+Past(Σ) a lairement la même expressivité que re-TLTLc(Σ, {♦,♦-}), ar les prédiatsFI ϕ et ♦Iϕ (resp. F−1
I ϕ et ♦-Iϕ) sont équivalents. De plus les opérateurs ♦ et ♦- sont à variation�nie. Don par le théorème 8.8.1 nous obtenons le résultat suivant :Théorème 8.9.1 Soit Σ un alphabet. La logique MTL+Past(Σ) interprétée pour la sémantiqueontinue est expressivement équivalente à re-TFOc(Σ, {♦,♦-}).

5Rappelons que dans la sémantique de MTL+Past que nous avons hoisie, la formule ϕUI ψ est équivalenteà (ϕ ∨ ψ)UI ψ. 156



Chapitre 9
Automates input-determined ontinussans ompteurs

Dans le hapitre préédent, nous avons dé�ni les automates input-determined ontinuset développé un formalisme logique orrespondant. Ces automates sont aratérisés par lalogique monadique du seond ordre TMSOc, et le fragment du premier ordre de ette logiqueTFOc est expressivement équivalent à une extension naturelle de LTL (TLTLc). Nous avonsobtenus des résultats similaires dans le adre réursif, ave pour appliation que MTL+Pastest expressivement équivalente à re-TFOc.Le but de e hapitre est d'établir une aratérisation similaire à elle de la représentationpar automates �nis sans ompteurs de la logique du premier ordre [Kam68, MP71℄ dans le adredes automates input-determined ontinus. Nous dé�nissons les automates input-determinedontinus sans ompteurs, qui orrespondent aux automates input-determined propres (quisont une version � déterminisée � des automates input-determined , voir le hapitre 8) dontl'automate �ni sous-jaent est sans ompteurs. Nous montrons que es automates aratérisentTFOc, et obtenons un formalisme similaire dans le adre réursif.Comme appliation, nous obtenons que MTL+Past est équivalente aux automates input-determined ontinus réursifs sans ompteurs. Cette représentation nous permet de montrerune propriété des langages temporisés dé�nissables dans MTL+Past, nous montrons que MTLest stable à l'in�ni, 'est-à-dire qu'étant donnée une séquene périodique de mots temporisés
uviw, la valeur de vérité d'une formule de MTL+Past sur es modèles �nit par se stabiliser.Ce résultat obtenu grâe à notre aratérisation de MTL+Past en terme d'automates, est uneversion plus forte d'un résultat de stabilité similaire [PD06℄, ar il est valide même ave lesmodalités du passé.
9.1 Automates �nis sans ompteursNous rappelons ertains résultats sur les automates �nis sans ompteurs, notamment lapropriété de stabilité à l'in�ni présentée dans la proposition 9.1.1. Nous montrerons dans lasetion 9.5 que les automates input-determined sans ompteurs ont un équivalent temporiséde ette propriété.Soit A = (Σ, Q, I, δ, F ) un automate �ni. Un ompteur dans A est une suite d'étatsdistints q0, · · · , qn ave n ≥ 1 et un mot u ∈ Σ∗ tels que q0 ∈ δ∗(qn, u) et pour tout 0 ≤ i ≤
n− 1, qi+1 ∈ δ

∗(qi, u). Un automate �ni est dit sans ompteurs s'il n'a pas de ompteur. Un157



Chapitre 9. Automates input-determined ontinus sans ompteurs
langage régulier est dit sans ompteurs s'il est reonnu par un automate �ni sans ompteurs.Proposition 9.1.1 Soit L un langage régulier sur un alphabet Σ. Les propositions suivantessont équivalentes :1. L est sans ompteurs.2. AL est sans ompteurs1.3. Il n'existe pas de mots u, v, w de Σ∗, tels que les ensembles {i ∈ N | uviw ∈ L} et

{i ∈ N | uviw /∈ L} soient tous deux in�nis.Preuve. Nous montrons que (2)⇒ (1)⇒ (3)⇒ (2).
(2)⇒ (1) est évident.
(1)⇒ (3) : Soit A = (Σ, Q, I, δ, F ) un automate �ni sans ompteurs reonnaissant L. Suppo-sons par l'absurde qu'il existe des mots u, v, w de Σ∗, tels que les ensembles {i ∈ N | uviw ∈ L}et {i ∈ N | uviw /∈ L} soient tous deux in�nis.Il existe i0 ≥ |Q| tel que uvi0w ∈ L. Considérons une exéution aeptante de A sur uvi0w.En onsidérant les états visités après la leture de haque v, nous remarquons qu'il existe unétat q ∈ Q tel qu'il existe une exéution de q à q étiquetée vi pour i > 0. Comme A n'a pasde ompteur, il y a néessairement une exéution de q à q étiquetée v. Don uviw ∈ L pourtout i ≥ i0, e qui est absurde.
(3) ⇒ (2) : Nous raisonnons par ontraposition. Supposons que AL = (Σ, Q, i, δ, F ) a unompteur. Alors il existe v ∈ Σ∗ et des états distints q0, · · · , qm ∈ Q, ave m ≥ 1, tels qu'ilexiste une exéution de qj à qj+1 sur v pour tout 0 ≤ j < m et il existe une exéution de
qm à q0 sur v. Comme AL est minimal, et que tous les états sont dans la même omposantefortement onnexe, ils sont tous aessibles, en partiulier q0. Soit u un mot tel qu'il existeune exéution de i à q0 sur u. Comme q0 6= q1, il existe w ∈ Σ∗ tel que l'état atteint aprèsavoir lu w à partir de q0 est �nal, et l'état atteint après avoir lu w à partir de q1 n'est pas�nal. Don uvkm+1w est dans L et uvkm+2w n'est pas dans L pour tout k ∈ N. �

Cette aratérisation permet de déduire le orollaire suivant :Corollaire 9.1.2 Les langages réguliers sans ompteurs sont los par union, intersetion etomplémentaire.La dé�nition de ompteur dans un automate �ni ave invariants est similaire à elle pourun automate �ni, sauf que l'étiquette d'un hemin ontient aussi les invariants, en partiuliernous ne omptons pas l'invariant du premier état de l'exéution mais nous omptons elui dudernier.Proposition 9.1.3 Soit Σ = Σ1 ∪ Σ2 un alphabet partitionné. Un langage régulier sur Σinlus dans Σ1 · (Σ2 ·Σ1)
∗ est sans ompteurs si, et seulement s'il est reonnu par un automate�ni ave invariants sans ompteurs sur Σ.1Nous rappelons que AL est l'automate minimal de L.158



9.2. Logique du premier ordre ontinue
Preuve. Nous utilisons les onstrutions de la proposition 2.1.3, elles-i n'ajoutent pas deompteur et permettent don de onlure diretement. �

9.2 Logique du premier ordre ontinueDans ette setion nous étendons le résultat de Ma Naughton et Papert [MP71℄ au asontinu : nous montrons que les automates �nis sans ompteurs orrespondent à la logique deBühi du premier ordre interprétée sur les fontions réelles.Soit Σ un alphabet, la logique monadique du seond ordre de Bühi (MSOc(Σ)) est dé�niedans la setion 8.3. Nous rappelons que FOc(Σ) désigne le fragment du premier ordre de ettelogique.Nous montrons maintenant que les langages dé�nissables par une formule de FOc(Σ) or-respondent aux langages réguliers sans ompteurs sur Σ dans un ertain sens.Soit Σ = Σ1∪Σ2 un alphabet partitionné. Soit ϕ un énoné de FOc(Σ). Soit FVF -alt(Σ) =
{f ∈ FVF (Σ) | détemp(f) ∈ Σ1 · (Σ2 · Σ1)

∗}. Nous onstruisons un automate �ni sans omp-teurs Aϕ tel que pour tout f ∈ FVF -alt(A), f ∈ F (ϕ) si, et seulement si détemp(f) ∈ Aϕ.Nous gardons les mêmes notations pour les (E,F )-modèles d'une formule que dans lasetion 8.3. Pour les formules du premier ordre, nous omettons la seonde omposante Fpuisque 'est toujours l'ensemble vide. Soit f ∈ FVF (Σ), la fontion fEI est un E-modèlealternant d'une formule ϕ, si f ∈ FVF -alt(A). Nous notons AME(ϕ) l'ensemble des E-modèles alternants de ϕ.Lemme 9.2.1 Soit Σ un alphabet et ϕ une formule de FOc(Σ) ave omme variables libres
E = {xi1 , · · · , xim}. Soit E′ un ensemble �ni de variables du premier ordre qui ontient E.Soit A un automate �ni sans ompteurs sur Σ A reonnaissant détemp(AME(ϕ)). Alors ilexiste un automate �ni sans ompteurs sur Σ A′ reonnaissant détemp(AME′

(ϕ)).Preuve. Nous faisons la preuve dans le as E′ = E∪{xim+1}, où im+1 > im ; la généralisationau as E ⊆ E′ est faile. Les transitions de A sont étiquetées par des symboles de Σ×{0, 1}m.Nous onstruisons l'automate A1 sur Σ× {0, 1}m+1 en �xant la dernière omposante à 0 surtoutes les transitions.Remarquons qu'un E′-modèle de ϕ est un E-modèle de ϕ étendu ave un 1 à une uniqueposition. Nous onstruisons don l'automate A′ en réant deux opies de A1 et en devi-nant de façon non-déterministe une transition de la première à la seonde opie étique-tée par un 1 en dernière position. Si (q, (a, b1, · · · , bm, 0), q′) est une transition de A1 alors
((q, 0), (a, b1, · · · , bm, 1), (q′, 1)) est une transition de A2, si a ∈ Σ1 ou si l'un des bi vaut 1.Cela orrespond au as où le 1 apparaît sur un point de disontinuité du modèle. Si le 1 ap-paraît sur un point de ontinuité du modèle, ela rée un nouveau point de disontinuité, equi nous amène à ajouter les transitions suivantes. Si a ∈ Σ2 et que tous les bi sont nuls, nousdivisons la transition en trois : de (q, 0) à un nouvel état q1 sur l'ation (a, b1, · · · , bm, 0), de
q1 à un nouvel état q2 sur l'ation (a, b1, · · · , bm, 1), et de q2 à q′1 sur l'ation(a, b1, · · · , bm, 0).
�
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Chapitre 9. Automates input-determined ontinus sans ompteurs
Proposition 9.2.2 Soit Σ un alphabet et soit ϕ ∈ FOc(Σ). Soit E l'ensemble des variableslibres de ϕ. Alors il existe un automate �ni sans ompteurs Aϕ sur Σ tel que pour tout f ∈
FVF -alt(Σ) et I interprétation sur E, f, I |= ϕ si, et seulement si détemp(fEI ) ∈ L∗

symb(Aϕ).Preuve. La preuve est très similaire à elle du théorème 8.3.1, sauf que les automatesonstruits doivent être sans ompteurs. Les as ϕ = Qa(x), ϕ = x < y et ϕ = ¬η sontidentiques. Le as ϕ = η ∨ ψ est similaire en utilisant le lemme 9.2.1.Pour le as ϕ = ∃xη nous devons faire une onstrution di�érente. Soit E′ l'ensembledes variables libres de η et soit E = E′\{x}. Pour simpli�er les notations supposons que xest la dernière variable de E′, le as général est similaire. Par hypothèse d'indution, soit
AE

′

η = (Σ, Q, i, δ, F ) un automate �ni sans ompteurs pour η. Nous pouvons supposer AE′

ηo-aessible.Nous projetons AE′

η sur Σ × {0, 1}|E| en e�açant la omposante en x. Pour tous les états
q1, q2 ∈ Q et tout a′ ∈ Σ × {0, 1}|E| nous ajoutons alors une transition (q1, a

′, q2) s'il existe
p1, p2 ∈ Q tels que (q1, (a

′, 0), p1) ∈ δ, (p1, (a
′, 1), p2) ∈ δ et (p2, (a

′, 0), q2) ∈ δ. Soit A1l'automate obtenu.Comme AE′

η est o-aessible, un symbole ayant un 1 dans une de ses omposantes ne peutfaire partie d'une boule, les opérations i-dessus n'introduisent don pas de ompteur. AEϕest alors l'automate intersetion de AE,∅canon , AE,∅valid et A1. �

9.3 Caratérisation logique des AIDC sans ompteursDans ette setion, nous dé�nissons les automates input-determined sans ompteurs etdonnons une aratérisation de es automates par une logique du premier ordre.Dé�nition 9.3.1 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs. Un automate input-determined anonique pur sur (Σ,Op) est dit sans-ompteurs, noté AIDCSC , si l'automate�ni ave invariants assoié est sans ompteurs.Exemple 9.3.2 Soit Σ = {a}, Op = {♦a} et G = {♦
[1,2]
a }. L'AIDCSC sur (Σ,Op) suivantreonnaît les mots temporisés qui ont exatement une ation a dans l'intervalle [1, 2]. Sur la�gure, g1 = {♦

[1,2]
a } et g2 = ∅. Cet automate est sans ompteurs : d'après sa forme s'il avaitun ompteur, il aurait un ompteur de longueur 2 passant par les deux états entraux. Or pourtout mot (ε, g)g′ ∈ ((Σ ∪ {ε}) × 2G) · 2G, (ε, g)g′ ne permet pas de réaliser une boule dansl'automate.Le résultat prinipal de ette setion est que les langages dé�nissables par un énoné deTFOc sont les langages reonnus par des automates input-determined ontinus sans ompteurs :Théorème 9.3.3 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined àvariation �nie sur Σ. Un langage temporisé sur Σ est reonnu par un AIDCSC sur (Σ,Op)si, et seulement s'il est dé�nissable par un énoné de TFOc(Σ,Op).Preuve. 160
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Fig. 9.1 � Automate input-determined sans ompteurs
AIDCSC

LTL LTLc
TLTLc

Impliation direte. Nous montrons en fait que tout AIDCSC sur (Σ,Op) est équivalent àune formule de TLTLc(Σ,Op). Par le théorème 8.5.1, TLTLc(Σ,Op) est expressivement équi-valente à TFOc(Σ,Op), e qui permettra de onlure.Nous suivons le diagramme suivant :La première transformation déoule des résultats de Kamp [Kam68℄ et Ma-Naughton etPapert [MP71℄. La troisième transformation a déjà été présentée dans la preuve du théorème8.5.1. Nous présentons maintenant la deuxième transformation.Soit Σ un alphabet. Nous dé�nissons les deux formules suivantes de LTLc(Σ) :� cont =
∨
a∈Σ(a ∧ (aU a) ∧ (aS a)) pour désigner un point de ontinuité du modèle,� discont = ¬cont pour désigner un point de disontinuité du modèle.La transformation ltl -ltlc d'une formule de LTL(Σ) en une formule de LTLc(Σ) est dé�nieomme suit (ϕ̂ désigne ltl -ltlc(ϕ)) :

ltl -ltlc(a) = a
ltl -ltlc(¬ϕ) = ¬ϕ̂
ltl -ltlc(ϕ1 ∨ ϕ2) = ϕ̂1 ∨ ϕ̂2

ltl -ltlc(ϕ1U ϕ2) =
(
discont ⇒ (ϕ̂1U ϕ̂2)

)∧
(
cont ⇒ ((¬discont)U (discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧ ϕ̂1U ϕ̂2))))

)

ltl -ltlc(ϕ1 S ϕ2) =
(
discont ⇒ (ϕ̂1 S ϕ̂2)

)∧
(
cont ⇒ ((¬discont)S (discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧ ϕ̂1 S ϕ̂2))))

)

La transformation ltl -ltlc véri�e la propriété suivante :Lemme 9.3.4 Soit Σ un alphabet et w un mot anonique sur Σ. Soit f ∈ temp(w) ayant pourreprésentation anonique par intervalles (w0, I0) · · · (w2n, I2n). Alors pour tout 0 ≤ i ≤ 2n ettout t ∈ Ii, w, i |= ϕ⇔ f, t |= ltl-ltlc(ϕ). 161



Chapitre 9. Automates input-determined ontinus sans ompteurs
Preuve.[Preuve du lemme℄ Nous raisonnons par indution sur ϕ. Le as de base et l'indutionpour les opérateurs booléens sont évidents. Montrons l'étape d'indution pour ϕ = ϕ1U ϕ2(le as ϕ = ϕ1 S ϕ2 est similaire).Impliation direte. Soit t ∈ Ii et supposons que w, i |= ϕ1U ϕ2.Alors ∃j > i tel que w, i |= ϕ2 et ∀i < i′ < j w, i′ |= ϕ1. Soit t′ ∈ Ij . Remarquons que parhypothèse d'indution f, t′ |= ϕ̂2, ∀t′′ ∈ Ij f, t′′ |= ϕ̂2 et ∀t′′ ∈ ∪i′|i<i′<jIi′ f, t′′ |= ϕ̂1.Nous distinguons deux as :� i est pair : alors f, t |= discont . Nous avons que ]t, t′[⊆ ∪i′|i<i′<jIi′ ∪ Ij . Comme nousl'avons remarqué ∀t < t′′ < t′ f, t′′ |= ϕ̂1 ∨ ϕ̂2, don f, t |= ϕ̂1U ϕ̂2.� i est impair : alors f, t |= cont . Soit t1 tel que Ii+1 = {t1}. Nous avons que ∀t1 ≤ t′′ <

t′ f, t′′ |= ϕ̂1 ∨ ϕ̂2. Don f, t1 |= discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧ ϕ̂1U ϕ̂2)). De plus ∀t < t′′ <
t1 f, t′′ |= ¬discont , d'où f, t |= (¬discont)U (discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧ ϕ̂1U ϕ̂2))).Impliation réiproque. Soit t ∈ Ii et supposons que f, t |= ltl -ltlc(ϕ). Nous distinguonsdeux as :� i est pair : alors f, t |= discont don f, t |= ϕ̂1U ϕ̂2. Il existe don t′ > t tel que f, t′ |= ϕ2et ∀t < t′′ < t′ f, t′′ |= ϕ̂1 ∨ ϕ̂2.Soit j tel que t′ ∈ Ij . Par hypothèse d'indution w, j |= ϕ2 et ∀i < i′ < j w, i′ |= ϕ1,don w, i |= ϕ1U ϕ2.� i est impair : alors f, t |= cont et don f, t |= (¬discont)U (discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧
ϕ̂1U ϕ̂2))). Il existe alors t1 > t tel que ∀t < t′′ < t1 f, t′′ |= ¬discont et f, t1 |=
discont ∧ (ϕ̂2 ∨ (ϕ̂1 ∧ ϕ̂1U ϕ̂2)). Néessairement Ii+1 = {t1}.Soit f, t1 |= ϕ̂2 alors par hypothèse d'indution w, i+ 1 |= ϕ2 et w, i |= ϕ1U ϕ2. Sinon
f, t1 |= ϕ̂1 (don par hypothèse d'indution w, i+ 1 |= ϕ1) et f, t1 |= ϕ̂1U ϕ̂2. i+ 1 estalors pair et nous pouvons appliquer le as i pair pour obtenir que w, i+ 1 |= ϕ1U ϕ2.Nous déduisons que w, i |= ϕ1U ϕ2.

�

Nous pouvons ahever la première moitié de la preuve du théorème 9.3.3 qui repose sur lelemme suivant.
Lemme 9.3.5 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined à varia-tion �nie sur Σ. Soit A un AIDCSC sur (Σ,Op). Alors il existe une formule ϕ de TLTLc(Σ,Op)telle que L∗(A) = L∗(ϕ).Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit A un AIDCSC sur (Σ,Op), soit Γ l'alphabet symboliquepropre assoié. L∗

symb(A) est reonnu par un automate �ni sans ompteurs sur Γ. Par [MP71℄et [Kam68℄, il existe une formule ϕ1 de LTL(Γ) telle que L∗
symb(A) = L∗(ϕ1). Comme tout

w ∈ L∗
symb(A) est anonique, par le lemme 9.3.4, nous avons que temp(L∗(ϕ1)) = F (ϕ2) où

ϕ2 = ltl -ltlc(ϕ1). Nous utilisons alors la transformation ltl -tltl qui assoie à ϕ2 une formule
ϕ telle que L∗(ϕ) = tw(F (ϕ2)) si la détemporisation des fontions de F (ϕ1) est omposéede mots anoniques purs, e qui est le as ar A est un AIDCSC . Nous avons don que
L∗(A) = L∗(ϕ). �

Impliation réiproque. Cette impliation repose sur le lemme suivant.162



9.4. AIDC réursifs sans ompteurs
Lemme 9.3.6 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined à varia-tion �nie sur Σ. Soit ϕ un énoné de TFOc(Σ,Op), alors il existe un AIDCSC A sur (Σ,Op)tel que L∗(ϕ) = L∗(A).Preuve.[Preuve du lemme℄ Soit ϕ un énoné de TFOc(Σ,Op). Soit G = {∆I | ∆I(x) estune sous-formule de ϕ} et soit Γ = Γ1 ∪ Γ2 l'alphabet symbolique propre basé sur G. Par laproposition 8.4.3 il existe un énoné ϕ̃ de FOc(Γ) tel que L∗(ϕ) = tw(F (ϕ̃)).D'après la proposition 9.2.2, il existe un automate �ni sans ompteurs A′ tel que F (ϕ̃) ∩
FVF -alt(Γ) = temp(L∗

symb(A
′)). De plus L∗

symb(A
′) ⊆ Γ1 · (Γ2 · Γ1)

∗, don par la proposi-tion 9.1.3 un existe un automate �ni ave invariants sans ompteurs A tel que L∗
symb(A) =

L∗
symb(A

′). Nous avons alors la suite d'égalités L∗(ϕ) = tw(F (ϕ̃)) = tw(F (ϕ̃)∩FVF -alt(Γ)) =
tw(temp(L∗

symb(A
′))) = L∗(A). �

Cei ahève la preuve du théorème 9.3.3.
�

9.4 AIDC réursifs sans ompteursNous onsidérons maintenant des AIDCSC réursifs omme nous l'avions fait pour les
AIDC dans la setion 8.6. Nous avions montré que les AIDC réursifs étaient équivalentsaux formules de re-TMSOc ; nous montrons ii que les AIDCSC réursifs orrespondent aufragment du premier ordre de ette logique.La dé�nition des rec-AIDCSC (resp. rec-AIDCSCp)) est similaire à elle des rec-AIDC(resp. rec-AIDCSCp)) sauf qu'à haque niveau les automates onsidérés doivent être sansompteurs (voir la setion 8.6). Les rec-AIDCSC sont aratérisés par re-TFOc dans le senssuivant :Théorème 9.4.1 Soit Σ un alphabet et Rop un ensemble d'opérateurs input-determined ré-ursifs à variation �nie sur Σ. Soit L un langage temporisé sur Σ. L est reonnu par un
rec-AIDCSC (Σ,Rop) si, et seulement si L est dé�nissable par un énoné de re-TFOc(Σ,Rop).Pour prouver le théorème 9.4.1, nous proédons omme pour la preuve du théorème 8.7.3 ;nous prouvons tout d'abord un équivalent sans ompteurs du lemme 8.7.1 : les AIDCSCporrespondent aux formules de TFOc ave une variable libre. La preuve du théorème 9.4.1 estalors stritement similaire à elle du théorème 8.7.3.Lemme 9.4.2 Soit Σ un alphabet et Op un ensemble d'opérateurs input-determined à varia-tion �nie sur Σ. Un langage temporisé pointé sur Σ est aepté par un AIDCSCp sur (Σ,Op)si, et seulement s'il est dé�nissable par une formule de TFOc(Σ,Op) ave une variable libre.Preuve.Impliation direte. Soit B un AIDCSCp sur (Σ,Op). Montrons qu'il existe une formule ϕde TFOc(Σ,Op) ave une variable libre tel que Lp(B) = Lp(ϕ).
B peut être vu omme un AIDCSC sur (Σ×{0, 1},Op). Par le théorème 9.3.3 il existe unénoné ψ de TFOc(Σ× {0, 1},Op) tel que L∗(B) = L∗(ψ).163



Chapitre 9. Automates input-determined ontinus sans ompteurs
A partir de ψ nous onstruisons une formule ϕ(z) de TFOc(Σ,Op) ave une variablelibre omme suit : pour toute variable x et pour tout a ∈ Σ nous remplaçons Q(a,1)(x) par

Qa(x) ∧ x = z et Q(a,0)(x) par Qa(x) ∧ ¬(x = z).Nous rapellons que nous notons Σ′ pour (Σ∪{ε})×{0, 1}. Si σ′ est un mot temporisé sur
Σ′, nous notons premier(σ′) le mot temporisé obtenu à partir de σ′ en e�açant la omposante
{0, 1} de σ′ et les ε restants.Rappelons que valid(TΣ′∗) est l'ensemble des mots temporisés sur Σ′ qui ontiennent ununique symbole de (Σ ∪ {ε})× {1}, et tels que leur dernier symbole est dans Σ× {0, 1}.Une indution immédiate sur ψ montre que :

∀σ′ ∈ valid(TΣ′∗) ∀I σ′, I |= ψ ⇔ premier(σ′), I[z 7→ dur(σ′)] |= ϕ(z)Nous en déduisons que fw(L∗(ψ)) = Lp(ϕ(z)) ; et don Lp(B) = fw(L∗(B)) = fw(L∗(ψ)) =
Lp(ϕ(z)).Impliation réiproque. Soit ϕ une formule de TFOc(Σ,Op) ave une variable libre. Mon-trons qu'il existe un AIDCSCp B sur (Σ,Op) tel que Lp(ϕ) = Lp(B).Soit z la variable libre de ϕ. Nous transformons ϕ(z) en une formule de FOc ave unevariable libre, nous appliquons ensuite la proposition 9.2.2 pour obtenir un AIDCSCp.Soit G = {∆I | ∆I(x) est une sous-formule de ϕ(z)} et soit Γ = Γ1 ∪ Γ2 l'alphabet sym-bolique propre basé sur G.

tmso-mso(ϕ) est une formule de FOc(Γ) ave une variable libre. Soit Bϕ(z) l'automate �nisans ompteurs donné par la proposition 9.2.2.
Lp(ϕ(z)) = Lp(Bϕ(z)). En e�et

(σ, t) ∈ Lp(ϕ(z)) ⇔ σ, [z 7→ t] |= ϕ
⇔ fΓ

σ , [z 7→ t] |= tmso-mso(ϕ)(z) par le lemme 8.4.2
⇔ détemp(fΓ

σ,[z 7→t]) ∈ L
∗
symb(Bϕ(z)) par la proposition 9.2.2

⇔ fΓ
σ,[z 7→t] ∈ temp(L∗

symb(Bϕ(z)))

⇔ (σ, t) ∈ fw(tw(temp(L∗
symb(Bϕ(z)))))

⇔ (σ, t) ∈ Lp(Bϕ(z))

�

Comme appliation du théorème 9.4.1, nous déduisons une aratérisation de MTL+Past.D'après le théorème 8.9.1,MTL+Past(Σ) est expressivement équivalente à re-TFOc(Σ, {♦,♦-}),le théorème 9.4.1 permet don d'établir le résultat suivant :Théorème 9.4.3 Soit Σ un alphabet, MTL+Past(Σ) est expressivement équivalente à
rec-AIDCSC (Σ, {♦,♦-}).
9.5 Stabilité à l'in�ni de MTL+PastDans la setion 9.4 nous avons montré que tout langage dé�nissable dans MTL+Past (pourla sémantique ontinue) est reonnu par un AIDC réursif sans ompteurs. Nous utilisonsmaintenant ette aratérisation pour montrer la stabilité à l'in�ni de MTL+Past ; 'est à dire164



9.5. Stabilité à l'in�ni de MTL+Past
que si un langage L est dé�nissable dans MTL+Past, toute suite périodique de mots temporisés�nira par rester dans L, ou �nira par rester à l'extérieur de L. Ce résultat est onnu pourLTL+Past dans le adre non-temporisé [SC85, Mar03a℄ et pour MTL (sans passé) dans le adretemporisé [PD06℄.Dans ette setion, Σ désigne un alphabet et Rop un ensemble d'opérateurs input-determinedréursifs à variation �nie.Dé�nition 9.5.1 Une suite périodique temporisée est un triplet s = (u, v, w) ∈ (TΣ∗)3, quireprésente la suite de mots temporisés (si)i≥0 où si = uviw.Un langage temporisé sur Σ est dit stable à l'in�ni par rapport à une suite périodiquetemporisée s s'il existe i0 ∈ N tel que soit ∀i ≥ i0, si ∈ L, soit ∀i ≥ i0, si /∈ L. Un langagetemporisé sur Σ est dit stable à l'in�ni s'il est stable à l'in�ni par rapport à toutes les suitespériodiques temporisées.Théorème 9.5.2 Soit Σ un alphabet et ϕ une formule de MTL+Past(Σ) interprétée pour lasémantique ontinue. Alors L∗(ϕ) est stable à l'in�ni.Nous onsarons le reste de ette setion à la preuve de e théorème. Par le théorème9.4.3, il su�t de montrer que tout langage reonnu par un rec-AIDCSC (Σ, {♦,♦-}) est stableà l'in�ni.Nous présentons tout d'abord le onept de zone entrale : ela représente l'ensemble despoints au entre d'une suite périodique temporisée. Une zone entrale est un ouple Z = (l, r)ave l, r ∈ T. Étant donné un mot temporisé w sur Σ, Z(w) est dé�ni par Z(w) =]l, dur(w)−r[.

l Z(s) r

Fig. 9.2 � Une zone entraleUn langage temporisé pointé L sur Σ est dit orret par rapport à une suite périodiquetemporisée s = (u, v, w) s'il existe une zone entrale Z et un entier i0 tels que les troisonditions suivantes sont véri�ées :
∀i ∀i′ ≥ i ∀t ∈ Z(si), (si, t) ∈ L⇔ (si, t+ dur(v)) ∈ L et (si, t) ∈ L⇔ (si′ , t) ∈ L (9.1)
∀i ≥ i0 ∀i

′ ≥ i ∀t < l, (si, t) ∈ L⇔ (si′ , t) ∈ L (9.2)
∀i ≥ i0 ∀i

′ ≥ i ∀t < r, (si, dur(si)− t) ∈ L⇔ (si′ , dur(si′)− t) ∈ L (9.3)Intuitivement, la première partie de la ondition (9.1) signi�e qu'à l'intérieur de la zoneentrale, l'appartenane de (si, t) à L est périodique de période dur(v). La deuxième partiede la ondition (9.1) et les onditions (9.2) et (9.3) signi�ent que l'appartenane de si à L nedépend plus de i pour i ≥ i0 (et est don stable à partir de i0).Un langage temporisé pointé L sur Σ est dit orret s'il est orret par rapport à toute suitepériodique temporisée. Notons qu'une garde ∆I dé�nit le langage temporisé pointé {(σ, t) |
σ, t |= ∆I}. Nous disons qu'un AIDCSCp (resp. une garde) est orret par rapport à une suitepériodique temporisée si le langage assoié l'est. De même, nous disons qu'un AIDCSCp (resp.une garde) est orret si le langage assoié l'est.Étant donné un alphabet symbolique propre Γ et un mot temporisé w, nous notons γΓ

wl'unique mot symbolique γ ∈ Γ∗ tel que w ∈ tw(γ).165



Chapitre 9. Automates input-determined ontinus sans ompteurs
Lemme 9.5.3 Soit G un ensemble �ni de gardes atomiques et Γ l'alphabet symbolique propresur (Σ,Rop) basé sur G. Soit s une suite périodique temporisée. Si pour tout g ∈ G, g estorret par rapport à s alors il existe un entier i0 et γ1, γ2, γ3 ∈ Γ∗ tels que pour tout i ≥ i0,
γΓ
si = γ1γ

i−i0
2 γ3.Remarquons que e lemme montre que si pour tout g ∈ G, g est orret par rapport à s,alors tout AIDCSCp basé sur G est orret par rapport à s.Preuve. Soit G = {g1, · · · , gk}. Comme g1, · · · , gk sont orretes, il existe des zones entrales

Z1, · · · , Zk et des entiers i1, · · · , ik tels que les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3) sont véri�ées.Nous dé�nissons le maximum d'un nombre �ni de zones entrales omme le maximumomposante par omposante. Soit Z = max
1≤j≤k

Zj et i = max
1≤j≤k

ij . La zone entrale Z et l'entier
i satisfont les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3) pour tout g ∈ G.Soit i0 un entier tel que i0 ≥ i et Z(si0) 6= ∅. Soit γ1 ∈ Γ∗ tel qu'il existe un pré�xe
pi0 de si0 ave dur(pi0) ∈ Z(si0) et pi0 ∈ tw(γ1). Soit γ3 tel que γΓ

si = γ1γ3. Soit γ2 tel que
γΓ
si+1

= γ1γ2γ3. Alors par les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3), ∀i ≥ i0, γΓ
si = γ1γ

i−i0
2 γ3. �

Lemme 9.5.4 Soit B un AIDCSCp anonique propre sur (Σ,Rop) et I ∈ IQ. Si B est orret,alors les gardes ♦IB et ♦-IB sont orretes.Preuve. Soit s = (u, v, w) une suite périodique temporisée. Nous montrons que ♦IB est orretepar rapport à s, le as ♦-IB est similaire.Nous devons montrer qu'il existe une zone entrale Z = (l, r) et un entier i0 tels que :
∀i ∀i′ ≥ i ∀t ∈ Z(si), si, t |= ♦IB ⇔ si, t+ dur(v) |= ♦IB et si, t |= ♦IB ⇔ si′ , t |= ♦IB (9.1)
∀i ≥ i0 ∀i

′ ≥ i ∀t < l, si, t |= ♦IB ⇔ si′ , t |= ♦IB (9.2)
∀i ≥ i0 ∀i

′ ≥ i ∀t < r, si, dur(si)− t |= ♦IB ⇔ si′ , dur(si′)− t |= ♦IB (9.3)
B est orret par hypothèse. Soit ZB = (lB, rB) une zone entrale pour B. Soit M un réelstritement plus grand que les bornes de I. Nous dé�nissons Z = (lB, rB +M + dur(v)).

lB Z > M + dur(v) rB

Fig. 9.3 � Choix de ZSoient i, t tels que t ∈ Z(si) et supposons que si, t |= ♦IB. Nous montrons que si, t+dur(v) |=
♦IB (la réiproque est similaire).Nous avons que ∃t1 ≥ t ave (si, t1) ∈ Lp(B) et t1 − t ∈ I. Nous distinguons deux as :� t1 ∈ ZB(si)Comme B est orret (si, t1 + dur(v)) ∈ Lp(B) et nous avons que t1 + dur(v) − (t +

dur(v)) = t1 − t ∈ I. Don si, t+ dur(v) |= ♦IB

b b b b

♦
I
B ♦

I
B ? L

p(B) L
p(B)

∈ I

∈ I 166



9.5. Stabilité à l'in�ni de MTL+Past
� t1 /∈ ZB(si)Alors t1 − t > M , don néessairement I =]c,+∞[ ou I = [c,+∞[. Comme t1 − (t +

dur(v)) > M , si, t+ dur(v) |= ♦IB.
b b b

♦IB ♦IB ? L
p(B)

> M

> MUn raisonnement similaire montre que si′ , t |= ♦IB.Nous montrons maintenant omment hoisir i0 et prouvons la propriété (9.2) (la propriété
(9.3) se montre de façon similaire). Prenons i0 ∈ N tel que i0 ≥ iB et dur(Z(yi0)) ≥ M (detelle façon à e que le temps à l'intérieur de la zone entrale soit plus grand que M pour
i ≥ i0).Soient i ≥ i0, i

′ ≥ i, t < l et supposons que si, t |= ♦IB. Alors il existe t1 ≥ t ave
(si, t1) ∈ Lp(B) et t1 − t ∈ I.Nous distinguons deux as :� t1 ≤ dur(si)− rComme B est orret (si′ , t1) ∈ Lp(B) et don si′ , t |= ♦IB� t1 > dur(si)− rAlors t1 − t > M et néessairement I =]c,+∞[ ou I = [c,+∞[.Soit t′1 = dur(si)− t1. Nous avons (si, dur(si)− t

′
1) ∈ Lp(B), don omme B est orret

(si′ , dur(si′)− t
′
1) ∈ Lp(B). De plus (dur(si′)− t

′
1)− t ≥ (dur(si)− t

′
1)− t = t1− t > M ,d'où si′ , t |= ♦IB.

�

Nous ahevons la preuve du théorème 9.5.2 : soit L reonnu par un rec-AIDCSC A et soit
s une suite périodique temporisée. Soit Γ l'alphabet symbolique propre basé sur les gardesatomiques de A ; par les lemmes 9.5.3 et 9.5.4, il existe un entier i0 et des mots symboliques
γ1, γ2, γ3 ∈ Γ∗ tels que pour tout i ≥ i0, γΓ

si = γ1γ
i−i0
2 γ3. Soit n le nombre d'état de A. γ2n'est pas un ompteur de A don pour i ≥ i0 + n, les exéutions de A sur si terminent toutesdans le même état. L est don stable à l'in�ni par rapport à s.Remarque 9.5.5 Le théorème 9.5.2 montre que les formules de MTL+Past pour la séman-tique ontinue sont stables à l'in�ni. Ce résultat est vrai également pour les formules deMTL+Past pour la sémantique d'ations, ar la sémantique ontinue est plus expressive (voir laproposition 5.2.2). De telles propriétés permettent d'obtenir des résultats d'expressivité [PD06℄.
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Chapitre 10
Conlusion

Ce travail de reherhe avait pour but d'étudier des aspets d'expressivité et de ontr�ledans le adre des logiques temporisées. Nous réapitulons maintenant les résultats obtenus etdonnons quelques perspetives.
Systèmes o-minimauxNous avons introduit le problème de ontr�le pour les systèmes dynamiques. Nous avonsmontré que les tehniques lassiques pour les jeux non-temporisés à nombre in�ni d'états nepouvaient s'appliquer dans le adre du ontr�le hybride ar deux états bisimilaires peuventne pas être équivalents du point de vue du ontr�le temporisé. Nous avons utilisé une teh-nique d'enodage des trajetoires par des mots, plus �ne que la bisimulation, et montré queet enodage était orret pour le ontr�le temporisé hybride. Nous avons ensuite appliquées méthodes au as des systèmes o-minimaux et montré que leur problème de ontr�le estdéidable, des stratégies gagnantes pouvant être expliitement onstruites de manière dé�nis-sable. Dans un adre de ontr�le o-minimal ave une hypothèse d'observation partielle de ladynamique, nous avons obtenu des résultats similaires, 'est-à-dire la déidabilité du problèmede ontr�le et la dé�nissabilité de stratégies gagnantes.Nous avons également enrihi le modèle des systèmes o-minimaux ave des fontions de oûtet avons onsidéré deux problème naturels sur es systèmes pondérés : le problème de ontr�leoptimal, et le model-heking de WCTL. Un tel système hybride n'est pas o-minimal, en par-tiulier les tehniques d'enodage par des mots développées préédemment ne permettent pasde résoudre es problèmes ; nous avons don développé des tehniques spéi�ques aux sys-tèmes o-minimaux pondérés. Nous avons montré que le problème de ontr�le optimal et lemodel-heking de WCTL sont déidables pour les systèmes o-minimaux pondérés, e qui ren-fore l'attrait de e modèle, ar es problèmes sont indéidables pour les automates temporiséspondérés [BBR04, BBR05, BBM06℄.
Contr�le pour des spéi�ations MTLNous avons onsidéré le problème de ontr�le temporisé où la spéi�ation est donnéepar une formule de logique temporisée. Nous avons onsidéré des logiques pour lesquelles leproblème de satisfaisabilité est déidable, en partiulier MTL sur les mots �nis et Safety-MTLsur les mots in�nis. Nous avons montré que le problème de ontr�le pour es spéi�ations estindéidable dans le as général. Nous avons alors onsidéré le problème de ontr�le à ressoures169



Chapitre 10. Conlusion
�xées, qui est algorithmiquement plus faile. Les tehniques existantes sur le ontr�le temporiséà ressoures �xées ne pouvant s'appliquer, nous nous sommes inspirés des tehniques d'ordrepartiel [AN01, OW04, OW05℄ pour obtenir la déidabilité du ontr�le à ressoures �xées pourdes spéi�ations MTL sur les mots �nis et Safety-MTL sur les mots in�nis.Déidabilité et expressivité de MTL et TPTLNous avons proposé une preuve originale de l'indéidabilité de la satisfaisabilité de TPTL etMTL+Past pour la sémantique d'ations et la sémantique ontinue, etMTL pour la sémantiqueontinue. Cette preuve que nous espérons plus simple, permet d'identi�er les propriétés qui,si elles sont exprimables dans une logique temporelle, mènent à son indéidabilité.Nous avons montré que TPTL était stritement plus expressive que MTL, on�rmantune onjeture énonée dans [AH92b℄. Nous avons montré que la formule de TPTL proposéedans [AH92b℄ ne pouvait en e�et pas être exprimée dans MTL pour la sémantique d'ations.Par ontre, nous avons montré que ette formule pouvait être exprimée dans MTL pour la sé-mantique ontinue. Nous avons ependant donné une autre formule de TPTL qui ne peut êtreexprimée dans MTL pour la sémantique ontinue, on�rmant ainsi la onjeture. Les formulesque nous avons proposées pour montrer es résultats nous ont permis de déduire d'autres pro-priétés intéressantes des logiques temporisées omme le fait qu'ajouter des modalités du passéà MTL et MITL augmente stritement leur expressivité, ou le fait que MTL est stritementplus expressive pour la sémantique ontinue que pour la sémantique d'ations.Un nouveau formalisme d'automates pour les logiques temporiséesNous avons dé�ni une lasse générique d'automates paramétrés par des opérateurs pourla sémantique ontinue, les automates input-determined ontinus. Nous avons montré que esautomates sont los pour les opérations booléennes et ont de fortes propriétés logiques : ils sontexpressivement équivalents à une logique monadique du seond ordre paramétrée par des opé-rateurs, et le fragment du premier ordre de ette logique orrespond à une extension de LTL.Nous avons étendu es résultats dans un adre réursif plus prohe des logiques temporisées.En onsidérant des opérateurs partiuliers, nous avons aratérisé la logique MTL+Past parune logique du premier ordre. Nous avons alors identi�é une sous-lasse d'automates orrespon-dant à ette logique du premier ordre, les automates input-determined sans ompteurs. Cettereprésentation nous a permis de montrer une propriété de stabilité à l'in�ni de MTL+Past.PerspetivesPlusieurs diretions sont envisageables pour ontinuer es travaux. Dans le adre des sys-tèmes o-minimaux, nous pouvons onsidérer d'autres propriétés pour le model-heking ommeMTL ainsi que d'autres onditions de vitoire pour le ontr�le omme TATL. L'étude des sys-tèmes pondérés pourrait être étendue à elle du problème de onsommation moyenne ommedans [BBL04℄. Certains problèmes de ontr�le n'ont pas été traités : le adre d'observationpartielle des ations (en plus de l'observation partielle de la dynamique) ; ainsi que la priseen ompte de la onvergene du temps, les tehniques pour traiter e problème dans le adretemporisé ne pouvant s'appliquer aux systèmes o-minimaux.Nous pouvons étudier le problème de ontr�le dans le adre des automates temporiséspour d'autres propriétés. Nous pourrions en partiulier onsidérer des logiques dont le pro-blème de satisfaisabilité a une omplexité plus basse que MTL et Safety-MTL, omme par170



exemple le fragment Bounded-MTL introduit dans [BMOW07℄ (dont le problème de satisfai-sabilité est EXPSPACE-omplet). Le problème de ontr�le général pourrait être déidable, etil serait intéressant d'analyser le saut de omplexité dû à l'interation entre le ontr�leur etl'environnement.Dans le adre de l'expressivité des logiques temporisées, nous avons montré que ertainesformules de TPTL à une horloge ne peuvent être exprimées dans MTL. Le problème de savoirsi toute formule de TPTL a un équivalent utilisant une horloge est ouvert. Nous pouvons égale-ment tenter d'appliquer à d'autres opérateurs les résultats génériques obtenus dans l'étude desautomates input-determined ontinus. Le adre logique que nous avons établi permet d'obtenirdes résultats d'expressivité onernant MTL+Past omme nous l'avons montré ; en onsidé-rant d'autres opérateurs nous pouvons retrouver les logiques MITL ou EventClokTL [HRS98℄.Nous pouvons tenter d'utiliser les aratérisations notamment par automates que nous avonsobtenues pour obtenir des résultats d'expressivité ou d'autres appliations omme la stabilitéà l'in�ni de MTL+Past.
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