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Calcul des déformations généralisées

ANNEXE I

CALCUL DES DEFORMATIONS GENERALISEES DES
MODELES M4_3nP, M4_(2n+1)P, M4_3nM, M4_(2n+DM
ET DE LOVE-KIRCHOFF
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Calcul des déformations généralisées

[1L.3 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_3N
PLAQUE

Les composantes du champ 5 pour le modéle M4_3nP s'écrivent (I1.3.2->4):

2 - pi 12 . = . B
(1IL3.1) G‘c‘lénp (x.y,2)=Ngyg (x.y) Oe(iZ)+7 o (%Y)Pi(z) ze[hi h:’]
e
pi+l* i-Li* Moo (xy))
o () =| S ) Mags (),
(I11.3.2)
- : Mi " X, ;
(7 () i+ M O g
e
yii+l , 4yl , _
GanP (x.y,2)= ( Y)7 ( Y) lzdw(-nﬂ (x.y)-7% i-Li (x,y)) Pi\(2)
(I11.3.3) +(—%divd§v1\:/1i*(x,y)+(vi'”'*(x,y)—vi“"i*(x,y))jPil(Z)
i - = .x .
+1—d1v( ghi+l” (x,y)=1"~ Li* (x y))Pa(z) divdivM' (x,y)P3(z)
ob NiT, NI, 17 g+l yim13" o 41 gone des champs réguliers sur . Ce sont les efforts

intérieurs généralisés du modele approché M4_3nP.
De méme que precedemment le déplacement généralisé associé a I approx;matlon G s'obtient en
écrivant ce champ " dans la partie de la fonctionnelle H. R. (g ,0 ) qui dépend de U” (IIL1.5).

~ e ¥
Une autre fagon d'envisager cette écriture est de remplacer ' dans l'expression (II1.2.4) du
g p p

paragraphe précédent par sa valeur tirée de (IL.2.8). Soit:

(1IL3.4)
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Calcul des déformations généralisées

h,

. e
LB*JSaB( )P ) gz 4 o J = +€05(U")Pi(2)dz
e

% Lg% = «\h; hy
Ti.i+l + 11—1.1 M! aU* . . ) aU
+ -« o + “ﬁ:ﬁ J‘ apiiy dz+(‘c“'+' _.cx— ) P dz
2 el 9z 0( ) o o oz ( )
i W
« ho
T .
"‘?B Wa pi (z)d
e oz
h;
TS TR SR L
ffa tTa aliS.B J' %PB(Z)dZ " (Tgiﬂ* i J.3U3 Piz
n 2 e OXq axa

DY | I o

i=l ® BB M&Bﬁ aU,

- =3 Ph(z)dz
el OXy )
b
. .+]* . l 't . hlv "
yid +yh e! ik aU" R
H— L= (Tl.H-l _,tl-l.l ) J'_3_P| 2)dz
[ 2 i 5 o)
b
+(—édivd§vl\:/lik + (v““* M Wi Pi(

hy * P *
+3div(ii'i+'* - Ti_l’i*)J%PE(Z)dz ~divdivM® Ja& Pi(z)dz
12 Jz oz

h; h;

JI(xy,h)Q xyh’dm J.dxy, xy, ZJJTdUdzds

[ o i=l 3o\ h;

De méme, en introduisant les définitions et les notations posées précédemment (III.1.7->17). en

intégrant par parties chaque fois qu'apparait une dérivée par rapport  z et en tenant compte de
P . ® .k PR 3

I'élimination couche A couche des facteurs @, ,G% .uly ,ul; (i=Ln) sauf les facteurs de

o | 1 s * =% PP
Uy . Uiz, Ul ,uly quis'annulent avec les termes de bords, T(Q ,0 ) se réécrit:

* * #

(IIL.3.5)
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Calcul des déformations généralisées

K E L :ii*_(%i.iﬂ*_;ci—l.i*)'[‘_']i*_'_d;vh:/[i*'éi*
LS L ~ =k ~ L Lk A ~ %
+[%(%‘-‘*' St )+divM‘ J.Gradug +e'("c"‘+l _zitl ).GradU‘3

—(—%divcﬁv i +(v“+‘* - vi“"i*))Ui; + eidiv(ii-”"‘ - %i““*)Ug

+divM.Grad U} + divdfvfdi*(lj;* -%ug‘)

- EJ sz.g*dz ds

i=l 30

Constatons que:

(I11.3.6)

(]

®

(6]

g0

(e o

h;

L ).G;adﬁi; + eidiv(%i'“'l* - %i“'i*)ﬁg*)dm = Jei(%i-i”* - %“‘-i*].gﬁg ds
Jw

J'(I\:/[i*:):(i* +d;v1\:/[i*.&>i*]d(0 = J(I\:/Ii*.g).d)i*ds

L)

jdivMi*.GFad Uido = —Jl\:/[i*:c;r:adcr"ad Ul do + J-(I\:/Ii*.g).G;ad UL 'ds
w

0

J(d?vMi*.Gr-ad 0L+ divd?v;\i”ﬁ‘;) = 'J‘dfvl\z/li*-gﬂ‘;ds

o

T(_Q*,'cr:*) devient alors:

Annexe [ -4
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Calcul des déformations généralisées

Z Lk
1.

Grad Grad Ug*}dm

i+l

u - -~ * - % i ~ L% ~ -
+Zj%“*‘. g +%GradU}, +-e—2—cradU‘3+I )dco

i=0 o

n
+2J.vi~“"(ui;‘* —Ug*)dm

i=0

1.3.7)

P i % ~ Ik P
n +ellrl.l?l — 7 1i )'BUE +(dIVMI ~Ele“

; n h,
+2J ds—zj JI*.Q*dz ds

1 3 +(§[i*.g)dbi*+(I\:41*.Q)Gr-adUi; =1 S0l h:

Ainsi les déplacements généralisés du modéle M4_3nP sont les 3n champs scalaires:
U etU}
La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées:

Zu

. ~. = - T = -
' o é‘:%[GradU% GradU’]

M %' = —Grad Grad Ui
(I13.8) o Grad Grad Uy

i+l

i
~ii =iie Sii o~ € T e i
il DHA :(U‘ " -0+ Grad Uy + = GradU‘;‘)
vt oy piitl _(Ui3+1 _Ui)
v - 3
Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

. < . Py . . L1 . .
classiquement 2 une intégration par parties convenables de T(g .0 ) ce qui donne aprés

regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:
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Calcul des déformations généralisées

~ T . L gk . Lk %
. [—diVN' _,cl,H-l +:E1—l,| ].Ul

®

*

_' . ~ Tk ei i 'a'e " I'* .4+]* . l'* .
i=l | —| divdivM' +7div(1"‘+ +37 )+(v"‘ -V ") 3

(

e (it zinli® RN T ERES WP S Nl I o
(I11.3.9) +2J +;(T T )~EU3 +e(t -1 ).5U3 ds

Za

o N TN ey

~ ok L%
Par variation.de U' et Uy au coeur de la plaque, on trouve bien les équations d'équilibre

attendues.

Intéressons nous aux termes de-bords pour en tirer les conditions aux limites. Remarquons tout
d'abord que compte tenu du degré de dérivation dans les équations d'équilibre, nous avons besoin
de quatre conditions aux limites scalaires par couche en chaque point de la frontiere. Ce résultat se

retrouve facilement si l'on isole la couche i et que I'on considére que les efforts d'interface

,-tl—l.x’rl:l.wl’vl—l.x et V|.1+l

sont des "données”; alors la couche i est modélisée ici comme une plaque
de Love-Kirchhoff. On s'attend donc 2 avoir des conditions aux limites de type: vecteur contrainte
membranaire au bord de la couche i. Iili .n, donné (deux conditions scalaires); composante normale
du vecteur moment au bord de la couche, g.l\:/Ii.g, donnée (une condition scalaire); enfin une

derniére condition au limite scalaire associant I'effort tranchant sur la frontigre (donné ici par

- = i
~ = el ey L . )
[dlvMl +7('c"”'l +7 l")).g) et la dérivée sur la frontiere de la composante tangentielle du

vecteur moment au bord de la couche ai(g.l\zfli.g) (ol ai est mis pour G;ad( ).t et t_le vecteur du
t t

plan (g, &) directement orthogonal A n).
Pour retrouver ces résultats nous écrivons les champs de déplacements au bord
lorsque z € [hi_,h;'] sous la forme:

) 0" (x.y.2) = Ph(2) 0 (x.y) - ¢'Pi(2) Grad Uy (x.y) + AT (x.y.2
3,10 U(yr) = (x.y.z)=Py(z)U" (x.y)-e'P|(z)Grad U} (x.¥) (x.y.2)

Ui(x.y.2) = Ph(2)U} (x.y) + AU (x.y.2)
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Calcul des déformations généralisées

Nous modifions la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner en négligeant dans les termes de bord les
contributions de AU*al(x,y,z) et AU;I(X,y,Z). Ainsi dans les termes de bord &' (x,y) est remplacé
par —G;adUi;(x,y), UL et UL sont négligés.

Enfin nous notons:

hy
Tl = J-’Td.PB(z)dz
hy
hy
Q% = JTg.P}](z)dz
(I1.3.11) h;
hy
M = J.eii“d.Pil(z)dz
b} |
Nous pouvons alors réécrire 1'approximation du dernier terme de bord (II1.3.9):
hy
(1.3.12) Jld.l_fdz =710 + QUL — §.Grad UL
hy

Le terme de bord de la fonctionnelle T(Q*,E*) modifiée s'écrit alors:

-~ polit i .. . . . . %
. [[divM' + %(%"'“ + %‘""‘)].g -Qby )Ug

i=130 +(Ni.g _ Tii)'ﬁi* —[chi.g _ ML).G;adUi;

(I11.3.13) ds

Au voisinage du bord les variations de et Uf: et de la dérivée normale de Ui3 (Gr-ad Ui3 . g)

peuvent étre réalisées indépendamment. Il n'en est pas de méme de la dérivée tangentielle de

LK -~ .k .k
U} (Grad Uj . 1) qui est évidemment reliée 2 la variation de Uj au bord.

Ainsi le dernier terme sous l'intégrale de (II1.3.13) est découpé en deux parties:

(I11.3.14)
= . - ~ . I~ - ~ . x = ~ ad Sk
(M‘.g—Mb).GradUg* = (g.M'.g—Mh.g)[GradUg .g)+(§.M'.r_1—M§,.g)(GradU‘3 .g)
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Calcul des déformations généralisées
Cette derniere partie peut étre intégrée par parties sur le bord dw pour &tre écrite sous la forme:

(IIL3.15) -_(L.xxi.g-mg.;)ug

ol 3 signifie la dérivée en suivant le bord.
t

On peut alors déterminer par variation indépendante de U’ ’Ui3> etde GradUi3 .0 les quatre

conditions aux limites sur la couche i suivantes:

lili‘g='l‘:j
(1IL3.16) 0.Min=¥in
divMi +i(%i'i+' +*"ci'“) .n +i(t.l\:/1i.n—1\71i .t) =Qi,
2 Tooot\” - d-= }

Nous retrouvons le résultat classique des plaques de Love-Kirchhoff. 1l n'est pas possible d'imposer

indépendamment I'effort tranchant au bord et la composante tangentielle du vecteur moment.

1114 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_2N+1
PLAQUE

Les composantes du champ G pour le modgle M4_(2n+1)P s'écrivent (IL.4.3->5):

. = Lox Pi 12 .o . - L
(IIL4.1) c3(an+l)P (x.y.2) = Ngg (x,5) (::(iz) +— ap (%:¥)Pi(2) ze[hi ’hi']
e
. il i-Li* M)
SiGmP (xy.2) = Ta (X’Y):T“ (X’Y)+ ‘:L?'B Py(z)

(11l14.2)
*Ph(z)
ei

+(T;i+l (x,y) - ‘cia—l.i*(x,y))Pil (z)+ Mi&ﬁ-f’
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(I11.4.3)

¥ n
-] L

Calcul des déformations généralisées

T3(xy)-Ti(xy) e

> 12div(‘fi’iﬂ*(x,y)—%i_l’i*(x,y))

j L gk . 3 ~ Tk
%div(%l'J+l (x,y)+30 (x,y))+divdivMj (x,y)]

div('"cj’j”*(x, y)+ %j'l'j*(x,y)) + divd;vl\:/Ij*(x,y)i|

i T P ~ =% .
—(%div(’c"'“ (xy)+7 M (x,y))+—2—divdivM’ (x,y)JPi(z)

i P Lo Lk . ~ =~ . .
+—f—2—div(7c"l+1 (x,y)—%‘_l" (x,y)) 5(z)—divdivM' (x,y)P5(z)

Po(2)

Tk Tk L ok L.oox 3 e
od N',M",# M et 71 sont des champs réguliers sur . Ce sont les efforts intérieurs
généralisés du modeéle approché M4_(2n+1)P.

De méme que précédemment, le déplacement généralisé associé a 1'approximation G s'obtient en
écrivant ce champ G dansla partie de la fonctionnelle H. R. (Q*E*) qui dépend de U™ (II.1.5).

Soit:
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(I11.4.4)

* =%

T(g ,5

—

M=
E oy

BIHB

ii+l* i-1,i*

+1y

Calcul des déformations généralisées

2) g+ M‘|3 j 12 £op(U")Pi(2)dz

MLB,g LU

= Po(z)

5

hy

g
J

i

ei

dz

Mi *hi oo
BB Uy o
Z‘ j LRy (2)dz

do

2

&_E + e_i div(ii'”l* -
12

. il
Tl—l,l )

1 n
+§Z

j=i+l

-+

—-le( 1 i+1*
2

= dlv( 11+1
12

+;&1 ~-1,i

~i-1i

-1
hy

j .. * - ok -~
€ o~ - . .
[—dlv(r“” e )+d1vd1vMJ

——2[ le(TJ G ginLd ) +div d}vl\:/lj*]

h?’ *
)+Edivdiv1\~/li 9Us
5 a:

Pi(z)dz
z

hi+ *
9U3 i

W o
)J%Piz(z)dZ—divdivMi B

by

(z)dz

—JTd(x y,h )U (x y,h )dco JT (x y,h )Q (x,y,hl_)d(o—ij hJ;Id.H*dz ds

i=13w\ hy

On introduit & nouveau les définitions et les notations posées précédemment (II1.1.7->17), et 'on

intégre par parties chaque fois qu'apparait une dérivée par rapport & z. Les facteurs

. % L% . X PR
i, ,8l ,ul3 ,ul; (i=1n) s'‘¢liminent de couche & couche 2 l'exception des facteurs de

n* P x * =* ]
Uz etu; .T(Q ,G )se réécrit:
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(LIL4.5)

Ni Zéi +Mi lii —(

Calcul des déformations généralisées

Lok Lo E) Lk
ghi+l _gi-Li ).U‘ +div

Sk
1

&

.Mﬂ
g —

T(g*,?*) =

il
Ul

~ ko~ L% i o
+divM' .GradUj '*‘(%div(%‘"‘”

—I((T; +T3)+

©

J

hf
—ij jr’.g*dz ds
i=l 3w\ h;

On peut regrouper les termes suivants:

(1I1.4.6)
J(Mi*:):ci* + divf/l"*.&)i*]dw = _[ (I\Z/Ii*.n).ﬁ)i*ds
® I .

j(divfai*.Gr"ad UL+ (9 - l)div divfai*ug*)dm =
] 5710
j(d}vf/[i*.Gfadﬁg* +divdiv I\:/Ii*fjg*]dm =

[0 L)

(PPN PR BY WP B0 R k7 RN i
+e div[T -1 U3 +divdivM' | Uz -

n j Sk A
e .. [~ e
—dlv('r”‘” +ih

S\ 2

i(~

LI sk ~ =% ~ L% R Lok ~  __.x
+(%(‘f"'+l il )+divM1 J.GradUg +el{ghitl _gi-Li ).GradUg

+%i""‘*)+§divd¥v1\"4i*)u";
5

2 Lk
-0t )
10 °

- - . n * n *
)+divdivMJ ]J[“—”-;—M—Jdm

~ Tk

j(divM‘ .Q)Ui;ds
ow

(div ﬁi*.g)ﬁ;*ds

L

A RS T -4 = - n*, 1%
[divdivm [“—+3-J2"‘—-3]dm= [wi :GradGrad[——u+3 ;’“—3 ]dco
o ®

+]

el

-~ o~ n* 1 *
[divMJ*.g)_(ui?inS_

]

Jw

~ % - n* 1
(MJ .n ).Grad[%}ds
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Calcul des déformations généralisées

o (5o

~i—Li

i e
I(%(%"‘H +7il )GradU’3*+Ez—div(7r“'+I +1
(0]
J(éi(’?i‘i+'* ~2). Grad 0+ eldiv[e+7 —%i‘l"'*)ﬁi;]dm - (ei(%i'i“ ~ gl ).g)ﬁg*ds
Bl

[}

* 1 * . N * 1 *
4 il ) ujy +uy dm=j—e—l(%i'i+' 4 il )Grad uis +ug do
2 ® 2 2

[ idiv(%i'i“
2

+]

. * 1 *
e_‘(%i,i+l*+%i—l,i*)‘g uiz +u; ds
2 2

0w
T(Q*E*) se réécrit:
{L4.7)
= n* 1 *
T(U* 6* J T3 +T_)[u+3 tug ]dm +ZJ{N' o GradGrad[+—3§—u;3Hdm
® i=l @

n

i=0

T4.U"dz |ds

J‘%i,m*.[ﬁm* O ¢ +¢i*! Gr-ad{u” +ul J ZI
2
(0]

M nd" +divi (U3 +0 )

+ei(,~ti,i+1* _zi-Li
2

: *

~ 1

-z [ uly +ul
—divMmi g{_ﬁ__z__._}_

2.(T11+1 +7 ~i-Li )nUl

i
* J— 1 c - *
)-EUE ___(Tl.l+l

* *
] +M .I. Grad[——-—u+3 +u ]
2

'18mh,'

n * l *
+;Ei—1,i*) n[“+3 tug
ha 2

Ainsi les déplacements généralisés du modéle M4_(2n+1)P sont les 2n+1 champs scalaires:

La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées:
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Calcul des déformations généralisées

Iili “ f:i =%(Gr:adﬁi + TG:radfli)

(II14.8) ZM, o[ X=~CradGradW,

i i+l

B o ﬁiﬂﬂ:[ﬁm-ﬁu__—e B Gfadw3)

Ces déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.

Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons
. N . P . . =¥ . N

classiquement 3 une intégration par parties convenable de T(I_f,c ) ce qui donne apres

regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:

~ oLk i r® T T
(—diVNl _,cl,1+1 +7 Li ).Ul
n

. (O]
n 1 Y . Lk ~ Tk *
~ el 4T+ T3 +2(92—div(%"‘+‘ +3 )+divdivM' ]W3

i=1

() (")

- . L ® ¥ i . ¥ . Lk <k
(I11.4.9) +3 j +divM‘*.g(U‘3 +Uj )+e—(7:"'+1 i ).gug ds
i=13m 2
b

N L\ %
+el(;&l,1+l _Tl—l,l )ﬂUé _ JId_g*dz
hy

Une variation de U' et W, au coeur de la plaque redonne les équations d'équilibre attendues.
Intéressons nous aux termes de bords pour la détermination des conditions aux limites.

Compte tenu des degrés de dérivation des conditions aux limites, on en a besoin de 2n+2 (2n sur les
conditions aux limites des efforts internes membranaires, plus 2 conditions aux limites de type
Love-Kirchhoff sur la somme des moments membranaires et la somme des efforts trancahnts).

Pour retrouver ce résultats, nous écrivons le champ de déplacement au bord sous la forme:

(111.4.10)

) 0" (x,9,2) = Py ()T (x,y) — €'Pi(z) Grad W (x,y) + AT (x,y,2)
U'(x,y,2)=

U;(x,y,z) =W, (x,y)+AUi3 (x,y,z)
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Calcul des déformations généralisées

Nous modifions la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner en négligeant dans les termes de bord la
contribution de AUj, (x,y,z) et AU} (x,y,z). Ainsi dans les termes de bord & (x,y) est

approximé par —G;adW3 (x,y), IAJi; et Ug* sont négligés, Ui;(x,y) est approximé par W5 (x,y).

Enfin nous notons:

n .
Tu(xy)= ITd(X,y,z).Pb(z)dz
by
hy
(LIL4.11) Qsq(x,y) = };f_ TS (x,y,2)dz
1
. n hf o
My(x,y)= 2 de(x,y,z).e‘P;(z)dz
i—lhi—

Nous pouvons alors réécrire I'approximation du dernier terme de bord dans (I11.4.9):
n hi L R - .
(IL.4.12) > [T4xy.2). U (xy.2)dz = 3 T4 0 +QuqWs5" - My.Grad W,
i=1

i=lhi—

Le terme de bord de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner modifiée s'écrit alors:

-, o\ ~.x n ~ o~ i, - «
+(N'.Q—Tg).ul +[2[divM' +%(7c"'+l +f":*—1")]._n— Q3de3
i=1

(111.4.13) i j ds

= n o ~ - .
i=low —[[ZM‘).Q—Md].GradW3
i=1

Le dernier terme de l'intégrale (II1.4.13) est décomposé en deux parties:
n ~ . '~ - n o~ . aw *
M' [n-My |GradW;" =|n| Y M' |n-M .0 |2
R R
& - |OW5

+ 6| YM [n-My.t |[—2
(B}

Cette deuxieme partie peut étre intégrée par parties sur le bord de pour étre écrite sous la forme:

(111.4.14)
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Calcul des déformations généralisées

i r&i*:éi*_(%i,iﬂi ~icli )U' 1]
n i .
7(U"5)= J.!+%(%"‘*‘ 43l )GradU' ‘("“*' il )GradU3 do
i=l ['Jg! - L x\ .
}_(V|,|+l )U; +e le( L+l = —l.| )Ug
(IIL.5.5) L L A
n h;
- J.Id.U dz |ds
i=1 3w\ h;
Notons que:
(IL5.6)
J.(ei(:ti.iﬂ* zi- )GradL‘ +ed1v( 1isl* %ifl.i*)ﬁg*}im= ei(%i.m*_%i—l.i*)_ﬂﬁis*ds
(0] Jo

Ainsi T(Q*E*] s'écrit:

T(g*,=‘)= J N
i=l i=0
& RN i+l
+2J.%'-'+‘ .(U'*' U + & Grad Uy + & —Grad Ui Jd
(I1L.5.7) i=0 ¢
n
+2J(ei(ii'i+l il ) ds—Zj JTd U'dz |ds
i=l 9o i=l 3o\ h;

Ainsi les déplacements généralisés du modele M4_3nM sont les 3n champs scalaires:

o et L’;
La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations
généralisées:
z l T
N' =3 GradU'+ Grad U
. ei - . t:i+l - .
(1IL5.8) T DU 2| O -+ S Grad UG + =—Grad UL
2 S -

NIELUDEN Div.i+l ___(U?I _Us)
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Calcul des déformations généralisées

Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

H N . P . . * ==% . «
classiquement i une intégration par parties convenables de T(Q ,O ) ce qui donne aprés
regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:

n

T(U*,5") .—Z i ®
= U e (i sioLi® TS T i O S
o]~ ?dxv(t' +T7 )+(V‘ v )U

i=l 3

I ~ ¥ i PR Lk L% g F L] —. %
(II5.9) (1(:1 ~ﬂ)-Ul +%(7f;‘-‘+l 4L ]-EUI_’» +el(,‘El,1+l _ .~c|—l.1 )'EU:[i
5. n
+ h? s
i=1 3 —Jld.g*dz

h;

Une variation de U' et Ul au coeur de la plaque redonne les équations d'équilibre attendues.

Intéressons nous aux termes de bord pour la détermination des conditions aux limites.

N , * an .
Nous décomposons U (x,y,z} sur la base orthogonale de la manigre suivante:

Ul (x.y,z) = Pi(2)UL" X, +AUY XY,z
(IIL5.10) U(xy.z) = o{%.y:2) = Po(2) Uy (x.y)+AUg (x.y,2)

U(x.y,2) = Ph(2)U} (x,y) + AUS (x..2)

N =i =1 < i
ol AU, et AU; sont orthogonaux a Pj(z).

hf
Le terme de bord — J T¢.U"dz sécrit alors:
h
hl
(IL5.11) -T0" - Qi Ul - IId.Ag*dz
h
oll
h
Tig = jTg.P{,(z)dz
e
(IIL5.12)
-
Qiy = fT_?-P*o(z)dz
"
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Calcul des déformations généralisées

Si maintenant nous meodifions la fonctionnelle T(g*,é*) en négligeant les termes de bord faisant

-k P
intervenir des composantes du champ de déplacement orthogonales 3 U' P} (z) et U Pl (z), nous
obtenons par variation les conditions aux limites suivantes:

'n=Ty
(IIL.5.13)

@ Zz'z

7(:fi.i-kl +;El—l,l).ﬂ — Ql3d

Notons que nous avons aussi n conditions (IIL.5.13b) reliant n-1 valeurs Ti*!, n.

Le probléme n'aura donc une solution que si la condition suivante sur les données est vérifiée:

=0.1 ~n,n+l n i i

(IL.5.14) L) R ) Z(_I)HI Q—?d
2 2 1 o

i=

Cette condition est satisfaite dans le cas d'un bord libre.

I11.6 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_(2N+1)
MEMBRANE

Les composantes du champ " pour le modzle M4_(2n+1)M s'écrivent (I1.6.1->3):
p p
* . i
(IIL6.1) os ™M (xy,2) = Nig (xy) 2o ze[hi.hf]

ei

62 035 (xy.2) = 2 (4 (xy) - (ry)Ph(a) + (7 () - ()P
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Calcul des déformations généralisées

Tt y) =T3(x, i gk gk
I(x Y)2T3 (x y>+f—7div(’t"'+l (x,y)_,rl—l.l (x,y))

n .
. * J - . K "
G;gzm)M (z)= %Z[%div(i-).m (X,y)+%1—u (x,y))} Pi\(z)

j=i+l

i~1 .
1 J TR il
(I1L6.3) 2> [%dw(‘c“” (x.y)+ 7 (x,y))}

=1

i « s * . Lk . i .. * . LK .
—%div(%"‘“ (x,y)+7H (x,y))Pi(z)+152—div(‘"c”” (x,y) -7 (x,y))P'z(z)

ol Iili*, %H'i*et Fhisl” sont des champs réguliers sur . Ce sont les efforts intérieurs généralisés du
modele approché M4_(2n+1)M.

De méme que précédemment, le déplacement généralisé associé A I'approximation G s'obtient en
écrivant ce champ G dans la partie de la fonctionnelle H. R. (I_JE) qui dépend de U” (IIL1.5).

Soit:

(111.6.4)
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Calcul des déformations généralisées

SN by
ity sl Ut . el o) UL
Hoe Tla j Bza Pb(z)dz+(r&'+ -t " )Ja_;Pi(Z)dz

2
hy
it il )
. i-li
+ To +Ta ou IPO(Z)dZ'f-( i+ x 1i* J-aUSP )d
2 | X OXq
n T; _T_ += dlv( i+ Tx—l.i*)
T(U*,E*) = J 2 12 dw
- n . hy
1= J P . 3 * .
Ot lz e—div(%J'J+l +37M ) J——aU3 Py(z)dz
2 4 / 2 oz
j=is h;

i-1

j * *
A5 gl o)

=

A *

—%dlv(~l A+ +Ti‘]'i*)J-a;3 Pi(z)dz

b7

. hy
e i =ieni®) [ OU: i
+ 2 dn(‘c -1 ) E—P-__,(z)dz

-JId(x,y,h;).g*(x,y,h;)dm—JI (x.y.07 )} U"(%,3,h7 )doo ZJ de U'dz |ds
(i)

o i=l e\ hy

On introduit & nouveau les définitions et les notations posées précédemment (II1.1.7->17) on integre
par pames chaque fois qu'apparait une dérivée par rapport a4 z. Les rdcteurq

.ok .
fd l
a, ,al, u+3 ,u'3 (i=1,n) séliminent couche a couche & l'exception des facteurs de uj; et ul

T(_Q*,G ) se rééerit:
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Calcul des déformations généralisées

_ P
T(g'.a")= J; +%(%‘~'+‘ +7i-l )GradU3 +e( il _ il )GradUz de
i=l | @l -

|+e le(“H +7 111)U| +Cle( |1+l ~1 ll)ﬁ;

i n i . n* 1
—J. (15473)+ %div(%“'“ Ll ) (——“” ;”-3 Jdm
(IIL6.5) o -

n hy
—ZJ‘ JId.Q*dz ds

i=1 3o\ h;
On peut regrouper ou modifier les termes suivants qui donnent alors des termes de bord:

(111.6.6)

1 i .. E3 . ¥
J.[%(’c"‘” 43ih )GradL +~—d1v( i+l gild )U'3 Jdm

w
=J(%i(%“+‘ +7° “*) Q]Ui;ds

0w

J(ei(%“” ""}Gmdl, +edw(“+‘ %““*]Uf]dw

[}
=J‘(ei(;ti.i+l 2i-Li )ﬂ)Ul ds
o0
i Ciiel i una"J_ul *
—dw(‘c' AN St ) 2 =3 e
2 2
5 \
i [ n* 1 * i n*L o1t
e i * —i Lk -~ H + - £ il K u
_ __(Tl.m Lzinli ).Grad: Ues TU3 1ot e_(Tx.m L rimli )-ﬂ Uer ¥U3 |4
2 L2 2 2
[ h 0

* =% L.
T(Q ,0 ) se réécrit:

(II1.6.7)
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Calcul des déformations généralisées

U ) ZJ JT" U'dz |ds+ J[N' :éi*]dco

i=l 9 hy i=l o ‘Y
1+I n* " n* 1* ‘
- luiy +u —\ Uyy +u :
E T g g Grad —2——=2- | o - | (T} +T3 )| =22 ldo ,
2 2 2 L.
i=0 ©
\ ¢ =i+l 7l i+1° ~i-Li*) it e =ii+l® | =i-Li U?r;"'uls*
+ E 7(1 )n Ul ( L+l _gi-li ).gug —7(1"‘ +7T ).g - = | |ds

=1 3¢

Ainsi les déplacements généralisés du modéle M4_(2n+1)M sont les 2n+1 champs scalaires:
Tk *
. N 1
git B *U3 W
2
La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées: :

. . T

N' o & [GradU + GradU j
(111.6.8)
ei+l

;Ei.i+l PN D11+l [U'+l Ul GradW«]

Ces déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.
Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons
classiquement a une intégration par parties convenable de T(Q*EF) ce qui donne aprés

regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:

(U5 ZH divRi - i+ il )Ui*dw

i=l o

n i
—J- T§+T§+2?dw( iy gicld ) Wido

© i=l

(1I1.6.9)
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Calcul des déformations généralisées

¥ * . T
Une variation de U' ou W3 au coeur de la plaque redonne bien les équations d'équilibre attendues.

Interessons nous aux termes de bords pour déterminer les conditions aux limites.
£ z z s 2 *
Nous avons 2n+1 champs de déplacements généralisés, nous décomposons U (x,y,z)

lorsque z € [h{,hf] de la manigre suivante:

Ua(x.y.2) = Ph(2)UL, (x,y)+ AU, (x,5.2)

(I1L.6.10) U'(xy,z)=| ° . .
Us(x.y,2z) = W3(x,y) + AU3(x.y.2)

avec AU;l(x,y,z) orthogonal & Pé)(z). Nous modifions la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner en
. - . . i *
négligeant dans les termes de bord la contribution de AU:t et AU;.
ok %
Ainsi dans les termes de bord U} est approximé par W3 et U} est négligé.

Enfin notons:

(IIL6.11)

Qi(xy)= | TS(x.y.2)dz

Nous pouvons alors écrire 'approximation du dernier terme de bord dans (IL6.9):

nh'

n
(IL6.12) 2 J Td.U"dz= ZTL*.@* + QW]

i=1 p- i=l

1

Le terme de bord de 1a fonctionnelle d'Hellinger-Reissner modifiée s'écrit alors:

n n .
x . - P 1 . . . *
(IIL6.13) ZJ.(N’.Q—T:IJ.UI ds+J. 2%(%'-'+'+f'“‘-').g-Q3' W3ds

i=l 90 do\ i=l

. . Lo .. ~ ¥ * o TR
On peut alors déterminer par variation indépendante de U' et W3 les 2n+1 conditions aux limites

suivantes:
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Calcul des déformations généralisées

(I11.6.14) LI

Notons que contrairement au modele M4_3nM nous n‘avons pas de conditions sur les données au
bord.

IIL.7 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE DE LOVE-
KIRCHHOFF

Les composantes du champ il pour le modele de Love s'écrivent (I1.7.3->5):

* . * l * .
(IL7.1) Oapt (x.y,2)=Nig (x,y)PO(Z)+£ s (x.Y)Pi(2)
C

. * . . * P!, z
ol (‘-Ya2)=—N&ﬁ.;s (xy)Pi@D)+Mig, (xy) 222

(WL7.2) - . e | ‘o)
i I Bb e zNaBB aBB Py(z)
j=1 j=i+l
o3 (x.y.2) = oKV Ph(2) + o%K Pi(2)
(HL7.3) e‘ LTz i LT T i
—1—7d1Vd1VN (x,y)Ph(z) —divdivM' (x,y)P3(z)
avec:
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Calcul des déformations généralisées

T3 (x.y) = T5(x.y)
2

Ci . ~ ok
——7divdivN' (x.y)

div(T ;T ]+divd§v;\:/lk*(x,y)

* 1 -

Gg%KO = +;z Ck 1 k-1

7 k=il 2 dlvdlvNJ z“d[leVNJ X y
j=1 j=k+1

div(T ;T ]+divd}v1\71k*(x,y)

-1
A3 e
2

k=1

——;—z:dwdlvNJ (x,y)+ 1 Zdivd;vlqu(x,y)
L =1 j=k+l1 ]
6 .. L
(HI74) gdl\leM (X,y)
N
+e'l dxv[ 5 ]——Zdwdwl\l-‘ (x.y)+ ZledIVNJ (x,y)
\ j=1 j=i+l

% it 3

ol N'etM' sont des champs réguliers sur . De méme que précédemment, le déplacement
généralisé associé 2 I'approximation G s'obtient en écrivant ce champ G dans la partie de la
fonctionnelle H. R. (U*,5") qui dépend de U” (IILL.5). Soit:

(1IL7.5)
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T(g*,?) =

8'—;

Calcul des déformations généralisées

n;

h’
(12
Neg _[ eap(U M«xﬁ_[ Teap(U")Pi(2)dz
h;

hy

j=i+l

hy
h{ hy
i+ [aU Uy Pi(z)
‘N&B.B J_az ()dZ+MaBB R PR —=dz
h; h;
_ ’ * aBB Uy
‘ZNM *3 ZNaﬂB f Po(
j=i+l
b h; .
U U3 Pi(2)
—3Pi(z)dz +M! 322254
(lﬁ|3 9xq () O!BB ax, e z
h{ hy

h;

by
+obKOpi(; Ja 3 bl (7)dz + G4 Pl(z)faaﬂp';(z)dz
YA
’ _
. h7

e! - =%
——divdivN!'

12

Us

- [t

©

P (z)dz - divd?vﬁi*faipg(z)dz
z Jz
e

o)

JTe-Ts AN . Mgy |faus
——E\IaﬁB +3 O Nigy + =28 | [Zlepia)as

dw

xyh*d(o dey, xy, d(n ZJ‘ deUdzds

i=l 9w\ h;

On introduit & nouveau les définitions et les notations posées précédemment (II1.1.7->17) on intégre

par parties chaque
.k L% . *

fois qu'apparait une dérivée par rapport 3 z. Les

facteurs

uf L0l ,ul3,ul; (i=1,n) s'éliminent de couche a couche a I'exception des facteurs de
* *

n (I TR B
u+a ’ u—(l U+3 et u_3

(IIL.7.6)

) T(Q*E*) se rééerit:
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Cualcul des déformations généralisées

O+ v 6"
. T+—T_ 1 L ~ T .k 1 2 ~ T %
+> divN! +

j=1 j=itl

+
0—-
|
|
e
<
Z

¢! divN' . Grad U} +divM' .Grad U}

=
c*
a
1}
€ e

Ediv dIv I\Z/Ii*
5

—eldivdivN. T} + divdfvl\:/li*(ﬁg* - %Ug*]

- - = ~ I % ~n* gl *
—j T+t + ) divN [%]dm
® j=1 -

4 -
T§+T;+h“ ;h‘

2
j=t
n h,
—ZJ sz.g‘dz ds
i=l 3o\ h;

On peut regrouper ou modifier les termes suivants:

* ; T+—T_ 1 <t L | - ~ I
+¢! div[ ]—-—ZdivdivﬁlJ +—2‘divdiv1§1J
2 2 2

j=I j=itl

_-J- ~ & T % — o hT ) o
" +divdiv2(;\7l’ +[hj—hL-hL]NJ J[ 2

dEvl\:/Ii*

ei i

Grad U}~

Ui’
3
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Calcul des déformations généralisées

J(Ii’i*:f:i* +d€vNi*.[—Ji*Jda) = Jﬁli*.ﬂ.ﬁi*ds

© Jw
J‘(l\:/l' :;:(i +d¥v1\:/li*.<i>i*jdm= I\:/Ii*.g.&)i*ds ‘
o) dw :
|
i-l - = i*
1 TOT iv
2ZdwNJ Zdl NI+ .Gr adU3
j=1 j=i+l

€ oy
m--
-
[=%
e

T+ - T 1 ~ I ¥ ; v i* 3
rdiv] =T IN leN" ZdiVNJ LM
2 2 el

=1 j=it+l
S .
=J’ -1 1x dwNJ ZdwN, de U as
2 2
do j=1 j=i+l
L7.7) J.[ci div Ni*.Gr—adﬁg* + eidivd;vlili*.ﬁi; )dm = '[(ei d;vNi*).g.Ui;ds
@ dw
J(d{vl\./li*.G;ad f,T’; +div d{v I@I‘xfj'; jda) = J[d}v ﬁi*].g.ﬁi;ds
ow
Nous posons:
AT eou 4u,
(IIL.7.8) W, =__-Ci_2_0!_ et Wi=-—2 = 3

T(g‘,c ) se réécrit:
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Calcul des déformations généralisées

(T; +T; + hy by div(T* - T")J

*

+ n

+e
(II1.7.9)

| TH-T-

+divdfv2

2

1
2

[L\z/li* +(HJ- -

% o Lo~ Tx % ~ Tk A%
+M' .n.®" +e'divN' .nUj +divM' .nU}

ok l .3
Zdl NI+ d’VM U}

Zdlv NJ

hi+hy

2

j=i+l

|
|
i
|

F

Ainsi les déplacements généralisés du modele de Love-Kirchhoff sont les 3 champs scalaires:
fedit 3 X
Woet Wy
En intégrant par parties, on trouve les déformations généralisées associées aux contraintes

généralisées. La liste ci-dessous en donne la correspondance:

=t

(I11.7.10)
I\:/[i

mu

i= Sym(cr=a<i\7v“)—(ﬁi -

% =-GradGrad W'

iy erh' JGrzadG;adW3*

Pour la détermination des conditions aux limites, intéressons nous aux termes de bord. Nous

approximons:

¥ ~ % — + T ~ %
U par W —(hi—m)GradW‘
> 3
(IL7.11) " par -GradW}
Uf: par W;
U_J et U4 sont négligds

Enfin, nous notons:
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Calcul des déformations généralisées

(IL.7.12) h;

Nous pouvons alors écrire I'approximation du terme de bord:

n b
(I11.7.13) 2 J T¢.Udz=Q4. W™ +Qsy W3 — M,.Grad W}
i=l h:

Modifiant les termes de bord de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner pour ne prendre en compte

. . . L sk 0k
que les parties principales et en faisant varier indépendamment W, W3, et—a—W3 , on trouve les
n

conditions aux limites suivantes:

n
div [.\il{a_h?j"' }\ MLHSLINE S S
(IIL7.14) — 2 £ 0
n - - -\

On retrouve bien les conditions aux limites de Love-Kirchhoff.

n 4 - bl - -~
(Rappelons que zMi +[Hi - h—"-:L)N‘ =M ).

i=]
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ANNEXE 11

COURBES M4_7N
DU QUADRICOUCHE [0°, 90°]s EN TRACTION
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tau/[(d/1)*1076]

0.25

0.15

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] 5 en traction

DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT A L’INTERFACE 0-90 (M4_7n)

y/b

0.
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nul2/[(d/1) *10°6

nu23/[(d/1)*10"6

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 0-90 (M4 _7n)

-0.05

0.2

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L‘INTERFACE 90-90 (M4_7n)

y/b

[y §

0.25

0.1¢

T

T

-0.05

y/b
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nulz/[(d/1) *10°6

nu23/[(d/1) *10"6

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°]; en traction

0.05

-0.05

0.15

0.05

-0.05

DISTRIBUTION DE

L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 0-90

0 0.2 0.4 0.8
y/b
DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 90-90
0 0.2 0.4 0.8 1

y/b
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] en traction

N11 DANS LE 0 (M4_7n)

oS

L1106}

o

.1105}

L11041

jw}

L1103}

N11/[(d/1) *10"6]
[S

0.1202¢

o
(=
N
()

.4 0.6 0.8
y/b

[

N11 DANS LE 90 (M4_7n)

0.0118¢

0.0117¢

N11/[(d/1)*10°6]

0.0116¢

0.0:15¢

fwl
[
N

0.4 0.6 0.8 1
y/b

DISTRIBUTICN DE L’EFFORT MEMBRANAIRE TRANSVERSE (M4_7n)
0.002

N/[(d/1)*1076]
S
o
S
[

f=l
o
N

0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Q2/[(d/1) *10°6]

Q1/[(d/1) *10°6]

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°]; en traction

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

0.0003

0.00025

0.0002

0.00015

0.0001

0.00005

DISTRIBUTION DE L’EFFORT TRANCHANT DANS LA COUCHE A 0 (M4_7n)

T T T T T

ok
S
h
N
[
'S
S
5N
[S
@

DISTRIBUTION DE L’EFFORT TRANCHANT DANS LA COUCHE A 90 (M4_7n)

T T T T T

T
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°]; en traction

M11 DANS LE 0 (M4_7n) M22 DANS LE 0 (M4_7n)
0.175
= 0.15 ~0.6
N\ 0.125 J
S o.1 T 0.4
>0.075 ~
g 0.05 So0.2
0.025
0 0
0 (.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b y/b
M11 DANS LE 90 (M4_7n) M22 DANS LE 90 (M4_7n)
0.05 ;;
3 0.025 . 373
3 o 3
A4 v 0.8
T -0.025 Soe
= -0.05 a
ju} 5 0.4
= -0.075 5
-0.1 0-0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b y/b
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N3/[(d/1) *10"6]

|
o

N3/[(d/1)*10°6]

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction

DISTRIBUTION DE L’EFFORT N3 DANS LA COUCHE A 0 (M4 _7n)

T T T T T

0.0002

o

.0001

.0001

-0.0002

-0.0003

y/b

DISTRIBUTION DE L’EFFORT N3 DANS LA COUCHE A 90 (M4_7n)
0.0025 T T T T —

0.002

T

0.0015

0.001

0.0005

-0.0005 o s t t

y/b
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] s en traction

DISTRIBUTION DU MOMENT M3 DANS LA COUCHE A 0 (M4_7n)

T T T

0.3F 4

0.2} d
3
N
3
S0.1F ]
> 0-
=

0
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Courbes M4_7n du quadricouche [0° 90°] ; en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0° 90°]; en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0° 90°] ; en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction

DEPLACEMENT VERTICAL U3b DANS LE 0 (M4_7n)
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U31/[e*(d/1) *106]
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] s en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] en traction

DISTRIBUTION DE L’ENERGIE MEMBRANAIRE Wc LE LONG DE LA COUCHE A 0 (M4 7n)
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W31/(d/1) ~2
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Courbes M4_7n du quadricouche [0° 90°], en traction
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WQ1/(d/1) ~2

WQ2/(d/1) ~2

Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°] s en traction
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Courbes M4_7n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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ANNEXE 111

COURBES M4_5N
DU QUADRICOUCHE [0°, 90°]s EN TRACTION
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Courbes M4_5n du quadricouche [0° 90°]; en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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vl/[e*(d/1)]

v2/[e*(d/1)]

Courbes M4_5n du quadricouche [0° 90°] s en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°] en traction

DISTRIBUTION DE L’ENERGIE MEMBRANAIRE Wc LE LONG DE LA COUCHE A 0 (M4_5n)
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Courbes M4_5n du quadricouche [0° 90°]; en traction

DISTRIBUTION DE L’ENERGIE WQ LE LONG DE LA COUCHE A 0 (M4 _5n)
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Courbes M4_5n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction
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ANNEXE IV

COURBES M4_3N
DU QUADRICOUCHE [0°, 90°]s EN TRACTION
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DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 0-90 (M4_3nM)

T T

-0.05

0.5

0 0.2

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 90-90 (M4_3nM)

0.6 0.8
y/b

[y

(=1
W

nu23/[(d/1) *1076]}

(=3
N
T

o
~
T

T

Annexe IV -1"-

[y N



Courbes M4_3n M du quadricouche [0°, 90°]  en traction
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Courbes M4_3n du quadricouche [0°, 90°], en traction
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Courbes M4_3n du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Courbes M4_3n du quadricouche [0° 90°] en traction
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Courbes M4_3n du quadricouche [0°, 90°] ; en traction
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Courbes M4_3n M du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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ANNEXEV

COURBES M4_(2N+1) M
DU QUADRICOUCHE [0°, 90°]s EN TRACTION
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Courbes M4_(2n+1) M du quadricouche [0°, 90°] ; en traction
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Courbes M4_(2n+1) M du quadricouche [0° 90°]; en traction
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Courbes M4_(2n+1) M du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Courbes M4_(2n+1) M du quadricouche [0°, 90°]; en traction
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

(1=vrvir) (EL +Er

v (y)=-N(y)

)

e ELE
(V.1227) ( \ )L T : |
VN + VLV ViN + VLTV
+N13(y) ™ TLYLN —N%(y) LN LTYTN +8(VLT_VTL)
eET CEL
Le comportement a l'effort tranchant:
0 s (6(Q)_1(w?
(V.1.2.28) ( . g )z i | 0p Q)L
@' (y)+ U5 ()+ 05 (y)) " 5elQ)) 10{1}?
e B
(V.1.2.29) Sh=| ™o : ; §3=| O |
0o — 0o —
Gm G

On en tire les deux équations différentielles suivantes:

’ 1 6 T
PRSP PNy
GTN SC 10
(V.1.2.30) ] 6 .
Q =- 2+—(— 2——)
2 =7 TG 5% "0

Le comportement de flexion des couches s'écrit:

0 Mi si

Colald gl s
(V.1.231) ¢ (y) |[= 35| Moz |+ 3 Ms| Sy

0 12 281233

On en tire les deux équations différentielles:

12
Yy)= B, (1= vipvm)M(y)
(V.1.232) )
12
2 (y)= B, (1= verve )M2(y) -

12
e’E

e’E

T

L

(vin + VLV )M5(y)

(vin + ViV M3 (y)

Ecrivons le comportement au cisaillement d'interface:

(V.1.2.33)
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0 . 0 - 0
2 1 ef 1, 2 o~ o’ )= [e 1( 1€ )J—gz(QZ e )
Vi-v —=| ¢ +¢°+U; +U3 —-2U; +2U Q-1-—|Q -=1 Q= _-_"1
[ 2[“’ AR 3 3 )] 6 -3 10 20

On en tire I'équation différentielle suivante:

2 (o2, Q@ 13 !
V.1.2.34 Q) =2v-(¢' +9?)+ " -1 +
( ) s =5v-('+e?) 5eGy  5¢6GLy | 30Gmy  10Gix

Ecrivons maintenant les comportements des efforts normaux des couches et des efforts
d'arrachement d'interface. Il s'agit de six équations algébriques:

Comportement des efforts normaux dans la couche i:

60 7 G120 5 3 i i) 6 (oasi i i -
(V.1.2.35) —e—ngzsL(%fMg—%(v"‘“—v‘ '"))+e—3(2M'US}133+2M‘ZZS‘2233+4M128}233)
12 il 6 i Ui ity i i P o i
(V.1236) —Uj= S{,(§N§ _E(VM +v! "')) +;(N} 11133 + NbyShyss +2Ni,Si533)
avec
(V.1.2.37) sh=st=s3=_L
EN

Comportement des efforts d'arrachement:

U3+ U3 - 6(03 + T3) +5(0} - 0) =
(V.1.2.38) E%("%(Né +N§)+%(v2’3 +2v1’2)]+7%(?(M§ —Mé)—Se(v” _2\,1,2))

-2U% -1202 +1002 =
(V.1.2.39)
L(—e—(zvz’3 +2vt?)- lN% + i(6—0(—2M§) +10e(v>? - v‘vz))]
Eyn\20 5 2 700\ e

Ces équations (V.1.2.35->39). se réécrivent:

(V.1.2.40)
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Calculs analytiques du  [0°,90°] en traction

1 1
~l M3 2 VNLVLN € 1,2 M
U —(——+ + v (VNT +VNLVLT)

+
75 140Ey ScEy

2 2

ny MR 2 vV e M

02=Ms (2, Varvaw ), (V22 = '3} (v + VeV )
N

eEgy\ 7 5 140Ey 5¢E
—1 Ni(1 wgv e N e
U1=—3(—— NL LN)— L2 VNt + VaLVLT) - —EV
3TEGU0 12 120Ey 1215N(NT NLVLT) 12 M
ﬁ2=N_§(L_YN_TV_TE)_—(v2-3+v"2)+ (Var + ViV )~ —=Evy
Ex\10 12 120Ey 12Ey + N7 NTIIL/ Ty TN
(V.12.41)
-u} +U2—6(Ul +ﬁz)+5(f)1 —[AJ2)=L —L(N1 +N2)+1(M2—M‘)+—e— \’—2i+6v1'2
3 3 3 3 3 3 EN 10 3 3 Te 3 3 35 2
2 2
(V.12.42) U2 1202 +1002 = —&—‘Sﬂp"—(v"2 +6v>?)
Exl 5 7e 35

On tire facilement de ces équations les trois champs cinématiques principaux Ql,Q%et Q

(V.1.2.43) Q =UL+0}
D'ou:
(V.1.2.44)
1/ 2 1 1,2
Q =&(L\M)+&(—l+vmvm)+ M3 (_2+6VNLVLN)+ ev
Ey 2 Ex eEx\ 7 5 140Ey
N VNT +VNLVLT) M' ((6(vnT +VaLVLT) |, © (VLN )
+—| ~(vnL + Vv ) N Ry — 2R R S I v
EN( (VaL + YNTVTL) 2 SN 5 ) TN
(V.1.2.45) Q,=U%+02
D'ou:
o __E%_(I—VNTVTN)_ M2 (2_6VNTVTN)+ ev?? evl?
2" By 2 By \7 5 140Ey  140Ey
(V.1.2.46) )
N (VNL +VNTVTL) M 6(VNL + VNTVTL) 9—8
- || — + VTN
EN 2 CEN 5 2
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

(V.1.2.47) Q' =0} + 0% - 20} +202

Ce qui donne:

(V.1.248)
] ]
Q= &(-gm)ﬂi(l-m}&(_am)

EN 5 6 EN 5 6 CEN 7 5

+ M3 (_Z + YNTVIN )_ ev>? _N_(VNT +VNLVET | VNL +VNTVTL)
eEx\ 7 5 105Ey  Ex 6 6

+ M' (vnr +VNLVLT)+ M> (VNL + VNTVTL)_ ee(VTN —VIN )
eEn \ 5 ¢Ex 5

Nous avons ainsi pour ces dix-huit champs principaux douze équations différentielles et six
équations algébriques. Ces équations ont heureusement une structure trés simple qui va permettre
de les condenser.

Rappelons que b est la demie largeur de la plaque dans le cas borné. C'est une valeur arbitraire
généralement égale 2 un petit multiple de 4e dans le cas de la plaque infinie. Notons avec le
changement de variable suivant y=bu:

1 2
v T Q Q
V.1.2.49 X(u)=} —,—,0;,03,——,—— |(bu
( ) X(u) ¢ Ex 01,0, <Ey B J( )
1 2
(V.1.2.50) Y(u)= —N—ZLTM—&&—% (bu)
eEN € EN € EN € € €
1 2 1 2 1,2 |,2,3
(V.1.2.51) Z(u) = &&_12\4_3124_3_v ~— ](bU)
CEN CEN [+ EN € EN EN EN

On constate que les six équations algébriques s'écrivent:
(V.12.52) A.Y+B.Z=F
et les équations différentielles:

(V.1.2.53) Y =C.X

(V.1.2.54) X =D.y+Ez+d]
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

A, B, E DetE sont des matrices 6X6 écrites par la suite et Fet G sont des vecteurs & six
composantes connues.

La condensation de ces équations permettent d'aboutir & un systéme de six équations différentielles
du 2&éme degré sur X, en effet: Z = —ﬁ'l.ii + _E—_I.E si B est inversible. Donc:

(V.1.255) X =(D-EBA)CTx
aNL = VNL T VNTVTL
anT = VNT T VNLVLT
En posant ona
AN = VLN T VLTVIN
arN = V1N + VILVLN
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0o 0 0
0 60 0 0 0 O
—s a
(V.1.2.56) A=|-an+=gh Sanr 0 <100
aNL 6
—_— 0 ——a o 1 0
) 5 ANL
ANT L ANL ANT AN g g
6 6 5 5
-1
1 1 0 0 -1 —
1 21
0 0 -1 1 - —
5
_ 0 L 0 1 — —=
B=| 10 o 6 20 2
L+ VNLVIN VNLVLN
TTONLING gy ~Z 4 2NLYIN 0 — 0
(V.1.2.57) > VNTVTN 7 + 5 140
0 1-VnTVIN 0 9_6vnrvin 1 -1
2 7 5 140 140
Slovavin 1ovarVie 2 YeVin _Z YNTVIN -1
5 6 5 6 7 5 7 5 105
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0
0
0
C=|,
(V.1.2.58)
0
2 b
c [+
(V.1.2.59)
b (EL +E7)Ey
——(1=vq v )| ——
21w B2
0
= 0
D =
0
0
0
bEn,.
€ ET
122
€
3 0
E-
(V.1.2.60) 0
0
0

Avec les vecteurs suivants:

Calculs analytiques du [0°,90°]_ en traction

b

- 0 0 0 0
b b
-— 0 0 = 0
¥ o
-— 0 0 0 -
b 2% b 6b E °
—— =N = 0 =Z=N 0
106 GTN € 5 € GTN
_b By o -2 o 8bEx
10e Gy e 5eGyn
13Ey Enx | b b bEy b Ey
30GTN IOGLN [+ [ 56 GTN 55 GLN
J 0 0
bE 0 0
12==N(1-vy v 0 0
e ET ( TL LT)
bE
12=—N(1—vyv 0
e EL ( TL LT)
0 0
0 0
—B—EﬁaLN 0 0 0
E;,
b
0 0 0 _so
e
0 —123}3—%TN 0 0
[} ET
0 0 —129EﬂaLN 0
c EL
0 0 0 -
be
0 0 0 =
€
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

0
0 EE(VLT —vir,)
0 0
(V.1.261) F= ‘3(%& + VTN) et G= 0
g¥m 0
2 0
S(VTN ~VIN ) 0
6

11 ne reste plus qu'a expliciter les conditions aux limites. distinguons les cas de la plaque bornée et

de la plaque semi-infinie.

a) Plaque bornée

Les conditions aux limites du modéle se mettent sous la forme:

N (x,b).i=0
Qi(x,b).ii=0

(V.1.2.62) Qi(x A Vi=1n
M (x,b).i=0

Avec les conditions de parité et en fonction des inconnues, ces conditions aux limites se réécrivent:

v(0)=0 N(b)=0

1(0)=0 1(b)=0

¢'(0)=0  M(b)=0
(V.1.2.63) et

¢’(0)=0 ~ M*(b)=0
Q=0  |Q'(h)=0
Q*(0)=0 Q*(b)=0

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

X0=0 |
oo 0=

(V.1.2.64) =0 Y,(1)=0
> Y,5(1)=0
Xe(1)=0
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Calculs analytiques du [0°,90°]_ en traction

= ==_; =711~ ==
avec Y= D—E.B“.A] [5 -G-EBLF

b) Plaque semi-infinie
Les conditions aux limites du modéle se mettent sous la forme:

(x,0).i=0
Qi(x,0).fi=0

(V.1.2.65) eny=0 Qi( ) Vi=1n
M (x,0).fi =0

¢\xy

(V.1.2.66) lorsque y->eo Lim{
yo=10%(x,y
y

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

lim X(u) =0

u—os Y;(0)=0
(V.1.2.67) X2(00=0 Y,(0)=0

*s(0)=0 ¥;(0)=0

Xs(0)=0

V.1.3 Utilisation du modeéle multiparticulaire M4_5n

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

(V.1.3.1) Uk(x,y)=w!(y) i=1,4

Dans le cas de la plaque bornée, la symétrie du probléme par rapport au plan y=0 nous impose:

Vi(y) et ¢'(y) sont impaires
(v.132) { () er ¢'() D,
w

i(y) est paire

La symétrie par rapport au plan z=0 donne:

(V.133) 0’ (y)= —<P2 y) 9 (y)=-¢'(y)
W —W w

En écrivant les équations du probléme, on constate que v! et v2 n'interviennent que sous la forme
combinée v(y) = v*(y)~ v!(y). Nous avons donc cinq champs cinématiques principaux fonction de

y:

[v(y), 0 (3). 9*(y), W' (y) et w2(y)|

Les déformations généralisées s'écrivent alors:

V.1.3.4) ”*1 1 2 .
Vit _E((PI(Y)'HPH (y))
D%H'l(x Y) 1+1 y

- Les efforts intérieurs généralisés:
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Calculs analytiques du [0°,90°] en traction

NixB(X’Y) = :x[i(Y)
Mig(x,y)=Mig(y)

(aB)ef{1,2}? ie

(V.13.5) Qi (x.y)=Qk(y)
T (xy) =Tty () ae{l,2} ie(13)

Vi‘i“(x,y) = vi,i+l(y)

La prise en compte des symétries par rapport au plan z=0 conduit :

(V.13.6) EZBEY; j :x:ﬂgy; o BHy)=—t2(y)
T vA(y)=v+(y)
zx(y) = _Qa()')
2(¥)=-Qa(y)

(1,4)

Dans le cas de la plaque bornée, il n'est pas utile de considérer les symétries par rapport au plan

y=0. Les résultats de parité des champs d'efforts intérieurs étant donnés par le comportement en

fonction de la parité des déplacements généralisées.

Introduisons dés maintenant quelques conséquences simples et évidentes des équations de

comportement ou d'équilibre.
Le comportement implique que les champs suivants sont nuls:

(V.1.3.7) Ni, =Mi, =Qi = Til,i+1 =0

L'équilibre implique que:

(V.1.3.8) N, (y) = —N%,(y), nous notons: N(y) = N},(y)

Les premiéres équations de comportement membranaire sont:

1 v
——Nj;~—LEN}, =€
GEL CEL
(V.1.3.9)

\%
N2 _YTL N2 =£
CET 11 eET 22
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Calculs analytiques du [0°,90°]_ en traction

Nous en tirons, tout de suite les expressions de N}, et N; qui ne figurent plus dans la liste des

inconnues principales:

N! =eE, E+v; N
(V.13.10) { ==L LT

Nl2] ZACETS - VTL N

De la méme maniére, les premiéres équations de comportement de flexion permettent de tirer
M}, et M?, que nous retirons de la liste des champs principaux:

12(Ml, Vir.a
_(J__EMn]:O

3
e’ | E E
(V.13.11) ’; L
% m_VLLMgz =0
€ ET ET
Nous notons:
(v.13.12) M) =Mb(y) et M(y)=M(y)

Le systtme (V.1.3.11) précédent devient alors: I

L 1
Mj =v M

2 _ 2
Mi; = v M

(V.1.3.13) {

De plus, nous notons:

(V.13.14)

Nos principales inconnues en efforts généralisés sont donc au nombre de huit:

N,M!, M?, Q!, Q%, 1, v et v2°

En ajoutant les cinq champs cinématiques principaux, nous avons donc un total de treize champs
principaux en y inconnus a déterminer.

- L'équilibre:

Les équations d'équilibre s'écrivent simplement en fonction des champs inconnus principaux.
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0

vz(y)—vl(y)—g(wl(y)ﬂpz(y))]=‘%§5[£*]‘%§5[52]+%°(§5+§5)®

et
WA(y) = wH(y) = ze(Sh + STV 4 sty
(V.1.3.28) . " 0
2082 Qb2 13 oo 3),23, 9 3,34
2w (y)—70eSVv +356(SV+SV)V +7Oeva
avec
1
(V.1.3.29) St =52=8=—
Ey

On en tire les trois équations algébriques suivantes:

1 2
(V.1.3.30) = GinGrn V=gl +¢?)+ Q¢ .0
2e GLN +GTN 2 10GTN ]‘OGLN

(V.1.3.31) b2 = TOEN 35w? —26w!
o ¢ 1271

(V.1.3.32) 23 _ TOEx [ 61w” +9w!

o € 1271

Nous avons ainsi pour ces treize champs principaux, dix équations différentielles et trois équations
algébriques. Les équations algébriques permettent d'éliminer les champs T, V12 et v23 des champs

inconnus principaux.

Nous posons:

| 1 2
v Q Q
V.1.3.33 X(u)=| =, 0.,0,,—~,—~ |(b
( ) X(u) (e 01,9, ¢Ey ¢En ]( u)
N M M2 ww
(V.1.3.34) Y(u)= *’T“’z_’_lr—l (bu)
eENy e’Ey ¢Ey e ¢

ol b est 1a demie largeur de la plaque dans le cas de la plaque bornée et est un petit multiple de 4e
arbitraire dans le cas de la plaque infinie.
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Les équations différentielles s'écrivent:

(V.1.3.35)

(V.1.3.36)

’ =

X =AY+

Il

lles]

7

B.

<
I
>4

et le systeme se condense en:

(V.1.3.37)

ol les tenseurs A, B et F sont donnés ci-dessous en posant

(V.1.3.38)

(V.1.3.39)

|

Il

”

X = (X_.ﬁ)._)g

a=10 OuGmy 1
2e GLN +GTN EN .

bE
=(1-vp v )=
c ( LT TL) e Ep
_Cﬂ 0 0 0 0
Ep
0 12¢ 0 0 0
A=l . O 0 12 0 0 X
0 o o 1820b -2450D
T e
0 0o o I-%0b 67200
1271 e 1271¢
—a 2 2 _ By _ 3By
2 2 10G 1y 10G;n
2 2 a b__aEy _ 2N
4 4 (] 2OGTN ZOGLN
_a a a __2Ex b__aBn
2 4 4 20Gy e 20Gpy
__aBy b aBy By 6bBy _a By _a By
10Gry e 20Gyy 20Gy 5¢ Gry 100 Gqn? 100 GrnGin
__aBy aEy b aBy a E\? 6b Ey a By’
IOGLN ZOG_LN (S ZOGLN 100 GTNGLN 5e GLN 100 GLN2
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b
gg(VLT -vrL)
0
(V.1.3.40) F=

S © O

Il reste a écrire les conditions aux limites. Distinguons le cas de la plaque bornée et de la plaque

semi-infinie.

a) Cas de la plague bornée
Les conditions aux limites s'écrivent:

N (x,b).i=0

(V.1.341) Q'(x,b).fi=0 Vi=ln |,
o1
M (x,b).n=0

avec les conditions de parité (V.1.3.3) en fonctions des inconnues du probléme, on déduit alors:

v(0)=0 N(b)=0
0!(0)=0 M!(b) =0
(V.1342) 92 (0)=0 et [M%(b)=0

Q0)=0  Q'(t)=0
Q=0  [Q*(b)=0

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

X(0)=0 Yi()=0
(V.1.3.43) X,(1)=0 et [Y,(1)=0
Xs()=0  [Y5(1)=0

avec Y = X'I[Z{_’ - E]
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b) Cas de la plaque semi-infinie

Les conditions aux limites s'écrivent:

N (x,0).i=0
(V.13.44) eny=0{Q'(x,0.i=0 Vi=1n
=1
M (x,0).ii=0
v(x,y)=0
(pl(x,y) =0
(V.1.3.45) y-> oo lim{0%(x,y)=0
yol
Q(x,y)=0
Qz(x,y) =0

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

IR0 1,00
(V.1.3.46) X40)=0 et [Y,(0)=0
X5(0)=0 Y;(0)=0

V.1.4 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_3n membrane

Les champs inconnus principaux sont:
-Les déplacements généralisés:

1 —
U'(x,y)= ; L -
vVxy)=v(y) 1=1;

UL (x,y) = wi(y)

. ui(x,y) =&x
(V.14.1)

Dans le cas de la plaque bornée, la symétrie du probléme par rapport au plan y=0 nous impose:

vi(y) est impaire
(V.1.4.2) {(Y) i

wi(y) est paire

La symétrie par rapport au plan z=0 donne:
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(V.143)

En écrivant les équations complétes du probléme, on constate que v! et v2 n'interviennent que sous
forme combinée : v(y)=v*(y)-v'(y). Nous avons donc trois champs cinématiques principaux

fonction de y:

|v(y), wl(y) et wz(y)l

Les déformations généralisées s'exprime alors sous la forme:

i, 1+l 0
(V.1.4.4) ( i+ c(w'i“(y)+W'i(y))J

Dl 1+1(x y) 1+1 ) y

- Les efforts intérieurs généralisés:

Nig(xy) = Nig(y) (@B)efL2)? ic(14)
(V.14.5) it (x,y) =1 (y) ae{l,2} ie(1,3)

i, |+1( ) i, |+1(y)

De méme que précédemment, la prise en compte de la symétrie par rapport au plan z=0 conduit :

1 1oy _ w4 (y)=0
(V.1.4.6) N:"(Y) - Nz‘ﬁ(Y) o Biy)=-12(y)
Nuﬁ(Y) = NaB(y) V3‘4(y) _ Vl’z(y)

Dans le cas de la plaque bornée, il est inutile de considérer les symétries par rapport au plan y=0.

Elles sont impliquées ultérieurement pour le comportement.

Introduisons dés maintenant quelques conséquences simples et évidentes des équations de
comportement ou d'équilibre.
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Le comportement implique que les champs suivants sont nuls:
(V.1.47) Ni, =1h* =0
L'équilibre implique que:
(V.1.438) N3, (y) =—N3,(y), nous notons: N(y) = Nb,(y)

Les premiéres équations de comportement membranaires sont:

L Nj, -ir Np =€
CEL CEL
(V.1.49) 1

v
N2 _YILNZ - ¢
eEr 1 eEr 2

Nous en tirons, tout de suite les expressions de Ni; et N?; qui ne figurent plus dans la liste des

inconnues principales:

(V 1.4 10) {N{I =eEL€+VLTN

N% =eEr€ —vp N
De plus, nous notons:
1.2
(V.14.11) T=1;

Nos principales inconnues en efforts généralisés sont donc au nombre de quatre:

N, t, v et v&?

En ajoutant les trois champs cinématiques principaux, nous avons donc un total de sept champs
principaux en y inconnus & déterminer.

- L'équilibre:
L'équilibre membranaire des couches 1 et 2 se résume & une seule équation:

’

(V.1.4.12) N (y)+t(y)=0

L'équilibre des efforts d'interface donne:
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’

—;—1: (y)+ v"z(y) =0
(V.14.13)

4

27 () V()= vH(5) =0

Nous préférons réécrire ce systéme sous la forme d'une équation algébrique et d'une équation

différentielle:
’ 2
() =-2v'2()
(V.14.14) €
vi(y) = 2v'(y)
- Comportement

Comportement des couches:

le comportement des couches s'écrit:

€ = Nis
e Sh .
(V.1.4.15) vi (y) |[= 2| Ni,
o | %N
12
ol
1 Vi 0
) E, E )
(V.14.16) So-Yw Lo | o B2
Er Eg |
0 0o —

Grr

V1o 0
Ep
LS
- 1
O ———
Gy

Nous avons déja largement utilisé le comportement pour diminuer le nombre de champs

principaux. Nous en tirons encore:

1
v (v)= _(1 =vrLver)N(y) - Evip
eET

! 1

v (y)= ‘E(l ~vrLvr)N(y) - vy,

(V.1.4.17)

d'oul par différence:

(V.1.4.18) v ()

[ ELET

~N(y) (1-vrvir) [EL +Ep ] +&(vir - VL)
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Comportement d'interface:

(V.14.19) [V(y) ‘ %(w"(zy) . Wz'(y))] = g(éh +83 J[g]

w(y)-wl(y)= %(S{, + S%)vl’2 + %S\Z,vz'3

(V.1.4.20)
-2wi(y)= %S{,vl’2 + g(sé + Sy + %S\3,v3’4
avec
LS 1y
= z 1

(V.1.4221) So = G L s S&= G L let s‘v=s3,=s?,=E—

0 — 0o — N

G GnL

Avec le comportement d'interface (V.1.4.13) et les conditions de symétrie (V.1.4.6) nous en
déduisons les deux équations algébriques et I'équation différentielle suivante

2 = _OEN 2
Se
1_11 5
(V.14.21) w =?W

Nous avons ainsi pour ces sept champs principaux quatre équations différentielles et trois équations
algébriques.
Les équations algébriques permettent d'éliminer les champs vi2, v23 et w! des champs inconnus

principaux.

Nous posons:

(V.14.22) X(u)= (X,ij(bu)
€ EN
(V.1.4.23) Y(u)= (-l,y—l](bu)
eEy ¢
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o b est la demie largeur de la plaque dans le cas de la plaque bornée et un petit multiple de 4e
arbitraire dans le cas de la plaque infinie.

Les équations différentielles s'écrivent:
(V.1.4.24) X =A.Y+F
(V.1.4.25) Y =B.X

et le systéme se condense en:

”

(V.1.4.26) X = (Kﬁ).x

ol les tenseurs A, B et F sont donnés ci-dessous:

- _R(l_VTLVLT)EN(EL—-FET‘) 0
e

(V.1.4.27) A= E E7
12b
0 ==
Se
0 _b
V.1.4.28) B= ©
(v.14. = ( b)S 2b 1 B
2—|= | ZZ2Ey| —+—||=
¢ 16 3e GTN GLN 16
_E(VLT_VTL)
0
(V.1.4.29) F= 0
0
0

1l reste a écrire les conditions aux limites. Distinguons le cas de la plaque bornée et celui de la
plaque semi-infinie.

a) Cas de la plaque bornée

Les conditions aux limites du modéle s'écrivent:
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i(x,b).i=0
(V.1.4.30) Vi=1n

T (x,b). =0

Do Zu

et les conditions de parité donnent alors les conditions suivantes:

10)=0 1(b)=0

(V.1.431) W0)=0  N(b)=0

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

(V.1.432) X(0)=0 Y,(1)=0
X,()=0 "

a) Cas de la plaque semi-infinie
Les conditions aux limites du modéle s'écrivent:

Ni(x,0).i=0
(V.1.4.33) eny=03, Yi=1n
5%"‘“(x,0).ﬁ =0

v(x,y)=0 ,
(V.1.4.34) y-> «: lim :
y=|1(x,y)=0 '

Ce qui en fonction des champs inconnus X et Y s'écrit:

lim X(u)=0
(V.1435) u—er Y,(0)=0
X,(0)=0

Dans ce modele, seules deux distances caractéristiques des effets de bord interviennent.

V.1.5 Utilisation du modeéle multiparticulaire M4_(2n+1) membrane

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:
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, u'(x,y) = Ex
"(xy)=1 . .

- Yy =viy) =14
Us(x,y)=w(y)

(V.1.5.1)

dans le cas de la plague bornée, la symétrie par rapport au plan y=0 implique:

(V.15.2) {Vi(Y) est impaire

w(y) est paire

La symétrie par rapport au plan z=0 donne:
(
a0 N _ 1
(V.1.5.3) (y)=v(y)

En écrivant les équations complétes du probleéme, on constate que v! et v2 n'interviennent que sous
forme combinée : v(y)=v*{y)~-v'(y). Nous avons donc un seul champ cinématique principal

fonction de y:
v(y)

Nous déduisons alors les déformations généralisées du modéle M4_(2+1) membrane comme suit:

éi(w)=(e ¥ )

0 v'i(y)

VH(y) = vi(y) +ew(y)

(V.1.54)

- Les efforts intérieurs généralisés:

(V.155) Nog(r.y)= (%) (wB)e{L2}® ie(,4)
" (0y)=15"(y) ae{l2} ie(13)

On déduit de la symétrie par rapport au plan z=0:
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V.156 ©7=0
(V.1.5.6) 4 o _z12

Dans le cas de la plaque bornée, la symétrie par rapport au plan y=0 est prise en compte par le

comportement.

De méme que pour les calculs de la section précédente, nous introduisons dés maintenant quelques

conséquences simples et évidentes des équations de comportement ou d'équilibre.
Le comportement implique que les champs suivants sont nuls:

(V.15.7) Ni, =1 =0

L'équilibre implique que:

(V.1.5.8) N, (y) ==N%(y), nous notons: N(y) =N, (y)

Les premiéres équations de comportement membranaires sont:

1

—N}, - LN}, =€
eEp eEp,

(V.1.5.9) :

1
——N}, - VL N3, =€
eET CET

Nous en tirons, tout de suite les expressions de N}, et N7, qui ne figurent plus dans la liste des

inconnues principales:

Nl =eE; E+v{ N
(V.1.5.10) { 11 = CELCTVLT

N? =eE{€-vp N
De plus, nous notons:

1,2
(V.15.11) T=1y

Nos principales inconnues en efforts généralisés sont donc au nombre de deux:

Mo
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En ajoutant le champ cinématique principal, nous avons donc un total de trois champ principaux &

déterminer.

- L'équilibre:
L'équilibre membranaire des couches 1 et 2 se résume 2 une seule équation:

’

(V.1.5.12) N (y)+1(y)=0

L'équation (IIL.6.4) est ici automatiquement vérifiée a cause de la symétrie par rapport au plan z=0.
- Comportement

Comportement des couches:

La loi de comportement membranaire s'écrit pour chaque couche i:

,8 g _]11
(V.1.5.13) v ) [= = N
0 12
ol
1 Vir S YL
) E. Ep R Ep ]15T
(V.1.5.14) S|y 1 o | Bolvr L
Er Ep EL Ep .
0 0 L 0 0 _—
Gir Grr

Nous avons déja largement utilisé le comportement pour diminuer le nombre de champs

principaux. Nous en tirons encore:

! 1

v (y)= EE—(I =vrLver)N(y) - Evir
(V.1.5.15) , T1

v (y) = =——(1=voLvr)N(y) - Evrp

eEL

d'oi par différence:

l 1-vpLv E;, +E
(V.1.5.16) v (y):—N(y)( s LT)( L T]+S(VLT—VTL)

(<) ELET

Comportement d'interface:
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(V.15.17) D' (x,y) = [V?y)J = g(éb i éé)@

avec
~ _Gl 0 ~ —Gl 0
1 _| Gn . %2 _|Gn
(V.1.5.18) SQ = 1 ; SQ =
0 e
Gy Gno

Le comportement d'interface se réduit i I'équation algébrique suivante qui permet I'élimination de T

des champs inconnus principaux:

3( GG
(V.1.5.19) T= —-(M)v
[+ GLN +GTN

Il reste a résoudre un systeme de deux équations différentielles:

N'=-3[ OO |,
€ GLN+GTN

V, = (1 —VirVTL )(EL + ET JN + (VLT - VTL)E'
€ EL T

(V.1.5.20)

Apres condensation ce systeme se réécrit:

(V.1521) V= 3(1 — YTV )[ GunGmy )( E *Er }v
€ GLN + GTN ELET

Il reste a exprimer les conditions aux limites. Distinguons le cas de la plaque bornée et de la plaque
semi-infinie.

a) Cas de la plague bornée

Les conditions aux limites s'expriment dans les équations ci-dessous:

i

n

(x,b).0=0 Vi=14
(V.15.22) - i
i (x,b).i=0

=

(V.1.5.22.c et d) sont automatiquement vérifiées a cause de la symétrie par rapport au plan z=0.
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Soit, en fonction de I'inconnue v, avec les conditions de parité exprimées dans les équations
(V.1.5.3):

(V.1.5.23) |v'(b) =€(vir-v)  v(0) =ﬂ

L'équation (V.1.5.21) s'intégre facilement en posant:

(V.1.5.24) A2 = 3(1 - VL;FVTL )( GmGin ]( E + ETJ
e Gin+Gm A ELEp

On en déduit, d'aprés I'application de condition de parité et de condition aux limites, la fonction

inconnue v(y):

shA,
(V.1.5.25) v(y)=E(vrr - VTL)F}J:/E |
Soit encore
' 3 G nG shiy
V1526 T :——8 v -V _MINMTN
( ) 0)=3 (vir =va) Gy +Gry Achb

1
Notons que dans ce modele une seule distance caractéristique de l'effet de bord apparait (x)

Lorsque les modules d'Young E|, et E7 sont trés différents et les modules de cisaillement sont

proches (notés G) la distance caractéristique est proche de e 3—(::, ce qui pour les matériaux

composites courant reste de 'ordre de grandeur de e.

b) Cas de la plaque semi-infinie
Les conditions aux limites s'expriment dans les équations ci-dessous:

=1
N (x,0).i=0 Vi=14

(V.1.5.27) eny=0723,
2%"‘“()(,0).5 =0
i=1
(V.1.5.28) y — oo lim v(x,y) =0
y—re
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Ce qui, en fonction de l'inconnue v, s'écrit:

(V.1.5.29) V(0)=€(vir-vi) ; limv(y)=0
y—0

On en déduit:

M)
(V.1.5.30) v(y)=€(vir—viL) T
Soit encore
(V.1.5.31) T(y)=§g(v —v )Mﬂ
[ LT TL GLN +GTN )\4

(V.15.32) T = =€(vip — v )
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ANNEXE VII

DETAILS DES CALCULS ANALYTIQUES DES (0;,...,6,,]
EN TRACTION PAR LES MODELES
'M4_5n ET M4_(2n+1)M
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r¥m

VI.1 CALCUL ANALYTIQUE DU MULTICOUCHE (61,...,6,")5 EN TRACTION PAR LE

MODELE M4_5SN

VI.1.1 Equations générales du multicouche (6y,..., Om)s en traction

Considérons une éprouvette de largeur 2b et de longueur 21 constituée d'un empilement de n
(n=2m) couches (61,...,6m)s‘, occupant le domaine Q:[—I,l]x[—b,b]x[—n e,ne] . L'éprouvette

est soumise 2 une traction telle qu'en x=-1 (respectivement x=I) le déplacement moyen suivant x est

-d (respectivement d), les autres bords sont libres. Dans la partie centrale de 1'éprouvette, loin des

bords x=-1 et x=1, la composante suivant x du champ de déplacement peut s'écrire sous la forme

(VL1.1.1). Les autres champs ne sont fonctions que de y.

Les champs inconnus principaux sont:
- Les déplacements généralisés:

(VLL.L1) Ui(x,y) = wi(y) i=1,2m

La symétrie du probléme par rapport au plan y=0 nous impose:

u'(y) et @i (y) sont impaires
Vi

(VL1.1.2) (y)et (p;(y) sont impaires

w'(y) est paire

La symétrie par rapport au plan z=0 donne:
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2m 1+] )
{cp =—03"(y)
i 2m 1+I
(VL.1.1.3) {vl(y om. 13;) i=1,2m
0y (¥)=-03""*(y)
w'(y) 2m |+l(y)
Les déformations généralisées s'écrivent alors
A 1y
= Su()
)=, 5 2,
sw(y) V')
o leiw)
AL I
S0 ) ey ()
i ox(¥)
do(x,y)=| . !
{cp‘y(y)+ w' (Y)J
D”+1( ) H(y) u‘(ﬂ-%(wi(ﬂﬂﬁ“(ﬂ)
X,y .
)=V )=S0+ o) )
(VL1.14)
D”“(xy): 1+1(y) Wl(y)

- Les efforts intérieurs généralisés:

Nip(%,y) = Nig(y) (0.B)e{1,2}> ie(1,2m)
Mig(x,y)=Mig(y)
(VLL.L5) Qu(x.y)=Qi(y)
o (xy) =15 () we{l2} ie(l2m-1)
VI (53) =)

La prise en compte des symétries par rapport au plan z=0 conduit a:
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(}’) N2m 1+l(y) ;tm,m+1 -0
(VL1.1.6) Le(y)=M 2m #(y) et Fhitl _ _z2m-i2m-i+]
Ql (y) _ 2m 1+l(y) vi.i+1 - V2m—i,2m—i+1
o

Nous sommes ainsi conduit & un probléme comprenant 16m-2 champs en y inconnus:

——— T T T
u', v, W' 0y, @y, Nij, Nip \Nog, My, Mip, Mg, Q1. Q3, VM i=1,m

i,i+1 i,i+1

T ettty i=lm-1

- L'équilibre:
Compte tenu des symétries, on peut se contenter d'étudier 1'équilibre des couches 1 2 m. Ceci donne
5m équations différentielles:

’

Niz () ==} (5)+ 1)

N (1) =5"(5)+ 5™()
Q2 ( )__ 11+l(y)+vi—l,i(y)

Ml ()= Qi) - ( )+ )

b (1)=Q5(y)- ( )+ )

(VIL1.1.7) couches 1 am

- Le comportement:

Le comportement des couches donne 5m équations différentielles et 3m équations algébriques:

A
.,L & N_Xll 0 12z _11
(VLL.18) V) == N | 5 |9y () |=5S | My i=1,m
’ € : y e .
. i ! i
u' (y) Ni, o (y) 12
0 (P Q 1z 1 11+Tl i+l
(VL1.L9) ( i )= P "’ ( IJ SQ( i el
w (y)) -0y Q) 10 “{13 " +13

= =i
o les tenseurs S et Sq représentent respectivement la souplesse de contrainte plane et la

souplesse du cisaillement de la couche i qui valent, dans le repére d'orthotropie, en notation de
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Voigt, les expressions suivantes:

m) en traction

___1__ _Vir 0 1
) BB = 0
= \Y, =
VL1.1.10 § |y Lo 1§ _|Gnm
( ) (everien) Er Ep 1 Qep er.en) 0 1
0 0 — G
Gir
et, dans le repére structural:
.. i Siz is
Si§1-§2-§3) = 5122 Sf26
SYM i
. i 4 i . .
s, = coste M+[_1_ ZVLr)Sinze.coszel
E, Er \Gur Ep
) - 4 i 4 ni _ .
5122:Sm 9 +22 0 +(L—-zvijsin26‘cosze'
Ep Er Gur  Ep

Si

sin? 6! + cos* 0 [
6= +2
Gt

Ep

S§2=—VLT(sm 6 +cos* 6! +[
E

+L——2VLT)— ! ]sin2 6' cos? 6!
Er EL LT
Ep

+ —_ ——1——)5m 0! cos? 6t

2[
Sia =[2(L—Y—Q _ ! ]sm@' cos>0! + [ [—L—MJ+——1—Jsin3 6’ cos6
Ep Er Eg Grr

L Gpr
(VLL.1.11)
Si26 = (Z(L—VA L sin> @' cos@' + ( (__.I__Y_ﬂ) + L}sinei cos3 i
EL Er Ep ) Gy
So11 = —cos?6' + sin? @'
A Gy
Shy S , o
(VLLL12) SQ( eaes) o S22 = L sin?6' + ——cos? 6!
=223 SQ12 SQ22 GNL GTN
Slle = 2[ ! ———)Sinﬁ' cosO'
| Gne Gin

Comportements d'interface:

-En cisaillement le comportement d'interface donne 2(m-1) équations algébriques:
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0) —um(y)+ui(Y)+§(<P§(Y)+¢;+1(y)) 1z, (Qij 1g (Qm]
i i € (o -S| o 77688 | ol
(VL1.1.13) )V )+ (0 (0)+ 9" () 10°%0Qy) 107 @

o)z (MY 2z oz (1) (et g, (Tt
+— 1S5 1. +——(e'S' +e'+‘s'+1). Lol SiH )1
[30] Q (sz—l,x 15 Q Q T12,1+1 30 Q T|2+1,|+2

- En arrachement le comportement donne m équations algébriques

(VLL1.14) 0:_wi+l(y)+wi(y)+79_Oeisilvi—-1,i+%( iSi‘,+ci+[Siv+l)vi.i+l+_79_Oei+lsi,+lvi+1,i+2

i 1
avec: Sy=—
E
N
Wm+1 =—wMm
Rappelons que {v™*m+2 = ym-Lm
Tgl,mﬂ =0

L'équilibre et le comportement fournissent ainsi 10m équations différentielles et 6m-2 équations
algébriques.

Les champs N}I sont donnés en fonction de % et des efforts Ni22(= Ni) et N§2(= Niﬁ) par les m

premitres équations de comportement membranaire de (VI.1.1.8) de chaque couche, qui sont
algébriques.
i eA

. i i
(VLL.1.15) '“=—~S¥N‘—~S—§—6—N6+ -
11 i1 nL

Les champs M, sont donnés en fonction des moments Mi22(= Mi)et Mi12(= Miﬁ) par les m

premiéres équations algébriques de comportement de moment membranaire de (VI.1.1.8) dans

chaque couche.

g
(VLLL16) Mi, =Stz i _Sis

. 16 ML
Si1 Shi

f,i+l 1

Les efforts d'arrachement d'interface v'*! sont donnés en fonction des déplacements w' et wit
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hors plan par les m équations algébriques (VI.1.14).
Les champs Q}, 1! et t5'*! sont donnés par les expressions algébriques (VI.1.1.9) et (VL.1.1.13)
en fonction des Q3 , ¢}, (pj;,, wt —yd et vt - i,

11 reste donc les 10m champs suivants reliés par 10m équations différentielles:

N'; Ngs MY Mg; Qh; u's v wis ol b

i,i+1 — u1+1 _ ul

On constate que I'on peut se contenter de faire apparaitre les 2(m-1) champs { Gl i
\'A =V -V

lieu des 2m champs ui et vi.
Posons le vecteur & Sm-2 composantes suivant:
(VL1.1.17) X = (", vh* o ol,Q}) ‘

Le systéme peut se réécrire sous la forme:

” P

(VI.1.1.18) X =MX

II n'est pas utile d'expliciter dans le cas général, I'expression de M étant assez compliquée. A titre

d'illustration, développons le cas du quadricouche symétrique.

VIL.1.2 Application dans le cas du multicouche (0, 03),

u=u?-u!

v=vi-v!

Dans le cas m=2, nous avons huit inconnues principales que nous notons < Q1 = le

Q*=Q;

0k, 9y, 03 et ¢}

Dans la suite, de fagon & pouvoir traiter plus simplement le probléme nous restreignons I'application
au cas particulier du quadricouche symétrique (el,ez)s dont les modules de cisaillement sont égaux

soit: GLN = GTN'

Les équations algébriques (VI.1.1.9) et (VL.1.1.13) s'écrivent alors simplement:
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1 (6 1
VI.1.2.1 - _(_ ! 12) 0
( ) (Px GLN SSQI 10 1
1 (6 1
S (VL122 —g? _(_ 2 _11-2]=0
( ) ACREEHN 5 10"
(VL12.3) —u? '+ 2g) +¢x)+L(_L(Q}+le)+§3¢2)=0
2 Gia\ 10 15
1 1 1 2 4de 12)
VI.1.2.4 Vvl + (e} + -——(Q" + +—1°|=0
( ) v+ (o) +oj)+ GLN( Q@)+
Ce systeme d'équations algébriques permet d'exprimer 1}2, Ty ,Ql et Q2 en fonction des huit

inconnues principales ci-dessus.

1,2
Ty 4 Se
V1125 i =—( + )
( ) A S0k +9%)
(VL.1.2.6) _’EZ _I_S_(V_E( 1, 2)) (Q +Q2)
Gy 4e 2Py TPy 8eG N
Q _u 25, 5 »
VL.1.2.7 =— 4+l =
( ) eGin 3¢ 367 36 ™
(VL1.2.8) Qf LI 2 2
o eGin  3e 36 7x 36 P

Les équations algébriques de comportement d'arrachement d'interface (VI.1.1.14) s'expriment:

%e

0= —w?+wh+- 208 12 v23
35Ey 70Ey
(VL.1.2.9)
0= 2W2 + 18e 1,2 26e V2'3
70Ey 35Ey
On obtient alors:
70E
(VL1.2.10) V2 = —N(70w2 - 52w‘)
2542¢
(VL12.11) v¥ = %(—mwz +18w‘)
2542¢

0, ):en traction
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Le systéme d'équations d'équilibre (VI.1.1.7) se réécrit:

(VL.1.2.12)

’

’N‘e’(y.) ==
NZ (y)=
N"(y) =-

N? (y)=

_ 0By

My (y) =
M2 (y)=
M (y)=

M? (y)=

ER L)

Ouslu-2(ol+03))

Fo(v-3 ok o})) el @)

€
o -l
_T0Ey

T (70w2 - 52w1}

(192w2 - 70w‘)
2542¢

—Se(;LN - 5G3LN ( X - (ok+ (Px))
2oy —S%L&(u 2o +<|>§))
Q- 15C;LN (V_%((Ply +(P§))—%(Ql +Q2)

(o5 )30+

En éliminant N}l et Mi“ a l'aide des équations (VI.1.1.15 et 16), les équations (VI.1.1.18->21) se

réécrivent sur les couches un et deux ainsi:

, 2
(VL1.2.13) W =Ng
€
, 2
(VL1.2.14) v =N
€
o =
(VL1.2.15) . °
)1
Px ==

2 A%,

2 N6 c?y S? A_N_lBl N§ Ne i _ SlG A
e SHL e € st L
Ng B+ sz AN Nz N Negi_ 512 A
e s2 L e e S L

12(BM‘+CM‘)

(B2M2 +c2M2)
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(p;,l =1§(A‘M1 +B'My)

(VL1.2.16) ) ;"2

2 212 2a 42

=—2(AM? +B’M

Py e3( 6)
ol

o i2 o i gi 1 2
(VL1.2.17) Al=gh, 212 Bi=gh -2l o Cl=si--15,

St St Si

L'équation différentielle de comportement de couches (VI.1.1.9) devient, aprés utilisation des
équations (VL.1.2.5->8):

TALANTAL 80eG;y 80eGpy 8e
’ 1 2
W3 B2 3 Q 930 3(v2—v1)

’ 1 2
W e B 32,28 Q0 3 Q ——3—(v2—v1)
(VL1.2.18)

167 167 %0 eGny 80eGiy 8

Dans la suite, nous condensons les inconnues en ellmmant par derlvauons des equatlons
précédentes (VI.1.2.13->16) les quantités N’ N2 N6 NZ, M M2 M6 M2, w! et w?
(VL.1.2.12) et (VL.1.2.18). On déduit de ces équations (VI.1.2.13->16):

(VL1.2.19)
S :lif}TLN(B; +B2)(V—%((p1y+¢§))+3(B;:2B2)(Q +Q ) 4GLn( ]+C2)(u—-f—;((p;+(p§))
(VL1.1.20)
S =1_§‘TGC,£_N(A1 +A2)(v—§((p1y+¢§))+3(A;:2A2)(Q1 +Q2)+4_§7L11(B1 +Bz)(u_%§_(¢;+¢§))
(VL1.2.21)
)
(VL1.2.22)

B () Sl i)
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(VI1.1.2.23)
Py =3

(V1.1.2.24)

” 1 1 1
1 =1zpzAbymy:Qz_Eyghﬁ(v_gwlan+5thBb;_sBGm(u_

16 16 8

Calculs analytiques des (6,...., 9,")xen traction

y y

6 3

y e3

“ 12 3 13A2 15A%G e
02 =_(——A2Q1+ Q- LN(v——((pi,+(p§))+

16 16

”  35E
VL1225 T - 22N
( ) Q 1271e
" 35E
(VL1226 2 225N
) Q 1271e

8 2 6 3

2
+ 3333 Q

M3 01 53 0 2523 Q
g g T eGin

743 | 1353 , 3543 Q' L9033 Q® 183w

5¢G N B2 - 5B2G; (u_ Se
X

g g M0 eGy 40 eGy 4 e

O

12

_2ay
40 Gy 4 e

|

Enfin, nous rendons le syst¢éme d'équations différentielles du second ordre dimensionnel en posant:

al =Gy A' :—;
a2=GLNA2:—j a=al+a’

5 —p! 2
S
b? =Gy 322; U(S)=@
=G C! :—Z Vis)= At

(VL1.2.27) o GI-‘N @ :_z ol(s) = <p§j(bs)
a=Ex b’ i %::)
Gin e?

Le systéme a résoudre est de la forme: )_(” = ﬁ.x avec X = (V,U,¢L,¢§,¢§,¢§,q‘,q2) et:

(VL.1.2.28)
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Calculs analytiques des (..., 6,, ):en traction

a0 b Sb i s 3% B4
4 3 3 3 8 8 8
15b 4o ¢ B I5b ~15b 3b 3
4 3 3 8 8 8 8
—45a! 0 Ba By 45b! 45b! 39b’ —op!
2 3 3 4 4 4 4
—453° o2 B 55 45b? 45b? -9b? 39b?
VM=l 2 3 3 4 4 4 4
—45b! Loopl 331 2 45a! 453! 39a! —9a!

2 3 3 4 4 4 4
—4sb> o2 25,2 55, 45 4522 92 39’
2 3 3 4 4 4 4
189 . 0 o 15505, 18655, 17661, 23331,
10168 10168 10168 10168 10168
12810 o 0 o 26005, 47355 -24801, 63231
10168 10168 10168 10168 10168

Nous avons 8 fonctions inconnues, respectant les huit conditions de parité écrites dans les relations
(VL1.1.2):

U(0)=0 ; V(0)=0 ;
(VL1229) 04(0)=0; ¢}(0)=0;
q'(0)=0

1l reste 2 exprimer & nouveau les conditions aux limites en fonction des inconnues principales du

probléme:

N (x,b).i=0 Ni(b)=Ni(b)=0
(V1.1.2.30) Q'(x,b)i=0 Vi=Ln = {Q'(b)=0

M (x,b).ii=0 Ms(b)=M!(b) =0

Ces équations injectées dans les relations de comportement membranaire écrites en (V1.1.1.13->16)
donnent les conditions suivantes:

ASig
LS,
ASiy
L's,

ui’(b) =
(VI.1.2.31) ,
Vi (b)=
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Calculs analytiques des (9 1reeer Oy )x en traction

(VL.1.2.32)

En fonction des inconnues du probleme, nous en déduisons les huit conditions aux limites suivantes

.y bA[(SE S!
vo-24(%-%) (.
Sit Su) o (1)=0

V'(1)=Eé[_s_12;_$] ¢l (=0

7
ST

(V11.2.33) qdi()=0 (i=1,2)

Ce systeme peut facilement étre résolu  I'aide de MATHEMATICA. Nous présentons les résultats
plus loin dans le chapitre aprés avoir donné la solution du méme probléme pour le modéle
M4_(2n+1)M dans la section suivante.

V1.2 CALCUL ANALYTIQUE DU MULTICOUCHE (91,...,9m)s EN TRACTION PAR LE
MODELE M4_(2N+1) MEMBRANE

N N

Nous étudions un probléme similaire & celui de la section précédente a l'aide du modéle

M4_(2n+1)M.

V1.2.1 Equations générales du multicouche (6;,...,6, )s en traction

Nous faisons I'hypoth&se que loin des bords x=1 et x=-1, les champs sont invariants par translation.

Les champs inconnus principaux sont:
- Les déplacements généralisés:

i _A
ﬁi(x,y) _ u (X’Y)_ Lx+u )
(VI.2.1.1) : vi(x,y) - vi(y) i=1,2m

Us(x.y)=w(y)

La symétrie du probléme par rapport au plan y=0 nous impose:
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Calculs analytiques des (9 freees 9,")x en traction

i t vi(y) sont impaires
(VI2.12) {“ (y) et v!(y) sont impai

w(y) est paire «

La symétrie par rapport au plan z=0 donne:

ui(y) — u2m-i+1(y)
(VI.2.1.3) vi(y) = v2™itl(y) i=1,2m
w(y 0

=
]

Les déformations généralisées s'écrivent alors:

| i |
(VI2.1.4) Sw ) v ) |

- Les efforts intérieurs généralisés:

Nog(x,¥) =Ng(y) (@B)efL2? ie(2m)

(VI2.1.5) ° o .
4 (x,y) = T (y) oe{l,2} ie(,2m-1)

La prise en compte des symétries par rapport au plan z=0 conduit a:

;lf:m,m+l =0

i  A\72m=-i+l1
(V1.2.1.6) ?B(y) B N(:ﬁ l. (y) et Fhitl _ _z2m-i2m-i+l
Q:x(}') - am—1+l(y)

i+ _ |, 2m-i,2m=i+1

v v

Nous sommes ainsi conduit & un probléme comprenant 7m-2 champs en y inconnus:

ul!vlaNl[]’NiZ,lez i=l,m
Li+l i+l

LT i=l,m-1

- L'équilibre:
Compte tenu des symétries, on peut se contenter d'étudier I'équilibre des couches 1 & m. Ceci s'écrit:
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Calculs analytiques des (01,... 6 )xen traction

rvm

’

Ni - —Ti'i+l + ,ti—l,i
(VI2.1.7) b (0) =" () +70) couches 12 m

’

Ny () == (y) + 15 (y)
et div(z %”“] =0 automatiquement vérifiée.

- Le comportement:

Le comportement des couches donne 2m équations différentielles et m équations algébriques:

A
L g Ni;
(VL1.1.8) vl (y) |= 2| N&, i=1,m
u' (y) 12

=i -

ot par souci d'autonomie du paragraphe, on rappelle que le tenseur S représente la souplesse de
contrainte plane et la souplesse du cisaillement de la couche i et qui vaut, en notation de Voigt, I

expression suivante:

L Vit 0
Ep 113L
z v
2.1, = —2IL -
(VI2.19) Seerad ™| B B O
00 0 G

. et, dans le repere structural:
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Calculs analytiques des (9 J Gm)sen traction

5 Sii o Sp Si
Qi _ i i
Stereres) S22 Sy
SYM si
, bai o 4qi ) '
Sihi = cos 0 +22 0 +[—1 ——2\’”)sin2 6! cos? @'
Ep Er Grr L
i 4 i . .
,22 _ sin* 0 4 cos 0 +( 1 2vr Jsinzel cos2 0
Ep Er Gir EL

i i . .
Sts = sin'@' +cog’e’ + 2{2( 1,1 2ur ] L Jsin2 6' cos? 6!
Grr Er Ep LT

Si, =—LT (sm 6! +cos* 0! +( +——L]sm 6' cos? 6!
Ep EL Er Grr

(VI2110) g Z(J__m L Smelcos o+ [—L—mj+—l—}in3eicosei
Ev Er E. ) Gir

SiZ6= Z[J——'\/L—T - 1 sin’0' cos@' + (—L__VL_T}__I._ )sineicos36i
B Er Er ) Gir

Le comportement d'interface donne 2(m-1) équations algébriques:

. . 1 i-Li 1 ii+1 1 i,i+1 1 i+1i+2
O .= +—1
ut(y)—u'(y))_ iz | 3 iz |37 6 !
(VI2.1.11) o o =eish | 6 3 reisgl) 3 ¢
(y)——v'(y) _T1—11+_Ti,i+l Tl,H‘l +__Tl+ll+2
62 '3° 6
avec:
So11 = ——cos* 6 + sin? @'
TN
Zi Son Sz i 1 2 pi 2 i
(VI2.1.12) S = QA2 s, = ——sin®6' + ——cos® @'
(ere225) Sqiz Sgz GnL GrN
So12 =2 L1 \sin6icose’
Gne Ot

Le systtme peut se condenser. Pour cela, nous posons:

Litl _ i+l i
(VL2.1.13) “osemn
v1.1+1 — V1+1 —y

1l vient alors:
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Calculs analytiques des (91, ,”) en traction

ul’lﬂ(y) |2+l 1+2(e6 Sl+1 J+T121+1[e3 58-112 +— 3 SQ12)+1:2 1{%8612]
(VI.2.1.14) o
Ti+l 1+2[e6 Slérl J+T]l |+1( ; 55'111 +& : SQ”)+TI 1,1( - SiQ“J
. e e el . L el .
V"'H(y) 12+1 1+2[ c Sl+] ]+1121+I[ 3 S]Q+212 +§-sz2)+‘£'2 S gsbzz
(VI.2.1.15) . ; ;
}+1 1+2(66 Sl+1 )+T;l+l(e3 Sg-ll2 +%S£212)+Ti1_1’i(%si)12J
On note:
(VI2.1.16) N' =Nb,; N§ =Ni,

i P . A ; i i N
Les champs Nj; sont donnés en fonction de e des efforts N3, et Nj, par les m premidres

équations de comportement membranaire de (V1.2.1.8) de chaque couche, qui sont algébriques:

(VI2.1.17) == SnN. S]6N6+ ?AL
i 11 1
En posant:
i i gi P2
. . i qi ) . i
(VI2.1.18) Al=S}, - SS ; B‘=S'25'“—-—Sléisl2 et C'=Sg-=18-,
11 i i

on obtient les équations différentielles du premier degré suivantes:

K i i i
(VI2.1.19) u' =—NTB'+N—i6C' s 2
€ € 11 L

., i .
(V1.2.1.20) v =1i : N6 Nopi, Spa
€ e' S“

et les équations (VI1.2.1.19 et 20) se réécrivent ainsi:

e1+1 el 1+1 el Sx+l i L

’ i+l i 1 i
(VI2.1.21) uhitl :NLB”I—N—lBi A ciHl_ Nﬁc +(Sl+ _iJé
11
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Calculs analytiques des (0,...,6 )xen traction

L Ni+l i Ni i Ni+l . Ni . Si+1 i A
(V12.1.22) vt =—.——A'+‘—?A'+e—i§H—B‘+‘——EB‘+ -S%—% I
11 It

Or en dérivant ce dernier systéme d'équations et en y injectant les équations d'équilibre (VI.2.7), on

en déduit:
” 141 T o i
vt _ BT a2 (B B' | i+t B i1
u =R N DR 1 “?Tz
(V12.1.23) » o i
C™ vz [ C C )it _C ini
—Trh Hat T [WwW 30
[+ € e (S
” i+l i+1 i i
it AT ez [AT A L A il
R Rl o2
(VI2.124) iy o _
1 1 1 1
BT a2 [ B B')ii+vt B _i-1i
R + o +? T —?’cl

Nous notons:

X le vecteur de composante (v]'2,u]’2,...,vm_l‘m,um_]'m)
Y le vecteur de composante (1112’2,’5}‘2,...,‘cg'_l’m,’c{“'l’m)
soit
X2k+1 - vk+l,k+2 Y2k+l = T12(+l,k+2
Xoksz = pkrk+2 Yorar = T}(+I,k+2

On a deux systémes qui se condensent en un systéme final a résoudre de la forme:

(V1.2.1.25) Xe =Ma ¥y, " FNX
Xy =Ny.Y,
O, apres avoir noté:
i i i
a' ii,bl =Bi etc' =C—i
e e e
(V1.2.1.26) et ,

i

ey el el
o =Esbzzv p! =€S'le ety' =€S}211
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Calculs analytiques des (61,... 6, )sen traction

les coefficients des matrices M et N sont donnés par:

k42, k4] k42, k4l
Moyirok =2 +a Moks,2k41 =D 4D

k42 ke TR
Moii,2k+2 =0 +b My io,2k42 =C -~ +C

Moy i1 2k43 = —2< "2 Moy 43,243 = —b<*2
Moy i12kea = —b* Moyi2kea == !
Mjs12x = —b**! Moy, =~ k>0
Moy 1,261 = =2 " Majesz 261 = =D k>0

(V1.2.1.27)
les autres coefficients M;; sont nuls (ﬁ étant symétrique)
Nok+1,2k+1 = 2(0‘k+2 + akH) No+2,2k41 = Z(Bk+2 + BkH)
Nok+1,2k42 = Z(Bk+2 + BkH) Nok+2,2k42 = Z(Yk+2 + Ykﬂ) !
Nois1,2k43 = 05+ Noksz2kes =B |
Noisi, k4 =B<*2 Noksgokea =157
Noker ok = B! Nokaz ok = 1< k>0
Nogar gk = 0™ Noksz,2k-1 =B k>0

(V1.2.1.28) ‘

les autres coefficients Ny sont nuls (ﬁ étant symétrique)

Enfin, nous rendons le systéme d'équations différentielles du second ordre dimensionnel en posant:

X(b ’ b
x(u) = ——% x (u)= m&(bu)
(V1.2.1.29) ‘; (bo) )
-X(bu ” b
X(u) = G choisi X (ll) = mX(bu)

olt les valeurs de e et GMist sont choisies parmi toutes les valeurs des épaisseurs des couches

et parmi toutes les valeurs des modules de cisaillement selon le probléme 2 traiter.

Les systémes précédents (V1.2.1.25) aprés adimensionnalisation s'expriment ainsi:
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Calculs analytiques des (6)....,0,,) en traction

o Em

” b2 = —_
x (u)=—M.y(u)=m.y(u)
(V1.2.1.30) j =
x(u) = ;N y(u)=T.y(v)

Le vecteur x(u) vérifie les conditions de parité écrites dans les relations (V1.2.1.2) soit:
(V1.2.1.31) x(0)=0

Il reste a exprimer & nouveau, les conditions aux limites suivantes:

=1 ’ ’
(V12.132) N (x,b).i=0 Vi=ln = x()=2X"(b)=cst
€

Sachant que ces équations injectées dans les relations de comportement membranaire écrites en

(V1.2.1.8) donnent les conditions suivantes:

s i
ut (b)zé_sl._ﬁ
- LSy
(V1.2.1.33) ) i
Vi (b) =ésL
L sy,

En fonction des inconnues du probléme, nous en déduisons les conditions aux limites suivantes :

[ L S]l Sll
(VI2.1.34) 2 kel
Xaxa2 (1) b4/ 5k Sis
* e L{sk? ki

V1.2.2 Application au multicouche (0,,0,) en traction

Dans un premier temps nous résolvons le systéme (VI1.2.1.30) dans le cas du quadricouche (91’92)5

étudi€ dans la section précédente par le modele M4_5n. Les matrices MetN s'écrivent alors sous la

forme:

(VI2.2.1) M=-
B!+B? cl+c?

I(A'+A2 B1+B2J
[+
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Calculs analytiques des (6 e G,H)sen traction

= S, +S%,, SL.,+S2
(VI2.2.2) N=o| Q27°02 “Q2 7012
3{So12 +Sq12 So11 +Sau

V1.2.3 Application au multicouche (6,,6,,03,0,) en traction

Cette application nous permet dans un premier temps d'avoir un apergu sur "l'effet d'épaisseur”
décrit dans I'article de [Lecuyer & Engrand, 1992]. Nous analysons pour cela les laminés [15,~15] et

[l 52,—152]5. Puis dans un second temps, nous recherchons la solution du huit couches symétriques
[0,45,-45,90]¢ dont nous changeons l'ordre des couches pour prédire quel empilement est le plus

délaminant.
Dans ce cas les matrices MetN s'écrivent alors sous la forme:

Al+A? B'4+B?2 A2 _p? 0 0
B'+B? cCl+c? -B? _c? 0 0
(VI23.1) | S P LR CHS : LS - GRS 3
. . c __B2 __C2 B2 + B3 C2 + C3 _B3 —C3
0 0 ~A}  _B® A%+A* B +B*
0 0 -B>  -C* B+B* C’+C
(V1232)
2 2
st s2 gl S2 Son Soi2 .
Q22 ¥9Q22  SqQu2 T5q12 - - 0
; ; y
Q12 78012 Sqi1 +San - 2
2 2 \ )
Sq22 SQJ 2 3 2 ¢ Sd22 Shiz
N=S 2 2 022 5022 So12 +Sq12 - =
N= 3 5(2312 S<2211 R R R 52212 S%”
+ + ~Qiz
2 2 Q12 Qi2 Q11 Qlt ) >
Sazz 53212 3 . 3 .
0 0 —2 —2 SQ22 + SQ22 SQ12 + SQ12
Soiz S 3 s 3w
° 0 2 9 Sa12 +Sqi2 - Saui *+Sau
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Résumé des modéles M4

ANNEXE VIII

RESUME DES MODELES M4
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La "base" polynomiale (PB(Z),P{(Z),Piz(z),Pg(z)) pour 'approximation de G est la suivante :

13.2)

7

Résumé des modeéles M4

Ces polyndmes de degré croissant en z sont orthogonaux entre eux, c'est a dire:

13.1)

: P, (2)Py(z)dz =0sia =P

IIs vérifient, de plus, les relations suivantes:

(13.5)

Pj(h{) =
) Pi(hy)=
P, (z)=0 ,
o E Pi(17) =1
iy _ Po(z) 2
P (Z)— Oei | Piz(hi_)z_l
12} (Z)=_e—1i2P}(z) ’ pi 1) -
=TGR )=

h

J

h;
e

J

h;

h;

J

5 |hp

+
i

J

h;

Pi(z)Pi(z)dz = ¢!

i

Pi(2)Pi(z)dz=—
1(z)Py(z)dz 12

i

5(z)Ph(z)dz = 3

i
Pi(2)Pi(2)dz = ——
| (2)Pi()dr =
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Résumé des modéles M4

Les modeles résumés dans cette annexe font intervenir tout ou une partie des efforts intérieurs
généralisés suivants.

- Tenseur plan d'ordre 2, N, des efforts normaux de la couche i :

(IL1.1) N%@ﬂ:jcw&%dm;

- Tenseur plan d'ordre 2, 1\-/fi, des moments de flexion de la couche i par rapport au centre de la
couche:

(IL1.2) Mh@ﬁ=j@—ﬂk@&mﬂﬂi

W

-Vecteur plan, Qi , d'effort tranchant de la couche i:
(IL1.3) quﬁ=JcM@41Mu

nl

- Vecteur plan, %i'iH, d'effort intérieur de cisaillement a l'interface i, i+1:
P

(IL.1.4) ot = ca3(x’y’hi+) = Ga3(x’Yahi_+l )?

Remarque: Dans ce qui précéde il ect défini pour i variant de 1 & n-1 (les interfaces). Cependant

il est commode de noter:
701 J'effort extérieur de cisaillement sur la face inférieure de la couche N°1
et

FM1+ Jeffort extérieur de cisaillement sur la face supérieure de la couche N°n

,-EO,I ~n,n+l

Bien évidemment et T sont alors des données. Si nous notons

T, (respectivement T;)a € {1,2} la composante suivant ¢, du vecteur contrainte imposé sur la face

externe inférieure (respectivement supérieure) du multicouche, nous avons:

(11.1.6) 10! (x,y) = ~Tg(x,y) respectivement T2 (x,y) = T4(x.y)
- Scalaire, vi’“'l, d'effort intérieur d'arrachement 2 l'interface i, i+1:
(I1.1.7) vhitl = 0'33(x,y,hi+) = 633(x,y,hi_+1) ;

i,i+l

Remarque: Dans ce qui préceéde v est défini pour i variant de 1 & n-1 (les interfaces). Cependant
il est commode comme précédemment de noter:

vO! Teffort extérieur normal sur la face inférieure de la couche N°1
et

V™! Teffort extérieur normal sur la face supérieur de la couche N°n
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Résumé des modéles M4
Ainsi, on défini:
(IL1.9) VO (x,y) ==T5(x,y) et v (x,y) = T3 (x,y)

ou T3 (respectivement T;‘) est la composante normale du vecteur contrainte imposée sur la face

externe inférieure (respectivement supérieure) du multicouche.

-Scalaires N} et M} des moments d'ordre zéro et un de la contrainte normale au plan de la couche i:

+
b

Ni3(x,y) = jc33(x,y,z)dz

h

(I.1.10) : '

.
by

Mi3(x,y) = J(z —hi )633(x,y,z)dz

W
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Résumé des modéles M4

MODELE M4_7N

Champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_7n:

P (2)

L1.11) oop (%,y:2) = Nig(x,y) =4 +E op(%:Y)Pi(2)

a7ﬂ(x A ) QL(x,y)—Pi@ ( 11+l(x y) i— “(x,y))P}(z)

(I.1.12) g . )
(Q(x(x y) ( |1+1(x y) i— ]l(x }’))] i(lz

o1 (x,y,2) = Ni(x.y) P‘;‘Z)+—M3<x YPi(2)
(I.1.13) +[Ni3(X,y)——Z—i(vi’i“(x,y)+vi'“(x y)))PZ( z)

+(%Mi3(x,y)—5(vi’i+l(x,y)—vi_“i(x, y))jpg(z)

Champs de déplacements généralisés du modele M4_7n:

(L1.7) ( j O(Z) s (xy,2)dz
h.*
(IL.1.8) cpg*(x,y)=J' H2)Us(x.y,2)dz
i
(IL1.11) UL (x,9) = j O(Z)U3(x y,z)dz
b
by
(IIL1.12) T} (x,y)=ii J 1(2)U5(x,y,2)dz
€
a
(IL.1.13) 0y (x.y) = j Pa@) s .y, 2)ez
hy ¢
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Résumé des modéles M4
Champs de déformations généralisées du modele M4_7n:
- 1= T =
g = 2 GradU'+ GradU']
o 1 = .. T = _
e =3 Grad®'+ Grad @'

di, = @' + Grad U} + Grad U}

. 60
M, == U
c
ak, = 2T}
€

. . if_ . - i+l - .
(IIL.1.20) | S § %((p‘ + Gradugj -~ eT(cp‘“ +Grad U‘;l)

bi,i+l —
+¢' Grad U} — ¢! Grad U}*!

D5* = (-} + US - 6T} - 603" + 5035 - 505)

Equations d'équilibre du modgle M4_7n:

~ =1 JRES! ~i=Li
(IL.1.14) divN (x,y)+(‘r (x.y)-1 (x,y)):Osurm
(IL1.15) divQ'(x,y) + V' (x,y) - v (x,y) = 0 sur ©

. (-l i+l .
(11.1.16) divM (x,y)+—62‘~(‘c (xy)+7 (x,y))_Ql(x,y)=OSurﬁ)
2.1y Mi —idiv(?’i“ +%i—1,i)+i(vi,i+1 _vi—l,i)_giz_divéi

- 7120 12 60
2

i _ S . (=ii+l _zi-Li), Gif,iit+]  (i-Li

(12.2) Ny =t div( ! -3 4 : (Ve yit)
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Résumé des modéles M4

Conditions aux limites du modéle M4_7n:

lili.gz'i‘:j

M'.n =M}

=i € (i, micl A
(IIL1.23) [Q'—;(T"‘ +7 ")J-H=Q'3d

Q.n=Q}y

ei(%i,i+l _;éi—l,i).n = Géd

ot les données sont définies a partir des donnés 3D par:

n
Ty = | TS-Ph(2)dz
by
R
bo = | €'T6.Pi(2)dz
by
h
Q3 = ITg.Pb(z)dz
by
ow
(IIL.1.28) Qiy = [12T4.Pi(2)dz
by
oo .
Q3 = [5TS.Ph(2)dz
h

Notons que les trois derniéres conditions aux limites ne sont possibles que si les données vérifient
la condition suivante:

i Al ol i+l Ai+l  {itl
(IIL.1.29) Qig Qg Q¢ _ Qg Qs Q3

i+l el+l 261+1

e! el 2" e

Loi de comportement du modéle M4_7n:
Cette loi est déduite de I'énergie élastique écrite en contrainte 2 partir des champs approchés.

< ©own gi =i i
(IV.1.5) e (x,y)= er =::N (x,y)+5§—iN‘3(x,y)
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AV.1.6)

av.1.m

(IV.1.8)

(IV.1.9)

(IV.1.10)

av.i.in

Résumé des modéles M4

1 aw7n 12 é -~ - .
x (xy)= & =67513M’(X,Y)+j5'3M'3(X,Y)
€

- aW7n 6:' . ] ~
i —| 2gi i_ [ 18l (zi-Li i,i+]
=Sl

W™ 6 i |1 . 1§ 2
i —ai{ 2 Ni 2 [ylit] i-Li 293 .
N, (%) oy —SV(SeiN3 IO(V +v ))+zei :N

aw’ 120 5 3 (oiiel ictiy ], 6 Ei 7
i _qi i_ L+l _ | i-1i O i i
dpm, (x.y) ———aMis V(—7ei3 M;j - l(v \Y ) +ei3 S3:M

2( iz ingie el [ =€ Eie sivtise
+E CSQ+C SQ T’ + 30 SQ T
. Jwn . Coely o
Dy (x,y) = 2 =S4 [——110 [N‘3 = (v vt ]

+ Si+1[~L(N§+l _ Ci+1 (Vi+],i+2 + vi,i'*']))]
v
10 2

— ‘Z‘S;[@ Mi3 —5el (vi,i+l — il ))

700 ¢!
5 Gt 60\ inl e itlfyithiv2 _ | iit]
oSV S ME - Se (virhiv2 i)
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Résumé des modéles M4

MODELE M4_5N

Champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_5n:
L'approximation de & ci-dessous est déduit de la précédente en remplagant N3 et M} par leur

expression tirée des équations d'équilibre (I1.2.1) et (I1.2.2).

P! (Z) +£ aﬁ(x y)P;(Z)

2.3) 055 (%.¥,2) = Ny (x,y) =2

oo (xy,2) = Qi(x.y) Piiz) + (T (0 y) - 7 (%.y))Pi(2)

(Qa(x y)__l_( B (x y) + 7 x, y))]pii(z)

(I1.2.4)

2

Gggn(x,y,z) 2[(\11,& (X y)+v| ‘(X,Y)] lzdw( ““(x y) =i 11( ,y))}PB(Z)

+[ leQ ] le( 11+1( )’) =i ll(x,y))+(Vi’i+](X,y)—Vi—l’i(X,y))JPil(Z)

5

(I1.2.5) .
+Edw( 11+l(x y) i 11( ’y)) 12(2)

[ divQ' +— dw( L y) 7 l'(X,y)))Pig(Z)

Champs de déplacements généralisés du modgle M4_5n:

X i pi .
@L1.7) U (xy)= | P‘;(iz) Ul (x,y,2)dz
- h|
i* 12 i yopr
(I11.1.8) @y, (x,y)= ?Pl(z)Ua(x,y,z)dz
h,‘e
- " Pi2). .
(IL1.11) Us (xy) = [ =82 U5 (x.y.2)dz
€
by
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Résumé des modéles M4

Champs de déformations généralisées du modele M4_5n:
s 1 = AT o i

gl = E[GradU + GradU )

~. 1 i = e T = -~

. =3 Grad @'+ GradCD’)

diy = &' + Grad Ui

(11.2.8)

. . . i i+l
P+ = | g+ - _e_('I')l _C_&)Hl
2 2

Dil,i+l — (U.i;l _ U'3)

Equations d'équilibre du modele M4_5n:

- =l i+l _i-Li
(1L.2.6) divN (x,y) +(T (x.y)-7 (x,y)] =0 sur @
(I12.7) divQ'(x,y) +(vV* (x,y) = Vi (x,y)) = 0 sur @
. o [~i-Li it .
(I1.2.8) divM (x,y) +E‘(‘c (x.y)+7 (x,y)) -Q'(x,y)=0suro

Conditions aux limites du modele M4_5n:

Zu
=)
|1}
-]t
a =

L
1=

I
Ex

(I1.2.13)

Q:
1=
H
2.
g

Ou les données sont définies 4 partir des données 3D par:

by
Ty = [To-Ph(z)dz
by
hf
i _ ird pi
(2.12) Mi, 5hj_e TY.Pi(z)dz
oo
Qiy = [TS.Ph(z)dz
h
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Résumé des modéles M4

Loi de comportement du modéle M4_5n:

Cette loi est déduite de I'énergie élastique écrite en contrainte 4 partir des champs approchés en
négligeant:

- Iénergie entre les contraintes membranaires et les contraintes perpendiculaires aux couches. Cela
revient en quelque sorte & négliger les effets Poisson dus au "pincement" des couches. Cette
hypothése est habituelle dans la plupart des théories de plaque;

- les termes en e' le( bitl 4 7i- ]') et les termes en e d1v( Fhitl 4 zi- “) dans 1'écriture de

I'énergie des contraintes o33 normales a la couche i. Cette simplification revient & approximer
N L

ML par — v|,|+1 1 -Li et N par 11+[+V1—1,| .
10 S

i i
(Iv.2.5) e (xy)= wE N (x,y)

=i 125 =
(IV.2.6) % (xy)=—38":M(x,y)

€

~i _ 6 \=: ~: 1 \=, Sicli L =it
av.a.m dq,(X,)’)—(g SIQQ' - E SIQ.('E1 iy gl )

o 12 = 1 %y = —e' V= iy

Dl,H[(x’y):_—l—aSlQ'Ql —ESSI‘QIH_*—[ jan 7 Li
(IV.2.8)

2 i i+1Gi+] +l PATS ~1+11+2
+1—5-(e‘S‘Q+4:1 Sq | 7 SqQ
aIV.2.9) D (x y):ieisi yi-bi +E(els| +el+lsl+1)vl,l+l 42 gitlgiHy i+
A T R 35\ Y v 70
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Résumé des modeéles M4

MODELE M4_3N PLAQUE

Champs de contraintes approchés 3D du modéle M4_3nP:
L'approximation du champ de contrainte G 3D ci-dessous est déduit de la précédente en remplagant
Q! par une expression tirée de (I1.2.8).

13.2) o’ (x,y,2) = Nig(x,y) P°(Z)+;— op(x:Y)Pi(2)

ng'snP(x,yJ) [;(Tl |+l(X y)+T' ll(x,y))_'_ Maﬁfi(X’Y)JPiO(Z)

(113.3) , \
(51 3) =i )l 2) + Mg ) P22 i
i,i+l i~1,i . ;
o_agnP(x v,z )_ [V (X Y)"Z'V (X’Y) +;’« dlv( |1+1(X y) 1 11( ,Y))]Pb(l) ,
1. = S (i i-Li i |
13.4) + (— Jdivdivh’ + (Vi (xy) - v (x,y)))P1 (z)

+§d1v( i (x,y) =7 (%, y))Pl (z)- divdivMi Pi(z)

Champs de déplacements généralisés du modele M4_3nP:

(UL1.7) Ul (xy) = jPO(Z)U (x.y,2)dz
hi ¢

s Mpig)
(IL1.11) Uy (xy) = | ~82Uj(x.y.2)dz

Champs de déformations généralisées du modéle M4_3nP:
- 1 = _. T =
g = > GradU'+ GradU'

%' =—Grad Grad U}
(I11.3.8) % ==GradGradUy

i+

. l -~ .
Dhi+l [U‘“ i +32-GradU'3+ GradU'“]
Dl i+l (U1+1 U'3)
Annexe VIII - 12



Résumé des modéles M4

Equations d'équilibre du modéle M4_3nP:

~ =1 i+l i1
(IL3.5) divN (x,y) +(‘C (x,y)-7 (x,y)] =0 sur ®

11.3.6)

div(divl\:/li(x,y)) + div[%(%i'l’i(x, y)+ 3 (x, y))) + (vi’i“(x,y) —yi-hi (x,y)) =0sur ®

Conditions aux limites du modéle M4_3nP

Nin=Ti
(IIL3.16) nM.n=Mi.n
~ . i s ~. . .
(divM‘ +%(%"'+1 + %H")}g+%(g.M’.g—Mé.g) =Qi,

ol les données sont définies a patir des données 3D par:

hy
T = JT“.P}](z)dz
by
hy
Qi3d = JTg.PB(Z)dz
(II1.3.11) hy
hy
M = jede.Pil(z)dz

hy

Notons la similitude de ces conditions aux limites par couche avec celles de Love-Kirchhoff.

Lois de comportement du modéle M4_3nP:

Cette loi est déduite de I'énergie €lastique écrite en contrainte i partir des champs approchés et en
néligeant:

- I'énergie élastique de couplage entre les contraintes membranires et les contraintes
perpendiculaires aux couches;

- les termes en div('T:i'i+1 + %“U) dans I'écriture de 1'énergie élastique des contraintes normales 033.
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Résumé des modeles M4

~ T .k . * . L%
Ceci nous conduit & approcher divdivM' par —(v"‘“ —yiTh );

- les termes en divM' dans I'énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de couche.
On peut dire aussi que I'on se contente d'une approximation affine des contraintes Cup dans chaque

couche lorsqu'il s'agit de déterminer cette partie de 1'énergie élastique.

(IV.3.5) e (xy) =e—i:1§1 (xy)

Zi 12 i
(IV.3.6) X' (xy)==5SM(xy)

€

JU ez Yoy 1/ .z - s eitlz. my
(IV.3.7) D”'+1(x,y)=(ESb}’~C'_"’ +§(elle +e|+lsgl).,—t1,1+l +[ngl .,’fl+l,l+2
(IV.3.8) Di*(x,y) = 2 igi il +£(cisi + ei+lsi+1)vi,i+1 2 itgiHl i+Liv2

A ' R 350 Y 70 Y
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Résumé des modéles M4

MODELE M4_2N+1 PLAQUE

Champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_(2n+1)P:
L'approximation de G ci-dessous se déduit de la précédente en remplacant v*! par son
expression tirée des équations (I1.3.6) (sommation de j=1 2 ).

i P} 124 i
(I14.3) oo™ (x,y,2) = Nig(xy) 0(Z)+T as(x.Y)P1(2)
(3]

.. L Mi X, .
GZ(;MI)P (x,y,2)= [—;—(TEH (x,y)+ Tgl“(x,y)) + —————aB‘:i( y)}Pb ()
(IL.4.4)

+ (‘tio‘(i“ (x,y)- ’cf;l'i(x,y))P{ () +Mi(’~'3’ﬁ (x, y)@

T3(%y)-T3(xy)
2

[ i . s ~ .
+% e?div(i““ (x,y)+ %H’J(x,y)) +divdivM! (x,y)}
G§g2n+l)P( j=i+l

X,Y,z) = Py(2)

[
J . s ~ Z.
—% [% div('"l:”J+1 (x,y)+ & t(x, y)) +divdiv MJ(x,y)]
i=1

e (il zi-Li
_+Edw(1' xy)-7 '(x,y))
ei ~ii+l ~i-Li 6 ~ oz, .
11.4.5) - —2—div(1:"‘+ (x,y)+7"~ ”(x,y))+—5-divdivM’(x,y) Pi(2)
i - . . -~ = .
+ %div(%"‘“(x,y) —7ii(y, y))P'z(z) —divdivM'(x,y)P3(2)

Champs des déplacements généralisés du modele M4_(2n+1)P:

. by Pi(2)
(IL1.7) Uy (x.y)= J oiZ Ug(x,y,2)dz
hy
Us(x,y,h} )+ Usx,y,hy
W, (x,y) = 3(’()’ n) 3(X)’ 1)

2
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Résumé des modeles M4
Champs de déformations généralisées du modele M4_(2n+1)P:
~ 1 = ~ T = ~
g = 2 GradU'+ GradU!

([I14.8) ¥ = —GradGrad W, (notons quei =% V(i J))

i i+l .
cte Gradw3)
2

P+l = (ﬁm _Oi4
Equations d'équilibre du mode¢le M4_(2n+1)P:

- i i+l i-Li
(11.4.6) divN (x,y) +[1: (xy)-1 (x,y)] =0sur @

(L4.7) Z[%div(’cj_l’j(x,y) + %j’j”(x,y)) + div(d;v If/lj(x,y)):l + (T;(x,y) + T;'(x,y)) =0 sur ®
i=1

Conditions aux limites du modele M4_(2n+1)P:

n
= i Y
(IIL4.16) H'ZM 2=Mqn

oli les données sont définies a partir des données 3D par:

h
Ta(xy)= JTd(x,y,z).Pg(z)dz
h;
hy
Qsa(xy) = J.Tg(x,y,z)dz
(Ir4.11) hr
n hT
Ma(x.y) = ZJ‘Td(X,y,Z).CiP;(z)dZ
i-1 b
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Résumé des modeéles M4

Notez la similitude de ces conditions aux limites avec celles de Love-Kirchhoff.

Lois de Comportement du modele M4_(2n+1)P:
Cette loi est déduite de 1'énergie élastique écrite en contrainte & partir des champs approchés et en
négligeant:

Lk
(2n+1)Pi

- I'énergie €lastique des contraintes normales wy

- I'énergie €lastique de couplage entre les contraintes membranaires et les contraintes normales
It
1)pi
wg2n+ ) )

. .
Iv.43) e (x.y) =;T:N (x,y)
~i 125 =
(IV.4.4) X (xy)==5S"M (x,y)
e
aV.45) B (x,y) = [C_' §1Q zi-Li +_(ei§h +ei+l§iérl) Zhi+l +[_)§i+1_%i+l,i+2
, p .
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Résumé des modéles M4

MODELE M4_3N MEMBRANE

Champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_3nM:

L' approximation de & ci-dessous se déduit du modéle M4_3nP en négligeant la contribution des

moments de flexion propre des couches M'.

~a3nM =1 i
(IL5.1) o (xy.2z)=N(xy) PO(iZ)
e
(I15.2) oM (x,y,2) = %('tbi“ (x,y)+i M (x,y))Pio(z) + (TL}HI(X,Y) -t (XaY))Pil(z)

vi—l,i X, +vi,i+] X, i ) _i,i+1 _i-1i .
caan(x,y,z){ () ”+f—2dw(r ()-7 () |[Ph@)

(I1.5.3) ' - »
+ (Vi,i+1 (X, y) il (x,y))Pil(Z) +%div[:l:, (X,y) -1 (x, y)]Piz(z)

Champs de déplacements généralisés du modele M4_3nM:

hF .
% i Pl
(IL1.7) UL (xy)= | ‘;(iz) Ul (x,y,2)dz
hf
* - hf Pi (Z) .
(IL1.11) Ul (x,y) = j—‘;i—U;(x,y,z)dz
by

Champs de déformations généralisées du modéle M4_3nM:

- T .
€‘=%[GradU'+ GradU‘]

I . . i . X i+l .
(IIL5.8) Dh*l = [U‘“ -0+ %Grad Ui+ Ez—Grad U}f‘]

Dii* = (Ui3+1 _Ui3)

Equations d'équilibre du modele M4_3nM:
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Résumé des modeéles M4

i,i+l

~i=Li
(IL.5.5) divN (x,y)+ ['c (x,y)-1 (x,y)) =0sur o

i .. . .
(I1.5.6) fz—div(%"”'](x,y) +3b(y, y)) ( Vit (x,y) - v‘_l"(x,y)) =0sur ®
Conditions aux limites du modéle M4_3nM:

Nin=1i
(1I1.5.13) el
E(,—l:l?H_i_,.(’.l ll)n Q3d

ol les données sont définies a partir des données 3D par:
hy

Th, = JTg.Pg(z)dz
hy
by

o}, = [ 14rh(one

hy

(IIL5.12)

Notez la condiion nécessaire que doivent vérifier les données au bord:

=0,1 =n,n+l i i
(IIL.5.14) T 2-2 +(-1rt - o Z(_l)l+1Q_3id

Loi de comportement du modele M4_3nM:

Cette loi est déduite de I'énergie élastique écrite en contrainte & partir des champs approchés et en
négligeant: :

- I'énergie élastique de couplage entre les contraintes membranires Cgp Ct les contraintes normales
G33;

- les termes en dlv( B+l 4 7i-l, ‘) dans I'écriture de 1'énergie élastique des contraintes normales Gj3.

avs.s) e (0

_lmt_m

K]
(IV.5.6) Dl 1+1 X y =( Jsl =i- ll 1(6 Sl +e1+lsx+1) 11+l+( i6+l )SHI ~1+1 i+2
av.s. Di3'i+1(x,y) - S‘ i-Li 3 (e Sn +e1+1Siv+1) yiitl L & - 1+IS|+1 i+1,i+2
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Résumé des modéles M4

MODELE M4_2N+1 MEMBRANE

Champs de contraintes 3D approchés du modele M4_(2n+1)M:

L'approximation de G ci-dessous se déduit de la précédente en remplagant yhitl par son

expression tirée des équations (I1.5.6) (sommation de j=1 & 6) ou de la maniére équivalente en

négligeant la contribution des moments de flexion propre des couches (M’) dans le modéle

M4_(2n+1)P.
Ww6.1) oM (x,y,2) = Nig (x,y)Py(2)
17 :; s : i i—1,i i
(I16.2) GAQm My v 7) = —2—(13‘”(x,y) + T M ()P (@) + (15 (%, y) — 15 (%) Pi(2)
[t T u i .. L ]
j=i+l
i-1 :
j . I .
oM7) = - %2[%div(’c””(x,y) +ih (x,y))] o(2)
j=1
i . -
(IL6.3) + le—zdiv(%i’”l (xy)-F(x,y))

i .. . . . i . s . - .
- % div(’c“”rl (x,y)+ "E'_l"(x,y)) @)+ —%div(%"‘“(x,y) —zi-li (x,y))P‘z(z)

Champs de déplacements généralisés du modele M4_(2n+1)M:

" by pi (2)
(IL.1.7) Uy (xy)= | Z—iU;(x,y,z)dz
i
Us(x,y,h} )+ Us(x,y.h7)

Wi(x,y)= 2

Champ de déformations généralisées du modéle M4_(2n+1)M:

- = . T - P
g =%[GradU'+ GradU’]
(IIL6.8)

i il L

Dhitl = (ﬁ”‘ ~i 4+ +2° GradW3]
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Résumé des modeéles M4

Equations d'équilibre du modéle M4_(2n+1)M:

i ~i-Li
(11.6.4) divN (x,y) +[1 (x,y)-1 (x,y)] =0sur

(I1.6.5) zn:[ dlv(1:J Mi(x,y) + 2 (x, y))} (Tg(x,y) + T;"(x,y)) =0sur ®
=l

Conditions aux limites du modéle M4_(2n+1)M:

(111.6.14) Lo o
Z%(:rn,w] +,~Cl-l,1) n= Qg

oll les données sont définies & partir des données 3D:
hy
()= [Py Pho)e

(I1L.6.11) '

@@w=jﬂumnu

h-

t

Loi de comportement du modéle M4_(2n+1)M:

Cette loi est déduite de I'énergie élastique écrite en contrainte 3 partir des champs approchés et en
négligeant:

- I'énergie €lastique de couplage entre les contraintes membranires Ogp Ct les contraintes normales
G3i3.

- les termes en le( B+ 4 zi-l, ') dans I'écriture de l'énergie élastique des contraintes normales G33.

Lt

=1 i =1
(1v.6.3) 3 (x,y)'=e—i:N (x.y);

R+l el )z Fi-li 1( 5z, itl3is Fhi+l el Sitl Fitlis2
(1V.6.4) D" (x,y)= < Sq- T 3 cS +e'"'Sg + = Q -T
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Résumé des modéles M4

MODELE DE LOVE-KIRCHHOFF

Champs de contraintes 3D approchés du modele de Love-Kirchhoff:
L'approximation de G ci-dessous se déduit de celle du modéle M4_(2n+1)P en remplagant zhitl

par son expression tirée des équations (I1.4.6) (sommation de j=1 2 i).

Pb(z) +—l£ La(x.y)Pi(z)

2()

(1.7.3) oo (%,3,2) = Nigg(x,)

ohi  (xy,2) =~ aBB(X y)Pi(z) +Mig 5(x¥)

TL-Ts ) o
BT Pt Yortgg 2

j=i+l

(I.7.4)

Ti(xy)-Ts(xy) e . = =
M_E—dlvdile(x’y)
2 12
s W
div[ 5 )+divdika(x,y)
n
ek 1 k-1 PE)(Z)
k=i+] - d1vd1vNJ (x,y)+ Z{leleNJ X,¥)
j=! j=k+1

1
o (xy.2) =+

- .
diV(T 2T j+divdika(x,y)

)
2 -——E‘dxvdlvNJ X,y +-—2d1vd1vNJ X,Y)

j=k+1

—g—divdivl\:/Ii (xy)

(IL7.5) +el div( ] zd"’d"’Nj (x.y) + ZdlvdlvNJ X,y)

j=1 j=i+l

i(2)

- %div divNi(x,y)Pb (z) - divdivMi (x,y)Pi(2)

Annexe VIII - 22



Résumé des modeles M4

Champ de déplacements généralisés du modéle de Love-Kirchhoff:

U_r:_; + U1_3*
2

n * 1 *
UL7.7) Wi = %

et W3 =
Champs de déformations généralisées du modele de Love-Kirchhoff:
- = _optan-) = -
f= Sym(Grad w) - (hi - EﬂJGrad Grad W,
(I1L.7.9) 2
%' =—GradGrad W}

Equations d'équilibre du mod¢le de Love-Kirchhoff:

n
w77 div ZNi +Tt+T =0
i=l

1 +,1~)- +
- = (= z ~h er  mm
(1.7.8) divdiv E (MJ+(hj—%)NJ] +T§+T;+(h"2 leiv(T”L—T )=0

j=1

Conditions aux limites du modéle de Love-Kirchhoff:

n -~ -

i=1

nf - + -\~

{8 i e

i=1

x| Ei [+ hi+hy )z hi-hy par a-
M1.7.13 divy | M +| -2 N [+ 2 T () |
) [2[ e e

ol les données dont définies 2 partir des données 3D par:

Annexe VIII - 23




Résumé des modeéles M4

(WL7.11) by

Loi de comportement du modele de Love-Kirchhoff:

Cette loi est déduite de 'énergie élastique écrite en contrainte & partir des champs approchés et en
négligeant:

- I'énergie €élastique de couplage entre les contraintes membranaires Ggg et les contraintes normales

0335
- I'énergie élastique des contraintes normales G33;

- les termes en divM' dans I'énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche.

Il est commode d'introduire les efforts intérieurs généralisés, les déformations intérieures

généralisées et les notations classiques suivantes:

Effort membranaire total:

n
(IV.7.3) N = ZNi
i=1

Moment de flexion total:

- no(. + -\~
aAV.7.4) M =2[MH(E‘-%}N‘]

i=1

£ = SymGrad W
av.z.m

% =—Grad Grad W,
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(IV.7.6)

Le comportement s'écrit alors classiquement:

N =AE+B
Iv.7.8) vers
M =BE+Dj

Résumé des modéles M4
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ANNEXE IX

DISTRIBUTION DES EFFORTS D'ARRACHEMENT EN Y

DES EMPILEMENTS (6,6 -90° 1, EN TRACTION PAR LES

MODELES M4_5N ET M4_(2N+1)M POUR LE MATERIAU

DE [PAGANO, 1978]
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Courbes M4_(2n+1)M de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 — 90 °Jgen traction a
linterface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 0-90 (M4_(2n+1)M)

0.25 ’ T r . .
0.2}
0.15}
-
AVe3
S o.1f
2
*
N
3 0-05¢
—
N
N 0
3
o
-0.05}
-0.1}
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de U'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°]gen traction a
l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 10/ (-80)

0 v T

-0.002

-0.004 +

nul2/[(d/1) *10"6]

-0.006

-0.008

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de leffort d'arrachement du quadricouche [6,6 — 90 °]sen traction a

nul2/[(d/1) *10"6]

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 20/ (-70)

T T

0 0.2 0.4

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90 °]gen traction a

nul2/[(d/1) *1046]

-0.002

-0.004

=0.006

-0.008

l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 30/(-60)

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90°]sen traction a
linterface (1, 2)

nul2/[(d/1) *10°6]

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 40/(-50)

T

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 —90°] en traction a
l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’ INTERFACE 50/ (-40)

T T T

0.0075

0.005F 4

0.0025 A

-0.0025 | r

nulz/[(d/1) *1076]

-0.005 | ]

-0.0075 i

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de U'effort d'arrachement du quadricouche [0, 0 - 90 °]gen traction a

nul2/[(d/1) *10°6]

0.0075

0.005

0.0025

-0.0025

~0.005

-0.0075

l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 60/ (-30)
T — . — v

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de I'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°]sen traction &

nul2/[(d/1) *10"6]

0.0075

0.005

0.0025

-0.0025

-0.005

-0.0075

l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 70/(-20)

0 0.2 0.4

y/b
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Courbes M4_(2n+1)M de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90° Jgen traction a

nul2/[(d/1)*10°6]

0.0075

0.005

0.0025

-0.0025

-0.005

-0.0075

l'interface (1, 2)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 80/(-10)
v -

T T

y/b

0.
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6, 0 — 90 °]gen traction a l'interface

nul2/[(d/1) *10"6

0.2

(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L‘INTERFACE 0/-90 (M4_5n)

T

0.2

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°] cen traction & l'interface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 10/-80 (M4 5n)

T T T T T T

nul2/[(d/1) *10"6
f=1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [8,8 — 90 °]gen traction a l'interface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 20/-70 (M4_5n)

. . : , .
0.2}
0.1}
o
<
ja)
~
*
N /\
=
N
N
~
3
jod
-0.1}
-0.2}

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90 °Jgen traction a linterface

(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 30/-60 (M4_5n)

0.2}

0.1F
©
<
ful
~
*
3 /\
3 0 —
=
N
N
~
3
S

-0.1¢

-0.2}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b

Annexe IX-13-




Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°] sen traction a l'interface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 40/-50 (M4_5n)

= T T T T T

nul2/[(d/1)*10"6
o

-0.2 | E

b

y/b
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Courbes M4_5n de I'effort d'arrachement du quadricouche [6, 0 —90°]sen traction a l'interface

(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 50/-40 (M4_5n)

T T T T T T

0.2}t ]
0.1F b

©

<

IS

~

*

= ‘/\

3 0

=

~N

o

~

3

IS
-0.1F 1
_0_2. -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6, 0 — 90°]en traction a l'interface

nui2/[(d/1) *10"6

0.2

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L'INTERFACE 60/-30 (M4_5n)

(1,2)

L

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [0,0 —90°] gen traction al ‘interface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE 70/-20 (M4 _5n)

0.2}

0.1}
w0
<
[w)
~
*
3 TN
S 0
=
~N
N
~
3
o

0.1

-0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de U'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 —90°]gen traction a U'interface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 80/-10 (M4 _5n)

T T T T T T
0.2
0.1F
o
<
o
~
*
3
% 0 .
=
~
o
~
ol
]
-0.1F
-0.2
¢ L ' " . L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°] cen traction a linterface
(1,2)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 90/0 (M4_5n)

0.2 |
I
0.1}
©
<
o
~
*
=
% 0 e~
=
~
N
~
3 .
S
-0.1F
-0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90 °]gen traction a l'interface

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE~30/—90 (M4_5n)

T T T T

nu23/[(d/1) *10"6
o

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [0, 8 —90°]sen traction a l'interface

nu23/((d/1) *10"6

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE5/-85 (M4_5n)

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,8 — 90 °]gen traction a l'interface

nu23/[(d/1) *10"6

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE—QO/—BO (M4_5n)

T

0.2

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90 °]gen traction a l'interface

nu23/[(d/1)*10"6

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE-Z0/-70 (M4_5n)

. T

T

y/b
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Courbes M4_5n de U'effort d'arrachement du quadricouche [0, 0 —90°]sen traction a l'interface

nu23/[(d/1)*10"6

-0.2

(2.3)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE -15/—75 (M4_5n)

0.2

y/b
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Courbes M4_5n de I'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 —90°]en traction & U'interface
(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L‘INTERFACE-§0/-60 (M4_5n)

0.4}

0.2}
o
<
f=}
~
*
I 0 —
3
~
N
™
N
3
S-0.2}

-0.4}

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 ~ 90°]sen traction & l'interface

nu23/[(d/1) *10"6

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE-—éS/—65 (M4_5n)

(2.3)

.4

y/b
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Courbes M4_5n de Ueffort d'arrachement du quadricouche [6,6 —90°] gen traction a l'interface

nu23/[(d/1) *1076

-0.2

(2.3)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE—fO/-50 (M4_5n)

T T T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,60 — 90 °]sen traction a l'interface
(2.3)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE -ﬁ5/—55 (M4_5n)

0.4}

0.2}
o
<
jw}
~
*
I 0
'\U_ \_/
=
RS
™
N
3
S_0.2}

-0.4}

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [8,6 — 90°]en traction a l'interface
(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE—éO/-40 (M4_5n)

0.4F J
0.2F -

o

<

(=)

~

*

J 0

3 o~

~

N

D)

o~

3

S-0.2} 4
-0.4} |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 — 90 °Jgen traction a l'interface

nu23/{(d/1) *10°6

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE~45/-45 (M4_5n)

y/b

0.8 1
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Courbes M4 _5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 — 90 °]gen traction a l'interface

nu23/[(d/1)*10"6

0.2

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’ INTERFACE-§0/-30 (M4_5n)

(2.3)

y/b
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Courbes M4_5n de Ueffort d'arrachement du quadricouche [6,0 — 90 °]Jgen traction a l'interface

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE-35/-35 (M4_5n)

T T " T T v T d T
0.4}
0.2}
o
<
(=}
by
3 o —/
E \-/
=
N
™
N
=3
S-0.2}
-0.4 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,0 —90°] cen traction a l'interface

(2.3)

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE -20/-20 (M4_5n)

T T Al T T T T

0.4}

0.2}
o
<
o
~
*
- A
N 0
3
~
N
)
N
pai
S-0.2F

_0.4 L.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
y/b
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Courbes M4_5n de U'effort d'arrachement du quadricouche [6, 0 —90°]sen traction a l'interface

(2.3}

DISTRIBUTION DE L‘ARRACHEMENT A L’INTERFACE-§5/-25 (M4_5n)

T T T T T T

nu23/((d/1) *10"6

-0.2+

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,8 — 90 °]gen traction a l'interface
(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE'15/"15 (M4_5n)

T T T T T

nu23/[(d/1) *10"6

0 0.2 0.4 0.6 0.8
y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [, 6 = 90°]gen traction & l'interface
(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE-"O/—IO (M4_5n)

0.4}
0.2}

0

<

o

™~

*

3

—~

S

™

N

3

S-0.2}
_0_4-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b
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Courbes M4_5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6, 0 — 90 °]gen traction a l'interface

nu23/[(d/1) *10°6

(2.3)

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE #85/-5 (M4 _5n)

T — T T T T

y/b
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Courbes M4 _5n de l'effort d'arrachement du quadricouche [6,6 —90°]gen traction & l'interface
(2.3) '

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE §0/0 (M4_5n)

0.4} L
0.2} 1

b |

j=l

= -

* r ‘____——\

N

T +

=

~N

™

N

N !

S-0.2F 1
_0_4_ e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y/b
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ANNEXE X

COURBES DES EFFORTS INTERIEURS POUR

LES MULTICOUCHES
[0°,45°,—45°,90] , [45°,—45°,0°,90°], et [90°,0°,45°,~45°],

EN TRACTION PAR LE MODELES M4_(2N+1)M POUR LE

MATERIAU DE [PAGANO, 1978]
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taul/[(d/1) *10"6] taul/[(d/1) *1076]

taul/[(d/1) *10°6]

DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT DE L’EMPILEMENT (0,45,-45,90)s

TauXZ (0/45)
N\

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b

1

TauXZ (45/-45)

1.75

1.5
1.25
0.75

0.25

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b

1

TauXz (-45/90)

[~}

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y/b

1

max
Y2045

(o

max
YZ45/-45

oz

=-0.45psi;

TauYz (0/45)

-
e
5 0
¥-0.1
J-0.2
T
=-0.3
N 0.4
3
00T T 05 0.8 1
y/b
- TauYz (45/-45)
© 0.5
<
S0.4
*
30.3
N
Bo.2
=
0.1
3
S0
- 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
—_ TauYzZ (-45/90)
L1.75
S 1.5
*1.25
I 1
B0.75
J 0.5
No0.25
L 0 .
b 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
max
. Z .
=0.46psx;—yﬂ=l.77p51

G
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DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT DE L‘EMPILEMENT (0,45,-45,90)s

(0/45)

0.008
0.006
0.004
0.002

nulz/[(d/1) *1076]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

(45/-45)

0.015
.01
0.005

nu23/([(d/1) *10°6]
o

0.0025

-0.0025
-0.005
-0.0075
-0.01

nu34/[(d/1) *10°6]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

(-45/90)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

(90/90)

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

nu45/((d/1) *1076]

0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
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DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT DE L’EMPILEMENT (45,-45,0,90)s

TauXz (45/-45)

(

d

1

)106

e

g 1.5

H1.25

3 1

30.75

': 0.5

~ 0.25

=

S 0

+ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

—_ TauxZ (-45/0)

A\e}

3 0

¥ -0.1

5—0.2

=-0.3

5 -0.4

0.5

BTV 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

- TauXZ (0/90)

o

S N\

S 0

*

3 -0.02

3

=~ -0.04

=

S

= ~0.06

(]

+ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b

max max
YZ45/-45 =0.42psi; YZ_as510 -

G*W

tau2/[(d/1) *10°6] tau2/[(d/1) *1076]

tauz2/[(d/1) *1076]

1.32psi;

Tau¥YZ (45/-45)

0.4
0.3
0.2
0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
TauYz (-45/0)
1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
TauYZ (0/90)
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
max
YZo/90 H
=1.16psi
d P

(

1

)106
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DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT DE L/EMPILEMENT (45,-45,0,90)s

-

n

N

N

n

Nl

Nt
N N © o N ™
o o S o o
S o S O o
. .
SS §%F

[9.0T« (T/P)]/2T0U

1
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DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT DE L’EMPILEMENT (90,0,45,-45)s
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DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT DE L‘EMPILEMENT (90,0,45,-45)s
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