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Résumé

La compression des signaux ECG trouve encore plus d’importance avec le développement de
la télémédecine. En effet, la compression permet de réduire considérablement les colits de la
transmission des informations médicales a travers les canaux de télécommunication. Notre objectif
dans ce travail de thése est d’élaborer des nouvelles méthodes de compression des signaux ECG a base
des polyndmes orthogonaux. Pour commencer, nous avons étudié les caractéristiques des signaux
ECQG, ainsi que différentes opérations de traitements souvent appliquées a ce signal. Nous avons aussi
décrit de fagon exhaustive et comparative, les algorithmes existants de compression des signaux ECG,
en insistant sur ceux a base des approximations et interpolations polynomiales. Nous avons abordé par
la suite, les fondements théoriques des polynomes orthogonaux, en étudiant successivement leur
nature mathématique, les nombreuses et intéressantes propriétés qu’ils disposent et aussi les
caractéristiques de quelques uns de ces polyndmes. La modélisation polynomiale du signal ECG
consiste d’abord a segmenter ce signal en cycles cardiaques apreés détection des complexes QRS,
ensuite, on devra décomposer dans des bases polynomiales, les fenétres de signaux obtenues apres la
segmentation. Les coefficients produits par la décomposition sont utilisés pour synthétiser les
segments de signaux dans la phase de reconstruction. La compression revient a utiliser un petit nombre
de coefficients pour représenter un segment de signal constitué d’un grand nombre d’échantillons. Nos
expérimentations ont établi que les polynomes de Laguerre et les polynomes d’Hermite ne
conduisaient pas a une bonne reconstruction du signal ECG. Par contre, les polynémes de Legendre et
les polynomes de Tchebychev ont donné des résultats intéressants. En conséquence, nous concevons
notre premier algorithme de compression de I’ECG en utilisant les polynomes de Jacobi. Lorsqu’on
optimise cet algorithme en supprimant les effets de bords, il dévient universel et n’est plus dédi¢ a la
compression des seuls signaux ECG. Bien qu’individuellement, ni les polyndmes de Laguerre, ni les
fonctions d’Hermite ne permettent une bonne modélisation des segments du signal ECG, nous avons
imaginé I’association des deux systémes de fonctions pour représenter un cycle cardiaque. Le segment
de ’ECG correspondant & un cycle cardiaque est scindé en deux parties dans ce cas: la ligne
isoélectrique qu’on décompose en séries de polyndmes de Laguerre et les ondes P-QRS-T modélisées
par les fonctions d’Hermite. On obtient un second algorithme de compression des signaux ECG

robuste et performant.

Mots clés : ECG, Compression, Polynomes orthogonaux, Quadratures de Gauss, Effets
de Gibbs.



Abstract

Developing new ECG data compression methods has become more important with the
implementation of telemedicine. In fact, compression schemes could considerably reduce the
cost of medical data transmission through modern telecommunication networks. Our aim in
this thesis is to elaborate compression algorithms for ECG data, using orthogonal
polynomials. To start, we studied ECG physiological origin, analysed this signal patterns,
including characteristic waves and some signal processing procedures generally applied ECG.
We also made an exhaustive review of ECG data compression algorithms, putting special
emphasis on methods based on polynomial approximations or polynomials interpolations. We
next dealt with the theory of orthogonal polynomials. We tackled on the mathematical
construction and studied various and interesting properties of orthogonal polynomials. The
modelling of ECG signals with orthogonal polynomials includes two stages: Firstly, ECG
signal should be divided into blocks after QRS detection. These blocks must match with
cardiac cycles. The second stage is the decomposition of blocks into polynomial bases.
Decomposition let to coefficients which will be used to synthesize reconstructed signal.
Compression is the fact of using a small number of coefficients to represent a block made of
large number of signal samples. We realised ECG signals decompositions into some
orthogonal polynomials bases: Laguerre polynomials and Hermite polynomials did not bring
out good signal reconstruction. Interesting results were recorded with Legendre polynomials
and Tchebychev polynomials. Consequently, our first algorithm for ECG data compression
was designed using Jacobi polynomials. This algorithm could be optimized by suppression of
boundary effects, it then becomes universal and could be used to compress other types of
signal such as audio and image signals. Although Laguerre polynomials and Hermite
functions could not individually let to good signal reconstruction, we imagined an association
of both systems of functions to realize ECG compression. For that matter, every block of ECG
signal that matches with a cardiac cycle is split in two parts. The first part consisting of the
baseline section of ECG is decomposed in a series of Laguerre polynomials. The second part
made of P-QRS-T waves is modelled with Hermite functions. This second algorithm for ECG

data compression is robust and very competitive.

Keywords: ECG, Compression, Orthogonal Polynomials, Gauss Quadratures, Gibbs
Effects.
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INTRODUCTION GENERALE

Le signal est défini comme le support d’une information, I’information étant

généralement une grandeur physique analogique. Avec ’accroissement de la puissance des
calculateurs, on procéde de plus en plus au traitement numérique des signaux. Les signaux
numériques résultent donc de la discrétisation des signaux analogiques. L’échantillonnage
d’un signal analogique suivi de la conversion analogique numérique produit une grande
quantité¢ de données. Il se pose alors non seulement le probléme de mémoire pour le stockage
de ces données, mais aussi celui du temps pour les traiter par le calculateur. La théorie de la
compression des données propose des solutions a ces problemes en cherchant a réduire les
redondances contenues dans les signaux. Les techniques de compression sont d’usage courant
en traitement d’image, en traitement des signaux audio, des signaux vidéo et des signaux
biomédicaux. L’ECG est un signal de nature électrophysiologique dont le tracé matérialise les
activités électriques du cceur. Depuis quatre décennies, la compression des signaux ECG a fait
I’objet des nombreux de travaux de recherche. La compression des signaux ECG trouve
aujourd’hui un nouvel intérét a cause de la télémédecine. En effet, il faut minimiser la durée
et les colits de transmission des signaux a travers les canaux de télécommunication.
Les polynomes orthogonaux sont tres appréciés en physique théorique et particulierement en
mécanique quantique [Nikiforov 83]. Ces polyndmes ne sont pas assez utilisés en traitement
du signal, sans doute a cause de la lourdeur et de la complexité des formules mathématiques
qu’ils engendrent. Toutefois, dans la recherche d’un compromis entre complexité et efficacité
des algorithmes compression de I’ECG, nous nous sommes intéressés a la modélisation de ces
signaux avec les polyndmes orthogonaux. C’est le théme central de ce mémoire de thése qui
se subdivise en quatre chapitres.

L’objectif du premier chapitre est de réaliser la revue de la littérature sur les méthodes
de compression du signal ECG. Nous allons commencer par justifier la nécessité de
développer de nouveaux algorithmes de compression de I’ECG. Une description des signaux
ECG suivra : partant des leurs origines anatomiques et physiologiques, nous présenterons les
caractéristiques et les paramétres de ces signaux. Nous aborderons aussi les différents
traitements généralement opérés sur I’ECG, notamment le filtrage, la détection et la
classification des ondes caractéristiques ainsi que les méthodes d’analyse et d’interprétation
automatiques. Une étude exhaustive sur les techniques de compression des signaux ECG sera

présentée a la fin de ce chapitre 1. Une attention particuliére sera accordée aux méthodes de



compression de I’ECG par approximations, par interpolations et par transformations
polynomiales.

Le second chapitre est centré sur 1’étude des polynomes orthogonaux. Ces polynomes
sont des solutions polynomiales des équations différentielles de type hypergéométrique. En
analyse fonctionnelle, on construit des polynomes orthogonaux par le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmitt. Nous allons présenter les propriétés et les
caractéristiques principales des polyndmes orthogonaux. Sous certaines conditions, une
famille de polyndmes orthogonaux constitue une base d’un espace de Hilbert. Une fonction de
carrée intégrable au sens de Lebesgue peut donc étre décomposée dans cette base. Ce résultat
autorise le développement en séries d’un signal a énergie finie suivant une classe de
polyndmes orthogonaux.

Au niveau du chapitre 3, le processus de modélisation polynomiale des signaux ECG
est €élaboré. Ce processus commence par la segmentation d’un signal en fenétres. Les durées
de ces fenétres devront coincider avec celles des cycles cardiaques. La détection des
complexes QRS est de premiere importance pour réaliser de telles segmentations. Afin de
comparer et d’apprécier les performances des différentes modélisations polynomiales, nous
pensons a la simulation d’un signal ECG étalon. Le fait qu’on dispose de 1’expression
mathématique de ce signal fantome permet le calcul théorique des coefficients pour
différentes familles de polynomes orthogonaux. Nous allons confectionner I’outillage
d’analyse numérique nécessaire pour effectuer ces calculs sur ordinateur. Des exemples de
synthése du signal original a partir des coefficients de Fourier seront illustrés.

Le dernier chapitre du mémoire exploite les résultats des modélisations polynomiales
pour réaliser la compression. L’idée est de sélectionner seulement un petit nombre de
coefficients pour reconstruire le signal. La qualité du signal reconstruit est évaluée selon des
critéres théoriques qui mesurent les écarts d’énergie ou les écarts d’amplitude entre le signal
original et le signal reconstruit. En plus du signal simulé, nos algorithmes de
compression, ¢laborés a base des polynomes de Jacobi d’une part et de la combinaison
des polynomes de Laguerre avec les fonctions d’Hermite d’autre part, seront testés sur de
nombreux signaux réels. Ce quatriéme chapitre se termine sur un ensemble de
propositions qui visent dans un premier temps a améliorer les résultats obtenus et par la suite

a ouvrir des perspectives pour la continuation de ce travail.
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Chapitre 1 :
COMPRESSION DU SIGNAL ECG PAR
DECOMPOSITIONS POLYNOMIALES :

PROBLEMATIQUE ET ETAT L’ART.

Si j’ai pu voir si loin, c’est parce que
je me suis tenu sur les épaules de géants.

Isaac NEWTON

I-1 INTRODUCTION

L’¢lectrocardiographie est aujourd’hui 1’'une des techniques de diagnostic médical les
plus répandues. Elle consiste en I’enregistrement des signaux ECG (électrocardiogrammes)
traduisant les activités électriques du coeur. Le coeur joue au sein de 1’organisme humain un
role vital et de premicre importance. Le corps humain est en effet constitué d’un ensemble
d’appareils (digestif, respiratoire, génital, urinaire et circulatoire) qui réalisent des fonctions
de nutrition et de perpétuation de 1’espéce. A ces fonctions, sont opposées celles accomplies
par les muscles, le squelette et les sens qui mettent I’homme en relation avec le milieu
extérieur. La coordination et le contrdle des activités des différents appareils sont assurés par
deux systemes régulateurs : le systéme nerveux et le systéeme endocrinien. Chaque appareil est
un groupe d’organes, un organe étant constitué par 1’association de différents types de
cellules. Le tissu est un ensemble de cellules de méme type. La cellule est I’étre vivant le plus
simple qui puise son énergie et ¢limine ses déchets dans le milieu liquidien constituant son
environnement immédiat. Le plasma sanguin constitue pour les cellules humaines un
environnement physique et chimique stable. L’appareil circulatoire se charge d’irriguer les
cellules avec du sang purifié et enrichi d’éléments nutritifs et de récupérer le sang souillé par
les déchets pour traitements.

Le ceeur est au centre de 1’appareil circulatoire (figure 1-1). Il y joue le role d’une
pompe qui aspire le sang des veines et le propulse dans les artéres. Le pompage du sang est
réalisé a travers les contractions du muscle du cceur : le myocarde. Les contractions du
myocarde sont provoquées par des excitations ¢lectriques dont le signal ECG révele les
caractéristiques. L’¢lectrocardiographie ~ exploite  le  principe  des  mesures
¢lectrophysiologiques qui s’appuient sur le fait que toutes les cellules excitables du corps

humain (nerveuses et musculaires) sont le si¢ge des variations locales des potentiels appelés



potentiels d’action, qui a leur tour sont a I’origine des potentiels propagés. L’espace
intercellulaire du corps humain étant une solution ionique conductrice, on peut mesurer a
distance les variations de potentiels générés par les mouvements locaux de charges. Le signal
ECG est recueilli en placant des électrodes au niveau de la surface du corps. L’appareil de
mesure et d’enregistrement apporte au signal le conditionnement nécessaire. Plusieurs
traitements supplémentaires parmi lesquels la compression peuvent étre appliqués au signal

ECG apres enregistrement
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Figure 1-1 : Appareil circulatoire de ’homme [Dubois 04]

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les algorithmes de compression de
I’ECG, en particulier ceux a base des approximations polynomiales, d’interpolations ou des
transformations polynomiales. Nous commengons par présenter la problématique de la
compression de I’ECG. Nous proposons de rappeler aprés cette problématique quelques
notions fondamentales d’¢lectrocardiographie : étude de 1’origine physiologique, de la nature
et des caractéristiques de ce signal. Nous rappellerons aussi trés briévement la technique
d’enregistrement de I’ECG. La connaissance de ces notions préliminaires est nécessaire pour
comprendre 1’utilit¢ des traitements apportés au signal ECG. Nous allons aussi étudier le

fonctionnement de ces traitements: filtrage, détection et classification des ondes,



compression, analyse et interprétation automatiques. Nous terminerons le chapitre par 1’état

de I’art sur la compression des signaux ECG par modélisations polynomiales.

I-2 PROBLEMATIQUE DE LA COMPRESSION DE
L’ECG

La compression de ’ECG a fait particulierement 1’objet de nombreux travaux de
recherche depuis quatre décennies. L’objectif de ces travaux a évolué au cours du temps. Les
premiers algorithmes qui parurent, dans les années 60, visaient a réduire le colt de la
transmission du signal ECG a travers les lignes téléphoniques [Gardenhire 65]. Les
cardiologues étaient peu nombreux a cette époque et il fallait donner la possibilité aux
généralistes d’enregistrer les signaux ECG des patients, les transmettre aux spécialistes et
recevoir en retour les prescriptions de ces spécialistes. Le déficit en cardiologues reste une
réalité pour de nombreux pays sous développés. La télémédecine s’installe et gagne de plus en
plus de terrain avec 1’arrivée des nouvelles techniques de communications (Internet et
téléphonie mobile). La compression des signaux ECG en vue de la transmission sur des voies
de télécommunications numériques est toujours d’actualité. Au début des années 70, plus de
70 millions d’ECG étaient enregistrés aux Etats-Unis et plus de 160 millions dans le monde
[Ahmed 75]. En 1976, I’institut américain de la médecine de I’armée de 1’air disposait de plus
de 800 000 ECG dans son centre d’électrocardiographie, avec une croissance de plus de 100
nouveaux enregistrements au quotidien [Womble 77]. En conséquence, les études pour la
compression de I’ECG au cours des années 70 et 80 avaient pour but principal la réduction de
la quantité des données afin d’accroitre la capacité de stockage des signaux en mémoire.

Les années 90 ont vu Dlarrivée des mémoires de masse de trés forte capacité.
Parallelement, les systémes holter pour 1’enregistrement ambulatoire de ’ECG sur 24 heures
ont ét¢ de plus en plus miniaturisés et entierement numérisés. Ils sont équipés de mémoires
statiques moins encombrantes et plus fiables que les anciennes bandes magnétiques [Lu 00].
La capacité limitée des mémoires statiques a semi-conducteurs rend la compression du signal
ECG incontournable dans les systémes holter miniaturisés équipés de ce genre de mémoires.
En télé cardiologie, Rollins et a/ ont montré la possibilit¢é de concevoir un enregistreur
¢lectrocardiographique portable dont D’entretien est ramené essentiellement au simple
changement de la batterie [Rollins 00]. Cette catégorie d’enregistreur autorise 1’acquisition
des signaux pour la surveillance de I’activité cardiaque pendant quelques semaines et il

devient impératif d’effectuer la compression des signaux enregistrés pendant de si longues



périodes puisque la quantit¢ des données produites est énorme. R.S.H. Istepanian et A.A.
Petrosian ont aussi montré la nécessité de la compression du signal ECG en télé cardiologie
portable a travers le systtme GSM [Istepanian 00]. L’organisation mondiale de la santé
(OMS) encourage et fait la promotion de la télémédecine. Dans la médecine moderne, on
devra déplacer beaucoup plus les informations médicales et non pas le patient. Il est pourtant
¢tabli que les accidents cardiovasculaires constituent la deuxiéme cause de transport
médicalisé apres les accidents (accidents de la route et accidents de travail) [Medilec 06]. En
cardiologie, la téléconsultation et le télédiagnostic devront permettre I’enregistrement et la
transmission des 12 dérivations du signal ECG sur site ou pendant le transport. Ces signaux
sont regus, visualisés et analysés par I’expert avant 1’arrivée du patient a I’hopital. On peut dés
lors, organiser en avance les soins, préparer aussi la salle de chirurgie si besoin, et méme
autoriser des soins pré hospitaliers. En plus du gain en temps que cela apporte, des gains
financiers sont autant importants : on diminue des hospitalisations non justifiées, on peut
utiliser le personnel médical non spécifique, on achemine directement le patient a I’endroit le
plus indiqué et des examens médicaux redondants sont diminués. En contre partie, la
transmission des informations et des signaux a un colit non négligeable. Ce colit pourrait
annuler tous les avantages énoncés ci avant s’il est tres élevé. La compression des signaux
ECG permet donc de réaliser des économies en colt de transmission des données en
téelémédecine. Dans cette optique, Kumar et a/ ont mené des études intenses en reconsidérant,
dans un premier temps, les méthodes temporelles de compression de ’ECG (AZTEC, FAN,
SAPA) et en y apportant par la suite des modifications substantielles afin d’obtenir de
nouveaux algorithmes adaptés aux spécificités de la télémédecine [Kumar 06].

La compression du signal ECG demeure donc une urgence scientifique puisqu’on en a
besoin, aussi bien pour la réduction du temps et du colit de transmission des signaux a travers
les systemes de télécommunication numériques en télémédecine que pour le stockage des
données en vue de I’analyse ultérieure. On distingue deux grandes catégories d’algorithmes
de compression du signal ECG: les méthodes directes qui interviennent sur le signal dans le
domaine temporel et les méthodes par transformation qui ramenent les signaux dans un
domaine transformé aprés décomposition dans une base de fonctions. Les polynomes
orthogonaux de par leurs natures non stationnaires constituent des bases de fonctions pour la
décomposition des signaux ECG. Nous proposons dans cette thése I’élaboration des
algorithmes de compression de ’ECG a I’aide de ces polynomes orthogonaux. Les résultats

produits seront comparés avec ceux des méthodes les plus récentes.



I-3 ETUDE ET ANALYSE DES SIGNAUX ECG

I-3-1 Origines physiologiques

Les potentiels électriques prennent leur origine dans les fibres du muscle cardiaque. La
génération et la propagation de 1’excitation dans les différentes parties du coeur peuvent étre
¢tudiées non seulement par la mesure des potentiels €lectriques des cellules ou la mesure des
potentiels électriques a la surface du cceur, mais aussi par ’enregistrement de 1’activité
cardiaque au niveau de la peau. En effet, avec le développement de différence de potentiel
entre les zones excitées et non excitées du cceur, les forces ¢électriques différentielles se
propagent dans le corps entier. Des tracés reflétant les oscillations de ces potentiels peuvent
donc étre enregistrés en appliquant des électrodes a certains points du corps. En modele
simplifié, le cceur qui est la source des signaux est un générateur représenté par un dipole

¢lectrique localisé dans le thorax.

/
/
/
/
4
M / N
3
—_—
d;
a) b)

Figure 1-2 : Le vecteur cardiaque.
a) Ledipole résulte des charges positives et négatives séparées les unes des autres ; le vecteur moment est
représenté par M.
b) La tension mesurée dans une dérivation représentée par le vecteur d; est tout simplement le produit
scalaire V= M.d;; c’est le module de la projection de M dans la direction d;

En ¢lectrocardiographie, on ne s’intéresse pas aux lignes de champ de ce dipdle, mais on
utilise plut6t le dipdle moment qu’on appelle vecteur cardiaque. C’est un vecteur dirigé des
charges négatives vers les charges positives et dont le module est proportionnel a la quantité
de charges multipliée par la distance de séparation des 2 types de charges [Neumann 92]; il
est représenté par M sur la figure 1-2. Au cours d’un cycle cardiaque, I’amplitude et la
direction de ce vecteur varient. La différence de potentiel mesurée par 2 électrodes représente

le module de la projection du vecteur cardiaque sur la droite qui relie ces deux €lectrodes.



Par convention, une impulsion électrique qui se propage vers 1’¢électrode est représentée
sur I’enregistrement de 1’¢lectrocardiogramme par une déflexion qui se dirige vers le haut du

tracé. Si, au contraire, 1’activité électrique fuit 1’¢lectrode, une déflexion orientée vers le bas

du tracé est observée
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Figure 1-3 : Circuits de conduction des excitations électriques dans le ceeur [Coeur2 06]

La figure 1-3 montre les trajets empruntés par les impulsions ¢électriques dans le cceur.
La formation des déflexions enregistrées est intimement liée a I’activation et a Ia
repolarisation subséquentes des oreillettes et des ventricules. L’activité €lectrique peut étre
décrite par les étapes suivantes :

1°) Formation de I’impulsion de stimulation dans le nceud sino-auriculaire (nceud SA).

2°) Activation des oreillettes, 1’électrocardiogramme enregistre une petite onde, dite

I’onde P

3°) Activation du nceud auriculo-ventriculaire et du faisceau de His;

I’¢lectrocardiogramme revient a la ligne isoélectrique.

4°) Activation des ventricules (excitation des branches suivie de celle des parois

internes) ; 1’¢électrocardiogramme enregistre plusieurs déflexions formant le complexe

QRS.

5°) Lorsque toutes les parties du myocarde sont activées, 1’électrocardiogramme

enregistre de nouveau une ligne isoélectrique : le segment ST.



6°) Lors de la repolarisation ventriculaire, I’électrocardiogramme enregistre une onde T
7°) Pendant la repolarisation tardive de quelques régions du myocarde,
I’¢électrocardiogramme pourrait enregistrer une petite onde U.

L’ECG normal est donc caractérisé par 3 ondes principales: P, QRS et T (figure 1-4).
L’onde P représente la dépolarisation auriculaire. Le complexe QRS caractérise la
dépolarisation des ventricules. L’onde T traduit la repolarisation ventriculaire. Les
manifestations de la repolarisation auriculaire sont masquées par le complexe QRS. Les

segments P-Q et S-T sont

normalement au potentiel

Complaxe QRS
I_‘:| Z€ro.

MMoeud R

sirnuesal
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wantriculaire

Dépolarisation
/F vantriculaires
Fapolarisaticn
wvantriculaira

Daépolarisation
auriculaira

P

= rbe el lese
M

Temps (s) O 0.2 0,4 6 L&
—intervalle OT—s

Figure 1-4 : Ondes caractéristiques d’un signal ECG normal [Coeur2 06].

La durée de P-Q correspond au temps de conduction que prend I’excitation pour aller des
oreillettes aux ventricules alors que S-T traduit la diastole électrique. Une petite onde U est
parfois enregistrée aprés 1’onde T, on estime qu’elle est due a une lente repolarisation des
muscles papillaires ventriculaires. L’intervalle QT est la durée totale de la systole électrique
ventriculaire qui coincide presque avec la systole mécanique. La durée de la systole électrique
(Tse) dépend de celle du cycle cardiaque (C), la durée d’un cycle cardiaque étant déterminée
par I'intervalle (R-R) ou (P-P). Cette dépendance est représentée par les formules empiriques
ci-apres [Babsky 75] :

T, = 8.223/C (Formule de Fridericia )

N

avec C en centaine de secondes.

T,= 0.37+/C Formule de Bazett avec C en secondes.
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Les complexes QRS présentent des morphologies variées selon les dérivations ou
I’arythmie. On utilise des lettres majuscules (Q, R, S) pour désigner les grandes déflexions et

des lettres minuscules (g, , s) pour les petites déflexions.

I-3-2 Les dérivations

Les potentiels électriques générés par le coeur se propagent dans tout 1’organisme et
apparaissent a la surface du corps. On mesure la différence de potentiel (d.d.p.) en deux
points de la surface du corps a I’aide d’une paire d’¢lectrodes. En placant plusieurs paires
d’¢lectrodes a différentes positions, on obtient des résultats différents puisque le champ
¢lectrique du cceur est spatio-dépendant. Si on mesure le vecteur cardiaque dans une seule
direction, on ne sera pas en mesure de le caractériser entiérement. Il est donc important
d’avoir un standard de positionnement des électrodes (dérivations) pour 1’évaluation clinique
du signal ECG. En pratique, douze dérivations sont utilisées dans les plans frontal et
transversal pour explorer 1’activité électrique du cceur. On distingue :

- Trois dérivations bipolaires ou dérivations standard, DI, DII, DIII obtenues par
permutation des ¢électrodes placées sur le bras droit, le bras gauche et la jambe gauche. La
jambe droite est reliée a la masse. Les vecteurs obtenus forment un triangle équilatéral, appelé
triangle d’Einthoven (figure 1-5).

-Trois dérivations unipolaires aVR, aVL, aVF qui permettent de mesurer la tension
entre un point de référence et le bras droit, le bras gauche et la jambe gauche respectivement.
Le point de référence est réalisé par la moyenne des signaux qui apparaissent sur les 2 autres
membres qui ne sont pas en observation. A cet effet, on utilise des résistances de valeur
¢levée, supérieure a SMQ. La figure 1-6 montre les connexions des électrodes ainsi que les
directions selon lesquelles le vecteur cardiaque est mesuré, tant pour les dérivations
unipolaires que pour les dérivations standard.

-Six dérivations précordiales pour lesquelles les électrodes sont fixées dans le plan
horizontal. Ces ¢lectrodes permettent d’enregistrer les vecteurs é€lectriques qui partent du
cceur dans leurs directions respectives comme 1’indique la figure 1-7. La référence pour ces
¢lectrodes peut etre réalisée par le principe du pont terminal de Wilson.

Pour certains diagnostics, les cardiologues recourent aux dérivations spéciales : c’est le cas
de la dérivation de Frank ou dérivation XYZ qui consiste a représenter intégralement
I’information recueillie dans trois plans perpendiculaires (frontal, horizontal et sagittal). On

visualise le déplacement dans le temps du vecteur électrique cardiaque: c’est la
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vectocardiographie (VCG). La vectocardiographie permet d’approcher beaucoup plus
finement 1’origine géographique des troubles que I’examen des douze tracés différents de
I’¢lectrocardiographie  classique ne peut que constater. L’ECG  cesophagien et ’ECG
auriculaire pour lesquels 1’¢lectrode est introduite dans I’cesophage et placée prés du cceur
sont parfois exigés. L’ECG du faisceau de His permet d’étudier en détails la conduction

auriculo-ventriculaire : on obtient ’ECG hautes fréquences.

aVR  R/2
o

Figure 1-5 : Dérivations standards
DI, DII, et DIIL. Figure 1-6 : Connexion des électrodes pour les
dérivations unipolaires.
(a) : aVR, (b) :aVL et (c) : aVF ; (d) :Diagramme
vectoriel montrant les directions des dérivations
standard et unipolaires dans le plan frontal.

Figure 1-7 : Dérivations précordiales [Babsky 75]
(a) : positions des électrodes et formes des signaux obtenus ; (b) : directions des vecteurs dans le
plan transversal
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La figure 1-8 présente le schéma fonctionnel d’un enregistreur

d’¢lectrocardiogramme. On y distingue :

Le circuit de protection qui limite I’amplitude des signaux captés afin de prévenir le
systéme de surtensions nuisibles.

Le sélecteur de dérivation qui détermine quelle paire d’électrodes est nécessaire pour
un enregistrement donné et connecte cette paire d’électrodes au reste du circuit. Ce
bloc est contrdlé soit par I’opérateur, soit par le microprocesseur du systeme. En mode
automatique, chaque dérivation est enregistrée pendant dix secondes.

L’auto calibreur qui délivre un signal de 1 m) momentanément introduit dans
I’€lectrocardiographe pour chaque canal enregistré.

Le préamplificateur est le premier étage d’amplification. Cet étage doit avoir une
impédance d’entrée treés élevée et un fort taux de réjection en mode commun.

Le circuit d’isolation qui empéche le passage du courant du secteur

Le circuit de contrdle de la jambe droite donnant un point de référence au patient. Ce
point est normalement le potentiel de masse.

L'amplificateur qui apporte un gain en puissance suffisant pour que le signal puisse
étre correctement enregistré et tracé.

La mémoire dont dispose la plupart des enregistreurs actuels permet de sauvegarder
des séquences du signal ECG avant qu’il ne soit imprimé. Plusieurs informations sur
le dossier médical du patient introduites a travers le clavier y sont stockées.

Le microprocesseur coordonne l'ensemble des opérations de l'enregistrement. Dans
certaines machines, le microprocesseur réalise des analyses préliminaires du signal tel
que le calcul du rythme cardiaque et la reconnaissance de certaines arythmies. Un
clavier et un afficheur alphanumérique permettent a I'opérateur de communiquer avec
ce microprocesseur.

L'imprimante donne une copie matérielle de I'ECG. Il imprime aussi 1'identification
du patient, les informations cliniques introduites par l'opérateur et les résultats de

l'analyse automatique du signal.
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Figure 1-8 : Schéma bloc d’un enregistreur d’ECG actuel

I-3-3 Caractéristiques du signal ECG normal

La figure 1-4 montre la morphologie du signal ECG normal sur un cycle cardiaque.

Les valeurs normales des durées des intervalles et des amplitudes des ondes sont celles des

adultes d'age moyen. Ces valeurs sont données a titre indicatif car il existe un chevauchement

parfois important entre les valeurs normales et pathologiques. Une présentation détaillée des

caractéristiques de I’ECG normal, leur interprétation physiologique ainsi que plusieurs

méthodes de calcul de I’axe ¢€lectrique du complexe QRS sont données dans [Brohet 98] et

[Dubois 04]. Des facteurs individuels tels que 1’age, le sexe, la race, la morphologie et la

position du cceur influencent énormément les valeurs normales. Le tableau 1-1 récapitule les

critéres essentiels de normalité de ’ECG [Kom 01].
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Tableau 1-1 : Critéres de normalité du signal ECG [Kom 01]

= Chaque onde P doit précéder un complexe QRS
= Forme identique a I’intérieur d’une méme dérivation
= Positive en dérivation DI, DII, DIII, et V6

Onde P = Moins de 0.12 s en largeur dans la dérivation DIII
= Biphasique avec une composante dominante positive ou monophasique
avec une déflexion positive en V1
Intervalle | = Consistant en largeur
PR = La longueur est supérieure a 0.12 s et inférieure a 0.24 s
= Moins de 0.12 s en largeur
= La plus grande déflexion en dérivation standard excede 5 mm de hauteur
Complexes , fto g o °
ORS = L’axe moyen en dérivation standard entre -30° et +90
= Un patron 1S, Q ou Qren V1
= Un patron gRs en V5-6.
Onde Q = Petite et étroite, Q en DI, DII, aVF et V3-6, avec une hauteur moins que
25% de I’onde R du méme complexe et d’une largeur moins de 0.04 s
= Normalement iso€lectrique
= La déflexion, si elle existe, ne doit pas dépasser Imm en DI, DII, DIII et
aVF
Segment ST | | L’¢lévation, si elle existe, ne doit pas excéder 2 mm en les mémes
dérivations
= Elévations jusqu’a 4 mm possibles dans les dérivations V1-V3.
= Positive en DI, DII et V6
Onde T = Normalement positive mais occasionnellement négative en DIII et aVF
= Doit étre au moins 2 mm en hauteur en dérivation ou elle est plus grande.
= Pas nécessairement présente, mais, si elle existe, elle devra :
e ¢&tre plus grande en V2-4
Onde U e positive en V1-2 et en dérivation avec 1’onde T positive
e normalement moins que 25% en hauteur par rapport a ’onde T
qui précéde, mais peut atteindre 2 mm en V2-4
= Les valeurs de normalité sont établies au tableau 1-2 en fonction de la
fréquence de battements.
Intg¥alle = On peut utiliser la formule de Bazett :

QT mesuré
v RR

, on normalement Q < 0445

QTcorrigé =

Tcorrigé

Les ondes P sont mieux visibles dans les dérivations DII et V1. L’intervalle PQ ou PR

représente le temps de propagation de I’influx électrique dans les oreilletes, le nceud auriculo-

ventriculaire, le faisceau de His et ses branches, le réseau de Purkinje jusqu’au début de

[’activation ventriculaire.

On mesure la durée du complexe QRS dans la dérivation ou ce complexe parait le plus large.

Une mesure plus fiable s’obtient en superposant les 12 dérivations enregistrées simultanément

et en recherchant le début et la fin globale du QRS. Lorsque cette durée est supérieure a 0.12
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seconde, elle traduit un trouble majeur de conduction intraventriculaire. L’amplitude des
composantes du QRS varie en fonction de 1’age, du sexe, de la race, du poids, de la
morphologie du thorax et de la position du cceur dans le thorax. Les valeurs normales
d’amplitudes sont consignées dans des tables. Ces tables sont incorporées dans des
programmes d’analyse automatique de I’ECG. On détermine la morphologie du QRS dans les
différentes dérivations en analysant 1’orientation spatiale des 4 vecteurs de la figure 1-9 (a).
Le vecteur 1 est celui de I’activation septale, il produit normalement une onde q initiale dans
les dérivations DI, DII, DIII, aVL, V5, et V6 ; et une onde r initiale dans les précordiales V1 a
V4. On observe en aVF une onde r ou q selon que le vecteur septal est dirigé en haut ou en
bas. Le vecteur 2 correspond au début de la dépolarisation ventriculaire ; il produit une onde
R dans les dérivations DII, DIII, V3 et V4. Le vecteur 3 issu de la dépolarisation ventriculaire
gauche est responsable de 1’onde R dans les dérivations DI, DII, DIII, aVL, aVF, V5 et
parfois V4 et V6. Il déclenche ’onde S dans les dérivations aVR, V1, V2, V3 et V4. Le
vecteur 4 des forces terminales explique I’onde S dans les dérivations DI, aVL, V5 et V6. La

figure 1-10 est une illustration des morphologies du complexe QRS dans les dérivations

précordiales.
-90°
-120° : -60°
1
aVR | aVL
-150° : -30°
I
1
I
I
< 180° . 0°]
21508

+120° | +60°
111 +90° 11 (b)
aVF

Figure 1-9 : (a) Vecteurs d’activation ventriculaire et (b) systéme hexaxial de Bailey.

L’axe moyen du QRS dans le plan frontal se calcule visuellement a partir du systéme hexaxial
de Bailey qui regroupe les 6 dérivations périphériques (Figure 1-9 (b)) de la maniére

suivante :
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- Rechercher dans les 6 dérivations périphériques celle ou le complexe QRS a un aspect
isodiphasique, c'est-a-dire un complexe formé d'une onde positive et d'une onde
négative d'amplitudes ou de surfaces a peu prés égales de sorte que leur somme
algébrique soit proche de zéro. L'axe moyen de QRS (AQRS) est dés lors a peu prés
perpendiculaire & I'axe de cette dérivation. Ceci signifie que 'AQRS se dirige dans une
des 2 positions qui sont a un angle droit avec cette dérivation. L'examen des autres
dérivations périphériques permettra de déterminer précisément la position de AQRS.

- En l'absence d'une dérivation porteuse d'un complexe isodiphasique, on recherchera
deux dérivations contigués, c'est-a-dire distantes d'un angle de 30° ou le complexe
QRS a a peu prés la méme amplitude ou la méme surface positive. L'AQRS se trouve
alors approximativement situé¢ a mi-distance entre les axes de ces deux dérivations.

- Si aucune dérivation ne montre un complexe QRS isodiphasique et que 1'on n'observe
pas non plus deux dérivations contigu€s avec une onde R équivalente, on se bornera
alors a rechercher la dérivation avec l'onde R ayant la plus grande amplitude ou

surface : 'AQRS est en derniére approximation a peu prés dirigé vers l'axe de cette

dérivation.
3
3
3
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] 2
z 2 2
1 1 1 1 2
& 1 1 &
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Figure 1-10 : Aspect des complexes QRS dans les dérivations précordiales [Brohet 98]

L'AQRS est situé chez I'adulte entre -30° et +105°. Entre 0° et +90°, on considére que l'axe
moyen de QRS est strictement normal. Quand I'AQRS est entre +30° et -30°, le coeur est en
position horizontale; entre +75 et +105°, le coeur est en position verticale. Si I'AQRS est entre
-30° et -90°, on parle d'une déviation axiale supérieure gauche. Entre +105° et +180°, il s'agit
d'une déviation axiale inférieure droite. Lorsque 'AQRS est situé dans la zone comprise entre

-90° et -180° on parle d'une déviation axiale "extréme" ou "déviation axiale supérieure
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droite". L'AQRS fournit des indications concernant l'orientation du vecteur principal de
l'activation cardiaque dans le plan frontal qui est influencée dans une certaine mesure par la
position du coeur dans le thorax. L'axe est également influencé par 1'age et tend a se déplacer
vers la position horizontale & mesure du vieillissement. La déviation de 'AQRS fait également
partie des critéres d'anomalies cardiaques. Les causes les plus fréquentes de déviation axiale
supérieure gauche sont le bloc fasciculaire antérieur gauche, l'infarctus myocardique inférieur,
certaines formes de pré excitation ventriculaire, I'hyperkaliémie. Parmi les causes de déviation
axiale droite, on trouve le bloc fasciculaire postérieur gauche, 1'hypertrophie ou dilatation
ventriculaire droite, I'infarctus myocardique antérolatéral ou latéral étendu [Brohet 98]. Le
complexe QRS représente dans le domaine fréquentiel, des manifestations hautes fréquences
dans le signal ECG. Son spectre se situe entre 25 et 60 Hz. Le segment ST est normalement
isoélectrique. Un segment ST normal peut cependant étre 1égérement décalé vers le haut au
repos ou vers le bas a I’effort. Le segment ST est, avec 1’onde T, la partie du tracé la plus
sensible aux influences extérieures reflétant des phénomenes physiologiques et pathologiques.
On s’intéresse beaucoup a la dispersion de D’'intervalle QT qui pourrait refléter une
inhomogeénéité de la phase de repolarisation au sein du myocarde ventriculaire. L’onde U
n’est visible presque uniquement que dans les dérivations précordiales. Sa signification exacte

est encore discutée.

I-4 OPERATIONS DE TRAITEMENT DU SIGNAL
ECG

Le signal ECG récolté par des électrodes subit dans un premier temps un
conditionnement ¢lectrique de mise en forme au sein de l'enregistreur. Par la suite d'autres
traitements essentiellement logiciels peuvent lui étre appliqués en vue de faciliter le
stockage, de débarrasser le signal des bruits et perturbations, de I'analyser ou de contribuer

au diagnostic automatique.

I-4-1 Détection des ondes

La détection des complexes QRS est d'une importance capitale dans l'analyse
automatique du signal ECG. Lorsque les complexes QRS sont identifiés et leurs positions
repérées, il devient facile d'évaluer d'autres parameétres du signal tels que la durée du cycle

cardiaque, la durée du segment ST...etc. La détection automatique des complexes QRS est une
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tache difficile parce que la morphologie de ces complexes varie d'un individu a l'autre, et
méme chez le méme sujet, elle varie d’un cycle a 1’autre. En plus, d'autres ondes du signal
telles que les ondes P et T, et méme des perturbations d'origines diverses, ont des
caractéristiques semblables a celles des complexes QRS. La plupart des algorithmes de
détection procedent en deux étapes: une premicre étape au cours de laquelle le signal passe
par un filtre passe bande qui ¢élimine le bruit et les ondes P et T; le signal subit apres une
transformation non linéaire, par exemple la dérivation pour identifier les fortes pentes autour
de l'onde R, et I’¢élévation au carré pour quantifier I'énergie des QRS. La deuxiéme étape
consiste en une prise de décision selon des critéres de seuillage. Une étude comparative d'une
douzaine de tels algorithmes est présentée dans [Henry 93]. Elle mesure leurs performances
en termes de non détection, fausse alarme, retard de détection et nombre d'opérations
mathématiques. Pan et Tomkins ont mis au point I'un des algorithmes les plus populaires a
base de ce principe [Pan 85]. Ces techniques souffrent de deux problémes majeurs : le premier
est que la bande passante du complexe QRS différe d'un individu a l'autre, et méme chez le
méme sujet d'un cycle a l'autre. La deuxieme difficulté est le choix du seuil de décision. Le
seuil est généralement fixé empiriquement, des conditions additionnelles doivent étre prises
en compte avant la décision finale. Les détails sur quelques détecteurs des complexes QRS
sont présentés en annexe A.

Une méthode de détection utilisant le filtrage numérique adaptatif est proposée dans
[Hamilton 88]. Le filtrage adaptatif s'auto ajuste afin de compenser les variations de formes et
les conditions de perturbations accentué¢es. Un modele de filtrage adaptatif a base des réseaux
de neurones, généralement utilisé en reconnaissance de forme, est utilisé pour la détection des
complexes QRS dans [Xue 92].

Les algorithmes récents de détection des complexes QRS exploitent la théorie des
ondelettes, [Li 93], [Li 95], [Bahoura 97] et [Kadambe 99]. Ces algorithmes reposent sur les
travaux de S. MALLAT, [Mallat 91], [Mallat 92a] et [Mallat 92b] ou il est démontré que
lorsqu’une ondelette mere utilisée pour la décomposition d’un signal est assez régulicre, les
passages par zéro obtenus sur les détails correspondent aux extrema locaux du signal original.
Ces algorithmes détectent, en plus des QRS, les ondes P et T avec une précision acceptable.

L’association de la transformée en ondelettes aux techniques des réseaux de neurones
a abouti a la détection des potentiels tardifs avec une fiabilit¢ de plus de 78% [Lu O1]. Les
potentiels tardifs sont de tres faible amplitude et de hautes fréquences. Ils apparaissent a la

fin des complexes QRS et sont étroitement associés a la tachycardie ventriculaire. La faible
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amplitude de ces potentiels (0-1uV) et leur large bande passante de 40-250Hz rendent

difficile leur séparation du reste du signal et méme du bruit [Lander 93].

I-4-2 Classification des ondes

L’analyse du rythme et le diagnostic automatique des troubles rythmiques représentent
un domaine particulier complémentaire de I’analyse du contour des ondes. La classification
des complexes QRS et le dénombrement des différents types de morphologie sur un signal
ECG restent une préoccupation en €lectrocardiographie. Les algorithmes de classification des
complexes QRS procedent d’abord a la détection; des modeles mathématiques de ces
complexes QRS sont ensuite ¢laborés ; cette modélisation permet de définir la mesure de
similarité entre deux complexes. Dans [Morlet 83], le modele de QRS est un vecteur de 3N
composantes et la mesure de similarité entre deux complexes i et j est une distance associée

au produit scalaire défini par :

D<f,j>=:ﬁ§z

5.=0si |x,-x]<t,
avec ) . ' (1-1)
ij . [ J
5k:1’Sl ‘xk_Xk>tk

x; est la J'" composante du vecteur représentatif du complexe i

¢, estun seuil de tolérance li¢ au parametre d’indice k.

Les trois premiéres fonctions d’Hermite sont utilisées pour la modélisation dans [S6rnmo
81]. Les courbes de ces fonctions présentent des allures semblables a celles des complexes
QRS monophasiques, biphasiques et triphasiques respectivement. On construit ainsi une base
morphologique pour un espace de dimension 3 (espace des formes de QRS). Chaque
complexe QRS est décomposé dans cette base. La mesure de dissimilarité entre 2 complexes
est I’écart d’énergie normalisée de ces complexes. Les QRS sont ainsi regroupés en classes.
D’autres modeles des complexes QRS sont construits avec une base des six premicres
fonctions d’Hermite dans [Laguna 96]. Un algorithme adaptatif de classification est appliqué
a cette modélisation. Une autre modé€lisation des parametres des complexes QRS a I’aide des
fonctions d’Hermite est proposée dans [Lagerholm 00] ; cette fois la classification est réalisée
par I’algorithme d’entralnement, les réseaux SOM (Self Organizing Map) qui s’auto

organisent en fonction de la structure naturelle des données en classification. Senhadji et al/

20



proposent une reconnaissance des morphologies des complexes QRS a travers Ia
décomposition dans des bases d’ondelettes [Senhadji 95]. Une tentative de classification des
ondes P du signal a partir des dérivations XYZ de Frank est proposée dans [Carson 01] :
aprés détection des complexes QRS, des fenétres de signal de durée 400 ms, précédant le
début des QRS, sont retenues. Elles sont supposées contenir les ondes P. La classification
utilise trois méthodes indépendantes ; le discriminant linéaire de Fisher, le spectre de la
transformée de Fourier discréte et la durée de 1’onde P. La classification des ondes P normales

et anormales est utile pour établir des diagnostics sur les défauts de conduction des oreillettes.

I-4-3 Filtrage

Le signal ECG couvre la plage de fréquence 0,05-80 Hz [Stanley 87], la bande passante des
circuits de I’enregistreur doit étre juste légérement supérieure a celle du signal pour qu'on
obtienne un rapport signal sur bruit optimal. Le dernier étage de I’enregistreur incorpore
un filtre passe bande qui isole le signal ECG selon ces caractéristiques fréquentielles.
L'enregistreur comporte en plus un filtre réjecteur a 50 Hz dont le role est d'éliminer les
interférences du secteur. D'autres opérations de filtrage visent a minimiser les effets des
artefacts par parasitage, dus aux mauvais contacts temporaires d’électrodes ou des cables,
aux mouvements musculaires, a la respiration ou au support magnétique dans les cas
holter [Leclercq 80]. La figure 1-11 établit I’encombrement spectral du signal ECG, du
complexe QRS et des ondes P et T ; les spectres des bruits musculaires et des artéfacts de
mouvement y sont aussi estimés [Thakor 84]. La figure 1-12 est une illustration de I’effet
du filtrage sur un ECG corrompu par des bruits.

Les résultats produits par les filtres analogiques ne sont pas suffisants. De nombreux
travaux sont encore consacrés a la recherche des algorithmes destinés a la purification du
signal ECG numérisé [Lander 93], [Jané 91], [Almenar 99], [Wachowiak 00], [Cherkassky
01] et [Augustyniak 03]. Les algorithmes récents de filtrage sont & base de la transformation
en ondelettes [Senhadji 93]. Le filtrage se présente aussi comme une étape préliminaire
incontournable pour la plupart des algorithmes de détection de complexes QRS [Henry 93)],
[Halmiton 88], [Xue 92]. Il en est de méme pour la reconnaissance des potentiels tardifs [Jané

91], [Lu 01].
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Figure 1-11 : Encombrement spectral ’ECG et de certaines ondes caractéristiques

A gauche : spectres de I’ECG, des complexes QRS, des ondes P et T .
A droite : spectres des ORS, des ondes P et T, ainsi que des artéfacts musculaires et de mouvement

[Thakor 84]
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Figure 1-12 : Effets du filtrage sur le signal ECG.
(a) : Signal ECG bruité enregistré ; (b) : Méme signal apreés filtrage.
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I-4-4 Extraction de PECG du feetus

L’ECG du feetus donne d’importantes indications sur la santé et la souffrance foetales.
L’analyse de I’ECG du feetus est devenue une routine médicale en période de grossesse [De
Lathauwer 00]. Une technique non agressive d’obtention de I’ECG du feetus consiste a
I’extraire de I’ECG de la mere, enregistré au niveau de I’abdomen. La difficulté dans ce
procédeé réside dans le fait que ’ECG du feetus est non seulement noy¢é dans celui de la mére,
mais aussi dans des bruits d’origines diverses (artefacts musculaires et respiratoires,
interférences du secteur). De nombreux algorithmes permettant I’extraction de I’ECG du
feetus de celui de la maman ont été proposés. On distingue ceux basés sur une comparaison
des caractéristiques des signaux ECG maternels recueillis aussi bien a 1’abdomen qu’au
niveau du thorax. En effet, ’ECG de la mére est supposé étre trés peu influencé par celui du
feetus lorsque recueilli au niveau de la poitrine. Des algorithmes basés sur les propriétés
d’intercorrélation et d’autocorrélation de deux signaux sont développés dans [Bemmel 68] et
[Abound 92]. Un algorithme reposant sur le filtrage adaptatif est décrit dans [Farrara 82].
D’autres algorithmes s’appuient sur ’ECG maternel abdominal uniquement [Senhandji 95].
De Lathauwer et al proposent une technique d’extraction par source séparée, on extrait le
sous-espace FECG (Feetus ECG) de I’espace MECG, I’espace MECG (Mother ECG) étant ici
le vectocardiogramme de la mére [De Lathauwer 00]. Un algorithme basé sur la
décomposition en ondelettes, trés proche de celui utilisé pour la détection des complexes QRS
dans [Li 95], est développé par Khamene et al. Cet algorithme aboutit a de trés bons résultats
aussi bien en utilisant seul ’ECG maternel de 1’abdomen, qu’en I’associant a celui de la

poitrine [Khamene 00].

I-4-5 Interprétation automatique du signal ECG

Les premicres initiatives d’interprétation automatique de ’ECG datent des années
1960 [Pipberger 62], [Klingeman 67]. Depuis lors, le développement des systémes experts
pour le diagnostic automatique de ’ECG n’a cessé de croitre. La plupart d’enregistreurs ECG
actuels intégrent un module d’analyse automatique du signal. En effet, le temps accordé au
cardiologue pour prélever la multitude de mesures sur les 12 dérivations et évaluer les
caractéristiques du signal est limité ; en plus, il n’est pas possible d’établir mentalement toutes
les corrélations entre ces mesures. L utilité des mesures automatiques et la nécessité des outils

logiciels de classification et d’aide au diagnostic ne sont plus a démontrer. L'analyse de
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I'électrocardiogramme comprend la mesure des amplitudes et durées ainsi que I'examen de la
morphologie de I'onde P, du complexe QRS, de I'onde T, de l'intervalle PR, du segment ST,
de l'intervalle QT (Figure 1-13). Le filtrage et I’extraction des ondes étudiés plus haut sont
donc des étapes préliminaires dans les algorithmes d’analyse automatique de ’ECG. Le calcul
des durées des segments et des ondes caractéristiques exige la localisation précise des débuts
et fins de chaque onde, et cela sur chacune des 12 dérivations. Des algorithmes efficaces a cet
effet sont présentés dans [Laguna 90], [Laguna 92] et [Daskalov 99]. En plus des valeurs des
amplitudes et durées, la détermination des polarités des ondes et I’évaluation de leurs énergies

sont mises a contribution.
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Figurel-13 : Parameétres d’intérét pour la description d’un battement cardiaque.

La figure 1-14 est un exemple qui montre les parametres évalués sur un cycle cardiaque dans
le module d’interprétation automatique de I’ECG de Hewlett Packard (HP), publié avec
autorisation dans [Celler 96].

Le diagnostic automatique en soi est un programme qui imite le raisonnement du cardiologue
pour pronostiquer sur des pathologies [Micheal 94]. Le rythme cardiaque par exemple est
¢valué en calculant la moyenne des durées des intervalles RR. Les troubles de conduction sont
¢tablis a travers les mesures automatiques des intervalles PQ. Un intervalle PQ anormalement
long traduit un long temps pris par ’impulsion ¢€lectrique pour passer des oreillettes aux
ventricules. L’occurrence des extrasystoles et les sites de déclenchements additionnels
peuvent €tre révélés automatiquement. La forme du complexe QRS indique si une excitation

additionnelle est générée par les noeuds sinuso-auriculaires, les nceuds auriculo-ventriculaires,
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les fibres de Purkinje du ventricule gauche ou les fibres de Purkinje du ventricule droit. Les
hypertrophies ventriculaires sont dues a un volume excessif de sang dans les ventricules
(surcharge ventriculaire). Dans ces cas, les parois des muscles cardiaques sont comprimées et
amincies ; cela entraine I’augmentation de la résistance électrique. Les mesures des durées des
complexes QRS ainsi que 1’analyse de leurs morphologies permettent alors d’identifier
automatiquement les hypertrophies ventriculaires. L.’analyse des ondes T et des segments ST
permet de pronostiquer sur des pathologies telles que : I’ischémie et I’infarctus du myocarde,
les anomalies électrolytiques (hyperkaliémie, hypokaliémie, hypercalcémie, hypocalcémie,
hypermagnésémie et hypomagnésémie), les problémes endocriniens, métaboliques et
neurologiques (hypothyroidie et hyperthyroidie, hypothermie, intoxication a l'oxyde de

carbone, atteintes du systeme nerveux central, effets médicamenteux).
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Figure 1-14 : Paramétres calculés dans le module d’interprétation automatique de PECG HP [Celler 96]
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Une méthode d’analyse des signaux ECG est proposée dans [Koski 95] ; elle associe
un algorithme de reconnaissance des formes a une syntaxe spécifique. L’interprétation
s’appuie sur une machine a variables d’état dont les attributs sont les amplitudes et durées des
ondes et intervalles. L’analyse des signaux et les diagnostics automatiques a 1’aide de logique
floue sont développés dans [Mehta 96], [Kundu 98] et [Grauel 98]. De nouvelles approches
consistent en la mise au point des systémes intelligents évolutifs dans lesquels la base des
connaissances et 1’arborescence des diagnostics grandissent au fur et a mesure que de
nouvelles situations sont examinées ; les réseaux de neurones sont utilisés dans ces cas [Hu

97], [Stampkopoulos 98] et [Dubois 04].

I-S ETAT DE L’ART SUR LA COMPRESSION DU
SIGNAL ECG

I-5-1 Méthodes temporelles de compression de PECG

I-5-1-1 Principes

Les méthodes directes considérent le signal ECG comme une succession de segments
ou de courbes. La recherche des pentes, des débuts et des fins de ces segments, releve des
estimateurs, de I’extrapolation et de I’interpolation. D’autres points caractéristiques des
signaux tels que les extrema et les points d’inflexion doivent aussi étre déterminés. Une étude
exhaustive et comparative des méthodes directes de compression de ’ECG a été effectuée par
Jallaledinne et al/ dans [Jallaledinne 90], ou les plus citées telles que AZTEC, CORTES,
FAN, TURNING POINT et SAPA sont analysées. Les méthodes directes ont 1’avantage
d’utiliser des algorithmes rapides, se prétant mieux aux implémentations temps réel.
Toutefois, elles introduisent beaucoup de distorsions ce qui exige en outre un filtrage passe-
bas aprés reconstruction. Des algorithmes d’optimisation des méthodes directes de
compression de I’ECG sont proposés dans [Haugland 97] et [Nygaard 01]. Une application
plus récente de ces méthodes avec la prise en compte des redondances inter cycles cardiaques
est présentée par Boucheham et a/ [Boucheham 04].

Le principe consiste a représenter des portions du signal ECG par des segments
de droite. Seuls les parametres de ces segments sont conservés et enregistrés. Ces
paramétres doivent servir plus tard a régénérer le signal original. L’estimation

polynomiale de 1’échantillon y, repose sur la formule d’interpolation de Newton. On peut

écrire ;
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Y=y, + A, Ay A"y (1-2)
ou A est D’opérateur des différences finies, définies de la maniére suivante :
e différences d’ordre 1
Ay =X "Yor D=0 s ATV, T (1-3)
e différences d’ordre 2 ;
AzyOZAyl—Ayo ; Azyleyz—Ayl..... (1-4)
e ct par récurrence, différences d’ordre n+1/
ANy, =AYy, =Ny, Ay =AYy, — Ay, (1-5)
En effectuant des substitutions successives, on obtient :
Ay =3, 720" Yo Ny =y, =3y, 130~y (1-6)
Bt A%y, = (<1) ¢, (1-7)

5=0

Et de fagon analogue, on peut écrire

N :yo_Ayo: y2:y1+Ay1 - y0+2Ay1+A2yo (1'8)

Et par récurrence,
Yo =2 A, (1-9)
k=0

m est le degré du polyndme estimateur dans (1-2); m est rarement supérieur a 1 dans
les algorithmes de compression de I’ECG.

Pourm =0,ona y=y, ,, 'ensemble du signal estimé est constitué¢ des segments

horizontaux appelés plateaux. Deux ¢échantillons sont logés dans le méme plateau si
I’écart entre leurs valeurs est inférieur a un seuil prédéfini. Lors de la compression, les
parametres de ces lignes horizontales (amplitude et durée ) sont considérés en lieu et
place du signal original. La reconstruction du signal revient a produire des segments
horizontaux entre les points caractérisés par les parametres stockés.

Pour m =1,0n a:

Vo =Vud A, =2Y, -V, (1-10)

La valeur estimée est un point situé sur une droite passant par les deux
¢échantillons précédents. Les algorithmes utilisant ce prédicteur commence par tracer une
droite entre les deux premiers échantillons du signal , une bande de largeur ¢, centrée

sur cette droite est considérée : £/2 est ici le seuil de tolérance accepté. Si 1’échantillon
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actuel tombe dans cette bande, il est ignoré. Dans le cas contraire, il est sauvegardé et

une nouvelle droite est générée a partir de y, et del’échantillon précédent.

Les interpolateurs linéaires utilisent les échantillons futurs et passés pour décider

si 1’échantillon actuel est redondant. Par exemple, I’interpolateur d’ordre un, produit :

J;:(ynﬂ—i_yn—l% (1_11)

I-5-1-2 Méthode AZTEC

L’un des premiers algorithmes de compression du signal ECG par approximations
linéaires fit présenté par COX et al [COX 68] et baptis¢ AZTEC (Amplitude Zone Time
Epoch Coding). AZTEC recherche des segments horizontaux dont la longueur est

supériecure a 2 échantillons et représente les points contenus entre deux plateaux par

des pentes .
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Figure 1-15 : Principe de I’algorithme AZTEC

On calcule la différence d’amplitude entre le point courant et le premier point
du segment en construction. Cette différence est comparée a un seuil de décision. Si la
différence dépasse le seuil, le premier point du segment ainsi que sa longueur sont
enregistrés et le point courant devient le nouveau point de référence. Lorsque la
longueur du segment ne dépasse pas deux échantillons, une pente est générée. La

pente est interrompue et enregistrée (amplitude du dernier point et nombre de points)
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lorsqu’elle change ou a la rencontre d’une ligne horizontale. Un bit supplémentaire de
codage permet de faire la différence entre les plateaux horizontaux et les pentes. La
figure 1-15 montre le fonctionnement de I’algorithme AZTEC.

Furth et Perez ont proposé une variante de 1’algorithme AZTEC ou le seuil de
décision est rendu adaptatif. A cet effet, on calcule des paramétres statistiques du
signal afin de réévaluer chaque valeur du seuil qui décroit normalement a I’approche
des complexes QRS et croit ensuite apres ces complexes QRS ; les statistiques du signal
(valeur moyenne, écart type et moment d’ordre 3) sont exploitées pour calculer
automatiquement le seuil [Furth 88]. D’autres modifications sont apportées a I’algorithme
AZTEC par Mammen et Ramamurth. Ces auteurs appliquent AZTEC simultanément
sur plusieurs dérivations de D’ECG. Lorsque le seuil est dépassé dans une dérivation,
deux informations sont enregistrées: la durée des lignes et un vecteur contenant la

valeur moyenne des échantillons de chaque voie [Mammen 90]

I-5-1-3 L’algorithme CORTES
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Figure 1-16 : Fonctionnement des algorithmes TP et CORTES
(a) : TP (Turning Poin)t; (b) : CORTES

L’algorithme CORTES (Coordinate Reduction Time Encoding System) est une
combinaison de la technique AZTEC avec la méthode Turning Point (TP). AZTEC est
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appliqué aux régions du signal correspondant a la ligne isoélectrique et TP est utilisé
sur les complexes QRS et les ondes environnantes. L’algorithme TP enregistre un
¢échantillon sur deux. Son principe est décrit dans [Abenstein 82]. La figure 1-16 (a) donne
une explication de son fonctionnement. Apreés compression par la méthode CORTES, la
reconstruction du signal est réalisée par le tracé des plateaux discontinus AZTEC dans
un premier temps. Les plateaux sont reliés entre eux par interpolation linéaire des paires

TP (figure 1-16(b)).

I-5-1-4 Les techniques FAN et SAPA

AMPLITULE

g(c+i,€)

c) d)

Figure 1-17: Principes des algorithmes SAPA [Ishijima 83]
a) : Principe genéral, b) SAPA 1, c) SAPA 2, d) SAPA 3.

L’algorithme FAN (éventail) utilise un interpolateur d’ordre 1 avec deux degrés de
liberté. A chaque pas, deux droites sont calculées partant du dernier point enregistré : la droite
supérieure qui passe au-dessus du point courant et la droite inférieure qui passe en dessous. La

distance entre chacune des droites et I’échantillon courant est égale au seuil de tolérance
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prédéfini. Si I’échantillon qui suit le point courant se trouve encadré par ces droites, il devient
le nouveau point courant et de nouvelles droites inférieure et supérieure sont générées. Le
processus est répété jusqu’a ce qu’un point suivant tombe hors de I’éventail formé par les
deux droites. Lors de la reconstruction du signal, les échantillons enregistrés consécutifs sont
reliés par des droites.

L’algorithme SAPA (Scan Along Polygonal Approximation) consiste en la
représentation du signal ECG par une succession des segments polygonaux. L’écart entre les
segments (signal approché) et le signal original doit toujours étre inférieur a un seuil
prédéfini. Des trois algorithmes présentés dans [Ishijima 83], SAPA-2 donne les meilleurs
résultats. La différence entre FAN et SAPA-2 réside dans le fait qu’en plus des deux pentes
inférieures tracées dans FAN, une troisiéme droite est tracée entre le point suivant et le
dernier échantillon enregistré. L’écart entre cette autre droite et le signal original doit étre
inférieur a un seuil de tolérance afin que le point courant soit considéré comme permanent.

Les principes de SAPA, SAPA-1 et SAPA-2 et SAPA-3 sont donnés sur la figure 1-17.

I-5-1-5 Utilisations des fonctions Splines pour la compression du signal
ECG

Les fonctions Splines sont des trongons de polyndmes définis sur de sous intervalles et
raccordés par des conditions de continuités. Par leur nature segmentée, les fonctions Splines
permettent une interpolation efficace des caractéristiques locales d’un signal. Ceci comble
certaines lacunes des polynomes d’interpolation de Lagrange qui donnent un résultat exact en
tout point du support de fagcon globale. Une fonction Spline d’ordre m est formée de

polyndmes successifs de degré m. Elle est définie sur un intervalle /a, b/, ayant comme

neeuds la suite : t={z,,¢ ...¢,}, avec t,=a et t,=b. Les polyndmes p, sont donc de la

forme :
P (X)=a,+a,x+..... +a,x" pour t, <x<t,, (1-12)
Les polyndmes p, (x) se raccordent jusqu'a la dérivée (m—1)" aux instants
) k k
N A t -En d’autres termes, p\*'(¢,) = p')(t.) (1-13)
Les fonctions Spline d’ordre m, définies sur I’intervalle [a, b], forment un espace vectoriel de

dimension m+n, noté¢ § .

Avec les équations (1-12), on dispose de n(m+1) inconnues . alors que les relations (1-13)

forment un systéme de m(n-1) équations. On établit les autres équations des coefficients a
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partir de la condition de proximité du signal a approcher et d’autres conditions
complémentaires. Nous allons limiter I’étude au cas des trés populaires Splines cubiques

(m=3) qui ont été adoptées dans les calculs scientifiques [Greville 67] et [Recipes 92].
On peut donc écrire : p,,(x) = p.(x) = a,, + a,x +a,x’ +a,x° (1-14)
L’idée de réaliser la compression du signal ECG avec les fonctions Splines cubiques consiste

a construire 1’ensemble des nceuds t={z,...7,} ayant un petit nombre d’¢éléments. Les
positions ¢, et I’ensemble des valeurs du signal a ces positions y:{yo....yn} seront
enregistrés. Lors de la reconstruction du signal, les y, successifs sont interconnectés par

interpolation de Splines. L’étape de création des nceuds ¢, est donc la plus délicate dans ce

processus. Dans la majorité des algorithmes, on choisit des instants caractéristiques du signal
tels que les pics, les vallées, les passages par zéro, les points d’inflexion ou les points de
grande courbure pour construire 1’ensemble t . Plusieurs techniques sont utilisées pour détecter
ces points caractéristiques du signal : on peut réaliser la comparaison des valeurs des
échantillons successifs pour déceler les minima, les maxima et les passages par zéro. L’autre
méthode est de procéder avec la dérivée premicre du signal puisque cette dérivée s’annule aux
extremums. L’équivalent de la dérivée pour les signaux échantillonnés étant les différences
d’ordre un, de faibles valeurs de ces différences d’ordre un traduisent les minima et les
maxima. De méme, les faibles valeurs des différences d’ordre deux sont caractéristiques des
points d’inflexion alors que de grandes valeurs des différences d’ordre deux traduisent les
zones du signal de grande courbure. Imai et a/ ont proposé un algorithme de compression de
I’ECG avec les fonctions Splines, dans lequel 1’extraction des parameétres du signal pour

constituer les nceuds ¢, est basée sur les différences d’ordre 2 [Imai 85]. Les points

caractéristiques retenus dans cet algorithme sont les minima, les maxima et les instants de
large courbure du signal. Les B-Splines sont d’utilisation beaucoup plus facile que les Splines
naturelles. En effet, les B-splines sont a support compact puisqu’elles sont nulles en dehors de

I'intervalle de définition. Une B-splines B, (x) d’ordre m>0, ayant pour nceuds

t,

t

it Lim

peut étre définie a 1’aide de la relation de récurrence suivante [GREEN 05] :

B, (x) =1 si ¢, <x<t,

B, (x) =0 ailleurs et (1-15)
ti+q —X X— t,‘

B ()= B () B () avee q=2.3..m
i+q i+l i+q-1 i
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i+q X X— ti . 7
Les termes et sont interpolés comme nuls lorsque 7, —7,, =0 et
ti+q i ti+q—1 —1
t;.,1 —1; =0 respectivement.

Il est clair que B, ,(x)=0 si x¢[t,t,,]. D’aprés le théoréme de Shoenberg [Greville 67],

i,q,t i+m

on peut construire une base de §,, de telle sorte que toute fonction f(x)eS, , soit

représentée de facon unique sous la forme ;

f)= 2 4B, () (1-16)
i=—m+

Le probléme de compression d’un signal dépend du nombre et des positions de noeuds
retenus pour représenter le signal. Pour utiliser les B-Splines en compression de I’ECG,
Karczewicz et al proposent la sélection des nceuds par un processus d’optimisation. A cet
effet, les ondes R sont d’abord détectées et le signal est segmenté en intervalle R-R. Une fois
que les nceuds représentatifs sont déterminés pour une fenétre R-R, ceux de la fenétre suivante
sont déduits selon la similitude qui existe entre ces 2 fenétres de signal. Lorsqu’il n’y a pas de
corré¢lation entre la fenétre courante et la fenétre précédente, I’algorithme de détermination
des nceuds est appliqué, et la fenétre courante devient une nouvelle fenétre de référence

[Karcezewiz 97]. Ces auteurs envisagent d’ailleurs, la création d’un dictionnaire de fenétres

de référence, dans lequel chaque intervalle R-R du signal pourrait y retrouver un représentant.

I-5-1-6 Compression des signaux ECG avec des polynomes quadratiques

La majorité des méthodes directes de compression du signal ECG reposent sur des
approximations linéaires. Les morphologies des signaux ECG présentent pourtant beaucoup
plus d’allures curvilignes que rectilignes. Fort de ce constat, Nygaard et a/ ont eu 1’idée de
proposer un algorithme de compression pour lequel les fonctions d’interpolation sont des
polynomes de second degré [Nygaard 99]. Comme dans le cas des fonctions Splines, il faut

résoudre deux problémes simultanément: le premier probléme consiste a construire un

vecteur de neeuds t = {¢,...£,} avec le minimum d’éléments permettant de réaliser la meilleure

approximation du signal sur un intervalle de temps. En deuxiéme lieu, il faut déterminer, de

facon optimale, les coefficients des monomes des polynomes quadratiques; en d’autres

termes, étant donné que sur un intervalle [tl., t J , le signal ECG aura pour expression (1-17) :

2
5, (%) = ag; + @ x+ay;x°, (1-17)
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on devra déterminer les valeurs optimales de a,;, a, et a,,. On est confront¢ a deux
problémes d’optimisation. Pour les résoudre, Nygaard et al s’appuient sur la théorie des
graphes. En définissant un graphe G(V,A) dont V = {tl, byyoeons tN} est I’ensemble des sommets

alors que I’ensemble des arrétes A est constitué de couples [ti, tj]eV, avec 1 < j. La

longueur de I’arréte [ti, t /} est définie comme I’erreur de reconstruction en éliminant tous les
neeuds situés entre 7, et ¢, [Nygaard 99]. Le probleéme se raméne donc a celui de trouver le

plus court chemin pour aller de ¢ a ¢;, avec des contraintes. La principale contrainte est ici

I’erreur maximale admissible. Un algorithme de programmation proposé dans [Haugland 97]
et baptis¢ CCSP (Cardinality Constrained Shortest Parth) est utilisé pour la résolution. Cet
algorithme a d’ailleurs été trés sollicité dans 1’optimisation des méthodes directes de
compression du signal ECG [Haugland 96], [Haugland 97], [Herber 96], [ Nygaard O1]. La

figure 1-18 illustre une courte séquence d’interpolation d’un signal avec les polyndomes

quadratiques.
¥
Approximation to the
original signal
Original signal
A Mt -1
y(=———) ]
}’(l]k_H } H “\
¥ )
i)
A ’ : i‘ - n
n K S ' N2
r i :
ny +t g -1 -
(ny .y -1) Nl N5 !

2

Figure 1-18 : Séquences d’interpolation d’un signal avec des polyndomes quadratiques [Nygaard 99]

I-5-2 Compression de ’ECG par transformation du signal

Les méthodes par transformation rameénent les échantillons corrélés du signal ECG
dans un espace ou les données sont moins corrélés, ceci a travers la décomposition dans une

base de fonctions orthogonales adéquates.
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I-5-2-1 Transformation de Karhunen-Loéve (KLT)

La transformation de Karhunen-Loéve utilise une approche de compression par

minimisation de ’erreur quadratique moyenne. Etant donn€ un ensemble X, X, .. X,
des vecteurs de R" (N trés grand), on désire réaliser la compression de I’'un de ces
vecteurs X, j étant choisi au hasard dans I’espace de probabilit¢ Q :{1, 2,..., n} ou la
méme probabilité 1/n est attribuée a chaque j . On suppose X, + X, +...+ X, =0 pour des

raisons de simplicité. Selon un schéma de compression linéaire, on veut réduire la grande

dimension N a une beaucoup plus petite g. Les vecteurs compressés Y,Y,,...Y doivent
donc appartenir & un espace de dimension g et noté Vg. Les erreurs provoquées par la

compression sont mesurées par la différence d’énergie car R" a une structure
euclidienne. Les Y, sont des projections de X, sur V, . Si on reste dans la situation
d’¢équiprobabilité ou tous les X, ont la méme probabilité 1/n , cela conduit, pour un ¢
donné, a rechercher I’espace ¥, qui offre le meilleur support pour le nuage de vecteurs
X, X, ..X,, clest-a-dire I’espace V, pour lequel Derreur quadratique moyenne
N 2

ZHX ; —Y/H est minimale. On démontre que les espaces ¥, sont emboités avec V;, = {O} ,
J=1

V. I’axe d’inertie et ainsi de suite jusqu’a ¥, =R" [Meyer 00]. La base de Karhunen-

Loéve consiste en une nouvelle base e, e,,...¢

n 2

telle que pour tout g< N, ¢,e,,...e,
forme une base de V. La KLT est le procédé le plus efficace de compression avec ’erreur

quadratique moyenne minimale. Toutefois, on ne saurait utiliser la transformation de
Karhunen-Loéve si I’on ignore le modele stochastique du signal que 1’on veut compresser.

Nasir AHMED et al publierent en 1975 un article qui est resté treés célebre sur la

compression de ’ECG a travers la KLT. En considérant {X} ’ensemble des vecteurs

issus de I’échantillonnage d’un électrocardiogramme, un élément X de {X } peut étre

représenté sous la forme (1-18) :
N
X=>y4 =0Y (1-18)
j=1

ot ®=[¢,p,..4,] est une matrice carrée d’ordre N. La base {¢}est choisie

orthonormée. Il s’ensuit que :
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v,=¢'X i=12..N (1-19)
On ordonne les coefficients y, par ordre décroissant. Par seuillage, on ne retient que M

5

SM= Y 44, (1-20)

Jj=M+1
ou X, =FE(XX") est la matrice de covariance de {X } Le choix de @ est optimal
lorsque les ¢, sont les vecteurs propres de la matrice de covariance X,. L’erreur

quadratique moyenne est alors :
N
eM),, =D A (1-21)
Jj=M+1

ou A, sont les vecteurs propres de X, . La représentation de ’¢quation (1-20) en terme de

valeurs propres de la matrice de covariance X, est la version discrete du développement

en séries de Karhunen-Lo¢ve. La transformation orthogonale correspondante est
I’équation (1-21). Face a I’énorme charge de calcul liée a la KLT, Ahmed et al
préconisent une transformation non optimale dans laquelle les coefficients sont
partiellement corrélés. L’algorithme est appliqué sur de nombreux signaux ECG normaux
et pathologiques, tous échantillonnés a 400 Hz. Les résultats sont comparés a ceux
obtenus avec d’autres transformations : la transformation en cosinus discréte (DCT), la
transformation de Haar (HaT), la transformation identit¢ (IT). Pour le méme taux de
compression, la KLT conduit a une erreur quadratique moyenne nettement inférieure a
celles produites par les autres transformations [Ahmed 75].

Deux applications de la KLT en traitement des vectocardiogrammes (VCG) sont
proposées dans [Womble 77]. La premicre réduit les effets de la respiration et de
’orientation géométrique du cceur du malade au moment de 1’enregistrement du signal. La
deuxieme application traduit le développement du VCG en série de Karhunen-Lo¢ve. Les
auteurs montrent que la charge de calcul diminue considérablement si 1’on résout le
probléme du calcul des vecteurs propres et des valeurs propres des grandes matrices, hors
ligne et une fois pour toutes. On aboutit a des taux de compression de I’ordre de 12 :1.
Bien que seuls les signaux VCG aient été utilisés, on obtiendrait les mémes résultats sans
modification de I’algorithme avec d’autres signaux ECG. Il suffira simplement de scinder

de facon appropriée les €lectrodes pour I’enregistrement des 12 dérivations de I’ECG en
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groupes de 3 ¢€lectrodes, chaque groupe devant ensuite effectuer I’enregistrement comme
s’il s’agissait du VCG.

Dans [Ahmed 75], le modéle stochastique du signal est élaboré a partir d’un ensemble
de 300 signaux ECG dont une moitié était des signaux pathologiques et I’autre moitié était
constituée des signaux normaux. Dans [Womble 77], une statistique des signaux est
construite sur les enregistrements d’ECG de 900 patients. Une autre application de la KL'T
pour la compression de I’ECG avec en plus, le filtrage des bruits qui contaminent les
signaux, est présentée dans [Olmos 99]. Comme il n’existe pas d’algorithme rapide pour
la KLT, on lui préfére souvent d’autres transformations, comme les transformations

spectrales ou les transformations en ondelettes.

I-5-2-2 Transformations sinusoidales

La transformation de Fourier et d’autres transformations qui s’en déduisent telles que
la transformation en sinus et la transformation en cosinus sont trés utilisées en analyse et
filtrage du signal. Ces transformations possédent des algorithmes rapides a I’exemple de la
FFT (Fast Fourier Transform) et ses variantes. La variable dans I’espace transformé est la
fréquence, ce qui permet d’utiliser ces décompositions pour observer la répartition
fréquentielle du signal. La prépondérance des composantes basses fréquence dans le
signal ECG se traduit au niveau de la transformation par la concentration de la quasi-
totalit¢ de 1’énergie du signal dans les premicres harmoniques. Il est donc possible de
mettre a zéro une proportion importante des coefficients de Fourier et donc de coder le
signal ECG a moindre cofit.

AL NASHASH propose une méthode basée sur I’estimation adaptative des
coefficients de Fourier a 1’aide d’un algorithme des moindres carrés. Partant du constat

que le signal ECG est pseudo-périodique, on peut calculer les coefficients a, et b, de
la série ci-apres (1-22) :
< nm, &, . nm
S, =>.a,cos2r—)+ Y b, sin(2r—) (1-22)
n=l1 T(') n=l1 71)

ou: m est l'indexation discréte du temps
n est l'indice des coefficients
1, la durée fixée du cycle cardiaque

La série (1-22) n’est autre chose que I’approximation du développement en séries de

Fourier d’un signal périodique. Les coefficients sont estimés sur des fenétres de taille fixe,
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centrées sur le complexe QRS contenant 300 échantillons chacune. On obtient un taux de
compression de 16 :1 pour un PRD de 3% [Nashash 94]. SHANKARA Reddy propose le
calcul des coefficients significatifs de transformation avec la FFT. Chaque cycle cardiaque
est scindé en deux parties : le complexe QRS et le reliquat. On enregistre les premiéres
harmoniques de chaque partie. L’algorithme prévoit aussi I’enregistrement de la taille de
la fenétre lorsqu’elle n’est pas constante [Shankara 86]. Feng ZOU et Richard
GALLAGHER associent la transformation en cosinus discrete (DCT) a la transformation
en ondelettes (DWT) pour réaliser la compression des signaux ECG [Zou 94], les

coefficients de la DCT étant déterminés par :

p = 2n+1
C(m)= WZx(n)cos( 3 mﬁj (1-23)

n=0
avec m=0,1,.. N-1
L’expression (1-23) est aussi utilisée dans [Madhukar 93] pour la compression des
signaux ECG avec extraction des parametres. Nous avons déja signalé 1’utilisation de la
DCT en comparaison avec la KLT dans [Ahmed 75]. De méme, les résultats de la
transformation de Legendre discréte (DLT) sont comparés avec ceux de la DCT dans

[Philips 92].

I-5-2-3 Transformations quasi spectrales

Les transformations de Wash et de Haar sont parfois utilisées pour la compression de
I’ECG. Ces transformations ne sont pas optimales au sens de la concentration de 1’énergie
du signal dans une faible proportion de coefficients. Elles disposent par contre d’un grand
avantage qui est I’extréme simplicité des calculs. L’utilisation des fonctions de Walsh
comme base orthogonale de décomposition pour la compression de ’ECG est présentée
dans [Kuklinski 83]. En rappel, les fonctions de Walsh tout comme celles de Haar ne
prennent que les valeurs +1 et -1 (figure 1-19). Il est donc possible que la transformation
de Walsh (WhT) représente un signal ECG échantillonné par additions et soustractions

des échantillons selon une suite particuliére.
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Figure 1-19 : Quelques fonctions de Walsh
Les coefficients de la WhT sont déterminés par :
N-1
C(m)= ZS(n)Wal(m,n) (1-24)

n=0

avec m=0,1,.. N-1
N : est le nombre d’échantillons contenus dans le signal
s(n) : sont les valeurs des échantillons du signal

La transformation inverse est donnée par :
1 N-1
s(n) = ﬁz C(m)Wal(n,m) (1-25)
m=0

Présentée sous cette forme, la WhT exige N> opérations. Il existe des algorithmes rapides
pour la transformation de Walsh (FWhT: Fast Walsh Transform). Un exemple
d’algorithme de type FWhT est developpé dans [Kuklinski 83].

Kuklinski applique cette méthode sur des fenétres de 512 échantillons de signaux ECG.
Les échantillons sont codés sur 12 bits et la fréquence d’échantillonnage est de 500 Hz.
Deux stratégies de compression sont mises en place. La premicre consiste a utiliser la
quantification scalaire pour coder les 512 coefficients obtenus avec un nombre de bits
inférieur a 12 (entre 3 et 11 bits) ; la deuxiéme stratégie revient a utiliser un petit nombre
de coefficients pour reconstituer le signal, en mettant a zéro tous les coefficients inférieurs
a un seuil prédéterminé. Les fonctions de Walsh étant par nature discontinues,
I’introduction des bruits hautes fréquences est évidente. C’est pour cela qu’un filtre a
géme

réponse impulsionnelle finie du ordre est prévu pour lisser le signal reconstitué. Le

réseau de courbes de la figure 1-20 matérialise les résultats produits [Kuklinski 83]:
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chaque courbe caractérise une erreur quadratique moyenne normalisée en fonction d’une

part des variations du rapport de compression qui est :

512

nbre de coeff pour reconstruction

Rapport de compression :( } (1-26)

et d’autre part du nombre de bits utilisés pour coder les coefficients. Les zones de coude

sur ces courbes correspondent aux optimums.
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Figure 1-20 : Résultats de compression des signaux ECG avec la transformation de Walsh

[Kuklinski 83].

I-5-2-4 Transformations en ondelettes

La transformation de Fourier permet de passer du domaine temporel au domaine
fréquentiel. Elle est idéale pour des signaux stationnaires. On peut aussi I’appliquer aux
signaux non stationnaires si I’on s’intéresse seulement aux composantes fréquentielles que
contiennent ces signaux, sans se soucier a quels instants apparaissent ces composantes
spectrales. Pour certains signaux non stationnaires comme les signaux bioélectriques
(ECG, EEG, EMG ...etc.), la nécessité d’une localisation temporelle des composantes
fréquentielles a provoqué I’invention d’autres transformations pour la représentation
temps - fréquence. C’est le cas de la transformation de Fourier a court terme de Gabor
(STFT : Short Term Fourier Transform), de la distribution de Wigner-Ville (WVD) et de
la transformation en ondelettes (WT). Ces transformations se heurtent au principe
d’incertitude de Heisenberg. Ce principe, défini a 1’origine en mécanique quantique,
stipule qu’on ne peut pas déterminer simultanément et avec exactitude la vitesse et la
position d’une particule en mouvement. Transposé en traitement de signal, le principe
d’Heisenberg indique qu’on ne peut pas déterminer exactement quelle composante
fréquentielle apparait sur un signal a un instant donné. Les transformations citées ci-

dessus tentent seulement d’identifier dans un signal les bandes de fréquences qui existent
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sur un intervalle de temps donné. On se retrouve donc face a un probléme de résolution
qui a été¢ examiné pour la premicre fois par Gabor a travers la STFT [Gabor 46]. La WT
apporte des améliorations substantielles a de tels processus. Nous n’allons pas rentrer dans
les fondements théoriques et mathématiques de la construction des ondelettes et de
I’analyse multirésolution. Le lecteur pourra consulter [Daubechies 88], [Waku 93],
[Cohen 95] et [Chaplais 99] pour plus de détails. Nous donnons ci-apres quelques résultats
essentiels en théorie des ondelettes.

La transformation en ondelettes continues (WT) d’un signal x(¢) est donnée par :

W(a,b) = % [ w(%}(t)dt (1-27)

ou y est l'ondelette mere analysante , a est un facteur d’échelle de dilatation
temporelle et b est un facteur de translation dans le temps.
Lorsque aet b prennent des valeurs discrétes avec a=2' et h=m2', on obtient la

transformation en ondelettes discréte (DWT) :
W (i, m) = sz/ZZx(n)y/(g —m) (1-28)

L’analyse multirésolution interpréte la transformation en ondelettes comme une
décomposition dans les espaces successifs d’approximations et de détails.

L’approximation, ou tendance, a 1I’échelle j est :
xX(0= a0, (1-29)
k=—0

avec a;, =<x, go_/,k>, @(7) est la fonction échelle et les ¢, () engendrent les espaces
d’approximation embofités.

La fluctuation, ou détail, a I’échelle j s’écrit :

d(t)=x;,=x;= D d; .y, (1) (1-30)
k=—o0

avec d;, = <x,l//j,k>, w(#) reste toujours I’ondelette mere et les v, (¢) engendrent les

espaces de détails.

Des filtres numériques de réponses impulsionnelles A(n) et g(n) sont associés a

’analyse multirésolution par :
hn)=(p.0,,) e gn)=(v.p,,) (1-31)

On démontre que
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g(m)=(=1)"h(1-n) (1-32)
Le filtre /4 est un filtre passe bas alors que g est un filtre passe haut. Il est développé dans

[Mallat 89], un algorithme récursif de calcul des coefficients d’approximation a;, et des

coefficients de détails d;, & partir de ces filtres. Cet algorithme donne lieu aux formules
suivantes :
a,= Z h(2n—-1DNa,_,,
i

_ (1-33)
dj,n = Z g(2n— l)aj—l,l
7

h~(n) et g(n) sont les filtres symétriques respectifs de #(n) et g(n) : h~(n):h(—n)
L’algorithme de reconstruction donne :

a,,,=y.a, hn=2k)+> d, g(n-2k) (1-34)
k k

Le calcul de la transformée en ondelettes en multirésolution n’a donc besoin que des

filtres.
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Figurel-21 : Principe de compression des signaux ECG avec la DWT [Thakor 93]

L’une des premicres utilisations de la transformée en ondelettes pour la compression
des signaux ECG est réalisée dans [Crowe 92]. On y utilise une des bases d’ondelettes
construites dans [Daubechies 88] pour décomposer des fenétres de 1026 échantillons de
signal. La décomposition produit 1024 coefficients apreés 10 étages de filtrage. A la
reconstruction, on ignore les coefficients inférieurs a un seuil donné. Les auteurs
constatent que les coefficients prépondérants décrivent les complexes QRS et que ces
complexes sont bien reconstruits méme a de forts taux de compression. Thakor et al

[Thakor 93] exploitent I’analyse multirésolution pour décomposer le signal ECG en
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approximations et détails. A chaque niveau de résolution, on réalise la convolution des

¢chantillons avec des filtres dont les coefficients avaient ét¢ déterminés dans [Mallat 89].

Le diagramme synoptique de cet algorithme est montré sur la figure 1-21 [Thakor 93]. On

obtient les résultats du tableau 1-2.

Tableau 1-2 : Résultats de compression par DWT [ Thakor 93]

Taux de PRD (%)
compression
2:1 2.2
4:1 3.3
8:1 5.9

F. ZOU et R. Gallager ont expérimenté une combinaison WT-DCT pour compresser

les signaux ECG. Ils envisagent deux procédés. Le premier consiste en les étapes

suivantes [Zou 94] :

- Effectuer le développement en DWT du signal et retenir les coefficients prépondérants ;

- Réaliser la DWT inverse a partir des coefficients retenus ;

- Soustraire le résultat du signal original ;

- Développer la différence en DCT et conserver les coefficients prépondérants.

La deuxiéme approche repose sur le principe de I’énergie maximale. En effet, si la

DCT et la DWT sont normalisées, les coefficients du méme ordre de grandeur doivent

contenir la méme quantité¢ d’énergie. Pour avoir une grande quantité d’énergie dans un

petit nombre de coefficients, on doit retenir les composantes de grande énergie aussi bien

en DWT qu’en DCT. La procédure est donc résumée comme suit :

Réaliser la DWT et la DCT pour le méme signal ;

Comparer les coefficients de la DWT et ceux de la DCT et retenir les coefficients de
grandes valeurs ;

Réaliser les DWT et DCT inverses a partir des coefficients enregistrés et soustraire la
somme du signal original ;

Reprendre les trois étapes précédentes jusqu’a 1’obtention du nombre prédéterminé de
coefficients.

L’ondelette D4 de I. Debauchies est utilisée, c’est la méme ondelette meére utilisée dans

[Crowe 92]. Aprés I’essai des deux procédures sur un signal ECG échantillonné a 360 Hz

issu de la base des données [MIT 92], 91 coefficients sur 512 sont conservés dans la

premicre approche avec 56 coefficients pour la DWT et 35 pour la DCT. Le PRD est de
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5,06 %. La DWT seule donne un PRD de 5,04 % et la DCT seule produit un PRD de 5,69
%. Selon les auteurs, la qualité visuelle du signal reconstitu¢ est nettement supérieure a
celle obtenue dans les cas ou une seule transformation est utilisée. La seconde approche
aboutit a un PRD de 4.2 % et la qualité visuelle est encore améliorée.

La WT en deux dimensions est trés utilisée en codage d’images et certains algorithmes
congus initialement pour le traitement des images ont été réadaptés a la problématique mono
dimensionnelle pour la compression de ’ECG ; c’est le cas de EZW (Embedded Zerotree
Wavelet) dans [Hilton 97], de SPIHT (Set Partioning In Hierarchical Trees) dans [Lu 00] et
[Miaou 05], et enfin de VQ (Vector Quantization Framework) dans [Miaou 02] et [Miaou 05].
Certains auteurs ont utilis¢ des algorithmes en 2 dimensions sans modifications : a cet effet,
c’est le signal ECG qui doit étre transformé par segmentation pour construire une matrice. La
premicre dimension de cette matrice, les lignes de la matrice, correspond aux échantillons qui
réalisent les cycles cardiaques alors que la seconde traduit les paramétres inter cycles
cardiaques. Des traitements supplémentaires sont apportés aux éléments de la matrice pour
uniformiser la durée des cycles cardiaques qui n’est pas toujours constante et normaliser
I’amplitude maximale du signal. Dans cette optique, la transformée en cosinus discrete en 2D
(2D DCT) est exploitée pour la compression du signal ECG dans [Lee 99]. La version
JPEG2000 de la norme JPEG est basée sur la WT ; elle a été testée avec succes pour la
compression du signal ECG en 2D [Bilgin 04]. Les résultats obtenus avec JPEG2000 sont
comparés avec ceux de EZW produits dans [Hilton 97] et ceux de SPIHT réalisés dans [Lu
00]. Moazami-Goudarzi et al proposent, quant a eux, 1’algorithme SPIHT en 2D avec la

transformation multi-ondelettes pour la compression de ’ECG [Moazami 04].

[-4-2-5 Compression du signal ECG par transformations polynomiales
Fort du constat que toutes les méthodes de traitement polynomial des signaux réalisent

I’approximation du signal sur de trés courtes durées et utilisent des polynomes de degré trés
faible (le plus haut degré des polynomes est généralement inférieur a 5), W. PHILIPS et G.
DE JOGHE ont eu I’idée de modéliser un long intervalle du signal avec des polyndmes de
degrés beaucoup plus élevés. Ces auteurs préconisent la décomposition d’un signal dans une

base orthogonale de fonctions polynomiales. Les polynomes de Legendre discrets ont été

choisis a cet effet [Philips 92]. On construit les polyndmes de Legendre discrets QF(x) a

partir des polyndmes de Legendre ordinaires P, (x) par :

44



., 2( [@n+1) 2x. 1
Qn(X)=z£ TB’(I_T)+§"(X)J (1-35)

L . . .
Pour 0<x<L etavec é: (x) qui converge uniformément vers O pour tout » lorsque L tend

vers I'infini. Les polyndmes P (x) sont définis sur I’intervalle [-1, 1]. Pour un L donné,

’ensemble des polyndmes QF(x)forme un espace de Hilbert complet et on a:

> 0400} (x) =4, (1-36)

ou o, estle symbole de Kronecker. On peut constater que les polynomes de Legendre

discrets dépendent du nombre d’échantillons L que contient le signal.

Les polyndomes Q (x) sont générés par récurrence de la maniére suivante :
O (x)=1, QIL(x)=1—2L—x et (1-37)
0! (x) =[ 2/ =DEL=2x)0} ()= (j =L+ NQ} ,(x) |/ [ /(L= j+1)]

Soit s une portion de signal contenant L+ échantillons, le polynéme ‘g de degré N< L qui

minimise I’erreur quadratique est donné par :

§,0=2 4,0/ (1-38)

avec A, = ZL: s(x)0 (x)

La relation (1-39) définit I’erreur quadratique.

Ly _Ise=sef _ 1 ¢ .
(ey) = 31 1 Xb@-5) (1-39)

Pour remplacer le signal s(x) par un polynome 5(x), il suffit de calculer les coefficients 4,

permettant de déterminer ce polynome approximant. On ne saurait appliquer la transformation
de Legendre discrete (DLT) a un signal ECG entier enregistré sur un patient ; on doit d’abord
procéder a une segmentation du signal en fenétres. Dans [Philips 92], il est démontré que les
intervalles R-R du signal ECG, correspondant aux cycles cardiaques réalisent la segmentation
optimale. Le signal ECG sur cet intervalle épouse les courbes des polyndmes de Legendre sur
I’intervalle [-1, 1]. Les segments R-R ont été aussi retenus dans [Philips 93] et [Colomer 97]
comme fenétres de segmentation avant la transformation DLT. Nous reviendrons sur la

justification théorique du choix des intervalles R-R en DLT au niveau du chapitre III. Apres
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segmentation, le signal est échantillonné a nouveau de manicre a ce que toutes les fenétres
présentent le méme nombre d’échantillons L. Ceci évite de construire pour chaque fenétre les
polynomes de Legendre a utiliser. L est choisi égal au nombre d’échantillons que contient la
plus grande des fenétres du signal original. Aprés décomposition, un grand nombre
d’échantillons est désormais représenté par un petit nombre de coefficients. On a ainsi réalisé¢
la compression. Les coefficients obtenus sur différentes fenétres du signal sont assez
semblables, le signal ECG étant pseudo-périodique. Des codages entropiques appliqués a ces
coefficients permettent d’accroitre 1’efficacit¢ de la compression. La compression est
complétée par un judicieux codage Run Length Code (RLC) dans [Philips 92] et [Philips 93].
Ces travaux ont été repris dans [Colomer 97] ou apres la DLT, une premiere phase de
compression consistait a ne conserver que les coefficients dont la valeur est supérieure a un
seuil réglable, le codage de Huffman est ensuite appliqué aux coefficients retenus. Les
résultats de la compression de I’ECG par la DLT sont comparés a ceux de la méthode par
« approximation des splines » proposée dans [Karczewicz 97].

Le diagramme de la figure 1-22 récapitule les différentes techniques de

transformations des signaux utilisées pour la compression de I’ECG.

Transformations de ’ECG

Ondelettes Karhunen- Quasi- Spectrales Polynomiales
Loéve spectrales
Orthogonales Bi- Paquets Walsh Haar DFT DCT DLT
orthogonales d’ondelette

Figure 1-22 : Procédés de transformation des signaux utilisés pour la compression de PECG
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Tableau 1-3 : Quelques résultats sur la compression de '’ECG

Origine o
. g Caractéristiques Taux PRD .
Algorithmes des . . o Observations
signaux des signaux compression | (%)
AZTEC Echant. : 500 Hz .
[Cox 68] Codage: 12 Bits/Ech. 10.0 28.0 P et T mal reconstruits
TP Echant. : 500 Hz 20 53 Tres sensible a la
[Muller 78] Codage: 12 Bits/Ech ) ) fréquence d’échant.
CORTES Echant. : 200 Hz 48 70 Sensible a la fréquence
[Abenstein 82] Codage: 12 Bits/Ech ) ) d’échantillonnage
DCT, KLT, HaT Echant. : 500 Hz 30 KLT: connaissance de
[Ahmed 75] Codage: 12 Bits/Ech ) la statistique du signal
Descript. Fourier Echant. : 250 Hz 74 70 Détection des
[Reddy 86] Codage: 12 Bits/Ech ) ) complexes QRS
CWT Echant. : 500 Hz Segmentation du
[Crowe 92] Codage: 9.9 signal en blocs de
: 1026 échantillons
DLT Echant. : 500 Hz 17170 Sefffgltaettfg_d”
[Philips 92] Codage: 10 Bits/Ech A  end
échantillonnage
. Segmentation en
DWT Echant. : 300 Hz 16.0 15.0 fendtres de 512
[Thakor 93] Codage: . .
échantillons
DWT-EZW X[n;if;g Echant. : 250/500 Hz 16.0 36 Segments de 1024
[Hilton 97] ryDB Codage: 12/11 Bits ' ’ échantillons
2D - DCT X[n;fjg Echant. : 360 Hz 12.0 4.6- Matrices de 8*8,
[Lee 99] ryDB Codage: 11 Bits/Ech ‘ 14.1 16¥16, 32*32 et 64*64
DWT- SPIHT X[H;il}ig Echant. : 360 Hz 20.0 759
[Lu 00] ryDB Codage: 11 Bits/Ech ' '
DWT-VQ %ﬁ;ﬁ;ﬁ Echant. : 360 Hz 73 Tauxei;fiﬁp;sswn
[Miaou 02] DB Codage: 11 Bits/Ech Bits/échantillon

I-6 CONCLUSION

Le signal ECG est d’origine bioélectrique et caractérise les excitations électriques du

muscle cardiaque. Ce signal constitue un marqueur indépendant d’affection myocardique et

peut refléter des atteintes anatomiques, métaboliques et hémodynamiques. Il procure une

information qui s’avére souvent essentielle pour le diagnostic et le traitement de diverses

anomalies cardiaques ; I’ECG est par exemple sans égal pour le diagnostic des arythmies. De

nouvelles techniques médicales sont de plus en plus introduites en cardiologie ; c’est le cas de

I’échocardiographie et de I’imagerie par résonance magnétique (IRM) qui montrent

directement la morphologie et la dynamique des structures anatomiques. Toutefois,

I’¢lectrocardiogramme est le premier et parfois le seul témoin des modifications se produisant
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a I’étage moléculaire et cellulaire. Il constitue par conséquent un outil de diagnostic essentiel.
L’enregistrement, le stockage et la transmission des signaux ECG sont des processus
complexes auxquels s’ajoutent naturellement des phénomenes aléatoires. C’est pour cela que
de nombreuses méthodes de traitement du signal ont été élaborées spécifiquement pour
I’ECG. Nous avons parcouru, ne serait-ce que sommairement ces méthodes de traitement du
signal ECG dans les paragraphes qui précédent, en insistant sur les techniques de
compression, et particulicrement, les algorithmes de compression par approximations,
interpolations et transformations polynomiales. Le tableau 1-3 présente quelques résultats
essentiels recensés dans la littérature sur la compression de I’ECG. Les méthodes directes de
compression de I’ECG sont rapides. Toutefois, ces méthodes temporelles introduisent de
fortes distorsions sur le signal reconstruit. Les méthodes de compression par transformation
sont d’ordre général, méme avec la transformation en ondelettes, il n’existe pas une ondelette
mere appropri¢e et recommandée pour la compression des signaux ECG. Dans la recherche
d’un organisme efficace et spécifique pour la compression des électrocardiogrammes, nous
allons dans la suite de ce mémoire, étudier de fagon plus approfondie, les possibilités de
modélisations polynomiales de ’ECG. Le second chapitre qui suit, est destiné a la

présentation des fondements mathématiques des polynomes orthogonaux.
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Chapitre II :
ELEMENTS DE LA THEORIE DES POLYNOMES
ORTHOGONAUX

Rien n’est aussi pratique qu 'une bonne théorie

K. LIVIN

II-1 INTRODUCTION

Dans ses fondements théoriques, le traitement du signal s’appuie sur plusieurs
branches de la physique et des mathématiques. Un signal est représenté par une fonction
mathématique d’une ou de plusieurs variables. Il est par exemple une fonction de la variable
temps dans le domaine temporel et une fonction de la variable fréquence dans le domaine
spectral. L’analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques qui étudie les espaces des
fonctions. De nombreuses théories élaborées en analyse fonctionnelle sont exploitées dans le
cadre du traitement de signal. Les signaux déterministes par exemple sont manipulés dans
I’espace des fonctions continues, les espaces de Lebesgue permettent de traiter des signaux
ayant un nombre fini des points de discontinuités. L’espace de Sobolev définit le cadre des
distributions pour les signaux impulsionnels qu’on ne peut pas représenter par des fonctions.
Les systemes de fonctions orthogonales sont tres utilisés en traitement de signal. C’est le cas
des fonctions sinusoidales qui sont a la base de la transformation de Fourier, des fonctions
binaires orthogonales (fonctions de Walsh, fonctions de Haar, fonctions de Paley et fonctions
d’Adamard) et aussi des bases orthogonales d’ondelettes. Les systémes de polyndmes
orthogonaux n’ont pas connu beaucoup d’intérét en traitement du signal, mais trouvent plus
d’applications en physique : les polyndmes de Legendre par exemple servent a résoudre
I’équation de Laplace dans la sphére alors que les polyndmes d’Hermite et les polyndmes de
Laguerre permettent de déterminer des solutions pour des cas particuliers des équations de
Shrodinger.

Nous proposons d’étudier les polyndmes orthogonaux dans ce second chapitre du
mémoire. Nous estimons qu’il faut bien connaitre ces fonctions et leurs propriétés avant
d’envisager leur utilisation pour la modélisation et la compression des signaux ECG.

La suite de ce chapitre commence par des explications sur la définition des fonctions
orthogonales et des systemes de polyndmes orthogonaux. Nous présentons par la suite, les
propriétés communes aux polyndomes orthogonaux, et le principe de développement en séries

des polynomes orthogonaux. La derniére section du chapitre concerne les caractéristiques
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principales de ceux des polyndomes orthogonaux qui nous serviront dans les processus de

compression de I’ECG.

I1-2 CONCEPTS DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

I1-2-1 Orthogonalité des fonctions

Soient deux fonctions g(x) et i(x) définies sur un intervalle réel ou complexe [a, b], on

définit leur produit scalaire par :
b
(g.h) = [ g(x)h (x)dx 2-1)

ol /i (x) est le conjugué de h(x)
Les fonctions g(x) et h(x) sont orthogonales si leur produit scalaire est nul. De méme,

une famille de fonction ¢ (x),4,,¢,....4,; avec n fini ou infini, constitue une famille

orthogonale si :
b
<¢k,¢,>:j¢k(x)¢7,(x)dx=o si k=l k,1=0,12,...n; (2-2)

Par extension, soit u une mesure de Borel (mesure non négative) sur un intervalle réel
[a, b], on définit le produit scalaire de deux fonction g(x) et A(x) suivant la distribution

du par:
b
(g.h), = [ 2()h(x)du(x) (2-3)
Nous rappelons que 1’espace Li[a, b] est constitué des fonctions f(x) telles que :
B 2
[lF e dp(x) <o (2-4)

Deux fonctions g(x) et h(x) éléments de Li[a, b] sont orthogonales si leur produit
scalaire est nul (<g, h>,, =0).

Trés souvent, la distribution du(x), est déterminée a travers une fonction poids @(x) :

du(x) = w(x)dx (2-5)
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Une famille de fonctions libre et infinie { f,} se laisse orthogonaliser en une autre famille
{(pk} . La méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt est présentée dans [Kibangou 05b]
et se résume en les étapes suivantes:

prendre ¢, = f, ,
faire @, =@, —A,,¢, ; A2 est choisi de telle sorte que <(pl,g02> =0, donc

o) 0

<f1 =9 (P1> =0, d’ou 4, =
- par récurrence, on détermine :
=
O =Ji— Z/lkl(ﬂz (2-7)
=1

) 9

Avec le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on peut construire a partir de toute

avec A, =

famille libre de fonctions g,(x), g,(x), g,(x) ....... g,(x), une famille orthogonale de fonctions

#,(x),4,,9,....4,. On démontre dans [Szegd 75] que :

¢, (x)=(D,_,D, )*% D, (x) pourk>1; (2-9)

Les déterminants Dy sont définis positifs. Leur expression est donnée ci- apres :

(2080)  (g0o&1) o o o (g0:84)
<g1ago> <g1’go> <g1’gk>
b 2-10
(g41:80) (811-80) (gi1-81)
go(X) g,(x) g (x)

avec D =1 et D (x)=g,(x)

I1-2-2 Familles de polyndomes orthogonaux

Considérons une fois de plus I'espace L2 [a,b] des fonctions telles que :
b

j |f () du < o0

a

52



ou u une mesure de Borel (non négative) sur I’intervalle [a, b] telle que u[a,b] < .

. . . . b .
du est une distribution et, si les moments C, :J x*d u(x) existent, alors

’orthogonalisation de la famille des polynémes: 1,x,x>,.x"........ par le procédé de

Schmidt conduit a la famille de polynomes :

2o (%), Py (%) D (X).....
déterminée de fagon univoque par les conditions suivantes [Walter 01]:

- p, (x) estun polyndme de degré k dont le coefficient du mondme x* est positif
- le systéme {pk (x)} est orthogonal : jbpk )p,(x)du(x)=0 sik=#l (2-11)

L’existence des moments traduit le fait que les mondmes x" appartiennent a L, [a,b].
Cette définition des polynomes orthogonaux reste valable si la distribution est du type
w(x)dx . Dans ce cas, w(x) est une fonction non négative et mesurable au sens de Lebesgue :
c’est la fonction poids. Avec une distribution de type @(x)dx, le systeme {a)(x)]% Dy (x)}est
orthonormé. On détermine les expressions analytiques des polynomes orthogonaux p, (x)

avec les équations (2-10), qui deviennent :

Co ¢ ¢, Ci
C, €y Cy e e Ciy
-1 cee cee cee cee cee “ee
p(0)=(D,D,)". (2-12)
Cior € Cru Cas
1 X x? x*

Par exemple, on construit les polyndomes orthogonaux classiques par

I’orthogonalisation de la famille des polynomes : Lox,x2,..x . dans les conditions

suivantes :

e Polynomes de Jacobi P\“”(x) :

a=-1,b=1, o(x)=1-x)*(+x)" avec a >-1 et B>—1.
e Polynomes de Laguerre L] (x) :

a=0, b=+, o(x)=e¢*x*, avec a>-1.

® Polyndmes d’Hermite H, (x).

ona a=-o, b=+, et w(x)= e
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I1I-3 PROPRIETES COMMUNES AUX POLYNOMES
ORTHOGONAUX

I1-3-1 Equations différentielles

Les polyndmes orthogonaux sont présentés en analyse mathématique, comme des solutions
polynomiales des équations différentielles de la forme (2-13) :

a(O)y"O)+z()y' )+ Ay(®)=0 (2-13)

ou:

t est une variable réelle ou complexe

o(t) sont des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

7(¢) sont des polyndomes de degré inférieur ou égal a 1.

A est une constante.

La résolution des équations (2-13) est étudi¢e dans [Nikiforov 83] ot on montre que :

_nn=1) .

Pour A=A, =-nt les solutions sont des polynomes y (¢) de degré n dont

les expressions explicites sont données par la relation (2-14) appelée formule de Rodrigue.

B d"[o"(O)e(d)]

y, ()= o) T (2-14)
B, estune constante de normalisation alors que @(¢) vérifie I’équation :
(c()a(1))' =7(H)(t) (2-15)
Les solutions de (2-15) autorisent 3 formes possibles de la fonction @ :
o(t)=(b-t)" (z—a)’ pour o(t) =(b-1)(t-a) (2-16)
o(t)=(t—a)*e”  pouro(t)=t-a
w(t) = eat2+ﬂt pour o (1)=1
a, b, et B sont des constantes.
Un changement linéaire de la variable aboutit aux formes canoniques suivantes:
1) Pour a=-1 et b=+1, w(z)=(1-0)*(1+1)’, o@)=1-et
(1) =—(a+ f+2)t+(f —a); I’équation différentielle s’écrit :
A-2)y"O+[-a—(a+B+2)t]y'(O)+n(n+a+L+1)y(t)=0 (2-17)
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et les polyndmes correspondants sont des polynomes de Jacobi P'*#(¢) avec la

constante de normalisation B, = (2_,11)' . Il en découle que :
n!
_1)71 B B d?’l

pen =0 eyt 1-2)" (1=0)" (1+1)” 2-18

P = A= ([ (=Y (=0 () ] (2-18)

2) Pourw(t)=t"¢", o(t)=t, et r(t)=—t+a+1 avec B, :l', on obtient les
n:
polynomes de Laguerre L' (¢):
L) _ L g d—(z““’e-f) (2-19)
n! dt"

dont I’équation différentielle s’écrit :
")+ (a+1-0)y'(t)+ny(t)=0 (2-20)

3) Pour a)(t)ze”Z o(t)=1 et 7(¢t)=-2t avec B, =(-1)", les fonctions obtenues

s’appellent polynomes d’Hermite définis par :

n

n tzd_ - _
H,(1)=(-1)"e 0 (e") (2-21)

Les polynomes d’Hermite sont des solutions de I’équation différentielle (2-22) :

y"@)-2ty'(t)+2ny(t) =0 (2-22)

I1-3-2 Relations de récurrence et formule de Darboux-Christoffel

Trois polyndmes orthogonaux d’une méme famille quelconque, de degrés successifs,

sont liés par une relation de récurrence :

p,()=a,p,,()+b,p,O)+c,p, (1) (2-23)
Si p,)=jt" +kt"" +...; (2-24)
C'est-a-dire que j, et k, sont respectivement les coefficients de ¢ et ' , on détermine les

coefficients de la relation de récurrence par :

2

Sy h K cn:j,',__l__|l’n : (2-25)
It Jn Jan Jn |p,,_1 |

a

n

De la relation de récurrence découle la formule de Darboux—Christoffel qui est trés

importante en théorie des polyndmes orthogonaux:

55



p.Op (&) a, p,.Op,(&)-p,Op,. (&)
(2-26)
Sk |pn ; ¢

I1-3-3 Propriétés des zéros et de la parité de la fonction poids

Tous les zéros ¢, du polyndme p, () sont réels, simples et contenus a I'intérieur de
I’intervalle /a, b/. On montre que les zéros du p, (¢) et p, ., (¢) alternent.

Soit v une constante arbitraire, le polynome p, ., (t)—vp, (t) a n+1 zéros distincts. S1 v >0

n+l

tous ces zéros sont I’intérieur de /a, b/ a I’exception du plus grand qui ne se situe dans [a, b]

: by . o |
que si v < Pual?) ”“(E))) . Si v <0 tous ces zéros sont I’intérieur de Ja, b/ a I’exception du plus
Py
petit qui ne se situe dans [a, b] que si v > Puil) "”((a))
pn a

Si les polyndmes p, (¢) sont orthogonaux sur I’intervalle /-a, a/ par rapport a une

fonction poids w(¢) paire, ils vérifient la relation :
p,(=0)=(=D"p, )
A cet effet, on déduit les expressions suivantes :
PP (=)= (=1)" B (1)
H,(~t)=(~1)'H, (1) (2-27)

H, (=122l L2y, H, ()= (12" a2 (%)

I1-3-4 Dérivées des polynomes orthogonaux

Lors de la résolution de 1’équation (2-13), on établit que si y, (f) est une solution,

alors les dérivées v (¢) le sont aussi [Nikiforov 83] et la formule de Rodrigue pour ces

dérivées s’écrit :

(m) Aman _
o=t dt,,m[ "(Ot)) (2-28)
On montre que
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On en déduit les formules de dérivation pour les polynomes de Jacobi, de Laguerre et

d’Hermite :
B0 L s pRs 0
L0 (2-30)
aH, () =2nH, (1)

Les dérivées y', (t)des polynomes orthogonaux se laissent exprimer par les polyndmes

v, () eux-mémes a travers les relations :

o)y, (1) =f—," lf V() =7,(0), (t)} (2-31)

n n+l
danS lesquelles Tn (t) = T(Z) + na'(l) et Z,, (t) = ’Z"+ I’lz—l Gh

En tirant y,, (¢#)de la relation de récurrence (2-23) pour remplacer dans la formule de

dérivation (2-31) ci-dessus, on obtient une relation de la forme :

o(t)y', () =@t +b,)y,()+,y,., () (2-32)

~

Les expressions explicites des coefficients a,, b, et ¢, pour certains cas de polyndmes

n?o n

orthogonaux seront données plus loin dans le tableau 2-1.

II-4 DEVELOPPEMENT EN SERIES DE POLYNOMES
ORTHOGONAUX

I1-4-1 Notions de séries de Fourier dans les espaces de Hilbert

Soit un espace E de dimension infinie muni d’un produit scalaire. Si ’on considere

une famille orthogonale {gok} k=1,2, ..., on peut toujours mettre un ¢lément quelconque x de

E sous forme d’une combinaison linéaire des éléments de {p, | :

X=) ¢, (2-33)
k=1

La relation (2-33) est le développement de x en série de Fourier suivant la famille {gpk } C’est

I’équivalent en géométrie, de la décomposition d’un vecteur en ses coordonnées suivant les
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vecteurs de la base. La détermination des coefficients de Fourier ¢, est trés simple, en effet,

prenons le produit scalaire <x, ¢Jk> :

<X,§0k> :<Zcz¢lv¢k> 2201 <¢19¢k> =G <¢k9¢k>
=1 =1

puisque <(p1 , (pk> =0 pour k #/, on détermine alors ¢, :

_ _<”’;¢ﬁf; ) (2-34)

k

Le polynome ZCk @, qui est une somme partielle de la série de Fourier est appelé polyndme
k=1

de Fourier de x.

Soit L,, un sous—espace de E engendré par les vecteurs ¢,,9,,.....p,, la distance

d, =p(x,L,) avec xeE sedéfinit par les égalités suivantes :
X— Z Ce Dy
k=1

n
2 lol? 2 2
dy =[x =X |ei lei]
k=1

¢, sont des coefficients de Fourier suivant {p, }

dn =

(2-35)

n
2 7 . 2 2 2
Comme d; >0 , on en déduit que Z‘Ck‘”%” S”x”
k=1
Le premier membre de cette inégalité est une somme partielle de la série numérique a termes

00
positifs ch @, - La majoration reste vraie pour n quelconque, d’ou :
k=1

letllel” <l (2-36)
k=1
Nous obtenons 1’inégalité de Bessel, qui reste vraie pour toute famille orthogonale dans
n’importe quel espace de dimension infinie muni de produit scalaire.
Définition 2-1: Famille orthogonale totale

Une famille orthogonale {qok} dans un espace H est dite totale, si pour tout x € H , on

a chgok =X . Une famille totale est donc une base orthogonale de /, elle ne peut étre
k=1

transformée en une famille orthogonale plus large par adjonction de nouveaux ¢léments. Avec

une famille orthogonale totale, I’inégalité de Bessel dévient 1’égalité de Parseval :
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A A (2-37)

k=1

L’¢galit¢ de Parseval permet en théorie du signal d’établir 1’équivalence entre la
puissance (ou 1’énergie) d’un signal dans les domaines temporel et fréquentiel.
Définition 2-2: Décomposition orthogonale

Un sous-espace L d’un espace de Hilbert H se décompose en sommes orthogonales de

sous espaces L;, L, ..... Ly, que I’on note :
L=L®L, ®..... @@L si:

o L ...... L., sont orthogonaux deux a deux

m
e Tout élément x € L se laisse mettre sous la forme x = ZXi oux, el
i=1

Cette décomposition de x est unique et le théoreme de Pythagore est vérifié :
2~ 2
= 2 [ (2-38)
I1-4-2 Cas des polyndomes orthogonaux

Les polynomes orthogonaux constituent des familles libres des espaces Li [a,b] avec
du = w(t)dt . Pour qu’une fonction arbitraire quelconque g(?) puisse étre développée en série

de Fourier suivant une famille de polyndmes orthogonaux { D (t)} sur [a, b/, il faut donc que
f 2
gy e L [a,b] soit [|g(t) (t)dt <oo

Si g(?) satisfait la condition précédente, on dit que c’est une fonction de carré intégrable ; en
théorie du signal, g(?) correspond a un signal a énergie finie.
Lorsque ce premier critére est respecté, il reste a vérifier si les séries de Fourier suivant les

familles de polyndmes orthogonaux convergent ; il faut donc rechercher les conditions sous

lesquelles les polyndmes orthogonaux constituent des bases orthogonales de Li [a,b] .

La relation :

lim {g(t)—ickpk (t)} a(t)dt =0 (2-39)

b
est vérifiée pour g(?) de carré intégrable lorsque le systeme {pk (t)} est complet. Tout systéme

de fonctions complet doit étre nécessairement fermé ; cela signifie que :
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Si Ig(t)pk (Ho(t)dt =0 alors g(t)=0 pour t € ]a, b[ (2-40)

La fermeture des systemes de polyndmes orthogonaux est étudiée dans [Szegd 75]. On y

démontre que le systéme des polyndomes orthogonaux {pk (t)} est fermé pour des fonctions
continues g(?) sur [a, b] si la fonction poids @(¢)est continue sur ]a, b[ et s’il existe une

constante Cy > 0 telle que :

.[ec""‘a)(t)dt <o (2-41)

a

En utilisant les formes explicites de @(¢) pour les polyndmes orthogonaux classiques, on

montre que la condition ci-dessus est vérifiée dans tous les cas. Pour les polyndmes de
Laguerre, il suffit de prendre Cy < 1. Pour les polyndmes de Jacobi et les polyndmes

d’Hermite il faudra Cy > 0. Il vient donc que tout systéme de polyndmes orthogonaux

classiques est fermé sur I’intervalle ]a, b[ pour les fonctions carré intégrables. En rappel,
[a, b]=[—1, 1] pour les polynomes de Jacobi P/*”(t) avec a>-1 et f>—1 ; pour les

polyndmes de Laguerre L (¢), [a, b] = [0, +oo] avec « >—1 alors que pour les polynomes

d’Hermite, ]a, b[=]-o0, +oo[ .

Théoréme 2-1 : La série de Fourier réalise la meilleure approximation d’une fonction
de carré intégrable par le développement en séries suivant des polyndmes orthogonaux.
Preuve : Supposons I’approximation de g(#) donnée par une série de la forme :

N
g(t)= z a, p,(t) et calculons I’erreur quadratique moyenne :
k=0

Ey = I|:g(t)_zakpk (t)} o(t)dt =
“ o (2-42)

= [&*t)dt =2 a, [ 2(t)p, (De()dt + Y a} [ pi(t)t)dt

a k=a

b
Si nous posons d; =|p, (t)||2 = jp,f (Ho(H)dt et

(g, 1)
2
|24

¢ =dik2 J 0ot -
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b N N
Il vientque: E, = Ip,f(t)w(t)dt+2(ak —c,)’d} —Zc,fd,f
a k=0 k=0

E, est minimum lorsque a, —c, =0 pour tout k. On a alors a, =c, or les ¢, sont les

coefficients de Fourier. L’approximation de g(?) avec une erreur minimale est donc :
N
g =2 c,pi(®) (2-43)
k=0

et le théoréeme est démontré.
Une conséquence du théoréme ci-dessus est 1’inégalit¢é de Bessel pour les polynomes

orthogonaux. En effet,
b N
minE, = j g (Oo(n)dt =Y cld}
p k=0
Comme les ¢, ne dépendent pas de Netque minE, >0 , ona

2d2 < j g2 (H(t)dt

soit > c2|pi| <@’ (2-44)
k=0

qui est I’inégalité de Bessel.

Si la série de Fourier est convergente en moyenne sur /a, b/, on obtient 1’égalité de Parseval :
= 2 2 2
2l =le®] (2-45)
k=0

Des méthodes de calcul des coefficients de Fourier, spécifiques aux polynémes orthogonaux a

variable discréte et faisant appel au calcul opérationnel sont présentées dans [Feinsilver 92].

II-5 CARACTERISTIQUES DE QUELQUES
POLYNOMES ORTHOGONAUX A VARIABLE
CONTINUE

I1-5-1 Caractéristiques des polynémes de Jacobi o)

L’équation différentielle qui régit ces polyndmes est donnée par la relation (2-17). Les

polyndmes de Jacobi de degré 0 et de degré 1 sont respectivement :

Po(ot,ﬁ)(t) =1 et Pl(a’ﬂ)(t) _ a + f +2 /4 [04 ; ﬂ (2-46)

Les coefficients de la relation de récurrence (2-23) sont :

61



B 2(n+)(a+ p+n+1)
" (@+B+2n+D)(a+ B+2n+2)

= (p"—a’) (2-47)
" (a+B+2n)a+ B+2n+2)

¢ = 2(n+a)(n+ p)
! _(a+ﬂ+2n)(a+ﬂ+2n+l)

L’expression de la norme est :

20 P (n+a+1)C(n+ B +1)
nn+a+pf+HDI(n+a+ f+1)

Pen| = (2-48)

oul (x) = Iow e”'t'dt est la fonction gamma

Des cas particuliers des polyndmes de Jacobi sont :
e Les polyndmes de Legendre P, (t) = P"”(¢) ; les courbes des polyndmes de Legendre
pour quelques valeurs de n sont montrées sur la figure 2-1. De nombreuses

applications des polyndmes de Legendre sont présentées dans [Hwang 87], [Laroche

06] et [Dude 06]

1
Px) | |
: z(x): P3(X‘) : ;
oLs /- 4,,5’,,,‘,,,,{,; /i
SR | A
051 - — ;,’:'ﬁt,,,
‘ : ? 4(X)
P a |
-1 -0.5 0 0.5 1

Figure 2-1 : Courbes pour quelques polyndmes de Legendre
a) : Polynomes de faibles degrés ; b) polynomes de degré 8, 9 15 ; c¢) et d) : Polynomes de degré relativement
éleves. On constate que plus le degré est élevé, moins les amplitudes des oscillations sont grandes.
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Tableau 2-1 : Caractéristiques principales des polynémes de Jacobi

Cas général

Polynémes de

Polynomes de

Tchebychev 1

PP(t) (a>~14>-1) . "0
Rl(t):Pn, (t) n! Y1)
= P (1)
(1/2),
(1) A=) 1 +1)” 1 1-¢
o(?) 1-¢2 1-¢2 1-1?
(1) f—a—(a+p+2) —2t —t
A, n(n+a+pB+1) n(n+1) n’
. FR2n+a+ p +1) 2n)! .,
In 2"plT(n+a + B +1) 2"(n!)? 2
(a-p)T2n+a+ p)
k” 2"(n-DIT'(n+a + B +1) 0 0
a+p+1 2 7z Sln:o
t)||2 2 T'n+a+DI'(n+ g +1)
y”( nCn+a+f+DI(n+a+ f+1) 2n+1 ,V Sln«0
2
2(n+1)(n+a + g +1) n+1
a, Cn+a+pf+D2n+a+p+2) | 201
ﬂz_az
b, Cnra+p)2ntatf+2) 0 L,@O)=2T,()-T,,()
2(n+a)(n+ p) n
Cn 2n+a + pf)2n+a + f +1) 2n+1
a, -n -n
~ n(a - f)
b" Cn+a+p+2) 0
= 2(n+a)n+ f) n’
" 2t+a+ p T
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Figure 2-2 : Allures des polyndomes de Tchebycheff
a) : Polynomes de faibles degrés ; b) polynomes de degré 8, 9 15 ; c¢) et d) : Polynomes de degré relativement
¢élevés. On constate aussi que les polynomes de degrés élevés ont de faibles amplitudes d’ oscillations.

e Les polyndmes de Tchebychev de 1 espéce :

n!

- P (1) = cos nd (2-49)

T,(1)

avec @ =cos(arccos(r)), et lanotation (1/2), signifie :

F(1+n)
R | G
(%) = JGHNGHY) (D) = T (2-50)

e Les polyndmes de Tchebychev de 2° espéce :

U, =% B0 (1) = g le))n’ e (2-51)

La figure 2-2 présente les allures de quelques polynomes de Tchebychev. Les polyndmes de
Tchebychev sont trés utilisés pour I’approximation des fonctions [Bakhvalov 76], [Azoulay
84]. Le tableau 2-1 récapitule les caractéristiques essentielles des polyndmes de Jacobi en
général et celles des polyndmes de Legendre et de Tchebychev en particulier.

e Les polyndmes de Gegenbauer
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(2/1),1 pU054-09) () (2-52)

G (H)=—""1n
Ay (A+1/2), "

e [ ’approximation asymptotique des polynomes de Jacobi pour n — o est donnée par la
relation (2-53) :

cos{{n+(a+ B+1)/2]0 - Qa + )z / 4}

PP (cos @) =
7 (cos0) Vi (sin(0/2)“"? (cos(8/2))" 2

(2-53)

avec 0<O<rx

I1-5-2 : Caractéristiques des polynomes de Laguerre

e Equation différentielle est déterminée par la relation (2-20).

e [ a relation de récurrence s’écrit :

(L (1) = ~(n + DL (0) + 2n+1+ @) L@ — (n+a)L?)

n+l n
avec: L (1) =1 et L”(t)=~t+a+1 (2-54)
e Facteur de normalisation

I'n+a+1)

(2-55)
n!

2
L) =

e Les coefficients de la relation de dérivation (2-32) sont :
a,=0, b =n, ¢ =—(n+a) (2-56)
e Représentation asymptotique des polyndmes de Laguerre lorsque n — o

LZ (t) — Lel/zt*(a/z)’(l/4)na/271/4 COS|:2\/E—(26¥ +1)%} (2_57)

Jz

La figure 2-3 présente les tracés de quelques polynomes de Laguerre. Les polyndmes de
Laguerre sont beaucoup utilisés pour le filtrage et I’identification des systémes [Makild 91],

[Wahlberg 91], [Lam 94] et [Mandyam 97].
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Figure 2-3 : Allures des polynomes de Laguerre.
(a) : Courbes sur un intervalle réduit [0, 8] ; (b) : mémes courbes sur [’intervalle [0, 30]. Ces polynomes sont
trés oscillatoires au voisinage de 0 et divergent rapidement lorsqu’on s’ éloigne de 0.

I1-5-3 Principales caractéristiques des polynomes d’Hermite

e [’¢quation différentielle pour les polyndomes d’Hermite est fournie par I’équation (2-
22).

e [ a relation de récurrence
(H,(0) = H, (0 nH, (0

avec H,(t)=1 et H,(t)=2t (2-58)
e Facteur de normalisation

|, @) =2"n7 (2-59)
e (Coefficients de la relation de dérivation (2-32) :

a,=0, b =0, ¢ =2n (2-60)

e Représentation asymptotique des polyndmes d’Hermite pour n — o
n/2
H, ()= \/E(@j e [cos(«/ 2nt — %)} (2-61)
e

e Dans la pratique, les fonctions d’Hermite sont plus utilisées que les polynomes. Ces

fonctions sont déterminées par :
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-2
hn (t) — Hn (t)e

NNEA

(2-62)

Le systéme de fonctions d’Hermite constitue une base orthonormée de 1* (R). La figure

2-4 montre des allures de quelques polyndmes et fonctions d’Hermite.

1000 T T T T T T T T T 0-7
I I I I I I | I I I
ook Ll 0-5
A A 0.3
- I I I I I I I I
6000 oo 0.4
1 I I I I -0.1
CH X '
400 i - 0.3} -
| I I I I
200 % o
: ‘ -0.7
- | 5 4 -3 -

0 .

SR JEN |

2200 i i ‘ 0.6
| | 0.45
400 -y 0.2} 1}
AN B i
600 f--F ooty 0—+4
[ RN | | | | oy o
VoHJ) 0.2}
800 |~ - R
| | | | | | | | | '0.4’.’:"T’T’
o a) A
_1000 | | | | | | | | | _06 [
-25-2-15-1-05005 1152 25 -8-7-6-5

Figure 2-4 : Polynomes et fonctions d’Hermite.
(a) : Quelques polynémes d’Hermite ; (b) et (c) : Fonctions d’Hermite. Les polynémes d’Hermite sont
oscillatoires seulement autour de 0. Les Fonctions d’Hermite sont a supports bornés.

I1-6 CONCLUSION

Les systemes de fonctions orthogonales trouvent beaucoup d’applications aussi bien
en sciences fondamentales que dans le développement des modules techniques. L’analyse
fonctionnelle congoit des cadres théoriques pour la manipulation de ces outils mathématiques.
Nous venons de recenser les principaux résultats qui caractérisent les polynomes
orthogonaux. Nous n’avons pas voulu rentrer dans les détails de certaines démonstrations
assez abstraites. Au contraire, nous avons insisté sur les aspects applicatifs des polynomes
orthogonaux. C’est ainsi qu’apres avoir identifié les fonctions qui forment les familles de

polyndmes orthogonaux, nous avons présenté directement leurs propriétés communes et leurs
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caractéristiques essentielles, et ressorti des courbes illustratives pour quelques uns de ces
polynomes. Les fonctions a variable discréte sont mieux indiquées pour traiter les signaux
échantillonnés ou numériques. On a pu élaborer des polynomes orthogonaux a variable
discréte, jouissant des mémes propriétés que les polyndmes a variable continue que nous
avons étudiés le long de ce chapitre. Nous donnons, en annexe B, une synthése sur les
différentes classes des polyndmes orthogonaux a variable discréte avec leurs principales
caractéristiques. Pour ce qui est de la suite du mémoire, nous allons utiliser les polyndomes

orthogonaux et exploiter au maximum leurs propriétés et leurs caractéristiques pour construire

des algorithmes de modélisation et d’interpolation du signal ECG en vue de la compression.

68



o

6\

Chapitre III :

STRATEGIES DE
MODELISATIONS
POLYNOMIALES DES SIGNAUX
ECG

69



Chapitre I1I :
STRATEGIES DE MODELISATIONS
POLYNOMIALES DES SIGNAUX ECG

Celui qui ferme sa porte aux erreurs la ferme aussi aux vérités

R. TAGORE

III-1 INTRODUCTION

Dans toutes les sciences appliquées, on est souvent amené a décrire un systéme par un
modele mathématique qui permet de réaliser sa simulation afin de mieux le comprendre et
prédire son comportement. On remplace ainsi grace a la simulation de nombreuses et
coliteuses expérimentations sur site. La modélisation peut €tre menée par une analyse détaillée
des propriétés du systeme en appliquant les lois qui caractérisent les différents phénoménes
interagissant. On obtient dans ce cas le modele de connaissance qui est toujours incomplet. La
modé¢lisation peut aussi étre menée a partir d’une analyse expérimentale des données
d’entrée/sortie en vue de reproduire le comportement externe du systéme. On a dans ce cas un
modele de représentation ou modele « boite noire » [Kibangou 05 a].

En traitement du signal, la modélisation permet surtout de réaliser une classification
des signaux observés a 1’aide des paramétres du modéle. Pour le cas du signal ECG, la
modélisation avec les fonctions d’Hermite est treés utilisée dans la littérature en vue de la
classification des complexes QRS [S6rnmo 81], [Laguna 96] et [Lagerholm 00]. On rencontre
aussi des modeles de Markov destinés a faciliter I’interprétation automatique de ’ECG [Koski
96]. Nous proposons, dans ce chapitre 3, des stratégies pour la construction des modeles
polynomiaux du signal ECG. L’idée consiste a décomposer le signal dans des bases
polynomiales orthogonales et d’utiliser les coefficients obtenus apreés décomposition pour le
caractériser. Les polynomes orthogonaux étudiés au chapitre précédent seront utilisés a cet
effet. Le développement en séries du signal ECG suivant des classes de polyndmes
orthogonaux n’est pas sans problémes. En effet, des difficultés pratiques d’analyse numérique
surgissent et se traduisent par de nombreuses erreurs d’arrondi qui s’accumulent lors de la
génération numérique des formules des polynomes, au cours de 1’évaluation des fonctions aux

instants discrets et pendant les calculs d’intégrations numériques.

70



Le schéma bloc de la figure 3-1 montre le principe général de décomposition et de
synthése de ’ECG avec les polyndomes orthogonaux. Dans la phase de décomposition, le
signal ECG est d’abord divisé en blocs (segmentation), chaque bloc est ensuite transposé dans
le domaine de définition [a, b] du systéme de polynomes orthogonaux choisi pour le
traitement. La transformation polynomiale consiste a déterminer les coefficients polynomiaux
pour chaque segment de signal.

Pour la suite du chapitre, nous allons commencer par construire un signal « fantdme »
constitué uniquement des segments de droite, mais assez proche des signaux ECG réels. Ce
signal simulé nous servira pour 1’évaluation théorique des performances de différentes
transformations polynomiales. Nous étudierons par la suite la segmentation du signal. Les
calculs des coefficients font appel a de nombreuses intégrations, nous allons en conséquence
analyser les principes des algorithmes usuels d’intégrations numériques et particuliérement
ceux utilisant les quadratures de Gauss qui sont les plus appropriés pour notre étude. On se
penchera aussi sur les méthodes d’évaluation des polyndomes aux abscisses. Le chapitre se

termine avec quelques résultats de transformations polynomiales.

Segmentation q Transposition Décompositions
en Blocs o dans [a,b] B polynomiales >
A
Signal ECG y
Détection QRS ¢-——————— Sélection
Coefficients

T
1
1
1

Signal reconstruit | 4
Assemblage des Coefficients
4—————————- Blocs

Synthése dusignal | .
a partir des &
coefficients(2-54)

Figure 3-1 : Diagramme bloc du processus complet de décomposition et de synthése du signal ECG avec
les polyndmes orthogonaux

II-2 SIMULATION MATHEMATIQUE D’UN SIGNAL
ECG THEORIQUE

II1-2-1 Modeéle et expression mathématique du motif

Nous avons construit un signal fantdome, a I’image du signal ECG. Ce signal fantdme

est constitué uniquement de segments de droite. On peut déterminer son expression
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mathématique, il sera donc utilisé pour prévoir théoriquement les performances des différents

algorithmes.

Figure 3-2 : Motif principal du signal ECG simulé

Nous représentons sur la figure 3-2 le motif principal g(¢) de ce signal test. g(¢)coincide

avec un cycle cardiaque et peut étre exprimé par :
Apt+7, si 0<t<t,
Appt + ¥ pg si 1, <t<i,

At +Vor  Si 1y <t<ty

g(t) =< Apgt + ¥ s si t, <t<tg (3-1)
At + 7 sr si tg <t<t,
At + ¥ 1o si tp <t<t,
a sSi tp <t<t.

A, sont les pentes des segments, y,et a sont des constantes réelles;

X €{P, PO, OR, RS, ST,TF} . Lorsqu’on considére u() qui est la fonction échelon unitaire,
on peut réécrire g(¢) sous la forme de 1’équation (3-2) ci-apres :

g(@)=(Apt+yp)u() = (Apt +ypu(t—t,) + (ﬂpgt + 7/PQ)u(t_ lp)— (APQt + 7PQ)“(t_tQ) +
+ (ﬂ’QRt + 7QR)u(t_tQ)_(/IQRt+ }/QR)u(t —1p) + (Aggt + ¥ ps Ju(t — 1) = (Agst + ¥ g Ju(t —t5) + (3—2)
+ (At +you(t —tg)— (At + ygu(t —t,) + (At + v u(t —t;) = (Appt + o Ju(t — ) +

+a(u(t—t.)-u(t-t.))

ou encore :
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g(t)= (APZ+7/P)Z’I(I)+|:(]’PQ _ﬂ“P)Z-'-(]/PQ _713)}”(1_%)"‘[(/1@3 _APQ)ZJ'-(?/QR _]/PQ):|M(Z_ZQ)+
+[(,1RS — 2 )1+ (745 = Vor )]u(t—tR) +[(Agr = A )1+ (7sr = Vs ) Jult = 1) +
+|:(ATF _ﬂ’ST)t—i_(}/TF —Vsr )]u(t_tT)+|:_ﬂ’TFt+(a_7/TF )]”(t_tF)_a(“(t_tc)) (3-3)

Le signal fantdme ECG s(?) est une répétition périodique des translations de g(z). On peut

donc dans le cas de N répétitions de  g(¢), soit N+ cycles cardiaques, poser :

s(t)= glt—kt.) (3-4)

IT1-2-2 Valeurs numériques des amplitudes et intervalles

Pour ce qui est de la réalisation numérique de s(?), nous avons considéré un rythme
cardiaque de I’ordre de 70 battements par minute, ce qui conduit & 7, =0.860 s . La fréquence
d’échantillonnage est de 500 Hz, 2 échantillons consécutifs sont donc distants de 0.002

seconde. Les critéres de normalit¢ du tableau 1-1 sont utilisés pour dimensionner les

intervalles et les ondes de la maniére suivante :

t, =0.028s 1, =0.120 s t, =0.160 s tg=0.220s
g(ty)=1TmV g(ty)=—-2mV g(ty)=6mV g(ty)=-3mV

{zT =0.406 s {tTF =0.476s {rc =0.860 s (3-5)
glty)=2mV gt,;)=a=0 gt.)=a=0

Avec ces valeurs, le calcul des paramétres A ef ¥ revient a résoudre un ensemble de
systemes de 2 équations a 2 inconnues. On obtient :

Ap =60.7143 App =—41.1111 Agr =210.5263
yp=0 ¥ po =2.9333 Vor =—27.6842

(3-6)

Aps =—155.1724  (Ay, =27.1739 . =-29.4117
Vs =31.1379 Vsr =-9.0326 Ve =14.0000

I11-2-3 Signal fantome bruité

On ne saurait apprécier correctement les performances des différents algorithmes en
utilisant le seul signal fantdme simulé. On doit pouvoir caractériser les comportements de ces

algorithmes en présence des bruits. Nous avons établi au chapitre 1 les sources des bruits qui
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s’additionnent a ’ECG réel : interférences de la tension secteur, artefacts des mouvements
musculaires et respiratoires. Dans le domaine fréquentiel, I’encombrement spectral des bruits
est parfois confondu a celui des ondes de ’ECG (voir figure 1-11). Nous avons simulé les
bruits en ajoutant au signal fantdme une composante a 50 Hz et d’amplitude 0.4 mV, des
composantes a 150 Hz, 250 Hz et 500 Hz toutes avec une amplitude de méme valeur 0.1 mV.

La figure 3-3 montre la version bruitée du signal fantome.

Figure 3-3 : Version bruitée du signal simulé

III-3 SEGMENTATION DU SIGNAL ECG

ITI-3-1 Nécessité et principes

L’enregistrement classique du signal ECG dure environ 10 secondes pour chaque
dérivation. Dans le cas de [D’enregistrement ambulatoire avec le systeme Holter,
I’enregistrement est de longue durée (24 heures). Dans le cadre de la surveillance a distance
du dysfonctionnement ponctuel du systéme cardiaque, on enregistre ’ECG pendant des
semaines et méme des mois. La quantité de données produites par ces enregistrements est
énorme et la durée du signal obtenu est trés grande par rapport a celle d’un cycle cardiaque.
Pour qu’un signal soit développable en séries suivant une classe de polynémes orthogonaux, il
doit étre a énergie finie. L un des buts de la segmentation du signal ECG est de le fractionner

en trongons de petites durées ; ces trongons sont a énergie finie.
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Le signal ECG est pseudopériodique : les cycles cardiaques sont répétitifs, la
morphologie du signal est assez semblable d’un cycle a I’autre. Les durées des cycles sont
sensiblement égales. On est donc amené intuitivement a faire coincider les trongons du signal
segmenté¢ avec les cycles cardiaques. Cette facon de segmenter le signal se justifie aussi
logiquement puisqu’elle permet de comparer les phénomenes survenant dans différents cycles
cardiaques afin de distinguer les cycles normaux de ceux pathologiques. D’un point de vue
physiologique, un cycle cardiaque est un processus complet et indépendant des autres cycles ;
il est donc de bon sens que la segmentation puisse permettre de distinguer ces cycles
cardiaques les uns des autres, sans interférences.

Bien qu’il soit clair que la segmentation devra donner lieu a des fenétres de signal
ECG de durées égales a celles des cycles cardiaques, les positons des débuts et fins de ces
fenétres restent a déterminer. En effet, chacun des intervalles P-P, Q-Q, R-R, S-S, T-T, ...etc.,
a une durée égale a celle du cycle cardiaque. Nous reviendrons sur la problématique du choix
optimal des début et fin de fenétre a la section I1I-3-3. Mais, d’ores et déja, il est évident qu’il
faut localiser au préalable les positions d’une ou de plusieurs ondes caractéristiques du signal
avant la segmentation en cycles cardiaques. La détection des complexes QRS est d’usage
courant et nous avons réalis¢ une étude bibliographique a ce sujet dans le chapitre I.
L’extraction des ondes P ou T est trés délicate. La probabilité de fausses détections ou de non
détection de ces ondes est tres €élevée. Méme s’il existe quelques algorithmes plus ou moins
robustes de détection des ondes P et T, ils ne fonctionnent pas en temps réel [Li 95],
[Kadambe 99]. On ne saurait donc exploiter la détection des ondes P ou T pour identifier les
cycles cardiaques. On peut donc se limiter a la détection des complexes QRS et estimer les
positions des autres ondes a 1’aide formules empiriques et des parameétres statistiques du

signal ECG (voir tableau 1-1).
I11-3-2 Quelques détecteurs de complexes QRS

Un grand nombre de procédures de détection de complexes QRS existent dans la
littérature, et il serait difficile d’en faire une liste exhaustive ou encore de les tester toutes.
Nous avons réalisé une étude comparative des détecteurs courants de QRS en annexe A. Nous
allons insister dans ce paragraphe sur 1’analyse des algorithmes les plus récents qui sont
essentiellement a base de la transformation en ondelettes. Nous avons rappelé les mécanismes
de la transformation en ondelettes (WT) au chapitre I. La premicre tentative de détection des

QRS par la WT a été I’ceuvre de Li et Zheng [Li 93]. Ces auteurs utilisent une ondelette mere
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spline quadratique a support compact. Cette ondelette (3-7) dont la transformée de Fourier est

donnée par 1’équation (3-8) est la dérivée d’une fonction analytique &(x).

¥ (x) = % (3-7)

La transformée de Fourier de W(x) est:

.

¥ (0) - Jw[(a;@] (3-8)
4

Celles des filtres associés (voir chapitre I) sont :

Hw)=e " os ©4))

G (o) =4je " (sin( %) (3-9)
L’algorithme de Li repose sur une théorie €laborée par S. Mallat qui établit une relation entre
la décomposition en ondelettes et les singularités d’un signal [Mallat 92]. En effet, lorsque le
niveau de détail est assez faible et que I’ondelette mere ‘Y(x) est la dérivée premiere d’une
fonction régulicre, les maxima de détails indiquent les portions de variations brusques du
signal. Lorsque cette théorie est appliquée a I’ECG, les positions des ondes R du signal se
traduisent par les passages a zéro entre un maximum et un minimum lors de la décomposition

comme indiqué sur la figure 3-4 [Li 93], [Li 95].

¥ i : ik ¥ — \/\_}' o
Ta Ty Te Tar Taz Te1 Tez w\/\ -

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 3-4 : Effets de la transformation en ondelettes sur les singularités d’un signal [Li 95]
A gauche, cas des motifs simulés et a droite effets sur un signal ECG réel

Nous avons réalisé la WT du signal ECG fantéme simulé en utilisant les ondelettes

Db3 et Db7 construites dans [Daubechies 88]. L’ondelette Db7 est assez réguliere et permet
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de bien repérer les QRS a 1’aide d’un seuillage approprié au niveau de d3 (voir Figure 3-5).

signal original et décomposition dbd signal ariginal et détails db¥
10 10
0 b —l— 0 ph—Ar—br—de—d—l—
-10 . : 10 . .
o2 1000 2000 2000 0.1 1000 2000 2000
o o #—N—{ﬂ-ﬁ—?}l—'—H—l«-ﬁf
d, d,
-0.2 ; ; -0.1 : :
05 1070 2000 2000 s 10000 2000 2000
0 i—«k—d%—*‘—‘i—«h 0 i
0.5 < : 0.5 — :
10 10010 200N Annn 0 50 O 00 a0p0
] ]
d3
-1 : : -0.5
5 1000 2000 20010 1 000
O e — i —h— 0
5 dy - -1
50 0000 2000 000 5 A0A0
] ]
-5 dq L L -5 . dE i
O 1000 2000 2000 0 1000 2000 2000

Figure 3-5 : Décomposition en ondelettes du signal fantéme simulé en vue de la détection des QRS

La décomposition en ondelettes d’un signal ECG réel avec I’ondelette (3-7) montre la
présence des bruits hautes fréquences pour j =1, 2. Les détails aux niveaux de décomposition
j =4,5 caractérisent les ondes T et P (bruits basses fréquences). L’information du complexe
QRS se manifeste intensément au niveau de décomposition j =3 [Kadambe 99]. Pour que
I’algorithme soit robuste, on doit aussi prendre en considération des régles édictées dans
[Halmiton 86]. C’est ainsi que :

- Les événements qui suivent immédiatement la détection du complexe QRS sont

ignorés pour une durée donnée.

On doit faire un retour en arriére pour réévaluer les événements rejetés si un
complexe QRS n’est pas détecté apres une certaine durée.
- Faire varier le seuil de détection en fonction de 1I’amplitude maximale du signal en
traitement.
Quelques-uns des résultats que produit cet algorithme sont regroupés dans le tableau 3-1.
Dans le tableau 3-1, FD traduit les Fausses Détections, c'est-a-dire les situations ou

I’algorithme détecte un QRS lorsqu’il n’y en a pas. ND signifie Non Détection, et ErD est le
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Tableau 3-1 : Résultats de I’algorithme de Li sur la base des données [MIT 92]
Signaux Nbre Cycles FD ND ErD %ErD

100 2273 0 0 0 0
101 1865 1 0 1 0
102 2187 0 0 0 0,11
103 2084 0 0 0 0
104 2230 8 2 10 0,45
105 2572 15 13 28 1,09
106 2027 2 3 0,25
107 2137 0 0 0 0
108 1763 13 15 28 1,59
109 2532 0 0 0 0
110 2124 1 1 2 0,09
111 2539 2 1 3 0,12
113 1795 2 0 2 0,11
114 1879 3 0 3 0,16
115 1953 0 0 0 0
116 2412 0 1 1 0,04
117 1535 1 0 1 0,04
118 2275 1 0 1 0,04
119 1987 1 0 1 0,04
121 1863 2 1 3 0,16
122 2476 0 0 0 0
123 1518 0 0 0 0
124 1619 0 0 0 0
200 2601 0 1 1 0,04
201 1963 1 12 13 0,66
202 2136 0 1 1 0,05
203 2982 2 24 26 0,87
205 2656 0 1 1 0,04
207 1862 2 3 5 0,27
208 2956 0 4 4 0,14
209 3004 0 0 0 0
210 2647 3 3 6 0,23
212 2748 0 0 0 0
213 3251 0 0 0 0
217 2208 1 1 2 0,09
219 2154 0 0 0 0
220 2048 0 0 0 0
221 2427 0 7 7 0,29
222 2484 1 9 10 04
223 2605 0 2 2 0,08
228 2053 3 7 10 0,49
230 2256 0 0 0 0
231 1886 0 0 0 0
232 1780 0 0 0 0
233 3079 0 0 0 0
234 2753 0 0 0 0
TOTAL 116137 65 112 177 0,15
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ErD
Nbre total de cycles

total des erreurs de détection (ErD = FD+ND) et o, gD = . Pour un

total de 116137 cycles cardiaques, on dénombre 65 FD, 112 ND, soit 177 erreurs de détection.
Parmi les signaux traités énumérés dans le tableau 3-1, le signal référencé 105 est le plus
bruité. Le signal 108 contient des ondes P inhabituellement grandes, le signal 203 a un grand
nombre de complexes QRS avec des arythmies ventriculaires multiformes. Le signal 222
contient de trés grandes ondes qui ne sont pas des QRS. La plupart des erreurs de détection
proviennent de ces cinq signaux. Ces résultats sont meilleurs que ceux produits par les
détecteurs de QRS usuels. D. Henry et al ont mené une étude comparative de ces détecteurs
de QRS en utilisant des signaux endocavitaires. On distingue deux grandes catégories
d’algorithmes : ceux basés sur un calcul de la dérivée premiére ou seconde et ceux intégrant
un ou plusieurs filtres. Les performances de ces algorithmes sont rassemblées dans des
tableaux dans [Henry 93]. Une autre analyse comparative des détecteurs de QRS est réalisée
dans [Friesen 90]. Cette fois, les performances des algorithmes sont mesurées en termes de
sensibilité en présence des bruits. Dans nos algorithmes de modélisations polynomiales, nous
utiliserons le programme « qrsdet2 » qui accompagne la base de données [Mit 92]. Cette
application a ¢été¢ développée par Patrick S. HAMILTON selon 1’algorithme présenté dans
[Hamilton 86].

III-3-3 Un cas de segmentation optimale

Nous voulons déterminer lequel des intervalles R-R, P-P, Q-Q, S-S, T-T ou du cycle
cardiaque centré sur le complexe QRS serait le mieux adapté pour réaliser les décompositions
polynomiales. Une étude théorique en vue du choix optimal du type de fenétre de
segmentation a ét¢ menée dans [Philips 92], dans le cadre de la compression des signaux ECG
avec les polynomes de Legendre discrets. On part d’'un modéle simplifi¢ du signal ECG
constitu¢ des répétitions périodiques d’une impulsion triangulaire. Ces impulsions
représentent des complexes QRS monophasiques. Pour les cas des complexes QRS
biphasiques ou triphasiques, on pourrait utiliser un modéle multi triangulaire. Les autres
ondes du signal sont ignorées par ce modele (voir Figure 3-6). Les coefficients de Fourier

avec les polyndmes de Legendre sont donnés par :

2n+1
2

n

js(t)Pn (t)dt (3-10)
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Segmentationl

Figure 3-6 : Modéle simplifié du signal ECG servant a déterminer théoriquement le choix de la

segmentation. [Philips 92]
(0, =x,—x, et 0,=x,—Xx, ).

Deux types de segmentation sont considérés sur la figure 3-6: le premier type,
« Segmentationl », correspond a la division du signal en intervalles R-R alors que le second,
« Segmentation2 », est la segmentation du signal ECG en cycles cardiaques centrés sur les
complexes QRS. Apres des calculs assez laborieux, Philips et al déterminent les coefficients

A" dans le cas « Segmentationl » et A4 pour la situation « Segmentation2 ». Ces

coefficients sont donnés par :

%
AV ~ \/z_n 14008[(n+ —)a, — Zj+(52/z COS((’”?%‘%) (3-11)

avec cosa; =1-0,;0,=x,—x, et 0, =x,—Xx, surla figure3—6

1 T 1 1 .
AP \/7(s1n9 )/ _CO ((n+5)6?1 _Z]—(;+5—jc05((n+ -6, _Zj+

+ icos((n +-)0, — E]
0, 4

(3-12)

avec @, =arccos(t;) et (6, =x,—x, et J,=x,—Xx, )
Le tracé des courbes enveloppes des coefficients 4" et 4> sur la figure 3-7 montre que

I’enveloppe de A" décroit trés rapidement, ce qui signifie qu’avec la situation

« Segmentation 1 » ’essentiel de I’énergie du signal est contenue dans un petit nombre de
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coefficients, correspondant aux polyndmes de faibles degrés [Philips 92]. Ce résultat justifie
le choix des intervalles R-R pour la compression des signaux ECG en utilisant la DLT dans

[Philips 92], [Philips 93] et [Colomer 97].

—
120 150

coclficient order

Figure 3-7 : Courbes enveloppes des coefficients de Fourier pour la DLT [Philips 92].
W%UmmmMMLwadA?mmmmm2mwhmmMﬁWMMk%.

Dans des exemples de transformations polynomiales que nous allons entreprendre un
peu plus tard dans ce chapitre, nous envisagerons, pour chaque classe de polynomes, plusieurs

possibilités de segmentation, afin de dégager la mieux adaptée.

I11-4 CALCUL DES COEFFICIENTS DE
DECOMPOSITION

I11-4-1 Expressions des coefficients avec les polynomes de Jacobi,
les polynomes de Laguerre et les polynomes d’Hermite

Nous allons déterminer les expressions des coefficients pour différentes familles de
polynomes orthogonaux. A cet effet, nous utiliserons le motif g(z) du signal ECG fantome.

Nous indiquerons, dans chaque cas, les possibilités de transposition des segments du signal
dans le domaine de définition [a, b] des polynémes. On va exploiter les expressions de || Y, ||2

données dans le tableau 2-1.
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Calcul des coefficients de Jacobi
Les polyndomes P“” (¢) sont définis sur I’intervalle /-1, 1] ; on devra par conséquent

construire un opérateur linéaire isomorphe entre les intervalles /0, ¢,/ et [-1, I]. Ceci revient a

un changement lin€aire de la variable d’intégration ¢ en x par :

x=-1+2-1 (3-13)
tC

On peut dés lors calculer les coefficients pour les polynémes de Jacobi avec

I’expression (3-14) :

[g@P“? ()1~ (14 x)” d

Cs H pl) H2 (3-14)

_nlCn+a+B+DI(n+a+B+1) @p) e p
2Tt a+ DI(n+ B +1) Lg(x)P" () =x)*(1+x)" dx

Calcul des coefficients de Laguerre
Les polyndmes de Laguerre sont définis sur l’intervalle /0, +oo/ qui est aussi le
domaine d’intégration pour le calcul des coefficients de Fourier. Il faut donc trouver un
moyen pour faire coincider I’intervalle de définition du motif g@#) a [0, +oof. Trois
possibilités sont envisageables :

- Prolonger la durée du signal par insertion des valeurs nulles au dela de ¢, ;

- Procéder a plusieurs répétitions périodiques de g() ;

- Réaliser des répétitions symétriques de g(¢).

Lorsqu’on envisage le prolongement par insertion d’une suite de valeurs nulles a la fin

du motif, les coefficients sont donnés par :

@O _
nlL

gL (¢)e 't dt (3-15)

|, soLwetar "
| F(n+a+1)

0

Lorsqu’on réalise N répétitions périodiques de g(¢), on obtient un signal 6(¢) tel que :

o)=Y gt ki) (3-16)

et on en déduit les coefficients pour les polyndmes de Laguerre dans ce cas:
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|
c®=—" "o (e t“dt
= Torra D b POL e

- ij YO L (1)e "t di (3-17)
I'n+a+1)° !

(k+1)tc
t—kt )L (H)e 't*dt
mmﬂ)Zj gt —kt )L (t)e

Pour le cas des répétitions symétriques de g(z), nous étudions avant toute chose le

signal obtenu aprés une seule répétition. Il est montré sur la figure 3-8 (a) et se définit par :

t our 0<t<t
o) = g(®) p c (3-18)
gt - t)[u(t —to)—u(t=2t, )] pourt. <t<2t.
I1 en découle I’expression générale du signal montré sur la figure 3-8 (b) que :
(3-19)

| gt —2kt.) pour 2kt. <t<(2k+1).
® g(k+ 1yt —t)ult — 2k + 1)t ) —ult — 2k +2)t,. )] pour 2k +1) <t. < 2k +2)t,.

1n

Wl

(=]

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.8 4
1n
5k i
o N
0]
5 1 L L L L L L L
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Figure 3-8 : Répétitions symétriques du motif g(t).
a) : une répétition symétrique, b) :5 cycles cardiaques avec 4 répétitions symétriques.

On détermine alors les coefficients de la mani€re suivante :
2kt

Z j (Qk =Dyt —t)[u(t— 2k =Dte)—u(t— Qb)) | Li(t)e 't dt

k=1 (2k-1)t

3) _
CnL

F(n+a+1)

=

Qk+1)te

jg(t — 2kt )LE (1)e”' 1 dt (3-20)

0 2kt

+
4|

b
Il

Calcul des coefficients d’Hermite
L’étude de la modélisation par les polynomes d’Hermite est semblable a celle des

polynémes de Laguerre. L’intervalle d’intégration est cette fois :[a, b]=]- oo, + oo[. Les

définitions des signaux 6(¢), v(t), et g(t) restent valables pour les calculs.
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En reprenant les trois situations précédentes, on obtient les résultats ci-apres :

- Cas de prolongement par insertion des zéros

Cily = g(OH (e dt (3-21)

1 e
- 2"n!\/;‘[0

- Casde N répétitions périodiques a gauche et a droite de g(¢)

N Dt 2
o) =— [ ge—kt)H (e di (3-22)

N kZN

- Situation des répétitions symétriques de part et d’autre de g(¢)

kte

N-1
1 5 2k 2
c® =—— 2k =Dt —t)ult — 2k =Dt,. )—ult — (2k)t He'dt +
SRR P k_—zzv"ﬂ(zkjli(( Ve = fule =@k =re)—uls =@l )1, (e
2
N-1
2N (2k+1)te ,
+ 2 I glt =2kt )H, ()e™ dt (3-23)
k:_N+1 2kt

2
Il est clair que le calcul des coefficients pour les polynomes de Laguerre et les

polynomes d’Hermite dépendent de la maniére dont on fait coincider le segment du signal aux

intervalles |0, +oof et |-oo, +oo[ respectivement.

IT1-4-2 Intégrations numériques : les quadratures de Gauss

I1-4-2-1 : Définition et principes

L’obtention des valeurs numériques des coefficients nécessite le calcul numérique
d’au moins une intégrale. Il existe de nombreuses méthodes permettant de réaliser cette tache.

Soit une intégrale définie I a calculer :

b
1= f(x)dx (3-24)
Etant donné qu’on ne saurait évaluer la fonction f(x) en une infinité¢ de points, I’intégration

numérique va consister a remplacer 1’intégrale (3-24) par une somme discréte sur un nombre

fini de points :
N
Iy = szf(xk) (3-25)
k=1

L’évaluation numérique est correcte si lim /,, = /. En conséquence, la qualité¢ d’une

N—ow©
méthode numérique d’intégration est évaluée par la manieére dont la convergence vers le

résultat s’effectue. Les méthodes courantes d’intégration numérique sont dues essentiellement
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aux travaux de Roger COTES, collaborateur de NEWTON, qui s’est intéressé aux méthodes
de calcul numérique et exact pour I’intégration. Les plus simples de ces méthodes sont celles
ou les abscisses sont choisies régulierement espacées. Dans ces cas, on a :

X, =x,+kh (3-26)

a , yen
avec x, =a,x, =b, et h= est appelé le pas d’intégration.

Généralement, on utilise la notation simplifiée : f, = f(x,). Ces méthodes sont étudiées dans

[Dias 01] : ce sont la formule des rectangles, la formule des trapézes, la méthode de Simpson

et la méthode de Romberg.

I11-4-2-2 Les Quadratures de Gauss.

Avec les méthodes précédentes, on établit qu’un choix heureux des points
d’intégration ¢leve le degré des polynomes vérifiant exactement les quadratures de Newton-
Cotes. Les méthodes de Gauss concernent I’'utilisation des abscisses non réguliérement
espacées. Elles résultent du probléme d’optimisation suivant : pour un nombre de points M
donné, construire la formule de quadrature exacte pour tout polynome de degré M-I, telle

que :
I(f)fo(X)w(X)dxzSM(f)ZZDjf(xj) (3-27)

On démontre que si w(x) est la fonction poids d’un systéeme de polyndomes orthogonaux { . },

la formule (3-27) prend la forme (3-28) [Bakhalov 83], [Szego 75]:
b M
J-a f(x)o(x)dx = Z G, f(x;) (3-28)
Jj=1

ou les neeuds x; sont les zéros de y, (x). Les coefficients G;sont appelés nombre de

Christoffel. La formule (3-28) est exacte pour les polynomes jusqu’au degré 2M-1. Pour

a+b

o(x) paire par rapport a , les zéros des polyndmes orthogonaux qui sont en méme temps

les nceuds des formules de quadratures de Gauss sont symétriques par rapport au milieu du
segment ; les nombres de Christoffel vérifient dans ce cas la relation de parité :

Gj = GM+1—j (3-29)

Cela réduit de moitié le tableau des formules de Gauss.
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L’algorithme de détermination des nceuds exploite au mieux la propriété d’alternance
des zéros des polyndomes orthogonaux pour faciliter leur localisation.
Théoréme 3-2 [Szego 75] :

1) Les nombres de Christoffel sont tous positifs et on a :

M b

2.G,; = [ @(x)dx = u(b) - pa) (3-30)
Jj=1

avec du = o(x)dx

2) Les représentations suivantes sont ¢tablies :

° yM( ) ? 1 byM(x)yMl( ) ]
G, J. L/M (x, )x " )} @(x)dx = v AL —x, w(x)dx (3-31)
el ]M+1 _||yM||2 _ Ju ”nyl”z

; (3-32)

I Yua GO () a8y ()
J estici le coefficient du mondme de plus haut degré de y,, (x) défini dans le tableau 2-1

et dans I’équation (2-24).

GL =D pf +nepf + o el
) ) (3-33)

2

=i{yn(xj)} ZKM(XJ-,.X].)

=0

=

Le théoréme 3-2 est démontré dans [Szegd 75 ] pages 48-49. On évalue ’erreur de

calcul de I’intégrale avec les quadratures de Gauss par la majoration (3-34) [Dude 05] :

Ry <max /) (x) j yﬁ; ')a)(x)dx (3-34)

Pour le calcul du coefficient de décomposition C, ,, il suffira de considérer par
exemple dans (3-13) que :  f(x) = P'“” (x)g(x). (3-35)
On obtient les expressions explicites des nombres de Christoffel pour les polynomes

de Jacobi, de Laguerre et d’Hermite a partir de la relation (3-32) du théoréme 3-2. Ainsi,

e Pour les polynémes de Jacobi :

G —peh I'M+a+D)I'(M + S+1) (l_x%)_l {P(“’ﬂ’ x ')}—2 (3-36)
- C(M+DI(M +a+p+1)° /7 2

e Pour les polyndmes de Laguerre :
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I'(M +a+l) = {L(L (xj)}-z (3-37)

S 0.7
e Pour les polyndmes d’Hermite :
N , -2
G,y =NT2" MIH,, (x))} (3-38)

Un algorithme rapide d’intégration a 1’aide des quadratures de Gauss est développé
dans [Dutt 96]. La méthode de Gauss est incontestablement la plus appropriée pour le calcul
des coefficients de décomposition suivant les polyndmes orthogonaux. En effet, elle utilise un
petit nombre d’abscisses, elle est exacte pour des polyndmes de degrés beaucoup plus élevés.
En comparaison, la formule des rectangles est exacte pour les polyndmes de degré 0, celle des
trapézes est exacte pour les polynomes de degré 1, la méthode de Simpson a deux versions
dont I’une est établie avec les polyndmes de degré 2 et ’autre est exacte avec les polyndomes
de degré 3. La méthode de Gauss quant a elle est exacte pour les polyndmes jusqu’au degré
2M-1, M étant le degré du polyndme utilisé pour déterminer les nceuds d’intégration (les

nceuds d’intégration sont les racines de y,,(x)). La formule de quadratures de Gauss hérite de

nombreuses propriétés intéressantes des polyndmes orthogonaux.

I11-4-3 Evaluation des polynomes orthogonaux aux nceuds
d’intégration et aux abscisses lors de la reconstruction du signal

Les équations (3-14), (3-15), (3-21) et (3-28) révelent que le calcul des coefficients

avec les quadratures de Gauss exige I’évaluation des y,(x;). La reconstruction du signal

aprés décomposition a ’aide de la formule (2-43) exige aussi qu’on détermine les valeurs des
différents polyndmes a tous les instants. Nous envisageons maintenant les possibilités de

réalisation de ce genre de calculs.

I11-4-3-1 Les Approximants de Padé.

Les approximants de Padé constituent une généralisation de la notion du
développement limité ou développement polynomial de Taylor. En effet, dans le cas des
fonctions usuelles telles que cos(x), sin(x), tan(x), In(1+x), exp(x), ...etc., le
polynome de Taylor donne une approximation de plus en plus fine d’une fonction lorsque le
degré du polyndme augmente, mais surtout dans un domaine limité. Lorsqu’on désire
généraliser la notion du développement de Taylor, on remplace le polyndme d’approximation

P(x)par une fraction R(x). C’est ainsi qu’est définie la notion d’approximant de Padé [Gouy

02] :
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Définition 3-11 : Soit f une fonction de classe C” définie sur un intervalle contenant 0. On
ditque R=P/Q estun [p/q] approximant de Padé de f'si:

degP<p, degO<gq, 00)=1,
_@ - p+q
S(x) ) 0(x"")

Si p =¢q, ’approximant est dit diagonal.

(3-39)

L’approximation de Padé consiste donc a remplacer une fonction f(x) par une
fraction :

Zp:akxk
P(X) _ k=0 (3_40)

Q) 1+ Zq:bkxk

R(x)=

qui soit égale aux valeurs de la fonction f et a ses dérivées en un point x,. C’est en quelque

sorte un cas particulier d’approximants optimaux d’une série de fonction. Pour ce qui nous

intéresse, f(x) sera un polynome y, (x) d’un systéme de polynomes orthogonaux. Posons :

v, ()= et (3-41)

si on prend x, =0 pour simplifier, on aura :

R(0) = f(0)
d"R(x)]  d"y,(x) (3-42)
dx" - o o

Pour une approximation rationnelle diagonale (p=g¢), on obtient les relations

suivantes [Recipes 92] :

a, =c¢,
q
Dby ==Coi k=12, .q (3-43)
=0
k
Zb]ck_l =a, k=1,2,...... ., q
=1

La résolution des systémes (3-43) détermine les coefficients a, et b,. Une approche

tutoriale d’explication des approximants de Padé avec de nombreux exemples pratiques de
calcul est présentée dans [Gouy 02]. Des théories fondamentales sont développées dans

[Fischler 02] et [Kuijlaars 03]. André DRAUX propose des algorithmes de calculs des
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approximants de Padé, spécifiques aux polyndomes orthogonaux, suivant un chemin
quelconque dans une table qui les contient, les relations de récurrence vérifiées par les

numérateurs et les dénominateurs étant les mémes [Draux 87].

II1-4-3-2 Calculs directs : Méthode de Horner et approximations
asymptotiques

Lorsqu’on écrit :

n
v, (x)= chxk =c,tex+e,x° +ote, X" +e, x", (3-44)
k=0

I’évaluation du polynéme sous cette forme implique n+(m—-1)+...+2+1=

multiplications et » additions. L algorithme de Horner consiste a mettre le polyndme sous la
forme :

v, (x)=c, + x{c1 + x[c2 o + x(cn_2 +x(c, , + cnx)) ....... ] } (3-45)
L’évaluation du polyndome ne nécessitera plus que » multiplications et » additions. Cette
méthode est donc beaucoup plus performante. L’un de ses grands avantages réside dans le fait
que I’algorithme d’implémentation est simple et récursif.

Les résultats partiels de D’algorithme de Horner permettent aussi d’évaluer trés

facilement la dérivée de y, (x) [Lipschutz 84]. Nous devons connaitre les valeurs de ces

dérivées aux nceuds x;dans le calcul des coefficients de Christoffel (3-36), (3-37), (3-38).

Pour utiliser la méthode de Horner, on doit disposer d’un vecteur des coefficients ¢, (3-44).

La fagon la plus naturelle de créer ce tableau de coefficients est d’exploiter les relations de
récurrence (2-23). L’on ne saurait oublier de signaler que le calcul sur ordinateur des relations
de récurrences introduit des erreurs d’arrondi qui s’accumulent au fur et a8 mesure que le degré

du polyndme augmente et modifient considérablement les valeurs exactes des coefficients c, .

Pour contourner cette difficulté, on devra évaluer les polynomes orthogonaux a I’aide des
approximations asymptotiques (2-53), (2-57) et (2-61), a partir d’un certain degré des
polyndmes. Ces approximations asymptotiques sont d’une bonne précision des que le degré
du polyndme est supérieur a 40 [Philips 92], [Philips 93].

A T’issue des paragraphes précédents, nous disposons de bons outils pour calculer les
coefficients de décomposition d’un signal quelconque dans différentes bases de polyndmes
orthogonaux. Nous allons utiliser ces outils pour décomposer le signal fantdme simulé afin

d’évaluer les performances de chaque famille de polynomes orthogonaux.
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IHI-5 EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS
POLYNOMIALES

III-5-1 Transformation de Legendre (LeT)

Les polyndmes de Legendre sont une classe particuliere des polynomes de Jacobi

P.(x)=P"”(x). Les 5 premiers polyndmes de Legendre sont :

P (x)=1 P (x)=x; P (x)= l(3x2 -1);
1 1 2 (3-46)
P,(x) :5(5x3 -3x); P, (x) :§(3Sx4 -30x° +3)

L’équation (3-47) établit la relation de récurrence qui génére les polyndmes de Legendre.
nb, (x)=(2n=1xP,_ (x)+(n=DPF, _,(x) =0 (3-47)
Apres le changement de variable (3-13), le signal g(?) est ramené sur I’intervalle [— 1 1] et

peut des lors étre développé en séries de polynomes de Legendre (3-48) :
gx)=2.C,,P,(x) (3-48)
n=0

En considérant I’équation (3-14) dans le cas o = =0, on obtient les coefficients

€= [ g@Bmdr=2 g(xp (x)ax (3-49)
P(x)|
car |[P,(x)| = fl P, (x) dx = ﬁ (3-50)

Pour décomposer le signal fantome simulé, nous avons généré les polynomes de Legendre
avec la formule (3-47). Les nceuds d’intégration et les nombres de Christoffel ont été calculés
a I’aide du polyndéme de degré 44 (P, (x)) ; les valeurs de ces nceuds sont affichées dans le
tableau de 1’annexe C. On constate sur le méme tableau que les polyndmes comportent des
racines complexes a partir du polynome P, (x) . Cela se justifie car les erreurs d’arrondi
s’accumulent aussi bien lors de la génération des polyndmes que pendant le calcul numérique
de ces racines. En déterminant les noeuds d’intégration avec P,,, les formules de quadratures
de Gauss ¢€laborées sont exactes lorsque la fonction a intégrer est un polyndme et ce jusqu’au

degré 87. Nous avons utilisé seulement les 43 premiers polynomes de Legendre (F, a P,,)

pour réaliser la décomposition. Quatre situations de segmentations sont considérées :
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e Le segment de signal coincide avec g(7) tel que défini par (3- 1) et (3- 2). Le cycle
cardiaque correspondant va du début de I’onde P a la fin de la ligne isoélectrique.
Sur la figure (3-9 (a), (c¢), et (e)), on montre les courbes du signal original non
bruité, du mode¢le reconstruit et la superposition des deux signaux.

e La segmentation en intervalles R-R est montrée sur la figure 3-9 (b). Le signal
reconstruit avec les séries de Legendre est présenté sur la figure 3-9 (d).

e Le cas ou les cycles cardiaques obtenus apres segmentation sont des intervalles S-
S est illustré sur la figure 3-10 (a), avec en dessous le modele reconstruit. Cette
fois, c’est un signal bruité qui est décomposé dans la base des polyndomes de
Legendre.

e La derniére expérience (figure 3-10 (b)) concerne une segmentation qui élabore
des intervalles du signal centrés sur le complexe QRS (comme « Segmentation2 »
de la figure 3-6). La modélisation correspondante est montrée sur la figure 3-10
(d).

Les coefficients C, ,des séries de Legendre pour les 4 expériences sont rassemblés

dans le tableau C-1 de ’annexe.

P-P R-R
10 10
5 ] 5 ]
o ] o ]
5 2) 5 o)
o 100 200 300 400 o 100 200 300 400
10 10
5 ] 5 ]
o ] o ]
5 ) 5 D
~o 100 200 300 400 ~o 100 200 300 400
10 10
5 ] 5\ ]
o ] o ]
5 e) 5 f)
o 100 200 300 400 o 100 200 300 400

Figure 3-9 : Modéles de Legendre des segments P-P et R-R de ’ECG.
a) et b) segments originaux ; c) et d) modélisations ; e) et f) superposition des modéles aux originaux.

Un constat général se dégage de ces différentes modélisations de Legendre : les phénomeénes
de Gibbs sont présents aux extrémités des modeles reconstruits. Ces phénomenes sont
d’autant plus accentués qu’il y a présence de hautes fréquences aux fronticres du segment

original. On peut expliquer cela par une caractéristique des polynomes de Legendre qui, aux

91



abscisses x = —1ef x =1, ne prennent que les valeurs +1 ; (P (1)=1 et P(-1)=(-1)"). La

situation des segments du signal centrés sur le QRS donne le meilleur résultat. Pour
décomposer un signal ECG réel en séries de polynomes de Legendre, on devra donc
segmenter le signal de telle sorte que les fenétres de signal obtenues commencent et se
terminent avec la ligne isoélectrique. Ce résultat est en opposition avec la théorie élaborée par
Philips et al, théorie que nous avons résumée a la section (III-3-3). On remarque aussi que la

transformation de Legendre a un effet de filtrage sur le signal bruité.

S-S Centré QRS
10 10
5 5
0 0
a)
-5 -5 b)
100 200 300 400 100 200 300 400
10 10
5 5
0 0
c) d)
-5 . . L . -5 . . . .
100 200 300 400 100 200 300 400
10 10
5 5
0 0
e) f)
-5 . . L . -5 . . . .
100 200 300 400 100 200 300 400

Figure 3-10 : Modéles de Legendre pour le segment S-S et pour un segment centré sur le complexe QRS
(Le segment centré sur le QRS correspond a la situation segmentation 2 de la figure 3-6). Le signal bruité est

utilisé. a) et b) segments originaux ; c) et d) modélisations ; e) et f) superposition des modéles aux originaux

III-5-2 Transformation de Tchebychev (TcT)

Les polynomes de Tchebychev constituent eux aussi une classe particulicre de
polynomes de Jacobi pour lesquels la fonction poids est :
1

1—x

w(x) = (3-51)

2

Ils jouissent de propriétés encore plus intéressantes. C’est a ce titre que les polyndomes de
Tchebychev sont les plus utilisés dans la résolution des problémes d’interpolation et
d’approximation en analyse numérique [Bakhalov 83], [Recipices 92]. Les 5 premiers

polynomes de Tchebychev sont :
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T,() =1, T,(x) = x: T,(x) = 2x°* -1

(3-52)
T,(x)=4x"-3x; T,(x)=8x"-8x"+1
La relation de récurrence pour générer ces polyndmes est la suivante :
T,.,(x)=2xT,(x)-T, ,(x) (3-53)

Les polyndmes de Tchebychev sont liés aux fonctions trigonométriques par la formule

suivante :
T (x)= cos(n.arc cos(x)) (3-54)

D’autres expressions explicites des polyndmes de Tchebychev sont données dans

[Azoulay 84] par :
T, = Y0 Ol - ) (3-55)
o<k<?
2

le(x)::

(3-56)

Ty I )|
2

Tout comme précédemment, le signal g(t) dévient g(x) sur D'intervalle [— 1, 1] et son

développement en série de polynomes de Tchebychev donne :

gx)=2C,;T,(x) (3-57)
n=0
T
— si n>1
et comme I L, (x) 2 S (3-58)
V1 7 si n=0
On détermine les coefficients C, , de la maniere suivante :
S
T (3-59)
1
2y g(x) ,1 x), et
Par le changement de variable 8 = arccos(x), la série (3-57) prend la forme :
F(@)=>Y.C, cos(n6) (3-60)
n=0
On détermine trés facilement les zéros des polynomes de Tchebychev ; en effet,
T,(x) = cos(narccos(x,;)) =0 = narccos(x;) = @
d’ou x; = cos((z‘jz;l)ﬂj avec j=0,1,2,...,n—1 (3-61)
n
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On dit que les polyndmes T, (x) =2""T,(x) s’écartent de zéro le moins possible. En
d’autres termes, si z,(x) est un polyndme de degré n, de coefficient de la plus haute

puissance de x égal a 1, alors

max ; (v >Max |z ) = 3-62

A B G (3-62)
P-P R-R

10 10

5 5

0 0
a)

5 ‘ ‘ ‘ ‘ 5 ‘ b) ‘

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

10 10

5 5

0 0

5 ‘ 8 ‘ 5 ‘ 4 ‘

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

1

0

-1

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Figure 3-11 : Transformations de Tchebycheff du motif g(7) (segment P-P) et de I’intervalle R-R.

a et b) : segments originaux ; ¢,d) : superposition des segments reconstruits sur les originaux ; e,f) : spectres
des valeurs des coefficients.

Pour des exemples de modélisations, nous avons calculé¢ les nceuds d’intégration
directement avec 1’expression (3-61). Il n’y a plus d’inquiétude en ce qui concerne les erreurs
d’arrondi en ce qui concerne la détermination de ces noeuds. On peut donc utiliser les racines
d’un polyndme de degré aussi élevé qu’on le désire pour déterminer les abscisses des
quadratures de Gauss. Nous avons utilisé les zéros de 7,, dans le souci d’établir des
comparaisons entre les performances de la TeT et celles de la LeT. Les quatre situations de
segmentation considérées précédemment sont retenues. La figure (3-11) et la figure (3-12)
illustrent les résultats obtenus. Nous avons aussi représenté sur ces figures les différents

spectres de coefficients produits par la TcT.
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Les résultats sont meilleurs que ceux de la LeT : les effets de Gibbs sont moins
visibles. Mis a part I’intervalle R-R, les autres possibilités de segmentations permettent de
réaliser une bonne reconstruction du signal. Lorsqu’on analyse les courbes des spectres des

coefficients, il est évident que pour des segments de signal bien modélisés par la TcT, les

coefficients sont de trés faibles valeurs ( max ‘Cn’T‘ <1) et que ’essentiel de I’énergie du signal

S-S Centré QRS
10 10
5 5
0 0
5 2) 5 )
0 100 200 300 400 100 200 300 400
10 10
5 5
0 0
5 ©) 5 d)
0 100 200 300 400 100 200 300 400
1
| ol
Py 9

0o 10 20 30 40

Figure 3-12 : Modéles de Tchebycheff du segment S-S et d’un cycle cardiaque centré sur le complexe QRS
du signal simulé et bruité.
a et b) : segments originaux ; c,d) : superposition des segments reconstruits sur les originaux ; e,f) : spectres
des valeurs des coefficients.

est concentré dans un petit nombre de coefficients. Ce dernier résultat est un grand atout pour

réaliser la compression d’un signal

II1-5-3 Transformations de Laguerre (LaT)

Les caractéristiques des polynomes de Laguerre ont été étudiées a la section (I1-5-2).
Les stratégies de calcul des coefficients pour ces polyndmes sont présentées a la sous section
(ITI-3-2-2). Nous allons nous intéresser ici au cas particulier ou « =0, qui servira pour
I’expérimentation. Les polynomes de Laguerre L) (x) = L, (x) sont définis par :

n

L (x)=e"—(x"e™) et w(x)=e"" (3-63)
dx"

Les 5 premiers polynomes de Laguerre sont :
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Lo (x) = 1:

L(x)=-x+1,

Lz(x):%x2 —-2x+1

L) =t 432 3val L) e =2+ dy
6 2 247 37 4

P-P R-R T-T Centré QRS
10 10 10 10
5 5 5 5
0 0 0 0
a b
-5 ) -5 ) 5 c) -5 )
0 =200 400 O 200 400 0 200 400 O 200 400
10 10 10 10
5 5 5 5
0 0 0 0
-5 2] 5 5 9/ -5 !
0 200 400 O 200 400 0 200 400 O 200 400
5 5 5 5
0 | 0 0 0 [eee——
i il k) I
5 5 5 5
0O 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30

(3-64)

Figure 3-13: Exemples de reconstruction des segments du signal ECG a ’aide des séries de Laguerre dans
le cas ou le prolongement des segments est réalisé par insertion des échantillons a valeur constante nulle.

a,b,c,d) : segments originaux, e,f,g,h) : superposition des signaux reconstruits sur les originaux , i,j,k,1) :

spectres des coefficients.

La relation de récurrence pour les polyndmes L, (x) est :

nL (x)+(x+2n-1)L,_,(x)-(n-1)L, ,(x)=0

L@l =, e L, (0 dx = (nt)?

On développe un signal g(x) en séries de polyndmes de Laguerre sous la forme :

g0 =3C,,L ()

n=0
1
(n!)’

avec C,, =

I:O g(x)L, (x)e "dx

(3-65)

(3-66)

(3-67)

(3-68)

Pour la mise en ceuvre de la LaT, nous avons considéré les 28 premiers polynomes de

Laguerre. Les nceuds des quadratures de Gauss sont déterminés par les racines de L, (x).

Nous avons considéré 2 cas de prolongements des segments. La premiere situation de
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prolongement consiste en I’insertion des valeurs nulles a la suite du segment alors que la
deuxiéme situation revient a une répétition périodique du segment en traitement. Dans ce
second cas, on extrait la premiere période du signal reconstruit qu’on compare au segment
original.

Nous montrons sur la figure (3-13) et sur la figure (3-14) les résultats produits par la
LaT. Le constat évident est que la transformation de Laguerre réalise un bon filtrage passe
bas. Les combinaisons des polyndmes de Laguerre ne parviennent pas a suivre les variations
brusques du signal. C’est ainsi que les complexes QRS, les ondes P et T qui sont les régions

de manifestation des hautes fréquences sont mal modélisés par la LaT

II1-5-4 Transformation d’Hermite ( HeT )

Les polynomes d’Hermite sont définis par la formule (2-21) :

n _x* d” —x°
H,(x)=(D"e e (e™)

La relation de récurrence est donnée en (2-58) et les 5 premiers polyndmes d’Hermite sont :
H(x)=1 H, (x)=2x H,(x)=4x"-2

(3-69)
H(x)=8x"-12x  H,(x)=16x"-48x>+12

On calcule ||H , (x)”2 a I’aide de la relation (2-59). Nous avons développé la méthode de calcul

des coefficients avec les polyndmes d’Hermite en I11-3-2-3.
La reconstruction des différents segments du signal ECG simulé a partir des 46
premiers polynomes d’Hermite est illustrée sur la figure (3-15). Des répétitions symétriques

sont utilisées pour réaliser les prolongements des segments.

Bien qu’on ait utilis¢ également des polynomes de degrés suffisamment élevés, les
résultats obtenus sont comparables a ceux de la LaT. Ces résultats traduisent 1’inaptitude des
polynomes d’Hermite a modéliser les portions hautes fréquences du signal ECG. Ces résultats
étaient d’ailleurs prévisibles car la 3™ équation des relations (2-27) établit un lien étroit

entre les polynomes de Laguerre et les polynomes d’Hermite.
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Figure 3-14 : Modélisation de Laguerre des segments du signal en utilisant des répétitions périodiques de
la fenétre en traitement.
a) : 6 cycles cardiaques dont 5 repétitions périodiques, b,c,d.f) : segments originaux, g,h,i,j) : superposition
des segments reconstruits sur les originaux, k,,m,n) : spectre des coefficients de Fourier.

10

5 | _
ol i
-5 | | a) | |

0 500 1000 1500 2000
10 — 10— , | -
°— pp 0 R-R O Centré QRS '° S-S
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0 — | o0 0 0

b) c

5 5 ) 5 d) 5 e

0 500 0 500 0 500 0 500
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5 5 5

of 0 0

h i)

5 0 5 5 ) 5
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Figure 3-15 : Transformations et reconstructions des fenétres de signal ECG a I’aide des polynomes
d’Hermite.
a) : 5 cycles cardiaques dont 4 répétitions symétriques, b,c,d,e) : segments originaux, f,g h,i) : superpositions
des segments reconstruits sur les originaux.
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I1I-6 CONCLUSION

Il était question dans ce chapitre de concevoir la méthodologie de modélisation des
signaux ECG a l’aide des polyndomes orthogonaux. Nous avons montré qu’il fallait
commencer par réaliser la segmentation du signal petits trongons. Les segments de signaux
obtenus sont a ¢énergie finie et devraient coincider avec les cycles cardiaques. Une étape
préalable et indispensable pour une bonne segmentation des signaux ECG est alors la
détection des complexes QRS. Les fenétres de signaux seront transposées dans les domaines
de définition des polynomes orthogonaux. Il faut aussi déterminer les outils appropriés pour
les calculs numériques. A cet effet, aprés avoir établi les formules des coefficients de
décomposition pour différentes familles de polyndmes orthogonaux, nous avons proposé les
quadratures de Gauss pour les intégrations numériques. Nous avons ainsi réuni tout I’outillage
nécessaire pour décomposer un signal ECG dans une base de polyndomes orthogonaux. Des
exemples et des illustrations de quelques transformations polynomiales (LeT, TeT, LaT et
HeT ) sont présentés. Il nous reste a interpréter les résultats obtenus et les exploiter au mieux

a des fins de compression dans le prochain chapitre.
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Chapitre IV :
POLYNOMES ORTHOGONAUX ET
COMPRESSION DES SIGNAUX ECG

1l n’est pas nécessaire d’espérer pour
entreprendre, ni de réussir pour persévérer

Guillaume d’Orange

IV-1 INTRODUCTION

La problématique de la compression des signaux ECG a ¢té abordée au chapitre 1 de
ce mémoire. Nous y avons souligné I’importance de la compression sur le double plan de
diminution de la mémoire de stockage des signaux lors de 1’archivage et de la réduction des
colts de transmission de ces signaux a travers les canaux de télécommunication numériques
en télémédecine. En théorie de I’information, les techniques de compression des données sont
classées en deux grandes familles : les méthodes conservatives (Lossless compression) et les
méthodes non conservatives (Lossy compression). La compression non conservative des
données autorise une certaine perte de précision en échange d’une compression
considérablement accrue. Elle trouve son efficacité lorsqu’on 1’applique aux images et sons
numérisés. En effet, de par leur nature, les représentations numériques d’un phénomene
analogique ne sont pas parfaites ; 1’idée que 1’entrée et la sortie puissent étre légérement
différentes est donc admise. La compression conservative regroupe les techniques devant
donner avec garantie, une copie exacte des données aprés un cycle de compression -
expansion. Elle est appliquée aux bases de données, tableurs ou fichiers de traitement de
textes, applications pour lesquelles la perte d’un seul bit peut étre fatale.

Revenant au cas spécifique de ’ECG qui est un signal de nature analogique, les
techniques non conservatives sont les plus utilisées pour réaliser la compression. Nous avons
présenté au chapitre 1 une vaste bibliographie traitant des algorithmes de compression des
signaux ECG. L’abondance de cette littérature pose évidemment un probléme de leur
classement et évaluation. On peut tout de méme distinguer deux grandes catégories
d’algorithmes de compression des signaux ECG : les méthodes temporelles et les méthodes
par transformations.

Nous proposons dans ce chapitre, deux nouvelles approches de compression des

signaux ECG par décompositions polynomiales. Avant de revenir sur les structures de ces

deux nouveaux algorithmes de compression des électrocardiogrammes, nous allons

101



commencer par établir les critéres d’évaluation de D’efficacité d’un algorithme de
compression du signal ECG. A partir des résultats obtenus au chapitre III sur les
modélisations polynomiales, nous allons développer un premier algorithme basé
essentiellement sur les transformations de Jacobi. Nous envisagerons par la suite la
possibilité d’associer les polynomes de Laguerre aux fonctions d’Hermite pour effectuer
la modé¢lisation et la compression des segments des signaux coincidant avec les cycles
cardiaques. Apres la présentation et I’analyse des résultats obtenus, nous allons établir des

comparaisons avec d’autres méthodes de compression de I’ECG par transformation.

IV-2 EVALUATION DE LA COMPRESSION

Trois critéres sont généralement retenus pour I’évaluation des algorithmes de
compression : le taux de compression, la distorsion et la charge de calcul induite par la

méthode.

IV-2-1 Taux de compression

Le taux de compression est une comparaison du volume de données compressées et
celui des données initiales. Quantitativement, on le représente par le rapport entre le
nombre de bits utilisés pour représenter le signal original et le nombre de bits nécessaires
pour représenter le signal comprimé.

. Nbre de bits signal original (4-1)
©  Nbre de bits signal compressé

On définit ’entropie d’un symbole en théorie de I’information comme le logarithme base
2 de la probabilité d’apparition de ce symbole. L’entropie sert & mesurer la qualité et la
quantit¢ d’information. L’entropie est beaucoup plus utilisée pour 1’évaluation des

techniques de compression conservatives.

IV-2-2 Mesure de la fidélité de la reconstruction

Le premier critere d’évaluation du signal ECG reconstruit aprés compression est
I’inspection  visuelle. Le cardiologue qui est le principal utilisateur des
électrocardiogrammes n’a que ses yeux pour apprécier le signal lors d’un diagnostic. Cette
validation visuelle du signal compressé et reconstruit est donc soumise a beaucoup de
subjectivité. Il existe tout de méme des formules théoriques de calcul des distorsions du

signal reconstruit.

102



e Le PRD (Percent Root square Difference)
Le PRD est la méthode la plus utilisée. Il traduit en quelque sorte le pourcentage de

I’erreur relative normalisée en énergie. Le PRD s’exprime par :

PRD =100* % (4-2)

ou :
N : est le nombre des échantillons que contient le signal
x, : sont les échantillons du signal original

1

X. : sont les échantillons reconstruits apreés décompression.

1

Il est établi dans [Valesco 05] que le PRD est fortement influencé par les valeurs
moyennes des échantillons du signal. Il est donc conseillé de supprimer ces valeurs

moyennes dans le calcul du PRD, ce qui donne le PRD modifi¢ (MPRD) :

MPRD =100 * % (4-3)

X : estla valeur moyenne des échantillons du signal original

Nous conservons ces notations pour les formules statistiques qui suivent et qu’on utilise
assez régulierement pour caractériser les distorsions du signal reconstruit par rapport au
signal original.

e Lamoyenne des erreurs (Er.Moy)

C’est D’erreur moyenne entre les amplitudes du signal original et celles du signal

reconstruit.

Er.Moy = %inl —-X,) (4-4)

i=1

e [’erreur maximale (Er.Max)
Cette erreur est caractéristique de la norme cubique. Elle donne I’information sur la
déviation maximale d’amplitude.

Er.Max = max |x, — fcl.| (4-5)

i=laN

e L’erreur quadratique moyenne (ErQ.Moy)

C’est I’erreur moyenne en énergie. Elle est caractéristique de la norme sphérique dans

I>(Z) . On la définit par :
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N
ErQ.Moy = %Z(xi — X, )2 (4-6)
i=l
e La déviation standard (Dev.Std)
Elle renseigne sur la dispersion des erreurs par rapport a I’erreur quadratique moyenne.

Ona:

Dev.Std =%\/ﬁ:(x[ - X, )2 —{ 3 (xl. —fci)} (4-7)

i=1 i

e [’erreur quadratique moyenne normalisée (ErQ.MN)

ErOMN = (4-8)

Le PRD, l’erreur quadratique moyenne (ErQ.Moy) et I’erreur quadratique moyenne
normalisée sont des critéres d’appréciation fondées sur les différences d’énergie. Nous
utiliserons le PRD dans cette catégorie. Parmi les criteres a base de déviations
d’amplitude, nous appliquerons aussi bien I’erreur moyenne (Er.Moy) que D’erreur
maximale (Er.Max) pour 1’évaluation théorique de la qualité du signal reconstruit aprés

compression.

IV-2-3 La complexité d’un algorithme

La complexité d’un algorithme se mesure par le temps nécessaire pour son exécution.
Les machines ayant des architectures différentes et par conséquent des vitesses
d’exécution différentes, on préfére exprimer la charge de calcul par une quantité absolue
qui est le nombre d’opérations mathématiques. Ceci permet d’établir une différence entre
les algorithmes rapides et les algorithmes lents, entre les algorithmes fonctionnant en
temps réel et ceux ne pouvant pas le faire. Comme nous I’avons indiqué au chapitre 1, les
méthodes temporelles de compression des signaux sont plus rapides que celles s’appuyant

sur les transformations.
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IV-3 COMPRESSION DES SIGNAUX ECG AVEC LES
TRANSFORMATIONS DE JACOBI

Les résultats des modélisations polynomiales des signaux ECG obtenus au chapitre 3
montrent que les polynomes de Legendre et les polynomes de Tchebychev sont les
meilleures bases de décomposition parmi les différents systémes de polyndmes
orthogonaux testés. Les polynomes de Legendre et de Tchebychev sont des cas
particuliers des polynomes de Jacobi P“”(x) :a=8=0 pour les polyndmes de
Legendre et « = #=—1/2 pour les polyndmes de Tchebychev. Nous tenons & généraliser

ces processus de modélisation a d’autres polyndomes de Jacobi a des fins de compression.

IV-3-1 Quelques polynomes Jacobi

Les paramétres « et [ peuvent prendre toute valeur réelle supérieure a -1. Il existe

donc une infinité¢ de familles de polyndmes de Jacobi. Face a I’impossibilité de tester toutes
ces familles, nous en avons sélectionné quelques-unes pour réaliser la compression des
signaux ECG. Ces choix sont basés sur des critéres simples : les polyndmes de Legendre et de

Tchebychev étant des cas ultrasphériques (« = £), nous avons mis en priorité les situations
a # f sauf pour J4 (x) et les cas ou les deux paramétres sont de signe contraire sauf pour

J3 et J5. Nous avons envisagé également les situations ou I’un des paramétres est trés grand
devant 1’autre en valeur absolue. Nous adoptons pour la suite du mémoire les notations
simplifiées suivantes :
=, s2,m= ", J3,w=Rw, (4-9)
T4 =BG, 5, (0=, J6,0=E" (o
Les courbes de quelques uns de ces polyndmes sont tracées sur la figure 4-1. On y trouve les
polyndmes de degré 7 en traits continus, les polynomes de degré 12 en traits interrompus et
les polyndmes de degré 24 qui sont des courbes en pointillés. Sur cette figure, les amplitudes
astronomiques aux extrémités, pour certains cas, ont ét¢ tronquées afin de mieux faire

ressortir les parties oscillatoires des polynomes.
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Figure 4-1 : Allures de quelques polyndomes de Jacobi.

Les courbes en trait continu correspondent a P“ ") (x) ; celles en traits interrompus sont pour P**)(x) et

enfin les courbes en pointillés représentent P2(4”"ﬂ) (x) pour les paramétres o et p.

Pour générer les polynomes de Jacobi, nous utilisons les relations de récurrence (2-23)
qu’on peut mettre sous la forme :

P(a,ﬂ)(x) _ x—b, Rl(a,ﬁ)(x)_z_npn(j,ﬂ)(x) (4-10)

n+l
an n

Pour a =-3/4, et p=1/4

On peut écrire :

J1,.,(x)=(4,x+B )J1,(x)+C ,J1,_(x) (4-11)
et d’'une maniére générale, on a :

Ji i (x)=(4,x+B,,)Ji,(x)+C,Ji, (x) aveci=12 34 5oué.

Les coefficients 4. , B,

i,n?2 in?

et C,, calculés sont rassemblés dans le tableau 4-1.

IV-3-2 Compression du signal ECG simulé

IV-4-2-1 Représentations polynomiales des segments du signal

Nous représentons plusieurs types de fenétres de signal a I’aide de 43 polynomes de

Jacobi. Chacune de ces fenétres de signal a une durée égale a celle d’un cycle cardiaque. Le
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but d’une telle expérience est d’identifier la forme de segmentation approprié¢e pour chaque
famille de polynomes de Jacobi utilisée en vue de la compression. La figure 4-2 montre les
représentations de Dintervalle P-P  du signal par les polyndmes de Jacobi

J1 (x),J2 (x),J3, (x)et J4 (x) alors que les représentations de la méme fenétre avec les
polynémes J5,(x), J6,(x), P (x)et T (x) sont présentées sur la figure 4-3. Sur ces figures,

les signaux originaux sont tracés en premicres lignes, les modélisations polynomiales sont au
milieu et le spectre des coefficients obtenus aprés décomposition (coefficients qui servent a

synthétiser la modélisation) est aussi montré, dans chaque cas, en dessous.

Tableau 4-1 : Paramétres de la relation de récurrence pour les polynémes J1 (x) a J6,(x)

2
(0{, ﬂ) yn (X) Ai,n Bi,n Ci,n |y,,(x)||
3 Ney | Grned 4+l (An=3)dn+Ddn—3) | NI+ D)
4(n+1)(2n+1) 2(4n—1)(n+1)(2n+1) 8(n+1)(4n—1)(2n+1) n!'(2n+ %)F(n + %)
1 8n+7)8n+3) 8n+3 _ n(4n=-1)@n+7) 2%
(0 | J2,(x) 8(n+1)(4n+3) | 8Bn—D(n+1)dn+3) (n+1)8n—1)(4n+3) (2n + ;—)
(1, 4) J3 (%) 2n+7)(2n+6) 15(2n+6) _(n+H2n+7) 2T (n+2)[(n+5)
’ n 2(n+1)(n+6) 2(2n+5)n+1)(n+6) (2n+5)(n+6) n!(2n+6)I'(n+6)
(n+8)(2n+15) _ (n+T7)(n+38) 2°T(n+ NI (n+7)
(7’ 7) J4”(x) (n+D)(n+15) 0 (n+1)(n+15) n!2n+15)I'(n+15)
12,5) | J5 (x) (n+9)(2n+19) 119(n+9) (+12)(n+5)2n+19) | 2"T(n+13)[(n+6)
’ n (n+1)(n+18) Qn+1T)n+1)n+18) | (n+1)(n+18)(2n+18) n\(n+9)[(n+18)
1 {80n+239)40n +219) 39999(40n +219) (n+10)(20n—1)(40n+239) 0 19
— 40(n+1)(20n+219 n n—1)(40n 29 D(n+11)C(n+—)
(IQ Z)) J6n (x) (n+1)(20n+219) 40201 +219)(n+1) (n+1)(40n+199)(20n+219) n!(2n+10.95)r(n+120(.)95)
10 TN 10 TJ2 10 TJ3 10 1 = 1 = 10 = 10 =

TJ4
5 5 5
5 5 5 5 0 0 0
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Figure 4-2 : Représentations du segment Figure 4-3 : Représentations du segment P-P
P-P du signal ECG simulé avec les du signal ECG simulé avec les polynomes de
polyndmes de Jacobi Jacobi: ;s (x), J6,(x), les polyndmes
J1,(x), J2,(x), J3,(x), et J4,(x) de Legendre et ceux de Tchebycheff.
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Figure 4-4 : Représentations du segment R- Figure 4-5 : Représentations du segment R-R
R du signal ECG simulé avec les polynomes du signal ECG simulé avec les polynomes de
de Jacobi Jacobi: J5 (x), J6, (x), les polyndomes de

J1,(x), J2,(x), J3,(x), et J4,(x) Legendre et ceux de Tchebycheff

On constate la présence des effets de bords qui sont particulierement accentués dans

les modélisations avec les polyndmes J5, (x) et J6,(x). Les figures 4-4 et 4-5 présentent

dans la méme logique les modélisations de I’intervalle R-R du signal ECG simulé avec les
8 classes de polynomes de Jacobi utilisées ci-dessus. Les modélisations du cycle cardiaque
centré sur le complexe QRS sont montrées sur les figures 4-6 et 4-7. Les reconstructions
du segment T-T auquel on a ajouté des bruits sont illustrées sur la figure 4-8. On remarque
I’effet de filtrage passe bas au cours des différentes transformations de Jacobi. En prenant
individuellement chacune des 8 familles de polynomes de Jacobi, la segmentation du
signal en intervalles centrés sur les QRS produit la meilleure modélisation d’apres
I’évaluation par I’inspection visuelle : c’est la fenétre sur laquelle les effets des bords sont
minimaux. En revanche, les spectres des coefficients montrent que I’énergie du signal est
éparpillée sur un grand nombre de coefficients dans ces cas ; c’est dire que cette fagon de
segmenter le signal ne permet pas d’avoir de forts taux de compression a travers les
modélisations polynomiales.

Dans le méme ordre d’idée, les transformations TJ4 (transformation de Jacobi avec les

polyndmes J4 (x)) et TcT (transformation de Tchebychev) produiraient de tres forts taux

de compression avec la segmentation du signal en intervalles R-R puisque c’est dans ces

situations que 1’énergie du signal est concentrée dans un trés petit nombre de coefficients.
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IV-4-2-2 Résultats de compression

Les algorithmes de compression sont appliqués sur des fenétres des signaux résultant

de la segmentation en cycles centrés sur les complexes QRS.
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Figure 4-6 : Représentations d’un segment
centré sur le complexe QRS avec les polynomes

Figure 4-7 : Représentations d’un segments
du signal centré sur le QRS avec les

de Jacobi

l 0 . an (x)5 J6n (x), l
J1,(x), J2,(x), J3,(x), et J4 (x) polyndmes : es

polyndomes de Legendre et ceux de
Tchebycheff.
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Figure 4-8 : Reconstruction du segment T-T bruité a travers les transformations de Jacobi TJ1, TJ2, LeT
et TcT

La compression consiste a ¢liminer les coefficients de faibles valeurs absolues par le

principe de seuillage. En procédant de cette fagon, on reconstruit le signal avec les seuls
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coefficients de valeurs assez significatives, ce qui suppose que les coefficients de grandes

valeurs sont aussi ceux qui contiennent une grande quantité d’énergie du signal.
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Figure 4-9 : Résultats de la compression par transformations de Jacobi : variation du PRD en fonction du
taux de compression.
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Figure 4-10 : Autres Résultats de la compression
a) variation du PRD en fonction du nombre de coefficients, b) et c) variation de [’écart maximal d’amplitude en
fonction du taux de compression et du nombre de coefficients.
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Si ’ordinateur représente les coefficients et les échantillons du signal dans le méme
format, c'est-a-dire qu’il utilise le méme nombre de bits par échantillon que le méme
nombre de bits par coefficient, le taux de compression revient simplement au rapport du
nombre d’échantillons contenus dans le signal sur le nombre de coefficients utilisés pour
représenter ce signal. Nous avons appliqué la compression aux modélisations qui
produisent moins d’effets de Gibbs, a savoir TJ1 (transformation de Jacobi avec les

polyndmes J1 (x)), TJ2 (transformation de Jacobi avec les polyndmes J2 (x)), LeT

(transformation de Legendre) et TcT (transformation de Tchebychev). La figure 4-9
montre les courbes de variation du PRD en fonction du taux de compression. On constate
des valeurs trés grandes du PRD. Le phénoméne s’explique aisément puisqu’il persiste
toujours un grand écart entre la valeur moyenne du signal original et celle du signal
reconstruit méme lorsque la morphologie du signal reconstruit se confond avec celle du
signal original. Les grandes valeurs du PRD sont aussi dues aux effets de Gibbs.

En éliminant les coefficients les uns apres les autres, nous avons réalisé le graphique
de la figure 4-10 (a) qui matérialise la variation du PRD en fonction du nombre de
coefficients utilisés pour la reconstruction. Il se dégage de ce graphique qu’au dela de 30
coefficients I’augmentation du nombre de coefficients de reconstruction n’améliore pas le
PRD. Il est montré aussi sur la méme figure en (b) et (¢), les variations de I’écart maximal
en amplitude entre les échantillons du signal original et ceux du signal compressé. Ces
variations sont dans un premier temps en fonction du taux de compression et ensuite en

fonction du nombre de coefficients utilisés pour la reconstruction.

IV-4-2-3 Réduction des effets de bords

Les effets de Gibbs constituent un sérieux handicap pour les modélisations
polynomiales du signal ECG et par conséquent pour la compression par transformations
polynomiales. Nous avons ¢élaboré une stratégie permettant de les rendre moins
perturbants. Notre démarche, bien que naive, est assez efficace. Elle consiste a ajouter de
petits segments de signal a valeurs constantes aux extrémités des fenétres de signaux
obtenues apres la segmentation avant de réaliser la décomposition polynomiale. L’objectif
est de faire manifester les effets de bord sur ces prolongements qu’on devra ignorer aprés
la reconstruction. L’illustration de cette méthode est donnée sur la figure 4-11 ou les

polyndmes J3, (x)sont utilisés pour modéliser les segments R-R, T-T et P-P du signal
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ECG simulé. On a ajouté des prolongements de 100 échantillons a valeur constante sur
chacune des deux extrémités des fenétres et les effets de Gibbs sont rendus quasi-

inexistants sur les modélisations finales.
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Figure 4-11 : Procédé de réduction des effets de Gibbs sur le signal reconstruit.

Les signaux de la premiere ligne sont des fenétres R-R, S-S et P-P respectivement auxquels on a ajouté des
extensions (segments horizontaux). Sur la 2°™ ligne sont montrés les signaux obtenus aprés décomposition et
reconstruction avec les polynomes J3 (x) . les segments orignaux extraits sont présentés sur la derniere ligne.
L’intérét de réduire les effets de bord est évident. Les avantages sont nombreux. Non
seulement le PRD est trés amélioré mais surtout il n’y a plus de souci pour déterminer la
meilleure segmentation devant réaliser les modélisations polynomiales : le choix du type

de segmentation dépendait de I’ampleur des effets de bords produits sur les fenétres lors

de la reconstruction, or ce phénoméne n’existe plus. On peut alors se passer de I’étape de
détection des complexes QRS et réaliser une segmentation aveugle donnant lieu aux
fenétres d’une méme durée. En se passant de 1’étape de détection des complexes QRS, on
améliore la vitesse d’exécution des algorithmes. On peut aussi accroitre considérablement

le taux de compression en utilisant des fenétres de signal comportant plusieurs cycles

cardiaques. De ce fait, la compression par transformations de Jacobi ne se limite plus aux
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seuls signaux ECG étant donné qu’on peut aussi 1’utiliser sur d’autres types de signaux

tels que le son et les images.

1V-4-3 Application a la compression des signaux ECG réels

Nous exploitons des signaux ECG réels issus de la base des données [Mit 92]. Cette base
de données est une référence internationale dans le domaine de traitement des signaux ECG.
Les données de cette base sont aussi disponibles sur Internet a travers le site Web [Physionet
07]. Pour chaque transformation de Jacobi, nous avons développé deux algorithmes : un
premier qui décompose dans la base polynomiale et le reconstruit avec les coefficients de
Fourier retenus aussi naturellement que nous l’avons fait jusqu’a présentet le second
algorithme qui inclut des procédures d’optimisation visant a améliorer le PRD, ceci a travers
la réduction des effets de bords et en rétablissant la valeur moyenne du signal reconstruit. Sur
les figures 4-12 et 4-13, chaque transformation de Jacobi est appliquée sur trois signaux ECG
réels différents. On réalise la compression au méme taux de compression avec les deux
algorithmes : algorithme simple et algorithme amélioré. La reconstruction naturelle produit de
trés mauvais résultats : le PRD est trés grand dans ce cas et de larges impulsions de grandes
amplitudes se retrouvent au milieu des intervalles R-R du signal reconstruit. Ces impulsions
traduisent les effets de Gibbs puisque la segmentation utilisée est celle qui donne des fenétres
de signal centrées sur le QRS. Les lieux de manifestations des impulsions sont les extrémités
des segments. En superposant le signal reconstruit au signal original, on remarque des
décalages importants des valeurs moyennes des deux signaux, ce qui justifie partiellement les
valeurs de PRD ¢levées avec ’algorithme simple. Sur les figures 4-12 et 4-13, chaque ligne
correspond au méme signal : a gauche, on a le signal original, au centre, le signal reconstruit
simplement et a droite, le signal reconstruit avec 1’algorithme amélioré.

La réduction des effets de bord utilise la méthode proposée plus haut, a savoir 1’ajout de
petits prolongements aux segments du signal, prolongements qui sont ignorés apres
reconstruction. La composante continue du signal compressé¢ est matérialisée lors de la
reconstruction par les coefficients des polynomes de degré 0 et de degré 1. Nous avons donc
affaibli les valeurs absolues de ces coefficients dans la phase de synthése du signal compressé
a partir des polynomes de Jacobi et les coefficients de Fourier retenus. Les performances des
transformations de Jacobi améliorées en terme de diminution des PRD sont formidables. Le
tableau 4-2 regroupe les principaux résultats. Un cas intéressant est la compression du signal

de référence 121 par la TcT : le PRD passe de 220.05 % a moins de 10 %.
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Figure 4-12 : Exemples de signaux compressés et reconstruits avec TJ1 et TJ2.
a) :TJ1avec les signaux 103, 105 et 107 ; b) : TJ2 avec les signaux 108, 111 et 112.
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Figure 4-13 : Exemples de signaux compressés et reconstruist avec LeT et TcT.
a) : LeT avec les signaux 116, 117, 118 ; b) : TcT avec les signaux 121, 200 et 220.

En dépit de la bonne reconstruction des signaux a l’inspection visuelle, les PRD
théoriques restent a des valeurs relativement élevées. Il est vrai qu’un faible PRD ne garantit
pas toujours la bonne reconstruction du signal aux yeux des cardiologues [Valesco 05], [Al
Shrouf 03]. On remarque que, lorsqu’on minimise I’écart des valeurs moyennes entre le signal
original et le signal compressé¢, on atténue aussi considérablement les amplitudes des
complexes QRS du signal compressé. On constate aussi que, lorsque la durée d’un complexe
QRS est trop breve, les modélisations du signal avec les polyndmes de Jacobi ignorent ce

complexe QRS. Il y a donc effet de filtrage passe-bas.
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Tableau 4-2 : Résultats de compression des signaux ECG réels de [MIT 92] avec les transformations de

Jacobi

Référence | Transformations Taux de PRD (%)

du signal de Jacobi Compression | Algo simple | Algo amélioré
103 TJ1 7.83 148.38 50.34
105 TJ1 7.08 142.45 31.52
107 TJ1 8.18 127.59 22.69
108 TJ2 9.43 64.91 15.51
111 T2 8.18 58.26 33.63
112 T2 7.08 68.39 10.59
116 LeT 8.18 122.61 33.26
117 LeT 11.57 188.10 13.91
118 LeT 8.18 144.03 16.43
121 TcT 9.43 220.05 9.99
200 TcT 7.08 69.49 29.88
220 TcT 8.16 203.25 36.04

Nous avons testé les quatre algorithmes a base des transformations de Jacobi étudiés

plus haut en utilisant une quarantaine de signaux ECG issus de la base des données [Mit 92].
Pour ces tests, nous avons procédé a une segmentation aveugle des signaux : étant donné que
les positionnements des ondes dans les segments ne constituent plus une préoccupation, nous
ne réalisons plus la détection des complexes QRS.
Une durée constante est imposée a tous les segments d’un signal. C’est ainsi que, pour le
traitement des signaux présentés dans le tableau 4-3, chaque segment contient exactement 150
échantillons, ce qui correspond a une durée de 0,42 seconde. Pour la compression des signaux
des tableaux 4-4 et 4-5, les fenétres de segmentation des signaux contiennent respectivement
400 échantillons (durée = 1,12 seconde) et 900 échantillons (durée = 2,52 secondes).

On observe des PRD relativement ¢élevés dans I’ensemble. Nous avons expliqué ce
phénoméne plus haut en parlant de I’atténuation des amplitudes des QRS. De I’analyse
globale des résultats présentés dans ces trois tableaux, il ressort que, pour un signal ECG
donné, les quatre transformations de Jacobi produisent des résultats trés proches en termes de
PRD. Les petites valeurs d’écarts types traduisent d’ailleurs le fait que les dispersions des
PRD autour des valeurs moyennes sont moindres. La TcT apparait légerement plus

performante pour I’ensemble des signaux traités alors que la TJ1 est la moins efficace.

115



Tableau 4-3 : Statistiques de la compression des signaux de [MIT 92] avec 7. = 3,48

Taille des segments : 150 échantillons soit une durée de 0,42 s ; Taux de compression : 3,48

Réf. Moyenne | Variance
Signaux TJ1 TJ2 LeT TcT PRD PRD
100 22,20 15,48 16,70 16,11 17,62 3,09
101 35,74 32,26 35,16 30,29 33,36 2,55
102 31,13 31,33 31,68 30 31,03 0,72
103 52,02 47,71 49,11 49,7 49,63 1,79
104 28,95 30,32 29,04 27,47 28,94 1,16
105 29,12 26,17 26,28 25,8 26,84 1,53
106 48,73 53,28 53,72 52,59 52,08 2,28
107 23,17 21,94 19,34 14,99 19,86 3,61
108 20,47 11,80 10,64 9,61 13,13 4,97
109 17,35 10,49 10,11 8,21 11,54 3,99
111 34,98 33,39 31,74 30,76 32,71 1,85
112 16,18 10,27 10,08 9,57 11,52 3,11
113 51,86 46,26 45,37 42,93 46,60 3,77
115 38,24 38,67 41,18 39,51 39,40 1,29
116 31,30 26,86 27,07 26,57 27,95 2,24
117 19,53 13,3 13,23 12,22 14,57 3,34
118 19,12 13,59 13,36 12,88 14,73 2,93
119 21,69 17,64 17,9 15,78 18,25 2,47
121 16,25 6,64 6,83 6,56 9,07 4,78
122 20,9 16,69 17,44 17,23 18,06 1,91
123 24,70 19,75 19,53 18,24 20,55 2,84
124 22,20 15,48 16,69 16,11 17,62 3,09
200 34,30 33,07 31,88 29,75 32,25 1,93
201 37,57 35,25 35,55 35,53 35,97 1,07
202 41,06 36,82 37,14 36,67 37,92 2,10
203 33,09 33,15 32,51 30,95 32,42 1,02
205 29,34 29,53 28,71 27,48 28,76 0,92
207 22,34 22,41 22,57 20,42 21,93 1,01
208 28,37 27,06 27,2 25,57 27,05 1,14
209 65,61 63,94 64,95 63,6 64,52 0,92
210 36,19 33,82 34,25 32,07 34,08 1,69
212 46,82 40,8 45,18 43,14 43,98 2,60
213 46,04 45,21 45,71 43,97 45,23 0,90
214 28,46 30,2 29,79 29,95 29,6 0,77
215 59,55 56,79 56,81 55,17 57,08 1,81
217 19,98 23,53 21,31 17,7 20,63 2,44
219 29,48 28,47 29,29 26,9 28,53 1,17
220 37,53 34,31 35,2 33,74 35,19 1,66
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Tableau 4-4 : Statistiques de la compression des signaux de [MIT 92] 7. =9,30

Taille des segments : 400 échantillons soit une durée de 1,12 s ; Taux de compression :9,30

Réf. PRD Moyenne
. PRD Ecart type
Signaux TJ1 TJ2 LeT TcT
100 31,45 24,77 23,15 20,74 25,02 4,59
101 41,09 35 35,49 35,77 36,83 2,85
102 30,61 32,71 35,16 31,26 32,43 2,01
103 60,44 57,98 54,12 55,2 56,93 2,84
104 33,69 37,33 36,12 36,26 35,85 1,53
105 39,25 40,67 41,76 39,62 40,32 1,13
106 53,68 68,45 67,55 63,19 63,21 6,76
107 24,2 25,7 24,91 23,3 24,52 1,02
108 2417 15,29 17,89 17,59 18,73 3,80
109 25,44 21,44 22,45 21,91 22,81 1,80
111 41,34 35,83 36,71 34,66 37,13 2,92
112 22,12 11,52 10,28 10,07 13,49 578
113 53,54 49,98 40,66 39,48 45,91 6,92
115 46,1 41,53 40,81 41,37 42,45 2,45
116 39,11 36,85 34,73 31,77 35,61 3,12
117 25,09 27,36 15,59 14,55 20,64 6,52
118 29,48 22,82 21,33 20,66 23,57 4,04
119 22,85 23,05 23,36 21,07 22,58 1,02
121 20,6 12,62 12,55 11,63 14,35 4,19
122 27,36 23,87 24,88 23,72 24,95 1,68
123 28,01 26,86 23,01 21,33 24,80 3,15
124 32,56 24,77 23,15 20,74 25,30 5,11
200 39,57 41,62 4217 43,46 41,70 1,61
201 48,15 47,03 52,48 53,93 50,39 3,32
202 47,89 50,9 56,79 53,53 52,27 3,78
203 42,62 44,45 48,71 45,51 45,32 2,55
205 34,6 32,88 32,09 30,42 32,49 1,73
207 33,03 34,13 34,16 27,9 32,30 2,98
208 36,16 37,22 35,34 29,72 34,61 3,34
209 79,27 77,6 82,01 73,51 78,09 3,55
210 46,82 50,08 48,63 47 45 48,24 1,43
212 58,06 58,5 58,38 57,93 58,21 0,26
213 57,46 55,23 48,21 48,72 52,40 4,64
214 32,59 40,02 42,07 39,25 38,48 4,10
215 66,85 64,25 61,23 58,58 62,72 3,59
217 29,57 30,49 30,07 30,27 30,1 0,39
219 37,38 34,41 34,56 34,65 35,25 1,42
220 43,3 44,4 32,69 37,71 39,52 5,41
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Tableau 4-5 : Statistiques de la compression des signaux de [MIT 92] 7. = 20,93

Taille des segments : 900 échantillons soit une durée de 2,52 s ; Taux de compression 20,93

Réf. PRD Moyenne | Ecart type
Signaux TJ1 TJ2 LeT TcT PRD
100 45,71 29,08 31,47 33,43 34,92 7,40
101 62,15 61,63 46,34 44,12 53,56 9,66
102 58,89 47,54 44,94 42,3 48,41 7,30
103 45,37 51,15 57,62 43,52 49,41 6,36
104 59,35 52,45 50,1 46,59 52,12 5,38
105 60,69 57,55 54,47 54,21 56,73 3,04
106 84,41 79,08 74,45 57,56 73,87 11,61
107 52,25 52,79 54,44 50,94 52,60 1,44
108 37,32 27,38 28,36 27,2 30,06 4,86
109 45,67 35,45 44,79 37,34 40,81 517
111 51,73 59,85 53,07 48,15 53,2 4,89
112 30,61 15,61 13,48 13,71 18,35 8,22
113 50,79 51,43 67,39 65,71 58,83 8,94
115 57,42 51,6 35,98 41,78 46,69 9,62
116 45,01 43,15 49,17 44,84 45,54 2,55
117 32,97 17,15 17,72 22,06 22,47 7,33
118 40,59 33,61 34,15 31,09 34,86 4,04
119 40,18 36,06 36,08 26,9 34,80 5,61
121 32,92 18,38 19,67 17,79 22,19 7,19
122 49,6 36,6 29,55 31,9 36,912 8,95
123 38,05 26,33 27,94 33,5 31,45 5,36
124 45,71 29,08 31,47 33,44 34,92 7,40
200 57,22 60,03 56,17 50,55 55,99 3,97
201 77,25 52,01 54,81 87,22 67,82 17,17
202 63,48 87,56 83,3 70,95 76,32 11,08
203 69 77,01 69,32 62,83 69,54 5,80
205 42,45 40,08 37,41 31,18 37,78 4,85
207 50,1 40,38 33,46 32,11 39,01 8,23
208 52,23 47,32 49,04 41,32 47,47 4,58
209 90,44 94,11 74,48 73,3 83,08 10,73
210 78,67 64,18 69,51 67,12 69,87 6,25
212 77,38 83,31 67,06 65,14 73,22 8,60
213 73,43 64,66 65,86 61,36 66,32 5,10
214 52,04 69,67 68,2 59,95 62,46 8,16
215 80,14 72,9 71,09 66,93 72,76 5,51
216 63,66 64,08 70,19 61,28 64,80 3,79
219 471 51,67 54,8 51,46 51,25 3,16
220 49,38 41,18 36,46 31,59 39,65 7,57
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Figure 4-14 : Cas difficiles de reconstruction des signaux avec les transformations de Jacobi.
Les signaux originaux sont en noir et les signaux reconstruits sont en rouge. Le taux de compression est fixé a
9.30 dans les 4 situations
a) Signal 103 reconstruit avec la TJ1 (PRD : 60,44)
b) Signal 106 reconstruit avec la TJ2 (PRD : 68,85)
c) Signal 212 reconstruit avec la LeT (PRD : 58,38)
d) Signal 215 reconstruit avec le TcT (PRD : 58,58)

Au-dela de ces constats que nous venons de mentionner, il existe des cas difficiles,
c'est-a-dire des signaux pour lesquels le PRD reste anormalement grand en toute circonstance.
C’est le cas des signaux référencés 103, 106, 209, 210, 212, 213 et 215. Ces signaux
caractérisent des cas de rythme cardiaque élevé (fréquence cardiaque supérieure a 75
battements par minute). Une illustration des cas difficiles est donnée en figure 4-14. Les cas
difficiles sont aussi des signaux ECG dans lesquels les complexes QRS sont constitués
d’impulsions tres breves ; or, nous savons que les transformations de Jacobi agissent en filtres
passe-bas, en conséquence ces bréves impulsions caractéristiques des hautes fréquences sont
rejetées lors de la reconstruction.

Face aux bruits et aux pathologies, les performances de la compression par les
transformations de Jacobi sont plutét satisfaisantes. Les bruits sont filtrés apreés la
compression alors que les pathologies n’affectent pas la qualité du signal reconstruit. Des
exemples de compression utilisant des signaux bruités et des signaux pathologiques sont

présentés sur la figure 4-15.
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Figure 4-15 : Reconstruction de signaux bruités et de signaux pathologiques avec les transformations de

Jacobi.
Les signaux originaux sont en noir et les signaux reconstruits sont en rouge. Le taux de compression est fixé a
9,30 dans les 4 situations
a) Signal 203 tres bruité reconstruit avec la TJ1 (PRD : 42,62)
b) Signal 108 pathologique et un peu bruité reconstruit avec la TJ2 (PRD : 15,29)
¢) Signal 121 un peu bruité reconstruit avec la LeT (PRD : 12,55)
d) Signal 207 pathologique reconstruit avec le TcT (PRD : 27,90)

Lors des nombreux tests effectués pour I’analyse statistique, le nombre de coefficients
de Jacobi est maintenu constant (nous utilisons 43 polynomes), c’est en variant les tailles des
fenétres de segmentation qu’on fait varier les taux de compression. Les taux de compression
sont fixés a 3,48 :1; 9,30: 1 et 20,93 :1 pour les résultats des tableaux 4-3, 4-4 et 4-5
respectivement. Les données se trouvant dans les trois tableaux précédents montrent que le
PRD varie trés peu lorsque le taux de compression augmente. On peut ainsi obtenir de tres
forts taux de compression avec des valeurs relativement faibles de PRD. Le tableau 4-6 nous
montre la quasi constance des valeurs du PRD pour de grandes variations du taux de
compression dans le cas du signal 112. Lorsqu’on scrute 1’évolution du PRD dans ce tableau
4-6, on s’aperc¢oit d’un taux de compression de I’ordre de 27,90 :1 avec des PRD de 11,10 %
en TJ2 et 11,05 % en LeT ; ou encore un PRD de 12,57 pour un taux de compression de
33,72 :1 avec la TcT. La figure 4-16 trace 1’évolution du PRD lorsqu’on fait varier la taille

des fenétres des fenétres de segmentation.
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Tableau 4-6 : Statistiques de la compression du signal 112

Chaque colonne de ce tableau commence avec le taux de compression, en dessous est donné le nombre
d’échantillons considéré dans les fenétres de segmentation, suivis des PRD pour différentes transformations, la
colonne termine avec la moyenne et l’écart type de ces PRD.

(T:‘:‘)‘:r’l‘p 232 | 348 | 465| 697 | 93 | 11,63 | 1395 | 16,27 | 18,6 | 20,93 | 23,25 | 27,9 | 33,72 | 41.86

g’fgzn (| 100| 150 | 200| 300| 400 | 500 | 600 | 700| 800 | 900 | 1000 | 1200 | 1450 | 1800

T 1475 | 16,18 | 1949 | 2142 | 22,12 | 2342 | 26,9 | 27,86 | 24,61 | 30,61 | 21,38 | 28,23 | 33,64 | 31,52

oD | T2 8,95 | 10,27 | 11,54 | 10,77 | 11,52 | 10,96 | 15,37 | 11,48 | 16,89 | 15,61 | 10,66 | 11,10 | 15,88 | 19,07
LeT | 916 | 10,08 | 11,14 | 11,25 | 10,28 | 14,01 | 13,62 | 14,38 | 16,08 | 1348 | 13,06 | 11,05 | 13,54 | 18,32

TeT | 926 | 957 | 10,02 | 11,11 | 10,07 | 1323 | 13,21 | 14,56 | 14,71 | 13,71 | 12,34 | 13,00 | 12,57 | 14,25
Moyenne PRD | 10,53 | 11,53 | 13,05 | 13,64 | 13,50 | 15,41 | 17,28 | 17,07 | 18,07 | 18,35 | 14,36 | 15,85 | 18,91 | 20,79
ﬁ;"o” type 282 | 312 | 434| 519 | 578 | 550 | 648 | 733 | 445| 823 | 479 | 831 | 992 | 746

Figure 4-16 : Evolution du PRD en fonction du CR lorsque qu’on varie la taille de segmentation.
Les données sont celles du tableau 4-6 lorsqu’on traite le signal référence 112 de [Mit 92]. Les tailles des
segments sont données dans la deuxieme lign ede ce tableau en termes du nombre d’échantillons contenus dans
les segments.

La valeur du PRD est trés influencée par I’amplitude et la composante continue du

signal original. Il est reconnu dans [Al Shrouf 03] et [Velasco 05] qu’une petite valeur de

PRD ne garantit pas forcément une bonne reconstruction du signal. Cette assertion est

confirmée lorsqu’on regarde de pres les signaux de la figure 4-18. Par I’inspection visuelle, la

reconstruction du signal en (d) sur cette figure est plus fidéle que celle en (c) ; et pourtant le

PRD en (d) est de 27,90 % contre 12,55 % en (c) !
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IV-4 ASSOCIATION LaT-HeT POUR LA
COMPRESSION DE L’ECG

IV-4-1 Principes

Nous avons établi au chapitre 3 que la transformation de Laguerre ne modélise pas
correctement les segments du signal ECG. Il en est de méme de la transformation d’Hermite.
On vérifie quand méme 1’aptitude de la LaT a représenter correctement la ligne isoélectrique
surtout lorsque cette ligne isoélectrique se trouve au début du segment. Sous un autre angle,
les 3 premiéres fonctions d’Hermite ressemblent suffisamment a certaines morphologies des
complexes QRS et elles ont été souvent utilisées pour la modélisation de ces complexes dans
[Sormo 81], [Laguna 96] et [Lagerholm 00]. Ces modé¢lisations ne permettent pas une
reconstruction acceptable du signal a cause des déformations trés importantes en durée, en

translation et en amplitude qu’elles induisent.
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Figure 4-17 : Modélisations des portions de P’ECG par la LaT et la HeT.
a) Modélisations du segment S-S d’un signal ECG par les polynomes de Laguerre avec variation du
paramétre O

b) Modélisation d’'une fenétre de signal centrée sur le complexe QRS avec les fonctions d Hermite dans le

cas (0, =23.5).

Partant de ces observations, nous avons pens¢ a un algorithme de compression de ’ECG
dans lequel la fenétre du signal correspondant a un cycle cardiaque est scindée en deux : la
ligne isoélectrique qui sera modélisée par la LaT, le complexe QRS et les ondes environnantes
qui seront reconstruits avec la HeT . Nous utilisons jusqu’a 46 fonctions d’Hermite. Nous

avons introduit a cet effet des paramétres de contraction x4, pour la LaT et u,, pour la HeT
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avec O0< y, <letO0< u, <1. Nous procédons aussi aux répétitions symétriques de chacune
des portions puisque les domaines d’intégration pour le calcul des coefficients est [O, +<>0[

pour la LaT et |-, +oof pour la HeT. Les paramétres 4, et u, sont des facteurs d’échelle

qui ramenent la portion initiale du signal en traitement au voisinage de zéro ou les polynomes
de Laguerre et d’Hermite montrent beaucoup d’oscillations. La figure 4-17 (a) est une
illustration de 1’aptitude de la LaT a bien modéliser I’intervalle S-P du signal ECG. Cette
figure confirme en méme temps que cette transformation n’est pas indiquée pour représenter

les complexes QRS. Le paramétre o, =1/u, est utilisé sur cette figure. Le paramétre o,
facilite le réglage de 1’algorithme. Sur la figure 4-17 (a) par exemple, on fait variero, varie
entre 51 et 53. Il serait plus pénible d’utiliser g, qui dans ce cas est tel que:
0.0188 <, <0.0196. Le parametre o, admet donc une large plage de variation et est indiqué

pour le réglage. La figure 4-17 (b) montre quant a elle la modélisation d’une fenétre de signal
centrée sur le QRS avec les fonctions d’Hermite : le complexe QRS est bien reconstruit alors
que le reste de la fenétre ne 1’est pas.

Pour déterminer les coefficients de décomposition d’un signal s(?), non seulement on a
introduit les paramétres de contraction, mais on a aussi procédé aux répétitions symétriques
des segments de signal en traitement. L’intervalle T-P doit connaitre des répétitions a droite
alors que 1I’ensemble des ondes P-QRS-T connait des répétitions symétriques aussi bien a
gauche qu’a droite.

e Pour la transformation de Laguerre, on a :

C,. ()= [ s@L@etas =‘(‘—L | s, oL, e 4dg (4-13)

L 9 L&)

avec 0, +(k+1)t,

U, est le facteur d’échelle
t, estla durée du segment T-P.

k est le nombre de repétitions du segment T-P effectuées.

e Pour la décomposition dans la base des fonctions d’Hermite

Cor i) = [ SO EWIE =ty [ Sy, () (+-14)
1 o

Sachant que 4, (x) = H, (x)eizjC , on obtient :

NN
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+0y

C _ Hy
() e j s(uyE)H, (uyé)e

avec 26, =2k +1)t,,

L ey
5 (#u?) df (4_15)

t, :estla durée du segment P-QRS-T
k : est le nombre de répétitions de ce segment sur chaque coté de la fenétre originale.
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Figure 4-18 : Illustration de ’association de la HeT et de la LaT pour modéliser une fenétre de signal
correspondant a un cycle cardiaque.
a) Modélisation d’un segment formé des ondes P-QRS-T ayant connu une répétition symétrique a gauche
et une répétition aussi a droite par la HeT.
b) Modélisation de ['intervalle T-P ayant connu deux répétitions symétriques a droite.
¢) Cycle cardiaque modélisé et recombiné

Une illustration du principe de modélisation d’une fenétre du signal ECG coincidant
avec le cycle cardiaque par la combinaison He7-LaT est présentée sur la figure 4-18. La durée
de I’intervalle P-QRS-T est triplée a cause d’une répétition symétrique a gauche et une autre a
droite. Le segment T-P connait quant a lui deux répétitions uniquement a droite. Les segments
originaux sont extraits aprés reconstruction et recombinés. Pour la compression d’un signal
ECG quelconque, le processus complet de 1’algorithme est montré sur la figure 4-19. Une
attention particuliére est accordée a la premicre et a la derniére fenétre du signal. En effet,
selon la nature de ces fenétres extrémes, elles peuvent étre modélisées par 1’une, I’autre ou les
deux transformations. En exemple, si la portion du signal précédant le premier complexe QRS
est assez longue, on crée une fenétre spéciale ne comportant pas de complexe QRS et qui est

modélisée uniquement par la LaT.
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IV-4-2 Résultats de compression par LaT-HeT

L’algorithme que nous avons élaboré a été testé sur des signaux réels issus de la base
de données [Mit 92]. Sur la figure 4-20, une fenétre d’un signal réel est présentée. Des
versions de la méme fenétre, correspondant a des taux de compression différents sont

montrées sur la méme figure. Les résultats de la compression sont les suivants : 7. = 4,13 et
PRD = 4,66 pour le cas b); 7. = 5,85 et PRD = 6,72 pour la situation c) etenfin 7, =

8,65 et PRD = 13,25 dans le cas d). On constate des ondulations hautes fréquences autour du
complexe QRS. Ces portions étant modélisées par la HeT, la présence des composantes hautes
fréquences traduit un phénomeéne contraire a celui observé avec la LaT ; a savoir que la HeT
avec les fonctions d’Hermite n’est pas appropriée pour la modélisation des signaux a
variations lentes. Dans le but d’évaluer la contribution de chacun de ces transformateurs (HeT
et LaT) aussi bien sur le PRD que le taux de compression global du cycle cardiaque, nous
avons relevé les performances de chaque transformation au cours de nombreux tests de
compression. Les résultats de ces expériences sont représentés graphiquement sur la figure 4-

21. Le PRD croit beaucoup plus rapidement quand le 7. augmente dans le cas de la HeT que

dans celui de la LaT. C’est dire que le complexe QRS et les ondes environnantes sont plus
difficiles a modéliser que la ligne iso¢lectrique. Le PRD d’une fenétre est aussi li¢ a la durée
de celle-ci et croit avec cette durée. Il faut un grand nombre de fonctions d’Hermite pour bien
modéliser les complexes QRS alors que la ligne isoélectrique peut étre générée avec un

nombre relativement petit de polynomes de Laguerre.

2 2 PRD
30
1 1
a b 25
0 0
20+
-1 -1
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
15
2 2
1 1 10
c d
0 0
5F
1 1

o

100 200 300 400

o

100 200 300 400

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Figure 4-20 : Exemples de compression d’un
segment de signal réel. Figure 4-21 : Variations des PRD en fonction
a) Original b) ;_ = 4.13 et PRD = 4.66 ; ¢ du taux de compression (CR)

r.=5.85 PRD =6.72, d) 7. =8.65, PRD =13.25.
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Sur la figure 4-22, on représente les variations du PRD en fonction des parameétres de réglage

o, et o, . Les graphiques en 3 dimensions des variations du PRD en fonction du taux de

compression et du facteur d’échelle sont montrés sur la figure 4-23.
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Figure 4-22 : Effets des paramétres 0, et 0, sur les variations du PRD en fonction du taux de
compression
a) Variation des PRD en fonction de O, et du taux de compression en LaT

b) Variations des PRD en fonction de T, et du taux de compression en HeT

PRD (%)
PRD (%)

20
Facteur d'échelle g,

Facteur d'échelle g,

Figure 4-23 : Graphique en 3 dimensions de I’évolution du PRD en fonction de 2 variables : le taux de
compression (7. ) et le facteur d’échelle (0, ou o)

A gauche, PRD en fonction de T, et 0, lors de la compression des intervalles TP avec la LaT et a droite PRD

en fonction de T, et 0, lors de la compression des ondes P-QRS-T avec la HeT

La figure 4-24 présente la compression des signaux réels : le premier est un signal
normal et le second est un signal pathologique. Le cas a) est la référence 103 de [MIT 92] qui
avait ¢été utilisé dans [Colomer 97] pour tester la DLT. Les tableaux 4-7 et 4-8 permettent

d’établir une comparaison des résultats entre notre algorithme et celui fondé sur la DLT. Cette
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comparaison ne prend pas en considération le codage de Huffiman qui était associé a la DLT.

Pour de faibles 7., ce nouvel algorithme donne de trés bons résultats : en exemple, le 7. de
4,44 conduit a un PRD de 4,94% alors qu’avec la DLT, un 7. de 4,37 provoque un PRD de
9,33% (presque le double !). 11 est vrai que le PRD croit plus vite en fonction du 7. avec

notre méthode puisqu’il faut beaucoup de fonctions d’Hermite pour bien modéliser le
complexe QRS et les ondes environnantes, toutefois notre algorithme reste nettement plus
performant que la DLT méme au dela de la gamme de taux de compression permettant une
reconstruction du signal exploitable cliniquement. Or, la DLT est déja ’'un des meilleurs
algorithmes de compression par transformation adaptés a I’ECG d’aprés les études
comparatives réalisées dans [Philips 92], [Philips 93], [Colomer 97]. Les résultats de
I’algorithme de compression des signaux ECG par la transformation en ondelettes discretes
(voir figure 1-21) ¢laboré dans [Thakor 93] sont présentés dans le tableau 4-1 en page XxX.
En plagant en regard les tableaux 1-2 et 4-8, il est clair que notre algorithme produit aussi de
meilleurs résultats que la compression des signaux ECG par décomposition dans des bases
d’ondelettes. Dans I’optique d’associer la DWT a la DCT en vue de réaliser la compression de
I’ECG [Zou 94], 91 coefficients sur 512 sont conservés pour représenter les segments de
I’ECG. Parmi les 91 coefficients, 56 sont ceux de la DWT et 35 sont pour la DCT. On obtient
un PRD de 5.06 %. La DWT seule donne un PRD de 5.04 % pour un taux de compression

7. =5,63. Ce résultat est du méme ordre de grandeur que celui de notre algorithme ou on

obtient un PRD de 4,94 % pour un taux de compression 7. =4,44 .

Tableau 4-7 : Résultats avec DLT [Colomer 97] Tableau 4-8 : Résultats avec HeT-LaT

% Energie CR PRD e
99.7% 437 933 dzcsee;l{ CR PRD
995%  5.68 10.1

93% 65 109 0 444 494
003 571 678

91% 715 117 00 571678

98 % 962 15 : . .

o 0.055 7.12  9.68
7% 126 178 0.075 837 12.36
0.09 9.71 15.70
0.105 1047 16.46
0.125 11.14 1745

Les travaux récents portant sur la compression de I’ECG avec la transformation en
ondelettes ne se préoccupent plus du processus en tant que tel. Ces travaux se penchent

davantage sur les techniques de codage sans perte qui sont associés aux coefficients
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d’ondelettes afin d’accroitre 1’efficacité et les performances de la compression. On a utilisé
par exemple le codage EZW (Embedded Zerotree Wavelets) dans [Hilton 97], SPIHT (Set
Partitionning In Hierachical Trees) dans [Lu 00] et WT-VQ (Wavelet Transform — Vector
Quantization) dans [Miaou 02] et [Miaou 05]. Nous ne pouvons pas comparer nos résultats a
ceux de ces méthodes puisque notre étude est encore limitée au stade des décompositions
polynomiales. Nous envisageons, en perspective, d’intégrer des techniques de codages
entropiques a notre algorithme pour réduire le nombre de bits nécessaires pour représenter les
coefficients des polynomes, on pourra, & ce moment 1a, comparer ses performances avec
celles des méthodes récentes a base des ondelettes. De nombreux algorithmes de codage sans
pertes accompagnés de codes source pour implémentation avec le langage C sont disponibles
dans [Nelson 93]. On devra surtout envisager la possibilité d’élaborer des codages entropiques

spécifiques aux transformations polynomiales.

2 1
0 | 0
-1 |
2 original a) 2 original b) 1
20 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1
0 A/\JJ\A—/\"‘.A—\LMM _? Ww
2 CR =4.44 PRD = 4.94 -2 CR=4.12 PRD=9.66 1
20 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1
2 CR=6.62 PRD =7.34 -2 CR=5.76 PRD=11.05 1
20 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1
0 NL’\/\JM[L\M«L\/\N _? ]
2 CR=9.71 PRD=15.7 -2 CR =6.63 PRD=14.56
20 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1
| 0
0 ww -1 1
2 CR=10.47 PRD =16.46 -2 CR=8.35 PRD=19.24
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figure 4-24 : Autres exemples de compression des signaux ECG réels avec HeT-LaT ;
a) Signal 103 avec o, =45 et o, =23.4 ; b) : Signal 200 avec o, =1.31 et o, =25.8

L’évaluation des erreurs de reconstruction en termes de déviations d’amplitude est un
autre moyen théorique couramment utilis¢é pour apprécier la qualité d’un processus de

modélisation. Ces erreurs expriment les écarts entre les valeurs instantanées des signaux
original et reconstruit sous la forme : er(¢,) = |S(ti) -5 (ti)|
Sur le plan pratique, le tracé de er(f,) donne une idée précise sur les déformations

locales du signal aprés compression, ce qui est trés important pour la caractérisation des

erreurs de diagnostic dues a la compression. La figure 4-27 montre les signaux s(z,), s(z,) et
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er(t,) pour les données [Mit 92], références 103 et 200, sur une durée de 15 secondes. Les
taux de compression respectifs sont de 4,29 et 3,27. Les axes d’amplitude sont gradués en
millivolts sur cette figure. Pour les signaux sus mentionnés, on obtient des valeurs des erreurs
moyennes ( Er.Moy ) respectives de 0,93 uV et 1,50 puV alors que les valeurs maximales
sont :
miax(|er(tl.)|) =0,110mV  pour le signal MIT data base n° : 103
max(|er(tl.)|) =0,228 mV  pour le signal MIT data base n° : 200

l Ces valeurs expriment a quel point la reconstruction du signal ECG par une
combinaison HeT-LaT est fidéle. On remarque aussi a partir de la figure 4-25 que
I’algorithme que nous proposons supporte trés bien les variations de rythme de ’ECG ainsi

que le changement de la morphologie du signal au cours d’un enregistrement.

Sional 103

2
1+ |
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0 i PV P P
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1+ b)M“J\ci?=4.29 PRD = 5.72 4
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-0.5 ‘ ‘
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21 d) | | ]
5
0.5 ) ‘ |
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Figure 4-25 : Erreurs de reconstruction aprés compression avec HeT-LaT
a) et d) : Originaux ; b) et e) : Signaux reconstruits ; c) et f) : erreurs de reconstruction.
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IV-5 CONCLUSION

Arrivés au terme de ce dernier chapitre de thése, nous avons pu développer deux
algorithmes de compression des signaux ECG a travers les transformations polynomiales. Le
premier algorithme résulte de I’application directe de la méthodologie des transformations
polynomiales présentée au chapitre I1I, en utilisant les polynomes de Jacobi. Pour accroitre les
performances de cet algorithme, nous y avons inclus une procédure pour la réduction des
effets de bords. Ceci permet non seulement de pouvoir augmenter considérablement le taux de
compression, sans variation significative du PRD, mais aussi d’utiliser cet algorithme pour la
compression des signaux autres I’ECG. Le second algorithme associe la transformation de
Laguerre aux fonctions d’Hermite afin de compenser les insuffisances individuelles de
chacune de ces deux catégories de fonction. Ce deuxiéme algorithme donne lieu a la
reconstruction quasi parfaite des segments du signal ECG correspondant aux cycles
cardiaques. Il existe des possibilités d’améliorer davantage les résultats obtenus dans les deux
cas. Bien que ce travail ne soit pas celui d’un pionnier, il fait partie des premicres tentatives
de compression des signaux ECG avec les polyndmes orthogonaux au regard de la littérature
quasi-inexistante dans le domaine. Il va de soi que notre travail comporte des lacunes et ne
répond pas a toutes les questions susceptibles d’étre posées a ce sujet. C’est a ce titre que nous
proposons aprés la conclusion générale, un ensemble de suggestions qui visent non seulement
a apporter des améliorations futures, mais aussi a indiquer des pistes a explorer pour aboutir

aux solutions de certains problémes non résolus dans le mémoire.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES
A) CONCLUSION GENERALE

Nous avons décrit le signal ECG au chapitre 1, c’est un signal de nature
¢lectrophysiologique qui procure une information essentielle dans le diagnostic des anomalies
cardiaques. L’enregistrement, le stockage et la transmission des signaux ECG sont des
processus complexes. Nous avons analysé les méthodes de traitement de ’ECG parmi
lesquelles la compression. La compression des signaux ECG se justifie par la nécessité de
réduire les colits de stockage et de transmission de ces signaux a travers les canaux de
communication modernes. Une revue de la littérature sur les méthodes de compression de
I’ECG a été menée, en insistant particulierement sur les techniques par approximations et
transformations polynomiales.

Les aspects théoriques et fondamentaux des polyndomes orthogonaux ont été abordés
au niveau du deuxieme chapitre. Ces polyndmes orthogonaux constituent le principal outil
mathématique que nous utilisons pour les modélisations et la compression des signaux ECG.
Il était donc de premiére importance de bien comprendre ces fonctions et d’étudier avec
minutie leurs propriétés. Nous avons surtout établi les conditions sous lesquelles les
différentes familles de polyndmes orthogonaux constituent des bases dans les espaces de
Hilbert. Dans ces cas, on peut décomposer un signal a énergie finie dans ces bases
polynomiales (développement en séries).

Nous avons présenté¢ la méthodologie de modélisation des signaux ECG via les
polyndmes orthogonaux au chapitre 3. Elle se résume aux étapes suivantes :

- Segmentation du signal en fenétres coincidant avec les cycles cardiaques.
- Transposition des segments dans les domaines de définition des polyndmes.
- Calcul des coefficients de décomposition.

Dans le processus de segmentation, la détection des complexes QRS est une étape
préliminaire incontournable. Nous avons aussi étudi¢ la méthode d’intégration numérique par
les quadratures de Gauss. Cette méthode est la plus appropriée pour le calcul des coefficients
de décomposition avec les polyndmes orthogonaux. Quelques exemples de modélisations
polynomiales ont été expérimentés. Il a été établi a I’issue de ces expériences que les
polyndmes de Legendre, les polynomes de Tchebycheff, et d’une manicre générale les
polyndmes de Jacobi permettent de réaliser une bonne modélisation des signaux ECG. Par

contre, les polynomes de Laguerre et les polyndmes d’Hermite ne conduisent pas a une bonne
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reconstruction des signaux ECG. Ces deux classes de polyndmes agissent en filtres passe-
bas; en conséquence, les complexes QRS et d’autres ondes qui caractérisent les
manifestations hautes fréquences dans I’ECG sont ignorés lors de la reconstruction.

A partir des résultats précédents, nous avons construit deux nouveaux algorithmes de
compression de I’ECG. Le premier algorithme s’appuie sur les polynomes de Jacobi alors que
le second exploite une combinaison de polyndmes de Laguerre et des fonctions d’Hermite. La
synthése des signaux ECG a I’aide des polynomes de Jacobi donne lieu aux effets de Gibbs
trés perturbants. Nous avons incorporé dans notre algorithme une procédure qui élimine ces
effets de bord. Les résultats obtenus avec nos deux algorithmes de compression sont tres

prometteurs. Nous envisageons en perspective des possibilités pour améliorer ces résultats.

B) PERSPECTIVES

Il se dégage des courbes de la figure 4-23 que la variation du PRD en fonction du taux
de compression affiche souvent des minima locaux pour la LaT; c’était déja une situation
semblable avec les transformations de Jacobi (figures 4-9 et 4-10). Ce phénomeéne ne se

présente pas avec la HeT, car le PRD est li¢ a la définition de la norme sphérique dans
L’[a,b] or, I’ensemble des fonctions d’Hermite constitue une base orthonormée de L*(R) .
Les polyndmes de Jacobi et de Laguerre, bien qu’étant des bases orthogonales respectives de

L’[-1,1] et de I’(R,), ne constituent pas des bases orthonormées pour ces espaces de

fonctions. Le principe de seuillage n’est donc pas optimal en ce qui concerne la sélection des
coefficients pour reconstruire les signaux apreés décomposition par ces polyndmes. En
perspective, on pourra envisager le choix de ces coefficients a travers un algorithme
d’optimisation dans lequel le taux de compression est la fonction objectif, le PRD minimal
imposé ainsi que la déviation maximale d’amplitude étant des contraintes. Les fenétres des
signaux ECG sont assez semblables les unes aux autres, les coefficients obtenus apres
transformation de ces fenétres sont donc fortement corrélés. Un codage entropique des
coefficients devra contribuer a améliorer efficacement les performances de nos algorithmes
dans le cadre d’une implémentation pratique. On pourra aussi penser a la conception de la
version discréte et rapide de ces algorithmes pour des utilisations en temps réel.

La compression de ’ECG par la combinaison LaT-HeT exige qu’on génére deux
familles de polynomes. Dans I’objectif d’alléger cet algorithme, nous pensons qu’il est

possible d’utiliser une seule famille de polynomes. Nous proposons la construction des
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fonctions de Laguerre a support borné, a I’image des fonctions d’Hermite. Nous les

définissons de la fagon suivante :

I'(x)= |x|a eiﬂ‘x‘L(n“)(|x|) (4-49)

Figure P-1 : Courbes des fonctions de Laguerre a support borné l,ga’ﬂ '(x) pour a =0et f=025

La figure P-1 ci-dessus montre les allures de quelques unes de ces fonctions avec les

paramétresx =0 et #=0.25. L’orthogonalité de ces fonctions se démontre trés facilement en

utilisant la propriété de 1’orthogonalité des polyndmes de Laguerre. Cette fagon de construire
ces fonctions de Laguerre reste empirique. Il faut encore élaborer une théorie mathématique
qui les caractérise et fait ressortir leurs propriétés. Ce n’est qu’aprés cela qu’on pourra les
utiliser de fagon convaincante pour décomposer les signaux ECG.

L’interprétation physique de la nature des coefficients aprés décomposition d’un signal
dans des bases polynomiales est une préoccupation de premiére importance. Nous avons
considéré tout au long de ce mémoire que ces coefficients détiennent individuellement une
quantité¢ de 1’énergie du signal. Il reste tout de méme a déterminer la relation exacte qui lie
I’énergie contenue dans un coefficient et la valeur de ce coefficient ainsi que le degré du
polyndme correspondant. L’analyse spectrale des polyndmes orthogonaux a travers leurs
transformations de Fourier ainsi que celles de leurs fonctions poids pourrait servir de guide.
L’interprétation physique des coefficients des polyndmes orthogonaux pourrait aussi
permettre d’établir des corrélations entre ces coefficients et certaines pathologies cardiaques,
ce qui constitue une issue pour de nouvelles méthodes de classification automatique des

signaux ECG.
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Annexes
Assere A

A - Algorithmes de Quelques détecteurs de complexes QRS
X(n) désigne 1’échantillon N° n de la portion du signal X en traitement. Length(X) est la taille

de X, c’est donc le nombre d’échantillons contenus dans cette portion du signal

A-1 Algorithme de FRADEN et NEUMAN [Fraden 80]

Principe : Le signal est recentré, un seuil est calculé, les données sont ensuite
rectifiées et dérivées. La détection est effective quand un point de la dérivée dépasse un
certain seuil [8].

Algorithmique :

Début
X(m)=X(1), X(2),..., X(length(X))
pour n =1 : length(X)-1
AT =0.4 *max[X(n)] ; %calcul du seuil d’amplitude AT

fin pour
% rectifions la matrice X

pour n =1 : length(X)-1

si X(n)>=0,
YO0(n) = X(n)
fin si
fin pour

pour n =1 : length(X)-1
si X(n)<0,
YO0(n)=-X(n) ;
fin si
fin pour
% filtrage de la matrice
pour n =1 : length (X) -1,
si YO(n)>= AT,
Y1(n)=Y0(n)
fin si

fin pour
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pour n =1 : length (X) -1,
si YO(n)< AT,
Y1(n)=AT ;
fin si
fin pour
% la matrice dérivée premicre est calculée pour chaque point de Y1
pour n =2 : length(X)-2
Y2(n)=Y1(n+1) - Y1(n-1)
fin pour
% un QRS est détecté si
pour i=2 : length(X)-2
st Y2(i) > 0.7
finsi
afficher (‘QRS détecté’)
fin pour

fin

A-2 Algorithme de MENARD
Principe : On calcule la dérivée du signal selon une formule spécifique, on élabore un
seuil a partir de la dérivée obtenue, le premier point dépassant ce seuil indique le début d’un
complexe.

Algorithmique :

Début

pour n= 4 : length(X) — 4,
Y(n) =-2*X(n-2) - X(n-1) + X(n+1) + 2*X(n+2)

fin pour

% Elaboration du seuil ST :

pour n =4 : length(X) — 4,
ST = 0.70*max[Y(n)]

fin pour

% QRS détecté lorsque :

pour i =4 : length(X) — 4,
si Y(1)>ST

fin si
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afficher (‘QRS détecté’)
fin pour

fin

A-3 Algorithme de HOLSINGER
Principe : On cherche un point de la dérivée dépassant un seuil donné et il y a
détection si un des trois points suivants dépasse le méme seuil.
Algorithmique :
Début
pour n =3 : length (X)-3
Y(n) = X(n+1) - X(n-1); % calcul de la dérivée premiere

fin pour
% recherche du premier point :
pour n =3 : length (X)-3
Y(i) > 0.45
% recherche d’un autre point :
si Y(i+1),Y(i+2) ,Y(i+3) > 0.45
fin si
Afficher (‘QRS détecté’)
fin pour

fin

A-4 Algorithme de AHLSTROM et TOMPKINS
Principe : On calcule la valeur absolue de la dérivée, puis on la lisse, on y ajoute la
dérivée seconde, on calcule deux seuils. On recherche alors un point dépassant le
premier seuil, et il y a détection si les six points suivants atteignent ou dépassent le second
seuil.

Algorithmique :

début
%calcul de la dérivée premiére :
pour n =5 : length(X)-5
YO0(n) = abs[X(n+1) — X(n-1)]
fin pour

%lissage de la dérivée premiére :
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pour n = 5 :length(X)-5
Y1(n)=[YO(n-1) +2*¥Y0(n) + YO(n+1)]/4
fin pour
%calcul de la dérivée seconde pour chaque point de X :
pour n = 5 :length(X)-5
Y2(n) = abs[X(n+2) — 2*X(n) + X(n-2 )]
fin pour
pour n = 5 :length(X)-5
Y3(n)=Y1(n) + Y2(n)
fin pour
%calcul de seuils

pour n = 5 :length(X)-5

PT =0.8*max[Y3(n)] % seuil primaire
ST = 0.1*max[Y3(n)] % seuil secondaire
fin pour

pour i =5 :length(X)-5,
si Y3(1)>=PT &
Y3(i+l) &
Y3(i+2) &

Y3(i+6) >= ST
fin si
Afficher (‘QRS détecté’)
fin pour
fin

La figure A-1 montre deux exemples d’encadrement des complexes QRS que nous

avons réalisé en utilisant I’algorithme de Ahlstrom et Tompkins.
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Figure A-1 : Exemples d’encadrement des QRS a travers I’algorithme de TOMPKINS.
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Arsnee B
B - Polynomes orthogonaux a variable discrete

B-1 Généralités
L’utilisation des fonctions a variable continue n’est pas souvent indiquée pour manipuler les
signaux échantillonnés ou numériques. On a pu ¢élaboré des polyndmes orthogonaux a
variable discréte, jouissant des mémes propriétés que leurs homologues continus.
L’orthogonalité des polynomes orthogonaux a variable discréte est exprimée par la formule

(B-1):
Zym(ti)yn(ti)a)(ti)zo si m#n (B-1)

Ces polyndmes conservent toutes les propriétés montrées dans le cas des polyndmes

orthogonaux a variable continue. Ils vérifient en particulier la relation de récurrence :

ZLiyn (tz) = anyn+l (tl) + bnyn (tz) + cnyn—l (tl) (B-z)
Si p,(x)=jt"+kt"" +...; ondétermine les coefficients de la relation de récurrence par :
2
: c K .
an: :]n , bn:‘_n_ ‘n+l , cn:]rf_l~ ||y”||2 (B-3)
-]VH-l ]n ])1+1 ]n yn_l |

j, et k, sont respectivement les coefficients des monomes ¢” et ¢"~' , pour un polynéme de

degré n.

=Y )e) (B-4)

Y

B-2 Polynomes de Tchebychev et polynémes de Hann

Tchebychev a étudié un cas de polyndmes orthogonaux a variable discrete 7, (x)
associé¢ a la du(x) ou p(x) est un train d’impulsions a saut unité¢ aux instants x = 0, 1,
2, .....N-1. N est ici un entier naturel. On a :
t,(x)=nlA"CIC" (B-5)

A f(x) = AA™ £(x)), avee Af(x) = f(x+1) - f(x)
pour une valeur n fixée, on a une remarquable formule :

lim Nt (Nx) = P,(2x - 1) (B-6)

N—ow

P (x) estici le polynome de Legendre de degré n.
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Les polyndmes de Tchebychev ¢, (x) sont en fait un cas particulier des polynémes de Hann

R (x). Ona: t,(x)=h""(x)

Les caractéristiques principales des polynomes de Hann et des polyndmes de Tchebychev

sont rassemblées dans le tableau B-1.

Tableau B-1 : Caractéristiques principales des polynomes de Hann et de Tchebychev

y.(x) | P (x) ,(x)
Ja. ] (0,N) (0,N)
1) F(f+1+0)I(N +a-x) (a>-1,8>-1)
'+ x)T'(N - x)
w(x) 1 1
2) T+ x)C(1-a-N +x)[(N - x)
(e <1-N, pf<1-N)
o(x) x(N +a—x) xX(N —x)
7(x) —(a+B+2)x+(B+DIN -1 —2x+N-1
A, nla+pf+n+1) n(n+1)
B =" -’
n! n!
. 1 1
Jn —(a+p+n+l), —(n+1),
n! n!
1 n—1 N -1
k, —(n_l)!{(ﬂ+l)(N—l)+ 5 (0{—,8+2N—2)}(0:+,B+n+1)n_1 _(n—l)!(n)"
1 F(“+”+1)r(ﬁ+”+l)(“+ﬂ+"+l)N,(a>—1,ﬂ>—1)
(a+ p+2n+Dnl(N—-n-1)!
2 (n+1)!
7, () (-a—pf-n-N), ’ 2n+1)(N —n—-1)!
2) (—a-pg-2n-DHn!(N-n-D'T'(~a—-n)['(-f—n)
a<l-N,p<1-N
(n+D(a+pf+n+l) n+1
n (a+f+2n+1)a+f+2n+2) 202n+1)
b B+ a+pPYN-D+n(a+pf+n+1)a—-F+2N-2) lN |
" (a+ B +2n)a+f+2n+2) 2D
. (n+a)n+ B)N-n)(N-n+a+f) n(N*—n?)
! (a+ B+2n)a+B+2n+1) 22n+1)
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B-3 Les polynomes de Meixner, Krawtchouk et de Charlier

La formule de Rodrigue pour 1’équation aux différences admet comme solutions dans

ces trois cas :

* w(t) = CM

T(t+1)
. _ ' .
() CF(t+1)F(7+1—t) (B-7)
. __ M
w(t)_l“(t+1)

ou p et y sont des constantes.

Dans le premier cas, on satisfait les conditions aux limites et s’assure que @(t) est

positif en posant :

o, 8] = Jo,+20]
O<u<l, y>0,et CZ% ; on obtient alors
4
_ 1), _T(y+1) )
o(f) = T ( 7/)t -0 (B-8)

Les polynomes correspondants sont les polynomes de Meixner m;y ) (t)

Dans le second cas, on choisit :

Ja.p[=[0,N +1]
y=N, u=L (p>04>0,p+g=1) et C=¢"N
q

P i N i !
On aboutit a la fonction poids w(¢,) = ClN p'q"™ avec C,= % (B-9)
IN(N —i)!

o(t;) n’est autre que la distribution binomiale trés utilisée en calcul de probabilité. Les
polynomes qui correspondent a ces conditions sont des polyndmes de Krawtchouk klp >(t)

Dans le dernier cas, lorsqu’on pose : ]a,b[ = [O,+oo[, C =e™*, la fonction poids qu’on

obtient est la distribution de Poisson :

e‘#ﬂt:‘
a)(ti) = A

avec p>0 (B-10)

Les polyndmes orthogonaux correspondants sont les polyndomes de Charlier ¢ (¢,)
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Les caractéristiques principales des polynomes de Meixner, de Krawtchouk et Charlier sont
indiquées dans le tableau B-2.

Nombreux autres cas de polyndmes orthogonaux d’une variable discrete sont étudiés dans

[Szego 75].

Tableau B-2 : Caractéristiques des polyndmes de Meixner, de Krawtchouk et de Charlier

Meixner Krawtchouk Charlier
Y, (x)
m\"* (x) k" (x) e (x)
la,b[ | (0,00) (0,N +1) (0,00)
u*T(y + x) Nip“g"™ e Mt
o(x) | TA+x)C(y)’ F(l+ x)I'(N +1-1x) rad+x)’
(y >0, 0< u<l (p>0, ¢g>0, p+qg=1) | (£ <0)
o(x) | x X X
7(x) | yu—x(1-p) (1/q)(Np—x) H=X
ﬂ’n n(l_ﬂ) E n
q
B, |1 (=1rg") /! Y
. -1\ 1 1
]n Iu— N n
U n! (=)
k n[y+n_1ﬂ+1j(ﬂ_1j”‘ Np +(n—1)(;——p) n(l + l)
' 2 “ ) (n - 1) )
2 n\(7), L ) n!
n p (- )’ al (N =y 21 n
a, L n+1 —H
u—1
b, 7'”1”_(";” n+ p(N —2n) n+ u
-1+
c, —n(n 7) pPq(N —n+1) -n
u—1
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Assere C

C - Parametres pour transformations de Legendre

Tableau C-1 : Zéros de quelques polyndmes de Legendre et Nombres de Christoffel pour P,

‘ P P Fy
J
X G X X

1 -0.9982 -0.0024 -1.0005 -1.0107

2 -0.9933 0.0018 -0.9892 + 0.0069i -0.9987 + 0.02101
3 -0.9797 -0.0207 -0.9892 - 0.00691 -0.9987 - 0.02101i
4 -0.9667 0.0095 -0.9580 + 0.0089i -0.9654 + 0.0340i
5 -0.9428 0.0497 -0.9580 - 0.0089i1 -0.9654 - 0.03401
6 -0.9200 0.0199 -0.9184 -0.9168 + 0.03271
7 -0.8875 0.0421 -0.9021 -0.9168 - 0.03271
8 -0.8548 0.0328 -0.8646 -0.8647

9 -0.8145 0.0443 -0.8306 -0.8563

10 -0.7727 0.0431 -0.7908 -0.8301

11 -0.7252 0.0497 -0.7474 -0.7787

12 -0.6754 0.0515 -0.7012 -0.7482

13 -0.6214 0.0556 -0.6512 -0.6998

14 -0.5647 0.0582 -0.5987 -0.6569

15 -0.5050 0.0610 -0.5432 -0.6072

16 -0.4429 0.0633 -0.4853 -0.5574

17 -0.3786 0.0653 -0.4251 -0.5043

18 -0.3124 0.0671 -0.3631 -0.4499

19 -0.2446 0.0684 -0.2993 -0.3934
20 -0.1756 0.0695 -0.2343 -0.3355
21 -0.1057 0.0702 -0.1681 -0.2763
22 -0.0353 0.0705 -0.1012 -0.2160
23 0.0353 0.0705 -0.0338 -0.1549
24 0.1057 0.0702 0.0338 -0.0932
25 0.1756 0.0695 0.1012 -0.0311
26 0.2446 0.0684 0.1681 0.0311
27 03124 0.0671 0.2343 0.0932
28 0.3786 0.0653 0.2993 0.1549
29 0.4429 0.0633 0.3631 0.2160

30 0.5050 0.0610 0.4251 0.2763

31 0.5647 0.0582 0.4853 0.3355
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32 0.6214 0.0556 0.5432 0.3934
33 0.6754 0.0515 0.5987 0.4498
34 0.7252 0.0496 0.6512 0.5043
35 0.7727 0.0432 0.7012 0.5574
36 0.8145 0.0441 0.7475 0.6072
37 0.8548 0.0331 0.7907 0.6568
38 0.8875 0.0415 0.8306 0.7000
39 0.9200 0.0210 0.8647 0.7478
40 0.9428 0.0766 0.9018 0.7790
41 0.9667 0.0100 0.9191 0.8306
42 0.9797 -0.04597 0.9580 - 0.00821 0.8525
43 0.9933 0.0025 0.9580 + 0.00821 0.8686
44 0.9982 -0.0015 0.9891 - 0.00641 0.9167 - 0.03211
45 0.9891 + 0.00641 0.9167 +0.0321i
46 1.0004 0.9653 - 0.03371
47 0.9653 + 0.0337i
48 0.9986 - 0.0208i
49 0.9986 + 0.02081
50 1.0106

Le tableau C-2 montre les coefficients C, ,des séries de Legendre pour

segmentations en utilisant le signal ECG fantome que nous avons simulé.

4 types de

Tableau C-2 : Coefficients des séries de Legendre C, , pour différentes segmentations

Centré sur

n g(t): P-P Segment R-R Intervalle S-S

QRS
0 0.5915 -0.2715 1.0046 0.6133
1 -0.4430 0.1443 1.4343 -0.0088
2 0.1702 -1.4286 0.6225 -0.2616
3 -0.4082 -0.0321 2.0960 0.0985
4 0.3580 -0.7378 -0.2955 -0.5586
5 0.6145 -2.1448 0.1702 -0.3915
6 -0.9533 0.9879 0.7739 1.3209
7 -0.6169 -0.6535 -2.5392 0.9534
8 1.9627 -1.0019 -0.0828 -1.5099
9 -0.3306 1.8330 -2.3211 -1.6881
10 -2.8369 -1.9064 -1.0511 1.1923
11 3.5459 0.2252 -0.1401 2.3018
12 -1.0184 -1.6893 1.7444 -0.9562
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13 -1.1710 0.0825 1.3736 -2.4207
14 2.4373 -1.2220 2.2375 1.3198
15 -1.6565 0.5920 0.9575 1.8290
16 0.2439 1.8859 -1.3221 -2.2012
17 1.4141 0.2141 -0.6503 -0.6596
18 -2.1107 3.2616 -2.5194 2.9702
19 0.6674 0.6230 -0.8185 -0.6416
20 1.7722 3.0007 -1.4944 -3.0179
21 -2.7050 0.4687 0.3936 1.5875
22 1.5170 3.0831 -1.0844 2.2806
23 0.1825 0.8257 0.8788 -1.9574
24 -1.1007 1.7044 -0.1365 -1.2291
25 1.2288 0.9650 0.5860 1.8911
26 -0.7284 -0.3592 0.6842 0.3899
27 -0.2571 -0.1032 -0.2743 -1.6991
28 0.9248 -2.1828 0.3144 0.0922
29 -0.5014 -0.4796 -1.2358 1.5704
30 -0.5658 -3.2165 0.6618 -0.4348
31 1.2006 -0.4034 -1.0513 -1.4440
32 -1.1000 -3.3760 1.8368 0.8395
33 0.6729 -0.8736 -0.3892 1.1425
34 -0.1517 -3.3228 1.7955 -1.2103
35 -0.3922 -1.3657 0.0602 -0.6109
36 0.6669 -3.0041 1.1074 1.2734
37 -0.5102 -1.1124 1.0664 0.0100
38 0.2304 -2.2319 1.3202 -0.9310
39 -0.1629 -0.7469 2.0177 0.4237
40 0.2581 -1.3485 1.2886 0.4206
41 -0.3315 -0.4008 1.5925 -0.5945
42 0.3604 -0.5682 0.2431 -0.0831
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Asere D

D — Communication présentée a la conférence IEEE
EMBC 07
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