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INTRODUCTION

A la fin des années quatre-vingts, Vladimir G. Berkovich a proposé une nou-
velle approche de la géométrie analytique p-adique. Ses idées, qu’il a développées,
tout d’abord, dans l'ouvrage [4], puis approfondies dans 'article [5] se sont
révélées trés fructueuses. Elles ont permis de démontrer plusieurs conjectures
de géométrie arithmétique et trouvent maintenant des applications dans des
domaines variés : systemes dynamiques, théorie d’Arakelov, dessins d’enfants p-
adiques, variation de structure de Hodge, etc. Pour une introduction au sujet et
une présentation des différentes applications, nous renvoyons le lecteur intéressé
aux textes de vulgarisation [23] et [24].

Bien que la théorie n’ait été véritablement développée que sur les corps ul-
tramétriques complets, V. Berkovich propose, dans [4], une définition d’espace
analytique au-dessus de n’importe quel anneau de Banach. Elle s’applique donc
lorsque 'on considere comme anneau de base 'anneau Z des nombres entiers,
muni de la valeur absolue usuelle |.|o,. Nous nous proposons ici d’entreprendre
I’étude des espaces analytiques dans ce cas particulier.

Différentes valeurs absolues joueront un role dans notre étude. Si p désigne
un nombre premier, nous définissons la valeur absolue p-adique |.|, sur Z de la
facon suivante : nous posons |0[, = 0 et, pour tout nombre entier n = p" m € Z*,
avec m premier a p,

nlp = [p"mlp =p~"

Elle se prolonge de facon unique a Q. Nous notons Q, le complété de Q pour
cette valeur absolue et Qp I'une de ses clotures algébriques. La valeur abso-
lue |.|, se prolonge encore de fagon unique en une valeur absolue sur Q,- Nous
noterons C,, son complété. Ce corps, qui est algébriquement clos et complet,



ii INTRODUCTION

est parfois appelé corps des nombres complexes p-adiques. Nous noterons |.|,
'unique valeur absolue de C,, qui prolonge la valeur absolue |.|, de Q.

Pour f € Q[T], notons R (f) le rayon de convergence de la série f vue
comme série de C[T7] et, pour tout nombre premier p, notons R,(f) le rayon de
convergence de la série f vue comme série de C,[T7]. Appelons série arithmétique
toute série de la forme

1
rea|——|m
pP1---Dt
vérifiant des conditions du type
Roo(f) > roo et Vi € [1,t], Ry, (f) > 13,

ou t est un nombre entier, py,...,p; des nombres premiers et ri,...,7, oo des
nombres réels strictement positifs. De telles fonctions apparaissent naturelle-
ment lorsque 'on étudie les anneaux locaux de la droite analytique sur Z ou
certains anneaux de sections globales. L’étude géométrique que nous allons me-

ner nous permettra d’obtenir des informations sur des anneaux de séries de ce

type.

1 n
M (Z)
€ B
0 |-lo
.15
0
2
p
3 £
+00

F1G. 1. L’espace topologique .Z (Z).
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Description des espaces en jeu

Par définition, I'espace .#(Z) est I’ensemble des semi-normes multiplicatives
sur Z, c’est-a-dire des applications de Z dans R qui sont sous-additives, mul-
tiplicatives, envoient 0 sur 0 et 1 sur 1. Topologiquement, il est constitué, pour
chaque nombre premier p, d’'une branche, homéomorphe a un segment, et d’'une
branche supplémentaire, associée a la valeur absolue archimédienne usuelle. Ces
branches se rejoignent en un point agy (cf. figure 1). Signalons que la topologie
au voisinage du point ag differe de la topologie d’arbre.

Soit n € N. L’espace affine analytique de dimension n au-dessus de Z, que
nous noterons A%’an, est 'ensemble des semi-normes multiplicatives sur 1’an-
neau de polynémes Z[T},...,T,]. Il est muni d’une projection continue vers la
base .# (Z). Au-dessus des points de la branche archimédienne, les fibres de cette
projection sont isomorphes a I’espace C™ quotienté par I'action de la conjugaison
complexe et, au-dessus des points de la branche p-adique, ce sont des espaces
de Berkovich p-adiques de dimension n. Il apparalt donc clairement que, pour
étudier cet espace, il nous faudra mettre en ceuvre des techniques pouvant s’ap-
pliquer tant dans un cadre archimédien qu’ultramétrique.

Géométrie analytique complexe

Dans le cas archimédien, la géométrie analytique complexe met a notre dis-
position de nombreux outils. Les fondations de cette théorie reposent sur une
étude locale des variétés et des fonctions. La compréhension des anneaux locaux
des espaces affines y joue donc un role prépondérant. Fixons n € N. L’anneau
local 0 de I'espace affine C™ en 0 est constitué des séries de la forme

k kn
Y. ek T
(F1,eeskon ) ENT

dont le rayon de convergence est strictement positif. Le théoreme de division
de Weierstrafl nous permet, sous certaines conditions, de diviser une série de la
forme précédente par une autre et d’obtenir un reste polynomial en la derniere
variable. Une fois ce résultat connu, on démontre sans peine que 'anneau 0y
est un anneau local noethérien, régulier et de dimension n. Signalons que la
démonstration classique du théoreme de division de Weierstrafl repose sur le
théoreme de Rouché et la formule de Cauchy.
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Géométrie analytique p-adique

Bien que le corps des nombres complexes p-adiques C,, présente des analogies
avec le corps des nombres complexes C, il en differe par la topologie. Indi-
quons, par exemple, que le corps C,, est totalement discontinu (ses composantes
connexes sont réduites a des points) et n’est pas localement compact. Dans
cette situation, il n’est guére aisé de mettre en place une géométrie analytique
jouissant de propriétés raisonnables : il existe bien trop de fonctions localement
analytiques. On vérifie, par exemple, que la fonction qui vaut 0 sur le disque ou-
vert de centre 0 et de rayon 1 de C,, et 1 sur son complémentaire est localement
développable en série entiere !

Au début des années soixante, John Tate a apporté une solution a ce probléeme
(cf. [46]). Les espaces qu’il construit, appelés espaces analytiques rigides, ne sont
pas des espaces topologiques, mais des sites : on distingue certains ouverts et on
n’autorise que certains recouvrements. Par exemple, le recouvrement de C, que
nous avons décrit précédemment est interdit. Ce formalisme permet de mettre
en place, dans le cas p-adique, une géométrie analytique fort semblable a celle
que nous connaissons dans le cas complexe.

Entrons un peu dans les détails. Les objets de base sur lesquels est construite
la géométrie analytique rigide sont les algebres que 'on appelle, aujourd’hui,
algebres de Tate. Contrairement a ceux de la théorie complexe, ce ne sont pas
des anneaux locaux, mais globaux. Soit n € N. L’algebre de Tate Cp{T1,...,T,}
est constituée des éléments de la forme

S ke T LT € T, T
(k17"-7k7l)eNn

vérifiant la condition

o I okl =0

Cet anneau est précisément I'anneau des séries convergentes sur le disque fermé
de centre 0 et de polyrayon (1,...,1) de Cj. C’est le caractére ultramétrique
de la valeur absolue p-adique qui nous permet de donner un sens & cette notion
de convergence sur un disque fermé. Aucun analogue complexe ne s’est imposé
a ce jour.

Dans ce cadre, il existe également un théoreme de division de Weierstrafl qui
rend les mémes services que dans la théorie complexe. En I'utilisant, on démontre
sans peine que l'algebre de Tate Cp{T1,...,T,} est un anneau noethérien et
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régulier de dimension n. Signalons que, cette fois-ci, la démonstration du théo-
reme de division de Weierstraf3 repose sur des arguments de réduction modulo p.

1,an

FiGc. 2. La droite projective PCp .
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L’approche de Vladimir G. Berkovich

Les descriptions précédentes laissent entrevoir les difficultés qui se présentent
lorsque I'on cherche a réunir les espaces analytiques archimédiens et ultramétri-
ques dans un formalisme commun. L’approche que propose V. Berkovich des es-
paces analytiques p-adiques va permettre d’apporter une solution a ce probleme.

Choisissant un point de vue différent de celui de J. Tate, V. Berkovich ajoute
de trés nombreux points aux espaces. A titre d’exemple, la droite affine analy-
tique Aéin sur C,, qu’il définit possede une structure d’arbre et les points de C,
correspondent aux extrémités de certaines branches. Nous avons esquissé une
représentation de la droite projective analytique Péin a la figure 2. On obtient
la droite affine Aéin en enlevant le point noté oco.

Le procédé de construction qu’utilise V. Berkovich rend la description ex-
plicite de ses espaces délicate, mais ils bénéficient d’autres avantages. Ce sont,
par exemple, de véritables espaces topologiques localement compacts et locale-
ment connexes par arcs. Ces propriétés ouvrent la voie a une définition locale
du faisceau structural. Dans le cas de 'espace affine, V. Berkovich propose de
le définir comme le faisceau des fonctions qui sont localement limites uniformes
de fractions rationnelles sans poles. Indiquons que ’on retrouve bien ainsi le
faisceau construit a partir des algebres de Tate. C’est d’ailleurs véritablement
sur la théorie des espaces analytiques rigides que V. Berkovich batit la sienne et
il n’utilise guere la définition locale du faisceau.

Il est important de noter que, fait remarquable, I’espace de Berkovich affine
de dimension n sur C coincide avec C" et que le faisceau dont il est muni est
bien celui des fonctions analytiques.

Nous venons d’expliquer que les espaces analytiques de Berkovich permettent
d’envisager une étude locale des espaces analytiques sur Z. Le présent travail
constitue un premier pas dans cette direction. Soulignons que, bien que les idées
et définitions introduites par V. Berkovich invitent a adopter ce point de vue,
une telle étude n’a, a notre connaissance, jamais encore été entreprise. Indi-
quons, a présent, le plan que nous allons adopter.

Espaces analytiques sur un anneau de Banach

Le premier chapitre de notre these est consacré aux espaces analytiques sur un
anneau de Banach quelconque. Nous commengons par rappeler les définitions
des espaces analytiques au sens de V. Berkovich ainsi que la construction du
faisceau structural qu’il propose.
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Nous consacrons ensuite quelques pages a ’étude d’anneaux de séries a co-
efficients dans un anneau de Banach. En prenant des limites inductives de tels
anneaux, nous obtenons un anneau local sur lequel nous parvenons a démontrer
un théoreme de division de Weierstral (théoréme 1.2.7). Bien entendu, notre
preuve ne peut faire appel ni a la formule de Cauchy, ni a la réduction modulo
p, faute d’analogue de la premieére dans le cas ultramétrique et de la seconde
dans le cas archimédien. Nous utilisons donc une méthode, inspirée des tra-
vaux de H. Grauert et R. Remmert, faisant simplement appel a des techniques
d’algebres de Banach. A Taide de ce théoreme, nous obtenons des résultats de
noethérianité (théoremes 1.2.12 et 1.2.14) et de régularité (théoréme 1.2.17) pour
les anneaux locaux considérés. Soit n € N. A titre d’exemple, indiquons que le

sous-anneau L, de Q[T1,...,T,] constitué des séries f vérifiant les conditions
i) il existe un nombre entier ¢ et des nombres premiers py,...,p; tels que
1
rea[ L Jimn,
pP1---DPt

i) Roo(f) > 0;
iii) Vi € [1,], Ry,(f) >0
entre dans le cadre de notre étude.

Nous terminons le premier chapitre en étudiant les anneaux locaux des es-
paces de Berkovich sur un anneau de Banach quelconque. Nous montrons, en
toute généralité, qu’ils sont henséliens (corollaire 1.3.2). Ce résultat généralise
le résultat classique lorsque la base est le spectre d’un corps valué (cf. [42], cha-
pitre VII, §4, 3°™¢ exemple et [5], théoreme 2.1.5). Nous montrons ensuite que
les anneaux locaux en certains points peuvent étre décrits en termes d’anneaux
de séries convergentes. En combinant ce résultat au caractere hensélien d’un cer-
tain anneau local, nous parvenons a une nouvelle démonstration du théoreme

classique d’Eisenstein : tout élément de Q[7] entier sur Q[T'] appartient a L.

Espace analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres

Dans le deuxieme chapitre, nous fixons un anneau d’entiers de corps de
nombres A et restreignons notre propos aux espaces analytiques dont la base est
le spectre analytique .#Z (A) de cet anneau. Nous commengons par décrire cette
base elle-méme, aussi bien I’espace topologique sous-jacent, a I’aide du théoreme
d’Ostrowski, que les sections du faisceau structural.

Dans un second temps, nous présentons les résultats que nous avons obte-
nus sur un espace affine de dimension quelconque au-dessus de A. Les résultats
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du premier chapitre nous permettent de démontrer la noethérianité de certains
anneaux locaux, mais, malheureusement, d’autres restent hors de notre portée.
Le cas général nous semblant hors d’atteinte dans le temps qui nous était im-
parti, nous avons choisi de consacrer notre these a I’étude de la droite analytique
sur A. Cependant, nous restons convaincu que les méthodes que nous présentons
ici peuvent étre généralisées en dimension supérieure.

La derniere partie de ce chapitre est consacrée a une étude spécifique de la
droite affine analytique sur A. Dans ce cadre, nous sommes parvenu & démontrer
les propriétés nécessaires a son utilisation en géométrie analytique. Ainsi avons-
nous obtenu les résultats suivants (théoremes 2.3.23 et 2.3.30).

Théoréme 1. — i) La droite analytique A}L{an est un espace topologique lo-
calement compact, connexe par arcs et localement connexe par arcs, de di-
mension topologique 3.

ii) Le morphisme de projection A™ — 4 (A) est ouvert.

i11) En tout point x de A}fn, Uanneau local O, est hensélien, noethérien et
régulier.

iv) Le faisceau structural O sur Ai{an est cohérent.

Espaces de Stein

Dans le troisieme chapitre, nous nous restreignons toujours a la droite affine
au-dessus de .# (A). Nous cherchons a jeter les bases d’une théorie des espaces
de Stein sur A}L{an. Les définitions que nous prenons sont les définitions coho-
mologiques habituelles : une partie P de la droite A}L{an est dite de Stein si elle
vérifie le théoreme A :

pour tout faisceau cohérent % sur P et tout point x de P, la fibre .%,
est engendrée par les sections globales .7 (P)

et le théoréeme B :

pour tout faisceau cohérent .# sur P et tout entier ¢ € N*, nous
avons H1(P,.%#) = 0.

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant (corollaire 3.3.28).
Théoreme 2. — Les disques ou couronnes de Ai’an, ouverts ou fermés, au-
dessus des parties semi-analytiques de M (A) sont parties de Stein.

Comme d’habitude, on appelle partie semi-analytique de .# (A) toute partie
qui est localement définie par une combinaison booléenne d’inégalités, larges ou
strictes, entre fonctions. Ce théoréme vaut en fait pour les couronnes au-dessus
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des éléments d’une classe de parties de .# (A) un peu plus générale qui contient,
par exemple, les branches fermées de .Z(A).

Nous commencons par traiter le cas des couronnes fermées. La démonstration
que nous proposons reprend la structure de la preuve classique, en géométrie
analytique complexe, du fait que les blocs compacts, c’est-a-dire les produits
de segments réels dans C", sont des espaces de Stein (cf. [27], chapitre III

t [18]). Les ingrédients essentiels en sont le lemme d’attachement de Cousin,
qui permet, sous certaines hypotheses, d’écrire une fonction analytique f définie
sur une intersection de compacts K~ N K+ comme différence d’une fonction
analytique f~ sur K~ et fT sur KT et le lemme d’attachement de Cartan, qui
en est la version multiplicative.

La démonstration de ces lemmes met en jeu des outils & la fois analytiques et
arithmétiques. Si les compacts K~ et KT sont définis, respectivement, par les
inégalités |T'| <r et r < |T| < s, il s’agit essentiellement d’écrire une série de la

forme
f= Z ap TF
keZ
comme différence f~ — T, avec
= Z ap TF et f+ = Zaka.
kEN k<0

Supposons, a présent, que A = Z et que K~ et K sont les compacts de .# (Z)
définis, respectivement, par les inégalités |p| < % et [p| > %, ol p est un nombre
premier. Il s’agit alors d’écrire un élément de Q, comme somme, ou produit, d'un
élément de Zj, et d’un élément de Z,). Bien entendu, dans un corps de nombres,
ce probleme peut se révéler plus délicat et nous ferons appel au théoreme d’ap-
proximation forte et a la finitude du groupe de Picard.

En ce qui concerne les couronnes ouvertes, le principe consiste a construire
une exhaustion par des couronnes fermées. Le fait que les couronnes ouvertes
soient de Stein ne découle cependant pas formellement de I'existence d’une telle
exhaustion. Comme dans le cadre de la géométrie analytique complexe, des pro-
priétés supplémentaires sont nécessaires et nous sommes amenés a introduire une
notion d’exhaustion de Stein (définition 3.3.3). Signalons que la démonstration
des propriétés requises passe, notamment, par un résultat de fermeture pour les
sous-modules d’un module libre (théoreme 3.3.23).
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Applications

De méme que la géométrie analytique complexe permet de démontrer des
résultats sur les fonctions holomorphes, nous obtenons, a ’aide des théorémes
que nous avons établis concernant la droite affine Ai{an, des propriétés des séries
arithmétiques convergentes (au sens du début de lintroduction). C’est 1’objet
du quatrieme chapitre de notre these. Donnons un exemple de telle propriété.

Notons D le disque unité ouvert de C.

Théoréeme 3. — Soient E et F deux parties disjointes, fermées et discrétes
de D ne contenant pas le point 0. Soient (ng)ecr une famille d’entiers positifs

et (Py)per une famille de polynomes sans terme constant. Nous supposerons que
1. quel que soita € E, a € E et ng =ng ;
2. quel que soitbe F,be F etPl—,:Fb.

Alors il existe g,h € Z[T] N O(D), avec h # 0, qui vérifient les propriétés
sutvantes :

i) la fonction f = g/h est holomorphe sur D\ F ;

i1) quel que soit a € E, la fonction f s’annule en a & un ordre supérieur a ng ;
i11) quel que soit b € F, on a f(z) — By (ﬁ) € Op;
i) on a f € Z[T]N Oy.

Ce résultat se démontre par des méthodes cohomologiques. Lorsque la par-
tie E est vide, nous utilisons la suite exacte courte 0 — 0 — A4 — MH |0 — 0
et le fait que le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de Alz’an est une partie de
Stein. Lorsqu’elle ne l'est pas, nous utilisons le méme argument en remplacant
le faisceau ¢ par un diviseur de Cartier adéquat.

Soit P un ensemble fini de nombres premiers. Notons N € N* leur produit. Il
est possible d’imposer également, pour tout nombre premier p € P, les parties
principales de la série f comme fonction méromorphe sur le disque de centre 0 et
de rayon 1 dans C,,. Il nous faudra alors autoriser les coefficients de g, de h et du
développement de f en 0 & appartenir a Z[1/N]. Bien entendu, nous disposons
du résultat analogue pour tout corps de nombres (corollaire 4.1.10).

Nous proposons, ensuite, une application de nos méthodes a la noethérianité
d’anneaux de séries arithmétiques convergentes. Pour I’obtenir, nous nous sommes
inspiré du théoréme suivant de J. Frisch (cf. [26]).
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Théoréme (Frisch). — Soit X une variété analytique réelle ou complexe. Soit
K une partie compacte de X, semi-analytique et de Stein. Alors l'anneau des

fonctions analytiques au voisinage de K est noethérien.

Comme 'ont montré des résultats ultérieurs (cf. [45], théoreme 1), ’hypothese
de semi-analyticité peut étre affaiblie. C’est pourquoi nous introduisons ici une
notion de partie morcelable (définition 4.2.6). Nous obtenons alors le résultat
suivant (théoreme 4.2.9).

Théoréeme 4. — Soit L une partie de Ai{an compacte, morcelable et de Stein.

Alors l'anneau O(L) des fonctions analytiques au voisinage de L est noethérien.

En appliquant ce théoreme aux disques fermés au-dessus des parties semi-

analytiques de .Z(Z), nous obtenons le résultat suivant (corollaire 4.2.13).

Corollaire 5. — Soientt un entier, p1,...,p; des nombres premiers, 11, ..., T+, Too
des éléments de l'intervalle 0, 1[. Alors, l’anneau formé des séries

1
rea|——|m
P11 Dt
vérifiant les conditions
Roo(f) > 1o et Vi € [1,t], Ry, (f) > 1

est un anneau noethérien.

Si 'on considere uniquement des séries a coefficients entiers et que ’on n’im-
pose donc des conditions que sur le rayon de convergence complexe, nous re-
trouvons un résultat de D. Harbater (cf. [34], théoréeme 1.8). La preuve qu’il
en propose est tres algébrique : elle consiste & décrire tous les idéaux premiers
de I'anneau a l’aide de manipulations fort astucieuses sur les séries. Insistons
sur le fait que notre démonstration repose sur des arguments géométriques et
suit de pres les méthodes de la géométrie analytique complexe. En ce sens, elle
nous semble porter des promesses de généralisation. Signalons, enfin, que notre
résultat s’étend a tout anneau d’entiers de corps de nombres.

Un résultat de connexité pour les variétés analytiques p-adiques.
Privilege et noethérianité.

La seconde partie de notre these est totalement indépendante de la premiere
et constitue la version actuelle d’un article a paraitre dans la revue Compositio
Mathematica. Elle se distingue du reste du texte dans le sens ou elle est consacrée
a I’étude de certaines propriétés des espaces de Berkovich classiques, c¢’est-a-dire
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sur un corps ultramétrique complet. Indiquons également que cette partie est
antérieure a la précédente.

La preuve du théoreme de J. Frisch mentionné plus haut repose sur des ar-
guments géométriques : elle fait appel a la noethérianité des anneaux locaux,
a un dévissage local des faisceaux cohérents, a la notion de voisinage privilégié
et aux stratifications de parties semi-analytiques. Nous avons cherché a adapter
cette démonstration au cadre des espaces de Berkovich et nous sommes donc
intéressés a la notion de voisinage privilégié. Cette condition technique ne nous
intéressait pas pour elle-méme, mais seulement parce qu’elle nous permettait de
suivre la preuve de J. Frisch. Nous nous sommes rapidement rendu compte que
nous pouvions démontrer ’existence de voisinages privilégiés pourvu que nous
disposions du résultat suivant (théoreme 1).

Théoréeme 6. — Soient k un corps ultramétrique complet, X un espace k-
affinoide irréductible et f une fonction analytique sur X. Alors, le domaine
affinoide défini par

{r e X|[|f(x)] = €}
est irréductible, dés que € est assez petit.

Cet énoncé peut étre compris comme une généralisation, dans le cadre des es-
paces affinoides, du théoréme d’extension de Riemann. Bien que la structure de
la preuve que nous proposons soit assez simple, il nous a fallu recourir a des outils
sophistiqués tels que le théoreme de la fibre réduite de S. Bosch, W. Liitkeboh-
mert et M. Raynaud, assurant 1’existence de bons modeles entiers des espaces,
ou le théoreme de déramification d’Epp. Signalons que, dans le prolongement
du théoreme précédent, nous avons également établi le résultat suivant, que ’on
peut comprendre comme une propriété de modération topologique (théoréeme 2).

Théoréeme 7. — Soient k un corps ultramétrique complet, X un espace k-

affinoide et f une fonction analytique sur X. Alors il existe une partition finie
P de RT de la forme

P =1{[0,a0],]ao,a1l,...,]ar—1,ar],la,, +oo[},

our € N et (a;)o<i<r est une suite croissante d’éléments de Rx U{0}, satisfai-
sant la condition swivante : quel que soit I € P, quels que soient €', € I, avec
e’ < e, linclusion

{zeX||f(2)] = e} c {z e X||f(2)] 2 €'}
nduit une bijection entre les ensembles de composantes connezes

mo({z € X|[|f(2)] =2 e}) = m({z € X ||f(2)| = €'}).
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Le méme résultat vaut pour le foncteur qui associe a un espace k-analytique
l’ensemble de ses composantes irréductibles.

Dans ce théoreme, I'ensemble Rx désigne le sous-Q-espace vectoriel de R
engendré par les valeurs non nulles de la norme spectrale sur I'algebre de X.
Par exemple, si I'espace X est strictement affinoide sur le corps Q,, on a

RX:\/@ZPQ

Nous retrouvons et étendons ainsi un résultat qui figure dans 'article [1]
d’A. Abbes et T. Saito. Leur texte est consacré a la théorie de la ramification
sur un corps local a corps résiduel imparfait et, dans ce cadre, les nombres réels
ai,...,a, sont liés aux sauts de la filtration de ramification.

La preuve originale du théoreme de J. Frisch utilise de fagon essentielle I’exis-
tence de stratifications pour les parties semi-analytiques. Cependant, au cours
de nos lectures, nous en avons découvert, dans l'ouvrage [2] de C. Banica et
O. Stanasila, une démonstration plus simple. Signalons que les auteurs attri-
buent cette preuve a A. Grothendieck, mais nous n’avons pu en trouver trace.
Elle repose sur des techniques classiques de géométrie analytique complexe, es-
sentiellement le dévissage local de faisceaux cohérents et la normalisation, dont
les analogues existent dans la théorie de V. Berkovich. Il nous a été aisé d’adap-
ter cette démonstration au cadre des espaces de Berkovich.
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CHAPITRE 1

ESPACES ANALYTIQUES SUR UN ANNEAU
DE BANACH

Le premier chapitre de notre theése est consacré aux espaces analytiques sur
un anneau de Banach quelconque, au sens de Vladimir G. Berkovich. Nous
commengons par rappeler les constructions qu’il propose dans l'ouvrage [4],
a la fois pour l'espace topologique et le faisceau structural. Nous donnons, en
particulier, une description explicite de la droite affine analytique au-dessus d’un
corps valué complet quelconque.

Dans un deuxieme temps, nous définissons et étudions des anneaux de séries
convergentes a coefficients dans un anneau de Banach. Une limite inductive de
tels anneaux se comporte, en un certain sens, comme ’anneau local d’un espace
analytique et nous montrons, par exemple, qu’ils satisfont les théoremes de di-
vision et de préparation de Weierstraf3. Une fois ces outils & notre disposition,
plusieurs propriétés, telles la noethérianité ou la régularité, suivent.

Pour finir, nous entreprenons une breve étude de la topologie de ’espace ana-
lytique au voisinage de certains points. Nous en déduisons une description expli-
cite de certains anneaux locaux en termes d’algebres de séries convergentes. Nous
concluons par un exemple dans lequel nous regroupons les résultats démontrés
jusqu’alors. A titre de divertissement, nous proposons une démonstration du
théoreme classique d’Fisenstein concernant les séries a coefficients dans Q en-

tieres sur Q[T en termes d’espaces analytiques.
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1.1. Définitions

1.1.1. Spectre d’un anneau de Banach

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par définition, I’ensemble sous-jacent
au spectre Spec(A) de Panneau A est l'ensemble des idéaux premiers de A.
D’apreés [32], Introduction, 13, il est en bijection avec ’ensemble des classes
d’équivalence de morphismes unitaires

A—k,

ol k est un corps. Deux morphismes de A vers des corps ki et ko sont dits
équivalents s’ils prennent place dans un diagramme commutatif de la forme

suivante :

7
W

A——ky

ko

La bijection précédente peut étre décrite explicitement. Tout d’abord, si
A — k est un morphisme unitaire vers un corps, son noyau est un idéal pre-
mier de A et donc un élément de Spec(A). Réciproquement, si = est un point
de Spec(A), il correspond & un idéal premier p, de A. On construit alors un
morphisme de A vers un corps de la facon suivante :

A — A/p, — Frac(A/p.).

Le corps k(z) = Frac(A/p,) est appelé corps résiduel du point x. Par ailleurs, on
vérifie que tous les morphismes représentant = se factorisent par le morphisme

A — k(z).

Si nous désirons faire de la géométrie analytique, nous aurons besoin de dispo-
ser de notions de normes et de convergence. Nous allons donc considérer non plus
un simple anneau, mais un anneau de Banach. De méme, nous allons remplacer
les morphismes vers des corps par des morphismes bornés, et donc continus, vers
des corps wvalués.
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Précisons un peu. Soit (<7, ||.||) un anneau de Banach. Rappelons que, par

définition, cela impose a la norme ||.|| d’étre sous-multiplicative :
vi.ge, |fgl < IIfIgll-
Définition 1.1.1. — Un caractere de (<7, ||.||) est un morphisme borné

X (A L) — (K, L),
ou (K,|.|) désigne un corps valué complet.

Remarque 1.1.2. — Dire que le morphisme x : (<, ||.||) — (K,].|) est borné
signifie qu’il existe C' > 0 tel que, quel que soit f € &7, nous ayons

IX(HI < CIfIl-
Soient f € o7 et n € N*. Nous avons alors
IX(H) = Ix(FMIY < et e < e £l
En passant a la limite quand n tend vers +oo, nous obtenons

IXCHOI< I

Nous pourrons donc toujours supposer que C' = 1.

Nous dirons que deux caracteres
Xt (A1) = (K1, ) et xo = () — (K2, |]2)
sont équivalents s’il existe un troisieme caractere
xo : (A, |II]) = (Ko, [-]o)
et deux morphismes isométriques
g1+ (Ko, |-lo) — (K1, [.[1) et ja : (Ko,]|-lo) — (Ka,|.|2)
qui font commuter le diagramme

(K1, ) -

(o, |I.|) —— (Ko, |.lo)

(K2, [-]2)

Comme dans le cas des schémas, nous pouvons décrire les classes d’équivalence

de caracteres d’une facon explicite. A cet effet, nous aurons besoin de la définition

suivante.
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Définition 1.1.3. — Une semi-norme multiplicative bornée sur (<7, ||.|)
est une application |.| : &/ — Ry vérifiant les propriétés suivantes :

i) 0| =0;

ii) 1] =1;

i) Vf,g € o, |f +al < |fl+gl;
w) Vf g€, |fgl=|fllgl;
v) 3C > 0,Vf e o, |f| < C|f].

Remarque 1.1.4. — Le méme raisonnement que pour les caracteres nous montre

que 'on peut supposer que C' = 1.

L’ensemble des classes d’équivalence de caracteres sur (<7, ||.||) est en bijec-
tion avec I’ensemble des semi-normes multiplicatives bornées sur (<7, ||.||). Nous
pouvons décrire cette bijection explicitement. A tout caractere

X : (L) — (K1),
on associe la semi-norme multiplicative

RN SN

Elle est bornée car le morphisme y est borné. On vérifie immédiatement que la
semi-norme obtenue ne dépend que de la classe d’équivalence du caractere .

Réciproquement, soit |.|, une semi-norme multiplicative bornée sur (<, ||.||).
L’ensemble

px:{fedv |f|m:0}

est un idéal premier de 7. Le quotient A/p, est un anneau integre sur lequel
la semi-norme [.|, induit une valeur absolue. Nous noterons J#(|.|) le complété
du corps des fractions de cet anneau pour cette valeur absolue. La construction
nous fournit un morphisme

o — H(|.|).

On vérifie sans peine qu’il est borné et donc que c¢’est un caractere. Comme dans
le cas des schémas, tout caractere représentant la semi-norme multiplicative |.|,
se factorise par le caractere o — J(].|,).
Ces considérations motivent la définition suivante.

Définition 1.1.5 (Berkovich). — On appelle spectre analytique de [’an-
neaw de Banach (<, ||.||) et l'on note A (<7, ||.||), ou plus simplement 4 (<)
st aucune ambiguité n’en résulte, ’ensemble des semi-normes multiplicatives
bornées sur <f .
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Soient f un élément de o/ et x un point de .#(</). Notons |.|, la semi-
norme multiplicative bornée sur .7 associée au point x. Nous appellerons corps
résiduel complété du point = et noterons .7 (z) le corps #(].|;) défini pré-
cédemment. Nous noterons f(x) € () 'image de I'élément f de A par le
caractere A — J(x). Le corps . (x) est muni d’une valeur absolue, que nous
noterons toujours |.|. Cela n’entrainera aucune confusion. Avec ces notations,
nous avons donc

[f@)] = [fle-
Comme les notations I'indiquent, nous considérons désormais les éléments de A
comme des fonctions sur l'espace .Z(A).

Munissons, & présent, le spectre analytique .# (/') d’une topologie : la topolo-
gie la plus grossiere rendant continues les applications d’évaluation, c¢’est-a-dire
les applications de la forme

M) — Ry
z = [fl@)]”

avec f € «/. Il vérifie alors des propriétés remarquables (cf. [4], théoréme 1.2.1).

Théoréme 1.1.6 (Berkovich). — Le spectre analytique 4 (<) est un espace
topologique compact. Si 'anneau &/ n’est pas nul, cet espace n’est pas vide.

1.1.2. Espace affine analytique

Soit (7, ||.]|) un anneau de Banach. Maintenant que nous avons défini le
spectre analytique de cet anneau, nous pouvons définir ce qu’est ’espace affine
au-dessus de celui-ci. Soit n € N.

Définition 1.1.7 (Berkovich). — L’espace affine analytique de dimension n
sur (&, ].]]) est U'ensemble des semi-normes multiplicatives sur o/[Ty,...,T,]
dont la restriction a (< ,]|.]|) est bornée. Nous le noterons A",

En reprenant le raisonnement du paragraphe précédent, on montre que I’en-
n,an .s . ;.
semble A ™ est en bijection avec I'ensemble des classes d’équivalence de mor-
phismes

”Q{[Tlv"'aTn] - Kv

ol K est un corps valué complet, dont la restriction & o/ est bornée. Comme
précédemment, nous associons & chaque point z de A;an un corps résiduel
complété 7 (x) et, pour tout élément f de </[T1,...,T,], désignons par f(z)
I'image de f par le morphisme </[T},...,T,| — J€(x).
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Nous munissons également l’espace Azan de la topologie la plus grossiere
pour laquelle les applications d’évaluation sont continues. Il vérifie alors encore
certaines propriétés topologiques (cf. [4], remarque 1.5.2.(1)).

Théoréme 1.1.8 (Berkovich). — L’espace analytique A" est un espace to-
pologique séparé et localement compact.

Il nous parait, a présent, utile de décrire explicitement 1’espace et sa topologie
dans quelques cas simples. Nous nous restreindrons donc au cas ou 'anneau de
Banach (7, ||.||) est un corps valué complet (k, |.|). Son spectre analytique .# (k)
est alors constitué d’un seul point. Si le corps k est archimédien, nous ferons le
lien entre l'espace AZ’an et les espaces analytiques réels et complexes usuels. Si
le corps k est ultramétrique, nous nous contenterons de décrire la droite Ai’an.

1.1.2.1. Espace affine sur un corps archimédien

Commencgons par supposer que le corps (k, |.|) est un corps muni d’une valeur
absolue archimédienne pour laquelle il est complet. D’apres [16], VI, §6, n° 4,
théoreme 2, il existe s € ]0, 1] tel que le corps valué (k, |.|) soit isométriquement
isomorphe au corps (R, [.|5,) ou au corps (C,[.|5,), ou |.|e désigne la valeur
absolue usuelle.

Supposons que (k,|.]) = (C,|.|s). Soit n € N. Les points de A&™ sont en
bijection avec les classes d’équivalences de caracteres de C[T1,...,T,]. Soit

x:C[T,...,T,] = L

un tel caractere. D’apres le théoreme de Gelfand-Mazur (c¢f. [16], VI, §6, n° 4,
théoréeme 1), le corps L est isomorphe & C. Posons

Q= (X(T1)7 cet >X(Tn)) cC".

Alors le caractére x n’est autre que le morphisme évaluation au point o de C™.
On en déduit que les ensembles AG™ et C™ sont en bijection. D’autre part,
il est clair que les topologies coincident. Les espaces A’é’an et C" sont donc
homéomorphes.

Supposons, a présent, que (k,|.|) = (R,|.|x). Soit n € N. Le méme rai-
sonnement que précédemment montre que 'espace Agan est homéomorphe au
quotient de 'espace C™ par la conjugaison complexe.

1.1.2.2. Droite sur un corps trivialement valué

Dans cette partie, nous supposerons que le corps k est muni de la valeur
absolue triviale |.|p. Nous nous contenterons de décrire la droite affine analytique
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Ai’an. Soit x un point de A,lg’an. 11 lui correspond une semi-norme multiplicative
.|z bornée sur k. Notons

P :{fe k[T]||f|x :0}'

C’est un idéal premier de k[T]. Supposons que ce ne soit pas l'idéal nul. Il
existe alors un polynéme irréductible P(T') de k[T] qui engendre 'idéal p,. La
semi-norme multiplicative |.|,, induit une valeur absolue sur le quotient

k[T]/pa = K[T]/(P(T))

qui est une extension finie du corps k. Cette valeur absolue ne peut étre que la
valeur absolue triviale. Par conséquent, nous avons

||gc : 0 si P ‘ Q
Q) = { 1 sinon

Nous noterons 7p le point de Al,lf’an correspondant. Nous avons
A (npo) = K[T]/(P(T)).

Supposons, a présent, que l'idéal premier p, soit nul. La semi-norme mul-
tiplicative |.|; est alors en fait une valeur absolue sur k[T]. Par hypothese, la
restriction de cette valeur absolue a k est bornée par la valeur absolue triviale.
En particulier, quel que soit n € N, nous avons |n.1|, < 1. On en déduit que la
valeur absolue |.|, est ultramétrique en utilisant le lemme classique suivant.

Lemme 1.1.9. — Soit (k,|.|) un corps valué. La valeur absolue |.| est ultramétrique
si, et seulement si, quel que soit n € N, nous avons |n.1| < 1.

Démonstration. — L’implication directe découle directement de l'inégalité ul-
tramétrique et du fait que |1| = 1.

Supposons que, quel que soit n € N, nous avons |n.1| < 1. Soient a,b € k.
Soit p € N*. Nous avons

la+0bP = |(a+Db)P|

p
S Clat
=0

p

< > |G| lal' b~
1=0

< p max(|al, [b])”.
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En élevant I'inégalité obtenue & la puissance 1/p et en faisant tendre p vers +oo,
on obtient
|la 4 b| < max(|al, [b]).

nQyO

npo

Fia. 1. Droite analytique sur un corps trivialement valué.

Nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d’abord, que |T'|, < 1. On
en déduit facilement que, quel que soit f € k[T], nous avons

Ifle < 1.

L’inégalité ultramétrique nous montre que la partie

P, = {f € KT/l <1}

est un idéal premier de k[T]. Si cet idéal est nul, alors nous avons |.|, = |.|o. Dans
les autres cas, 'idéal p/, est engendré par un polynéme irréductible P de k(T).
Notons vp la valuation P-adique sur k[T]. Il existe r € ]0,1] tel que |P|, = r.
Quel que soit Q(T') € k[T], nous avons alors

Q. = ror(Q)

Nous noterons np, le point de A,lfw1 correspondant. Le corps résiduel complété
€ (npy) en ce point est le complété du corps k(7T') pour la topologie P-adique. Si
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P(T) =T, nous noterons 7, le point correspondant. Le corps résiduel complété
J€(ny) est alors isomorphe au corps des séries de Laurent k(7).

Supposons, a présent, que |T'|,, > 1. Il existe r > 1 tel que |T|,, = r. L’inégalité
ultramétrique montre alors que, quel que soit Q(7T') € k[T], nous avons

Q| = rdes(@)

Nous noterons 7, le point de A,lfw1 correspondant. Le corps résiduel complété
A (n,) en ce point est isomorphe au corps k(7).
Introduisons encore quelques notations. Pour « € k et r € [0, 1], nous noterons

Na,r = NT—a,r-

Si r = 0, nous noterons parfois simplement a le point 74,0.

1.1.2.3. Droite sur un corps ultramétrique quelconque

Il est également possible de décrire la droite analytique au-dessus de tout corps
ultramétrique complet. Nous allons en fait nous limiter au cas des corps qui sont
également algébriquement clos. Cette restriction ne nuit pas a la généralité de
notre propos. En effet, d’apres [4], corollaire 1.3.6, si k désigne un corps valué
complet, k I'une de ses clotures algébriques et kle complété de cette derniere,
alors le groupe de Galois Gal(k/k) agit sur ket le morphisme naturel

A%an /Gal(k/k) = A™

est un isomorphisme.

Nous supposerons donc, désormais, que k est un corps ultramétrique complet
algébriquement clos. Nous reprenons la description donnée par V. Berkovich
dans [4], §1.4.4. 11 distingue quatre types de points. Soit a € k. L’application

d’évaluation

P(T) — [P(a)|
définit une semi-norme multiplicative sur k[T bornée sur k et donc un point de
Ai’an. Nous noterons a ce point. Un tel point est dit de type 1. En ce point le
corps résiduel complété est simplement

H(a) = k.
Soient a € k et r > 0. L’application

T —a)” n
%cn( a)" — 1n11€a13]<(\cn\r)
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m =nN1,1 =121

n2,r (r & p%)

points de type 4

F1G. 2. Droite analytique sur le corps C, muni de la valeur absolue |.|p.

définit encore une semi-norme multiplicative sur k[T bornée sur k. Seul le ca-
ractere multiplicatif n’est pas immédiat. Il provient en fait de l'inégalité ul-
tramétrique. Nous noterons 7, , le point de la droite Ai’an correspondant. Il est
remarquable que, contrairement a ce que notre notation peut laisser croire, le
point 7,, ne dépend que du disque de centre a et de rayon r. En particulier,
pour b € k, nous avons

Na,r = M, des que la —b] <.

Les différents points 7,, se comportent différemment selon que le nombre réel
r appartient ou non au groupe |k*|. Lorsque r € |k*|, le point 7,, est dit de
type 2. Nous avons alors

—_—

H (o) = K(T) et | (nay)*| = k7).



14 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Lorsque 7 ¢ |k*|, le point 7, est dit de type 3. Nous avons alors
H (Nar) = k et le groupe | (1a,)*| est engendré par |k*| et r.
Signalons que lorsque a = 0, nous noterons simplement 7, = 7,

Il nous reste un type de points a décrire. Soient I un ensemble ordonné,
a = (a;);er une famille de k et 7 = (7;);e; une famille de nombre réels stricte-
ment positifs qui vérifient les propriétés suivantes :

Z) Vi < j? E(aiari) - E(CL]’,T]') 5

ii) (\Dlai,rs) = 0.
el
De telles familles existent lorsque le corps k£ n’est pas maximalement complet
(cf. [36], définition 5.2). Ce sera, par exemple, le cas pour le corps C,, pour tout
nombre premier p. Remarquons que nous devons avoir

i) =0

sinon le caractére complet du corps k imposerait a 'intersection des disques de
contenir un point. L’application
P(T) — nf(Pa,))

définit une semi-norme multiplicative sur k[1"] bornée sur k. Nous noterons g, »
le point de la droite Ai’an correspondant. Un tel point est dit de type 4. Le
corps résiduel complété en ce point est une extension immédiate du corps k : il
vérifie o
%(nam) =k et |<%ﬂ(77a,r)*| = |K*].
Pour terminer, introduisons un peu de terminologie. Revenons au cas d’un
corps k ultramétrique complet quelconque et donc plus nécessairement algébriquement

clos. Considérons le morphisme de changement de base
DAL A
2 i — Ay

C’est un morphisme surjectif. Nous dirons qu’un point x de la droite analytique
Al,lf’a]n est de type i, pour i € [1,4], si 'un des ses antécédents par le morphisme
¢ est de type i (c’est alors le cas pour tous).

Soit P(T) un polynome irréductible de k[T]. Notons ay, ..., a4, avec d € N*,
ses racines dans k. L’application

ET] — R+
Q(T) { 0 siP|@Q

1 sinon
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est une semi-norme multiplicative sur k[T], bornée sur k. Nous noterons np le
point de la droite A,lfw1 correspondant. Un tel point est dit rigide. Nous avons
alors
H(npp) = k[T]/(P(T)).
Nous avons alors
v (npo) = {ou, ..., aa}.
Si P(T) est un polynoéme de la forme 7' — a, avec a € k, la semi-norme n’est
autre que 'application d’évaluation
E[T] — Ry
QT) — [Qa)] "

Un tel point est dit rationnel.
1.1.3. Faisceau structural

Pour parvenir a faire de la géométrie sur les espaces analytiques au sens
précédent, nous devons en faire des espaces localement annelés. Nous suivons,
ici encore, la construction de [4], §1.5. Soit (<7, ].||) un anneau de Banach et
soit n € N. Nous nous restreindrons cependant a certains types de normes

particuliers.
Définition 1.1.10. — On appelle semi-norme spectrale sur (<7, ||.||) la semi-
norme définie par
1
vt e Il = max (7@ = it ([£4]°).
L’égalité provient de [4], théoréme 1.3.1.
Définition 1.1.11. — On dit que la norme ||.|| est uniforme si elle est équivalente

a la semi-norme spectrale, c’est-a-dire s’il existe deux constantes C_,Cy > 0
telles que
Vied, C_|fllsp < IfI < Ci |l fllsp-
Dans la suite, nous supposerons toujours que la norme [|.| est uniforme.
Cela impose en particulier a la semi-norme spectrale d’étre une norme et donc

a 'anneau & d’étre réduit. Nous disposons également d’un homéomorphisme
M) = (A | sp)
induit par 'application identité.

Définissons, a présent, le préfaisceau % des fractions rationnelles sans poles
sur A7 de la fagon suivante : pour tout ouvert U de AV™, I'anneau 7 (U)
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est le localisé de «/[T1,...,T,] par 'ensemble de ses éléments qui ne s’an-
nulent en aucun point de U. Exprimons cette définition a l'aide de notations
mathématiques. Soit un ouvert U de A”™. Posons

SU:{PGJZ{[TL...,THHV%GU, P(a:);éO}

Nous avons alors
HU) =S5 [T, ..., T,).

Nous allons maintenant définir les fonctions analytiques comme les fonctions
qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans poles. Plus
précisément, pour tout ouvert U de A™, on définit ¢(U) comme Pensemble
des applications

U= || #®@),
zelU
ou f(z) € A (x) pour tout x € U, vérifiant la condition suivante : quel que
soit z € U, il existe un voisinage ouvert V de z dans U et une suite (R;);en de
(V) telle que, quel que soit € > 0, il existe j € N pour lequel on ait

Vizj,Vy eV, |f(y) - Ri(y)| <e.
On vérifie immédiatement que & est bien un faisceau d’anneaux sur Aym.
En outre, quel que soit = € A@an, la fibre &, au point x est un anneau local
dont I'idéal maximal est I’ensemble des germes de fonctions qui s’annulent au

point x.

Remarque 1.1.12. — L’application naturelle
o — O(M(A))

est injective. C’est, en grande partie, pour disposer de ce résultat que nous
supposons que la norme [|.|| sur 'anneau de Banach &7 est uniforme.

Remarque 1.1.13. — L’application identité de (<7, ||.||) vers (<, ||.||sp) induit
un isomorphisme d’espaces annelés

n,an =~ n,an
Adl = Ad

Pour de nombreuses questions, nous pourrons donc supposer que la norme |.||
est la norme spectrale.

Remarque 1.1.14. — Si 'anneau de Banach considéré est 'anneau C muni
de la valeur absolue usuelle, nous retrouvons la notion habituelle de fonction
holomorphe. En effet, toutes les fractions rationnelles sans poles sur un ouvert
de C™ sont holomorphes sur cet ouvert et il est bien connu qu’une limite uniforme
de fonctions holomorphes reste holomorphe.
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Réciproquement, toute fonction holomorphe sur un ouvert U de C” est loca-
lement limite uniforme de polynomes. I1 suffit, par exemple, de recouvrir 'ouvert
U par des polydisques ouverts dont I’adhérence est contenue dans U.

Nous disposons, a présent, d’une notion de fonction analytique sur les ouverts
de l'espace AV™. Nous pouvons en déduire une définition générale d’espace
analytique. Nous la donnons ci-dessous dans un souci d’exhaustivité, mais ne
I'utiliserons pas. Dans le cas complexe, un espace est dit analytique s’il est
localement isomorphe a un fermé analytique d’un ouvert d’un espace affine. La

définition suivante s’impose donc naturellement.

Définition 1.1.15 (Berkovich). — On dit qu’un espace localement annelé (V, Oy)
est un modele local d’un espace analytique sur & s’il existe un entier

n € N, un owvert U de A et un faisceau 9 d’idéauz de type fini de Oy
tels que (V, Oy) soit isomorphe au support du faisceau Oy /%, muni du faisceau
ﬁU/f

On appelle espace analytique sur o7 tout espace localement annelé qui est
localement isomorphe a un modéle local d’un espace analytique sur < .

1.1.4. Parties compactes rationnelles

Soient (&7, |.||) un anneau de Banach muni d’une norme uniforme et n € N
un entier. Soit V' une partie compacte de I’espace analytique A@an. Définissons
Panneau % (V') comme le localisé de 'anneau <7[17, ..., T,]| par 'ensemble des
éléments qui ne s’annulent pas au voisinage de V. Notons Z (V) le complété de
cet anneau pour la norme uniforme ||.||y sur V. C’est un anneau de Banach muni
d’une norme uniforme. En effet, quel que soient P € J# (V) et k € N*, nous
avons ||[P¥|y = ||P||¥ et cette propriété s'étend & %(V). Remarquons encore

que le morphisme naturel
f : ”Q{[TlvaTn] - ‘%(V)
est borné sur 7. Il induit donc un morphisme entre espaces localement annelés
o: MABV)) — A"

Il est naturel de chercher a décrire 'image de ce morphisme et, plus généralement,
a comprendre ses propriétés.

Commencons par une propriété topologique simple.

Lemme 1.1.16. — Le morphisme @ réalise un homéomorphisme sur son image.
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Démonstration. — Puisque 'espace .# (% (V)) est compact, il nous suffit de
montrer que le morphisme ¢ est injectif. Soient x et y deux points distincts
de #(#(V)). Notons |.|; et ||, les semi-normes multiplicatives bornées sur Z(V)
associées. Par hypothese, il existe un élément P de #(V) tel que

|Pla # |Ply-
La densité de 2 (V) dans Z (V') nous permet d’en déduire qu’il existe Q € (V)
tel que

En écrivant () comme élément du localisé de </ [T, ..., T,], on montre alors qu’il
existe un polynéme P € &/[T1,...,T,] tel que

3(P)]a 7 [3(P)ly-

Par conséquent, les points ¢(z) et p(y) de A™ sont distincts. O

En fait, nous disposons méme d’un isomorphisme d’espaces annelés si 'on

s’autorise a restreindre le morphisme a la source et au but.

Lemme 1.1.17. — Notons U Uintérieur de l'image de ¢ dans A" . Le mor-
phisme
Vi (U) = U

mnduit par ¢ est un isomorphisme d’espaces annelés.

Démonstration. — Soit x € p~1(U). Notons y = (x) = ¢(x). Il nous suffit de

montrer que le morphisme induit

¢; : ﬁU,y — ﬁgpfl(U),:c

est un isomorphisme. L’injectivité provient directement du fait que ¢ est un
homéomorphisme.

Montrons que ce morphisme est surjectif. Soit g € O,-1(1),. Notons % !
le préfaisceau des fractions rationnelles sur .#(#(V)). 1l existe un voisinage
compact W de z dans ¢~ 1(U) et une suite (Ry)ren d’éléments de ¢/ (W) qui
converge uniformément vers g sur W. Soit k& € N. Par définition de #’ (W), il
existe un élément Sy de 2 (¢(W)) tel que

9 (5%) — Rellw < 5.
La suite (Sk)ren étant de Cauchy uniforme sur ¢ (W), elle converge vers un
élément de Z((W)). Son image dans I’anneau local Oy, est envoyée sur g

par 1. O
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Signalons qu’il est essentiel de restreindre le morphisme. En effet, si le com-
pact V est réduit & un point x, nous avons, par définition, B(V) = ' (z).
L’homéomorphisme induit par ¢ est donc

M (A (x)) = {z}.
Le morphisme induit entre les anneaux locaux est
Ox o — H(x).
Ce n’est pas, en général, un isomorphisme.
Démontrons, a présent, un premier résultat sur 'image de .

Lemme 1.1.18. — L’mage du morphisme ¢ contient le compact V.

Démonstration. — Soit x un point de V. Il lui correspond un caractére
Xe @ L T,..., T, — H(x).

Puisque z € V, un élément P de <7[T1,...,T,] qui ne s’annule pas au voisinage
de V ne s’annule pas en z. Son image est donc inversible dans 7 (x). Par

conséquent, le morphisme y, induit, par localisation, un morphisme

Puisque x appartient a V', ce morphisme est borné. Il induit donc un morphisme
entre les complétés

BV) — A (x),

ce qu’il fallait démontrer. O

La réciproque de ce résultat n’est pas vraie en général. Montrons-le sur un
exemple. Choisissons pour algebre de Banach &7 un corps algébriquement clos k
que nous munissons de la valeur absolue triviale |.|p. Notons D le disque fermé
de centre 0 et de rayon 1 de X = A" :

D= ) {zeX|ITi(x)| <1}.
1<i<n
Considérons la partie compacte V' de X définie par
V= |J {zeD||Ti() =1}
1<i<n
Supposons que n > 2. Tout polynéme non constant P de k[T, ...,T,] s’annule
alors sur V, puisqu’il s’annule en un point non nul de k™. Par conséquent, nous
avons

H (V) =K[Th,....Tp).
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La norme uniforme sur la partie V' n’est autre que la norme triviale. On en
déduit que #A(V) est lalgebre k[T1,...,T,] munie de la norme triviale, autre-
ment dit algebre k{T71,...,T,} munie de la norme de Gaufl. Par conséquent,
I'image de .#(#(V')) dans X est le disque D tout entier.

Dans certains cas, nous pouvons cependant affirmer que l'image du mor-

phisme ¢ coincide bien avec le compact V.

Définition 1.1.19. — Une partie compacte V' de [’espace affine Aym est dite

rationnelle s’il existe un entier p € N, des polynémes Py, ..., Py, Q de /[T, ..., T,]

ne s’annulant pas simultanément sur V et des nombres réels ry,...,r, > 0 tels
que
V=) {zeX|IB@) <nlQ@]}.
1<i<p
Une partie compacte V' de l’espace affine Azf’an est dite pro-rationnelle si

elle est intersection de parties compactes rationnelles.

Remarque 1.1.20. — Soit un entier p € N, des polynéomes Pi,..., P, de
o/ (Th,...,T,) et des nombres réels si,...,sp,t1,...,t, € Ry. Alors la partie
de A" définie par
ﬂ {w € X‘si < |Pi(z)| < t,-}
1<i<p
est une partie compacte rationnelle de A@an, des qu’elle est compacte. En par-
ticulier, tout point de Aym possede un systeme fondamental de voisinages

constitué de parties compactes rationnelles.
Lemme 1.1.21. — Si le compact V est pro-rationnel, alors ’image du mor-

phisme @ est égale a V.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un ensemble J et une famille (V});cs
de parties compactes rationnelles telles que

V=V

jeJ
Soit j € J. Il existe un entier p € N, des polynoémes P, ..., P,,Q de & [T1,...,T),]
ne s’annulant pas simultanément sur V' et des nombres réels ry,...,r, > 0 tels

que
Vj= m {z e X||Pi(z)] <ri|Q2)]} .
1<i<p
Soit x un point de #Z(A(V)). Il est associé a une semi-norme multiplica-

tive |.|; bornée sur A(V). Rappelons que nous notons f le morphisme naturel
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de #[Th,...,T,] dans Z(V). Le point y = ¢(z) est alors associé a la semi-norme
multiplicative bornée sur </ [T, ..., T,] définie par |f(.)|,. Par hypothese, le po-
lynéme @ ne s’annule pas sur V; et donc sur V. On en déduit que I'élément f(Q)
est inversible dans Z (V). Par conséquent, nous avons | f(Q)|, # 0. Soit ¢ € [1, p].
Nous avons

Pl _ | £(P) <Hf(P»
@l lr@L =@l

Or, par définition de V;, quel que soit z € V, nous avons |P;(z)| < 7;|Q(2)]. On
H f(R)

ol ~ e (o) = 2 (or) =~

Par conséquent, nous avons

en déduit que

(Pl < 7i | f(Q)]a

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit ¢ € [1,p], la semi-norme multiplica-
tive | f(.)|» correspond bien a un élément de V.

Finalement, nous avons montré que
ye(Vi=V.

L’image du morphisme ¢ est donc contenue dans V. L’inclusion réciproque a
été démontrée dans le lemme précédent. O

Regroupons dans un méme énoncé les résultats que nous avons démontrés

dans le cas des parties compactes pro-rationnelles.

Théoréme 1.1.22. — Soit V une partie compacte pro-rationnelle de A”)™.
Alors le morphisme

o M(BV)) — AL
mnduit par le morphisme naturel

AT, ... Ty — BV)

réalise un homéomorphisme de 4 (AB(V)) sur son image, qui est égale a V. En
outre, le morphisme

T (V) =V

induit par ¢ est un isomorphisme d’espace annelés.
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1.1.5. Flot

Nous consacrons cette partie a la démonstration de quelques propriétés des
semi-normes multiplicatives. Nous nous intéresserons notamment & ’application
qui consiste a élever une semi-norme multiplicative a une certaine puissance.

Commencons par rappeler un résultat classique permettant de démontrer
qu’une application est une valeur absolue (cf. [16], VI, §6, n° 1, proposition 2).

Proposition 1.1.23. — Soit k un corps. Soit f une application de k dans R
vérifiant les propriétés suivantes :

i) flx) =0<=2=0;

i) Yo,y € K, f(zy) = f(x)f(y);
1) 3A > 0, Vr,y € K, f(x +y) < Amax(f(x), f(y)) ;

iv) 3C >0, Vn € N*, f(n.1) < Cn.
Alors Uapplication f est une valeur absolue sur k.
Lemme 1.1.24. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue |.|. Supposons
qu’il existe A € [0,1] tel que, quel que soit n € N, on ait

In.1] < n’.

Alors, quels que soient les éléments x et y de k, on a

@ +y| < 2% max{|z], |yl}.

Démonstration. — Soient z,y € k. Soit r € N*. On a

oyl = oty
< SICH el
=0

< () goas (G el [ )

< (r+1) (Ong% (Cifal |y|<“i>”)>k
., A

< () (Z Ol \yr“”-")”)
=0

< () (e )

< 4+ 1) (2 maxlal )"

< (r+ 12 max(fal, ly))"
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En élevant cette inégalité a la puissance 1/r et en faisant tendre r vers 'infini,
on obtient le résultat annoncé. O

Soient = un point de A et b = m(z) son projeté sur .# (/). Le point b
est associé & une semi-norme multiplicative |.|, sur /. Un calcul élémentaire

montre que I’ensemble
{eeRL|Vfed, |fl;<IfI}

est un intervalle. Nous le noterons indifféremment I, ou Ij.
Soit € € Ij,. Notons |.|, la semi-norme multiplicative sur <7 [T, ..., T),] associée
au point z de Aym. L’application
L - M[Tl,.P..,Tn] — Rt
— [P
est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1.
Montrons, a présent, que c¢’est une semi-norme. Considérons le corps résiduel
complété ((x),|.|) du point z. Quel que soient f,g € 5 (x), nous avons

|f + gl < |fl+ gl <2max(|f],]g])
et donc
|+ gl" <27 max(|f[%, |g]%).

En outre, quel que soit n € N, nous avons
In* = Inlz = Inli < lInll < n.

D’apres la proposition 1.1.23, I'application |.|* est donc une valeur absolue sur
€ (x). On en déduit que I'application |.| est une semi-norme multiplicative sur
ATy,...,T,]. Elle est bornée sur &7, par définition de I}, et définit donc un
point de A”™. Nous le noterons z°. Remarquons que les corps () et J#(a%)
sont canoniquement isomorphes. Seule la valeur absolue change.

Nous avons volontairement exclu la valeur 0 de notre définition de Ip,. 11 est
cependant possible de définir également le point 2V, comme nous le montrons
ici. Pour cela, il nous faut supposer que l'intervalle I, a pour borne inférieure 0.
L’application

0 ”Q{[TlvaTn] - R+
l.I5 0 si|P(x)=0
P T U1 si|P(@)| £0

est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1. Le méme raisonnement que précé-
demment montre que c’est une semi-norme multiplicative sur /[Ty, ..., T,] qui
est bornée sur .«7. Nous noterons z le point de 1’espace A;an qui lui est associé.

Contrairement au cas précédent, les corps J#(x) et #(x") ne sont, en général,
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pas isomorphes.

Dans la suite de cette partie, nous noterons X = AZ{’an. Définissons une partie
D de X x R’ par

D={(z,e),z e X, e €l,}.

Nous appellerons flot "application

D —- X
(x,e) +— af "’
Proposition 1.1.25. — Le flot est une application continue.
Démonstration. — Rappelons que la topologie de X = Aym est, par définition,

la topologie la plus grossiere qui rend continues les applications de la forme

X — R+
x = |P(x)]”
avec P € A[T,...,T,]. Pour montrer que le flot est continu, il suffit donc de
montrer que, quel que soit P € A[Ty,...,T,], lapplication composée
D — R+

(z,8) = [P(af)] = |P(x)[*

est continue. Cette propriété est bien vérifiée car I'application précédente est
obtenue en composant deux applications continues : I’application d’évaluation
de P et I'élévation a la puissance €. ]

Le flot peut parfois se prolonger a une partie de X x R4, mais il n’est alors, en
général, plus continu. Nous disposons cependant du résultat, plus faible, suivant.

Lemme 1.1.26. — Soit x un point de X tel que l'intervalle I, ait pour borne
inférieure 0. Alors Dapplication

I,u{0} —- X

€ — af
est continue.
Démonstration. — Par définition de la topologie de X, il suffit de montrer que,
quel que soit P € &/ [Ty,...,T,], 'application

e [P =[P(@)

est continue. Ce résultat est immédiat. O
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En pratique, il est plus facile d’utiliser le flot en se restreignant a certaines
parties de I'espace X. Introduisons des notations adaptées. Soit Y une partie
ouverte de X. Posons

Dy ={(z,\) eD|zeY, 2 eY}.
Soit z un point de Y. Nous notons

Iy(z) ={e €l |z €Y},

Ty (z) = {2, e € Iy(x)}
et
Dy (z) ={(z,A), z € Ty (z), A € Iy(2)} .
Définition 1.1.27. — Nous dirons que le point x de Y a des voisinages flot-
tants dans Y si le flot est une application ouverte en chaque point de Dy (x).
Remarque 1.1.28. — a) Cette définition ne dépend que de la partie Ty (x) et

pas du point z lui-méme.

b) Pour tout point p de Dy, il est équivalent de demander que le flot soit ouvert
au point p ou que sa restriction a Dy soit ouverte au point p.

Lorsque le flot est défini sur une partie suffisamment grande, par exemple
lorsque la partie Dy est un voisinage de Dy (x) dans Y x R, tous les points
ont des voisinages flottants. Le lemme qui suit précise cet énoncé. Nous n’avons
donc introduit cette notion que pour prendre en compte les effets de bord qui

peuvent apparaitre.
Lemme 1.1.29. — Supposons que, quel que soit (z,\) € Dy (x), il existe un
voisinage U de z dans Y tel que

U x {)\} C Dy.

Alors, le point x a des voisinages flottants dans Y .

Démonstration. — Soit (z,\) € Dy (x). Puisque Dy (z) = Dy (z), nous pou-
vons supposer que z = x. Soit U un voisinage du point z dans Y. Quitte a
restreindre U, nous pouvons supposer qu’il est de la forme

U= () {ze¥ | <Ifil)] < B}

1<i<r

avecr € N, f1,...,fr e A [T1,....,T,], a1,..., 00, B1,...,0r € Ry.
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L’élément (z*,1/)) appartient & Dy (z). Par conséquent, il existe un voisi-
nage V de z* dans Y tel que

V x {E} C Dy.
Considérons la partie W de Y définie par
U= () {zeY]|a <|fiz) <5}

1<i<r
C’est une partie ouverte de Y qui contient le point z*. Par conséquent, la par-
tie VNW de Y est un voisinage du point 2* dans Y. Or, quel que soit y € VNW,
il existe z € U tel que y = 2z*. On en déduit que le flot est une application ouverte
au point (x, \). O

Lemme 1.1.30. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants
dans Y. Soit U un wvoisinage ouvert de x dans Y. Soit (R,)neN une suite
de # (U) qui converge uniformément sur U. Notons f € O(U) sa limite. Sup-
posons que la fonction f soit nulle au voisinage du point x. Alors la fonction f
est nulle au voisinage de Ty () NU.

Démonstration. — 11 existe un voisinage U’ de z dans U tel que, quel que soit
z € U’, nous ayons
lim R,(z) =0 dans J(z),

n—-+o0o

c’est-a-dire
lim |R,(z)| = 0.

n—-400
Soit y € Ty (z) NU. 1l existe € € Iy (z) tel que y = z°. Soit J un voisinage de ¢
dans R%. Alors la partie V' = Dy N (U’ x J) est un voisinage de (x, ) dans Dy
Puisque le flot est ouvert au voisinage de (x,¢), la partie

{z)‘, (z,A) € V}
est un voisinage de y dans Y. Soit (2, A) € V. Nous avons

lim |R,(z)| = liIJIrl IR, (2)]* = 0.

n—-4o0o

Par conséquent, f(z*) = 0 et la fonction f est nulle au voisinage de y dans Y. [

Proposition 1.1.31. — Supposons que le point © de Y a des voisinages flot-
tants dans Y et que l'ensemble Iy (x) est un intervalle. Alors le morphisme de
restriction

Oy(Ty(z)) — Oy

est un isomorphisme.
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Soit f une fonction définie sur un voisinage de y dans Y . Alors la fonction f
posséde un et un seul prolongement au voisinage de Ty (x), que nous noterons
encore f. Nous avons alors

Ve € Iy (z), [f(«°)] = |f(=)["-

En outre, si l'intervalle Iy (z) a pour borne inférieure 0, si le point x° appartient
aY et sila fonction f est également définie au point 2°, alors nous avons

[f @) = 1f @),

Démonstration. — Commencons par montrer l'injectivité du morphisme. Soit
f € Oy (Ty(z)) telle que f soit nulle au voisinage de z. Notons V' I’ensemble des
points de Ty (z) au voisinage desquels la fonction f est nulle. 11 est clair que V'
est une partie ouverte de Ty (z). Par hypothese, elle n’est pas vide. Montrons, &
présent, que V' est une partie fermée de Ty (z). Soit y un point de Ty () adhérent
a V. Il existe un voisinage U de y dans Y et une suite (R, )nen de #(U) qui
converge uniformément vers f sur U. Puisque y est adhérent a V, il existe un
point z appartenant & V N U, c’est-a-dire un point de Ty (x) N U au voisinage
duquel la fonction f est nulle. D’apres le lemme 1.1.30, la fonction f est nulle
au voisinage de Ty (z) N U et, en particulier, au voisinage de y. On en déduit
que la partie V est fermée. Puisque Iy (x) est un intervalle, 'image Ty (x) de
{z} x Iy(x) par le flot est connexe. On en déduit que V = Ty (z) et donc que
la fonction f est nulle au voisinage de Ty ().

Montrons, a présent, que le morphisme est surjectif. Soit f € Oy . Il existe
un voisinage U de = dans Y et une suite (Ry,)pen de # (U) qui converge uni-
formément vers f sur U. Soit € € Iy (z). Nous allons construire une fonction g,
au voisinage de y = 2°. Soit J un voisinage compact de € dans R’ . Alors la
partie V.= Dy N (U x J) est un voisinage de (z,¢) dans Dy . Puisque le flot est
ouvert au voisinage du point (x,¢), la partie

{z)‘, (z,A\) € V}
est un voisinage V,, de y dans Y. Soit (2,A) € V. Posons
gu(+*) = £(2) dans ()

Quel que soit n € N, nous avons encore R, € % (V,). Montrons que la suite
(Rp)nen converge uniformément vers g, sur V;. Soit 7 € ]0,1]. Il existe N € N
tel que, quels que soient n > N et z € U, on ait

[Bn(2) = f(2)] <.
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Soient z € U’, A € J et n > N. Nous avons alors
R (%) = gy(2M)] = [Ru(2) = f(2) < <%,
ou a > 0 désigne la borne inférieure de J. Par conséquent, la suite (R,)neN

de J(V,) converge uniformément vers g, sur V,.
Quel que soient y1,y2 € Ty (x) et z € V};, N'V,,, nous avons

0n(2) =l Ry() = g,(2) dans #(2).
De méme, quel que soient y € Ty () et z € U NV, nous avons
f(z) = liril R, (2) = gy, (2) dans J7(z).

Toutes les fonctions que nous avons construites coincident donc sur les domaines
de définition communs. Par conséquent, la fonction f se prolonge bien au voisi-
nage de Ty (z).

Les résultats sur la valeur absolue des fonctions proviennent directement de
la construction du prolongement de f & Ty (x). Le résultat pour z¥ s’obtient,
quant a lui, en utilisant le lemme 1.1.26 et la continuité de f.

O

Nous aurons parfois besoin de montrer qu’une fonction définie au voisinage
du point z se prolonge sur un voisinage connexe de sa trajectoire Ty (z). Sous
certaines hypotheses, le lemme suivant nous permet d’établir un tel résultat.

Lemme 1.1.32. — Supposons que le point x posséde un systéme fondamental
de voisinages connexes (respectivement connexes par arcs) dans Y. Supposons
également que la partie Dy est un voisinage de Dy (x) dans Y x R%. Alors,
tout point de Ty (x) posséde un systéme fondamental de voisinages connezes

(respectivement connexes par arcs) dans Y .

Démonstration. — Commencons par remarquer que la seconde hypothese im-
pose au point z d’avoir des voisinages flottants dans Y, en vertu du lemme 1.1.29.

Soient y un point de Ty (x) et V un voisinage de y dans Y. Il existe ¢ € Iy (x)
tel que 2¢ = y. Notons W l'image réciproque de V par le flot. C’est un voisinage
du point (z,e) de Dy (x) dans Dy. Il existe donc un voisinage U de x dans Y
et un intervalle ouvert J contenant ¢ tels que la partie U x J soit contenue
dans W. Les hypotheses nous permettent de supposer que la partie U est connexe
(respectivement connexe par arcs). Dans ce cas, la partie U x J est encore
connexe (respectivement connexe par arcs) et il en est de méme pour son image
par le flot. Puisque le point x possede des voisinages flottants dans Y, cette

image est un voisinage du point Y dans V. U
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1.2. Algebres de séries convergentes

Nous allons consacrer cette partie a 1’étude de certains anneaux de séries
convergentes. Nous considérerons, tout d’abord, des algebres globales, dans la
lignée des algebres de Tate. Nous nous intéresserons ensuite a des limites in-
ductives de telles algebres qui sont des anneaux locaux. Nous retrouverons alors
des algebres similaires aux anneaux locaux des espaces analytiques complexes
et nous entreprendrons leur étude a ’aide d’analogues des théorémes de Weiers-
trafl.

Dans toute cette partie, nous fixons un anneau de Banach (&7, ||.||) muni
d’une norme uniforme et un entier n € N. Notons B = .Z(«, ||.||), X = A"
et m: X — B le morphisme de projection.

1.2.1. Algebres globales de polydisques et polycouronnes

Pour k = (k1,...,k,) €Z" et t = (t1,...,t,) € (R%)", posons

n
sk = H Sfl
i=1
Définissons encore
T=(T,...,T,)
et, quel que soit k = (ky,...,k,) € Z",

n
T =[] 7.
i=1
Soit t = (t1,...,t,) € (R%)". Nous noterons
(T <)

I’algebre constituée des séries de la forme

Z Qg T'k'7

kEN"

ou (ag)gezn désigne une famille de &7 vérifiant la condition suivante :
la famille <Hak|| tk> est sommable.
keN™
Cette algebre est complete pour la norme définie par

ST = > x|t

keN™ t keN™
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Comme nous l'expliquerons plus loin, elle est liée a I'algebre des fonctions sur le
polydisque de polyrayon t :

D(t) ={z € X|Vi€ [1,n], |Ti(z)] < t;}.
Définissons, a présent, deux relations, < et <, sur R" de la fagon suivante :
pour deux éléments s = (s1,...,5,) et t = (t1,...,t,) de R™,
s<tsiVie[l,n], s <t
et
s<tsiViel[l,n],s <t;.

Soient s et t dans (R7 )" vérifiant s < ¢. Nous allons définir, sur le modele
précédent, une algebre associée a la polycouronne de polyrayon intérieur s et de

polyrayon extérieur ¢ :
C(s,t) ={x € X|Vie[1,n], s; <|Ti(z)] <t}

Pour k = (k1,...,ky) € Z™, nous posons
max(s®, t*) = Hmax 5.t t") €10, 400].

Cette notation a été choisie pour son caractere naturel. Elle peut malheureuse-
ment préter a confusion : attention a ne pas confondre la quantité précédente
avec

max(s® t¥) = max (H s; ,Ht > €10, 4o0].

Nous définissons ’algebre
(s <|T|<t)

comme l’algebre constituée des séries de la forme

E: akT*,

kezn

ou (ag)gezn désigne une famille de &7 vérifiant la condition suivante :
la famille (HakH max(sk,tk)>k . est sommable.
e n

Cette algebre est complete pour la norme définie par

jz: akka

kcZn

= 3 llow] max(s®, %)

st keZn
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Afin de pouvoir traiter simultanément les deux types d’algebres présentés
ci-dessus, ainsi que celui associé aux produits de polydisques et de polycou-
ronnes, nous introduisons de nouvelles notations. Pour k = (ki,...,k,) € Z" et
s=(s1,...,8,) € (R4)" vérifiant la condition

ViE[[l,n]],ki<O = s5; >0,

nous posons
n

_ ki

=]
i=1

Pour k € Z vérifiant k < 0, nous posons 0% = +oco. Pour k = (k1,...,kn) €Z",
s§=(s1,.-..,50) € Ry)" et t = (t1,...,t,) € (R%)", nous posons

max(s® t*) = Hmax s;%,t;") €10, 400].
Si s appartient a (R’ )", nous posons
min(s*, %) = Hmm 5., 1) €10, 400l
Soient s = (s1,...,8,) € (Ry)" et t = (t1,...,t,) € (RL)" tels que s < t.
Dans la suite de ce paragraphe, nous nous intéresserons a 1’algebre

(s <|T| <t)

constituée des séries de la forme
> aT*,
keZ™

ou (ag)gezn désigne une famille de &7 vérifiant la condition suivante :
la famille (HakH max(sk,tk)>k . est sommable.
e n

Remarquons, que s’il existe un indice i € [1,n] tel que s; = 0, alors, quel
que soit k € Z"™ avec k; < 0, nous avons max(sk,tk) = +00. La condition de
sommabilité impose alors que ag = 0.

L’algebre o (s < |T'| < t) est compléte pour la norme définie par

Z aka

kcZn

= 3 llow] max(s® %)

st keZn

L’algebre o7 (s < |T'| < t) est liée a 'anneau des fonctions sur la polycouronne
de polyrayon intérieur s et de polyrayon extérieur t :

C(s,t) ={z € X|Vi€ [1,n], s; < |Ti(z)] < t;}.
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Précisons ce résultat.
Lemme 1.2.1. — Le morphisme
M (A (s <|T| <)) — ALY
mnduit par
AT — (s <|T| <)

réalise un homéomorphisme sur son image C(s,t). En particulier, quel que soit
fed(s<|T|<t), nous avons

. i 1/4
I F et = it ((171s0)™).

Démonstration. — Posons

B = {ZakT’“, IcC Js},

kel

ou Jg désigne I'ensemble des parties finies de I’ensemble
{k=(ki,....ky) € Z"|k; > 0 si s; = O}.

Par exemple, si s = 0, nous avons & = &/[T|. L’anneau & est dense dans
/(s < |T| <t) pour la norme ||.||s ¢ On en déduit que le morphisme

oMl (s < |T| < 1) — AT
est injectif. Puisque 'espace # (<7 (s < |T| < t)) est compact, le morphisme ¢
réalise un homéomorphisme sur son image.
Il nous reste & montrer que I'image du morphisme ¢ est égale & C(s,t). Soit
x e M (A (s <|T|<t)). Quel que soit i € [1,n], nous avons
|T5(%)| < [|Tills,e = i
Quel que soit 7 € [1,n], avec s; > 0, nous avons
—1 —1 ~1
T (@) < T s = 55

et donc
| Ti(x)] = si.
On en déduit que
o (M (A (s < |T| < 8))) € Tls, b).

Réciproquement, soit x € C(s,t). Pour montrer que x € . (o (s < |T| < t)),
nous devons montrer que la semi-norme multiplicative |.|, sur «7[T], bornée
sur .o/, associée a x se prolonge en une semi-norme multiplicative bornée sur
(o (s < |T| <t),|.||st). Soit i € [1,n] tel que s; > 0. Dans ce cas, T; est
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inversible dans I'anneau 7 (s < |T'| < t). On en déduit que la semi-norme mul-
tiplicative |.|, se prolonge & Z. Expliquons-en la raison. Pour ¢ € [1,n], posons
ri =0sis; =0et r; =1sis; >0. Posons r = (ry,...,r,). Tout élément Q
de Z possede une écriture sous la forme (T_T)l P,avecl € N et P € o/[T], et
nous pouvons alors poser

QL = 1T7[;" | Pl

Cette quantité ne dépend pas de I’écriture de @ choisie. On vérifie que 'appli-

cation prolongée, que nous notons encore |[.|;, définit bien une valeur absolue
sur 4.

Soit i € [1,n]. Nous avons

Si s; > 0, nous avons également

T, (@) = |Ti(2)| ™ < min (Ti(y)| ™) = ;7L
yEC(S,t)

Soit Q(T') = > jcgn Ok T* ¢ #. Notons b = 7(z). Nous avons alors

QD). < D |aw(b) max(s*,£%) < > [lax|| max(s*,t*) = ||P|s.s.
keZn kecZmn

Le résultat de densité mentionné plus haut montre finalement que la semi-norme
mutiplicative |.|, se prolonge a o/ (s < |T'| < t).

O

Lemme 1.2.2. — Considérons l'anneau <75 ¢ obtenu en localisant I’anneau < [T
par l’ensemble de ses éléments qui ne s’annulent pas sur C(s,t). Le morphisme
naturel 7 [T| — o/ (s < |T'| < t) se prolonge en une injection

ey — A (s <|T| <t)
dont limage est dense.
Démonstration. — Le morphisme naturel

T) > o (s < |T| < 1)

est injectif. Soit P un élément de &/[T| ne s’annulant pas sur la couronne

C(s,t) = A (A (s < |T|<t)). Dapres [4], corollaire 1.2.4, cet élément est in-
versible dans &7 (s < |T'| < t). On en déduit un morphisme injectif

Aoy o (s < |T| < ).
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La densité est immédiate, puisque 'anneau o7 ¢ contient I’anneau dense %
considéré dans la preuve du lemme précédent. O

Dans les lemmes qui suivent, nous allons comparer la norme ||. || ¢ et la norme
uniforme ||.|7 4 4 sur la couronne C(s,t). Rappelons que nous avons supposé
que la norme ||.|| définie sur anneau o est équivalente & la norme spectrale :
il existe deux constantes C_,Cy > 0 telles que

Vied, C_|fllsp < IfIl < Cullfllsp-

Lemme 1.2.3. — Soit R=7}; . ak Tk € [T, T~ Y. Quel que soit k € Z",
nous avons

lak|| max(s®,t*) < O || Rlig 4

Démonstration. — Commengons par remarquer que ce résultat est bien connu
lorsque l'anneau de Banach (7, ].||) est un corps valué. En effet, lorsque le
corps est ultramétrique, cela découle immédiatement de la description de la
norme || R[|¢ s 4 due I'on sait justement étre égale &

k 4k
¢ )
e (o mase(s", 14)

Lorsque le corps est archimédien, I'inégalité provient de la formule de Cauchy.
Revenons au cas général. Soit k € Z". Considérons un point z de B en lequel

I'égalité |ag(z)| = ||lak|lsp a lieu. Il en existe car la partie B est compacte. Le

raisonnement précédent assure que
k 4k k 4k
llak|| max(s®, t%) < C. |ak(2)| max(s™, %) < C4 | R[] —1)qc(s,0)-
On en déduit immédiatement 'inégalité demandée. O

Lemme 1.2.4. — Supposons que s = 0. Soit v = (v1,...,v,) € (RL)" tel que
v < t. Alors, quel que soit P € o/(|T| <t), on a l'inégalité

n

li
|Ploo < C4 (H — —v-) 1Pl 0,1):

. 7 i
=1

Démonstration. — Notons P = Y, nn Qg TF, ot (ag)kenn désigne une suite
presque nulle d’éléments de 7. D’apres le lemme précédent, quel que soit k € N™,

nous avons

k gk k
lak|| max(s®, %) = [lax[| t* < Cy [|Pllgs p-
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On en déduit que

k
1Ploo = > llakllv

keN™

Ci 1 Pllcos Y <ﬁ <;}_>k>

keN" \i=1
nooy
< Cy <11j[1 ' _Ui) HPH6(0¢)-
On conclut ensuite par densité de «7[T| dans &7 (|T| < t) pour ||.||o+ et donc
pour ||.[lo,» et H'Hé(o,t)’ 0

IA

Lemme 1.2.5. — Soient u = (u1,...,uy) et v = (vi,...,vy,) dans (R)"™ tels
que s < u < v <t. Alors, quel que soit R € o/ (s < |T| <t), on a l'inégalité

n
S; U
| R0 < Cy <]j[1 L+ o+ w) [Rlle(s,-

3 3

Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve du lemme précédent en rem-
plagant l'anneau o/ [T| par 'anneau % introduit dans la démonstration du
lemme 1.2.1. O

1.2.2. Limites d’algebres de disques

Soit V' une partie compacte de B. Rappelons que J# (V') désigne le localisé de
I’anneau « par ’ensemble des éléments qui ne s’annulent pas au voisinage de V'
et B(V) le complété de anneau # (V') pour la norme uniforme ||.||y sur V.
Pour t € (R%)", nous noterons |||y la norme sur 'anneau A(V)(|T| < t)
définie au paragraphe précédent.

Soit b un point de B. Rappelons que nous notons m; l'idéal maximal de
I'anneau local Op et x(b) son corps résiduel. Nous noterons

Ly =lim B(V)(|T| < t),
Vit
ou V parcourt I'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t par-
court (R%)™.
Lemme 1.2.6. — L’anneau L est un anneau local dont lidéal maximal est
m= (my, T1,...,T}).

Démonstration. — On se convainc aisément que l'on a

H,(b) = ﬁB,b/mb = Lb/m.
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Par conséquent, I'idéal m est maximal.

Pour montrer que 'anneau L; est un anneau local d’idéal m, il nous suffit
de montrer que tout élément de L; qui n’appartient pas & m est inversible. Soit
F € Ly \ m. Il existe V' un voisinage compact du point b dans B et t € (R% )"
tels que F' € Z(V){|T| < t). Nous pouvons écrire F sous la forme

F =ag+ ZTi GZ(T),
i=1

avec ag € AB(V) et, quel que soit ¢ € [1,n], G; € B(V)(|T| <t). Puisque F
n’appartient pas a m, son premier coefficient ag n’appartient pas a my. On en
déduit que ag est inversible au voisinage de b dans B. Quitte a restreindre V et
a multiplier F' par ay ! nous pouvons supposer que ay = 1. Notons

M = (1Gillv;t)-

ax
1<i<n

Soit 8 = (s1,...,5,) € (R%)" tel que

ETL:SZ'M < 1.
=1

Nous avons alors

< 1.
V,s

Zn: T; Gi(T)
i=1

On en déduit que la fonction
n
F=1+) T,Gi(T)
i=1
est inversible dans ’anneau de Banach Z(V)(|T| < s) et donc dans L. O

1.2.2.1. Théorémes de Welierstrafl

Dans ce paragraphe, nous montrerons que 'anneau Lj, satisfait les conclusions
des théoremes de division et de préparation de Weierstral. Notre preuve est
calquée sur celle que mettent en ceuvre H. Grauert et R. Remmert dans le cadre
de la géométrie analytique complexe.

Nous noterons TV = (T4,...,T,—1) et

Ly =lim Z(V)(|T'| <t),
Vit

ou V parcourt I'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t’ par-

court I'ensemble (R*)"~1.
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Théoréme 1.2.7 (Théoréme de division de Weierstraf)

Soit G € Ly une série telle que G(0,T,)(b) # 0 dans F(b)[T,,]. Notons p la
valuation en T, de la série G(0,T,)(b). Soit F' € Ly. Alors il existe un unique
couple (Q, R) € (Ly)? tel que

i) R e Lj[T,] est un polynome de degré strictement inférieur a p ;

i) F = QG+ R.

Démonstration. — Notons G = Y, . gk(T') TF o, quel que soit k& € N,
gr € Ly, go(0)(b) = -+ = gp—1(0)(b) = 0 et g,(0)(b) # 0. Quitte & choisir
un voisinage compact assez petit V' du point b et un réel strictement positif
r assez petit également, nous pouvons supposer que G € Z(V)(|T| < r), ou
r=(r,...,r) € (RL)", et que g,(T") est inversible dans ZB(V)(|T"| < r’), ou

r=(r...,r) € (R"jr)"_l. Quitte a multiplier alors G par gp_l, nous pouvons
supposer que g, = 1.
Soient s’ € (R%)"7!, avec s’ <7/, et s € ]0,r]. Posons s = (s/,s) € (R})"™

Tout élément ¢ de Z(V)(|T'| < s) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

¢ = a(e) Tj + B(p),
olt a(p) désigne un élément de Z(V)(|T| < s) et B(¢p) un élément de Z(V){|T'| < s')[T,]
de degré strictement inférieur a p. Remarquons, des a présent, que, quel que soit
peBVNT|<s),ona
lellv,s = lled@)llv,s s” + [1B(0)]vs-

Considérons, a présent, 'endomorphisme

BVNIT|<s) — BVNT| <s)
@ — a(e)G+B(p)

11 nous suffit de trouver un n-uplet s assez petit pour lequel I’endomorphisme Ag

Ag:

soit bijectif. Remarquons que, quel que soit ¢ € Z(V)(|T| < s), on a

[A4s(p) = ¢llvis = lla(p) (G =TH)|v.s

< e@llvis G = Tilv.s
< s |ellvis G = Tillvs
Soient u,v € ]0, min(r, 1)[. Nous noterons (u,v) le n-uplet (u,...,u,v). Soit

k € [0,p — 1]. Il existe une constante M}, € R, indépendante de u et de v, telle
que 'on ait

9% IV, < |lgx(0)|lv + My, u.
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Il existe également une constante N € R, encore indépendante de u et de v,
telle que I'on ait

> (™) Tk < NoPtL,
k2p+l Vi (u,0)
Par conséquent, il existe une constante M € R, indépendante de u et de v, telle

que
p—1
IG = T2lvi () < Y Nlgr(O)llv + M (u+ 0P+,
k=0
Soit € € ]0, 1[. Quitte & choisir judicieusement v puis u, nous pouvons supposer
que M (u+vPTh) < evP/2. Quel que soit k € [0,p — 1], nous avons g (0)(b) = 0,
par hypothese. Par conséquent, quitte a restreindre le voisinage V de b, nous
pouvons supposer que

p—1
> llgr(0)]ly < evP/2.
k=0
On dispose alors de I'inégalité
[ Ay = Ve <€ <1
et on en déduit que I'endomorphisme A, ) = I+ (A(y, ) — 1) est inversible. [

Nous pouvons obtenir une version plus précise du théoreme de Weierstrafl
lorsque l'on divise par des séries d’un type particulier.

Définition 1.2.8. — Soit p € N. Nous dirons qu’un polynéme h € L}[T,] est
distingué de degré p s’il est unitaire, de degré p et vérifie

h(0,T,)(b) = TP dans 7 (b)[Tp].

Théoréme 1.2.9 (Théoréme de division de Weierstraf3 global)

Soient p € N et G € Li[T,] un polynéme distingué de degré p. Soient V' un
voisinage compact de b dans B et ' € (R* )" tel que G € B(V){|T'| < r')[T,)].
Soient v_ et vy deuxr nombres réels vérifiant 0 < v_ < vy. Alors il existe un
voisinage compact W de b dans V et un (n — 1)-uplet s’ € (R%)""!, avec
s’ < v, vérifiant la propriété suivante : pour tout voisinage compact U de b
dans W, tout (n — 1)-uplet t' € (R%)""! vérifiant t' < s', tout nombre réel
w € [v_,vy] et tout élément F' de B(U){|T| < (t',w)), il existe un unique couple
(Q.R) € (BU)(T| < (,w)))?* tel que

i) R soit un polynéme de degré strictement inférieur a p ;

i) F = QG+ R.
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En outre, il existe une constante C' € R, indépendante de U, t', w et F, telle

que l'on ait les inégalités

{ IRllvwwy < ClIFlvw,w ;
IRl w) < CIFu@ w)-
Démonstration. — Notons
p—1
G=T0+> g(T)T}
k=0

oll, quel que soit k € [0,p — 1], g5 € B(V) et gx(0)(b) = 0. Soient s’ € (R )",
avec 8’ < r', u €]0,v,] et W un voisinage compact de b dans V. Tout élément
o de BW)(IT| < (s',u)) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

o =ap) T + B(e),

ol ayp) désigne un élément de B(W)(|T| < (s',u)) et B(p) un élément de
BW)(T'| < §)[T,,] de degré strictement inférieur & p. Remarquons, dés &
présent, que, quel que soit ¢ € Z(W)(|T| < (s',u)), nous avons

ellw, sty = D) lw; 7,y u” + 1B(0) lw (s,
Considérons, a présent, 'endomorphisme
BWNIT| < (s',u)) — BW)N|T| < (s, u))
P = alp)G+B(9)
Remarquons que, quel que soit ¢ € B(W)(|T'| < (s',u)), nous avons
[Aw, () (@) = llw,sw) = lele) (G =TH)|lw, s u)

(@) lw, (s ) |G — TR llw, (s u)
u~P HCPHW,(S’,u) ”G - TgHW,(s’,u)'

AW,(S’,U) :

(¢
(¢

IN A

Si 8 = (s1,...,8,-1), nous noterons max(s’) = max(sq,...,8,-1). Soit
k € [0,p —1]. 1l existe une constante M € R, indépendante de ', telle que
I'on ait

lgrllw,s < lgx(0)[lw + My max(s’).
Par conséquent, il existe une constante M € R, indépendante de s’, telle que

I'on ait

||G - TTIZHW,(S’,U)

IN

p—1
> gk (0)lw u* + M max(s')
k=0

IN

p—1
Z g% (0)[|w v% + M max(s').
k=0
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Soit e € ]0,1[. Quel que soit k € [0,p — 1], nous avons gx(0)(b) = 0, par
hypothese. Par conséquent, il existe un voisinage W de b dans V' tel que I'on ait

p
ZHgk Mw v < 67

Il existe également s’ < '/ tel que

M max(s') < ¢

@

Soient U un voisinage compact de b dans W, t' < s’ et w € [v_,v4]. On
dispose alors de I'inégalité

”G_T};HU,(t’,w)w_p < ”G_T};HW,(S’,w)U:p
p—1
< (Z lon@lw ok + drmax(s) ) o7
k=0
< e v P <e

Nous avons donc
”AU,(t’,w) - I”U,(t’,w) <e <l

Par conséquent, I'endomorphisme Ay (g ) = I + (Ay, ¢y — I) est inversible.

Soit F' € B(U)(|T| < (¥, w)). Il existe un unique couple (Q, R), avec Q € B(U){|T| < (¥,

et R e BU)(|T'| <t)[T,] de degré strictement inférieur a p, tel que
F=QG+R.

Avec les notations précédentes, nous avons () = a(AUl(t, )( ) et R = B(A; (t, )(F))
Puisque || Ay, ¢ .w) — v, 7)< (#/,w) < €, nOUS avons

+00 1
1 i
145 (o) < 2 0: e =1
p

On en déduit que
—p

v_
1Rl wy = 7= IFllv, )

et que

1
IR, w) < 12 17, (4 ) -

O

Théoréme 1.2.10 (Théoréme de préparation de Weierstraf})

Soit G € Ly une série telle que G(0,T,,)(b) # 0 dans F(b)[T,,]. Notons
p la valuation en T, de la série G(0,T,)(b). Alors il existe un unique couple
(Q, E) € (Ly)? vérifiant les conditions suivantes :

i) Q € Li[T,] est un polynome distingué de degré p ;

w))
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i1) E est inversible dans Ly ;
iii) G = EQ.

Démonstration. — Supposons que des séries 2 et E vérifiant les conditions re-
quises existent. Alors Q s’écrit sous la forme T}) + S, ou S € Lj[T;,] désigne un
polynéme de degré strictement inférieur a p. Les séries S et E sont alors reliées
par 1'égalité T = E~! G — S. Le théoréme de division de Weierstra8 1.2.7 nous
assure l'unicité des séries =1 et S. On en déduit I'unicité des séries Q et E.
Démontrons, a présent, I'existence de ces séries. Le théoreme 1.2.7 appliqué
avec T} et G nous assure qu’il existe Q € Ly, et R € Lj[T,] de degré strictement
inférieur a p tels que
TP = QG + R.
Montrons, tout d’abord, que R(0,7),)(b) = 0. Si H désigne un élément de Ly,
nous noterons v,(H ) la valuation en T, de la série H(0,T,)(b) dans 5 (b)[T},].
Nous avons alors

w(R) = u(TF —QG)
> min (v(T7), vp(Q) + vp(Q))
> p.

Puisque R(0,7),) est supposé de degré strictement inférieur & p, nous avons donc
R(0,T,)(b) = 0. On en déduit que vy(T} — R) = p et donc que

vy(Q) = vp(QG) — vp(G) =p—p =0.

Par conséquent, @ est inversible dans L. Les séries £ = Q 'et Q = TY — R
conviennent. ]

Par la suite, nous aurons également besoin du lemme suivant, fort utile pour
nous ramener a une situation dans laquelle on peut utiliser les théoremes de
Weierstrafl.

Lemme 1.2.11. — Soit G € L; tel que G(b) # 0 dans J(b)[T]. Il existe un
automorphisme o de Ly tel que U'on ait 0(G)(0,T),)(b) # 0 dans 7 (b)[T,].

Démonstration. — D’apres [17], §3, n° 7, lemme 3, il existe u(1),...,u(n — 1) € N*
tels que I'automorphisme 7 de 2 (b)[T'] défini par

Vie[ln—1], 7(T}) = T; + T2,

T(T,) = Th,
envoie G sur un élément 7(G) qui vérifie 7(G)(0,T,,)(b) # 0.
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Montrons que 'application 7 peut étre définie sur Lj. Soient U un voisinage
compact de b dans B et r = (r1,...,7,) € (R%)". Quel que soit ¢ € [0,n — 1], il
(@)

. * u
existe s;,sp,; € R} tels que s; + Spii

< ;. Posons s, = min(s,.1,...,Snn—1,"n)
et s = (s1,...,5p). Définissons alors un endomorphisme 7y de Z(U)[T] par les
mémes formules que 7. On vérifie alors que, quel que soit F' € Z(U)(|T| < r),
on a
Tv(F) € Z(U){|T| < s).

On en déduit un morphisme oy : B(U)(|T| < r) — L. On vérifie sans peine que
tous ces morphismes sont compatibles et définissent donc un endomorphisme o
de L. En outre, 'endomorphisme o induit I'endomorphisme 7 sur &g ,[T]. On
en déduit, en particulier, que o(G)(0,T),)(b) # 0.

En appliquant le méme procédé a partir de 7~ *

, on construit un endomor-
phisme o~ ! de L, qui est I'inverse de o. Par conséquent, o est un automorphisme
de Lb. Ol

1.2.2.2. Propriétés

Nous consacrerons cette partie a démontrer quelques propriétés de I’anneau
local L.

Théoréme 1.2.12. — Supposons que l'anneau local Opy est un corps. Alors
Uanneau local Ly est noethérien.

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence. Si n = 0, I'isomor-
phisme L, ~ Op} nous montre que le résultat est vrai.

Supposons, & présent, que le résultat soit vrai pour Lj. Soit I un idéal de L.
L’idéal nul étant évidemment de type fini, nous pouvons supposer que I # (0).
Choisissons un élément non nul G de I. Puisque Op est un corps, il s’injecte
dans 77 (b) et nous avons donc G(b) # 0. D’apres le lemme 1.2.11, quitte & appli-
quer un automorphisme de Ly, nous pouvons donc supposer que G(0,7,)(b) # 0.
D’apres le théoreme de division de Weierstrafl 1.2.7, I'idéal I est engendré par
G et par la partie INLj[T},]. Or Panneau Lj[T},] est noethérien, puisque L; I’est,
donc I'idéal I N Lj[T},] est engendré par un nombre fini d’éléments, ce qui suffit
pour conclure. O

Nous souhaitons, maintenant, traiter le cas ot I'anneau local Opj, est un an-
neau de valuation discrete. Nous aurons besoin d’une hypothese supplémentaire.
Soit 7 une uniformisante de I'anneau &g . Soit V' un voisinage de b dans B sur
lequel 7 est définie. Nous dirons que I'anneau de valuation discrete Op, vérifie
la condition (U) s’il existe un systéeme fondamental % de voisinages compacts
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de b dans V tel que, quel que soit W € #, il existe une constante Cy > 0 telle
que pour toute fonction f € Z(W) vérifiant f(b) = 0, il existe une fonction
g € B(W) vérifiant les propriétés suivantes :

i) f=mgdans B(W);

i) lglw < Cw I fllw-

Il est clair que cette condition ne dépend pas de 'ouvert de définition de 7,
V', que nous avons choisi. En outre, si 7’ désigne une uniformisante de g, il
existe une fonction « inversible dans O, telle que 7 = an’ dans Opy. Si les
propriétés précédentes sont vérifiées pour 'uniformisante 7, elles le sont donc
encore pour I'uniformisante 7’. Par conséquent, la condition (U) porte bien sur
I’anneau local lui-méme et ne dépend pas des choix de 7 et de V effectués.

Nous utiliserons cette condition sous la forme du lemme suivant.

Lemme 1.2.13. — Supposons que l’anneau local Opy est un anneau de va-
luation discréte vérifiant la condition (U). Soit m une uniformisante de Op
et notons vy la valuation w-adique sur cet anneau. Soit G € Ly \ {0}. Notons
> oo akT® son image dans Opy[T]. Posons

v(G) = min{v;(ax), k > 0} € N.
Alors, il existe une fonction H de Ly vérifiant les propriétés suivantes :
i) H(b) #0 dans 7(b)[T] ;
i) G =S H dans Ly.

Démonstration. — Soit V' un voisinage de b dans B sur lequel 7 est définie. Par
hypothese, il existe un systeme fondamental % de voisinages de b dans V' tel
que, quel que soit W € #/, il existe une constante Cy > 0 telle que pour toute
fonction f € B(W) vérifiant f(b) = 0, il existe une fonction g € Z(W) vérifiant
les propriétés suivantes :

i) f=mgdans B(W);

i) llgllw < Cw [ fllw-
Il existe un voisinage compact U de b dans B et t € (R%)" tels que la série G
soit un élément de Z(U)(|T| < t). Par conséquent, il existe une famille (ag)r>0

d’éléments de B(U) telle que
G= Z Qg Tk

k>0
et

> laglly t* < +oo.
k>0
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Soit W un élément de # contenu dans U. Soit k > 0. Par hypothese, 79(&)
divise ag dans Opy. La condition (U) nous assure qu’il existe by, € ZA(W)
vérifiant les propriétés suivantes :

i) ap = 7% by, dans B(W);

id) owllw < O3 lak -
Nous avons
> lbellw ¢* < O >~ llawllo % < +oc.
k>0 k>0
Par conséquent, la série 3, bg T définit un élément H de B(W)(|T| < t). 11
vérifie bien G = (@) H et ]?I(b) # 0. O

Théoréeme 1.2.14. — Supposons que l’anneau local Opy est un anneau de va-
luation discréte vérifiant la condition (U). Alors, l’anneau local Ly, est noethérien.

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence sur n. Si n = 0, nous
avons Ly ~ Opy et le résultat est vrai.

Supposons, & présent, que le résultat soit vrai pour Lj. Soit I un idéal de L.
L’idéal nul étant de type fini, nous pouvons supposer que I # (0). Notons

v(I) = min{v(G), G € T}.

D’apres le lemme 1.2.13, il existe un idéal J de L; vérifiant les propriétés sui-

vantes :

i) I =aDJ;

ii) I'idéal J contient un élément G vérifiant G(b) # 0 dans ' (b)[T].
Nous pouvons alors utiliser le méme raisonnement que dans la preuve du théoréeme
1.2.12 pour montrer que I'idéal J est de type fini. Il en est donc de méme pour
I’idéal I. O
Théoreme 1.2.15. — Supposons que l’anneau local Opy est un corps ou un
anneau de valuation discréte vérifiant la condition (U). Alors, l'anneau local Ly

est factoriel.

Démonstration. — 11 nous suffit de reprendre la structure des raisonnements
précédents en utilisant, cette fois-ci, le théoreme de préparation de Weierstraf3
1.2.10, joint au lemme 1.2.11, et le théoreme de Gau8. O

Nous pouvons, en fait, obtenir un résultat plus fort et démontrer, sous les
mémes hypothéses, que 'anneau local Ly est régulier. A cet effet, nous utilise-
rons le lemme suivant qui assure que certaines décompositions formelles, comme
somme ou produit, des éléments de L, existent dans L.
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Lemme 1.2.16. — Soit
G = Zak Tk € Ly.

k>0
Soit E un partie de N™. Alors les séries

G = Zaka et Gy = Zaka
keE k¢ E

appartiennent a Ly et vérifient
G =Gy + Gs.

Soit i € [1,n]. Supposons qu’il existe H € Opy[T] telle que G = T;H.
Alors H appartient a Ly, et l’égalité G = T;H vaut dans L.

Démonstration. — 11 suffit de revenir a la définition des éléments de L, et de

prendre garde a ce que les conditions de convergence restent vérifiées. O

Théoréeme 1.2.17. — Supposons que l'anneau local Opy est un corps ou un
anneau de valuation discréte vérifiant la condition (U). Alors, l'anneau Ly est
un anneav local régulier de dimension égale a dim(Opy) + n.

Démonstration. — Rappelons que nous notons m = (my, 77, . . ., T;,) I'idéal maxi-
mal de L; et que nous avons

/i(b) = ﬁBJ,/mb ~ Lb/m.

Supposons, tout d’abord, que &gy, est un corps. Nous avons m = (71,...,T3),
Opp = K(b) et dim(Op ;) = 0. La suite

0)c(y) c---cC(Th,...,Ty)

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de Lj. On en déduit que

dim(Lp) > n.
Montrons, a présent, que la famille (77, ...,7,) engendre le k(b)-espace vec-
toriel m/m2. Soit G € m. Par définition de m, il existe G1,...,G, € Ly tels

que

n
G=> T;G; dans L.
i=1
Quel que soit 7 € [1,n], il existe h; € Oy, H1,...,H;n € Opp[T] tels que

G; =h; + ZTj H; ; dans ﬁB,b[[T]]-
j=1
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D’apres le lemme 1.2.16, cette décomposition vaut encore dans L. Par conséquent,

nous avons
n
G = Z h; T; + Z T; Tj Hi,j dans L.
i=1 1<ij<n
Or, quels que soient i, j € [1,n], nous avons T; T; € m?. On en déduit que
n
G = Z h; T; dans m/m2.
i=1
Nous avons bien montré que la famille (77, ...,7,) engendre le x(b)-espace vec-
toriel m/m2.

Comme tout anneau local noethérien, 'anneau L; vérifie
dim(Ly) < dim,) (m/m?) < n.
Finalement, nous avons donc
dim(Ly) = dim, ) (m/m?) = n.

On en déduit que 'anneau L; est un anneau local régulier de dimension n.

Supposons, a présent, que O, est un anneau de valuation discreéte vérifiant la
condition U. Nous avons alors dim(&p) = 1. Soit 7 une uniformisante de Op .
La suite

0)c (m)c(m,Ty)C---C(m,Th,...,Ty)

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de Lj. Observons que pour
montrer que ce sont des idéaux premiers, il faut faire appel a la condition U et,
plus précisément, au lemme 1.2.13. Nous avons montré que

dim(Ly) > n + 1.

Montrons, & présent, que la famille (7,71,...,7,) engendre le r(b)-espace
vectoriel m/m?2. Soit G’ € m. Par définition de m, il existe Gy, ..., G, € Ly tels
que

n
G=7nGy —I—ZTZ-GZ- dans L.
i=1
Par le méme raisonnement que dans le cas des corps, on montre qu’il existe
hi,...,hy € Ox 4 tels que

En: TZ’ GZ = En: hl TZ dans m/m2.
i=1 i=1
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En utilisant de nouveau le lemme 1.2.16, on montre qu’il existe hg € Opy,
Hy1,...,Hpy, € Ly tels que

n
G(] = h(] + ZTj HO,j dans Lb-
j=1

Par conséquent, nous avons

wGo=mho + Z?TT] Hy ; dans Lj,.
j=1

Or, quel que soit j € [1,n], nous avons w7} € m2. On en déduit que

n
G=hygm+ th’Tz’ dans m/mz.
i=1
Nous avons bien montré que la famille (7,T1,...,7,) engendre le x(b)-espace
vectoriel m/m?.
L’anneau local noethérien L; vérifie donc

dim(Lb) < dimn(b)(m/mz) <n+1.

On en déduit que
dim(Ly) = dim,, ) (m/m?) =n + 1.

Finalement, "'anneau L; est un anneau local régulier de dimension n + 1. O
1.2.3. Limites d’algebres de couronnes

Soit V' une partie compacte de B. Pour s € R’ et t € (R%)", nous note-
rons |||y, ¢ la norme sur 'anneau #(V')(s < |T'| < t) définie au paragraphe 1.2.1.

Soit b un point de B. Soit r = (r1,...,r,) € (R%)" tel que la famille (rq,...,ry,)
soit libre dans I'espace vectoriel Q ®z (R /|72 (b)*|). Nous noterons

Ly = lim #(V)(s < IT| < 1),
V,s,t
ou V parcourt I'ensemble des voisinages compacts du point b dans B, s par-
court [[;,]0,7;[ et t parcourt []7"]r;, +o0l.

Comme précédemment, lorsque 'anneau local Opj est un corps ou un an-
neau de valuation discréte soumis & la condition (U), nous pouvons mener une
étude précise de 'anneau Ly, ,.. Signalons que les résultats s’obtiennent bien plus
facilement que précédemment. En particulier, nous n’aurons pas besoin de faire
appel aux théoremes de division et de préparation de Weierstral. Nous com-
mencons par énoncer un lemme qui généralise, en un certain sens, l'inégalité
ultramétrique.
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Lemme 1.2.18. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue |.| vérifiant
l'inégalité suivante : quels que soient les éléments x et y de k, on a

|z + y| < 2% max(|=], |y|).

Soient n € N et xg,...,x, € k. Alors on a

Z% <

Si l’on suppose que, quel que soit i € [1,n], on a |z;] < 27" x|, alors on a

n
D> i
1=0

Démonstration. — La premiere inégalité s’obtient facilement par récurrence.

2")‘ Jnax (\xz\)

> 2_”>‘]a:0\.

Démontrons la seconde. Supposons donc que, quel que soit i € [1,n], on a
|lz;| < 27Mayl|. Alors

=0
n
< o max< |xn|,,|$1|> ,
=0

d’apres la premiere inégalité. Supposons, par 'absurde, qu’il existe i € [1,n] tel

( @l |961|> £
o] < 2" || < ol
ce qui est impossible. Par conséquent, nous avons

n
X( ,\x,ﬁ,...,\xﬂ)z
i=0

> @
On en déduit la seconde inégalité. O

que

>

Nous obtenons alors

Théoréme 1.2.19. — Supposons que l'anneau local Opy est un corps. Alors
Panneau Ly, est un corps.

Démonstration. — Soit f un élément non nul de 'anneau Ly, .. Il nous suffit de
montrer que cet élément est inversible. Il existe un voisinage compact V de b
dans B, des éléments s et t de R} vérifiant s <7 et £ > r tels que

FeBVYs<|T|<t).
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Dans ce dernier anneau, la fonction f possede une écriture sous la forme
f=> aTk
keZn

o1, quel que soit k € Z™, nous avons ag, € Z(V) et la famille (||ag||y max(s®, t*))gezn
est sommable.

Les conditions imposées au n-uplet r nous assurent qu’il existe un élément kg
de Z™ tel que, quel que soit k # kg, on ait

|ag, (b)| max(s*0 %) > |y (b)| max(s®, t*).

En utilisant le fait que la famille (||ag||y max(s¥,t*))gezn est sommable, on en
déduit qu’il existe u,v € R tels que, quel que soit k # kg, on ait méme

|ag, (b)| min(s*0, %) > v > u > |ag(b)| max(s¥, tF).
Il existe un voisinage E de —oo dans Z™ \ {ko} tel que

Z |ag||y max(s®, %) < u.
keE

De méme, il existe un voisinage F' de +o0o0 dans Z™ \ (E'U {ko}) tel que

Z |ak||y max(s®, t*) < u.
keF

La partie G = Z" \ (E U F' U {ko}) ne contient qu'un nombre fini de termes.
On en déduit qu'’il existe deux éléments sg et o de (R*)" vérifiant s < sg < r
et r <ty <t tels que l'on ait

|ag, (b)| min(sf t8) > v
et, quel que soit k € G,

|lag(b)| max(sk, t&) < u.
Définissons deux voisinages compacts du point b dans V' par

Wy = {c €V |Vk € G, |ak(b)] max (s, tF) < u}
et
Wy = {c € V| ak,(c)] min(sgo,t’o“‘)) > v} :

Il existe un élément A de l'intervalle 0, 1] vérifiant

2et2A g <,
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Les conditions que nous avons imposées sur r imposent au corps valué .7 (b)
d’étre ultramétrique. En particulier, nous avons |2(b)| < 1. Par conséquent, la
partie

W = {c eV 20) < 2*}
est un voisinage compact de b dans V. Choisissons un voisinage compact ration-
nel W de b contenu dans Wy N W1 N Ws. Nous allons montrer que la fonction f
est inversible dans anneau ZB(W)(sy < |T'| < ty). Notons

D = 7T_1(W) N 6(80, t(]).
En utilisant le fait que Z(W) = W et le lemme 1.2.1, on montre que
AM(BW)(so < |T| <o) = D.

D’apres [4], corollaire 1.2.4, pour montrer que la fonction f est inversible dans
lanneau Z(W)(sg < |T| < ty), il suffit de montrer qu’elle ne s’annule par sur
son spectre analytique D. Soit y¥ un point de D. Notons ¢ son projeté sur B.
C’est un élément de W. Nous avons

W) = | ar(o)T(y)*
kezn
= 'ako(c) Ty)* + > an(e) TW)* + > arlc) T(y)*
keE kel
+ > ak(e) T(y)*.
keG

Ecrivons I'expression a l'intérieur de la valeur absolue comme une somme de 3 + G
termes. A I'exception du premier, chacun de ces termes g vérifie

9] < u < 27Xy <ag, (e)] | T(c)*).
D’apres le lemme 1.2.18, nous avons donc
[ (y)] = 272N ag, (o) [T(c)*] > 0.
On en déduit le résultat. O
Venons-en, a présent, au cas ou 'anneau local 0'p ;, est un anneau de valuation
discrete vérifiant la condition (U). Soit 7 une uniformisante de &gy, et v, la va-
luation associée. Nous disposons d’un résultat analogue a celui du lemme 1.2.13.
Avant de I'énoncer, définissons une application v de L, ,» dans NU{+o00}. Soit f

un élément de L ,.. Il existe un voisinage compact V' de b dans B, des éléments s
et t de R} vérifiant s <7 et t > r tels que

FeBV)s<|T|<t).
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Dans ce dernier anneau, la fonction f possede une écriture sous la forme
k
f=Y axTF,
keZn
o1, quel que soit k € Z™, nous avons ag € % (V) et la famille (||ag||v max(s®, t*))pezn
est sommable. Posons

o(f) = minfur(ar), k € Z'} € NU {+00}.
Cette quantité ne dépend pas du représentant de f choisi.

Lemme 1.2.20. — Supposons que l'anneau local Opy, est un anneau de valua-
tion discréte vérifiant la condition (U). Soit m une uniformisante de Oy, et
notons vy la valuation associée. Soit f un élément non nul de Ly . \ {0}. Alors,
il existe une fonction g de Ly, vérifiant les propriétés suivantes :

i) v(g) =0;
i) f=n"Dg dans Ly .
Nous en déduisons le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.21. — Supposons que l’anneau local Opy est un anneau de va-
luation discréte vérifiant la condition (U). Alors 'anneau Ly, . est un anneau de
valuation discréte, de valuation v et d’idéal maximal wy Ly .

Démonstration. — On vérifie directement sur la définition de 'application v que
les deux propriétés suivantes sont vérifiées : quels que soient f et g dans Ly,
nous avons

i) v(f +g) > min(v(f),v(9)) ;

ir) v(fg) = v(f) +v(g).

En outre, la condition (U) nous assure que nous avons v(f) = 400 si, et seule-
ment si, la fonction f est nulle. De cette propriété, jointe a la propriété ii), on
déduit que I'anneau Ly, est integre. Notons F' son corps des fractions. L’appli-
cation v se prolonge en un morphisme surjectif de F** dans Z qui vérifie encore
la propriété i). C’est donc une valuation discréte.

Pour conclure, il nous reste a montrer que nous avons les deux égalités sui-

vantes :

a) Lyyr={f € Flu(f) = 0};

b) my Ly, = {f € F'|v(f) > 0}.

L’égalité b) se déduit de ’égalité a) en utilisant la condition (U). En outre, en
utilisant le lemme 1.2.20, on se ramene a montrer que tout élément de Ly, . de va-
luation nulle est inversible dans Ly ,.. Soit f un élément de L; . tel que v(f) = 0.
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Il existe un voisinage compact V' de b dans B, des éléments s et t de R}
vérifiant s < r et t > r tels que

fea(V)(s<|T|<t).
Dans ce dernier anneau, la fonction f possede une écriture sous la forme
f = Z 7 Tkv
keZn
otl, quel que soit k € Z™, nous avons ag € Z(V) et la famille (||ag||v max(s®, t*))pezn
est sommable. Puisque v(f) = 0, la famille (|ag(b)|)xez» n’est pas nulle. Les
conditions imposées au n-uplet r nous assurent alors qu’il existe un élément kg
de Z™ tel que, quel que soit k # kg, on ait
|ag, (b)| max(s* %) > |y (b)| max(s®, t¥).

On en utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 1.2.19,
on montre que la fonction f est inversible dans I'anneau Ly . O
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1.3. Anneaux locaux

Dans toute cette partie, nous fixons un anneau de Banach (&7, ||.||) muni
d’une norme uniforme et un entier n € N. Notons B = .Z (<, ||.||), X = A™
et m: X — B le morphisme de projection.

1.3.1. Existence locale de racines

Nous commencons par montrer que les anneaux locaux de I'espace affine ana-
lytique X au-dessus de B sont henséliens.

Proposition 1.3.1. — Soit x un point de X. L’anneau local Ox . est hensélien.

Démonstration. — Rappelons que nous notons k(x) = Ox 5/m,. Soit P(T") un
polynéme unitaire de Ox ;[T dont I'image dans x(x)[T] possede une racine
simple a. D’apres [42], chapitre VII, proposition 3, il nous suffit de montrer que
« se releve en une racine de P(T") dans Ox ;.

Choisissons un élément f de Ox ; relevant o. Nous pouvons alors retraduire
les hypotheses sous la forme P(f)(z) =0 et P'(f)(x) # 0.

Soit U un voisinage compact de x dans X tel que les coefficients du po-
lynéme P et Iélément f appartiennent a Z(U). Quitte a restreindre U, nous
pouvons supposer que la fonction P/(f) y est inversible. Il existe un polynome
Q(T1,T,) € A(U)[T1,Tz], indépendant de f, tel que, quel que soit g € B(U),
on ait

P(f+P(f)g) = P(f)+P(f)P(flg+P(f)9°Q(f,9)
= PP (phy + 9+ B PQUL9))
Notons d € N le degré du polynome Q(f,T). Soit t € ]0,1[. Quitte a res-

treindre encore le voisinage U de z, nous pouvons supposer que t/(d+ 1) majore
la norme uniforme sur U de tous les coefficients du polynome

RO =5

T°Q(f,1).

On a alors

A

d+2 .
Vg€ BU), IR@lv < X a9l

=2

d
t max (g7, lg152)

En particulier, si g € Z(U) vérifie ||g|| < 1, alors nous avons encore ||R(g)||r < 1.

IN
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2 41

P'(f)

Quitte a diminuer ¢, nous pouvons supposer que
1 d-+2
t max | || =——=| . <1
H PNy U

R(ps )| <t

On en déduit que, quel que soit n € N*, nous avons

U
= (o)

ou R°" désigne 'application R élevée a la puissance n pour la loi de composition.

Nous avons alors

<1,

U

En utilisant le fait que, si un élément b de AB(U) vérifie ||b||y < 1, alors

1RO < ¢[bllZ,

on montre, a I’aide d’une récurrence, que, quel que soit n € N*, nous avons
< t2n71—1

HRO” <P7(1f)> U

> 7 (w7

neN

En particulier, la série

converge dans A(U). Notons s sa somme. Elle vérifie I’équation

1
s—R(s) = ——=—.
S =R
On en déduit que P(f + P(f)s) = 0. Puisque P(f) est nul dans x(x), 1’élément
[+ P(f)s de Ox  releve bien a. O
Corollaire 1.3.2. — Soit Z un espace analytique sur o/ (au sens de la définition

1.1.15). Pour tout point z de Z, l'anneau local Oz . est hensélien.

Démonstration. — Par définition, ’anneau local &’z , est le quotient de I’anneau
local en un point d’un espace affine analytique sur /. Ce dernier anneau est
hensélien, d’apres la proposition précédente. Cela suffit pour conclure car tout
quotient d’un anneau hensélien est hensélien. O

Comme toujours, le caractere hensélien d’un anneau local peut étre interprété
comme une sorte de théoreme des fonctions implicites. Par la suite, nous utili-
serons effectivement cette propriété pour démontrer des résultats d’isomorphie.
La proposition qui suit donne un exemple d’application.
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Soit P(S) un polynome unitaire a coefficients dans <. Notons d € N son
degré. Notons
o' = d[S]/(P(3)).
Puisque le polynéme est unitaire, le morphisme
o — o’

- d—1
' (ao,...,ad_l) — ZaiSl
i=0
est un isomorphisme. Munissons I’algébre .27 de la norme ||.||s, donnée par le
maximum des normes des coefficients. On définit alors une norme, notée en-

core ||.||co, sur &7’ de la fagon suivante :

vfed [|fllo = lIn7"(f)lloo-

Cette norme n’est pas, a priori, une norme d’algebre. Nous supposerons donc que
l'algeébre <7’ est munie d’une norme d’algebre ||| équivalente & la norme |||/~ :
il existe deux constantes D_, Dy > 0 telles que

Vied  D_|fllo < IfI' < Dy [ fllco-

Munie de la norme ||.||", I'algébre <7’ est une algebre de Banach. En outre, le
morphisme (7, ||.||) — (&', .]|') est borné. Nous noterons

Y = AT L AT = X

le morphisme induit entre les espaces analytiques.

Soit U une partie ouverte de X et supposons qu’il existe une fonction R définie
sur U vérifiant P(R) = 0. Nous pouvons alors définir une application o de U C X
vers Y. Soit & un point de U. Soit p(T') = > 1~ Pk T*, ot la famille (P) k>0
est une famille presque nulle d’éléments de «7’. Quel que soit k € N", relevons
I'élément py, de o7’ en un élément gg(S) de <7[S]. Considérons I'application

A'[T] — A (x)
Xo@ = p(T) > qe(R(x) T*(z) -
k>0
Puisque P(R(x)) = 0, cette application ne dépend pas du choix des différents
relevés. On en déduit aussitot que Xq(,) est un morphisme de «/-algebres. Mon-

trons que ce morphisme est borné sur .7’. Soit f € «’. Il existe aq, ...,aq-1 € &

tels que
d—1 '
f=> a;S" dans o'.
i=0
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Nous avons alors

|XU(SC) (f)| =

Jmax(jai(a))

> |R<x>"|> Jmax (ail)

!R(fc)i!> DAl

IN

IN IN
N N N
—_ O —
=
N
~——

[e=]

Par conséquent, le morphisme () est borné sur .’. C’est donc un caractere
de &'[T]. Nous noterons o(z) le point de Y associé. L’application o ainsi
construite est une section continue de ¢ au-dessus de U. Sous certaines hy-
potheses assez faibles, nous pouvons obtenir un résultat bien plus fort. Nous
noterons « 'image de S dans &".

Proposition 1.3.3. — Supposons que
i) la norme ||.||" sur &' est uniforme ;
it) Uowvert U est connexe ;
i) la fonction P'(a) est inversible sur o~ 1(U) ;
i) il existe un point xo € U tel que R(o(xg)) = a dans F(o(xg)).

Alors la partie o(U) est un ouvert de Y et la section o induit un isomorphisme
entre les espaces U et o(U), munis des structures d’espaces localement annelés
induites.

Démonstration. — Le polynéme P(T') possede une unique factorisation dans
/'[T] sous la forme P(T) = (T — «)Q(T), avec Q(T) € «'[T]. Quel que soit
le point y de ¢~ 1(U), on a P(R(y)) = 0, d’ott I'on tire soit R(y) = a, soit
Q(R(y)) = 0. Ces deux conditions ne peuvent valoir simultanément, puisque,
par hypothese, nous avons P’(a)(y) # 0. Par conséquent, la partie de Y définie
par
V={yece '(U)|R(y) = a}

est ouverte.

Montrons, a présent, que o(U) = V. Par hypotheése, on a R(o(xg)) = a,
autrement dit, o(xg) € V. Puisque l'ouvert U est connexe, la partie o(U) l'est
encore. On en déduit que, quel que soit y € o(U), on a R(y) = «a. Par conséquent,
nous avons l'inclusion o(U) C V.



1.3. ANNEAUX LOCAUX 57

Réciproquement, soit y un point de V. Par définition de V, on a R(y) = a.
Notons = ¢(y) € U. Le point o(x) de Y est associé au caracteére qui envoie
tout polynome p(T) = >4~ Pk T* de o/'[T] sur 'élément

3 ak(R(2)) T*(x) de ().

k>0

L’image de cet élément par I'isomorphisme J# () — 2 (y) n’est autre que
> ae(RW)T*(y) = qrla) T*(x) = p(T(y)) dans H(y).
k>0 k>0

On en déduit que o(x) = y.

Nous venons de démontrer que le morphisme ¢ réalise un homéomorphisme
de I'ouvert V de Y sur l'ouvert U de X. Il induit méme un isomorphisme entre
les espaces annelés. Soit y € V. Notons z = ¢(y) son image. Il suffit de montrer
que le morphisme

ﬁX,x — ﬁY,y

est un isomorphisme. Il est clair que ce morphisme est injectif car une fonction
est nulle si, et seulement si, elle ’est en chaque point et que, quel que soit z € V,

nous avons

H(p(2)) = H(2).
Montrons qu’il est surjectif. Soit f € Oy,,. Il existe un voisinage V' de y dans V
et (Ry)nen une suite de # (V') qui converge uniformément vers f sur V. Par
définition, lalgébre &7 est engendrée par 1 et par a. Soit p(T') € «'[T]. 11
existe (pk)k>0 une famille presque nulle d’éléments de o7’ telle que

p(T) = Z peT".

k>0

Quel que soit k € N, relevons 1’élément pg, de 7’ en un élément g (S) de <7[S].
Puisque U' = ¢(V’) est contenu dans U, la fonction R y est définie. Il en est

donc de méme pour la fonction

o(T) = qu(R)T* de O(U").
k>0

Par définition de V', au-dessus de V', nous avons R = «. On en déduit que
¢*(q) = p dans O(V').
Par conséquent, quel que soit n € N, il existe S, € O(U’) telle que

©*(S,) = R, dans (V).
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Rappelons que, quel que soit z € V', nous avons
H(p(2)) = H(2).

On en déduit que la suite (S, )nenN est une suite de Cauchy uniforme dans (U").
Elle converge donc vers une fonction g € ¢(U’) qui vérifie

#"(g) = f dans &(V").

C’est ce que nous voulions démontrer. O

1.3.2. Description

1.3.2.1. Systemes fondamentaux de voisinages sur la droite affine

Nous sommes capable d’exhiber des bases de voisinages explicites de certains
points sur la droite affine. Nous en donnons ici deux exemples. Ces résultats nous
seront, par la suite, tres utiles pour étudier les anneaux locaux en ces points.

Nous supposerons donc, ici, que n = 1 et, par conséquent, que X = A}Q;,an.
Rappelons que nous notons B = .# (<) et m : X — B le morphisme naturel.
Commencons par nous intéresser aux voisinages des points rationnels des fibres.

Proposition 1.3.4. — Soient b € B et a un élément de Opy. Soit x le point
de la fibre 7=1(b) défini par I’équation (T — o)(z) = 0. Soient By un voisinage
de b dans B sur lequel la fonction o est définie, ¥ un systéeme fondamental de
voisinages de b dans Bo et  une partie de R dont la borne inférieure est
nulle. L’ensemble des parties de X de la forme

{ye X |n(y) e V,|(T —a)(y)| < t},

ou V' et t parcourent respectivement ¥V et 7, est un systéme fondamental de
voisinages du point x dans X.

Démonstration. — Remarquons, tout d’abord, que, quitte a remplacer 'an-
neau .o par Z(U), ou U est un voisinage compact rationnel assez petit de b, nous
pouvons supposer que « € 7. Cette opération est licite d’apres le théoreme 1.1.22.
La translation par « définit alors un automorphisme de I'espace X. Nous pou-
vons donc supposer que o = 0.

Soit U un voisinage du point x dans X. Par définition de la topologie de X,
il existe un ensemble fini de fonctions F' C &/[T] et un nombre réel £ > 0 tels
que

Us () {ve X|1f@)] —e < |f@)] < |f@)|+e}.

fer
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Il nous suffit de montrer que, quel que soit f € F' et € > 0, il existe un voisinage
Vie de b dans B et un nombre réel t;. > 0 tels que I'ensemble

{ye X |n(y) € Vie,[T(y)l < tre}

soit contenu dans 1’ensemble

[y e X |1f@)]| e < f@w)] < |f(@)] +¢}.

En effet, la partie U contiendra alors le voisinage de x défini par

N {yeX|nly) € Vi (T~ a)(y)| < b1}
fer

et donc celui défini par

{yeX|n(y) e V.|IT(y)| <t},

ot V.= {Nsep Vie et t = min{ts., f € F'}. Finalement, pour tout élément V'
de 7 contenu dans V et tout élément ¢ de .7 strictement inférieur a t, nous
aurons encore

{y cX ‘ 7(y) € V,|T(y)| < t/} cU.

Soient f € «/[T] et € > 0. Ecrivons le polynéme f sous la forme

d
=0

ou d € N et, quel que soit i € [0,d], f; € o/. Posons g = f — fo. Soit V un
voisinage compact de b dans B. Notons

M = max <sup( fi(c)>.

1<i<d \ cey/

Soit ¢ € ]0,1[. Soit y un point de 7~(V) vérifiant |T'(y)| < t. On a alors

d
. t
< Mt < M ———.
)l <D Mt < M—
i=1
uitte & choisir ¢ assez petit, nous pouvons supposer que la quantité précédente
Quitte a choisir ¢ tit 1 tité Scédent
est inférieure a .

Définissons un voisinage de b dans B par

W = {ceV|[fod)] —e <|folc)] < [fo(b)| + ¢}

Quel que soit y € 7~ (W) vérifiant |T'(y)| < ¢, nous avons alors

If W)l = If @)|] < 2.

On obtient le résultat annoncé.
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O

Soient b € B et o un élément de Opy. Soit V' un voisinage de b dans B sur
lequel « est définie. Notons o, l'application qui a tout point ¢ de V associe
le point y de la fibre 771(c) défini par Péquation (T'— «)(y) = 0. En d’autres
termes, l'application o, envoie le point ¢ de V sur le point de X associé a la
semi-norme multiplicative bornée

AT — R,

P(T) v~ [P(a)(b)]
Avec cette écriture, il est clair que 'application o, est une section continue de w
au-dessus de V.

Corollaire 1.3.5. — Soient b € B et o un élément de Opy. Soit V' un voisi-
nage de b dans B sur lequel o est définie. Soit x le point de la fibre 7=1(b) défini
par léquation (T — a)(z) = 0. Soit U un voisinage de x dans 7= (V). Alors il
existe un voisinage W de x dans U vérifiant les proprié¢tés suivantes :

i) la projection m(W') est un voisinage de w(x) =b dans B ;

it) la section o, restreinte a w(W') prend ses valeurs dans W ;

i) pour tout point ¢ de (W), la trace de la fibre m=1(c) sur W est connexe

par arcs.

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la proposition précédente en remarquant
que, quel que soient ¢ € V et t > 0, 'ensemble défini par

{yer (O] I(T - a)(y)| <t}

est connexe par arcs. O

Corollaire 1.3.6. — Soient b € B et a un élément de Opy. Soit x le point de
la fibre 7=1(b) défini par Uéquation (T — a)(x) = 0. Le morphisme m est ouvert
en x.

Corollaire 1.3.7. — Soient b € B et a un élément de Opy. Soit x le point de
la fibre 7=1(b) défini par I'équation (T —a)(x) = 0. Si le point b de B posséde un
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs, alors il en est de méme
pour le point x de X.

Nous pouvons également décrire un systeme fondamental de voisinages pour
les points de type 3 déployés.

Proposition 1.3.8. — Soient b € B et o un élément de Op . Soit r un élément
de R\ /| (b)*]|. Soit x le point N, de la fibre 7=1(b), c’est-a-dire le point
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associé a la valeur absolue
A (0)[T] - R,
Z ap (T —a)f — max (]ak(b)\ rk> :

heN keN
C’est l'unique point de la fibre qui satisfait I'équation |(T —a)(x)| = r. Soient By
un voisinage de b dans B sur lequel la fonction a est définie, ¥ un systeme fon-
damental de voisinages de b dans By, . une partie de |0,r[ de borne supérieure r
et 7 une partie de |r,+oo| de borne inférieure r. L’ensemble des parties de X
de la forme

{ye X|n(y) e Vs <|(T - a)(y)| <t},
ou V', s ett parcourent respectivement ¥, . et T, est un systéme fondamental

de voisinages du point x dans X .

Démonstration. — En raisonnant comme dans la preuve de la proposition 1.3.4,
on montre que 'on peut supposer que o = 0. Soient f € o7 [T] et € > 0. 1l suffit

de montrer que la partie définie par

U={yeX|[lf(@)]-e<lfWl<|f@)]+e}

contient un voisinage de la forme voulue. Ecrivons le polynome f sous la forme

d
f=Y_fT,
i=0

ou d € N et, quel que soit ¢ € [0,d], f; € <.

Supposons, tout d’abord, que, quel que soit i € [0, d], nous avons f;(b) = 0.
Dans ce cas, nous avons f(x) = 0. Soit > 0. Considérons le voisinage de b
dans B défini par

V = ﬂ {cEBHfi(c)] <77}.
1<i<d
Soit (s,t) € [0,7] X |r, +00[. Posons

W={yeX|n(y) eV,s<|T(y)| <t}.

Quel que soit y € W, nous avons

d
fy) = ‘(ZM? ()
i=0
d
< D o lfilm)lt

=0
< 7 max(1,t%).
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Nous pouvons choisir 7 et ¢t de facon que 7 max(1,t%) < e. Nous avons alors
wcU.

Supposons, a présent, que l'image du polynome f dans J#(b)[T] n’est pas
nulle. Puisque r ¢ /|7 (b)*|, il existe un unique entier j € [0,d] tel que

Vi g, |f; T ()| = |fi(0)] 7" < |f;(0)| 77 = | f; T ().

La fonction f; ne s’annule pas au point b. Quitte a remplacer I'anneau .o/
par Z(U), ou U est un voisinage compact rationnel assez petit de b, nous pou-
vons supposer que la fonction f; ne s’annule pas sur B. Cette opération est licite
d’apres le théoreme 1.1.22. La fonction f; est alors un élément inversible de .27,
d’apres [4], corollaire 1.2.4. Ecrivons, maintenant, le polynome f sous la forme

f=fT 1+Z%Tﬁ'—j
i#j 77

Remarquons que le corps J7(b) est nécessairement ultramétrique. En effet,
dans le cas contraire, nous aurions |7 (b)| = R4. Par conséquent, nous avons a
12(z)| = |2(b)| < 1. Soit A € ]0,1]. La partie V), de B définie par

vy = {c € B||2(c) < zk}

est un voisinage de b dans B. Remarquons que, quel que soit y € 7—(V}), nous
avons [2(y)| < 2* et donc, d’apres le théoreme d’Ostrowski, quel que soit n € N,
In.1(y)| < n*. D’aprés le lemme 1.1.24, quels que soient u, v € J#(y), nous avons
donc

lu + v| < 2 max(|ul, [v]).

Quitte a choisir A assez petit, nous pouvons supposer que

;—;(b) rid < g,

Soient s € ]0,7[ et t € |r, +00] tels qu’on ait

Vi # J,

Vi # J,

ﬁ(b)' max (s' 7, ¢77) < 9~

i

Définissons un voisinage de b dans B par

V:{CGV)\ Vi # 4, %(c)

max (59, £179) < 2—&} .
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Soit y € 77 1(V) vérifiant s < |T(y)| < t. Les inégalités démontrées dans le
lemme 1.2.18 nous assurent alors que

<1+ Ji pivj (y)| < 2.
— f;
i#j
Soit 1 € 0, 1[. Quitte a restreindre V', nous pouvons supposer que, quel que
soit ce V, on a
1) < i)l <0t £0)].
On en déduit que

27 0] 87 < |fy)| < 2Pt £ ()] ¢,

N

d’ou ,
LAY i -1 (tY
2y (2) @] < 1f @) <207t (=) @)
En effet, puisque le corps #(x) est ultramétrique, nous avons

Lf(@)] = [f5(0)] .
Quitte & choisir A assez petit, s et t assez proches de r et 7 assez proche de 1,
le point y appartiendra nécessairement a U. ]

Comme précédemment, ce résultat va nous permet de démontrer que l'espace
X possede de bonnes propriétés topologiques au voisinage d’un point de type 3
déployé d’une fibre. Il nous faut pour cela construire une section. Ce sera un
peu plus délicat que dans le cas des points rationnels.

Soient b € B et o un élément de Opy. Soit V' un voisinage de b dans B sur
lequel « est définie. Soit r un élément de Ry \ {0,1}. Définissons une applica-
tion 04, de la facon suivante. Soit ¢ un point de V. Si le point ¢ est associé a
une valeur absolue ultramétrique, nous définissons o, (c) comme le point 74,
de la fibre 771(c). Si le point ¢ est associé & une valeur absolue archimédienne,
alors le corps résiduel complété .7 (c) est R ou C muni de la valeur abso-
lue |.|5,, avec & € ]0,1]. Nous définissons o, ,(c) comme le point o + r'/¢ de la
fibre 7=!(c). Nous avons ainsi construit une section o, , de 7 au-dessus de V' &
valeurs dans {y € X | (T —a)(y)| =7}

Lemme 1.3.9. — L’application o, est continue sur V.

Démonstration. — Soit ¢ un point de V. Supposons tout d’abord que la valeur
absolue associée a c est ultramétrique, mais pas triviale. Il existe alors un entier
n € N* tel que |n(c)| < 1. Notons

W =vn{de B||n(d) <1}.
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C’est un voisinage du point ¢ dans V. Quel que soit d € W, le point o, ,(d) est
le point de X associé a la valeur absolue
T — R,
doa(T—a) — maxgen (Jax(d)| ) -
keN
Sous cette forme, il apparait clairement que la section o, , est continue au-dessus
de W.
Supposons, a présent, que la valeur absolue associée a c est archimédienne.
La partie
W=Vn{deB|[2(d)| > 1}
est alors un voisinage du point ¢ dans B. Quel que soit d € W, le point o, ,(d)
est le point de X associé a la valeur absolue
AT — Ry
P(T) — P (rl/logz(@(d)l)) '
La section o4, est donc continue au-dessus de W.

Pour finir, supposons que la valeur absolue associée a c¢ est triviale. Soit U
un voisinage du point o, () dans 7~ (V). Puisque r ¢ /[ (c)] = {0,1}, la
proposition 1.3.8 nous assure que U contient un voisinage du point o, ,(c) de la
forme

U':{yGX‘ﬂ(y) eW, s < |(T —a)(x)] <t},
ou W désigne un voisinage de 7(c) dans V', s un élément de [0, r[ et ¢ un élément
de ]r, +oo[. Puisque o, 1.(U') = W, la partie o, L(U) est un voisinage de (c)
dans V.
Nous avons, a présent, traité le cas de tous les points de V. Nous avons donc

bien montré que la section o, , est continue. O

Une fois cette section continue construite, nous obtenons les mémes corollaires
que dans le cas des points rationnels.
Corollaire 1.3.10. — Soient b € B et o un élément de Opy. Soit V' un voisi-
nage de b dans B sur lequel o est définie. Soit x le point 1., de la fibre 7=1(b).
Soit U un voisinage de x dans 7=1(V'). Alors il existe un voisinage W de x dans
U vérifiant les propriétés suivantes :

i) la projection m(W') est un voisinage de w(x) =b dans B ;

i) la section o4, restreinte a w(W) prend ses valeurs dans W ;

iii) pour tout point ¢ de (W), la trace de la fibre m='(c) sur W est connexe
par arcs.
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Corollaire 1.3.11. — Soientb € B et a un élément de Ogy. Soit x le point 1,
de la fibre 7=1(b). Le morphisme m est ouvert en x.

Corollaire 1.3.12. — Soientb € B et a un élément de Opy. Soit x le point 1,
de la fibre 7=(b). Si le point b de B posséde un systéme fondamental de voisi-
nages connexes par arcs, alors il en est de méme pour le point x de X.

1.3.2.2. Points déployés

Revenons, a présent, au cas d’un espace affine de dimension quelconque. Nous
ne supposerons donc plus que n = 1. Les résultats du paragraphe précédent vont
nous permettre de décrire explicitement les anneaux locaux en certains points.

Soient b un point de B et a = (a1,...,ay) € (Opp)". Soit By un voisinage de
b dans B sur lequel les fonctions g, ..., a, sont définies.

Soient m € [1,n + 1] et 7,,...,r, € RY tels que la famille (rp,,...,7,) soit
libre dans I'espace vectoriel Q ®z (R /|7(b)*|). Posons ry = -+ = 11 = 0.

Nous considérerons 1'unique point  de 7~ !(b) vérifiant
Vie [1,n], (T; — a;)(x)| = 7.

Proposition 1.3.13. — Soit ¥ un systéeme fondamental de voisinages de b
dans By. Pour i € [m,n], soit .%; une partie de |0,7;] de borne supérieure r;.
Pouri € [1,n], soit .7; une partie de |r;,+oo| de borne inférieure r;. L’ensemble
des parties de X de la forme

{ye X|[n(y) eV.Vieln], s <|(Ti — ai)(y)| <t}

ot V' parcourt ¥, quel que soit i € [1,m —1], s; = 0 et t; parcourt J;, quel
que soit i € [m,n], s; et t; parcourent respectivement .7; et J;, est un systéme
fondamental de voisinages de x dans X .

Démonstration. — 11 suffit de mettre en ceuvre une récurrence portant sur la
dimension n et d’utiliser les propositions 1.3.4 et 1.3.8. Signalons qu’au cours
de la récurrence, nous aurons a traiter le cas de morphismes a valeurs dans
un voisinage d’un point ¢ d’'un espace affine qui n’est pas nécessairement de la
forme .#(%). Ce probleme peut étre facilement contourné en considérant un
voisinage compact rationnel V' du point ¢ contenu dans U et en restreignant le
morphisme & la source et au but (cf. théoreme 1.1.22). O

De nouveau, nous en déduisons plusieurs corollaires.

Corollaire 1.3.14. — Soit U un voisinage du point x dans X. Alors il existe
un voisinage W de x dans U vérifiant les propriétés suivantes :

i) la projection m(W') est un voisinage de w(x) =b dans B ;
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ii) il existe une section continue de m au-dessus de (W) a valeurs dans W ;

i) pour tout point ¢ de (W), la trace de la fibre m=1(c) sur W est connexe

par arcs.
Corollaire 1.3.15. — Le morphisme m est ouvert en x.

Corollaire 1.3.16. — Si le point b de B posséde un systeme fondamental de
voisinages connexes par arcs, alors il en est de méme pour le point x de X.

Nous pouvons, a présent, décrire explicitement I’anneau local au point x.

Théoréme 1.3.17. — Le morphisme </ [T| — Ox , induit un isomorphisme

lim B(V)(s <|T —a| <t) = Ox,,

V,s,t
ot V' parcourt l’ensemble des voisinages de b dans By, quel que soiti € [1,m — 1],
s;i =0 et r; parcourt RY, quel que soit i € [m,n], s; et t; parcourent respective-
ment 10,75 et |r;, +o00].

Démonstration. — Quitte a remplacer 'anneau o/ par B(U), ou U désigne un
voisinage compact rationnel de b assez petit, nous pouvons supposer que & € &7,
Cette opération est licite d’aprés le théoreme 1.1.22. Quitte a appliquer la trans-
lation par le vecteur —a, qui est un automorphisme, nous pouvons supposer
que a = 0.

Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, le résultat
est tautologique. Supposons que le résultat soit vrai en dimension n — 1. Nous
devons le démontrer en dimension n. Quitte & remplacer <7 par Z(W), ou W
est un voisinage compact rationnel de b dans AZ{_LaH, nous pouvons supposer
que n = 1. Par conséquent, nous supprimerons les n en indice dans les notations.

Nous devons distinguer deux cas selon que le nombre réel r est nul ou non.
Dans la suite, nous supposerons que r = 0. L’autre cas se traite de méme en
remplacant, dans le raisonnement qui suit, le résultat de la proposition 1.3.4
par celui de la proposition 1.3.8 et le résultat du lemme 1.2.4 par celui du
lemme 1.2.5.

Soit V' un voisinage compact de b dans .# (/) et t un élément de R . Posons

Dy(t)={ye X |n(y) €V, |T(y)| <t}.

Le morphisme naturel «/[T] — %(Dy (t)) se prolonge en un morphisme

V)T <t) — B(Dv (),
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car |.l5,, ;) < |l-llvit- En outre, ce morphisme est injectif, d’aprés le lemme 1.2.4.
En utilisant la proposition 1.3.4, on en déduit qu’il existe un morphisme injectif
o lim BV)IT| < t) — Ox..,

Vit
ou V parcourt ’ensemble des voisinages compacts du point b de B et t 'en-
semble R .

Il nous reste a montrer que ce morphisme est surjectif. Soit f € Ox ;. Par
définition du faisceau structural, il existe un voisinage U du point x dans X
sur lequel la fonction f s’obtient comme limite uniforme d’une suite de frac-
tions rationnelles (R;);>0 a coefficients dans &/ sans poles sur U. D’apres la
proposition 1.3.4, nous pouvons supposer que le voisinage U est de la forme

U= EV@))

ol V' désigne un voisinage compact rationnel du point b dans B et ¢t un élément
de R} . Le morphisme naturel

AT — BVN|T| <)
est injectif. En utilisant le fait que .Z(A(V)) = V (cf. théoreme 1.1.22) et le

lemme 1.2.1, on montre que ce morphisme induit un homéomorphisme
M(BVT| <t)) ~U.

Soit P un élément de «7/[T] qui ne s’annule en aucun point de U. D’apres [4],
corollaire 1.2.4, I'image de P est inversible dans 'anneau Z(V)(|T'| < t). On en
déduit que 2 (U) s’injecte dans B(V)(|T| < t).

Soit u € ]0,t[. L’anneau % (U) s’injecte encore dans Z(V)(|T| < u). L’inégalité
sur les normes démontrée dans le lemme 1.2.4 nous montre que la suite (R;);>0
est une suite de Cauchy dans ZA(V)(|T| < u). Puisque ce dernier anneau est
complet, la suite (R;)j>0 y converge et sa limite est envoyée sur la fonction f
par le morphisme . O

1.3.3. Un exemple

Nous consacrons cette partie a un exemple d’anneau local. Nous choisissons
comme anneau de Banach (7, ||.||) Panneau Z muni de la valeur absolue usuelle.
Nous menerons une étude précise de cet espace au début du prochain chapitre.
Sa connaissance est nécessaire pour comprendre [’exemple que nous donnons ici.

Notons B = .#(Z) et ap le point de B associé a la valeur absolue triviale.
Soit n € N. Notons X = AZ™. Soit x le point 0 de la fibre 7~ '(ag). Le
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théroeme 1.3.17 nous permet de décrire explicitement I'anneau local en ce point :
le morphisme &/ [T] — Ox , induit un isomorphisme

lim Z(V)(|T| <) = Ox.,

Vit
ou V parcourt ’ensemble des voisinages de ag dans B et, quel que soit i € [1,n],
t; parcourt R . En utilisant la description des parties compactes de B que nous
donnons en 2.1.2.1, nous pouvons rendre ’anneau local plus explicite encore :
c’est 'ensemble des séries de la forme

f=> a,T*c Q[T]
k>0

vérifiant les conditions suivantes :

i) il existe N € N* tel que
1
Z|—||T];
i1) il existe ro > 0 tel que

I k=0
k_l)g_loo|ak|00roo ’

iii) pour tout nombre premier p divisant N, il existe 7, > 0 tel que

li Ikl — 0.
k—l}}—loo ‘ak’p Tp

L’anneau local 0p 4, est isomorphe & Q. Par conséquent, nous pouvons appliquer
les théoremes 1.2.12 et 1.2.17. On en déduit que 'anneau local Ox , est un
anneau local noethérien et régulier de dimension n.

Restreignons-nous, a présent, au cas de la droite affine. Nous supposerons
donc que n = 1. Nous noterons simplement 7" I'unique variable. L’anneau lo-
cal Ox , est alors un anneau de valuation discrete d’idéal maximal (7") et de
corps résiduel Q. D’apres la proposition 1.3.1, 'anneau local Ox ; est hensélien.
On en déduit que son corps des fractions K est, lui aussi, hensélien. Observons
que cette propriété permet de retrouver le théoreme d’Eisenstein.

Théoréme 1.3.18 (Eisenstein). — Tout élément de Q[T] entier sur Q[T
appartient a Ox .

Démonstration. — Soit f un élément de Q[T7] entier sur Q[T]. Il est encore en-
tier sur 'anneau local Ox ;. Par conséquent, il existe un polynéme P € Ox ,[U]
unitaire qui annule f. Puisque 'anneau local Ox , est factoriel, 'anneau Ox ,[U]
I’est également. Il existe donc un entier r, des polynémes Py, ..., P, a coefficients
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dans Ox ;, irréductibles et unitaires et des entiers nq,...,n, tels que 'on ait
I’égalité
T
P=]]P" dans 0x.[U].
i=1

Soit i € [1,r]. Puisque le corps K est de caractéristique nulle, le polynéme P;
est séparable. Puisque le corps K est hensélien, d’apres [5], proposition 2.4.1 (1)
la catégorie des extensions séparables finies du corps K est équivalente a celle des
extensions séparables finies de son complété K. On en déduit que le polynéme P;
est encore irréductible dans K[U].

Remarquons, a présent, que le corps K nest autre que le corps des séries de
Laurent Q((7")). Par conséquent, ’écriture

P= H pr
1=1

est encore la décomposition du polynéme P en produits de facteurs irréductibles
et unitaires dans Q[T][U]. Par hypothese, il existe i € [1,7] tel que P, = U — f.
On en déduit que f € Ox ;.

O

Remarque 1.3.19. — Pour ne pas alourdir les notations, nous avons décrit
I’anneau local et énoncé le théoreme d’Eisenstein en prenant comme anneau de
base I'anneau Z. Les mémes résultats valent mutatis mutandis pour tout anneau
d’entiers de corps de nombres.

(V. Berkovich énonce, en fait, cette proposition pour des corps supposés « quasi-complete ».
La définition 2.3.1 nous montre que cette notion coincide avec celle de corps hensélien.






CHAPITRE 2

ESPACE ANALYTIQUE SUR UN ANNEAU
D’ENTIERS DE CORPS DE NOMBRES

Ce chapitre est consacré a 1’étude des espaces analytiques lorsque la base est
le spectre analytique d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Nous fixons,
des a présent, un corps de nombres K et considérons I’anneau de ses entiers A.
Dans ce cadre, nous allons pouvoir préciser et généraliser les résultat obtenus
dans le chapitre précédent.

Dans la premiere partie, nous nous intéressons a l’espace de base .Z(A).
Nous commencons par le décrire ensemblistement et poursuivons en établissant
ses propriétés topologiques. Pour finir, nous décrivons les sections du faisceau
structural au-dessus des ouverts de .#(A) et en déduisons notamment ’expres-
sion des anneaux locaux.

La seconde partie est consacrée a I'étude de l'espace affine analytique au-
dessus de .Z(A). Nous parvenons & décrire et étudier les anneaux locaux en de
nombreux points, au nombre desquels les points rigides des fibres. Les résultats
que nous obtenons ne sont cependant pas complets : certains probléemes ont,
jusqu’ici, résisté a nos tentatives et requierent vraisemblablement une approche
nouvelle.

Cependant, dans le cadre de la droite affine, qui fait ’objet de notre troisieme
partie, nous parvenons a mener 1’étude a son terme et démontrons les résultats
attendus : connexité par arcs locale, ouverture du morphisme de projection sur
la base, principe du prolongement analytique, etc. Nous établissons également
certaines propriétés des anneaux locaux, comme la noethérianité et la régularité,

et finissons en démontrant la cohérence du faisceau structural.
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2.1. Spectre d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Dans cette partie, nous allons étudier le spectre de I’anneau d’entiers de corps
de nombres A. Pour ce faire, nous devons le munir d’une norme qui en fasse un
anneau de Banach. Plusieurs choix d’offrent & nous : norme triviale, restriction
de la valeur absolue complexe, etc. Nous choisirons la norme ||.|| définie de la
facon suivante :

vieA fll= max (jo(f)le),

ou le maximum est pris sur I’ensemble des plongements ¢ du corps K dans C.
Par exemple, lorsque K = Q, cette norme est simplement la valeur absolue
usuelle |.|o. Notre choix est guidé par le fait que cette norme est plus grande
que toutes les semi-normes multiplicatives que ’on peut définir sur 'anneau A.
Le spectre .# (A, ||.||) contiendra donc tous les points possibles.

Remarquons que 'anneau A muni de la norme ||.|| est bien un anneau de
Banach. En effet, quel que soit f € A\ {0}, nous avons || f|| > 1. Cette inégalité
découle simplement de la formule du produit. Par conséquent, la topologie in-
duite sur A par la norme ||.|| est discréte.

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que 'anneau A est muni
de la norme ||.||. Nous écrirons donc .# (A), sans plus de précisions.

2.1.1. Description ensembliste

Le théoréme d’Ostrowski nous permet de décrire explicitement toutes les semi-
normes multiplicatives sur A, autrement dit 'ensemble .# (A).

Nous avons, tout d’abord, la valeur absolue triviale

K — R+
HO : 0 sif=0
o= 1 sinon

Nous noterons ag le point de .# (A) correspondant. Le corps résiduel en ce point
est

(A (ao), |.) = (K, [-|o)-

Soit p un nombre premier. Nous noterons v, la valuation p-adique sur Q
normalisée par la condition v,(p) = 1 et |.|, la valeur absolue p-adique définie
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par
. Q — Ry
|-p Fo pul)

Soit m un idéal maximal de A. L’anneau local A, est un anneau de valuation
discrete. Notons p l'idéal premier de Z tel que m N Z = pZ. Nous noterons vy,
'unique valuation m-adique sur K qui prolonge v, et |.|m 'unique valeur absolue
sur K qui prolonge la valeur absolue |.|, sur Q. Nous noterons an le point
de .4 (A) correspondant a |.|m.

Nous noterons ky = A/m le corps résiduel de Ay,. Choisissons également une
uniformisante 7y de Ay,. Nous noterons A, le complété de Ay, pour la topologie
m-adique et K son corps des fractions.

A chaque nombre réel strictement positif €, on associe alors la valeur abso-
lue |.|5, sur K. Nous noterons a, le point de .#(A) correspondant. Le corps
résiduel en ce point est

(A (a5), 1) = (K, |me)-

Lorsque nous faisons tendre € vers 0 dans la formule précédente, nous retrou-
vons la valeur absolue triviale. Nous noterons donc

0 _
Ay = ap.

Lorsque nous faisons tendre € vers +oo, nous obtenons la semi-norme multi-

plicative induite par la valeur absolue triviale sur le corps fini ky, :

A — R+
Hm,—l—oo : 0 Slfem
foe 1 sinon

Nous noterons ay, ou encore at*, le point de .# (A) correspondant. Le corps
résiduel en ce point est

(A (@m); [-) = (Fms [-lo)-

Soit ¢ un plongement du corps K dans C. Nous poserons K, = Rsile
plongement est réel, c’est-a-dire si son image est contenue dans R, et K, =C
dans les autres cas. Nous noterons |.|, la valeur absolue sur K définie par

K = R,
e f e o)l
ol |.|oo désigne la valeur absolue usuelle sur C. Nous noterons a, le point

de . (A) correspondant. Remarquons que deux plongements complexes conjugués
définissent la méme valeur absolue et donc le méme point de .#(A).
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A chaque nombre réel € € [0,1], on associe la valeur absolue |.|5 sur K. Nous
noterons a le point de .#(A) correspondant. Le corps résiduel en ce point est

(A (ag),|.]) = (Ko, [-]oe)-
Remarque 2.1.1. — Pour ¢ > 1, lapplication [.|5 ne définit plus une norme,

car elle ne satisfait plus I'inégalité triangulaire.

Comme précédemment, lorsque nous faisons tendre ¢ vers 0, nous retrouvons
la valeur absolue triviale. Nous noterons donc

0

g

= ag.

Théoréme 2.1.2 (Ostrowski). — L’ensemble .# (A) est constitué exactement

des points décrits précédemment.

Adoptons quelques notations supplémentaires. Nous noterons ¥ = Max(A)
I’ensemble des idéaux maximaux de A et Y, 'ensemble des plongements de K
dans C, a conjugaison pres. Désignons par ;1 € N le nombre de plongements
réels de K et par 2ro € N son nombre de plongements complexes non réels.
Nous avons alors

(X)) =71+ 790.
Rappelons que l'on a toujours r + 2re = [K : Q).
Pour finir, nous notons 3 = ¥y U ¥, et posons
400 sio € Xy
l("):{ | soev..
La description explicite des points nous permet de décrire, de facon tout aussi
explicite, la topologie de l'espace .Z (A).
Lemme 2.1.3. — Soit 0 € X. L’application
0,1(0)] — #(A)
o’ € — as,
mnduit un homéomorphisme sur son image.
Démonstration. — Par définition de la topologie de .#(A), pour montrer que
lapplication a; est continue, il suffit de montrer que, quel que soit f € A,
I’application composée
0,l(0)] — A#(4A) — Ry
e = ay = |f(a) =115
est continue. Ce résultat est immédiat. Puisque l'espace [0,1(0)] est compact et
que espace .# (A) est séparé, 'application a; induit un homéomorphisme sur

son image. ]
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Soit o € 3. Nous appellerons branche c-adique 'image de ’application
précédente et la noterons .#(A),. Nous appellerons branche o-adique ou-
verte, et noterons .#(A)", la branche o-adique privée des points associés a
une valeur absolue triviale. Nous oterons donc deux points si 0 € X, mais un
seul point si 0 € Y. Signalons que ces branches ouvertes sont les trajectoires
du flot, au sens de la partie 1.1.5. Précisément, quel que soit ¢ € ]0,1(o)] tel
que a, € .#(A).., nous avons

T yay(ag) ~ A (A),.

Nous appellerons point central de .# (A) le point ag. Nous appellerons point
extréme de .# (A) un point de la forme a,, avec o € X . Enfin, nous appellerons
point interne de .Z (A) tout autre point. En particulier, quel que soit o € ¥,
le point a, = as,1 est un point interne.

Il nous reste a décrire les voisinages du point central ag : ce sont les parties
de #(A) qui contiennent entierement toutes les branches, a 'exception d’un
nombre fini, et qui contiennent un voisinage de ag dans chacune des branches
restantes (cf. fig. 1).

Remarquons qu’a partir de la description de la topologie que nous venons
de donner, on redémontre facilement la compacité de 'espace .# (A). D’autres

propriétés sont vérifiées. Nous les résumons dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.4. — L’espace 4 (A) est compact, conneze par arcs et locale-
ment connexre par arcs.

La description explicite que nous avons obtenue permet également d’étudier
les morphismes de changement de base.

Théoréme 2.1.5. — Soit K’ une extension finie de K. Notons A" l’anneau des
entiers de K'. Alors le morphisme

(A — (A)

induit par Uinjection A — A’ est continu, ouvert, propre, surjectif et a fibres
finies.

Pour finir, remarquons que nous pouvons décrire facilement les parties connexes
de lespace . (A). 1l suffit pour cela d’utiliser le fait que ses branches sont
homéomorphes a des segments non triviaux et que l'espace .#(A) \ {ag} est
homéomorphe & une réunion disjointes d’intervalles semi-ouverts (les branches
privées du point central). Précisons le résultat. Soit P une partie connexe
de .#(A). Deux cas se présentent. Si P ne contient pas le point central ag,
alors la partie P est contenue dans I'une des branches et est donc homéomorphe
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A (Z)

0:Q—C

Fi1c. 1. Un voisinage du point central ag.

a un intervalle. Si P contient le point central ag, alors sa trace sur toute branche
est une partie connexe (et donc homéomorphe a un intervalle) contenant le
point ag. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2.1.6. — Une intersection de parties connexes de .4 (A) est connexe.
2.1.2. Faisceau structural

Nous allons décrire les sections du faisceau structural sur plusieurs types
d’ouverts connexes de .# (A). Auparavant, il est utile de calculer explicitement
la norme uniforme sur certains compacts et le complété pour cette norme de

I’anneau des fractions rationnelles sans poles au voisinage du compact.
2.1.2.1. Parties compactes

Nous allons décrire ici toutes les parties compactes, connexes et non vides
de .#(A). Soit L une telle partie. Nous allons distinguer plusieurs cas.

1. Il existe o € Y tel que L soit contenue dans la branche o-adique de .Z (A).
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La partie L évite le point central ag.

Dans ce cas, il existe u,v € )0, 1], avec u < v, tels que

L =lag,ap] ={a;, u<e<wv}.

o) o
Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont
A (L) = K et la norme uniforme est |.|| = max(].|%,|.|2). On en
déduit que #(L) ~ K,. Attirons I'attention du lecteur sur le fait que
I'isomorphisme précédent est un isomorphisme de corps topologiques

mais pas de corps normés (sauf dans le cas ot u = v)!
La partie L contient le point central ag.
Il existe alors v € [0, 1] tel que

L = [ag,ay].

Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont
(L) = K et la norme uniforme est ||.||z = max(|.|o,].|%). On en
déduit que (L) ~ K.

2. Ilexiste m € Xy tel que L soit contenue dans la branche m-adique de .Z (A).

(a)

La partie L évite le point central ag et le point extréme ay,.

11 existe alors u,v € |0, +o0], avec u < v, tels que
L = [am, ag]-
Nous avons ¢ (L) = K, |||z = max(].|%, |.|%) et B(L) ~ Kp.
La partie L évite le point central ag et contient le point extréme a.y,.

Il existe alors u € |0, +00] tel que
L = [agy, Q).
Dans ce cas, les élements de K peuvent avoir un pole au point a,, et
nous avons donc # (L) = Am, ||.|lz = |4 et B(L) ~ Ap,.
La partie L contient le point central ag et évite le point extréme ay,.
Il existe alors v € [0, +00] tel que
L= [ao, am
Nous avons # (L) = K, ||.||r = max(].|o,|.[&) et B(L) ~ K.
La partie L contient le point central ag et le point extréme ay,.

Dans ce cas, la partie L est la branche m-adique tout entiere :
L=#(A)n.
Nous avons # (L) = Aw, ||./|z = |-lo et B(L) ~ An.
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3. La partie L n’est contenue dans aucune branche de . (A).
D’apres le raisonnement précédant la proposition 2.1.6, quel que soit
o € %, il existe v, € [0,1(0)] tel que
L= Jlao,a¥].
o€EY
Notons ¥/ = {m € Xy |v, = l(0)}. Nous avons alors
H (L) = H(Lo)= (] Am.
oEY mey
La norme uniforme sur cet anneau est

= = . vo .
-1 = max(le,) = ma (a5 o)
et nous avons donc
B(L)=H(L)= [ Am
mex/
Nous venons de décrire toutes les parties compactes et connexes de l'es-

pace . (A). Nous allons montrer qu’elles sont pro-rationnelles, au sens de la
définition 1.1.19. A cet effet, nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1.7. — Supposons que le corps K ne soit ni Q, ni un corps quadra-
tiqgue imaginaire. Alors, quel que soit o € X, il existe un élément f de A qui
vérifie les conditions suivantes :

i) [fle <1;
ii) Yo' # o, |fle > 1.

Démonstration. — Notons oy, ...,0.,, avec r1 € N, les plongements réels du
corps K et op 41,...,0r 4y, avec T2 € N, ses plongements complexes non réels
a conjugaison pres. Par hypothese, nous avons r; + ro > 2. Rappelons que,
d’apres le théoreme des unités de Dirichlet, le morphisme de groupes L qui a
toute unité f € A* associe I’élément

(log(lo1(9)]),- - ,log(lov, (9)]), 210g(lor,+1(9)]), - - -, 2108 (|ov, 41, (9)]))

de R™ "2 a pour image un réseau de l'hyperplan H de R "2 défini par
I’équation
H x4+ + 240, =0.
Supposons, tout d’abord, que o € Y. Il existe alors ¢ € [1,r; + 2] tel
que o = ;. Considérons le quadrant de R’ %2 défini par

Q={(x1,...,Trj4r,) E R |2; <0, Vj #14, z; > 0}.
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Le résultat rappelé ci-dessus nous assure qu’il existe une unité f € A* telle que

L(f) € Q.
Nous avons alors |f|,, < 1, quel que soit j # 4, | f|5, > 1 et, quel que soit m € Xy,
’f ’m = 1.
Supposons, a présent, que o soit un idéal maximal m de A. Puisque le groupe
des classes d’idéaux de K est fini, il existe un entier n € N* tel que I'idéal m”
soit principal, engendré par un élément f de A. Nous avons alors |f|m < 1 et,

quel que soit m" € X\ {m}, |f|w = 1. La formule du produit nous assure alors

que
T1 1472
[T 11 175 >
i=1 i=r1+1
Notons L(f) = (Y1, .-+, Yr,+r,) € R™F72. Nous avons alors
r1+r2

S = Zyi>0.
i=1

Soit € > 0 tel que S > (r1 + 19 — 1)e. Posons
20 = (— Y1+ s ~Yrtra1 + & Y + S — (11 + 12 — 1)6) € H.

Nous avons L(f) + zg € (R%)" "2, Par conséquent, il existe un voisinage ou-
vert U de zy dans H de volume v strictement positif tel que

L(f)+U C (R,
Soit n € N* tel nv soit strictement plus grand que le volume d’une maille du
réseau L(A*). La partie
nL(f) +nU C (RY)17
contient alors un élément z du réseau L(AX). Il existe g € A* tel que L(g) = z.

Posons h = f" g. Nous avons toujours |h|m < 1 et, quel que soit m" € 3¢\ {m},

|flw = 1. En outre, nous avons

L(h) € (R},
autrement dit, quel que soit i € [1,71 + o], |h|s > 1. O
Lemme 2.1.8. — Supposons que le corps K soit Q ou un corps quadratique
imaginaire. Dans ce cas, Yo, est réduit a un élément que nous noterons oog.

Alors, quel que soit o € Xy, il existe un élément f de A qui vérifie les conditions
sutvantes :

Z) ‘f‘0<1;
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iii) Yo' € Ly \ {c}, |flor = 1.
Démonstration. — Comme précédemment, le fait que I’élément o soit de torsion

dans le groupe des classes nous assure qu’il existe un élément f de A vérifiant
|flo <1 et, quel que soit o' € ¥¢\ {o}, |f|,» = 1. La formule du produit nous

montre alors que |fl|,. > 1. O

Proposition 2.1.9. — Toute partie compacte et connexe L de 'espace .4 (A)
est pro-rationnelle. En particulier, nous avons

M (B(L)) = L.

Démonstration. — Commencons par démontrer le résultat pour certaines par-
ties compactes simples. Soient o € ¥ et € € |0,1(0)[. Considérons le compact

L=.#(A)\ g, al"].
Supposons, tout d’abord, que o € X ou que 0 € X et que le corps K n’est

ni Q, ni un corps quadratique imaginaire. D’apres les lemmes précédents, il
existe alors un élément f de A qui vérifie les conditions suivantes :

i) |f |0 <1
ii) Vo' £ o, |fler > 1.
Nous avons alors
{beaW[If®) =175} = L.
Le compact L est donc rationnel.
Supposons, a présent, que le corps K est soit Q, soit un corps quadratique
imaginaire et que 0 = 0. D’apres le lemme 2.1.8, il existe alors un élément f

de A qui vérifie les conditions suivantes :

i) |flow > 13
ii) Vo' £ o, |fle < 1.
Nous avons alors
{pea(A)|IfO] <Iflo.} =L
De nouveau, le compact L est donc rationnel.
Considérons, a présent, le compact
M = [ag, ay”).

En utilisant la méme fonction f que précédemment, nous pouvons écrire, dans

le premier cas,

{bea)|If®) <If5} =M,
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et, dans le second,
{bea(N)]If0) = If5.} =M

Le compact M est donc rationnel.

Puisque toutes les parties compactes et connexes de .# (A) s’obtiennent comme
intersection de compacts de 'un des deux types précédents, la premiere partie du
résultat est démontrée. Nous déduisons la seconde partie du théoreme 1.1.22. [

2.1.2.2. Parties ouvertes

Pour déterminer les sections globales sur les ouverts de la base, il nous suffit
a présent de recoller les complétés précédents. Soit U un ouvert connexe et non
vide de .#(A). Comme précédemment, nous allons distinguer plusieurs cas.

1. Tl existe o € Y tel que U soit contenu dans la branche o-adique de .Z(A).
Alors, il existe u,v € [0,1], avec u < v, tels que
U = lag, as[ ou Jag, as].
Dans les deux cas, nous avons &(U) = K.
2. Il existe m € X tel que U soit contenu dans la branche m-adique de .Z (A).
(a) L’ouvert U évite le point extréme ay,.
Alors, il existe u,v € [0, 4+00], avec u < v, tels que
U = Jat, a%.
Comme précédemment, nous avons 0(U) = K.
(b) L’ouvert U contient le point extréme ay,.
Alors, il existe u € [0, +00] tel que
U = |agy, Gm)-
Dans ce cas, nous avons O'(U) = Ap,.
3. L’ouvert U n’est contenu dans aucune branche de .Z(A).

Dans ce cas, c’est un voisinage du point central ag et il possede une
écriture de la forme

v = A\ U la8 )]

1<i<p+q

= U lag, agi] | U U M(A)s |

1<i<p+q 0F01,...,0ptq
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Fic. 2. Anneaux de sections globales.

avec p,q € N, 01,...,0, € X¢, Opgiy---,Optq € Boo, UL, .-, Up € ]0,400]
et Upt1, ..., Uptq €0,1]. Considérons le diviseur Y ?_,(o;) sur Spec(A).
Puisque le groupe de Picard de Spec(A) est fini, ce diviseur est de torsion.
Il existe donc n € N* et f € A tels que

> o) = (£).

Nous avons alors

oU)= () As, =4 H .

1<i<p

Une fois terminée cette description des ouverts, nous pouvons décrire les an-
neaux locaux en les points de la base. Soit b un point de .Z(A). Nous allons, de
nouveau, distinguer plusieurs cas.

1. Il existe o € X tel que le point b est un point interne de la branche o-adique.

Dans ce cas, nous avons
ﬁ//[(A)b >~ Ko.

2. Il existe m € Xy tel que le point b est le point extréme dpy,.

Dans ce cas, nous avons

ﬁ//[(A),&m ~ Am-
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3. Le point b est le point central ag de .Z(A).

Nous avons alors

ﬁ//[(A)ﬂo ~ K.
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2.2. Espace affine

Dans cette partie, nous allons démontrer quelques propriétés générales de 1’es-
pace affine analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres. Soit n € N.
Nous noterons B = .#(A), X = Ay™ et 7 : X — B le morphisme de projec-
tion.

Pour o € ¥, nous appellerons partie c-adique de X (respectivement par-
tie o-adique ouverte de X), et noterons X, (respectivement X! ), 'image
réciproque par la projection 7 de la branche o-adique (respectivement branche
o-adique ouverte) de .#(A).

Nous appellerons fibre centrale de X, et noterons X, la fibre de m au-dessus
du point central de B. Nous appellerons fibre extréme de X une fibre de «
au-dessus d’un point extréme de B. Pour m € X, nous noterons X = 7N am).
Finalement, nous appellerons fibre interne de X une fibre de 7 au-dessus d’'un
point interne de B.

2.2.1. Fibres internes

Nous reprenons, ici, les notations du paragraphe 1.1.5, consacré au flot. Soient
o €Xs et v € m ! (a,). L'intervalle de définition de la trajectoire du point
est alors I, = ]0,+oc[. Rappelons que la fibre 77!(a,) est I'espace affine de
dimension n au-dessus du corps K},, au sens de V. Berkovich.

Proposition 2.2.1. — L’application
7 ay) x )0, 400 — X!
(z,¢€) - af

est un homéomorphisme.

Démonstration. — Notons ¢ cette application. Pour 2 € X/ notons
A(z) = logj, , (In(@)]).
L’application \ est continue et, quel que soit = € X!, nous avons
m(z) = a)®.
Il est clair que 'application ¢ est bijective d’inverse

4 X, — 7 Hao) x]0,+00]

i x (acl/’\(m),ﬂ(ac))
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Montrons que 'application ¢ est un homéomorphisme. Rappelons que la to-
pologie de X/ est, par définition, la topologie la plus grossiére qui rend continues
les applications de la forme

Xc,r — R+

P77 P

avec P € A[T]. Pour montrer que l'application ¢ est continue, il suffit donc de
montrer que, quel que soit P € A[T], 'application

71 (ay) x J0,+00[ — R,

Plow: = o 1P = [P

est continue. Cette propriété est bien vérifiée.
De méme, la topologie sur 7! (a, ) x 0, +00] est, par définition, la topologie la
plus grossiére qui rend continues la projection p; vers 7~ (a,) et la projection po

1

vers |0, 4+o0o[. Il nous suffit donc de montrer la composée de ¢~ avec chacune

de ces deux applications est continue. L’application
p2o@ " X}, —10,400]

est simplement la projection sur la base. Elle donc continue.
Nous avons
1. Xc/r - 77_1(‘10)

p1oy P e

Pour montrer que cette application est continue, il suffit de montrer que, quel
que soit P € K, [T'], Iapplication

1L X =& R,

|Plopiogp [P @) = [Pa) A

est continue. Puisqu’une fonction qui est limite uniforme, sur tout compact,
d’applications continues est encore continue, il suffit de montrer que les appli-
cations de la forme |P| o pj o ¢!, avec P € A[T] sont continues. Cela découle
alors directement de la définition de la topologie de X/ et de la continuité de la
projection. ]

Un résultat similaire est valable pour la partie archimédienne de I'espace X.
La preuve en est completement analogue et nous ne la détaillerons pas. Soient
0 €Yy et x € 7 (a,). L'intervalle de définition de la trajectoire du point x
est alors I, = ]0,1]. Rappelons que la fibre 77! (a,) est isomorphe & 'espace C"
si K, = C et & son quotient par la conjugaison complexe si K, =R.
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Proposition 2.2.2. — L’application
7 a,) x]0,1] — X/
(z,¢) = xf
est un homéomorphisme.

Nous déduisons de ces résultats deux corollaires topologiques.

Corollaire 2.2.3. — Le morphisme 7 est ouvert en tout point d’une fibre in-
terne de X.
Corollaire 2.2.4. — Tout point d’une fibre interne de l’espace X posséde un

systeme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Corollaire 2.2.5. — Tout point interne de X possede des voisinages flottants,
au sens de la définition 1.1.27.

Démonstration. — Soient o € ¥ et x un point de X/ . Reprenons les notations
du paragraphe 1.1.5. Nous avons D = X! et la structure de produit dont les
propositions précédentes démontrent ’existence assurent que le flot est une ap-
plication ouverte. ]

Proposition 2.2.6. — Soit b un point interne de B. Alors l'inclusion
G (b)) = X
de la fibre dans [’espace total induit un isomorphisme entre les espaces annelés
(7' (b), 4, " Ox) = (771 (b), Op-1(3))-

Démonstration. — Signalons tout d’abord qu’en dépit de ce que les notations
utilisées peuvent laisser penser les espaces topologiques sous-jacents sont, a
priori, différents. En effet, sur I'un ce sont les valeurs absolues de polynomes
a coeflicients dans A qui doivent étre continues, et, sur 'autre, ce sont celles des
polynomes a coefficients dans K,. Cependant, la continuité étant une propriété
stable par limite uniforme sur tout compact, les topologies sont bien identiques.
L’application identité définit donc bien un homéomorphisme.

Intéressons-nous, & présent, aux faisceaux structuraux. Soit x € w~1(b). 1l
nous suffit de montrer que le morphisme naturel

ﬁX,(E - Wﬁl(b)vm

est un isomorphisme. Commengons par montrer qu’il est injectif. Soit f un

élément de Ox , nul dans O -1 ,. 11 existe un voisinage V' de z dans 771(b)

),z
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sur lequel la fonction f est nulle. D’apres les propositions 2.2.1 et 2.2.2, la
fonction f est définie sur un voisinage U de z dans X de la forme

U={y,yeW, a<e<f}

ou W est un voisinage de z dans V, a un élément de |0,1[ et S un élément
de |1, +oo[. Soit z € U. Il existe un élément y de W et un nombre réel € € |a, §]
tels que z = y*. D’apres le corollaire 2.2.5, le point y possede des voisinages
flottants. D’apres la proposition 1.1.31, nous avons donc

[f(2)] = [f ()" = 0.

On en déduit que la fonction f est nulle sur U et donc dans I'anneau local Ox ;.
Montrons, a présent, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjectif.
Soit f € Or-1(3) s 1l existe un voisinage compact V' de = dans 771(b) et une
suite (Ry)ren d’éléments de K,(T), sans poles sur V, qui converge vers la
fonction f sur V. Soit k € N. Il existe un élément Sy, de Frac(A[T]) sans poles
sur V' qui vérifie
1Sk = Rillv <27".

Considérons le voisinage U du point z de X défini par

1 3
= € — <l e< — 5.
U {y,ye‘/,z_s_z}

Quel que soit k € N, la fonction S; n’a pas de pdles sur la partie compacte U.
Soit i > 0. Il existe un entier p € N tel que, quels que soient k,l > p, nous
ayons
Ry — Rillv <.
Quitte a augmenter p, nous pouvons supposer que 277 <. Soit z € U. Il existe
un élément y de V' et un nombre réel € € [1/2,3/2] tels que z = y*. Quel que
soient k,l > p, nous avons alors

[(Sk = S (y)l

[(Sk — S|

(HRk — Rl”v + 2~k + 2_1)E
(3m)°

max ((3n)'/2, (3n)%2) .

Par conséquent, la suite (Sk)ren converge uniformément sur U vers un élément g

VANRVANRR VAN

de #(U) et donc de Ox ;. L'image de cet élément dans I'anneau local @1,
n’est autre que I'élément f. O

Théoreme 2.2.7. — Soit x un point interne de X. Alors, l’anneau local O ,
est hensélien, noethérien, régulier, excellent et de dimension inférieure a n.
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Démonstration. — La proposition qui précede nous permet de nous ramener au
cas ou ’espace de base est le spectre d’un corps. O

Proposition 2.2.8. — Soit ¢ € X. Le principe du prolongement analytique
vaut sur tout ouvert connexe de X! . Précisément, soit f une fonction analytique
définie sur un ouvert connexe U de X! . Si [ est nulle sur un ouvert non vide
contenu dans U, alors f est identiquement nulle sur U.

Démonstration. — Soit U une partie ouverte et connexe de X/. Soit f une
fonction analytique sur U. L’ensemble E des points de U au voisinage desquels
la fonction f est nulle est un ouvert de U. On montre qu’il est également fermé
en utilisant le fait que le principe du prolongement analytique vaut sur les fibres
(cf. [4], théoreme 3.3.21, dans le cas ultramétrique) et la proposition 1.1.31. Si
cet ensemble n’est pas vide, il ne peut donc qu’étre égal a 'ouvert connexe U
tout entier. ]

2.2.2. Dimension topologique

Nous consacrons cette partie a I’étude de la dimension topologique de I'espace
affine analytique X = A}™ défini au-dessus de I’anneau d’entiers de corps
de nombres A. La notion de dimension topologique n’est agréable que lorsque
I’espace considéré est métrisable. Dans ce cas, la dimension de recouvrement
(cf. [39], définition 1.4) et la dimension inductive forte (cf. [39], définition 1.5)
coincident (cf. [39], théoreme II.7). Commengons par vérifier que nous nous
trouvons bien dans cette situation.

Lemme 2.2.9. — L’espace analytique A'y*" est métrisable.
Démonstration. — Soient x un point de X et U un voisinage du point « dans X.
Par définition de la topologie, il existe r € N, Py,..., P, € A[Ty,...,T,] et
ULy ..., Up, U1, ..., 0. € R tels que la partie
V= m {y € X |ui <|P(y)| <wi}
1<i<r

soit un voisinage du point x contenu dans U. Nous pouvons supposer que les
nombres u1, ..., U, V1,. ..,V sont rationnels. Puisque I’ensemble A est dénom-
brable, I’ensemble des voisinages de la forme précédente est alors dénombrable.
On en déduit que 'espace X est séparable.

L’espace X étant localement compact, il est régulier. Le théoreme d’Urysohn
(cf. [39], corollaire du théoréme 1.3) nous assure alors qu'’il est métrisable. [
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Nous pouvons, a présent, calculer la dimension topologique de ’espace AZ’an.
Commengons par 'espace de base B = .Z(A).

Proposition 2.2.10. — La dimension topologique de [’espace B est égale a 1.
Démonstration. — Soit o € Y. La branche o-adique B, est homéomorphe au

segment [0, 1]. Elle est donc de dimension 1. D’apres [39], théoréme I1.3, nous

avons donc

dim(B) > 1.
En outre, nous avons

B=J B,

o€y

et ce recouvrement est dénombrable. D’apres [39], théoreme I1.1, nous avons
donc

dim(B) < 1.
On en déduit le résultat voulu. O

Traitons, maintenant, le cas général.

Proposition 2.2.11. — La dimension topologique de [’espace AZ’an est égale
a2n+ 1.
Démonstration. — Commencons par minorer la dimension. Soit o € ¥ ,. D’apres

la proposition 2.2.2, la partie X’ de X est homéomorphe & 771 (a,) x]0,1]. Si &
est un plongement réel, la fibre 77! (a,) est homéomorphe au quotient de l’es-
pace C'™ par 'action de la conjugaison complexe. Elle est donc de dimension
égale & 2n. Si o est un plongement complexe non réel, la fibre 7~ !(a,) est
homéomorphe a 'espace C™ lui-méme et est donc encore de dimension égale
a 2n. Dans tous les cas, la dimension de X/ est égale a 2n + 1. D’apres [39],

théoreme I1.3, nous avons donc
dim(X) > 2n + 1.
Soit k € N*. Considérons le disque de centre 0 et de rayon k de X :
D(k)={z e X||T(x) <k}.
C’est une partie compacte de X. L’application de projection
7 D(k) — B

est continue et fermée. Soit b un point de B. Si la valeur absolue sur le corps
résiduel complété 7 (b) est archimédienne, la dimension de la fibre 7Tk_1(b) est
égale a 2n. Si elle est ultramétrique, la fibre 7'('];1(1)) est le disque de centre 0 et de
rayon k de 'espace affine de Berkovich de dimension n au-dessus du corps 77 (b).
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D’apres [5], proposition 1.2.18, sa dimension est inférieure a n. D’apres [39],
théoreme II1.6, nous avons

dim(D(k)) < dim(B) + 2n < 2n + 1.
Bien entendu, nous avons
X = |J D).
keN*

D’apres [39], théoreme II.1, nous avons donc
dim(X) < 2n + 1.

On en déduit le résultat annoncé. O

2.2.3. Points rigides des fibres

Soit b € B. La proposition 1.3.13 nous permet de décrire un systeme fon-
damental de voisinages explicite d’un point z de la fibre 77!(b) défini par des
équations du type

(Th —ar)(z) = = (T — o) (z) = 0,

avec aq,...,0, € Opy. Remarquons que, lorsque 'espace de base est le spectre
d’'un anneau d’entiers de corps de nombres, tous les points rationnels de la
fibre 771(b) sont de ce type. En effet, on dispose d’une surjection &, — 7 (b)
(et méme d’un isomorphisme Op;/m, = K(b) ~ H()).

Nous allons chercher a ramener ’étude des points rigides a celle des points
rationnels par le biais d’un isomorphisme local, en utilisant la proposition 1.3.3.
Remarquons qu’il est pour cela nécessaire de disposer d’un résultat de connexité
par arcs locale. Nous commencerons donc par étudier la topologie au voisinage
des points rigides.

2.2.3.1. Voisinages sur la droite

Commencons par décrire les voisinages des points rigides des fibres de la droite
affine. Dans les propositions qui suivent, nous supposerons donc que n = 1 et
_ A lan
que X = A7
Proposition 2.2.12. — Soit b un point de B. Soit P(T) € Opp[T] un po-
lynome unitaire dont l'image dans € (b)[T) est irréductible. Soit x ['unique point
de la fibre 7=Y(b) défini par I’équation

P(T)(xz) = 0.
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Soit By un voisinage de b dans B sur lequel les coefficients du polynéme P(T)
sont définis. Soient ¥ un systéme fondamental de voisinages de b dans By et
T une partie de R de borne inférieure nulle. Alors ’ensemble des parties de
X de la forme

{ye X |n(y) e V,|P(T)(y)| <t},
ou V et t parcourent respectivement ¥V et T est un systéme fondamental de
voisinages de x dans X.

Démonstration. — Soit K’ une extension finie de K sur laquelle le polynéme P(T")
est scindé. Notons A’ anneau des entiers de K’ et a1, ..., a, € A, avec p € N¥,
les racines de P(T"). Notons

0:B =.#(A) — #(A) =B
et
X = A - A =X
les morphismes de changement de base. Ces morphismes sont surjectifs et a

fibres finies. Notons b, ... ,b;, avec ¢ € N*, les images réciproques du point b
par le morphisme ¢. Nous noterons 7’ : X’ — B’ le morphisme de projection.
Soit U un voisinage du point x dans X. Soient ¢ € [1,p] et j € [1,q]. Nous

noterons y; ; le point de la fibre 7’ _1(b;-) défini par I’équation
(T — ai)(yiy) = 0.
La partie ¥~ }(U) de X’ est un voisinage du point y; ; € 1»~!(x). D’apres la pro-

position 1.3.4, il existe un voisinage V; ; de b; dans B’ et un nombre réel ¢; ; > 0
tel que

THU) D {z € X'[7'(2) € Vig, (T — ay) ()] < tij} = Wi

Quitte a restreindre les voisinages W; ;, nous pouvons supposer que t; ; = t ne
dépend pas de (4, j) et que V; ; = V; ne dépend pas de i.

Puisque le morphisme ¢ est propre (cf. théoreme 2.1.5) et que

e 1 (b) = {V), 1< j <ql,
il existe un voisinage V' de b dans B tel que
vy U v
1<j<q

Quitte a restreindre V', nous pouvons supposer que ¢’est un élément de 7.

Soit u un élément de .7 appartenant a U'intervalle ]0, tP]. Posons

W={yeX|n(y) e V,|P(T)(y)| <u}.
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Il est clair que nous avons
vty e U Wi cetiO).
1<i<p,1<j<q

Puisque le morphisme v est surjectif, on en déduit que
W cU.

On en déduit le résultat voulu sur la forme des voisinages. O

Corollaire 2.2.13. — Soient b un point de B et x un point rigide de la fibre 7= (b).
Alors, le morphisme m est ouvert au point x.

Nous souhaitons montrer, a présent, que les voisinages que nous avons obtenus
sont connexes par arcs lorsque leur projection sur la base l'est. A cet effet, nous
commencerons par démontrer quelques résultats sur la topologie des fibres.

Lemme 2.2.14. — Soit (k,|.|) un corps valué, ultramétrique, mazimalement
complet et algébriquement clos. Soientd € N, a,...,aq € k ett € R.. Posons
d
P(T) = [(T - )
i=1

et

U= {x € AL || P(T)(2)| < t} .
Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y
a l'un des points o, avec i € [1,d].

Démonstration. — Soit y un point de U. Puisque le corps k est maximalement
complet, il existe 3 € k et r € Ry tels que y = g, dans Ai’an. Supposons, tout
d’abord, qu’il existe ¢ € [1,d] tel que 5 = «;. Considérons alors le chemin
0,1 — A

u = Nay,(1—u)r

Il joint le point y au point «; et tout polynome décroit le long de ce chemin. En

l:

particulier, il est a valeurs dans U.

Revenons, a présent, au cas général. Nous distinguerons deux cas. Dans un
premier temps, supposons, qu’il existe ¢ € [1,d] tel que | — a;| < r. Alors
le point y = ng, n’est autre que le point 7,,, et nous sommes ramenés au
cas précédent. Il nous reste a traiter le cas ou, quel que soit i € [1,d], nous
avons |3 — a;| > r. Dans ce cas, nous avons

| "757 |_H| _az "767 |_H|ﬁ_az|
=1
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Notons s = minj<;<4(|8 — ;). Considérons le chemin

g 01— Al

U = N8,(1—u)r+us
I1 joint le point y au point 7z, qui est du type considéré précédemment. En
outre, la fonction P est constante le long du chemin /’. Il est donc bien & valeurs

dans U. On en déduit le résultat annoncé. O

Lemme 2.2.15. — Soientd € N, ay,...,aq € C et t € R}. Posons
d

P =[(T - )

i=1
et
U={z€C||P(2)|e < t}.
Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y
a l'un des points o, avec i € [1,d].

Démonstration. — Considérons 'application continue
CcC —- C
z — P(z)°

C’est un revétement ramifié. Considérons le chemin tracé sur la base
[0,1] — C
u — (I1—wu)Py) "
En relevant ce chemin a partir du point y, on obtient un chemin tracé sur U qui
aboutit a I'un des racines du polynoéme P. O

Corollaire 2.2.16. — Soit (k,|.|) un corps valué complet. Soient d un entier,
Qi (T),...,Qq(T) € k[T] des polynomes irréductibles et t € R% un nombre réel
strictement positif. Pour i € [1,d], notons x; le point de la droite A,lfw1 défini
par équation Q;(T)(x;) = 0. Posons

d
P(T) = HQi
i=1

et
U= {x € AL | |P(T) ()] < t} .
Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y
a l'un des points x;, avec i € [1,d].
En particulier, sile polynéme P(T) est une puissance d’un polynome irréductible,
alors la partie U est connexe par arcs.
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Démonstration. — Soit (L,|.|) une extension du corps valué (k,[.|). Le mor-
phisme induit

A}:an _ A]lﬁ,an
est continu et surjectif. On en déduit qu’il suffit de démontrer le résultat pour
une extension de k. Nous pouvons donc utiliser nous ramener a la situation du
lemme 2.2.14, si la valeur absolue [.| est ultramétrique, ou du lemme 2.2.15, si
elle est archimédienne. O

Revenons, a présent, aux voisinages des points rigides dans 1’espace total.

Proposition 2.2.17. — Soient b un point de B et V' un voisinage connexe par
arcs de b dans B. Soit P(T) € O(V)[T] un polynéme unitaire dont l'image
dans A (b)[T] est irréductible. Soit t € R un nombre réel strictement positif.
Alors, la partie U de X = A}L{an définie par

U={yeX|nly) e VIP(T)(y) <t}
est connezxe par arcs.

Démonstration. — Nous noterons = 'unique point de la fibre 771(b) qui vérifie
P(T)(z) = 0.

Nous allons montrer que tout point de U peut étre joint au point x par un che-
min tracé sur U. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le type du point b.

Supposons, tout d’abord, que le point b est le point central ag de B. Soit y un
point de U. Posons ¢ = 7(y). Décomposons le polynéme P(T") en produit de fac-
teurs irréductibles et unitaires dans .77 (c)[T] : il existe d € N*, Q1(T), ..., Qa(T)
des polynomes irréductibles distincts et ny,...,ng € N* tels que

d
P(T) =[] Q(T)™ dans #(c)[T).
i=1

Quel que soit i € [1,d], notons y; le point de la fibre 7= (c) défini par I"équation
Qi(T)(y;) = 0. D’apres le lemme 2.2.16, il existe un indice i € [1,d] et un chemin
tracé sur 771 (c) NU qui joint le point y au point ;. Il nous reste & montrer que
I’on peut joindre le point y; au point x par un chemin tracé sur U. Si le point ¢
est le point ag, c’est évident.

Supposons, que le point ¢ est un point interne de B. Il existe alors 0 € X
et € > 0 tels que ¢ = a.. Puisque la partie V' est supposée connexe par arcs, elle
contient le segment W = [ag, a5]. Remarquons que, quel que soit A € ]0, £], le po-
lynéme Q;(T)) est encore irréductible dans 7 (a))[T]. Définissons une section ¢
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de 7 au-dessus de W de la fagon suivante : au point a?,, avec A € |0,¢], nous as-
socions le point ¢(a)) de la fibre 771 (a)) défini par I'équation Q;(T)(p(a))) =0
et au point ag, nous associons le point ¢(ag) = x. L’application ¢ est une sec-
tion continue de 7 au-dessus de W a valeurs dans U et son image est un chemin
joignant le point y; au point x.

Pour finir, supposons que point ¢ est un point extréme de B. Il existe alors
m € X tel que ¢ = Gy. La décomposition P(T') = H?Zl Q;(T)™ vaut donc dans
lanneau de polynomes ky[T]. Le lemme de Hensel nous assure qu'il existe des
polynémes Ry (T),...,R4(T) € Ay, unitaires tels que Pon ait la décomposition

d
P(T) =[] Ri(T) dans A[T]
=1

et, quel que soit ¢ € [1,d],
RZ(T) = QZ(T)m mod m.

Choisissons un facteur irréductible S;(T') du polynéme R;(T') dans Ay[T]. Puisque
la partie V' est supposée connexe par arcs, elle contient le segment W = [ag, Gm].
Nous définissons alors une section ¢ de 7 au-dessus de W de la fagon suivante : au

point ap, avec A € ]0, oo[, nous associons le point ¢(a2) de la fibre 77! (a)) défini

par I'équation S;(T)(¢(a2)) = 0, au point ag nous associons le point ¢(ag) = =
et au point @, nous associons le point y;. Comme précédemment, ’application ¢
est une section continue de 7 au-dessus de W a valeurs dans U et son image est

un chemin joignant le point y; au point x.

Supposons, a présent, que le point b est un point extréme de B. Il existe alors
m € Xy tel que b = am. Supposons, dans un premier temps que ag € V. Alors
le polynéme P(T') est a coefficients dans Ay, et il est irréductible dans Ay[T]
puisqu’il est unitaire et que sa réduction modulo m est irréductible. Nous sommes
donc ramenés au cas précédent.

Supposons, a présent, que le point central ag n’appartient pas a V. Si la
partie V' est réduite au point extréme a.,, le résultat provient directement
du lemme 2.2.16. Dans les autres cas, la partie V est un intervalle contenu
dans Jag, am]. Le polynome P(T) est alors a coefficients dans An. Puisqu’il
est unitaire et que son image modulo m est irréductible, il est irréductible
dans Ay[T] et donc dans K[T]. Soit 3 un point de U. Il existe alors ¢ € ]0, +-00]
tel que m(y) = af,. D’apres le lemme 2.2.16, il existe un chemin tracé sur
71 (a5,) NU joignant le point y au point z défini par I'équation P(T)(z) = 0.
Il nous suffit, & présent, de montrer que I'on peut joindre le point z au point x
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par un chemin tracé sur U. Puisque la partie V' est supposée connexe par arcs,
elle contient le segment W = [a5,, Gm]. Définissons une section ¢ de 7 au-dessus
de W de la facon suivante : a tout point ¢ de W nous associons le point ¢(c)
de la fibre 7—!(c) défini par I'équation P(T)(¢(c)) = 0. L’application ¢ est une
section continue de 7 au-dessus de W a valeurs dans U et son image est un

chemin joignant le point z au point x.

Il nous reste a traiter le cas ou le point b est un point interne de B : il
existe o € ¥ et € > 0 tel que b = a. Si la partie V' contient un point extréme
ou le point central de B, nous sommes ramenés a I'un des cas précédents. Nous
supposerons donc que la partie V' est contenue dans B/. Dans ce cas, pour tout
point ¢ de V, le corps J¢(c) est isomorphe au corps K, et le polynome P(T)
est irréductible dans J#(c¢)[T]. Soit y un point de U. D’apres le lemme 2.2.16,
il existe un chemin tracé sur 7~ '(7(y)) N U joignant le point y au point z
défini par I'équation P(T')(z) = 0. Il nous suffit, & présent, de montrer que 'on
peut joindre le point z au point x par un chemin tracé sur U. Définissons une
section ¢ de 7w au-dessus de V' de la fagon suivante : a tout point ¢ de V nous
associons le point ¢(c) de la fibre 77!(c) défini par I’équation P(T)(p(c)) = 0.
L’application ¢ est une section continue de 7 au-dessus de V' a valeurs dans U

et son image est un chemin passant par les points z et z.
O

Corollaire 2.2.18. — Soient b un point de B et x un point rigide de la fibre 7=(b).
Alors, le point x posséde un systéme fondamental de voisinages connexe par arcs.

Démonstration. — Puisque nous disposons d'une surjection &g, — J¢(b), nous
pouvons supposer que le polynéme P(T') définissant le point = est & coefficients
dans Op . Il nous suffit alors d’appliquer les propositions 2.2.12 et 2.2.17. [

2.2.3.2. Etude de la topologie

Revenons, a présent, au cas d’un espace affine de dimension quelconque :
X = A'}™, avec n € N. Nous avons déja étudié les points rigides des fibres
internes (cf. corollaires 2.2.3 et 2.2.4 pour la topologie, ou théoréme 2.2.7 pour
les anneaux locaux). Nous allons donc nous intéresser ici aux points rigides des
fibres extrémes et centrale. Commencons par énoncer et démontrer des résultats
d’isomorphie locale qui nous permettront de nous ramener au cas des points
rationnels. Il nous faudra, pour cela, disposer d’hypotheses de connexité locale.
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Proposition 2.2.19. — Soientm € Xy et x un point rigide de la fibre extréme X
Supposons que le point x posséde un systéeme fondamental de voisinages connexes.
Alors, il existe une extension finie K' de K, un point ' de A"y, ou A’ désigne

I’anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel
n,an n,an
Ay — Ay
. Ly . . . . . , . ,
envoie le point ' sur le point = et induise un isomorphisme d’un voisinage de x
sur un voisinage de x.

Démonstration. — L’extension de corps knm — 4 (x) est une extension finie et
séparable, puisque le corps ky, est fini. D’apres le théoreme de I’élément primitif,
il existe un élément & de #(z) tel que km|@] = (x). Notons P(S) € ky[S]
le polynéme minimal unitaire de & sur ky = A/m. Il existe alors un unique
isomorphisme
kalS]/(P(S)) = H (x)

envoyant S sur &. Choisissons un relevé unitaire P(S) de P(S) dans A[S]. Nous
noterons a I'image de S dans A[S]/(P(95)).

Posons V' = [am,am|. L’anneau de Banach (Z(V),|.|[y) n’est autre que
Panneau (Am, |.|m). On en déduit en particulier que la norme ||y sur Agy est
uniforme. Nous aboutir au résultat annoncé, nous allons appliquer la proposi-
tion 1.3.3 avec 'anneau Ay, et le polynoéme P(S). Commencons par vérifier que
les hypotheses en sont satisfaites. Dans un premier temps, nous devons montrer
que la norme produit ||.||e sur lanneau Ay[S]/(P(S)) est uniforme, c’est-a-dire
équivalente a la norme spectrale. Remarquons que la norme produit se prolonge
au corps des fractions L = K[S]/(P(S)) de Ay[S]/(P(S)). Cela provient sim-
plement du fait que I'isomorphisme n défini avant la proposition 1.3.3 se prolonge

en un isomorphisme

K& — L
d—1

(ao,...,ad_l) — ZaiS’
1=0

En outre, la valeur absolue |.|n, définie sur Ay se prolonge a Km puis a L.
Puisque L est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps valué et com-
plet K, les normes |.||o €t |.|m sont équivalentes sur L. On en déduit qu’elles
sont équivalentes sur Ay[S]/(P(S)). Puisque la norme || est multiplicative,
elle est uniforme. La norme ||.||o 'est donc également.

Notons

_ AMan _ _—1 A M,an
Y=A7"=1"(V), Z=A% q/r)
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et
p:Z =Y
le morphisme naturel. D’apres la proposition 1.3.1, il existe une fonction R
définie sur un voisinage U de x dans Y telle que P(R) =0 et R(z) = & € 7 (z).
Construisons alors une section o du morphisme ¢ au-dessus de U, par le procédé
décrit juste avant la proposition 1.3.3. Par sa définition méme, nous avons
R(o(z)) = a = alo(x)) € H(o(x)).

Soit b un point de .#(Aw) = V. L’image du polynéme P(T') est irréductible
dans 2 (b)[T]. Puisque le corps J#(b) est soit fini, soit de caractéristique nulle,
elle est également séparable. Soit ¢ un point de ./ (Any[S]/(P(S))) au-dessus
du point b. L’élément o de A[S]/(P(S)) s’envoie sur une racine de P(T) dans
A (c). Puisque le polynome P(T') est séparable, nous avons P'(«) = 0.

Pour finir, le point x possede, par hypothese, un systéme fondamental de voi-
sinages connexes. Nous pouvons donc appliquer la proposition 1.3.3. Nous obte-
nons, au voisinage de x, une section du morphisme ¢ qui est un isomorphisme
local. Puisque J7(o(z)) = (x) = kn|d] et que & est 'image de I’élément « de
Aw[S]/(P(S)), le point ' = o(x) est rationnel.

Montrons, a présent, que le morphisme ¢ est bien la restriction d’un mor-
phisme de la forme annoncée. Considérons l'extension finie K’ = K[T]/(P(T))
de K. Notons A’ 'anneau de ses entiers. D’apres [44], I, §6, proposition 15,
Panneau An[S]/(P(S)) est un anneau de valuation discréte de corps résiduel
kwl[S]/(P(S)) ~ J(z) et de corps des fractions Kw[S]/(P(S)) ~ K'yw. On en
déduit que

AnlS1/(P(S)) = Algy.
On en déduit que le morphisme ¢ est la restriction, a la source et au but, du
morphisme naturel
AT AT,
U

Démontrons un résultat analogue pour les points rigides de la fibre centrale.

Proposition 2.2.20. — Soit © un point rigide de la fibre centrale Xy. Suppo-
sons que le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes par
arcs. Alors, il existe une extension finie K' de K, un point «’ de A"}™, oi A’
désigne l'anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme
naturel

Az,lan _ Az,an
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envoie le point ' sur le point x et induise un isomorphisme d’un voisinage de x'

sur un voisinage de x.

Démonstration. — L’extension de corps . (ag) ~ K — J(x) est une extension
finie et séparable, puisque le corps K est de caractéristique nulle. En particu-
lier, le corps .#(x) est encore un corps de nombres. D’apres le théoreme de
I'élément primitif, il existe un élément o de 7 (z) tel que K[a] = J(x). No-
tons P(S) € K[S] le polynome minimal unitaire de a sur K. Il existe un unique
isomorphisme K[S]/(P(S)) — (x) envoyant S sur «.

Le caractere séparable de I'extension J#(z)/K assure également que ’anneau
des entiers A’ de 7 (z) est un anneau de Dedekind de type fini sur A. Par
conséquent, il existe un élément u de K tel que

Alu, o] = A'[u].

Notons U l'ouvert de B constitué des points en lesquels la fonction u est définie
et inversible. C’est un voisinage du point ag dans B. Quitte a restreindre ce
voisinage (il suffira en fait de lui 6ter un nombre fini de points extrémes), nous
pouvons supposer que les coefficients du polynéme P(S) sont définis en tout
point de U et que, quel que soit b € U, I'image du polynome P(.S) est séparable
sur (D).
Considérons un compact M contenu dans U de la forme
M =.#(A)\ [ ]ay/? ],
gEY

ou Y désigne une partie de ¥ contenant Y,. Considérons I’algebre de Banach,
munie d’une norme uniforme, (<7, ||.||) = (B(M),||.||rr). Nous avons

1

M:A[E—} :{%GK, a,beA,\mezfmzo,bgzm}

0

et
_ 1/2
I = max(].|5/%).

Cette fois-ci, nous allons appliquer la proposition 1.3.3 avec I'anneau de
Banach (7, ||.||) et le polynéme P(S). Dans un premier temps, nous devons
montrer que la norme produit ||.|« sur 'anneau &/’ = &7[S]/(P(S)) est uni-
forme. Comme dans la proposition précédente, ce résultat découle du résultat
d’équivalence des normes qui est vérifié sur toute extension finie des corps valués
K},, avec o € Y.

Notons

Y =AU =n"Y (M), Z=A")"
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et
p:Z—=Y

le morphisme naturel. D’apres la proposition 1.3.1, il existe une fonction R
définie sur un voisinage V' de x dans Y telle que P(R) = 0 et R(z) = & € J(z).
Commé précédemment, nous construisons une section ¢ du morphisme ¢ au-
dessus de V par le procédé décrit juste avant la proposition 1.3.3. Nous avons
alors

R(o(x)) = a = alo(z)) € H#(o(x)).

Les conditions de séparabilité que nous avons pris soin d’imposer nous assurent
que, quel que soit z € ¢~ (U), nous avons P'(a)(z) # 0. Puisque, par hypothese,
le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes, nous pouvons
finalement appliquer la proposition 1.3.3. Nous en déduisons qu’il existe, au
voisinage de x, une section du morphisme ¢ qui est un isomorphisme local et
envoie le point x sur un point qui est rationnel dans sa fibre.

Il nous reste a montrer que le morphisme ¢ est obtenu par restriction du
morphisme naturel

¥ AT — AT
Le compact M étant contenu dans U, I'anneau &/ est un localisé de 'an-
neau Afu]. On en déduit que

1 1
Mgl
o [o] 2
ol Xf, comprend les plongements complexes de K’ et les idéaux maximaux de A’
contenant ceux de Xg. En d’autres termes,

B(M)[S]/(P(8)) = B~ (M)).

Par conséquent, le morphisme ¢ est obtenu en restreignant, a la source et au
but, le morphisme . O

Fort de ces résultats, nous pouvons, a présent, obtenir des précisions sur la
topologie au voisinage des points rigides des fibres extrémes ou centrale.

Proposition 2.2.21. — Soit b un point extréme ou central de B. Soit x un
point rigide de la fibre 7=1(b). Alors, le point x posséde un systéme fondamental
de voisinages connexes par arcs.

Démonstration. — Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur ’entier
n € N. Le cas n = 0 est immédiat.
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Soit n € N* tel que le résultat soit vrai pour n — 1. Notons
o1 A A}L{an
le morphisme induit par Uinjection iy : A[T}] — A[TY,...,T,] et
0o : A}L{an — M (A)

celui induit par U'injection ig : A — A[T1]. Posons y = ¢1(z).

D’apres la proposition 2.2.18, le point y de Ai{an possede un systeme fonda-
mental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer I'une des
propositions 2.2.19 ou 2.2.20, selon le type du point b. Dans les deux cas, on
en déduit qu’il existe une extension finie K’ de K, un point 3’ de A}L{?n, ou A’
désigne ’anneau des entiers de K, rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme
naturel

«: Az’,an — A}q’an
envoie le point ¢ sur le point y et induise un isomorphisme
B:U —U
d’un voisinage U’ de v’ dans A}L{?n sur un voisinage U de y dans A}L{an. Considérons
le diagramme commutatif suivant

n,an  Qn n,an
Ay ——AT

)

1,an « 1,an
Al

=AY

l% lwo
M(A) > H(A)

Quitte a restreindre le voisinage U de y, nous pouvons supposer qu’il est
compact et rationnel. Le voisinage U’ l'est alors également. On en déduit un
isomorphisme

v M (BU) = M (BU))
qui coincide avec (8 en tant qu’application et méme en tant que morphisme
d’espace annelés si 'on se restreint a U'intérieur des espaces considérés. On en
déduit un diagramme commutatif

n—1,an 4 n—1,an
A&‘B(U’) ~ A%(U)

| |

M(BU')) —— M (B(U))
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En tant que morphisme d’espaces topologiques, le morphisme v n’est autre que
le morphisme ¢ restreint a cpl_l(U ) a la source et U au but. De méme, le
morphisme 1)’ coincide avec le morphisme ¢ restreint & gp’l_l(U ") & la source
et U’ au but. Par conséquent, il suffit de montrer que le point z posséde un
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs dans AZ;(}J)& . Puisque 6 est
un homéomorphisme, il suffit de montrer que le point §~! () posséde un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs dans A%_(llj’%n. Or le point 61 (x) est
envoyé sur le point v~ !(y) = ' dans .#(#(U")). Ce dernier point est rationnel
dans sa fibre 90’0_1(906(1/ )). Par conséquent, quitte & changer = en §~!(z), nous
pouvons supposer que le point y est rationnel dans sa fibre, autrement dit que
le morphisme
H(b) = H(y)
est un isomorphisme.
Notons

Any A Az—l,an
le morphisme induit par Uinjection j,—1 : A[To, ..., T,] — A[T1,...,T,] et

Ao : AZ_I’an — M (A)

celui induit par Uinjection jo : A — A[T5,...,T,—1]. Posons z = \,_1(z). De
I'isomorphisme #(b) = J#(y), on déduit un isomorphisme

D’apres I’hypothese de récurrence, le point z de Az_l’an possede un systeme fon-
damental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer I'une
des propositions 2.2.19 ou 2.2.20, selon le type du point b. Par le méme rai-
sonnement que précédemment, on en déduit que nous pouvons supposer que le
point z est rationnel dans la fibre \g~!(b). Autrement dit, le morphisme

H(b) = H(2)

est un isomorphisme. Nous nous sommes finalement ramenés au cas d’un point x
rationnel dans sa fibre 71(b), puisque le morphisme J#(b) — J#(z) est un
isomorphisme. Or sur la base B, nous disposons d’un isomorphisme

ﬁB,b ~ r%(b)
Nous pouvons donc appliquer le corollaire 1.3.7. On en déduit le résultat attendu.
O
Corollaire 2.2.22. — Soit b un point extréme ou central de B. Soit x un point

rigide de la fibre 7=1(b). Alors, le morphisme m est ouvert au point .
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Démonstration. — D’arpes la proposition précédente, le point x de X possede
un systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. Par conséquent, nous
pouvons appliquer 'une des propositions 2.2.19 ou 2.2.20, selon le type du
point b. On en déduit qu’il existe une extension finie K’ de K, un point z’
de A"}, ot A’ désigne 'anneau des entiers de K, rationnel dans sa fibre, tel
que le morphisme naturel

. A M,an n,an
a: Ay — Ay
envoie le point 2’ sur le point = et induise un isomorphisme
!
G:U —=U

. e n,an L n,an . s
d’un voisinage U’ de z" dans A"} sur un voisinage U de  dans A’}™". Considérons

le diagramme commutatif suivant :

(A —= #(A)

Soit V un voisinage du point x dans X. Nous pouvons supposer qu’il est contenu
dans U. Nous avons alors

Le morphisme 57! étant un homéomorphisme, il envoie le voisinage V du point
sur un voisinage 371(V) du point 2’. Puisque le point 2’ est rationnel dans sa
fibre, le corollaire 1.3.6 nous assure que la partie 7/(371(V)) est un voisinage
du point 7’(z’) dans .#(A’). D’aprés le théoréme 2.1.5, le morphisme v est
ouvert. On en déduit que la partie 7(V) = (7' (371(V))) est un voisinage du
point b = (7' (371(z))) dans . (A). O

2.2.3.3. Etude des anneaux locaux

Les résultats d’isomorphie locale que nous venons de démontrer vont également
nous permettre d’étudier les anneaux locaux en les points rigides des fibres
extrémes et centrale, en montrant qu’ils sont isomorphes a des anneaux locaux
en des points rationnels.

Commencons par étudier les points rigides des fibres extrémes.

Théoreme 2.2.23. — Soient m un élément de Xy et v un point rigide de la
fibre extréme Xn. Alors, Uanneau O X,z est un anneau local noethérien, régulier,
de dimension n + 1.
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Démonstration. — D’apres la proposition 2.2.21, le point x posséde un systeme
fondamental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc utiliser la
proposition 2.2.19 et nous ramener au cas d’un point x rationnel. Il existe alors

des éléments o, . . ., oy de ky tels que le point z soit 'unique point de la fibre Xy,
vérifiant

(Th —ag)(z) == (T, — ap)(z) = 0.
Bien entendu, quel que soit ¢ € [1,n], '"élément «; de kny se releve en un
élément de Ay, et donc en un élément de & B,»- Nous pouvons donc appliquer le
théoreme 1.3.17. Il nous assure qu’il existe un isomorphisme
Oxa ~lim BV)(T| <),
Vit

ou V décrit I'’ensemble des voisinages compacts du point a,, de B et t 'en-
semble (R )". Il ne nous reste plus, a présent, qu’a appliquer les théoremes 1.2.14
et 1.2.17 pour conclure.

Mentionnons tout de méme que, dans ce cas précis, nous pouvons prouver
ces résultats directement. En effet, nous connaissons un systeme fondamental de
voisinages compacts explicite du point a,, de B : il s’agit de ’ensemble des inter-
valles [a5,, Gm], avec € € |0, +00]. Quel que soit € € |0, 4o00[, 'algebre A ([as,, Gm))
n’est autre que algébre Ap. Elle est munie de la norme [-ll[az, am] = |-/t On en

déduit immédiatement un isomorphisme
ﬁX,x ~ Am[[T]]
O

Le cas des points rigides de la fibre centrale se traite de maniere identique. Il
suffit de remplacer, dans la démonstration ci-dessus, la proposition 2.2.19 par la
proposition 2.2.20 et le théoreme 1.2.14 par le théoreme 1.2.12. Nous obtenons
le résultat suivant.

Théoréeme 2.2.24. — Soit x un point rigide de la fibre centrale Xqy. Alors,
Panneau Ox , est un anneau local noethérien, régulier, de dimension n.

2.2.4. Anneaux de sections globales

Dans cette partie, nous voulons décrire les anneaux de sections globales de
certaines parties de l'espace affine A'y*". Plus précisément, nous allons nous
intéresser aux disques et couronnes compacts au-dessus de parties compactes et
connexes de . (A).
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Introduisons quelques notations. Pour une partie V de B et des n-uplets
s =(s1,...,8,) et t = (t1,...,t,) dans R™, nous posons

Dv(t) = {z € X |n(z) € V, Vi € [1,n], |T:(z)] < t:},
Dy (t) ={z € X |n(x) € V, Vi€ [1,n], |Ti(z)] <},

o

Cy(s,t)={zr e X|m(zx) € V,Vie[l,n], s; <|T;(x)| < t;}
et
Cy(s,t) ={z e X|n(x) € V,Vie[1,n], s; <|T;(z)] <t}
Rappelons que, si K est une partie de A’y™, on note ¢(K) l'anneau des
fonctions qui sont définies au voisinage de K. En particulier, si (k, |.|) désigne un
corps ultramétrique complet et D le disque unité de A}"*", I'anneau &(D) n'est
pas 1'algebre affinoide k{T'}, mais 'anneau des séries surconvergentes, consitué
de lensemble des séries de k[T dont le rayon de convergence est strictement
supérieur a 1.
Commencons par montrer que les fonctions admettent un développement en
série.
Proposition 2.2.25. — Soit V' une partie compacte de B. Soit t € (R*Jr)n
Alors le morphisme naturel

o(V)[T] — o(V)[T]
se prolonge en un morphisme injectif
pvie: 0 (Dy(t)) — O(V)[T].
Démonstration. — Soit f € O (ﬁv(t)). Puisque la fonction f est surconver-

gente, il existe un polyrayon r > t telle que la fonction f soit définie sur Bv(r).

Soit b un point de V. La fonction f est définie au voisinage du point 0 de la
fibre 7=1(b). D’apres le théoréme anneaulocal, il existe un voisinage compact Vj,
du point b dans B et un nombre réel r, > 0 tels qu’au voisinage de la partie
compacte Dy, (rp) de Ay, la fonction f posséde une expression de la forme

f=>Y" aT"
keN™

ou, quel que soit k € N", a, € A(V},).

En identifiant localement les différents développements en série, on montre
que, quel que soit k € N, I'élément ay, appartient a &(V'). Nous avons donc

construit un morphisme

pve: 0 (Dy(t) — O(V)[T]
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qui coincide avec le morphisme naturel &(V)[T] — O(V)[T] sur O(V)[T.
Montrons que le morphisme ¢y ¢ est injectif. Supposons que deux fonctions f
et g de O (Ev(t)) alent la méme image. Soit b € V. Notons x le point 0 de la
fibre 7=1(b). Les fonctions f et g ont méme développement dans L, ~ & X,z
On en déduit que les fonctions f et g coincident sur un voisinage de x dans la
fibre 7=1(b). Puisque cette fibre est un espace irréductible, les fonctions f et g
coincident nécessairement sur toute la fibre. On en déduit finalement que f = g.
O
Proposition 2.2.26. — Soit V' une partie compacte de B. Soit t € (R*Jr)n
L’image du morphisme vt est contenue dans l'ensemble des séries de la forme

> aT* e 0(V)[T]
keN™

vérifiant la condition

dr > t, lim HakHV ’l"k =0.
k—+o00

Démonstration. — Soit f € O(Dy(t)). Puisque la fonction f est surconver-

gente, il existe un polyrayon v > t telle que la fonction f soit définie sur lo)v (v).
La proposition précédente nous montre que la fonction f possede un développement
en série de la forme
f=>Y aT*coW)T]
keN™

Soit b € V. Puisque le groupe |7 (b)*| est discret dans R, il existe une
famille w = (u1,...,u,) de RY qui vérifie t < u < v et dont I'image est libre
dans le Q-espace vectoriel Q xz (R /|7 (b)*|). Notons x I'unique point de la
fibre 771(b) qui vérifie

Vi e [1,n], |Ti(x)| = u;.

La description de I'anneau local au point x obtenue au théoréeme 1.3.17 nous
assure qu’il existe un voisinage V4, de b dans B et 7, > v > t tels que

. E
Jim ]y, v =0.

Par compacité, nous pouvons recouvrir la partie V par un nombre fini de com-
pacts V,,...,Vp,, avec p € N et by,...,b, € V. On en déduit qu'il existe r > ¢
tel que

li k0.
Wkl v =0
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Intéressons-nous, a présent, a la réciproque de ce résultat. Nous n’allons
considérer que certaines parties compactes de la base.

Théoreme 2.2.27. — Soit V' une partie compacte et connexe de B. Supposons
que le point central de B n’appartienne pas au bord du compact V. Soitt € (Rj_)n
Alors le morphisme
ove: 0 (Dy(t)) — O(V)[T]
réalise un isomorphisme sur le sous-anneau de O(V)[T'] constitué des séries de
la forme
f=Y aT*ecoW)T]
keN™
vérifiant la condition

dr > t, lim HakHV ’l"k =0.
k—+o00

Démonstration. — D’apres les propositions qui précedent, il nous suffit de mon-
trer que toute série de la forme donnée appartient a I'image de ¢y ¢. Nous allons
distinguer plusieurs cas, en fonction du compact V.

Commencons par considérer un compact de la forme

V= [acr,aa aa,l(a)]y

avec 0 € ¥ et a € ]0,1(0)].
Soit ' € R tel que t < 7/ < r. Soit > 1 tel que t < (7')* < r. Soit k € N"™.
Nous avons

1' « Nk — 0
i akls ()

et 'on en déduit que
li an ((phym)k = o,
i aglgt (7))

Remarquons, & présent, que, quel que soit k € N™, ’élément ay, de O(V') = A,
se prolonge a 'ouvert U = |ag,au, aq(s)] €t vérifie
lakllv = lar/5".

o

On en déduit que la série f définit un élément de &(Dy (r')) et donc de & (Dy (¢)).

Sur cet exemple, il est clair que toute la difficulté du probléme est d’étudier le
comportement au bord du compact V. Remarquons que ce bord ne peut contenir
qu’'un nombre fini de points. En effet, si le compact V' ne contient pas le point
central de B, sa connexité lui impose d’étre contenu dans une branche de B. Il
est donc de la forme

V =[a%,al],

oo
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avec 0 € X, u,v € ]0,l(0)] et u < v. Son bord contient alors au plus deux
points. Si le compact V contient le point central ag de B, alors, par hypothese,
il contient un voisinage de ce point et il n’existe donc qu’un nombre fini de
branches de B que V ne contient pas entiérement. On en déduit que le bord
du compact V n’est constitué que d’'un nombre fini de points. En reprenant le
raisonnement précédent en chaque point du bord du compact V', on obtient le
résultat annoncé. O

Remarque 2.2.28. — Enoncée de la méme fagon, la proposition précédente
est fausse si le point central de B se situe sur le bord du compact V. Fixons un
nombre premier p et considérons, par exemple, le compact

V= [a(p)7 CL()]

de #(Z), autrement dit la branche (p)-adique. L’anneau & (V') est alors 1’an-
neau Z,) et la norme |||y est la norme triviale.
Placons-nous sur la droite Alz’an. Soit ¢ € ]0,1[. L’anneau des séries de la
forme
> apTh e 0(V)[T]
keN

vérifiant la condition

I >t, lim |agllvr® =0
k—+o00

est alors simplement ’anneau
Considérons la série
f=> kT

keN
Elle appartient bien a I'anneau précédent, mais ne peut se prolonger a aucun
disque de centre 0 et de rayon strictement positif de la branche archimédienne
de A (Z).

De méme, pour tout nombre premier ¢ différent de p, la série
—k? ik
f= Zq T" € Zy)[T]
keN

ne peut se prolonger a aucun disque de centre 0 et de rayon strictement positif
de la branche (¢)-adique de .Z(Z).

Le cas des couronnes se traite comme celui des disques.
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Proposition 2.2.29. — Soit V une partie compacte de B. Soient deux n-uplets
s€RY ett e (R)", avec s < t. Notons O(V)(s < |T| < t)1 Uanneau des

séries de la forme
> aT*,

keZn
ot, quel que soit k € Z", ap, € O(V'), vérifiant les conditions suivantes :

Jr >t, lim |agllyr® =0
k—-+oo

et
Ir < s, lim |agllyr®=0.
k——o0

Alors le morphisme naturel
o\V)[T| — o(V)[T]
se prolonge en un morphisme injectif
pvst: 0 (Cy(s,t)) — OV) (st <T <)

Démonstration. — Il suffit de reprendre la preuve des propositions 2.2.25 et 2.2.26.
Il faut cependant prendre garde au fait que nous ne pouvons plus considérer un
voisinage du point 0 d’une fibre. Il est cependant possible de remplacer ce point
par un point de type 3 déployé, c’est-a-dire un point x défini par des équations
du type
Vi € [L,n], [Ti(z)] = ri,

ol rq,...,7, sont des éléments de R tels que I'image de la famille (r1,...,r,)
dans le Q-espace vectoriel Q®z (R /|7 (b)*|) est libre. Un tel choix est possible
car le groupe |7 (b)*| est discret dans R . Dans ce cas, nous disposons encore

d’une description de 'anneau local en termes de séries, par le théoreme 1.3.17.
O

Comme dans le cas des disques, nous pouvons raffiner cette proposition pour
obtenir, dans certains cas, un résultat d’isomorphie similaire a celui de la pro-
position 2.2.27. La démonstration en étant completement analogue, nous ne la
rédigerons pas.

Théoreme 2.2.30. — Soit V' une partie compacte et connezxe de B. Supposons
que le point central de B n’appartienne pas au bord du compact V. Soient deux
n-uplets s € R} ett € (Ri)n, avec s < t. Alors, le morphisme

pvst: 0 (Cv(s,t)) = 0(V)(s < |T| <t)f

est un isomorphisme.
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Pour finir, calculons explicitement ces anneaux dans quelques cas particu-
liers. Soit X' une partie finie de ¥ contenant Y... Pour o € ¥/, choisissons un
élément e, € ]0,1]. Définissons une partie compacte L de B par

V= (U [ao,af:]> U (U BC,> .
oeX’! UiZ’

C’est un voisinage du point central ag de B. Nous avons

oV)= () A, et Il = max(].[57).
FESNY; 7

Soit ¢ > 0. L’anneau &(Dy (t)) est alors le sous-anneau de K[T] constitué des

Zaka

k>0

séries de la forme

vérifiant les conditions suivantes :
V>0, are () Ao
JEE/ﬁZf

i) Vo € X/, Ir > t%o, lim |ag|s " = 0.
k—4o00

D’apres la formule du produit, quel que soit a € moEE’ﬂEf A,, nous avons

I lalo > 1.

oeX’
Sit > 1, Panneau précédent n’est donc constitué que de polynémes.

Soit s € ]0,t]. La méme remarque utilisant la formule du produit nous permet
de montrer que les fonctions définies au voisinage de la couronne Cy (s,t) ont
un développement en série fini & gauche. Précisément, 'anneau C'y (s, t) est le
sous-anneau de K ((T) constitué des séries de la forme

Z af Tk
k>ko

vérifiant les conditions suivantes :
7 ) ko € Z;

i) Yk > ko, ar € () Ao
O’EE,ﬂEf

ii) Yo € X, Ir > t°7, lim |ag|erF = 0.
k—-+o0
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2.3. Droite affine

Dans la partie précédente, nous sommes parvenu a exhiber des systémes fon-
damentaux de voisinages pour certains points de ’espace affine et a établir cer-
taines propriétés des anneaux locaux en ces points. Cependant, ’étude n’est pas
encore complete. Nous allons la mener a terme dans le cadre de la droite affine
analytique. Nous supposerons donc, dorénavant, que n = 1 et, par conséquent,
que X = Ai’an.

Les points pour lesquels nous ne disposons pas encore de résultats sont les
points de type 3 des fibres centrale et extrémes non déployés, ainsi que les points
de type 2 de ces mémes fibres. Nous commencerons par nous intéresser aux points
de type 3 et ramenerons leur étude a celle des points déployés, pour lesquels
nous disposons déja de résultats (cf. corollaires 1.3.10, 1.3.12 et 1.3.11, pour
la topologie, et propositions 1.2.19 et 1.2.21, pour les anneaux locaux). Nous
devrons, en revanche, mettre en ceuvre des méthodes originales pour traiter le
cas des points de type 2.

A lafin du chapitre figure un résumé dans lequel nous regroupons les résultats
démontrés auparavant. Nous en profitons pour établir de nouvelles propriétés,
comme la validité du principe du prolongement analytique sur les parties ou-
vertes et connexes de la droite analytique X. Nous consacrons le dernier para-
graphe a la cohérence du faisceau structural. Cette propriété sera capitale dans
le chapitre suivant que nous consacrerons aux espaces de Stein.

2.3.1. Points de type 3

Commencons par nous étudier les points de type 3 des fibres extrémes et
centrale. Un changement de base va nous permettre de nous ramener au cas de
points de type 3 déployés.

2.3.1.1. Fibres extrémes

Traitons, tout d’abord, le cas des fibres extrémes. Nous commencerons par
montrer que l'on peut préciser le résultat de changement de base obtenu a la
proposition 2.2.19. Soit m € 3. Soit P(T') un polynéme irréductible de k[T
Rappelons que, quel que soit r € [0, 1], nous notons np, le point de la fibre X
associé a la valeur absolue

AT — R,
F(T) — TUP(T)(F(T)) ’
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ol vp(y désigne la valuation P(T)-adique de ky[T]. Nous noterons z = npg le
point rigide de la fibre X, défini par Péquation

P(T)(xz) = 0.
D’apres la proposition 2.2.19, il existe une extension finie K’ de K, un point

1,an N - . .
' de X' = A", on A’ désigne I'anneau des entiers de K', rationnel dans sa

fibre, tel que le morphisme naturel

p: A}L{,an — Ai{an
envoie le point 2’ sur le point x et induise un isomorphisme d’un voisinage de
2’ sur un voisinage de z. Notons m’ I'idéal maximal de A’ correspondant au
point w(z’) et o 'élément de kyy qui correspond au point z’. Un calcul direct
utilisant la séparabilité du polynéme P(7T) montre que, quel que soit r € ]0, 1],
nous avons

90(77T—a,r) ="Npyr-

Nous devons reprendre et préciser ici les arguments de la proposition 2.2.19.

Nous aurons besoin d’utiliser certaines propriétés du flot et commencons donc
par montrer Iexistence de voisinages flottants. Posons

Yim = Xm \ Xo = 7 ' (Jag, am)).
Lemme 2.3.1. — Soient © € Yo, et € € Iy, (x). Alors, la partie Dy, est un
voisinage de (r,€) dans Yo x R
En particulier, tous les points de Yy ont des voisinages flottants dans Y.
Démonstration. — Ce résultat découle directement de 1’égalité
Dy, = Yn x R
La conséquence suit, par le lemme 1.1.29. O

Proposition 2.3.2. — Le morphisme ¢ induit un isomorphisme d’espaces an-

nelés d’un voisinage de
{nr—ar, r €10,1[} dans X'

sur un voisinage de
{npr, r €10,1[} dans X.

Démonstration. — Considérons le voisinage U de x dans X, la fonction R définie
sur U vérifiant P(R) = 0 et la section ¢ du morphisme ¢ au-dessus de U
considérés dans la preuve de la proposition 2.2.19. Soit V' un voisinage du point x

dans X vérifiant les propriétés suivantes :
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i) V est connexe;

ii) la fonction R se prolonge a V' et la fonction P(R) est nulle sur V';
i) la fonction P'(«) est inversible sur ¢=1(V).
D’apres la proposition 1.3.3, la section o se prolonge alors a V et induit un
isomorphisme d’espaces annelés sur son image. Il nous suffit donc de montrer
qu'il existe un voisinage V' de la partie {np,, r € ]0,1[} dans X qui vérifie les
propriétés demandées.

Commengons par la derniére propriété. Quel que soit b € By, \ X, le po-
lynéme P(T') est irréductible et séparable sur le corps .#(b). Par conséquent,
tout voisinage V' contenu dans By, \ Xy satisfait cette propriété.

Passons aux deux propriétés suivantes. Il existe ro € ]0, 1] tel que le point np,
appartienne a U. En utilisant I'isomorphisme o et le corollaire 1.3.12, on montre
que le point np,, = 0~ (Nr_ar,) de X posséde un systeme fondamental de
voisinages connexes par arcs. Le lemme 2.3.1 nous assure que nous sommes
dans les conditions d’utilisation de la proposition 1.1.31 et du lemme 1.1.32. On
en déduit que la fonction R se prolonge sur un voisinage connexe V' de I’ensemble

TYm (77P,ro) = {77%,7“07 €€ ]07 +OO[} = {UPJW re ]07 1[}

En outre, nous avons encore P(R) = 0 sur V, toujours d’apres la proposi-
tion 1.1.31. On en déduit le résultat annoncé. O

Cet énoncé nous permet de ramener I’étude des points de type 3 de la fibre
extréme a celle des points de type 3 déployés. Nous en tirons plusieurs conséquences.

Corollaire 2.3.3. — Tout point de type 3 d’une fibre extréme posséde un systeme

fondamental de voisinages connexes par arcs.

Démonstration. — Soient m € Xy, P un polynome irréductible a coefficients
dans ky et 7 un élément de R\ {0,1}. Considérons le point np, de la fibre
extréme Xp. Quitte & changer T' en T, nous pouvons supposer que r < 1.
Dans ce cas, la proposition 2.3.2 nous montre que, quitte a remplacer I’anneau A
par 'anneau des entiers d’une extension du corps K, nous pouvons supposer que
le polynome P est de degré 1. Le résultat découle alors du corollaire 1.3.16. [

De méme, en utilisant le corollaire 1.3.15, on démontre le résultat suivant.
Corollaire 2.3.4. — Le morphisme w est ouvert en tout point de type 3 d’une
fibre extréme.

Corollaire 2.3.5. — Soientm € X et x un point de type 3 de la fibre extréme X
L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discrete d’idéal maximal m Ox ;.
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Démonstration. — 1l existe un un polynome irréductible P a coefficients dans ky,
et un élément r de R\ {0,1} tels que le point z soit le point np, de la fibre
extréme X . Quitte & changer T en 7!, nous pouvons supposer que < 1. Dans
ce cas, la proposition 2.3.2 nous montre que, quitte a remplacer ’anneau A par
I’anneau des entiers d’une extension du corps K, nous pouvons supposer que
le polynome P est de degré 1. Il existe alors & € ky, tel que P(T) = T — a.
Soit o un élément de Op g, ~ flm dont I'image dans ky, soit &. La translation
par « réalise un isomorphisme au voisinage du point x et envoie ce point sur
le point 77, de la fibre extréme Xm. Le théoreme 1.2.21 nous permet alors de

conclure. O

2.3.1.2. Fibre centrale

Etudions, maintenant, les points de type 3 de la fibre centrale. Nous ménerons
le raisonnement en suivant les mémes étapes que dans le cas des fibres extrémes.
Nous commencerons donc par préciser le résultat de changement de bases obtenu
a la proposition 2.2.20. Soit Q(7') un polynome irréductible de K[T]. Quel que
soit r € [0, 1], notons 7g,, le point de la fibre X associé a la valeur absolue

AlT] — R,

F(T) roQm (F(T)) >
ot vy désigne la valuation Q(7')-adique de K. Nous noterons z = 7g0 le
point rigide de la fibre Xy défini par I’équation

Q(T)(x) = 0.

D’apres la proposition 2.2.20, il existe une extension finie K’ de K, un point
2 de X' = A}L{?n, ou A’ désigne 'anneau des entiers de K’, rationnel dans sa
fibre, tel que le morphisme

b AT — AL
envoie le point 2’ sur le point x et induise un isomorphisme d’un voisinage de

2’ sur un voisinage de z. Notons 3 1’élément de K’ qui correspond au point z’.

Remarquons que, quel que soit r € ]0, 1], nous avons

Y(nr—-p,r) = 1
Comme précédemment, énoncons un résultat assurant 'existence de voisi-
nages flottants. Considérons la partie ouverte Y de X obtenue en enlevant les

extrémités des branches archimédiennes :

Y =X\ < U w—l(a(,)) .

TEY o
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Lemme 2.3.6. — Soient x € Y et e € Iy(x). Alors, la partie Dy est un voisi-
nage de (x,¢) dans Y x RY.
En particulier, tous les points de Y ont des voisinages flottants dans Y .

Démonstration. — Puisque € € Iy (z), le point ¢ est un élément de Y. Nous
avons donc [2(z)|° < 2. Il existe A > ¢ tel que 'on ait [2(2)|° < [2(2)|} < 2. La
partie

{y € Y| [2(y)] < 2/*} x]0, 7]

est alors un voisinage de (z,¢) dans Y x R7.. O

Nous tirons de ce résultat les mémes conséquences que dans le cas des fibres
extrémes. Les preuves étant similaires, nous ne les détaillerons pas.

Proposition 2.3.7. — Le morphisme 1 induit un isomorphisme d’un voisi-
nage de

{nr—pr, 7 €10,1[} dans X'
sur un voisinage de

{ngr, r €10,1[} dans X.

Corollaire 2.3.8. — Tout point de type 3 de la fibre centrale posséde un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs.
Corollaire 2.3.9. — Le morphisme w est ouvert en tout point de type 3 de la
fibre centrale.

Corollaire 2.3.10. — Soit x un point de type 3 de la fibre centrale. En ce point,

Panneau local Ox . est un corps.

2.3.2. Points de type 2

Pour compléter notre étude de la droite analytique sur un corps de nombres,
il nous reste a étudier les points de type 2 des fibres centrale et extrémes. Sur
ces fibres, et, de facon générale, sur la droite analytique au-dessus de tout corps
trivialement valué, il n’existe qu’un point de type 2 : le point de Gauf.

2.3.2.1. Fibres extrémes

Commencons notre étude par les fibres extrémes. Soit m € X;. Notons x le
point de GauB de la fibre extréme Xy,. Nous nous intéressons, tout d’abord, aux
voisinages du point z. Nous notons A% I'ensemble des éléments inversibles de

’ .
I'anneau Ap,.
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Lemme 2.3.11. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe un en-
tier d € N, des polynomes Py, ..., P; € AQ[T] et deur nombres réels a,e > 0

tels que l’on ait

U () {ven'(apaml) |1 —c < |P(y) <1+c}.
1<i<d

Démonstration. — Remarquons que si le résultat vaut pour un nombre fini de
voisinages, il vaut encore pour leur intersection. Par conséquent, nous pouvons

supposer que le voisinage U est de la forme
U={yeX|s<|P(y)|<t},

avec P € A[T] et s,t € R. En effet, par définition de la topologie, tout voisinage
du point z contient une intersection finie de voisinages de cette forme.

Supposons, tout d’abord, que P # 0 mod m. Il existe alors @ € AQ[T],
R e Am[T], avec R #0 mod m, et p € N* tels que

P=Q+mhR.

Puisque le point x appartient & U et que P(z) = 1, nous avons s < 1 < t. Par
conséquent, il existe € € ]0,1[ tel que s <1 —c et t > 1+e. Soit a > 0 tel que

2|mm[P¥ <1 —e.
Nous avons alors
Uo{yeX|l-e<|Qy) <l+e}n{yer(ak am])|0<|R(y)| <2}.

Supposons, a présent, que P = 0 mod m. Il existe alors un polynoéme @
de flm[T], avec @ 0 mod m, et p € N* tels que

P =7k Q.

Puisque le point = appartient a U et que P(z) = 0, nous avons s < 0 < t et

donc
U={yeX||P@y)]<t}.

Soit a > 0 tel que 2|m,[h < t. Nous avons alors

UD{yen (aman)]0<|Qy) < 2}.

On démontre finalement le résultat a ’aide d’une réccurence sur le nombre
de coefficients non nuls du polynéme P et en utilisant, a chaque étape, I'un ou
I’autre des résultats précédents. O
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Lemme 2.3.12. — Soit U un wvoisinage de x dans X. Alors, il existe deux
entiers d,e € N, des polynomes Pi,..., Py de fl,fl[T], deux a deux distincts,
rréductibles et unitaires, des polynomes Q1,...,Q. de AQ[T], deux a deux dis-
tincts, irréductibles et unitaires et deux nombres réels a,e > 0 tels que l'on
ait
U > N {ver"(aman) | [P(y)] <1+e}
1<i<d
N () {ver (agan) Q)] >1-¢}.

1<j<e

Démonstration. — Comme précédemment, si le résultat vaut pour un nombre

fini de voisinages, il vaut encore pour leur intersection. D’apres le lemme précédent,
nous pouvons donc supposer que le voisinage U est de la forme

U={yen(agam) | P(y) <1+e}
ou
U={yen '(ayan) | [Py >1-c},
ou P est un polyndéme unitaire a coefficients dans A et a et e deux nombres

réels strictement positifs. Nous supposerons que nous nous trouvons dans le
premier cas. Le second se traite de méme. Ecrivons le polynéome P sous la forme

P=P.--P,

oudé€ Net Pyp,...,P;sont des polynomes a coefficients dans Ay, irréductibles et
unitaires. Soit i € [1, d]. Puisque le polynéme P; est unitaire, il vérifie |P;(x)| = 1.
Par conséquent, la partie

Ui = {y € n 7 Jaf anl) | IP()] < (1+ )Y}

est un voisinage du point = dans X. L’intersection

v

1<i<d
est alors un voisinage de x dans U de la forme voulue. O
Proposition 2.3.13. — Soit U un voisinage du point x dans X . Alors il existe

un voisinage W de x dans U vérifiant les propriétés suivantes :
i) la projection w(W) est un voisinage connexe par arcs de w(x) = an dans B ;
it) la section de Gaufl o restreinte a w(W') prend ses valeurs dans W ;

i) pour tout point b de (W), la trace de la fibre 71 (b) sur W est connexe
par arcs.
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Démonstration. — Appliquons le lemme précédent. Le voisinage W que 'on
obtient vérifie les propriétés demandées. Les deux premieres sont immédiates.
Intéressons-nous a la troisieme. Nous conservons les notations du lemme précédent.
Soit 8 un élément de o, +oco]. Nous voulons montrer que la trace de la fibre
ﬂ_l(ag) sur W est connexe par arcs. Soit ¢ € [1,d]. Le polynéme P; est
irréductible dans #(a2)[T]. Cela provient de la définition de P; si 3 < 400

et du lemme de Hensel si 8 = 4+o00. Dans tous les cas, la partie
{yer @) |IP@) <1+e}

est connexe par arcs. On l'obtient en effet a partir de la droite A;;m

(ak)
coupant l'une des branches partant du point de Gaufl. De méme, quel que

en

soit j € [1, €], la partie
{ver @) 1P| >1-¢}

est connexe par arcs. Puisque la droite analytique Ai;zl 5. @ une structure
7 (am

)

d’arbre, une intersection de parties connexes par arcs l’est encore. On en déduit

que la partie W N W‘l(ag) est connexe par arcs. O

Deux corollaires suivent.

Corollaire 2.3.14. — Le point de Gauf de la fibre extréme Xg posséde un
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Corollaire 2.3.15. — Le morphisme w est ouvert au wvoisinage du point de
Gaup de la fibre extréme Xp.

Intéressons-nous, a présent, a I’anneau local.

Proposition 2.3.16. — Soit m € X;. Notons x le point de Gauf de la fibre
extréme Xm. L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte d’idéal

mazimal m Ox ;.

Démonstration. — Nous allons définir une valuation discréte v sur I’anneau lo-
cal Ox . Soit f un élément de Ox ,. Il existe un voisinage U de x dans X
sur lequel la fonction f est définie. Pour r € [0,1], nous noterons simple-
ment 7, le point 7, de la fibre extréme Xm. La trace de la partie U sur la fibre
extréme X est un voisinage du point x = 7; dans cette fibre. Par conséquent,
il existe R € ]0,1] tel que, quel que soit r € [R,1], on ait n, € U. D’apres
la proposition 2.3.5, 'anneau local O, est un anneau de valuation discrete.
Notons v la valuation sur cet anneau. Nous posons alors

v(f) = vr(f) € NU{+o0}.
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La proposition 1.1.31 nous assure que cette quantité ne dépend pas du nombre
réel R choisi.

Les deux propriétés suivantes sont immédiates : quels que soient f et g
dans Ox ., nous avons

L o(f 4+ g) > min(v(f),v(g));
2. v(fg) = v(f) +v(g).

Nous avons également v(0) = +o00. Montrons que seule la fonction nulle satis-
fait cette égalité. Soit f € Ox , telle que v(f) = +o00. Soit U un voisinage ouvert
de x dans X sur lequel la fonction f est définie. D’aprés la proposition 2.3.13,
quitte a restreindre U, nous pouvons supposer qu’il vérifie les propriétés sui-

vantes :
i) la projection 7(U) est un voisinage connexe par arcs de m(x) = Gy dans B ;
i1) la section de Gauf o restreinte a w(U) prend ses valeurs dans U ;

i) pour tout point b de 7(U), la trace de la fibre 771(b) sur U est connexe par

arcs.

Soit R € )0, 1] tel que, quel que soit r € [R, 1], on ait 7, € U. Par définition de v,
nous avons vg(f) = +oo. Par conséquent, I'image de la fonction f dans ’anneau
local Ox ,;, est nulle. Il existe donc un voisinage ouvert V' du point ng dans U tel
que la fonction f soit nulle sur V. D’apres le corollaire 2.3.4, la partie Vy = (V')
est un voisinage du point extréme a,, dans B. Soit ¢ € Vj. La fonction f est nulle
sur un louvert 771 (¢) NV de 77! (c) N U. Comme ce dernier espace est normal
et connexe, la fonction f y est identiquement nulle. Finalement, la fonction f
est nulle sur U N7~ 1(Vp) et donc dans 'anneau local Ox .

La propriété que nous venons de démontrer jointe & la propriété 2 impose
a l'anneau local Ox, d’étre intégre. Considérons son corps des fractions L.
L’application v se prolonge alors en une valuation discrete sur le corps L. Pour

parvenir a nos fins, il nous reste a montrer les deux égalités

Oxa={f€Llv(f) =0}
et
mOx, ={f¢eL|v(f) >0}
Remarquons que la seconde égalité découle de la premiere et du fait que le
générateur my, de I'idéal maximal m de A a pour valuation v(my,) = 1. D’autre

part, pour démontrer la premiere égalité, il nous suffit de montrer que tout
élément f de Ox, vérifiant v(f) = 0 est inversible dans l'anneau Ox .. Ce
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résultat se démontre facilement en utilisant les propriétés du flot (c¢f. proposi-
tion 1.1.31). En effet, soit f un élément de Ox , vérifiant v(f) = 0. Il existe un
nombre réel R € ]0, 1[ vérifiant les propriétés habituelles tel que I'on ait vr(f) =
0. On en déduit que la fonction f est inversible dans 'anneau local Ox ,, et
donc que |f(ngr)| # 0. La proposition 1.1.31 nous assure alors que 'on a

(@) = 1f(nr)]" =
On en déduit que la fonction f est inversible dans I’anneau local O ;. O
2.3.2.2. Fibre centrale

Intéressons-nous, a présent, au point de Gaufl de la fibre centrale. Comme
précédemment, nous commencons par étudier ses voisinages. C’est un probleme

bien plus délicat que pour les fibres extrémes.

Lemme 2.3.17. — Soit (k,|.|) un corps ultramétrique complet. Soit un po-
lynome P(T) = Z?:o a; T* € k[T, avec d € N*, quel que soit i € [0,d— 1],

a; € k et ag € k*. Posons
1
d—1
= max .
p 0<i<d—1 ( )

Soient A\, i € R vérifiant la condition > |ag| p. Alors la partie de A,lﬁ’a]n définie

a;

aq

par
U= {:17 €A™ X< |P(2)] < M}

est connexe par arcs.

Démonstration. — Soit k' un corps algébriquement clos et maximalement com-
plet contenant k. Puisque le morphisme de changement de bases A,lﬁ’,a]n — Al,lf’a]n
est continu et surjectif, quitte & remplacer k par k’, nous pouvons supposer
que le corps k est algébriquement clos et maximalement complet. Il existe alors
aq,...,0q € k tels que

—adH - o).

D’apres [11], proposition 3.1.2.1, quel que soit i € [1,d], nous avons
|| < p.
Soit 7 > p vérifiant la condition A < |ag|r? < . Alors, nous avons
| 77T|_|ad|H| _042 77r|_|ad|r

Par conséquent, le point 7, appartlent aU.
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Soit & un point de U. Puisque k est maximalement complet, il existe 5 € k et
s € Ry tels que x = ng . Soit i € [1,d]. Nous avons T'—o;; = (T'— B) + (8 — )
et donc

(T = ai)(ms,s)| = max(s, |8 — ).

Supposons que |3| < r. Considérons le chemin injectif [ tracé sur Al,lf’an défini

par
0.1 — A
t = Ngurr(i—t)s

Il joint le point 1g s au point ng, = n,. Si s est inférieur a r, alors, lorsque 'on

N

a

parcourt [, la fonction |P| croit de |P(ngs)| & |P(n,)|. En particulier, le chemin
reste dans U. Il en est de méme si s > 7.

Supposons, a présent, que |3| > r. Si s > ||, alors ng s = 1,5 et nous sommes
ramenés au cas précédent. Supposons donc que s < |3]. Quel que soit i € [1,d],

nous avons

(T — a;)(np,s)| = max(s, |8 — as]) = max(s, |B]) = |-
Le long du chemin !, joignant le point 73, au point ng, 5|, défini par

[0, 1] — Ai’an
t= Mgdsa-ns
la fonction |P| est constante. Le chemin !’ est donc tracé sur U. Nous sommes
donc ramenés au cas du point 73,5 = 70,|5] que nous avons traité précédemment.

Nous pouvons donc joindre le point 73 s au point 7, par un chemin tracé sur U.
O

Lemme 2.3.18. — Soit (k,|.|) un corps archimédien complet. Soient d € N
et Pp,..., Py des polynomes a coefficients dans k. Alors, il existe S, T € R tels
que, quels que soient s1,...,8q4 € [0,S[ et ty,...,tq € |T,+o0l, la partie de Ai’an
définie par
N {z € AL |55 < |Pi(2)| < t,}
1<j<d
est connexe par arcs.

Démonstration. — Considérons un plongement du corps k dans le corps C. Nous
munissons C de 'unique valeur absolue qui étend celle de k. Le morphisme
Aéan — A,lfw1 induit par le plongement précédent étant continu et surjectif,
nous pouvons supposer que k = C.

Nous pouvons supposer qu’aucun des polynomes P;, avec i € [1,d], n’est nul.
Notons F l'ensemble des éléments (x,7,51,...,84,t1,...,tq) de R? x Rﬁ_d qui
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vérifient la condition suivante :
Vi e [Ld], s; < |Pj(z +iy)? < t;.
C’est un ensemble semi-algébrique réel. Considérons également 'application
p:E—[0,1]*

qui a tout élément u = (x,y, $1,...,84,t1,--.,tq) de E associe
2] td
p(u) = (81,...,3d, T 1+td> .
Cette application est semi-algébrique réelle et continue. D’apres le théoréeme de
Hardt (cf.[10], théoreme 9.3.1), il existe une partition (77,...,7}), avec r € N,
de [0, 1]2d en parties semi-algébrique telle que, quel que soit k € [1,7], il existe

un ensemble semi-algébrique Fj et un homéomorphisme semi-algébrique

O : Ty x Fi, = p~ (T}

tel que I'application pof; soit la projection Ty, x Fj, — T},. Notons v le point (0,...,0,1,...

de 0, 1]2d. Pour parvenir au résulat souhaité, il suffit de montrer que le point v
posséde un voisinage dans [0, 1]2d au-dessus duquel les fibres de I’application p
sont connexes. Autrement dit, il suffit de montrer que pour tout indice k € [1,7]
tel que le point v soit adhérent a la partie T}, la partie F}, est connexe.

Soit k € [1,7] tel que le point v soit adhérent a la partie Ty. D’apres le
lemme de sélection des courbes (cf. [10], théoreme 2.5.5), il existe une fonction
semi-algébrique continue

f10,1] = T
telle que f([0,1[) C Ty et f(1) = v. Puisque la fonction f est semi-algébrique,
quitte a restreindre son intervalle de définition puis effectuer un changement
d’échelle pour se ramener a [0, 1], nous pouvons supposer que les d premieres
fonctions coordonnées de f sont décroissantes et que les d dernieres sont crois-
santes. Soit (x,y) un point de R? tel que (z,y, f(0)) € E. Quel que soit u € [0, 1],
nous avons alors encore (z,y, f(u)) € E.

Soient 21, zo des éléments de R? tels que (21, f(0)) et (22, f(0)) appartiennent
a F. Quand les nombres sq,...,54 sont assez petits et les nombres t1,..., 14
assez grands, les points z1 et zo appartiennent & la méme composante connexe
de

() {@y) eR*|s; < [Pz +iy)]* <t;}.
1<j<d
On en déduit qu'il existe u € [0, 1] tels que les points (z1, f(u)) et (22, f(u)) ap-
partiennent & la méme composante connexe de p~!(f(u)). Le morphisme p étant

1)
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semi-algébriquement trivial au-dessus de Ty, les points (z1, f(0)) et (22, f(0))
doivent également appartenir & la méme composante connexe de p~*(f(0)). On
en déduit que la partie Fj, est connexe, ce qui conclut la preuve.

O

Proposition 2.3.19. — Notons x le point de Gauf$ de la fibre centrale. Soit U
un voisinage de x dans X. Alors il existe un voisinage ouwvert W de x dans U
vérifiant les propriétés suivantes :

i) la projection w(W) est un voisinage ouvert et connexe par arcs de w(x) = ay
dans B ;

it) il existe une section topologique de  au-dessus de w(W') a valeurs dans W ;

i) pour tout point b de ©(W), la trace de la fibre 71 (b) sur W est connexe
par arcs;

i) quels que soient x € W et € € [0,1], le point ¢ appartient ¢ W .

Démonstration. — Par définition de la topologie de X, il existe un entier r € N*,
des polynomes f1,..., f, € A[T] et un nombre réel A\ > 0 tels que U contienne
une partie de la forme

V= () {yeX|Ifi@| = <Ifiy)] <|filx) +A}.

1<i<r

Nous pouvons supposer que, quel que soit ¢ € [1,d], nous avons f; # 0. Alors

V=) {veX[1-A<|fily) <1+A}.
1<i<r

Nous allons montrer qu’il existe un voisinage E de ag dans B tel que le voisi-
nage W =V N7~ (E) de  dans X vérifie les propriétés requises. Nous allons
procéder en plusieurs étapes en prouvant tout d’abord le résultat au-dessus
de la partie ultramétrique de B, puis au-dessus de chacune des branches ar-
chimédiennes. Le résultat global en découlera pourvu que les sections que nous
aurons alors construites se recollent sur la fibre centrale. De facon a en étre
certain, nous imposerons a toutes les sections d’envoyer le point central ag sur
le point de Gauf} n; de la fibre centrale.

Notons

Bum: U Bm
meEf
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la partie ultramétrique de B. On définit une section topologique og de la pro-
jection 7 au-dessus de B, en associant a tout point b de By, le point de Gaufl
de la fibre 7= 1(b).

Soit i € [1,7]. Notons

Vi={yeX|[1-A<|fily) <1+A}.

Remarquons que, quels que soient x € V; et € € [0, 1], nous avons z¢ € V.
Il existe d; € N* et fi0,..., fiq, € A, avec f; 4, # 0, tels que

d;
f(T) =" fis TV,
j=0
Posons
Ci= () {b€Bum|lfijla)l =X <|fi;(®)] < |fijlao)l +A}.
0<j<d;
C’est un voisinage du point central ag de By,,. La section topologique o de w
restreinte a C; prend ses valeurs dans V;.
Notons D; I'ensemble des points de By, ou la fonction f; g4, est inversible.

Définissons alors une fonction continue p; de D; dans Ry en associant a tout
point b de D; le nombre réel

- fi(b) 7
pi<b>—0<%§_1<m )

Notons D) le voisinage ouvert de ag dans D; défini par

Finalement, choisissons F; un voisinage ouvert et connexe par arcs de ag dans
C; N DL Quels que soient 2 € E; et £ € [0, 1], nous avons alors z° € Ej.

E:ﬂEZ-

1<i<r

Posons

et

W=VnrY{E).
Les premiere, troisieme et quatrieme propriétés de 1’énoncé sont alors clairement
vérifies. Soit b € E = n(W). Quel que soit i € [1,7], d’apres le lemme 2.3.17 et
puisque b € D/, la partie V;N7~1(b) est connexe par arcs. Puisque la fibre 771(b)
est un arbre, 'intersection VN7 ~!(b) de toutes ces parties est donc connexe par

arcs.
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Passons maintenant aux branches archimédiennes de B. Soit o € ¥,. Nous

avons

lim (1 - A" =0et lim (1+ A" = 400.
e—0 e—0

> >
Par conséquent, d’apres le lemme 2.3.18, il existe n > 0 tel que, quel que
soit € € )0, n[, la partie

N {veap™|a-N" <)l < 1+ 1"}
1<i<r
est connexe par arcs. En d’autres termes, quel que soit € € |0, 7|, la trace de la
fibre 771(a%) sur V est connexe par arcs. Le lemme 2.3.17 nous montre que la
trace de la fibre centrale Xq = 771 (al) sur V est également connexe par arcs.
Soit a un nombre réel transcendant. Considérons 'application og qui au
point a% de B!, avec £ € ]|0,1], associe le point de X associé & la semi-norme
multiplicative sur A[T], bornée sur A, définie par
AT — R
P(T) — [P()l%
et au point ag associe le point de Gaufl n; de la fibre centrale Xy. Cette appli-
cation og définit une section topologique continue de la projection 7w au-dessus
de B,.
Soit i € [1,d]. Puisque « est transcendant, nous avons fi(e) # 0 dans K.
Par conséquent, il existe 7; > 0 tel que, quel que soit & € |0, 7;[, on ait

(L= < fil@)ls < (1+ 1"

Posons ¢ = minj<;<4(n;). Au-dessus du voisinage [ao,ag—[ de ag dans By, la
restriction de la section og est a valeurs dans V. On en déduit le résultat an-
nonce. O

Nous obtenons immédiatement les deux corollaires suivants.

Corollaire 2.3.20. — Le point de Gauf de la fibre centrale posséde un systeme
fondamental de voisinages connexes par arcs.

Corollaire 2.3.21. — Le morphisme w est ouvert au wvoisinage du point de
Gaufs de la fibre centrale.

Intéressons-nous, a présent, a ’anneau local.

Proposition 2.3.22. — Notons x le point de Gaufl de la fibre centrale. L’an-
neau local Ox 5 est un corps, canoniquement isomorphe au corps K(T).
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Démonstration. — Commencons par prouver que l'anneau local Ox , est un
corps. Il suffit de montrer que son idéal maximal est réduit a (0). Soit f une
fonction définie sur un voisinage U de x dans X et s’annulant en z. Nous voulons
montrer que f s’annule encore au voisinage de x dans X.

D’apres la proposition 2.3.19, il existe un voisinage ouvert W de x dans U

vérifiant les propriétés suivantes :

i) la projection 7(W) est un voisinage ouvert connexe par arcs de 7(z) = agp
dans B;

ii) il existe une section topologique de 7 au-dessus de 7(W) a valeurs dans W'

i) pour tout point b de w(W), la trace de la fibre m7=1(b) sur W est connexe

par arcs;
iv) quel que soient € W et € € [0, 1], le point 2° appartient a W.

Soit ¢ € ¥. Notons W) = W N X/. Cest la trace de W sur la branche o-
adique ouverte. Soit b € w(W,). Soit u un point rigide de W N 7~1(b) tel que
Pextension K, = 7 (b) — #(u) soit transcendante. Considérons I'application
suivante, induite par le flot :

0,1 — X

0 — ulm?

Son image définit un chemin continu tracé sur W et joignant le point u au
point u® de la fibre centrale. Puisque lextension K, = J#(b) — (u) est
transcendante, le point u” n’est autre que le point z, le point de GauB de la fibre
centrale. D’apres le lemme 2.3.6 et la proposition 1.1.31, quel que soit 6 € [0, 1],

nous avons
[fm)| = 1f ()] = £ (u”)°.

On en déduit que |f(u)| = 0. La fonction f s’annule donc sur tous les points
transcendants de W N w~1(b). Puisque W N 7~1(b) est normal et connexe, la
fonction f y est identiquement nulle. Nous avons donc montré que la fonction f
est identiquement nulle sur W/. La continuité de f nous permet de montrer
qu’elle est encore nulle sur W N X,. On en déduit finalement que la fonction f

est nulle sur W.

Démontrons, a présent, la derniere partie de la proposition. Puisque ’anneau
local Ox , est un corps, le morphisme Ox, — J€(x) est injectif. L’égalité
€ (x) = K(T) nous montre qu’il est également surjectif. O
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2.3.3. Résumé

Dans cette partie, nous regroupons les résultats que nous avons obtenu concer-
nant la droite affine analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres.
Rappelons que A désigne un anneau d’entiers de corps de nombres, B = . (A)
son spectre analytique, X = Ai{an la droite affine analytique au-dessus de A
et m: X — B le morphisme de projection.

Théoréme 2.3.23. — i) L’espace X est de dimension topologique 3.
it) L’espace X est localement connexe par arcs.
i11) Le morphisme de projection m: X — B est ouvert.

iv) Les anneaux locauxr aux points de l’espace X sont henséliens, noethériens,
réquliers et de dimension inférieure a 2.

Démonstration. — Le point i) provient du théoréme 2.2.11. Le point i) est ob-
tenu en regroupant les résultats des corollaires 2.2.4, 2.3.3, 2.3.8, 2.3.14 et 2.3.20
et de la proposition 2.2.21. Le point 4ii) est obtenu en regroupant les résultats
des corollaires 2.2.3, 2.2.22, 2.3.4, 2.3.9, 2.3.15 et 2.3.21. Le point iv) est obtenu
en regroupant les résultats de la proposition 1.3.1, des théoremes 2.2.7, 2.2.23,
2.2.24, des corollaires 2.3.5 et 2.3.10 et des propositions 2.3.22 et 2.3.16. ]

Théoreme 2.3.24. — Les ouverts connezes de ’espace X satisfont au principe

du prolongement analytique.

Démonstration. — Soit U une partie ouverte et connexe de X. Soit f une fonc-
tion analytique définie sur U. Notons E I'ensemble des points de U au voisinage
desquels la fonction f est nulle. C’est une partie ouverte de U. Montrons qu’elle
est également fermée dans U. Notons F' = U \ E. Soit x un point de F. Nous
allons montrer que la partie F' est un voisinage du point z.

Supposons, tout d’abord, que le point m(z) est un point interne de B. Alors,
la proposition 2.2.8 nous assure que F' est un voisinage du point x.

Supposons, a présent, que 7(x) est le point central ag de B. Si le point x
est de type 2 ou 3 dans la fibre centrale, alors I'anneau local 0x , est un corps
et le résultat est immédiat. Supposons donc que le point z est un point rigide
de la fibre centrale. D’apres la proposition 2.2.20, nous pouvons supposer que le
point x est rationnel, puis, quitte a effectuer une translation, que c’est le point 0.
D’apres la proposition 1.3.4, il existe un voisinage compact V' du point ag dans B
et un nombre réel r > 0 tel que la fonction f soit définie sur la partie

W={yeX|ry) eVI|T(y)|<r}.
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Quitte a restreindre V', nous pouvons supposer qu’il est rationnel et connexe
par arcs. D’apres le théoreme 2.2.27, la fonction f posseéde un développement en
série au voisinage du disque relatif . On lit directement sur ce développement
que la fonction f n’est identiquement nulle sur aucune fibre de 7 au-dessus des
points de V. Puisque les ouverts connexes des fibres satisfont le principe du
prolongement analytique, on en déduit que W C F.

Supposons, pour finir, que 7(z) est un point extréme de B. Si z est un point
rigide de sa fibre, les mémes arguments que précédemment nous montrent que f
est localement développable en série au voisinage du point = et nous permettent
de conclure. Supposons donc que x soit un point de type 2 ou 3 de sa fibre.
Dans ce cas, I'anneau local 0x , est un anneau de valuation discréte et my en
est une uniformisante. Par hypothése, la fonction f n’est pas nulle au voisinage
du point z. Il existe donc un voisinage W de x dans U, un entier p € N et une
fonction g € (W) inversible tels que 'on ait g(x) # 0 et f = 7h g dans O(W).
Nous pouvons donc supposer que la fonction f n’est autre que la foncton my,.
Le résultat est alors immédiat. O

Corollaire 2.3.25. — Soit U une partie ouverte et connexe de l’espace X conte-
nant le point de Gauf de la fibre centrale. Alors l’anneau des fonctions méromorphes
sur U est l'anneau des fractions rationnelles K(T)).

Démonstration. — Notons x le point de Gauf} de la fibre centrale. Rappelons
(cf. 2.3.22) que 'anneau local O ,, est canoniquement isomorphe au corps K (7).
Notons .# (U) I'anneau des fonctions méromorphes sur U. D’apres le principe

du prolongement analytique, 'application canonique
MU) = Ox o = K(T)

est injective. Il est clair qu’elle est aussi surjective. O

2.3.4. Cohérence

Dans cette partie, nous montrons que le faisceau structural Oy de la droite

analytique X est cohérent. Rappelons, auparavant, quelques définitions et no-
tations. Fixons un espace localement annelé (Y, Oy ).
Définition 2.3.26. — Un faisceau de Oy-modules F est dit localement de
type fini si, pour tout point y de Y, il existe un voisinage V de y dans Y, un
entier ¢ € N et des sections Fy,...,F, € F(V) tels que, quel que soit z € V,
le Oy .-module F, soit engendré par les germes (F1),,...,(Fp)..
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Définition 2.3.27. — Soient V une partie ouverte deY , F un faisceau de Oy -
modules, ¢ € N et Fy,...,F, € (V). On appelle faisceau des relations
entre Iy, ..., F,, et on note Z(F1,...,F,), le noyau du morphisme de faisceau
sutvant

oy — Fv

q
(al,...,aq) — Zaze ’
i=1

Définition 2.3.28. — Un faisceau de Oy-modules # est dit cohérent s’il

vérifie les deux propriétés suivantes :
i) le faisceau F est localement de type fini;

i) quels que sotent l'ouvertV de Y, Uentier ¢ € N et les sections F, ..., F, € #(V),
le faisceau Z(Fh,...,F,) des relations entre Fy,...,F, est localement de
type fini.
Venons-en, a présent, a la preuve de la cohérence du faisceau Ox. Il est
évidemment localement de type fini. Il nous reste a étudier les faisceaux de

relations. Commengons par un lemme.

Lemme 2.3.29. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x
dans X, p € N* et fi,...,f, € O(U). Notons (e1,...,ep) la base canonique
de O%.. Supposons qu’il existe | € [1,p] tel que fi # 0 dans Oxg. Si Uanneau
local Ox , est un anneau de valuation discréte ou un corps, alors il existe un
voisinage ouvert V. de x dans U tel que, quel que soit y € V', la famille

(fijei — fiej)i<i<j<p
de ﬁ%y engendre le germe Z(f1,..., fp)y-

Démonstration. — Supposons que I’anneau local O , est un anneau de valua-
tion discrete. Choisissons-en une uniformisante 7. Quitte a restreindre U, nous
pouvons supposer que 7 est définie sur U. Notons m le minimum des valua-
tions des éléments f1,..., f, de Ox .. Puisque I'un de ces éléments n’est pas
nul, nous avons m € N. Remarquons que, quel que soit ¢ € [1,p], nous avons
77" f; € Ox,. Par choix de m, il existe j € [1,p] tel que la fonction 7™ f;
soit inversible dans Ox ;. Il existe donc un voisinage ouvert V' de x dans U sur
lequel les fonctions 77 ™ f1,..., 77" f, sont définies et la fonction 77 f; inver-
sible. D’apres le théoreme 2.3.23, nous pouvons supposer que la partie V est
connexe.

Nous disposons de I'inclusion suivante entre faisceaux de Oy -modules :

BT T ) C R f)-
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Montrons que c’est une égalité. Il suffit pour cela de montrer que l'inclusion in-
duit une égalité entre les germes. Soit y un point de V. Remarquons tout d’abord
que I'image de 7 dans I'anneau local Ox , n’est pas nulle. Dans le cas contraire,
le principe du prolongement analytique (cf. théoreme 2.3.24) imposerait en effet
a la fonction 7 d’étre nulle sur 'ouvert connexe V tout entier, mais nous savons
qu’elle n’est pas nulle au voisinage du point x. Soit (a1, ...,ap) € Z(fi,..., [p)y-
Nous avons alors

P P
Zaifi =7" <Z aﬂ_mfi> =0 dans Ox .
i=1 i=1
D’apres le théoréme 2.3.23, 'anneau local Oy , est integre. On en déduit que

(al,. .. ,ap) € %(T_mfl,. .. ,T_mfp)y.

Par conséquent, nous pouvons supposer qu’il existe j € [1, p] tel que la fonc-
tion f; est inversible sur V. Soient y € V' et (a1,...,a,) € Z(f1,..., fp)y- Nous

avons alors
p

Zaifi = 0 dans Ox .

i=1

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, dans &% ,» lous avons
b

Zaif]._l(fjei_fiej) = Zaiei— Zaifi fj—lej

i i#] i#]
= > aiei—(—a;f))f; e
i]
p

== E a;e;.
=1

On démontre le résultat par la méme méthode lorsque ’anneau local Ox ;. est
un corps. Dans ce cas, les réductions préliminaires sont inutiles et I'on passer

directement a la derniere étape. O

Démontrons, finalement, le résultat attendu.

Théoreme 2.3.30. — Le faisceau structural Ox est cohérent.

Démonstration. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x
dans X, p € N* et f1,..., f, € O(U). 1l nous suffit de montrer que le faisceau
des relations Z(fi, ..., fp) est de type fini au voisinage du point x.

Si les fonctions f1,..., f, sont nulles dans Ox;, alors, par le principe du
prolongement analytique, elles sont nulles au voisinage du point x et le résultat
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est immédiat. Par conséquent, nous pouvons supposer qu’il existe | € [1,p] tel
que f; # 0 dans Ox ;.

Si 'anneau local Ox , est un anneau de valuation discrete ou un corps, alors
le lemme précédent nous permet de conclure.

Il nous reste, & présent, a traiter le cas olt 'anneau local Ox , n’est ni un
anneau de valuation discréte, ni un corps. Cela impose au point x d’étre un
point rigide d’une fibre extréme.

D’apres le théoréme 2.2.23, 'anneau local Ox ;. est noethérien. Par conséquent,
le Ox ;-module Z(f1,..., fp)z est de type fini. Il existe donc un entier ¢ € N*,
un voisinage ouvert V' de z et des fonctions gi,...,9, € O(V)P tels que le
Ox z-module Z(f1,..., fp)s soit engendré par ((g1)z,- .-, (9q)z)-

Puisque les fibres extrémes sont des droites analytiques sur des corps trivia-
lement valués, ’ensemble de leurs points rigides est discret. Par conséquent,
I’ensemble des points de X en lequel 'anneau local est de dimension 2 forme
une partie discrete de I'espace X. Quitte a restreindre V', nous pouvons donc
supposer que z est le seul point de V' en lequel 'anneau local n’est ni un an-
neau de valuation discrete, ni un corps. Alors, d’apres le lemme précédent, quel
que soit y € V'\ {z}, le Ox y-module Z(f1,..., fp)y est engendré par la famille
(fjei — fiej)i<icj<p de ﬁ%y. Par conséquent, le faisceau Z(fi,..., fp) est de
type fini au voisinage du point x. O






CHAPITRE 3

ESPACES DE STEIN

Ce chapitre est consacré a I'étude de quelques sous-espaces de Stein de la
droite analytique X = Ai{an au-dessus de B = .#(A). Précisément, nous
démontrons que certaines parties assez simples, a savoir les disques et les cou-
ronnes au-dessus de certaines parties de .#(A), sont des sous-espaces de Stein
de X.

Afin de parvenir au résultat, nous suivons ici la méme stratégie qu’en géométrie
analytique complexe. Dans la premiere partie, nous démontrons le résultat en
petite dimension, c’est-a-dire pour les disques et couronnes des fibres. Dans
la deuxieme partie, nous en déduisons, a l'aide de propriétés de recollement,
que les disques et couronnes compacts de I'espace X tout entier sont des sous-
espaces de Stein. Dans la troisieme partie, enfin, nous expliquons comment ob-
tenir le résultat pour les disques et couronnes ouverts, par le biais d’exhaustions
adéquates.

Avant d’en venir aux démonstrations annoncées, rappelons quelques définitions.
Soit C' une partie de X et j: C' — X l'inclusion d’espaces topologiques corres-
pondante. Nous faisons de C' un espace localement annelé en le munissant du
faisceau Oc = j~'Ox. Si la partie C' est ouverte, nous la munissons simplement
du faisceau € restreint a C. Dans le cas général, nous munissons la partie C'
du faisceau des fonctions surconvergentes. En particulier, si C' est un disque
compact d’une fibre au-dessus d’'un corps ultramétrique, I’anneau des sections
globales 0 (C') n’est pas une algebre de Tate, mais une algebre de séries sur-
convergentes.

Expliquons, maintenant, ce que nous entendons par sous-espace de Stein de
la droite analytique X. Nous utiliserons la définition cohomologique classique.
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Définition 3.0.1. — Soit F un faisceau de Oc-modules. Nous dirons que le
faisceau .F vérifie le théoreme A si, quel que soit x € C, le O¢cy-module 7,
est engendré par l’ensemble de ses sections globales F (C).

Soient U une partie de X contenant C, i : C — U le morphisme d’inclu-
sion et F un faisceau de Oy -modules. Nous dirons que le faisceau F vérifie le
théoréme A sur C si le faisceau de Oc-modules i~ .F vérifie le théoréme A.

Définition 3.0.2. — Soit .F un faisceau de Oc-modules. Nous dirons que le

faisceau F vérifie le théoréme B si, quel que soit ¢ € N*, nous avons
HY(C, #) =0.

Soient U une partie de X contenant C, i : C — U le morphisme d’inclu-
sion et F un faisceau de Oy-modules. Nous dirons que le faisceau F vérifie le
théoréme B sur C si le faisceau de Oc-modules i~ wvérifie le théoréme B.

Définition 3.0.3. — Nous dirons que [’espace C' est un sous-espace de Stein

de X si tout faisceau de Oc-modules cohérent vérifie les théoremes A et B.

Signalons que les propriétés de finitude des faisceaux cohérents imposent,
lorsque la partie C' est compacte, des liens entre les faisceaux cohérents sur C

et les faisceaux cohérents définis sur un voisinage de C.

Proposition 3.0.4. — Soient U un voisinage ouvert de C' et .F un faisceau

cohérent sur U. Alors le faisceau j~'.F est un faisceau cohérent sur C.
Réciproquement, soit F un faisceau cohérent sur C. Supposons que la par-

tie C' est compacte. Alors, il existe un voisinage ouvert U de C' et un faisceau

cohérent 4 sur U tels que F = j~1'9.

Démonstration. — La premiere partie de la proposition est immédiate. La se-
conde est démontrée dans [18], proposition 1. La preuve proposée est écrite dans
le langage de la géométrie analytique complexe, mais elle s’adapte a notre cadre,

sans la moindre modification. O

Ce résultat nous permettra, dans la suite de ce chapitre, de ne plus distinguer
entre faisceaux cohérents sur une partie compacte et faisceaux cohérents au

voisinage de cette partie.
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3.1. Théoremes A et B pour les couronnes fermées des fibres

Soient b € B et r,s € Ry vérifiant r < s. Nous nous intéresserons ici a la
couronne fermée C de la fibre 771(b) définie de la facon suivante

C={yen')|r<|T(y)| < s}

Précisément, nous démontrerons le théoreme suivant.
Théoreme 3.1.1. — La couronne C est un sous-espace de Stein de X.

Pour démontrer ce résultat, nous allons distinguer plusieurs cas, selon le type
du point b.

3.1.1. Fibres internes

Intéressons-nous tout d’abord au cas des fibres internes. La proposition 2.2.6
nous permet alors de nous ramener au cas des espaces sur un corps.

Proposition 3.1.2. — La couronne C est un sous-espace de Stein de X.

Démonstration. — Notons
Gp (b)) — X

le morphisme d’inclusion. Soit .% un faisceau cohérent sur C'. Le faisceau de
O r—1(p-modules j,° L.Z est encore un faisceau cohérent sur C. D’apres la propo-
sition 2.2.6, il nous suffit de montrer que le faisceau j,- L Z vérifie les théorémes A
et B.

Distinguons, a présent, deux cas. Si le point b appartient & une branche ul-
tramétrique, son corps résiduel .7 (b) est muni d’une valeur absolue ultramétrique
non triviale. Si s > 0, le sous-ensemble C' de la fibre 77!(b) est un domaine af-
finoide 7=1(b). D’apres [28], proposition 3.1, le faisceau cohérent Ty L7 vérifie
les théoremes A et B. Si s = 0, ’ensemble C est réduit a un point et la conclusion
précédente reste valable.

Si le point b appartient a une branche archimédienne, le faisceau cohérent j,~ Lz
vérifie encore les théoremes A et B. En effet, les couronnes fermées de C sont
holomorphiquement convexes et sont donc des espaces de Stein.

O
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3.1.2. Fibre centrale

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux couronnes de la fibre centrale.
Nous supposerons donc que b = ag € B. Rappelons que, pour » € R, nous
notons 7, le point de la fibre centrale X associée a la semi-norme multiplicative

KIT] — R,
P(T) = Z af Tk — I]?E%\)I{(|ak|0 ,,,,k‘) _ TUT(P) B
keN

Lemme 3.1.3. — Soient s € |0,1] et f € Ox,,. Supposons que la fonction f
n’est pas nulle. Alors il existe une fonction g définie et inversible au voisinage
de [0,m][ et une fonction h définie et inversible au voisinage de |0, 00[ telles que
Uon ait l’égalité

au voisinage de 1.

Démonstration. — 1l existe un sous-ensemble fini ¥/ de Y., des nombres réels
t €]s,+oo et u € ]0,1], un entier relatif ko et une suite (ag)r>r, de (N,gsy Ao

vérifiant les conditions suivantes :

i) Vo e X, lim |ap[“tF =0;

k—+00
i) f=> apT"
k>ko
Nous pouvons supposer que ag, 7 0. Considérons la fonction
h=T""f= Zak+ko T,
k>0

Cette fonction est définie au voisinage de [0, 7], et donc de [0, 7], par les pro-
priétés du flot (¢f. 1.1.31). En outre, cette fonction est inversible au voisinage
de [0, 1], car elle est inversible au voisinage de tout point de ce segment. 11 suffit

A présent de remarquer que la fonction A= f = Tk0 est définie et inversible au
voisinage de ]0, ool. O

Lemme 3.1.4. — Soient s~,s,sT € R vérifiant
sT<s<st et s # 1.

Posons
K™ ={z € Xo|s™ <[T(z)| < s} = [ns,ms),
K™ ={z e Xo|s <|T(x)] <57} = [ns,ns+]
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et
M=K UKT.
Soit F un faisceau cohérent sur M. Si le faisceau F vérifie le théoréme A sur

les compacts K~ et KT, alors il en est de méme sur le compact M.

Démonstration. — Nous supposerons que s € |0, 1[. Le cas ou s € |1, +o0o[ s’en
déduit en changeant 7" en 71, Par hypothese, il existe p € Net t],. .. t, € F(K™)
tels que, quel que soit # € K, les images de ¢ ,...,t, dans F, engendrent %,
en tant que O ,-module. De méme, il existe ¢ € N et t,..., ¢ € F(KT) tels
que, quel que soit € KT, les images de ¢, ... ,t;; dans .%, engendrent .%, en
tant que Ox  -module.
Notons
ty 2
T-=]:|eTt=]":
t, ty

Puisque s € K~ N K™, il existe des matrices
U = (Uai) € Mpqg(Oy,) et V = (vg,;) € Myp(On,)
vérifiant dans %, les égalités suivantes
{T‘ = UTT;
T = VT~

D’apres le lemme 3.1.3, il existe une fonction A définie et inversible au voisi-
nage de K telle que, quel que soit (53, j) € [1,¢] x [1,p], la fonction hvg ; se pro-
longe au voisinage de K ~. Quitte a remplacer vg ; par hvg j, pour (8,7) € [1,¢] x
I1, p], t;r par htj, pour j € [1,q] et ua; par h~tug 4, pour (o, i) € [1,p] x [1, 4],
nous pouvons supposer que, quel que soit (5,7) € [1,¢] x [1,p], la fonction vg ;
s’étend a K. Cette manipulation est licite car, quel que soit z € KT, la fonc-
tion h est inversible dans Ox ;.

D’apres le lemme 3.1.3, il existe une fonction g définie et inversible sur K~ telle
que, que, quel que soit (v, 7) € [1,p] x [1,¢], la fonction g~'u,; se prolonge au
voisinage de K. Quitte & remplacer u, ; par g~ 'u, ;, pour (o, ) € [1,p] x [1, 4],
t; par g~ 't;, pour i € [1,p] et vg; par gvgj, pour (3,7) € [1,¢] x [1,p], nous
pouvons supposer que, quel que soit (o, ) € [1,p] x [1, ¢, la fonction u, ; s’étend
a K. Cette manipulation est licite car, quel que soit x € K, la fonction g est
inversible dans Ox ;.

Des propriétés de prolongement et des égalités

{T‘ = UTt
T = VT
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nous déduisons finalement que les sections t1, ..., ¢, tT,

a M. Par conséquent, le faisceau .% vérifie le théoreme A sur le compact M. [

.., tF peuvent s’étendre

Proposition 3.1.5. — Tout faisceau de Oc-modules cohérent vérifie le théoréme A.

Démonstration. — Soit % un faisceau de Og-modules cohérent. Soit x € C.
Le faisceau .# vérifie le théoréme A sur le compact {z} car il est de type fini,
par définition. Par conséquent, il le vérifie également au voisinage du point x.
Puisque C' est compact, il existe n € N* et sq,...,s, € R tels que

r=s<s1<...<8,=3S8

et, quel que soit ¢ € [0,n — 1], le faisceau .# vérifie le théoreme A sur 'intervalle
(s> Ms;,)- Nous pouvons supposer qu’aucun des s;, avec i € [1,n — 1], n’est égal
a 1. Le lemme précédent nous permet alors de conclure. O

Venons-en, maintenant, a la démonstration du théoreme B. De nouveau, nous

procéderons en deux étapes.

Lemme 3.1.6. — Soient s € R% \ {1} et A € Ox,,. Il existe une fonction A\~
définie au voisinage de [0,ms] et une fonction A\t définie au voisinage de [ns, 0|
telles que

A=A" — AT dans Ox,,,.

Démonstration. — Nous supposerons que s € |0,1[. Le cas s € ]1,4+o0[ s’en
déduit en changeant T' en T~ '. Il existe un sous-ensemble fini ¥/ de Yo, des
nombres réels ¢ € |s,+00[ et u € |0, 1], un entier relatif ky et une suite (ag)r>k,
de N oS A, vérifiant les conditions suivantes :

i) Vo €Y, kEToo |2tk = 0;

i) f=> apT"
k>ko
Posons
—1
AT = Zaka et AT = — Z ap T".
k>0 k=ko

Alors la fonction A\~ se prolonge au voisinage de [0, 7s], la fonction AT se prolonge
au voisinage de [n;, 00| et elles vérifient A = A~ — AT dans Ox,, . O

Proposition 3.1.7. — Tout faisceau de Oc-modules cohérent vérifie le théoréme B.
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Démonstration. — Soit # un faisceau cohérent sur C. Puisque 'espace C est
de dimension topologique 1, quel que soit ¢ > 2, on a HY(C,.%#) = 0. 1l nous
reste & calculer H'(C,.%). Soit

une résolution injective de .#. Soit v un cocycle de degré 1 sur C. Quel que
soit z € C, il existe (3, € (H). tel que

d(By) = 7, dans (A),.

La section [, est définie sur un voisinage de x et 1’égalité précédente reste vraie
au voisinage de x. Par compacité de C, il existe n € N* et sg,...,s, € R tels
que
r=s<s1<...<8,=3S8

et, quel que soit i € [0,n — 1], v soit un cobord sur [ns,;, s, ,]. Nous pouvons
supposer que, quel que soit ¢ € [1,n — 1], on a s; # 1.

I nous reste a résoudre le probléme suivant. Soient s, s,s7 € R vérifiant
57 < s<stets#1. Posons

K™ = [ns-,ns), K* = [ns,ng+] et M = K~ UK.
Supposons qu'il existe 8~ € FH(K~) et BT € S (K™) tels que
d(B7)=vysur K~ et d(T) =~ sur K.
Nous devons montrer qu'il existe 5 € #(M) tels que
d(B) =~ sur M.

Observons que 'on a d(3~—4") = 0 dans (.#}),,. On en déduit que 5~ — g+ € .7,,.
D’apres le théoréme A, il existe m € N et uy,...,u, € F(M) dont les images
engendrent ., comme Oy, -module. Par conséquent, il existe A1,..., Ay, € Oy,
tels que

m
B~ —pt = Z)‘i u; dans .7, .
i=1

D’apres le lemme précédent, quel que soit ¢ € [1,m], il existe \; € O(K ™) et
A\ € O(K™) tels que

A=A — )\:r dans Ox ,, .

On a alors I'égalité

BT =D A wi =BT =) A u; dans (A),,.
i=1

i=1
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Par conséquent, nous pouvons définir un élément § de .#(M) en posant
m
Br- = B =2 A\ ui;
i=1
m
5|K+ = 6—1— - Z)\j ;.
i=1

Nous avons alors

d(B) =~ dans 71 (M).

3.1.3. Fibres extrémes

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux couronnes des fibres extrémes.
Nous supposerons que b = a,, ou 0 € Yy. Le raisonnement est le méme que
dans le paragraphe précédent. Il suffit d’adapter les lemmes 3.1.6 et 3.1.3 comme
indiqué ci-dessous. Remarquons que ce sont des cas particuliers des lemmes de

Cousin et Cartan.
Lemme 3.1.8. — Soit s € R\ {1}. Posons

K~ ={z e X, ||T(z)| < s} = [0,n,]
et

Kt ={z € X, ||T(2)| = s} = [, 00[-

Quel que soit X € Ox,,, il existe \= € O(K~) et \T € O(K™) vérifiant les
conditions suivantes :

i) A= X" —\T dans Ox,, ;
i) (A7l < [A(s)] s
i) [|AT e+ < [A(ms)]-
Démonstration. — Nous supposerons que s < 1. L’autre cas s’en déduit en

changeant 7" en T~ 1. Soit A € Ox,,,. Il existe u € [0, +oo[ et une famille (ag)rez
de flg vérifiant les conditions suivantes :

a) lim |ap|%s*=0;
k——o0

b) f= aT".

keZ
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Posons
AT = Zaka et AT = — Z aka.
k>0 E<—1
Alors la fonction A\~ se prolonge au voisinage de K ~, la fonction A" se prolonge
au voisinage de KT et elles vérifient les conditions requises. O

Lemme 3.1.9. — Soient s € |0,1] et f € Ox,,. Il existe N € N, une fonc-
tion g définie et inversible au voisinage de [0,m1| et une fonction h définie et
inversible au voisinage de 0, 00[ telles que l'on ait I’égalité
N9
f :7To' E?
au voisinage de 1.

Démonstration. — L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discrete

d’uniformisante m,. Notons N € N la valuation de f dans cet anneau. Quitte a
N

-, nous pouvons supposer que f(ny) # 0.

diviser f par 7
Il existe alors u € ]0, +00] et une famille (ax)iez de A, vérifiant les conditions

suivantes :
i) lim Jag|s® =0;
k——o00
17) max(|a =1;
) max(lals) = 1
iii) f=> apT.
keZ
Quitte & multiplier f par un monéme de la forme aT", avec a € A§ etn € Z,
nous pouvons supposer que maxy<o(|ax|s) < 1 et que ay = 1. Les propriétés du

flot (¢f. 1.1.31) nous montrent qu’il est équivalent de démontrer le résultat pour
n’importe quel anneau local du type Ox ,,, avec t € |0, 1[. Par conséquent, nous

> sF<iy2

pouvons supposer que

k>1
Nous avons alors )
|f(ns) — 1] < 5
Posons
K~ ={ze X, ||T(z)| < s} = [0,7]
et

E* ={z € X, ||T(2)| 2 s} = [, 00[-
Construisons par récurrence une suite (fi)ren de Ox,,, une suite (f. )ren
de O(K™) et une suite (f;")ren de O(K™) vérifiant les conditions suivantes :
quel que soit £k € N, on a
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i) fe=f, + fi dans Ox,, ;

i) I fg - <272
iii) || il <27

iv) | fu(ns)] <272

v) 1+ frr1 = (1= fi )L+ fi) (1 = f;) dans Ox,y,.
Initialisons la récurrence en posant fo = f — 1. Nous avons alors |fo(ns)| < 1/2.
D’apres le lemme précédent, il existe f € O(K ™) et fi € O(K™T) vérifiant

i) fo=fy + fy dans Ox,, ;

i) |1 fo llc— < [fo(ns)| < 5
iii) || fo e+ < |fo(ns)| < 5

Soit k£ € N et supposons avoir construit les £ + 1 premiers termes de chaque
suite. Posons
frnn = =)+ )= f) -1
= fo—ty =T = f e T = e RS
= Sl I B = R R
Grace a l'inégalité ultramétrique, nous avons alors
ok\ 2 k41
Frlm) < (272) =272
D’apres le lemme précédent, il existe f, , € O(K ™) et f; 11 EO(K *) vérifiant

Z) fk-l—l = fk_-i-l + f];-:_l dans ﬁX,ns ;

.. — _9ok+1
i) | frall = < [fegr(ns) <2727

iii) ||l < [fasa(na)] <2727
Les conditions que nous avons imposées sur les normes imposent que les pro-
duits infinis [T,oq(1 — f;) et [Tyo0(1 — f;) convergent vers des fonctions f~
et fT inversibles dans O(K™) et b(KJF) En outre, nous avons f~ffT =1 et
done f = (f7)~'(fH)~" =
Par le méme raisonnement que dans le paragraphe précédent, nous déduisons

des lemmes précédents les théorémes A et B sur les couronnes des fibres extrémes.
Ceci conclut la démonstration du théoreme 3.1.1.
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3.2. Théoremes A et B pour les couronnes fermées

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux couronnes fermées de I'espace
projectif définies au-dessus de certaines parties compactes de B. Nous suivrons
la stratégie mise en ceuvre dans le séminaire H. Cartan et commencerons donc
par démontrer des lemmes d’attachement. Le principe en est le suivant : étant
donnés deux compacts K~ et KT d’intersection L, une donnée sur L provient
de deux données du méme type, I'une étant définie sur K~ et 'autre sur K.
Nous démontrerons un tel résultat pour les fonctions analytiques (lemme de
Cousin, 3.2.3), les matrices inversibles (lemme de Cartan, 3.2.8) et les sections
d’un faisceau (3.2.12). Une fois ces résultats connus, les théoremes A et B se
démontrent sans peine.

3.2.1. Lemmes de Cousin et Cartan

Dans ce paragraphe, nous démontrons les lemmes de Cartan et Cousin pour
des compacts d’un type particulier, que nous décrivons, a présent (cf. figure 1).

Fi1G. 1. Les compacts K~ et K.
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Soit o € 3. Soit u € ]0,1(o)[. Définissons des compacts de B par
K= = [a, @], K* = X\ Ja%, )] et L = K~ N K+ = {a}.

1,an

Quels que soient s,t € [0, +00[, on définit des compacts de X = A ;™" par
i) Ky, =Cls,t) N (K);
i) Kfy=C(s,t)na 1 (KT);
iii) Lsy = C(s,t)yNn (L) = K, N K,
Soient M une partie compacte de B et s et t des nombres réels positifs.

Rappelons que nous avons défini, en 1.2.1, algebre B(M)(s < |T'| < t) comme
I’algebre constituée des séries de la forme
S ot
keZ
ou (ay)rez désigne une famille de B(M) telle que les deux séries
Zaktk et Zaksk
k>0 k<0
convergent (dans le cas ou s = 0, la seconde condition signifie simplement
que, quel que soit k& < 0, nous avons a; = 0). Cette algebre est munie de la

norme ||.||as,s,+ définie par la formule suivante :

Zaka

keZ

= Z l|a||ar max(s®, t5).

M, st keZ

Munie de cette norme, c’est une algebre de Banach.

Supposons que M soit I'une des trois parties compactes K, K™ ou L. Dans ce
cas, les anneaux 0'(M) et (M) sont isomorphes. D’apres les propositions 2.2.26
et 2.2.29, le morphisme naturel A[T] — A[T] se prolonge en un morphisme
injectif

OC(r,s)Nm Y M)) — B(M)(r <|T| < s).
Nous pouvons donc également considérer la norme ||.||ar s+ sur l'anneau &(C (s, t)N
771 (M)). Plutét que de démontrer directement les lemmes d’attachement sur
les anneaux de fonctions surconvergentes, nous allons les démontrer sur les an-
neaux de séries. Le fait que ce soient des anneaux de Banach et que leurs éléments
possedent des descriptions tres explicites nous facilitera grandement la tache.

Commencons par un résultat de théorie des nombres.

Lemme 3.2.1. — [l existe C € R tel que, quel que soit
(To)oesa € H Km

0EY 0o
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il existe y € A vérifiant

Vo € Yoo, [y — x6|e < C.

Démonstration. — Notons r1 le nombre de places réelles de K et 2ry le nombre
de places complexes de K. Le résultat découle directement du fait que I'image
de I'anneau des entiers A par 'application

K — R xCrz~ RN+

z = (0(z))oesa.

est un réseau. O

Venons-en, maintenant, au lemme d’attachement de Cousin. Nous commen-

cerons par le démontrer sur I'espace B.
Lemme 3.2.2. — ][] existe D € R tel que, quel que soit a € B(L), il existe
a” € B(K™) etat € B(K™) vérifiant les propriétés suivantes :

i) a=a" —a* dans B(L);

i) |la” || g~ < DllallL ;

iit) o™ || g+ < Dllallz.

Démonstration. — Le lemme 3.2.1 nous assure I'existence d’une constante C' €
R ne dépendant que du corps de nombres K vérifiant certaines propriétés. Nous
pouvons, sans perdre de généralité, supposer que C' > 1. Soit a € H(L). Re-
marquons que I'anneau Z(L) est isomorphe au corps K, muni de la valeur
absolue [.|%. Dans le raisonnement qui suit, nous aurons besoin de connaitre le

type de o.

Supposons, tout d’abord, que o € Y. Dans ce cas, nous avons
HB(K™) = Ky et ||[[g- = max(].|7, ].|5)

et

B(KT)=Aet |. = max o).
(= At s = max (l)

Distinguons plusieurs cas. Supposons, tout d’abord, que |a|, > 1. Puisque 0 € X,
le nombre réel |a|% est un élément de K,. Par définition de C, il existe b € A
vérifiant les propriétés suivantes :

L |b+lalg], < C

2. Vo' € ¥ \ {0}, bl < C.
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Quel que soit 0’ € ¥ \ {0}, nous avons donc
blor < C < Clalg.

De nouveau, nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d’abord, que |b|, > 1.
De la premiere inégalité, nous tirons
bly < Jafi+C
< (C+1)|alz.

Puisque |b|, > 1, nous avons également [b|% < (C + 1) |al%. Si [b|, < 1, nous
avons encore |b|, < (C' + 1) |al%.

Supposons, a présent, que |al, < 1. Nous avons alors 1'égalité ||al| - = |a|.
Nous posons b = 0.

Dans tous les cas, il existe D € R tel que ||a+b|| - < D |a|% et ||b]| g+ < D |a|%.
Nous pouvons, par exemple, choisir D = C + 2. Les éléments ¢~ = a + b
de B(K~) et a™ =bde B(K™) vérifient les propriétés demandées.

Supposons, a présent, que o € X;. Nous avons alors
B(K™) = Ag et ||l[x- =15
et
A= () Acet e =max (115 max (1))
o' €Yo
o'exf\{o}

Comme précédemment, nous allons distinguer plusieurs cas. Pour commencer,
supposons que |al, > 1. D’apres le théoreme d’approximation fort, il existe un
élément b de [,y o} Ao vérifiant

Ib+als <1
En partculier, b + a appartient & Z(K ™). Par définition de la constante C, il

existe ¢ € A vérifiant la propriété suivante : quel que soit ¢’ € X, nous avons

|b+ |, < C. On en déduit que, quel que soit ¢’ € Yo, nous avons
b+ clyr < C < Clal.
En outre, nous avons
b+ clg < max (|alg, |a+blg, [clg) < [alg.

Supposons, a présent, que |a|, < 1. Dans ce cas, a appartient & Z(K ). Nous
posons b=c = 0.

Dans tous les cas, il existe D € R tel que ||ja+b+c|[x- < D |a|% et ||b+c|| g+ <
D |ag|“. Nous pouvons, par exemple, choisicr D = C + 1. Les éléments a~ =
a+b+cde B(K™) et at = b+cde (K ™) vérifient les propriétés demandées. [
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Traitons, a présent, au cas de la droite affine X.

Lemme 3.2.3 (Lemme d’attachement de Cousin)

Soi D € R la constante dont le lemme précédent assure l'existence. Quels que
soient s,t € [0, +oo[, avec s < t, et quel que soit f € B(L)(s < |T| <t), il existe
[T EBEK ) (s<|T|<t)et fteB(KT)s<|T|<t) vérifiant les propriétés
suivantes :

i) f=[f"—f" dans B(L)(s < |T| <t);
i) |f " =56 S DIfllLses

iii) | f g+ 50 < DN FllLse-

Démonstration. — Soient s,t € [0, +o0o[, avec s < t, et f € B(L)(s < |T| <t).
Par définition, il existe une famille (ay)pez de ZB(L) = K, telle que Pon ait

j?ZZEE:akI%

et que les séries

Zaktk et Zaksk

k>0 k<0

convergent. Soit k& € Z. D’apres le lemme 3.2.2, il existe des éléments a,
de B(K™) et af de B(K™) vérifiant les propriétés suivantes :

i) ar, = a; —a; dans B(L);
it) Jlag || k- < Dljaxll;

i) Jlay | e+ < D llag] L.

Posons
- — ik
o= T
keZ
et
ft= Z alj T*.
keZ
Ces séries vérifient les conditions requises. O

Les résultats qui suivent entrainent le lemme d’attachement de Cartan, ainsi
qu’il est démontré dans [27], III §1. Nous n’avons apporté que quelques modifi-
cations minimes a leur preuve.

Commencons par introduire quelques notations. Soient p,q € N*, M une
partie compacte de B et s,t € [0, 4+00[. Nous définissons la norme d’une matrice
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a = (a;;) € Mpqo(#(M)(s < |T| <t)) par

q
llalla,se = [nax > laijllars
<i<p \ =

La multiplication des matrices est continue par rapport a cette norme. En effet,
on vérifie facilement que, quel que soient r € N*, a € M, ,(ZB(M)(s < |T| <t))
et be My, (B(M)(s <|T|<t)), ona

labllaz,se < llallars,e 1bllaz,s.c-
Nous noterons I € My (A(M)(s < |T| <t)) la matrice identité. Nous allons,
tout d’abord, démontrer quelques lemmes.
Lemme 3.2.4. — Toute matrice a de My(B(M)(s < |T| < t)) vérifiant

1
la = Iliarse < 5

est inversible et son inverse a1

vérifie l'inégalité
la™ [[ars,e < 2.

Lemme 3.2.5. — Soit (a;)r>0 une suite de My (B(M)(s < |T| <t)) vérifiant
la condition

N =

> llak = Tllarss <

k>0

Alors, quel que soit n € N, nous avons

n
lao - an = Illnrse <2 llak = Illarss
k=0

Démonstration. — Démontrons ce résultat par récurrence sur l'entier n € N.
Pour n = 0, c’est évident.
Supposons que la formule est vraie pour n € N. Nous avons

ag- - apapi1 — I = (ag---ap —I)(apns1 — 1)
+(ap - -an—1I)+ (ant1 — I).

On en déduit que

A

lao - anans1 — Iiase < lao---an — Illasillants — Illarse
Hlaog - an — I||ast + [|ant1 — It
n

2> " lag — Tllarss
k=0

+(llao - an = Ilnse + 1) llant1 = Ilar,se

IN
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En outre, nous avons

n
lao -~ an = Illarse <2 llak = Illarss < 1.
k=0

On en déduit que
n+1

lao - anr = Tllarse <2 llag = Illass.
k=0

O

Lemme 3.2.6. — Soit (gi)r>0 une suite de My(B(M)(s <|T'| < t)) vérifiant
1
> gkl < 1
k>0

Alors la suite de terme général
P,=U+g0) - (I+gn)
converge dans Mq(AB(M)(s < |T| < t)) vers une matrice inversible P vérifiant

1P = Tlarse <2 llgrlians.
k>0
Démonstration. — D’apres le lemme précédent, quels que soient 7 > ¢ > 0, nous

avons

J
1+ g2) e (4 g5) = Tlarse 23 lgllasss
k=1
En particulier, quel que soit n € N, nous avons

NN

n
1Pn = Tlagse <2 llgkllags: <
k=0

et donc || Py a,s¢ < 3/2. On en déduit que, quels que soient m >n >0, on a

1P = Pallmse = NP0 (T4 gng1) - (I +gm) = Dllase

m

3
23 lokllans

k=n+1

IN

Par conséquent, la suite (P,,)n>0 est une suite de Cauchy de My (ZA(M)(s < |T'| < t)).
Puisque cet anneau est complet, elle converge donc vers un élément P. Nous

avons nécessairement

| =

1P = Ilarse <2 Ngnllagss <
k>0

Le lemme 3.2.4 nous permet alors de conclure. O
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Dans le résultat qui suit, la constante D est celle introduite au lemme 3.2.3.
Lemme 3.2.7. — Soit ¢ € R vérifiant 0 < ¢ < 1/2D7! et 8 = 4D?% < 1.
Soient s,t € [0,400[, avec s < t. Soit a = I +b € My(AB(L)(s <|T| <))
vérifiant ||bl| s < . Alors il existe a= =1 +b" € My (B(K™)(s <|T| <)),
at =T+bt € My(B(K ) s <|T|<t)) eta=1I+bec My (B(L)(s<|T|<t))
vérifiant les propriétés suivantes :

i) a=a" aa’ dans B(L){s <|T| <t);

i) |67 ([ =5 < DII0llL,st 5

“’7’) ||b+HK+rs <D ||b||Lst7

i) 1Bl L.rs < B0l Lo
Démonstration. — En appliquant le lemme de Cousin a chaque coefficient de la
matrice b, on montre qu’il existe des matrices b~ € My (B(K~)(s < |T| <t)) et
bt € My(B(KT)(s <|T| <t)) vérifiant les propriétés suivantes :

1. b=b"+b" dans B(L)(s <|T| < t);

2. 167 - rs < D [Ibll st 3

B MoF st s < DIl st
Posons a~ =1 +b" et a™ = I+ b". On obtient

a”a”=a+b b" dans B(L)(s < |T| < t).

Par choix de b, nous avons D||b||1 s+ < 1/2. D’apres le lemme 3.2.4, la matrice a™
est inversible dans My(ZB(K~)(s < |T| <t)) et vérifie |[(a™) " |- o4 < 2. De
méme, la matrice a® est inversible dans M, (Z(KT)(s < |T| <t)) et vérifie
@) e 0 < 2

Posons

a= () ta(a™) et b=a— I dans M, (B(L)(s < |T| < t)).
Dans M,(#(L)(s < |T| <t)), nous avons alors
b

t
= (@) la(a®) -1
(a) t(aat —b" b+)(a+)_1—I
= —(@) b )
et nous en tirons 'inégalité

Il L.se < AD?[BII7 s ¢ < Bl 2.5,z

Nous voici enfin préts a démontrer le lemme de Cartan.
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Théoréme 3.2.8 (Lemme d’attachement de Cartan)

Il existe ¢ € R wvérifiant la propriété suivante : quels que soient s,t €
[0, +00], avec s <t, et a € My(B(L)(s < |T'| < t)) vérifiant ||a — I||p s < €, il
existe ¢ € GLy(B(K ™) (s <|T| <t)) et ¢t € GLy(B(KT)(s <|T| <)) telles
que

i) a=c ct dans My(B(L)(s < |T| <t));

i) |l = Illz,se <4Dlla = If[Ls
iii) [|e" = IllLsp < 4D [la =I5t

Démonstration. — Choisissons € € R vérifiant les conditions du lemme précédent
ainsi que f < 1/2 et ¢ < 1/(8D). Soient s,t € [0,+00], avec s < t, et
a € My(B(L)(s <|T| <t)) vérifiant |la — I||1s¢ < €. Posons b = a — I et
M = ||b]|,s,+- Définissons, & présent, par récurrence, trois suites (b; x>0, (b3 k>0
et (bg)rso de My(B(L)(s < |T| < t)) vérifiant les conditions suivantes : quel que
soit k > 0, nous avons

L b [l s < DMBF;

2. b} [l < DMB*;

8. bl o0 < MB"
et, quel que soit k > 1, nous avons

4. (T+b) (I +bg) (I +b) = (I +b_1) dans B(L)(s < |T| < t).

Initialisons la récurrence en posant bo = b. La troisiéme propriété est alors
vérifiée, par la définition méme de M. Posons b, = 0 et bar = 0. Les premiere
et deuxieme propriétés sont alors trivialement vérifiées.

Soit k > 0 tels que b, bg et by, soient déja construits et vérifient les propriétés
demandées. On a alors

bellpse < MBF < M <&

et le lemme précédent appliqué avec b = by, nous fournit trois matrices b, bt
et b. Posons b1 =07, bgﬂ =bT et l;k+1 — b. La quatriéme propriété est alors
vérifiée.

Nous disposons, en outre, des inégalités suivantes : ||bpy1l|n.s6 < B0kl L5
bpsillie- st < Dllbgllzse et 107 llx+ s < DlbgllL,se. On en déduit que les

trois premieres propriétés sont également vérifiées.

Pour n € N*, posons

Bo=(I+by)---(I+b,) € My(B(K™)(s <[T| <))
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et
Qn=(I+0y) - (I+b]) € My(B(KT){s <[T| <1)).
De la quatrieme propriété on déduit que, quel que soit n € N, nous avons

a= P, (I+by)Q, dans B(L)(s < |T| < t).

En utilisant les trois premieres et le fait que 5 < 1/2, nous obtenons
1
— o k o

D il se = DM Y 5" = 2DM < .

k>0 k>0
D’apres le lemme 3.2.6, la suite (P,),>0 converge dans Z(L)(s < |T'| < t) vers
une matrice inversible ¢~ € GLy(ZA(K~)(s < |T| < t)) vérifiant

le™ = Tlix-se <23 B llx- s < 4DM < ADfja —I|p s
k>0

De méme, la suite (Q,)n>0 converge dans #(L)(s < |T| < t) vers une matrice
inversible ¢ € GLy(B(K1)(s < |T| < t)) vérifiant
™ = llkrse <2 ) 105 llxr, < 4DM < 4Dlja = I||1,s-
k>0

Puisque la suite (Bn)nzo converge vers 0, la suite (P,Qp)n>0 converge vers a.
On en déduit que
a=c ¢ dans B(L)(s < |T| < t).

3.2.2. Attachement de sections d’un faisceau

Pour démontrer les théoremes A et B, il ne nous suffira pas d’attacher des
fonctions ou des matrices : nous devrons également parvenir a attacher des
sections de faisceaux. Nous commencons par énoncer un résultat concernant les
anneaux d’entiers de corps de nombres qui nous sera utile par la suite.

Lemme 3.2.9. — Soit 0 € Xy. Alors il existe h € A vérifiant les propriétés

sutvantes
|hls < 1;
Vo' € X4\ {o}, |h|» = 1.
Démonstration. — Notons P le point de Spec(A) associé a l'idéal maximal o.

Puisque le groupe de Picard de Spec(A) est fini, il existe N € N* tel que le
diviseur N[P] soit principal. Toute fonction h € A dont N|[P] est le diviseur
convient. U
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Nous reprenons les notations de la partie précédente. Soient o € X, u € |0,1(0)]
et s,t € [0,400[, avec s < t. Nous notons (cf. figure 1)

K~ =la¥,al?], KT = B\Ja% a{"] et L =K NK" = {a’}
et
i) K, =C(s,t)ynaH(K7);
i) Kf=C(s,t)na Y (KT);
iii) Lsy = C(s,t)Na (L) = K, N KJ,;
iv) My, = K, UK},
Lemme 3.2.10. — Soientp,q € N et si,...,sp,t1,...,tq € B(L)(s <|T| <t).

Soit 0 € RY. Si o appartient a Xy, alors il existe une fonction inversible
f e BKT)(s<|T|<t), des fonctions sy,...,s, € B(KT)(s<|T|<t) et
thy ...ty € B(K™)(s < |T| < t) telles que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,4],
on ait

) N~ si = sillnse 1 ftillnse <6

i) [|f 7 sill Lot 1t = llLse < 0.

Si o appartient 4 Yoo, alors il existe une fonction inversible g € B(K~)(s < |T| < t),
des fonctions s7, ..., sy € B(KT)(s < |T| <t)ett],... . t] € BK")(s <|T| <t)
telles que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,q], on ait

i) llgsi — s Lstllg™ gllL,se <0

ii) 1lgsill st llg™" i = ]| L5 < 0.
Démonstration. — Posons M = max{||s;||1s, [[tjllrse 1 <4< p,1 <5 <q}
Soit 7 € [1,p]. La fonction s; appartient a #(L)(s < |T| < t). Par conséquent,
il existe une famille (ay)kez de K, telle que

S; :Zaka

keZ

ap|“t* et ag| s*
|ax|q o

k>0 k<0

et les séries

convergent. Il existe n;,n; € Z tel que

n;
S; — Z ap T" <.

k=n; L,s,t
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1l existe également s7 € K[T,T7!] tel que

s
Z apTF — s; <.
k=n; Lst

Distinguons deux cas. Supposons, tout d’abord, que o € ¥y. D’apres 3.2.9, il
existe h € A telle que

{ |hle <15
Vo' € Ef \ {0}, |h|gl =1.

Il existe N € N tel que, quel que soit i € [1,p], on ait hV s¥ € AU[T, T-1.
En particulier, la fonction h" s¥ définit un élément de Z(K~)(s < |T| < t).
Posons f = h™ € K. Remarquons que cette fonction est inversible dans
PB(KT)(s <|T| <t). En outre, nous avons

1F ™ si = £ 85 st < I 7 Iz i = sillzese < 201715
Soit j € [1,q]. La fonction ¢; appartient & Z(L)(s < |T'| < t). Par conséquent,
il existe une famille (by)rez de K, telle que

fty=> b, T*
keZ
et les séries
> loelat* et Y byl s
k>0 k<0

convergent. Il existe m,, m3 € 7Z tel que

™
ftj — Z b TF < 4.
k=m; L,st
Par le théoreme d’approximation fort, quel que soit € > 0 il existe ¢y, . . - st e K
tels que, quel que soit k € [m;, m;]], on ait
1. Vo' € X5\ {o}, cx € Ay ;
2. b —cplt <e.

On en déduit qu’il existe ¢} € <ﬂalezf\{a} AU/) [T, T~ tel que

s
STt <6
k=m; Ls,t
En particulier, la fonction ¢} définit un élément de Z(K™)(s < |T| < t) et, quel
que soit i € [1,p], nous avons

1F~ sill s 1F 85 = t5lzse < 1F 75 lsillL.se 26 < 2M,
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car f~1 € A. Quel que soit i € [1,p], nous avons également
15751 = 75 s Il s < 28177 2 11 Iyl < 206,

Supposons, & présent, que o € Y. Il existe g € A tel que, quel que soit
i € [1,n], on ait gsi € A[T,T~!]. Remarquons que la fonction g est inversible
dans (K ~)(s < |T| < t) et que la fonction gs; définit un élément de Z(K)(s < |T'| < t).
En outre, quel que soit i € [1,n], nous avons

lgsi — gsillL.se < lgllz llsi — sillzse < 2195 0.

Soit j € [1,q]. Puisque la fonction g~'t; appartient & B(L)(s < |T| < t), il
existe une famille (by)gez de K, telle que

g_lt]’ = Z bk Tk

keZ
et les séries
D okl th et > [oify st
k>0 k<0

convergent. Il existe m,, m3 € 7Z tels que

m’,
J
0
-1 k
ti — b T <
AERPIL = 2lgsillees
k=m; L,s,t
En approchant chacun des coefficients b, avec k € [[mj,m;»]], on montre qu’il
existe également ¢ € K [T, T~ tel que

k=m; L gsSi ”L,s,t
La fonction ¢} définit un élément de Z(K ~)(s < |T'| < ) et, quel que soit i € [1,p],
vérifie 5
lgsillL,sellg™ t; — t5llz,se < lgSill s 2 Tosilies <.

Quel que soit 7 € [1,p], nous avons encore
lgsi = st L5 197 il Lse < 21905 019 i (151|250 < 2M6.
O

Lemme 3.2.11. — Soit e > 0 le nombre réel qui nous est donné par le théoréme
3.2.8. Soient F un faisceau de Oy, -modules cohérent, p,q € N, T~ € F(K_,)?,
T+ € LO}(K;t)q: U = (ua,) € Mp,g(O(Lrs)) et V = (vs;) € Mgp(O(Lys)) telles

que, dans F (Lg;), on ait
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a) T-=UT";

b) T+H=VT.
Supposons qu’il existe Us € Mp,q(ﬁ(K;t)) et Vs € My, (O(Kg,)) vérifiant

¢) |Us =Ullst[VILse <e:

d) |Ullz,se Vs = ViLse <e.
Alors il existe S— € F(Ms,)P, St € F(Msy)!, A~ € GLy(O(Ky,)) et AT € GLy(O(KJ,))
vérifiant

i) ST =A"T" dans 7 (K);

i) ST = ATTY dans F(K[).

Démonstration. — Supposons qu’il existe Us € Mp,q(ﬁ(K:t)) et Vs € Myp(O0(K,))
vérifiant

) |Us = UllLseIVILse <e;

d) UL, Vs = VLse <e.
Posons Ty = Vs T~ dans 7 (K_,). Dans 7 (Ls ), nous avons alors

Ty —TH=(V;-V)T~ =Vs-V)UT™.
Posons
A=14+ (Vs —=V)U € My(O(Lsy)).
Nous avons alors
Ty = AT™ dans .7 (Lsy)
et
[A=TLse < Vs = VlLst UL <e

D’apres les propositions 2.2.26 et 2.2.29, il existe so,tg € Ry, avec so < tp, tels
que [sg, to] soit un voisinage de [s,t] dans R, et que la matrice A appartienne
a My(AB(L)(so < |T| < tp)). Quitte a choisir s et ty assez proches de s et ¢, nous
pouvons Supposer que

|A =1L st <€
D’apres le théoreme 3.2.8, il existe deux matrices C~ € GLg(AB(K ™ )(so < |T| < to))
et Ot € GLy(B(K™)(so < |T| < to)) telles que, dans My (Z(L)(so < |T| < to)),
on ait
A=C"CT.

D’apres les théoremes 2.2.27 et 2.2.30, les matrices C~ et C* définissent respec-
tivement des éléments de GL,(O(K,,)) et GLq(ﬁ(K:t)). Posons

AT = O € GL(O(K]).
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Dans .# (L), nous avons alors
ATTT =(CT) AT = (C7) M Ty
Nous pouvons donc définir un élément S* de .7 (M, ,)? par

1L..St =) 1y

Koe
2. ST =ATTH.
‘Ks,t
On procede de méme pour construire la section S—. O

Nous allons considérer deux compacts K~ et KT d'une forme particuliere
sur lesquels nous démontrerons le lemme d’attachement pour les sections d’un
faisceau cohérent. Soient o € ¥ et u,v € ]0,1(0)] vérifiant v < v. Posons

Ky = [at.at).

Soient n € N*, 09,...,0, € ¥\ {0} et, quel que soit i € [2,n], u; € [0,1(0;)].
Posons

Kgy =B\ |lag,ai?1u | Jag,all)
2<i<n
et
Ky =lag,al]U | Jao,a]
2<i<n
Soit t € [0, u]. Posons
Ka:3 = [azvag]'
Nous désignons par Kar I'un des trois compacts KOJf 1> Kaf 5 ou KOJf 3 et po-
sons Lo = Ky N K = {a%} (cf figure 2).
Soient s,t € [0, 400 avec s < t. Posons
i) K- =mYKy)NCsy;
i) KT =1 (K)NCsy;
i) L=K NK'=7"YLo)NCsy;
iw) M=K UKT.
Théoréme 3.2.12. — Soit ¥ un faisceau de Op;-modules cohérent. Suppo-
sons qu’il existe p,q €N, t1,... . t; € F(K™), tf,...,t5 € F(KT) dont les
restrictions a L engendrent le méme sous-O(L)-module de % (L). Alors il existe
STsees 8y, 81 85 € F(K), am € GLy(O(K™)) et at € GLy(O(K™)) tels
que

=a | ¢ | dans F(K)P
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et N N
51 t
| =at | ;| dans F(KT)1.
+ +
Sq tq
Démonstration. — Posons
+
t t
T-=|:|eTt=|:
- +
tp tq

Par hypothese, il existe U = (ua;) € Mpg(O(L)) et V = (vg;) € My,(O(L))
telles qu’au-dessus de L, on ait

T-=UT et TT=VT".

D’apres les propositions 2.2.26 et 2.2.29, il existe sg,tg € Ry, avec sg < tg tels
que [sg, to] soit un voisinage de [s, t] dans Ry et que U et V soient respectivement
des éléments de M), ,(#(Lo)(so < |T'| < to)) et My ,(AB(Lo)(so < |T| < to)).
Supposons, tout d’abord, que ¢ € X;. Considérons le nombre réel ¢ > 0
du théoreme 3.2.8. D’aprés le lemme 3.2.10, il existe une fonction f inversible
dans B(K{ )(so < |T| < to), des fonctions d,,; € B(Ky)(so < |T| < tg), pour
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(a,i) € [1,p]x[L, g, et 5,5 € B(K ){so < [T < to), pour (8,7) € [1,q]x[1,p],
vérifiant les conditions suivantes : quel que soient («,4) € [1,p] x[1,q] et (3,7) €
[1,¢] x [1,p], nous avons

i) 1f " uasi = taillo,soto 108,51l 0,500 < €5

i) ”f_luoc,iHLO,SOJO vaﬁJ - ®ﬁ7j|’L0780,t0 <e.
D’apres les théoremes 2.2.27 et 2.2.30, la fonction f définit un élément inver-
sible de 0(K™), quel que soit (a,i) € [1,p] x [1,q], la fonction i,,; définit
un élément de O(K+) et, quel que soit (3,7) € [1,¢] x [1,p], la fonction 03 ;
définit un élément de ¢(K~). Les matrices T—, fT+, f~'U et fV vérifient

donc les hypotheses du lemme 3.2.11. Par conséquent, il existe S~ € #(M)P,
ST e F(M), A~ € GL,(O(K™)) et AT € GLy(O(K™)) tels que

1. S‘K =A"T;
2. Sgﬁ = A" fT+.
En posant
S st
1 1
=S, | : | =95,
S Sq
ainsi que a= = A~ et a™ = fAT, on obtient le résultat souhaité. Remarquons

que at € GL,(O(K™)) car f est inversible dans (K ™).
Si o € Y, on parvient au résultat de la méme maniere en utilisant le second
résultat d’approximation figurant dans le lemme 3.2.10. O

3.2.3. Démonstration

Dans ce paragraphe, nous démontrons les théoremes A et B pour des cou-
ronnes compactes de X = A}L{an au-dessus de certains compacts de B. Soient
s,t € [0,400[, avec s < t. Nous adopterons les notations suivantes. Pour o € ¥
et u,v € [0,l(0)], on pose

Ko(O',’LL,’U) [ag,aa]
et
K(o,u,v) = 7 Y (Ko(o,u,v)) N U(s, t).
n €[0,1

Pour n € N, 01,...,0, € X, uy € [0,1(01)], .

Lo(o1,u1, ..., 0n,up) = U [ao, agi] | U U By
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et
L(O’l,ul, R ,an,un) = 7T_1(L0(O'1,U1, e ,O’n,un)) N 6(8,t).
Finalement, pour n € N, o1,...,0, € X, uy € [0,l(01)], ..., un € [0,1(0y,)], on
pose
Mo(oy,ur, .. omun) = | | lao,a]
1<i<n
et

Fr1a. 3. Les compacts Ky, Lg et M.

Remarquons que les parties compactes et connexes de B définies par un
nombre fini d’inégalités entre fonctions globales sont toutes du type Ko(o,u,v),
Lo(o1,u1y .. 0pn,up) ou Mo(o1,U1, ..., 0n, Up).

Dans la suite, C' désignera un compact du type K (o, u,v), L(o1,u1,...,0n, Uy)

ou M(o1,Up,...,0n0,Up).

Théoreme 3.2.13. — Tout faisceau de Oc-modules cohérent vérifie le théoréme A.

Démonstration. — Soit % un faisceau de Oc-modules cohérent. Soit b € B.
Le faisceau .# vérifie le théoréme A sur le compact 7= 1(b) N C, d’apres le
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théoreme 3.1.1. Par conséquent, il le vérifie également au voisinage de ce com-
pact. Puisque C est compact, il existe une partition finie de C en parties com-
pactes au voisinage desquelles le théoréeme A est vérifié. Nous pouvons choisir

cette partition de la forme

{ L(O’l, ULy -y 0n,Up, On+1, 07 Om, 0)7
K(Ulv Uy, U1,1)7 ey K(Ulv U1,5:1-1, Ul,jl))
K(O-Thun)vn,l)v"' aK(O-nv’Ul,jnfvajn) }
ou
{ M(O’l,ul, e ,O'n,un),
K(017 uy, U1,1)7 ey K(Ulv V1,51—-1, Ul,jl)v
K(0n7unvvn,1)7"'>K(0nvvl,jn717vl7jn) }7
avec n,m € N, n < m, et, quel que soit i € [1,n], j; € N* et 0 < u; < v;;1 <
-+ <, <l(0;). Le théoreme 3.2.12 nous permet alors de conclure. O
Théoreme 3.2.14. — Tout faisceau de Oc-modules cohérent vérifie le théoréme B.
Démonstration. — Soit .% un faisceau de Oc-modules cohérent. Soit

une résolution injective de .. Soient d € N* et v un cocycle de degré ¢ sur C.
Quel que soit b € B, on a H' (77 1(b)NC,.%) = 0, d’apres le théoréme 3.1.1 On
en déduit que ~y est un cobord au voisinage de 7~!(b). En utilisant la compacité
de C' et en nous ramenant a un recouvrement compact du type de celui décrit
dans la preuve précédente, il nous suffit de résoudre le probleme suivant. Soient
neN,op,...,0n € X, u1 €0,1(01)[, v1 € Jui,l(o1)] et, quel que soit i € [2,n],
u; € [0,1,,]. Désignons par K~ la partie compacte K (o1, u1,v1) et par K* 'une
des parties L(o1,u1, ..., 0n,up) ou M (o1, Uy, ...,04,Uy,). Posons K" = K~ NK™*
et KY = K~ UK. Supposons qu'il existe 8~ € #,_1(K~) et T € Z,_1(K™T)
tels que
d(B7)=vysur K~ et d(fT) =~ sur K.
Nous devons montrer qu'il existe € .#,_1(K") tels que

d(B) = v sur K“.

Supposons, tout d’abord que g > 2. Au-dessus de K™, on a d(3~ — ) = 0.
D’apres les résultats du paragraphe précédent, on a H9~ (K™, .%) = 0, donc il
existe o € F;_o(K") telle que d(a) = = — 7 au-dessus de K. Puisque le
faisceau .#,_ est injectif et donc flasque, a se prolonge en une section sur X que
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nous noterons identiquement. Définissons § € #,_1(K") par 3 = 3~ au-dessus
de K~ et f =1 +d(a) au-dessus de K*. On a alors

d(B) =~
au-dessus de K.

Intéressons-nous, & présent, au cas ¢ = 1. Nous avons encore d(~ — 7) =0
au-dessus de K. On en déduit que f~—41 € .Z(K"). D’apres le théoreme 3.2.13,
le faisceau .# vérifie le théoréme A au voisinage du compact K. Par conséquent,
il existe m € N et uy,...,u, € F(KY) dont les images engendrent .%,, quel
que soit x € M. En d’autres termes, ['application

om — F
m
(a1,...,Gm) +— Zaiui
i=1
est surjective au-dessus de K. Son noyau .4  est un faisceau cohérent sur KV.
D’apres la partie précédente, on a H'(K™,.4#) = 0. On en déduit que la fa-

mille (u,...,uy,) engendre H°(K™, ) en tant que H°(K", €)-module. Par
conséquent, il existe A1,..., A\, € O(K") tels que

B —pt = Z)‘i u; dans Z(K").
i=1

D’apres le lemme 3.2.3, quel que soit i € [1,m], il existe A\, € O(K™) et
M e O(KT) tels que
A = A7 — AF dans O(K").

Nous avons alors 1’égalité

B~ —zm:/\i_ui =gt —zm:)\j'ui.
i=1 i=1

On en déduit lexistence d’une cochaine 8 € #(K") vérifiant d(8) = . O
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3.3. Théoremes A et B pour les couronnes ouvertes

Dans cette partie, nous allons montrer que les théorémes A et B valent encore
pour les couronnes ouvertes de X définies au-dessus de certaines parties de la
base B. Ici encore, nous nous inspirerons des techniques utilisées en géométrie
analytique complexe. Pour toute couronne ouverte C, nous considérerons une
famille croissante de couronnes fermées dont la réunion est égale a C. Nous
montrerons alors que cette famille forme une exhaustion de Stein (cf. [27], IV,
§1, définition 6). Il nous restera alors a montrer que toute partie possédant une
exhaustion de Stein est de Stein.

La preuve que nous proposons ici suit de trés pres 'ouvrage [27] de H. Grauert
et R. Remmert. Plus précisément, nous nous sommes inspirés de la partie IV, §1
pour les définition et propriétés des exhaustions de Stein et de la partie IV, §4,
pour montrer que les familles croissantes de couronnes fermées considérées en

satisfont les conditions.
3.3.1. Théorémes généraux

Commencons par rappeler la définition d’une exhaustion.

Définition 3.3.1. — Soit S un espace topologique. Une suite (Kp)nen de par-
ties compactes de S est une exhaustion de S si elle vérifie les propriétés
sutvantes :

i) quel que soit n € N, le compact K,, est contenu dans lintérieur de K1 ;
it) la réunion des compacts K, est égale a S.
Le résultat qui suit est classique (cf. [27], IV, §1, théoréeme 4) et nous per-
mettra de démontrer une partie du théoreme B pour les couronnes ouvertes.

Théoréme 3.3.2. — Soient S un espace topologique et (K )neNn une exhaus-
tion de S. Soient . un faisceau de groupes abéliens sur S et ¢ > 2 un nombre
entier. Supposons que, quel que soit n € N, on ait

HYK,, )= HY{(K,,¥)=0.
Alors on a également
HY(S,.7) =0.
Venons-en, a présent, aux exhaustions de Stein (cf. [27], IV, §1, définition 6).

Nous nous restreindrons a des exhaustions de parties de l’espace analytique
_ A lan
X=A,".
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Définition 3.3.3. — Soient S une partie de ’espace analytique X et . un
faisceau de Os-modules cohérent. Une suite (K, )nen de parties compactes et de
Stein de S est une exhaustion de Stein de S relativement a .% si c’est
une ezhaustion de S et si, quel que soit n € N, il existe une semi-norme ||.||,
sur L (K,) telle que, quel que soit n € N, les propriétés suivantes soient
vérifiées :

i) la partie /(5) |k, de S (Ky) est dense pour |||l ;

it) Uapplication de restriction (L (Kp41), ||-|lnt1) — (L (Kn), ||-||ln) est bornée ;

i11) Uapplication de restriction (. (Knt1), ||-|lnt1) — (L (Kp), ||-||n) envoie toute
suite de Cauchy sur une suite convergente ;

iv) tout élément s de (K1) vérifiant ||s||nr1 = 0 est nul sur K,.

Cette notion nous permettra de compléter la démonstration du théoréme B
pour les couronnes ouvertes, par l'intermédiaire du résultat suivant (cf. [27], IV,
§1, théoréme 7).

Théoréeme 3.3.4. — Soient S une partie de l'espace analytique X et % un
faisceau de Og-modules cohérent. Supposons qu’il existe une exhaustion de Stein
de S relativement a .. Alors nous avons

HY(S,) =0.

Rappelons, enfin, que le théoreme A se déduit du théoreme B. La nullité
du premier groupe de cohomologie & coefficient dans n’importe quel faisceau
cohérent suffit d’ailleurs & assurer le résultat (cf. [27], IV, §1, théoreme 2).

Théoréeme 3.3.5. — Soient S une partie de l’espace analytique X . Supposons
que, pour tout faisceau de Og-modules cohérent .7, on ait H*(S,.”) = 0. Alors
tout faisceau de Og-modules cohérent vérifie le théoréme A.

En regroupant tous ces théoremes, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréeme 3.3.6. — Soit S une partie de ’espace analytique X. Supposons
que, pour tout faisceau de Os-modules cohérent .7, la partie S posséde une
exhaustion de Stein relativement a .. Alors, la partie S est de Stein.

3.3.2. Fermeture des modules

Pour montrer que les exhaustions naturelles des couronnes ouvertes par des
couronnes fermées sont bien des exhaustions de Stein, nous avons besoin de

résultats de fermeture sur certains faisceaux de modules. Nous leur consacrons
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cette partie. Les preuves que nous proposons sont inspirées de [33], II, D,
théoremes 2 et 3.

Commencons par introduire une notation. Soient (Y, 0y ) un espace analy-
tique, y un point de Y et V' un voisinage du point y dans Y. Soient p € N et .#Z
un sous-module de ﬁ{;’y. Nous noterons .# (V') le Oy (V)-module constitué des
éléments F' de Oy (V)P dont le germe F, en y appartient a .. Définissons, main-
tenant, la notion de module fortement engendré. Nous I'utiliserons constamment
dans cette partie.

Définition 3.3.7. — Soient (Y, Oy) un espace analytique et y un point de Y .
Soient p € N et A un sous-module de ﬁ{;’y. Soient V' un voisinage du point y
dans'Y et ||.| une norme sur Oy (V). Nous munissons le module produit Oy (V)P
de la norme, que nous noterons encore ||.||, donnée par le mazximum des normes
des coefficients. Soient ¢ € N et G1,...,G, des éléments de Oy (V)P. Nous di-
rons que la famille (G, ...,G,) engendre fortement le module .#, sur V
pour la norme |.| s%l existe une constante C € R telle que, pour tout
élément F' de A (V'), il existe des fonctions fi,..., fy dans Oy (V) satisfaisant
les propriétés suivantes :

q
i) FF = ZfiGi dans A (V) ;
i=1

ii) quel que soit i € [1,q], nous avons || f;|| < C||F]|.

Nous dirons que le module .#, est fortement engendré sur V pour la
norme ||.|| s%l existe une famille finie de Oy (V)P qui engendre fortement le
module My sur V' pour la norme ||.||.

Les systemes de générateurs forts jouissent de plusieurs propriétés agréables.

Lemme 3.3.8. — Soient (Y,0y) un espace analytique, y un point de Y, p
un entier et M un sous-module de ﬁ{;’y. Soient V' un voisinage du point y
dans 'Y et ||.|| une norme sur Oy (V). Supposons que le module .# est fortement
engendré sur V. pour la norme ||.|. Soient r € N et Hy,...,H, € Oy (V)P tels
que la famille ((Hy)y,...,(H,)y) engendre 4. Alors la famille (Hi,...,H,)
engendre fortement le module A sur V' pour la norme ||.||.

Lemme 3.3.9. — Soient (Y, Oy), (Y',Oy) et (Y",Oyn) des espaces analy-
tiques, y, vy et y” des points de Y, Y' et Y", p, ¢/, p” des entiers et M, M,
A" des sous-modules de ﬁ{;’y, ﬁg’,y’ et ﬁp/,/,7y,,. Soient V', V' et V" des voisi-
nages des points y, y' et y"” dans Y, Y' et Y" et ||.||, ||.I| et ||.]|” des normes

sur Oy (V), Oy:(V') et Oyn(V"). Supposons qu’il existe une suite exacte courte
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de groupes abéliens
0—'V)S (V) #"(V") -0

vérifiant les propriétés suivantes :

i) le morphisme u est une isométrie ;

ii) il existe un morphisme borné ug : Oy:(V') — Oy (V) qui vérifie

Vf' e Oy(V'),VF € A (V"), u(f'F') = uo(f') u(F") ;
i11) le morphisme v est borné;
iv) il existe un morphisme borné 1 : Oyn(V") — Oy (V) qui vérifie
V" e Oyn(VYNF € (V), o(r(f") F) = f"v(F).

Si les modules ' et M" sont fortement engendrés sur V' et V' pour les

normes ||.||" et ||.||"”, alors le module .# est fortement engendré sur V pour
la norme ||.||.

Démonstration. — Commencons par traduire les hypotheses sur les morphismes
bornés. 11 existe des constantes D,,, D,, D; € R telles que, quel que soit [’ €
Oy:(V'), on ait

lluo (f)II < Do 111
quel que soit F' € .#(V), on ait

lo(F)||" < Dy [|F]]
et, quel que soit f” € Oyn(V"), on ait
I (F)N < D= L)

Supposons que les modules .#’ et .#" sont fortement engendrés sur V' et V"
pour les normes ||.||" et ||.||”. Il existe un entier 7’ € N et une famille (G}, ...,G.,)
de .#' (V') qui engendre fortement le module .#Z’ sur V' pour la norme |.||’,
avec une certaine constante C’ € R. De méme, il existe un entier " € N et une
famille (GY,...,G",) de 4" (V") qui engendre fortement le module .#Z"” sur V"
pour la norme ||.||”, avec une certaine constante C” € R. Quel que soit i € [1,7'],
nOUS POSONS

H! = u(GY).
Quel que soit j € [1,7"], nous choisissons un élément HY de .# (V') tel que
v(H]) =GY.
Nous allons montrer que la famille (H{,...,H/,,H{,...,H!,) de .#(V) en-
gendre fortement le module .Z sur V pour la norme ||.]|.
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Soit F' € 4 (V). Alors v(F) € .#'(V'). Il existe donc f{,..., fl, € Oyn(V")
tels que 'on ait

Zf// G//
i) Vj € [[1,7’”]], £ < C" {lo(F)[|".
Posons

Z // H//

Quel que soit j € [1,7”], nous avons
q j [[ Y Y
||T(f]”)H < D.| f]'-’H” < D.C"||v(F)|" < D.C"D,|F|.

Nous en déduisons que

T,ll

IEoll < {1+ D;C"Dy Y IH] || IIF]-
j=1

Posons

M =1+ D,C"D, > | HJ||.
j=1

Nous avons

r’

(FO —U ZU // H// —U Zf//G//_O
7j=1

Par conséquent, Fy € Ker(v) = $(u). On en déduit qu’il existe F' € .Z'(V') tel
que

U(F,) = F().

Il existe également f1,..., f/, € Oy/(V') tels que l'on ait

i) F'=Y flG;
i=1

i) Vie [Lr], |fIN < CTIE
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Nous avons finalement

F = F0+Z f HY

— (Zf G/)+ZT // H//

_ Z’U«O H/+Z // H//

Nous avons vu précédemment que la norme des coefficients 7(f}'), avec j € [1,7"],
est bornée en fonction de celle de ||F||. En outre, quel que soit ¢ € [1, '], nous

avons

[uo(FOII < Dug [I£ill" < DugC"[[F'||" < Dug C" | Fo| < Do C"M || P
On en déduit que la famille (H1,...,H.,,HY,...,H/,) de .# (V') engendre for-
tement le module .# sur V pour la norme ||.||. O

Corollaire 3.3.10. — Soient (Y, Oy) un espace analytique ety un point de'Y .
Soient V' un voisinage du point y dans Y et ||.|| une norme sur Oy (V). Sup-
posons que tous les idéaux de Oy, sont fortement engendrés sur V pour la
norme ||.||. Alors, quel que soit p € N*, tous les sous-modules de ﬁ?y sont
fortement engendrés sur V. pour la norme ||.||.

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat par récurrence. L’initiali-
sation pour p = 1 n’est autre que 'hypothése. Soit p € N* pour lequel le résultat
est vrai. Soit .# un sous-module de ﬁggl. Notons .’ I'idéal de Oy, composé
des éléments f de Oy, tels que (0,...,0, f) appartient & .#. Notons .Z" le
sous-module de ﬁ{%y dont les éléments sont les p premieres composantes des
éléments de .#. Les morphismes naturels

0—. V)% (V)5 #"(V)—0

forment une suite exacte courte de groupes abéliens. Montrons que les propriétés
du lemme 3.3.9 sont vérifiées. Le morphisme u est bien une isométrie. Choisissons
pour ug le morphisme identité sur Oy (V). Les propriétés du point i) sont alors
vérifiées. Le morphisme v est borné (et I'on peut méme choisir la constante 1).
Nous pouvons choisir pour 7 le morphisme identité sur Oy (V). L’hypothese
de ’énoncé nous assure que 'idéal .#’ est fortement engendré sur V pour la
norme ||.||. L’hypothese de récurrence nous assure que tel est également le cas
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pour le module .Z”. D’apres le lemme 3.3.9, le module .# est, lui aussi, forte-
ment engendré sur V' pour la norme ||.|. O

Démontrons, a présent, que certains modules possedent des systéemes de gé-
nérateurs forts. Commencons a nous intéresser a ces propriétés pour ’espace
analytique B.

Lemme 3.3.11. — Soit m € X¢. Soit « > 0. Posons V = [a%, am]. Alors, la
famille (my) engendre fortement lidéal mw Op g, sur V pour la norme |||y .

Démonstration. — Nous avons des isomorphismes entre les anneaux
An=OV) >~ Opa, .-
De plus, quel que soit f € Ay, nous avons

1fllv = 115

Soit f un élément de &(V) qui est multiple de 7y dans 'anneau local Op 4., .
Alors f est encore multiple de 7y dans (V) : il existe g € (V') tel que

f="Tmg.

En outre, nous avons

lgllv = lglm = lmml ™ [l = lmm| ™ [1£]lv-

On en déduit que la famille (7y,) engendre fortement I'idéal mn, Op 5, sur V pour
la norme |||y . O

Corollaire 3.3.12. — Soit m € Xy. Soit o > 0. Posons V = [ag;, am]. Alors,
tout idéal de Op g, est fortement engendré sur V- pour la norme ||.||y.

Démonstration. — Puisque I'anneau local 0p g, est un anneau de valuation
discrete, tous ses idéaux sont de la forme (0) ou (n},) avec n € N. Le prin-
cipe du prolongement analytique montre que (0) engendre fortement I'idéal (0)
sur V' pour la norme ||.|ly. On constate immédiatement que (1) engendre forte-
ment Op . sur V pour la norme ||.||y . Finalement, on montre, par récurrence, en
utilisant le lemme précédent, que, quel que soit n € N, (7}}) engendre fortement

l'idéal 7}, Op s, sur V pour la norme ||.||y . O

Proposition 3.3.13. — Soit b un point de B. Soient p un entier et . A un sous-
module de ﬁgb. Alors, il existe un voisinage W de b dans B tel que, pour tout
voisinage connexe V de b dans W, le sous-module .4 soit fortement engendré
sur V' pour la norme ||.||v .
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Démonstration. — Si p = 0, le résultat provient du principe du prolongement
analytique. Si p = 1, on conclut par ce méme principe lorsque ’anneau local
est un corps (les seuls idéaux de Oy, sont alors (0) et Oy,,) et par le corollaire
précédent lorsque c’est un anneau de valuation discrete. Le corollaire 3.3.10 nous
permet d’en déduire le cas général. O

Passons maintenant aux points de la droite analytique X. Le résultat est
immédiat pour ceux en lesquels 'anneau local est un corps. Nous allons com-
mencer par étudier ceux en lesquels I’anneau local est de valuation discrete.

Lemme 3.3.14. — Soit b un point interne ou central de B. Soit x le point ra-
tionnel de la fibre 7=1(b) défini par I’équation T(z) = 0. L’anneau local Ox 4 est
alors un anneau de valuation discréte d’idéal maximal (T'). Il existe un systéme
fondamental W de voisinages compacts du point x dans X tel que, quel que
soit W e W, la famille (T') engendre fortement U'idéal T Ox 5 sur W pour la
norme ||.|lw .

Démonstration. — Le point b de B posséde un systeme fondamental de voisi-
nages 7 dont tous les éléments sont des parties compactes et connexes. Nous
pouvons également supposer que, quel que soit V' € ¥, le point central ag de B
n’appartient pas au bord de V. Pour V € ¥ et r > 0, posons

Vo= {yer (V)| [Tw)| <r}.
D’apres la proposition 1.3.4, 'ensemble
W ={V,,Ve¥ r>0}

est un systeme fondamental de voisinages du point x dans X.

Montrons que ces voisinages vérifient la propriété requise. Soient V € ¥
et r > 0. Soit f un élément de O(V,) vérifiant f(x) = 0. D’apres la propo-
sition 2.2.26, il existe une suite (ap)ren d’éléments de (V) et un nombre
réel t > r tels que l'on ait

i) lim |a th = 0;
) i laklly
i) f=Y a,T"
keN
En ces termes, la condition f(x) = 0 se traduit par ag = 0. Considérons la série

g= Z ags1 T

keN
Ses coeflicients vérifient la condition

lim “ak+1|’\/ tk = 0.
k—-+o00
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D’apres le théoreme 2.2.27, la série g définit donc un élément de €'(V;). En
outre, nous avons 1’égalité
f=Tg

Il nous reste a comparer les normes des fonctions f et g sur V,.. Soit ¢ un point
de V. La partie 7=!(c) NV, est un disque fermé de rayon r. En utilisant la
description explicite du bord de Shilov dans le cas ultramétrique ou le prin-
cipe du maximum dans le cas archimédien, on montre qu’il existe un point y
de 771(c) NV, en lequel la fonction g atteint son maximum et |T(y)| = r. On
en déduit que

I9llz=1nv, = lg@)| =r~" 1 F @) < I fllv,.-

Par conséquent, la famille (7) engendre fortement 'idéal T' O'x ,, sur V, pour la
norme ||.|y;. O

Corollaire 3.3.15. — Soit b un point interne ou central de B. Soit x un point
rigide de la fibre 7=1(b). L’anneau local Ox ;. est alors un anneau de valuation
discréte. Soit M, un idéal de Ox .. Alors, il existe un systeme fondamental W de
voisinages compacts du point x dans X tel que, quel que soit W € W', lVidéal ;.
soit fortement engendré sur W pour la norme ||.||w .

Démonstration. — A laide d’un résultat d’isomorphisme local (cf. proposi-
tion 1.3.3), on se ramene au cas d’un point rationnel. Par une translation, nous
nous ramenons ensuite au point 0. L’idéal .#, est alors nécessairement 1’idéal
nul ou de la forme (7"), avec n € N. Nous concluons alors comme dans la preuve
du corollaire 3.3.12. O

Lemme 3.3.16. — Soient m € X, r € ]0,1] et & l'unique point de la fibre
extréme Xu vérifiant 1égalité |T(x)| = r. L’anneau local Ox . est alors un an-
neau de valuation discréte d’idéal mazimal (my). 1l existe un systéme fondamen-
tal W de voisinages compacts du point x dans X tel que, quel que soit W € W/,
Vidéal T Ox 4 soit fortement engendré sur W pour la norme ||.|\w .

Démonstration. — L’ensemble
Y ={lag, am), « € R} }

est un systeme fondamental de voisinages du point dy dans Xu. Pour V € ¥,
s €]0,r[ et t € ]r,+o0], posons

Vie={yen '(V)|s<|T(y)| <t}
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D’apres la proposition 1.3.8, 'ensemble
W ={Vs, VeV, selor,te]r+ool}

est un systeme fondamental de voisinages du point x dans X.

Montrons que ces voisinages vérifient la propriété requise. Soient V € ¥,
s € 10,7 et t € Jr,+oo[. Il existe & > 0 tel que V' = [a%, Gm]. Soit f un
élément de O(V;,) vérifiant f(z) = 0. D’apres la proposition 2.2.29, il existe
une suite (ay)pez d’éléments de G(V) = Ay et des nombres réels so € ]0, s]
et ty € Jt, +o0[ tels que l'on ait

) i t=0;
i) Hm laxllv 5 = 0;
i) lim |lag|ly s = 0;
k——o00
iii) f=> apT.
keZ
En ces termes, la condition f(x) = 0 se traduit par

Vk € Z,a, =0 mod m.

Par conséquent, quel que soit k € Z, il existe by € Ay, tel que ap = Tmbg. En
outre, quel que soit k € Z, nous avons

10x]lv = |mm[e™ llak]lv-
g = Zbk Tk.

keZ
Ses coeflicients vérifient les conditions

Considérons la série

L [bx v t6 = 0 et Jm [[olv 56 =0.
D’apres le théoreme 2.2.30, la série g définit donc un élément de &'(Vy;). En
outre, nous avons 1’égalité

f=mmg.
Il nous reste a comparer les normes des fonctions f et g sur Vs ;. Soit 5 € [, +00].
La partie w_l(ag) N Vs ¢ est une couronne fermée. Son bord de Shilov comporte
deux points : 7 et 1. Par conséquent, nous avons

9+, = e (o s, e ).

S,

Soit k € Z. Puisque |bg|m < 1, la quantité |b;€|rﬁn est maximale, pour 3 € [a, +00],
lorsque 3 = «. Par conséquent, nous avons

ol v =m0 (il oo, ) = gl
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On en déduit qu’il existe un point y de W‘l(a%) N V¢ en lequel la fonction g
atteint son maximum. Par conséquent, nous avons

9llvee = 19| = Imml o™ [F ()] < Imml® [1Fllvie-

On en déduit que la famille () engendre fortement I'idéal 7y Ox , sur Vi,
pour la norme |||y, ,. O

Corollaire 3.3.17. — Soient m € Xy et x un point de type 3 de la fibre
extréme Xm. L’anneau local Ox , est alors un anneau de valuation discréte
d’idéal mazimal (mw). Soit My un idéal de Ox . Alors, il existe un systéme
fondamental W de voisinages compacts du point x dans X tel que, quel que
soit W € W', lidéal M, soit fortement engendré sur W pour la norme ||.||w .

Démonstration. — A Daide de la proposition 2.3.2, on se ramene au cas d’un

point de type 3 déployé. Par une translation, nous nous ramenons ensuite a

un point de la forme 7,, avec » € R% \ {1}. Quitte & changer T en T, nous

pouvons supposer que r < 1. L’idéal ., est alors nécessairement 1'idéal nul ou
n

de la forme (7}%), avec n € IN. Nous concluons alors comme dans la preuve du
corollaire 3.3.12. O

Lemme 3.3.18. — Soientm € Xy etz le point de Gauf$ de la fibre extréme X
L’anneau local Ox , est alors un anneau de valuation discréte d’idéal maxi-
mal (7). 1l existe un systéeme fondamental # de voisinages compacts du point x
dans X tel que, quel que soit W € W', lidéal mw Ox 5 soit fortement engendré
sur W pour la norme ||.||w .

Démonstration. — Soient a > 0, ¢ € |0,1[, d,e € N, Py,..., Py des polynémes a
coefficients dans A, deux a deux distincts irréductibles et unitaires et Q1 . . ., Qq
des polynomes a coefficients dans flm, deux a deux distincts irréductibles et uni-
taires. Considérons le voisinage W du point  dans Xy, défini par

W= () {ver (o an) | IP(y) <1+e}
1<i<d
N () {ver(agan) |1Q;i(w)] >1—¢}.
1<j<e

D’apres le lemme 2.3.12, le point « possede un systeme fondamental de voisinages
de cette forme. Montrons qu’il vérifie la propriété de ’énoncé. Soit f un élément
de (W) tel que f(x) = 0. Montrons, tout d’abord, qu’il existe un élément g
de O(W) tel que f = mmg. 1l suffit de démontrer cette propriété au voisinage
de tout point de W. Le principe du prolongement analytique et le fait que my,
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ne s’annule sur aucun ouvert nous assureront alors que les différents quotients
locaux coincident. Sur W N X[, la propriété est évidente car la fonction 7wy
est inversible. La propriété est également vraie sur un voisinage U du point x
dans W car m, est une uniformisante de I'anneau local Ox ;. Sur les branches
partant du point de GauB de W N Xy, la propriété s’obtient grace a la description
explicite des anneaux (éventuellement apres changement de base en utilisant la
proposition 2.3.2) et le fait que ces branches coupent la partie U.

Il nous reste, a présent, & montrer I'existence d’une constante Cy satisfaisant
la derniére propriété de I’énoncé. Soit § € [a, +00]. Le bord de Shilov de la
partie W N W‘l(ag) est formé d’exactement d + e points qui sont le bord de
cette partie dans ﬂ_l(ag). On en déduit que la fonction g atteint son maximum
sur la réunion de ces parties, qui est une réunion de d 4+ e couronnes de méme
rayon interne et externe, non nécessairement déployées. Nous voulons montrer
que la fonction g atteint son maximum sur la fibre 7=!(a%). Pour cela, la pro-
position 2.3.2 nous permet de nous ramener a des couronnes déployées. Nous
concluons alors en utilisant la description explicite des anneaux de fonctions sur
les couronnes et le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 3.3.16. [J

De nouveau, en raisonnant comme dans la preuve du corollaire 3.3.12, nous

en déduisons le résultat suivant.

Corollaire 3.3.19. — Soientm € Xy et x le point de Gaufs de la fibre extréme X
Soit My un idéal de Ox .. Alors, il existe un systeme fondamental W de voi-
sinages compacts du point x dans X tel que, quel que soit W € W', lidéal M,
soit fortement engendré sur W pour la norme ||.||w .

En regroupant tous ces résultats, nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 3.3.20. — Soit Y l'un des deux espaces B et X. Soit y un point
de Y en lequel lanneav local Oy, est un corps ou un anneau de valuation
discreéte. Soient p un entier et A un sous-module de ﬁ;y. Alors, il existe un
systeme fondamental W de voisinages compacts du point y dans 'Y tel que, quel
que soit W € W', le sous-module # soit fortement engendré sur W pour la

norme ||.||lw -

Démonstration. — Si p = 0, le résultat provient du principe du prolongement
analytique. Si p = 1, on conclut par ce méme principe lorsque 'anneau local
est un corps (les seuls idéaux de Oy, sont alors (0) et Oy,) et par les lemmes
précédents lorsque c’est un anneau de valuation discrete. Le corollaire 3.3.10
nous permet d’en déduire le cas général. O
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Il nous reste a traiter le cas des points rigides des fibres extrémes de la droite
analytique X = A}L"an. Le raisonnement que nous mettons en ceuvre vaudra en
fait pour les points rigides de toutes les fibres.

Proposition 3.3.21. — Soit b un point de B. Soit = le point de la fibre 7=1(b)
défini par léquation T'(x) = 0. Soient p un entier et A4 un sous-module de ﬁﬁy.
Soit W un voisinage de x dans X. Alors, il existe un voisinage compact V de b
dans B et un nombre réel t > 0 tels que Dy(t) C W et le module A soit
fortement engendré sur Dy (t) pour la norme |.|v.

Démonstration. — Le cas p = 0 découle du principe du prolongement analy-
tique. D’apres le corollaire 3.3.10, le cas p = 1 entraine les autres. Nous pouvons
donc supposer que p = 1. Dans ce cas, le module .#Z est un idéal de Ox .
Rappelons que ’anneau local Oy ,, est un anneau de séries convergentes a coef-
ficients dans Op . Plus précisément, d’apres le théoreme 1.3.17, nous avons un
isomorphisme

lim (V)(|T] <) > O

Ut
ol U parcourt 'ensemble des voisinages de b dans B et t 'ensemble R . Si G
désigne un élément de Oy ,, nous noterons G(b) son image par la composée

Ox o — Opp[T] — 7(b)[T].

Supposons, tout d’abord, que .# = 0. Le principe du prolongement analy-
tique nous permet alors de conclure. Nous supposerons, & présent, que .# # 0.
Nous pouvons également supposer qu’il existe G € .Z tel que G(b) # 0. Cette
condition est nécessairement vérifiée lorsque 'anneau local Op est un corps.
Supposons donc que Op est un anneau de valuation discrete. Choisissons-en
une uniformisante 7. Si .4 est un idéal de O, ;, la condition (U) que vérifie
I'anneau local &g nous montre qu’il est équivalent de démontrer le résultat
pour les modules A" et 74" (cf. lemme 1.2.13). Quitte & diviser .# par une
puissance de 7 adéquate, nous pouvons donc supposer qu’il existe G € .# tel
que G(b) # 0.

Il existe un voisinage V' de b dans B et un nombre réel ¢t > 0 tels que
GeBV)T| <t).

D’apres le théoreme de préparation de Weierstra$ (cf. théoreme 1.2.10), il existe
une fonction inversible £ € Ox , et un polynome Q € Op ;[T distingué de degré
d € N tel que l'on ait I'égalité G = E () dans Ox ,. Quitte a restreindre V' et a
diminuer ¢, nous pouvons supposer que cette égalité vaut dans ZB(V)(|T| < t).
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Remarquons que 2 est un élément de .#. Quitte a diminuer encore V et t,
nous pouvons supposer que Dy (t) C W et que V est contenu dans le voisinage
du point b dont la proposition 3.3.13 nous assure l’existence. La description
explicite de I'espace B (cf. partie 2.1.1) nous montre que nous pouvons également
supposer que V est connexe, que son bord ne contient pas le point central ag et
que B(V)=0(V).

D’apres le théoreme de division de Weierstraf3 global, quitte & diminuer en-
core V et t, nous pouvons supposer que, quel que soit u € [t,1], pour tout
élément F de B(V)(|T| < u), il existe un unique couple (Q, R) € (B(V)(|T| < u))?
tel que

i) R soit un polynéme de degré strictement inférieur a d;
i) F=QQ+ R.
En outre, il existe une constante C' € R}, indépendante de u et de F', telle que
I'on ait les inégalités
Qv < ClIFlvu
[Rllve < ClFvu.

Soit F un élément de Ox(Dy(t)). D’apres la proposition 2.2.26, il existe
u € Jt, 1] tel que F € Z(V)(|T| < w). En appliquant le résultat précédent, on
obtient deux éléments Q et R de Z(V){|T| < u) et donc de Ox (Dy (t)), d’apres
le théoréme 2.2.27. On en déduit que Q Q appartient & .# (Dy (t)) et donc que R
appartient & . (Dy (t)). 1l existe ag, ...,aq_1 € O(V) tels que

d—1
R(T) =) a;T"
=0

Nous définissons un morphisme de groupes v en associant a 1’élément F la fa-
mille (ag,...,aq—1). Les majorations du théoreme de division de Weierstrafl et
du lemme 1.2.3 nous assurent que

lo(F) v < O || Fllvye.

Notons .#" le sous-Op j-module de ﬁ%’b formé par les familles de coefficients
des polynomes de .# de degré strictement inférieur & d. Notons .#’ I’idéal
de O, engendré par Q et u: .#'(Dy(t)) — 4 (Dy(t)) linjection canonique.
D’apres le théoreme de division de Weierstraf}, nous disposons alors d’une suite

exacte

0— %/(Ev(t)) N .//(Ev(t)) N .////(Ev(t)) — 0.
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Montrons qu’elle vérifie les conditions du lemme 3.3.9. Le morphisme u est
bien une isométrie. Nous pouvons choisir 'identité de &y (Dy (t)) pour le mor-
phisme ug. Nous avons montré précédemment que le morphisme v était borné.
Pour le morphisme 7, nous choisissons le morphisme naturel &(V) — &(Dy (t)).
Il est également borné.

En outre, la famille (G) engendre fortement le module .Z’ sur V pour la
norme ||.||y+, toujours d’apres le théoreme de division de Weierstraf. Le mo-
dule .#" est également fortement engendré sur V pour la norme |||y, d’apres
la proposition 3.3.13. Le lemme 3.3.9 nous assure donc que le module .Z est
fortement engendré sur V' pour la norme ||.||y.

O

Remarque 3.3.22. — Ce résultat et sa démonstration valent encore pour les
points rationnels des fibres des espaces de dimension plus grande. Nous pourrions
également ’adapter pour les points rigides, a condition de prendre la peine
définir des normes adéquates.

Démontrons, a présent, le résultat sur la fermeture des modules que nous

avions en vue.

Théoréeme 3.3.23. — Soient x un point de X, p € N* et A un sous-module de
ﬁ%x. Soient U un voisinage de x dans X et F' un élément de O(U)P. Supposons
qu’il existe une suite (Fy)ren de O(U)P qui converge vers uniformément vers F
sur U et que, quel que soit k € N, on ait (F), € .# . Alors, on a

F,e /.

Démonstration. — Nous devons distinguer plusieurs cas : celui ou 'anneau local
Ox . est un corps, celui ou c’est un anneau de valuation discrete et celui ou le
point z est un point rigide de sa fibre. La démonstration est similaire dans les
trois cas. Nous ne traiterons que le dernier qui est le plus difficile, en particulier
a cause de la différence, pour les fonctions définies sur des disques, entre leur
norme en tant que série et leur norme uniforme. Seuls les point rigides des fibres
extrémes ne sont pas traités dans les autres cas. Nous supposerons donc que x
est de ce type. D’apres la proposition 2.2.19, nous pouvons nous ramener au cas
d’un point rationnel. Quitte a nous placer sur un voisinage assez petit du point
x, puis a effectuer une translation, nous pouvons supposer que le point = est le
point de sa fibre défini par I’équation T'(x) = 0.

D’apres la proposition 1.3.4, il existe un voisinage W de b dans B et un
nombre réel u > 0 tels que la partie Dy (t) soit contenue dans U. D’apres le
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théoreme 3.3.21, il existe un voisinage compact et connexe V de b dans W, un
nombre réel ¢ € ]0,u[, un entier ¢ € N et des éléments G, ..., G, de Dy (t) tels
que la famille (Gy,...,G,) engendre fortement le module . sur Dy () pour la
norme ||.||y+, avec une certaine constante C'.

Quitte & extraire une sous-suite de (F))renN, nOus pouvons supposer que, quel
que soit k € N*, nous avons

—k
1Fe = Fr-1llp, ) <27
D’apres le lemme 1.2.4, nous avons alors

uo
|F — Fy_1llve < —— 278
u—t

Construisons, a présent, par récurrence, des suites (fx.1)keN,-- -, (f.q)keN
de O(Dy (t)) vérifiant les propriétés suivantes : quel que soit k¥ € N, nous avons

q
Fi = [riG;
j=1

et, quel que soit £k € N*, nous avons

. C
VJ S [[LQ]], Hflaj - fk—l,j”ﬁv(t) < 2_k
Initialisons la récurrence. Pour construire fy1,..., foq, il suffit d'utiliser le

fait que la famille (Gy,...,G,) engendre fortement le module .# sur Dy (t)
pour la norme |||y avec la constante C' et de I'appliquer a la fonction Fj.

Soit k € N* et supposons avoir construit fy_11,...,fk-14 € O(Dy(t))
vérifiant les propriétés demandées. En appliquant la propriété de génération
forte a la fonction Fy — Fj_1, on montre qu'il existe gx1,...,9kq € O(Dy(t))
vérifiant

q
Fy —F_1 = ng,jGj
=1
et

. C
Vi€ [L.dl llgnjllvie < CllEx = Fe-rllvie < 55
Pour j € [1,q], posons
Tk = fo—15+ gk,5-
On obtient alors le résultat voulu car, quel que soit j € [1,¢], nous avons
9k.5 15, ) < llgr.illvie-

Soit j € [1,q]. D’apres les inégalités précédentes, la suite (fy j)ren est de
Cauchy dans ¢(Dy (t)). Soit Uy un voisinage du point = dans X contenu dans
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Vintérieur de Dy (t). La suite (fgj)ren converge alors dans &(Up). Notons
fj € O(Up) sa limite. Nous avons alors

q
F=>" f;G; dans 0(Up).
j=1

On en déduit finalement que
F,e .

3.3.3. Exhaustions de Stein

Commencons par décrire les parties de la base au-dessus desquelles nous allons
considérer les disques et les couronnes. Nous donnerons également des exhaus-
tions de ces parties.

Soient 0 € ¥ et u,v € [0,l(0)]. Soient (un)nen et (vp)nen deux suites de
nombres réels vérifiant les propriétés suivantes :

i) la suite (up)nen est strictement décroissante et tend vers u;
i) la suite (v, )neN est strictement croissante et tend vers v ;
i11) uo < vg.

Posons
Ko(o,u,v) = [ag, ag]
et, quel que soit n € N,
Kon(o,u,v) = Ko(o,u,v).
Posons
Ko(o,u,v) = Jag, ag]
et, quel que soit n € N,
K (0,u,v) = Ko(0, un, v).

Posons

Kq(o,u,v) = [ag, ag|
et, quel que soit n € N,

K(/)/ (O',U,’U) = K()(O',U,Un)-

,n
Posons

K{'(o,u,v) = Ja¥,a’]

o) o
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et, quel que soit n € N,
Ky (0,u,v) = Ko(0, tn, vn).

De cette maniere, nous avons défini des parties de B et des exhaustions de
ces parties. Considérons maintenant d’autres parties de B.

Fi1ac. 4. Les compacts Ky, Lo et M.

Solent p,q € N, 01,...,0p4q € Z, ug € [0,l(c1)], ..., up € [0,l(0p)], upt1 €
10,i(op11)], -+ Uptq € ]0,1(0ptq)]. Quel que soit i € [p + 1, ], choisissons une
suite (um)nEN de R strictement croissante et tendant vers ;.

Posons

MO(Ula ULy -5 0p; Up; Op4+1, Upt+1y - -+ 5 Optqy up-H])
- U [a07 ao‘é] U U [a07 ao‘é [
1<i<p p+1<i<p+q

et, quel que soit n € N,

Mo (01,u1, - -, Opy Up; Opt1, Upt1s - - - 5 Optgs Uptq)
= Mo(o1,u1,. .., Op, Up, Opi1, Uptims -+ s Tptqs Uptan)-
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Posons encore

Lo(01, U1,y Opy Up; Op 1, Up1s - -+ 5 Opgs Uptq)

= MO(Ulaulu"'7O-p7up;ap+17up+17"'7ap+q7up+q)U U BO’

OF01 5 ,0p4q
et, quel que soit n € N,

Lon(01,u1, - 0p, Upi Opt 15 Upt, - -+, Opitgs Uptq)
= Lo(o1,u1,. .., 0p, Up, Opt1, Uptims - - Optq Uptqm)-

Remarquons que les parties connexes de B définies par un nombre fini d’inégalités
entre fonctions globales sont toutes de I'un des types précédent. Dans la suite,
nous choisissons une partie D du type précédent et notons (Dp,),en 'exhaustion

associée.

Soient s,t € [0, +00[, avec s < t. Soient (S, )neN €t (t,)nen deux suites réelles

vérifiant les conditions suivantes :
i) la suite (sy,)neN est strictement décroissante et tend vers s;
i) la suite (t,)nen est strictement croissante et tend vers t;
i11) s < to.
Posons
Dy ={zen Y(D)|s, < |T(z)| <t} =7 YD)NC(s,1),
Dyy={z e (D) |sn < |T(2)] < tu},
v ={zen (D) |sn < T(2)] < ta}
et
D;’ft ={zr e 77_1(D) |sp < |T(x)] < tn}.
Désignons par C I'une de ses quatre parties de X. Définissons alors une ex-

haustion (C),)nen de C en posant, pour tout n € N,
C, =71 YDy)NC(s,t) si C = Dyy,
Cp =71 1(Dy) N C(sy,t) si C = D,
C, =n YD) NC(s,t,) si C = D¢,
et
C, = 7T_1(Dn) N C(sp,ty) si C = Dgy.

Nous souhaitons montrer que ’exhaustion (C,),en est une exhaustion de
Stein de C relativement a tout faisceau de &g-modules cohérent. Nous savons
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déja, d’apres les théoremes 3.2.13 et 3.2.14, que, quel que soit n € N, la partie Cj,
est de Stein. Fixons un faisceau de &¢c-modules cohérent .7 .

Il nous faut, a présent, définir une semi-norme sur chacune des couronnes
compactes considérées. Soit n € N. D’apres le théoréme A (cf. théoreme 3.2.13)
et la compacité de C,, il existe un entier [,, € N* tel qu’il existe un morphisme
de O¢,-modules surjectif

Qp ﬁlc?n — S0,
D’apres le théoreme B (cf. théoreme 3.2.14), il induit un morphisme de &(C,,)-
modules surjectif
en : O(Cp)m — F(C).
Nous définissons alors une semi-norme |||, sur .(C,) en posant, pour toute
section s € .S (Cy,),

Islln = inf{l[tlloc.c..» ¢ € €5 (5)},

ol ||.|lso,c, désigne la norme sur &(C,,)" obtenue en prenant le maximum des
normes uniformes des coefficients.

Il nous reste a vérifier que les conditions de la définition 3.3.3 sont satisfaites.
Soit n € N. Introduisons, tout d’abord, quelques notations. Nous désignerons
par r, et p, les applications de restriction suivantes :

Tyt O(Crgr)"tt — O(Cp)lmtt
et
pn 2 S (Cry1) = L (Cn).

D’apres le théoreme B, le morphisme surjectif ay, 41 : O, b1, o

I considéré
n+1

n+1
précédemment induit un morphisme surjectif

gl 0Cy)m — 7 (C).

n

Nous pouvons donc définir une nouvelle semi-norme ||. ||}, sur .#(C,,) en posant,
pour toute section s € . (C,,),

. -1
Isll7, = it {[[tlloo.cr £ € €' ()},

ol ||.]|co.c,, désigne la norme sur &(Cy,)'+1 obtenue en prenant le maximum des

normes uniformes des coefficients. Nous noterons
on L (Cp) — L (Cy)

le morphisme identité allant de 'anneau .#(C,,) muni de la norme |.||), & an-
neau .’(C),) muni de la norme ||.|,.
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Lemme 3.3.24. — Quel que soit n € N, il existe une application bornée
N 2 O(Cp)m+t — O(Cp)

qui fait commuter le diagramme suivant :

!

ﬁ(Cn)l”“ E_">y(0n) .

| l

€

O(Cp)n —— S (Cy)

Démonstration. — Soit (e1, ..., €, ) une base du &(Cy41)-module &(C,q1)!n+1.
Quel que soit i € [1,n + 1], on choisit g; € (C,,)™ tel que
en(gi) = (om0 &) (es).

L’application
O(Cpyr)ntt —  O(Cyp)ln

M lnt+1 lnt1
n
E fiei — E fijc,, 9i
i=1 i=1
convient. O

Finalement, nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

O(Criy)lrtt Z o S (Cpir)

/
En

O(Cy)lnt F(Cp)

lnn l

O(Cp)n —"— .7(C,,)

En outre, les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) toutes les applications figurant dans le diagramme sont bornées ;
i1) application r, envoie toute suite de Cauchy sur une suite convergente (car
Cn C (Cnt1)°);
i4i) 1'image de 'application 7, est dense dans &(C,,)!n+1.
Proposition 3.3.25. — L’application p, est bornée. Elle envoie toute suite de
Cauchy sur une suite convergente et son image est dense dans % (Cy,).

Lemme 3.3.26. — Soit s € ./ (Cy41) telle que ||s||n+1 = 0. Alors la section s
est nulle sur ouvert (Cp11)°. En particulier, elle est nulle sur C,,.
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Démonstration. — Par hypothese, il existe ¢ € E;Jlrl(s) et une suite (t;)jen de
Ker(gp+1) vérifiant

=t = 0.

En d’autres termes, la suite (;);jen converge uniformément vers ¢ sur (Cy41)°.
Soit x € (Cp41)°. La suite des germes ((t;).)jen converge vers t, dans ﬁ;";l.
D’apres le théoreme 3.3.23, nous avons

ty € Her(entl)as-
Par conséquent, t € J#er(ep4+1)((Crt1)°) et la section s est nulle sur (Cpy1)°.
U
Nous pouvons, a présent, conclure.

Théoréme 3.3.27. — La suite (Cp,)nen est une exhaustion de Stein de la cou-
ronne C, relativement a tout faisceau de Oc-modules cohérent.

Le théoreme 3.3.6 nous permet alors d’en déduire le résultat voulu.

Corollaire 3.3.28. — La couronne C est une partie de Stein de la droite ana-
lytique X .



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous exposons quelques résultats sur les séries arithmétiques
convergentes. Rappelons que ce sont les séries a coefficients dans un anneau d’en-
tiers de corps de nombres, éventuellement localisé par une partie multiplicative
finiment engendrée, qui posseédent un rayon de convergence strictement positif a
toute place. Nous allons montrer que les théoremes géométriques généraux que
nous avons obtenus jusqu’ici peuvent étre appliqués a leur étude.

Nous consacrons une premiere partie aux problemes de Cousin. Rappelons
que le probleme de Cousin multiplicatif consiste a prescrire 'ordre des
zéros et des poles d’'une fonction méromorphe et que le probléme de Cou-
sin additif consiste & prescrire ses parties principales (c’est-a-dire ses parties
non holomorphes). En géométrie analytique complexe, l'origine de ces questions
remonte au XIX®™¢ sidcle. Elle sont, désormais, bien comprises et la théorie
des espaces de Stein permet de leur apporter une solution élégante. Pour plus
de précisions concernant ces questions, on consultera avec profit le deuxieme
paragraphe du chapitre V de 'ouvrage [27] de H. Grauert et R. Remmert.

Dans la seconde partie, nous nous intéresserons a la noethérianité de cer-
tains anneaux de séries arithmétiques convergentes. Un résultat de ce type a
été obtenu, de facon purement algébrique, par D. Harbater dans larticle [34]
(cf. théoreme 1.8). En géométrie analytique complexe, on trouvera un résultat
analogue dans larticle [26] de J. Frisch, qui sera ensuite précisé par Y.-T. Siu,
dans [45]. Il nous semble important d’insister sur le fait que ce sont leurs
méthodes, d’inspiration géométrique, que nous adaptons ici.
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4.1. Problemes de Cousin arithmétiques

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux problémes de Cousin pour les
anneaux de séries arithmétiques.

Nous allons nous intéresser a ces problemes sur la droite analytique X = Ai{an
au-dessus de B = .#(A). Puisque les seules fonctions méromorphes sur X sont
les fractions rationnelles (cf. corollaire 2.3.25), nous n’étudierons pas véritablement
les problemes de Cousin sur I'espace X, mais nous restreindrons au disque unité
ouvert de rayon 1. A cet effet, nous utiliserons les résultats obtenus au chapitre
précédent sur les sous-espaces de Stein de X. Signalons que les démonstrations
que nous proposons présentent encore des similitudes frappantes avec celles de
la géométrie analytique complexe.

Fixons quelques notations. Posons

D=D(0,1) = {z e X||T(z)] < 1}
et, quel que soit o € X,
D, ={z € 7 Hag) || T(x)| < 1}.

4.1.1. Probléeme de Cousin multiplicatif

Annoncons tout de suite un résultat négatif : le probleme de Cousin multipli-
catif n’admet pas toujours de solution sur le disque D, c’est-a-dire qu’il existe
un diviseur qui ne provient d’aucune fonction méromorphe. En fait, tel est déja
le cas sur un corps ultramétrique, des que celui-ci n’est pas maximalement com-
plet. Ce résultat est di a M. Lazard (cf. [36], proposition 6). Fixer les ordres
des zéros est donc impossible, mais nous allons montrer que nous pouvons les
minorer.

Définition 4.1.1. — Soit x un point rigide de D,. Notons p, € Km[T] le po-
lynome irréductible et unitaire qui lui est associé. L’anneau local Op , est alors
un anneau de valuation discréte dont p, est une uniformisante. Soient f une
fonction définie sur un voisinage du point x et n un entier. Nous dirons que la
fonction f s’annule a I'ordre n en x si p, divise f dans l'anneau local Ox ;.

Introduisons une autre définition afin de préciser sous quelles conditions nous

entendons prescrire les ordres d’annulation.

Définition 4.1.2. — Une distribution d’ordres o sur D est la donnée de

i) un sous-ensemble fini X, de ¥ ;
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i1) pour tout o € X,, un sous-ensemble E, de points rigides de Dy ;
i11) pour tout o € X, et tout point e € E,, un nombre entier n.

vérifiant la condition suivante : quel que soit o € %, l'ensemble E, est fermé,
discret et ne contient pas le point 0.

A toute distribution d’ordres est donc associé un diviseur de Cartier sur le
disque ouvert analytique D,. Il est presque immédiat que ce diviseur s’étend en
un diviseur de Cartier sur D N X/ . Pour I’étendre également & la fibre centrale,
nous utiliserons le résultat topologique qui suit.

Lemme 4.1.3. — Soient 0 € X, I un ensemble, II = (F;);c; une famille de
polynémes a coefficients dans KU, deux a deux distincts, irréductibles et uni-
taires et (x;)icr la famille de points rigides de 7~ '(a,) associée. Supposons que
l’ensemble E des points x;, avec i € I, soit contenu dans D, fermé et discret
dans D, et évite le point 0. Alors la partie
Vi = J{y € X, | Pi(y) = 0}
el
est fermée dans (X! U Xy) N D.

Démonstration. — Nous allons montrer que le complémentaire U de Vi1 dans la
partie (X. U Xy) N D est ouvert. Par hypothese, la partie U N D, est ouverte.
La structure de produit de X/ (cf. propositions 2.2.1 et 2.2.2) nous permet d’en
déduire que la partie U N X/ est encore ouverte.

Soit y un point de U N Xy = D N Xj. Il existe un élément r de [0, 1] tel que y
soit le point 7, de la fibre centrale Xy. Puisque la partie £ du disque D, est
fermée et ne contient pas 0, il existe ¢ > 0 vérifiant

{ze E||T(2)| <t} =0.
Par conséquent, la partie
U {zene)1T(2)] <t}
0<e<1
ne coupe pas Vir.
Soit s € |r, 1[. 1l existe o € ]0, 1] tel que t* > s. La partie définie par
V ={zer (ag,a3]) | |T(2)| < s}

est un voisinage de y dans X,. Observons qu’elle ne coupe pas Vi1. En effet, la
partie Vi1 ne coupe pas la fibre centrale X et ne coupe pas non plus V N X/
par choix de s. Finalement, nous avons bien montré que la partie Vi est fermée
dans (X, U X(y)ND. O



4.1. PROBLEMES DE COUSIN ARITHMETIQUES 191

Soit o0 une distribution d’ordres sur D. Pour montrer qu’il existe une fonction
analytique qui possede des zéros d’ordre supérieur a ceux prescrits par o, nous
allons commencer par interpréter une telle fonction comme une section d’un
faisceau. A cet effet, construisons explicitement le diviseur de Cartier mentionné
plus haut. Plus précisément, nous allons associer a la distribution d’ordres o un
sous-faisceau inversible .7, de & sur I'espace

D, =D\ U X
meEOOEf

Soient o € ¥,. Pour chaque élément e de E,, choisissons un voisinage ouvert U,
du point e dans D, et évitant le point 0. Quitte a restreindre ces ouverts, nous
pouvons supposer qu’ils sont deux a deux disjoints. Soit e € FE,. Notons p.
le polynéme a coefficients dans KU, irréductible et unitaire associé a ce point.
L’image de I'ouvert U, par le flot,

Ve=J Tx(w),
yeUe

est un voisinage ouvert dans D, du fermé de Zariski

Z. ={y € X; | pe(y) = 0}.

Pour f € E, \ {e}, les ouverts V. et V; sont disjoints. Définissons le faisceau .7,
sur 'ouvert V, par

yo\\/e = p;le ﬁ\Ve'

D’apres le lemme 4.1.3, la partie

U=D,\| | z

0620 ,GEEU

est ouverte. Nous y définissons le faisceau .7, par
yO‘U - ﬁ|U

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et
que le faisceau .y ainsi construit est un sous-faisceau inversible de O)p, .

Théoréme 4.1.4. — Soit o une distribution d’ordres sur D. Alors il existe une
fonction ¢ holomorphe sur D, et non nulle vérifiant la condition suivante : quel
que sotent o € X, et e € E,, la fonction ¢ s’annule au point e a un ordre

SUPETIEUT A M.
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Démonstration. — Le faisceau ., construit précédemment est inversible et donc
cohérent. D’apres le théoreme 3.2.13, ce faisceau vérifie le théoreme A sur D,.
On en déduit qu’il existe une section globale non nulle ¢ du faisceau .%, sur D,,.
Cette fonction convient. O

4.1.2. Probléme de Cousin additif

Soient F' un ensemble fermé et discret de points de C et (Rf) yer une famille de
polynomes a coefficients dans C sans terme constant. En géométrie analytique
complexe, la résolution du probleme de Cousin additif sur C, appelé encore
théoréme de Mittag-Leffler, nous assure qu’il existe une fonction méromorphe ¢
sur C vérifiant les propriétés suivantes :

i) la fonction ¢ est holomorphe sur C \ F';
i1) pour tout point f de F, nous avons ¢(z) — R (ﬁ) dans Oc ¢.

Comme précédemment, nous allons chercher & adapter ce résultat pour des
fonctions méromorphes sur le disque unité ouvert D. Introduisons, tout d’abord,

quelques définitions.

Définition 4.1.5. — Considérons le préfaisceau qui a tout ouvert non vide U
de Y associe 'anneau total des fractions de O(U). Le faisceau associé a ce
préfaisceau est noté A et appelé faisceau des fonctions méromorphes sur X.
Le faisceau quotient
P=M|0
est appelé faiceau des parties principales sur X.

Par construction, nous disposons de la suite exacte courte
0—0— M — P — 0.
Soit U un ouvert de X . La suite exacte longue de cohomologie associée commence
comme suit :
0— O0WU) — . #U)— 2U)— H(U,O) — -
En particulier, si le groupe H' (U, €) est nul, alors I'application canonique
AM(U) — 2(U)

est surjective. Cette simple remarque permet de démontrer le théoreme de
Mittag-Leffler en ’appliquant avec U = C. Nous allons adopter la méme démarche
pour apporter une solution au probléme de Cousin additif sur ’espace analy-

tique X.
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Soit ¢ € X. Fixons une cloture algébrique L, de K,. Soit z un point rigide
de D,. Il existe un élément a(x) de L, tel que l'on ait un isomorphisme

K, la(x)] ~ k(x).

En utilisant le théoréme 1.3.3, on montre méme qu’il existe un voisinage U, du

point rationnel a(z) dans A,lf(js tel que le morphisme naturel

/ 1l,an
uy U, — A
X x Ko'
induise un isomorphisme sur son image U,. En particulier, nous avons un iso-

morphisme

Vg -t ﬁA}é:_n,(E — Allc'(a;;,a(:v)
Définition 4.1.6. — Une distribution p de parties principales sur D est

la donnée de
i) un sous-ensemble fini ¥, de ¥ ;
i) pour tout o € X, un sous-ensemble F, de points rigides de D, ;

iii) pour tout o € XA et tout point f € F,, un élément Ry de k(f)[T] sans
terme constant

vérifiant la condition suivante : quel que soit o € ¥, l'ensemble F, est fermé,
discret et ne contient pas le point 0.
Si 3 désigne un sous-ensemble fini de 3, nous noterons A[1/¥'] le sous-
ensemble de K défini par
1
A[g] = {g, f,g€e A, Vmezf\E/,g§ém}.
Le diviseur
Do Y I
mey ;N
étant de torsion dans le groupe de Picard de Spec(A), il existe N € N* et h € A*
tels que
N.D = (h).

-0

Si p désigne une distribution de parties principales sur D, nous posons

Nous avons alors

D,=D)\ U X
meEpﬂEf
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Théoréeme 4.1.7. — Soit p une distribution de parties principales sur D. Alors,
il existe une fonction ¢ méromorphe sur D, vérifiant les conditions suivantes :

i) quel que soit o ¢ ¥,, la série ¢ définit une fonction holomorphe sur Dy ;

i) quel que soit o € X la fonction ¢ définit une fonction méromorphe sur D,
holomorphe sur le complémentaire de F, ;

iii) quel que soient o € ¥, et f € Fy;, nous avons
. 1
e~ (7=ap) <o

) ¢ € <A [L] [[T]]> N Op,0-
Xy ’
Démonstration. — Nous allons associer a la distribution de parties principales p
une section s, du faisceau & sur D,,. Soit o € X,. Pour chaque élément f de Fy,
nous avons défini précédemment un voisinage ouvert Uy du point f dans D,.
Puisque la partie F, est discrete et ne contient pas 0, quitte a restreindre ces
ouverts, nous pouvons supposer qu’ils sont deux a deux disjoints et évitent le
point 0. Soit f € F,. En utilisant les propositions 1.3.3 et 1.1.31, on montre que
I’isomorphisme u}l, défini sur Uy, se prolonge a I'image de l'ouvert Uy par le
flot,
Vi= U Tx(y).
yelU I
C’est un voisinage ouvert dans D), du fermé de Zariski

Zy ={y € X, |ps(y) = 0}.

Pour g € F, \ {f}, les ouverts V; et V, sont disjoints. Définissons la section s,
du faisceau & sur l'ouvert Vy par

Splv, = (ug )" (Rf [T%Oé(f)D .

D’apres le lemme 4.1.3, la partie

U=Dy\ U Zy
0€Xy, fEFs

est ouverte. Nous y définissons la section s, par

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et
que nous avons bien construit ainsi une section s, de & sur I'ouvert D,,.
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D’apres le théoreme 3.3.28, nous avons H'(D,, &) = 0. On en déduit que le
morphisme canonique

///(Dp) — Z(Dy)

est surjectif. Par conséquent, la section s, possede un antécédent ¢ par ce mor-
phisme. Quel que soit ¢ € X, la fonction ¢ définit une fonction méromorphe
sur D, qui possede les propriétés prescrites par I’énoncé.

Remarquons également que la fonction ¢ est holomorphe au voisinage de
la section nulle de D,. On en déduit que le développement en 0 de ¢ est a
coefficients dans A[1/3,], par la proposition 2.2.26. O

Sous cette forme, le résultat du théoreme peut étre obtenu a partir du résultat
analogue de géométrie analytique complexe et d'un argument d’approximation.
Nous en proposons, a présent, un raffinement qui, & notre connaissance, ne peut
se démontrer ainsi.

Théoreme 4.1.8. — Soient o une distribution d’ordres sur D et p une distri-
bution de parties principales sur D. Supposons que, quel que soit o € X,NX,, les
ensembles E, et F, soient disjoints. Alors, il existe une fonction @ méromorphe
sur D' = D, N D, vérifiant les conditions suivantes :

i) quel que soit o ¢ ¥, la série ¢ définit une fonction holomorphe sur Dy ;

i) quel que soit o € Xy la fonction ¢ définit une fonction méromorphe sur D,
holomorphe sur le complémentaire de Fy ;

iii) quel que soient o € ¥, et f € Fy;, nous avons

. 1 .
oot (7=az) i

iv) quel que soient o € X, et e € E,, la fonction ¢ s’annule au point e a un
ordre supérieur a Ne ;

v) ¢ e (A [ﬁ} [[T]]> M b, 0.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve du théoréeme précédent en
Iappliquant a d’autres faisceaux. Juste avant le théoreme 4.1.4, nous avons
construit un sous-faisceau ., de Opp,. Construisons un sous-faisceau .7, de .#|p,
par la méme méthode. Reprenons les notations utilisées lors de la définition du
faisceau .%,. Nous pouvons, en outre, supposer que les ouverts U,, et donc V,,
sont connexes. Soient 0 € X, et ¢ € E,. Notons S, 'ensemble des éléments
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de O}y, qui ne sont pas identiquement nuls sur Z. C’est une partie multiplica-

tive de O)y,. Nous posons
Tolv, = P2 ¢ O,

Nous posons également
Toly = My -

Nous avons bien construit ainsi un sous-faisceau de .Z|p, .

Le faisceau ., s’injecte dans ce faisceau. Nous allons, a présent, construire
une section s, du faisceau quotient .7,/.7, sur Pouvert D’ = D, N D,,. Nous
pouvons procéder exactement comme dans la preuve du théoreme précédent.
Il suffit de prendre garde a choisir des ouverts Uy qui évitent les points des
ensembles F,.

Considérons la suite exacte courte

0— S — T — T/ S5 — 0.

Le faisceau .¥, est inversible et donc cohérent. D’apres le théoreme 3.3.28, nous
avons donc H'(D’,.7,) = 0. On en déduit que le morphisme canonique

T (D) = (Zo/Z0)(D")

est surjectif. Par conséquent, la section s, possede un antécédent ¢ par ce mor-
phisme. Cette fonction possede les propriétés requises. O

Nous donnerons a la fin de la partie suivante (cf. corollaire 4.1.10) une in-

terprétation en termes de séries de ce théoreme.

4.1.3. Théoréme de Poincaré

Dans la lignée des problemes de Cousin, le théoreme de Poincaré sur C nous
assure que toute fonction méromorphe s’écrit globalement comme un quotient
de deux fonctions holomorphes. Ici encore, les techniques des espaces de Stein

s’avereront utiles.

Théoreme 4.1.9. — Soit C ['une des couronnes décrite au début de la par-
tie 3.53.3. Quel que soit h € #(C), il existe f,g € O(C) tels que

h = g dans A (C).

Démonstration. — Le faisceau & N h& est cohérent. D’apres le théoreme A, il
possede donc une section globale f sur C. On en déduit le résultat voulu. [
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Ce théoreme nous permet, par exemple, de décrire les fonctions méromorphes
sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 comme quotient de fonctions
holomorphes sur ce disque. Nous allons utiliser ce résultat pour donner une
version explicite, ¢’est-a-dire en termes de séries convergentes, du théoreme 4.1.8.

Soit o € X. Soient L, une cloture algébrique de K}, et ﬁa son complété
pour la valeur absolue |.|,. Remarquons que le groupe de Galois Gal(L, /K},)
agit sur Ly. Pour z € L, nous noterons p, le polynéme minimal unitaire de x
sur K, et k(z) = K,[T]/(p2(T)). Nous noterons encore

LY ={z € Ly ||z|, <1}
et
D; =D,&; L, = {x e A | |T(x)] < 1}.

Rappelons, finalement, que I'on peut interpréter les fonctions holomorphes

sur A;in comme des fonctions holomorphes sur Ali’:n invariantes par le groupe

de Galois Gal(L, /K,).

Corollaire 4.1.10. — Soient XA une parties finie de 3. Pour o € XA, soient E,
et F, deux ensembles disjoints de Lo° fermés, discretset évitant 0. Pour o € ¥ A

et e € E,, soit ne un entier. Pour o € XA et f € F,, soit Ry un polynéme a

coefficients dans k(f) sans terme constant. Supposons que

i) quel que soient o € X5, e € E, et 7 € Gal(Ly/Ky), nous avons
7(e) € By et ny(e) = Ne ;
i) quel que soient 0 € X, f € Fy et 7 € Gal(Ly/Ky), nous avons
7(f) € Fy et Ry(y) = T7(Ry).

Alors, il existe deux séries u,v € A[1/EA][T] vérifiant les propriétés suivantes :

a) quel que soit o ¢ Y, la série u/v, vue comme fonction analytique sur ﬁa,
est développable en 0 en une série entiere de rayon de convergence supérieur
al;

b) quel que soit o € Xy, et z ¢ F,, la série u/v, vue comme fonction analytique
sur jlo, est développable en z en une série entiere de rayon de convergence
strictement positif ;

¢) quel que soit o0 € Xy, et e € Ey, la série u/v, vue comme fonction analytique
sur Ly, s’annule en e a un ordre supérieur a n ;

d) quel que soient o € XA et f € Fy, la série u/v, vue comme fonction analy-
tique sur Lo, est développable en f en une série de Laurent de partie princi-

pale Ry TL_f et de rayon de convergence strictement positif.
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4.2. Noethérianité d’anneaux de séries arithmétiques

4.2.1. Sous-variétés analytiques

Jusqu'ici, nous avons étudié les propriétés de la droite analytique X ou de cer-
taines de ces parties, comme les disques et les couronnes relatifs. Il est également
naturel de s’intéresser aux fermés analytiques de la droite X, c’est-a-dire aux
parties définies localement par I'annulation de fonctions analytiques. Nous en
proposons ici une breve étude.

Définition 4.2.1. — Soit U un ouvert de X. On appelle sous-variété analy-

tique de U tout espace localement annelé de la forme
(V(A),0u/7),
ou & est un faisceau d’idéaux de type fini de Oy .

Remarque 4.2.2. — Soient U un ouvert de X et .# un faisceau d’idéaux de
type fini de Oy. Puisque le faisceau .# est de type fini, cette sous-variété analy-
tique est définie localement en tout point de X par un nombre fini d’équations.
L’espace topologique V(.#) est donc fermé dans U. En outre, puisque les fais-
ceaux Oy et & sont cohérents, le faisceau Oy /.7 est aussi.

Définition 4.2.3. — Soient U un ouvert de X et (Z, 0z) une sous-variété ana-
lytique de U. Soit x un point de Z. On dit que la sous-variété (Z,Oy) est intégre
en x si l'anneau local Oz, est intégre. On dit que la sous-variété (Z,0y) est
integre si elle est intégre en chacun de ses points.

Nous allons, a présent, décrire les germes de sous-variétés analytiques integres
en un point. Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X
et .# un faisceau d’idéaux de Oy tel que la sous-variété analytique

(2,07) = (V(S), 00/ F)

soit integre en x. L’idéal .7, est donc un idéal premier de Ox .. Nous allons
distinguer plusieurs cas.

Supposons tout d’abord, que I’anneau local Ox ; est un corps. L’idéal ., ne
peut alors étre que 'idéal nul. Par le principe du prolongement analytique (cf.
théoreme 2.3.24), au voisinage du point z, I'idéal .# est nul et la sous-variété
(Z,0z) coincide avec (X, Ox).
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Supposons, a présent, que I'anneau local Ox , est un anneau de valuation
discrete d’uniformisante 7. L’idéal .7, est alors soit 'idéal nul, soit I'idéal (7).
Si ., = (0), localement, la sous-variété (Z,0z) n’est autre que Iespace total,
comme précédemment. Supposons donc que ., = (7). D’apres 3.3.20, I'idéal .&
est localement engendré par 7. Distinguons de nouveau plusieurs cas.

Supposons, tout d’abord, que le point b = 7(z) est un point interne de B.
Il existe o € ¥ tel que ce point appartienne a la branche o-adique ouverte. Il
existe donc un polynome P(T) € 2 (b)[T] = K,[T] irréductible et unitaire tel
que le point z soit le point de la fibre 771(b) défini par I'équation P(T)(x) = 0.
En outre, nous pouvons supposer que 7 = P(T). Notons V un voisinage ouvert
et connexe de b dans 7(U) au-dessus duquel l'idéal .# est engendré par P(T).
Nous pouvons supposer que V est contenu dans la branche g-adique ouverte.
Alors I'application qui a tout point ¢ de V associe 'unique point y de la fibre
771 (c) défini par I’équation P(T)(y) = 0 réalise un homéomorphisme de V sur
7~ 1(V)NZ. On en déduit que 7~ (V)N Z est connexe et localement connexe par
arcs. En outre, en tout point y de 771 (V)N Z, 'anneau local Oy, est un corps.
Par conséquent, les parties ouvertes et connexes de la sous-variété 7=1(V) N Z
vérifient le principe du prolongement analytique.

Supposons, a présent, que b = w(z) soit le point central ag de B. Il existe
encore un polynoéme P(T') € 2 (b)[T] = K|[T], irréductible et unitaire, tel que le
point z soit le point de la fibre 7=%(b) défini par 1’équation P(7T')(z) = 0. Nous
pouvons également supposer que 7 = P(T'). Au voisinage de x, la sous-variété
définie par I'équation P(T") = 0 est un revétement topologique de B, ramifié au
point z. Il suffit de choisir pour voisinage de x un ouvert de X sur lequel .# est
engendré par P(T) et qui évite les fibres extrémes X correspondant & un idéal m
tel que le polynome P(T') ait des racines multiples dans ky, (il n’existe qu'un
nombre fini de tels idéaux). Comme précédemment, il existe un voisinage W
de x dans U tel que la sous-variété W N Z soit connexe, localement connexe par
arcs et que ses parties ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement
analytique.

Supposons, pour finir, que b = 7(x) soit un point extréme de B. Il existe
alors m € Xy tel que b = ay. L’anneau local Ox , est un anneau de valua-
tion discrete si, et seulement si, le point = est de type 2 ou 3. Nous pouvons
alors choisir 'uniformisante 7 = m,,. Par conséquent, au voisinage du point x, la
sous-variété Z n’est autre que la fibre Xy,. De nouveau, nous en déduisons qu’il
existe un voisinage W de x dans U tel que la sous-variété W N Z soit connexe,
localement connexe par arcs et que ses parties ouvertes et connexes vérifient le
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principe du prolongement analytique.

Il nous reste a traiter le cas ou 'anneau local &'x , n’est ni un corps, ni un
anneau local. Le point x est alors nécessairement un point rigide d’une fibre
extréme : il existe m € X et un polynéme irréductible et unitaire P(T) € k[T
tel que z soit I'unique point de la fibre Xy, défini par ’équation P(T)(z) = 0.
L’idéal maximal de Ox , est (m,, P(T')). L'idéal premier .#, peut étre de plu-
sieurs sortes. Tout d’abord, comme dans les cas précédents, nous pouvons avoir
Jz = (0). La sous-variété Z coincide alors localement avec I’espace X tout en-
tier. Si I'idéal ., est de hauteur 2, c’est 'idéal maximal m, et la sous-variété Z
est, localement, réduite au point x. Sil'idéal .#,. est de hauteur 1, alors nous pou-
vons avoir %, = (my), auquel cas la sous-variété Z coincide localement avec la
fibre Xy, ou bien .#, = (Q(T)), ot Q(T) est un polynome irréductible de Agy[T]
qui releve P(T'). Dans ce dernier cas, il est encore possible de construire une
section de m qui soit un homéomorphisme d’un voisinage de @, dans B vers un
voisinage de x dans Z. Dans tous les cas, il existe un voisinage W de = dans U
tel que la sous-variété W N Z soit connexe, localement connexe par arcs et que
ses parties ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement analytique.

A Taide de ces descriptions explicites, nous obtenons les résultats suivants.

Proposition 4.2.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert
de x dans X et & un faisceau d’idéaux de Oy tel que la sous-variété analytique

(2,02) = (V(S), 00/ )

soit integre en x. Alors il existe un voisinage ouvert V. de x dans X tel que la

sous-variété Z NV deV soit integre.

Proposition 4.2.5. — Soient U un ouvert de X et (Z,0z) une sous-variété
analytique intégre de U. Alors Z est localement connexe par arcs et ses parties

ouvertes et connexes satisfont au principe du prolongement analytique.

4.2.2. Théoreme de Frisch

Dans ce paragraphe, nous démontrons que ’anneau des germes de fonctions
analytiques au voisinage de certains compacts est noethérien. Le premier résultat
de ce type a été obtenu par J. Frisch dans le cadre de la géométrie analytique
complexe (cf. [26], théoreme I, 9) :
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Théoréme (Frisch). — Soit X une variété analytique réelle ou complexe. Soit K
une partie compacte de X, semi-analytique et de Stein. Alors 'anneau des fonc-
tions analytiques au voisinage de K est noethérien.

Définition 4.2.6. — Soient E une partie de X et x un point de . La partie E
est dite morcelable au voisinage du point x si, pour tout voisinage ouvert U
de x dans X et toute sous-variété analytique Z de U intégre en x, il existe un
voisinage V de x dans ENU qui posséde un systéme fondamental de voisinages
ouverts dans U dont les traces sur Z sont connezes.

La partie E est dite morcelable si elle est morcelable au voisinage de chacun
de ses points.

Proposition 4.2.7. — Soit E une partie morcelable de X. Soient F un fais-
ceau cohérent sur E et (Fy)neN une suite croissante de sous-faisceaux cohérents
de F. Alors la suite (Fn)nenN est localement stationnaire dans E au sens ou,
quel que soit x € E, il existe un entier ng € N et un voisinage U de x dans E

tels que

Vn > ng, Vz €U, (Fny)z — (Fn),-
Démonstration. — Soit x € E. 1l existe ng € N tel que, quel que soit n > ng,
on ait

Quitte a remplacer .# par % /%, et %, par %,/ F,,, pour n > np, puis a
décaler les indices, nous pouvons supposer que
(yn):c - 07
quel que soit n € N. Puisque .%, est un module de type fini sur Ox ., il existe
un entier r € N et une filtration
0=M’cM'c---CcM =2,
de .7, par des sous-modules de type fini et des idéaux premiers po, ..., p, de Ox
vérifiant la condition suivante : quel que soit i € [0, — 1], on dispose d'un
isomorphisme
M(H_l)/M(Z) ~ ﬁX@/pi.
Cette filtration et ces isomorphismes se prolongent au niveau des faisceaux. Il
existe une filtration de .7

0=70 0 -...c 200 - z

par des sous-faisceaux cohérents définis au voisinage de a et r sous-variétés
analytiques Zy, ..., Z,._1 définies au voisinage de z, integres en x et vérifiant la
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condition suivante : quel que soit i € [0, — 1], on dispose d’un isomorphisme
de faisceaux
FH) )20 ~ G,

Il nous suffit, & présent, de montrer que, pour chaque i € [0, — 1], la sous-
suite (% n)nen de ﬂ(i)/ﬂ(i“) ~ Oz, induite par (%, )neN stationne au voisi-
nage de x dans E et méme au voisinage de = dans £ N Z;. Soit U un voisinage
ouvert de x dans X sur lequel Z; est définie. D’apres la proposition 4.2.4, nous
pouvons supposer que Z; N U est une sous-variété integre de U. Par hypothese,
la partie £ de X est morcelable au voisinage du point z. Il existe donc un voi-
sinage V de x dans £ N U qui possede un systeme fondamental de voisinages
ouverts dans X dont les intersections avec Z; sont connexes.

Soient n € N et f € %;,,. Il existe un voisinage ouvert W de V' dans X sur
lequel la fonction f est définie et tel que W N Z; soit une sous-variété integre
et connexe de W. Puisque (% ,,), = 0, la fonction f est nulle au voisinage de x
dans Z;. D’apres 4.2.5, W N Z; vérifie le principe du prolongement analytique.
On en déduit que f est nulle sur W N Z;. Finalement, le faisceau ¥, est nul
sur VN Z;, et donc sur V. ]

Corollaire 4.2.8. — Soient E une partie de X morcelable et de Stein, F un
faisceau cohérent sur E et (f;)icr une famille de sections de F sur E. Le sous-

faisceau de F engendré par la famille (f;)icr est cohérent.

Théoreme 4.2.9. — Soient E une partie compacte morcelable et de Stein de X .
L’anneau O(E) des germes de fonctions analytiques au voisinage de E est
noethérien.

Démonstration. — Soit (I,)nen une suite croissante d’idéaux de type fini de O(E).
Pour n € N, notons .7, le faisceau d’idéaux cohérents de Ox engendré par I,,.
D’apres la proposition 4.2.7 et la compacité de FE, il existe un rang ng € N a
partir duquel la suite (.%,)neN stationne.

Puisque l'idéal I,,, est de type fini, il possede un systeme générateur fini
(fi,..., fp), avec p € N et, quel que soit i € [1,p], f; € O(FE). Le morphisme de

faisceaux ,
o O — o
(al,...,ap) —  ayfi —l—...—i—apfp
est alors surjectif.
Soit n > ng. Notons ¢ le noyau du morphisme de faisceaux . C’est encore

un faisceau cohérent sur E. Nous disposons de la suite exacte

0—-% — 0P — 7, — 0.
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Puisque H'(E,¥) = 0, le morphisme
oEy - In(E)
(a1,...,ap) — arfi+...+apfp’

est surjectif. Par conséquent, nous avons

I, C I0(E) = (f1,..., [p) O(E) C Ip,.
On en déduit que I, = I,,,. O

4.2.3. Séries arithmétiques

Dans ce paragraphe, nous appliquons le théoreme obtenu afin de démontrer la
noethérianité de certains anneaux de séries arithmétiques. Il est vraisemblable
que 'analogue du théoreme de Frisch vaut pour toute partie semi-analytique
de la droite A1 *1 Cependant, pour le démontrer par la méthode présentée ci-
dessus, il nous faudrait savoir que les parties semi-analytiques de A1 N sont
localement connexes. Nous ne nous lancerons pas dans la démonstration de
ce résultat et nous contenterons d’adapter le théoreme de Frisch au cas des
couronnes fermées au-dessus de certaines parties compactes de B.

Reprenons les notations de la partie 3.2.3. Soient s,t € [0, +o0[, avec s < t.
Pour 0 € ¥ et u,v € [0,1(0)], on pose

Ko(o,u,v) = [a¥,al]

et
K(o,u,v) = 7T_1(K0(O' u,v)) N U(s,t)
n € [0

Pour n € N, 01,...,0, € 3, u3 € [0,1(01) ,1(0y)], on pose

Lo(or,ut,...,0n,uy) = U ao, ay']

1<i<n J;ﬁa1, e

et

Loy, u,. .., 00,u,) =7 Y(Lo(o1,u1, ..., 00, up)) N C(s,1).
Finalement, pour n € N, 01,...,0, € X, uy € [0,1(01)], ..., un € [0,1(04)], on
pose

My(o1,u1,...,00,up) = U [ao, ay!]
1<i<n

et

M(o1,uty. .., On,Up) = W_I(Mo(al,ul,...,an,un)) N C(s,t).
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Dans la suite, C désignera un compact du type K (o, u,v), L(o1,u1,...,0p, Uy)
ou M(o1,uy,...,00, Up).

Fi1c. 1. Les compacts Ky, Lo et M.

Proposition 4.2.10. — La couronnne C' de X est localement connexe par arcs.

Démonstration. — Si x est un point intérieur a C, le résultat est vrai car il
I’est pour 'espace X lui-méme, d’apres le théoreme 2.3.23. Nous supposerons
donc, désormais, que le point x est situé sur le bord de la couronne C. En par-
ticulier, nous avons nécessairement |T'(x)| = s ou |T'(x)| = t. Nous supposerons
que |T'(x)| =t. L’autre cas se traite de méme. Nous allons distinguer selon le

type du point x et de son projeté 7(x) sur la base.

Supposons, tout d’abord, que le point 7(z) soit un point extréme : il existe
m € X tel que 7(x) = . Sile point z est le point 7, alors le résultat provient
de la proposition 1.3.14, si t # 1, et de la proposition 2.3.13, si t = 1. Il faut plus
précisément revenir a la description explicite des sections donnée dans la preuve
de ces propositions. Il nous reste a traiter le cas ou x vérifie |T'(x)| = 1, mais
n’est pas le point 7. Un tel point appartient nécessairement a l'intérieur de la
couronne C'. En effet, il existe & € /;;; et u € [0, 1] tels que x = 75,,,. Choisissons
un relevé o de @ dans Ay, Soit v € Ju, 1[. Alors le voisinage de z dans X défini



206 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

par
U={yen (ao,an]) [T - a)(y)| < v}
est contenu dans C(s,1). En effet, soient ¢ € ]0,+00] et y € U N7 1(a,).
Nous avons |(T'— a)(y)| < v < 1. Puisque |a(y)| = |af5, = 1, cela impose que
T(y)l = 1.
Lorsque le point 7(z) est le point central ag de B, le résultat se démontre de
facon identique.

Venons-en, a présent, au cas de la partie archimédienne de X. Soit 0 € Y.
Rappelons que, d’apres la proposition 2.2.2, I’application

7 ae) x]0,1] — X!
(x,¢€) = xf
est un homéomorphisme. Nous supposerons que K, = C. Le cas K, = R se

traite de méme. Nous avons
oYX, NT(s,t)) = {(u, 2) €]0,1] x C|sY/* < |2| < tl/“}.

Cette partie est localement connexe par arcs et il en est de méme de son inter-
section avec la couronne C'.

A

Il nous reste a traiter le cas ou le point 7m(x) est de la forme a

,avec o € Xy
et A € |0, +oo[. Nous pouvons supposer que A = 1. Comme dans le cas des fibres
au-dessus d’un corps trivialement valué, il nous suffit de traiter le cas ou z est le
point 7; de sa fibre. Nous supposerons que t € ]0, 1[. Les autres cas se traitent de
méme. Soit U un voisinage de = dans X. Il existe un voisinage connexe par arcs
V de x dans 7 (a,) NU. Il existe 3 € ]0, 1] tel que, quel que soit u € |t'/7, 7],
on ait 1, € 7' (as) N V. D’apres la proposition 2.2.1, quitte & augmenter 3,
nous pouvons supposer que la partie

W = {xa, rena,)NV,e €], 1/5[}

est un voisinage de x dans U. La trace de W sur chaque fibre est connexe
par arcs en tant qu’intersection sur un arbre de deux parties connexes par arcs
('une étant homéomorphe a V', Pautre étant une couronne). En outre, ces fibres
sont jointes par une section depuis la base : 'application qui au point a, ., avec
e € |8,1/8], associe le point 7, de sa fibre. On en déduit que la trace de la
partie W sur la couronne C' est connexe par arcs. O

Corollaire 4.2.11. — La couronne C de X est morcelable.
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Démonstration. — Soit & un point de C. Soient U un voisinage ouvert de z
dans X et Z une sous-variété analytique de U integre en z. Nous devons montrer
qu’il existe un voisinage V de x dans ENU qui posséde un systéme fondamental
de voisinages ouverts dans U dont les traces sur Z sont connexes.

Supposons, tout d’abord, que Z = U au voisinage de z. Dans ce cas, la
proposition précédente nous permet de conclure. Si, maintenant, Z est une sous-
variété analytique stricte de U, nous en connaissons précisément la forme grace
aux descriptions données dans la partie 4.2.1. En particulier, au voisinage du
point z, la sous-variété Z est soit un point, soit homéomorphe & un intervalle,
soit une fibre extréme. Le résultat est immédiat dans chacun de ces cas. ]

Théoréme 4.2.12. — L’anneau O(C') des germes de fonctions analytiques au
voisinage de la couronne C' de X est noethérien.

Démonstration. — Une telle partie est morcelable en vertu du corollaire précédent.
Nous savons également qu’elle est de Stein, d’apres les théoremes 3.2.13 et 3.2.14.
Le théoreme 4.2.9 nous permet donc de conclure. O

Corollaire 4.2.13. — Soient ¥’ un sous-ensemble fini de X contenant Y.
et (ry)oesy une famille d’éléments de |0,1[. Il existe un élément N € A* tel

1
(] A- =4 {N] :
oey!
Le sous-anneau de K((T)) constitué des séries de la forme 3~ ak TF wérifiant

que

les conditions
i) ko € Z,
it) Yk > ko, a € A[1/N],
i) Yo € Y, Ir > ry, lim |agl, ¥ =0
k—-+4o00
est noethérien.

Le sous-anneau de K[T] constitué des séries de la forme "~ ar T vérifiant
les conditions

i) Yk >0, ar € A[1/N],
i) Yo €%, Ir>r,, lim |agly 7 =0
k——4o00
est noethérien.
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent a une couronne

bien choisie. Posons

t = max(r,) €10, 1].
oey/
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Quel que soit o € ¥/, il existe ¢, € ]0,1] tel que

th/ee = .

Définissons une partie compacte V' de B par

V= (U [ag,af;’]> U (U BC,> .
oey’ ogx!

Soit s € ]0,t]. D’apres les exemples suivant le théoreme 2.2.30, le premier anneau
considéré n’est autre que I'anneau ¢(Cy (s,t)). Il est noethérien, en vertu du
théoreme précédent.
Le second énoncé s’obtient de méme en considérant le disque Dy (t), au lieu
de la couronne Cy (s,t).
O

Comme cas particulier du théoreme, nous retrouvons un résultat de D. Har-
bater (cf. [34], théoréme 1.8). Signalons que notre démonstration se distingue
treés nettement de la sienne, qui passe par une description explicite de tous les

idéaux premiers de I’anneau étudié.
Corollaire 4.2.14. — Soit 7o, € |0,1[. Considérons le sous-anneau Z,+[T]
de Z[T] constitué des séries de la forme 3 ;. ay T* wérifiant la condition

Ir > ree, lim Jag|eo 7 = 0.
k—4-o00

C’est l’anneau des fonctions holomorphes au voisinage du disque de centre 0 et
de rayon ro de C dont le développement en série entiere en 0 est a coefficients
entiers. L’anneau Z,+[T] est noethérien.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le second résultat du théoreme précédent
avec K = Qet X =Y. O
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Introduction

Le travail que nous présentons ici trouve son origine dans une tentative
d’adapter au cadre p-adique un résultat connu de géométrie analytique com-
plexe. Il s’agit d’un théoreme, da a J. Frisch, qui assure la noethérianité de
I’anneau des germes de fonctions au voisinage de certains compacts. La preuve
qui figure dans D'article [26] fait appel, de maniére essentielle, & deux notions
dont nous ne disposons pas pour des variétés analytiques p-adiques : celle de
voisinage privilégié et celle de stratification d’une partie semi-analytique.

Cependant, C. Banica et O. Stanagila ont abordé le probleme de fagon légerement
différente et rédigé, dans [2], 5, fin du §3, une démonstration, dont les arguments
peuvent s’adapter, sans peine. Nous proposons, en appendice a ce texte, un
énoncé du théoreme, dans le cadre des espaces définis sur un corps ultramétrique
complet, accompagné d’une preuve, calquée sur la leur.

La démonstration originale de J. Frisch, bien qu’a présent obsolete, nous a
conduit a nous intéresser aux voisinages privilégiés. Nous avons alors cherché
a étendre au cadre des variétés p-adiques le résultat d’A. Douady (cf. [19],
§6, théoréme 1) assurant I'existence de voisinages compacts privilégiés pour les
faisceaux cohérents. Ainsi que nous l'expliquerons dans la derniére partie de
ce texte, nous pouvons en proposer une démonstration fort simple, pour peu
que nous disposions d’une sorte de généralisation du théoreme d’extension de

Riemann. Elle s’énonce comme suit :

Théoréeme 1. — Soit X un espace k-affinoide irréductible et fy,..., fn, avec
n € N*, des fonctions analytiques sur X. Alors il existe un voisinage V de 0
dans R} tel que le domaine analytique de X défini par

Ve= |J {zeX|lfi@)=e}

1<j<n
est irréductible, dés que le n-uplet € = (e1,...,&,) appartient a V.

Dorénavant, c’est a ce probleme que nous consacrerons notre attention. Rap-
pelons que, dans le cadre de la géométrie analytique complexe, le théoreme
d’extension de Riemann assure, en particulier, qu'un espace irréductible le reste
lorsque l'on lui retire un fermé analytique strict. L’analogue de ce théoreme pour
les variétés analytiques p-adiques est également connu de longue date (cf. [3],
[37]). Dans quelle mesure est-il possible d’6ter un voisinage d’un tel fermé sans
nuire a l'irréductibilité ?
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Remarquons que, sur un ouvert, cadre naturel de la géométrie analytique com-
plexe, toute tentative en ce sens serait vouée a I’échec. Pour nous en convaincre,
considérons l'ouvert du plan complexe défini par

1
U= {z eC ‘ Im(2)| < 7]Re(z)] 1 } )
Alors, dés que ¢ est assez petit, le domaine défini par {z € U ||sin(z)| > €}
possede une infinité de composantes connexes.

Néanmoins, le probléme garde un intérét pour les espaces analytiques définis
sur un corps ultramétrique complet. En effet, les modeles locaux de ces der-
niers, appelés espaces affinoides, se comportent, a bien des égards, comme des
espaces compacts. Entre autres propriétés, ils sont quasi-compacts, définis par
un nombre fini d’inégalités larges et vérifient un principe du maximum.

Nous nous placerons donc désormais sur un espace affinoide irréductible X
défini sur un corps ultramétrique complet k. Notons \/W le Q-espace vecto-
riel engendré par le groupe des valeurs du corps de base. Dans le cadre de la
géométrie analytique rigide, les fonctions prennent leurs valeurs dans I’ensemble,
peu ragoutant, \/W U{0} et la topologie des espaces est une topologie de Gro-
thendieck, qui n’est guere aisée a manipuler. L’espace X est quasi-compact,
mais, en général, nous ne pouvons assurer que 'ensemble V. vérifie cette pro-
priété que dans le cas oll € € (\/W )"

Il y a de cela une vingtaine d’années, V. G. Berkovich proposa une nouvelle
approche des variétés analytiques sur un corps ultramétrique complet (cf. [4]
et [5]). La construction qu’il mit en ceuvre présentait plusieurs avantages et
notamment celui de fournir des espaces possédant de nombreuses propriétés to-
pologiques remarquables : a titre d’exemple, citons la séparation, la compacité
et la connexité par arcs locales. Cette derniere propriété nous sera fort utile :
le résultat que nous avons en vue imposant a un certain espace d’étre connexe,
cela nous simplifiera la tache de pouvoir tracer des chemins.

Ajoutons que, dans ce nouveau cadre, les fonctions prennent leurs valeurs
dans un ensemble continu, que 'espace X est compact et qu’il en est de méme
pour 'espace Ve, quel que soit € € R'}. Ces différentes raisons nous conduisent
a nous placer, tout au long de ce texte et sans plus le préciser désormais, dans le
cadre des espaces analytiques au sens de V. G. Berkovich. Nous y démontrerons
le théoreme annoncé. Précisons, cependant, que le résultat reste valable dans le
cadre de la géométrie analytique rigide.

Restreignons-nous, a présent, au cas d’une seule fonction f sur X et suppo-
sons qu’elle soit bornée par 1. Considérons les domaines affinoides de X de la
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forme
Ve ={z e X|[f(2)] = &},

avec ¢ € [0,1]. Notre second théoréme assure que les composantes connexes
des domaines affinoides précédents varient de fagon modérée en fonction du pa-
rametre €. Pour le démontrer, nous utiliserons, de maniere essentielle, une autre
spécificité des espaces construits par V. G. Berkovich : dans les bons cas, ils
se rétractent sur un sous-ensemble fermé, appelé squelette, qui est muni d’une
structure linéaire par morceaux. En particulier, nous parviendrons a lire le pa-
rametre € sur un segment réel, homéomorphe a [0, 1], tracé sur le disque unité
de dimension 1.

Enongons précisément le théoréme en question. Soit k une cloture algébrique
k. Nous noterons 7 le foncteur, défini de la catégorie des espaces k-analytiques
dans celle des ensembles munis d"une action du groupe d’automorphismes Aut(k/k),
qui associe a un espace k-analytique l’ensemble de ses composantes connexes
géométriques.
Théoréeme 2. — Soient k un corps ultramétrique complet, X un espace k-
affinoide et f une fonction analytique sur X. Alors il existe une partition finie
P de RT de la forme

P = {[0,a0],]ao, a1, - .. ,]ar—1, ar],]ar, +oo[},

ou r € N et (a;)o<i<r est une suite croissante d’éléments de Rx U{0}, satisfai-
sant la condition swivante : quel que soit I € P, quels que soient €', € I, avec

e’ <e, linclusion
{z e X||f(x)l 2 e} C {z € X||f(2)] = €'}
induit une bijection
mo({z € X||f(2)] 2 e}) = mj({z € X||f ()| = £'}).

Le méme résultat vaut pour le foncteur qui associe a un espace k-analytique le
Aut(k/k )-ensemble de ses composantes irréductibles géométriques.

Dans ce théoreme, I'ensemble Ry désigne le sous-Q-espace vectoriel de R
engendré par les valeurs non nulles de la norme spectrale sur I'algebre de X.
Par exemple, si 'espace X est strictement k-affinoide, on a Ry = \/@ .

Remarquons que, dans le cadre de la géométrie rigide, A. Abbes et T. Saito
(c¢f. [1], 5.1) ont déja démontré ce dernier résultat pour un intervalle du type
[a,+00[, avec a > 0, et en ne s’intéressant qu’au cardinal de l’ensemble des
composantes connexes géométriques. Nous signalons également que, dans leur
article, les bornes des intervalles sont interprétés comme les sauts d’une certaine
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filtration de ramification.

La démonstration que nous proposons s’effectuera en quatre étapes, corres-
pondant aux quatre premieres parties de ce texte. Dans un premier temps, nous
étudierons la maniere dont varient les composantes géométriquement connexes
des fibres d’'un morphisme entre espaces affinoides. Lorsqu’elles se réaliseront
comme composantes connexes, nous chercherons a les repérer par des sections.
Des questions proches ont déja été traitées pour des morphismes entre schémas :
nous savons, par exemple, d’apres [31], 9.7.9, que, pour un morphisme de présentation
finie, la fonction qui a un point de la base associe le nombre géométrique de
composantes connexes de sa fibre est localement constructible sur la base. Nous
parviendrons a nos fins en appliquant des résultats de ce type sur la fibre spéciale
d’un modele formel, judicieusement choisi, du morphisme entre espaces affinoides
dont nous sommes partis.

La difficulté principale tient dans la démonstration de I’existence d’un modele
possédant de bonnes propriétés. Elle nous est assurée par le théoreme de la fibre
réduite (cf. [15]), pourvu que le morphisme entre espaces affinoides soit plat
et a fibres géométriquement réduites. Dans ce cas, nous parviendrons a exhiber
une partition finie de la base en domaines analytiques sur lesquels le nombre
géométrique de composantes connexes des fibres est constant.

Les deuxieme et troisieme parties seront consacrées aux domaines définis par
{z e X|[f(2)| = €},

pour € > 0, dans le cas particulier d’un espace X strictement affinoide integre
défini sur un corps algébriquement clos et d’une fonction f de norme spectrale
égale a 1. Nous montrerons que la variation de leurs composantes connexes,
en fonction de ¢, est liée a un probleme du type précédent. A cet effet, nous
construirons explicitement un morphisme 7 au-dessus du disque analytique D =
A (E{U}) de dimension 1 dont les fibres seront isomorphes, aprés extension du
corps de base, aux domaines affinoides en question. Le parametre réel € rece-
vra, lui aussi, une interprétation géométrique en termes de valeur absolue de
I’évaluation de la fonction U sur le disque.

Afin d’appliquer les résultats du début, nous devrons nous assurer que le mor-
phisme 7 vérifie certaines propriétés. Nous démontrerons sans peine qu’il est
plat, mais buterons sur le caractére géométriquement réduit de 'une des fibres.
Dans la troisieme partie, nous modifierons le morphisme 7 de fagon & passer outre
ce probleme. Les techniques mises en jeu reléveront, cette fois-ci, de la géométrie
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algébrique, puisque nous travaillerons sur des spectres, au sens schématique,
d’algebres affinoides. L’argument principal que nous utiliserons sera le théoreme
d’élimination de la ramification démontré par H. Epp dans [25]. Par ce biais,
nous parviendrons a obtenir des informations sur les fibres de 7 voisines de
celle qui présente des multiplicités et a ramener le probleme de la connexité de
{z € X||f(z)| > €}, pour € proche de 0, a celui de {z € X ||f(z)| > 0}. Nous
concluerons grace a I’analogue ultramétrique du théoreme de Hartogs (cf. [3] ou
[37]).

Dans la quatrieme partie, nous expliquerons comment déduire les théoremes
1 et 2 en toute généralité, a partir des cas particuliers considérés dans les parties
précédentes.

Je tiens a remercier Antoine Chambert-Loir pour les nombreux conseils qu’il
m’a prodigués. C’est sur ses indications que je me suis intéressé au théoreme
de H. Epp, sans lequel ce travail n’aurait pu étre mené a terme. Ma gratitude
va également a Antoine Ducros pour avoir suivi avec attention l'avancée de mes
recherches et avoir toujours accepté de partager avec moi sa passion pour les
espaces de Berkovich. J’exprime également mes remerciements & Ahmed Abbes
pour l'intérét qu’il a porté & mon travail et ses remarques qui m’ont permis de
préciser le résultat du théoreme 2. Finalement, je sais gré a Qing Liu qui a lu
attentivement ce texte et m’a invité a étendre le résultat du théoreme 1.
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1. Connexité des fibres d’un morphisme

Dans cette partie, nous fixerons un corps ultramétrique complet k& dont nous
supposerons que la valuation n’est pas triviale. Nous noterons £° son anneau de
valuation et k son corps résiduel.

Soit Z une algebre strictement k-affinoide. Rappelons qu’il existe deux fagons
de réduire l'espace affinoide .# (%) en une variété algébrique. La premiere, que
l'on trouvera expliquée, par exemple, dans [4], 2.4, utilise la semi-norme spec-
trale, notée |.|gyp, sur 'algebre strictement k-affinoide 4. Elle associe a I'espace
affinoide ./ () la variété algébrique Spec(%) ot Z désigne le quotient de 'an-
neau #° = {g € B/ |g|sup < 1} par l'idéal B°° = {g € # /|g|sup < 1}. Dans ce
cas, I'application de réduction est surjective, anticontinue et induit une bijection
entre les composantes connexes.

La seconde réduction, due & M. Raynaud (cf. [43]), consiste a interpréter
I’espace affinoide comme la fibre générique d’un schéma formel plat sur un an-
neau de valuation. La variété algébrique associée est alors définie comme la fibre
spéciale du modele. On démontre aisément que tout espace affinoide admet un
modele formel. Un résultat plus difficile assure méme que tout morphisme peut
se réaliser comme un morphisme entre modeles, ce dernier pouvant étre choisi
plat lorsque le morphisme de départ ’est. Pour plus de détails, nous renvoyons
aux articles de référence [12] et [13].

Rappelons qu’un k°-schéma formel est dit admissible s’il est localement to-
pologiquement de présentation finie et plat sur Spf(k°) (i.e. sans k°-torsion).
Nous dirons qu’un morphisme entre espaces k-affinoides .#(€) — #(A) est
plat lorsque le morphisme associé # — € entre algébres k-affinoides lest.

Lemme 1.1. — Tout morphisme plat entre k°-schémas formels admissibles le
reste aprés changement de base par un morphisme entre k°-schémas formels
admissibles et apres extension des scalaires de k° a L°, ou L° désigne l'anneau
de valuation d’une extension ultramétrique compléte L de k.

Ces résultats restent valables pour les morphismes entre espaces strictement
k-affinoides.

Démonstration. — Notons m 'idéal maximal de k°. Soit ¢ : A — B un mor-
phisme de k°-algébres topologiquement de présentation finie. D’apres [12], 1.6,
le morphisme ¢ est plat si, et seulement si, quel que soit n € N*, le morphisme
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induit
A ®po (K°/m™) — B Qo (k°/m™)
est plat. Le résultat pour les schémas formels en découle immédiatement. Celui

pour les espaces strictement k-affinoides s’y ramene puisqu’un morphisme plat
entre tels espaces admet un modele plat, d’apres [13], 5.10. ]

Les deux lemmes suivants illustrent I'importance des morphismes plats entre
modeles formels. Lorsque, par la suite, nous considérerons un k°-schéma formel
admissible, nous désignerons sa fibre générique (resp. spéciale) par le méme
symbole, auquel nous ajouterons un 7 (resp. une s) en indice. Nous adopterons
la méme convention pour les morphismes entre tels objets.

Lemme 1.2. — Sur un schéma formel admissible, 'application de réduction
est surjective.

Démonstration. — Soit % un k°-schéma formel admissible. Nous pouvons le
supposer affine, d’algebre Z. Soit ¢ un point de la fibre spéciale %; de . Notons
/%(g) son corps résiduel. Puisque %; est un k-schéma de type fini, il existe une
base de transcendance (71, ...,T},), avec r € N, de k(7)) sur k.

Soit K le complété du corps k(Uy,...,U,) pour la norme de Gaufl. Son corps
résiduel est isomorphe a l;:(Tl, ..., T;). Considérons le complété L d'une cloture
algébrique de K. D’aprés [11], 3.4.1/5, son corps résiduel L est une cloture
algébrique de k(T1,...,T,) et contient donc un corps isomorphe & k(7).

D’apres le lemme 1.1, le morphisme

01 2 =X Xgpro) SPE(L®) — Spf(L°)

est plat, autrement dit, 2 définit un L°- schéma formel admissible. Par construc-
tion, la fibre ¢ 1(7) au-dessus de § posséde un point fermé de corps résiduel iso-
morphe & L. Ce point est encore fermé dans Z;. D’aprés [9], 1.1.5, c’est I'image
d’un point de la fibre générique, ce qui permet de conclure. O

De ce résultat, déduisons-en un autre, que nous utiliserons a de nombreuses
reprises :

Lemme 1.3. — Soit ¢ : % — % un morphisme de k°-schémas formels admis-
sibles. Nous noterons indifféremment w les deux morphismes de spécialisation.

o %l

2 —— 2
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Si le morphisme ¢ est plat, alors les spécialisations des fibres de ¢, coincident
avec les fibres du morphisme spécialisé p,. Autrement dit, quel que soit z € 2y,
on dispose d’un isomorphisme
m(y ' (2)) = 95 (7 (2)).

Démonstration. — Seule la surjectivité nécessite une démonstration. Nous pou-
vons supposer que le schéma formel 2 est affine, d’algebre €. Soit z un point
de Z;,. 11 lui correspond un caractere X, : € Qo k — J(z). On en déduit un
morphisme y : ¢ — J(2)°, la notation .7(2)° désignant I'anneau de valuation
du corps ultramétrique complet 7#(z).

Par le méme raisonnement que dans le lemme précédent, on démontre que
le schéma formel % x  Spf(J(2)°) est un (z)°-schéma formel admissible.
Ses fibres générique et spéciale sont respectivement isomorphes a ¢, L(z) et
gps_l(w(z))®,~€,%”~(z). Le morphisme (,08_1(71'(2))®§%~(Z) — @7 (m(2)) est surjectif
et le lemme précédent nous permet de conclure. O

Des liens, détaillés dans [15], §1, existent parfois entre la réduction définie
par la norme spectrale et celle au sens de Raynaud. Citons qu’elles coincident
lorsque la fibre spéciale du modele formel est réduite. La prochaine proposition
découlera de ce résultat. Enongons, au préalable, quelques définitions.

Définition 1.4. — Soit p : A — B wune application continue entre espaces
topologiques. Soient un entier r € N, une partie P de B, une famille d’espaces

topologiques (Qi)1<i<, et deux familles d’applications continues
s=(si: Qi — Bhi<i<r et t=(t:Q;— Al<i<r
Nous dirons que les familles s et t repérent les composantes connexes des
fibres de p au-dessus de P si les conditions suivantes sont satisfaites :
a) quel que soit i € [1,r], l’image de Uapplication s; recouvre P ;
b) quel que soitb € P, la fibre p~1(b) posséde exactement r composantes connezes ;
c) quels que soient b € P et la composante connexe C de p~1(b), il existe un
unique i € [1,r] pour lequel on ait
W e s b), (V) € C.
Définition 1.5. — Soient ¢ : Y — Z un morphisme de schémas et P une
partie de l’espace topologique sous-jacent a Z. Nous dirons que le morphisme ¢
admet un découpage au-dessus de P s’il existe un entier r € N et des familles
finies
s=(8:2Z; = Z)i<i<r e t=(t;:2Z; = Zi xzY)i<i<r
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de morphismes entre schémas vérifiant les conditions suivantes :

a) quel que soit i € [1,7], le morphisme t; définit une section du morphisme
Zi Xz Y — Z;, obtenu a partir de ¢ par le changement de base s; ;

ZixgY — sy

S

Zi—>2 o7

b) quel que soit i € [1,r], le morphisme s; est étale ;

c) les familles s et t' = (s} o t;)1<i<, repérent les composantes connexes des
fibres de ¢ au-dessus de P.

Nous adoptons la méme définition pour un morphisme entre espaces k-analytiques
en remplacant les morphismes étales par des morphismes quasi-étales dont la

source est un espace k-analytique compact.

Définition 1.6. — Nous dirons qu’un schéma (resp. espace k-analytique) est

déployé lorsque ses composantes connexes sont géométriquement connexes.

Proposition 1.7. — Soit ¢ : ¥ — Z un morphisme plat entre k°-schémas
formels admissibles et quasi-compacts. Supposons que le morphisme s, induit
entre les fibres spéciales, soit surjectif et que ses fibres soient géométriquement
réduites et déployées. Alors il existe une partition finie P de Z; vérifiant les

conditions suivantes :
a) les éléments de P sont des parties constructibles de %5 ;

b) quel que soit P € P, le morphisme y, admet un découpage au-dessus du tube
de P.

Démonstration. — Intéressons-nous au morphisme @, : %, — Z; entre schémas
de type fini sur le corps k. Soit Z un fermé irréductible de %, de point générique
(. Notons
VY =Z Xy, ¥ — Z

le morphisme induit par ¢ au-dessus de Z. Soient C4,...,C,, avec r € N, les
composantes connexes de la fibre générique v~ 1(¢). Pour chaque i € [1,7], choi-
sissons un voisinage ouvert U; de C; dans Y dont la trace sur ¢~ 1(¢) soit égale &
C;. L’ensemble des points de Y appartenant a au moins deux de ces voisinages
forme une partie constructible donc, d’apreés le théoréme de Chevalley (cf. [29],

(W Les morphismes quasi-étales définis par V. G. Berkovich (c¢f. [6], §3) correspondent aux
morphismes rig-étales de la géométrie rigide (cf. [14], 3.1).
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1.8.4), son image V définit une partie constructible de Z. Puisque la partie V/
ne contient pas le point générique (, elle évite méme un ouvert W autour de ce
point.

Une nouvelle utilisation du théoréme de Chevalley nous montre qu’il existe
un voisinage ouvert W’ de ¢ dans W tel que, quel que soit z € W', les traces des
ouverts U;, avec i € [1,7], recouvrent la fibre ¢)~1(2). Pour z € W, elles sont
donc réunions de composantes connexes disjointes de ¢~ 1(z). D’apres [31], 9.7.8,
le nombre géométrique de composantes connexes des fibres de v est constant
sur un voisinage ouvert W” de ¢ dans W’. Pour ¢ € [1,7], notons V; le voisi-
nage ouvert de C; défini par V; = U; Ny~ (W"). Puisque les fibres de ¢, sont
déployées, quel que soit z € W” | les traces des ouverts V;, pour i € [1,7], sur la
fibre ¢ ~1(2) ~ 5 !(z) sont exactement les composantes connexes de cette fibre.

Soit i € [1,r]. Choisissons un ouvert V/ de % dont la trace sur Y soit égale
a V;. Notons ¢; : V! — 2, le morphisme induit par ¢z sur V. Par hypothese,
la fibre

(e

est géométriquement réduite et non vide. Elle contient donc un point y; en lequel
elle est lisse. Puisque le morphisme ¢ est plat, ce point est encore lisse dans
%,. Quitte & restreindre V;/, nous pouvons donc supposer que ¢; est lisse. On en
déduit qu’il existe un schéma quasi-compact .S;, un morphisme étale s; : .S; — Z5
et un point ¢/ au-dessus de ( tel que le morphisme S; x , V/ — S;, obtenu &
partir de ¢; par le changement de base s;, admette une section ¢ : S; — S;x %, V/,
ol t(¢!) s’envoie sur y;.

/ /
Si Xz, Vi —=V;

(. h

S ——— 2,

Les images des morphismes étales s;, pour i € [1,r], contiennent un voisinage
ouvert commun de ¢ dans Z. Par construction, le morphisme ¢, y admet un
découpage. Un argument de récurrence noethérienne nous montre ensuite qu’il
existe une partition P de Z; en parties constructibles au-dessus desquelles le
morphisme ¢, admet un découpage.

Remarquons que nous pouvons relever les constructions précédentes aux schémas
formels. Considérons, en effet, une restriction ¢ de p, & un ouvert lisse U et un
morphisme étale s : S — Z; tel que le morphisme S x » U — S, obtenu a partir
de ¢ par le changement de base s, admette une section t. Notons % le sous-
schéma formel ouvert de " dont I’espace topologique sous-jacent est 'ouvert U.
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D’apres [6], 2.1, le morphisme s admet un modele formel étale . — 2. D’autre
part, puisque le morphisme . X » Z — . est lisse, la propriété de relevement
infinitésimal nous assure que la section ¢ se releve en une section formelle 7.

ng%—>%

o b
S —

Expliquons, a présent, comment passer des schémas formels a leur fibre générique.
Soient z un point de Z;, et Z son image dans Z; par I’application de spécialisation.
Puisque le morphisme ¢ est plat et a fibres géométriquement réduites, la réduction
de ¢, 1(2) obtenue par la norme spectrale coincide avec celle au sens des modeles,
a savoir la fibre 7 1(%). D’apres les propriétés de la réduction par la norme
spectrale, chaque composante connexe de la fibre analytique est le tube d’une
composante connexe de sa réduction, et vice versa.

D’autre part, si . — % est un morphisme étale entre schémas formels quasi-
compacts, alors le morphisme ., — 27, induit entre les fibres génériques, est
un morphisme quasi-étale entre espaces k-analytiques compacts. O

Le théoreme suivant concerne le comportement des composantes connexes des
fibres d’'un morphisme entre espaces analytiques. La démonstration repose sur
le théoreme de la fibre réduite (c¢f. [15]) qui nous permet de nous ramener a un
modele du morphisme satisfaisant les hypotheses de la proposition précédente.
Cette fois encore, nous commengons par poser une définition.

Définition 1.8. — Soit Y un espace k-affinoide. Une partie V de Y est dite
simple si elle peut s’obtenir par combinaison booléenne finie de domaines af-
finoides du type

{z €Y |[h(z)] =1}
ou h désigne une fonction analytique sur'Y de norme spectrale égale a 1.

Remarquons, deés a présent, qu’'une partie simple d’un espace k-affinoide est
voisinage de chacun de ses points rigides. En effet, elle s’obtient par réunion et
intersection d’un nombre fini de parties qui sont soit des domaines affinoides,
soit des ouverts et pour lesquelles ce résultat est vrai.

Théoreme 1.9. — Soit ¢ : Y — Z un morphisme plat et surjectif entre es-
paces strictement k-affinoides dont les fibres soient géométriquement réduites
et déployées. Alors il existe une partition finie P de Z vérifiant les conditions

sutvantes :

a) les éléments de P sont des parties simples de domaines affinoides de Z ;
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b) quel que soit P € P, le morphisme ¢ admet un découpage au-dessus de P.

Démonstration. — Les hypotheses de I'énoncé nous permettent d’appliquer le
théoreme de la fibre réduite. Celui-ci nous assure qu’il existe un diagramme
commutatif de schémas formels

@/
|
Y U 5y 2 )

|

Y~

a) le morphisme ¢ : % — % induit le morphisme ¢ : Y — Z par passage aux

fibres génériques ;

b) le morphisme Z' — Z, ou Z' désigne la fibre générique de Z’, est quasi-étale

et surjectif;

¢) le morphisme x : %’ — % x4 2 est fini et induit un isomorphisme entre

les fibres génériques ;

d) le morphisme ¢ : %’ — %’ est plat et ses fibres sont géométriquement

réduites.

Vérifions que nous pouvons appliquer la proposition précédente au morphisme
1)’. Les k°-schémas formels obtenus comme modeles des espaces analytiques sont
bien admissibles et quasi-compacts, en vertu de ’équivalence de catégories [12],
4.1. Tous les schémas formels que nous considérerons sont également de ce type.

Les fibres de 1/);7 sont isomorphes, apres extension du corps de base, a des
fibres de 1), = . Par hypothese, le morphisme ¢ est surjectif. Il en est donc de
méme pour ¢, puis pour v, d’apres 1.3.

Il nous reste & démontrer que les fibres de ¢/ sont déployées. Puisque le
morphisme x est fini, il suffit méme de le vérifier sur le morphisme % x o
2 — Z', autrement dit sur le morphisme . Or le morphisme ) est plat et
a fibres géométriquement réduites, donc le nombre de composantes connexes
(resp. géométriquement connexes) des fibres de 1, est identique a celui de leur
réduction. D’apres 1.3, toutes les fibres de 5 peuvent étre obtenues par de telles
réductions. Elles sont déployées, puisque les fibres de ¢ le sont, par hypothese.

D’apres la proposition 1.7, il existe une partition finie P de 2! en par-
ties constructibles au-dessus des tubes desquelles le morphisme 1/1,’7 admet un
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découpage. Notons Q l’ensemble de ces tubes. Puisque le morphisme x induit
un isomorphisme entre les fibres génériques et que le morphisme \ : Z/ — Z
est quasi-étale, le morphisme ¢ = v, admet un découpage au-dessus de I'image
par \ de toute partie de Q. Puisque le morphisme Z' — Z est surjectif, nous
démontrons ainsi ’existence d’un recouvrement fini de Z par des parties au-
dessus desquelles le morphisme ¢ admet un découpage. Il est aisé d’en déduire
une partition de Z vérifiant la méme propriété et composée uniquement de com-
binaisons booléennes des parties précédentes.

Pour clore la démonstration, il nous reste a vérifier que 'image par A\ de tout
élément de Q est de la forme désirée. Soit () € Qﬁ; un élément de Q. Il est obtenu
comme le tube d’une partie constructible P de Z. Le morphisme A : Z' — Z
est plat donc, d’apres [13], 5.2, il existe un diagramme commutatif de schémas
formels

Y —

o]

% %

ol le morphisme p : 2 — % est plat et induit encore le morphisme \ : 2/ — Z
entre les fibres génériques.

Le tube Q C Z' de P est identique & celui de (3g);'(P). Le morphisme
ps + (20)s — (20)s induit par p est de type fini et envoie donc la partie
constructible ()5 1(P) sur une partie constructible Py de (Z)s, d’apres le
théoréme de Chevalley. Puisque le morphisme p est plat, d’apres 1.3, le tube de
Py dans Z n’est autre que 'image de Q dans Z par .

Il nous reste, désormais, a montrer que le tube d’une partie constructible de
Z est une réunion finie de parties simples de domaines affinoides de Z;,. Ce
résultat provient directement des propriétés de la réduction lorsque le schéma
formel considéré est affine. Nous concluons en remarquant que le schéma formel
quasi-compact Z admet un recouvrement fini par de tels ouverts. O

Rappelons, maintenant, que le nombre géométrique de composantes connexes
d’un espace affinoide ne change pas lorsque l'on étend le corps de base. On
trouvera la démonstration de ce résultat dans [20], théoreme 5.5. On pourrait
également le déduire des théoremes d’extension du corps de base pour les fais-
ceaux étales qui figurent dans [5].

Par un raisonnement tres proche de celui que nous venons de mettre en ceuvre,

nous obtenons le théoréme suivant :
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Théoréeme 1.10. — Soit ¢ : Y — Z un morphisme plat entre espaces stricte-
ment k-affinoides dont les fibres soient géométriqguement réduites. Alors il existe
une partition finie de Z en parties simples de domaines affinoides au-dessus des-
quelles le nombre géométrique de composantes connexes des fibres est constant.
En particulier, ce nombre est constant au voisinage des points rigides.

Démonstration. — Appliquons le théoreme de la fibre réduite et reprenons les
notations de la preuve précédente. Le morphisme ¢, : %/ — % est un mor-
phisme de type fini entre deux variétés algébriques de type fini sur k. D’apres
[31], 9.7.9, il existe donc une partition finie P de 2 en parties constructibles
au-dessus desquelles le nombre géométrique de composantes connexes des fibres
de 1! soit constant.

Soit P € P. Notons Q C Z' le tube de P. Puisque le morphisme 7’ est plat
et que ses fibres sont géométriquement réduites, le nombre géométrique de com-
posantes connexes des fibres de 1/);7 est constant au-dessus de tout point de Q.
On en déduit le méme résultat pour le morphisme v au-dessus de tout point de
A(@). Par un raisonnement en tout point identique & celui exposé dans la preuve
précédente, nous obtenons une partition de Z en parties simples de domaines
affinoides jouissant des mémes propriétés. O
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2. Loin de ’hypersurface

Consacrons-nous, tout d’abord, & la démonstration du théoreme 2, dans un
cas particulier. Dans toute cette partie, k désignera un corps algébriquement clos
dont la valuation n’est pas triviale, X un espace strictement k-affinoide integre
d’algébre & et f une fonction analytique sur X de norme spectrale égale a 1.

Pour € > 0, définissons le domaine affinoide V. de X par
Ve={z e X/|f(z)| > €}

Nous ne nous intéresserons, pour l'instant, qu’aux composantes connexes des
espaces Ve, avec € > 0.

Téachons, tout d’abord, de remplacer le parametre réel € par un autre que nous
saurons interpréter géométriquement. Pour ce faire, plagons-nous au-dessus du
disque de dimension 1 et de rayon 1 défini par D = .# (k{U}). Dans la suite, nous
noterons simplement 0 le point rigide de D défini par I’équation U = 0. L’injec-
tion k{U} — &/{T,U} induit un morphisme ¢ : k{U} — Z{T,U}/(fT — U).
Nous noterons 7 le morphisme correspondant entre espaces affinoides. L’algébre
k-affinoide «7{T,U}/(fT — U) hérite de nombreuses propriétés de l’algebre k-
affinoide .«7. Le lemme suivant en fournit un exemple.

Lemme 2.1. — Les algébres k-affinoides o/{T,U}/(fT — U) et /{T} sont
isomorphes. En particulier, lalgébre o/ {T,U}/(fT — U) est intéegre. En outre,
elle est intégralement close lorsque <f [’est.

Démonstration. — On vérifie sans peine que le morphisme de <7-algebres
s: /{T,U}/(fT —=U) — Z{T}
défini par s(T) = T et s(U) = fT est un isomorphisme dont l'inverse est le
morphisme de o/-algebres
s A {TY — {T,UY)(fT —U)

défini par s~1(T) =T.

Supposons, a présent, que &/ soit intégralement close. Puisque le schéma
Spec(47) est normal, il en est de méme du schéma Spec(</[T]), ainsi que de
son analytifié AD* d’apres [5], 2.2.7. Le domaine affinoide .2 (& {T}) de ce
dernier est donc, lui aussi, normal, d’apres [5], 2.2.1. Puisque 'anneau «/{T'}
est intégre et normal, il est finalement intégralement clos. O

Le lemme suivant met en lumiere le lien géométrique recherché :
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Lemme 2.2. — Quel que soit x € D\ {0}, la projection
AM(I{T, U (fT =U)) = M () = X
induit un isomorphisme
N x) 5 V@ H(2),

ou e = |U(x)| > 0.
En particulier, les fibres du morphisme T au-dessus des points de D\ {0} sont

géométriquement réduites.

Démonstration. — Soit x € D\ {0}. Notons # = &/ @, (z). L’algébre de la
fibre 771(x) n’est autre que

(AT U/ (fT = U))@pquy H () = B{TY/ (fT = U(x)) = Z{eT}/(fT - 1),
ou e = |U(z)| > 0. On reconnait I’algebre du domaine affinoide de .# (%) défini

par
{ye#(2)|f(y)] = e}
et qui est isomorphe & V. @, 7 (z).
Passons a la seconde partie du lemme. L’espace affinoide X est réduit, donc
son domaine affinoide V. est aussi, d’apres [5], 2.2.1. Puisque le corps k est

algébriquement clos, 'espace V. est géométriquement réduit et il en est de méme
pour 7 () ~ V. &, 2 (x), d’apres [20], 4.17. O

Pour ¢ € [0, 1], notons 7. le point de D associé a la valeur absolue définie
par > .50a; U" € k{U} — max;>o{|a;| '} € R4. D’apres le lemme, la fibre de
7 au-dessus du point 7. est isomorphe & V2 & 7 (n.), quel que soit £ €]0,1].

Afin de pouvoir appliquer les résultats du paragraphe précédent, nous avons

besoin d’une propriété de platitude, que nous démontrons ici.

Lemme 2.3. — Le morphisme
T M(A{T,U})(fT-U)) — #(k{U}) =D
est plat.

Démonstration. — L’anneau k{U} étant principal, il nous suffit de montrer que
lalgebre &/{T,U}/(fT — U) ne possede aucun élément de k{U }-torsion. Il nous
suffit méme de montrer que le morphisme

t KUY — T, UY)(fT — U) ~ o/ {T}
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est injectif, puisque lalgebre &/{T,U}/(fT — U) ~ &/{T} est integre. L’in-
terprétation géométrique des fibres du morphisme 7 nous montre que sa fibre
au point 77 n’est pas vide. En particulier, toute fonction g de k{U} vérifiant
t(g) = 0 est nulle en 7; et donc nulle sur D. O

Remarque 2.4. — La fibre du morphisme 7 au-dessus du point 0 de D est
isomorphe a l'espace # (< {T}/(fT)) et ne saurait donc étre réduite lorsque f
possede des multiplicités. Ce probleme fera I'objet du prochain paragraphe.

Remarquons néanmoins que si ’hypersurface de X définie par I’équation f =
0 est réduite, un calcul simple montre que la fibre 771(0) I'est aussi. En outre, elle
est connexe, puisqu’elle est réunion de l’espace X et d’une droite au-dessus du
lieu d’annulation de f dans X. Le théoreme 1.10 appliqué au morphisme 7 et au
point rigide 0 de D entraine alors que le domaine affinoide {x € X | |f(x)| > €}
est connexe, deés que € est assez petit. S’en déduit, en particulier, I’analogue du
théoreme de Hartogs.

Intéressons-nous, a présent, a la variation des composantes connexes des do-
maines V., pour € > 0. Enoncons tout d’abord un lemme. Le caractére fini mis &
part, nous redémontrons ici, dans un cas élémentaire, le résultat [8], 6.3.1. Rap-
pelons que nous avons supposé le corps k algébriquement clos et de valuation
non triviale. Par conséquent, égalité /|k*| = |k*| est vérifiée.

Lemme 2.5. — La trace d’une partie simple de D sur le segment

{ne, 0<e <1} =10,1]

est une réunion finie d’intervalles dont les bornes sont des éléments de |k*| U
{0, +o0}.

Démonstration. — Puisqu’une partie simple est obtenue, par définition, comme
une combinaison booléenne finie de domaines affinoides, il suffit de démontrer le
résultat pour ces derniers. D’apres le théoréme de Gerritzen et Grauert (cf. [22],
2.4), tout domaine affinoide de D peut s’écrire comme réunion finie de domaines
rationnels, eux-mémes intersections de domaines du type {z € D]||g(z)| <
|h(2)|}, ou g et h désignent des fonctions analytiques sur D. Remarquons encore
que, si g = > ;N bi Ulet h = Y ien Ci U dans k{U}, les fonctions, définies de
[0,1] dans R,

e — max {In(|b;|) +iln(e)} et e+ max{ln(|¢|) +iln(e)}
i€N i€EN
sont linéaires par morceaux. Nous concluons grace a I’équivalence

l9(ne)| < |h(n:)] == max {In(|bi[) +iIn(e)} < max{In(le;]) +iln(e)},
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qui est vérifiée quel que soit ¢ € [0, 1].
O

Venons-en au résultat concernant la variation des composantes connexes. Si-
gnalons que si 'on ne s’intéresse qu’a leur nombre, on retrouve un théoréeme
d’A. Abbes et T. Saito (¢f. [1], 5.1).

)

Théoreme 2.6. — Soit k un corps ultramétrique complet algébriqguement clos
et dont la valuation n’est pas triviale. Soit X un espace strictement k-affinoide
integre et f une fonction analytique sur X dont la norme spectrale vaut 1. Soit
m €10,1] N +/[k*]. Alors il existe une partition finie P de [m,1] en intervalles
vérifiant la condition suivante : quel que soit I € P, quels que sotent €', € I,
avec €' < g, linclusion

{zreX||f(2)| ze} C{z e X||f(z)] =€}
mnduit une bijection

mo({z € X|[|f(2)] =2 e}) = m({z € X ||f(2)| = €}).

En outre, les bornes des intervalles sont des éléments de |k*| U {0, 4o00}.

Démonstration. — Notons V' le domaine strictement k-affinoide de D défini par
V= {zeD|[U()] = m}.

D’apres 1.1, le morphisme 7" déduit de 7 par le changement de base V < D est
plat. Ses fibres, isomorphes, apres extension du corps de base, & des espaces du
type Ve, avec € > 0, sont géométriquement réduites et déployées. D’apres 1.9, il
existe donc une partition finie P de V' en parties simples de domaines affinoides
au-dessus desquelles le morphisme 7/ admet un découpage. Considérons I'un des
morphismes quasi-étales ¢ : Z — V', ol Z est un espace k-analytique compact,
intervenant dans le découpage.

Le raisonnement qui suit fait intervenir, dans un cas simple, la notion de
squelette. On la trouvera introduite dans [7], §5. L’espace k-affinoide V est
isomorphe a la fibre générique du k°-schéma formel pluristable non dégénéré

¥ = Spf(k°{U, V}/(UV —a)),

ou k° désigne I'anneau de valuation de k et o un élément de k° de valeur absolue

m. Le squelette S(7) du schéma formel ¥ est le segment

J={n:, m<e <1} ~[m,1],
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tracé sur la fibre générique #;, ~ V. D’apres [21], 3.1, il existe alors une unique
structure /|k*[-linéaire par morceaux (au sens de [8], §1) sur A = p~1(S(¥))
telle que I'application
oa A = S(7)

soit linéaire par morceaux et soit G-localement une immersion. En particulier,
puisque A est compact, il existe une partition finie de A en parties linéaires qui
sont homéomorphes a leur image par p|a, elle-méme linéaire. Pour chaque image
@, nous pouvons construire, a partir de la section associée a ¢, une section de
7/ au-dessus de Q.

En procédant de méme pour chaque morphisme étale, nous obtenons finale-
ment, pour chaque élément P de P, une partition Qp de PN .J en un nombre
fini de parties linéaires et, au-dessus de chaque @Q € Qp, un ensemble fini 7
de sections de 7" au-dessus de @ vérifiant la condition suivante : quel que soit
2z € @, chaque composante connexe de la fibre 7/71(2) contient un et un seul
élément de la forme ¢(z), avec t € 7.

Examinons, a présent, la forme des parties Q considérées précédemment. Nous
souhaitons montrer qu’elles sont réunions finies d’intervalles & coordonnées dans
\/W U {0,4+00}. C’est le cas pour les traces des éléments de P sur J, d’apres
le lemme 2.5, et donc pour leurs parties \/W—linéaires par morceaux.

Finalement, les sections de 7/ définies précédemment sont définies sur des in-
tervalles contenus dans J. Soient I un tel intervalle et ¢ € I. Rappelons que
I'image de la fibre de 7/ au-dessus de 7. par le morphisme

m (AT UY)(fT —U)) — M (A) = X

est isomorphe au domaine affinoide V.. Pour ¢/ € I, ¢ < ¢, les images des
sections par le morphisme 7 joignent les composantes connexes de V. a celles
de V.. Puisque les différentes sections aboutissent & des composantes connexes
distinctes et que toutes sont atteintes, on en déduit que les composantes connexes
de V. sont les traces de celles de V. O
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3. Elimination des multiplicités

Conservons les hypotheses de la partie précédente : le corps k est un corps
algébriquement clos dont la valuation n’est pas triviale, ’espace X un espace
strictement k-affinoide intégre et la norme spectrale de la fonction f vaut 1.
Nous démontrons ici le théoreme 1 dans ce cas particulier.

Remarquons que, puisque le morphisme de normalisation est continu et sur-
jectif, nous pouvons, quitte & remplacer X par son normalisé, supposer que
lespace X est normal. D’apres [20], 4.18, les domaines V., pour ¢ > 0, sont
alors normaux. Il nous suffit donc de montrer qu’ils sont connexes, pour € assez
petit.

D’apres le paragraphe précédent, nous disposons d’un morphisme plat,

T MI{T, U} (fT —-U)) — D,

dont seule la fibre au-dessus du point 0 peut présenter des multiplicités. Nous
allons montrer qu’il est possible de modifier ce morphisme de fagon que toutes
ses fibres deviennent réduites.

Dans les raisonnements qui suivent, nous quittons le domaine des espaces
analytiques pour celui des schémas. Il nous faut donc introduire de nouveaux
objets. Soient D = Spec(k{U}), F' = Spec(Z{T,U}/(fT —U))et a: F — D le
morphisme induit par ¢ : kK{U} — &/{T,U}/(fT — U). Soient = un point fermé
de D\ {0} et x le point rigide de D qui lui correspond. La fibre de o au-dessus
de x a méme anneau que la fibre de 7 au-dessus de x. En particulier, elle est
réduite.

D’apres 2.1, le schéma F' est normal. Le probleme de réduction des fibres
auquel nous sommes confrontés se ramene donc a un probleme de multipli-
cités génériques. En effet, une hypersurface principale d’un schéma normal et
noethérien est réduite si, et seulement si, elle est génériquement réduite (c’est
une conséquence de la condition (S2), cf. [38], 17.1).

Rappelons que si R et S sont deux anneaux de valuation discrete et que
S domine R, on dit que S est faiblement non ramifié au-dessus de R lorsque
I'idéal maximal de R engendre I'idéal maximal de S. Si z désigne un point fermé
de D, la remarque précédente entraine que la fibre a~!(z) au-dessus de z est
réduite si, et seulement si, I'anneau O, est faiblement non ramifié¢ au-dessus
de I'anneau Op ,, pour tout point générique 7 de a~!(x). Aussi les méthodes

que nous mettrons en ceuvre viseront-elles a éliminer la ramification. Dans le
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cas ol elle est modérée, le lemme d’Abhyankar nous montre qu’il est possible
d’y parvenir, aprés un nombre fini d’extensions de Kummer sur la base. Pour
traiter le cas général, nous utiliserons le théoreme que démontre H. Epp dans
[25]. Rappelons-en I’énoncé, sous la forme corrigée qu’en proposent J. Oesterlé
et L. Pharamond dit d’Costa ([40], appendice, théoréme 2) :

Théoréme 3.1 (Epp). — Soient A et A’ deuz anneaux de valuation discréte,
K et K' leur corps de fractions, k et k' leur corps résiduel. On suppose que A’
domine A. Si la caractéristique p de k n’est pas nulle, on suppose que les éléments
de K'P, le plus grand sous-corps parfait de k', sont algébriques et séparables sur
k. Il existe alors une extension algébrique Ky de degré fini de K telle que :

a) la fermeture intégrale Ay de A dans Ki soit un A-module de type fini et un
anneau de valuation discréte ;

b) si K| est une extension composée de K et K', tout anneau de valuation
discréte A de corps des fractions K| qui domine A" est faiblement non ra-
mifié au-dessus de Aj.

Nous aurons besoin d’utiliser le fait que la propriété d’étre faiblement non
ramifié reste stable par certaines opérations. Le résultat suivant se déduit sans
peine de la proposition 1 de 'appendice du méme article [40].

Proposition 3.2. — Soient A et A’ deuz anneauz de valuation discréte, K et
K’ leur corps de fractions, k et k' leur corps résiduel. On suppose que A" domine
A et que A’ est faiblement non ramifié au-dessus de A. Soit Ay un anneau de
valuation discréete dont le corps des fractions Ky est une extension algébrique
de degré fini de K et dont le corps résiduel ki est une extension séparable de k.
Alors, si K est une extension composée de K; et K', tout anneau de valuation
discréte A) de corps des fractions K/ qui domine A" est faiblement non ramifié
au-dessus de Aj.

Notons 71, ..., 1y, avec p € IN*, les points génériques de la fibre du morphisme
a au-dessus de 0. Pour chaque i € [1,p], nous allons appliquer le théoréme de
Epp aux anneaux de valuation discrete Op g et Op,,. Les hypotheses en sont
vérifiées, en vertu du résultat suivant.

Lemme 3.3. — Supposons que la caractéristique du corps algébriguement clos
k ne soit pas nulle. Soit & une algebre strictement k-affinoide integre. Alors le
plus grand sous-corps parfait contenu dans le corps des fractions de A est égal
a k.
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Démonstration. — D’apres le lemme de normalisation de Noether ([11], 6.1.2/2),
il existe d € N et un morphisme fini ¢ : k{T1,...,Ty} — %B. La conclusion du
lemme est vérifiée pour le corps Frac(k{T1,...,Ty}), car Panneau k{T1,...,T;}
est factoriel. D’apres [25], §0.4, elle I'est encore aprés toute extension finie, ce
qui s’applique, en particulier, & Frac(£). O

Quel que soit i € [1,p], nous obtenons ainsi une extension algébrique finie
K, de Frac(k{U}) vérifiant les conclusions du théoreme de Epp.

Soient K une extension finie de k{U} dans laquelle s’injectent tous les corps
K,,, avec i € [1,p], et engendrée par les images de ces corps. Notons .4 la fer-
meture intégrale de k{U} dans Kj. Nous allons, a présent, considérer le spectre
de la fermeture intégrale de &7 {T,U}/(fT — U) dans un composé du corps de
ses fractions et de K. Géométriquement, cela revient a considérer le produit
fibré de F' par A = Spec(#") au-dessus de D, puis a le normaliser. Notons
G = Spec(¥) le schéma ainsi obtenu.

F<LF><DA<—G

=7

Commencons par énoncer quelques remarques sur les morphismes et les es-

paces apparaissant dans le diagramme.

a) Le morphisme surjectif A : A = Spec(/4") — D est plat et surjectif. Puisque
Panneau k{U} est excellent, il est également fini. En particulier, 'anneau .4~
est un anneau de Dedekind et une algebre strictement k-affinoide.

b) Le morphisme p: F' xp A — F est, lui aussi, fini, plat et surjectif. Le mor-
phisme G — F est donc encore fini et 'anneau ¢ est une algebre strictement
k-affinoide. On en déduit également que toutes les composantes connexes de
G se surjectent sur F.

¢) Le morphisme 3 : F xp A — A est plat et surjectif.

d) Le morphisme 7 est surjectif. Il est également plat, puisque, quelle que soit
la composante connexe H de G, 'anneau de Dedekind .4 s’injecte dans
I’anneau de H, qui est integre et donc sans torsion.

Etablissons encore deux propriétés, moins immédiates :

Lemme 3.4. — Le schéma F xp A est normal hors des fibres de a oy au-
dessus du point 0. En particulier, si x est un point de A\ A\~(0), alors la fibre
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de v au-dessus de x est isomorphe a celle de 5 au-dessus de x et donc a celle
de a au-dessus de \(x).

Démonstration. — Remarquons, tout d’abord, que les fibres du morphisme «
autres que la fibre au-dessus de 0 sont toutes normales. En effet, pour la fibre
générique, c’est évident et cela découle de 'interprétation géométrique des fibres
du morphisme 7 pour les points fermés. Puisqu’en outre, « est plat, le morphisme
F\a1(0) — D\ {0} est normal, au sens de [30], 6.8.1. Puisque A\ A71(0) est
un schéma normal, on en déduit que (F'\ a1 (0)) X py o3 (A\ A71(0)) est encore

normal, en vertu de [30], 6.14.1. O
Lemme 3.5. — Les fibres du morphisme v sont géométriguement réduites et
déployées.

Démonstration. — Les fibres du morphisme a, & 1’exception éventuelle de a~1(0),

sont géométriquement réduites et déployées. On en déduit, a I’aide du lemme
précédent, que les fibres du morphisme v au-dessus des points de A\ A~1(0)
le sont encore. Il nous reste & considérer les fibres au-dessus de A~1(0), qui
est une réunion finie de points fermés. Puisque le corps de base k est supposé
algébriquement clos, elles sont évidemment encore déployées.

Soient x un point fermé de A et H une composante connexe de GG. La fibre
du morphisme vy, induit par v sur H, au-dessus de ce point est une hypersur-
face principale différente de H. Soit ¢ I'un de ses points génériques. Il est de
codimension 1 dans H, tout comme ’est son image n dans F', par les théoremes
de Cohen et Seidenberg. Le point 7 est un donc un point générique de la fibre
de a au-dessus du point fermé A(z) de D et I'anneau local O ¢ est un anneau
de valuation discrete dominant O, et dont le corps des fractions coincide avec
le corps des fonctions de H. La construction de G et la proposition 3.2 nous
permettent alors d’affirmer que I’anneau de valuation discrete Og ¢ = Op ¢ est
faiblement non ramifié au-dessus de Oa ;. Par conséquent, la fibre y~1(z) est
génériquement réduite, et donc réduite, puisqu’il s’agit d’une hypersurface prin-
cipale d’un schéma normal et noethérien. O

Revenons, a présent, a des morphismes entre espaces analytiques.

X ~— M (F{T,U}/(fT -U))<~— A (9)

1,

D N
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Soit w un point rigide de N = .#(4") qui s’envoie sur 0 € D par le mor-
phisme 0 : N — D. D’apres le lemme 3.4, il existe un voisinage affinoide V' de
w dans N tel que, pour tout point rigide v de V' \ {w}, la fibre du morphisme
o M(9) — N au-dessus de v soit isomorphe & V. @y 7 (w), ot w = 6(v),
e=|Uw)|>0et Ve={zxe X||f(z)| >¢e}

Toutes les conditions sont, a présent, réunies pour que nous puissions appli-
quer la théoréme 1.9 au morphisme o au voisinage du point w. En effet, le mor-
phisme o est plat et a fibres géométriquement réduites et déployées, car v lest.
Le théoreme nous assure ’existence d’une partie simple P d’un domaine affinoide
de V, de morphisme quasi-étales et de sections satisfaisant certaines conditions.
Rappelons qu’une partie simple contenant un point rigide contient toujours un
voisinage de ce point. Considérons un morphisme quasi-étale e : U — V dont
I'image contient P. Choisissons un point rigide w’ de U qui soit un antécédent
de w par e. Puisque le corps de base k est algébriquement clos, le corps résiduel
complété 7 (w) l'est également et le morphisme e induit un isomorphisme

H(w) = H(W).

Puisque les points w et w’ sont rigides et donc intérieurs, on en déduit qu’il
existe un isomorphisme local entre un voisinage affinoide de w’ et un voisinage
affinoide de w, en vertu de [5], 3.4.1.

En composant les différents isomorphismes réciproques par les sections du
théoreme et en restreignant de facon adéquate, nous déduisons finalement 1’exis-
tence d’un voisinage V'’ de w dans V et d’une famille finie 7 de sections de o sur
V' satisfaisant la condition suivante : pour tout point v de V', chaque compo-
sante connexe de la fibre du morphisme o au-dessus de v contient un et un seul
élément de la forme t(v), avec t € 7. Remarquons que nous pouvons supposer
que V' est connexe par arcs, puisque N D’est localement.

Puisque le morphisme § : N — D est fini et plat, il est ouvert au voisinage des
points rigides de N, donc il existe € > 0 tel que I'image de V' par § contienne
I'ensemble {d € D ||U(d)| < &}. Soit v un élément de V' tel que |U(6(v))| = e.
Soit ¢’ €]0,¢]. Il existe un chemin continu ! dans V' joignant v & un point v’

vérifiant les deux conditions
[U@G(1)| C [€e] et [UG())] =€

Pour chaque t € 7, I'image du chemin [ par la section ¢ fournit un chemin [;

dans . (9).
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Projetons, a présent, les chemins ainsi construits dans X par le morphisme
MG) — M(A{T, U} (fT-U)) - X =.4(A).

Quel que soit w € [, chaque composante connexe de o~ !(w) coupe un et un
seul des chemins I;, avec t € 7. Les images de ces chemins joignent donc les
composantes connexes de V. aux composantes connexes de V... En particulier,
les composantes connexes de V. sont les traces de celles de V., et donc les traces
de celles de {z € X/ f(z) # 0}. Or, d’apres [3] ou [37], le complémentaire
de I'hypersurface définie par f dans X est connexe, des que X est connexe.
Par conséquent, le domaine affinoide V. est connexe. Nous avons finalement
démontré le résultat suivant :

Théoréeme 3.6. — Soient k un corps ultramétrique complet algébriquement
clos dont la valuation n’est pas triviale, X un espace strictement k-affinoide
intégre et f une fonction analytique sur X dont la norme spectrale vaut 1. Alors
le domaine affinoide de X défini par

{z e X|[f(2)| = €}

est irréductible, dés que € est assez petit.
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4. Démonstration des théorémes annoncés

Dans cette partie, nous expliquons comment déduire les théorémes 1 et 2 en
toute généralité a partir de ceux démontrés dans les deux paragraphes précédents.
Fixons un corps ultramétrique complet & et un espace k-affinoide X d’algébre
.

Intéressons-nous, tout d’abord, au théoreme 1. Soient n € N* et f1,..., f
des fonctions analytiques sur X. Quel que soit € = (e1,...,&,) € (R7)", nous
noterons V; le domaine analytique de X défini par

Vo= U o e XI15@) 2 e
1<j<n
Supposons que l'espace X soit irréductible et montrons que le domaine af-
finoide V est irréductible, dés que € est assez petit. Comme dans le paragraphe
précédent, puisque le morphisme de normalisation est continu et surjectif, nous
pouvons, quitte a remplacer X par son normalisé, supposer que l’espace X est
normal.

Soit j € [1,n]. Commencons par nous intéresser aux espaces affinoides du
type
Vie ={z € X[|f;(2)] = e},

avec ¢ > 0. Soit K un corps ultramétrique complet algébriquement clos conte-
nant k tel que 'espace X®@K soit strictement K-affinoide. Le résultat que nous
cherchons a démontrer est évident lorsque la fonction f; est nulle. Nous excluons
dorénavant ce cas. D’apres [11], 6.2.1/4 (ii), il existe alors ¢ € K* et m € N*
tels que |c¢ f]m\sup = 1. Nous pouvons donc supposer que la norme spectrale de
fj vaut 1, quitte a remplacer f; par c f]m, les domaines affinoides en jeu étant
alors liés par la relation

3

1/m
o € XOuK ||ef}' ()] 2 <} = {x e xeuk |I5) = () }
L’espace strictement K-affinoide X®,K possede un nombre fini Z1,...,Z,,
avec r € N, de composantes irréductibles. Sur chacune d’elles, le théoreme 1 est
valable, d’apres le théoréme 3.6. Par conséquent, il existe ¢/ > 0 tel que, quel
que soit i € [1,7] et quel que soit e €]0,&'], 'espace

{z € Zillfi(2)| z €}
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soit connexe.

Pour ¢ € [1,7], notons Y; I'image de Z; dans X. Quitte & imposer un nou-
vel ordre sur les indices, nous pouvons supposer qu'il existe s € [1,r] tel que
Zi,...,Zs ne soient pas contenus dans

Vi = {o € X | fi(x) £0)

et que Zsi1,..., 24, le solent. Pour i € [1,s], choisissons un point P; de Y; en
lequel f; ne s’annule pas. D’apres [3] ou [37], 'espace V, est connexe et méme
connexe par arcs, en vertu de [4], 3.2.1. Par conséquent, quel que soit ¢ € [2, 5],
il existe un chemin joignant P; a F; sur lequel f; ne s’annule jamais. Ce chemin
étant compact, la fonction f; y atteint son minimum &, > 0.

Posons ¢; = min(e’,&),...,¢}). Soit ¢ €]0,¢;[. Puisque le morphisme de
changement de base

XK — X

est continu et surjectif, le domaine affinoide Vj . est connexe. D’apres [20], 4.18, il
est également normal, car X est normal. On en déduit qu’il est donc irréductible.

Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer qu’aucune des fonctions
fj, avec j € [1,n], n’est nulle. Puisque X est irréductible, il existe un point
xz de X en lequel aucune des fonctions fj, avec j € [1,n], ne s’annule. Soit
e € [[;_;]0,min(e;, | fj(2)[)[. Le domaine analytique Ve est alors réunion de
parties connexes dont I'intersection contient un voisinage de x dans X. Le lemme
suivant nous montre qu’il est irréductible.

Lemme 4.1. — Soient V et W deux domaines analytiques irréductibles de X .
Si Uintérieur de 'intersection V N'W n’est pas vide, alors la réunion VUW est
wrréductible.

Démonstration. — Supposons que le domaine analytique V' U W soit connexe.
Soient Y et Z deux fermés de Zariski de V UW dont la réunion recouvre VUW.
Supposons que Y # VUW. Nous avons alors Y NV £V ou Y NW #£ W. Nous
pouvons supposer que Y NV # V. Par irréductibilité de V', nous avons alors
Z NV =V, autrement dit, V C Z. Par irréductibilité de W, nous devons avoir
WcCcYouWCZ.

Supposons, par I'absurde que I'on ait W C Y. Nous avons alors VW C YNZ.
Le domaine analytique d’intérieur non vide V N'W de V est donc contenu dans
le fermé de Zariski non trivial Y N Z du domaine analytique irréductible V.
D’apres [4], 3.3.21, cette situation est impossible.
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Finalement, nous avons W C Z et donc V UW C Z. Par conséquent, le
domaine analytique V U W est irréductible. U

Passons a la démonstration du théoreme 2. Soit f une fonction analytique sur
X. Nous noterons Ry le sous-Q-espace vectoriel de R’ engendré par les valeurs
non nulles de la norme spectrale sur 'algebre k-affinoide /. En particulier, si
X est strictement k-affinoide, on a Ry = +/[k*]. Cette définition est justifiée
par le lemme suivant.

Lemme 4.2. — [ existe un corps L ultramétrique complet algébriquement clos
et de valuation non triviale contenant k tel que l’espace X @ L soit strictement
L-affinoide. Un tel corps peut étre choisi de facon a vérifier en outre

L] = VIL*| = Rx.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons a la partie du théoreme 2
concernant les composantes connexes. L’espace X n’est plus supposé irréductible.
Nous utiliserons la définition suivante.

Définition 4.3. — Soient Y un espace k-analytique et g une fonction analy-
tique sur' Y. Nous dirons qu’un intervalle I de R™ est régulier pour la fonction
g sur l'espace Y si, quels que soient €', € I, avec &' < e, l'application

mo({y € Y [lg()| > €}) — mo({y € Y ||g(y)| > £'})

induite par linclusion est bijective.

D’apres [20], 5.5, le nombre de composantes connexes géométriques de X et
de ses domaines affinoides reste inchangé lorsque 1’on étend le corps de base. Par
conséquent, quitte a changer k en le corps L du lemme précédent, nous pouvons
supposer que le corps k est algébriquement clos, de valuation non triviale et
que l'espace X est strictement k-affinoide. Il nous faudra cependant remplacer

[k*] par \/[L*] = |L*| = Rx.

Afin de réduire encore notre probleme, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 4.4. — Supposons que l’espace X soit réunion de deux fermés de Za-
riski Y et Z sur lesquels il existe une partition finie de RT en intervalles
réguliers pour f et dont les bornes sont des éléments de \/WU{O, +oo}. Alors,
la méme propriété vaut sur X.

Démonstration. — Quel que soit € > 0, nous noterons
Vi={zeY||f@)|2e} et V'={zeZ]||f(z)]>e}

Soit I un intervalle de R™ qui soit régulier pour f & la fois sur Y et sur Z et dont
les bornes sont des éléments de /|k*| U {0, +o00}. Il suffit de montrer qu’un tel
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intervalle admet une partition finie en intervalles réguliers pour f sur X avec la
méme condition sur les bornes. Nous pouvons supposer que, quel que soit € € 1,
I’espace affinoide V; n’est pas vide.

Soit a € I. Notons C1,...,C,, avec € N, les composantes connexes de V/
et Criq,...,Cs, avec s € N, celles de V. Pour ¢ € I et i € [1,7], nous noterons
Ci « Punique composante connexe de V! qui vérifie

CieNV, =C;nV,

max(e,x) max(e,x)"
Pour e € I et j € [r+1,s], on définit de méme une composante connexe C; .
de V.

Soit € € I. Remarquons que toute composante connexe C' de V. s’écrit de

c=Jci,

ieP

maniere unique sous la forme

ou P désigne une partie de [1, s]. Définissons 'application
ce : [1,s] — P([1,s])

qui & un entier i € [1, s] associe I'ensemble des entiers j € [1, s] tels que C; . et
C;,e soient contenus dans la méme composante connexe de V.

L’application ¢ : € — ¢. ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs et est
décroissante, au sens otl, pour € > ¢, on a

Vi e [1,s], co (i) C ce(i).

Par conséquent, il existe une partition finie P de I en intervalles sur lesquels
I’application ¢ est constante. Chacun de ces intervalles est régulier pour f sur
X.

Soit 8 € \/W tel que Papplication ¢ soit constante sur l'intervalle I N[0, G].
Les parties C g, ..., Cs g sont alors des domaines strictement affinoides de Vj et
donc de X. Nous pouvons choisir les intervalles de la partition P de facon que
leurs bornes différentes de celles de I'intervalle I soient contenues dans I’ensemble

E des éléments ¢ de I pour lesquels il existe des indices i, 5 € [1, s] tels que
Ve' e IN[0,el, CigNCipN Ve #10
et
Ve' e INle, +ool, C;pNCjaN Ve = 0.
En d’autres termes, chaque élément de E peut étre obtenu comme la valeur

maximale de la valeur absolue de la fonction f sur un certain domaine stricte-
ment affinoide de X. D’apres [11], 6.2.1/4, on en déduit que E C /|k*|. O
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Tachons, tout d’abord, de démontrer qu’il existe une partition finie de R
en intervalles réguliers pour f sur X et dont les bornes sont des éléments de
\/W U {0,4o00}. Puisque l'espace k-affinoide X possede un nombre fini de
composantes irréductibles, le lemme précédent nous montre qu’il suffit de le
prouver pour chacune d’elles. Nous pouvons donc supposer que 'espace X est
irréductible et méme integre. D’apres [11], 6.2.1/4 (ii), si la fonction f n’est pas
nulle, nous pouvons supposer que sa norme spectrale vaut 1. Dans ce cas, nous
savons, d’apres le théoreme 1, qu’il existe ¢/ €]0,1] N \/W tel que, quel que
soit € €]0,¢€'], 'espace

Ve={z e X|[f(z)] = &}

soit connexe. Par hypothese, I'espace Vj = X est connexe, donc l'intervalle [0, &’[

est régulier pour f sur X. Quel que soit ¢ € |1, 4o00[, l'espace V. est vide et I'in-

tervalle ]1, +o00[ est donc également régulier pour f sur X. Le théoreme 1.10

nous assure encore qu'il est possible de découper l'intervalle [¢', 1] en un nombre

fini d’intervalles réguliers pour f sur X et dont les bornes sont des éléments de

\/W U {0, +oo}. Par conséquent, il existe une partition finie de R* en inter-

valles réguliers pour f sur X dont les bornes jouissent de la méme propriété.
Intéressons-nous a présent a la forme des intervalles de la partition précédente.

Les lemmes qui suivent nous permettront de 'obtenir, concluant ainsi la démonstration

du théoréme 2.

Lemme 4.5. — Quel que soit 3 > 0, il existe o € [0, ([ tel que, quel que soit
e € |a, 0], Uapplication naturelle

mo(Vs) — mo(Vz)
soit injective.

Démonstration. — Soit S > 0. Puisque V3 ne possede quun nombre fini de
composantes connexes, il suffit de montrer que deux d’entre elles, Cy et Cf,
distinctes, sont contenues dans deux composantes connexes distinctes de V%,
avec € < 3, dés que ¢ est assez proche de (3.

Remarquons qu’il existe une fonction, g analytique sur Vj, vérifiant

9oy =0, go, =1let g> — g =0.

Puisque V3 est un domaine rationnel de X, nous pouvons approcher la fonction
g, uniformément sur V3, par une suite de quotients d’éléments de .2/ sans poles
sur V3. Par conséquent, il existe p,q € &7 tels que ¢ ne s’annule pas sur Vg et
1

Vo € Va, lgla) — h(@)] < 5 et [13(x) — h(@)] < .
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ou h = p/q. Le lieu d’annulation de ¢ est une partie compacte de X, disjointe
de Vg, sur laquelle la fonction continue f atteint son maximum M < 3. Soit
M’ € |M, 3]. La fonction méromorphe h est analytique sur Vj,. Définissons un
compact K de Vs par

K = {3: € Vap | |h?(z) — h(z)| > %}

La fonction continue f y atteint son maximum M;. Puisque K et V3 sont dis-
joints, on a nécessairement M; < 3. Fixons a € | My, .
Soit € € [a, B]. Le compact K est disjoint de V. donc, quel que soit x € V,
on a |h(h —1)(z)| < 1/4. Posons
1 1
Doz{xGVEHh(xﬂ < 5} etD1:{$€‘/}||h(:ﬂ)—1| <§}
Ces deux ouverts sont disjoints et recouvrent V.. Par conséquent, ils sont réunions
de composantes connexes. En outre, Cy C Dy et C7 C D1, donc les parties Cy
et Cp sont contenues dans deux composantes connexes distinctes de V. O

Lemme 4.6. — Sil'intervalle [, ] est régulier pour f sur X, alors l'intervalle

[a, B] Uest encore.

Démonstration. — 11 nous suffit de montrer que 'application naturelle
v:mo(Vg) — mo(Va)

est bijective. D’apres le lemme 4.5, elle est injective. Montrons qu’elle est également
surjective.

Soit C' une composante connexe de V. C’est une partie compacte sur laquelle
la fonction continue f atteint son maximum M. Puisque lintervalle [«, 3] est
régulier pour f sur X, on a C NV. # 0 et donc M > &, quel que soit € € [«, (]
On en déduit que M > 3, autrement dit que C'N Vj # ). Choisissons une com-
posante connexe de Vg coupant C. Elle s’envoie sur C' par ¢. L’application ¢ est
donc surjective. O

Il nous reste a démontrer la partie du théoreme 2 qui concerne les composantes
irréductibles. Elle se déduit de celle qui concerne les composantes connexes lors-
qu’on 'applique au normalisé de X.

Enongons, a présent, un corollaire du théoréme 1. Il figure déja dans [4], §2.3,
sans démonstration.
Corollaire 4.7. — Un point d’un bon espace k-analytique en lequel ’anneau
local est integre posséde une base de voisinages affinoides irréductibles.
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Démonstration. — L’espace étant bon, il suffit de démontrer que tout point
d’un espace k-affinoide en lequel I’anneau local est intégre posseéde un voisinage
affinoide irréductible. Soient Y un espace k-affinoide et y un point de Y en lequel
I'anneau local Oy, est integre. Alors le point y ne peut étre situé que sur une
seule des composantes irréductibles de Y. Notons F' cette composante et G la
réunion des autres. Soit g une fonction analytique sur Y nulle sur le fermé de
Zariski G et ne s’annulant pas en y. D’apres le théoreéme 1, il existe ¢ €]0, | f(z)]]

tel que le domaine affinoide

v eY|lfW) >t ={y € FIIf(¥) > ¢}

soit irréductible. O
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5. Privilege

Dans cette partie, nous énoncons et démontrons un résultat de privilege
pour les variétés analytiques p-adiques. La septiéme partie de larticle [19]
d’A. Douady est consacrée a cette notion, dans le cadre analytique complexe.
Rappelons-en quelques définitions et notations.

Si K est une partie compacte de C™, avec n € N, on note O(K) l'espace
vectoriel des germes de fonctions analytiques au voisinage de K et B(K) son
adhérence dans 'espace de Banach des fonctions continues sur K. Si .% est un
faisceau analytique cohérent défini au voisinage de K, on note .#(K) la limite
inductive des modules des sections de .% sur les voisinages ouverts de K et

B(K,%#) = B(K) Qo (K) F(K).

Revenons, a présent, au cadre des espaces analytiques définis sur un corps
ultramétrique complet. Soient Y un espace k-analytique normal et séparé et V =
A (/) un domaine affinoide de Y contenu dans l'intérieur de Y. En définissant
B(V') de la méme fagon que précédemment, on obtient un isomorphisme

B(V) > of

et lon retrouve les sections du faisceau structural pour la G-topologie. De
méme, si % désigne un faisceau cohérent pour la G-topologie de Y, la for-
mule définissant B(V,.#) redonne exactement le .&7-module de type fini .Z (V)
des sections globales de .% sur V.

Définition 5.1. — Soient k un corps ultramétrique complet, Y un bon espace
k-analytique et F un faisceau cohérent défini sur'Y. Nous dirons qu’un voisi-
nage affinoide V- d’un point y de ’espace k-analytique Y est privilégié pour le
faisceau F s’il vérifie

F(V) = Fy,

ou F (V') doit étre pris au sens de la G-topologie et %, au sens de la topologie
sur l’espace topologique sous-jacent |Y|.

Pour qu’'un voisinage compact K d’un point soit privilégié, A. Douady im-
pose non seulement la condition qui figure dans la définition, mais encore une
autre qui porte sur des propriétés d’exactitude du foncteur B(K,.) (cf. [19], §7,
définition 2). Dans notre cadre, elles seront toujours vérifiées pour les domaines
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affinoides.

Signalons que 'on peut penser & un voisinage privilégié pour un faisceau
cohérent comme un voisinage sur lequel vaut une généralisation de 1'unicité
du prolongement analytique. En effet, si Y désigne un espace k-analytique
irréductible et réduit, nous savons, d’apres [4], 3.3.21, qu’une fonction nulle
sur un ouvert non vide de Y est identiquement nulle. Ce résultat se traduit
par le fait que Y est un voisinage privilégié de tous ses points pour le faisceau
structural. Nous en déduisons aussitot le lemme suivant.

Lemme 5.2. — Dans un espace k-analytique réduit, un voisinage affinoide
d’un point est privilégié pour le faisceau structural dés que toutes les compo-
santes 1rréductibles du voisinage passent par ce point.

O

Nous souhaitons montrer ici que tout point d’un espace k-analytique possede
un systeme fondamental de voisinages affinoides privilégiés pour un faisceau
cohérent fixé, du moins lorsque ’espace est bon. Ce résultat est analogue a ce-

lui démontré par A. Douady dans [19] (§6, théoreme 1). Notre démonstration
reprend des idées qui figurent dans I'article [26] de J. Frisch.

Lemme 5.3. — Soient Y un espace k-analytique, y un point de Y et
0—F —F 7"

une suite exacte de faisceauxr cohérents sur Y . Alors, un voisinage affinoide de
y privilégié pour les faisceauxr F' et F" 'est encore pour le faisceau F .

Démonstration. — Ce résultat provient directement de I'exactitude a gauche du
foncteur des sections globales. O
Lemme 5.4. — Soient Y un espace k-affinoide et F un faisceau cohérent sur

Y. Alors il existe un entier r € N, une filtration
0=%yCH C...C % =%

de F par des sous-faisceaux cohérents et r fermés de Zariski de Y intégres
20, ..., Zr—1 vérifiant la condition suivante : quel que soit i € [0,7 — 1], on
dispose d’un isomorphisme de faisceaux

yz’—i—l/yi ~ ﬁzi.
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Démonstration. — Le module .# (YY) des sections du faisceau cohérent .# sur
Y est un module de type fini sur l'algebre % de Y. Par conséquent, il existe un
entier » € N, une filtration

O=MyCMyC...CM.=M

de M par des sous-ZB-modules de type fini vérifiant la condition suivante : quel
que soit i € [0,r — 1], il existe un idéal premier p; de A et un isomorphisme

M1 /M; ~ Bp;.

Pour i € [0,r], notons .%; le faisceau cohérent associé a M; sur Y et, pour
i € [0,r — 1], notons Z; le fermé de Zariski integre de Y d’algebre A/p;. Ils
satisfont la conclusion du lemme. O

Théoreme 5.5. — Soient k un corps ultramétrique complet, Y un bon espace
k-analytique et F une famille finie de faisceauxr cohérents sur Y. Tout point
de Y posséde un systeme fondamental de voisinages affinoides privilégiés pour
chacun des faisceauzx de F.

Démonstration. — Soit y € Y. Par définition d’un bon espace, le point y possede
un systeme fondamental ¥ de voisinages affinoides dans Y. Il suffit de montrer
que, quel que soit V' € ¥, le point y possede un voisinage affinoide dans V'
qui soit privilégié pour chacun des faisceaux de F. Soit V € ¥". Notons % son
algebre.

Soit .# un élément de F. D’apres le lemme 5.4, il existe entier r(.%#) € N,
une filtration

OZLO%-\QCLO}HC...CQT(Q) =7
de .# par des sous-faisceaux cohérents et r(.#) fermés de Zariski de V integres
ZFz 05 L p(F)-1

vérifiant la condition suivante : quel que soit i € [0,7(.%) — 1], on dispose d'un
isomorphisme de faisceaux

Définissons I’ensemble
P={Zz; Fe€F,0<i<r(F)—1}
D’apres le lemme 5.3, il nous suffit pour conclure de montrer que le point y
possede un voisinage affinoide privilégié pour chacun des faisceaux Oy, avec

Z € P. Notons Q l'ensemble des éléments de P évitant le point y. Leur réunion
R définit un fermé de Zariski de V' ne contenant pas y. Par conséquent, il existe
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une fonction g € A qui soit nulle sur R, mais pas en y. D’apres le théoreme 1,
il existe € €]0, [g(y)|[ tel que l'espace affinoide

{z€Z]lg(2)| =z €}

soit irréductible, quel que soit Z dans P\ Q. Notons W le voisinage affinoide de
y dans V défini par

W ={zeV|lg(z)| = €}.
Soit Z € P. Si Z € Q, le faisceau 0y restreint a W est nul et le voisinage W de y
est donc privilégié pour 0. Si Z ¢ Q, le fermé de Zariski ZNW est irréductible

et on dispose donc d’un morphisme injectif
ﬁz(W) ~ ﬁme(Zﬁ W) — ﬁzy.

Autrement dit, le voisinage W de y est, dans ce cas encore, privilégié pour
Oy. O



ANNEXE A

UN ANALOGUE p-ADIQUE DU THEOREME DE
J. FRISCH

Nous proposons ici un analogue, dans le cadre des espaces analytiques définis
sur un corps ultramétrique complet, du théoreme 1,9 qui figure dans larticle [26]
de J. Frisch. Nous suivrons, ici, la démonstration de C. Banica et O. Stanasila
(cf. [2], 5, fin du §3). Nous obtiendrons une version un peu plus générale du
théoréme, proche de celle que propose Y.-T. Siu dans [45]. Commengons par

une définition et un lemme.

Définition 0.1. — Soient k un corps ultramétriqgue complet et Y un espace k-
analytique. Une partie A de Y est dite morcelable si, pour tout fermé de Zariski
Z défint au voisinage de A, l'image réciproque de AN Z dans le normalisé de Z

posséde un nombre fini de composantes connexes.

Lemme 0.2. — Soient k un corps ultramétrique complet et Y un espace k-
analytique. Si l'espace Y est normal, alors le support de tout faisceau d’idéaux

cohérent sur'Y est ouvert et fermé.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que Y est un espace k-affinoide. Soit
#Z un faisceau d’idéaux cohérents sur Y. Comme tout faisceau cohérent, son
support est fermé dans Y. Pour conclure, il nous suffit de montrer qu’il est
également ouvert. Soit y un point de Y en lequel la fibre de # n’est pas nulle.
Alors il existe un voisinage ouvert connexe V de y et une fonction analytique
g € _Z(V) qui ne soit pas identiquement nulle sur V. Soit z € V. D’apres [4],
3.3.21, le fermé de Zariski défini par g est d’intérieur vide dans l’espace normal
et connexe V. En particulier, la fonction g n’est nulle sur aucun voisinage de z
dans V. On en déduit que la fibre _Z, n’est pas nulle et donc que le support de
J est ouvert. O
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Le résultat de finitude sur lequel nous nous appuierons concerne les familles
croissantes de faisceaux cohérents.

Lemme 0.3. — Soient k un corps ultramétrique complet et Y un espace k-
analytique. Notons 7 : Y — Y le morphisme de normalisation. Soit A une partie
de lespace topologique sous-jacent a Y telle que m~1(A) posséde un nombre
fini de composantes connexes. Soit (F,)neN une suite croissante de faisceaux
d’idéaux cohérents de Oy définis chacun sur un voisinage de A. Soit a un point
de A en lequel la fibre (%,)q est nulle, quel que soit n € N. Alors il existe un
voisinage de a dans A sur lequel toutes les fibres du faisceau %, sont nulles,
quel que soit n € N.

Démonstration. — Quel que soit b € 7~!(a), il existe un voisinage V;, de b dans
Y tel que 7'(A) NV, soit connexe. La partie V = Uberl(A) V, définit un
voisinage de la fibre 77 (a) dans Y, donc il existe un voisinage U de a dans Y’
tel que 7~ 1(U) C V. Nous allons montrer que, quel que soit n € N et quel que
soit ' € UN A, on a

(Fn)a = 0.
Soit n € N. Notons _#, le faisceau défini par

/n = ﬁ_l(fn) ﬁf/.

C’est un faisceau d’idéaux cohérent défini sur un voisinage de 7~ '(A) dans Y.

Quel que soit b € 7 1(a), il existe un voisinage V;,, de 7= 1(A) NV} sur lequel
P est défini. Puisque

(/n)b = (fn)a ﬁf/,b = 07
la fibre de _#,, est nulle en tout point de V;,,, d’apres le lemme 0.2. La partie
Vi = Uper-1(a) Vo est un voisinage de 7Y (ANU) dans Y. Par conséquent,
la fibre du faisceau 7, ¢, est nulle en tout point de AN U. Or le diagramme

commutatif

/n—>7r*/n

L

montre que le faisceau _#,, s’injecte dans le faisceau . _¢,. Le résultat annoncé
s’en déduit. O

Proposition 0.4. — Soient k un corps ultramétrique complet, Y un espace k-
affinoide et A une partie de l'espace topologique sous-jacent a'Y . Soient .F un
faisceau cohérent défini sur'Y et (Fp)nen une suite croissante de sous-faisceaus
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cohérents de ¥ définis chacun sur un voisinage affinoide de A. Si la partie A
est morcelable, alors la suite (Fp)nen est localement stationnaire dans A au
sens ou, quel que soit a € A, il existe un entier ng € N et un voisinage U de a
dans A tels que

Vn >mng, Vz € A, (Fny)z — (Fn).-

Démonstration. — Supposons que la partie A soit morcelable. Soit a € A. 11
existe ng € N tel que, quel que soit n > ng, on ait

(Zno)a = (Fn)a-

Quitte a restreindre Y, a remplacer .% par .% /%, et %, par %, /%,,, pour

n > ng, puis a décaler les indices, nous pouvons supposer que
(jn)a - 07
quel que soit n € N. D’apres le lemme 5.4, il existe un entier € N, une filtration
0= cgWc. . . cog=2

de % par des sous-faisceaux cohérents et r fermés de Zariski de Y integres
20, ..., Zp—1 vérifiant la condition suivante : quel que soit i € [0,r — 1], on
dispose d’un isomorphisme de faisceaux

9(2—}—1)/9(2) ~ ﬁz..

Il nous suffit, & présent, de montrer que, pour chaque i € [0, — 1], la sous-suite
(% n)nen de ﬂ(i)/ﬂ(iJrl) ~ Oy induite par (.%,)neN stationne au voisinage
de a dans A et méme au voisinage de a dans A N Z;. Le lemme précédent nous
permet de conclure. O

Il ne nous reste plus qu’a rendre global le résultat précédent pour obtenir le
théoreme recherché.

Théoreme 0.5. — Soient k un corps ultramétrique complet, Y un bon espace
k-analytique et K une partie compacte de l’espace topologique sous-jacent a 'Y .
Si1 K est morcelable et posséde un systéme fondamental de voisinages affinoides,
alors 'anneau O(Y, K) des germes de fonctions analytiques au voisinage de K
est noethérien.

Démonstration. — Soit (I,,)neNn une suite croissante d’idéaux de type fini de
O(Y,K). Pour n € N, notons ., le faisceau d’idéaux cohérents de 0y engendré
par I,,. D’apres la proposition précédente, la suite (.%,),en stationne sur K, au
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sens ou il existe ng € N tel que, quel que soit n > ng et quel que soit y € K, on

dispose d’un isomorphisme

~

(Fno)y — (Fn)y-

Puisque I'idéal I,,, est fini, il possede un systeme générateur fini (fi,..., fp),
avec p € N et f; € O(Y, K), quel que soit i € [1,p]. Le morphisme de faisceaux
. Oy - I
v (a1,...,ap) — arfi+...+apfp
est surjectif.

Soit m > ng. Si un morphisme entre deux faisceaux cohérents induit un iso-
morphisme entre les fibres en un point, alors il induit un isomorphisme au voi-
sinage de ce point. Par conséquent, les faisceaux .#,, et .7, coincident sur un
voisinage U,, de K. Soient g € I, et V,, un voisinage affinoide de K dans U,
sur lequel les fonctions f1,..., f,, g soient définies. Notons ¢ le noyau du mor-
phisme de faisceaux ¢. C’est encore un faisceau cohérent sur V,,. De la suite
exacte 0 - 4 — 0P — Z, — 0, on déduit une surjection

O(Vy)P - In (V)
(a1,...,ap) — arfi+...+apfp’

car H'(V,,, %) = 0. Par conséquent,

g€ (fi,-- s, fp)OVn) C(f1,.... [p) O, K) = I,.
On en déduit que I, = I,,,. O

Signalons que le théoreme que démontre J. Frisch concerne des compacts
possédant un systeme fondamental de voisinages composé d’espaces de Stein.
Dans le cadre des espaces analytiques définis sur un corps ultramétrique complet
k, il existe également une notion d’espace de Stein. Un espace k-analytique Y
est dit de Stein s’il existe une suite croissante (Y, )n,en de domaines affinoides
de Y vérifiant les conditions suivantes :

a) quel que soit n € N, Y,, est un domaine de Weierstra$l de Y, ;
b) la famille {Y,,, n € N} définit un G-recouvrement de Y.
La seconde condition, présente dans [35], 2.3, fait défaut dans [4], p. 96.
Il découle de la définition qu’une partie compacte d’un espace analytique

possédant un systeme fondamental de voisinages constitué d’espaces de Stein
possede encore un systeme fondamental de voisinages constitué d’affinoides.

Mentionnons, pour conclure, deux exemples de parties compactes morce-
lables :
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Nous dirons qu'une partie A d’un espace analytique Y est semi-analytique
si tout point de A posseéde un voisinage affinoide dans lequel la partie A
est semi-algébrique, c’est-a-dire décrite par un nombre fini d’inégalités entre
fonctions. Une telle partie est morcelable, lorsqu’elle est compacte, d’apres
[22], 3.2. Dans ce cas, nous retrouvons exactement 1’énoncé original de J.
Frisch.

Si Y est un espace k-analytique et K une extension de k, nous noterons Yx
I'espace K-analytique obtenu par extension du corps de base. Nous dirons
qu'un morphisme ¢ entre espaces k-analytiques est une immersion s’il se
décompose sous la forme

p: 4 —=Yg —Y,

ou Z désigne un fermé de Zariski d’'un domaine analytique de Yx et s’il induit
un homéomorphisme de Z sur son image Z’ et des isomorphismes entre les
corps résiduels complétés en tous les points de Z’. L’image de toute immersion
définit une partie morcelable. Les fibres des morphismes entre espaces k-
analytiques rentrent, par exemple, dans ce cadre. Remarquons qu’elles ne
sont pas semi-analytiques, en général.
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ESPACES DE BERKOVICH SUR Z
Résumé

A la fin des années quatre-vingts, Vladimir G. Berkovich a introduit une notion
d’espace analytique sur tout anneau de Banach. Nous nous proposons, dans cette these,
d’étudier le cas particulier ou I’anneau de Banach considéré est ’anneau des entiers Z
ou, plus généralement, un anneau d’entiers de corps de nombres.

La majeure partie de notre travail est consacrée a la droite analytique. Elle jouit de
propriétés semblables a celles des espaces analytiques complexes d'un point de vue to-
pologique, mais également algébrique, son faisceau structural étant cohérent. En outre,
en termes cohomologiques, ses disques se comportent comme des espaces de Stein.

Pour finir, nous exposons quelques applications des résultats géométriques énoncés
auparavant. Nous obtenons ainsi quelques propriétés de classes de fonctions parti-
culieres, telles les fonctions holomorphes sur un disque contenu dans C et dont le

développement en un point est a coefficients entiers.

BERKOVICH SPACES OVER Z
Abstract

At the end of the eighties, Vladimir G. Berkovich defined a notion of analytic space
over any Banach ring. Our thesis is devoted to the special case where this Banach ring
is Z or the ring of integers of a number field.

Most of our work deals with the analytic line. We manage to show it shares many
properties with the usual complex analytic spaces : the topological space is locally
arcwise connected, the local rings are Henselian and Noetherian, the structure sheaf is
coherent, the disks have no coherent cohomology, etc.

At last, we explain how these general results can be used to derive some properties
of convergent arithmetic power series, for example holomorphic functions over C whose

developpement in one prescribed point has integer coefficients.



