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Résumé

Mots clés : Supersymétrie, théorie de Yang—Mills, variables twistées, renormalisation,

identités de Slavnov-Taylor.

Cette these est constituée de deux contributions scientifiques qui ont donné lieu a deux
séries d’articles. On construit dans la premiere une symétrie vectorielle dans les théories
cohomologiques via une généralisation de I’équation de Baulieu—Singer, qui définit avec
I'opérateur BRST topologique un sous ensemble de générateurs de supersymétrie admet-
tant une représentation qui détermine ’action de la théorie de maniere unique.

La seconde série propose une méthode pour renormaliser les théories supersymétriques
de Yang—Mills en I’absence de schéma de régularisation préservant a la fois I'invariance de
jauge et la supersymétrie. La prescription de renormalisation est obtenue en définissant
deux opérateurs de Slavnov—Taylor compatibles respectivement pour I'invariance de jauge
et la supersymétrie. La construction de ces derniers nécessite 'introduction de champs
additionnels que nous avons appelés les champs d’ombre. Nous avons ainsi été en me-
sure de démontrer la renormalisabilité des théories de Yang—Mills supersymétriques et
I’annulation de la fonction 3 dans le cas de la supersymétrie maximale.

Apres une breve introduction, le second chapitre propose une revue de la théorie de
Yang-Mills de type cohomologique en huit dimensions. Le chapitre suivant examine les
réductions dimensionnelles en sept et six dimensions de cette théorie. Le dernier chapitre
propose quand a lui des résultats indépendants, sur une interprétation géométrique des
champs d’ombre, ainsi que des travaux non publiés sur la gravité topologique en quatre
dimensions, des considérations sur la symétrie superconforme et enfin la solution des

contraintes dans le super-espace twisté.






Abstract

From topological quantum field theories to supersymmetric
Yang—Mills theories

Key words : Supersymmetry, Yang—Mills theory, twisted variables, renormalization,

Slavnov—Taylor identities.

This thesis contains tow parts based on scientific contributions that have led to two
series of publications. The first one concerns the introduction of vector symmetry in
cohomological theories, through a generalization of the so called Baulieu—Singer equation.
Together with the topological BRST operator, this symmetry gives an off-shell closed
subsector of supersymmetry that permits to determine the action uniquely.

The second part proposes a methodology for renormalizing supersymmetric Yang—Mills
theory without assuming a reqularization scheme which is both supersymmetry and gauge
wmvariance preserving. The renormalization prescription is derived thanks to the defi-
nition of two consistent Slavnov-Taylor operators for supersymmetry and gauge inva-
riance, whose construction requires the introduction of the so called shadow fields. We
demonstrate the renormalizability of supersymmetric Yang—Mills theories. We give a fully
consistent, reqularization scheme independent, proof of the vanishing of the B function
and of the anomalous dimensions of the one half BPS operators in mazimally supersym-
metric Yang—Mills theory.

After a short introduction, in chapter two, we give a review of the cohomological Yang—
Mills theory in eight dimensions. We then study its dimensional reductions in seven and
siz dimensions. The last chapter gives quite independent results, about a geometrical
interpretation of the shadow fields, an unpublished work about topological gravity in four
dimensions, an extension of the shadow formalism to superconformal invariance, and

finally the solution of the constraints in twisted superspace.



a Gabriel Bossard



Description de la these

Cette these se décompose en deux contributions scientifiques, ayant donné lieu a des
publications dans des revues a comité de lecture, discutant des propriétés des théories
supersymétriques dans leurs formulations dites tordues (twistées). Les articles sont an-
nexés a la fin de la these, accompagnés d’un résumé en francais. Leur contenu n’est pas
reproduit dans le corps de celle-ci. Ce dernier discute au contraire quelques résultats qui

n’ont pas étés publiés ainsi que quelques sujets reliés au travail de these.

sokok

La premiere série de publications (annexes A.1, A.2, et A.3) considere la construc-
tion de la supersymétrie vectorielle dans les théories topologiques de type cohomologique
de Yang-Mills comme une symétrie de la fixation de jauge. On a ainsi mis en évidence
le fait qu’une action tordue (twistée) peut étre déterminée de maniére unique par une
construction dans la théorie cohomologique correspondante, sans avoir pour ce faire a
la définir & partir d’une opération de torsion (twist) sur une action supersymétrique. Le
principal résultat de cette construction est que les théories de Yang—Mills maximalement
supersymétriques admettent une sous algebre de symétrie incluant neuf générateurs de
supersymétrie qui permettent de déterminer ’action de maniere unique tout en admet-
tant une représentation fonctionnelle locale. Ce résultat est comparé dans la derniére

publication (annexe A.7) avec un résultat obtenu par Nathan Berkovits dans le passé.

*

Le tenseur énergie impulsion des théories de type cohomologique peut s’écrire comme
I’application de 'opérateur BRST topologique a un tenseur antécédent. On montre dans
[A.1] que la conservation de cet antécédent est équivalente a la donnée d'une symétrie
impaire dépendant d’un vecteur constant de la variété, dont ’anticommutateur avec la
différentielle BRST topologique est la dérivée de Lie le long de ce méme vecteur. En
incluant la représentation de la différentielle BRST topologique de Yang—Mills dans celle

de la gravité topologique, nous avons été en mesure de généraliser la notion de courbure
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étendue de Baulieu—Singer pour les théories de type cohomologique souches en dimension
quatre et huit, de maniere a y inclure la définition de cet opérateur vectoriel. L’équation
correspondante dépend d’une connexion de fond, de telle sorte qu’elle est définie globa-
lement quelque soit le secteur topologique considéré. Pour 1'obtenir, nous avons relevé
la définition de la courbure étendue sur le fibré principal correspondant, de maniere a
comprendre du point de vue de la courbure étendue, les changements de variables qui per-
mettent de simplifier la représentation de la différentielle BRST associée a une théorie
de jauge et qui font intervenir des termes dépendant de connexions de fond. En plus
de permettre la définition d’'une symétrie vectorielle, ’existence d'un vecteur constant
permet de définir une involution qui intervertit les opérateurs scalaire et vectoriel, ainsi
que les fantomes et les antifantomes topologiques. Cette involution est une symétrie
résiduelle de la symétrie SL(2,R) de la théorie de type cohomologique équilibrée obte-
nue par réduction dimensionnelle sur le cercle. De fait, 'existence d’un vecteur constant
sur la variété permet de montrer que l'indice de 'opérateur de Dirac de la théorie est
nul, ce qui exprime la dualité entre fantomes et antifantomes. On a montré que I'action
pouvait s’écrire comme ’action répétée des opérateurs BRST topologique et vectoriel sur
une action de type Chern—Simons correspondant a la fonction de Morse de la théorie

équilibrée en dimensions trois et sept.

En considérant le secteur complet de la théorie supersymétrique dans sa formulation
tordue, on a obtenu le résultat que 'opérateur vectoriel et la symétrie BRST topolo-
gique déterminaient ’action de maniere unique. Ces deux opérateurs admettant une
représentation fonctionnelle sur les champs, ils définissent un sous-secteur cohérent de la
supersymétrie maximale qui permet de déterminer correctement la théorie. Nous avons
généralisé ces différents résultats au cas de théories supersymétriques dans des fonds dits
), qui correspondent a la réduction dimensionnelle de théories de Yang—Mills définies
sur des espaces fibrés de base torique. Du point de vue des théories de type cohomo-
logique, ces fonds apparaissent dans I’étude de la cohomologie équivariante par rapport
a un groupe abélien d’isométries de la variété. On a montré dans [A.1] que la symétrie
vectorielle pouvait également étre naturellement interprétée dans ce cas. L’action peut
encore étre obtenue comme 'action répétée des opérateurs scalaire et vectoriel sur une
fonctionnelle de type Chern—Simons.

*

Nous avons étendu ces résultats dans [A.2] au cas de la théorie de Yang—Mills maxima-
lement supersymétrique en quatre dimensions dans sa formulation tordue correspondant

a la torsion (au twist) de Vafa-Witten. Les deux charges scalaires et les deux charges vec-
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torielles de la théorie peuvent étres obtenues a partir d’équations de courbures étendues
généralisant 1’équation de Baulieu—Singer. On y montre qu’en plus de la symétrie SL(2, R)
reliant respectivement les différentes charges scalaires et vectorielles, on peut définir un
automorphisme U(1) qui mélange les opérateurs scalaires et vectoriels. Le générateur
de ce dernier constitue un opérateur antécédent aux opérateurs vectoriels qui ne définit
cependant pas lui-méme une symétrie de la théorie. Afin d’obtenir une représentation
fonctionnelle locale de ces symétries, il est nécessaire de réduire la covariance SL(2, R)
a un sous groupe U(1) et de ne considérer qu'un opérateur vectoriel. Les six charges de
supersymeétrie restantes ont la propriété remarquable de contraindre a elles seules I'action
de la théorie de maniere unique. On a établi que cette propriété intéressante de la théorie
maximalement supersymétrique dans sa formulation tordue a la Vafa—Witten, n’admet

cependant pas d’analogie dans les deux autres formulations tordues de la théorie.

*

Ces derniers résultats montrent, que la grande majorité des théories de Yang—Mills
qui possede un nombre étendu de supersymétries, peut étre définie de maniere unique a
partir des secteurs basiques (invariants de jauge et incluant les fantomes topologiques)
de théories topologiques dans une jauge admettant un certain nombre de symétries vec-
torielles. La publication annexée A.3 généralise ces résultats aux cas des théories super-
symétriques N' = 1 en quatre et six dimensions. On y montre qu’on peut donner un
sens a la formulation tordue de ces théories, bien que le changement de variable ne soit
défini que sur les champs complexifiés. Ceci fait intervenir 'interprétation d’H. Nico-
lai des théories supersymétriques dans ’euclidien a ’aide d’identités de Ward formelles
pour la supersymétrie. On peut cependant définir une involution dépendant d’un vec-
teur constant, de telle sorte que la condition de réalité pour une fonctionnelle scalaire de
Lorentz en fonction des variables tordues, implique que la fonctionnelle correspondante
via une rotation de Wick définie dans la théorie minkowskienne est hermitienne. On y
définit a partir de la définition d'une courbure étendue, une charge scalaire et une charge
vectorielle qui permettent de définir de maniere unique ’action réelle sous l'involution
vectorielle. Le résultat s’étend au cas de couplages a la matiere faisant intervenir un

superpotentiel général et des termes de Fayet—Iliopoulos.

*

N. Berkovits a proposé une solution générale qui assure une représentation fonction-
nelle locale de la supersymétrie pour la théorie de Yang—Mills en dix dimensions. Celle-ci

fait intervenir des spineurs a valeurs dans un espace vectoriel de dimension sept, contraints
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en fonction des parametres spinoriels de supersymétrie. Il a montré que cette procédure
permet d’assurer I'involution d’au plus, neuf charges de supersymétrie. L’existence d'une
solution linéaire a ces contraintes nécessite de restreindre I'invariance de la théorie a un
groupe de symétrie globale admettant une représentation irréductible de dimension sept.
Nous avons montré dans le dernier article annexé A.7, que le sous super-groupe maxi-
mal du super-groupe de super-Poincaré en dix dimensions qui admet une représentation
fonctionnelle locale dans cette construction, a pour sous groupe bosonique, le groupe des
translations en produit semi-direct avec le sous groupe SO(1,1) x Spin(7) de SO(9,1).
Cette derniere propriété nous a amené a considérer la solution générale des contraintes
non linéaires de N. Berkovits, en fonction des champs décomposés en représentations
irréductibles de dimension finie de SO(1,1) x Spin(7). On a ainsi établi que la solution
générale linéaire correspond a une version « oxydée » de la théorie de type cohomo-
logique en huit dimensions, définie par les charges de supersymétrie scalaire et vecto-
rielle. Les transformations des champs sous ces charges peuvent étres définies a partir
de la définition d’une courbure étendue en dix dimensions. Nous proposons dans cet ar-
ticle la définition d’un super-espace tordu comptant neuf coordonnées fermioniques. Les
contraintes vérifiées par les superchamps de jauge correspondent a la version tordue des
contraintes usuelles définies modulo les équations du mouvement, plus une contrainte
additionnelle d’anti-autodualité pour une composante de la courbure, qui correspond a
la 2-forme antifantome dans la théorie de type cohomologique. Ces contraintes peuvent
étre résolues, les détails sont expliqués dans la section 4.4. On a finalement écrit I'action
de la théorie en fonction de superchamps dans une forme qui rappelle le formalisme de

super-espace harmonique.

*okok

La seconde série d’articles (annexes A.4, A.5 et A.6) résout le probleme de la renorma-
lisation des théories supersymétriques a tous les ordres de la théorie des perturbations, en
I’absence de régularisation préservant a la fois la supersymétrie et 'invariance de jauge.
La bonne définition du régulateur introduit par W. Siegel (réduction dimensionnelle)
s’avere ne pas s’étendre au dela de trois boucles, et aucune alternative satisfaisante n’a
été proposée jusqu’ici. Au prix de l'introduction de nouveaux champs, que nous avons
appelés des champs d’ombre, il est possible de définir des identités de Slavnov—Taylor
en involution pour l'invariance BRST et la supersymétrie. Ces identités permettent de
déterminer sans ambiguité les contre-termes non invariants nécessaires a la préservation

des symétries de la théorie a chaque ordre de la théorie des perturbations. La procédure
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s’étend au cas ou 'on considere des insertions d’opérateurs composites.

*

Nous définissons ces champs d’ombre et les transformations associées dans [A.4].
Ils permettent d’écrire les transformations de supersymétrie des champs a 'aide d’un
opérateur nilpotent modulo une dérivée de maniere compatible avec la définition de
lopérateur BRST, c’est a dire de facon que ces deux opérateurs anticommutent. En in-
troduisant des sources pour les variations des champs sous l'action de ces opérateurs
ainsi que sous leur action composée, on construit deux opérateurs de Slavnov—Taylor
compatibles pour la supersymétrie et I'invariance de jauge. On définit ainsi rigoureuse-
ment le probleme des anomalies dans une théorie de jauge supersymétrique. On montre
qu’on peut définir une fixation de jauge qui dépend d'un parametre constant de super-
symétrie compatible avec les deux symétries. La dépendance dans ce parametre de la
fonctionnelle génératrice des diagrammes une particule irréductibles est une variation
par rapport a l'opérateur linéarisé de Slavnov—Taylor BRST, de telle sorte que ce pa-
rametre ne contribue pas aux observables physiques de la théorie. On montre que la
fixation de jauge vérifie un certain nombre de symétries supplémentaires correspondant
a des généralisations des identités de Ward antifantomes en théorie de jauge. On résout
dans cet article le probleme des anomalies et de la stabilité de ’action, apportant ainsi
la premiere preuve complete et indépendante du régulateur de la renormalisabilité des

théories de jauge supersymétriques dans leur formulation en composantes.

*

C’est une conjecture communément admise que la théorie de Yang-Mills maximale-
ment supersymétrique admet comme symétrie I'algebre superconforme psu(2,2|4). L’in-
variance conforme de la théorie implique que sa fonction ( soit nulle, puisque c’est le
coefficient qui détermine ’anomalie de trace. Jusqu’a il y a peu, les différentes preuves de
I’annulation de cette fonction (3 a tous les ordres de la théorie des perturbations avaient
toutes pour défaut d’admettre 'existence d’un régulateur préservant a la fois I'invariance
de jauge et la supersymétrie. Seule la preuve proposée par S. P. Sorella et ses collabo-
rateurs était formulée a l'aide d’identités de Slavnov-Taylor valables indépendamment
du régulateur utilisé pour renormaliser la théorie. Cependant, les roles des identités de
Slavnov—Taylor associées respectivement a la supersymétrie et a l'invariance BRST y
étaient mélangés. Une clarification de cette preuve nécessite en fait l'introduction des
champs d’ombre. Sa formulation correcte a l'aide du formalisme introduit en [A.4] a

été 1'objet de l'article annexé [A.5]. On y utilise les résultats de [A.2] afin de simplifier
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considérablement les calculs. La preuve de la nullité de la fonction [ fait intervenir un lien,
via des équations de descente, entre la densité lagrangienne et des opérateurs un-demi
BPS primaires; ce dernier est établi en utilisant la sous algebre de supersymétrie a six
générateurs qui admet une représentation fonctionnelle. On établit également une preuve
de I'annulation a tous les ordres de la théorie des perturbations de la dimension anormale
des opérateurs un-demi BPS, sans prendre pour hypothese I'invariance superconforme de
la théorie. On déduit ce dernier résultat en utilisant des identités de Slavnov—Taylor pour

cinq charges de supersymétrie qui admettent une représentation fonctionnelle.

*

Le formalisme des ombres permet de calculer les fonctions de corrélation d’opérateurs
composites a n’importe quel ordre donné de la théorie des perturbations, tout en main-
tenant l'invariance par rapport a la supersymétrie. La publication annexée A.6 explique
la prescription de calcul des contre-termes non invariants a chaque ordre de la théorie
des perturbations. On y expose une simplification du formalisme dans le cas ot on se
restreint a I’étude d’opérateurs composites BPS ou de dimension canonique petite. Dans
ces cas, les fantomes de Faddeev—Popov et les fantomes associés aux ombres peuvent étre

intégrés trivialement.

Kk

Le corps de la these discute les théories de type cohomologique et leur lien avec les
théories supersymétriques correspondantes via une opération de torsion.

Le premier chapitre expose les motivations et introduit quelques concepts concernant
la supersymétrie et les théories de jauge.

Le chapitre suivant propose une breve revue de la théorie de Yang—Mills de type
cohomologique en huit dimensions introduite par L. Baulieu, I. M. Singer et H. Kanno,
et inclut quelques nouvelles notions dérivant des contributions de l'auteur. La fixation
de jauge de la théorie est définie en utilisant des champs d’ombre introduits dans la
publication annexée A.4. On y discute quelques propriétés de la symétrie vectorielle qui
ne sont pas exposées dans les publications.

Le troisieme chapitre décrit les réductions dimensionnelles de la théorie en sept et six
dimensions. On y explique que les résultats de la publication annexée A.1 s’étendent aux
cas de ces théories.

Le quatrieme chapitre est constitué de quatre parties distinctes. On discute dans
la premiere certaines interprétations géométriques des champs d’ombre introduits dans

la publication annexée A.4, ainsi que des théoremes de non renormalisation proposés
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dans [A.5]. La deuxieme partie expose un travail sur la gravité topologique qui définit
Iopération de torsion en espace courbe. La troisieme discute une extension du formalisme
introduit dans les publications [A.4, A.5, A.6] qui consideére I'invariance superconforme
de la théorie de Yang—Mills maximalement supersymétrique. La quatrieme explique la
résolution des contraintes sur le superespace tordu a dix dimensions définies dans [A.7].

Au court de la these, on parle souvent de représentation fonctionnelle locale, qu’on
appelle dans les publications et de maniere générale dans la littérature « représentation
hors couche de masse » . On a préféré dans cette these ne pas étendre la notion de couche
de masse, attribuée aux champs libres vérifiant leurs équations du mouvement, aux cas
de champs en interaction. Nous appellerons, dans ce qui suit, représentation fonctionnelle
locale une représentation fonctionnelle locale - qui existe toujours dans le formalisme de

Batalin—Vilkovisky - indépendante des antichamps.
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Chapitre 1

Préambule

« Figure-toi donc des hommes comme dans une habitation souterraine
ressemblant a une caverne, ayant l’entrée ouverte a la lumiére sur
toute la longueur de la caverne, dans laquelle ils sont depuis ’enfance,
les jambes et le cou dans des chaines pour qu’ils restent en place et
voient seulement devant euz, (...) ceuz-ci en effet, pour commencer,
d’eux-meémes et les uns des autres, penses-tu qu’ils aient pu voir autre
chose que les ombres projetées par le feu sur la partie de la caverne
qui leur fait face ? (...) Eh bien sans doute, s’ils étaient capables de
dialoguer entre euz, les choses présentes étant les mémes, ne crois-tu
pas qu’ils prendraient ’habitude de donner des noms a cela méme qu’ils

voient ¢ »

L’allégorie de la caverne, traduite du septieme

livre de la république de Platon

1.1 Motivations

1.1.1 Pourquoi étudier la supersymétrie

Un grand nombre de phénomenes en physique des particules sont décrits par des
théories de jauge. Il est admis dans la communauté scientifique que la physique des
hautes énergies aux échelles d’ores et déja accessibles par les expériences, est décrite avec
une grande précision par le modele standard. Mais si les théories de jauge semblent don-
ner une modélisation tout a fait satisfaisante de la physique a haute énergie, de nombreux
problemes théoriques demeurent sans solution. Bien que les physiciens soient aujourd’hui

convaincus que la physique des hadrons est décrite par la chromodynamique quantique, le
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phénomene de confinement des quarks et des gluons demeure obscur. Ce probleme majeur
est loin d’étre le seul en chromodynamique quantique et le phénomene de Higgs pour les
interactions électro-faibles n’est pas compris d’un point de vue purement quantique. La
tres grande complexité de ces problemes est une des principales motivations pour étudier
des modeles plus simples, tels que les théories de jauge supersymétriques. Ces théories
possedent un grand nombre de propriétés simplificatrices, comme, pour ne citer qu’elles,
I’annulation de nombreuses divergences dans la théorie des perturbations, 'existence de
dualités exactes entre les couplages faibles et forts, des propriétés d’analyticité dans les
constantes de couplage, ou encore des propriétés de localisation de I'intégrale fonction-
nelle. Bon nombre de résultats concernant les théories de jauge ont été obtenus dans le

cas des théories supersymétriques, voir [1, 2, 3] pour quelques revues récentes.

Si les descriptions théoriques, d'une part de la physique des hautes énergies par le
modele standard, et de la cosmologie par la relativité générale de I'autre, sont relativement
satisfaisantes d’un point de vue expérimental, le fait qu’elles semblent incompatibles, a
premiere vue, est peu satisfaisant pour 'esprit. En outre, il subsiste un grand nombre
de questions qui semblent nécessiter une formulation unifiée des lois de la physique.
Parmi elles, les problemes de la constante cosmologique et de ’entropie des trous noirs,
sont intimement liés au probleme de quantification de la gravité. Différentes approches
ont étés proposées pour résoudre cette importante question. La plus pertinente est tres
probablement la théorie des cordes. En plus de proposer une quantification cohérente de
la gravité, la théorie des cordes constitue également un modele de grande unification. Si la
compréhension de la théorie est encore bien loin d’étre exhaustive, ot méme suffisamment
étendue pour qu’on puisse en tirer des prédictions expérimentales précises, elle confere
I’espoir de résoudre bien des questions en physique des particules comme en cosmologie
moderne. En tant que théorie unificatrice, on espere y trouver des réponses au probléeme
de la hiérarchie des masses et de la brisure de la symétrie C'P dans le modele standard.
La quantification de la gravité permettrait quand a elle une compréhension nouvelle
du « big bang » et de 'entropie des trous noirs. La théorie des cordes offre d’ores et
déja un certain nombre de modeles simplifiés qui permettent de comprendre I'entropie
de trous noirs supersymétriques d’un point de vue statistique, et certaines résolutions
de singularité de type espace. D'un point de vue indirect, la théorie des cordes ouvre
également une nouvelle fenétre sur les théories de jauge. Dans certains fonds particuliers,
et dans certaines limites, la tres grande majorité de 'infinitude des degrés de liberté de la
théorie des cordes se découple, et la théorie des cordes devient équivalente a une théorie de

jauge. Ce phénomene se produit dans le cadre de la conjecture AdS/CF'T entre la théorie
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de Yang-Mills supersymétrique & N = 4 générateurs de supersymétrie et la théorie des
cordes de type IIB dans une géométrie de fond AdSs x S® (voir [4, 5] pour des revues
sur le sujet). La théorie des cordes permet également de donner un sens a des théories de
Yang—Mills non renormalisables dont certaines pourraient avoir un role important dans
la compréhension d’une éventuelle brisure de supersymétrie a haute énergie.

Les seules théories de champ en quatre dimensions qu’on sache résoudre exactement
sont des théories libres. Celle-ci servent de base pour la construction de développement
perturbatifs formels, par exemple dans la constante réduite de Planck h. Les quantités
pertinentes sont les fonctions de corrélation des champs et de polynomes locaux dans les

champs et leur dérivées. On utilise couramment la fonctionnelle génératrice Z[J, u]
Z[J’ u] = Q%ZC[Jvu] = <€%f(‘]a‘ﬂa+uAOA)> (11)

ou le symbole { ) est formellement représenté par une intégrale fonctionnelle de Feynman.
Z.[J,u] ainsi définie est la fonctionnelle génératrice connexe, qui se représente formelle-

ment par une somme de diagrammes de Feynman connexes. Sa transformée de Legendre

Iy = (zcw, i [ 90>| (12)

est elle donnée par une somme de diagrammes une particule irréductibles. Elle est sou-
vent appelée action effective, car son terme d’ordre zéro en h est 'action classique de
la théorie. De maniere générale il est en principe nécessaire de calculer toutes les fonc-
tions de corrélation d’opérateurs composites. Ces opérateurs composites peuvent étre
locaux, mais aussi localisés sur des sous-variétés de I’espace physique considéré, comme
c’est le cas des opérateurs de Wilson pour des boucles fermées. Le cas des théories de
jauge non-abéliennes est en quelque sorte orthogonal a celui des théories libres, étant
donné que les seuls opérateurs pertinents sont les opérateurs invariants de jauge qui sont
nécessairement composites dans le cas d’'un groupe de jauge semi-simple. Une théorie de
champ pour laquelle il serait possible de calculer ’ensemble des fonctions de corrélation
d’opérateurs locaux composites invariants de jauge constituerait une avancée théorique
remarquable dans la compréhension des théories de jauge. La théorie de Yang—Mills a
N = 4 générateurs de supersymétrie en dimension 4 admet une algébre de symétrie parti-
culierement grande dans sa phase conforme, I’algébre superconforme psu(2, 2|4). Le calcul
des dimensions anormales des opérateurs composites locaux de cette théorie possede une
structure intégrable au niveau perturbatif dans la limite d’un grand nombre de couleurs

N — oo. Une structure intégrable a tous les ordres de la théorie des perturbations a été
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conjecturée dans cette méme limite. La structure intégrable, au moins au niveau clas-
sique, de la théorie des cordes de type 1B dans une géométrie de fond AdS/CFT permet
de caresser I'espoir que la théorie de Yang—Mills supersymétrique N' = 4 admette une
structure intégrable au niveau non-perturbatif qui pourrait permettre un jour de calculer
exactement les fonctions de corrélation de n’importe quels opérateurs composites locaux

de la théorie.

1.1.2 La géométrie des théories de jauge

Malgré les grandes réussites théoriques et phénoménologiques de la théorie des pertur-
bations en théorie des champs, il est aujourd’hui clair qu'un grand nombre de phénomenes
intéressants en physique des particules sont de nature non-perturbative. V. N. Gribov
a mis en évidence une difficulté de la formulation intégrale fonctionnelle des théories de
jauge non-abéliennes fixées de jauge, a savoir qu’elle n’a de sens que perturbativement
[6]. Cette obstruction a I'existence d’'une jauge globalement définie est de nature pure-
ment géométrique. I. M. Singer a en effet établi que ce probleme était du a la topologie
non-triviale de I'espace des orbites de jauge [7]. La définition complete de l'intégrale fonc-
tionnelle en théorie des champs doit donc faire intervenir un atlas de cartes ainsi qu’une
partition de I'unité sur un espace courbe de dimension infinie et qui plus est stratifié.
Ce probleme, insurmontable d’apparence, peut étre résolu dans le cas ou un théoreme
de localisation permet de réduire 'intégrale fonctionnelle a une intégrale sur un espace
de dimension finie. Cette propriété exceptionnelle est une caractéristique des théories to-
pologiques de type cohomologique. En particulier, la théorie de Donaldson-Witten [8] et
ses extensions constituent des exemples de théories de Yang—Mills topologiques de type
cohomologique pour lesquelles I'intégrale fonctionnelle se réduit par localisation a une
intégrale sur un espace de dimension finie [9].

La théorie de Donaldson-Witten a été introduite par ce dernier comme un sous secteur
de la théorie de Yang—Mills supersymétrique N/ = 2 qui peut étre défini sur une variété
riemannienne quadridimensionnelle quelconque, bien que la théorie supersymétrique ne
soit bien définie que sur un espace plat. Pour ce faire, il utilise des variables dites tordues,
c’est a dire des champs correspondant a la décomposition des représentations irréductibles
de Spin(4) x SU(2)r = SU(2); x SU(2)_ x SU(2)r (groupe de symétrie globale de
la théorie) auxquelles appartiennent les champs de la théorie supersymétrique, en des
représentations irréductibles de (SU(2)4+ x SU(2))/Zs (groupe des automorphismes ver-
ticaux du fibré des reperes) ; out SU(2) est défini comme la diagonale de SU(2)_ x SU(2)r

[10]. Dans ces nouvelles variables, les générateurs de supersymétrie se réorganisent dans
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les représentations irréductibles (0,0), (0,1) et (3,3) de SU(2); x SU(2). Le noyau du

générateur scalaire de supersymétrie () définit un sous espace ¥ de 'espace de Hilbert
J de la théorie

v ={ly) e Z| QlY) = 0} (1.3)

¢ muni de 'opérateur nilpotent () possede une structure de complexe différentiel gradué
qui s’étend a l'algebre des opérateurs linéaires agissant sur lui. Du fait que la super-
symétrie scalaire n’est pas anormale, le changement de variable infinitésimal des champs
04 de la théorie, en 4 4 0Q?, laisse invariantes la mesure et I'action dans le forma-
lisme fonctionnel. On peut déduire de ce résultat que toute fonction de corrélation de
fonctionnelles des champs Q-fermés (c’est a dire invariantes sous I'action de Q) conte-
nant au moins une fonctionnelle des champs @Q-exact (qui peut s’écrire comme ’action
de @ appliquée a une fonctionnelle antécédente) est nulle. Ce qui implique formellement
dans le formalisme opératoriel que les vecteurs (Q-exacts de 7" ont un produit scalaire
nul avec tout autre vecteur de ¥, et que par conséquent, les éléments de ¥ dont la
différence est (Q-exacte peuvent étre identifiés. On définit le sous-espace de Hilbert ¢4
de 7 comme la complétion de la cohomologie de ) dans 7. Ce sous-espace de Hilbert
détermine un sous secteur, dit topologique, de la théorie de Yang—Mills supersymétrique
N = 2, qui constitue une théorie quantique de champ & part entiere. Dans cette théorie,
la charge de supersymétrie scalaire n’est plus interprétée comme le générateur associé a
une symétrie de la théorie, mais comme une charge BRST [11]. Les fermions de la théorie
jouent alors le role de fantomes et d’antifantomes associés a la symétrie topologique et
il devient naturel d’interpréter le groupe de symétrie globale SU(2), x SU(2) comme
associé au groupe des rotations de I’espace. On nomme torsion (twist) la procédure qui
consiste a passer de la théorie de Yang—Mills supersymétrique a la théorie topologique
ainsi définie, et on qualifie cette derniere de tordue (twistée). Il est important de ne pas
confondre la formulation tordue d’une théorie supersymétrique, ce qui consiste seulement
a utiliser les variables tordues et donc un formalisme ou la symétrie globale manifeste est
restreinte, d’une théorie supersymétrique tordue pour laquelle on a de surcroit restreint
considérablement 1’espace de Hilbert de la théorie et réinterprété le groupe des rotations
de celle-ci. Le tenseur énergie impulsion de la théorie tordue est une () variation, d’ou
on déduit que les observables de celle-ci ne sont pas affectées par des modifications infi-
nitésimales arbitraires de la métrique. Il est possible de définir la théorie sur une variété
riemannienne quelconque. En étendant la construction algébrique de Mathai et Quillen
d’une classe de Thom, on montre formellement que les observables de la théorie tordue

sont des invariants de la structure différentielle des variétés riemanniennes quadridimen-
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sionnelles définies par S. K. Donaldson [12].

Un point de vue usuel en théorie des champs est de considérer 'action classique
de la théorie comme une perturbation de sa composante quadratique. Mais dans le cas
d’une théorie de Yang—Mills, cette procédure ne respecte pas la géométrie globale du
probleme. Pour remédier a ce défaut, il est indispensable de tenir compte du caractere
non-linéaire des équations de Yang—Mills. C’est une des motivations qui ont poussé N. Ne-
krasov, E. Frenkel et A. Losev a étudier la théorie de Yang—Mills supersymétrique N = 2
en considérant l'action classique comme la perturbation de l’action non-hermitienne,
limite de la premiere quand la constante de couplage g tend vers zéro alors que la par-
tie imaginaire du parametre ¢ associé a la classe de Chern (normalement nulle dans
le cas hermitien) tend vers —oo, de maniére & maintenir finie la combinaison complexe
T=2 4 i‘;—g [13]. Tls ont montré qu’on pouvait étendre le théoreme de localisation inter-
venant dans la théorie de Donaldson-Witten aux observables de la théorie de Yang—Mills
supersymétrique N = 2 dans cette limite particuliere, de maniere a ce que 'intégrale
fonctionnelle se réduise a une intégrale sur l’espace de modules des orbites de jauge
autoduales. La théorie de Yang—Mills supersymétrique admet alors une théorie des per-

turbations autour de cette limite en série formelle du parametre 7.

La théorie de Donaldson—Witten, et ses généralisations [14, 15, 16] ont historique-
ment été introduites via des opérations de torsion sur des théories supersymétriques. Au
cours de cette these nous allons suivre le point de vue inverse, et définir les théories de
Yang—Mills supersymétriques, comme des extensions des théories topologiques de type
cohomologique ou plus généralement des théories de type cohomologique. Nous allons voir
que d’autres générateurs de supersymétrie peuvent étre introduits naturellement dans le
cadre des théorie de type cohomologique, sous forme de symétrie de la fixation de jauge
topologique. Nous déduirons de la fixation de jauge complete de la théorie topologique
une maniere de fixer la jauge dans les théories supersymétriques tout en préservant la su-
persymétrie. On verra que le fait de considérer les champs de la théorie supersymétrique
comme des variables tordues permet des interprétations géométriques amenant naturel-

lement & des théorémes de non-renormalisation.
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1.2 Généralités sur les théories de jauge supersymétriques

1.2.1 Quelques notions de supersymétrie

Selon le théoreme de Coleman—Mandula, les seules algebres de Lie de générateurs de
symétrie d'une théorie des champs,! consistent en la somme de 1’algébre de Poincaré ou
de I'algebre conforme associée et d’une algebre de symétrie interne compacte. Il est cepen-
dant possible de passer outre a ce théoreme en introduisant une superalgebre de symétrie,
c’est a dire une algebre de Lie dite Zs graduée dont les générateurs de graduation non
nulle ont pour parametres les générateurs d'une algebre de Grassmann. Une algebre de
Lie Zy graduée g se décompose en gy @ g1 tel que des éléments X, € g,, Y3 € gg et
Z., € g, vérifient que X, Y5 — (—1)**Y3X, = Z,15, qu'on notera [X,, Y] = Z,1 g, ainsi

que l'identité de Jacobi graduée
(=)™ Xa, Vs, Z,)] + (=1)7[Vp, [Zy, Xall + (=1)"[Z,, [Xa, Vsl =0 (14)

A partir de l'algebre de Poincaré de I'espace de Minkowski de dimension n, on peut
construire différentes extensions Zs, graduées. Pour satisfaire au théoreme spin-statistique
en théorie des champs, les générateurs fermioniques de symétrie, afin de s’exprimer
en fonction de courants locaux, doivent étre dans des représentations spinorielles de
Spin(n — 1,1). De maniere générale les générateurs fermioniques sont définis dans des
représentations irréductibles de R x Spin(n—1,1) qui apparaissent dans la décomposition
de la représentation produit tensoriel de la représentation spinorielle complexe non contrainte
de Spin(n —1,1) et d’une représentation de R, ou R est un groupe de Lie compact. Les
représentations irréductibles sont obtenues a partir de la représentation produit tensoriel
(noté avec des indice ¢ pour R et o pour Spin(n — 1,1)) en imposant des contraintes
linéaires de la forme \%* = Bif )\% ou, et \& = Gif)\%. Soit I'algebre de Clifford associée
a Spin(n — 1,1) engendrée par les matrices de Dirac 7*, C' la matrice de conjugaison
de charge et ¢ des tenseurs invariants du groupe de symétrie interne, les générateurs

fermioniques vérifient des relations d’anticommutation de la forme
[Qaaa Qbﬁ] = Q(Cvu)aabﬁpu + 2M(011>aabﬁZI (15)

ou les Z; sont des charges centrales de I'algebre et M un parametre.
Dans une théorie de champ supersymétrique, les champs de la théorie, dans des

représentations irréductibles du produit du groupe de Poincaré par un groupe de symétrie

Dans le cas ol celle-ci vérifie quelques propriétés tout a fait raisonnables, voir [17] pour plus de
détails.
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interne, se regroupent dans des représentations irréductibles de I'algebre de supersymétrie.
Les particules représentées par des champs d’une représentation irréductible de 1’algebre
de supersymétrie sont dites définir un supermultiplet de supersymétrie. Nous nous re-
streignons dans cette these au cas d’algebres de supersymétrie dépourvues de charges
centrales, ce qui correspond au cas M = 0 dans I"équation (1.5).

Considérons une théorie de champ libre supersymétrique. On choisit un état |1)) conte-
nant une seule particule d’énergie E et de masse nulle. On se place dans les coordonnées
du cone de lumiere associées de telle sorte que I'impulsion de la particule soit donnée
par p,dz* = Edz™. Puisque les générateurs de supersymétrie Q,, commutent avec les
générateurs des impulsions, on obtient d’autres particules de méme impulsion en appli-
quant a I’état n’importe lequel des générateurs de supersymétrie, engendrant ainsi par

définition un supermultiplet. Projetée sur I’état |¢), 'algebre de supersymétrie devient

[Qaa, Qusll¥)) = 2E(CY)aass|¥)) (1.6)

La représentation irréductible de R x Spin(n — 1,1) associée aux générateurs de super-
symétrie se décompose en deux représentations irréductibles isomorphes du petit groupe
Rx Spin(n—2) associées a I'impulsion p,daz# = Edz™. Les anticommutateurs non-triviaux

peuvent s’écrire sous la forme

[Q", Qpllv) = 2EP pl4) (1.7)

olt P est un projecteur (P = P). On en déduit directement que les générateurs vérifiant
PB,Qp = 0 donnent zéro sur |)) et que les générateurs vérifiant P2, Qp = Q4 agissent
sur |¢) comme un ensemble d’opérateurs de création et d’annihilation. Ceci permet de
montrer que pour une algebre de supersymétrie avec des générateurs fermioniques appar-
tenant & une représentation irréductible de dimension N, les supermultiplets de masses
nulles contiennent des particules de spin allant de j a 7 + %/. Les théories de Yang-Mills
supersymétriques, qui ne contiennent pas de champ de spin supérieur a 1 par définition,

peuvent donc admettre jusqu’a 16 charges de supersymeétrie.

1.2.2 Les champs de jauge, connexions de fibrés principaux

En théorie des champs, les propriétés des représentations du petit groupe associé a un
vecteur nul, impliquent que certaines interactions locales entre des particules de masse
nulle de spin supérieur ou égal a un et des particules de spin moins élevé ou massives sont

décrites a I’aide de champs qui ne sont définis qu’a une transformation de jauge pres [18].
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Il en découle que ces champs ne sont pas nécessairement globalement définis sur 1’espace
physique. Dans le cas du spin 1, on peut comprendre géométriquement cette propriété
en définissant un champ de jauge comme une connexion sur un fibré principal.

Un fibré principal P est un espace qui admet une action a droite R libre et propre d'un
groupe de topologique G et une projection 7 sur un espace M appelé la base, de telle sorte
que pour tout point p de P et tout élément g de G, w(R,p) = m(p). On considere dans ce
qui suit que le groupe de structure G est un groupe de Lie et que la base M est le quotient
de P par GG. Un espace fibré est localement le produit cartésien de sa base par sa fibre,
c’est & dire que pour tout point p de projection 7(p) appartenant & un ouvert contractible
U de M, il existe un ouvert V de P contenant p tel que V = U x G. On peut définir
des coordonnées locales du fibré principal a partir d'un atlas {U;} de M en définissant
explicitement sur chaque ouvert U; des difféomorphismes s; de U; x G dans V; tels que
pour tout g de G, 7o s;(g) soit I'application identité sur U; et Ry s;(z, g) = si(z, g¢'). De
telles fonctions s; sont appelées des sections locales trivialisantes ou des trivialisations
locales. On définit alors les fonctions de recollement sur les intersections d’ouverts U; NU;

du fibré principal comme g¢;;(x) = s, (2)s;(z, 1). Elles vérifient

9ir (%) g () gji(v) = gij(x)gji(x) = 1 (1.8)

L’action de G sur P permet d’attribuer de maniére unique un vecteur de TP a tout
élément de 'algebre de Lie g associé a G. On définit le vecteur fondamental X associé

a I’élément X de g comme le vecteur défini au point p par

= (%Retx p) . (1.9)

L’ensemble de ces vecteurs engendre le sous espace vectoriel V P des vecteurs verticaux
de T'P. Cette application commute avec les crochets de Lie de ’algebre g et des vecteurs
de T'P. Le sous espace V P n’a pas de supplémentaire naturel dans 7'P. Une connexion
sur un fibré principal est la définition d’un supplémentaire H P cohérent avec I'action de
G, c’est a dire que pour tout X de HP, X|g,, = R ,X),. Cette définition est équivalente

a la donnée d'une 1-forme équivariante A de T'P* & valeur dans 'algebre de Lie g
Alrgp(Ri g X)p) = gilAlp(lem (1.10)

telle que pour tout vecteur fondamental XV, A(X") = X. Le noyau de cette forme définit
de maniere unique un supplémentaire H P de V' P dans T'P et cette forme peut étre définie

de maniere unique par la définition de ce dernier.
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Pour tout espace vectoriel V' sur lequel G agit a gauche on peut définir un fibré E
associé au fibré principal P comme le quotient de leur produit par G, qu’on écrit P x5V,
ou la notation sous-entend que l'action de GG passe a travers le produit.

Les champs d’une théorie physique peuvent étre en particulier des sections de fibrés
vectoriels sur M. On considere le plus souvent le fibré cotangent des formes sur M et
différents fibrés spinoriels dont les fibres vectorielles correspondent a des représentations
spinorielles. Dans le cas d'une théorie de jauge, les champs sont des sections de ces mémes
fibrés a valeur dans des fibrés vectoriels associés a un fibré principal dont la connexion
correspond au champ de jauge de la théorie.

Localement, on définit un ensemble de trivialisations locales s;. Les applications de res-
triction correspondantes, s?, permettent de définir des expressions locales de ces différents
champs sur les ouvert U;. Si on considere le champ de jauge A et d’autre champs ¢p® a va-
leur dans un fibré vectoriel associé, ces champs peuvent étres représentés localement par
des formes ou des sections de fibré spinoriel sur M. Les fonctions de transition permettent

de recoller ces fonctions sur les intersections U; N U;
s;A=gij s;A gl-;l + i algl-;1 si® = lg,; 570" (1.11)

ou [, représente I'action de G sur la fibre V. Les formes sur M a valeur dans un fibré vec-
toriel £ associé a P peuvent étre définies comme des formes horizontales et équivariantes
de P a valeur dans V. Elles constituent l'espace des formes tensorielles Q°*(P, V') sur P.
L’application de la différentielle extérieure sur une forme tensorielle n’est pas horizontale
en général, mais sa projection sur ’espace des formes horizontale H P* donne une forme
tensorielle. On définit la différentielle covariante comme cette différentielle horizontale,
qu’on notera d,. Cette différentielle n’est pas nilpotente, son carré est donné par ’action
d’une 2-forme tensorielle F' sur la forme tensorielle considérée, qu’on appelle la courbure.

On a localement les expressions
siF =sidpA=d siA+ (sfA)? s; dap® = d 579" + lgra 57" (1.12)

La connexion permet de définir un champ de vecteur horizontal sur HP a partir d’un
champ de vecteur défini sur la base. On appelle v" le relevement horizontal du vecteur

v, défini de maniere unique par le choix d’un point de P et
T (v") = v A(") =0 (1.13)

Contrairement au crochet de Lie de deux vecteurs verticaux qui définit un vecteur ver-

tical, le crochet de Lie de deux vecteurs horizontaux n’est pas horizontal en général. La
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déviation est mesurée par la courbure
" 0"} = {v,0}" — F(v,0)" (1.14)

On définit les automorphismes verticaux sur un fibré principal comme les difféomorphismes

f du fibré principal sur lui méme qui préservent la base et ’action du groupe G

7o f(p) = n(p) Ryo f(p) = fo Ry(p) (1.15)

L’ensemble des automorphismes verticaux est isomorphe a l’ensemble des sections du
fibré associé au fibré principal, de fibre G et d’action de G sur G l'action adjointe. Il
constitue un groupe de Lie de dimension infinie, qu’on notera ¢, dont 'algebre de Lie
est donnée par I’ensemble des sections du fibré associé de fibre g et d’action de G sur g
I’action adjointe.

Une théorie de jauge peut étre considérée comme une théorie définie sur un espace
M, dont les champs quantiques sont définis sur un fibré principal P au dessus de M. Les
états physiques de cette théorie peuvent étre formellement décrits par des fonctionnelles
des champs définis sur P et des fonctions de M™. Pour étre bien définies sur des fonctions
de M™, ces fonctionnelles ne doivent pas dépendre des coordonnées sur la fibre de P. Ceci
est imposé en pratique par le fait que mis a part la connexion, tous les champs peuvent
étre vus comme des tenseurs horizontaux et équivariants sur le fibré principal et que toute
fonctionnelle décrivant un état physique est invariante sous les automorphismes verticaux
de celui-ci. Notons que cette notion conforte I'extension de I'idée de Kaluza et Klein, que
les théories de jauge seraient des limites a basse énergie de théories de la gravité sur
des espaces de dimension plus élevée, dans la limite ou la gravité sur la base pourrait
étre considérée comme classique. En physique, on utilise les objets définis localement
sur les ouverts U; de M. Les automorphismes verticaux correspondent localement a ce
qu'on appelle en physique, les transformations de jauge. L’invariance de jauge d’une
fonctionnelle des champs dans son expression locale, implique que celle-ci soit définie
globalement sur le fibré principal, puisque les recollements sont définis localement par
des transformations de jauge dont les parametres sont les fonctions de transition. Par
analogie avec la relativité générale, ou la covariance de I'action permet a celle-ci d’étre
définie globalement sur la variété et de ne dépendre que de la classe de coordonnées
locales modulo 'action des difféomorphismes, 'invariance de jauge de ’action permet a
celle-ci d’étre globalement définie sur le fibré principal et de ne dépendre que de la classe

de trivialisations locales modulo I’action des automorphismes verticaux.



32 CHAPITRE 1. PREAMBULE

1.2.3 Représentations non-linéaires de la supersymétrie

Pour qu'une algebre de symétrie agisse sur les observables, il suffit qu’elle agisse
sur les champs définis sur P en respectant la loi d’algebre, modulo 'action des auto-
morphismes verticaux. Localement, ceci implique que la loi d’algebre est respectée sur
les champs modulo des transformations de jauge, et de telle sorte que I'application de
chaque générateur a un champ bien défini sur P soit également bien définie. Tous les
champs tensoriels sont définis sur des fibrés vectoriels au dessus de M, et par conséquent,
leurs variations infinitésimales seront définies sur les méme fibrés vectoriels. Si ce n’est
pas le cas de la connexion, la différence de deux connexions peut étre définie comme une
1-forme a valeur dans le fibré associé de fibre g et d’action sur g, I'action adjointe.

Les opérateurs de translation bien définis sur P seront les relevements horizontaux

de dérivées de Lie de M, sur P. C’est a dire localement
st LA=i, siF 57 Lo = Ly 570" + lisra 570" (1.16)

Dans ce qui suivra on n’écrira plus explicitement les trivialisations locales et on écrira

cette méme équation sous une forme plus familiere aux physiciens
Lp™ = L + 078 (5, A) (1.17)

L’équation (1.5) dans le cas d’une théorie de jauge, prendra sur les champs la forme

suivante
[Qua: Qosl = —2i(CY")aavs (0 + 5" (AL)) + 2(CT") aans 5 () (1.18)

oll nous avons ignoré dans ce cas |’existence d’éventuelles charges centrales. On expliquera
dans le dernier chapitre comment ces transformations de jauge peuvent étre déterminées
géométriquement, mais il nous faudra tout d’abord mieux comprendre la géométrie de
I’espace des orbites de jauge. Notons également qu’en général cette équation ne s’applique
qu’aux champs modulo les équations du mouvement, et que l'algebre de supersymétrie

n’admet pas toujours de représentation fonctionnelle locale non linéaire.

1.2.4 Les différentes théories de Yang—Mills supersymétriques

Comme nous 'avons déja vu, une théorie de Yang—Mills supersymétrique peut ad-
mettre jusqu'a 16 charges de supersymétrie. Ceci implique qu’'une théorie de Yang—Mills
supersymétrique peut étre définie sur un espace de Minkowski de dimension allant jus-

qu’a dix. En effet la représentation spinorielle de Spin(9,1) de Majorana—Weyl est de
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dimension 16, et aucune représentation spinorielle de cette dimension n’existe en di-
mension plus élevée. Avec seize générateurs de supersymétrie, tous les supermultiplets
contiennent une particule de spin supérieur ou égal a 1. On se limitera ici au super-
multiplet vectoriel contenant le champs de Yang—Mills comme champ de spin le plus
élevé. Toutes les autres théories de Yang—Mills maximalement supersymétriques peuvent
etre engendrées a partir de la théorie « souche » en dix dimensions, par une procédure
de réduction dimensionnelle. Plus de 8 charges de supersymétries impliquent la super-
symétrie maximale, le second cas est donc celui de 8 générateurs de supersymétrie. Dans
cette seconde éventualité, la théorie « souche » est définie sur ’espace de Minkowski a six
dimensions. La derniere possibilité que 'on considérera est celle de 4 générateurs de su-
persymétrie, dont la théorie « souche » est Yang—Mills supersymétrique N = 1 en quatre
dimensions. Ces trois classes de théorie incluent respectivement les théories de Yang—Mills
supersymétriques N' = 1, N = 2 et N' = 4 en quatre dimensions. Ces théories ne sont
a priori bien définies que sur un espace de Minkowski, mais il est possible d’étendre leur
définition sur un espace euclidien par continuation analytique [19]. On fait cependant re-
marquer qu’'une condition de type Majorana, ou de ses différentes généralisations faisant
intervenir le groupe de symétrie interne, qui existe pour Spin(n — 1, 1), existe également
pour Spin(n —2). Ceci implique que les algebres de supersymétries de type Yang—Mills «
souches » sont en dimension 8, 4 et 2 dans un espace euclidien. Mais bien que ces algebres
de symétrie puissent étre construites, elles admettent en général un groupe de symétrie
interne non compact qui implique qu'un des champs scalaires de toute théorie admettant
cette symétrie ait un terme cinétique du mauvais signe dans I'action. La bonne définition
de la théorie nécessite de redéfinir ces champs de telle sorte que les transformations de
supersymétrie définissent alors des identités de Ward formelles qui ne correspondent pas
a des transformations infinitésimales des champs. Dans ce qui suit, nous utiliserons ce-
pendant parfois ces représentations lorsqu’elles existent, car elles permettent de décrire
les identités de Ward des théories physiques associées comme des transformations infi-
nitésimales des champs et sont plus en accord avec certaines interprétations algébriques
dans les théories de type cohomologique correspondantes. Dans les cas de la supersymétrie
non maximale, il est possible de considérer des supermultiplets de matiere incluant seule-

ment des champs scalaires et des spineurs.
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Chapitre 2

La théorie de type cohomologique

souche

La procédure de torsion et l'interprétation de la théorie tordue qu’on en fait sont
différentes en dimension supérieure a quatre. Dans les cas quadridimensionnels ’opération
de torsion se fait en réduisant la covariance sous l'action du groupe des rotations fois
un groupe de symétrie interne a un sous groupe, qui fait intervenir la diagonale d’un
sous groupe SU(2) de Spin(4) ou de Spin(4) lui méme avec un sous groupes SU(2)
ou Spin(4) du groupe de symétrie interne. La formulation ainsi obtenue est toujours
covariante sous l'action d’'un groupe isomorphe a Spin(4) qui est réinterprété comme
associé au groupe des rotations de la théorie, ce qui permet de définir la théorie sur
une variété riemannienne arbitraire. En dimension supérieure, 'opération de torsion se
fait en réduisant la covariance sous le groupe des rotations Spin(n) a un sous groupe
G de celui-ci, pour lequel la représentation vectorielle reste irréductible. La nouvelle
théorie admet une covariance réduite et ne peut étre définie que sur des variétés dites,
d’holonomie spéciale, ou des variétés « plus simples » , dont les groupes d’holonomie sont
des sous groupes de G [16, 20]. Les théories topologiques de type cohomologique sont
invariantes par des déformations arbitraires de la métrique, ce qui permet de montrer
formellement 'invariance des observables par les homéomorphismes isotopes a 'identité.
Dans le cadre des théories de type cohomologique faisant intervenir explicitement une G-
structure, celles-ci ne seront en général invariantes que par les homéomorphismes isotopes
a l'identité qui préservent cette G-structure. On admet cependant que ces observables
sont invariantes sous 'action de tout difféomorphisme, comme dans le cas des théories

topologiques.

35
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2.1 L’opération de torsion en huit dimensions

La théorie de type cohomologique de Yang—Mills définie par une opération de torsion
appliquée a une théorie supersymétrique sur l'espace de dimension la plus élevée est
définie sur une variété de Joyce de dimension huit [16, 20]. On peut I'obtenir par une
opération de torsion sur la théorie de Yang—Mills supersymétrique N = 2 définie sur un

espace plat euclidien.

2.1.1 La théorie de Yang—Mills supersymétrique

Pour plus de clarté nous allons brievement dériver I'action et les symétries de cette
théorie par réduction dimensionnelle de la théorie de Yang—Mills supersymétrique en
dimension dix. Les champs de cette théorie consistent en un champ de jauge, connexion
d’un fibré principal de groupe G, et un fermion dans une représentation spinorielle de

Majorana-Weyl a valeur dans le fibré adjoint associé [21].
1 ) —
/ 42Ty (—-anw n E(Am)) (2.1)
v 4 2
avec les matrices gamma en dix dimensions définies a partir de celles en huit comme suit
=0y @Y, 00 @Y, 01 R 1 (2.2)

A T’aide d’un spineur constant dans la représentation de Majorana—Weyl, on peut écrire

les transformations de supersymétrie de la maniere suivante
0A, =1 (EFmA)
SA=Fe (2.3)

ou la convention pour F' sera la méme quelque soit la dimension, c¢’est a dire qu’une forme
barrée de rang n est la contraction de celle-ci avec n matrices gamma, avec un facteur
%. On ne peut pas obtenir directement la théorie euclidienne en huit dimensions par
réduction dimensionnelle sur un tore, puisque la théorie a dix dimensions est définie sur
un espace de Minkowski. La théorie définie sur un espace de Minkowski a huit dimensions
obtenue par réduction dimensionnelle a pour champs, un champ de jauge, un scalaire et

un pseudoscalaire ainsi qu’un spineur de Majorana. L’action prend la forme
S 1 S | 1 T~
&PaTr ( —=F, F*" — =D,¢1D"¢1 — =D,o D s + = (APA)
M 4 2 2 2

516+ Gonlon ) + 5 (Vow ) ) (24)
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et les transformations de supersymétrie sont
0A, =1i(€y, )
01 =1i(€79)
02 = (€N)
IN=F€ = yolDpre — iDpoe — iyo[h1, Poe (2.5)

Cette représentation de la supersymétrie peut étre continument déformée par extension
de la méthode de Van Nieuwenhuizen et Waldron [22]

20y 0,0 A8 = i
A“ — (GwAg, Az)
A\ —s e307%79 )\ AT Aezb7%70
(2.6)
¢1— €i9¢1 P2 — P2
La représentation sur un espace euclidien est obtenue pour # = 7. L’action super-

symétrique correspondante est cependant mal définie, le terme cinétique du champ ¢, et
le terme quartique dans les champs scalaires sont du mauvais signe. La bonne définition
de la rotation de Wick nécessite de considérer une action non hermitienne et les trans-
formations de supersymétries comme des identités de Ward formelles qui ne sont pas
des variations infinitésimales des champs [19]. L’intégration fonctionnelle sur les fermions
étant purement algébrique, on peut considérer les champs spinoriels et les parametres
de supersymétrie dans la représentation de Majorana. La bonne définition de la théorie
est obtenue en substituant —i¢; au champ ¢; dans 'action et les transformations de

supersymétrie. On obtient ainsi ’action de la théorie euclidienne désirée

1 1 1 o
/ deTr (_ZFMVFMV - §Du¢1D'M¢1 — §DM¢2DM¢2 - % ()\@)\)
M

| (Folon, \]) — m@,m) (2.7)

ol - ;

NSNS

et les transformations de supersymétrie
0A, = —i(EyN)
661 = —i(ereN)
dpo = —(€N)
0N =Fe —yolpdre — ilDdae — iygl1, o€ (2.8)
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On peut calculer le commutateur de deux supersymétries, et remarquer qu’on obtient
une translation modulo une transformation de jauge et les équations du mouvement. Sur

le champ de jauge et les deux champs scalaires, 1’algebre est en involution comme suit
[517 52] = —Qi(gl’}/MEQ) (GM -+ 5jauge(AM)) -2 5jauge (El [Z’}/g¢1 + ¢2]62) (29)
alors que dans le cas du fermion

[01, 02] A = —2i(e17"e2) DA — [2 (€1[ino 1 + dalea) , Al — M (iDA 4 ivo[d1, A] + [h2, A])

(2.10)
ou
7 7 3
M= <—1—6(E1€2) - E(Eﬂuﬁz)% + 5(517“V0p€2)’7uuap
3 7
+ g(Eww“”"ez)%mw — 1—6(617962)79) (2.11)

2.1.2 La théorie tordue

Sur une variété de dimension huit dont le groupe d’holonomie est inclus dans Spin(7) C
SO(8), ou I'inclusion est de telle sorte que Spin(7) agit sur un vecteur de SO(8) comme
sur un spineur de Majorana, il est possible de définir globalement un spineur constant
¢ qui peut étre choisi de Majorana—Weyl chiral et normé [20]. La donnée de ce spineur
permet de définir une 4-forme constante sur la variété, dite 4-forme octonionique, étant

donné son lien direct avec les coefficients de structure des octonions.

(¢0) =1 A(CYwopC) = Quvop (2.12)

La représentation d'un spineur de Majorana en dimension huit euclidienne est réductible
dans ses composantes chirales et antichirales. Sous 'action de Spin(7), un spineur de
Majorana—Weyl chiral se représente dans la représentation somme directe de la représentation
scalaire et de la représentation vectorielle de Spin(7). Cette derniere est équivalente a
celle d'une 2-forme en huit dimensions, anti-autoduale au sens de la 4-forme octonionique

X =5 (x —*Qax) (2.13)

N | —

La représentation d’un spineur antichiral est quand a elle isomorphe a la représentation

spinorielle de Spin(7), c’est a dite la représentation vectorielle en huit dimensions. On
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peut donc décomposer un spineur de Majorana en huit dimensions comme suit

Ar=(n+x)¢
A =1i¥(¢ (2.14)
On redéfinit les champs scalaires de la maniere suivante
: =1,
o = Zgbl + ¢2 o = 5(2@51 — qbg) (215)

Partant de la théorie supersymétrique définie sur un espace plat, il est possible de
tordre (twister) les générateurs de supersymétrie de la méme maniere. Si on ne désire
conserver que la charge scalaire de supersymeétrie, ’action, ’algebre et en fait la théorie,
peuvent étre définies sur une variété arbitraire dont le groupe d’holonomie est inclus dans
Spin(7). Afin que le carré de la charge scalaire soit donné par une transformation de jauge
indépendamment des équations du mouvement, on introduit une 2-forme anti-autoduale

auxiliaire T'. La charge scalaire agit comme suit sur les champs

SA=V

S\IIZ—dA(I)

s®=0

s@:'r;

s1=[®, ]

sy=F"+T

sT=(daV) +[®,x] (2.16)

On reconnait la forme de la différentielle d’un modele de Cartan de cohomologie équivariante
pour le groupe des automorphismes verticaux d’un fibré principal de base octodimension-
nelle [33]. 11 s’agit de la forme équivariante de I'opérateur BRST topologique définie par
L. Baulieu, I. M. Singer et H. Kanno [16].

La forme tordue de ’action est obtenue en appliquant le changement de variable et en
ajoutant un terme quadratique pour le champ auxiliaire 7', dont I'intégration gaussienne

est triviale.

1 _
/M d®xTr (—ZFWFW +nD, V" + D, ®D'® + 4x*' D, VU,

- 1 -
+20W, UH + 20, X" + P + 5 PJ* + TWT’“’) (2.17)
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La décomposition des représentations de Spin(8) dans des représentation de Spin(7)
correspondant a l'opération de torsion définit le champ ® comme proportionnel au com-
plexe conjugué de @ et les champs fermioniques ¥, 1 et y comme réels. L’opérateur BRST
topologique est ainsi un opérateur formel qui ne correspond pas a une transformation infi-
nitésimale des champs. L’interprétation algébrique de la différentielle BRST topologique
comme la différentielle d’'un modele de Cartan nécessite pourtant que celle-ci soit réelle.
De plus, le champ scalaire ® se localise dans la théorie de type cohomologique sur une
courbure de 'espace des connexions, considéré comme un fibré principal de groupe de
structure, le groupe des transformations de jauge quotienté par le centre du groupe de
jauge, et doit par conséquent étre défini réel. La bonne définition de la théorie de type
cohomologique nécessite ainsi une redéfinition des champs de telle sorte que les champs
A, U, ® soient réels et les champs ®, n, y et T imaginaires purs. Examinons la théorie
des champs qui admet (2.17) pour action, en considérant que les champs A et ¥ sont
réels, que les champs scalaires ® et ® sont définis en fonctions de champs réels ¢, et ¢

par .
&= p, + b = %(gzﬁl — e g,) (2.18)

et pour laquelle les fermions 7 et x,, et le champ auxiliaire 7}, sont redéfinis avec un

facteur de phase ™. L’action de cette théorie en fonction des champs réels s’écrit

1 , . 1 .
/ZWdeTr (_ZFHVFMV + BZTnDM\IJM + 4627'XMVDM\IJV _ §[¢1’¢2]2 + lerTluVT;w

(i(5+0) —i(Z+6)

(&
+ D1 D¥ ¢y + TDuqbgD“gbg (2.19)

iU, U + T2y (2x,, X" +77) + e BT ol UF + 27y (2x 0 XM + n2)>

On définit pour chaque diagramme de Feynman, Iy, I5 et I les nombres de propagateurs
respectivement associés aux champs scalaires ¢1, ¢, et aux fermions de ce diagramme, V7,
V5 et V4 les nombres de vertex couplant le champ de jauge respectivement aux champs
o1, @2 et aux fermions, Vig, Viy, Vi, Voo, et V5o les vertex couplant respectivement
les champs scalaires entre eux, le champs ¢; au champ V¥, le champ ¢; aux champs 7
et X, le champs ¢, au champ ¥, et le champ ¢, aux champs 7 et x,,, et enfin, F,
Es, B, E_, les sommes des nombres de pattes externes associées respectivement aux
champs ¢1, @2, ¥,,, 7 et X, et des ordres auxquels ces champs apparaissent respective-
ment dans les insertions de polynomes locaux. Par simple comptage, on obtient que la

dépendance d'un diagramme donné dans les parametres 6 et 7 se réduit a un facteur de
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phase e (1= L=VitVotVay =Vio)—ir(le—Ve—2Vi-=2V2-) T eg identités
2= B2 W VitV 2l = Bk 2o M Vet e
Iy = EL + Vi +2Vi, +2Vay Iy = E_ + Vi +2Vi_ +2V5 '

E-)=imE- ot qu'il est donc

impliquent que ce facteur de phase est égal i et 2E2=2E1+E—
le méme pour tous les diagrammes qui correspondent a la méme fonction de corrélation.
On en déduit que les fonctions de corrélation des champs ou de polynomes locaux des
champs de la théorie dépendent des parametres 6 et 7, uniquement a travers un facteur
de phase. Les observables de la théorie de type cohomologique sont des fonctionnelles des
champs A, ¥ et @, dont les seules fonctions de corrélation non nulles sont de nombre de
fantome topologique égal a I'indice de 'opérateur de Dirac covariant de jauge défini sur la
variété. Pour de telles fonctions de corrélation, la dépendance dans les parametre 6 et 7 est
donnée par le facteur de phase et nd®) L’intégrale fonctionnelle vérifie donc une certaine
covariance par des déformations complexes du domaine d’intégration fonctionnelle bien
précises, qui permettent d’identifier la théorie définie a partir de I'action (2.17), ou les
champs scalaires sont définis par (2.15) et tous les autres champs sont réels (0 = 7 et
7 = 0), avec la théorie définie a partir de cette méme action, ou les champs A, ¥, ®
sont réels et les champs @, 1, x et T imaginaires purs (§ = 0 et 7 = 7). On considérera
dorénavant les champs de la théorie tordue A, ¥, ® comme réels et les champs ®, n, x
et T' comme imaginaires purs. Nous n’écrirons pas ces champs imaginaires purs comme
1 en facteur de champs réels, de maniere a faciliter les comparaisons avec la formulation

non tordue de la théorie et le contenu des publications.

Afin de mettre en évidence les propriétés de I’action tordue, on décompose le terme
de Yang—Mills en un terme topologique plus un terme ne faisant intervenir que la partie

anti-autoduale de la courbure [16]

1 v 1 Vo, —
- Z MVFH = —gﬁu pFw/Fo—p - F,uVF s (221)

Par terme topologique, on n’entend pas que [Q,Tr F,F définit un invariant topolo-
gique de la variété de base, car ce terme dépend explicitement de la métrique a travers
la 4-forme octonionique. Néanmoins, ce terme est invariant par rapport a toute varia-
tion infinitésimale du champ de jauge, ce qui signifie qu’il est invariant par rapport aux
difféomorphismes isotopes a 'identité définis sur ’espace des connexions. L’action de la
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théorie se réécrit ainsi
/M d®zTr <—éQ““"pFﬂyFGP — F F" +nD, 9"+ D, ®D"® +4x*' D, ¥,
+20W, UF + 20, " + Pn® + %[@, P + TWTW) (2.22)

Comme 'ont montré Acharya, Figuera—O’Farrill, Spence et O’Loughlinsix dans [23], cette
action peut étre écrite sous une forme propre au théories de type cohomologique, c¢’est a
dire comme la somme d’un terme topologique et d'un terme BRST-exact

1

_ 1 _
——/ Tr(QAF/\F)—l—s/ Tr (—ZX*(F—T)+<I>dA*\I/+—H;[@,(I)]) (2.23)
2 |y o >

Cette action peut étre interprétée comme une fixation de jauge du terme topologique,
en considérant le fait que les champs de la théorie constituent une tour bien définie de

fantomes et d’antifantomes [16]

_ (2.24)

Dans le formalisme de Mathai—Quillen, il est possible d’interpréter ’exponentielle du
terme BRST-exact comme le représentant algébrique d’une classe de Thom qui implique
une localisation de I'intégrale fonctionnelle sur les orbites de jauge de courbure autoduale
(toujours au sens de la 4-forme octonionique) [33]. Cette construction est en principe
invariante sous difféomorphisme. La bonne définition de I'intégrale fonctionnelle requiert
en outre de fixer la jauge associée a l'invariance de jauge ordinaire. Le formalisme de
Mathai—Quillen ne constitue une construction rigoureuse que dans le cas d’un espace de
dimension finie [24]. Une bonne définition dans le cadre de la théorie des champs requiert
en particulier une étude scrupuleuse des modes zéro des fermions de la théorie. L’indice de
I'opérateur de Dirac covariant de jauge, qui définit la dimension dite virtuelle de I'espace
de modules considéré, doit étre égal a la dimension de celui-ci. Il est donné par I'opposé
de l'intégrale du produit extérieur du genre A de la variété octodimensionnelle et du

caractere de Chern du fibré principal selon le théoreme d’Atiyah—Singer [25].

1 .
nd(P) = 5o / (R“l’ARabATr FoF — 16Tt F,\FAF,\F> A1 (2.25)
T
En dehors des variétés d’holonomie incluse dans Go, pour lesquelles I'indice de I'opérateur

de Dirac covariant de jauge est nul,! il existe quatre classes de variétés compactes d’holo-

'L’opérateur de Dirac covariant de jauge est alors autoadjoint.
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nomie incluse dans Spin(7) qu’on peut étudier dans le cadre de cette théorie. Le cas des
variétés de Joyce, dont le groupe d’holonomie est Spin(7) lui-méme, celui des variétés
de Calabi—Yau dont le groupe d’holonomie est SU(4), les variétés hyperKahler dont le
groupe d’holonomie est Sp(2) et enfin les produits de deux surfaces K3 (variétés quadri-
dimensionnelles de Calabi-Yau) d’holonomie SU(2) x SU(2), avec 'inclusion naturelle
des groupes Spin(4) C Spin(5) C Spin(6) C Spin(7) auxquels ces groupes d’holono-
mie sont isomorphes [20]. Le genre A(M) peut étre déterminé dans ces cas comme le
nombre a = 1, 2, 3, 4 de spineurs de Majorana—Weyl constants sur les variétés d’ho-
lonomie Spin(8 — a), ce qui permet de démontrer que ces variétés sont nécessairement
simplement connexes [20]. Les auteurs de [16] différencient le cas des variétés d’holo-
nomie incluse dans SU(4), en utilisant explicitement la structure complexe définie sur
celles-ci. Notons que la construction ADHM des connexions autoduales [26] en quatre
dimensions n’a pas été généralisée au cas octodimensionnel, et les espaces de modules
pertinents pour cette théorie sont encore aujourd’hui bien mystérieux. Il est malgré tout
possible de définir formellement des observables de la théorie, c’est a dire des classes
de cohomologie de 'opérateur BRST dans le complexe des fonctionnelles invariantes de
jauge des champs, a partir des polynomes invariants du champ ® et des fonctionnelles
des champs dont ils descendent. Dans le formalisme de Mathai—Quillen, ce champ est le
représentant algébrique de la courbure de I'espace des connexions de jauge irréductibles,
considéré comme un fibré principal, de groupe de structure, le groupe des automorphismes
verticaux quotienté par le centre du groupe de jauge [33]. En l'absence de construction
explicite de ces observables, il est difficile de caractériser intégralement leur invariance. La
construction de Mathai—Quillen suggere que ces observables constituent des applications
qui associent des éléments de cohomologie de de Rham de I’espace de modules des orbites
de jauge autoduales a des cycles d’homologie de la variété octodimensionnelle, proposant
ainsi une extension des invariants de Donaldson au cas des variétés octodimensionnelles
d’holonomie réduite [27]. La construction des invariants de Donaldson en mathématique
est indépendante de leur formulation en théorie des champs. On montre formellement en
théorie des champs qu’il s’agit d’invariants par rapport aux homéomorphismes isotopes
a l'identité, en référant a la trivialité BRST du tenseur énergie impulsion. Cependant,
S. K. Donaldson a démontré qu’il s’agit, et c’est la tout leur intérét en mathématique,
d’invariants par rapport aux difféomorphismes qui permettent de distinguer des struc-
tures différentielles distinctes d’une méme variété topologique. Il constituent donc des
invariants par rapport aux difféormorphismes, sur lesquels des homéomorphismes non

isotopes a l'identité agissent de maniere non triviale. L’absence de construction explicite



44 CHAPITRE 2. LA THEORIE DE TYPE COHOMOLOGIQUE SOUCHE

en mathématique dans le cas de la théorie en huit dimensions empéche de déterminer
I’étendue des difféomorphismes sous ’action desquels les observables de la théorie sont
invariantes. Si ceux-ci se restreignaient aux difféomorphismes préservant la structure
Spin(7), les observables dépendraient du choix de la structure Spin(7) considérée sur
la variété, ce qui semblerait proscrire toute interprétation mathématique signifiante de
celles-ci en tant qu’invariants. Mais si on admet en revanche, en considérant que la
construction de Mathai—Quillen en apporte une preuve formelle, que ces observables
définissent des invariants sous difféomorphisme de la variété, ceux-ci dépendraient seule-
ment de la classe d’équivalence par rapport aux difféormorphismes de la structure Spin(7)
considérée [16]. D. Joyce a montré dans le cas des variétés irréductibles discuté ci-dessus,
que le quotient de 'espace des structures Spin(7) par les difféomorphismes isotopes a
I'identité est une variété différentiable de dimension? a+b* (M) [28]. Cette dimension est
comprise entre 30 et 3880 dans les exemples de variété d’holonomie Spin(7) qu'il propose
dans [28, 29].

2.1.3 Formulation tordue de la théorie supersymétrique

Sur un espace plat, on peut considérer la théorie supersymétrique dans sa formulation
tordue. Dans ce cas on peut considérer I’ensemble des charges de supersymétrie comme
des charges tordues, en substituant (9 + &+ zgﬂ)( au spineur constant e. Les transforma-

tions des fermions sont obtenues en développant les formules

55115}/,,7 — (ZéSusy/\) 55ustMV — _% (Z,yuyaswy/\)
50, = —i ({70 N) (2.26)

Avec la définition 0 = s+ O*s,, +0*s,, on obtient I’action des opérateurs s, et s,,.
SuAe = 4P’WU’)\IJP

S Ve = 4P_WJpr<I>
8, ®=0

20m b est la dimension de I'espace des 4-formes harmoniques anti-autoduales.
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SW(T) =2Xuww
Sl = _2F;;/
SpvXop = _4P71w[aﬁF+fi\p} + P o ®, D]

(2.27)
S Ay =0, 1 — 4X

g 1 g
B (5“5 + 5% P) Fyp— 0,0, ]
5,0 =20,

su(f =0
sum= —QDH@
SoXuw = 4P~ o’ D,® (2.28)

Si on calcule les anticommutateurs de ces opérateurs, on obtient

{84,580} :45MV5jauge(<T>)
5,50 = —2(0 + ™5 (4,)
{8+ Sop}t = 4P7uvop5jauge(q))
{s,8u}=0
{So: Suw} = —4P " 0" (0, 4 6175 (A,)) (2.29)

excepté pour les fermions, pour lesquels ces égalités ne sont valables que modulo I'intro-
duction des équations du mouvement. Comme dans le cas de la symétrie scalaire, nous
allons tenter de compléter 1’algebre en introduisant la 2-forme anti-autoduale T'. Pour le
cas de la symétrie vectorielle, on peut montrer que cela peut étre effectué en modifiant

la transformation du champ ¥, comme suit

1 _
B —— (5;5 + EQW”P) Fyp— 6,0 [®, 8] + T,
8 _
$oT0 === P e ( Dy + 4D, — 2[0, 9, ] (2.30)
Q@
La mise en involution de l'algebre a travers I'anticommutateur ss, + s,s implique que le
parametre « est égal a 4.
Dans le cas de la symétrie tensorielle, on doit modifier les transformations des champs

n et X, Le calcul montre que les transformations du champ scalaire et du champ auxi-
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liaire doivent étre modifiées de la maniere suivante

S0l = _2(F;;/ + TW)
S;LZ/TO’pZQP_}U/Up (DH\IJH - [(I)a 77]) (231)

La transformation du champ x,, devrait également étre modifiée pour supprimer les

équations du mouvement dans
{8/,“/7 SO’p}XH)\ = 4P7,u1/0p[q)7 Xn)\] - 4P7/,L1/Up< (dA \Il);)\ + [(I)v Xm\])

+2P o (da9), + [ 0] ) + 2P o ( (44 0), 4 [2,x0,]) (2:32)

et pour empecher leur apparition dans les commutateurs de s, avec les autres générateurs,

pv

due a l'introduction du champ auxiliaire. Dans le cas quadridimensionnel il est suffisant

pour ce faire de substituer aux transformations de x,, et du champ auxiliaire

SEEWXUP = SS;dXUp +a P_;J,V[O'KTN‘/)]_
sNewy =504, 43 hW[an< (daw), + [, x,ﬂp],]) (2.33)

Mais en huit dimensions cette modification est nulle, a cause des propriétés du projecteur
anti-autodual (voir appendice B.2 équations (B.8)). Cette différence provient du fait qu’en
dimension quatre, la décomposition d’une 2-forme dans ses composantes autoduales et
anti-autoduales correspond a la décomposition de la représentation adjointe de so(4) en
su(2)@su(2) qui permet de construire une 2-forme anti-autoduale & partir d’une forme bi-
linéaire sur les 2-formes anti-autoduales. Alors qu’en huit dimensions, s0(8) se décompose
en 50(7) plus la représentation vectorielle de so(7), dont le produit tensoriel avec elle-
méme se décompose en la représentation scalaire, la représentation symétrique sans trace
de 50(7) et la représentation adjointe de s0(7), qui n’incluent pas la représentation vecto-
rielle de s0(7). Les algebres de supersymétrie des théories de Yang—Mills sont intimement
liées aux algebres sans diviseur de zéro de la construction de Cayley—Dickson [30]. Les
algeébres de supersymétrie N' = 1, 2, 4 en quatre dimensions sont respectivement reliées
aux algebres C, H et O. D’un point de vue algébrique, on peut comprendre I'impossibilité
de fermer 'algebre complete de supersymétrie maximale comme une conséquence de la

non-associativité de l'algebre des octonions O [31].

2.1.4 Torsion du tenseur énergie impulsion

Afin de mieux comprendre ce que signifie la réinterprétation du groupe des rotations
lors de la procédure de torsion, nous allons comparer les tenseurs énergie impulsion res-

pectifs de la théorie supersymétrique et de la théorie tordue. La seule difficulté technique
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dans le calcul du tenseur énergie impulsion de la théorie supersymétrique, réside dans
le terme (XD)\) qui fait intervenir les octades e}, et la connexion de spin w,”, en espace

courbe.

0Tr (XJD)\) = el Tr (XvaDM)\) + %egéwzc Tr (Xv“%c)\)

YA Q 3 c N\ AQ
=det Tr ("D, A) + §efjéwz Tr (Ay%A) (2.34)
En utilisant 1’équation de torsion nulle nyéel‘ﬁ] + dwp, e’;] = 0 et ’équation
i — [y 1 - ) 31 -
= 5T (D) = T (=5 (0D + 5w EY) + 0,07 ,2)) - (2:39)

otl on notera dorénavant E*) '’équation du mouvement du champ ¢, on montre que le
tenseur énergie impulsion, modulo une partie antisymétrique linéaire dans les équations

du mouvement, est donné par
7 ,—
Tlu/ =Tr <—FMUFVU — D,ugbl Dygbl — DM¢2 Dygbg — 5()\’}/{MDV}A)

1 1 —
+ 59w (§FUpFUp + D, Py D°¢1 + Dy D 02 + z’()\lD)\)

1, 92)” + i (Myo[1, Al) + (Ao, A]))) (2.36)

En utilisant la méme formule (2.35), on montre aisément que ce tenseur est conservé

modulo les équations du mouvement.

_ 1 _
VT, = Tr <—FWE(A)V — D, B — D¢, B — (D,AXEW) + 5DV(A»WEW))
(2.37)

Notons également que la connexion de spin agit différemment sur les fermions apres et

avant 'opération de torsion. Si on tord la dérivée covariante des fermions, on obtient

Von=08,m—w, “Xa
L _ c
Vi Xab = OpuXab + 5%na’l +2 w:[a Xe|p]—
s _b b
VN‘Ija = 8M\Ifa — wua \Ifb + w:a \Ifb (238)

3avec la définition

55 = / Eoy/g T (3 opar?)
M A
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alors qu’apres 'opération de torsion, la dérivée covariante agit sur les champs tordus de

la maniere suivante

Vin=0un
VZXab = auXab +2 o [aCXc\b}_
VoW, =0,Vo + wua" Vs (2.39)

On remarque que ces définitions sont identiques si et seulement si w, a — 0, c’est &
dire si et seulement si les octades définissent une structure Spin(7) sur la variété. Cette
propriété est équivalente au fait que dans le cas d'une connexion de torsion nulle, le groupe
d’holonomie est inclus dans Spin(7) [20]. Ceci implique que la procédure de torsion n’est
globalement définie que sur une variété d’holonomie incluse dans Spin(7); ce qui n’est
pas vraiment une restriction puisque la théorie tordue n’est elle méme définie que dans
ce cas. Remarquons la différence avec le cas de la torsion de la théorie de Yang—Mills
supersymétrique N’ = 2 en quatre dimensions, pour lequel I'opération de torsion n’est
définie que sur une variété d’holonomie incluse dans SU(2) alors que la théorie tordue
peut étre définie sur une variété riemannienne arbitraire.

On obtient enfin, en réécrivant le tenseur énergie impulsion en fonction des variables
tordues

1 - -
T, =Tr <—F{MUF1,}U + ZguyFopFU” +2Dy,® D@ — g, D® D°P

1 1 1 - >
+ énD{H\IJV} + 5\11{”Dl,}77 — Eg,w (77D v, +WVv, D 77)

+ 2 X{ugDV}\I/U + 2 \IJUD{HXV}U — 29 (XUPDU\pr + \I’pDUXUp)

+%gw (1,1 + 20, (@, X7] + 20, (B, 0] — [2, &)]2)) (2.40)

La réécriture en fonction des variables tordues ne modifie en rien le fait que celui-ci soit

conservé. La version tordue de I'équation (2.35) est

1 ., 1 .,
Tr <§?7D{“\If,,} + 2)({” DV}\I/U + iqf{#Dy}T] + 20 D{#XV}[,)

1 1
="Tr <§nDu\If,, +2x.°D,V, + §‘Il,,Du77 +2V7D,Xvo

1 . o
- ZQWUPDG (n¥,) — (35pm\ + 5%JQA]#VP])D (xa )

ouv

1 1 1
B — SnERY) +4 X B + 5 (070 + EQW“P)\IJ(,EQP)) (2.41)
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et la conservation du tenseur s’écrit modulo les équations du mouvement
1
VT, ~ T <§RW17\D” — 2R, X", — 2 RPWUXW’\IJP> (2.42)

L’expression de droite n’est nulle que dans le cas ou les octades définissent une structure
Spin(7), ce qui implique la nullité du tenseur de Ricci et le fait que le tenseur de Rie-
mann prend valeur dans le produit tensoriel symétrisé de la représentation des 2-formes
autoduales avec elle-méeme.

Pour calculer le tenseur énergie impulsion dans la théorie tordue, il est important de

bien comprendre la dépendance du projecteur anti-autodual dans les octades.

5PP;UP = —é5( Zege‘c’es) Qup?

1 1
= Zmﬂegdeg — ZQW’\[”eideg} (2.43)

Ce qui est cohérent, puisque Pl;,m\(SP,;\eT Pe;op = 0. Ainsi, sous un difféomorphisme f,
une 2-forme anti-autoduale w™ se transforme en une 2-forme f,w™ qui est anti-autoduale
par rapport au projecteur transformé f,P~. Notons néanmoins que la dépendance du
projecteur anti-autodual dans les octades ne se réduit pas a leur dépendance dans la
métrique. Ceci implique que le tenseur énergie impulsion de la théorie tordue n’est pas
symétrique.

Arrétons nous un instant pour discuter cette propriété du tenseur énergie impulsion
dans les théories faisant intervenir explicitement une G-structure strictement incluse dans
la structure SO(n) associée a 'existence d’une métrique et d’une forme de volume. De
maniere générale, ces théories font intervenir en plus de la métrique et du tenseur anti-
symétrique de rang maximal, certains tenseurs invariants sous 1’action du groupe G. Pour
les groupes de la liste de Berger, d’holonomie locale possibles des variétés riemanniennes
compactes irréductibles et non symétriques classifiés par M. Berger [32], qui couvrent
tous les cas considérés en physique, il s’agit de formes différentielles constantes sur la
variété. Dans le cas usuel, tout difféomorphisme laissant invariante la métrique est une
symétrie de 'action, et on peut y associer une charge conservée de la théorie. Le tenseur
énergie impulsion étant dans ce cas symétrique, on peut y associer une charge conservée
pour chaque vecteur vérifiant ’équation de Killing. Dans le cas ou la théorie fait aussi
intervenir des tenseurs constants associés a une G-structure, seuls les difféomorphismes
laissant invariants ces tenseurs seront des symétries de ’action. Le tenseur énergie impul-
sion ne doit donc permettre de définir une charge conservée que si on le contracte avec des

vecteurs engendrant des difféomorphismes qui laissent la G-structure invariante, c’est a
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dire seulement si ces vecteurs &, sont tels que ete,, V£ est un élément de g C gl(n, R).
Ceci implique que le tenseur énergie impulsion est de maniere générale défini dans le
supplémentaire de g dans gl(n,R). On retrouve bien que le tenseur énergie impulsion
est symétrique dans le cas ou g = su(n). En revanche celui-ci aura une composante an-
tisymétrique anti-autoduale dans le cas de notre théorie tordue faisant intervenir une
structure Spin(7).

Pour calculer le tenseur énergie impulsion, nous allons utiliser ici le fait que la 4-forme
octonionique n’intervient dans l'action que sous la forme du projecteur anti-autodual.
L’action d'une dérivée de Lie sur une 2-forme anti-autoduale se décompose en ses com-
posantes autoduales et anti-autoduales. Lorsqu’on considere la variation de I'action, on

peut donc décomposer explicitement

okS 6kS okS
e = T T 2.44
‘Cﬁwuy (5w/“, ‘Cfﬂwp,y 5w;l/ + ‘Cliw/u/ 5w:—V ( )

ou la notation dans le terme de droite désigne une dérivée fonctionnelle par rapport

a une 2-forme générale, qu'on projette ensuite sur ses composantes autoduales et anti-

autoduales. Etant donné que le terme ;:f n’est pas I’équation du mouvement du champ
nv

w™, les termes le faisant intervenir doivent étre inclus dans la définition du tenseur énergie

impulsion. L’invariance de 'action sous difféomorphisme peut ainsi s’écrire

'S LS oLS
8 pv o, o, (pa)
/M d°x (59“V L.g" +2Tr (XWVVK 5X,JIV + T VoK 5T,fy> + EA: Lopa B )

(2.45)
55;,, indique que la dérivée fonctionnelle ne prend pas en compte la

dépendance du projecteur anti-autodual dans la métrique. On peut ainsi définir le tenseur

ou la notation

énergie impulsion
2 d'S 2 6Ls 05
= 2082 o S g 5
W Goge g N Gy T gTe

qui sera conservé par définition. Cette définition est identique a la définition usuelle

(2.46)

faisant intervenir la dérivée fonctionnelle par rapport aux octades. On peut alors calculer

ce tenseur explicitement

1 _ _
T, =Tr (-F,f vo & 19w FopF7 + 2D, ® Dy® — g, D,® D°®

+ Z\I]{yDy}n - g,uV\IJUDUn - 4XZ/U (dA\II) - 2gHZ/XUpDU\ij

+
no

_ - 1 -
+2<I> {\Ijua \DV} - 4q){XuJa XI/O’} - g;w <(I){qjm \I]J} + @772 + 5[@7 @]2>) (247)
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Notons que ce tenseur est BRST-exact, comme c’est le cas de maniere générale dans les
théories de type cohomologique. Le lecteur pourra trouver plus de détails a ce sujet dans
I’annexe A.1.

On va maintenant considérer la différence du tenseur énergie impulsion de la théorie
supersymétrique et de la théorie tordue, en fonction des variables tordues. On montre

que celle-ci est une dérivée totale modulo les équations du mouvement

2 2
+ 2D, (xvo¥7) = 290D (Xop¥”) + 4D (X6 ¥})
+ (3053 + 0552 ) D7 (Xia W)

1 1 1
AT, — Tr (——DN (19.) + 56,07 (10,) + 0,,77D, (nv,)

1 1 1
— XwE™ + 577E,(f,§) F2y,° ;%) + U, B — 5(5/‘15 + QQWU;}) \IJJElg‘I’)) (2.48)

La définition du tenseur énergie impulsion est d'une importance cruciale en théorie
quantique des champs, mais elle affecte principalement la théorie a travers les charges
conservées que celui-ci permet de construire dans la formulation opératorielle. Si une
théorie de champ définie sur un espace euclidien n’admet pas de formulation opératorielle,
il est formellement possible de définir I'action des charges conservées dans la formula-
tion fonctionnelle de la théorie. Supposons que nous étudiions une théorie définie sur
I’espace de Minkowski dont on connaisse a la fois la formulation opératorielle et la formu-
lation fonctionnelle. La définition du produit chronologique (7" produit) dans le forma-
lisme opératoriel permet d’écrire ’action d’'une charge conservée () associée a un courant
J#, sur un opérateur O, comme étant donnée dans la formulation fonctionnelle par les
termes de contact apparaissant dans des fonctions de corrélation faisant intervenir la
loi de conservation modulo les équations du mouvement de ce courant dans la formula-
tion fonctionnelle 9,J" = E = 0 et la fonctionnelle locale des champs correspondant a

I'opérateur O°.

(E(@)O0'(y) ) =0z —y)[Q,0"(@)] -+ )+ (2.49)

Les termes dérivatifs apparaissant dans la différence des deux tenseurs énergie impulsion
sont conservés indépendamment des équations du mouvement, et n’affectent donc pas la
définition des charges. Les termes linéaires dans les équations du mouvement quand a
eux, font état du changement de représentation des fermions avant et apres l'opération
de torsion. Dans le cas quadridimensionnel, cette modification de I’action du groupe des

rotations correspond a ’action du groupe SU(2) de symétrie interne sur les fermions, et



52 CHAPITRE 2. LA THEORIE DE TYPE COHOMOLOGIQUE SOUCHE

la différence des tenseurs énergie impulsion tordue et non-tordue peut étre identifiée au
courant associé a cette symétrie dans la formulation tordue. Dans le cas présent, la partie
antisymétrique anti-autoduale du tenseur énergie impulsion implique qu’il ne permet
d’engendrer qu'un nombre réduit de charges conservées, correspondant aux isométries

qui préservent la structure Spin(7).

2.2 Construction du fixage de jauge

Les théories de jauge de type cohomologique admettent deux groupes de symétrie
de dimension infinie. La premiere symétrie est I'invariance de jauge et la seconde est
la symétrie topologique de translation dans l’espace des connexions. L’'interprétation de
M. F. Atiyah et L. Jeffrey de ces théories dans le formalisme de Mathai—Quillen permet

de comprendre comment ces groupes sont subtilement imbriqués 1'un dans I'autre [9].

2.2.1 Formalisme de Mathai—Quillen

Dans le cas idéal ou les antifantomes de la théorie n’admettent pas de mode zéro, il
est possible d’interpréter la valeur moyenne dans le vide de produits d’observables d'une
théorie de jauge de type cohomologique comme l'intégrale sur un espace de modules
pertinent, d’applications de ’ensemble des éléments d’homologie de I'espace de base,
dans I’ensemble des éléments de cohomologie de de Rham de cet espace de modules. Ces
¢éléments de cohomologie sont construits a partir d’éléments de cohomologie équivariante
dans le formalisme de Mathai—Quillen. Dans le cas des théories de jauge, cette coho-
mologie équivariante permet de calculer les éléments de cohomologie non-triviaux de la
base du fibré universel classifiant du groupe des transformations de jauge. Nous allons
définir les applications a valeur dans I’ensemble de ces observables comme les caractéres
de Chern associés a un fibré principal plus grand [33].

L’action des transformations de jauge sur ’espace des connexions n’est pas libre. En
I'occurrence, la transformation de jauge donnée par un élément constant a valeur dans le
centre du groupe appartient au groupe d’isotropie de toutes les connexions. On définit le
groupe des transformations de jauge pointées ¢°, comme le groupe des transformations
de jauge vérifiant que, pour un point fixé de la base ° € M, tout élément g € ¥° (défini
comme une section du fibré adjoint) soit tel que g(z°) = 1. Ce groupe agit librement sur
I'espace des connexions &7 [34]. Celui ci admet donc une structure de fibré principal de

groupe de structure 4° et de base A. Lespace des orbites Z = of /¥ en tant qu’espace
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topologique, admet quand & lui une stratification en variétés différentielles d’Hilbert [35].
Cette structure est mise en évidence en définissant Z comme le quotient de % par G.
L’ensemble des strates peut étre classifié par I’ensemble des groupes d’isotropie admis-
sibles déterminé en [36]. De maniere générale, on ne s’intéresse qu’a la strate principale
P*, donnée par le quotient des connexions irréductibles, «7*, par le groupe des trans-
formation de jauge ¢ ; ou de maniere équivalente, par le quotient de 1’ensemble B des
éléments irréductibles de %, par le groupe G. Les groupes ¥¢ et G° définis comme les
quotients respectifs de ¢ et G par le centre de ce dernier, agissent librement sur .o7* et
B respectivement. %* est donc la base des fibrés principaux «7* et B, de groupes de

structure respectifs 4 et G°.

G° — of*
! G° — o

G — B ! (2.50)
! B*
B

L’espace des connections irréductibles .o/* est contractible, et constitue ainsi un espace
fibré classifiant du groupe des transformations de jauge ¢¥°. Le modele de Cartan pour
la cohomologie équivariante par rapport au groupe ¥¢ de o/ [9, 33], est constitué de
I’algebre graduée librement engendrée par les champs A, ¥ et @, et la différentielle de
Cartan est donnée par la charge scalaire de supersymétrie. Les observables de la théorie
des champs correspondante, définies comme les éléments de cohomologie équivariante,
sont obtenues dans le modele de Cartan comme les éléments de cohomologie de la
différentielle de Cartan dans le complexe des fonctionnelles invariantes de jauge. En
théorie des champs il est préférable de faire intervenir une différentielle nilpotente sur
les champs, et c¢’est pourquoi on préférera le modele BRST au modele de Cartan. Le
modele BRST est constitué de la méme algebre graduée, élargie par l'introduction du
représentant algébrique ¢ de la connexion sur le fibré &#* — %*. La différentielle BRST

agit sur les générateurs de ’algebre comme suit

QA =V —duc Qc=o —¢?

(2.51)
QU = —da® — [c, V] QP = —|[c, D]

La définition donnée des fibrés principaux sur %* permet de définir les fibrés principaux
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suivants sur &#* x M

G°x G°— A*x P

! G x G— o* x P
G =B xgcP | (2.52)
l B* x M
B* x M

On définit de maniere canonique une connexion sur le fibré principal &/* — %*, en
utilisant la métrique ¥-invariante g(X,Y) = — f Tr X %Y, comme l'espace tangent
horizontal H.e/* = Ker(d’). On définit la différentielle extérieure sur A®e/* comme la

variation fonctionnelle graduée impaire

5L
5= /Tr 0A (2.53)

La connexion définit la différentielle horizontale sur les fonctionnelles tensorielles de A et

0 A dans une représentation donnée R, comme
0 =0 — R(Gad0A) (2.54)

ou G4 est 'inverse de d%da, qui est par définition bien défini sur &/*. On peut ainsi

calculer formellement la courbure introduite par I. M. Singer [7]

8 (—1)GAd0A + (—Gadi6A)?
= —GA * [(SA, *dAGAdZ(SA] — GAdZ[(SA, GAdzéA] + GA * [5A, *(SA] + GAdZdA<GAdj{4(5A)2
= GA * [5hA7 *5hA] (255)

o 0pA = A —d G adi0A. On calcule de la méme maniere la courbure du fibré principal
P x o/* — M x 2* a partir de la connexion A — G4d* A

(d+ 6)(A — Gadi6A) + (A — Gadi6A)” = F+ 64 A+ Gax [0hA,%0,4]  (2.56)

Nous allons voir dans la suite que cette équation s’écrit en fonction des champs de
la théorie de type cohomologique, et attribue ainsi a l'opérateur BRST le role de la

différentielle extérieure sur o7* [11]
A+ Q)A+e)+(A+e)'=F+ T +d (2.57)

Les transformations des champs ¥ et ® sous () découlent de I'identité de Bianchi.
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Le fibré principal #*xgcP — PB* x M de groupe de structure G peut étre défini
comme un fibré image inverse du fibré universel classifiant du groupe G. Ceci permet
d’associer un élément de cohomologie de %* x M a tout polynome invariant de g. On

obtient ainsi les caractéres de Chern associés a la courbure de P x &* — M x %*

1

X M) =

Tr (F + 6, A+ Gax [6,4, %0, A])" (2.58)

représentés dans la théorie des champs par les opérateurs locaux

1

© n!(2mi)"

Tr (F+ U +®)" (2.59)

Ces caracteres de Chern définissent les applications généralisées de Donaldson en intégrant
ceux-ci sur des classes d’homologie de la variété de base, avec la convention formelle a la

Berezin que l'intégrale d’une forme w de degré n sur un cycle v de dimension k est égale
a oy f7 w.t

Chn(B x M) = Ho(M) — H™ k(gg*)
v - / cho (B x M) (2.60)

La procédure se généralise en principe a toute classe caractéristique du fibré univer-
sel classifiant de G. La géométrie de l'espace fibré de groupe de structure ¥4¢ x G,
d* x P — %B* x M a en quelque sorte été réduite dans cette construction a celle de
Pespace fibré de groupe de structure G, #*xgcP — %* x M. Du point de vue de la
théorie des champs, nous nous sommes restreints aux observables définies par des fonc-
tionnelles locales intégrées sur des cycles donnés de M. La cohomologie complete de ()
contient probablement des solutions non locales définissant des éléments de cohomologie

ne correspondant pas a des classes caractéristiques du fibré universel classifiant de G.

Nous allons démontrer formellement la propriété de localisation de 'intégrale fonc-
tionnelle. On va pour ce faire supposer qu’on est capable de définir la mesure d’intégration
fonctionnelle sur 'espace des orbites irréductibles %*, ce qui est en réalité un probleme
toujours ouvert aujourd’hui. Etant donné que I'action de la théorie de type cohomolo-
gique s’écrit comme un terme ()-exact, on peut choisir n’importe quelle fonction de jauge
topologique isotope a ’action définie dans la section précédente. L’intégrale fonctionnelle
correctement fixée de jauge, au sens de l'invariance de jauge ordinaire, se réduit en prin-

cipe a l'intégrale sur I’espace des orbites de jauge de la méme fonctionnelle des champs,

1ol 87 est le delta de Kronecker.
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multipliée par le pfaffien de 'opérateur d’d,, (nous expliquerons ce résultat lorsque nous

discuterons la fixation de jauge), a savoir

/ po Pidyda) JJO () e ~QY (2.61)
B XTA* k
avec W défini tel que

QW = /Tr (T*F+X*d,4\11 +ndax U+ B(dyx da® + [\I!,*\If])) (2.62)

L’intégration gaussienne sur les champs imaginaires purs 7, x, 1 et ® définit formellement

le produit de fonctionnelles delta

*xT o™

/ po PHAY [0 () S1F]81(da®) ] S1ds W] 5[} da® — #[W, < 0] (2.63)

La fonctionnelle delta §[d* V] contraint ¥ & sa composante dans H.o/* = T B
U n U — dyGadi U (2.64)

et introduit comme facteur le déterminant formel de d%, vu comme un opérateur de
A*e/* dans Lie(¥). Puisque A est irréductible, ce déterminant est égal au déterminant
formel de l'opérateur adjoint d4 de Lie(¥) dans A®e/*, et donc au pfaffien du laplacien
associé, Pf[d%d 4], sur Lie(¥¢). En multipliant ce pfaffien avec son homologue apparaissant
dans la définition de l'intégrale fonctionnelle, on obtient le déterminant de dds. Ce
déterminant multiplié par la fonctionnelle delta § [d’gd AP — [, *\If]] , contraint le champ
® a la courbure de &/* — %*

O~ Gox [V, *V] (2.65)

sans introduire de facteur supplémentaire. L’intégrale fonctionnelle se réduit alors a
po et w) 0[F716[(da®)] (2.66)
B*XTRB*

Les dernieres fonctionnelles delta définissent formellement une classe de Thom pour F~
vue comme une fonction de %* dans l'espace des 2-formes tensorielles anti-autoduales.
C’est a dire que les déterminants qu’elles font intervenir se compensent I'un l'autre et

qu’elles restreignent 'intégrale fonctionnelle a l'intégrale sur les orbites de jauge auto-

/% [T et (2.67)

duales.
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La localisation perdure dans le cas ou les antifantomes admettent des modes zéro, mais
dans ce cas I'intégration fonctionnelle sur ces champs introduit en facteur la classe d’Eu-
ler du fibré de fibre le conoyau de l'opérateur tordu de Dirac et d’action sur la fibre,
I’action des automorphismes verticaux sur les sections du fibré adjoint, qu’on appelle
communément le fibré d’obstruction (obstruction a I’égalité de la dimension de I'espace
de modules avec sa dimension virtuelle). Un argument simpliste consiste a dire qu’on
régularise l'intégrale sur les modes zéro des antifantomes (dx(u) = dan(v) = 0) en

considérant le terme
[ (ve @+ 0 2.0 (2.68)

dans 'action, introduisant ainsi dans l'intégrale fonctionnelle le facteur
= [ 1 (w010 + 0(0) * [8,17(0)
/u(u, v) e (2.69)

qui n’est autre que la classe d’Euler du fibré d’obstruction, une fois le champ ® identifié
a la courbure d’I. M. Singer.

On peut ainsi en principe calculer des fonctions de corrélation d’observables BPS de
la théorie supersymétrique en huit dimensions a partir d’intégrales ordinaires sur 1’espace
de modules. Si le formalisme nécessaire n’a pas été construit en huit dimensions, cette

méthode s’est avérée fructueuse en quatre dimensions [37].

2.2.2 Invariance de jauge

La propriété de localisation offre une alternative a l'intégration fonctionnelle. Il est
néanmoins intéressant d’étudier ces théories par le biais de la théorie des perturba-
tions dans le but de comprendre l'intégration fonctionnelle elle-méme. Cette propriété
considérablement simplificatrice des théories de type cohomologique offre en effet un
laboratoire tres intéressant pour tester la théorie des perturbations.

L’espace des orbites de jauge irréductibles * est une variété différentiable d’Hilbert,
séparable, métrisable et paracompacte [35].% Il admet en tant que tel, un recouvrement
d’ouverts contractibles localement fini {U;} [7]. Pour tout point @ de Z*, il existe un

ouvert de #* contenant a difféomorphe a T%EL

i : TB,—Uy C B
X — gl X] (2.70)

®Cette définition requiere des restrictions sur 1'espaces des sections considéré, voir [38]
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T %"’; est lui méme difféomorphe a I'espace tangent horizontal en un représentant A de
I'orbite a dans @7*, via le relevement horizontal de X € T@[}L en X" e H - La fonction
¢g n’étant définie que modulo difféfomorphisme, on peut la contraindre de telle sorte que

la fonction

oo  Usg— Vi CA”
a— A+ (7" [a)" (2.71)

définit une section locale trivialisante de &7 — %*. Ce qui définit des coordonnées locales

de #* dans un sous espace de &/* obtenu via la projection (7w est la projection de o7*
dans #*)
osom(A) = UA, AldU[A, A (2.72)

avec U[A, A] défini tel que
& (U[A, AldAUA, A — A) —0 (2.73)

ce qui correspond en physique a la jauge généralisée de Landau. £* admet un sous
ensemble localement fini %8** tel que pour chaque point a € Z#** il existe un ouvert Uy de
P#* dont I'image via oy est strictement incluse dans le domaine restreint de Gribov défini
par D. Zwanziger et G. Dell’Antonio [39], et dont 'union est #* lui-méme. Sachant que
toute orbite de jauge compte une intersection avec le premier domaine de Gribov [39], il
est raisonnable de supposer que Z#** peut étre choisi de maniere a étre isomorphe a un
espace de dimension finie. Cette propriété n’est pas indispensable de toute maniere, on
admettra seulement qu’il est possible de définir correctement 'intégration sur cet espace.

Ceci permettrait de construire une partition de I'unité o(|A — A(d)]) avec
|A—zi|25—/Tr (A—A) (A - A) (2.74)

telle que o(]A — A(&)]) soit nulle en dehors du domaine restreint de Gribov associé a A

[ eta- A

L’intégrale fonctionnelle, définie comme une intégrale sur I’espace des orbites irréductibles

et que

) =1 (2.75)

P* doit faire intervenir en facteur le rapport du volume de 'orbite dans I'espace des
connexions irréductibles sur celui du groupe de jauge lui-méme. Ceci est du au fait que
la quantification canonique de la théorie dans le cadre de ’algebre d’Heisenberg n’a de

sens que sur un espace des phases plat, et que l'intégrale fonctionnelle correspondante
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est par conséquent définie sur I'espace des connexions et non ’espace des orbites [40]. Ce
rapport de volume est donné par le pfaffien du laplacien covariant d%d4 [41]. L’intégrale

fonctionnelle est donc définie comme suit

/u Pf[d;da) O e / / ioo(|X1) PHd;, xdipx] O™ (2.76)
B B S Har

La racine du déterminant de la métrique, intervenant dans la mesure définie sur H.2/%,
multipliée par le pfaffien du laplacien covariant d%d, n’est autre que le déterminant de
I'opérateur de Faddeev—Popov divisé par celui du laplacien covariant par rapport a la
connexion de fond A [42]. L’intégrale fonctionnelle se rééerit ainsi a I'aide des fantémes

de Faddeev-Popov®

-S—s r_A*A—fi
/ /MMM—ﬁDOeS /TQd (A4-4) (2.77)

Dans le cadre de la théorie topologique, la forme locale de 'opérateur BRST topologique
() dans les coordonnées locales autour du point fi, est un opérateur nilpotent de H 42%‘: X
Ta/* x --- dans lui méme. C’est a dire que QA satisfait

diQA =0 (2.78)

Dans l'ouvert o;Us, 'opérateur de Faddeev—Popov d%d 4 est inversible, et on peut définir

le projecteur o, o m, sur H ﬂ[j‘ x Ta/* x --- en faisant intervenir son inverse G 44
Ogs O 7T*<5A, 5@) = (5A — daGiad0A | dp — [Giadi0A, go]) (2.79)

Ce qui revient a définir une connexion Giad%0A sur T g%'; Dans le modele BRST
constitué des champs fixés de jauge (d; x (A — A) = 0), le champ ¢ n’est en fait pas
un représentant algébrique de la connexion de &7 — Z*, mais celui de cette connexion
associée a la projection oy, om,. Malgré cette différence, le champ ¢ définit bien les direc-
tions verticales dans le modele BRST, il est en quelque sorte la « silhouette algébrique
» de la connexion géométrique dans le modele BRST. Ce n’est en aucun cas une contra-
diction avec le formalisme de Mathai—Quillen, puisque le modele algébrique directement
relié a la géométrie du probleme est en fait le modele de Weil [33]. On nomme le champ
¢, l'ombre, et les champs associés les champs d’ombre [A.4]. Afin de représenter la fonc-

tionnelle G;4d%V en théorie des champs a l'aide d’un opérateur local, on introduit le

50n a omis de restreindre 'intégrale fonctionnelle aux connexions irréductibles, car cette restriction

est réalisée par l'intégration sur les éventuels modes zéro du fantéme de Faddeev—Popov.
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terme
/TI‘ Ed/; * (dAC — \If) (280)

dans l'action, de maniére a ce que I'intégration sur le champ ¢ définisse 'ombre comme
cette fonctionnelle ¢ = G j4d% V. Cette procédure introduit en facteur un déterminant de

Faddeev—Popov, qui doit étre compensé par un terme de la forme

/Tr fdi*xdap (2.81)

avec des champs scalaires pairs ji et p. Nous allons maintenant voir que ces termes
apparaissent naturellement dans la construction BRST de la fixation de jauge.

Du point de vue du formalisme de Mathai—Quillen, les observables de la théorie sont
les éléments de cohomologie équivariante, qu'on définit dans le modele BRST comme
la cohomologie de l'opérateur BRST topologique @ dans le complexe basique [43]. Le
complexe basique est quand a lui défini comme I’ensemble des fonctions des champs et de
leurs dérivées qui sont invariantes et horizontales. C’est a dire, dans le cas d’une théorie
de Yang—Mills, qu’elles sont invariantes de jauge et qu’elle ne dépendent pas de 'ombre
c. On définit donc l'opérateur BRST s comme une différentielle dont la cohomologie
définit le complexe basique. La cohomologie de I'opérateur BRST est donnée dans le cas

usuel, sans l'adjonction de 'ombre ¢, par I’ensemble des fonctions invariantes de jauge

des champs.
sA = —d,s0 sQ=—-0?
sU=—[Q, V] (2.82)
s =—[Q, D]

Afin d’obtenir en outre l'indépendance par rapport a ¢, on définit tout simplement son

fantome p, de telle sorte qu’ils constituent a eux deux un doublet trivial
sc=U sp=20 (2.83)

On étend la définition du BRST topologique et du BRST ordinaire a tous les champs de
maniere a ce que ces deux opérateurs soient nilpotents et anticommutent, ce qui détermine

I’action de () comme suit

Q= —pu— [Cv :u] Qu = _[(1)7 Q] - [Cv :u] (284)

Dans le cas usuel, I'écriture explicite d’une fixation de jauge nécessite I'introduction d’un
doublet BRST-trivial
sQ=0b sb=0 (2.85)
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Afin d’écrire une fixation de jauge s-exacte qui soit de plus () invariante, on introduit
un quatuor trivial

sii=¢ Qi =
c=-b (2.86)

O

La fixation de jauge, dans la jauge généralisée de Landau, s’écrit alors

- SQ/TrﬂdA*(A—A) :/Tr (—bdg*(A—ﬁ)qLng*dAQ
—edyx (dac— ) — fidax (dap+ [da, o — [, \1/])> (2.87)

ce qui concorde avec la discussion précédente. Cette fixation de jauge définit ainsi de
bonnes coordonnées locales sur le domaine restreint de Gribov associé a la connexion de
fond A. L’action complete fixée de jauge est donc la somme d’une classe de cohomologie
de s, Q-exact et d'un terme s et (Q-exact. Ceci établit I'ordre des projections sur les
cohomologies ; ainsi, les observables sont bien les éléments de cohomologie de () dans la
cohomologie de s, et pas l'inverse, qui de toute maniere est vide. Du point de vue de la
théorie des champs, une manipulation formelle naive porterait a croire qu'une fonction de
corrélation incluant un opérateur (Q-exact dont I'antécédent ne serait pas s invariant, soit
tout de méme nulle. Une étude plus scrupuleuse incluant la définition globale de I'intégrale
fonctionnelle (2.77) montre que les observables non s invariantes ne se recollent pas sur
les intersections d’ouverts. Ainsi une observable Q-exacte d’antécédent non s-invariant
peut étre considérée comme localement ()-exact, mais pas globalement. On peut en fait
montrer que la cohomologie de ) dans le complexe complet est triviale, ce qui relie
au lemme de Poincaré via l'interprétation de () comme la différentielle extérieure sur
chaque ouvert étoilé Uz. On réfere & [44] pour une interprétation équivalente ne faisant

pas intervenir 'opérateur BRST de jauge.

2.2.3 Symétrie vectorielle

L’interprétation géométrique de la fixation de jauge ordinaire est plus aisée dans
la jauge généralisée de Landau. Cette derniere a de plus la propriété d’admettre une
symétrie supplémentaire, la symétrie fantome. Les identités de Ward fantome et anti-
fantome imposent la stabilité de la fixation de jauge sous le groupe de renormalisation
en dimension inférieure ou égale a quatre [45]. Ces identités de Ward se généralisent au

cas ou les champs d’ombre sont inclus [A.4]. Nous allons voir dans cette section que la
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composante équivariante de 'action QW peut également étre contrainte par des symétries
supplémentaires de maniere a étre stable par rapport au groupe de renormalisation. Nous
avons en effet expliqué dans la publication annexée A.1, qu’un choix « canonique » de fixa-
tion de jauge consiste a exiger que I'antécédent du tenseur énergie impulsion soit conservé
modulo les équations du mouvement. Dans le cas ou la variété sur laquelle on définit la
théorie admet un vecteur constant, ce choix de jauge implique une symétrie additionnelle
de la théorie. Dans le cas ou la théorie est définie sur un espace plat celle-ci admet une
symétrie de parametre vectoriel qui contraint completement 1’action. Elle n’est autre que
la composante vectorielle de la supersymétrie tordue, dans sa forme équivariante (voir
[A.1] pour plus de détails). Nous allons seulement discuter ici la possibilité de construire
une fixation de jauge compléte, pour la symétrie topologique et l'invariance de jauge,
admettant cette symétrie. Pour ce faire on doit construire une représentation de cette
symétrie vectorielle qui soit cohérente avec la symétrie BRST. Dans [A.1] nous avons
résolu ce probleme en abandonnant la propriété de factorisation de l'opérateur vectoriel
en 0 = k"0,. Ceci impose que toute fixation de jauge ¢ invariante dépend explicitement
du parametre vectoriel k. Cette dépendance n’est en fait pas problématique pour la renor-
malisation de la théorie [A.4]. Nous allons cependant expliquer ici comment définir une
fixation de jauge Spin(7) invariante. Une représentation de la symétrie vectorielle compa-
tible avec I'invariance BRST doit s’inclure dans une algebre d’opérateurs qui n’introduit

pas les transformations de jauge. C’est a dire
52 =0 Q,6] = 2. (2.88)

.,?Z étant la dérivée de Lie le long de &, horizontale par rapport a la connexion de fond A.
Pour ce faire, on définit § sur les champs physiques comme ’action de la supersymétrie
vectorielle, moins une transformation de jauge de parametre 7,7y, ou v, est une 1-forme
fermionique de nombre d’ombres —1 (nombre de fantdémes topologique qu’on différencie
avec cette appellation du nombre de fantomes ordinaire). L’équation §? = 0 impose alors

. = 1 .
oy =ixy2 — 9(K)P — 5[%7 ikY1) (2.89)

oll ¥2 est une 2-forme paire de nombre d’ombres —2 dont I'apparition est causée par
I'indétermination due a la nilpotence de i, en tant que différentielle. g(x) est la 1-forme
associée au vecteur s par la métrique sur M.” L’équation [Q, 5] = OZZ impose quand a

elle
Qi1 + 0c+ [c,ixm] = i (A — A) (2.90)

"Pour tout v de TM, g(k)(v) = g(k,v).
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dont on déduit les transformations suivantes, en introduisant la 1-forme paire de nombre

d’ombres zéro ¢;

oc=1i,(c1+A— A) Qv = — [e,n] (2.91)

De maniere générale, pour compléter I'algebre, on doit ajouter un champ pour chaque
produit antisymétrique d’opérateur ) et d,. On doit ainsi introduire des k-formes de
nombre d’ombres —k, v, avec k allant de 2 a 8 pour les produits antisymétriques de 9,
et des k-formes de nombre d’ombres 1 — k, ¢, avec k allant de 1 a 8 pour les produits
antisymétriques incluant . On note pour deux formes tensorielles X et Y, (localement
des formes différentielles a valeur dans l'algebre de Lie g), ady Y le commutateur gradué
de celles-ci pour le produit extérieur. La transformation de ~; sous d fait en général
intervenir adi1 1x7v1. Les calculs deviennent donc de plus en plus compliqués au fur et
a mesure que le degré des formes considérées augmente. L’astuce consiste a deviner a
partir des transformations des formes de plus bas degré, la transformation des formes
généralisées de degré de forme plus nombre d’ombres fixé, ¥ = B¥_ v, et ¢* = ®&F_, e,
en fonction d’elles mémes. On définit également ¢ = ¢ ¢ ¢*.

Ces formes peuvent tout aussi bien étre considérées comme des superchamps, et on
aimerait formuler la théorie a I’aide de ce type de formes généralisées. On se contentera
cependant dans cette these d’écrire la fixation de jauge comme une intégrale sur un super-
espace. Nous travaillons actuellement sur une formulation en super-espace tordu, c’est
a dire une théorie des champs dont les champs sont dans des représentations produits
tensoriels gradués de plusieurs répliques de 'algebre extérieur. Nous espérons qu’a la
formulation en super-espace de la théorie de Yang—Mills supersymétrique ' = 1 en quatre
dimensions, correspond une formulation en super-espace tordu de la théorie de Yang—
Mills supersymétrique N/ = 2. Une telle formulation pourrait ensuite étre généralisée a
la théorie de Yang—Mills supersymétrique N = 2 en huit dimensions. Mais cette fois-
ci cette théorie serait le reflet tordu d’une théorie impliquant une formulation dans un
super-espace harmonique. Un éventuel super-espace harmonique tordu de la théorie en
huit dimensions, proposerait une formulation Spin(7) invariante de la théorie en fonction
de représentations complexes de SU(4), qui ferait intervenir les fonctions harmoniques
de Spin(7)/SU(4).

La formulation tordue est définie par sa propriété de n’admettre qu'un sous groupe de
symétrie du groupe des rotations, ce qui la contraint a n’étre définie que sur une variété
d’holonomie réduite. Du point de vue géométrique, les variétés compactes de dimension
supérieure ou égale a quatre sont, d’apres la liste de Berger, ou, des cas particuliers telles

que les variétés homogenes ou réductibles en produit de cercles et d’autres variétés, ou,
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des variétés d’holonomie maximale, ou encore des variétés de la liste réduite de Berger
[32]. Les groupes de cette derniere ont pour particularité d’admettre des représentations
spinorielles isomorphes a des représentations de formes contraintes par des équations
définies a I’aide de tenseurs invariants de ces groupes. Les variétés d’holonomie spéciale
correspondant a cette liste constituent les solutions génériques purement gravitationnelles
de la théorie des cordes. Ces variétés ont ainsi un grand intérét en physique, méme si
on doit reconnaitre que ce type de solution de la théorie des cordes n’est pas réaliste, et
qu’il est nécessaire d’introduire des flux et des branes de Dirichlet afin d’espérer obtenir
le modele standard dans la limite de basse énergie. Pour une théorie de Yang-Mills
supersymétrique définie sur un espace plat, la restriction de 'invariance par rapport aux
rotations a ces sous groupes permet d’accroitre le nombre de représentations irréductibles
tout en maintenant la représentation vectorielle irréductible.

Fermons cette parenthese et revenons a la question qui nous intéresse ici, c¢’est a dire
une représentation des différentielles nilpotentes () et 4. On note que la forme des transfor-
mations n’est pas unique, puisqu’on peut toujours redéfinir une k-forme en lui ajoutant
des commutateurs de formes de plus bas degré. Une convention permet cependant de

deviner les transformations suivantes

o ~ ~

Qé=e 1Pe) — & 6¢ =i.(¢—A)+e (L —g(r)n)e’

- (2.92)
QY =td(AE —[e 4] 07 = inF — td(=3) (9(R)D + i)

ou td(X) est la série formelle dans les puissances de adx définie par le développement
de Taylor de la fonction de Todd, %= =1+ %x + 1—12372 — ﬁlom‘l + O(x%), qui apparait
dans la formule de Campbell-Hausdorff

eAeB — 6A-s—td(A)B+(9(B’2) (2_93)
Il est en fait plus aisé de montrer que les opérateurs @Q et § vérifient ’algebre souhaitée

sur le générateur €7
Qe;’ = eﬁé — ceﬁ 5eﬁ = i,{e:’ — (g(/ﬁ:)é + Z',.;’Y1)€:Y (2-94)

On peut maintenant introduire 'opérateur BRST s, qui doit en plus d’étre nilpotent,
anticommuter avec les opérateurs scalaires et vectoriels () et §. Encore une fois, il est
nécessaire d’introduire un champ pour chaque produit antisymétrique d’opérateurs, soit,
des k-formes de nombre de fantomes 1 et de nombre d’ombres —k, €1, avec k allant de
1 a 8, pour les produits antisymétriques de 9, avec s, et des k-formes de nombre de

fantomes 1 et de nombre d’ombres 1 — k, g, avec k allant de 0 a 8, pour les produits
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antisymétriques de s, @) et 0,. Il est préférable de condenser les notations en définissant
les formes généralisées de degré de forme plus nombre d’ombres fixé, Q* = B8, U,
Q= Qp0* et [t = BF_y - Tous ces champs, s’ils permettent d’obtenir une représentation
de la symétrie vectorielle sur les champs fixés de jauge, ne doivent pas influer directement
sur les observables physiques. On définit donc la symétrie BRST de maniere a ce qu’ils se
regroupent en doublets triviaux. Comme on vient de le voir, les champs 7, sont plus na-
turellement représentés par la forme généralisée €7, qui ne prend pas valeur dans ’algebre

de Lie mais dans 'algebre enveloppante. On définit en conséquence les transformations
BRST

se’ = Qe s

sQF = Q2 sf

oY
I

i
. (2.95)

La transformation de 7 correspondante étant donnée par s+ = td(—i)fl*. La forme de
la transformation de * peut sembler a premiere vue plus proche de la transformation
du fantome de Faddeev—-Popov que d’éléments de doublets triviaux, mais ce n’est qu’'un
leurre, car on doit tenir compte du fait que le carré 2 n’apparait que dans la transforma-
tion de s{y. L’algebre d’opérateurs permet de calculer les transformations des fantomes

sous () et 0 comme suit
QO = —cTfie — [c, Q) 00 = i) = [g(k)® + 67, O (2.96)
Qi=—¢(@, Q)7 — B4l S =ini+e (g(n)n. Q) — L£0)e |

Nous voudrions maintenant écrire une fixation de jauge qui soit invariante par rap-
port a toutes les symétries dont on vient de déterminer une représentation. Suivant la
méthode proposée dans I'article annexé A.4, on introduit un 1024-plet trivial (2!71+8)

qu’on regroupe en un quatuor de formes généralisées

i

n
(I}

b (2.97)

qui se transforment sous s et () comme le quatuor original (2.85,2.86), et sous ¢ de la

maniere suivante
5,& = Z',{/:L
Q=i 0+ S si=i,é
8b=ib— 2, ¢ (2.98)
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Le lecteur est en droit de s’inquiéter du fait que certains de ces champs ont des dimen-
sions canoniques négatives. Ce n’est en fait pas un probleme, car une fixation de jauge
sQTI B d,-exacte vérifie des identités de Ward supplémentaires de type antifantomes qui
impliquent que ces formes étendues se renormalisent d'un bloc; ce qui permet de ne
considérer que la dimension canonique du champ de dimension la plus élevée dans la
forme étendue.

Une maniere efficace d’écrire un terme [], ,-exact consiste a construire des formes

étendues qui se transforment sous 6 comme des superchamps
oV =iV (2.99)

L’application de [] i 0, a un produit de composantes de degré zéro de tels superchamps
est alors trivialement donnée par le terme d’ordre maximal de leur produit. On vérifie
aisément que

i
QO+ dift c
b—dsé (2.100)

constituent de tels superchamps. Il nous faut maintenant obtenir le superchamp dont la
premiere composante est le terme d; x (A — A) Etant donné qu’on interprete les formes
différentielles comme les composantes d’un superchamp, on doit écrire ce terme comme
un scalaire. Les calculs étant cependant plus aisés lorsqu’on fait intervenir 1’algebre

extérieure, on introduit la notation suivante
/d8 0.%y %, ig(A — A) (2.101)

ou l'intégrale est l'intégrale usuelle de Berezin sur huit variables de Grassmann 6 et
lopérateur %, correspond a 'opérateur étoile de Hodge défini sur ces variables. Il s’agit
maintenant d’obtenir la forme étendue se transformant comme un superchamp dont la
premiere composante est ig(A — A) Un calcul itératif permet de déterminer cette forme

étendue comme

e~ (.,éﬂg +9(0)(n+ dA@))e;’ A (2.102)

avec %y = lig,d;] et A défini comme suit

A=A+ —+Qds® — Q[®, 5] + Qu([®, x])
+ Q[B, dyd] + +[D, [®, x]] + *[®, [D, ds®]] + [®, [®, [®,7]] (2.103)
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ou ()4 est I'application linéaire qui associe une 4-forme a une 2-forme anti-autoduale

comme suit
Q4(X);wop = Q[MVJAXAIp] (2-104)
Il nous faut également connaitre les transformations sous s et ) de cette forme étendue,
afin de déterminer tous les termes de la fixation de jauge. La courbure étendue de Baulieu—
Singer peut en fait étre généralisée de maniere a inclure des champs covariants sous
l’action de §. On montre que le superchamp dont la premiere composante est ’'ombre ¢
prend la forme suivante
E+eTdzel (2.105)
et qu’il permet de définir une courbure qui se transforme également de maniere covariante
sous 0 )
(d+ Q) (5 +eid Aa) + (6 +eid AJ) — e e (2.106)
La forme étendue @ peut étre calculée sans difficulté & partir de I'équation

(d+Q)(c+ A) + (c+ A)°*=d (2.107)

En définissant de plus la forme étendue F' = dA + A2, on obtient les transformations du

terme apparaissant dans la fixation de jauge sous s et ) comme suit
s (Lo +9(0) (n+d;®) )
de” (Z; +9(0)(n + d@»a

—e 7 (ZQ + g(0)In + d;®, Q)¢
Lot = [ (o 9l0)(n+ d;2) )]
< (g(O) (dan + (2,8 — F)) ~ig(& — F) )7
(5 (o0 8 =i 1 (Zr 00591
+e"y<g(9) [dan+[®,& — F1,Q] — [ig(® - F)ﬂ})ﬁ

. [5, e (L + g(0)[n + d 5O, Q])eﬂ (2.108)

On peut remarquer que les transformations ainsi obtenues sont covariantes de jauge,
malgré Papparition de la dérivée de Lie ordinaire Ly, car les termes e 7. %e? se développent
comme suit

. _ 1 S R N N
Lyl = i A+ Ly = 517, LAl + 1. 13, Lol + O(F) (2.109)

En utilisant la convention a la Berezin que, seule la forme de degré maximal contribue a

I'intégrale sur I'espace, la fixation de jauge dans la jauge généralisée de Landau, s’écrit

55/Tr [i %y %, (e—ﬁ (jg +9(0)(n+ d@))& — z‘,,ji) (2.110)
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qui se développe sous la forme suivante
/ Tr (5 Lky <e& (.Z;—i—g(@) (n+ dyi)) 6’?—@91&) —Q Lyrge (%Q—i—g(&) [n+d ;P, Q]) e’
& Lk, (595—4— [e*:y (.;Zzg—l—g(e) (n+ dfﬁ)))ei, E] +e77 (g(@) (dan + [®, P — F]) —ig(® — F)) e’

i Py, <£9,1+ [e—? (,,s?ﬁg(e) (n+ d@))ei g] + [é, e (ZoSr+ g(0)[n + d 4O, Q])eﬁ]

+ 6_:’(—9(9) [dn+[@,® — F], Q] + [ig(D — F),Q])J)) (2.111)

Cette forme de l'action fixée de jauge comportant un nombre de champs bien plus im-
portant n’est pas tres intéressante dans 1’étude de la théorie cohomologique, tout par-
ticulierement parce que les symétries qui la déterminent ne sont définies que sur un
espace plat. Cependant elle constitue une étape préliminaire vers une formulation en
super-espace tordu de la théorie supersymétrique correspondante. Nous travaillons ac-
tuellement sur une telle construction.

Notons tout de méme qu’on peut montrer formellement que cette fixation de jauge est
équivalente a la fixation de jauge usuelle de Faddeev—Popov. Définissons pour ce faire les
quantités « semi-conservées » suivantes. On définit M qui agit non trivialement seulement
sur les champs [i et [i, en leurs attribuant les valeurs propres 1 et —1 respectivement. On
définit également O qui attribue la valeur propre 1 aux champs fi et ¢ et —1 aux champs
fi et ¢, et enfin les charges F,, qui attribuent p aux composantes de degré de forme p
supérieur a n de 7, ¢, i et Q, et —p aux composantes de degré de forme p supérieur a n
de b, ¢, [ et Q. On peut vérifier que tous les termes de I'action ont des charges inférieures
ou égales a zéro par rapport a tous ces opérateurs. On en conclut que si on considere
des fonctions de corrélation de charges nulles par rapport a ces derniers, aucun terme de
I’action ayant une de ses charges strictement négative ne contribuera, puisque la brisure
impliquée par l'interaction correspondante ne pourra pas étre compensée. Ainsi, seuls les
termes de 'action vérifiant ces symétries contribuent a de telles fonctions de corrélation.
On constate aisément que la partie de ’action fixatrice de jauge vérifiant chacune de ces

symétries est simplement donnée par
- / Te (b0 (D + Ay — Ay) = QD" D, + ED" Dy + i Dy (2.112)

On peut ainsi intégrer formellement les champs par quatuors, de maniere a ce que cette

action se réduise a la fixation de jauge ordinaire de Faddeev—Popov dans la jauge de
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Landau, sans faire intervenir de facteur du déterminant de Faddeev—Popov.
/ Tr (—bD* (4, — A,) +2D"D,Q) (2.113)

On pourrait montrer dans le cas quadridimensionnel que cet argument formel n’est pas
mis en défaut par la procédure de renormalisation, en utilisant les identités de Slavnov—
Taylor associées a 'invariance de jauge et a la supersymétrie, ainsi que des généralisations
des identités de Ward antifantomes associées aux équations du mouvement des compo-

santes de b, ¢, fi et Q.
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Chapitre 3
Réductions dimensionnelles

L’ensemble des théories de type cohomologique de Yang—Mills connues, définies par
une opération de torsion a partir d'une théorie de Yang-Mills supersymétrique sur un
espace de dimension strictement supérieure a quatre, peuvent eétres obtenues par une
réduction dimensionnelle de la théorie souche en huit dimensions sur un n-tore. Ceci est
en partie dii au fait que les groupes spéciaux de la liste de Berger associés a une connexion

Ricci plate, s’incluent naturellement les uns dans les autres.

Sp(1) C Sp(2)
I N
SU@2) <©  SUB) < SUM) (3.1)
o N

Gy C Spin(T7)

3.1 La torsion sur un espace de dimension sept

Dans le cas ou la théorie tordue en huit dimensions est définie sur un espace réductible
de la forme S x N, on peut définir en plus de la charge de supersymétrie scalaire interprété
comme une charge BRST, une charge vectorielle le long d’un vecteur constant tangent
au cercle. On peut montrer en décomposant les représentions de Spin(7) par rapport
a SO(7) que pour que l'espace complet admette un groupe d’holonomie inclus dans
Spin(7), la variété N doit avoir un groupe d’holonomie inclus dans G5.! Nous allons voir

dans cette section que la théorie tordue en dimension sept peut étre obtenue par réduction

1 faut tenir compte ici que Iinclusion de Spin(7) dans SO(8) est telle qu'un vecteur de l'espace &
huit dimensions se représente comme un spineur de Majorana de Spin(7), alors que celle de SO(7) est

I'inclusion naturelle dans SO(8).

71
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dimensionnelle sur un cercle de la théorie tordue définie en huit dimensions; comme elle
peut étre obtenue par une opération de torsion appliquée a la théorie de Yang—Mills
supersymétrique en sept dimensions, elle méme obtenue par réduction dimensionnelle a
partir de la théorie supersymétrique en huit. Ainsi, 'opération de torsion commute avec

I'opération de réduction dimensionnelle.

3.1.1 La théorie de type cohomologique

Le groupe G5 est le groupe exceptionnel de plus petite dimension dans la classifica-
tion de Cartan. Il peut étre défini comme le groupe des automorphismes des octonions,
et ainsi comme le sous groupe de SO(7) qui préserve les coefficients de structure des
octonions imaginaires purs. Sur une variété dont le groupe d’holonomie est inclus dans
(9, il est possible de définir une 3-forme constante C' correspondant aux coefficients de
structure apparaissant dans le commutateur de deux octonions imaginaires purs, ainsi
qu'une 4-forme constante C*, duale de Hodge de la premiere, correspondant aux coeffi-
cients apparaissant dans I'associateur de trois octonions imaginaires purs. On appelle ces
formes, respectivement la 3-forme et la 4-forme associatives. De maniere semblable au
cas octodimensionnel, la représentation des 2-formes de SO(7) se réduit sous 'action de
(G5 en une composante autoduale dans la représentation adjointe g, et une composante

anti-autoduale dans la représentation fondamentale correspondant a un vecteur.

21=7@ 14
kY 1 u
=0 der)
prit =2 (i Lo 3.2
ij :g ij+Zij ()

Une 2-forme anti-autoduale en huit dimensions se décompose sous GGo en une 1-forme et
une 2-forme anti-autoduale linéairement isomorphe a la premiere, de telle sorte qu’elle

correspond a une 1-forme en sept dimensions.

X = (Xij = Cii" X1, Xoi = Xi> (3.3)

Pour éviter de décomposer la courbure de Yang—Mills anti-autoduale en ses différentes
composantes F'~ et d4L en sept dimensions, on préférera réduire dimensionnellement la

forme de 'action de Yang-Mills avec le terme cinétique usuel pour le champ de jauge.
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L’action ainsi obtenue est donnée par

1 . 1 ) - ) . .
/ d"x/gTr (7 i FY — 5DiLDlL + D;®D'® + nD;V" + 407y, D; Wy — 4y; D'y
N

+ [L, ®][L, ®] + n[L, 9] + 4x:[L, ¥']

+ O{W,, U} + O{, v} + 8P {xi, X'} + Pn® + %[@, P)? + 87}Ti> (3.4)

Notons que le terme de Yang—Mills a sept dimensions se décompose de maniére similaire
A son antécédent octodimensionnel comme un terme topologique? et un terme ne faisant

intervenir que la composante anti-autoduale de la courbure

L’action se réécrit sous une forme qui met en évidence le caractere cohomologique de la

théorie

_l/Vn(cAFAF)
2/

s/ Tr <2C*XAF+2x*dAL—®dA*\I/
N
_ 1 _
+8X*T—*<I>[L,1/z]—§*n[©,<b]> (3.6)

ou l'opérateur BRST est obtenue par réduction dimensionnelle comme suit

SAl‘ = \Ilz
s®=0
sL=1
s =[P, L]

20n rappelle que la fonctionnelle [ C A Tr F5F ne définit pas un invariant topologique sur la variété
de base. L’appellation de terme topologique provient de la propriété d’invariance de ce terme sous les

transformations infinitésimales du champ de jauge.
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sd=n
SN = [¢)7§)]
L
sxi = T; + G Fip — 2 Dil
8 4
1 . 1 1
ST, =[®, yi] — ZCﬂij‘I’k - Z[L’ W] + TRl (3.7)

Comme on 'a évoqué dans I'introduction, la symétrie vectorielle le long du cercle en huit

dimensions produit une seconde symétrie scalaire § par réduction dimensionnelle.

0A; = —4x;
1

0P =21

0L=n

o) =[P, P]

db=0

on=2[®, L]

1 _
ovi=—-D;P
Xi=y
1 1 - ;

0T; =~ D+ 5[®, W] = [L,xi] + C7*D;xi (3:8)

Ces deux opérateurs scalaires ont les relations d’anticommutation suivantes
s = §2uee (@) 5 = 2.528°(P) {s,6} = —2™"8°(L) (3.9)

La fonction de jauge, en plus d’étre invariante sous l'action de J, se trouve étre J-exacte.
C’est une propriété générales des théories de type cohomologique obtenues par réduction

dimensionnelle d’une théorie du méme type.

3.1.2 Torsion de la théorie

Les matrices de Dirac en huit dimensions peuvent étre définies en fonction de celles

en dimension sept comme suit

V=0, @70, ® 1
Yo=03® 1
=191 (3.10)
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oll les o, sont les matrices de Pauli. La condition de Majorana® s’écrit

NE = NB=(AL M) = (A, =) (3.11)

de telle maniere qu’'un spineur de Majorana en huit dimensions se décompose ainsi

s (2\2) (3.12)

ol \; et A\ sont deux spineurs réels en sept dimensions. La simplicité de la représentation
de Majorana dans ce cas, est due au fait qu'on peut écrire les matrices gamma en sept
dimensions en fonction des coefficients de structure des octonions, de telle sorte que la
matrice de conjugaison de charge est l'identité et qu'un spineur de Majorana est réel.

Apres réduction dimensionnelle sur le cercle, I'action octodimensionnelle devient

1, .1 . o —
/ d"z Tr (—ZEjFZJ — 5 DiLD'L+ D@D — i(ApPAy)
N

Celle-ci est laissée invariante par les transformations de supersymétrie

0A; =—i (E1X2) +1 (viM)
OL= (&) — (&2M)

0P =2 (e&)2)

58 = (e

O\ = (E — iDL + (@, cﬁ])el 42 (zzp&» L, cﬁ])ez

Ao = (zf iDL — [®, é]) € — (szCI) VL, @])61 (3.14)

Sur une variété dont le groupe d’holonomie est inclus dans G, il existe au moins un
spineur constant. On définit 'opération de torsion sur les fermions de Majorana en espace

plat a partir d’un tel spineur (, scalaire sous 'action de G5, comme suit

M =n¢+ (C?* + iy xi¢
Ao = ¢ + iy U, (3.15)

30n parle en dimension sept de condition de pseudo-Majorana ou de réalité. On ne fera pas la

distinction dans cette these, étant donné qu’on n’y considérera que des champs sans masse.
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La donnée de ce spineur constant, permet de définir la 3-forme associative

(ZC) =1 (Z%’jk() = %Cijk (3.16)
On peut construire les deux charges scalaires a partir de ce méme spineur
s=0d(eg =C(,ea=0)
d=0(e1=0,e5 =) (3.17)
On peut également obtenir deux opérateurs vectoriels correspondant aux autres charges

de supersymétrie. Celui correspondant a la réduction dimensionnelle de la symétrie vec-

torielle en huit dimensions est donné par §; = d(e; = 0, ea = i;() et vérifie
0;Aj = giym — 4Ciijk
o;L=4x;
1, _
510 = — (88 + SC5M) Fiu = G Dl + g[8, 8] + 4C,,* Ty

1 .
0o ==DiL = 5C" Fyy — AT,

5,0 =0 (3.18)

1 - 1 =
0iXj = _§Cijka(I) + 59 (@, L]
1 1 .=
0:T = gi (Z[L’ 1) — Dix" — 5%, ¢]>

1 1 _
+Cijk (ZDH] - Ck:lTDer + [Lu Xk] - §[CI)’ qjk:])

On peut vérifier les relations d’anticommutation

{0:,0;} =4g;;0™*(2)

{s,0;} = —2(81- + 5ja“ge(Ai))

{6,6;}=0 (3.19)
et la condition d’invariance par rapport a s, ¢ et 9; permet de déterminer la fonction de

jauge.

3.1.3 Symétrie interne des théories équilibrées

Les théories de type cohomologique obtenues par réduction dimensionnelle d’une

théorie souche, elle méme du méme type, ont de maniere générale la propriété d’avoir
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deux charges scalaires de symétrie de nombres d’ombres opposés. Cette propriété résulte
d’une symétrie interne SL(2,R), dont la conservation du nombre d’ombres est un sous
groupe et sous lequel les deux charges de supersymétrie se transforment comme un dou-
blet [46]. Cette symétrie implique ’absence d’anomalie du nombre d’ombres. Les fantomes
et les antifantomes étant dans des représentations identiques, 'opérateur tordu de Dirac
est autoadjoint et donc d’indice nul. On parle alors de théorie de type cohomologique
équilibrée [47].

Pour obtenir directement une formulation manifestement SL(2,R) invariante de la
théorie, on acquiert celle-ci a partir d’'une opération de torsion sur la théorie de Yang—Mills
obtenue par réduction dimensionnelle sur le « 3-tore formel de Minkowski » (c’est a dire
un espace de Minkowski considéré formellement comme compact). Cette derniére a pour
champs, un champ de jauge, un triplet de trois scalaires dans la représentation adjointe
de SL(2,R) et un doublet de SL(2,R) de deux spineurs de Majorana.? La théorie ainsi
obtenue est mal définie. Sa bonne définition nécessite de redéfinir un des champs scalaires
par un facteur i de maniére a obtenir un groupe de symétrie interne SU(2). Il n’existe
alors pas de redéfinition des champs qui permette de définir le doublet de différentielles
BRST topologiques comme des opérateurs réels. L’interprétation algébrique proposée
dans [47] est ainsi plus transparente en prenant en compte 'action hermitienne mal
définie admettant SL(2,R) comme groupe de symétrie interne et c’est celle que nous
considérerons dans ce qui suit, ainsi que la représentation de la supersymétrie associée.
On peut obtenir une représentation de la supersymétrie et ’action non hermitienne qui
définissent une théorie des champs cohérente en substituant les matrices de Pauli aux
générateurs de s[(2, R) et en attribuant les bons facteurs de phases. L’action hermitienne

formelle est donnée par

1 1 o
S = / A7 Tr (——FWF“” — 2Dub DM — = (NPA)
y 1 2 2

1 i g < i
- {on00 ] - aen) ) (3.20)

On définit les variables tordues par A\, = (na + i%)g , en fonction desquelles I'action

4De maniere & ne pas les confondre avec les indices de sl(2, R), nous utiliserons dorénavant les lettres

du milieu de 'alphabet grec pour dénoter les indices d’espace .
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s’écrit,
7 1 * UV P 3 v 1 woie
S= | daygTe (=gC " EyFey = {FLF " = 5D,0iD"6
1 1
+ ¢ D e — 50“””1/1;’1?”%@ + §TMT“

1 . ) )

- Z[¢za ¢J} [¢Zv (bj] - O—Z aﬁ(ﬁinanﬂ - OJ aﬁ@‘%{uwg) (321)

La torsion des générateurs de supersymétrie permet de définir les différentielles

s* A=y
« « 1 vo i
s%fﬁ4m+§@ Rg+aﬁpmi
s = 0" (3.22)

s*ng=0"5"[¢s, ;]
$*Ty=Dun® — C," Dby — o'’ (i, ]

spAy=gun®™ — CW%“
Suthup = 56( w + QCﬁuUpFap OIWUT<7> +0'5" Cu" Doty — 075" g, (03, 6]
st =—0:""Pg (3.23)
m=03(L6 " 7)o Dy
0T, = —gu (Dot0” + 0" P[0, 15]) + Cpu” (Do — Co"* Dthy — 0" P (i, 1o )
Nous avons ici inclus le champ auxiliaire 7),, ce qui permet de mettre en involution

la majeure partie des anticommutateurs. Seul I'anticommutateur {S{Z,sf ]]} appliqué a

n’importe quelle 1-forme de la théorie, fait intervenir les équations du mouvement.

{s0, sP1A, —20’0‘59“,, U¢,+2€°‘ﬁC’W Fo»
—|—25"‘BC;MPT
{3z7 Sg}wm =—20" aﬁﬂw[(bia Yoyl + QEQBCuvapwm
229G, (D = € Ditor, = 0% (65,
{85, 80Ty = —20" "4, [¢3, T] + 2*°C,," D, T,
=263, (D" oy — (91, Dy + (1%t} = 50 (02

+2dwcg;ﬂ(@mcamixa;-c;;nga) (3.24)
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C’est en fait le mieux que 1’on puisse faire, comme nous allons le montrer dans la section
suivante. Les équations du mouvement n’apparaissent qu’a travers des termes faisant in-
tervenir les coefficients de I'associateur des octonions imaginaires purs, révélant ainsi que
la non existence d’une représentation fonctionnelle locale de la supersymétrie maximale
est intimement liée a la non associativité de cette algebre [31].

L’action peut étre écrite comme la somme d’un terme topologique et de la variation
d’une fonction de jauge par rapport a n’importe quelle combinaison linéaire des charges

scalaires de supersymeétrie, a“s,,

1
S=-3 /M d"z\/g Tr (C*“”JPFWFW) + s, (3.25)

Le fermion de jauge est lui méme la variation d’une fonctionnelle par rapport a la com-

binaison linéaire orthogonale, a®s, (a'a' + @*a* = 0), des charges scalaires.

1 vo 1 7 1 1 ij B
‘Poe :/ d7$\/§Tl” (_gcu ¢auFua - ZO- « wﬁ,uDugbi + ZwauTu + ZO- ]a 775[@, ¢j])
M
=5,0

1 2 1 1
_ 7 T pvo - — Zah%a e
Q / d'z\/gTr ( 80 ((Au&,A,, + 3AHAZ,AU) 8¢Mz/1a + 877 77a> (3.26)

Par souci de simplicité nous avons écrit Q dans une forme qui n’est bien définie que dans
le cas ou la seconde classe de Chern est triviale, mais elle peut étre généralisée a n’importe
quelle configuration en introduisant une connexion de fond de seconde classe de Chern
identique [A.1]. L’introduction de cette connexion de fond n’est pas problématique pour
Iinterprétation de cet antécédent en théorie des champs, puisque la seconde classe de
Chern est constante sur chaque composante connexe de I'espace des connexions. Notons

également que Q n’est défini qu’a un terme BRST-exact pres

/M d2/g¢ = /M d1+/g Tr (nana _ %gﬁk(ﬁ@jm) (3.27)

Comme nous 'avons déja indiqué, le fait que cette théorie de type cohomologique soit
équilibrée implique que le nombre d’ombres soit conservé exactement. De ce fait, la seule
observable non-triviale de la théorie est la fonction de partition, qu’on identifie formelle-
ment comme la constante d’Euler de I'espace de modules des orbites de jauge autoduales,
et qui constitue ainsi une généralisation de 'invariant de Casson a une variété d’holono-
mie incluse dans G5 [27]. En pratique cette analyse n’est valable que dans le cas ou les

antifantomes n’admettent pas de mode zéro. Dans ce cas idéal, I'intégrale fonctionnelle
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se réduit a une somme discrete des signes du hessien de la fonctionnelle Q a chacun de
ses points fixes. Ceux-ci correspondent aux orbites de jauge autoduales. On interprete
alors la théorie de type cohomologique comme une extension infinie dimensionnelle de la
théorie de Morse de fonction Q sur I'espace des orbites de jauge [47]. Dans un cas plus
général, il devient moins aisé d’interpréter cette fonction de partition dans la théorie de

Morse, mais elle propose toujours une extension intéressante de I'invariant de Casson.

3.1.4 BRST-exactitude du tenseur énergie impulsion

Le tenseur énergie impulsion d’une théorie de type cohomologique a la propriété
générale d’étre BRST-exact. Comme il a déja été mentionné, dans le cas des théories
faisant intervenir des formes constantes sur la variété, cette propriété n’implique que
I'invariance par rapport aux homéomorphismes isotopes a 'identité qui préservent la G-
structure associée. Cette propriété permet en outre de déterminer une fixation de jauge
particuliere en exigeant de surcroit que l'antécédent du tenseur énergie impulsion soit
également conservé modulo les équations du mouvement. Dans le cas ou la théorie est
définie sur une variété admettant un vecteur constant, la conservation de ce tenseur
permet de définir une charge de supersymétrie supplémentaire, qui, dans le cas d'un
espace plat, s’étend a une symétrie de parametre vectoriel qui contraint la fixation de
jauge de telle sorte que I'action de la théorie cohomologique soit la forme tordue de ’action
d’une théorie supersymétrique. Nous allons dans cette section établir explicitement cette
propriété pour la théorie cohomologique définie sur une variété de dimension sept.

La propriété de BRST-exactitude n’est valable que lorsque I'algebre BRST ne fait
intervenir la métrique ou la G-structure qu’a travers la définition de champs dans des
représentations les faisant intervenir. Ceci implique une redéfinition 1), — T}, — %CH””FW
du champ auxiliaire 7),. Si ce changement de variable n’affecte pas la mesure d’intégration
fonctionnelle, il modifie la forme du tenseur énergie impulsion par des termes linéaires
dans les équations du mouvement. Dans cette section, nous utiliserons cette nouvelle

définition pour laquelle I'action prend la forme

1 1 1 ,
S = /M d’z\/g Tr <—§C’“"’Tqu + 5 TuT" = 5 Dugi D"

1
+ ¢ DM ne — §C“VJ¢,3‘DV¢M

- i[qbu ¢]][¢Z7 Qb]] - Ui a’8¢77a77ﬁ - O-i aﬁgbﬂvbozud}g) (328)
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avec pour antécédent BRST

1 1 .
lPoa = /]\/[ d7$\/§Tl" (_ZcuyawuaFua - Zaza wuﬁDH¢i

1 1 ..
+ Zw#aT'u -+ ZUZjaﬁnﬂ[¢ia (bj]) (329)

L’action des charges scalaires et vectorielles devient dans ce cas
s Pus=0"5" Dy + 05T
$*T, = Dyn®™ — 0" (61,15

83¢Vﬂ - 5g ( 2Fp,y - CMVUTU) + Ui,@aCMVUDU¢i - Jij,@aguu [¢27 ¢]]
Sfﬂ]ﬁ = 55TN + O’iﬁaD#gﬁi
0T, = =o' **[p 0] — 2D, 0% + Doy + 2C,  Don®™ — C "0 i, 1055] (3.30)

Le tenseur énergie impulsion est alors la BRST-variation de I’antécédent

1

3 1 A
Aauu =Tr <_ZOV[UP5;]¢a0FpR + §¢a{uTu} - igzaﬁwﬁ{uDu}qsi

1 opK o i B o i
+ Zguu (C i’ ¢a0Fpﬁ - ¢a0T +0a wﬁUD ¢z -0 ]aﬁnﬂ[¢i7 ¢j]>) (331)

dont la divergence est
Do = 2T ( (8210 — Cmain ) B
\Y alw_é_l: r (MT]O‘_ o woa> v
+ (55(0;% —2F,Y) + 040" Doty — 01,51, @]) EL)
0 s B + (=80T, + 0" Dy ) B
v i B v v vo vo i B
- (5#0 a [Cbza 77[3] + QDM/Ja -D @Z)ua - 20# Dyne + Ou 0« [sz, Zbaﬁ]) El(/T)
)

1 v . i B ij B
— ZV Tr <CW (—naTg +0'a NgDetp; + 0" l/)ﬁa[cbiaﬁbj])

+Cor (quz;pa e ¢50Dp¢i>) (3.32)
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Le second terme n’est pas BRST fermé, mais si on le soustrait a la définition de I’antécédent
du tenseur énergie impulsion, celui-ci est modifié par un terme anti-autodual %CW”VUg
(ol ¢ est donné par (3.27)) qui n’affecte pas la définition des charges conservées associées
puisqu’il est séparément conservé. Le premier terme est écrit de maniere a mettre en
évidence le fait qu’il est nul lorsque les équations du mouvement sont satisfaites. On

constate que I'antécédent A , apres soustraction du second terme antisymétrique, est

p
bien le courant conservé associé a la symétrie vectorielle §¢.

3.1.5 Réalisation fonctionnelle locale de la supersymétrie

Notons dans un premier temps qu’il n’existe pas d’autre extension de 1’algebre modulo
les équations du mouvement qui n’introduise pas de champ auxiliaire supplémentaire.
Etant donné le comptage de puissance et la conservation du nombre d’ombres, le champ
auxiliaire 7}, ne peut apparaitre que dans les transformations des champs fermioniques,
avec un coefficient pour facteur. L’invariance par rapport a Gy et SL(2,R) fixe en outre
ces termes a un facteur réel pres. Il est donc nécessaire d’introduire de nouveaux champs
pour pouvoir mettre ’algebre en involution. Nous allons montrer que si il existait des
représentations de l'algebre tordue de supersymétrie incluant le multiplet de départ (sur
lequel la représentation n’est définie que modulo les équations du mouvement), celles-ci
seraient nécessairement réductibles, de telle sorte que la sous-représentation incluant la
représentation modulo les équations du mouvement serait isomorphe a celle-ci. Puisque
la propriété d’étre en involution est par définition conservée sous l'action d’un isomor-
phisme de représentation, une représentation fonctionnelle locale de ’algebre complete
de supersymétrie ne peut exister. Nous supposons pour ce faire que le groupe de jauge

est semi-simple.

On définit les extensions possibles du multiplet en ajoutant a I'action des générateurs
de supersymétrie sur chaque champ, une fonction locale des champs et de leur dérivées
covariantes linéaire dans les équations du mouvement des champs, incluant n’importe
quel nouveau champ auxiliaire parmi les champs. Ce qui constitue la modification la plus
générale qui n’affecte pas la représentation modulo les équations du mouvement. Par
souci de simplicité on appellera champs non physiques ces équations du mouvement. On

supposera en outre que cette modification de la représentation préserve la covariance sous
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l'action de G et SL(2,R). On écrit les nouvelles transformations des champs comme suit

sYAu=-+ X5
8% g =+ + 0ghy + o's" Hy,
i ="+ p%
s*ng=---+ 03P + o'5"Q;
ST, =+ +ES (3.33)
SpAv="""+ X
sotyg ="+ 03 + 0’5" Hiyw
=+ 0
8577[3 =+ 52‘]3# + aiﬁan
sply=--+Z, (3.34)

ou les « --- » désignent les transformations définies dans la section précédente. Nous al-
lons tout d’abord montrer que la représentation de ’algebre incluant les charges scalaires
et les transformations de jauge est réductible. En utilisant le fait que 'anticommutateur
des charges scalaires est une transformation de jauge de parametre —o?“%¢;, nous allons
étre en mesure de déterminer ’action des charges scalaires sur les nouveaux champs in-
troduits. Appliquant cette anticommutateur sur ¢;, on obtient la partie symétrique dans
les indices 3 de SL(2,R) de s%p?,. On appellera respectivement 3 et 1 les indices des
représentations fondamentale et adjointe de SL(2, R). Afin de lever cette indétermination,
on ajoute un nouveau champ non physique R; dans le multiplet

Sozpﬁ, — _gtaPp _

; 207 °PQ; + e R; (3.35)
La partie symétrique sans trace dans les indices internes 1 de 1’équation équivalente

associée & p®, aprés contraction avec 077, se lit

(63 1 (e
66, P"0] = 500 PsgR) (3.36)
ce qui contraint p®; & étre de la forme 0;*°pg. On reprend alors la méme procédure en
prenant en compte la transformation des champs scalaires s%¢; = - -+ + 0'*?ps. On en

déduit les transformations des champs p,, P et ); modulo une indétermination qu’on
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fixe en introduisant le nouveau champ 3.
spg=—04P —0'5"Q;
P =gy, p] +0°
s°Qi=[0i, p°] + 0% (3.37)

On détermine la transformation de 19, en appliquant la méme relation de fermeture au
champ Q).
s = {p, 15 + ps} + 205" [0, Q] (3.38)
Le lecteur peut alors vérifier que I'anticommutateur des charge scalaires {s%, s} donne
bien la transformation de jauge souhaitée sur les champs P et 1.
En regardant de plus pres la représentation de s sur les champs ¢;, 74, pa, P, Q; €t
¥, ainsi obtenue, on remarque que celle-ci est réductible. Il est effectivement possible de

redéfinir les champs o4 = f p4 via I'isomorphisme,

fi Mo = Na + pa f*15325ff—Duﬂa (3.39)

ce qui redonne 'ancien sous-multiplet. On peut donc considérer sans perte de généralité
que les champs p,, P, Q; et ¥, sont nuls.

On va utiliser la méme relation de fermeture sur le champ de jauge A, afin de
déterminer la transformation du champ x/;, modulo la composante antisymétrique dans

les indices &, qu’on fixe en introduisant le champ H,
s*Xgu = —63H, — 0’5" H, (3.40)
La méme procédure appliquée a 1,,, donne I’équation

Uiaﬁ (Sﬁhu + Zus + CMWDVXUB) + (Ujai)ocﬁ (5[3Hju — [95, Xuﬂ]) =0 (3.41)
qui fixe les transformations suivantes,”> modulo I'introduction du champ non physique
O a

s Hiy =04, X + 0270 5
sh,=—=5 - C," D, x5 + O, (3.42)

On obtient ensuite la transformation du champ H,, en réitérant la procédure sur le champ

Xap
s“H, = 0% + 0" “P[¢, x3,] (3.43)

5Soit A et B; deux spineurs tridimentionnels, I'équation o® A+o7 O'iBj = 0 admet pour unique solution
Bi = O'iA.
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La relation de fermeture appliqué a H, détermine la composante symétrique dans les
indices § de la transformation de ©,,, ¢t son application & H;,, la composante anti-
symétrique.

s"Opy = 201‘3‘6@[@7 Hj,| — {Xza N5} (3.44)

En itérant la méme procédure, on obtient la transformation du champ =,,, et celle d'un

nouveau champ M, apparaissant pour fixer les indéterminations.

== 0G0} + GG ¥g + 016, Dy Hig
+0" Py, hy] + 207 Py, Hyg) + €27 M,
8" My =0" (60, Z = O] = 0" P, [Hiv, Yos] = G D
D Fu) = 0% ] = G0 Ty + o] (3.45)

La représentation de l'algebre étant précisée, il est possible de construire un second

isomorphisme
S Yap = Yap + Xap foTy =T+ hy— Hy, e =56, (3.46)

qui décompose la représentation en quatre multiplets irréductibles, incluant le multi-
plet modulo les équations du mouvement dans sa forme de départ. Il est donc pos-
sible de définir I'isomorphisme de représentation f, = f2 o f! qui permet d’extraire la
représentation modulo les équations du mouvement de la représentation la plus générale
ainsi construite. Il est donc possible de considérer sans perte de généralité que la représentation
la plus générale de I'algebre de supersymétrie admet 1'action des charges scalaires sur les
champs du multiplet modulo les équations du mouvement ainsi qu’elle a été définie dans
la section précédente.

Nous allons maintenant déterminer la transformation des champs introduits en (3.34).
En utilisant la relation de fermeture {s®, s} = 26°%(0,, 4 Sjauge(A,)) sur les champs ¢;

et 14, on obtient

Sapﬁi = _Uiaﬂpu - 5aﬂQm’ — 20 aﬁQuj
s P, = o" aﬁ[puﬁz‘a o
San = (Uiajk)ﬁa [¢j, Puﬂk] (3-47)

En appliquant Danticommutateur si®s#} = —giofgiauee(g.) sur P,, on détermine la

contrainte
{pfjia 7704} =0 (348)
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qui n’admet pas de solution non-triviale. On en déduit que les champs pf;, P, et Q,; sont

nuls. On développe maintenant {sf, sPYn, ce dont on déduit

C[Vngaxg]p + Eﬁu/] + o-i aﬂ[X[/u/]ﬁa gbz] =0

i B o - j i
"0 (C™ DoXpyos + Egurs + 075 [0, Xur]) = 9, Xyl (3.49)

Il est évident que le terme de droite de la seconde équation ne peut inclure le tenseur
aiaﬁ , de telle sorte qu’il est nul. Le champ xj,, est donc antisymétrique dans ses indices
d’espace, et le champ =, est déterminé en fonction des autres champs comme suit

20, =0" (i, Xus) — Co7 DoX5, (3.50)

uv

L’application de I'anticommutateur {s®, s} = 2% (9, + jauge(A,)) au champ A, lui-

meme, détermine la transformation de xj;, sous 'action des charges scalaires
SaX,ﬁw = _Eaﬂhwf - O_ia/BH,uVi (351)

La composante antisymétrique dans les indices 3 de ce méme anticommutateur appliqué

au champ 7, donne enfin que
{n”, Xpwa} =0 (3.52)

dont 'unique solution est donnée par X,va X g0, alors que Xuo est contraint a étre
antisymétrique dans ses indices d’espace. Tous les champs non physiques additionnels
sont donc nécessairement nuls.

On en déduit donc, que si il existait une représentation fonctionnelle locale de I’algebre
de supersymétrie, on pourrait alors définir un isomorphisme de représentation, en étendant
la définition de I'isomorphisme f, a I’ensemble des champs, qui décomposerait la représentation
en un certain nombre de sous-représentations, incluant la représentation modulo les

équations du mouvement. Il n’existe donc pas de telle représentation.

3.2 La théorie en six dimensions

Nous allons expliciter dans cette section la procédure de torsion en six dimensions. La
encore la réduction dimensionnelle commute avec 'opération de torsion. On considérera
également la possibilité d’effectuer la réduction dimensionnelle sur le tore dans le cas
d’une fibration.
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3.2.1 Réduction dimensionnelle sur le tore
On utilisera des spineurs de Majorana a valeur dans la fondamentale de SL(2, R).
ClyC = 4t C~ 'y C = -t ct=C (3.53)
La procédure de réduction dimensionnelle utilise la convention

["M=0y00,@7, 00Q02Q7, —02R03®1,0101®1, 0000, X1
FHEO'3®1®1

Et le champ de jauge se décompose en

Am = A;m ha qblv ¢27 ¢3 <355)

On obtient par réduction dimensionnelle sur le 4-tore formel de Minkowski
; 1 L1 1 S -
d°zTr ( —=F,,F* + =D,hD"h — =D, ¢; D*¢" — —(ADX)
u 4 2 2 2

+ 5l 6, 6] = 11606116 ] + 5 Gonlh, A) = 5 (el AJ)) (3.56)

Cette fois encore la bonne définition de la théorie requiert de définir le champ h et un des
champs scalaire ¢' comme imaginaires purs, de maniere a ce que le groupe de symétrie
interne soit SU(2). Nous avons préféré utilisé des conventions mal définies du point de
vue de la théorie des champs, pour privilégier I'interprétation de la théorie en tant que
théorie de type cohomologique équilibré. Les conventions cohérentes du point de vue de
la théorie des champs peuvent étre obtenues en substituant les matrices de Pauli aux
générateurs de sl(2,R) et en ajoutant les bons facteurs de phase.

On décompose la partie chirale du générateur des rotations

{1 ® 7“”} —31® " =37 @ "
ryn=

11 @ vy 0 —iti @y (3.57)
Wor few [Wol
afin d’obtenir les transformations de supersymétrie réduites
0A, = —i(E’yH)\)
oh = —(Ew)\)
6y = —(ETi\)
6\ = Fe — iyrDhe — it Do + Tyz[h, dile + T [ds, djle (3.58)
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On peut tordre cette théorie en faisant intervenir la structure complexe de I'espace eucli-
dien R® = C3. De maniere générale, on peut définir deux spineurs constants de chiralité
opposée sur une variété de Calabi—Yau de dimension complexe impaire [20]. On peut
choisir ces deux spineurs ¢ et ¢ de maniere & ce qu’ils vérifient ¢t = ¢*C, ainsi que les
formules ci-dessous. Nous avons utilisé ici des conventions peu ordinaires ou les indices
holomorphes et antiholomorphes sont notés avec les indices réels, respectivement affublés
d’un “et d’'un . La raison de cette notation peu orthodoxe, est que nous allons rapide-
ment passer a des notations réelles pour mettre en évidence le fait que la théorie peut

étre formulée sans complexifier les champs.

PC=0  AC=0
A = g = TR
YT = g = i
V(= —%Qﬁﬁ&vgg
A _%Qﬁﬂ&c
Y = —%Q’W’{“ (3.59)

Ici k est la 2-forme de Kéhler et €2 la 3-forme holomorphe, normalisé a €26 = \/55,;;,;,

dans le cas plat. On décompose la représentation spinorielle comme suit

Ao =1aC + 11" + 1l + a1
N = =G ity = G iy (3.60)

Sous une rotation de parametre w,, de la théorie non tordue, les champs tordus se

transforment comme suit

N P i o
0N = 59” Wi Wsa + zWisk!" 1o

2
v ¢ 65 1 o6 o
0Vjia = Wi Ve — 5(«0&/3]’9 Vo — 59,35&01 Mo
VN P i i
0o = 59“ WipWsa — 5%25147“ Ta
0o = Wi Vo + Wk Vo — = Qupsw” 1a (3.61)

2 2
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On remarque que dans le cas ou la rotation appartient a SU(3), ces champs se trans-
forment de maniere covariante.

En fonction des variables tordues, ’action s’écrit

1 1 1 .
/ dox\/g Tr (—ZFWF“” + 5 DuhD"h — 5D, D¢’
M

+ 208 D i + U Dl + Q0 Dithsa + Q74 Dythsa
1

. oY
+ 50 6illh, 6] = [0 451[6", ']

— i1 [h, 7] = 203 [h, 5] — 0" Pija[ i, s] — 20" Pl Wg]) (3.62)

Les transformations tordues de supersymétrie consistent en quatre opérateurs scalaires
décomposés en deux doublets de SL(2,R) et deux opérateurs vectoriels qui forment des
doublet de SL(2,R). On ajoute deux champs auxiliaires ¢ et 7, de maniere & mettre en
involution la majeure partie de I'algebre. Les transformations sous 'action des opérateurs

scalaires sont données par

50 A, = 28 5OA, =208
soh =i soh=—ij
§%p; = —0"%1js §%pi=—0;" 1}
§%1g =0 8§47 =0

§%np = 03 (t + ngfm) + Uiﬂa[hy ¢ + Uijﬁa[@;’ b5l
§g = =05 (t + 9™ Fus) — 0’5" [h, &3] + 07 5" [0, &5

§a’¢ﬁg = (5% (TM — %QﬁD&FpC}) §a@/}ﬁ@ = —5%Dﬁh — O'ioﬁoaD,jﬁbi
§a’l7bl15 B 5%Dﬁh - Oz/@aDﬂQﬁi §a¢ﬂﬁ B 5% (Tﬂ - %Qﬂyon&)
T, =0 Ty =0

§Ty = 2D + 20" Doah + 2[R, ¥5] + 20" P s, g
$Ty = 2Dpii™ + 29" Db — 2[h, 5] + 207 *P[;, 5]
§* = 2DM% — [h,i1*] — 0" ¢y, 1ig)
§°t = —2DMp — [h, 1] + 0" (¢, 73]
(3.63)

Ces opérateurs sont en involution. On peut les combiner en un seul doublet de SL(2, R)

d’opérateur réels qui constituent les charges BRST de la théorie tordue équilibrée. La
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théorie est invariante sous 'action d’une involution qui interchange les composantes de
type (0, p) et (p,0) des champs, et attribue un signe moins aux champs h et t. Nous allons

dorénavant décomposer les champs en parties réelles et imaginaires, plutot qu’en parties
de type (0,p) et (p,0).
§Y = 5% 4 3¢
naE_f]a_ﬁa ﬁazﬁa_ﬁa
Qo = Qe Qv Qo = Qvs, — Qs
V, = —ik,"V, (3.64)

Les seuls objets impairs sous I'involution sont h, t, 7, et ¢k. L’action des charges scalaires

est donnée par

sY A, =24y s*h =n"

m
s%¢; = 0, s"ng = =207 5" (1, &;]

57 = =255 (¢ + %k:“”FW) — 205", 4]

o « 1 vo a i«
o wﬂﬂ:aﬁ(Tu_§Q# FW_Duh) —0's Dy

st = —QDwaj + [h, ] — 0" “Plg;, 3]
sT, = —-Dn* + Duﬁa +2Q," Dy — 2(h, &ﬁ] + 2Uia6[¢i7 d’uﬂ]
(3.65)

et vérifie s{vs%h = giaBgiange(g,). On peut alors écrire 'action de maniere & rendre expli-
cite sa réalité sous 'action de l'involution
6 1 w1 i 1 i
d’zTr \/g _ZFWF + §DuhD h — §DﬂqﬁiD )
M
— Y5 Do + S DMije + QP Dyt
1 . 1 o
+ §[h7 ¢z] [h7 ¢Z] - Z[¢17 ¢j][¢z7 ¢]]
1

— 1 1o = — 1 (e}
+ 571 ma] + 70 6na[¢iunﬁ]_10 5l s

] — 0, ¢g]) (3.66)

[\]

Cette action est bien entendue BRST-exacte, a un terme topologique pres,

Z' «
S = —§/Mk/\Tr (FAF ) + 5%,
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avec

1 1 :
- / /g T <—QW¢WFW — Lk F L,
4 )y, 2 1

_ , 1
D+ 0" D byt T St
1

— 50'10467_]5[}7’7 (/bl] - §O-Uaﬁnﬂ{¢i7 (b]])

¥, =

ol on utilise
—1/ Tr (F*F) :—3/ knTr (FAF)
2 M 2 M
! / Ea /5T (7 RkP) FuFyy)  (367)
8 Jur

De la méme maniere que dans le cas heptadimensionnel, le fermion de jauge s’écrit comme
un terme BRST-exact ¥, = s5,Q

1 2
a1t / /g Tr Qo (A,0,A, + 2 A AA,)
3 3
L. v o 1 «a
— SRR Fyy 4 th — Wt + g na) (3.68)

ou encore une fois on n’a pas écrit les termes faisant intervenir une connexion de fond
pour compenser une éventuelle seconde classe de Chern non nulle. La symétrie vectorielle
se réécrit quand a elle
SpAv = —gun® — k™ + 20,707
sih =20 e = 20"
sons =05 (0" Fyo + 2Duh — 2T,) + 20" 5" Dy
s0ns=03(—Q  Fuo +2Duh +21,) + 205" Do
Sutup =03 (ikm,t +Q,,°T, — %kwk"ngp + 2F/ﬁ,’1> + ﬁwaDgh)
+0'5" Q" Doty — ik 05" 1 6] — 600" 5”1, 5]
sot= D" — D™ + 20, Dy — 2[h, 3] + 20" P [;, 1,15)
SOT, = ik, <2ik:"ngwg‘ — [y + o[, ﬁ5]>
90 (207 Dt = 0,7 + 061,15
0,7 (Do = Don® + 80, Dty — 2[h, 18] + 20" (61, D))
(3.69)



92 CHAPITRE 3. REDUCTIONS DIMENSIONNELLES
L’anticommutateur de cette opérateur avec les charges scalaires est donné par

(5%, 50} = 4% (8), + 5™ (A,,)) (3.70)

3.2.2 La théorie tordue

On peut également obtenir I'algebre « réelle » de ces opérateurs (par rapport a l'in-
volution définie dans la section précédente), directement par réduction dimensionnelle
de l'algebre d’opérateurs en sept dimensions. Dans ce cas on fera juste abstraction des
opérateurs scalaires obtenus par réduction dimensionnelle des composantes tangentes
au cercle des symétries vectorielles. Ceux-ci correspondent aux parties imaginaires des
opérateurs scalaires apres réduction dimensionnelle. On obtient dans ce cas les méme

opérateurs, modulo le changement de variable

1 1 _
T, — 5T + §Q#WFW +D,h

1 .
t— ——t — 3kZWFW
2 2

1 1

o 87 o « 1
Ny, ¢ — 35 ,u7§¢i (3.71)

Ce qui permet d’obtenir une algebre ne faisant intervenir la 2-forme de Kahler et la 3-
forme holomorphe, qu’en tant qu’isomorphismes de représentations entre, respectivement,
la représentation scalaire et la représentation vectorielle, et leurs équivalents dans la
décomposition de la représentation des 2-formes sous SU(3), 15 = 8 1@ 6. Remarquons
que la décomposition subséquente en 15 = 8 1 3 & 3 ne se fait que dans 'espace des
formes a valeur complexe, alors que les symétries dont nous parlons sont correctement
définies sur l'espace des formes réelles. On obtient deux multiplets irréductibles pour les
symétries scalaires, le multiplet réel de Yang—Mills et un multiplet imaginaire pur de

matiere.

SaA = wa Sah fr— ,’704
shg = 04T — 0’5" d ey s“ijg = 65t + 0’5" (s, h]
Sa¢i _ O.iaﬁnﬁ S — O,z'aﬁ[qsi, ﬁﬁ] 4 [na, h]

s*ng = —0 " (61, ¢;]
s*T = ¥, Yg] + dan®
(3.72)
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Ces opérateurs vérifient 1'algebre
slaghh = giaBgianee ) (3.73)

Les symétries vectorielles peuvent également étre obtenues par réduction dimensionnelle,

mais notons qu’elles sont également déterminées par I'algebre

{5%,0%) =4 (L, + 5=(i, A))
§lo g8t = i siauge 4 (3.74)

La représentation des opérateurs vectoriels est déterminée, modulo une renormalisation
multiplicative du multiplet imaginaire pur et une convention de signe sur la 3-forme

holomorphe.

1 . o
5" A= 5 gR)n" + g + inx Qp)
85 =05 (—g(R)t + iy x QAT + 4i F)
Pa . _ 1 ij @
+05" (i % Qadadi + g(R) 60, 1)) = 505" 9(w)[01. 6]
8¢ =—20,"" i,
g =—-2051,T +20"5" Loty
3T = =220 — 2, (daty® + %Qpdan®) + 29(7)[h, n°]
) 1 .
4049 (1 ge)gums] — 900w 1] — 5 2[00, 5]

6%h = igh®
8% =05 (—ixT + 4.Lh) — 0’5" Lrdh;
0t = —AL,0" — 225" — 2[h, i) — 0" Oy, irt)g) (3.75)

Afin de faire ces calculs dans le cadre de I'algebre extérieure, il est commode d’introduire

la formule

wy = (k)i — g(R)ix — ixx Qpix x Q) w, (3.76)

pour toute 1-forme w,. La symétrie vectorielle correspond clairement a la symétrie en-
gendrée par 'antécédent du tenseur énergie impulsion. Pour le voir, on doit modifier

celui-ci par un terme inessentiel, puisque séparément conservé, a savoir

0,7V, T (3.77)
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avec T de la forme
21 ..
T="Tr (04 (7°na + 3 e pidion) + B (N%7a + 2th)>
— Ty (—% o' nads + ﬁﬁah) (3.78)

Il est possible de contraindre la fixation de jauge par les symétries de la théorie. Etant
donné que les opérateurs de supersymétrie qu’on a définis ici sont tous réels par rapport
a l'involution de la théorie, le fermion de jauge le plus général vérifiant les symétries
vectorielles, se décompose en une partie réelle et une partie imaginaire. Les fermions
imaginaires correspondent aux antécédents de 1’action par rapport aux opérateurs ima-

ginaires purs de la section précédente.
YW, = 59, = P, = 9, (3.79)

Il est donc nécessaire d’imposer en outre la réalité de I'action.® Pour imposer la symétrie
vectorielle sur le fermion de jauge, il faut tenir compte du fait, qu’apres avoir choisi un
U(l) € SL(2,R) pour définir le nombre d’ombres, on impose seulement l'invariance
du fermion de jauge de nombre d’ombres —1 par rapport a l'opérateur vectoriel du
méme nombre d’ombres. En terme des représentations de SL(2,R), ceci correspond a
la contrainte

5%, Wy =0 (3.80)
Cette contrainte permet de déterminer le fermion de jauge réel de maniere unique comme

étant celui obtenu par réduction dimensionnelle
1 .
Y, = / Tr (Q/\wa/\F +ifa kax B+ ik y x o pdah + Z Uzaﬂ ¢ﬁA *daQ;
M

1 1
- Ya T n 7oct
+4@/J AK "’4*77

1 . 1 ..
+3 o'’ xsh, &) + 1_60-”0cﬁ * 1304, ¢j]) (3.81)

Ce fermion de jauge est lui méme BRST-exact par rapport a la charge scalaire orthogonale
1 2 .
o= [ m (—§QA(A,\dA+ 2 A0AA) ik F
M

1 1 1
+Z*th+§1/1 A*¢a+3—2*77 na) (382)

6La condition de réalité n’est pas en contradiction avec le fait que 'action bien définie en théorie des
champs ne soit pas hermitienne, puisqu’il s’agit d’une condition de réalité par rapport a une involution

formelle sur les champs qui n’est pas liée a I’hermiticité.
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Cette fonctionnelle n’est définie que modulo le terme [ 4 * Y. Dans le cas idéal ou les
antifantomes de la théorie n’admettent pas de modes zéro, cette fonctionnelle peut étre
interprétée comme la fonction de Morse intervenant dans le calcul d’une extension de
la constante d’Euler au cas de l'espace des orbites de jauge. De maniere générale, la
fonction de partition est donnée par I'intégrale sur ’espace de modules des orbites de jauge
autoduales de la classe d’Euler du fibré d’obstruction,” qui ne coincide pas toujours avec le
fibré tangent [33]. Dans cette derniere publication, les auteurs ont pu calculer la fonction
de partition dans le cas d’un champ de jauge abélien sur des variétés toriques Calabi—Yau.
Ils ont, entre autre, utilisé des propriétés de localisation propres au cas des fonds {2 de
N. Nekrasov [48, 49], que nous allons brievement discuter dans la section suivante. La
définition mathématique proposée dans [27] de la généralisation de l'invariant de Casson
aux variétés de Calabi—Yau hexadimensionnelles, formellement donnée par la fonction
de partition de cette théorie, a été établie par R. Thomas [50]. Il démontre 'invariance
par rapport aux difféomorphismes de cet invariant, et l'utilise pour distinguer différentes
structures différentielles sur une méme variété topologique. A la suite de [48, 49] et [50],
cet invariant a été conjecturé comme étant équivalant a l'invariant de Gromov—Witten
[51], et sa définition a été généralisée au cas des variétés Kéhler de premiere classe de
Chern non nulle. Ce lien étroit entre la théorie de champ de type cohomologique en six
dimensions et la théorie topologique des cordes suggere que la fonction de partition de la
théorie en sept dimensions discutée dans la section précédente a un role a jouer dans la

théorie M topologique [52].

3.2.3 Les fonds (2 en six dimensions

Les propriétés de ces fonds sont déja longuement expliquées dans la premiere publi-
cation de 'auteur [A.1], et nous nous contenterons ici de donner quelques propriétés. On
considérera le cas le plus général, incluant quatre vecteurs de Killing commutant entre
eux sur I'espace de Calabi—Yau, méme si un seul suffit en pratique. On associe un vecteur
de Killing & chaque scalaire de la théorie, respectivement ¢ et v; & h et ¢'. Suivant la

prescription proposée dans la publication annexée A.1, on obtient I'action dans un fond

"Voir page 57.
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) comme suit

/M d°z/q Tr (—iFuyF“” + %(D"h + g“Ef) (Doh + c”Fyg)
=S (Doi B ) (Dot + 0 F) - 5 (D)
+ %([h, 6] = Lii+ Luh — i F ) ([0 6] = L' + Lish — iy F)

~ (000 = Lty + Loy = i, F) (161, 6)) = Lt/ + Lot — i F)

1

+ %(Xw([h, Al — .;?}/\)> - §(XTi([¢i»/\] - Zvi)‘)>>

(3.83)

Cette action est laissée invariante par les supersymétries suivantes, tant que le spineur
constant associé est invariant par rapport aux isométries engendrées par les vecteurs de
Killing ¢ et v;.
0A, = —i(eyN)
oh = —(ey7A) —i(edA)
ON =Fe— iw(lﬁh#— ZQ/F>6 — Z”C’(IP(ZSZ —i—iWF’)e
797 ([, 6] = Lioi + Luh — iy, F )
77 (01, 03] — o6y + Ly — 0y, F )€
(3.84)

Les seules modifications de 'action et de I'algebre en présence de ce fond, se réduisent

aux substitutions suivantes.
5ja“ge(h) — (5ja“ge(h —iA)— L. (5ja“ge(¢i) — (5jauge(¢i — iy, A) — Ly, (3.85)

Etant donné que ces modifications apparaissent comme exclusivement bosoniques, il est
relativement aisé de se convaincre qu’elles commutent avec 'opération de torsion. On
peut montrer que

(s°F),, = s6Fa (3.86)

ou l'indice € correspond a la substitution (3.85), lorsque celle-ci est possible, c’est a

dire quand les champs scalaires n’apparaissent que sous la forme de transformations de
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jauge. Ces fonds deviennent tout a fait intéressants pour les propriétés de localisation de

I'intégrale fonctionnelle lorsque certaines des matrices Q; et Q7, définies par

Q= 5 (dg(v),, U= 5(dol5),, (357

N | —

sont non dégénérées, alors que les matrices @; et @/ admettent un noyau commun non
trivial, de maniere a préserver quelques supersymétries. Ces matrices sont choisies dans
un sous groupe abélien du tore maximal de SO(6) [48, 49]. On choisit ce tore tel que
T3 C U(3) C SO(6), avec s engendrant le sous groupe U(1) de U(3) = %;S’U(ii), et les vy
générant un tore maximal de SU(3). Ce choix est fait de maniere a préserver la condition
de réalité de ’action et de I’algebre. Afin de préserver au minimum une supersymétrie, on
doit choisir un tore maximal de SU(3). Mais il est possible de restaurer I'invariance dans
le cas incluant le facteur U(1) en ajoutant un terme a ’action non tordue. En utilisant

i , i s . - .

(14 77) Ao = K5 (1€ + Vi C 1 — Vi) (339)
et (3.61), on calcule qu'une telle modification de I’action non tordue peut étre obtenue
en substituant a %L(X%@J )\), le terme

i

1~ _
o (A7 N) + 3 Y, (AN) (3.89)

3.3 Reéductions dimensionnelles subséquentes

Si on continue la procédure, on obtient en quatre dimensions la théorie tordue de
Vafa et Witten [53]. On ne dira rien de plus ici, ce cas étant largement discuté dans
la publication annexée A.2. On peut continuer la procédure jusqu’en trois puis en deux

dimensions [54].
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Chapitre 4

Travaux non publiés et

interprétations

Les théories de type cohomologique sont souvent définies a partir des théories super-
symétriques, comme des sous secteurs de celles-ci. Tout au long de cette these nous avons
exploré la possibilité de considérer au contraire, les théories supersymétriques comme des
extensions des théories de type cohomologique. Nous allons discuter dans ce chapitre les
outils que 'on peut étendre au secteur non topologique des théories supersymétriques,
et I'interprétation qu’on peut donner de I’algebre de supersymétrie en I'incluant dans la

symétrie topologique.

4.1 Champs d’ombre pour la supersymeétrie

De maniere équivalente au cas des théories de type cohomologique, il est possible de
fixer la jauge tout en maintenant la supersymétrie manifeste, sans introduire pour au-
tant un formalisme de superchamps. Ceci s’avere particulierement utile dans le cas de la
théorie de Yang—Mills supersymétrique avec le nombre N/ = 4 maximal de supercharges
en quatre dimensions. En effet, il n’existe pas de formalisme de superchamps dans ce
cas.! Le formalisme que nous avons introduit pour la symétrie vectorielle dans le second
chapitre, s’il permet d’écrire une fixation de jauge manifestement supersymétrique, reste
trop compliqué a mettre en pratique. Il est nécessaire d’introduire autant de différentielles

que de charges de supersymétrie et la mise en involution de celles-ci nécessite I'introduc-

I'Méme s’il est possible de définir un superespace pour les champs définis modulo les équations du

mouvement.
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tion d'un champ d’ombre pour chaque produit antisymétrique de ces différentielles; le
nombre de champs a introduire croit ainsi exponentiellement avec le nombre de charges
de supersymétrie et le nombre de diagrammes a calculer devient bien trop important.
Il est néanmoins possible de restreindre considérablement le nombre de champs, en in-
troduisant des parametres libres dans la fixation de jauge. Considérons pour illustrer ce
propos le cas plus simple d'une fixation de jauge ne préservant pas I'invariance de Lorentz,
telle que celle associée a la jauge de Coulomb. On pourrait montrer que les observables
se transforment correctement sous les transformations de Lorentz, en introduisant un
vecteur constant k, et la jauge

oA, — k'O, A, (4.1)
qui reproduit la jauge de Coulomb lorsque x = dy. En introduisant un fantome constant
associé a k, on pourrait en effet montrer que les observables ne dépendent pas de ce vec-
teur, si les fonctions de corrélation considérées étaient des fonctions analytiques de celui-ci
[45]. Ce n’est en fait pas le cas, car les propagateurs des fantomes de Faddeev—Popov sont
singuliers dans la limite k — 0. Il s’avere cependant que cette preuve peut étre appliquée
dans le cas des théories supersymétriques, pour lesquelles ’ensemble des propagateurs
et des interactions de la théorie sont des fonctions analytiques des parametres de super-
symétrie apparaissant dans la fixation de jauge [A.4].

De maniere a introduire une seule ombre ¢ pour tous les générateurs de supersymétrie,
on considere une fixation de jauge qui dépend explicitement d’'un spineur constant et pair
dans la représentation voulue. La représentation de la supersymétrie par une différentielle
0", dépendant d’'un parametre constant de supersymétrie €, invariant sous l'action de

celle-ci, de la forme?

FWA, = i(E) 6 = —(er)) A= (F +iDé+ %[gb, e (42)

peut étre modifiée en introduisant un opérateur (), nilpotent modulo une dérivée de
Lie inessentielle sur les fonctionnelles des champs. Cet opérateur agit sur les champs

physiques comme Q = §¥ — §2ue¢(¢), et sur 'ombre ¢ comme suit

Qc = (e[p — id]e) — ¢* (4.3)
Ces transformations peuvent étre déduites de la définition de la courbure étendue

(d+Q+isere)(A+c) +(A+e) =F—i(em)) + (e6¢) (4.4)

?Ici ¢ = ¢'7;, on les matrices 7% sont tout simplement absentes dans le cas A" = 1, sont 1 et 75 dans
le cas N' = 2, et les matrices de Dirac en six dimensions pour N = 4. Le spineur \ est respectivement

un spineur de Majorana, SU(2)-Majorana, ou SU(4)-Majorana dans ces trois cas.
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et de son identité de Bianchi (v, = ,dz*).

4.1.1 Interprétation géométrique de 'ombre

Interprétons cette équation a la lumiere de ce que nous avons appris dans le cadre
des théories de type cohomologique. Les transformations de supersymétrie sont définies
sur les observables physiques, et donc sur ’espace des orbites de jauge dans I'espace des
champs de la théorie, #* x ---. On définit le vecteur impair § de T H* x - - -, dépendant
d’un spineur constant €, dont la dérivée de Lie £; = [Ig, §] sur I'espace des orbites de jauge
est donnée par 'action des générateurs de supersymétrie selon le spineur e. L’algebre de
supersymétrie est décrite a ’aide du crochet de Lie de § avec lui méme, qui donne le
champs de vecteur de T %" x --- générant les translations de M, ${8, 5} = —i(€ Pe).

On définit 'action des générateurs de supersymétrie selon le spineur € sur &/* X - - -
comme la dérivée de Lie le long du relevement horizontal " de § sur T.e/* x --- par
rapport a une connexion de &/* X --- — Z%* x ---. Sur I'espace des champs considéré, la
connexion la plus naturelle n’est pas la méme que dans le cas ol on s’intéresse seulement a
I’espace des champs de jauge. La métrique invariante sur I’espace des champs bosoniques

du multiplet vectoriel d'une théorie supersymétrique prend la forme

GOAD G, 52A D G| = /Tr (cw‘ K Gabi — 0y A% 52A> (4.5)

Cette équation en fonction des composantes signifie que le produit scalaire de deux
vecteurs bosoniques de T.@7* x ---, définis formellement comme des fonctionnelles des

champs, linéaires en 84 et 8¢,
FulA.6,84,80] = / d'aTr (KE[A,6)(@)84, () + KL[A,6)()8¢i(x))  (46)
est donné par
(., F) = / T (g KE (A, 6](2) K314, 6] (2) + 65K [A, 0)(2) KI[A, 6] () ) (4.7)

La connexion sur .&@* X --- — 9* x --- définie a partir de cette métrique est donnée par

le noyau de l'opérateur de T'@/* x - -- dans Lie(¥)
SAD§¢" — A6 A+ [¢, 0] (4.8)

On définit G'44 comme 'inverse de I'opérateur dds + ady: ady, sur Lie(¥). La 1-forme

de connexion, correspondant a la définition de I’espace horizontal via le noyau de (4.8),
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est —Gag (d40A + [¢',d¢;]). La variation horizontale correspondante de A & ¢ s’écrit
SpAD 60" = 6A — daGay (d56A+ [¢',00:]) D¢ — [¢', Gap (d36A+[¢7,605])] (4.9)

On peut calculer la courbure de &7* x -+ — %* x --- de la méme maniere que nous

I’avons fait dans le second chapitre, dans le cadre de la théorie cohomologique. Celle-ci

est donnée par la 2-forme de A*&/* x --- a valeur dans Lie(¥)
Gag(*[0nA, %6, A] — [01¢", 6ni] ) (4.10)
L’algebre de supersymétrie sur &7 x - - -, définie par le relevement horizontal de ’algebre

définie sur Z* x -- -, s’obtient en appliquant la formule (1.14)

) 1 .
L5h2 = _Li(E Phe) — (5Jauge< 5[5}12 GA¢<*[5hA, *5hA] — [5h¢27 5h¢2] ) >

— _cgi(?ye) - 5jauge<GA¢ (*[65wyA7*55usyA] _ [&Squbi’ 55My¢z]>>
= 575 Gag (Lo A+ [0, Linodi]) +i(e49) ) (4.11)

Par extension du cas des théories de type cohomologique, 'opérateur () est le représentant

algébrique de la dérivée de Lie le long de § sur &* x ---, et ombre ¢, celui de la
composante de la connexion de &7* X -+ — Z* x --- le long de ce méme vecteur,
I (—GA¢( A+ [qﬁi,éd)i])) (4.12)
La définition de la courbure (4.4), et l'identité
1 1 1
L515:§I525+§ {575}_55152 (4]‘3)

permettent d’identifier formellement le terme Qc + ¢ de (4.4) &

1 ) 1 )
3 $°G ap (%[0 A, %04 A] — (610", 0] ) + i peGap(d40A + [¢",6¢5]) (4.14)

et ainsi le terme (€ge) a I’élément de Lie(9)

Gag (*[0"Y A, %0%Y A] = [6%96", 61| + dy Lier A + [0, Lier @il ) +i(Edle)  (4.15)

qui détermine la modification de 'algebre de supersymétrie causée par le relevement

horizontal. Dans le cas ot le spineur constant vérifie 'équation (ey*€) = 0, ce terme se

3Méme dans le cas de la supersymétrie étendue, il n’existe de solutions non triviales & cette équation
que dans un espace euclidien, 'analyticité de la fonctionnelle génératrice des diagrammes une particule
irréductibles permet cependant de considérer ces solutions dans la théorie définie dans un espace de
Minkowski.
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réduit a la composante de la courbure de & x - -+ — %* x - - - le long du vecteur S. Cette
composante de la courbure s’avere constituer une obstruction topologique a l’existence
d’anomalie chirale [A.4,A.5]. Dans le cas de la théorie de Yang—Mills supersymétrique
N =1, il n’existe pas de solution non triviale & 1’équation (€y*¢) = 0, et une anomalie
chirale peut étre engendrée, en fonction de la représentation des champs de matiere. Dans

ce cas, ’élément (4.15) prend la forme suivante en composante

— Gal(Er"N), (B3 V)] +i(Er"e) (GaD" B,y — Ay) = i(6"0) Ga (D" Fy — (3, N)
(4.16)
qui est nul modulo les équations du mouvement. Ceci valide son identification a (€pe)
qui est nul dans la cas N' = 1, puisqu’il n’y a alors pas de scalaire dans le multiplet
vectoriel. Un calcul équivalant permet de montrer que le terme (4.15) est égal a (€gpe)
modulo les équations du mouvement dans les théories de Yang—Mills qui admettent des

supersymétrie étendues, a savoir

GA(b(*[(SSWyA, *55%’14] — [(s“suSngSi, (55u§y¢i] + d;ﬁi(gfye)A + [qbz, £i(g»y€) gbl} ) + Z'(EAE)
= (€de) + i(er"e) Gag EV — (er'e) Gag E” (4.17)

4.1.2 Renormalisation algébrique et géométrie

Dans la publication annexée A.4, la preuve de ’absence d’anomalie chirale dans les
théories de Yang—Mills admettant des supersymétries étendues, attribue celle-ci a 1’exis-
tence de I’élément non trivial de cohomologie de ) dans le complexe des fonctionnelles

locales invariantes de jauge

[ (€60 Pk = Fufenn) o) (4.18)

Dans le cas d’un spineur constant vérifiant (é¢y*¢€) = 0, ce cocycle peut étre identifié a la

composante de 1’élément de cohomologie de de Rham sur #* de Donaldson—Witten

chy(M) = / Tr (F,\F Ga % [Op A, <0, A] + FA(ShA/\cShA> (4.19)

1673
le long du vecteur §, a savoir %ISQChg(M ). Ici nous avons écrit la courbure telle qu’elle est
définie dans le formalisme de Mathai—Quillen. Les invariants de Donaldson ne dépendent
en fait pas du choix de la connexion, comme c’est le cas des classes caractéristiques en
général. Cette indépendance est comprise du point de vue de la théorie des champs de type

cohomologique du fait que les observables de la théorie ne dépendent pas de I'addition
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du terme Q-exact qui permet de passer de I'action définie dans le formalisme de Mathai—
Quillen a 'action tordue de la théorie supersymétrique. C’est pourquoi ici, par souci de
simplicité, nous avons préféré écrire ces invariants en fonction de la courbure dérivée par
[. M. Singer. Si on admet que le noyau de I; est trivial dans I’ensemble des 2-formes sur
P* considéré, on peut montrer en utilisant (4.13) que l'existence d’un antécédent sous
Ls de $I%chg(M) impliquerait la trivialité de chg(M) dans H?*(2*). La non trivialité de
la classe caractéristique (4.19) impose donc I’absence d’anomalie chirale dans les théories

supersymétriques admettant un nombre étendu de générateurs de supersymétrie.

On construit les supermultiplets d’opérateurs locaux a partir d’opérateurs O% qui
ne peuvent étre obtenus par 'application d’un générateur de supersymétrie a d’autres
opérateurs locaux. L’ensemble des opérateurs engendrés par application successive de
générateurs de supersymétrie a un opérateur donné, constitue un multiplet de super-
symétrie. En partant d’'un opérateur générique dans une représentation de Spin(3,1) x
SU(4), on obtient & partir d’'une composante, 2* opérateurs locaux. Les multiplets BPS
sont construits a partir d’opérateurs invariants sous un certain nombre de générateurs
de supersymétrie, et sont par conséquents courts. C’est a dire qu’on n’obtient a partir

4 , . , (k—1)4N
d’une composante d’un opérateur O qu'un nombre réduit d’opérateurs locaux 2~ %

dans un multiplet % BPS. On conjecture que la théorie de Yang-Mills maximalement
supersymétrique vérifie la symétrie superconforme associée a l'algebre psu(2,2[4). Les
opérateurs BPS O%(z) de cette théorie sont en outre annulés a l'origine par les charges
de supersymétrie spéciales (S, O*(0) = 0). Ces opérateurs jouent un role similaire aux
opérateurs primaires en théorie conforme, dans les théories vérifiant une symétrie su-
perconforme, et on les appelle par analogie « opérateurs BPS primaires » , ou par-
fois par abus de langage « chiraux primaires » . Les opérateurs BPS sont dans des
représentations courtes de 'algebre superconforme, et leur valeurs propres sous ’action
de 'opérateur dilatation sont déterminées algébriquement en fonction des représentations
de Spin(3,1) x SU(4) auxquelles ils appartiennent. La représentation des opérateurs sous
le groupe Spin(3,1) x SU(4) n’est pas modifiée par les corrections quantiques. Dans
le cas ol un opérateur appartient a une représentation courte de psu(2,2[4) dont les
représentations de Spin(3,1) x SU(4) ne peuvent s’inclure dans une représentation plus
grande de psu(2,2|4), la représentation de cet opérateur ne peut étre modifiée par les cor-
rections quantiques, et sa valeur propre sous l'action de I'opérateur dilatation ne dépend
pas de la constante de couplage. De tels opérateurs ont ainsi une dimension anormale

nulle non-perturbativement. C’est par exemple le cas des opérateurs 3 BPS.
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Afin de vérifier la conjecture de I'invariance superconforme de la théorie, nous avons
montré dans l'article annexé A.5 que la fonction 3 de la théorie, ainsi que les dimen-
sions anormales des opérateurs locaux un-demi BPS primaires, sont nulles a tous les
ordres de la théorie des perturbations. Nous voudrions maintenant interpréter ce dernier
résultat géométriquement. Pour montrer ’annulation des dimensions anormales de ces
opérateurs locaux, on utilise dans [A.5] le fait que si on se restreint a cinq générateurs
de supersymétrie de telle sorte que I'algebre de supersymétrie admet une représentation
fonctionnelle locale et que les parametres de supersymétrie associés vérifient (éy*e) = 0,
la décomposition des opérateurs, construits comme des polynomes invariants P, de
(€pe), engendre tous les 3 BPS primaires. Des représentations explicites de tels spineurs
constants peuvent étre obtenues dans la formulation tordue de la théorie [A.5]. A la
lumiere de ce que nous venons de discuter, ces opérateurs peuvent étres assimilés a la
composante d’éléments de cohomologie de Donaldson—-Witten le long du vecteur § associé

A e.

P (0e) ~ @ 2" P, ( G * [6h A, %0, A] ) (4.20)

On peut en fait associer un opérateur appartenant au multiplet superconforme dun
opérateur primaire donné a chacune des applications de Donaldson dérivant du polynome
invariant associé via les équations de descente. La finitude des opérateurs un-demi BPS
primaires est attribuée dans [A.5] au fait que ceux-ci sont les () variations d’opérateurs
faisant intervenir le champ d’ombre, qui sont eux mémes protégés par des identités de
Ward dites fantomes, dans la jauge de Landau. Cette propriété est directement relié
au fait que les classes caractéristiques auxquelles ils sont attachés sont localement 9-
exactes dans I'espace des orbites, via la formule de Chern—Simons. Leur finitude est donc

intimement lié a leur caractere topologique.

On note cependant que, malgré les interprétations géométriques proposées dans cette
section, 'ombre ¢ se localise formellement dans 'intégrale fonctionnelle sur un opérateur
qui ne correspond pas a une connexion de &/* X -+ — Z* X ..., mais a une connexion
permettant de définir () comme une variation préservant la condition de jauge [A.4].
On suppose cependant, par extension du cas des théories de type cohomologique, que le
modele algébrique BRST reste valable en dehors du secteur topologique, pour décrire les

objets basiques telles que les classes caractéristiques associées a la courbure.
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4.2 La supergravité tordue

Dans le premier article d’E. Witten sur les théories topologiques [10], celui-ci expose la
possibilité que la création d’un univers puisse étre modélisée par une transition de phase
dans une théorie topologique de cordes. Cette hypothese suggere que la construction d'une
théorie topologique de la gravité puisse étre d’un grand intérét physique. Une procédure
de torsion de la théorie de supergravité N' = 2 en quatre dimensions a été proposée en [55],
ainsi qu’'une proposition de définition d’une théorie topologique de la gravité en quatre
dimensions. L’action invariante de la théorie a été tordue en [56]. Les auteurs y montrent
que cette action tordue peut s’écrire comme la variation d'un antécédent par rapport a
une charge topologique scalaire modulo les équations du mouvement, ainsi que quelques
autres propriétés de la théorie tordue annoncées en [55]. L’analyse reste néanmoins tres
incomplete, puisque 'action équivariante du point de vue de la théorie topologique inclut
la fixation de jauge de la supersymétrie locale, qui doit, pour ce faire, étre invariante
par rapport aux difféfomorphismes, les rotations locales tordues et les transformations de

jauge abéliennes associées au graviphoton.

4.2.1 Formulation de la supergravité N’ = 2 jaugée sous SU(2)

Nous allons tout d’abord étendre les travaux de [56] au cas d'une représentation fonc-
tionnelle locale de 'algebre de supersymétrie locale. Pour ce faire on utilise la version
euclidienne d’une formulation fonctionnelle proposée par B. de Wit en [57], ou celui-
ci utilise sa définition du supermultiplet de super-Poincaré a partir de supermultiplets
superconformes [58] pour introduire une symétrie SU(2) interne locale supplémentaire.
Cette symétrie est en quelque sorte factice, dans le sens ou la connexion associée n’est
pas dynamique; le champ dynamique pertinent est au contraire un élément des trans-
formations de jauge de ce SU(2), qui compense tres exactement les degrés de liberté
longitudinaux manquants de la connexion. Cette formulation fonctionnelle est obtenue a
partir du multiplet de super-Poincaré dérivé du multiplet superconforme non linéaire. Elle
a été introduite par B. de Wit, entre autres, afin de simplifier I’algebre de supersymétrie
locale.

Les champs dynamiques de la théorie de supergravité N' = 2 dans ’euclidien sont,
le graviton représenté par les tétrades e®, le graviphoton représenté par la connexion
abélienne A et les gravitinos représentés par la 1-forme spineur de SU(2)-Majorana 1.
Les champs auxiliaires de ce multiplet fonctionnelle (communément appelé multiplet

hors couche de masse par abus de langage) sont un scalaire M, un vecteur V,, un tenseur



4.2. LA SUPERGRAVITE TORDUE 107
* *

antisymétrique t,,, un pseudo-vecteur V, et un pseudo-scalaire M, ainsi qu’'un scalaire
S et une 1-forme B a valeur dans su(2) (dont on note les générateurs 7; et au besoin
ces champs S'7; et B'r;), et enfin deux fermions spineurs de SU(2)-Majorana \ et x.
L’introduction d’un champ scalaire u a valeur dans SU(2) permet de rendre locale la
symétrie globale SU(2), en agissant a gauche sur les représentations globales de SU(2)
comme le feraient des triades [57]. Mathématiquement, le champ u définit une section
globale d’un fibré principal trivial de groupe de structure SU(2), qui permet de faire
correspondre aux champs de la théorie, fonctions dans des représentations linéaires de
SU(2), des sections de fibrés associés a ce fibré principal sur lesquels le groupe des
automorphismes verticaux agit naturellement. Tous les champs de la théorie a valeur dans
une représentation de SU(2) sont ainsi considérés comme étant dans la représentation
locale correspondante, et la 1-forme B comme une connexion sur ce méme fibré principal.

Avant d’écrire explicitement l'action de la supersymétrie locale sur les champs, on
introduit les fonctions des champs suivantes, a valeur dans I’algebre de Clifford corres-

pondant a la représentation de SU(2)-Majorana

R *b
To=Fp° 7 + *stay” + 5% + V5% V

. *d
Rab = —F;l;s -+ *Stab + 27abS + %gabcd P)/c Vv
. . . . *
G' =9+ 25" — 'V (4.21)

Ces objets peuvent en fait étre interprétés géométriquement comme des composantes de
la super-torsion et de la super-courbure en super-espace [59]. L’opérateur 5 est défini
comme la composition de 1'opérateur étoile de Hodge et de la multiplication matricielle
par 75 ; les exposants £5 dénotent les projections de la 2-forme a valeur dans 'algebre de
Clifford associée, sur les valeurs propres correspondantes de 5. Le fait que 'opérateur
étoile de Hodge apparaisse toujours associé a la matrice 5 exprime la chiralité du modele.

Les transformations de supersymétrie locale, de parametre un spineur pair €, s’écrivent
0%(e)e” = (ev")

5 (e)A= (Eq/))
55 () =d,pe — e*Tye

55(€)Wab =e° (E[’Y[aﬁb]c - %’Yclaab]) + Q(E Rab¢>
5 (e)B' = 1e" (e [ax + 157" * pup)) + (€G'Y)
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3 (e)Va=—(Er7alx +4]) + 1 (87" * pur)

& (e)u= (er’\)Tu

S(ON=1[M + 75 M + V]e — t[ubu + §+ 28 — 35V e + [(E\) + (F°A)m] A

(4.22)
55(e)x = Ghe — P +25 — sV ]e + [DaV® + DyuDue
(N [PA—x— AN e £ [M2— N — Vv 1V, V8575 e
I = 1) = 20F = 1) xg tay — 2(F + = 2357) S +2(F — )35 ] e

ou D, est la dérivée covariante par rapport aux transformations de Lorentz locales ainsi
que par rapport aux transformations de jauge associées aux groupes U(1) et SU(2).
L’addition d’un accent circonflexe signifie que la dérivée ou la courbure considérée est de
plus supercovariantisée, c’est a dire qu’on a ajouté un terme dépendant des gravitinos
de maniere a ce que la variation de I'objet ainsi obtenu sous I’action de la supersymétrie
locale ne fasse pas intervenir les dérivées du parametre de supersymétrie. Les gravitinos
sont les champs de jauge associés a la supersymétrie locale. La différentielle supercova-

riantisée d’un champ s’écrit

~

Ayt arB = dusars + 0° (V) (4.23)

et les courbures supercovariantisées sont
T=d,e" + (™))
F=dA+ ()
p=dyrp — " Tot

Rab = dwwab +e° (Eh/[aﬁb}c - %'chAab]) + (E Rab¢)
G'=dpB' + 3e’ (ETZ [Yax + 757" * ﬁab]) + %(E le) (4.24)
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On a en outre défini la fonction des champs a valeur dans ’algebre de Clifford
N=uDu™ +F — 4+ 13V + M — M~y (4.25)

afin d’alléger les notations.

On peut vérifier la cohérence de ’algebre de supersymétrie locale ainsi définie
5 (€)" = Lyeye — 0% (Re) — 6V (18€) — 5V (16Ge) (4.26)

ol 95,2% (eve) €st la dérivée de Lie covariante par rapport a toutes les symétries locales
de la théorie, y compris la supersymétrie. On donnera seulement ici quelque étapes in-

termédiaires.

55(€)Fab =— (Eﬁab)
55(€)ﬁab = - (%Rade’ch + GA(ab - 2f)[ar]rb] + [Tm Tb])e
55(e)uDau_1 = (ETi)\) 73, uﬁau_l] — (ETiDa)\) T + (XTiTCLE) T + %(ETi [YaX + 7157 * [)ab])n
0°(€) DaA = Dud® (€)X = 6% (Da)X = 3 (€l Vohea — $7aPrec])7"A = 3 (67" [a + 757" % Pun]) TiA
5% (e) (fD)\ — X+ N)) = 1D[M +~45M + Ve — 1D, (Ve+ uﬁ“u‘l)e
+ (XTi[]?)\ D %ﬁ])ne + %(Xﬁab)’y“be
~ * ~
+M(F+S)e— M+ S)e+ ViuDu e (4.27)
Si nous avons écrit les tétrades et la connexion de spin comme des champs indépendants,
I’algebre n’est en fait cohérente que modulo la nullité de la torsion supercovariantisée qui
détermine la connexion de spin en fonction des tétrades et des gravitinos.
L’invariance par rapport aux difféomorphismes, a ’ensemble des symétries de jauge et

de Lorentz local, ainsi que par rapport a la supersymétrie locale, détermine une extension

unique de l'action d’Einstein—Hilbert, qui prend la forme suivante

1 1 — 1~ ~ 1 R
/ (gSade ef el R + §(¢ AY5€ Yanp) + §F/\*F + Z(lb A5) (F+F)
M

1 _ _ _ _
t3 (¥ A5 Yanudpu™" s1p) + e%e’s ((1/}7571113)\) L(A) = (O (Aw)))

* 2 A A . *  xa
+/ ed's (<M2 - M —V,V*+Tr DyuD% ! — %tabt“b —25'S;, — 1V, V >
M
— Q(X (DA — x + NA+ 42 (uDu™ +{+ 28 — 3V )b — (V* + uf)au—l)%}))
(4.28)
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Si cette action est bien invariante par rapport a la supersymétrie locale, ce résultat
n’est pas trivial et il est tres difficile de déterminer 'action la plus générale a tous les
ordres dans ce formalisme. Le formalisme de super-espace harmonique permet de résoudre
partiellement ce probleme, mais sa grande complexité obscurcit profondément la théorie.

La quantification de la théorie via une formulation intégrale fonctionnelle nécessite
de considérer la fixation de jauge des symétries locales de la théorie. Il est difficile d’in-
terpréter cette fixation de jauge géométriquement comme dans le cas des théories de
Yang—Mills. Tout d’abord parce que le groupe des difféomorphismes n’est pas un groupe
de Lie de dimension infinie, dans le sens ou il n’est pas localement difféomorphe a 1’algebre
de Lie correspondante des champs de vecteurs sur la variété [38]. L’algebre de super-
symétrie locale ne correspond quand a elle méme pas a un groupe de dimension infinie
bien défini. On peut néanmoins définir un opérateur BRST qui tient compte de toutes
ces symétries de jauge. Il est nécessaire d’introduire un fantome associé a chaque inva-
riance de jauge de la théorie. On définit ainsi le fantome des difféomorphismes comme un
champ de vecteur impair £, celui associé aux transformations de Lorentz locales comme
un tenseur antisymétrique €, deux fantomes de Faddeev—Popov ¢ et C respectivement
associés aux symétries de jauge U(1) et SU(2), ainsi qu'un spineur de SU(2)-Majorana
pair € pour la supersymétrie locale. On peut obtenir de maniere canonique les trans-
formations BRST des champs a partir d’'une condition d’horizontalité sur les courbures
supercovariantisées. On définit pour ce faire les connexions étendues comme les sommes
formelles des connexions et de leurs fantomes associés. Les tétrades étendues sont quand
a elles définies comme e’¢e® = e + ice® [60]. Les conditions d’horizontalité s’écrivent

comme suit

(d+ 8)uraee + L[+ ' [Y +€]) = T
d+s)(A+c)+ ([ + e[ +e]) =eF
(d + S)w-‘rQ-i-B-i-C' (1/) + 6) - 6dear]ra ('QZ) + 6) = eigﬁ (429)

(d + 5)w+ﬂ (Wab + Q) + eig €C(W + 6] [’Y[aﬁb]c - %Vcﬁab]) + ([w + 6] Rab[¢ + 6]) = eigéab
dpio (B +C%) + te'ee ([0 + €7 [Yax + 157" * pab)) + 1 ([0 + €] G'¢h + €]) =’ G"

On peut cependant simplifier la représentation de 'opérateur BRST en redéfinissant

la différentielle étendue d + s de maniere a absorber les exponentielles de la contraction
par rapport au fantomes £ [60]. Afin de déterminer ces transformations sur une géométrie
topologiquement non triviale, on définit les équations d’horizontalité sur le fibré principal

de groupe de structure SO(4) x U(1) x SU(2) sur la variété. Le vecteur £ est quand a
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lui défini comme le relevement horizontal du vecteur correspondant sur M, par rapport
4 une connexion de fond & + A sur ce fibré (annexe A.1). Il devient ensuite naturel de

redéfinir les fantomes comme suit

Q—ig(w—w)—Q €—ig) — €
c—ig(A—A) = ¢ C—ieB—C (4.30)

La nouvelle différentielle étendue est quand a elle
efigh (d + S)eigh =d+s— E&h — Z'%(@e)h + irv (431)

ol r est I'élément 14 (R + F) de l'algebre de Lie so(4) ®u(1) qui apparait via la formule

(1.14). Les transformations BRST des champs physiques sont ainsi définies comme
s =% — 0H(Q) — 6"D(e) — 55V (C) — §5(e) (4.32)
et celles des fantomes
s¢=3{6, ¢} — 3 (eve)
sQ=2:0 -0 — (eRe) +
so=Zee = 4(F) + iyien

€ve

Zg(éve) (w - (D) - li§2‘é
A—A) - Lil2F

_ 2 - :
sC=%C — C? — 1(eGe) T i1(ey0 B

se=ZLre — e — Ce + 1 (e ¥ (4.33)

Les identités de Bianchi associées aux courbures supercovariantisées étendues permettent
de déterminer la transformation BRST des courbures supercovariantisées. On a entre

autre

A

(d+s—-Z —iye0)E = (W +e)p) - iy (v o) (4.34)
(d+s— % — ity + 34+ + B+ C)p
=[MR+G—dorsT+T? (¢ +¢) +Tp— Uy (@Fantwte)P
ol T est la 1-forme a valeur dans l’algebre de Clifford e*T,. La formulation ordinaire de
la supergravité sans symétrie locale SU(2) est obtenue en fixant de jauge la section u a

I'unité. Cette contrainte brise la supersymétrie locale et I'invariance de jauge SU(2) & un

sous ensemble de transformations qui laissent le champ wu invariant

(65(e) = 657 (erA))u =0 (4.35)
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et qui vérifient I'algebre

(55(6) — 5SU(2)(ET)\))2 =
L

%E’ye - 5L(€R€ - i%%wew> - 6U(1)(%E6 - Z‘%EVEA)
+ (0% (i1ey) = 0% (i, TN)) + 0% (i1 cudu™)  (4.36)

Les transformations de supersymétrie locale dans cette jauge sont alors données par
5 (€) = (6%(e) — 65V (er))) (4.37)
et vérifient I'algebre de supersymétrie ordinaire [58]

5(€)" = 2] (ore) — 0" (Re) — 6V (sée) (4.38)

eve)

ol la différentielle .,2%’ (&y0) dénote la dérivée de Lie covariante par rapport a Lorentz local
2

et l'invariance de jauge U(1), supercovariantisée par rapport a la supersymétrie locale

0”. On note que la 1-forme B est alors un champ de vecteur ordinaire, et n’apparait dans

l'action qu’a travers le terme —B,B®. L’invariance globale SU(2) reste néanmoins une

symétrie de la théorie.

4.2.2 L’opération de torsion en espace courbe

Afin de définir une opération de torsion on va laisser la section u libre. Nous avons
défini jusqu’ici la connexion de spin de telle sorte que la torsion supercovariantisée soit
nulle. Dans le cadre de la théorie tordue, il est préférable de considérer la solution de
torsion nulle. La connexion de spin de la section précédente s’écrira dorénavant w + Aw
ou Aw constitue la composante quadratique dans les gravitinos. L’opération de torsion
définie dans [55] ne s’applique que dans le cas de configurations classiques ou la connexion
de spin est autoduale wy,- = 0. L’introduction de la section u permet d’étendre cette
définition au secteur topologique des géométries dont la composante anti-autoduale du

fibré des reperes est triviale (wq,- = 0)

1 b=
~ 33 ; R™ Ry = (4.39)
Ce secteur de I'espace des orbites sous difféomorphisme des métriques n’est pas connecté
aux autres. Ainsi la composante anti-autoduale de la connexion de spin définit une
connexion sur le fibré principal trivial SU(2), et on peut définir la différentielle cova-

riante tordue comme
dy = d+ 64 (w) + 857D (W) (4.40)
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qui annule un spineur (. Ce spineur constant va permettre de définir 'opération de
torsion. On lui attribue un nombre d’ombres 1. Les spineurs de SU(2)-Majorana se
décomposent selon ce spineur dans des représentations irréductibles du groupe des rota-

tions tordues.
Y=, Ve, "

>\ - >\7 )\ab_7 )\a X 7 X5 Xab—» Xa (441)

_1

(€0
soient de nombre d’ombres 1 et toutes les autres composantes de nombre d’ombres —1.

On inclut dans ces redéfinitions des facteurs de telle sorte que ¥ A, Ay et x¢

On redéfinit également les champs & valeurs dans su(2) en fonction de représentations

irréductibles du groupe des rotations tordues comme suit
udu™t — ¢ B —udu™! — By, S — S (4.42)

On note que contrairement a B, By, est une 1-forme tensorielle. La courbure superco-
variantisée en fonction des variables tordues du graviphoton renormalisé ﬁA — A fait

intervenir explicitement (¢¢),

1

1
< 2(¢¢)

(€9

F=dA+ o (00 +6a) + 5that® (143

ce qui est a la l'origine de la brisure du nombre de fantomes modulo 4 discutée en [55].
On définit la charge scalaire § = 6°((), dont le carré donne une rotation locale tordue de

parametre —¢, avec
qbab = (ZC) (_F+ +*t+ S)ab (444)

auquel on ajoute la définition

qgabz—;(FJr—i-*t—S)

4.45
2(¢0) (4.45)

ab

L’action de d sur les quelques champs suivants

det = 1 JA =1
St = —¢%ye” 0 =0
5¢ab =0

*

Moy = (W™ — ¢+ Aw™ — B)ap — €V~
5&(117 = Xab — (ﬁ);_b (446)



114 CHAPITRE 4. TRAVAUX NON PUBLIES ET INTERPRETATIONS

suggere une interprétation de cette différentielle comme la différentielle équivariante par
rapport aux rotations locales d’'un modele de Cartan. C’est en fait la version définie
modulo les équations du mouvement de cet opérateur qui est interprétée comme la
différentielle de Cartan de la gravité topologique dans [56]. Ici (p)}, est la projection
de la courbure supercovariantisée des gravitinos, p, sur le spineur constant ( et sur sa
composante autoduale de I'espace tangent a ’aide des tétrades. Les tétrades définissent
les coordonnées sur 1'espace considéré dans le modele de Cartan, ¢* leurs fantomes topo-
logiques et ¢ le fantome de fantome topologique associé au groupe des rotations locales
tordues. Les champs v, et By, définissent respectivement 'antifantome topologique et
le multiplicateur de Lagrange associés a la contrainte autoduale. Les champs A, 1, ¢
et xq constituent quand a eux des doublets triviaux, dont l'interprétation nécessite la
considération du groupe d’invariance complet incluant les difféomorphismes et les trans-

formations de jauge abéliennes.

Il manque clairement la génération d'une dérivée de Lie selon un champ de vecteur ¢
pour pouvoir interpréter cette opérateur comme la différentielle d'un modele de Cartan
pour le groupe produit des groupes des rotations locales et des difféomorphismes. On
peut néanmoins écrire I’action invariante (4.28) dans sa forme tordue comme un terme J-
exact. Nous n’allons pas écrire ici I’action tordue étant donné que celle-ci est relativement
compliquée et que son interprétation est encore tres incomplete. Mais nous allons en
revanche discuter la réécriture de l'action d’Einstein-Hilbert proposée dans [55] dans
une forme invariante sous rotation locale tordue. Si la composante anti-autoduale de la
connexion de spin n’est pas une forme tensorielle, c’est le cas en revanche de w™ — g,
en tant que différence de deux connexions sur un fibré principal SU(2) trivial. De plus
¢ définit une forme de Maurer—Cartan et est par conséquent de courbure nulle. On en

déduit que I'action d’Einstein—Hilbert peut se réécrire, modulo 1’équation de torsion nulle

1 1
—/ eabcde‘j\el’ARCd: ——/ R;bAeaAeb
8 S 2 S
1 1
— —/ (w™ —g)“bAebA(w_ — Gac p° — —/ (w‘—g)abAe‘lAeb (4.47)
2 Ju 2 Jom

Dans le cas compact, le second terme disparait trivialement. Ceci définit bien la contrainte
souhaitée dans le cadre d’une théorie topologique, c¢’est a dire qu’on impose que la cour-
bure soit autoduale et pas nécessairement que la connexion associée le soit. L’action in-

variante s’écrit alors comme la somme du terme de bord ci-dessus et d'un terme J-exact,
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dont l'antécédent est la fonctionnelle suivante

Y = / (Qbac/\e%(u}_ —c— B), e — €eQ, \dA
M

1 . *
+ %63\¢CA<F+ —3xt—2t+ 35w e“Aeb — Yap AN ebAVcec

1 1
T O Yant it = €% Yandad = Vs nnnd" + meabcde’keie‘;ed) (4.48)

Afin d’obtenir une formulation de la gravité topologique il est en fait nécessaire d’intro-
duire la fixation de jauge de la supersymétrie locale [55]. Les fantomes et les antifantomes
correspondants ainsi que le fantome de référence doivent étre inclus dans le modele de
Cartan de la théorie. Il semble évident qu’il en est de méme pour le fantome C' et les
antifantomes associés a la fixation de jauge de la symétrie SU(2). Nous avons vérifié
qu'une fixation de jauge déterminant la section u en fonction des tétrades, qui préserve
I'invariance par rapport aux rotations locales tordues, brise nécessairement l'invariance
par rapport aux difffomorphismes. On en déduit que la fixation de jauge de la section
u doit étre fondamentalement différente de la fixation de jauge définie par B. de Wit
pour reproduire la théorie de la supergravité seulement invariante sous l'action globale
d’un groupe SU(2). Une fixation de jauge vérifiant les exigences nécessaires a la bonne

définition d’une opération de torsion est donnée par
dyx (W —<) =0 (4.49)

Elle implique I'introduction d’un antifantome et d’un multiplicateur de Lagrange définis
comme des tenseurs antisymétriques anti-autoduaux.

A partir d'un unique opérateur BRST s, et d’une action somme d’une composante
invariante par s et de plusieurs composantes s-exactes définissant les fixations de jauge,
dont celles de la supersymétrie locale et de la symétrie SU(2) sont en particulier choisies
invariantes par difféomorphisme, par le groupe des rotations tordues et par 'invariance
de jauge U(1),

S+ s PtV @le O] + s PHFHEOOTTMIe O ¢ Q) (] (4.50)

I'opération de torsion complete doit définir deux opérateurs BRST, le premier s définissant
Iopérateur BRST associé a I'invariance par rapport aux difféomorphismes, au groupe des
rotations tordues et a I'invariance de jauge U(1), le second @) définissant I'opérateur BRST
topologique de la gravité, de telle sorte que 'action tordue s’écrive comme la somme d’un
terme Q-exact et s invariant et d’une fixation de jauge s et (Q-exacte. Afin de prendre

en compte la torsion du groupe des rotations, on redéfinit C' — C + €27. On voudrait
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définir la différentielle de Cartan comme la composante de —s une fois les fantomes &, 2
et ¢, associés aux difféomorphismes, aux rotations locales tordues et aux transforma-
tions de jauge U(1), fixés a zéro. En comparant les transformations de supersymétrie
et la définition de l'opérateur BRST topologique pour la gravité [55], on déduit que les

gravitinos doivent étres décomposés comme suit

= o (<@ e+ @)+ (@570 (4.51)

avec € suffisamment proche de ¢ pour que (€vs¢) soit strictement positif. On définit ainsi
les champs tordus associés comme

1 - 1
U = (ey™)) U=

(E’YSE) (E@D) \Ijab* = (E")/g)ﬁ) (E’y57—ab*¢) (452)

dont l'ordre zéro dans la perturbation de e autour de ¢ (e = () coincide avec ¥*, 1) et

Ve Les fantomes de fantomes topologiques sont quand a eux définis comme

O, = (E[—ij + *s5tap — 257ap + 1€abed?” \;d ]e) (4.53)
qui donnent bien 0, 0 et ¢4, a I'ordre zéro.

Il n’est cependant pas trivial d’obtenir 'action fixée de jauge pour la supersymétrie
locale et l'invariance de jauge SU(2), invariante sous les difféomorphismes, les rotations
locales tordues et les transformations de jauge U(1), sous la forme de la @) variation
d’'un fermion de jauge également invariant par rapport a ces dernieres symétries. Il est
en outre possible qu’il soit nécessaire d’introduire pour ce faire d’autres composantes de
I’action, contenant éventuellement d’autres champs, associées aux jacobiens des change-
ments de variable hautement non linéaires associés a la procédure de torsion. On voudrait
cependant trouver une fixation de jauge pour laquelle on pourrait démontrer que ces ja-
cobiens se compensent ; et pour laquelle le champ fantome e développerait spontanément
une valeur moyenne dans le vide brisant la conservation du nombre de fantomes modulo
quatre

((E6)*) = (C0)* (4.54)

de maniere a justifier le développement de e autour de (.

4.3 Invariance superconforme

L’annulation de la fonction § dans la théorie de Yang—Mills maximalement super-

symétrique implique que I’anomalie de trace est identiquement nulle a tous les ordres de
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la théorie des perturbations. Cette propriété remarquable de la théorie a inspiré la conjec-
ture de I'invariance superconforme de la théorie par rapport a 'action des générateurs de
'algebre psu(2,2]4). Cette conjecture est au coeur de la correspondance AdS/CFT, et a
aujourd’hui été confirmée par un grand nombre de calculs explicites sur des fonctions de
corrélation d’opérateurs composites de la théorie. Nous proposons ici une démonstration
de I'annulation de la fonction 3, ainsi qu'une extension du formalisme des ombres qui

inclut I'invariance superconforme.

4.3.1 Annulation de la fonction

La preuve de I'annulation de la fonction 3 de la théorie de Yang—Mills maximalement
supersymétrique proposée dans [A.5] est obtenue dans la formulation tordue de la théorie
en fonction de champs réels. Contrairement aux fermions de Majorana, les fermions de
SU(2) et de SL(2,H)-Majorana peuvent étre définis dans un espace euclidien. Cepen-
dant, les représentations de supersymétrie étendue N' = 2 et N' = 4 correspondantes,
définies comme des transformations infinitésimales des champs, impliquent alors qu’un
des scalaires de la théorie admet un terme cinétique du mauvais signe dans l'action. Il
est en fait nécessaire de relaxer la condition d’hermiticité du lagrangien dans les théories
supersymétriques, en considérant les fermions dans des représentations complexes non-
contraintes. Le bon nombre de degrés de liberté est restauré en ne définissant 'intégrale
fonctionnelle que sur ces variables complexes et pas sur leurs conjugués complexes, de
la méme maniere qu’on procéderait pour intégrer sur une courbe du plan complexe sur
les coordonnées holomorphes. La bonne définition de ce type d’intégrale fonctionnelle a
été établie en [19] par continuation analytique de I'intégrale fonctionnelle dans la théorie
minkowskienne. Ainsi les théories de champ supersymétriques N' = 2 et N' = 4 dans leur
formulation tordue sont définies correctement en considérant les variables fermioniques et
les parametres de supersymétrie comme complexes, ainsi que les champs scalaires ® et ®
comme conjugués complexes I'un de autre.* L’algeébre de supersymétrie définit alors des
identités de Ward formelles qui ne correspondent pas explicitement a des variations des
champs. Malgré ces subtilités, les représentations réelles de supersymétrie étendue des
théories euclidiennes, et ainsi leurs formulations tordues, permettent de déterminer cor-
rectement les identités de Ward des théories correspondantes ainsi que les contraintes qui

en découlent. Il est donc pertinent d’utiliser ces représentations réelles afin d’obtenir des

4Comme nous 'avons discuté dans la sous section 2.1.2, I'interprétation géométrique de la théorie
tordue nécessite de considérer ces champs comme réel et imaginaire pur, ce qui ne modifie les fonctions

de corrélation que par une phase globale dépendant du nombre de fantome topologique.
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propriétés de la théorie par des méthodes algébriques comme dans [A.5]. La formulation
de preuves algébriques en fonction des variables tordues a seulement pour effet de sim-
plifier considérablement les calculs et de rendre leurs interprétations géométriques plus
accessibles. Afin de convaincre les lecteurs sceptiques, nous allons maintenant réécrire
la preuve de l'annulation de la fonction  de la théorie de Yang—Mills maximalement
supersymétrique dans la formulation non tordue de la théorie définie dans un espace de
Minkowski.

On utilise pour ce faire les conventions de [A.6], dans lesquelles les transformations
de supersymétrie sont données par (4.2) et 'action fixée de jauge dépendant des sources
admet des termes quadratiques dans ces dernieres de maniere a tenir compte du fait que
la représentation de l'algebre de supersymétrie maximale n’est définie que modulo les
équations du mouvement.

L’absence d’anomalie cohérente pour les identités de Slavnov—Taylor respectivement
associées a I'invariance de jauge et a la supersymétrie [A.4, A.5] implique que celles-ci ne
sont pas affectées par les corrections radiatives quel que soit le schémas de régularisation
utilisé. La définition d'un régulateur a la Pauli-Villars faisant intervenir des champs
auxiliaires "4, YA et Mp? dans les mémes représentations que les champs physiques,
avec respectivement pour terme de masse MTQJ‘%H MAR %(WM)\) et MTQqui Mp,, permet
de démontrer que la symétrie globale Spin(3,1) x SU(4) de la théorie n’est pas affectée
par les corrections radiatives. La symétrie globale SU(4) n’est donc pas en conflit avec
I'invariance de jauge et est préservée quelque soit le régulateur utilisée dans la procédure

de renormalisation.

Annulation de la dimension anormale des £ BPS primaires

On va tout d’abord montrer que la dimension anormale de 'opérateur 4 BPS primaire
Tr (¢'¢Y — %5“ " ¢r) est nulle. La dimension canonique et la représentation de SU(4) des
opérateurs 3 BPS primaires sont telles que ceux-ci ne peuvent se mélanger & d’autres
opérateurs locaux par renormalisation.

On explique dans [A.5] que I'insertion d’un opérateur composite physique peut étre
obtenue de maniere équivalente par 'insertion du méme opérateur contracté avec un
polynome du spineur constant parametre de supersymétrie. La contrainte non linéaire
(éy*¢) = 0 n’admet pas de solution non triviale pour un spineur de SU(4)-Majorana.
En substituant le spineur € contracté a la matrice de conjugaison de charge au spineur
€, auquel il est égal selon la condition SU(4)-Majorana, la fonctionnelle génératrice des

diagrammes une particule irréductibles I' est une fonction analytique du parametre €. Le
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prolongement analytique de I'" a des spineurs complexes non contraints est donc défini
de telle sorte que celle-ci vérifie ses identités de Ward, bien que les identités de Slavnov—
Taylor associées a la supersymeétrie soient dans ce cas des identités de Ward formelles qui
ne correspondent pas a des variations infinitésimales des champs. On peut ainsi considérer
de maniere cohérente la théorie en fonction d’un spineur € dans la représentation de
SL(2,H)-Majorana, solution non triviale de I’équation (e‘y*¢) = 0, qui définit un vec-
teur complexe de norme nulle de l'espace hexadimensionnel (e7%). Les propriétés de
transformation de ce vecteur par rapport a laction de SU(4) impliquent qu’il existe un
espace de solution contractible de (e“y¢) = 0 pour lequel les vecteurs (e°7%€) engendrent
tout 'espace hexadimensionnel. On peut ainsi calculer I'insertion de I'opérateur 4 BPS
primaire Tr (¢'¢/ — £6“¢"¢;,) en insérant la fonction des champs Tr (€“ge)?.

Cette derniere fonction des champs satisfait les équations
1 1
QTr ((e“¢e)c — 503) = Tr (epe)? sQTr ((epe)c — 503) =0
1
sTr ((e°pe)e — 503) =Tr (,u((eﬁgbe) - ) = [, (ec(be)]c) (4.55)

On considere les insertions de ces différents opérateurs locaux en ajoutant a ’action de

la théorie, X, le terme dépendant de sources

uTr ((e‘pe)c — %03) +uTr (u((e%be) — ) = [, (6“¢e)]c> +u9Tr (‘pe)®  (4.56)

L’action ainsi obtenue satisfait aux identités de Slavnov—Taylor associées respectivement
a 'invariance de jauge et a la supersymétrie, avec s et () agissant respectivement sur les

sources u® de la maniere suivante

su@ =0 Qu@ =y
su =u Qu® =0 (4.57)
su =0 Qu =0

On peut facilement se convaincre du fait que l'introduction de ces nouvelles sources
n’introduit pas de nouvelles anomalies aux identités de Slavnov—Taylor. Les identités de
Slavnov—Taylor et I'invariance par rapport a SU(4) impliquent que ces opérateurs locaux
se renormalisent multiplicativement et que les dimensions anormales associées a chacune
des sources sont les mémes.

Dans la jauge de Landau supersymétrique
— /d4xTr (b@“Au —cot (Duc + z'(e“y#)\))

+ Q0" D,Q — 10" (Dyp + [Du, o] — i(e,[92, A]))) (4.58)
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la génératrice fonctionnelle des diagrammes une particule irréductible vérifie les identités
de Ward fantomes [A.5]

L L L
/<5 L I 5_F] pur 2L (Ll o0 4 [0, ) + 5. ]) =0

k ob 6@
(O [0 20 [0 50 4 e, ) — [, 5]
+“§cL<£> +u 55:}; + [ o + (29, Q] + [¢'9, ] + [M‘Q),u]) =0
/(%L_QF N [Q %F] - [ﬂ’ 6;_;] - [C’ (Z_MF] = (=1)° [90@% 5?;5)] (4.59)
+[Q(Qs)’ %] + [M(Q)v %] + [P0 0" + [Q“),Q]) =0

Celles-ci impliquent de surcroit que la dimension anormale de ces opérateurs composites

est nulle, et ainsi 'annulation de la dimension anormale de 1'opérateur 3 BPS primaire

Tr (¢'¢7 — 69 ¢y,).

Annulation de la dimension anormale de ’action

La variation de la densité lagrangienne privée de sa composante BRST-exacte®

1 1. | - 1.
L=Tr (—ZFWF’“’ = 5 Dud' D" + ' (APX) — %(A[qﬁ, A) — ZW’ ¢'][i, 5]

N |

4

+ % (X* [ — %(Ey“e)% - %(ETiG)Ti] )‘*>) (4.60)

par rapport a 'opérateur linéarisé de Slavnov—Taylor associé a la supersymétrie, S<Q>|E’

est une dérivée totale, Sig) 5L + 0Ly = 0, avec

L, ="Tr (EFW (Ev”/\) + i

1 A .
5 P (E757”/\) — §DM¢>Z (ETi/\) — D"¢' (EVWTZ-)\)

ig? (~1 1

+ —[¢", ¢ (E%Tij)\) + % ()\[ﬁ(a“e)% + E(ETiE)Ti — eE] A*)) (4.61)

N =

Sott AT =A@ — [\@, Q] et (X M) = =S, (A MA@, voir [A.6].



4.3. INVARIANCE SUPERCONFORME 121
Cette derniere fonction des champs vérifie S(Qmﬁu + 0L, = i(eye)L, on
3 _ ~ i 1 op (— 7 1~ 7
L,, ="Tr <§(€TZ‘€) (/\’}/W,T )\) + SEu P(€vsTi€) (gb F,, — 3 ()\%pT A))
3 27 e) (D\rvenP P(EnnnC A J 1~ ij
_ 1—68”,,0[,(6’}/ €) ()\"}/5"}/ >\) — Evo’ (€577 Tij€) (zgzﬁ D,¢’ + 3 ()\"}/pT )\))

1) (3000 - {07 ) (@6

satisfait lui méme Sq) Ly + 07 Lywe = —2i(€y,€)Ly), avee
Lo = iew(,p[(E%Tie)Eyp — (E%ypnje)ETj}Tr (qb’)\) (4.63)
et 1
Livep = §€Mugp(E75Ti€)(gTj€)Tr (gbigbj) (4.64)

qui vérifient quand a eux
S Lo + 0" Lyvap = 31(€77,€) Lo S Luwop = —4i1(€1u€) Looy) (4.65)
Les duales de Hodge de ces formes fonctions des champs définissent la forme étendue
L=L+ L0+ L2+ 03+ L) (4.66)

élément de cohomologie non trivial de la différentielle étendue d‘|’8<s>|z +S<Q)|E +i(eye), OUL
LY est la densité lagrangienne considérée comme une 4-forme, et £§ = $Tr (ey5¢¢)(€de).
Le seul autre élément non trivial de cohomologie de la différentielle étendue d + S 5, +

S(Q)|E + %j(eye) de dimension canonique 4 est la forme étendue

STe (F—i(end) + (e0)) (4.67)

Comme il est expliqué dans [A.5], les identités de Slavnov—Taylor impliquent que la forme
étendue £ se renormalise d’un bloc, multiplicativement, ou en se mélangeant a une autre
forme étendue d + S 5; + Sq) 5y T Li(eye)-fermee.
L’identité de Fierz
(eys7i€) (e7"€) = 0 (4.68)

permet de montrer que I'insertion de I'opérateur composite L3 est équivalente a celle
de l'opérateur 3 BPS primaire Tr (¢'¢/ — %5” ®*Pr), et que cet opérateur composite est
donc de dimension anormale nulle. Ceci implique que les seuls contre-termes invariants

qui peuvent intervenir dans la renormalisation de la densité lagrangienne sont, ou des
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dérivées totales, ou des termes BRST-exacts. On en déduit directement que l'action de

I'opérateur de Callan—-Symanzik

0F  O0F LT
_ @ (4)
0F 6Lfi L7 L7
- e _p@ 2T @ YT
o m 5 Z / ¥ 590 9 ¥ 5@, ¥ a(s(p(czs)a)
L7 stz 6t L7
W Tr (o C O— b 4.
7 / r (n on e tUha T %) (4.69)

sur I'insertion de 'action dans la fonctionnelle génératrice des diagrammes une particule

irréductibles est une variation BRST

c / £9.1] = Sy [#0 - T (4.70)

Conclusion de la preuve

Selon le principe d’action quantique, la variation de la fonctionnelle génératrice des
diagrammes une particule irréductibles I' par rapport a la constante de couplage est
donnée par l'insertion d’une fonctionnelles locale des champs dans I', qui est invariante
par rapport a l’action des opérateurs linéarisés de Slavnov-Taylor et des transformations
propres du groupe de Lorentz. La seule solution étant ’action elle-méme modulo une

variation BRST, on en déduit que
a2
% + Ea(g) [/ Ly-T] =S4 [¥? - T] (4.71)

otta(g) =1+, . ang®" tient compte des éventuelles corrections radiatives. En appli-
quant I’équation

(A)

01, 0BOF @ 07 7

a la fonctionnelle génératrice des diagrammes une particule irréductibles I', on obtient
en utilisant (4.70) et (4.71) que

gg <5 3a(9>) [/ Ly T] =S¥ T] (4.73)

et puisque l'insertion de l'action définit un élément non trivial de la cohomologie de
I'opérateur BRST

2(5 %a(g)) =0 (4.74)
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La solution générale de cette équation différentielle en fonction de la fonction 3 calculée

au premier ordre de la théorie des perturbations, 31, est proportionnelle a celle-ci

=1+ > 2”2 Z H —ay,) (4.75)

nENx p=1 {k ‘p}|zz 1 ki=n

L’annulation de la fonction 3 de la théorie de Yang—Mills maximalement supersymétrique
au premier ordre de la théorie des perturbations implique donc son annulation a tous les

ordres.

4.3.2 Identités de Slavnov—Taylor superconformes

L’algebre psu(2,2|4) contient 'algebre de super-Poincaré dont on note les parametres
impairs associés aux translations, 7", et aux transformations de Lorentz, A,,. La com-
posante bosonique de 'algebre est étendue a ’algebre conforme, qui comporte également
les dilatations et les inversions, dont on note respectivement les parametres impairs as-
sociés # et k. L’introduction des supersymétries spéciales de parametre pair n implique
I'introduction des générateurs du groupe de symétrie interne SU(4), dont on note les
parametres v;;. Le parametre 7 est un spineur pair de SU(4)-Majorana, qui descend d'un
spineur de Majorana-Weyl a dix dimensions de chiralité opposée a celle de celui dont
descend le parametre de supersymétrie e. L’algebre psu(2,2|4) est déterminée, dans la for-
mulation duale de Cartan, par ’action de la différentielle nilpotente () sur les parametres

associés aux générateurs de graduation opposée
Q! = —0rt — A, 7" +i(eyte)
QrM = 0k* — A k" + i(y"'n) Qe =3(—0—K+vym)e+1n
QO = =27 - K+ 2i(en)

QA = 21k, + 2K, — NNy + 4i(Eywn)  @Qn = (9 — K+ viﬂ“)n + fe

N[ =

Qvij = ’Uik’()kj —|— 4Z(ETZ]7]>
(4.76)

Le groupe conforme est un sous groupe de dimension finie du groupe des difféomorphismes.

On peut écrire l'algebre en introduisant le champ de vecteur, le spineur et 1’élément de
su(4)
&=t 4 2% kH — 20 - kP + Ot 4+ AH Lo
X=€+4n v =duyTY (4.77)
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sur le modele de I'algebre de symétrie de la supergravité

Q&M = £0,8" +i1(X v"x) Qu = v® + §(X 7i; Px) 77
QX ="Lex + vx (4.78)

avec la définition suivante de la dérivée de Lie d’un spineur, respectivement d’un scalaire,

de poids conforme d
Le = "0, + 20,67 + 20,8" ‘Le = 10, + 40,8 (4.79)

On utilise cette similitude pour écrire les transformations des champs sous 'action d’un
opérateur nilpotent () incluant les transformations de I’algebre superconforme a partir

de la courbure étendue
(d+Q)(A+¢) + (A+e)” = e (F —i(xnA) + (X6x)) (4.80)

L’action de @ sur les champs représente l'action d’une symétrie de la théorie associée a
une algebre graduée de dimension finie, on interprete donc le champ ¢ comme une ombre
et non pas comme un fantome de Faddeev—Popov. Suivant la procédure proposée dans
la section précédente, on simplifie la représentation de () en redéfinissant I’ombre ¢ et en

utilisant la différentielle étendue
e (d+Q)e =d+Q — L+ itz (4.81)

ou on a supposé ici une connexion de fond nulle. La nouvelle courbure étendue s’écrit

alors
(d+Q — Le +iizm) (A+ ) + (A+¢)° = F —i(xm) + (xéx) (4.82)

Cette définition et I'identité de Bianchi associée permettent de déterminer I’algebre su-
perconforme sur les champs de la théorie de Yang—Mills N’ = 4. On note que 'identité
de Bianchi s’applique bien que 'opérateur ) ne soit nilpotent que modulo les équations
du mouvement dans sa représentation complete sur les champs. Ces transformations

s’écrivent
QA, =LA, + z‘(y%A) +D,c
Qo' ="Le¢ + 0" ¢ — (XT'A) = [¢, ¢']
QAN =LA+ oA+ (F+iPo + L6, 6])x + 2ipn — [c, \]

Qc = Lec+ (X[o — id]x) —

(4.83)
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L’action classique est bien invariante sous la symétrie conforme, car la dérivée de Lie
d’un scalaire de poids conforme 4 est une dérivée totale. On voudrait maintenant fixer la
jauge tout en préservant 'invariance de I'action sous 'opérateur (), de maniere a pouvoir
écrire des identités de Slavnov-Taylor pour la symétrie superconforme. Pour ce faire, on
introduit le fantome de Faddeev—Popov €2 et I'opérateur BRST s, qui agit de maniere
usuelle sur les champs physiques de la théorie, comme une transformation de jauge de
parametre —(2. Suivant la construction présentée dans I'article annexé A.4, on définit le

fantome de 'ombre u, avec les transformations suivantes

se=p  QQ=—p—lc 9
sp=0 Qu = Lepp —[(XPx) 5 Q] + (X' x) D — [c, ]

L’écriture explicite d'une fixation de jauge () invariante nécessite l'introduction d’un

(4.84)

quatuor trivial sous 'action des deux différentielles s et (). Le terme quatuor trivial
signifie que toute fonctionnelle, invariante par rapport a s et () dépendant de ces champs,
peut s’écrire comme 'action répétée de s et () sur une autre fonctionnelle. Si on ne
peut pas écrire une fixation de jauge invariante par rapport a toutes les symétries de
I’algebre superconforme sans introduire de nouveaux champs, la fixation de jauge dans la
jauge interpolante de Landau-Feynman est invariante par rapport aux transformations du
groupe de Poincaré ainsi que sous les dilatations. Il est donc préférable de définir I'action
de () sur les champs du quatuor trivial, en considérant 1'action de ’algebre conforme, de
maniere a définir la fixation de jauge la plus simple possible. Celle-ci ne dépendra que
des parametres associés aux symétries brisées par la fonction de jauge. On définit donc

les transformations de ces champs comme suit

sii==¢ Qi =Leji +

=0 Qo= b (4.85)
sQ=b  QU="LQ —Ligii

shb=0 Qb =Leb + L C

L’action fixatrice de jauge interpolante de Landau-Feynman () invariante s’écrit
- sQ/Tr (ﬁ@“AH + %ﬂb) = /Tr (b@“AM + %bQ —Q0"D,Q
+ co" (Duc +i(e+ ;émuA)) +AckM Ay — B (e + " [e + #n)) cOuc

+ " (DMM + (D) = [, i(e + £\ ]) . 4MK“DMQ) (4.86)
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Cette action dépend du vecteur impair s et des deux spineurs pairs € et n a travers le
spineur € + #n. L’apparition explicite des coordonnées dans l'action est a premiere vue
dramatique. L’invariance par rapport aux translations est en effet d’'une importance ca-
pitale en théorie des champs, particulierement en ce qui concerne la stabilité de ’action.
L’invariance par rapport aux translations est dans ce cadre maintenue via les identités
de Slavnov—Taylor associées a la différentielle (). On admet sans preuve que le principe
d’action quantique reste valable dans ce cas, c’est a dire que les contre-termes et les
anomalies sont des fonctionnelles locales, qui dépendent éventuellement des coordonnées.
L’invariance superconforme étant tres contraignante, on peut espérer que ’action fixée
de jauge reste stable, méme sans étre explicitement invariante par translation. L’unicité
de la représentation de l’algebre superconforme sur les champs, modulo une renormali-
sation de ceux-ci, suggere que le probleme de la stabilité se restreint a la détermination
de l'action renormalisable par comptage de puissance la plus générale, dépendant des
coordonnées, qui soit invariante sous ’ensemble des identités de Ward de la théorie. Le
résultat de P. L. White [61] en ce qui concerne la cohomologie de I'opérateur linéarisé
de Slavnov—Taylor pour la symétrie superconforme peut probablement étre généralisé
afin de démontrer ’absence d’anomalie cohérente pour les opérateurs de Slavnov—Taylor
associés a la symétrie superconforme et a 'invariance de jauge. Bien que le groupe des
dilatations admette une représentation linéaire sur les champs, celle-ci est modifiée par
les corrections radiatives pour donner place au groupe de renormalisation. Il semble ce-
pendant que les champs de la théorie de Yang—Mills maximalement supersymétrique ne
soient pas renormalisés dans la jauge de Landau. On va ici supposer que ’annulation de
la dimension anormale des champs permet de considérer que leurs transformations sous
les générateurs du groupe conforme ne se renormalisent pas dans la jauge de Landau. Afin
d’obtenir la stabilité de I'action, il est nécessaire de démontrer la validité des identités
de Ward antifantomes a tous les ordres de la théorie des perturbations. Celles-ci ont la

forme suivante dans la jauge de Landau (o = 0), a 'ordre des arbres

DY
- = 0OFA
ob oA,
5ty 5ty PSSR 15 SR
s T =0 T T = e A
DY DY DY
-0 —Ly—— =0 4.87
5/1 H(SALQs) ¢ M(SA,E? ( )

Les champs A@, AY et A@) sont les sources associées aux transformations du champ

de jauge. Admettons pour le moment que toutes les identités de Ward puissent étres



4.3. INVARIANCE SUPERCONFORME 127

étendues au niveau quantique pour la fonctionnelle génératrice des diagrammes une par-
ticule irréductibles. Sachant qu’il n’existe pas de régulateur préservant la symétrie su-
perconforme a tous les ordres, on devrait tout de méme faire face a la génération d’une
dépendance arbitraire de I’action nue dans les coordonnées. 11 semble indispensable d’uti-
liser un régulateur minimisant la complexité de celle-ci. L’espoir serait de pouvoir main-
tenir la propriété de I’action nue a ne dépendre des coordonnées qu’a travers le spineur
€+ fn.

L’opérateur de Slavnov—Taylor superconforme comporte des anomalies dans le com-
plexe étendu incluant les sources d’opérateurs locaux invariants de jauge. Ces anoma-
lies sont dues a des propriétés générales des représentations de groupes non compacts.
Définissons formellement le vecteur |Q), dont chaque composante est un opérateur local
invariant de jauge, et le vecteur (u|, dont chaque composante duale correspond a la source
associée a un opérateur, de telle sorte que le produit scalaire (u|O), définit le couplage des
opérateurs locaux a leurs sources dans 'action. Etant donné que 1’algebre superconforme
ne ferme sur les champs de la théorie que modulo les équations du mouvement, on doit
étendre ces deux vecteurs en considérant des opérateurs BRST-exacts, faisant intervenir
les sources des transformations des champs sous s et @ [A.6]. On va cependant laisser
de coté ces corrections pour l'instant, en les incluant dans la notation « --- » . A I'ordre
des arbres, I'opérateur de Slavnov—Taylor agit sur |O) comme un opérateur fonctionnel

local, linéaire dans les parametres § = {6, ©, k*, A, vij, €, 1}

S2l0) = L(E)|O) + - (4.88)

L’invariance de I’action implique qu’il agisse sur (u| de la méme manicre®

Saplul = —(u|L(§) + - (4.89)

La nilpotence de l'opérateur linéarisé de Slavnov-Taylor est équivalente au fait que

~

l'opérateur L(§) définit une représentation de 1’algebre superconforme.

L(§)* = L(Q€) (4.90)

Les représentations unitaires irréductibles de ’algebre superconforme psu(2,2|4) sont
classifiées en fonction de leurs nombres de Dynkin discrets de SU(2) x SU(2) x SU(4) et
de leur dimension conforme réelle [62]. Les représentations génériques ont une dimension

conforme supérieure ou égale a la somme des nombres de Dynkin de SU(2) x SU(2) x

50n omet ici les signes moins associés au fait que I’algebre est graduée.
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SU(4) plus 2. On peut donc définir une représentation de 1’algebre L(é 1),

L(E, 1) = L(QE.1) (4.91)
dépendant analytiquement d’autant de parametres t 4 qu’il y a de représentations irréductibles
contintiment déformables, telles que L(é ,0) = L(é ) et que la représentation de Spin(3, 1) x
SU(4) ne dépende pas des t4. Les représentations irréductibles courtes incluses dans
L(f, 0), qui ne peuvent apparaitre dans la décomposition d’une représentation longue
dans la limite ¢ — 0, sont par conséquent inchangées dans L(f, t). On va voir que les
opérateurs appartenant a de telles représentations irréductibles, sont protégés du point
de vue des identités de Slavnov—Taylor.

Nous cherchons maintenant des anomalies de 'identité de Slavnov—Taylor supercon-

forme. La fonctionnelle 5

(G WlLEDIO)) (492)

sur laquelle, 'opérateur linéarisé de Slavnov-Taylor donne zéro,

o .
Sy ta( g (WILE 1]O))

lt=0
—ual((GLlQ60) - Le0(5rLEn), - (50E0),_ LE0)O)
~ta(p L@ ~ LEDO) | =0 (4.93)

définit une anomalie cohérente. On peut montrer que cette anomalie est non triviale en
se restreignant aux générateurs du produit du groupe de Poincaré et des dilatations.
Dans ce cas, t4 (a?—AL(H, m, A, t)> o se restreint a une matrice diagonale attribuant une
valeur propre égale a 0t a chaque représentation irréductible correspondante, pour une
définition normalisée de L(éC ,t). Un éventuel contre-terme invariant de jauge invariant
par rapport a Spin(3,1) x SU(4), peut étre écrit en fonction d'un opérateur M4, inva-
riant par rapport a Spin(3,1) x SU(4), comme (u|M4|O). Le fait que celui-ci définisse
un antécédent a ’anomalie conforme de la représentation irréductible indexée par A,
impliquerait que

[MA,L(0,7,A,0)] = (aiL(e,w,A,t)> =614 (4.94)

t A [t=0

7

Le terme linéaire en 7 imposerait alors que M4 ne dépende pas des coordonnées,” ce qui

ne laisserait pas de solution possible.

“L’invariance par translation étant brisée par la fixation de jauge, elle n’est maintenue qu’a travers

les identités de Slavnov—Taylor associées.
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Bien que non triviale, cette anomalie n’est cependant pas incurable. Supposons qu’elle

apparaisse a une boucle,

S() = (- GlLEDIO)) _ +0(") (4.95)

on peut I’éliminer en renormalisant 'opérateur de Slavnov—Taylor, de telle sorte que
I’action de celui-ci sur les sources soit donnée par

Siapelil = ~(lLE) +++ = ~(lLE0) —alul (5-LEN) _ +OG)+ (199

|t=0

ce qui correspond tout simplement a la génération de dimensions anormales pour les
opérateurs appartenant a des représentations le permettant. Si cette interprétation de
I'anomalie (4.92) est correcte, il serait plus satisfaisant de montrer qu’elle est la seule
anomalie possible. Ce probleme reviendrait a prouver que toutes les déformations infi-

nitésimales de représentations incluses dans L(£) définissent des déformations finies

0

={LO.REO} = RO=ra(5

L(E, )) . (4.97)

Les obstructions a l'extension d’une déformation infinitésimale d’une représentation en
une représentation finie, définissent des éléments de cohomologie de I'opérateur linéarisé
de Slavnov—Taylor de nombre d’ombres deux, linéaires dans les sources. En effet, si tout
opérateur fonctionnel A(é) de nombre d’ombres deux (quadratique en é), vérifiant que
Qé%A(é) = [L(é), A(g)} peut s'éerire A(€) )—{L(¢) (é)}, pour un opérateur
fonctionnel R(§) de nombre d’ombres un donne, on peut alors démontrer par récurrence
que la proposition (4.97) est vraie.

De maniére intéressante dans ce cas, les roles des différentes cohomologies de ’opérateur
linéarisé de Slavnov-Taylor sont décalés. Les éléments de cohomologie linéaires dans les
sources de nombre d’ombres un, définissent les déformations possibles de la représentation
de la symétrie sur les opérateurs composites, et les éléments de cohomologie linéaires dans
les sources de nombre d’ombres deux, définissent les véritables anomalies, dont ’appari-

tion en théorie des perturbations briserait la symétrie.

4.4 Solution des contraintes dans le super-espace tordu

On définit dans la derniere publication [A.7] une formulation fonctionnelle locale de

la théorie de Yang-Mills en dix dimensions sur un super-espace tordu. Dans cette section
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nous allons déterminer la solution générale des contraintes. On définit un super-espace
composé de dix coordonnées bosoniques x™, décomposées en les variables du cones de
lumiere ™ et 2~ et les coordonnées euclidiennes octodimensionnelles z#, ainsi que de neuf
coordonnées fermioniques décomposées en un scalaire 6 et un vecteur ¥* se transformant
respectivement comme un spineur chiral et un spineur antichiral sous SO(1, 1). On définit

—00,—19,0_, qui vérifient

s o . .. _ 9 _ 9
les dérivées covariantes fermioniques V = 55 —00, et V, = 557

les relations de commutation
Vi=-9, {V,V,}=-0, {V.,V.,}=-20,0_ (4.98)

qu’on résume dans la différentielle étendue d + V + Vg + 19, 4 a94jav2o_ . On définit la
connexion du super-espace fibré associée a cette différentielle, qui se décompose en trois
superchamps comme suit, A+ C+1I" = A,,,d2™ + C+1I',d9¥*. On définit ainsi la courbure

(d+V + Vag + i, yapsjapo ) (A +C+T) + (A +C+T)*
=F+¥Y+y+P+L+@
Fppdada™ 4+ ¥, da™ 4 Yunddda” + @ + L,do" + @, d0"d9”  (4.99)

1
2
Les contraintes définies dans [A.7] peuvent s’écrire en fonction des composantes de cette

courbure étendue comme

&=1,=®, =0 Y — Xop + 220" Xop = 0 (4.100)
Ces contraintes sont invariantes sous les transformations de jauge dans le super-espace,

de parametre un superchamp général a,
A+CH+T—e*(d+V+Vay+A+C+T)e” (4.101)

On peut donc les résoudre dans une jauge limitant la complexité des connexions. On va
tout d’abord fixer o de maniere a ce que toutes les dérivées de I', par rapport aux coor-
données fermioniques 0 et Y* n’aient pas de composante completement antisymétrique,
une fois les coordonnées fermioniques fixées a zéro. Pour ce faire, on va définir e* comme

un produit de e*’. Il est aisé d’éliminer la composante I';, o de I', aux coordonnées fermio-

© [0
niques fixées a zéro, en choisissant oy = I',;jp*. Le superchamp ainsi obtenu n’a pas de
composante a l'ordre zéro, et on peut éliminer la composante antisymétrique (a(;%l" V])\o
en choisissant oy = %(86%1“,4%019/‘19”. On détermine de méme toutes les composantes de
o, mise a part celle qui ne dépend pas des coordonnées fermioniques qui correspond a
I'invariance de jauge ordinaire, de telle sorte que les superchamps C et I" vérifient

o 0 0 o 0 0 0
< p a])o - (

Clo =0 a0l 9y 90 99k a9y oY

prgl)lo —0  (4.102)
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Nous allons maintenant résoudre 1’équation ® = 0, qui s’écrit
Vgl + T = —|di|*A_ (4.103)
et dont 'identité de Bianchi implique

A" %A_ — d9"00,A_ = O_T + [A_,T] + d, 9" O_A _ (4.104)

Chaque composante du terme de gauche a l'ordre zéro en 6 est un tenseur completement
antisymétrique alors qu’aucune composante du terme de droite n’est completement anti-
symétrique dans la jauge choisie. Les composantes a l'ordre zéro en 6 de A _ se réduisent
donc a sa composante a l'ordre zéro en 9. En examinant de la méme maniére la compo-
sante en 6, en supposant connues ses composantes a § = 0, on en déduit que A _ s’écrit
en composantes

A_=A_+0(n—9"9,A") (4.105)

On résout ensuite (4.103) en y substituant cette solution. La composante a l'ordre

zéro dans les coordonnées fermioniques donne (a%l“l,)|0 = —0,A_. La nullité¢ de
. . s 8 0 s 0 o

[',o implique la nullité de (aeu Ay )IO’ la nullité de [(&Wr'/)\o’ (Wra)m], celle de

( 009 0 T )|0 et ainsi de suite jusqu’a la composante de plus haut degré en . De

D0 DOV 6P
N . o o 0 9 0
la méme maniere on obtient ( 2T )\0 = =0, et (%WWFP})IO — oo A =

20 901
—0,,0,A_ qui donne (8 00T ) = 20,,0,)A_. La nullité de (dd,9")* implique enfin

0 90F D6”
que toutes les autres coirlgos(ztntes sont nulles et ainsi I', = —9,A_. On peut vérifier que
cette expression définit une solution cohérente de la contrainte ® = 0.

La contrainte ® = 0 détermine A, en fonction de C comme A, = —VC — C2. On
introduit alors les fonctions A et fLr des variables fermioniques ¢, telles que la composante

d’ordre zéro en ¥ de A soit nulle, et on décompose C comme
C=-A-0(A, + 4% (4.106)
La contrainte IL, = 0 détermine A, comme suit

9
ow

0

0
A oY

e <77+D14~1—19”61,A)+9<_8H/~1_[

A ,21] i,

+, (D_/L —0.A_+[An+D_A- ﬁ”aVA_})> (4.107)

Les premieres composantes de A, et A sont ainsi données par les premieres composantes

de A et A, qu’on identifie ainsi & A, 0" et Ay On peut alors vérifier explicitement que
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la courbure y,,, se décompose en X, = —0,,N + K[|, avec
N=n+D_A—9"d,A_+ O(D,IZLF —0,A_+[A n+D_A- ﬁ“@MA,D

g 0 = 6 -

w(ﬁ_ig_ 5&{84 0] (4.108)

o oor A+ 2 o0r"" Y

219[M<D_831A++8 ( D_A— 919, A ) [ag]A N+ D_A—0"9,A D
+z9,ﬂ9y( (D A, — )+2(n+D A—0m9,A ) )
{j a?sw a?gyA 20,,(D- 63 A-dya ) +19M19VD_(77+D_21—19“8#A_>]>

Nous allons maintenant résoudre la contrainte d’autodualité ¥+ = 0. La compo-

sante a ’ordre zéro implique

ol x est une 2-forme anti-autoduale graduée impaire. Au premier ordre en ¢, on obtient

o 0 0 -
op .
Rﬁ(%@w@@@@”%ﬂ>—0 (4.110)
qui donne
g 0 0 -
<819"819M879VA> = o Fp (4.111)
La composante suivante
v/ O 0 0 0 - A
P (MU&W%WMA) — 2P}, .D_n—4P%, *D_y,» (4.112)

permet de déterminer la troisieme composante de A comme suit

= QuopD-0 = Qo DX 2 (4.113)

pvop

( o 0 0 0 fl)
o9 Y 097 9P
Par récurrence, toutes les composantes de A sont déterminées en fonction des champs déja

définis. Si on prend la forme étendue (2.103) et qu'on y substitue 9* & dz*, 9*F,_ & d,®,

ainsi que D_ a chaque commutateur avec @, on obtient tres exactement la forme complete
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de A. On résout ensuite de la méme maniere les termes linéaires en @ de la contrainte anti-
autoduale. La composante linéaire en 9 de A, est libre ; on définit A, = A, +W, 04

Le premier terme de la contrainte implique que

o 0 -
(G5 g974+) = How + )

ou H est une 2-forme anti-autoduale paire. On montre que toutes les autres composantes
de A+ sont également déterminées en fonction des champs déja définis. En appliquant les
mémes substitutions définissant A & partir de (2.103), auxquelles on ajoute la substitution
de F,_ & [®, @], on peut écrire toutes les composantes de /Lr en fonction de celles de la
forme étendue (2.107).

La solution générale des contraintes incluant les degrés de liberté longitudinaux dans
le super-espace peut étre obtenue via une super-transformation de jauge (4.101) a l'aide
d’un superchamp général de composante d’ordre zéro nulle. On définit la fonction paire
de 9, 4 vérifiant 7y = 0 et la fonction graduée impaire de 1, ¢; en fonction desquels on

définit le superchamp o par
¢t = e T = T (140(6 - e T, ) (4.115)
La forme générale de C est alors
~ . ~ Lo ~ N2
C=c—e (09, + A)e" — e 7(0+ + Ay)e’ — 9(6 — e (00, + A)e”) (4.116)

dont la composante a 'ordre zéro en 6 correspond a la forme étendue (2.105). Les si-
militudes avec la symétrie vectorielle de la théorie de type cohomologique ne s’arrétent
pas la. On peut en fait définir la fixation de jauge sur le super-espace, 9™A,,, dont le
développement en composantes est similaire a la fixation de jauge (2.111).

Résumons la résolution des contraintes. Les superchamps C, I', et A,, contiennent
respectivement 27, 8-2% et 10-2° degrés de liberté, incluant 22 degrés de liberté longitudi-
naux associés a I'invariance de jauge dans le superespace. La contrainte ® élimine A_ en
fonction de ', et contraint celui-ci & n’avoir que de 2° degrés de liberté. Les contraintes
® et L, déterminent respectivement A, et A, en fonction de C et I',. A ce point nous
avons donc deux superchamps C et I, admettant chacun 2% degrés de liberté, dont 2°
sont des degrés de liberté de pure jauge. La contrainte anti-autoduale contraint enfin C
a ne dépendre que de 32 degrés de liberté, laissant bien les 16 + 16 degrés de liberté
transverses de la théorie de Yang—Mills supersymétrique dans sa formulation tordue en

composantes [A.7].
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On trouve dans cette annexe mes publications accompagnées d'un résumé en francais.
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A.1 Symétrie topologique vectorielle de BRSTQFT

L. Baulieu, G. Bossard et A. Tanzini,

« Topological vector symmetry of BRSTQFT and construction of

mazimal supersymmetry »

JHEP 0508, 037 (2005), hep-th/0504224.

Dans les théories de type cohomologique, la BRST exactitude de 'action permet
de choisir librement les parametres de chaque terme du fermion de jauge invariant par
rapport aux symétries globales de la théorie. Une maniere naturelle de fixer la jauge
consiste a contraindre l'antécédent BRST du tenseur énergie impulsion a étre conservé
modulo les équations du mouvement. On montre dans cette publication, que lorsque la
théorie est définie sur une variété riemannienne admettant un champ de vecteur constant
K, la conservation de ce tenseur est équivalente a la donnée d’une symétrie vectorielle, ¢,
qui anticommute avec 'opérateur BRST topologique s pour donner la dérivée de Lie le

long du champ de vecteur &

{s,0} =L, (A.1)

La donnée de cette équation implique que 'opérateur étendu d + s + § — i,. est nilpotent
(i, est la contraction le long du vecteur k). On définit dans cet article une généralisation
de la courbure étendue de Baulieu-Singer en quatre et huit dimensions, faisant intervenir
cette différentielle, a partir de la définition d’une courbure étendue dans la théorie de

Yang-Mills topologique couplée a la gravité topologique.

(d+s+0—iw)(A+c+]|sle) + (A+c+]|xle)
=F+ VU +g(k)n+iax+ @+ |k]°P (A.2)

Cette équation détermine la transformation des champs sous les opérateurs scalaire et
vectoriel, modulo la condition d’anti-autodualité sur la 2-forme antifantome y. Celle-ci
est définie de maniere usuelle dans le cas quadridimensionnel, et fait intervenir la 4-forme
octonionique C' en huit dimensions [16]. Le « h » en exposant du vecteur x" provient
du fait qu’on considere les champs comme étant définis sur le fibré principal associé a

h comme le relevement horizontal

la théorie de jauge couplée a la gravité, et le vecteur s
du vecteur x défini sur la variété de base, via la définition d’une connexion de fond

oo A caractéristique du secteur topologique considéré. On montre dans cette publication


http://arxiv.org/abs/hep-th/0504224

A.1. SYMETRIE TOPOLOGIQUE VECTORIELLE DE BRSTQFT 137

que le fait de définir les équations de courbure étendue sur le fibré principal, permet de
comprendre le changement de variable défini en [73] du point de vue de celles-ci, a travers

la formule

eXp(—Zgh)(d + 8) eXp(’igh) =d+ S — Lgh + isghf%{gh{h}
= d+ 8= Lo iz iyr Tigiz iy +ise-Leg (A-3)

On retrouve apres construction de I'action contrainte par les symétries, que le tenseur
énergie impulsion admet un antécédent conservé modulo les équations du mouvement.
On note que ce dernier possede une composante antisymétrique BRST invariante, de telle
sorte que ce tenseur ne définit une symétrie de I'action que pour les vecteurs constants,
et non pour tout vecteur de Killing laissant invariante la structure Spin(7). La définition
de la représentation des charges scalaire et vectorielle via I’équation de courbure étendue
établit un « équilibre » entre les fantomes et les antifantomes. Ceci résulte du fait que la
définition d'un vecteur constant sur la variété est une premiere étape vers la réduction
dimensionnelle de la théorie, et que les réductions dimensionnelles sur le cercle des théories
de type cohomologique souches en quatre et huit dimensions sont des théories de type
cohomologique dites équilibrées [47]. Ces derniéres admettent un groupe de symétrie
globale SL(2,R) dont un sous groupe U (1) définit la conservation du nombre de fantomes.
On montre dans cet article que la théorie souche admet comme symétrie une involution
vectorielle, qui intervertit les fantomes et les antifantomes. L’action s et ¢ invariante,
invariante par rapport a la symétrie globale Spin(7) (SO(4) en quatre dimensions), peut
en fait s’écrire comme sd [ L2# modulo la seconde classe de Chern. Dans le cas d’une

configuration topologique triviale, cette fonction s’écrit

F=Tr (%g(/{) AC A (A AdA + ;A?’) + (9(k)n +inx) , * \IJ) (A.4)

Elle rappelle la fonction de Morse de la théorie équilibrée correspondante en dimension
sept (trois avec C' = 1).

Sur un espace plat, on montre que les charges scalaire et vectorielle s et ¢ déterminent
l'action Spin(7) invariante, ne faisant pas intervenir de terme qui ne serait pas renor-
malisable par comptage de puissance apres réduction dimensionnelle jusqu’en quatre
dimensions. Du point de vue de la théorie supersymétrique, ces charges définissent un
sous super-groupe du super-groupe de super-Poincaré de la supersymétrie maximale en
huit dimensions qui admet une représentation fonctionnelle sur les champs et qui est

suffisante pour contraindre correctement 1’action.
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Cette construction est ensuite généralisée au cas de la théorie de type cohomo-
logique équivariante par rapport a un groupe abélien K x H, produit d'un groupe
d’isométries K de la variété et d’un tore maximal du groupe de jauge H C G. Cette
extension équivariante est en fait pertinente pour obtenir des propriétés de localisation
supplémentaires de la théorie [49, 83]. Elle correspond a la torsion d’une théorie super-
symétrique dite dans des fonds €2, définie par réduction dimensionnelle de la théorie en
dix dimensions, elle méme définie sur un espace correspondant a une fibration de base

torique et de fibre la variété octodimensionnelle [48]. On définit ainsi la courbure étendue

(d+ 8¢+ 8¢ — inserpnpe ) (A + e+ |K]E) + (A +c + |x[e)?
=F 4+ U+ g(k)n+inx+ P+ kP (A.5)

ol £* et £* sont des vecteurs définis sur le fibré principal qui engendrent I’action de K x H
sur ce dernier. L’action peut encore s’écrire sous la forme sgdy [ T2 %, modulo la seconde
classe de Chern. L’involution vectorielle n’est cependant une symétrie de la théorie que
dans le cas &* = £*. Or I'invariance par rapport a e implique de fortes contraintes sur
7,.£* alors que (dm,&*)qp doit définir une matrice non dégénérée pour que la théorie ait des
propriétés de localisation intéressantes. On montre également dans ce cas généralisé que
I’action est uniquement déterminée par les charges scalaire et vectorielle sur un espace

cuclidien.
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Topological vector symmetry of BRSTQFT and

construction of maximal supersymmetry

abstract

The scalar and vector topological Yang—Mills symmetries determine a
closed and consistent sector of Yang—Mills supersymmetry. We provide
a geometrical construction of these symmetries, based on a horizonta-
lity condition on reducible manifolds. This yields globally well-defined
scalar and vector topological BRST operators. These operators generate
a subalgebra of maximally supersymmetric Yang—Mills theory, which is
small enough to be closed off-shell with a finite set of auxiliary fields
and large enough to determine the Yang—Mills supersymmetric theory.
Poincaré supersymmetry is reached in the limit of flat manifolds. The ar-
bitrariness of the gauge functions in BRSTQFT’s is thus removed by the
requirement of scalar and vector topological symmetry, which also de-
termines the complete supersymmetry transformations in a twisted way.
Provided additional Killing vectors exist on the manifold, an equivariant
extension of our geometrical framework is provided, and the resulting
“equivariant topological field theory” corresponds to the twist of super

Yang—Mills theory on €2 backgrounds.

A.1.1 Introduction

Topological Yang—Mills theories have been studied extensively in various dimensions
some years ago [16, 27, 23, 63]. They can be defined as a BRST invariant gauge-fixing
of a topological invariant, and their topological observables are determined from the
cohomology of the topological BRST scalar symmetry, whose geometrical interpretation
is well understood.

However, a yet unsolved mystery is their relation, by a twist operation, to Poincaré
supersymmetric theories, which describes particles. There is good evidence that this
relation also extends to the case of topological gravity versus supergravity [64]. In fact,
since topological symmetry has a clear geometrical interpretation, it has been proposed to

use it to define Poincaré supersymmetry. Here we reach an understanding of the so-called
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vectorial topological symmetry of TQFT’s, which further support this idea.

Vector symmetry was first observed as an invariance of the Chern—Simons action,
gauge-fixed in the Landau gauge [65]. Its existence can be heuristically guessed from the
possible conservation of the BRST antecedent of the energy momentum tensor. For a
topological action that is the twist of a supersymmetric theory, its expression is identical
to the symmetry that one obtains by twisting the spinorial generators of Poincaré super-
symmetry, (as for the case of the scalar topological BRST operator). In fact, the twisted
formulation has been used to greatly improve the study of various non-renormalization

properties of N = 2 and 4 supersymmetric theories [68, 69, 70, 108].
This paper focuses to the Yang-Mills case. We show that the vectorial topological sym-

metry can be directly introduced, geometrically, prior to the construction of the TQFT.
Basically, the vector symmetry arises when one associates reparametrization symmetry
and topological symmetry in a relevant way. It is important to work on manifolds that
contain at least one covariantly constant vector. Eventually, the super-Yang—Mills theory,
with Poincaré supersymmetry, is reached by untwisting the theory, in the limit of flat

manifolds.

We also use the method for constructing “equivariant topological field theories”, whose
observables are related to the equivariant cohomology classes of the moduli space of
instantons. In fact, these topological theories can be seen as the twisted versions of the
Super Yang-Mills theories on the © background introduced in [48], that are deformed

version of ordinary supersymmetric theories.

The scalar and vector invariances of TQFT’s constitute a relevant subalgebra that
can be closed “off-shell”. Eventually, this subalgebra is sufficient to completely determine
the full “on-shell” set of supersymmetry generators in the flat space limit. We actually
show that the invariance under scalar and vector symmetry, which we will geometrically
construct, is sufficient in order to fully determine the N' = 2 supersymmetric action, in 8
and 4 dimensions, respectively. In the latter case the supersymmetry with its 8 generators
is actually determined by the construction of 5 generators, which build a closed algebra,
and in the former case, 9 generators are sufficient to determine the supersymmetry with
its 16 generators. The rest of the generators, (they are antiselfdual tensor in the twisted
form), can be considered as an effective symmetry, that one gets for free as an additional
symmetry of the action. They complete the scalar and vector symmetry generators into
a set that can be untwisted toward Poincaré supersymmetry. They have no geometrical
interpretation in our knowledge, and, moreover, the complete set of generators cannot be

closed off-shell for the case of maximal supersymmetry, with 16 generators. Our result
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solves in particular the paradox that for maximal supersymmetry, there is no set of
auxiliary fields for closing the on-shell set of supersymmetry transformations.
Determining the TQFT, and afterward the supersymmetric theory, from a symmetry
principle that has a clear geometrical meaning, appears to us as a progress. Indeed, in
earlier works, after having the geometrical construction of the scalar topological BRST
symmetry, the determination of the action was tantamount to that of “topological gauge
functions”, including selfduality equations, but was not relying on a symmetry principle.
Rather, one was looking for selfduality equations for the gauge fields, which one can en-
force in a BRST invariant way. The lack of a complete symmetry principle was frustrating

in this construction.

The way the geometrical construction for the scalar and vector BRST symmetries
works is through the construction of two nilpotent graded differential operators s and
0 that are nilpotent and anticommute up to a Lie derivative. These operators have a
transparent meaning in the fiber bundles where the Yang—Mills field and the classical
gravitational field are naturally defined. At each step of our construction, the necessary

requirement of global well definition can be checked.

There is eventually a duality symmetry between s and ¢, which merely express a
symmetry between topological ghosts and antighosts. This gives a better understanding of
antighosts as geometric entities, instead as BRST antecedents of the Lagrange multipliers
of gauge functions, as has been traditionally done, through the notion of trivial BRST

quartets.

In the generic case of 8 dimensions for maximal supersymmetry, the necessity of having
a manifold with a constant vector implies that its holonomy group be G, or a subgroup
of 5. For such manifolds, the vector symmetry can be globally defined. Some example of
such eight dimensional manifolds are given by 7% x K3 and T? x CY3, where the Calabi-
Yau 3-fold could be for example any quintic of CIP?. These spaces are compatible with
the twist operation from the topological symmetry to Poincaré supersymmetry. Notice
that global supersymmetric theories must be defined in flat space, where the notion of
a constant vector is not a restriction. It is only for the twisted case that the choice of
the manifold is an issue. In 4 dimensions, to have a vector symmetry and perform twist
operations, the space must be flat.

The formula that we will obtain are very similar in four and eight dimensions. Our
results can be extended in lower dimensions by using dimensional reduction.

One may consider special actions with higher order derivative terms that depend on

the twisted variables, and are invariant under both scalar and vector BRST symmetries.
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(Scalar and vector BRST invariant actions that are quadratic in the field derivatives
are automatically invariant under the full supersymmetric algebra in flat space). Such
actions, which are only invariant under a smaller but consistent supersymmetry, can be

defined on direct products of flat manifolds times manifolds of special holonomy.

From a physical point of view, our approach brings new insight for A" = 4 super-
Yang—Mills in four dimensions. Having a closed off-shell algebra tremendously clarifies
the control of the renormalization, since it allows for a standard BRST quantization.
In previous covariant formulations, one must use instead a symmetry, which is larger in
a spurious way, and only closes modulo equations of motion. Moreover, in the twisted
formulation, the geometrical equations also directly introduce all Faddeev—Popov ghost
in a consistent way, and BRST quantization and renormalization follow by imposing
only both scalar and vector topological symmetries. One expects that this permits one
to directly show that the renormalized gauge independent observables maintain their
supersymmetry covariance. These facts will be published in a separate work, including
the derivation of the N' = 4,d = 4 theory in the twisted formulation, and an improved

and simpler proof of renormalization and finiteness.

Eventually, we express the topological acions as a sd-exact (i.e, scalar and vector
BRST-exact) term, with a nice correspondence with the Chern-Simon action. In fact
our formula are reminiscent of previous one found in the general context of “balanced
topological theories”, [47], with N7 > 2, but here we manage to consider the case Ny = 1,
with a pair of “balanced operators” (s and §), by using a covariantly constant vector in
the manifold. Then, it is quite natural to write supersymmetric actions as a sd-exact
term, but the potential cannot be generally considered as a Morse function, and it allows

for ghosts and antighost that different tensor structures.

The paper is organized as follows. We first give heuristic evidence that the vector
symmetry is a consequence of the possible conservation of the BRST-antecedent of the
energy-momentum tensor of a TQFT - in fact it is equivalent. Then we give the important
result that there is a geometrical construction of the vector symmetry which is completely
independent of the idea of Poincaré supersymmetry. (We include a section for ensuring
global consistency of the formula). We display the invariant action under various forms,
and briefly discuss the untwisting toward supersymmetry. In the last part of the paper,
we show the equivariant extension of our formulation and show the relationship with

twisted supersymmetry on the 2-background.
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A.1.2 Physical evidence for vector symmetry

Let S be a BRSTQFT topological action. Its Lagrangian is reparametrization inva-
riant. In local coordinates, L¢ represents the action of diffeomorphisms on the fields, and
we can define local functionals L4 ,(x — y) corresponding to each field w4 of the theory

as follows :

Lepal(r) = — /M Y€ (y)Lap(y — ) (A.6)

We are aware that in order this operator be globally well-defined, we should add to the
Lie derivative L, gauge transformations that permit its covariantization. However, in
this section, we only consider operators that are basically defined modulo gauge trans-
formations, in such a way that this subtlety is not relevant. Global requirements will be
fulfilled when we will construct the vector symmetry, the existence of which we heuristi-
cally justify in this section. The reparametrization invariance of S implies the “off-shell”

conservation law :

1 6=S
VT,(z) = — / d"yLy,(x—y) (A.7)
g V9 ZA: M : dpa(y)
where 6% denotes the left-derivative, and 7}, is the energy momentum tensor
1 05
T =—0u— € A8
2 e b (565 €, ( )

Up to a topological term, the action S is s-exact, S = s f ¥, where the topological
gauge function W has ghost number —1 and s is a topological BRST operator, which is
a scalar under reparametrization. The s-exactness of the action implies that the energy

momentum tensor is also s-exact. Thus :
Ty = s\ (A.9)

where A, is a local functional of the fields and has ghost number -1. The gauge function
Y is yet arbitrary. Our aim is of removing this indetermination by a symmetry principle.
The latter should also be a canonical property that defines a regularized action in the
path integral.

We propose that this additional requirement is that the energy momentum tensor
admits a conserved BRST antecedent, modulo equations of motions, consistently with
Eq.(A.9) :

VYA =0 (A.10)
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As a matter of fact, this property (A.10) determines the theory in the Yang—Mills
case, by adjusting all coefficients in the possible topological gauge functions ¥, in such a
way that one eventually gets the twisted Yang—Mills supersymmetric action.

Eventually, we will transform this property into a symmetry principle.

Since A, is a local functional of the fields, its conservation law must take the form

oL s
dpaly

VA (2) = %g/Md"yVAu(x—y) (A.11)

~—

where V4 ,(z — y) are local functionals with ghost number —1 of the fields 4. As in
the case of the energy momentum tensor, where L,, determines the diffeomorphism

generators, we can define from the V4, the following vector operator [66, 67] :

dpa(x) = — /Md”y K (Y)Vauly — o) (A.12)

Here x#(y) is a globally well defined given vector field (which makes a distinction as
compared to the ghost £#(x) of the diffeomorphism symmetry). Note also that this trans-
formation is not an infinitesimal one, x is a finite vector field. Asking for the invariance

of the action S under -transformations restricts the choice of k. One has indeed :
oLs
dpa(x)

55 =— / dz / A"y 5" (y)Vauly — ) = / A"z /g A V" RE
M 1M M

(A.13)

(In the last equality we performed an integration by parts, so the necessity of global
consistency must be remembered). From Eq. (A.13) we deduce that the d-invariance of
the action only holds if « is covariantly constant. We stress that, x being a Killing vector
is sufficient, since A, is generally non symmetrical, see Sect.5 for more details.

The association between a global symmetry of the theory and the conservation of a
current is nothing but the Noether theorem. As a matter of fact, on any given specific
case, one can redefine A, by the addition of a term linear in the equations of motion, in

such way that its conservation law takes the simpler form

oL s
dpa()

VYA (2) =) Vau(x) (A.14)
A

Under this form, A}, can be identified to the Noether current associated to the ¢ sym-

metry.
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The statement that the conservation equation determines the complete form of the
operator ¢ is however a non trivial one. As we will see further down, in this heuristic deri-
vation, 0 is determined modulo gauge transformations and terms linear in the equations
of motion.

The understanding of the vector symmetry requires the determination of its commu-
tation relations with the scalar BRST symmetry. We have :

n B 0S o v x)=s n Tr — 05
/d yLya(z y)(SSDA(y) =V V"'Tu(x) /d YViua y)ém(y)
) i 0spaly)y oS
- / @y (sVia(w —y) + /d Wy =) w]f(z) ) 0pa(y)
(A1)

where the sum over repeated indices is assumed, as well as the fact that the functionals
derivatives are taken to the left. To prove Eq. (A.15), one uses the following identity,
which is consequence of the s-invariance of S :
) 05
O:/ d”z—(sgoB(z)—>
Mo pay) d¢pp(2)

_ /M dnz<58903(2’) 05 (B S _8S )

dpaly) dpn(2)
dspp(z) dS 4 08
= [ d"z +(=1)"s A.16
T T A0
In fact, Eq. (A.15) indicates that one has

{s.0} = L, (A.17)

on all fields @4, at least modulo gauge transformations and modulo terms proportional
to the equations of motion.

This point is not completely obvious. Eq. (A.17) would be exact if the Eq. (A.15)
would constrain the both functionals L, a(z—y) and sV a(x—y)+ [ d"2V,p (y—z)%
to be equal. The indetermination of this equation reverts to the determination of the

solution of the equation
08
d"yR,a(x —y)—— =0 A.18
/ al dpa(y) (A-18)
and the equation (A.17) is satisfied modulo the transformations which could be generated
by the functional Rz, 4. One has actually an analogous situation for the determination of

the operator 0 from the conservation low of A,
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We first observe the existence of the following solution of Eq. (A.18)

Ruatr =) = (Buan(e —9) = ()P Rupale —)) o (A1)
e5(y)

for any local functional of the fields R, 4p. Because of this solution the commutation
relation of s and ¢ could be true only modulo terms involving the equations of motion.
One has to check whether there are other solutions of the equation (A.18) that cannot be
written as a term linear in the equations of motion. We assume that all local functionals
which are zero when the equations of motion are satisfied are linear in the equations
of motion thereself via a local functional of the fields. With this assumption, if there is
another solution, we can differentiate the equation (A.18) with respect to ¢g(z), and

obtain

(/ d"yRy a(x — y)W) - =0 (A.20)

dp A =0

528
dpadpp
in theories with constraints. The solution of the equation (A.20) is by definition a gauge

when the equations of motion are satisfied. The functional is only degenerated
transformation. So the general solution of the equation (A.18) is a sum of terms linear
in the equations of motion, and of local functionals which correspond to gauge trans-
formations (or reparametrizations in gravity). Therefore § and its commutator with s
are determined modulo gauge transformations and equations of motion from (A.11) and
(A.15).

At this level of the discussion, one may feel frustrated by the lack of geometrical
understanding of the situation, and it appears that a direct construction of §, which
satisfies Eq.(A.17) and has ghost number -1, is needed.

Therefore we now adopt the attitude that one must reverse the point of view, and
directly construct both differential operators s and 9, from geometrical principles. Then
the determination of the action from s and ¢ invariances will warranty the conservation
law of both the energy momentum tensor and of its s—antecedent A,, '. The determi-
nation of the superPoincaré algebra will be a corollary, using twist arguments that are
allowed on the manifold that we will use.

The following sections are devoted to the geometrical construction of the symmetries
in the Yang-Mills case, for the generic dimensions 4 and 8. We will also construct ab-

initio the differential operators s and ¢, with an interesting irruption of antighosts on

!The question of anomalies of s and § invariances is of course an interesting question
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the scenery. In fact, their geometrically interpretation will arise form a duality relation
between the ghosts and the antighosts, as in balanced topological field theories.

The algebra will respect by construction the closure relation Eq.(A.17) that is sug-
gested by the above heuristic discussion. Eventually, we will compute the antecedent of

the energy momentum tensor, and verify that it generates the J-symmetry.

A.1.3 The gravitational and Yang—Mills extended curvatures
Topological symmetry and globality requirement

The Yang-Mills topological symmetry BRST operator sy, is defined from the equa-
tion
(d+ s10p) (A+¢) + (A4+¢)° =F+ U+ (A.21)

Ref. [16] gives the interpretation of all fields in Eq.(A.21).

To extend this horizontality condition and eventually define the vector symmetry, we
found that we must make it compatible with reparametrization invariance, and, moreover,
antighost dependent. In fact, by finding the way of combining consistently topological
symmetry and reparametrization invariance, we will define scalar and vector topological
invariances and reparametrization symmetry, with transformation laws that are globally
well-defined. To obtain global consistency, we face the not so trivial question of expressing
the transformation laws of Yang—Mills connections under reparametrizations, in the base
space M, over which one compute the path integral. The appropriate language is well-
known : it is the fiber bundle formalism. It allows one to define connections and their
curvatures, and, eventually, combine Eq.(A.21) with reparametrization symmetry. We will
show that the symmetry transformations of the fields are most easily obtained when they
are lifted in the fiber bundle. Then we will give the prescription to perform the projection
on the base space, which defines the fields that one can insert in a path integral. Taking
equal to zero the background connection is basically the wish for the impatient reader.
The latter can identify the vector ghost that expresses the reparametrization ghost in the
base space with its lifted expression in the fiber bundle. (The background connections for
Lorentz and Yang—Mills invariances that we will shortly introduce, A and w, define the
horizontal lift of the reparametrization ghost, from ¢ to ¢". Taking A =& = 0is often
possible for field configurations that one encounters in quantum field theory, so one can
indeed often identify ¢ and £")

Using the fiber bundle language is not an unjustified excess of mathematical rigor.

It allows the construction of an action that is a well-defined integral over the whole
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manifold, by ensuring that the Lagrangian and the symmetry transformations involve
globally well defined objects.

To define the reparametrization symmetry, one uses the notion of spin-connection,
with w as a gauge field for the Lorentz symmetry. This allows us to define the expression
of combined Lorentz and reparametrization symmetry, as was done long time ago in
the case of determining and classifying gravitational anomalies [71, 72, 73]. We will
first consider the purely gravitational bundle, and then generalize it for including the
topological Yang—Mills symmetry.

Eq.(A.21) only involves the topological ghosts. In [16] the antighosts are considered as
a trivial BRST sector, which one introduces in order to do the topological gauge-fixing.
At the heart of the notion of a TQFT, there is however a mapping between the ghost
and antighost Hilbert spaces. The introduction of the topological vector symmetry will
unexpectedly permit a transparent geometrical interpretation of the antighosts, “dual”

to that of the ghosts, with some relationship to the idea of antiBRST symmetry.

Pure gravitational case

We will construct a gravitational “horizontality condition” for defining the repara-
metrization symmetry and the way Yang—Mills connections and their topological ghosts
transform under reparametrization. We will eventually reach an algebra that is globally
well defined.

To carry out this program, we define the gravitational horizontality condition on the
total gravitational principal bundle II over the manifold M, (n is either 4 or 8), over

which we will define the path integral.

SO(n) — 11
|
M (A.22)

Then, we will introduce a relevant background Lorentz connection w.
A given connexion on II is equivalent to the selection of a decomposition of its tangent
space
TINI=TV&TH (A.23)

It is known that the so(n) valued p-forms on M are identified by the use of local tri-
vializations to the equivariant forms in so(n) ® APTH*. The gauge potential defined

on open sets of M is the local trivialization of the globally well defined connection in
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s0(n) ® TV*. In order not add too much notations, we will use the same notations for
the objects defined on II as for their local trivializations on M.

The following covariant horizontality condition on II defines a nilpotent and consistent
graded differential operator S, (which we donnot yet interpret), acting on the connection
w and its ghost €2

(d+8)(w+Q) + (w+0Q)" =explign) R (A.24)

€M is the horizontal lift on T'H, of the reparametrization ghost vector field ¢ defined on
TM. Eq. (A.24) is the generalization of that first found in [71] for M. It is aimed to deter-
mine transformations that contain local Lorentz transformations and reparametrization
transformations, in the BRST formalism. The £"- dependence, instead of a genuine &-
dependence, involves the existence of a background connexion w, which allows us to make
reparametrization explicitly compatible with (Lorentz) gauge transformations®. R = d, w
is the definition of the curvature in II.

The contraction operator ic» acts on all relevant objects in IT, forms and connections.

An easy computation gives the following identity on IT :
eXp(—Zgh)(d + S) eXp(igh) = d + S — Egh + Z'(th—%{fh,fh}) <A25)

where Len = [ign, d].

The nilpotency of the graded operator (d+S8) amounts to that in the rhs of Eq.(A.25).
This equation implies the introduction in M of a vector field ¢ = S¢ — %{5 ,&}, that we
may call a ghost of ghost of the reparametrization ghost £&. We must have for consistency

the following transformation laws :

1
St=v+ 36,6
Sp=~Lep (A.26)

(Ref. [72] explains the algebraic details of this construction). Provided that the latter
equation is satisfied, nothing forbids that ¢ # 0.

¢ is a vector field on T'M, with horizontal lift ©" on T H, whose possible existence is,
for the moment, just a logical possibility.

In ordinary gravity, in order to interpret S as the BRST operator of plain reparame-
trization invariance, ¢ must be fixed to zero. In this case, S just express the ordinary
gravitational and Lorentz BRST symmetry. Formally, when ¢ # 0, Eq.(A.26) looks like
the Weyl extension of the Lie algebra of diffeomorphisms.

2We note T Hj the horizontal tangent space defined by the background connexion .
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Since w is a background field, S& = 0 and the BRST operator must commute with
the horizontal lift that it defines, S(&") = (S€)", that is

seh =g + 316,6}"

1 1., o\v
=g+ S{e e+ (ézghR) (A.27)
where (%zgh R)U = r? is the fundamental vertical vector associated to the so(n)-valued
element %zghR Eq.(A.27) can be read as a definition of the background curvature R =

dgw.

We can thus rewrite Eq.(A.25) in II under the following form :
exp(—igh)(d + 8) eXp(igh) =d+S5— ;th + o + Z‘Lph (A.28)

We redefine on II, Q = Q — ignw, which must be written on M as follows, by the use of

local trivialization

Q=0 —ig(w—w) (A.29)

Indeed w — w is a tensorial form, and truly corresponds to a horizontal form on II; we

can thus finally rewrite the gravitational horizontality condition in II as :
(d+8 = Len +ip +ig)(w+Q) + (w+)* =R (A.30)

Eq.(A.30) can be expanded in ghost number, and projected on M.

For ¢ = 0, the resulting pure gravitational transformation laws depends on w, and are
as those that were computed in [73], by asking that the gravitational BRST equations
correspond to a Lie algebra.

We will actually generalize Eq.(A.30), when the relevant new ingredients will be intro-
duced to combine it with the Yang—Mills topological symmetry and obtain the topological
vector symmetry, with ¢ # 0. We will perform the projection at this moment. So, we
momentarily leave Eq.(A.30) as it, and spend a few lines to comment on the operators
that appear in it.

Since it is defined on A*TV*, the contraction operator (i,») acts non trivially only
on the connection. It generates a term %zghR when one expands in ghost number the
horizontality condition.

Len is defined as, Len = [ign, d], where d is the exterior derivative on A*TTI*. It is
defined for any p-form w to be :

d
Low = (60 ) (A.31)

|t=0
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where gbzh , is the pullback application of the flow ¢¢n ;, defined by

d
T 90 0=, 0
Gero(p) =p (A.32)

The curve t € [0,1] — ¢en 4(p) € II is the horizontal lift of ¢ € [0,1] — ¢¢ (7p) € M
starting from p , where 7 is the projection from II to M of the fiber bundle. As such, L is
a parallel transport generator and since the parallel transports preserves the tensoriality
property of forms, L does also. It follows that the projection of Lgn in M must be
locally expressed as :

Le + Oporents (1ew) (A.33)

In fact, the projection in M of i is i for a tensorial form, and 4¢(w—w) for a connection.
We will now address the possibility ¢ # 0 by coupling gravity to Yang—Mills topolo-
gical symmetry, so that & will have a more general interpretation, which will allow us to

define the vector topological symmetry.

Yang—Mills coupled to gravity

In order to couple the Yang—Mills symmetry with gravity and obtain a horizontality
condition for the topological Yang—Mills symmetry coupled to reparametrization sym-
metry, we introduce another (Yang—Mills) principal bundle P :

G— P

|
M (A.34)

The additional horizontal Yang—Mills lift is defined by introducing a background connexion
A on P. One defines in P :

(d+8)(A+C) + (A+C)" = explicn) (F + ¥ + ) (A.35)

In an analogous way as in the previous section, we do a left-multiplication by the operator

exp(—ign ), and we obtain :

(d+8— Lo +ip+ip)(A+C)+ (A+C) ' =F+¥+ (A.36)

o

where f¥ = (%zéf’)v (F= d;‘fi) and C =C — ien A.



152 ANNEXE A. PUBLICATIONS

To absorb the reparametrization ghost dependence, it is convenient to define a new
operator S , from S [72]. For all fields, but the Faddeev-Popov ghosts Q) and C, we define

S =8 — Le— OLorents (i) — Ogauge (i A); (A.37)

and for Q and C, we define :
1

80 =80~ 20+ iR
s - T
SC=8C— %4C+ §¢§F, (A.38)

where .,% = lig, d; 4)-
As a consequence of S = 0, one can check that :

32 = _E@ - 5L0rentz(iap(;j) - 5gauge<i<ﬁﬁ) <A39)

and
Sd +dS = 0. (A.40)

Using S or S is a matter of convenience, which depends on the problem at hand.
The “decoupled” (i.e, with no explicit {-dependence) horizontality conditions read on
ITand P :

d+S+ip)(w+Q) + (w+Q)°=R
(d+S+ip)(A+C)+ (A+C)'=F+¥+@ (A.41)

They look almost as standard equations in flat space, except for the appearance of
the operator i,n.

To summarize, we started from horizontality equations that are well-defined in the fi-
ber bundle. By projection on the manifold M, we obtain graded equations that determine
the operator § in local coordinates, with transformation laws that are by construction
globally well-defined, and will be shortly displayed. The redefinition of S into S gives
simple expressions.

By expansion in ghost number, the latter equations (A.41) determines the action of
the BRST operator S that is equivariant with respect to the reparametrization group.

After projection on M, they are :
SA —igF +dyig(A— A) +diC=¥ (A.42)
~ o~ 1 ~ =~ o 1 ..
SC — %:C + 5[C, Cl+i,(A—A)+ 5z‘gF:cb (A.43)
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We have similar equations for the action of S on w and (2. Using the relation between S
and S , the equations can be equivalently rewritten in the following way, which shows more
explicitly, term by term, that we have truly reached a globally well-defined definition of
the BRST operation S

SA+d, =W (A.44)

A~ 1 =~ o
SC+§[C, | +is(A—A)=D (A.45)
This latter expression of the symmetry is particularly convenient, in particular for

computing the invariant Lagrangian.

Putting equal to zero the background connections

The formula are simplest when one sets to zero the background connections A=
0 and w = 0, and make no distinction between the vector fields in the fiber bundle
and in M (which is generally an improper choice from a global point of view, but is
sufficient in perturbative quantum field theory around the trivial vacuum). This gives
the transformation laws as in [72], which express the reparametrization and Yang—Mills
symmetry. As indicated at the time, they express the symmetry in two equivalent ways,
which are sufficient to control the symmetry of the TQFT :

SA+dsC=" +icF
1 1
SC + 5[C,C] =P+ iU+ §i§F (A.46)

and

(S—L)A+dsC =W
(S — Le)C + %[é, Cl+i, A= (A.47)

where C = C — i¢A. The expression of S in Eq.(A.46) is explicitly covariant, but tedious
to use. The expression of S = (S — L¢) in Eq.(A.47) is convenient, all dependence in
¢ is hidden, owing to the field redefinition C — C — i¢A. Moreover, for an integral over
the manifold, S and S invariances are the same. This field redefinition looks not globally
well-defined, as i¢A is ambiguous from a global point of view, but the above analysis has
taught us how to remedy this, it must be understood as C — C — i¢(A — A), and for the
rest one should keep in mind the dependence in the background connection fol, indicated
in Eqgs.(A.37,A.38).
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We actually have a consistent recipe : global consistency is obtained from the simplest
formulation with no background connection, provided one replaces all connections that
may appear in the form i,w or i,A by their difference with a background connection
iy (A — A) or i, (w — d’)). This eventually defines a differential S, which encodes the re-
levant information on the gauge symmetry and reparametrization. S-invariance defines
the theory.

The above presentation makes a bridge between the facts that the expression for the
BRST symmetry is simplest in the fibers bundle II, P, defined over the manifold M, while
it needs more elaborate formula on M, where quantum field theory is computed. It yields
unambiguously the dependence in the background connection that delivers well-defined

integrals over M.

Extended horizontality condition for the scalar and vector topological sym-

metry

We now reach the important point of the paper, that, given a given covariantly
constant vector k on M, we can geometrically build the topological vector BRST opera-
tor out of a globally well-defined operator S. the vector symmetry will be shortly defined
as a differential graded operator ¢ with ghost number -1. We understood in section 2 that
a BRST-exact action can possibly define a vector symmetry that leaves it invariant. The
question is to find a geometrical way of building this vector symmetry.

Since we have in mind the determination of the vector symmetry from an “extended
horizontality condition”, we may wish to get a hint that it is possibly contained in the
geometrical formalism. We can see it from the following indirect argument, which heuris-
tically provides evidence that the ordinary horizontality condition of a Ny = 1 TQFT
contains the germs of another symmetry than the usual topological BRST symmetry.
There are in fact topological theories with more than one scalar operator that can be
identified to a BRST operator. They are known as balanced topological theories [47].
They are often obtained by dimensional reduction of a Ny = 1 TQFT. Such theories
have a symmetry between ghosts and anti-ghost which is SL(2,R) in the case of two
charges, N7 = 2. Both BRST algebras can be described by a BRST-antiBRST horizon-
tality condition, which displays a symmetry between ghosts and anti-ghosts. For instance,
Nr = 2 occurs when one dimensionally reduces from 4 to 3 (or from 8 to 7) dimensions
the genuine d=8 (or d=4) N7 = 1 topological Yang-Mills theory. In this case, the topo-
logical ghost and antighost of the dimensionally reduced gauge field are symmetrical pair

of anticommuting vectors that belong to the fundamental representation of SL(2,R),
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and the scalar topological ghost of ghost, the corresponding antighost of antighost and
the Higgs field, which results from the dimensional reduction of the Yang—Mills field, fall
into the adjoint representation of SL(2,R). (Of course this phenomenon is related to
the property of the R-symmetry in supersymmetric theories). In these cases, dimensional
reduction allows us to obtain a BRST-antiBRST symmetry from a theory that seems to
have only one BRST symmetry.

Dimensional reduction occurs by giving a special role to a given dimension, and results
in the elimination of the non-zero modes along a one-dimensional space H.

By enforcing reparametrization invariance in the relevant way, we will find, that on
a reducible manifold M = H x N where H = R or S;, we can construct an extended
horizontality condition for N7 = 1 topological theories. An important point is that the
invariant action will not depend on the constant vector s that defines the one-dimensional
space H. This eventually defines the vector topological symmetry, which completes the
ordinary scalar BRST symmetry, and shows that the N7 = 1 theories contain an enlarged
symmetry.

For the case of €2 backgrounds, we will need the existence of a Killing vector in addition
to that of a covariantly constant vector field on the manifold. Eventually, we will obtain
a twisted version of a deformed supersymmetry.

In what follows, we thus consider a manifold M that contains at least a constant
vector. This property reduces to the reducibility property for a simply connected manifold

[74]. (Reducibility only holds locally in the general case.)

Obtaining of the extended horizontality condition

We start from the formalism that introduces ghosts and antighosts of the Yang—Mills
TQFT in a fully symmetrical way. We will shortly break this symmetry.
The Lorentz invariant Yang-Mills BRST-antiBRST horizontality condition is

(d+s+8)(Atctd)+(Atete)’=F+V+T+0+d+1L (A.48)

It must be completed with its Bianchi identity that determines the action of s and s on
the topological ghosts that occur on the right hand side, and ensures (d + s + 5)? = 0.
For such equations one has a conserved grading made of the sum of the ghost num-
ber and the form degree on M. The total ghost number of A, c,¢, U, U, & L, & are
respectively 0,1, —1,1,—1, 2,0,—2, and their form degree 1,0,0,1,1, 0,0,0. A ghost
antighost bigrading exists, such that its values for A, ¢, ¥, ¥, ®, L, ® are respectively
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(0,0)(1,0), (0,1),(1,0),(0,1),(2,0), (1,1),(0,2). The scalar BRST and antiBRST opera-
tors s and § have bigradings (1,0) and (0, 1), respectively. The net ghost number of a
field with ghost bigrading (g, ¢’) is simply g — ¢'.

The fields ¥ and L do not show up in the N = 1 theory, while the antiselfdual 2-form

! and the scalar ghost 77! of this theory does not appear in Eq.(A.48). We

antighost x5
will fill this apparent contradiction and come to the point of directly determining both s
and 0 symmetries.

We classically couple the topological theory to gravity, to express reparametrization
invariance in M, but use the freedom of introducing a vector ¢ # 0, as generally shown
in the last section. This will produces a symmetry operator S , which obviously contains
more information than the usual scalar operator s.

The existence of a covariantly constant vector field x on the manifold basically permits
one to gauge-fix the component e to dj. This property allows one to bypass the usual
gravitational horizontality condition of the vielbeins, which imposes ¢ to be null in a fully
SO(n) invariant theory. Some deformations of the BRST transformation of £ can in fact
be consistent with the closure of S on w and (). The challenge is that the deformation

must be compatible with the Bianchi identity :
S*w =i,R S*Q = i¢i R (A.49)

Here, it is solved by some restriction of the geometry, such that the equation of motion
of the first order formalism 7" = 0, gives an SO(n — 1) holonomy curvature, leading to
1,2 = 0. This is because the gauge fixing of the vielbeins imposes to the holonomy group
of the second order curvature to be included in SO(n — 1).

We are thus allowed to give to ¢ a non-zero value in the x direction. To be definite,
we choose ¢ = —k. The norm of k is an irrelevant quantity. Therefore, all identities must
be homogeneous in k. It is equivalent to either impose the conservation of the bigrading
(9,9'), or to impose the conservation of the net ghost number g — ¢/, assuming that
r’s bigrading is (1,1). We conjecture that this bigrading can be identified to the ghost
antighost bigrading, in such a way that g and ¢’ are both positive.

We identify S = 5945 and C = ¢+, The consistent horizontality equation

(A.41) can be written as follows :
(d+ s + 500 — i) (A + ¢ 4 cOD) (A4 10 4 V)
=F 400 £ gD + 09 4 ot 4 O (A.50)

We now break the symmetry between the ghost and antighost sectors, using the vector

field k. Each field of (g, ¢') graduation must be homogeneous of degree ¢’ in x, and thus
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we define :

™V =lrle WOV = g(k)n +inx
DO = [4|2® (A.51)

where we defined the following 1-form out of « :
9(k) = gurtda”. (A.52)

The 1-form g(k) satisfies i.g(x) = |x|?, and will play an important role, together with
the property (i.)> = 0. A non zero value of ®®V defines a consistent algebra; however
there is no corresponding invariant action. Therefore, we set % = 0.

Of course, ¢ and ¢ are identified as the Faddeev—Popov ghost and antighost, respec-
tively.

The redefinition ¥V — (1, x) is k dependent in a non-trivial way. In fact, the de-
composition of WY implies that the 2-form representation of the holonomy group be
reducible, in order that the pair n7!, X;l,l has as many degrees of freedom as the vector
\Ifg“). In 8 dimensions, we thus suppose that M has a holonomy group not larger than
Spin(7), so that x be antiselfdual in the octonionic point of view in eight dimensions,
with seven independent components (or y is antiselfdual in 4 dimensions, with three inde-
pendent components). Moreover, in order that x be globally well defined in 8 dimensions,
the holonomy group must be included in Gy (i.e, N be a Gy-manifold in the reducible
case).

We call :

5 — 10

5= s (A.53)
Having introduced all these fields, we obtain®

(d+s+06—iw)(A+c+]|rle) + (A+c+|xle)
=F+U+g(k)n+inx+®+ k[P (A.54)

and the associated Bianchi relation

(d+s+0—iw)(F+ Y+ g(k)n+inx+ @+ |s[*D)
+[A+c+|kle, F+ ¥+ g(k)n+inx + @+ |s]*@] =0 (A.55)

3g(k) must be seen on P as 7*g(k), where 7 is the projection of the fiber bundle.
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The property (d + s+ 0 — i,»)*> = 0 implies in M :
82 = 2+ {5,0} + 0% = Ly + Ogange(inA) (A.56)

We have therefore on all fields

s2=0
{5,0} =L + Ogange(ixA) (A.57)
52=0

And the decomposition in power of s of the transformation of the reparametrization

ghost implies

se=—Heeh  oe=—n (A.58)
sk=0 ok=0 '

We will see shortly that a complete and finite field representation of the algebra can
be found in a consistent way in four and eight dimensions.
Resolution of the extended horizontality condition

The decomposition of the first equation (A.189) according to the gradings gives :

SA+dpc=T dA+dalklc=g(k)n +iex
sc+ A= 5¢ + |k|? = |k|®
s|K|c+ dc — iy (A — A) + e, |K|d = 0 (A.59)

It is most convenient to use the s and § operators in the Cartan representation defined
by
S¢ = S + Ogauge(€) 0z = 0 + Ogauge (| <€) (A.60)

On all fields, but ¢ and ¢, one has :
Sz = Ogange(®P) 0c" = dgauge(|K[*P)
{Sc, 0z} = L + Ogange (inA) (A.61)

So, the decomposition of the Bianchi identity (A.5.2) gives

5V +da® =0 6z(g(K)n +ixx) + |K[Pda® = 0
sc(g(/i)n + inx) +6.U — 4. =0
5.0 =0 Se|k[?® =0

_ A.62
0P — i, =0 S|K]2® + |k[Pn=0 ( )
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Because of the bigraduation, the horizontality condition does not fully determine
the action of the s and ¢ on all fields. Indeed, one has degenerate equations of the type
s(antighost)+d(ghost)= . ... To raise the indetermination, we introduce “auxiliary” fields,

a scalar b° and a 2-form T3, with :

SecX = T SCT = [@, X]

A.63
secc=b sb=[d,¢ ( )

It is by construction that we can consistently define the action of s and ¢ on the
“auxiliary” fields. In practice, this require a step by step computation, which yields the
action of §, such that 6 =0, {s,0} = Z..

The field x occurs in the horizontality relation only trough its contraction along x,
i.x. Since i, = 0, the resolution of equation is not yet established, since y is defined
modulo terms that are ¢,.-exact.

A little of algebra must now be done to obtain the transformation of x,, . If we use the
decomposition 6; = k*s,, (which is only true locally), we have from (A.59) and (A.60)
that

Sy = —Xw susinAe = —gM,DU@ (A.64)

This gives
SoXuw = —SoS[uAy) (A.65)

and we deduce from the decomposition

D@B = E@Qx_ |

that
SoXuv = 290[,uDu]<T) - S[USMAV} <A66)

The ghost number and dimension of fields are such that, without introducing other fields,

sx must be proportional to d4®

SoXuv = QQU[MDV]CI) - C[t;m,}pr(I) (AG?)

We have introduced an invariant tensor C} on the manifold. (It is the e tensor for

4-manifolds, and the octonionic selfdual 4-form for Joyce manifolds.)
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We already know that the condition x,, = PM_VU’J Xop, for this field to count for n —1

degrees of freedom in n dimensions. Since d:°x = [®, x], Cvop must be totally antisym-

metric and that

(20l — cpf) Pt T = gep (A.68)
which gives
2 1
—0p __ o *x O
P == (00— 5C0) (A.69)

We know from [75] that the only possibilities to construct such projector with the ho-
lonomy group reduced to at most the maximal invariant subgroup of SO(n) are in four
and eight dimensions. This is a further check of the need of a holonomy group of M. We
will adopt a unified notation for this projector in four and eight dimensions, with the
convention that C'is just the unity in four dimensions and the octonionic 4-form in eight

dimensions :

S

(wy — *xCw,) (A.70)

Wy =

Expression of the s and § symmetries

The resolution of the horizontality condition has thus given us the following expression
for the action s and 0 on the fields we started from, plus the fields that we had to introduce
to solve the degeneracies. These transformation laws are written in a way that is globally
well defined :

S A=Y d:A=g(K)n +i.x
sV =—ds® 6V =i, (T+ F) + g(r)[®, D]
s5.P=0 0:P =1,V
5.0=n 3-0=0 (A71)
sen=[®, D] den =L, ® '
sex=T oox =2(g(k)da®) "
s =[P, x] 0T =5 (g(r)dan + g(r)[2,¥]) " + Lix
sc=® —? 6c:iH(A—/i)—|m|b
sc=b— [c,b] oc=|r|(® — )

sb=[®,¢| — [c, b] b= %.c— |k|n
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(A.72)

Let us give for the sake of clarity the explicit ¢ and ¢ dependence in the transformation
laws Eqs. (A.71)

SA=V —dyc JA=g(Kk)n+i.x — |k|dac

sU=—d,® — [c, V] oV =i, (T + F) + g(r)[®, ®] — |s|[c, V]

s®=—[c, D] 60 =i,V — |k|[c, D]

s®=n—[c, V] 6® = —|k|[c, V]

o= (0,8~ [en] =2 |sllen) A7)
sx=T — [c, x] ox =5 (9(r)da®)” — |x|[c, ¥]

sT=[®, x] — [c, T] 0T = =2 (g(r)dan + g(w)[®,V]) " + Lx — |sl[e, T)

The following remarks are important :

- As for an explicit dependence on the background connection, it only occurs in dc.

- The part of the BRST algebra that is relevant for untwisting only involve the fields
in the first sector of the BRST equations, in Eqs. (A.71). It is important to note that
the BRST invariance, introduces the Faddeev-Popov ghost in a way that is compatible
with the ¢ invariance. This property is, in particular, very important for the questions
relative to renormalization of supersymmetric gauge theories.

- In the flat space limit, we can define the anticommuting generators s,, using oz =
kts,, and expanding in x*, both in 4 and 8 dimensions. The action of s, for the fields
in (A.73) identifies itself with the vector symmetry [68, 69, 70, 108] used in d = 4 and
obtained by twisting the supersymmetry algebra. However, here, the presence of auxiliary
fields and Faddeev—Popov ghosts and antighost fully ensures consistency.

- The fields ¢ and b are indispensable in order to close the s and § operator on
the Fadeev-Popov ghost c. In fact, the existence of the § symmetry, and its link with
reparametrization invariance, is likely to provide the geometrical interpretation of ¢ and
b, as well as of other antighosts of the TQFT.

- The ghost antighost duality which will be defined in the next section will make the
latter point more precise.

- Power counting arguments based on the dimensionality and ghost number of fields
show that the above transformation laws are the most general ones that solve the relations

s2=56=0,{s,0} = .,ZZ, up to irrelevant field multiplicative renormalization factors and
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linear field redefinitions for the“auxiliary” fields b and T'. The geometrical horizontality
equation that we defined in the fiber bundle actually solve this constraint.
In the next section, we will construct invariant actions for the symmetry. Eventually,

we will discuss this untwisting toward the Poincaré superalgebra.

A.1.4 The action

The topological /supersymmetric action as a s-exact term

We now have a complete realization of the s and § symmetries, and wish to compute
an invariant action.

Even if the algebra is defined only on a manifold of reducible tangent bundle, we
demand a Spin(7) or an SO(4) invariant action in respectively eight and four dimensions.
This means that the action must be independent of x, which is an non trivial requirement.
(Our construction needs a base space of the topological Yang—Mills theory that contains
a constant vector. However, we wish the theory be generalizable for a more general
manifold, provided it has the required holonomy for defining selfduality equations.)

We will focus on the terms of power counting corresponding to the strictly renorma-
lisable case in four dimensions, and extend this requirement in 8 dimensions, which can
be done by a formal power counting argument (so we exclude higher order derivative
terms).

The only way to construct an S-exact action, which is invariant under gauge trans-

formations, reparametrization invariant and independent of s, is such that

S = sPHO 4 sPO-D
WO =0 sPOD = (A.74)

There is only one solution of s¥#~Y = 0 which gives an action independent of k. In
turn, the d-invariance completely determines W (with the hypothesis that there are
nor higher order derivative terms). As a matter of fact, up to a global scale factor and a

topological term, these two solutions give the same action. One has indeed :

1
spo gy ] / C\Tr FAF (A.75)
M

So, we restrict ourself to the ¢ invariant gauge function, and we define :

S =s¥ (A.76)
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where W is a d-closed gauge invariant functional, such that :
2 - _
Y= / Tr (X*(F—l——T) +<I>dA*\IJ—|—*77[(I>,(I>]> (A.77)
M n

One has the usual interpretation that the action s¥ is the gauge-fixing of a topological
invariant. But the gauge fixing-function has been fixed from §; invariance.
We will shortly show that there is a duality symmetry between s and 9, and that one

can express this action as a sd-exact action.

Gauge-fixing part

We identify ¢ and b as the familiar Faddeev—Popov pair of an antighost and a Lagrange
multiplier for gauge-fixing the Yang—Mills invariance. We could use a term like s(c0 - A),

which violates the J-invariance, but we prefer a sé-exact term :

o [ ((A=A)«(a-4)) (A.78)
2|6] S

This gauge-fixing term breaks the SO(n) invariance, since it depends on . From the
point of view of the equivariant theory, however, the relevant action is the part of the
action that is gauge invariant. It is determined by both s and ¢ invariance. A further
SO(n) invariant gauge-fixing of the Yang—Mills symmetry implies the breaking of the
vector symmetry. (This is of course a gauge-fixing artifact, which does not appear for
the gauge invariant observables, which are k-independent). This is understandable in
the untwisted formalism, where a supersymmetric gauge-fixing process of the Yang—Mills
invariance only holds in a fully superspace version of the theory, and would yield an

infinite number of fields in 8 dimensions.*

A si-exact expression of the supersymmetric action

As in the case of N7 = 2 topological theories, the action (A.74) is sd-exact on a
reducible manifold. Indeed, we can verify the following very suggestive formula, which

shows directly s and ¢ invariances :

5:55/ 1z (A.79)
M |k

4 A refinement of our work can be reached by extending our result in the context of equivariant

invariance, which implies the introduction of a background gauge symmetry, along the line of [76, 77].
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with
1
3

F ="Tr (%g(ﬁ)ACA«A—A)A(F—i-ﬁ’)

(A- A)g) + (9(r)n +inx) , *\If> (A.80)

where we recognize the last term to be the Chern—Simon term

. 1 .3 ..
ATe (A= A), (F+F) = 3(A=A)") = Tr (F.F = F.F) (A.81)
Note that in the case of a trivial fiber bundle we can take A = 0 and recover the

ordinary form of the Chern—Simon term. Unlike in the N7 = 2 case, the “potential”
| v 7 cannot be interpreted as a Morse function for the theory. Indeed, the function
[y Tr (%g(/{)AC’/\ (AdA + §A3)> has degenerated critical points, (i,A does not appear
in its equations of motions), while the Chern—Simons potential gives a well defined Morse

function in dimension n — 1, when there is a balanced topological theories [47].

Ghost antighost duality

In spite of the fact that [ 17 is not a well defined Morse function, we can interpret

formally
F+g(r)n +igx + |6[*® (A.82)

as a curvature as in the case N7 = 2. This interpretation can be seen by introducing an

involution *, which gives a duality between ghosts and anti-ghosts.

n -
W = gl +i iU " (9()w)”
ES = % _ — k _
g K 17 ZHX 77 ’/‘{:’22” X 2‘/4,‘2 g K
- = 1
*® = |k|*® *x P =—o P
I
1 o 1
xc = |k|C *b:—b+[c,é]+miH(A—A) % C = mc (A.83)
K K
This involution relates both operators s and ¢, as follows :
* Sk =0 *0x = s (A.84)

Note that x does not act as a derivative but as a group element, that is

* (A-B) =xA-«B (A.85)
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Indeed, by definition of *, we can associate to the d-invariant gauge function ¥ defined
in Eq. (A.77) a mirror s-invariant gauge function, which defines a slightly different d-exact
gauge invariant action xS, which gives the same observables. By construction, %S'is s- and
0-invariant. However %S is k-dependent, but this dependence disappears after elimination
of the auxiliary field 7', and then %S becomes equal to S.

The horizontality relation gives indeed :
(d+6)(A+ |sle) + (A+ |,'£|E)2 = F+ g(k)n +ixx + |c*®
(da + 62) (F + g(r)n + inx + |&[*®) =0 (A.86)

The gauge function *xW¥ replaces the ordinary gauge function ¥, when one interchanges

the roles of s and ¢ :

1 —
e / B <_g(“) NCAVAF = g(&)W 5 T + Bdy % (9(R)) + ixx) + %ix V[P, D]
K
(A.87)
Eventually, we can define the topological observables as functions of the dual variables,

using any gauge invariant polynomial in the fields P(F U, <I>), as follows :
* <P(F,\If,<1>)>:*/,u P(F, 0, ®)e ¥

/*MP Fog(k)n +iwx, |k[?®)e

= (P(F,g(k)n +inx, |6[®)) (A.88)

The descent equations are obtained by changing d + s into d + d. As a conclusion, after
the duality operation %, the curvature of the “big bundle” defined in [33] becomes F +
g(k)n +i.x + |k|[*® instead of F + ¥ + ®.

A.1.5 Conservation of A,

We now verify that the operator ¢ is truly generated by the conservation law of the
BRST antecedent of the energy momentum tensor. This computation is tricky, since the
topological action is generally only invariant under G C SO(n). Let us write the action
sY as :

S = / dnl'\/_TI‘ ( TMV< FMV + %T,U,y) + XMV(DM\IIV - %[q):XMV])

0D+ BT, U} — DD, D + [, 5] — 5[0, n]) (A.89)
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To compute the energy momentum tensor, we use the standard formula :
Ty = — Oab — €, (A.90)
e

We have to understand the way the projector on selfdual 2-forms transform under varia-

tions of the vielbeins. In 8 dimensions, the variation of this projector P~ with respect to

the vielbeins is® :

i 1 a o C
6P, P — _Eé(euef’,ec eZ)Cab d
= ECA[ 7Pet Set — 2C’ Aleed 5ec] (A.91)
n v ul”%a n M A *a

Using this formula, the energy momentum tensor is given by

T =Tr (—T/F; + 2,7 DYy, — 2D - W,y + 20{W,, ¥, } +2D;,® - D, &
2 1y, 2 4 . 1
+ G <(E — 5)T P(=F,p+ ET(,p) + (E —1)x""(D, ¥, — E[@, Xop))

+Dan -7 — (I){\I[m \I/U} - DU(ID D7 — [(1)7 (i)]2 + 77[(1)7 77]))

(A.92)

This tensor is not symmetric in eight dimensions and its antisymmetric part is anti-
selfdual (it is valued in so(8)\spin(7)). This is allowed to the fact that only isometries
which preserve the octonionic 4-form C' define conserved charges. In four dimensions, it
is symmetric.

Since the BRST operator does not depend on e, we have :

1 oY

TMV =S g (Sab @ GZ <A93)

In this way, we find a s-antecedent of the energy momentum tensor :

1,4
n

o — 2 o F3 F
A = g, Tr ( §( —1)x ﬂ(—Fop + ET(,p> +97D,d — n[@,@])

~Tr (" Fj, + 20,0, ®) (A.94)

5In 4 dimensions, one replaces Cy,°? by the € symbol
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It is not yet conserved. However, by adding a s-exact term to A;fg, we can enforce the

conservation law, as follows :

1 ... - 1 4 -
VYA, =V" (A;fl), —s'Tr <§CMV PFUpQD + Xwh — —(1 )X[# X,,]U>>

n

2
5L _§Ls 5L
=—Tr ((_guun + X/LV)(ST + (F,uz/ - T;uz +guu[q)v (I)])(ST o \DM(S_(I)
LS LS _ 5LS
D2 —pnDvd "2 Dy + D\ —2[B, UV
Db D e £ 5 D+ D™ 2 (8 V)
e 95y, e 98
XD e T (5 -2)D (e (5TW>

(A.95)

From the above equation we can recover the explicit form of the functional generators
Va, that we introduced in section A.1.2. We can verify that the resulting symmetry truly
correspond to the d-operator that we build in section A.1.3 directly from the horizontality

condition.

A.1.6 Untwisting toward Yang—Mills supersymmetry

The theories that we have determined in four and eight dimensions from § and s
invariances correspond by twist to super-Yang—Mills N' = 2 theories. The equivariant
form of the scalar and the § BRST operators can in fact be identified on twisted com-
binations of spinorial supersymmetry generators. As a matter of fact, if we define the
theory on a manifold that is sufficiently constrained to admit two supersymmetries of
opposed chirality, the equivariant form of these s and ¢ can be related to supersymmetry

transformations as follows :
Os. = &“*(0C) 06 = 0°“Y (10 #C) (A.96)

for # an anticommuting parameter and ( a chiral covariantly constant spinor. As it is well
known, in eight dimensions we can construct the N' = 2 super-Yang—Mills algebra from
the dimensional reduction on a torus of the ten dimensional super-Yang—Mills algebra,
with a further Wick rotation of the N' = 1 theory that is generally defined on Minkowski
space. The transition from N = 1 to N' = 2 is allowed by the fact that the Majorana-

Weyl condition is consistent in eight dimensions for an Euclidean space and not for a
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Minkowski one. The Fuclidean action obtained in this way is

1 1 1
/ d*z\/g Tr <__ B F™ + SDupr D1 — 5D 2D s — 5 ()‘l))‘)
It is invariant under the following supersymmetries for any covariantly constant spinor e

A, = —i(Ey,N)
6 Vhy = —(Ey9\)
55y = —(EN)
5N = Fe —iygDipre — iDdoe + yo[hr, Poe
(A.98)

If M is defined to be a Spin(7)-manifold, it contains a chiral covariantly constant spinor
(. We choose it Majorana-Weyl with norm equal to one. One can further construct the

octonionic 4-form, as follows :

(¢¢) =1 4 (CYuwopC) = Cravop (A.99)

We can decompose the Majorana spinor fields of the theory in term of differential forms,

by projection over (, which is the definition of the twist in 8 dimensions :

Ae=(n+X)¢
A_=1i¥(¢ (A.100)
Here n, x and W represent the same fields as in the previous sections, and the convention

for the crossed out forms of rank k is that they are contracted with & gamma matrices

with a normalization factor . Then, we have the redefinition for the scalar fields :

= (01— ¢2) O =—=(¢1 + ) (A.101)

l\DI»—

The twisted action that one obtains in this way is
1 _
/M d®xTr (—ZFWFW +nD, V" + D, ®D'® + 4x*'D, U,

- 1 -
+20U, UH + 20, x" + P + 5 @]2) (A.102)
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It is the same action as that obtained in section A.174, from the demand of s and ¢
invariances, after the integration of the auxiliary field 7', modulo some rescalings, and up

to the sum of a topological term :

1

- 5/MOATr (FAF) (A.103)

By using the decomposition by twist of the spinorial supersymmetry parameter € =
(9 + Oy, + iﬁ“%)(’, one gets twisted generators @, Q,, Q.. (Q and k#Q, are truly
identified with the BRST operators s, and dg, in their equivariant form, both in 8 and 4
dimensions.)

Both charges (ZQ) and z(ZﬁQ) completely constrain the supersymmetric theory. In
this sense, the number of relevant supersymmetries can be reduced to five real super-
charges in four dimensions (as already observed in [68, 69, 70, 108]) and to nine real
supercharges in eight dimensions.

It is very instructive that this reduced number of relevant generators can be directly
constructed from one extended horizontality condition, defined in the Yang—Mills princi-
pal bundle.

As a further remark, the tensor generator of supersymmetry cannot be closed off-shell
in eight dimension [79], contrarily to the case of 4 dimensions °. It is unknown if a system
of auxiliary fields can be introduced to close the algebra of maximal supersymmetry. The
existence of the tensor symmetry is not foreseen from the point of view of TQFT’s, and
its existence seems unnecessary, since the @) and @), symmetries are enough to determine

the supersymmetry action.

A.1.7 Equivariant Topological Field Theories

The observables of the topological theories that we discussed so far are defined as
classes of the ordinary de Rham cohomology of the extended exterior derivative d = d+ s
acting on M x B*, where M is the manifold on which the topological theory is formulated
and B* is the space of gauge orbits of irreducible framed connections [33, 11]. In these

theories, the scalar ghost-for-ghost field ® goes to zero at infinity, or in other words,

SFrom a technical point of view, the difference between four and eight dimensions amounts the fact
that one can construct an antiselfdual 2-form as a bilinear combination of two other in four dimensions,
by the use of
A

P, PP (A.104)

but not in eight, because this term is zero in this case.
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has vanishing vacuum expectation value. Since, as we can see from (A.101), the ® field
is related to the scalar fields of the supersymmetric Yang—Mills theory, it is interesting
to construct a topological theory whose scalar fields acquire a non-vanishing vacuum
expectation value [81]. This topological field theory can be obtained by considering the
equivariant extension of the construction of [11] with respect to the Lie algebra b of an
Abelian subgroup H C G acting on B*. For example, for G = SU(N) one can consider the
maximal Abelian subgroup H = U(1)N~!, which is the suitable choice for the Seiberg—
Witten model. Moreover, we also consider an equivariant extension with respect to a
compact Abelian group of isometries K of M. This corresponds to a kind of spontaneous
breaking of the symmetries of M down to K. In fact, as we will see in the following, the
resulting equivariant topological theory corresponds to the twisted version of the Super
Yang—Mills theory on a non-trivial gravitational background.

The equivariant formulation allows for the use of a powerful localization formula [82]
that reduce the integral over the equivariant forms on M x B* to a sum over the isolated
fixed points of the K x H symmetry’. The results on the ordinary cohomology may in
general be recovered by sending to zero the parameters associated to this symmetry with
a suitable prescription. In this sense, the equivariant extension can be thought as a very
useful regularization procedure for the topological invariants. The localization formula
has been extended for supermanifolds in [83] and exploited in the four dimensional case
to compute the integral on the instanton moduli space, recovering the non-perturbative
contribution to the low-energy Seiberg—Witten effective action [83, 49, 84].

In the following we will discuss the equivariant extension of our horizontality condi-
tions and obtain from them the scalar and vector topological symmetries along the same
lines of the previous sections. Then we will untwist our topological theory and show its

relationship with the supersymmetric theory on the Q-background introduced in [48].

Equivariant horizontality condition
Let us define the Weil complex corresponding to the equivariant cohomology
Hpyy (M x BY)

equivariant with respect to the action of K x H on B*. The action of K on B* can be
defined as follows. The action of K on M can be lifted to an action on the principal bundle

P by the use of a background connexion A. This action induces a pullback action on the

"Notice that the fixed points are isolated only in this case : considering the equivariance with respect

to only one of the two groups, K or H, is not enough to localize to isolated points.
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equivariant forms on P, which defines the action of K on B*. The relevant equivariant

differential s on the Weil complex is defined as usual on an equivariant form w(§) by

(sew) (&) = (s + I )w(§) (A.105)

where £* is the vector field of TP generating the action on B* associated to & = (Q,a) €
E®Db. & decomposes into the horizontal lift v" of the vector field v of TM generated by

the element (2 of £ and the fundamental vector a” associated to the element a of b,
F=0"a)eTHOTV (A.106)
The closure of the equivariant BRST operator (A.105) reads on a generic form
sg = L (A.107)
so that sg is a nilpotent operator on equivariant forms. This is locally expressed on M
5t = Ly + Sgango(ivA — a) (A.108)

The explicit representation of the operator (A.105) on antiselfdual gauge connections has
been discussed in detail in [84, 83, 85]. Since i¢+ commutes with sg,we have the following

nilpotent operator on the whole complex (not restricted to its invariant subcomplex)
(d+ s8¢ —iyhiqn)® =0 (A.109)
So we can define s; as usual by the use of an horizontality condition
(d+se— i) (A+e) + (A+e) ' =F+ U+ @ (A.110)

and its associated Bianchi identity. Moving the term i¢- A to the right hand side we obtain

the definition of the equivariant curvature [82]
(d+se)(A+c)+ (A+e) =F+ U+ (A111)

Notice that on the right hand side of (A.111) it appears the equivariant extension of the
scalar field ®p = Oy +iy(A— A) = & +a+i,(A— A), where u(€) = a+1i,(A— A) is the
moment of the vector field £* [82]. This deformation of the scalar field is precisely that
found in the explicit computations on the instanton moduli space in four dimensions [86].
The field ®y has a non-trivial vacuum expectation value in the Cartan subalgebra of the
group G, due to the presence of the term a [84, 83, 86]. Notice that the vector £* has

ghost number 2.
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The dual version of equation (A.110) is naturally defined with the use of another
Killing vector © on M and another element @ of b which define a vector £* = o" 4 a¥ on

P, all with ghost number —2, and reads
(d+ 0 — |K%ignya) (A+ |K[E) + (A4 |5]6)" = F + g(r)n + inx + [6?®  (A.112)

Exactly in the same way as in the previous sections, we can combine the horizonta-
lity conditions (A.110) and (A.112) into a single one which will define the equivariant
BRST operator as well as the corresponding vector symmetry. The extended horizontality

condition is

(d+ e+ 0 — ipnseeupe ) (A + ¢+ |6]E) + (A+ e+ |rle)’
=F+V+g(k)n+imx+ P+ |k[°P (A.113)

and its associated Bianchi relation

(d+ se+ 0 — ignieeypopee) (F+ U+ g(k)n + i x + @ + |[°D)
+[A+c+|kle, F+ ¥ + g(k)n +inx + @ + |s]*P] =0 (A.114)

By following the same procedure described in the previous sections for the ordinary
topological field theory, and redefining now

Se = S¢ + Ogauge(€) 0z = ¢ + Ogange(|K|C) (A.115)

we can extract from (A.113) and (A.114) the complete transformations of the fields

s A=W 0:A=g(R)n + ixX

5V =—ds® + i, F (55\Ifzz',§(T~|—F) + g(K)scn

5.P=1,U 0P =10,V + (k- v)n+ iyieX

5.0 =n+ iV 90 = (U K)N + igikX

SCT] = [q), i)] + gvé — g@@ + i@ivF 6577 = gn(i — Z.HZ.@F

SCX:T 55X = %(g(li)(dA(i) - Z@Zj’))_

scT =[P, x] + ZLox 61 =—2(g(k)(dan + [®, V] + L)) + Zix

(A.116)
We remark that in the four dimensional case the s, transformations on the fields in the

first column of (A.116) induce exactly the BRST transformations on the instanton moduli
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space that have been used for the localization in [49, 84, 83]. The transformations in the

Faddeev—Popov sector read

SEc:(I)+a—02+iU(A—/i) 5gc:i,$(A—fol)—|/<|b
sec=b—[c, 7 5EE=|I€|((I)+@—E2+i5(A—A)) (A.117)
seb=[P,¢c] — ZL,¢ — [c, D] Seb=|k|(Zc—n)

The algebra (A.116), (A.117) closes off-shell, provided that [v, 0] = £L,0 = 0, d(k-0) = 0.
Moreover, dg(v) and dg(v) must be selfduals in the eight dimensional case. Then, one

has, but on the Faddeev-Popov sector :

82 = Ogauge(® + i, A) + L, 0c° = Ogange(® + i A) + L
{507 56} = ‘CK + 6gauge(inA> (A118)

The s¢ and d; symmetries completely constrain the classical action also in the equivariant
case. The details of this computation are given in appendix B.3.1. The action of the

equivariant topological theory is s dg-exact

1
S = 835{3/ —2? (Allg)
M ||

F =Tr (%g(ﬁ)ACA<(A - A) (F+ F) — %(A — 21)3>+(g(,{)77 + ixX) A*\I/) (A.120)

and still displays an intriguing relationship with the Chern—Simons action functional. By

acting with de in (A.120) one gets
2 o
= sg/ Tr (X*(FJr ST) 4wk (dACD—z@F>
M n
+ *n<[<1>, I+ 20— L0+ ww)) (A.121)

and finally by acting with s

I :/ Tr (F*F - (qub —z'UF> X (dﬁ) —z};,F) ok dal — Uk dan

M

+T*(F+%T) —%X*<[<I>,X]+$UX> —n* ([‘D>77]+°%77>

~ U« ([@, U] + zﬁw) + ([cb, o+ 28— Ld+ zzF>2> (A.122)
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By comparing the equivariant topological action (A.122) to the topological action

(A.102) one get a simple rule to pass from one to the other. In the case discussed in

2

Sect.4 the s. and d; operators are nilpotent modulo gauge transformations, 1.e. s; =

58auee(P) and 62 = 6%uee(P). In the equivariant case, the nilpotency is also verified
modulo reparametrizations along the Killing vectors v and v, as one can see from the
first line of Eq. (A.118). To pass from the ordinary topological theory to the equivariant

one, we have to make the substitution
GEEe (D) — 65ME(D + 4, A) + L, SUEC (D) — §BE(D +ip A) + L (A123)
This amounts to the redefinitions
dA(I)Hqu)—Z'UF dA@HdA(i)—Z'@F
(@, D] — [®,D] + L,0 — L + iyi, F (A.124)
for the bosonic fields, and
[@,x] = [, x|+ Zx (0] = [®0]+ L
[®, U] — [®, V] + LV (A.125)
for the fermion fields. One can check that, by doing the substitutions (A.124) and (A.125)
in the topological action (A.102), one obtains the equivariant topological action (A.122).
Finally, we see that in the equivariant topological theory, the scalar field ®y has a
non-trivial expectation value. In the following subsection we will show that the equi-

variant action (A.122) can be related by twist to the Super Yang—Mills theory on the
-background introduced in [48].

Dimensional reduction and (2 background

The so-called 2-background can be introduced by considering a non-trivial dimensio-
nal reduction of the Super Yang-Mills theory on a torus. In this dimensional reduction,
the original theory is defined on a Riemannian fiber bundle £

M— FE

|
Tm-n (A.126)

such that the manifold M on which the dimensionally reduced theory lives is fibered on

the torus. Eventually, we can define the metric as follows :

G = Sapdy® @ dy” + G (dx“ + Ugdya) ® (dx” + Ugdyﬂ) (A.127)
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Here, the z# are local coordinates on M, y* are coordinates on 7™~ " and v, are vector
fields on M. It is natural to require that the metric G does not depend on the torus
coordinates ; in fact, any non-trivial dependence would forbid a consistent cancellation
of non-zero modes in the limit of zero radius.

In order to have a supersymmetric theory, one requires the existence of, at least, one
supersymmetry generator, and thus the existence of a covariantly constant spinor field
on the manifold. This implies that both manifolds M and E are Ricci flat [20] :

=0 MR, =0 (A.128)

These equations turn into constraints on the vector fields v,,

*Cvag;w =0
[Ua, 053] =0
d*dg(ve) =0 (A.129)

The first equation in (A.129) implies that v,’s are Killing vectors for the manifold M,
while the second imposes that they commute, i.e. £, vg = 0. The vectors v, can be
mapped upon the Killing vectors that we used in the construction of the equivariant
topological field theory in the previous subsection. The last equation in (A.129) imposes
further restrictions on the v,’s in order to preserve the supersymmetry. These conditions
are not present in the topological theory. In fact, as we will see in detail in the following,
they can be relaxed at the price of breaking the SO(n) rotation invariance of the super-
symmetric theory to the special holonomy subgroup required to define the topologically
twisted theory.

Let us now work out the case of the eight-dimensional super Yang—Mills theory.

Supersymmetric formulation in eight dimensions

The ten-dimensional vielbeins corresponding to the metric (A.127) are

a ; a o 0
A €u g€ = €a (A.130)
0 45 —vk 68

The dimensional reduction of the ten-dimensional Yang—Mills curvature reads

1 1 1
§an dx" \dx" = §FW dx" adx” + D,¢q dat ndy™ + 5[4150[, %] dyo‘/\dyﬂ
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We can write this curvature in locally flat coordinates by using the vielbeins (A.130)

1 1
§FAB el ef = §Fab e® el + (egDugzﬁ/g — UE@{jFMV) e’ dy”

1
+5 ([aﬁa, ¢5] — VA Dudp + v Duda + vhUg W) dy® \dy®  (A.131)

By plugging (A.131) into the action

/ d*x/g Tr (—EFABFAB - %(KFADA A)) (A.132)
M

one can read the bosonic part of the eight-dimensional action. Concerning the fermionic
part, we have to decompose the contraction of the covariant derivative e’} D,,. To simplify

the computation we observe that

e"D,, = %, (A.133)

m
A

since €'y is covariantly constant. The Lie derivative is independent of the Riemannian

connection and thanks to this property, one has :
¢iDn=(elDy, d0—2.) (A134)
The ten-dimensional gamma matrices are related to those in eight dimensions as follows :
=0y, 007,00 ®1 (A.135)

Using the above equations one obtains the action and its supersymmetries on a eight
dimensional pseudo-Riemannian manifold. By extending to eight dimensions the Wick
rotation on the fermions, which is defined in [22], one can Wick-rotate this theory to a

Riemannian manifold, as follows :

J]O N e—zOIO ,YS = Z,YO

AH — (6i0A87 Az)
A — e300 )\ AT Aezb7%70

¢ — e’y P2 — P2 (A.136)

v — ey Vg — Uy
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Eventually, one sets ¢ = 7, and one gets the Euclidean action

1 1 [y
Pa/gTr | =~ Fu, F" — = ( Dybo + voF,, ) D*®* + 02 F7" ) + = (ADA
/M Vo (4” 2(“ “>< )2(MD)
1 2
— 5 (161,02) = Zoy6s + Losr + vfv5F)
i [~ 1/—
+5 (Mg([qsl, = .,%1)\)> +5 <)\([¢2, A\ - .,%QA))) (A.137)
We recall that the spinor Lie derivative is defined by
1

LA =v"D, N+ §DNUV’}/“V)\ (A.138)

where y* = 1[y#,"].
The action (A.137) has the following supersymmetry :

0A, = —i(EvN)

01 = —(e90)) — (e \)

0o = —(EN) — i(efha)

OA =Fe— iVQ(l)Cbl +iu/F>€ - i(l)@ +iuzF>€

99 ([61, 6] = Lustr + Lot + iy, F )
(A.139)

In fact, the symmetry holds only if the covariantly constant spinor € is constant along the
flow of the v,’s. Thus Q% = i(dg(vo‘))ab must define a degenerated matrix 2. In eight
dimensions, a constant spinor only exists on a Joyce manifold, and its Lie derivative can

be written as

1
Loeq = éyzaﬂaﬁ (A.140)

which is zero if and only if  is selfdual. Thus the constant spinor remains invariant
under the isometries generated by v,’s only if the matrix €, is selfdual. Such vectors
verify the third equations in (A.129) d*dg(v,)=0. The explicit form of the action (A.137)
for M = R® is displayed in Appendix C.

The twisted theory for )2 backgrounds

The modifications of the supersymmetric theory are formally quite mild when one

introduces the  backgrounds. They are completely determined at the purely bosonic
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level. Thus, all twist operations must remain identical, and one can define the twisted
scalar and vector operators () and @), from Eq.(A.139). To compute the twisted version
of the action (A.137), we define :

V=101 — Uy U= (Ul + Ug) (A.141)

DN | —

We obtain :
1 i
= / Tr <—§F*F— <dA<I> —z‘UF> X (dACID—i@F> Ay xdaW — Wk dan
M

— 2 * ([‘1% x] + ch) - %77* ([CP, nl + «%77)

- 1 _ _ 2
. ([@, U] + ,z-,\lf) +5 ([@, O+ 25— Ld+ ZZF) 2T % T) (A.142)
One can verify that this action is ) exact, up to a topological term and can be written

as follows :

I:—%/MTr(CAFAF)
+Q/ Tr (—2X*(F—T)+\If*<dA<I>—i5F)
M

+ % X n([(I), I+ 20— L0+ l};iUF>> (A.143)
We thus recover by twisting the action of the equivariant topological theory (A.122)%, and
discover that the scalar and vector topological symmetries defined from the equivariant
horizontality conditions correspond to the twisted supersymmetries of the Super Yang—
Mills theory on the (2-background. Notice that the action in the twisted formulation
(A.142) is BRST-exact, and so BRST closed, for all commuting vector fields v,, so that
the matrices 25, are no longer required to be selfdual in order to have a BRST-closed
action. This can be understood as follows : if we consider the twisted theory for a generic

-background (i.e. 2%, generic matrices) and we untwist it, we get a term

1. anis 1 1@ & N4
% 05 Aﬁ—§Ad@ s TN (A.144)

8This hold true, up to a rescaling in (A.121) which leaves the BRST operator invariant. That is of a

factor —2 for y and T, a factor % for ®, 1 and o, and a global factor 2 on the action. We must also add
the substitution T'— T + F~.
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where the plus and the minus stand for the selfdual and antiselfdual projections with
respect to the Cayley four form C. The term (A.144) breaks the rotation invariance from
SO(8) to Spin(7), effectively twisting the theory.

A.1.8 Conclusion

On manifolds of reducible tangent bundle, the existence of a covariantly constant
vector field allows one to extend the horizontality condition. This extension define two
nilpotent topological operators, the usual scalar one, and the vector topological opera-
tor. These two operators define a closed off-shell algebra, in a globally well-defined way:.
In order to make contact with known results, we observe that the dimensional reduc-
tion on a circle with tangent vector x of this horizontality condition is nothing but the
BRST-antiBRST horizontality condition, which also defines two topological charges of
a resulting balanced topological theory, as it was defined in [47]. The consistency of the
algebra needs the existence of the concept of selfduality or antiselfduality. In eight dimen-
sions, this implies that the manifold is of a Joyce type. The use of the vector symmetry
permits one to raise the indetermination of the topological gauge function, and eventually
of a topological BRSTQFT action that determines by twist supersymmetry.

The invariance of the action under the vector symmetry is in fact equivalent to the
conservation of its Noether current, which turns out to be a BRST-antecedent of the
energy momentum tensor. A more conventional construction would be the definition of a
BRSTQFT from the last condition, but it would obscure the geometrical interpretation.

This algebraic construction of topological theory extends to the case of ) background.
The extended differential is understood as the equivariant differential with respect to the
action of an isometry group of the physical space, and the observables of the theory are
in the equivariant cohomology of this differential.

Beyond the mathematical interpretation of the fields occurring in BRSTQFT, it is
striking that the extended horizontality condition also provides a geometrical construction
of a subalgebra of (possibly maximal) supersymmetry which can be closed off-shell and
completely determines the action. Thus, it determines the whole supersymmetric algebra
in the flat space limit, and the question of having no finite set of auxiliary field for the
superPoincaré algebra becomes irrelevant. These results are compatible with dimensional
reduction, and apply therefore to different cases of supersymmetry, in other dimensions.

A most interesting application of this construction is for four-dimensional N/ = 4
super-Yang—Mills, which will be published separately. The existence of an off-shell closed

sector of supersymmetry permits to greatly improve algebraic study of renormalization.
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This is a progress, since, until now, one had to use symmetries which close only mo-
dulo equations of motion. The nilpotent form of the algebra is also useful for algebraic

renormalization and show that the gauge-fixing is compatible with supersymmetry.
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A.2 Supersymétrie maximale en 4 dimensions

L. Baulieu et G. Bossard,
« New results on N = 4 super-Yang—Mills theory »

Phys. Lett. B 632, 131 (2006) hep-th/0507003.

On déduit des résultats de la premiere publication, trois courbures étendues pour la
théorie de type cohomologique en sept dimensions, dont deux permettent de déterminer
la représentation de I’ensemble des charges de supersymétrie de la théorie. La théorie est
équilibrée. Les générateurs tordus sont ainsi dans des doublets du groupe de symétrie
interne SL(2,R). Ils sont constitués d'un doublet de charges scalaires s* et d’un doublet
de charges vectorielles §*. On définit ici un automorphisme vectoriel ! qui mélange
les charges scalaires avec les charges vectorielles. Le générateur de cet automorphisme ~y

constitue un antécédent des charges vectorielles par rapports aux charges scalaires.
0 = [s%,7] (A.145)

L’action de la théorie peut s’écrire aussi bien comme un terme s“s,-exact que comme
un terme s“d,-exact, modulo la seconde classe de Chern. La représentation fonctionnelle
des charges de supersymétrie n’est cependant en involution que si I’on brise la covariance
SL(2,R) au sous groupe SO(2) et qu’on ne considere qu’'une des charges vectorielles. Les
neufs charges restantes correspondent a la réduction dimensionnelle de la charge scalaire
et de la charge vectorielle en huit dimensions.

On reproduit ensuite I’ensemble de ces résultats pour la théorie de Yang—Mills maxi-
malement supersymétrique quadridimensionnelle dans sa formulation tordue a la Vafa—
Witten. Celle-ci peut étre obtenue par réduction dimensionnelle a partir de la théorie en
sept dimensions, en identifiant le groupe de symétrie interne SU(2) (SO(3) des modes
zéro des vecteurs définis sur le 3-tore) avec le sous groupe SU (2) anti-autodual de Spin(4),
de telle sorte que le sous groupe préservé de Spin(4) x SU(2) est inclus dans Gs. On ne
considere pas les charges tensorielles, qui apparaissent par réduction dimensionnelle des
charges vectorielles en sept dimensions et se représentent dans 1’adjointe du SU(2) diago-
nal. La propriété remarquable est que la sous algebre de supersymétrie composée de deux

charges scalaires et d’une charge vectorielle qui admet une représentation fonctionnelle
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locale sur les champs, détermine a elle seule ’action renormalisable invariante par rap-
port au groupe des rotations tordues. On obtient ainsi que six charges de supersymétrie
impliquent a elles seules I'invariance par rapport aux seize charges de la supersymétrie

maximale.
Il s’avere que cette propriété est propre de la formulation tordue de Vafa—Witten, et

ne se retrouve pas dans les deux autres formulations tordues de la théorie.
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New results on N = 4 super-Yang—Mills theory

abstract

The N = 4 SuperYang—Mills theory is covariantly determined by two
scalar and one vector BRST topological symmetry operators. This de-
termines an off-shell closed sector of NV = 4 SuperYang—Mills, with 6 ge-
nerators, which is big enough to fully determine the theory, in a Lorentz
covariant way. This reduced algebra derives from horizontality condi-
tions in four dimensions. The horizontality conditions only depend on
the geometry of the Yang—Mills fields. They also descend from a genuine
horizontality condition in eight dimensions. When the four dimensional
manifold is hyperKé&hler, one can perform a twist operation that defines
the N = 4 supersymmetry and a SL(2,H) interne symmetry (the “Eu-
clidean version” of the SU(4) R-symmetry in Minkowski space). These
results extend in a covariant way the light-cone property that the NV = 4
super Yang—Mills theory is actually determined by only 8 independent
generators, instead of the 16 generators that occur in the physical re-
presentation of the super Poincaré algebra. The topological construction
disentangles the off-shell closed sector of the (twisted) maximally super-
symmetric theory from the sector that closes only modulo equations of
motion. It allows one to escape the question of auxiliary fields in N’ = 4

SuperYang—Mills theory.

A.2.1 Introduction

Recently, we have constructed the genuine N' = 2 supersymmetric algebra in four and
eight dimensions in their twisted form, directly from extended horizontality conditions
[A.1]. The new features were the geometrical construction of both scalar and vector topo-
logical BRST symmetries. A remarkable property is that the supersymmetry Yang—Mills
algebra, both with 8 and 16 generators, contain an off-shell closed sector, with 5 and 9
generators, respectively, which is big enough to completely determine the theory. The key
of the geometrical construction is the understanding that one must determine the scalar
topological BRST symmetry in a way that is explicitly consistent with reparametrization
symmetry. This yields the vector topological BRST symmetry in a purely geometrical

way.
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Here we will extend the result to the case of the maximally supersymmetric N' = 4
algebra in four dimensions, with its 16 supersymmetric spinorial generators and SL(2, H)
internal symmetry®. The most determining phenomenon occurs when one computes the
dimensional reduction from eight to seven dimensions, which provides an SL(2,R) sym-
metry. This explains the organization of the paper and the eventual obtaining of four-
dimensional horizontality conditions, which determine the N’ = 4 algebra in a twisted
form. We will also discuss the possible other twists of the supersymmetric theory.

As for the physical application of our construction, having obtained an off-shell closed
algebra allows one to escape the question of auxiliary fields in N/ = 4 SuperYang—Mills
theory. In a separate publication, using this algebra and its consequences, we will give an
improved demonstration of the renormalization and finiteness of the N' = 4 super-Yang—
Mills theory [68, 69].

A.2.2 From the D =8 to the D =7 Yang—Mills theory

Determination of both topological scalar symmetries in seven dimensions

The D = 8 topological Yang-Mills theory relies on the following horizontality equa-
tion, completed with its Bianchi identity [A.1] :

(d+s+0—ip)(A+c+ |K]e)+ (A +c+ |K]e)” = F+U+g(r)n+io+®+|x[> (A.146)
One has the closure relations :
s =6=0 {s,0} =L, (A.147)

We refer to [A.1] for a detailed explanation of these formula and the twisted fields
that they involve. ¥ is a 1-form topological ghost and y is an antiselfdual 2-form in eight
dimensions, with 7 independent components. Selfduality exists in eight dimensions when
the manifold has a holonomy group included in Spin(7). The octonionic invariant 4-form
of such a manifold allows one to define selfduality, by the decomposition of a 2-form as
28 = 7 @ 21. k is a covariantly constant vector, which exists if the holonomy group is
included in Gy C Spin(7). ® and ® are respectively a topological scalar ghost of ghost

and an antighost for antighost. ¢ and ¢ can be interpreted as the Faddeev—Popov ghost

9The internal symmetry group SU(4) of N’ = 4 super-Yang-Mills, defined on a Minkowski space,
must be replaced on a Euclidean one by SL(2,H) ~ SO(5,1). This is implied by the fact that N’ =4
super-Yang—Mills is the dimensional reduction of the ten-dimensional N' = 1 super-Yang-Mills theory,

which is only defined on Minkowski space.
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and antighost of the eight-dimensional Yang—Mills field A. s and ¢ are the scalar and
vector topological BRST operators. In flat space, one can write § + |x|08*"¢°(¢) = k*Q),,,
and we understand that @ = s + 08*"¢°(¢) and @), count for 9 independent generators,
giving an off-shell closed sector of N' = 2, D = 8 twisted supersymmetry, which fully
determines the theory [A.1].

To determine the topological symmetry in seven dimensions, we start from a manifold
in eight dimensions that is reducible, Mg = N; x St, where N is a Gy-manifold. We can
chose k as a tangent vector to S!. Thus, the 8-dimensional vector symmetry along the
circle reduces to a scalar one in seven dimensions, s, and the reduction of the antiself-
dual 2-form y gives a seven-dimensional 1-form W. So, the dimensional reduction of the
horizontality condition (A.189) is

(d+s+8)(Atctd)+(Atete)’=F+V+T+d+L+0 (A.148)

Indeed, with our choice of k, L = i,A = Ag in eight dimensions. Eq. (A.148) can be
given a different interpretation than Eq. (A.189). It contains no vector symmetry and
looks like a standard 7-dimensional BRST-antiBRST equation. The transformation of
L, the origin of which is Ag, is now given by the Bianchi identity of Eq. (A.148). In
fact, after dimensional reduction, L is understood as a curvature. Using the convenient
pyramidal diagrammatic description of ghost-antighost structures, we can rewrite the

field description, as follows :

A, L A

U, 5 U U I
— (A.149)

U] n n
As compared to the asymmetrical diagram on the left hand-side, the one on the
right hand-side exhibits an SL(2,R) symmetry, which counts the ghost antighost num-
bers. Indeed, each line of this diagram corresponds to an irreducible representation of
SL(2,R), namely a completely symmetrical SL(2,R)-spinorial tensor with components
#9¢~9, where g and G — g are respectively the (positive) ghost and antighost num-
bers of ¢, and 29 — G is the effective ghost number of ¢. This SL(2,R) symmetry

actually applies to the covariant ghost-antighost spectrum of a p-form gauge field ¢,,

T 9,G—g
¢p = EogGgp ZogggG ¢p7G :
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In fact, the fields (¥, ¥) and (1, 7)) can be identified as SL(2, R) doublets, ¥* and 7,
a = 1,2, and the three scalar fields (®, L, ®) as a SL(2,R) triplet, ®*, i = 1,2,3. The
index « and ¢ are respectively raised and lowered by the volume form e,5 of SL(2,R)
and the Minkowski metric n;; of signature (2,1). Both BRST and antiBRST operators
can be assembled into a SL(2,R) doublet s* = (s, 3).

The horizontality condition (A.148) can be solved, with the introduction of three
0-form Lagrange multipliers, n,7,b and a 1-form T

sA=V —d,c EA:\I/—dAE

sU = —ds® — [c, U] §U=-T—dsL - [¢, 7]

sP = —[c, D] 5P =—n—[¢, D]

s®=n—[c, D] 50 = —[¢, D]

sn =[P, ®] —[c, 7] sn=—[®, L] - [c,n]

sL=1—lc, L] sL=-n-1c L]

si=[®, L] — [c, 7] 57=[®, ®] — [¢,7] (A.150)
sU=T — [c, ] sU=—d,d — [¢, U]

sT=[®, 0] — [c,T] §T =—dn+ [L, V] — [®,0] — [¢,T]
sc=® — 2 sc=L—b

sc=b—[c,¢ sc=d &

sb=1[®,¢] — [c, sb=n+lc L]

These equations are not SL(2,R) covariant because of our simplest choice of the
transformation of antighosts transformations, like s¢ = b— [¢, ¢|. By suitable redefinitions
of auxiliary fields, one can get, however, a manifestly SL(2,R) covariant formulation of

the symmetry, as follows :

§@A = U — dyc”
s*Ug = 05T — 0’5" da®; — [c*, Ug]

s*ng = —20" 3" [®;, ®;] — [, g
1 )
1 ST = —dan® 4+ o' P (D, Wg| — [¢*, T
Saq)i = 501‘01/6775 — [Ca, CI)Z-] 2 " [ 5] [ ]
. 1
SaClg = —(5gb—|— O'Zﬂ CI)Z — 5[0a70ﬂ]
1 1

) 1 1
b= =i+ 50"y, ) + [, [, ] — 5[, (A151)

The Cartan algebra (that we will denote by the subindex (¢)) is obtained by adding gauge
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transformations with parameters ¢ and ¢, from s and s, respectively. It reads :

SO A =00

. 5% mg = =20 5" [®;, D,
SO Wy = 05T — 05" ds; 18 o (20 @)

1 - (A.152)
o« L ap ST = 5dan” + 0" [©;, W]

S0P = 5% s

The equivariant (Cartan) algebra is the one that will match by twist with the relevant part

of the twisted supersymmetry algebra. Its closure is only modulo gauge transformations,

with parameters that are ghosts of ghosts.

Determination of the equivariant part of both topological vector symmetries
in seven dimensions

We have produced by dimensional reduction a new scalar (antiBRST) topological
symmetry operator. However, we have apparently lost the rest of the vector symmetry
in eight dimensions, since we have chosen x along the circle of dimensional reduction.
The freedom of choosing this circle generates an automorphism of the seven dimensional
symmetry. It allows one to obtain two vector topological symmetries, in seven dimensions,
in a SL(2,R) symmetric way.

In the genuine theory in eight dimensions, the definition of a chosen Spin(7) structure
is actually arbitrary. The different choices of a Spin(7) structure on the eight dimensio-
nal Riemann manifold can be parametrized by the transformations of SO(8) \ Spin(7).
However, such transformations cannot be represented on eight dimensional fields such
as the antiselfdual 2-form y,,. They are generated by antiselfdual 2-form infinitesimal
parameters, which can be parametrized by seven-dimensional vectors, after dimensional
reduction to 7 dimensions. One can thus define the following (commuting) 7-dimensional
derivation 7y, which depends on a covariantly constant seven-dimensional vector ", (the

indices i, v... are seven dimensional), and acts as follows on the 7-dimensional fermion

fields :

Y5 =—run® — Cu "y
Yn® =KUY (A.153)

The action of 7y is zero on the bosonic field of the equivariant BRST algebra, but on the
Lagrange multiplier field T". (We will shortly define yT', by consistency). C,,., is the seven

dimensional (G5 invariant octonionic 3-form and its dual is the 4-form C* We will use

wop*
the notation i, x C*w; = —C,,, k" w,dx*. The derivation y expresses the arbitrariness in
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the choice of an eighth component, in order to perform the dimensional reduction. To each
constant vector on IV, one can assign an U(1) group, which is subset of SO(8) \ Spin(7).

Since {52, 50} = 076 gauge(P;), one can verify on all fields :
{etys‘(ﬁ)e_t“’, etysﬁ)e_”} = {5, sﬁ)} (A.154)

One defines the vector operator :

& =[50 Y] (A.155)

Since [[s),7],Y] = —s{,,, one has :

ty o _—ty __ a : «
eVsg e = cost s(, —sint o, (A.156)

To ensure the validity of this formula on T, one defines the transformation of the auxiliary
field T" as follows :
YT = —i F — 21, x C*T (A.157)

Computing the commutators of s{;, and y, one gets the action of of, :

52, A= g(R)f + i, < C0°

60,V =05i,(F +*C*T) + 0" 3" 1, % C*da®; — 2g(k)0" 5" [®;, D]

o ]' ap
5(5)(1)1' = —§O'i ﬁlﬁqu (A158)
58 ns=—065i.T + 0’5" L9

1 . a . * [ (e} il * a
5(0;)T:§dAz,§\I/ — i % C*dan™ + g(k)o ﬁ[d)i,nﬁ]—a B x C [D;, V] — LW

d(;, is a pair of two vector symmetries in seven dimensions, which transform as an

SL(2,R)-doublet. This completes the scalar doublet s{,.

Then, one can verify that the anticommutation relations for the vector operator §¢

(c)
are :

{52,000} = (Lo + Ggauge(inA)) {02,600, = 20" P8 g0 () (A.159)

(e’
(c)?

In the next section, we will re-derive these transformation laws, from horizontality

Reciprocally, these closure relations uniquely determine 4¢, , from the knowledge of s{;,.

equations. Moreover, we will extend them as nilpotent transformations, by including

gauge transformations.

«

(@
from Eq. (A.189) in 8 dimensions (with the notational change ¢ — ), and computing

It is instructive to check the expression we have just obtained for %, by starting
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the dimensional reduction with a vector s along N, instead of along the circle. This gives :

6P = —[|r|y, ®]

on = Z.® — [kl 1)

0L =i,V — [|k|v, L]

67 = i (T + daL) — [|K|y, 7]
oW =i, x C*ds® — g(k)[®, L] — [|5|y, V]

0T = L.V +ix x C*(dan + [®]) + g(k)[L, 1] — g(k)[®, 7] — [|5], 4.160)

A = g(k)n + i, x C*V — |k|day
§U = i (F — xC*T) + g(n)[, 8] — I}, 7]
00 =i, U — [|k|y, D]

One can then verify :
5,v] =6 (A.161)

with the modified definition that

YI' =i F — 20, xC*T — i, xC*dsL
_ 1
ye=—lsly  yr= T (A.162)
The difference between this expression of § + |x|08*"#¢() and that of a component of the

SL(2,R) covariant vector symmetry operators J¢, is just a field redefinition.

The complete Faddeev—Popov ghost dependent vector and scalar topological

symmetries in seven dimensions

We now directly construct the scalar and vector BRST topological operators s* and

el
()"

ghosts, ¢, ¢, 7,7, which are associated to the equivariant BRST operators s.), 5, 0, Sers

0%, the equivariant analogs of which are s, and 4. One needs scalar Faddeev—Popov

respectively.
The relations (A.159) suggests the following horizontality condition, with (d+ s+ s+
§+0)?2=0:

(d+s+5+0+8)(A+ctet|wly+ k) + (A+c+e+ sy +|x7)°
=F+U+U+gr)(n+0) +ixxC (T +T)+(1+[k[*)(P+L+P) (A.163)

It is SL(2,R) and 7y invariant. By construction, this equation has the following indeter-

mination :

{5,6}+1{5,0} =0 (A.164)
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This degeneracy is raised, owing to the introduction of the constant vector s, with,
{5,0} =L, {56}=—L. (A.165)
This relation is fulfilled by completing Eq. (A.163) by the following ones :

(d+s+0—i)(A+c+rly) + (A+c+|ahy)?

=F+ U+ g(k)n+i,x C*(¥) + (O + |x|*PJA.166)
(d+5+08+ix)(A+ e+ |67) + (A+ e+ |x]7)?

=F+ U+ g(k)]+ i x C*(V) + (© + |x|*PJA.167)

The SL(2,R) and v invariant Eqs. (A.163),(A.166),(A.167) are consistent, but not inde-
pendent. Only one of Egs. (A.166) or (A.167) is needed to complete Eq. (A.163). One
introduces the b field as usual in order to solve equations of the type sc+sc+... = 0. One
can verify that, by expansion in ghost number, the horizontality conditions reproduce
the transformations (A.150) and (A.160).

We note that the number of symmetries carried by the generators s

(©)
14+1+4+7+7=16. They yield, by untwisting in flat space, the complete set of Poincaré

and 5(02) is

supersymmetry generators (we donnot reproduce here this lengthy computation). We
can understand the seven generators determined by ¢ as the dimensional reduction of
the twisted antiselfdual generator of N' = 2, D = 8 supersymmetry, and 5§ and 0 as
the dimensional reduction of the twisted vector supersymmetry in 8 dimensions. Only a
maximum of 9=141+7 generators, among the 16 ones that are determined by s, 3, 8, 6,
build an off-shell closed algebra, since both operators 4, depend on a single vector . In
fact, the commutation relations of the vector operators @, and @,, where &, = £*Q,
and 5_(C) = /{“Qw yield non closure terms for their antisymmetric part in p,v. One can
choose @, @, @, as such a maximal subalgebra.

Dimensional reduction therefore transforms the Ny = 1 eight-dimensional theory
into a Ny = 2 theory, with an SL(2,R) internal symmetry, and a Gy C Spin(7) Lo-
rentz symmetry. As a matter of fact, this algebra gives the SL(2,R) invariant twisted

supersymmetry transformations [88] in the limit of flat manifold.

Seven-dimensional invariant action

The most general gauge invariant topological gauge function ¥, which yields a ¢

invariant action S = s¥ — 3 [, C\Tr F\F, is :

¥ = 2/ Tr (C*A\IJAF + Uk (daL +T) + U ds® + +n[®, B] + 7j[®, L]> (A.168)
M
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This function turns out to be 3-exact and thus § invariant. Moreover, S is ¢ invariant.
By using the SL(2,R) covariant form of the algebra, we can compute the gauge function
¥ in a manifestly invariant way, as a component of a doublet ¥,. One has ¢?*%§,¥; = 0
and ¥, = 0,9. S = s*¥, — %fM C\Tr F,F, and, with our conventions, ¥ o« W¥;. The
automorphism generated by y leaves invariant neither the gauge function, nor the action,
since its action breaks the structure Spin(7) of the 8-dimensional theory. These properties

will remain analogous in 4 dimensions, and we will give more details in this case.

A.2.3 Reduction to four dimensions and N = 4 theory

The process of dimensional reduction can be further done, from 7 dimensions. The
ghost antighost symmetry that has appeared when going down from 8 to 7 dimensions
will continue to hold true, and therefore, one remains in the framework of an Ny = 2
theory, with SL(2,R) invariance.

One is concerned by going down from seven to four dimensions. The SO(7)-symmetry
is decomposed into SO(4) x SO(3) ~ SU(2) x SU(2) x SU(2), and insides this decom-
position, the Ga-symmetry is decomposed into SU(2) x diag(SU(2) x SU(2)). So, the
(twisted) 4-dimensional theory has a Spin(4) Lorentz symmetry, with an SL(2, R) inter-
nal symmetry.

It is useful to use a hyperKahler structure to simplify the form of the equations. For
instance, given the 3 constant hyperKahler 2-forms Jiy,
be written as h,, = hp]lfy, where hy is a SU(2) triplet made of scalars. Capital indices
as I are devoted to the adjoint representation of the chiral SU(2) factor of the the

Lorentz symmetry, (which leaves invariant self-dual 2-forms), the scalars h! correspond

an antiselfdual 2-form h,, can

to Ay, Ag, As, etc.... This allows simplified expressions for scalars, such as, for instance,
ersxh'h/hE instead of h,”h,?hs". Moreover, one is interested in obtaining by twist
the N' = 4 super-Yang-Mills theory. This is a justification of the restricted choice of
a hyperKahler manifold, since two constant spinors are needed to perform the twist
operation and eventually to map the topological ghosts on spinors. In the untwisted
theory, the bosonic fields A’ is in the representation of the SU(2) C SL(2, H) R-symmetry.

Equivariant scalar and vector algebra in four dimensions

By dimensional reduction of the seven-dimensional equations of section 2, one can
compute the Cartan SL(2,R) doublet of scalar topological BRST operators for the to-
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pological symmetry in four dimensions :

Sey A= U
s Wg = 65T — 05" da®; 5@ bl = xal

50, ®; = %aiaﬁng st X =05H" +0'5"[®;, h'] (A.169)
Sils = —2075°(0;, @) Sy HT = 1% ) + 0", 1]

« 1 « [Xe’
Sl =5dan” +o o[, W]

One has the closure relation s;{f; s(ﬁc])’ =o' O‘ﬁ(Sgauge(fbi). The Cartan vector algebra is :

0t A=g(r)n™ + g(Jre)x™!

60 Ws =05 (inF — g(Jir)H") + 0'5%g(J1r)[®4, h'] — 20" 3" g(k)[®;, D}

(S(C)q)i = —50'1' ﬁZH\pg

¢ ms=—05i.T + 0’5" Ln®;

« 1 . « « [xeY [XeY «

o, T = EdA@H\If — g(Jm)([n W+ 0P D, Xé]) + g(k)o P[®,, ngl — L.V
5g)hl - —’L.JIH\I/OC
Cxp=05(Leh" + i1, T) + 0" 5" L1, @

1 .
50 H' = 5[@,.@\1/@, )+ Loan™ + 0 P [dy, 051, Vs] — Lox™! (A.170)

One has, 6({?553; = [K]|20" P Ggange(P;), and 6, anticommute with s? , as follows!” :

{52, 00} = £°% (L + Bgauge(inA)) (A.171)
The four dimensional vector operators are s*exact, as in seven dimensions, 5& = [s(ac), 7],
where the non zero component of y are
YWo = —g(K)1a — 9(J1r) X,
Yo = 1x Vo
’YXQ = Z.JI/{\IIQ

T = —i F +2g(J;k)H'

v 9(J1r) (A.172)
YyH' = -2 —2i,:,.T

As in seven dimensions, one has a U(1) automorphism of the algebra, which is not a
symmetry of the theory, with e”s® e~ = cost s —sint §2 and €02 e~ = cost 67 +
sint sg,).

10Note that, the existence of a covariantly constant vector field on a hyperKéhler manifold M implies
that M is flat. This explains the possible use of a complete quaternionic base of the tangent space TM :

K, J1k for the description of the vector symmetry.
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Invariant action

There are two gauge functions which fit in a fundamental multiplet of SL(2,R), and
satisfy :
%5 a¥s =0 (A.173)

The action is defined as :

1 6
5= /M Tr FOoF + s W, (A174)

Eq. (A.173) completely constrains the gauge function (up to a global scale factor), as

follows :
Yy, = / Tr (*XQHI XL T % F = Uy« T+ J % U pdahs — o' Ug % da®;
M
iy . 1
— 2% O'Z]aﬁnﬁ[@i, CI)J] — *O’Zaﬁxlé[@i, h]] —+ 5 * 5[JKX£ [hJ, hK]) (A175)

The action (A.174) is 0% and s* invariant. Indeed, one can check that it verifies :

1 N 1 X
S = —é/MTr F\F+ S(C)S@)aﬁ = —§/MTr F.F+ 5(6)5@&{4 (A.176)

with
a I 1 1 I1J1 K 1 [ 1 a
F= [ T (whiH b F o Genich! W RS = S0 W D ) (ALTT)
M

g — /MTr ( —%g(n)A((A — AF+F) = 1A= 2P

1 A
e L s b (L B0, )) (A178)

These facts remind us that we are in the context of a Ny = 2 theory. The critical

points of the Morse function .% in the field space are given by the equations
1
Jx F + 3 xeljk[h?,R%] =0
daxhrJ' =0 (A.179)

Egs. (A.179) are the dimensional reduction of selfduality equations in 7 dimensions.

[53, 15, 89] display analogous equations, corresponding to the dimensional reduction of
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the selfduality equation in 8 dimensions. [87] indicates that the moduli problems defined
by both equations are equivalent!!.

Expanding the action S, and integrating out 7" and H’, reproduces the N’ = 4 action
in its twisted form [53, 15]'?

1 1 .
S ~ / Tr <—§F *x F + ZdAh] xdah? 4+ 2d 4P x da®; — 2x T x da¥y + 20 % danq
M

+2 *na[hb Xi] + JI * “I}a[hlv \Ija] + *glJKXaI[hJ7X§]
— 250" X0 1[®i, XG] = 2% 0" e[ @, ng] — 207, x [@;, U]
1

-3 [hr, hy][h!, R — 2% [®F) hy][®;, hY] — 4 % [®7, &7][@;, cbj]) (A.180)

In fact, it is not necessary to ask SL(2,R)-invariance from the beginning. Rather,
looking for a §, s and § invariant action, with ghost number zero, determines a unique
action, Eq. (A.174). This action has the additional SL(2,R) and & invariances. Thus the
N = 4 supersymmetric action is determined by the invariance under the action of only 6
generators s, §, 9, with a much smaller internal symmetry than the SL(2, H) R-symmetry,

namely the ghost number symmetry.

Horizontality condition in four dimensions

The algebra is not contained in a single horizontality condition, as in the seven-
dimensional case. In fact, one has splite conditions for the Yang—Mills field, and for the
scalar fields h!. (This gives the possibility of building matter multiplets, by relaxing the

condition that h! is in the adjoint representation of the gauge group). They are :
(d+s+5+0+08)(A+c+e+|rly+[67) + (A+c+e+ sy + |x[7)°
=F+ U+ +gk)n+n)+9(Jm) (X +xX) + 1+ 6 (@+ L+ @)

(da+ S+ 8c+ 0, 4+ 05)h" = dah’ + X' — X' + i, (V- 0) (A.181)

(d+s+06—i)(A+c+|aly) + (A+c+|ay)° = F+ 0+ g(r)n+ g(Jir)x" + @ + |5]*®

(da+ S + 6, —ig)h! = dab’ + X" + iy, ¥ (A.182)

HTn fact, to solve the complete moduli problem [87], one must add the following equations for the
curvatures : da®; = 0, [®;, 1] =0, [®;, ;] = 0.

12 As a matter of fact, if the manifold on which the theory is defined is not hyperKihler, the J! can not
be considered as constant. In this case the scalar fields A’ acquires a “mass” term linear in the selfdual

part of the Riemann tensor.
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These equations and their Bianchi identities fix the action of s, 5, § and §, by expansion
in ghost number, up to the introduction of auxiliary fields that are needed for solving the
indeterminacies of the form “s antighost + § ghost” . These indeterminacies introduce
auxiliary fields in the equivariant part of the algebra, T'and H’, as well as in the Faddeev—
Popov sector. The latter does not affect the equivariant, that is, gauge invariant, sector.
To be more precise about the number of auxiliary fields, all the actions given by a
symmetrized product of operators on the four Faddeev—Popov ghosts are determined by
the closure relations of the algebra. There is one indeterminacy for each antisymmetrized
product of operators. To close the algebra in the Faddeev—Popov sector, 11 =6 +4 + 1
Lagrange multiplier fields must be introduced, with the standard technique. We do not
give here the complete algebra for these fields, which we postpone for a further paper,
devoted to a new demonstration of the finiteness of the N'= 4, D = 4 theory.

We can gauge-fix the action in a s and s invariant way and/or in a s and § invariant
way. In the former case, one uses an ss-exact term which gauge-fixes the connection A..
This ss-exact term eliminates all fields of the Faddeev—Popov sector, but ¢, ¢, and b = sc.

In the former case, one uses an sd-exact term. In this case, ¢ is replaced by 7.

A.2.4 Different twists of N' = 4 super-Yang—Mills

As noted in [15, 14] there are three non equivalent twists of N' = 4 super-Yang—
Mills, corresponding to the different possible choices of an SU(2) in the R-symmetry
group SL(2,H). When one defines the symmetry by horizontality conditions, these 3
different possibilities correspond to different representations of the matter fields. These
matter fields are respectively organized in an SL(2, R)-Majorana—Weyl spinor, a vector
field and a quaternion. The latter is the one studied in the previous section ', and, as
a matter of fact, the most studied in the literature [87, 7, 89, 92]. It is the only case
that can be understood as a dimensional reduction of the eight-dimensional topological
theory. We will shortly see that the two other cases have scalar and vector symmetries

that are not big enough for a determination of the action.

Spinor representation

The first twist gives an N7 = 1 theory. It is obtained by breaking Spin(4) ® SL(2, H)
into Spin(4)®@SU(2)®@SL(2,R)®U(1), and then taking the diagonal of the chiral SU(2)
of Spin(4) with the SU(2) of the previous decomposition of SL(2, H). The bosonic matter

13The field L is the real part of the quaternion and the fields 2! the imaginary one.



196 ANNEXE A. PUBLICATIONS

field h* is then a chiral SL(2, R)-Majorana—Weyl spinor. The ghost A} and antighost A*
of the matter field are respectively chiral and antichiral SL(2, R)-Majorana—Weyl spinors.

The horizontality condition reads :

Introducing the auxiliary antichiral SL(2, R)-Majorana—Weyl spinors D®, one gets :

Sh® = A2 Sh® = fA°

SAS = [@, 7] A% = gD + Lihe

AL = D® A2 = £[®, h*]

D" = [@,A?] 0 D™ = f[n, h°] + £[@, AF] + L2 (A.184)

With this definition of the twist, there is no other scalar or vector charge, which leaves us
with a M7 = 1 theory. The action is not completely determined by these two symmetries.

Vector representation

One breaks SL(2, H) into Spin(4)®SO(1,1) and then takes the diagonal of Spin(4)®
Spin(4) [91]. The matter horizontality condition involves a vector field V# = h*, its vector

ghost ¥ and antighosts scalar 7 and selfdual 2-form ¥,
(da + S + 0y — ix)V = daV + U + g(k)7] +ixX (A.185)

This give the following transformations of the fields

SV =T OV = g(K)N] + ixX

sV = [®,V] SV = g(k)h +iH + L.V

S =h Oy = —[®,1,V]

Swh = [®,7] doh = [Uﬂnv] [®,1,9] + L7

soX = H X = —2[2, (9(r)V )

st = [®,X] O H = 2[77;( (V)] = 2@, (9(s)¥) "]+ Lix (A.186)

This corresponds to a N = 2 theory. However, the mirror operators 3, and d., have the
same ghost number as the primary ones. The internal symmetry in this case is Zs instead
of SL(2,R) [15]. As a matter of fact the four symmetries are not enough to fix the action
and do not give an algebra which can be closed off-shell without the introduction of an
infinite set of fields.
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A.3 Reconstruction de la supersymétrie N =1

L. Baulieu et G. Bossard,

« Reconstruction of N' =1 supersymmetry from topological

symmetry »

Phys. Lett. B 632, 138 (2006) hep-th/0507004.

La condition de Majorana n’est pas définie correctement sur ’espace euclidien en
quatre dimensions. On peut cependant définir la formulation euclidienne de la théorie
en considérant les fermions comme des spineurs complexes. Le bon nombre de degrés
de liberté est restauré en ne considérant pas leurs conjugués complexes dans l'intégrale
fonctionnelle et en fixant les propriétés de celle-ci de telle sorte que les fonctions de
corrélation qu’elle définit soient bien identifiables, via une rotations de Wick, aux fonc-
tions de corrélation minkowskiennes. La supersymétrie définit alors des identités de Ward
formelles qui ne correspondent plus a des variations infinitésimales des champs. De ce
point de vue, on peut définir une procédure de torsion pour la théorie de Yang—Mills
supersymétrique N = 1, en fonction de composantes de formes & valeurs complexes sur
la variété. Celle-ci fait intervenir 'isomorphisme de représentation de U(n) en dimension
2n entre les spineurs complexes chiraux et antichiraux, et respectivement, 1’ensemble
des formes de type (0,2p) et 'ensemble des formes de type (2p + 1,0). On définit dans
cette publication une courbure étendue complexe qui détermine l'action d’une charge
scalaire s et d'une charge vectorielle de type (0,1) . On montre que l'action renor-
malisable la plus générale en fonction des champs tordus de la théorie de Yang—Mills
pure, invariante par rapport a U(2) C SO(4) et par rapport aux charges scalaire et
vectorielle, est completement déterminée et correspond a la forme tordue de 'action
de Yang—Mills supersymétrique. On peut définir de la méme maniere n’importe quelle
représentation de la matiere. On définit ici une involution vectorielle qui correspond a
la conjugaison complexe dans le minkowskien. On montre que ’action renormalisable la
plus générale invariante par rapport a U(2), aux charges scalaire et vectorielle et qui de
plus est réelle sous l'involution vectorielle, n’est autre que la formulation tordue de 'ac-
tion supersymétrique la plus générale faisant intervenir un superpotentiel renormalisable
et des termes de Fayet—Iliopoulos. Il est ainsi possible de reproduire n’importe quelle

action de Yang—Mills supersymétrique en fonction des variables tordues. A 1'exception
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des termes provenant du superpotentiel, I'action peut s’écrire comme un terme sdé-exact,
modulo des termes topologiques.

On étend ces résultats au cas de la formulation tordue de la théorie de Yang—Mills
supersymétrique N’ = 1 en six dimensions. Afin de déterminer 1’algébre de supersymétrie
il est nécessaire dans ce cas de ne pas considérer la composante de type (2,0) de la
courbure étendue et de définir une autre équation pour laquelle cette composante apparait

comme 'antifantome d’une 3-forme fermionique de type (3,0).
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Reconstruction of N/ = 1 supersymmetry from

topological symmetry

abstract

The scalar and vector topological Yang-Mills symmetries on Calabi-
Yau manifolds geometrically define consistent sectors of Yang—Mills
D = 4,6 N = 1 supersymmetry, which fully determine the supersymme-
tric actions up to twist. For a C'Ys manifold, both N = 1, D = 4 Wess
and Zumino and superYang—Mills theory can be reconstructed in this
way. A superpotential can be introduced for the matter sector, as well as
the Fayet—Iliopoulos mechanism. For a C'Y3 manifold, the N'=1,D = 6
Yang—Mills theory is also obtained, in a twisted form. Putting these re-
sults together with those already known for the D = 4,8 N = 2 cases,
we conclude that all Yang—Mills supersymmetries with 4, 8 and 16 gene-

rators are determined from topological symmetry on special manifolds.

A.3.1 Introduction

In a recent paper [A.1], it was shown that the scalar and vectorial topological Yang—
Mills symmetries can be directly constructed, in four and eight dimensions, leading one
to a geometrical definition of a closed off-shell twisted sector of Yang—Mills supersym-
metric theories, with 8 and 16 generators, respectively. In fact, both scalar and vectorial
topological symmetries completely determine the supersymmetric theory, (up to a twist
that exists on special manifolds). Basically, the vector symmetry arises when one asso-
ciates reparametrization symmetry and topological symmetry. It is important to work
on manifolds that contain at least one covariantly constant vector. The N' = 2 Poincaré
supersymmetry is reached by untwisting the theory in the limit of flat manifolds.

The possibility of directly twisting the N/ = 1 super Yang—Mills theory in a “micro-
scopic” TQFT was studied in [93, 10, 94, 87, 16]. In fact, the full topological symmetry
sA, =V, + D,c involves topological ghosts and antighosts, with twice as many degrees
of freedom as there are in the gauge field, so it leads one to N = 2 supersymmetry. To
get the N/ = 1 supersymmetry algebra in a twisted form, the number of independent
topological transformations must be reduced by half. This leads one to build a TQFT

on a Kahler manifold, such that the gauge field can be splite in holomorphic and antiho-
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lomorphic components, A; = A1) + A Only one of the components of A undergoes
topological transformations, with [93, 10, 94, 87, 16] :

sA, =V, +D,.c sAp = Dpc (A.187)

This holomorphic symmetry can be interpreted on a Calabi-Yau manifold as the sym-
metry of classical actions, which couple forms B, ., with only antiholomorphic com-
ponents, to a Yang-Mills curvature F' = dA + A A [95] :

Iy, = Qo) ATE Bonay aFl02) (A.188)
Man
The BRST-invariant gauge-fixing of such actions provides in a twisted way the N' = 1
Wess and Zumino and Yang—Mills models in 4 and 6 dimensions, on Calabi—Yau manifolds
[95].

Here we show that both scalar and vector topological BRST symmetries can be also
geometrically built for the AV = 1 supersymmetry, in a way that justifies the choice of to-
pological gauge functions of [95]. In fact, the various properties of N' = 1 supersymmetry
can be reformulated, in the context of topological symmetry.

Let us briefly summarize the situation for getting the scalar and vector topological
symmetry, and, eventually N' = 2 supersymmetry in twisted way. [A.1] shows that, for
special manifolds with dimensions 4 or 8 that contain at least one constant vector k, one
can define an extended horizontality condition with its Bianchi identity, which involves

the (twisted) fields of NV = 2 supersymmetry in 4 and 8 dimensions. It reads :
(d+s+d—iy)(A+c+|sle) + (A+c+ |/{|E)2 =F+ U +g(k)n+ix+P+|6[*P
(d+s+0—i.)(F+ ¥+ g(k)n+icx + D+ |s[*D)

+[A+c+|kle, F+ 9 +g(k)n+ix + @+ |s[*®] =0 (A.189)

By expansion in form degree and ghost number, both equations define the action of s

and ¢ on all the fields, with the closure relations' :

s?=6=0 {5,0} = L + Sgauge(inA) (A.190)

The property that s and § close off-shell on a reparametrization, {s,0} = L, is at the

heart of the property that the commutator of two supersymmetries is a translation in

144 is a background connection that must be introduced for the sake of global consistency, but can be

chosen equal to zero for trivial vacua.
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the super Poincaré algebra. In flat space, one defines the twisted scalar supersymmetric
operator () = s, and the vector supersymmetric operator @), from the equivariant vector
operator §; = k@, so one has Q,Q, + Q,Q, = 29,,05"¢°(®) and Q,Q + QQ, = D,.
We refer to [A.1] for a detailed explanation of these formula and the twisted fields that
they involve, with their relationship with D = 4,8 N’ = 2 Yang-Mills supersymmetry,
and the way reparametrization symmetry is encoded in s and 9.

The aim of this paper is to understand the way the extended horizontality condition
(A.189) applies to the case of Calabi-Yau manifolds, for reconstructing N' = 1 supersym-
metry. In fact, by separation of holomorphic and antiholomorphic sectors, N = 1 super-
symmetry will appear. The relevant information on the Wess and Zumino and Yang—Mills
independent multiplets of D = 4 or D = 6 N = 1 will be obtained as off-shell closed
sectors of the supersymmetry transformation laws. More precisely, the supersymmetry
transformations will be encoded into scalar and vector topological BRST symmetries,
corresponding to 3 (resp. 4) twisted generators in 4 (resp. 6) dimensions. The topological
construction has the great advantage of purely geometrically determining a closed sector
of the supersymmetric algebra, which is large enough to completely determine the theory.
Furthermore, it determines the Faddeev—Popov ghosts for the supersymmetry algebra,
in a way that is relevant for a control of the covariant gauge-fixing of the Yang—Mills

symmetry.

A.3.2 Holomorphic vector symmetry in four dimensions
Pure Yang—Mills

We begin from the “semi-horizontality” condition for a Yang—Mills field A and its
Faddeev—Popov ghost ¢, on a Kéhler 2-fold :

(d+s)(A+c)+(A+e) =F+0, (A.191)

VU = V,,dz™ is the holomorphic 1-form topological ghost. If J is the complex struc-
ture on the manifold, one has JU = ¥, Eq. (A.191) reproduces the “heterotic” BRST
transformations, Eq. (A.187), and includes the ghost dependence, with :

sA,, =V, + D,,c sAp = Dpc

sU,,=—[c, U,,] sc=—c?

The Euclidean vector ghost ¥,,(zm,2™) must be considered as a complex field that counts

for 2 real degrees of freedom in the quantum theory, as it will be explained in section
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A.3.2. To introduce the vector symmetry, we suppose that the manifold contains at
least a covariantly constant antiholomorphic vector ™. x defines the holomorphic 1-
form g(k) = gmm#t™dz™. The norm of & is |k|> = K™Ky = ixg(k), where & is the complex
conjugate of k. The differential 4 will be geometrically constructed, and is somehow the
mirror of s. In flat space, formula must be expanded as series in k™. The vector symmetry
operator ), is then defined by the identification 0+ |x|§8*"¢¢(¢) = K™ Q;n, and determines,
together with s + dgauge(c), the relevant closed sector of N' = 1 supersymmetry.

The dual of the “holomorphic” 1-form topological ghost ¥,, is made of a pair of a
scalar n and an “antiholomorphic” 2-form Y7, counting altogether for 2 real degrees of
freedom. ¢ is the Faddeev—Popov antighost. The ghost anti-ghost dependent horizontality

condition that defines both s and § symmetry is :

(d+s+08—i)(A+c+|wle) + (At e+ |le) = F+ U+ gl +icx  (A192)

This gives
SA+dsc=V dA+dalkle=g(k)M +i. X
sc+c?=0 S|kl + (|f<c]6)2:0
dc+ s||c + [c, |kle] = i (A — 4) (A.193)

One defines the “equivariant” differential s, = s + dgauge(¢) and dz = § + |K|0gauge(€)-

The property (d + s+ 0 —i,)?> = 0, is equivalent to the Bianchi identity
(da+ 8.+ 0 —in) (F+ ¥ + gk +isx) =0 (A.194)

The introduction of two scalar fields, b and h allows one to remove the indeterminacy
that occurs in the determination of s¢ and sn. Eq. (A.471) and its Bianchi identity
(A.194) provide by expansion in ghost number and form degree the following BRST

transformations :
SCAm = \Ijm 56Am =EKmN
5.4 =0 0cAm = K™ Y
v, = ., =K"F5, — Emh
SN = h (551’] =0
sch=0 dzh=K™Dzm
S¢ Xomn = Fmn Oz Xmm =0
sc=—c* de=rK"(Am — im) — |Klb
sc=b— [c,{ dc=—|k|c* (A.196)

sb=—][ec, b] d0b=kK"Dyc
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By construction, one has the required relations :

=0 §2=0 {5,6} = Ly + gauge(ind) (A.197)
One has also “equivariant” commutation relations for all fields, but ¢, ¢ and b :

s2=0 52 =0 {5e,0z} = L + Sgange(inA) (A.198)

C

The most general d-closed topological gauge function, which has ghost number —1, is

gauge invariant and gives x independent renormalisable terms, is :

Wy = / d*z, /g Tr ( X" Fo 4+ (h + sznan)> (A.199)

It defines the ungauge-fixed s. and J; invariant action Iyy = sWyy. Integrating out the
field h gives :

Iyv =~ / d*r/g Tr ( F"Fon 4+ — (Jm”an) — X" DV, + an\I/m> (A.200)
This is the twisted form of the N’ = 1 supersymmetric Yang—Mills action, as expressed

in [93].

This invariant action is in fact sd-exact. One has indeed :

lPYM -

d4£L‘\/_TF ( Nk \I/m—f-li[m nm(gA 8mAn] +2A[mAmAn}>) (A.QOl)
The last term is nothing but the Chern—Simon term g(%)(AdA + 2A4%)

Wess and Zumino matter multiplet

The matter multiplet is defined from horizontality conditions, for both extended fields
Vmd2z™ 4+ ¢ and % Xomnd2™d2™ + Kpd2™$. X is a “holomorphic” 2-form, ¥ a “antiholomor-
phic” 1-form, and ¢ and ¢ two scalars. These fields are valued in an arbitrarily given

gauge group representation. The horizontality conditions and Bianchi identities are :

(Oa+ sc 0 — i) (1 + 0) = Oath + i3
(da+ sc+0c — i) (X + 9(K)9) = 0ax + T — g(k)(0a¢ + 1)
(04 + Sc+ 0z — i) (040 + 1 B) = (Floo) +inX) (¥ + ¢) (A.202)
(da+5c 40— ix) (0ax + T — g(k) (020 + 1)) = (F + ¥ + g +in X) (X + 9(5)9)
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The gauge field A obeys the same equations as defined in the previous section. This gives

the following BRST transformations :

Scl/_)m =—Dpn¢ 551/_% = K" Bam
5.0 =0 0z = —/{m@/_zm
ScBmn = 2D[m&ﬁ] + Ymn® 0eBnn =0
SeXmn = Tmn 8eXmn = 2K (m Dy (A.203)
Selyn =0 0cLn = K2 DpXomn — 2Kim D)) — 260 Wy, @
Scﬁg =1 55& =0
scn=0 6ci = K™Dy

They represent the twisted scalar and vector supersymmetric transformations for a Wess

and Zumino multiplet.

For a general simple non Abelian gauge group, the ¢ invariance uniquely determines
the most general renormalisable and x independent topological gauge function with ghost

number -1 , Waatter, as follows!® :
1 __ _ _ _
[Matter = S\PMatteh ‘PMatter = / d4$\/§ <§anBmﬁ + ¢mem + ¢n¢> (A204)
M

The dé-closed gauge function Wyater turns out to be d-exact :
Ptaster = Gy 0 / d*z./g (Rmz/?ﬁxm + Rm¢Dm$> (A.205)
M

When on computes Ivatter = SPMatter, One sees that 7, and B, identify thereself as

both scalar auxiliary fields of the Wess and Zumino multiplet.

If one combines this result with that of section A.3.2, one finds that the complete su-
persymmetric action for a matter field coupled to the Yang—Mills theory can be obtained
by adding both gauge functions. Let ¢, be the generators of the Lie algebra of the gauge
group for the matter representation. The scale factor between the Yang—Mills and the

matter gauge functions can be included in the definition of the trace. After integration

15We do not write explicitly the sum over the index of the matter representation, so that, one has for

instance ¢<5 = EA ¢A</3A
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of the fields h, T" and B, the action is :

1 1 _
]YM+Matter ~ / d4$\/§ <TI‘ <§anan + Z(JmnFmﬁ)Q - anDm\Ijn + an\IJm>
M

- _ - 1-
+ (ﬁquvz)m - anDm¢ﬁ - §¢(DmDm + DmDm)¢

XX+ G cbnn) -3 ﬁ (01°6) (61°9) ) (A.206)

The N = 1 supersymmetric action for a Yang—Mills field and a scalar complex field

can therefore be directly and uniquely constructed in a twisted form, as an sd-exact term.

Embedding of the N/ = 1 theory in the A/ = 2 theory

Consider the complexified twisted N = 2 theory on a Kéahler manifold. The moduli
space of instantons has a Kéahler structure. The exterior differential on M can be decom-
posed into Dolbeault operators and a similar property exists for the BRST operator. [10]
shows that the equivariant scalar BRST charge of the N' = 1 theory can be identified as a
component of the scalar BRST charge of the N' = 2 theory. Here, we show that, starting
from the N = 2 horizontality equation, the projection of a general constant vector field
K into antiholomorphic components gives the N' = 1 vector symmetry for the Yang—Mills
field and the matter field.

For a constant vector x, with both holomorphic and antiholomorphic components, the
expansion in ghost number of Eq.(A.189) determines the equivariant vector symmetry
operator d; for the N' = 2 supersymmetry, that is [A.1] :

0z, = —Krun + K Xop
6V, =K (Fy — Typ) + £u[@, D]

55@ — —/{:’U'\Ilu 56(1) = O
6en=r"D,®
OeXw = —4I£[NDZ,}—(§
1 _
55T/W = 4’%[# (Dl,]—n + §DUXUM— — [(I), \I’,,]—]) + QRUD[HXUM— (AQO?)

Notice that, in holomorphic coordinates, the antiselfduality condition is X,z = %Jmﬁ TN -

Therefore, the Kahler metric allows one to define scalar fields y and ¢, with :

Xmn = GmaX — Xen = —GmnX Towi = gmat T = —Gimnt (A.208)
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If one chooses a constant antiholomorphic vector k™, Eq.(A.207) is projected into :

0zA;m = —FKm (77 + X) 0:Am = K™ Xmn
0V = K" Frm + ki (1 + [@, ) 6V = K" (Fam — T
00 = —k"V, 6:0 =0
6en=~K"Dpmo
0 Xmn = —4n[mDn}CI> dex = —K" Dy @ OcXmn = 0
0:Tn = K™ Dz Xomn + 46m (D — [@, U p])
ot = kK™ Dy (n + x) — [®, /«:m\pm] 6:Tmn = 267 Dy Xpiay (A.209)

By comparison with Eq. (A.195), one sees that, up to field redefinitions, the antiholomor-
phic component of the vector BRST symmetry of the twisted NV = 2 theory is nothing
but the vector symmetry of the NV = 1 twisted theory, as directly constructed in the last
section.

As for the holomorphic component of the scalar BRST operator s of N’ = 2, it can
be obtained by looking for an operator that act in a nilpotent way on the multiplet and
verifies {s., 0z} = Ly + Ogauge(ixA). This defines the same operator s as in Eq. (A.195).

Looking for a Lagrangian I = s.¥, which is invariant under antiholomorphic s, and
0z transformations, one finds both independent dz-exact topological gauge functions Wy
and Wyraiter of the previous section. Relaxing the antiholomorphicity condition of x, only

a special combination of both gauge functions is d; invariant, which turns out to be that
of the NV = 2 theory.

Matching with the untwisted theory

To twist the anticommuting fields (V,,, M, Xmn) of a topological multiplet into a Dirac
spinor, a pair of covariantly constant antichiral spinors (4, with iJ"™"0,,,(+ = +(4 is
needed. This implies that the manifold must be hyperKahler. We can normalize (1 with
(¢C_4¢$) = 1. Then, the Euclidean twist formula are [93, 10, 16] :

mnd

o = Upo™aaC®  X* = NCE A+ L™ 7 (A.210)

Performing these changes of variables in the topological actions found in the previous
section, one finds the Euclidean “Majorana action” for Dirac spinors (\,, A*) described
by Nicolai [19], that is, the analytic continuation of the Minkowski A/ = 1 super-Yang—

Mills theory in Euclidean space. (The untwisted action is independent on (4, as a result
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of the change of variables). Both twisted and untwisted actions do not depend on the
complex conjugates of the complex fields, i.e, A in the untwisted theory and m,%, ¥ in
the twisted theory. In both cases, the path integral is formally understood as counting
four real degrees of freedom. The Euclidean prescription must be considered as justified
by the analytic continuation of the Minkowski case, where real representations do exist

(Majorana condition) [19].

It follows that both supersymmetric N’ = 1 Yang—Mills and Wess and Zumino actions
are truly determined by a subsector of supersymmetry algebra with three independent
generators, corresponding to both scalar and antiholomorphic vector symmetries, s. and
dz. The closure of s, = @ and 0; = K™Q, and thus of the 3 generators @ and Q,
under the form Q? = 0, QmQn + QrQm = 0 and Q7Q + QQ = Dy, stems from the
property (s +d + § —i.)> = 0. The above change of variables actually maps the four
supersymmetry generators Q% and ), on the four twisted generators (Q, @, Qmn). The
symmetry of the action under the action of the fourth twisted generator @),,, appears as
an additional symmetry, which is not needed, geometrically. Moreover, it is not needed
for enforcing supersymmetry, for instance in technical proofs, such as those concerning

renormalization.

Formal reality condition for the action

The Euclidean action that is the analytic continuation of the Minkowski N' = 1 super-
Yang-Mills action is not Hermitian in the usual sense. However, as suggested in [19], a

“formal complex conjugation” can be defined, for which the action is Hermitian.

Such a “formal complex conjugation” can be extended to the twisted case. It is the
composition of a Wick rotation, an ordinary complex conjugation, and an inverse Wick
rotation. The complex conjugation takes into account the fact that, in Minkowski space
one has the Majorana condition for the spinors. This “formal complex conjugation”, which
we define as *, breaks the Lorentz invariance, since we must define which direction defines
the imaginary time one. However, the operation * can be covariantly defined, by defining
the temporal direction of the Minkowski space to be the covariantly constant vector field

r of the Euclidean manifold. The action of % is the ordinary complex conjugation on
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c-numbers and the following transformations on the fields of the theory!¢ :

*01% = Op — g(R) Lo $O4% = 0p + g(K) Lo
(*\Il)m = BN + " YXm M =RK"V, (*X)mn = 260, ¥y
sh = —h — R™K" Fopn
(¥1) = K] + & Xnm #7] = K" (¥X) ., = 2Rpmtal
6=~ 6= —0
(*T)_ = Bmn (*B), == Ton (A.211)

This * operation interchanges s. and d; :
* S = 0 * 0k = S, (A.212)

The “reality” condition of the action means that, after integration of auxiliary fields, one

has :

¥ Iym = Iym * Invtatter = IMatter (A'213)

modulo the addition of the topological term | o It F'AF. In fact, this topological term is

not invariant under the * operation, only the Yang-Mills action | a It Fx Fis.

Introduction of the WZ superpotential and Fayet—Iliopoulos term in the twis-

ted formalism

The introduction of a s and ¢ invariant superpotential for a Calabi—Yau manifold
involves terms that have zero ghost number only modulo 2. This parallels the breaking
of chirality induced by a superpotential in the untwisted theory.

Consider a scalar field ¢ valued in a certain representation of the gauge group. Let
f(¢) be a superpotential, which is an analytical function of ¢. Looking for an action Isp,

which is s, 0 and * invariant and has ghost number zero modulo 2, gives :
[SP = / d4x\/§<ﬁmn (Tréan<$) - X?@nﬁBfAB<$>)
M

+ (Bl fal—0) + wéwim—d)))) (A.214)

16To simplify the notations, we normalize || to 1, and define % = {i¢,da}.
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Q2 and Q are respectively the holomorphic and the antiholomorphic 2-form in the Calabi-
Yau 2-fold, and f4 and fap stand for the first and second derivatives of the superpoten-
tiall”.

This term is neither s- nor d-exact. However, it can be written as follows :
Isp = (s +9) / d'z /g (W"mnh(q—ﬁ) + 29“%&;—2‘&(—@) (A.215)
M

After expansion, one recovers, up to twist, the Wess and Zumino formula for a super-
potential. The superpotential is at most a cubic function, to ensure renormalizability.

In order to make the distinction between the topological action, which has ghost
number zero, and the superpotential, which has non vanishing even ghost number, we
may interpret the latter as the insertion of an operator in the path integral.

The s and § symmetry actually does not constrain the potential of ¢ (which we will
name holomorphic) to be equal to that of ¢ (antiholomorphic) : we could have chosen
independent functions f and f. However, the “formal reality condition” sIgp = Igp,
constrains the holomorphic and the antiholomorphic superpotential to be related. This
condition determines a real action when one goes to Minkowski space.

Finally, if the group has a U(1) sector, one can add the Fayet-Iliopoulos term, under

the simplest invariant form :

IFI:/ d*z\/gsé (R"AYD) :/ d'z\/gh’™" (A.216)
M M

The integration of the auxiliary field h gives then a mass term for the Abelian component

of the scalar fields, plus a topological term

/ J FUO (A.217)
M

This parallels the property that the full super-Yang—Mills action is BRST exact, modulo
a topological term. J, FY™" is not invariant under the formal complex conjugation .
Thus, the formal reality condition of the twisted action implies that this topological term
must be subtracted from the action.

So, we conclude that most of the features of the supersymmetric theory in four di-

mensions are captured in the TQFT formalism, from the principle of s and ¢§ invariance.

1"The index A denotes the group representation of the matter.
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A.3.3 Yang—Mills N =1 on Calabi—Yau 3-fold

By analogy with the four dimensional case, we might tentatively define the horizonta-
lity condition in six dimensions, (with 8 spinorial generators in the untwisted formalism),

as :
(d+s5+0—ix)(A+c+|kle) + (A+c+ ‘5‘5)2 = F+ W0 +9(K)000 +inXoa (A-218)

However, something more elaborated must be done, because the counting of degrees of
freedom would not be quite right. In four dimensions there is as much degrees of freedom
in the connexion, modulo gauge transformations, as in a selfdual curvature, whereas in
the six dimensional case the counting is more subtle and involves a scalar field [16] .

In order to solve the question, we must refine the Kahler decomposition of extended

differentials, which include the BRST scalar and vector operators s and d. We define :

d=0+0 (A.219)
These extended “heterotic” Dolbeault operators are defined as :
d=0  0=0+s+06—i, (A.220)

The twisted A/ = 1 algebra takes into account this asymmetry between holomorphic and
antiholomorphic sectors, in a way that generalizes the four dimensional case. In fact, for a

Kéhler manifold, the Bianchi identity of the curvature F' can be decomposed as follows :
8AE2,0) = 0 aA}?(l,l) + 5AF(2,0) - 0 5AF(1,1) + 8AF(0,2) - O 5AE0,2) = 0 (A221)
Eq. (A.218) decomposes into two horizontality conditions :

D+ 5+06—in)(Agn + ¢+ [516) + (A + ¢+ |K]E)° = Flom +inx
{04+ sc+0c —in, 0a} =Fuyy + ¥ + g(r)1{A.222)

with their Bianchi identities

(5A + Sc + 66 - im)(F(O,Q) + ZHX) =0
(0a + Sc+ 0z — i) (Flun) + ¥ + g(k)n) + 0a(Flon + ixx) =0 (A.223)
These equations only determine part of the BRST algebra. Indeed, they miss a depen-

dence on the holomorphic curvature F|,,. One must therefore introduce a third hori-

zontality condition, which completes Eq. (A.218), and enforces the definition of F,, as
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a curvature. In order to have the necessary balance between the ghosts and antighosts
degrees of freedom, we understand that one further degree of freedom with ghost number
one must be introduced. It can be represented as a holomorphic 3-form ¢. The third

horizontality condition and Bianchi identity are :
(gA + Se + 55 - ZH) §<3,0) - 5A§(370) + @(3’0) + g(/i)F(w) (A224)
(5A + Sc + 56 - in) (5,4@ + o+ Q(K)F(z,o)) = [F(0,2) + 16X, §] (A'225)

Expending the equations in form degree and ghost number determines the action of s,
and 0z :

SeAm =V, 0zAm = Kmn
5cAm =0 0cAm = K" Xnm
5.0, =0 0V, =K"Frp — kmh
sen=h 6=
SeXmn = Finn daXmn = Hﬁ@pﬁm
sch=0 d:h=kK"™Dgzn
Scci)ﬁmﬁ = 3D X 55(T>pmﬁ =0
5¢Spmn = Ppmn 0eSpmn = 3K [pFrmn)
$ePpmn =0 0P pmn = KIDgSpmn — 6K Din W)
The ¢ invariance determines the following topological gauge function :
P = /M /g Tr (%Xm"an +n(h 4 i Fpy) — écbmm’gmnp) (A.226)

Integrating out h, ®, ® gives the following s and J invariant action :

1 - .
[ =s¥ = / dSz\/g Tr (gFm”anJrZ(Jm”Fmﬁ)2—Xm“qufnJranquJrégpm"DﬁXmﬁ
M

(A.227)
This action is the twisted, N’ = 1, D = 6 supersymmetric action, up to a topological

term [ y WATr FAF, as in [16]. As in the four dimensional case, this action is sé-exact,

1 _
I=s 5@ /M d4x\/§ Tr <n/?am\11m + §§pmn/%pxm" + glmgrim (SA[mﬁmAn] + QA[mAmAn}))
(A.228)
The last term is just ig(5) \J Tr (AdA 4 2A%).

A.3.4 Conclusion

Putting together the results of this paper and of [A.1], we reach an interesting conclu-

sion for the super Yang-Mills symmetries with 4, 8 and 16 generators, which can be
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represented as N = 1 theories in 4 and 6 dimensions and A/ = 2 theories in 4 and 8
dimensions.

On the one hand, one can directly see that the known spinorial generators of the
superPoincaré “on-shell algebra” can be mapped on tensor operators with either Lorentz

indices or holomorphic indices, as follows :

N=2D :478 (Q? Qua@uvf)
N=1 D=6 (Q,Qm, Qumn, Qmap)

In some cases, auxiliary fields exist, giving “off-shell” closed transformations.

On the other hand, we found a reverse construction, that clarifies the structure of
supersymmetry. In all cases, the set of both scalar and vector generators (Q,Q,) or
(@, Q) are determined by horizontality conditions, which only involve fields related to
the geometry of the Yang—Mills fields. The theory is in fact defined by these equivariant
scalar and vector BRST differential operators. This reduced set of generators builds a
closed “off-shell” algebra, which is large enough to determine the supersymmetric actions.
It allows one to reconstruct by an untwisting procedure the complete structure of Poincaré
supersymmetry. Moreover, the dependence on Faddeev—Popov ghosts can be computed,
in a way that clearly allows a consistent and convenient covariant Yang—Mills gauge-
fixing of the supersymmetric actions. Tensor generators, such as @, Qmn, Qmap, are
decoupled sets of generators. They appear as additional symmetries of the actions that are
defined by invariance under scalar and vector topological symmetries, but are not needed,
neither for geometrical reasons, nor for the sake of defining the theories. However, by
completion, they allow the construction of the irreducible set of on-shell supersymmetry

spinorial generators in flat space.
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A.4 Champs d’ombre et jauges supersymeétriques

L. Baulieu, G. Bossard et S. P. Sorella,
« Shadow fields and local supersymmetric gauges »

Nucl. Phys. B 753, 273 (2006), hep-th/0603248.

En T’absence de régulateur préservant a la fois 'invariance de jauge et la super-
symétrie, le probleme de la renormalisabilité des théories supersymétriques en compo-
santes était jusqu’a maintenant encore ouvert. Si il était connu qu’il est possible de définir
un opérateur nilpotent a une dérivée pres, qui détermine la variation par rapport a la
supersymétrie des opérateurs invariants de jauge, le champ scalaire impair permettant de
fermer 'algebre avec les transformations de jauge était mal interprété comme le fantome
de Faddeev-Popov. On explique dans cette publication que l'intervention des transfor-
mations de jauge dans la différentielle () représentant la supersymétrie ne permet pas de
se dispenser de I'opérateur BRST ordinaire s. En effet, la définition des observables est
donnée par la cohomologie de ce dernier et le bon ajustement des contre-termes associés
a la renormalisation des opérateurs composites nécessite sa définition sous forme d’un
opérateur de Slavnov—Taylor.

On nomme ainsi 'ombre, le champ impair ¢, parametre des transformations de jauge
sur les champs physiques dans 'action de (). L’indépendance des observables physiques
dans ce champ est assurée en définissant son fantome p, de telle sorte que ces deux champs
définissent un doublet trivial pour 'opérateur BRST s. On définit les transformations
des champs par s et () de telle sorte que ces deux opérateurs anticommutent. En faisant
intervenir un quatuor trivial de champs par rapport a l'action de s et (), on définit une
fixation de jauge s(@Q-exacte pour les théories de Yang—Mills supersymétriques. Apres
I'introduction de sources pour les s, ), et s() variations des champs, on est en mesure
d’écrire deux opérateurs de Slavnov-Taylor S, et S, respectivement associés a l'in-
variance BRST et a la supersymétrie. On montre que pour toute fonctionnelle %, ces

opérateurs vérifient des relations de cohérence
S(s)\ys(s)(y) =0 3(Q>|98(Q><<?) =0
8178 (F) + S0 z8:(F) =0 (A.229)

qui permettent de poser rigoureusement le probleme des anomalies a partir du principe

d’action quantique. L’extension de la jauge interpolante de Landau-Feynman incluant les


http://arxiv.org/abs/hep-th/0603248
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champs d’ombre vérifie un certain nombre de symétries généralisant les identités de Ward
antifantomes, et fantomes dans la jauge de Landau. Les opérateurs fonctionnels associés
a ces identités de Ward constituent des quatuors triviaux d’opérateurs par rapport aux
opérateurs de Slavnov-Taylor §,) et Si,). On montre que ces identités de Ward peuvent
étre étendues a tous les ordres de la théorie des perturbations, en établissant ’absence
d’anomalie cohérente. On démontre enfin que le probleme des anomalies pour les théories
supersymétriques se réduit a la détermination de la fonctionnelle des champs physiques
de dimension canonique inférieure ou égale a quatre, invariante de jauge, dépendant
linéairement des parametres de supersymétrie, qui est invariante par supersymétrie sans
pour autant pouvoir s’écrire comme 'action de la supersymétrie sur une fonctionnelle.
On montre que 'anomalie d’Adler-Bardeen ne définit pas une anomalie cohérente pour
les théories admettant des supersymétries étendues. La preuve découle de la non-trivialité
d’un invariant de Donaldson—Witten dans les formulations tordues de ces théories. Une
fois le probleme des anomalies résolu, nous montrons que le probleme de la stabilité de
I’action se réduit a celui de 'unicité de la représentation de 'algebre de supersymétrie
sur les champs, modulo une renormalisation de ces derniers. Ceci conclut notre preuve
de la renormalisabilité des théories supersymétriques, indépendamment du schéma de
régularisation.

On montre également la cohérence de la procédure. Tous d’abord, les parametres de
supersymétrie n’apparaissent dans l'action qu’a travers un terme s-exact, et on peut
démontrer que les fonctions de corrélation sont des fonctions analytiques de ces derniers;
ce qui établit que les grandeurs physiques de la théorie sont indépendantes du choix de ces
parametres. On montre qu’on peut définir de maniere cohérente une jauge interpolante
entre la fixation de jauge de Faddeev—Popov usuelle et la fixation de jauge s @Q-exacte, ce
qui démontre I'équivalence des deux jauges, modulo les ambiguités qui apparaissent si on
ne considere pas les champs d’ombre. On integre formellement les champs d’ombre dans
la jauge de Landau pour aboutir a la conclusion que ces derniers permettent la description
en théorie des perturbations d'une représentation non locale de la supersymétrie sur les

champs qui préserve la jauge.
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Shadow fields and local supersymmetric gauges

abstract

To control supersymmetry and gauge invariance in super-Yang—Mills
theories we introduce new fields, called shadow fields, which enable us
to enlarge the conventional Faddeev—Popov framework and write down
a set of useful Slavnov—Taylor identities. These identities allow us to ad-
dress and answer the issue of the supersymmetric Yang—Mills anomalies,
and to perform the conventional renormalization programme in a fully

regularization-independent way.

A.4.1 Introduction

Renormalizing super-Yang—Mills theories is a subtle issue. One major difficulty is that
of finding the right way of preserving both supersymmetry and gauge invariance, since
supersymmetry involves the matrix 75 and no consistent regularization scheme preserving
both supersymmetry and gauge invariance is available so far.

It is worth recalling that, for N’ = 1 super-Yang—Mills theories, a superspace for-
mulation is at our disposal. In this case, by means of the introduction of superfield
Faddeev—Popov ghosts, the Slavnov—Taylor identity associated to super gauge transfor-
mations can be established directly in superspace [96]. This has allowed for a superspace
characterization of both counterterms and gauge anomalies, by means of algebraic me-
thods [96, 97]. However, the gauge superfield is dimensionless, and its renormalization in
superspace is achieved through non-linear redefinition and involves an infinite number of
parameters in the gauge sector [96, 98]. In the case of N' = 2, 4 super Yang-Mills theories,
a component field framework, based on the Wess—Zumino gauge, is frequently employed.
Although in this gauge the physical degrees of freedom are more transparent, gauge and
supersymmetric transformations mix each other in a nonlinear way, a feature that has
required a careful use of the antifield formalism to write down suitable Slavnov—Taylor
identities [99, 100, 101]. However, these identities are not suited for a check of general su-
persymmetry covariance : they only control the invariance of observables that are scalar
under supersymmetric transformations.

In this work, these issues will be faced in a novel way. We introduce new fields

in supersymmetric theories, which we call shadow fields, not to be confused with the
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Faddeev—Popov ghosts. This determines a system of coupled Slavnov-Taylor identities,
which allow for a characterization of the possible anomalies as well as of the compensating
non-invariant counterterms needed to restore both gauge invariance and supersymmetry,
order by order in perturbation theory, in component formalism. Eventually, within a class
of renormalisable gauges, one gets a proof that observables truly fall in supersymmetric
multiplets.

The method improves the Faddeev—Popov gauge-fixing procedure. It can be applied
to all models, for NV = 1,2,4. Despite their name, these shadow fields add light to the
theory ! Their introduction allows us to write down a family of local gauge-fixing terms
with several gauge parameters. With some particular choice of the latter, the gauge-fixing
becomes explicitly supersymmetric, while the result of the usual non-supersymmetric
Faddeev—Popov procedure is recovered for another choice of the gauge parameters. Both
class of gauges determine the same set of observables, characterized by the cohomology
of the BRST operator. Shadow fields are in fact of great importance, as they allow us
to define the relevant Slavnov-Taylor identities that control both gauge invariance and
supersymmetry, using the properties of local quantum field theory. The possible gauge
and supersymmetric anomalies can then be classified. By introducing the corresponding
set of shadow and ghost fields, we thus have a generalization of the case of the non-

supersymmetric Yang—Mills theory, where Faddeev—Popov ghosts are sufficient.

1.18 The ordinary BRST symmetry s of su-

The content of the paper is quite genera
persymmetric theories involves the physical fields and the Faddeev—Popov ghost €2, the
antighost © and the Lagrange multiplier b = s Q. The BRST doublet (Q2,b) is cohomo-
logically trivial and is normally used to construct a BRST-invariant gauge-fixing term.
Observables are defined as belonging to the cohomology sector of ghost number zero.
Shadow fields are introduced in the form of two BRST doublets, (¢, i), and (fi, ¢). They
make it possible to define a second differential operator () that consistently anticommutes
with s and carries the relevant information about supersymmetry. The introduction of
the shadow doublets (¢, 1) and (i, ¢) is just what is needed to make the supersymme-
tric transformations compatible with a large enough class of local gauge functions. As
we shall see, this allows us to define suitable Slavnov—Taylor identities to control both
gauge invariance and supersymmetry. This is achieved by introducing classical external
sources for the s, @) and s transforms of the gauge and matter fields, as well as of the

Faddeev—Popov and shadow fields. In fact, for Green’s functions with no external legs

8However, for pedagogical reasons and to illustrate the method, we sketch at the end the example of
N = 2 super-Yang-Mills theory.
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of shadow type, internal loops of shadow fields compensate each other in a way that is
specific to the class of renormalisable gauge that we choose. Shadow fields can be formally
integrated out by making explicit use of their equations of motion, within the Landau
gauge. However, this leads to the appearance of a highly complex and non-local super-
symmetry of the ordinary Faddeev—Popov action in the Landau gauge, which cannot be
used to obtain meaningful Slavnov—Taylor identities. Therefore, shadow fields have to be
kept for non-ambiguously defining the quantization of supersymmetric gauge theories.
We also give an explanation of why anomalies for supersymmetry and gauge symme-
try can only occur for AV = 1 models, but not for N' = 2, 4 models. The reason has to do
only with the structure of the classical supersymmetric algebra, and it boils down to the
existence of non-trivial supersymmetric cocycles. The classification of anomalies involves
only the supersymmetric transformations and the set of gauge-invariant local functional
in the physical fields. We generalize the derivation of the Adler-Bardeen anomaly from a
“Russian formula”, to determine solutions of the consistency conditions including super-
symmetry. This equation allows for an algebraic proof of the absence of Adler—Bardeen
anomaly in extended supersymmetry. Notice that the demonstration that we display here
only holds for cases where the supersymmetric algebra can be closed without the use of
the equations of motion, i.e. for N = 1, 2. In the case of N’ = 4 supersymmetry, our me-
thod can be used, but it must be improved. In order to keep a linear dependence on the
sources, one has to restrict to a subalgebra of the whole supersymmetric one, a question
that will be detailed in a forthcoming paper [?]. Interestingly, shadow fields arise very

naturally for topological quantum field theories [?].

A.4.2 Supersymmetry algebra with shadow fields

The “physical” fields of a generic supersymmetric Yang—Mills theory in four dimen-
sions are the Yang-Mills field A and the matter fields ¢, which take values in a given
representation of the gauge group. For simplicity, we adopt a notation as if the mat-
ter fields were in the adjoint representation. All our results remain true when they are
in any given representation.' We denote by ¢® the whole set of fields (A, ¢® ), and by
0" the generator of the corresponding supersymmetric transformations. The way two

supersymmetries commute can be generically cast in the following form :

(6%)% ~ 852 (w(p) + i A) + Ly (A.230)

19Tn the discussion of the anomalies we will suppose, however, that the gauge group is semi-simple.
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where &~ means that this equality can hold modulo equations of motion. §**¥ stands
for a supersymmetry transformation, with a “ghostified” spinor parameter e, which is
commuting. The quantities w(y) and x are bilinear functions in the parameter e. For

example, in the case of N' = 2 super-Yang—Mills one has (see section A.4.8)

w(p) = (€0 —gle)  wH = —i(erte) (A.231)

For N' = 1,2, the closure relation (A.230) can hold off-shell with the introduction of
auxiliary fields. When auxiliary fields are not used (for example in N' = 4 super-Yang—
Mills) one has, for each field %,
Susy\2, .a ab 5LS auge : a a
(0°") % + C o 0B (w(p) +isA)p® + Lo (A.232)
where C® are bilinear functions of the supersymmetric parameters, which do not depend
on the fields.?’ From the invariance of the classical action S and from the Jacobi identity

for the differential 5, one has :

Cab + (_1)ab0ba =0
5R 55115_1/(10(1 ch B

R SSusy, b
S (1)@ 0 e (A.233)

dp©
Let © be the Faddeev-Popov ghost for the gauge transformations, with antighost
and Lagrange multiplier field b. The BRST operator s is :

sA=—dsQ s = —=[Q, %]
s =0 (A.234)
sQ=0 sb=0

We introduce two s trivial doublets, (i, ¢), and (¢, u) with :

sp=¢ sc=0
(A.235)
sc= [ spu=20

We call the set (pt=9, ¢t @B 101 the shadow quartet. In analogy with the
Faddeev—Popov ghost number, we define a shadow number. The upper index ¢ means
that g and s are respectively the ghost and shadow numbers of the field ¢. With this

(0,0

notation, one has for the physical fields A®? and ¢>”. The sum, modulo 2, of g, s, the

20This property holds true for all super-Yang-Mills theories
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ordinary form degree and the usual Grassmann grading associated to the spin, determines
the commutation properties of any given field or operator. The transformations and the
gradings of the shadow quartet and the Faddeev—Popov ghosts can be deduced from the

following diagrams :

7(=1,—-1)

Q0 JECRY F0.-1) Q1.0 (A.236)

M(l,l) b0

We attribute the values g = 0 and s = 1 to each one of the supersymmetry parameters
present in the operator ¢**¥ (they are commuting spinors). Then, we define a differen-
tial graded operator @ with ¢ = 0, s = 1, (for s, ¢ = 1, s = 0) which represents

supersymmetry in a nilpotent way, as follows :

QA = F"A — dye Qu® = 5™ — [c, o]

Qc=w(p) +iA—c?

Q2= i [e0) Qp = —1l), O] — L9~ [e. 1 (A.237)
Qp =9 QQ = L,fi

0c = —b Qb = —L,¢

The operators s and @) verify

s2=0 Q*~ L,
{s,Q}=0 (A.238)

These consistent closure relations hold true thanks to the introduction of the ghost and
shadow fields [77]. In fact, one has the graded equation, (d+ s +Q —i,.)*> = 0, and the s
and @ transformations of the fields can be nicely condensed into a graded horizontality

equation
A+ s +Q—i)(A+Q+¢) + (A+Q+¢)" =F + 84+ w(p) (A.239)

completed by (d+ s +Q —i,)ji = du+ ¢+, and their Bianchi identities.?! Eq. (A.239)
is analogous to the horizontality condition that one encounters in topological quantum

field theories [A.1]. Here, it will be used for classifying supersymmetric anomalies.

21For any matter super multiplet associated to scalar fields A® in any given representation of the gauge
group, one has also
(d+ s +Q — i )h™ + (A+Q+ c)h™ = dah™ + YR
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A.4.3 Slavnov—Taylor identities for s and () symmetries
Source dependent local effective action

To extend both s and ) symmetry at the quantum level, we must introduce external
sources for all s, Q and s () transformations of the fields, which are non-linear. We shall

consider the following class of gauge-fixing fermion :
_ [0 _ «
P = /Tr (Qd*A — 5% Dt jidx de+ (1= Oid x (|4, ] = 57 A4) + E*gcna)
- g/Tr <Qd*A— & Qb+ ad* de + g*gcﬁa)
2 2
+(1-9¢) Q/Tr (nd « A — %*/jb) (A.240)

where a and ( are gauge parameters. It leads one to the following classical gauge-fixed

and BRST invariant local action 3, which also contains all needed external sources :

Y=05pl+ s¥+ /(—D“(soi:) s" + P Qp" + sQw“)
+ /Tr (Qm)Qz Q@O0 - Q9 Q0 + nQQu — C(Q)QC)

+ [~ L@, A (e - [, )

+(1=0) / Tr (de — [Q, da]) » CAM' (H® — [H®), Q) (A.241)

Here, H\? and H\*’ are the sources for the Q and s(Q transformations of the possible
auxiliary fields H’ of the chosen supersymmetric model. The last term can be of utility
only for the case N' = 4.

We will shortly show that the gauge function W is stable under renormalization, for
all values of the parameters v and (. This determines a very interesting class of gauges,
which interpolates, in particular, between the Feynman—Landau gauges, for ( = 1, and

a new class of explicitly supersymmetric gauges, for ¢ = 0.

Slavnov—Taylor identity for the s-symmetry

The s-invariance of the action ¥ implies the following Slavnov-Taylor identity, which
is valid for all values of o and ( :
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where the Slavnov-Taylor operator &, is given by

T LT L7
Su(F) = /( + (1) )

590(1 5S0£15) a (5901(1625)
SRF §L.F 5L SLF  SLF  LF LT
T _qwl? @ sl A2
+/ ! < 30 500 @ ¢ g THT T e 5,1) (A.243)

Here and elsewhere, .% is a generical functional of fields and sources. Let us introduce

for further use the linearized Slavnov-Taylor operator

ORF 6L SRF oF o oF
Soz = /( + (—1)%p? >

5o 5% - 5% bt S
Rag sL R g sL L L L L L
+ / Ir (555 5(22@ - fmi fi_Q - 5?2@» - 5(;(@) * M(;_c + bfs_(z + 5(;7)
(A.244)
In particular, the identity (A.242) implies that S@)\E is nilpotent :
S’ =0 (A.245)

The aim of perturbative gauge theory is to compute, order by order in the loop expansion,
a quantum effective action I' that satisfies S, (I') = 0. The property S, S, (F) = 0
allows us to characterize the possible gauge anomalies. However, in the present case, one

also has to take into account the () symmetry, as we will shortly see.

Gauge independence of the s-invariant observables

The spinor commuting parameters of supersymmetric transformation 0°“¥ A enter the
action ¥ through a s-exact term. (Notice that these parameters have shadow number 1).
As such, they can be treated as gauge parameters, precisely as the parameters o and (.
This property, combined with the s invariance of the action, allows us to select obser-
vables that do not depend on the gauge parameters, within the class of gauges that we
are considering.

In fact, the observables are defined from the cohomology of s, and they turn out
to be independent from these generalized gauge parameters. To prove this property,
one uses the fact that the free propagators and interaction terms of the theory depend

analytically on these gauge parameters, and thus, the full generating functional also
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depends analytically on them. Then, the derivative of the 1PI generating functional
I' with respect to any one of the gauge parameters amounts to the insertion of a s-
exact local term in I'. It can be shown, using for instance the method [45], that these
insertions yield a vanishing contribution when inserted in a Green function of s invariant
observables. Moreover, the theory can be constructed, while maintaining all relevant
Ward identities for the () and s symmetries, for all possible values of the parameters
a and (, (Section A.4.7). In fact, the gauges defined by the gauge fermion (A.240) are
stable under renormalization, due to some additional Ward identities stemming from
field equations that are “linear” in the quantum fields. As the Green’s functions of s
invariant observables are independent on all gauge parameters, their values are the same
within this class of gauges. This gives a nice way of understanding the supersymmetry
covariance of observables, even for a gauge-fixing that is not manifestly supersymmetric.

When the gauge parameter ( is set to 1, the shadow fields i, ¢, c and 1 become free,
since, in this case, their contribution in the action is just [ Tr (fd * dp + éd % dc). The
remaining of the gauge-fixing action is the ordinary Faddeev-Popov action. In this gauge,
supersymmetry is not manifest, and supersymmetry covariance of observables is very dif-
ficult to be established. On the other hand, after having introduced the shadows, one
finds that the Landau—Feynman gauges are a continuous limit of more general gauges,
which are parametrized by ¢ and « and by the parameters of the supersymmetry trans-
formations. These gauges can now be made explicitly supersymmetric, by choosing ¢ = 0,
and keeping non-zero values for the supersymmetric parameters. Indeed, in this case, the

gauge-fixing term is nothing but a s @-exact term, namely

sQ/Tr (7dx A= 5 % ib) (A.246)

The idea is thus to perform the renormalization programme in the gauge ( = 0, since
in this case the supersymmetric Ward identities take the simplest form. One relies on
the independence theorem of the observables upon changes of the gauge parameters, so
that the result will be the same as in a standard Faddeev—Popov gauge-fixing, thereby
ensuring the supersymmetry covariance, that is automatic in the gauges where ¢ = 0,

provided that no anomaly occur for the Ward identities implied by the @) symmetry.

Slavnov—Taylor identity for the ()-symmetry in the ( = 0 gauge

In the gauge ¢ = 0, as a consequence of the () and s invariance of the gauge-fixing

term (A.246), the complete action ¥ satisfies a second Slavnov—Taylor identity

S(X) =0 (A.247)
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where S, is defined by

R L L g LO“
So(F) = /(ﬁé - (=15 "7 (—1)“&%@’)5 sOSZQ)ENsoa>

5¢a 5¢2Q) a &p&Qs) 5 (5)
RFZ L7 RFEF  RF LT © 6L9 090" F
T s HQ s
+/ r ( 50 50@ T se se@ T i op@ +O e T L 500
L7 stz 5t L7
Q@ L O+ @ @ _p _ 0O A 24
+ QLY+ VL + p'VLp 52 Lyec 5T 57 + Luft m) (A.248)

Notice that the equation Si,)(X) = 0 displays non homogeneous terms which do not
depend on Y. However, the latter are linear in the quantum fields. One defines a linearized

Slavnov-Taylor operator S(Q)‘ 7

SEF 5t SEF oL “ oL " oL

S(Q)'95/<590 5ok 5l S - @U(S @~ (=) E“%Q)(S <>>

—I—/Tr SEF oF _§RJ£+5RJ 5t _5RJ£+5Rf6L _5Rﬁ£
0 6@  HQ@ 6 0c 0c@ 4@ dc o 0@ ou@ op

L L L L L L
+ Q¥ —— 0 + L. ) 2 —bé——ﬁﬂé +Q—+ L, (;Q) (A.249)

50@) (SQM dc db o
Provided the identities (A.242) and (A.247) hold true, the operators Sy, and Sy,

satisfy the following anticommutation relations :
S’ =0 S’ = Ps
{8(5)|E7S(Q)\2} =0 (A.250)

P, is the differential operator which acts as the Lie derivative along x on all fields and

external sources.

When ¢ # 0, the gauge-fixing term breaks the ) symmetry. However, this breaking
can be kept under control by introducing an anticommuting parameter z which forms a
doublet together with the parameter (, namely, Qz =, QC =0, and s( = sz =0. As
a consequence, the term

sC/Tr (Qd*A—%*quL/jd*dc—k%*ﬁEHE) (A.251)
is changed into

s(¢C—2Q) / (Qd* A— 5 * Qb + [id % dc + 5 * u£,€0> (A.252)
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Thanks to the introduction of the anticommuting parameter z, the Slavnov—Taylor iden-
tity Sio)(X) = 0 can be maintained for ¢ # 0. Section A.4.7 will be devoted to the study
of this improved Slavnov—Taylor identity, as well as to the stability of the modified action,
with its 2z dependence.

From now on and till section A.4.7, we will consider that ( = 0. All results, but those
involving the ghost Ward identities, can be generalized to the case ( # 0, by including

the z and ¢ dependence. Section A.4.7 sketches the relevant modifications.

Antighost Ward identities

For all values of o, we have “linear field equations” for the fields /i, ¢, Q and b. These
equations imply the antighost Ward identities that can be enforced in perturbation theory.
They constitute a BRST quartet :

GE)=0, G,(2)=0, Go(X)=0, G (2)=0 (A.253)

where

_ LT

g\ — _

gu)_/TrX( = d*AJroz*b)
_ LT SLF __ LT LT i
G (F) :/Tr X( 50 +d*m> G (F) :/Tr X( 5 _d*(SA(@ —a*£50>

o 5L F LT

Gion(F) = / Tr X( s tdx A(Qs)) (A.254)

To obtain integrated equations, we introduced a local arbitrary function X, which takes
values in the Lie algebra of the gauge group. We call the set of the four operators G, =
(G, Gis Gioys Gioy) the antighost operator quartet.

Ghost Ward identities

For the particular case of the Landau gauge, a = 0, we have integrated Ward identi-

ties :
G(E)=0, Gg9UE)=0, GUE)=0 (A.255)

with
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(Qs) 6Lﬂ 5L§ (Qs) (Qs) (Q)
Qs — _ hr _ Qs a Qs Q
g() = [ Tr (x5 = il G +x(~(1) T, 1+ 29,9+ [, )
oL 5L 5L T 5.7
@) _ = N @) _ @)
(A ]+ 109,90 69, + ) )
SLF o 6F oL.F oL oL
O(TZ) = _ _ _(_1\a (Qs)
6()= [ (xS A+l S~ e~ (D
L o L o
+[x, Q@“‘)](S 7 0

e x[ey, 9] +x[QY, Q]> (A.256)

x is an arbitrary constant element of the Lie algebra. One has also the obvious property

gx)=0 (A.257)
where the linear operator G[x| stands for global gauge transformations of parameter —x

The operators G* = (G%), G9 GY @G) form a quartet. We call G* the ghost operator
quartet.

Consistency equations for Slavnov—Taylor, antighost and ghost operators

Given the operators G, and G°®, we define their linearized functional operators LG, and

LG*, which will complete the linearized Slavnov-Taylor operators.?? This set of operators
builds the following closed algebra

S(s)\/S@)( 7)=0 S(Q)L@S(Q)(ﬁ) =0
S178@(F) + S50 (F)

=0
S 79(F) = LGS, (F)

=G, (F) S<Q>|y§(33) - L_QS(Q)(,?) = %(9)
S(s)\y%(f}) + LGS (F) = S(Q)@%(f) + LGS0 (F) = Gy (F)
Sap 0P~ IBF) = GUT) | SIS L) =905
S 79 (F) + LGYVS ) (F) = Si) 9V (F) + LGVS ) (F)

—G(ZF)  (A.258)

22For example LG = f Tr X o
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The ghost and antighost operators commute in the following way

LG]G [X](F) + LG, [X]GV[x|(F) = —Gx, X]|(F)
LGV ]G [X)(F) + LG [X]GV[x](F) =G[[x, X]|(F)
LG [x]G 00 [X)(F) — LG [X]G W [x](F) =G[[x, X]|(F)

LG ]G0y [X](F) = LG (00 [X]GVK](F) = —Go [Ix. X]|(F)
LGV ]G0 [XI(F) = LG(00 [ X]GVX(F) =Gy, [[x, X]I(F)

(A.259)
LGV []GOW(F) + LG YIGX(F) = -G [[x, y]I(F)
(A.260)
LG[X]G.[X])(F) — LG.[XIG[x|(F) = —G.[[x, X]|(F)
LGX]G*V|(F) — LG [yIG[x]|(F) = =G [[x,y]](F) (A.261)

where we have written the dependence in the Lie algebra elements X and x. For simplicity,

we shall consider cases such that
Q=L. C*=0 (A.262)

For instance, by introducing auxiliary fields, this condition holds true for A/ = 1,2

supersymmetry. We will see how the case N’ = 4 can be handled in a separate publication
[A.5].

A.4.4 Non-local supersymmetry in the Landau-gauge

In the class of gauges that we are considering, the dependence of the action ¥ on
the shadow fields ¢, ¢ and their ghosts i and p is quadratic, including the classical
source dependence. Thus, they can be eliminated by gaussian integration. This defines
an effective action 3¢ :

/DCDCDILLDM e~ 5= [(JetJet Kp+Kp)

-1 aGL,

=det™! ]
G(adc@ + dTaddAQGadMQ) + adM<Q) GaddAQd) 1

e ™" (A.263)

The simplicity of the determinant in Eq.(A.263) is due to compensations between the
bosonic and fermionic gaussian integrations over the shadow fields ¢, ¢ and u, 1. Here,
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ady denotes the adjoint action by a gauge Lie algebra element X, and the symbol T
indicates the adjoint of the corresponding operator with respect to the metric ( f, g) =
f Tr ( f* g). The operator G is the inverse of the Faddeev—Popov operator, so that, one
has Gd'dy = d'd,G = 1.

In the Landau gauge, o = 0, the determinant (A.263) is one. Therefore, in this
gauge, the functional integration over the shadow fields ¢, ¢, i1 and p reduces to the
implementation of their equations of motion. Since the () transformations depends on ¢
and p, the effective () symmetry then depends on a non-local operator, namely, on the
inverse of the Faddeev—Popov operator. Although perturbation theory cannot be safely
controlled in presence of a symmetry implying non-local operators, it is interesting to
discuss this resulting effective supersymmetry.

The classical equations of motion of the shadow fields are :

dide~ J + ... didi ~ K + ...

] ] (A.264)
e~ G(dF A+ ) pros GA'O™A + GK,

where the dots ... stand for terms depending on the external sources of the @) and 5@
transformations of the fields. The effective action X°F is obtained by substituting the
solution of the equations of motion for ¢, ¢, i and 4 in the action (X + [(Jc+ Je+ K+
K1)). Upon setting the sources J and K to zero, the resulting effective action X% turns
out to be the ordinary Faddeev—Popov action in the Landau gauge, with the addition
of external sources coupled to non-local operators. In particular, this amounts to replace
¢ by the non local expression Gd'5%¥A, and p by s Gd'6**Y A. For this effective action,
the external sources J, K, ¢'?’ and p'? have to be regarded as sources for the non local
operator Gd'6"*¥ A and its variations under s, Q and s @, respectively.

The corresponding Slavnov—Taylor identities inherit this non-locality, and become
quite complicated. However, one can compute the 1PI generating functional I'*f associa-
ted to the classical action X% in the framework of local quantum field theory. Let us
consider at first the 1PI generating functional I' computed from the local classical action
Y including the shadow fields. Then, we eliminate the external shadow fields by Legendre

transformation, substituting to them their solutions c¢*, u*, ¢* and p* of the equations :

R R
L
S i (A.265)
5o oV

23These equations are solvable as power series in A since the classical equations of motions are solvable.
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These solutions are non-local functionals of the sources J and K, and of other fields. The

Legendre transformation,
g K| =T[c", u*, ¢, q*] + / (Jc* + Kp*) (A.266)

defines the 1PI generating functional I'*® associated to . In this way, we obtain well
defined Slavnov—Taylor identities, which formally take into account the insertions of the
non local operator Gd'6**Y A and its transformations.

After elimination of the shadow fields, for a = 0, one has :
Qu® = 3% — 55U (GdT 35"V A)p® (A.267)

This is the combination of an ordinary supersymmetry transformation and a gauge trans-
formation with a field dependent fermionic parameter. This parameter involves the non-
local inverse Faddeev—Popov operator.

This effective () transformation provides a representation of supersymmetry on the

physical fields, since one has :
Q* = L, + 05¢(Gd L, A) (A.268)

For the gauge field, we have :
QA = (1 —d,Gd") 5 A (A.269)

One notices that 1 — d,Gd' is a projector, since (1-— dAGdT)2 =1 — d,Gd'. Moreover,
one has :
d'(1 —dsGd") =0 (A.270)

Therefore, after the elimination of the shadow fields, () can be regarded as a representa-

tion of supersymmetry which is compatible with the Landau gauge condition
dA=0 = d'(A+QA) =0 (A.271)
Furthermore, one has :
QQ = —Gd'[Q, &Y A — d,Gd Y A] QN =0 QRb=0 (A.272)

so one can check that Qd'd,Q = 0. These remarks indicate that the Faddeev-Popov

determinant admits a supersymmetry in the absence of the shadow fields, that is :
Q det[d'ds] 6[d"A] =0 (A.273)

However, the non-locality of this symmetry makes it of no practical use for controlling
the quantum theory. In contrast, by keeping the local dependence on the shadow fields,

one can safely use the conventional tools of local quantum field theory.
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A.4.5 Supersymmetric anomalies

The standard method to discuss the renormalizability of the theory to all orders of
perturbation theory is as follows. One assumes that the renormalized generating func-
tional I',, has been computed at a given order n, in such a way that it satisfies the
Slavnov—Taylor identities for the s and () symmetry and the antighost (and possibly
ghost) Ward identities. Then, one checks if one can proceed to the next order, with
the same conclusion. By definition, this recursive procedure holds true if there are no
obstructions, i.e. if anomalies are absent. In the present case, since a manifest invariant
regularization framework does not exist, one must check the absence of anomalies, de-
fined as cohomological non trivial solutions of the consistency conditions of linearized
operators sz, S(@IE’ LG, and LG®, for ensuring that we can define the supersymmetric
theory with all necessary Ward identities order by order in perturbation theory, through
the introduction of suitable compensating local non invariant counterterms [45]. It is thus
essential to classify the possible solutions of the consistency conditions of the linearized
Slavnov—Taylor operators that we have constructed, within our class of renormalisable
gauges.

The supersymmetric transformation 0¥ is nilpotent on the set &, of gauge-invariant
functionals of physical fields ¢® and supersymmetric parameters. We can consider its
restriction to this set of functionals. This permits us to introduce a differential complex,
O} (%), which is graded by the shadow number. We shall show that the question of
finding the possible anomalies for the Ward identities S,.), Siq), Go and G* is closely linked
to that of finding the cohomology H* of &7 (55Y).

We will find that the possible anomalies are either elements with shadow number one
in H*, or pairs built from the (1,0) Adler-Bardeen anomaly and a (0, 1) supersymmetric
counterpart. In fact, the latter possibility only occurs provided we are in a theory where

the following local functional :
7= /Tr (FA551“5’AA55’“5’A + w(gp)F/\F) (A.274)

is such that Z = §*¥(...), that is, vanishes in H?>.

We must proceed by steps. First, we will show that the eventual anomalies of the an-
tighost equations can be removed without spoiling the Slavnov-Taylor identities. Then,
we will be able to restrict to the search of solutions of the ordinary BRST invariance
consistency conditions, the unique solution of which is the Adler-Bardeen anomaly. Af-
terward, we will classify the solutions of the rest of the consistency conditions associated

to supersymmetry, which must be consistent with the BRST invariance. Finally, we will
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check that there are no solutions corresponding to the ghost operators which satisfy all

the consistency conditions.

Absence of anomalies associated to the antighost operators

To demonstrate that there are no anomalies associated with the antighost operators, it
is convenient to assemble the linearized operators (but the ghost ones) into the following

nilpotent differential operator ¢ :
5 = a8y +a VS 05+ LOIX] + 10, [X©) + LT [X V) + LT,y [X @] + 0 (A.275)

o and o9 are commuting scalars, X and X @ are anticommuting Lie algebra va-
lued functions and X and X?, commuting ones. The differential operator ¢ has been

introduced in order that :
6% = (a'?)? P, (A.276)

so that 0 is nilpotent, when acting on functionals. The operator o gives zero on all

quantities, but the functions X*, with :

ocX = Oé@)ﬁ,{X(Q) o X® = WX — a(Q)EﬁX(Qs)

To show that there are no anomalies for the ghost operators, one can use a standard and
general method [103]. It suffices to exhibit that ¢ admits a trivializing homotopy k, such

that the anticommutator of k£ and § determines the following counting operator

{6,k} = fTr (‘dﬁ*gfm +d5*5,ifcz> +dﬁ*5j<LQs))Ne—fTr (- d2x 2 (>+dc* A<Q) +diix A(Qs>)

5L 5L 5L 5L 5L L

N= [T b— 0l F et f— + X — + X© XO—— 4 X _——
/ U TR T TR T T sxe T axe T @)
(A.278)

This trivializing homotopy is simply :

T L L
k= /Tr (b5 + O + Frww + ) (A.279)

Therefore, we can always remove the anomalies of SME and S@)‘E in a way which pre-

serves the antighost symmetries.
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Cohomology of the BRST operator S@)\g

We then compute the cohomology of S@)\E alone. This operator can be split in two

parts
Swm =X < (A.280)
where 3, is the operator which acts on any functional .# of the fields trough the following
antibracket
Y oL .7 ORY oL 7 OB Lz 5B §L.z
E(gﬁ:(ﬁ,ﬁ) E/( 7 _ J—l—Tr J—Tr J)
v 0" dps Ol 0" 50 60O 500 50
(A.281)

and ¢ is the ¥ independent part of S(s)|2~ One then finds that ¢ admits a trivializing
homotopy £ defined by

5 5" P LR I
() — _1)\2,4(Qs) _0OW@s) (%)) - - R
b —/( D 5¢(Q>+/Tr( T S 5C<Q>+05M+Qab+“50>
(A.282)

The anticommutator of k¢ with ¢ is the counting operator M for all fields but the

physical ones, the ghost €2 and their sources for the BRST symmetry s. One can construct

perturbatively a functional V', such that, the differential operator V,) = (V, . )(;) satisfies
e 0S8 ne' =20+ (A.283)

Here, X0 is the part of ¥ which is annihilated by M and k. This uses the “Maurer—

Cartan” equation (see appendix B.4) :

1
2
¢*=0 ¢Y+ 5(z:, %), =0 (A.284)

Eq.(A.283) implies that the cohomology of S<5)|E is isomorphic to that of 2?,) +¢. The
latter is itself isomorphic to the cohomology of 22) on the set of fields made by the
physical fields, the ghost €2 and the sources for their s transformations. This cohomology

turns out to be the Adler-Bardeen anomaly 7 in the case of a semi-simple gauge group
102].

Supersymmetric anomalies consistent with BRST invariance

As announced, we now show that there are two possibilities for the consistent ano-
malies of the Ward identities. Either one has a supersymmetric term associated to the

Adler-Bardeen anomaly, or one has a pure supersymmetric anomaly:.
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Possibility for the “supersymmetric” Adler—-Bardeen anomaly

Consider the Adler-Bardeen anomaly /. To make it consistent with the operator
S<Q>|2’ we need an integrated local functional 4, possibly depending on all fields and
sources, with ghost number 0, shadow number one and canonical dimension g. 2% must

verify the consistency conditions
Swig? +S@pd =0 Sp# =0 (A.285)

To look for possible solutions, we use the horizontality condition Eq.(A.239) and its

Bianchi identity, which express the s and @) transformation laws. One has :
F=(d+s+Q-i)(A+Q+¢)+ (A+Q+e)° = F+5A+w(p)  (A.286)

The extended curvature defined by the latter equation permits one to use the formal
five-dimensional Chern—Simon identity
_ . . 1~ 1 -
Tr F° =dTr (AF® — 5A3F + 1—0A5) (A.287)
to determine both the Adler—Bardeen anomaly and its supersymmetric counter part.

The term with ghost and shadow numbers (2, 0) shows that the Adler-Bardeen anomaly

satisfies the consistency condition for s :

1
o = /Tr dQ(AdA + §A3) s/ =0 (A.288)
The term with ghost and shadow numbers (1,1) gives a solution for the consistency
condition

sHB+QA =0 (A.289)

It is defined by

L3 L3y ss

B = Tr (do(AdA+ S A%) + ([A, F] = SA%) 5% 4) (A.290)

The term with ghost and shadow numbers (0,2) gives the breaking of the consistency
condition Q% = 0 for this solution. Indeed, one gets :

QF =3 / Tr (FA0™Y AN A+ w(p) FAF) (A.291)

To obtain a consistent %, we must add a S(S)lz—closed term A™ to Z°, in order to have

a S@)‘E—closed functional Z, which preserves Eq. (A.289). Since Q% is not Smlz—exact,
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Z™ must be in the cohomology of SM\E' Therefore #™ is a gauge-invariant functional
on the physical fields. Because the transformation S(Q)\z acts as 0**Y on gauge-invariant
functionals, we obtain the following result. A functional %, which satisfies the consistency
equations (A.285), where o7 is the Adler-Bardeen anomaly, exists, if and only if, there

is a gauge-invariant local functional ™, for which the following equation holds
S IR = —3 / Tr (FAG"YANGYA + w(p)FAF) (A.292)

For the case NV = 2, 4, the right hand side in the last equation can be identified as a
cohomology class of the operator 6*“¥. It can be associated to Donaldson-Witten inva-
riants [A.5]. This gives an algebraic proof of the absence of Adler-Bardeen anomaly in
extended supersymmetry. This feature is usually attributed to the fact that there are no
chiral fermions in such theories.

For the case N' = 1, one can construct the following antecedent :%*
sy | _ - 1 0 _ _
) yz_LTr (ey“)\) ()\'yg,'yu)\) = 55“ PTr F, (E'yg)\) (e%)\) (A.295)

Thus, gauge anomalies can exist in this case. They can be detected as gauge anomalies

and as anomalies in the supersymmetry Noether current.

Purely supersymmetric anomalies

Since the Adler-Bardeen is the only possible anomaly for the S“)IE operator, other
potential anomalies for S(Q>|2 must be in the kernel of S(s>\z- In other word, we may have
a term €Y, with

As a result of [102], any element of the kernel of Sy of ghost number zero can be
decomposed into a gauge-invariant functional in the physical fields and a S(s)m—exact

term. Thus, one computes the cohomology of S(Q)\z in the image of SM\E' Any such

24For N = 1 in Minkowski space time
§IA, = —i(E’y,ﬂ\) YN = (F + 75H)e S H = i(?y;,@)\) (A.293)

with
(559)? = i(Ey”e) ((3“ + 5gauge(AH)) (A.294)
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element must be of the following form

= Sups [ (0 67+ (1607 + (007D + (ot
) 4 (1 507) 5 (@R (1 8%)) (297

Here £, £17° 49 and A are local functions of the fields, where the sub-index d is

the canonical dimension. The explicit form of €™ is

e = [((07) ~ (@S )+ () + (500 6)

DY a a a . a a
<5 a’f()l) )+ (= <9051Q)’5[<ao}—2:1 —(=1) <90§i)a5(s)\zf[£i)% ) (=D (i, S, \zﬂ[fiﬁ

(D) (001 = 8, ) + (0, Sy ) — (2, 801550
(D) — (S, ﬁ§073>>) (A.298)
The consistency conditions imply that :
GE™ =0 (A.299)
Thus :

L = 600 = (A.300)

On the other hand, the condition S@)‘E% = 0 yields at zero-th order in the sources :

5LE 1) a 2) @ 11 1,2 )
/<<5_<p“’3(‘9>2 [((z(])lr); [(2+)1 >+< 50 8(@)\2]“ g SU‘Eﬁ(O ")

H(EZ oy (02 = S ) ) = 0") (30

This equation is solved, either when each term vanishes, or when the action > admits
an accidental symmetry, with ghost and shadow numbers (0, 2), and canonical dimension
one, which only acts on the physical fields, €2, ¢ and . It is reasonable to assume that

this latter possibility never arises. Therefore, one must have :

(0, 1) a (0,2) @ (0,2) ab(SRE .
S(Q)|E][ ﬂ[a]+1 Ca]+[b] 3 b +0(¢*)

S(Q)|Ef(1 Y+ (1 K 5<>|zﬁ(0 Y =0(¢°)
AV = O(¢°) (A.302)
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This property tells us that €™ is trivial at zeroth order in the sources ¢°, that is :

T = 5<s>|25<cz>|2/< (=1)" (i, -+ )+ LA 1)>) O (4-303)

Due to the power counting, only the functions f[ffiﬁ and g( 2 “ can depend on the
2

1
external sources. Moreover, this dependence must be linear. Or[1e+can then compute that
%™ must be trivial at all order in the sources, extending the equations (A.301,A.302).
We thus obtain the desired result that the cohomology of S<Q>|E in the image of S(s>|2 is
empty.

We have thus shown that, the possible purely supersymmetric anomalies € are the
elements of H! with canonical dimension four. In fact, H' depends on the given super-
symmetric theory. As a direct consequence of results in [101], H' = {0} in N = 2 super
Yang-Mills. Preliminary computations show that there are no supersymmetric anomalies
in A/ = 4 super-Yang-Mills, in agreement with [61].

To summarize, anomalies for the linearized operators LG,, S(s)\z and S(Q)‘E must be,
either an element of H*, or the Adler-Bardeen anomaly .27, provided that a corresponding

counterpart 4 exists.

Solutions of the consistency conditions associated to the ghost operators

In the Landau gauge, there are additional symmetries, expressed by the ghost ope-
rators G*, whose homogeneous parts are the differential operators LG®. This gauge has
many advantages, but one must check that there is no anomaly for the operators LG®.
From the previous computation, one can check that the possible anomalies for LG,, SME
and S(Q)|E are left invariant by the four operators LG®’s. Therefore, the computation of
possible anomalies of the ghost operators reduces to a relatively simple system of consis-
tency equations. Moreover, because the operators LG® decrease the ghost and shadow
numbers, their anomalies A® must depend on the anti-ghosts, the anti-shadows, and the
sources, which have large canonical dimensions. By inspection, one finds that the consis-

tency conditions of A® have no local solutions with the required canonical dimension.

Therefore, one can use the ghost Ward identities of the Landau gauge, and the ano-
maly problem is the same in this gauge as for all other values of a. The advantage of the
Landau gauge, is that it simplifies the proof of the stability of the action. Most impor-

tantly, it is a preferred gauge for demonstrating non-renormalization theorems [45, 104].
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A.4.6 General local solution of the Slavnov—Taylor identities

In this section we assume that the anomalies mentioned in the last section do not
exist in the supersymmetric theory we are dealing with, or at least that these anomalies
do not arise in perturbation theory. For A" = 2,4 no anomaly can arise, but for N’ = 1,
the consistency conditions may have solutions, and the coupled hypermultiplet must be
carefully chosen.

To prove the stability of the action, i.e. to show that the ambiguities related to the
local invariant counterterms, which can be freely added at each order of perturbation
theory, do not exceed the number of parameters of the classical starting action, we must
compute the most general integrated local polynomial, with ghost and shadow numbers
(0,0) and canonical dimension four, which satisfies all Ward identities. We will work in
the Landau gauge, oo = 0.

Because of the ghost equations and power counting, the source dependence of the
action must be linear, but for possible quadratic terms in the ¢!?®. However, since the

Slavnov—Taylor identities mix the different sources (@, p& and ¢(°?), such quadratic

terms must be absent. Therefore, the most general solution % of the Slavnov-Taylor

identities must have a linear dependence on all sources. It can be written as follows :

ZR - SR[QOGJ Qu Qa ¢, Ea b7 ﬂ7 :U‘] + /(_1)0« (@S)AZ) + SO(Q)A((ZQ) + gO(QS)A((IQ5)>

Here, the A,’s are local polynomials in the quantum fields, which can be used to define

differential operators s® and Q7.

Al = sty! Al = Q%¢"
A?Qs) — SRQR()OG
Ay = s™Q A = Q"0
A(Qs) = S RQRQ
Ay =Q%n A =Q%c (A.305)

The Slavnov—Taylor identities imply that S® must be invariant under the action of s%*
and Q%, and that these latter must verify
s® =0 Q™ = L,
{s%,Q%}=0 (A.306)
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s® and Q% acts as s and ) when these ones act linearly. Modulo a rescaling of ghosts
and shadows €, i and ¢ as well as of the structure constants of the gauge group, it turns
out that the operators s7™ and Q™ must have the same form of s and (). Thus, the
gauge symmetry can only be renormalized multiplicatively, and supersymmetric trans-
formations must be renormalized in the most general possible way, which is compatible

with power counting and their closure on a renormalized gauge transformation.

Susy 2
0" 5

= 55 (R () + ip A) + L (A.307)

Then, the renormalized action decomposes into a part belonging to the cohomology of
s® and into a s™-exact part. Because s® and s are identical modulo rescalings of
ghosts and the coupling constant, the former term is a gauge invariant local functional
which depends only on the fields ¢®. It must also be invariant under the renormalized
supersymmetry. Since the transformations are the same on the fields of negative ghost
number, the s™-exact part must be (Q®-exact in order to be QQ* invariant. The antighost

equations then fix this part to be the one of the classical action
sRQ” / Tr pd* A (A.308)

To go further in determining w™(y), one must look at the details of the particular super-
symmetric theory. Therefore, the conclusion is that in a supersymmetric theory with a
supersymmetric algebra which closes off-shell, and which has no anomaly, the action is
stable under radiative corrections if and only if, the most general supersymmetric algebra
defined on the set of fields from Eq. (A.307), can be related to the standard one by linear

redefinitions of the fields. In fact, this is the case in all super Yang—Mills theories.

A.4.7 Interpolating gauges

In this section, we discuss the extension of the Slavnov—Taylor identity associated to
supersymmetry to an arbitrary value of the gauge parameter (. As already mentioned,
this is achieved by introducing an anticommuting parameter z which allows one to vary
the gauge parameter ¢, while maintaining the desired Slavnov-Taylor identity.

The anticommuting parameter z is such that Qz = (¢, Q¢ =0, and s( =0, sz = 0.
For ( # 0, one has a non-vanishing ()-variation of the gauge-fixing term. Using the

gauge-fixing term eq.(A.252), one has, however, an extended Slavnov—Taylor identity :

o >
S (X) =S (E) + C@ =0 (A.309)
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The antighost Ward identities can also be extended to a generic value of the gauge

parameters ¢ and z. In the present case, these Ward identities generalize to

o B 5Ltg- L g
Q(ﬁ):/TrX( 5 —d*A+(x*b—zd*6A(Q)+zd*dc)
B SLF LT SLF
Q@(ﬁ):/TrX( s b s ad ko o du>
_ SLF LT _ oL F
g@(ﬁ)z/Trx( (L= Q) 5 — Cdwde—ax Lot zdwds— +2£Kd*A>

S oL F oL F oL F oL F
Goo(F) = /Tl" X( on Tt (1= Q)d* sy — Cd*du — Zd*dgu(@ - Ahwdx W)
(A.310)

The consistency conditions for the operators S, S, and G. remain the same. For the
classification of anomalies, one can repeat the same arguments as previously, with ¢ # 0.

The only change is that, the translation operator :

5L _ L
fTI‘( dﬂ* )erc* (Q)+d“*5j(Qs)) (A311)

which appears in (A.278), must be modified to

fTr( d0x-2 4 (1—¢)de+2db) (Q)—l-((l )dfi—2dQ)x (LQS) —zd*dééi(LQ) —zd*dﬁéifg)) (A.312)

When checking the stability of the action, one still finds that the gauge-fixing action s%¥,
which depends on the parameters ¢ and z, is stable. However, we have not been able to
derive ghosts Ward identities and prove that the action depends linearly in the sources,
even in the Landau gauge. As a matter of fact, more computations are needed, to obtain
the stability of the whole action, including the sources.

However, ghost Ward identities are in fact not necessary to remove ambiguities. What
matters is that the supersymmetric gauge, ( = 0, can be analytically linked to the other
gauges ¢ # 0, and, in particular, to the ordinary Faddeev—Popov gauge-fixing. As we have
just seen, one can extend all the required Ward identities necessary to define the theory
in the interpolating gauge. The Green functions of quantities which are left invariant by
the operators 8(5”E are independent from the parameter ¢ and z. The supersymmetric
gauge ¢ = 0, z = 0 gives the simplest gauge for explicit computations and check the
Slavnov—Taylor identities at each order in perturbation theory. For ( # 0, one must keep

the ¢, z dependence, in order to control supersymmetric covariance.
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A.4.8 An example : the case of N = 2 super-Yang—Mills

In order to illustrate our general formalism, let us consider the example of N' =
2 super-Yang—Mills in Euclidean space. In this case the supersymmetry algebra closes
off-shell with the introduction of an auxiliary field H* in the adjoint representation of
the SU(2) R-symmetry group. The theory contains a gauge field A, a SU(2)-Majorana
fermion A (we do not write the R-symmetry index), one scalar ¢ and one pseudo-scalar

¢°. The classical action is
4 1 , 1 c1 5 | U~
d ZL'TI' _ZFNVFM + §_F_[Z.l'.lZ + §DM¢ DMQb — §D“¢ DN¢ — §(Alp)\)
1 1~ 1 —
316% 6 + 5 (ulo® ) — 5 (6.4 ) (4313

and the supersymmetric algebra is :

YA, = —i(E%)\)
57 = — (€ys\) " Yp = —(eN)
FIN=Fe+ v5[0°, ple — i(75]ﬂ¢5 + ngb)e + H;T'e
S i = (z# (—iPA +75[6°, A — [, )\]))
(A.314)

It closes as follows
(6592 = 65 (€157 — Ble) — i(er%e) A,) — i(e7€)0), (A315)

The supersymmetric gauge fixing-term is :

- sQ/d4:1:Tr (0" A+ 5b) =
/ A4 T (—ba“AM - %bQ +Q0"D,Q — 20" Dyc — id" Dy

Ne’
e

5 (ev*e)cd,c + ic(e ) + 0, ([D'Q, c] + i(ev"[, A]))) (A.316)

We notice that this gauge-fixing term gives propagators between the shadow and the

fermion fields, which depends on the supersymmetric parameters, as follows :

N
<C )‘>0 _ pQ < >O (1 )(p2>2 (A317)
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We checked that, no infra-red problem , which cannot be cured, is implied by the ap-
parently infra-red dangerous propagator (c c),. The dependence on the supersymmetric
parameters € of the propagators has no physical consequences for the observables, since
the latter can be considered as gauge parameters. Their appearance in the propagators

can be handled as that of the parameter o in the gauge propagator :
B — (1 — )2

p2

(A Ay = (A318)

A.4.9 Conclusion

An important component of this paper is the introduction of a new sector in super-
Yang—Mills theories, namely that of shadow fields. It defines new gauge-fixing terms that
depend on a more general family of gauge parameters. Some of them can be identified
as the “constant ghosts” for supersymmetry transformations. The preserved BRST sym-
metry allows one to define supersymmetric covariant and gauge-invariant observables.
Moreover, the Slavnov—Taylor identities imply that the correlation functions of the ob-
servables do not depend on these parameters. The ordinary Faddeev—Popov gauge-fixing,
which is not supersymmetric, is obtained for a given choice of these parameters. Other
choices give an explicitly supersymmetric gauge-fixing. This provides a proof that super-
symmetry and gauge invariance of physical observables can be safely maintained, even

in the simplest non-supersymmetric gauges.
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A.5 Finitude de super-Yang—Mills N/ = 4

L. Baulieu, G. Bossard et S. P. Sorella,

« Finiteness properties of the N' = 4 super-Yang-Mills theory in

supersymmetric gauge »

Nucl. Phys. B 753, 252 (2006), hep-th/0605164.

Nous apportons dans cette publication la premiere preuve cohérente et exhaustive
de I'annulation de la fonction 3 dans la théorie de Yang—Mills maximalement super-
symétrique, sans supposer ’existence d'un régulateur qui préserve a la fois 'invariance
de jauge et la supersymétrie. Une premiere version de cette preuve, publiée par un des
auteurs, confondait le role des opérateurs de Slavnov—Taylor associés respectivement a
I'invariance BRST et a la supersymétrie. Cette preuve émettait en particulier I’hypothese
que l'insertion de I'action dans la fonctionnelle génératrice des diagrammes une particule
irréductibles définit un élément non trivial de la cohomologie de I'opérateur linéarisé de

Slavnov—Taylor associé a la supersymétrie

[ / £9.T) # Sepp[¥- T (A.319)

Cette derniere propriété qui semble naturelle, en tant qu’extension de la propriété clas-
sique de non trivialité de ’action dans le complexe des fonctionnelles dépendant analy-
tiquement des parametres de supersymétrie, n’est cependant pas nécessairement vraie.
Admettons qu’on écrive ces équations pour la fonctionnelle génératrice connexe et qu’on
fixe a zéro toutes les sources qui ne sont pas couplées a des opérateurs S(an invariants
dans l'action, de maniére & annuler le terme de droite. Alors la S5, exactitude de la
densité lagrangienne dans le complexe des fonctions des champs, séries de Laurent des
parametres de supersymétrie, implique que le terme de gauche est également nul. La

bonne définition de la preuve fait, en fait, intervenir I’équation

[ / £9-T) # Sy ¥ 1] (A.320)

que 'on peut démontrer en considérant des fonctions de corrélation non triviales entre

la densité lagrangienne et des opérateurs composites invariants de jauge.
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Afin d’établir correctement la preuve de finitude, nous établissons la renormalisabi-
lité de la théorie maximalement supersymétrique dans sa formulation tordue a la Vafa—
Witten, avec six ou neuf charges de supersymétrie admettant une représentation fonc-
tionnelle locale sur les champs [A.3]. L’action est stable avec seulement six charges de
supersymétrie, et on peut démontrer que l'invariance par rapport a ces six charges in-
terdit ’apparition d’une anomalie triviale pour les trois autre charges en involution. Les
identités de Slavnov—Taylor associées a six charges de supersymétrie sont ainsi suffisam-
ment contraignantes pour fixer les ambiguités associées a l'invariance par rapport aux
neuf charges de supersymétrie qui admettent une représentation fonctionnelle locale.

On montre dans cette publication, qu’on peut obtenir de maniére cohérente des pro-
priétés des opérateurs invariants de jauge en les contractant avec des parametres de
supersymétrie apparaissant dans la fixation de jauge. On est ainsi en mesure de mon-
trer I’annulation de la dimension anormale des opérateurs un-demi BPS primaires, en
démontrant qu’on peut les construire en développant des opérateurs dépendant de cingq

parametres de supersymétrie en fonction de ces derniers.
Tr (@*® + wwl + wurh! + (W +v’)@)" ~ Tr ¢'¢/¢h - ¢! (A.321)

L’annulation de leur dimension anormale découle de leur ) exactitude via la formule de
Chern—Simons, qui permet de contraindre celle-ci en fonction de la dimension anormale
d’opérateurs composites qui font intervenir 'ombre. Ces derniers s’averent étre protégés
par les identités de Ward fantomes dans la jauge de Landau. Le fait d’établir ce résultat
sur les multiplets complets de SU(4) est d’importance, puisque la formulation tordue
n’interdit pas en principe une procédure de renormalisation des opérateurs composites
qui brise cette invariance.

La preuve de ’annulation de la fonction 3 est ensuite proprement établie. En démontrant
I'existence de seulement deux cocycles étendus non triviaux solutions des équations de
descentes

(d+ 8@\2 + S@)‘E —wi.) L.=0 (A.322)

on est en mesure de montrer que la dimension anormale de la densité lagrangienne ne
peut étre non nulle (modulo une renormalisation (d+8;,y;)-exacte) si celle des opérateurs
un-demi BPS primaires de dimension 2 est zéro. La construction de ces cocycles est si-
gnificativement simplifiée en se restreignant a six générateurs permettant de déterminer
'action de maniere unique [A.2]. Ce résultat permet de démontrer que toutes les contribu-
tions de la fonction 3 sont proportionnelles a la fonction § a une boucle, dont 'annulation
est un fait établi.
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On apporte ainsi des preuves rigoureuses, indépendantes du schéma de régularisation,
de T'annulation de la fonction 3 et de la dimension anormale des opérateurs un-demi
BPS a tous les ordres de la théorie des perturbations. Ceci conforte la conjecture que
I'invariance par rapport a la supersymétrie maximale implique I'invariance de la théorie

par rapport a 'ensemble des générateurs de ’algebre superconforme psu(2,2(4).
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Finiteness properties of the N/ =4
super-Yang—Mills theory in supersymmetric

gauge

abstract

With the introduction of shadow fields, we demonstrate the renorma-
lizability of the N’ = 4 super-Yang-Mills theory in component forma-
lism, independently of the choice of UV regularization. Remarkably, by
using twisted representations, one finds that the structure of the theory
and its renormalization is determined by a subalgebra of supersymme-
try that closes off-shell. Starting from this subalgebra of symmetry, we
prove some features of the superconformal invariance of the theory. We
give a new algebraic proof of the cancellation of the § function and we
show the ultraviolet finiteness of the 1/2 BPS operators at all orders
in perturbation theory. In fact, using the shadow field as a connexion
form, the invariant polynomials in the scalar fields in traceless symme-
tric representations of the internal R-symmetry group are simply rela-
ted to characteristic classes. Their UV finiteness is a consequence of the

Chern-Simons formula.

A.5.1 Introduction

In a recent paper, new fields have been introduced for supersymmetric gauge theo-
ries, which we called shadow fields. These fields are elements of BRST doublets. They
determine a BRST like operator for the supersymmetry invariance, which is fully com-
patible with the gauge symmetry [A.4]. Shadow fields also allow for the construction
of new classes of gauges that interpolate between the usual Faddeev—Popov gauges and
new ones, which are explicitly supersymmetric. These gauges give an additional Slavnov—
Taylor identity, for controlling supersymmetry at the quantum level. The observables are
determined from the cohomology of the BRST operator for gauge invariance, and their
supersymmetry covariance can be established from the new Slavnov—Taylor identity.

It has been conjectured for many years that the AV = 4 super-Yang—Mills theory is a
superconformal theory. Its 3 function vanishes at all orders in perturbation theory [105,
106, 61]. The superconformal invariance is a basic feature of the AdS/CFT Maldacena’s
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conjecture [107]. In this paper we use the new supersymmetric gauges to directly prove
in perturbation theory some of the results that are implied by the conformal invariance
of the N' = 4 super-Yang—Mills theory, with the only symmetry hypothesis of super

Poincaré supersymmetry.

In [A.4], the renormalization of supersymmetric theories, using shadow fields, was
detailed when the supersymmetry algebra closes off-shell, that is, for cases where auxiliary
fields exist for closing the whole supersymmetry algebra. In the N’ = 4 super-Yang—Mills
theory, no such auxiliary fields exist. Here, we will bypass this point by combining the
methodology of [A.4] and the existence of a supersymmetry subalgebra with 9 generators,
which is large enough to constrain the classical N' = 4 super-Yang-Mills action, and
small enough to be closed without the use of equations of motion. This subalgebra was
introduced in [A.1,A.2], using methods that are specific to topological field theory and

involve twisted variables.

The Slavnov—Taylor identities that are allowed by the introduction of the shadow
fields enable us to prove the renormalizability of the N' = 4 theory, without any assump-
tion on the choice of the ultraviolet regularization. In this paper, we show the absence of
a possible anomaly for the N' = 4 theory. Algebraic methods have been used to show that
invariant polynomials depending on one of the scalar fields of the supersymmetry multi-
plet are protected from renormalization [69]. We will extend this result to the whole set
of local observables of the N' = 4 super-Yang—Mills theory, which are invariant polyno-
mials in scalar fields, taking their values in any given traceless symmetric representation
of the R-symmetry group. These operators are the 1/2 BPS primary operators. We then
obtain the finiteness of the whole 1/2 BPS multiplets, by supersymmetry covariance. We
will give a new proof of the cancellation of the 3 function at all orders in perturbation
theory. Remarkably, all these results are obtained by using small sectors of the supersym-
metry algebra. The latter exist, thanks to the possibility of twisting the supersymmetry
algebra, by combining the R-symmetry and the Lorentz symmetry. In order to prove the
stability of the action under renormalization, it is in fact sufficient to use a sector of
the supersymmetry algebra with 6 generators. And, to prove that all 1/2 BPS primary
operators are protected operators, one uses a sector of the supersymmetry algebra with
5 generators. A key feature of this proof is the Chern—Simons formula, where the shadow
field can be identified as a Maurer—Cartan form. It appears that the scalar observables of
topological field theories determine the 1/2 BPS primary operators by covariance under
the R-symmetry of the supersymmetric theory. In fact, their finiteness property is closely

related to the existence of characteristic classes.
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We will suppose everywhere that the gauge group is simple.

A.5.2 Twisted N =4 super-Yang—Mills

Fields and symmetries

Consider the N' = 4 multiplet (A, A%, ¢') in a flat euclidean space Spin(4) = SU(2), x
SU(2)-, where o, i are indices in the 4 and the 6 of the internal symmetry SL(2, H), which
is the euclidean version of the SU(4) R-symmetry in Minkowski space. The components
of spinor and scalar fields A* and ¢’ can be twisted, i.e., decomposed on irreducible

representations of the following subgroup?®
SU(2)4 x diag(SU(2)- x SU(2)g) x U(1) C SU(2)4 x SU(2)_ x SL(2,H) (A.323)

We redefine SU(2) = diag(SU(2)- x SU(2)g). The N = 4 multiplet is decomposed as

follows

(AL, U, n,x", @, ®) (L, hr, 9y, 1, X1) (A.324)

In this equation, the vector index p is a “twisted world index”, which stands for the

(3, %) representation of SU(2); x SU(2). The index I is for the adjoint representation of

the diagonal SU(2). In fact, any given field X' can be identified as a twisted antiselfdual
2-form X

728
The twisted “matter” multiplet (L, hy, ¥, 7, Y1) involves therefore four scalars, which

by using the flat hyperKahler structure J;,.

are now assembled as a scalar L and an antiselfdual 2-form h;. For the sake of clarity,
we will shortly display a table with the representations of the twisted fields under the
various symmetries, as well as their commutation properties.

The ten-dimensional super-Yang-Mills theory determines by dimensional reduction
the untwisted NV = 4 super-Yang—Mills theory. Analogously, the twisted eight-dimensional
N = 2 theory determines the twisted formulation of the N = 4 super-Yang—Mills theory
in four dimensions [16]. An horizontality conditions is given in [A.1], which determines
the maximal supersymmetry subalgebra of the twisted N = 2, d = 8 theory, which can
be closed without the equations of motion. We will consider this horizontality condition
with minor modifications, which are convenient for perturbation theory. It defines the
BRST operator s associated to gauge invariance and the graded differential operator

(), which generates the maximal off-shell closed supersymmetry subalgebra. The latter

25Usually, one means by twist a redefinition of the energy momentum tensor that we do not consider

here.
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depends on nine twisted supersymmetry parameters, which are one scalar @ and one
eight-dimensional vector . s and ) are thus obtained by expanding over all possible

gradings the following horizontality condition

(d+s+Q—wi)(A+Q+e)+(A+Q+¢)
=F+ @V +ge)n+ix + P + |e]*® (A.325)

and its associated Bianchi relation

(d+ s +Q — wie) (F + @V + g(e)n + i-x + @ + |e|*®)
+[A+Q+ec, F+oVU +gle)n+ix + @@+ @] =0  (A.326)
Q is the Faddeev—Popov ghost, while ¢ is the shadow field [A.4]. The action of () on the

physical fields decomposes as a gauge transformation with parameter ¢ and a supersym-

metry transformation §°*¥, as follows
Q = &Y — 655 (¢) (A.327)

By dimensional reduction of these formula one obtains the maximal subalgebra of the
N = 4 supersymmetry algebra which can be closed off-shell [A.2]. By dimensional re-
duction in four dimensions, the eight components of the vector € decomposes into one
scalar w, one antiselfdual 2-form written as an SU(2) triplet v; and one four-dimensional

vector €*. The corresponding supersymmetry algebra is

FYA=wU + wl + gle)n + g(Jre)x" + v J ()
I = —wwds® —w(daL +T) +i.F + g(Jre)H' + g(e)[®, ] — vy (dah’ + JH(T))
S = —wi + 0.V — vy’
51D = o
55y = w[®, B — w[®, L] + L.® — v;[®, h']
&I = H! + w[®, W]+ L. ® — vr[®, L] + !y’ [@, hE]
Y H = [®, X'+ w([L, "] = [0, h"] = [®,X"]) = Lyren — [®, 050, V] + Lo
uslh? 0 ([, T+ (8, 7]) — L asco” ([, 5] + (8, 55))
S =i — wn + . W — ury’
5 =w[®, L] + w[®, @] + L L +i.T + v (H + [h', L])
5 =T — wds® — g(e)[®, L) + g(J1e)[®, h'] + vr T  (da®)
ST — o[, 9] + o (—dan — [B, 9] + [L.) — g(e) (1. L] + [8.7)

+g(Jre) ([, h'] + (@, X']) + L0 + o (A1, 9] + T (dan + [, T]))
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I =yt +wx! — i U — vl — el jpu YK (A.328)
&Iy =w[®, A + w([L,h"] — H') + Z.h" — iy T + ' [®, 8] + vy[h!, h'] + &' jev’ H

Notice the presence of auxiliary fields H; and T}, for a total of 7 = 3 44 degrees of free-
dom. They have been introduced to lift some degeneracy when solving the horizontality

condition, while ensuring that the supersymmetry algebra closes, according to
(551153!)2 — 5gauge(w(gp) + ’WZEA) + w[’a (A329)

with
w(p) = @*® + wwl + wurh! + (W + v’ + g ® (A.330)

As explained in [A.4], the field dependent gauge transformation that appears in the
commutator of two supersymmetries (A.329) justifies the introduction of the shadow

field ¢, with the following ) transformation
Qc = w(p) + wi. A — ¢ (A.331)

When all parameters, but w, vanish, w(p) can be identified as a topological ghost of
ghost.

The s transformations of physical fields are their gauge transformations with para-
meter €.

In order to solve the degeneracy in the horizontality condition sc+ Q€+ [¢,Q] =0,
one introduces the field p, with

sQ=-0? QQ=—pu—[c, Q]
sc=1 (A.332)
sp=0 Qu = —[w(p), Q] —wZQ — [c, 4]

As explained in [A.4], the use of ¢ and €2 allows one to disentangle the gauge symmetry
and supersymmetry in the gauge-fixing process. In fact, antighosts and antishadows must
be introduced, in order to concretely perform a gauge-fixing, which we will choose to be
Q-invariant. The new fields come as a BRST quartet, and their transformation laws are

as follows :

sii=2¢ sc=0 sQ=1b sb=10

_ ) (A.333)
Qi=Q  Qc=-b QU=wlji Qb=-wl.ec
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On all the fields of the theory one has (d + s + Q — @i.)? = 0, that is :

s2=0 Q? = wl.
{s,Qt=0 (A.334)

() depends on 9 parameters. We see that if we restrict to the subalgebra with five para-
meters, by taking ¢ = 0, we have Q% = 0. This observation will be shortly used.

The grading of the fields is determined from the assignments of the Faddeev—Popov
ghost number and the shadow number [A.4]. The other quantum numbers are those for
the global symmetry SU(2); x SU(2) x U(1). Together with 6**¥, the latter invariance
gives rise to a well-defined graded subalgebra of the whole N' = 4 symmetry, which is big
enough to completely determine the AV = 4 action [A.2]. As we will see shortly, the Ward
identities associated to the invariance under this subalgebra also determine the theory
at the quantum level, in such a way that one recovers eventually the whole symmetry of
the N' = 4 super-Yang-Mills theory, including its Spin(4) x SL(2, H) R-symmetry, after

untwisting. All relevant quantum numbers are summarized in the following tables

Alht| 9|0 |xr| 9 |7|xr|®|L|®|H| T
canonical dimension | 1|13 |23 13131317 /11|22
U(1) 0[0|1|-1-1-1/1/1]2|0|-2[0]0
SU(2). slofsjojlojiiojojo]o 0%
SU(2) sl1fsjof1jiioi1jojo 1|4
commutation property| — [+ |+ |—|— |+ |—|— |+ |+ |+ |+ | —

Table I : Quantum numbers of physical fields (with ghost and shadow number zero)

QlQblalelc|lp|lw|lwlelor] x x| x| x@
canonical dimension | 0|2 (222311110 0(0| 0| d |4—d|I-d|I-d
ghost number 1[=1{0|-1f0(0[1[0|0]|0O[O0| g |-1—=9g —g |-1—g
shadow number 0/0|0|—=1j—1f1}j1|1|11]1 s —s |[—-1—s|—1—s
U(1) 0/0(0[0[0[0O[O[=1|1|1]|1] w —u | —u | —u
SU(2)+ 0/0(0[{0]0|0[0O]0]O0O % 0 j+ J+ J+ J+
SU(2) 0[0|0l0|0|0[O|O]O|5|1] J j j j
commutation property| — | — |+ |+ |—|—|+ |+ |+ |+| + | £ F F +

Table II : Quantum numbers of ghosts, shadows and sources for s, @), s(@ transformations

where % stands for any field of the theory.
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Classical action and gauge-fixing

The classical action S is defined as a gauge-invariant local functional in the physi-
cal fields, which has canonical dimension four, is invariant under the global symmetry
SU(2), x SU(2) x U(1) and under the @) symmetry with its nine supersymmetry gene-

rators. The corresponding lagrangian density is any given linear combination of

1
,CZETI' (éF/\F‘I_HIJI*F_*HIHI“I_g_[JK*HI[hJ,hK]+*H][L,h/l:|+T*T

+ T xdsL + Jp % Tdah! + da® x dsg® + x1J % dg ¥ + U xdan — XrJ' % dg U — U x dyn
+xn[®, 7] + W[, %] + xx7 [P, x| + #77[®, 7] + V[®, x V] + 5[, ]
— %L, ] = WL, %W] — xxs[L, X'] = #nlhr, X' + *ilhr, x]

+ Jr % U,V — xerse X [B), XK — *[@, )2 — +[®, hi][®, '] — «[®, L][®, L]) (A.335)

and the of topological term

1
Chy = 3T FAF (A.336)

Here, we are only interested in the sector of zero instanton number [ Ch} =0, in such a

way that
1
S = p / LY (A.337)

The only physical parameter of the theory is thus the coupling constant g. Modulo the
elimination of the auxiliary fields H and T', and the addition of a topological term, L
can be identified as the untwisted N’ = 4 supersymmetric lagrangian.

One can check that the action S is in fact invariant under the sixteen generators
of supersymmetry. Remarkably, we found that it is already completely determined by
the §%*¥ invariance, when the supersymmetry generators are reduced to the six ones
associated to w, w and € [A.2].

As shown in [A 4], the introduction of the trivial BRST quartet (ji,¢, 2,b) allows a
renormalisable supersymmetric (i.e. ) invariant) gauge-fixing sW¥ for S, where ¥ is a
Q-exact gauge fermion that depends on the shadow fields and on the supersymmetry

parameters

w0 / Tr fi(ds A — ab) (A.338)

Here, we will restrict to the shadow-Landau gauge « = 0. More Ward identities exist in

this gauge, which is stable under renormalization. They greatly simplify the renormali-
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zation problems. When a = 0, the supersymmetric gauge-fixing action is

s‘P:/Tr (bd*A—Qd*dAQ—l—Ed*dAc—l—[Ld*dAu

—ed* (@ 4wV + g(e)n + g(Jre)x" + v (D))
+ id * ([da, o + [, @V + WV + g(e)n + g(Jre)x + UIJI(\TJ)])> (A.339)

Let ¢, 0@ and @9 be respectively the sources of the s, @) and s (@ transforma-
tions of the fields. The gauge-fixed complete action X, including the insertions of these

operators, is

S=5+ sty /(—1)“ (SD% so" + 99 Qp" + ', sQ@“)
+ / Tr (Qm? — QA — QY sQO + ' OQu — C(Q)Qc> (A.340)

Owing to the source dependence, the s and () invariance can be expressed as functional
identities, namely the Slavnov—Taylor identities, defined in [A.4]

Sy(X) =0 Sig(X) =0 (A.341)

Choosing the class of “linear gauges” (A.338), one has equations of motion for the quar-
tet (fi, ¢, €, b) that imply functional identities Go(X) = 0, which can be used as Ward
identities. Moreover, the shadow-Landau gauge allows for further functional identities,
associated to the equations of motion of 2, ¢ and p, G*(X) = 0, which constitute a BRST
quartet with the global gauge transformations. We refer to [A.4] for the detailed expres-
sions of these antighost and ghost Ward identities. All Ward identities verify consistency
conditions and their solutions determine a Lie algebra of linear functional operators. The

linearized Slavnov—Taylor operators associated to s and () satisfy the algebra

S’ =0 Sap” = wPe
{S<s)|2aS(Q>\z} =0 (A.342)

P- is the differential operator which acts as the Lie derivative along ¢ on all fields and
external sources. It must be noted that the Green functions depend on the supersym-
metry parameters generated by the (Q-exact gauge-fixing term, but not the physical
observables [A.4].
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A.5.3 Renormalization of the action

The problem of the renormalization of supersymmetric theories is strongly simplified
in the case where the supersymmetry algebra closes without the use of the equations of
motion, provided one uses shadow fields [A.4]. To treat the renormalization of the N = 4
model, for which no set of auxiliary fields exists, we will adapt the results of [A.4], using
the maximal off-shell closed @ symmetry of the AN/ = 4 model, with nine generators.
This reduces the question of the anomalies and of the stability of the theory to algebraic
problems, which involve only the physical fields and the differential §5“%.

Anomalies

The possible anomalies associated to the Ward identities
S, =0  Su=0 GI)=0 G ) =0 (A.343)

are related to the cohomology H* = @senH? of the differential complex of gauge-invariant
functionals in the physical fields and the supersymmetry parameters (w, w, v; and &*)
with differential 6**¥. The shadow number s defines the grading of this complex. The non-
trivial anomalies are either elements of H! or a doublet made out of the Adler-Bardeen

anomaly and of a supersymmetric counterpart, which exists if and only if the cocycle
/Tr (FA(SS’“HAA(SS‘“yA + w(gp)FAF) (A.344)

is 0"-exact [A.4]. If this cocycle were 6**Y-exact in the NV = 4 theory, its restriction
to the value (w = 1, w = v = ¢ = 0) of the supersymmetry parameters would also
be 0¥ _-exact. This restricted operator §°*¥ can be identified with the equivariant form
of the topological BRST operator defined in the generalized Donaldson-Witten theory
associated to twisted N' = 4 super-Yang-Mills theory [A.2] and the cocycle (A.344) can
be identified with the Donaldson—-Witten invariant

/Tr (PFNF + WAV LF) (A.345)

The latter expression is a non-trivial cohomology class. Thus the consistency equations
for both s and @ symmetries forbid the possibility of an Adler-Bardeen anomaly in
N = 4 super-Yang—Mills theory. In fact, one obtains an analogous result for the cases
N =2 3.

This very simple demonstration gives an algebraic proof of the absence of Adler—

Bardeen anomaly in Yang—-Mills theories with extended supersymmetry.
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As for the absence of purely supersymmetric anomaly, one can straightforwardly com-
pute that H' is empty. Indeed, the invariance under only six supersymmetry generators
is sufficient to determine the classical action [A.2]. Then, one finds that the possible ele-
ments of H! associated to transformations linear in w, w, and ¢ must be trivial. After
their elimination, power counting forbids the possibility of functionals, which are linear
in the parameter v; and satisfy all the invariances required by the consistency conditions.

As a corollary, one finds that, when one renormalizes the theory and adjusts the 1PI
generating functional at a given order of perturbation theory by adding non-invariant
counter-terms, it is sufficient to consider the Slavnov—Taylor identity with the six gene-
rators. Once this is done, it is automatic that one has also restored the Slavnov—Taylor
identity with nine generators.

Therefore, in the absence of a solution to the consistency conditions of the functional
operators associated to the Ward identities, it is by definition possible to renormalize
the N/ = 4 super-Yang-Mills theory, while maintaining all the Ward identities of the
shadow-Landau gauge. The process is straightforward, and independent of the choice of

the regularization.

Stability

In order to ensure that the renormalized action does not depend on more parameters
than the classical lagrangian that we are starting from, one must prove its stability
property. Basically, this amounts to prove that the most general local solution of the
Ward identities, which can be imposed in perturbation theory, has the same form as the
local gauge-fixed effective action that one starts from to define perturbation theory.

In [A.4], within the framework of our class of renormalisable gauges, we reduced the
question of the stability of the action to that of finding the most general supersymmetry
algebra acting on the set of physical fields of the theory. Using power counting, we checked
by inspection that, for the A/ = 4 theory, the solution of this problem is unique, modulo
a rescaling of each physical field and modulo a redefinition of the auxiliary fields H; and
T

HP=z0H; + Zanme/ + 2125IJK[h17 hK] + z13[L, hy]
Tf = ZQOT!L -+ ZleuL -+ ZQQJ[“VDl,hI (A346)

Here the z’s are arbitrary coefficients. Such a non linear renormalizations can in fact be
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avoided. For this, one defines H! and T in such way that

oLs okS

The auxiliary fields then decouple and are not renormalized. This property can be checked
by using Ward identities associated to the equations of motion of these auxiliary fields,
which are consistent with the whole set of Ward identities of the theory. To define such
Ward identities, one adds to the action sources that are tensors of rank two in the adjoint
representation of the gauge group, for the local operator ¢® 2 (where the tensor product
is for the adjoint representation of the gauge group) and for its s, @ and s () variations.

It follows that the source independent part, S® + s® W=, of the most general lo-
cal solution of Ward identities is determined by its invariance under both renormalized
symmetries s and QQ®. The graded differential operators s™ and Q™ have the same ex-
pression as s and (), with a mere substitution of the bare fields and the coupling constant
into renormalized ones. Modulo these substitutions, S, defined as the most general local
functional of ghost and shadow number zero, power counting four, and invariant under
all the global symmetries, which is invariant under §¥™ and belongs to the cohomology
of S<5)|E, is the same as S in Eq. (A.337). In our class of gauge, the gauge-fixing term
keeps the same form, due to the ghost and antighost Ward identities. One can thus write,

for the most general possible local solution of Ward identities for the N' = 4 theory
1
ZR = E/;CZR‘}‘ SRQR/TI' ﬂd*A
+) /(—U“(so“’a sTe" + 9 Q%" + ', sRQ%“>
+ / Tr (—Qw SR — QOQRO — 0@ GRQRO + QQ Ry — C(Q)QRC> (A.348)

Callan—Symanzik equation

We define m as the subtraction point. The renormalized generating functional I' of
1PI vertices of fields and insertion of s, () and s() transformations of all fields verifies

by construction the Callan-Symanzik equation
CI'=0 (A.349)

With our choice of gauge, the supersymmetry parameters do not get renormalized, be-
cause of the Ward identities. Thus, in the shadow-Landau gauge, the unique parameter

of the theory that can be possibly renormalized is the coupling constant g.
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Because of the quantum action principle, mgF is equal to the insertion of a local

operator in the 1PI generating functional satisfying all the linearized functional identities
associated to the Ward identities. Using furthermore the stability property of the effective
action, one obtains that the anomalous dimensions of the fields can be adjusted, order
by order in perturbation theory, in such a way that the Callan-Symanzik operator takes
the following form

0F 0 o 7
CF = ma— +6 +S()|yS<Q)9/<§ Y@+ Tr i 5 )
&9’ LT (5Lﬁ oz oz

— _ L@ @)

= om Z / ¥ 5" o Spe P agp@ 7 a(sgp(czs)a)
obF St it T
@ Ty ([ C O—— A.
g / r(u e 0Tt 5b> (A.350)

Any given local operator O4 generally mixes under renormalization with all other ope-
rators with equal or lower canonical dimensions, except if a symmetry forbids this phe-
nomenon.

To generate insertions of any observable Oy4 in the 1PI generating functional I'; one

couples them to external sources u” and redefine
Y- N =3%+ Z/ ut, 0,4) (A.351)

Renormalization can only mix a finite number of local operators, because of power coun-
ting. To control renormalization, one must generically introduce new sources v* for other
operators and extend X[u] into X[u,v] in such a way that one can define the s and @
transformations of sources u and v¥ so that X[u,v] satisfies all the Ward identities of
the theory. By doing so, the Slavnov—Taylor, ghost and antighost operators get modified
by source dependent terms. Then, for any given observable with a given canonical dimen-
sion, the theory generated by X[u, v] can be renormalized in such a way that it satisfies
the same Ward identities as the theory generated by X, provided one has introduced the
large enough but finite set of sources v and that the introduction of these new sources
does not generate anomalies.

The quantum action principle implies that the Callan-Symanzik equation for the 1PI
generating functional I'[u, v] can be written as follows

CT[u,v] = [L[u,v] - '[u,v]] (A.352)
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The right hand side stands for the insertion of a local functional L[u,v] of canonical
dimension four in I'[u,v]. Because of the commutation property between the Callan—
Symanzik operator and the functional operators associated to the Ward identities of
the theory, this insertion must satisfy all the modified linearized functional identities

associated to the Ward identities including the source dependence

S<,)|F[L T} =0 Sar [L-T]=0
LG, [L-T] =0 LG*[L-T] =0 (A.353)

Therefore, the local functional L must be invariant under all the global symmetries of

the theory and verify
Sowl =Sa@pl =LG.L=LG"L =0 (A.354)

where the linearized operators are assumed to contain the source dependent modifications
associated to X[u,v]. The most general form of L thus corresponds to the most general

u,v dependent invariant counterterm, solution of Ward identities [45].

A.5.4 Physical observables

Physical observables are defined as the correlation functions of gauge-invariant func-
tionals O of physical fields,
(OF O OF"--+) (A.355)

They belong to the cohomology of s. Thus, they do not depend on the gauge parame-
ters, including the supersymmetry parameters [A.4]. One can study them in the shadow-
Landau gauge without loss of generality. We mentioned in section A.5.3 that the super-
symmetry parameters are not renormalized in this gauge. Thus, for any set of functions

of the supersymmetry parameter f4(w,w, vy, ), one has

< <Z fAOwa> O Oy ... > — Z fA<OZ‘V Oy op - > (A.356)
A

A

The Slavnov—Taylor identities imply that the insertion of any given gauge-invariant func-

tional in the physical fields O%" are renormalized such that

This equation and the factorization property (A.356) imply that physical observables fall

into supersymmetry multiplets, when they are sandwiched between physical states.
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Eq. (A.356) is a useful property, since it is often convenient to introduce field functio-
nals under the form O =3, fAO%". One can study the observables (O%*--- ) through
correlations functions involving the functional O, as long as each O%" is unambiguously
defined by O at the classical level.

In the shadow-Landau gauge, it is therefore meaningful to define the physical obser-
vables as the field functionals in the cohomology of s, including the ones with a depen-
dence on the supersymmetry parameters. Observables are allowed to have an arbitrary

positive shadow number.

A.5.5 Protected and 1/2 BPS operators

Some of the local operators of the NV = 4 super-Yang—Mills theory are protected from

renormalization. A strong definition of this property is
ClO-T] =0 (A.358)

expressing the vanishing of the corresponding anomalous dimension, 7o = 0. However,
the form of this equation must be slightly relaxed, since we are interested in physical
operators, and their finiteness is only meaningful for their values between physical states.
We thus define a protected physical operator by the request that it satisfies the previous

condition, up to an unphysical s-exact term, namely
ClO™ T] =8, [T T] (A.359)

Here T is a local functional of ghost number —1. Its expression can be gauge-dependent.

Well-known protected local operators of the NV = 4 super Yang—Mills theory are
those belonging to BPS multiplets. In superconformal theory it is natural to classify the
physical observables in irreducible superconformal multiplets. In each superconformal
multiplet, there is a superconformal primary operator that is annihilated by the so-
called special supersymmetry generators at the point z# = 0. Moreover, the action of
supersymmetry generators on a superconformal primary operator generates all operators
of its superconformal multiplet. When at least one of the supercharges commutes with
the superconformal primary operator of a superconformal multiplet, the latter is called
BPS. Such irreducible multiplets are short. They play an important role in the AdS/CFT
correspondence. Superconformal invariance implies that the dimension of any operators
belonging to such multiplets do not receive radiative corrections.

The 1/2 BPS primary operators are the primary operators that are annihilated by

half of the supersymmetry generators. They are the gauge-invariant polynomials in the
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scalar fields of the theory in a traceless symmetric representation of the SO(5,1) R-
symmetry group. In this section we will prove that all the 1/2 BPS primary operators, and
thus all their descendants, are protected operators, without assuming that the theory is
conformal, using only Ward identities associated to gauge and supersymmetry invariance.

In the gauge ¢ = 0 the operator () is nilpotent. The Lie algebra valued function
of the scalar fields w(p) that characterizes the field dependent gauge transformations
that appear in the commutators of the supersymmetries depends in this case on five

parameters,

w(p) = @*® + wwL + worh’ + (W + vo’)d (A.360)

If we had considered all the supersymmetry generators, w(y) would take the form
w(p)is = (€7°€) ¢; (A.361)

where 7° are the six-dimensional gamma matrices for the SL(2,H) spinor representa-
tions. We have not indicated the SL(2, H) index for the spinor €. The quantity w(yp) is a
particular case of w(p),s, when € satisfies, among other conditions, that (éy*¢) = 0. Thus,
the expansion of any invariant polynomial in w(g) in powers of the supersymmetry para-
meters gives operators that belong to symmetric representations of SO(5,1). Moreover,

because of the original ten-dimensional Fiertz identity
(el,.€)[™e =0 (A.362)

for any given commuting Majorana—Weyl spinor €, any given N' = 4 Majorana spinor
that satisfies (éy*¢€) = 0, is such that

(er'€) (eme) =0 (A.363)

Therefore, all operators obtained from the expansion of w(y) belong to traceless symme-
tric representations of SO(5,1).

In fact, the invariant polynomials P(w(go)) give by expansion in the supersymmetry
parameters the whole traceless symmetric representations of SO(5,1). To obtain this re-
sult, it is sufficient to show that this expansion provides an equal number of operators
than there are components in the representations. It is convenient to use a four dimen-
sional notation, with J = (0, 1), v? = (w,v’) and hy = (L, h;). Call X(n,,n_) the sum

of the monomials, of degree n in w and n_ in v¥, which may stand in the expansion of
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P(w(yp)). For ny = n_, X(ny,n_) takes the following form?®

m

2

X(ny,n_) csTe &7 (( Ihs)"- cr (Ulhj)m—%(vw%pci))p) (A.364)

1
nyn—
p=1

n_ (A=)

. : - _
where sTr is the symmetrized trace and C P2t )

as the dimension of the symmetric representation of rank n in SO(d), X (ny,n_)

. By defining S} =

(d+n—1)!
@—1)n!

gives S}~ operators. For ny <n_, X(ny,n_) takes the form
X(ng,n_) o< sTr (vg0? CD) ( (vlhg)™ + Z n_ jhj 2 (pp 1 D)P ) (A.365)

and gives S;* operators. By expanding an invariant polynomial of degree n as a power

series in the supersymmetry parameters, one thus obtains

n n—1 n—1
ST+ Syt =5r+2) Sy (A.366)
n_=0 ny=0 p=0

independent operators in the traceless symmetric representation of SO(5,1). The trace-
less symmetric representation of SO(5, 1) of rank n is of dimension S§ — Sg~2. One can

then compute by recurrence that

n—1
Sha+2> Sh =S-S5 (A.367)
p=0
One has D)
Sha+ 280y + Sh) = 53 - 5y = (LD (A.365)
and
n—1 n—2
Sia+2> S, —(Si+2> S ,)=Si,+ 85,
p=0 p=0
(d+n—4)!

Sp— Sy — (St =57 = (2n+d—3) (A.369)

(d—1)n!

Thus, we finally have the result that any gauge invariant polynomial in the scalar fields
that belongs to a traceless symmetric representations of SO(5, 1) can be represented by

an invariant polynomial P in w(yp).

ny+n_
%6For simplicity we have written X (n,n_) in the simplest case where P(w(y)) = Tr w(y) 3

The demonstration extends trivially to any invariant polynomials.
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Since Q? = 0 with the restricted symmetry with the five parameters w, @, v!, we can

use the horizontality condition (A.5.2) and the Chern-Simons formula. It implies that,

for any given invariant symmetrical polynomial P, one has

P(w(p) = QA(c,w(p)) (A.370)
with
Ac,w(p)) = /01 dt P(c|tw(p) + (£ — t)c?) (A.371)
where P(X) = P(X, X, X,---) and
PYIX)=PY, X, X, - )+ P(X,Y,X,-- )+ P(X, X,Y, - ) +--- (A.372)

Any given polynomial in the scalar fields belonging to a traceless symmetric represen-
tation of SO(5, 1) has a canonical dimension which is strictly lower than that of all other
operators in the same representation, made out of other fields. Thus, by power counting,
the polynomials in the scalar fields can only mix between themselves under renormaliza-
tion. That is, for any homogeneous polynomial P, of degree n in the traceless symmetric

representation, one has

C[Pa(w ZVA [Ps(w(p)) - T] (A.373)

Then, the Slavnov-Taylor identities imply

C[AA(c,w( Z%‘ [Ap(c,w(p)) - T] +- (A.374)

where the dots stand for possible S(Q)|F—invariant corrections. However, in the shadow-
Landau gauge, A(c,w(yp)) cannot appear in the right hand side because such term would
break the ghost Ward identities. One thus gets the result that v4% = 0

C[Pa(w(p))-T] =0 (A.375)

Upon decomposition of this equation in function of the five independent supersymmetry
parameters, one then gets the finiteness proof for each invariant polynomial P(¢) =
P(¢p', ¢, ¢F,--+) in the traceless symmetric representation of the R-symmetry group,

namely

C[P(¢)-T] =0 (A.376)

Having proved that all 1/2 BPS primary operators have zero anomalous dimension,

the Q-symmetry implies that all the operators generated from them, by applying N = 4



A.5. FINITUDE DE SUPER-YANG-MILLS N = 4 261

super-Poincaré generators, have also vanishing anomalous dimensions. It follows that all
the operators of the 1/2 BPS multiplets are protected operators.

It is worth considering as an example the simplest case of Tr w(¢)?. One has

QTr (w(p)c — %03) = Tr w(p)? sQTr (w(p)e — éci)’) =0
sTr (w(p)e — %03) =Tr (,u(w(gp) ) - [Q,w(gp)]c) (A.377)

Following [108], one couples these operators to the theory by adding source terms to the

effective action X
1
uTr (w(p)e — §c3) + u®Tr (,u(w(go) — ) — [Q,w(gp)]c) + uQTr w(p)? (A.378)

This action satisfies the Slavnov—Taylor identities associated to the s and () symmetries,

provided that the sources u® transform as follows

su@ =0 Qu@ =y
su =u Qu¥ =0 (A.379)
su =0 Qu =0

It is easy to check by inspection that the introduction of these new sources cannot
introduce any potential anomaly for the Slavnov—Taylor identities. In the shadow-Landau

gauge, the ghost Ward identities remain valid, with an additional dependence in the

sources u® 27
J G [ 5] w0 = (1l )+ [0, 4 [0, ) =0
(% 5] - I Sgl+ e o] - [ i
+U§C[;£) u(s)% + [()O(Q)a7 gpa] + [Q(Q)7 Q] + [C(Q), C] + [IU,(Q), 'u]) =0
[ -5 b - 5] -] s
+ae, 65;(2)] + [, ;;g)] et o4 [0, Q]) 0

27 For invariant polynomials P of rank higher than 2, one has to introduce further sources in order
to restore the ghost Ward identities [69]. But we can always carry out this with a finite number of such

sources.
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The most general u®* dependent counter term which satisfies both Slavnov—Taylor
identities is
u(Q)S(Q)|EA§’f) + uAE%’f) + u("S(s)mA%f) (A.381)

where A&s ’ must be a local functional of ghost and shadow number (0,3), canonical

dimension g, which verifies

S(S)|ES(Q)‘EA(O’S) — 0 (A382)

31
A%‘f) is also a scalar under the action of the symmetry group SU(2), x SU(2) x U(1).
These constraints imply that A%i’ " is proportional to Tr (w(g)c — 3¢*). Thus the three
insertions that we have introduced can only be multiplicatively renormalized, having the
same anomalous dimension. Moreover, the ghost Ward identities forbid the introduction
of any invariant counter term including the shadow field ¢, if it is not trough a derivative
term dc or particular combinations of ¢ and the other fields that do not appear in the

insertion Tr (w(p)c — 5¢*). This gives the result that
C[Trw(p)?®-T] =0 (A.383)

Finally, owing to the factorization property we obtain that all the 20 operators that
constitute the traceless symmetric tensor representation of rank two in SO(5,1) are

protected operators
Tr (9°), Tr (®L), Tr (2D + %L2), Tr (®L), Tr (9?),
T (®hy), Tr (Lhr), Tr (Bhy), Tr (5183 + 2 hh) (A.384)

This constitutes the simplest example of (A.376), for P(¢) = Tr (qbiqu — %§;¢k¢k)

A.5.6 Cancellation of the ( function

We now give an improved version of the proof given in [104], that the § function is
zero to all order in the perturbative NV = 4 super-Yang-Mills theory.

The proof of the cancellation of the g function is a corollary of the three following

propositions
o The [ function is zero at first order (A.385)
. ] / £9-T] = 8, [¥ -] (A.386)
or 2 )
¢ Gt / £9.1) = 8, [ 1] (A.387)



A.5. FINITUDE DE SUPER-YANG-MILLS N = 4 263

where W are integrated insertions of ghost number -1 and shadow number 0. Moreover,
g) =1+ Z an g*" (A.388)
INES

is a function of the coupling constant g that accounts for the possible radiative corrections

) .
- A.
3 7 / £9=0 (A.389)

The key part of of the proof follows from the equation

01, 080F o O 9
[C,a—g]f— 9 90 8@),3@)'%/(2 by # Yt T s ) (A390)

If one equates .# to the 1PI generating functional I', one obtains, as a direct consequence

of (A.349), (A.386) and (A.387), that

to the classical equation

ag / £9.-1] = 8. [ T] (A301)

Since [ [ £]-T] # 0 belongs to the cohomology of S s the right-hand side and left-hand

side of this equation must be zero. This implies

0 2
S \P= =0 A.392
Jg (ﬁ g3 a(g)> ( )
This equation can be expanded in power of g, 3= > . B ¢>" . Tt gives
ﬁ(’ﬂ) = - Za’nfp /6(1)) X /3(1)7 n 2 2 (A393)

p=1

Using then the proposition (A.385), that is §,, = 0, one obtains that the § function is
zero at all orders in perturbation theory.

Let us now demonstrate the basic ingredients (A.386,A.387) of the proof that the /3
function vanishes to all orders.

The cancellation of the one-loop § function (A.385) is a well-established result in
perturbation theory.

The proposition (A.387) is a straightforward consequence of the property that the
N = 4 super-Yang-Mills action has only one physical parameter, namely the coupling
constant g. The Slavnov—Taylor operators commute with the derivation with respect to

g, and thus

or ar
S(s>|r_ =S

g (Q)\Fa_g =0 (A.394)
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Starting from the classical equation (A.389), the quantum action principle implies that
differentiation of the 1PI generating functional with respect to the coupling constant g
amounts to the insertion of an integrated local functional of ghost and shadow number
zero, which satisfies all the global linear symmetries of the theory, and which is invariant
under the action of the two linearized Slavnov—Taylor operators S, ; and (g5, (see [104]
for more details). The only such functional in the cohomology of S(s>\z is the classical
action [ L), what establishes the result (A.387).

The only non-trivial point for proving the vanishing of the § function is thus the

demonstration of (A.386), which we now show, in the shadow-Landau gauge.

Cocycles and descent equations for the lagrangian density

To prove (A.386), we will use the fact that the lagrangian density is uniquely linked
to a protected operator by descent equations, involving the equivariant part of the @)
symmetry.

Because L] and ChY (A.335,A.336) are supersymmetric invariant only modulo a boun-
dary term, the algebraic Poincaré lemma predicts series of cocycles, which are linked to

LY and ChY by descent equations, as follows :

S LY+ dLs =0 §YCOhY +dChy = 0
FILy + dLy = wi L] §“YChy + dCh; = wi.Ch)
5L+ dL3 = wi L) 5" ICh3 + dChY = wi.Chi (A.395)
LY+ dLy = wi L5 §“YOR? + dChy = wi.Ch
SILE = wi L3 §IChy = wi.Ch3

Using the grading properties of the shadow number and the form degree, we conveniently
define

L=L+ L3+ L0+ L3+ L
Ch = Chy + Ch} + Ch3 + Ch} + Chj (A.396)
The descent equations can then be written in a unified way

(d+6% —wi)L=0  (d+6 —wi.)Ch=0 (A.397)

Note that on gauge-invariant polynomials in the physical fields, §*¥ can be identified to
s + @, in such way that the differential (d + &Y — wi,.) is nilpotent on them. Since L
and Ch{ are the unique solutions of the first equation in (A.395), one obtains that £ and
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Ch are the only non-trivial solutions of the descent equations, that is, the only ones that
cannot be written as (d + 6**¥ — wi.) Z. In fact Ch} and LY are the unique non-trivial
solutions of Eq. (A.395), even when §**¥ is restricted to six supersymmetry parameters
(vr =0).

The expression of the cocycles C'hj_, can be simply obtained, by changing F' into the
extended curvature (A.5.2) in the topological term 3Tr FF, owing to the horizontality

equation that expresses s and (). Therefore :
1 _ N2
Ch = 3Tr (F 4o+ wl + g(e)n + g(Jre)x! + 2@ + wwL + (W + |gy2)q>> (A.308)

As for determining the explicit form of £j__ for s > 1, we found no other way than
doing a brute force computation, starting from £ in Eq. (A.335). In this way, one gets,

in a step by step computation

LL=Tr (w(\IfAF +J1(X'T — [, 1']))

+w(UAF + Ji(—ndab’ + x,T + V[®,n"] — U[L, h']))
+ Jipie FX +iex xiHY + e1yicg(e) T HE
1
+ (iJIE * 1 — ’is * XI) <§€[JK[hJ, hK} + [L, h[])
+ Wi T — i (U x dg L) +io(Jr A 0) adah?

o x D, L] — iy % 7i[®, h] + ic *n[@, B] + i (U % dyD) — g(g)\pdAcB) (A.399)

L5 ="Tr <w2(<I)F + %w) + ww(LF + WV + J;(h'[®, D] — ny'))
+ w?(PF + %\IJ\I/ + Jr(L[®, "] = nx") + @ (9(Jre)Ux" + i J aUx" — g()2daD)
+ w(—g(JIa‘)CT)dAhI + Jyi Uyl — 2n(g(e)¥)™ — g(g)LdA@)
+ %g(st)g(JJs)CI)[hl, h'] + xg(e)g(Jre) L|®, '] + %|6|2\I1\I/ — Jligxif@'ﬂs@) (A.400)
L£3=Tr (w3(I>\I/ + @2 W(LY + ®V) + ww? (LY + V) + w W
+ @?g(Jre)®x" + wwg(Jre)(Lx" — ®x)

+ w?g(e)Pn + w(f)g(Jls)ingkif) (A.401)
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1 _ i
Lh= T ((w2<1> +wwl + W)’ + w2|5|2<l>2> (A.402)

Finiteness property for the classical action | £}

The last cocycle £ is a linear combination of protected operators associated to the
second Chern class Tr w(¢)?. Therefore, its anomalous dimension is zero. We now show
that this implies that its ascendant £ is also protected modulo a d variation, which is
the non-trivial condition (A.386) for proving the vanishing of the § function, which we

Nnow rewrite
C[/ £y-T] = Swr[/ T -] (A.403)

It is worth going into the details of the proof of this identity.

To define one insertion of the lagrangian density £} and its descendants L'Z_p in a
way that preserves the Slavnov—Taylor identities, one introduces sources for each term

L}, and defines the effective action
> — S E—i—/Zu PLh- (A.404)

This effective action verifies the Slavnov—Taylor identities, provided that the sources u,?

are s-invariant and
Qu,” = —du)} + wi.u, || (A.405)

Using the extended form u =} u,?, one has
(d+ Q — wi)u=0 (A.406)

Let us define as Afj_, the local counterterms that might occur for the renormalization
of the operators £} , . The question is that of determining the most general invariant
counterterm for the effective action [ > Uy AL,
be invariant under SU(2); x SU(2) x U(1) and to obey the Slavnov—Taylor identities :

S(5>|E/ZUPAP _0 S(Q)lz/zupAp - (A407)

If we call A =3 Af

which is linear in the u,?. It ought to

1-p» One must have

(d + 8(5”2 + S<Q)|E - WZE)A =0 (A408)
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Since the cohomology of S<s>|2 modulo d can be identified with the gauge-invariant poly-
nomials in the physical fields, A must be the sum of a gauge-invariant polynomial in the
physical fields and of a S s-exact term ST, where T is an arbitrary extended form
in the fields and the sources of ghost number —1. Because £ and Ch generate the only
non-trivial elements of the cohomology of d + 6*¥ — wi, in the set of gauge-invariant

polynomials in the physical fields, A must be of the form
A=2L+2Ch+ (d+ 6" —wi)) =+ ST (A.409)

= is an arbitrary gauge-invariant extended form in the physical fields of total degree 3
7
5.
We have seen in the previous section that £§ is a protected operator, and therefore,

and canonical dimension

C [Eé . I‘} = 0. Thus, all invariant counterterms that might be generated in perturbation
theory have to be such that
A3 =0 (A.410)

and therefore
Zlﬁg + ZQChé + 55usy Eg - wis E% =0 (A411)

Each term in this expansion must separately vanish. Indeed, £§ and Ch{ are not §*¥-
exact and .
Chy — Ly =i g(e)P(&*® + @wwL + §(w2 + |e]*)@) (A.412)

cannot be written as a contraction with respect to the vector we of a 1-form that is
analytic in w.

It follows that the most general functional (A.409) which has vanishing component
of shadow number four, must have a component of zero shadow number of the following

form

Ay =dZ3+ STy (A.413)

This is precisely the result (A.403) that we wanted to prove.

A.5.7 Conclusion

A great improvement due to the introduction of the shadow fields is that one has two
separated and consistent Slavnov-Taylor identities corresponding respectively to gauge
and supersymmetry invariance. This enables one to establish the cancellation of the
anomalous dimension of some operators, considering them as insertions in any Green

functions of physical observables, which are not restricted to be supersymmetric scalars.
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As for the physics, it is now defined to be the cohomology of S(s>|r rather than the
cohomology of S(Q”F, and its supersymmetry covariance is easy to check.

Aspects of the superconformal invariance of the N' = 4 theory can be checked at any
given finite order in perturbation theory, for any type of ultraviolet regularization. In
this paper we have proved the cancellation of the  function and the finiteness of the 1/2
BPS operators. The method can certainly be extended to other features of superconformal

invariance.
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A.6 Prescription de renormalisation

L. Baulieu et G. Bossard,

« Supersymmetric renormalization prescription in N = 4

super-Yang-Mills theory »

Phys. Lett. B 643, 294 (2006) hep-th/0609189.

L’absence de régulateur préservant a la fois I'invariance de jauge et la supersymétrie
constitue un obstacle au calcul des fonctions de corrélation aux grands ordres de la
théorie des perturbations. Nous définissons dans cette publication une prescription de
calcul cohérente et manifestement supersymétrique pour les théories de Yang—Mills, qui
considere les insertions d’opérateurs locaux. Cette prescription est établie en faisant in-
tervenir les identités de Slavnov—Taylor cohérentes pour l'invariance de jauge et la su-
persymétrie [A.4].

Nous nous sommes restreints dans cet article au cas de la théorie de Yang-Mills
maximalement supersymétrique, celui-ci étant le plus problématique et la généralisation
de la procédure aux autres théories supersymétriques étant évidente. Nous expliquons la
nécessité d’introduire un certain nombre de sources non physiques afin de passer outre
au probleme de la non existence de représentation de la supersymétrie maximale qui ne
fasse pas intervenir les équations du mouvement. Nous établissons que dans le cas ou on
ne considere que des opérateurs composites BPS, ou de dimension canonique strictement
inférieure a quatre, il est possible d’intégrer les fantomes de Faddeev—Popov ainsi que les
champs d’ombre p et i sans introduire de correction. Nous justifions ainsi la prescription
proposée par Stockinger et al. pour le calcul des fonctions de corrélation de champs, a
I’aide d’un régulateur préservant I'invariance de jauge. Cependant le calcul de fonctions
de corrélation d’opérateurs composites généraux nécessite la considération du formalisme

complet, incluant les fantomes et les champs d’ombre.


http://arxiv.org/abs/hep-th/0609189
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Supersymmetric renormalization prescription in
N = 4 super-Yang—Mills theory

abstract

Using the shadow dependent decoupled Slavnov—Taylor identities asso-
ciated to gauge invariance and supersymmetry, we discuss the renor-
malization of N' = 4 super-Yang—Mills theory and of its coupling to
gauge-invariant operators. We specify the method for the determina-
tion of non-supersymmetric counterterms that are needed to maintain

supersymmetry.

A.6.1 Introduction

non-linear aspects of supersymmetry and the non-existence of a supersymmetry-
preserving regulator make the renormalization of supersymmetric theories a subtle task.
Whichever is the choice of regularization, we expect non-supersymmetric counterterms
for maintaining supersymmetry at the renormalized level. A very effective regularization
of UV divergences of super-Yang—Mills theories, called dimensional reduction, was intro-
duced quite early by Siegel [109]. Whether this regularization holds true at all orders in
perturbation theory was questioned in [110]. With suitable improvements, its compati-
bility with the quantum action principle was shown in [111]. In fact, this regularization
cannot preserve supersymmetry beyond 3-loop order [112], which implies the introduction
of non-supersymmetric counterterms for 4-loop computations. As another complication,
the renormalisable Lorentz covariant gauge conditions (Landau-Feynman-type gauges)
break supersymmetry. This breaking of a global symmetry is analogous to that of the Lo-
rentz invariance by axial or Coulomb gauges for the ordinary Yang—Mills theories, but it
is more intricate, because supersymmetry is realized non-linearly. This question was ad-
dressed by Dixon [99, 100], who completed the ordinary BRST symmetry transformations
for gauge invariance by adding supersymmetry transformations, whose supersymmetry
parameter is a commuting constant spinor. The “enlarged BRST symmetry” determines
a Slavnov-Taylor identity. It was shown, in a series of papers by Stockinger et al., that
this process allows the determination, order by order in perturbation theory, of non-
invariant counterterms [113] that restore supersymmetry covariance of Green functions

in the NV = 1 models [114]. The unusual feature that occurs is that Feynman rules depend
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on the parameter of supersymmetry, but it is advocated that observables do not depend
on it. This method has a conceptual backlash. To define the “enlarged BRST symmetry”,
Dixon changed the transformation law of the Faddeev—Popov ghost (to achieve nilpotency
of the “enlarged BRST transformations”). But then, the BRST equation of the Faddeev—
Popov ghost loses its geometrical meaning. Moreover, observables are not defined as they
should be, from the cohomology of the BRST differential, since, in this case, they would
be reduced to supersymmetry scalars. They must be introduced as gauge-invariant func-
tionals of physical fields, which are well-defined classically, but are sources of confusion at
the quantum level, because of their possible mixing with non-gauge-invariant operators.
In fact, the previous methods are sufficient to define certain rules for practical perturba-
tive computations, but the way they are obtained lacks the important feature of relying
on a well-funded algebraic construction ; this is independent of the regularization scheme,

and clearly distinguishes gauge invariance and supersymmetry.

In recent papers, we indicated the possibility of disentangling these two invariances,
for defining the quantum theory, with independent Slavnov—Taylor identities [A.4]. We
introduced new fields, which we called shadows, not to confuse them with the usual
Faddeev—Popov ghosts. The advantage of doing so is as follows. The obtained pair of dif-
ferential operators allows to define the two Slavnov—Taylor operators that characterize the
gauge-fixed BRST-invariant supersymmetric quantum field theory, while the Faddeev—
Popov ghost keeps the same geometrical interpretation as in the ordinary Yang—Mills
theory. Observables are defined by the cohomology of the BRST differential Slavnov—
Taylor operator and their supersymmetry covariance is controlled at the quantum level
by the other Slavnov—Taylor operator for supersymmetry. This will allow for an unam-

biguous perturbative renormalization of supersymmetric gauge theories.

The shadow fields are assembled into BRST doublets, and they do not affect the physi-
cal sector. The quantum field theory has an internal bigrading, the ordinary ghost number
and the new shadow number. The commuting supersymmetry parameter is understood
as an ordinary gauge parameter for the quantum field theory. Having both Slavnov—
Taylor identities for gauge invariance and supersymmetry is a safe starting point to de-
fine perturbative theory. The latter depends on more fields, which add up more Feynman
diagrams. If we consider physical composite operators that mix through renormalization
with BRST-exact operators, we have in principle to consider the whole set of fields in
order to compute the supersymmetry-restoring non-invariant counterterms. For certain
“simple” Green functions, which cannot mix with BRST-exact composite operators, there

exists gauges in which some of the additional fields can be integrated out, in a way that
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justifies the work of Stockinger et al. in the A = 1 theories. By doing this elimination, we
lose the geometrical meaning, but we may gain in computational simplicity.?® In N' = 4
super-Yang—Mills in the conformal phase, the observables are classically correlation func-
tions of gauge-invariant observables. The aim of this paper is to explain their quantum
definition and the general methodology that is needed to non-ambiguously compute non-
invariant counterterms in order to maintain supersymmetry. In fact, our results apply to

all supersymmetric theories.

A.6.2 Supersymmetry Slavnov—Taylor identities
Action and symmetries

The physical fields of NV = 4 super-Yang—Mills in 3+ 1 dimensions are the gauge field
A, the SU(4)-Majorana spinor \, and the six scalar fields ¢ in the vector representation
of SO(6) ~ SU(4). They are all in the adjoint representation of a compact gauge group
that we will suppose simple. The classical action is uniquely determined by Spin(3,1) x

SU(4), supersymmetry and gauge invariance. It reads

5= [atTr (~3FuF = 30,6000+ S(DA) = 5 (N6, ) — 16,1100,
(A.414)
Susy 29

with ¢ = ¢'; and the supersymmetry transformations &
. ) 1
5YA, = i(e7,\) 5t = —(er')) OGN = (F+iPo+ 5[, dl)e  (A415)

Out of §**¥, we can build an operator () that also acts on the Faddeev—Popov field 2 and
new shadow fields ¢, p [A.4]. @ acts on all the physical fields as @ = 6 — §8*"8°(¢), and

we have
Qc = (elp —ifle) = QU= —p—[c,Q Qu= —[(Epe), Q] +i(er"e) D, Q — [c, 4]
(A.416)

The BRST operator s is nothing but a gauge transformation of parameter {2 on all

physical fields, and we have

sV=-0% se=p sp=0 (A.417)

28We do not exclude the possibility of also reducing the set of fields in the general case, including
observables that mix with BRST-exact operators through renormalization, but further investigations
are needed in order to establish this statement.

29The parameter € is a commuting spinor, so that 5% ~ geanee(elg — id]e) — i(eye)0y, where =

stands for the equality modulo equations of motion.
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To define a BRST-exact supersymmetric gauge-fixing, we introduce the trivial quartet
ii, ¢, Q, b, with

2
I

b sb=20
Q Qc=—b QO = —i(ey'e)d,ji Qb = i(ey"€)d,c

=i
I

ol
“n
o
Il

(@n)

S

Qp

N

(A.418)

On all fields, we have s =0, Q* = —i(ey"€)d,, {s,Q} = 0. We have the following class

of renormalisable supersymmetric s Q-exact gauge-fixing action®
—-5Q / d*zTr (no"A, + %ﬂb) (A.419)

By introducing sources associated to the non-linear s, ) and s() transformations of
fields, we get the following e-dependent action, which initiates a BRST-invariant super-

symmetric perturbation theory3!

Y= 9_125 - / d*xTr <b8“AM + %zﬂ — 0" (Dyc+i(ey,N)) — %(@“6)58#5
+Q0"D,Q — 0" (D + (D, ¢] — (e, W))
+ / d* 2 Tr (A;me AN - 6[Q, 6] + AQQA" — XVQA + ¢ Q¢
+ ALQs) sQAF — N sOQN+ ngQs) 5Q¢i +QUO2 — Q@O0 — Q@ 5Q0

2
_ C<Q)QC i ,U(Q)Q,U + %(X@) . [X(Qx)’ Q])M()\(Q> _ [)\(QS)’ Q])) (A_420)

Because of the s and () invariance, the action is invariant under both Slavnov—Taylor

identities defined in [A.4], which are associated respectively to gauge and supersymmetry

30Note that power counting forbids a gluino dependence for the argument of the s@-exact term, and
that @ is nilpotent on all the functionals that do not depend on the gluinos.

31 M is the 32 x 32 matrix M = ee — 2(éy"e)y, — 2(eme)r’. It occurs because Q* is a
pure derivative only modulo equations of motion. The dimension of A,, A, ¢, Q, Q, b, p, fi, ¢ and
¢ are respectively 1, %, 1,0, 2, 2, %7 %, and % Their ghost and shadow numbers are respectively

(0,0), (0,0), (0,0), (1,0), (—1,0), (0,0), ?1,1)7 (—=1,-1), (0,1) and (0,—1).
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invariance, S,)(2) = Sg)(X) = 0. The supersymmetry Slavnov-Taylor operator is*?

. (RFGEF SRFGLF RFSEF  SRFSLF  SRF LT
S(F) = / oy (Mu AP TN 5@ T 5 00@ T be 66@ | on op@

— A —— —a5 — D s+ QY — b+ Q—

002 0Q@ Y et SN ! 5¢(Q” 0§2@ oc of
O F —@n 0L T oL F oL F oL F o F

(e —O A@ —9.69 (@) _ T
Z(efy“e)( 0, A} AT +0,A 50 0,05 ¢(5> +0,82 500 OyC—— 5 +0uji 3G

+A§/Q)8HAV +X(Q)aﬂ)\+¢;‘@)aﬂ¢i —|—Q@)@LQ—I—C(Q)auc—i—u(Q)a#u)) (A421)

Physical observables

The physical observables in the N = 4 super-Yang—Mills in the conformal phase are
Green functions of local operators in the cohomology of the BRST linearized Slavnov—
Taylor operator S(s)\z- From this definition, the latter are independent of the gauge pa-
rameters of the action, including e. Classically, they are represented by gauge-invariant
polynomials of the physical fields [A.4][115]. We introduce classical sources u for all these
operators. We must generalize the supersymmetry Slavnov—Taylor identity for the exten-
ded local action that depends on these sources. Since the supersymmetry algebra does
not close off-shell, other sources v, coupled to unphysical 8<5)|E—exact operators, must also

be introduced. We define the following field and source combinations ¢*

A= AR -0~ (AP —0,0.0Q] ¢ =c9—[u@.q) (A.422)
o = P — [6\%, Q) A=A N Q) |
They verify S ¢ = —[€, ¢*]. The set of local operators coupled to the v's is nothing

but the set of all possible gauge-invariant polynomials in the physical fields and all the
©*’s . These operators have ghost number zero, and their shadow number is negative, in

contrast with the physical gauge-invariant operators, which have shadow number zero.

32 The linearized Slavnov—Taylor operator S5y [A-4] verifies S(Q>|22 = —i(éy"€)d,, which solves in

practice the fact that Q? is a pure derivative only modulo equations of motion.
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The relevant action is thus X[u,v] = X + Y[u, v], with
— 4 1 ij ey i 1 i1 ok
YTu,v] = [ d*x uijiTr o' +ulTr ¢'A, + uijkgTr OR0X0)

- i j 1< ij v i 1+ i 1 3
+ Sl Tr (i D¢’ + ST T (Fug’ = S ) + KuzéTr A5
1

P 1— .. ‘ T
+ T (50106 + A7) + T (160 D) — )

) 1— ) o )
+ W Tr (Fm,gbZ + Z)«ywﬂ")\) +ug;Tr ¢'¢? Ao + Wt Tr Dyd' Ao + 0l “Tr Fudag + -+
+ 0fTr ¢'AY + v Tr Ao + vy Tr (;SZAZ + vy Tr ¢'¢*7 + vl “Tr D' \*
+ WITr A" + PP Ty Dy Ao + g Tr D,¢'¢* T + i "W Tr DyAad™" + - >
(A.423)
Here, the - - - stand for all other analogous operators.
The Slavnov-Taylor operator S, can be generalized into a new one, Si5), by addition
of terms that are linear in the functional derivatives with respect to the sources u and v.
In this way, the action X[u, v] verifies S, (X[u, v]) = 0, with
SEY 6T SBY 6T SBY 6EY
T+ / d*zTr (

o _ . A424
S SAR OAL N ox | o 5¢;) (A4.424)

(@)

(X[u, v]) = S0 (E)+53

@]z

It is easy to see that if we were to compute S (X[u,v]) without taking into account
the transformations of the sources u and v, the breaking of the Slavnov—Taylor identity
would be a local functional linear in the set of gauge-invariant local polynomials in the
physical fields, A7, ¢*, ¢7 and A*. Therefore it is possible to define the transformation of
the sources u and v in such way that [u,v| verifies the Slavnov—Taylor identity.

Simplest examples for the transformation laws of the u’s are for instance

o - [e o . k o
Sioyysttis = —iV' Tielautify + 0u0" vy + 2ugpvyy” + 2ufviye — 10, (ugrv)” + ufivh),)
Sy st = [er')* (wiy — 0 (Muly + uly)) = 2ifen, )0 (“uf” + i) + il )5 v)

i

—uy W — ulv + w4 uPvig + 10, (ug; WM — ufvga) (A.425)

These transformations are quite complicated in their most general expression. Howe-
ver, for many practical computations of non-supersymmetric local counterterms, we can
consider them at v = 0. We define Qu = (S("(g)lzu)lvzo. By using 0***Y[u] + T[Qu] = 0
we can in fact conveniently compute Qu. Notice that () is not nilpotent on the sources,
but we have the result that T[Q?u] is a linear functional of the equation of motion of the

fermion \.
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In [A.4,A.5], we showed the absence of anomaly and the stability of the NV = 4
action X under renormalization. Thus, the complete theory involving shadows and ghosts
can be renormalized, in any given regularization scheme, so that supersymmetry and
gauge invariance are preserved at any given finite order. It is a straightforward and
precisely defined process to compute all observables, provided that a complete set of
sources has been introduced. This lengthy process cannot be avoided because, there
exists no regulator that preserves both gauge invariance and supersymmetry. We must
keep in mind that renormalization generally mixes physical observables with BRST-exact

operators, and a careful analysis must be done [116].

A.6.3 Enforcement of supersymmetry

We now turn to the problem of determining non-invariant counterterms, which are
necessary to ensure supersymmetry at the quantum level. We will use the notation of

[113] for the 1PT correlation functions, an example of which is

oL 6L 6L T
5@ e (0)N ()5 Avr(x)

(A%(p)AL (k)i )= / d*xdy e@ethy) (A.426)
All fields and sources are set equal to zero after the differentiation. Latin letters a, b, ...
label the index of the gauge Lie algebra. In this section we focus on the case of observables
that do not mix with non-gauge-invariant operators. The following subsection explains

how computations are simplified in this case.

Loop cancellations

We can first eliminate by Gaussian integration the Faddeev—Popov ghosts €2, ) against
the shadows i, u for computing some observables, in our class of linear gauges.

The antighost Ward identities of [A.4] determine the following dependence of the 1PI
generating functional I in the fields fi, Q, ¢ and b

F[ eyl G QJ b7 Aﬁ)a ALQ)v A,(LLQS>] = F[ T 07 07 07 07 AS) - aMQ7 A;LQ) + aﬂa ALQJ) + aﬂﬂ]
- /d4xTr (b0* A, + %bQ - %(Ey“e)é@é) (A.427)
where the --- stand for the dependence on all other fields and sources. Consider the

generating functional of 1PI correlation functions of the subset of fields ¢,., made of

the physical fields, the shadow ¢, ¢ and the sources associated to the () variations of
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these fields. The pair of Q-doublets Q, ;1 and ji, 2 only appear in the Feynman diagrams
through propagators and interactions defined by the following part of the action

/ d*zTr (0"QD,Q — " [iD ) (A.428)

Feynman rules show that the fields €, Q, ;1 and i exactly compensate in closed loops
of opposite contributions at least at the regularized level. The following Ward identities

imply that this property is maintained after renormalization

(1 (p) AL (k) ) + (Q(p) AL (k)W QP (p + k)us) = 0 (A.429)

FO) POt =

Ab

o

Q@ is the source of the operator u + [, ¢|. Thus, the term linear in p of the inser-
tion of [Q,¢] in I’ must be zero. It follows that (Q©(p)u’) = 6%, at any given finite
order of perturbation theory. The only superficially divergent 1PI Green functions de-
pending on €2, Q, p and [ that must be considered are (a"(p)u’) = —(Q*(p)Q’) and
<[La(p)AZ(k),uc> = —(Q*(p) AL (k)Q°). We can thus integrate out these fields in all corre-

lation functions of the fields ..

After this elimination, the supersymmetry Slavnov-Taylor identity is sufficient to
constrain the 1PI Green functions of the fields .., to the same values as they would
have in the complete procedure without the ab-initio elimination of €2, €, ¢ and . In
fact, the most general local functional, which satisfies the supersymmetry Slavnov-Taylor
identity and only depends on the fields ¢,,, and on the sources of their () transformations,
is the restriction of the most general local functional that satisfies all the Ward identities
of the theory when all the other fields and sources are set equal to zero. This justifies
the heuristic argument, that the Ward identity of supersymmetry implies that of gauge
invariance because supersymmetry transformations close modulo gauge transformations.

Thus, to compute correlation functions of fields ¢,,,, we can use the simplified action

sub — 1 4 _ C(7
b = ?5+Q/d xTr <C@”AM+§C[)>

2
+ / d*zTr (A;@QAH AN+ ¢9Q¢" — (OQc + %X“”MW) (A.430)

The ambiguities of the quantum theory are fixed by the antighost Ward identities for ¢
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and b, and the following simplified supersymmetry Slavnov—Taylor identity

4 RZF L F RZLF  SRZFLF SRZF L F
TG\ =
S(Q)(‘/) - /d aTr (5/1“ 5ALQ) + O\ 5}(@) + 5¢i 5¢;Q) + dc Sc@

- . LT LT
= i(e7") (AL D, A + XVON + 9006 + ¢V ) — b (e ) e )
(A.431)

This identity is analogous to that in [99, 100, 114]. However, we now understand that ¢
is not the Faddeev-Popov ghost, and observables must be defined in the enlarged theory.

This simplified process with less fields can be applied also for computing 1PI cor-
relation functions with insertions of certain physical composite operators (we call them
“simple” operators), as long as these operators do not mix through renormalization with
BRST-exact operators (which would imply computing insertions of operators depen-
ding on other fields than the ¢,,,). In practice, these “simple” operators are classically
defined as the gauge-invariant polynomials in the physical fields that are in representa-
tions of Spin(3,1) x SU(4) in which there exist no BRST-exact operators of the same
canonical dimensions that depend on the antighost ji, 2 and ¢ only through their deriva-
tives. Examples of “simple” operators are the physical observable of canonical dimension

[O] < 4 and the BPS primary operators.

Renormalization of the action

Computing the counterterms of the restricted theory is the standard recursive process.
We assume that the theory has been renormalized at a given order of perturbation theory,
say n, by using the best available regularization, namely dimensional reduction, and
renormalization conditions such that the supersymmetry Slavnov—Taylor identity and
the so-called antighost Ward identities are satisfied. Within this scheme, finite gauge-
invariant, but not supersymmetric, counterterms must occur after a certain order of

perturbation theory. At a given order n, the action is thus of the following form
v 1 AT 1Fb FPuv P g Db g i Xb 3\
- ? Tlr _Z uv - M¢ ¢z + 5( D )

— L XWX = 21 0N 8] + g e Nl + h2¢“¢2¢“¢3>

[ I iy it T 06

o%

b
+ / d*zTr (—bbaﬂAZ — %bbz + 20" (D¢ + iyi (e, \)) + m;(@%)?@?)
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+ /d4xTr (Af”(ixl(Ev“)\b) + Db“cb) — quQ)b(XQ(ETi)\b) + [cb, (;5“])
X (<ol + DS + S )+ had e+ X))
2
+ D (—x4(€¢"€) + ixs(ef’€) + ch) + %X(Q)bN)\(Q)b) (A.432)

The finiteness property of N/ = 4 implies that the coupling constant is not renormalized.
In this expression, the index b on top of a field ¢ indicates its multiplicative renorma-
lization by an infinite factor \/Z_SD, which is a Taylor series of order n in the coupling
constant g%. The sources p@ are renormalized by the inverse factor 1/ \/Z as a result of
BRST Slavnov-Taylor identities for gauge invariance. The parameters gy, hy, x7, y; and
the 32 x 32 symmetric matrix N (quadratic in €)% are finite power series in g* of order
n, which have been fined-tuned to enforce supersymmetry. In the simplest case of the
SU(2) gauge group, the parameters h; are redundant and can be set to zero. This action
permits us to perturbatively compute the renormalized 1PI generating functional I, of
the .., at order n, such that the Slavnov—Taylor identity of supersymmetry is verified
at this order. To obtain the action (A.432) at the following order n + 1, we then use the
minimal subtraction scheme with dimensional reduction, which defines the infinite factors
Z, at order n + 1. They yield as an intermediary result the “minimally” renormalized
IPT generating functional I'yry = > 27 I',) + ', . The supersymmetry Slavnov—Taylor
identity is possibly broken at n 4 1 order, as follows®*

n

1

SoTii) =5 D (o Towimn) + Syl + 0™ ) (A.433)

p=1

Any given term in the right-hand side of Eq. (A.433) may be non-local, but the sum of
these terms is a local functional of fields and sources, as is warranted by the quantum
action principle. There is no supersymmetry anomaly [100][A.4] and the consistency
relation S, So)(I') = 0 implies the existence of the local functional 377, such that

S (Iminy + Yo ) = O(g*™*). Thus the component of order n + 1 of the parameters

(n+1)

33N can be parametrized by five parameters as follows

N = ai(ev"e)y, + ag (ETiE)Ti + 6a3(67“”7'ijke)'ym,njk + 2a4(675'y“7ije)75wun-j + ag (€75Tie)75n

34 (ﬁ , ?) is the antibracket

/d4 Tr (633? stg +5R,§i st + sR7 §Lg " skz st  of7 5L§+ sR7 LG  sR7F LG osRZF 6L§>
T - - — —_— — — — e
SAM 5ALQ) SA JX(Q) St 5¢§_Q) dc 8c(@) 5A/SQ> AR AR SN 5¢§_Q) 5ot §5¢(Q) Se
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gr, hr, X7, yr and the matrix N can be modified in such a way that the resulting 1PI
generating functional I',,, satisfies the supersymmetry Slavnov—Taylor identity at order
n+ 1.

The fine-tuning at order n + 1 will be achieved if a large enough number of relations
between 1PI Green functions are satisfied. They are obtained by suitable differentiations
of the supersymmetry Slavnov-Taylor identity. The number of ambiguities removed by
the Slavnov-Taylor identity is finite and corresponds to that of parameters of the action.
Thus the relations between the 1PI Green functions only have to be implemented on
their renormalization conditions. These relations must be expanded on Lorentz and gauge
group invariant tensors.

The antighost Ward identities fix the ambiguities on the Green functions that contain
the antishadow ¢ and the b field. The identities

(e (p)A%) = —ip" (AP (p)AL)

(@(p)”) = alepe)s™ —ip" (AP (p)e”) + ip' (AP (—p)c*) (A.434)

permit to compute the value of y; in function of x;, and y, at the n + 1 order.

We first use the components of the Slavnov—Taylor identity that expresses the closure

of the supersymmetry algebra at the quantum level.??

(A X WALR)AY) + (A2 () ) (el () A7) + (@) 0
+ (AL (—p) ALY (AP (—p) AP ) =0 (A.435)

(AL NAL PIN) + (O D) (6 DIN) + (PN YA p)e ") = 0
<ALQ)(1 Xac><)\<cz> ¢b>+<A(Q)a ><céQ)(p)¢f>+<qbf ¢C><¢(Q)J A(Q)a> =0

<¢(Q)C _O‘d><>\(Q) >+<¢(Q)C >< @ p—i—/{: ¢b>
4 <¢(Q)C ><C(Q) ¢?> 4 <¢g j _p _ M><A&Q>N(—k>¢§f)c> =0

These identities imply that the quantities x; are functions of only two independent pa-
rameters. In turn, both parameters are determined from the following Slavnov-Taylor

identities, which express the supersymmetry covariance of physical Green functions

(A2 ()AL (AL (P)AL) + (N (=p)X VAT (—p) AL) =

35Repeated indices are summed.
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($2(0) B2 (k) ANV (AL (p+ k)AL + (X (=p — )N VAL (=p — k)2 (p) ")
+ <)\c —p— k,)¢a )\Bd><)\(Q) ¢b> + <)\c —p— k)¢b )\Bd><)\(Q) ¢a> =0

(A.436)
<¢?11 (p1)9i; (p2) b ( ¢c><¢(Q)] (p1+ p2 + p3) )\ >
+ Z </\Z —P1— P2 — p3)¢zllj: (p1+r>¢?;i (p2+r >\ﬁc><)\(Q) p3+r>¢?;j:>
reZs
+ Z <)\ p3) Z;f: p3+r XBC><)\(Q) —Pitr — p2+r)¢?11:: <p1+7")¢?22::>
reZs
+ <)‘Z(—p1 — P2 — P3 /\ ><)\(Q) — P2 = ps)ﬁb?ll (pl)éb?; (P2)¢?§’> =0

It remains to determine the matrix N, which is related to the term quadratic in the

sources. This can be done using the identity
(NN YL RN ) + (X () AL (AL ()X
+ NV D) (B (P)NY) + (epe)d™oG =0 (A.437)

Renormalization of observables

We must also renormalize the part of the action that is linear in the sources u of the
observables. Supersymmetry predicts that all observables contained in a given supermul-
tiplet must have the same anomalous dimension, or, more generally, they must have the
same mixing matrix with the observables of another supermultiplet. As for the ordinary
Green functions, non-supersymmetric counterterms must be perturbatively computed for
enforcing the Ward identities. The method of the preceding section can be generalized.
We decompose each source into irreducible representations of Spin(3,1) x SU(4) and

writes the most general gauge-invariant functional linear in the sources.
1 ) 1 Co 1 ... )
T u,v] = / diz (ZK u'igTr ¢+ Z° iy Tr (¢'¢"7 — 65%%;) + ZE T ¢\
. 1 . . . 1 .. .. 1— ..
HZ7 U (6N = T N )+ 25 g T 1677, M+ 25 gy T (50707767 + X TN
. ) 1 .. .. 1— ..
+ ZQCK Cuijk;Tr Qf)bz[gbb], bek] + ZS CuijkTr <§¢bz¢b3¢bk + g)\bTUk/\b) 4. ) (A438)

There is an ambiguity corresponding to each one of the renormalization factors Z}, to
be fixed by the supersymmetry Slavnov—Taylor identity. At a given order, we first per-
turbatively compute the infinite part of the renormalization factors. Then the finite part

of the renormalization factors must be adjusted, as for ordinary Green functions.
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Consider as the simplest cases the Konishi operator O¥ = %Tr ¢'¢; and the % BPS
operator OF = $Tr (¢'¢? — 1/60"¢F ;). The renormalization factors of the first two

components of the associated supermultiplets are related because of the Ward identity

(@) (g (D) B (R) 82 + (uf (D) (N VAL (p + k)b
+ (W (P) B (—p — N VAL (—k)gi) = 0 (A.439)

A less simple example, for which there could be non-supersymmetric couterterms with a
mixing-matrix, is for the cubic operator Tr ¢¢[¢?, ¢*] of the Konishi multiplet. The global
symmetries and power counting allow this operator to mix with Tr (%(b[%j oF + %XTijk/\)
of the % BPS multiplet associated to Og Both following identities

Bler™ ™ 1] (i (—p1 — P2 — P3) &5 (p1) %2 (p2) 42

+ 3[ETkalm]a< Ulclm(_pl — p2 — p3)@it (p1) @5 (p2)<b?3>
as+r ~Bb al ag4r
+ Z <U p3)¢@33:7 (p3+r )\ ><)\(5Qb>(—]91+r - p2+1“)¢7,1+7 (P1+r)¢i22++,‘ > =0

reZss

(A.440)
3[er*r] 7<Ujkl p))\“(k‘))\%> + 3[er; %] 7<cu ()AL (k) )\b>
+ (XGRS 0+ RN) = (1 PN = KNG (RN)) - =0

permit us to determine perturbatively the renormalization factors of these operators in
function of those of OX and OY.

In fact, the renormalization factors of all the other components of the supermultiplet
containing O¥ and Og can be perturbatively computed as a function of those of the

« -
operators O" and O¢.

Contact terms

After computing the renormalization of one insertion of “simple” physical operators
in all Green function of fields ¢,.,, we may want to compute their multicorrelators. The
renormalization of these correlation functions possibly involves the addition of contact
terms. Such conterterms cannot be generated in the minimal scheme prescription. Ho-
wever, dimensional reduction breaks supersymmetry, and we expect that finite contact-
counterterms must be added to the action, for restoring supersymmetry. To compute

these possible counterterms, we write the more general Spin(3,1) x SU(4)-invariant ac-
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tion that depends only on the sources u, in a polynomial way

[u] = 5 /d4x <zluziu7]~ + zouu;; — izswPu’ — izgu TV Puy + z5u[”k]8“8uuwk]

[1]

+ zﬁu{ijk}ﬁ“f)uu{ijk} + z7ujji0“8uukki + z8u§‘]-8”8yuif + .- ) (A.441)

The values of renormalization factors z; can then be computed, by imposing the super-
symmetry Slavnov—Taylor identity, order by order in perturbation theory. As before, it is
sufficient to enforce some identities between relevant correlation functions. The simplest
identity

[prla (! (p)u”) + [er ) (uff (p)u) = 0 (A.442)

constrains z3 and z4 as functions of z; and z,, and so on. In practice, we have to define
renormalization conditions for each one of the classes of superficially divergent correlation
functions that are not related by the supersymmetry Slavnov—Taylor identity. Within a
given class, the renormalization conditions of all correlation functions are related by su-
persymmetry Slavnov—Taylor identities. The non-invariant contact counterterms can then

be perturbatively computed by perturbatively enforcing these renormalization conditions.
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A.7 Yang—Mills supersymétrique en dix dimensions

L. Baulieu, N. Berkovits, G. Bossard et A. Martin,

« Ten-dimensional super-Yang—Mills with nine off-shell

supersymmetries »

a paraitre dans Phys. Lett. B, 0705.2002 [hep-th].

N. Berkovits a établi en [117], qu’il était possible de construire une représentation de
neuf des seize charges de supersymétrie de la théorie de Yang—Mills supersymétrique en
dix dimensions, en introduisant sept champs scalaires auxiliaires G,. Il introduisit pour
ce faire des spineurs v, a valeur dans la représentation fondamentale d'un SO(7), qui

vérifient les équations non linéaires en fonction des parametres de supersymétrie €
Ve = U I'pyvy — 0gp €10, = 0 (A.443)

On explique dans cette publication, que I'invariance de la théorie par rapport a un sous
super-groupe du super-groupe de super-Poincaré se restreignant a neuf charges de super-
symétrie implique une restriction de I'invariance manifeste de la théorie a un sous groupe
de SO(1,9) qui admet une représentation de dimension sept dans la décomposition de
la représentation de Majorana—Weyl. Il s’avere que le sous groupe maximal de SO(1,9)
qui admet une telle représentation est donné par SO(1,1) x Spin(7), ou I'inclusion de
Spin(7) dans SO(8) correspond a 'inclusion intervenant dans le twist de la théorie super-
symétrique en dimension huit. Cette restriction de la covariance permet de définir des va-
riables tordues en dix dimensions, qui correspondent a la décomposition des représentations
pour la réduction explicite de ’espace, en le produit d’un espace de Minkowski bidimen-
sionnel et d'un espace euclidien huit dimensionnel, suivie de la décomposition associée a
la procédure de torsion en huit dimensions. Les scalaires G, ainsi que les spineur v, se
transforment dans la représentation vectorielle de Spin(7). On démontre alors que la solu-
tion générale aux contraintes sur les spineurs v, impliquent la restriction des générateurs
de supersymétrie a une charge vectorielle (spineur de Spin(7)) et une charge scalaire.
Cette formulation de la théorie de Yang—Mills supersymétrique en dix dimensions s’avere
étre « I'oxydation » de la formulation tordue de la théorie en huit dimensions.

On montre que la formulation tordue de la théorie peut étre déduite de la définition

d’une courbure étendue, correspondant a une version « oxydée » de la courbure définie
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en dimension huit [A.1]. On construit une formulation dans le super-espace tordu de la
théorie en fonction de neuf variables de Grassmann se décomposant en un scalaire et
un spineur de Spin(7). Les contraintes définissant le superchamp de jauge s’averent étre

données par une version tordue de la contrainte usuelle
{Va, Vgt +2903Dm = 0 (A.444)

ajoutée a la contrainte que le commutateur de la dérivée covariante dans la direction
graduée impaire vectorielle V, avec la dérivée covariante le long d'une direction de l'es-

pace huit dimensionnel D,, a une composante antisymétrique autoduale nulle
1
[V, Dy) — [V, Do) + gQabcd[vc, Dy =0 (A.445)

Cette derniere contrainte permet de réduire au huitieme les composantes indépendantes
de la solution générale de la premiere, de maniere a ce que le multiplet transverse qu’elles
décrivent puisse étre détordu en fonction de représentations de Spin(9,1). On montre que
la solution générale de ces contraintes correspond a la formulation tordue de la théorie
définie dans cet article. On a été en mesure d’écrire I'action de la théorie en fonction
des superchamps, en utilisant le fait que celle-ci est sd-exacte en composantes. Cette
définition de 'action présente quelques similitudes avec le formalisme dans les super-
espaces harmoniques.

Notons qu’il a récemment été découvert que les contraintes de N. Berkovits sur les
spineurs v, admettent une solution non linéaire en fonction d’un spineur complexe non
pur, qui permet de définir une représentation fonctionnelle de la supersymétrie maximale
covariante par rapport a Spin(9,1) [118]. Cette représentation de la supersymétrie est
cependant de nature inusuelle, puisque les transformations de supersymétrie ne sont
pas linéaires dans le spineur pair parametre de supersymétrie, mais sont seulement des

fonctions homogenes de ce dernier.
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Ten-dimensional super-Yang—Mills with nine

off-shell supersymmetries

abstract

After adding 7 auxiliary scalars to the d=10 super-Yang—Mills action, 9
of the 16 supersymmetries close off-shell. In this paper, these 9 supersym-
metry generators are related by dimensional reduction to scalar and vec-
tor topological symmetry in A'=2 d=8 twisted super-Yang—Mills. Fur-
thermore, a gauge-invariant superspace action is constructed for d=10
super-Yang—Mills where the superfields depend on 9 anticommuting 6

variables.

A.7.1 Introduction

The off-shell field content of 10-dimensional super-Yang—Mills theory has an excess of
seven fermionic degrees of freedom as compared to the number of gauge invariant bosonic
degrees of freedom. To balance this mismatching, it was proposed in [117] to add to the
supersymmetry transformation laws a set of seven auxiliary scalar fields GG, together with
a >, G2 term in the action. In order for the algebra to close off-shell, the parameters
associated with the supersymmetry transformations must obey some identities. However,
there is no linear solution to these identities, and thus no conventional supersymmetric
formulation which permits the algebra to completely close.

It has been demonstrated in [117] that it is impossible to construct more than nine
consistent solutions of these identities. Thus, only nine supersymmetry generators can
generate an algebra that closes off-shell. These nine supersymmetry generators in ten-
dimensional super-Yang—Mills are related to the octonionic division algebra in the same
manner that the supersymmetry generators in three-, four-, and six-dimensional super-
Yang—Mills are related to the real, complex, and quaternionic division algebras. However,
the non-associativity of octonions makes the ten-dimensional supersymmetry algebra
more complicated than in the other dimensions.

On the other hand, the N/ = 2 twisted 8-dimensional super-Yang—Mills theory, which
is a particular dimensional reduction of the 10-dimensional theory, has been determined
in [A.1] by the invariance under a subalgebra of the maximal Yang-Mills supersymmetry.

This subalgebra is small enough to close independently of equations of motion with a
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finite set of auxiliary fields, and yet is large enough to determine the Yang—Mills super-
symmetric theory. It is also made of nine generators. The latter can be geometrically
understood and constructed as scalar and vector topological Yang—Mills symmetries.
This 8-dimensional topological symmetry can be built independently of the notion of
supersymmetry, but, surprisingly, the latter symmetry with 16 generators can be fully
recovered at the end of the construction.

The aim of this paper is to make a bridge between the results of [117] and [A.1]. We will
find that in 10-dimensional flat space with Lorentz group SO(1,9) reduced to SO(1,1) x
Spin(7), the supersymmetry algebra can be twisted such that the 10-dimensional super-
Yang—Mills theory is determined by a supersymmetry algebra with 9 generators, which
is related by dimensional reduction to the twisted N' = 2 8-dimensional super-Yang—
Mills theory. Reciprocally, the extended curvature equation of the N/ = 2 8-dimensional
supersymmetric theory can be “oxidized” into an analogous 10-dimensional equation
that determines the supersymmetry algebra and 10-dimensional super-Yang—Mills action.
We argue that the largest symmetry group that can preserve an off-shell subalgebra of
supersymmetry is SO(1, 1) x Spin(7), and we obtain the most general SO(1,1) x Spin(7)
covariant solution of the identities defined in [117]. The supersymmetry algebra that we
derive is exactly the one obtained by the twist operation.

We then define a superspace involving nine Grassmann € variables such that the
off-shell supersymmetry subalgebra acts in a manifest way on the super-Yang—Mills
superfields. Using these off-shell superfields, a superspace action is constructed which
reproduces the ten-dimensional super-Yang—Mills action including the seven auxiliary
scalar fields GG,. Although this superspace action is manifestly invariant under only a
Spin(7) x SO(1,1) subgroup of SO(9,1), it is manifestly invariant under nine super-
symmetries as well as gauge transformations. This can be compared with the light-cone
superspace action for ten-dimensional super-Yang—Mills which is manifestly invariant un-
der eight supersymmetries and an SO(8) x SO(1,1) (or U(4) x SO(1,1)) subgroup of

SO(9,1), but is not manifestly invariant under gauge transformations.

A.7.2 Ten dimensional super-Yang—Mills with auxiliary fields

The Poincaré supersymmetric Yang-Mills theory in ten dimensional Minkowski space
contains a gauge field A, (u =1, ---10) and a sixteen-component Majorana—Weyl spinor
U, with values in the Lie algebra of some gauge group. In order to balance the gauge-
invariant off-shell degrees of freedom, one can introduce a set of scalar fields G, (a =

1,---7) which count for the 7 missing bosonic degrees of freedom [117]. The Lagrangian
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is given by
1 |
L="Tr {~ FuF" + %(\IJF“DM\I/) +8G, Gy} (A.446)

where I are the ten-dimensional gamma matrices. As shown in [117], the action (A.446)
is invariant under the following supersymmetry transformations, which depend on the

ordinary Majorana—Weyl parameter € and on seven other spinor parameters v,

5A, =iel, U
U =T"F e+ 4Gy, (A.447)
T~
0Gy == 0l D, (A.448)

The commuting spinor parameters v, must be constrained as follows

ol 6 = Ty Ty — Ol e = 0 (A.449)
The transformations (A.447) generate a closed algebra modulo gauge transformations

and equations of motion
(6,0} ~ —2iele 8, — 20652 (el A,,¢) (A.450)
and close independently of equations of motion when
(€,7Ua) (A.451)

is some linear combination of (f‘“’e, f’“’va). To recover conventional supersymmetry trans-
formations, one must have a solution for v in (A.449) that is linear in e. This in turn will
give a realisation of (A.450) which, thanks to (A.451), will effectively hold off-shell.

Using octonionic notations and light-cone coordinates, a solution was found for the v’s
and € in [117] that preserves nine supersymmetries. This solution is only covariant under
SO(1,1) x Spin(7) € SO(1,9). In fact, in order to define the v’s as linear combinations of
€, we must reduce the covariance to a subgroup H that admits a 7-dimensional represen-
tation. Moreover, since the maximal sub-algebra that can be closed off-shell contains 9
supersymmetry generators, the Majorana—Weyl spinor representation of Spin(1,9) must
decompose into 7 + 9 of H. The biggest subgroup of SO(1,9) that satisfies these criteria
is SO(1,1) x Spin(7).

Light-cone variables
The choice of light-cone variables implies a reduction of the Lorentz group as

S0(1,9) — SO(8) x SO(1,1) (A.452)
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where the spinor ¥ € 16, of SO(1,9) decomposes into one chiral and one antichiral
spinor of Spin(8), ¥ — A\ @ Ay € 8;1 D8, as well as € — € D €3 and v, — Vg1 D Vga.
The connection A,, € 10 of SO(1,9) decomposes according to A, — A, & AL ® A_ €
894129172 of SO(8)x SO(1, 1), where the superscripts denote the eigenvalue associated
with the SO(1,1) factor and AL = Ay £ Ay.

We can consider a gamma matrix algebra of C1(1,9) in terms of gamma matrices of

C1(0,8)

f‘():(Z.CTg)@Fg
Ty=0,®1 (A.453)

and I'yU = 03 ® 1¥ = U, These matrices obey [f“,fy] = 21, with the metric
nw = diag(—1,4+1,...,+1) and [I';,T';] = 26;;. The decomposition SO(1,9) — SO(8) x
SO(1,1) is performed by taking AL = Ay + Ag and by projecting ¥ to .U — Xy and
D U — Ay, with Tl = A and Tghg = —\o.

The transformations laws (A.447) read

0A; = —iel; A
(5A+ == —262)\2
514, - 261)\1

1
o\ = (Fi;Ty; + §F+—)€1 +iF-Tiey + 4Gava

1
OAe = (F;L5 — §F+—)€2 — il ey + 4Gava

' 1 1
5Ga - i@anDl)\ -+ ZT_)alD+>\1 - ZQ_JQQD,)\Q (A454)
together with the constraints
@aFiE == T)alel == EQQEQ =0 (A455)
Va1Up1 = Oap€1€1 Vol = Oap€l’se Va2Uh2 = Oqp€ato

The Lagrangian is given by

£=Tr(— JFI)(F) — ((FH)(F) = J(F)FL) = (F)(FL)

- 1. -
—%)\FZDM — MDA+ 50D s + 8(Ga)2>. (A.456)
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Twisted variables

In [117], the light-cone projections €; and ey of the spinor parameter are expressed
in terms of octonions and the imaginary components of €; are set to zero, that is ¢ is
taken real. Formally, the reality constraint on the supersymmetry parameter ¢; implies
the decomposition of the corresponding representation 8, — 1 @ 7 associated to the
inclusion Spin(7) C Spin(8)3¢

€1 € 8+—>1 ) 7
ee8 — 8 (A.457)

where 1,7 and 8 define the scalar, vectorial respectively spinorial representations of
Spin(7). The reality constraint is then equivalent to retaining just the singlet part of
€1, isolating 9 supersymmetries.

For expressing the decomposition SO(8) — Spin(7), it is convenient to introduce
projectors onto the irreducible representations of Spin(7). In order to do so, we use the

spinor ¢ scalar of Spin(7). We take it chiral and of norm 1 and define
(ANCTym¢ = Quym - with (¢ =1, (A.458)

where €2, stands for the octonionic Spin(7) invariant 4-form. It can be used to construct
orthogonal projectors to decompose the adjoint representation 28 of Spin(8) into the
irreducible Spin(7) ones 21 & 7

3 1
Py M=205 + 590 (A.459)
1 1
— kl — kl kl
Pz‘j :Z<5ij - 5913)

The supersymmetry parameter can then be expressed as

€1 = (DC —+ Fijl/ijc

€ =1le"¢ (A.460)
where v;; = P M. This provides us with a decomposition of the supersymmetry
generators as an antiselfdual tensorial charge d;;, a scalar charge ¢, and a vectorial charge

0;, of which we will retain just the scalar and vectorial ones.

36 A discussion of various solutions of (A.449) can be found in [119] together with their invariance
groups. In particular, a solution is presented preserving nine supersymmetries, but with a reduction of
SO(1,9) — Go x SO(1,1).
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Decoupling and resolution of the constraints

In terms of Spin(7) representations, the relations (A.455) together with the explicit

expression for the supersymmetry paramaters (A.460) read
7 (@ + M) C =0, 09T nie T + 08T (@ + VM )¢ = 0, 954 Th¢ =(A.461)
vmvl =8P H(@? + 2|v]?), ;Lo = 16i P;; M (Dem + 4™ Vmn), 'UQZJ'UQ = —8P; Me|?

In order to find the most general covariant solution for v;; that is linear in the supersym-

metry parameters, we consider

v = a@T¢ + eI ¢ + fu TPk

vy =beFT T ¢ 4 celTil=¢ (A.462)
from which we can show, remembering that all terms, but (¢ and [';jC, vanish, that
(A.461) is verified for the solution v =0, a = —ib = 2 and ¢ = 0, that is

€, = w( U? = 2014 ¢

€ =ile'C W = 2D ¢
As expected, this solution provides us with a set of nine components parameterized by w

and !, which form the maximal set of supersymmetry generators that can generate an

off-shell algebra.

The fields of the theory decompose according to

)\1 € 8+—>1@7
A € 8_, A, €8 — 8 (A463)

and G, is reexpressed in terms of Gi_j €T as Gg, = G, and Gy = Cyy°Ge., where Cy,° are

the structure constants of the imaginary octonions. One has explicitly
A =16+ Tix¢
o = iT;0°C (A.464)
and
n=_CM
1-
Xij = _§Crij)\1
i =—iCTi)y (A.465)
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where x;; = P; My . The supersymmetry transformations are now generated by
5 = by + €'6; (A.466)

We display here the resulting transformation laws in a form which is more convenient with
respect to the approach related to theories of cohomological type ( called BRSTQFTSs in
the terminology of [16, 122]) of the next section. That is, we redefine G;; — G;; — Pi;lekl

and redefine some of the fields by scale factors to get

doA; =i
dpA,+ =0
0pA_=n
oot = —Fiy
oon=F,_
50Xz’j = Gij
00Gij = Dixij (A.467)

0iAj = —0in — Xij

0iAy =—;
5A =0
5= Fyy + Gy + 0, Fs_
om = F;_
OpXij = Sf’i;klﬂ—
0xGij = DrXij — SE;kl(Dm — D_1)y) (A.468)

The algebra closes independently of the equations of motion as

02 =0, + 55 (A )
B1i6y = By (0 + 5 (AL))
{80,0;} = 0; + 0%*"8°(A;) (A.469)

and the action becomes
1 . 1 -~ 1 ,
S = /]w leZL‘ Tr (5 GY (Fz] + ZG”) - XU(Dﬂ/Jj + §D+Xij) + T]Dl@Z)Z +

HED(F) = 6D+ (P~ uDan ). (4470
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The formal dimensional reduction on the “Minkowski torus” consists trivially here to
neglect the non-zero modes of the operators 0.. Doing so we recover the eight-dimensional
cohomological action and its twisted supersymmetry algebra, obtained in [A.1] by twisting
the eight-dimensional theory. In the next section, we discuss this link to eight-dimensional

cohomological theory in more details.

A.7.3 Link with eight-dimensional Yang—Mills BRSTQFT

In this section, we will directly obtain the light-cone twisted subalgebra of 10-dimensional
super-Yang—Mills of the last section. It will close off-shell by construction and will be
inspired by the analogous known subalgebra of maximal twisted®” supersymmetry in 8
dimensions.

The eight-dimensional algebra has been built [A.1] from the scalar and vector topolo-
gical symmetries with 9 = 1 + 8 generators that can be algebraically constructed. These
9 generators build a maximally closed and consistent sector of the twisted N =2, d = 8
Yang—Mills supersymmetry. Invariance under this subalgebra completely determines the
Yang—Mills supersymmetric action. The full on-shell supersymmetry is recovered in this
way and one can then interpret the invariance of the action under the 7 additional su-

percharges as accidental.

The 8-dimensional BRSTQFT formula

The nine 8-dimensional supersymmetry generators can be encoded in a graded diffe-
rential operator () which depends on nine twisted supersymmetry parameters consisting
of one scalar @ and one eight-dimensional vector €.

Using the notation of [A.1], @ satisfies the horizontality condition in eight dimensions

Fy=(d+Q—wi)(A+c)+ (A+c)?
=F + o +6(e)n + icx + 0°® + |¢]*D. (A.471)

In Eq. (A.471), all fields are forms taking values in the Lie algebra of the gauge group.
For example, A = A;dz’ is the Yang Mills connection where i = 1 to 8, ® and @
are scalars, and F' = dA + AA is a two-form. Furthermore, ¥ = W;dx’ is a 1-form,
X = 3Xi;da'da? is an antiselfdual 2-form with seven independent components, and 7 is a

scalar field where (U, x;;,7n) are twisted Fermi spinors. Moreover, d is the usual exterior

37Here, the word twist means the mapping between forms and spinors that is allowed reducing the
SO(8) covariance down to Spin(7) [16, 122].
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differential d = 9;dx*, i, is the contraction operator along the vector v, i.da! = ¢, and
§(g) = 'y;dat.

Finally, the anticommuting scalar field ¢ is a shadow field. It plays an important
role by closing the supersymmetry without field-dependent gauge transformations in the
right-hand-side of commutators, and, eventually, for quantizing the theory [A.4]. There
is no need at this stage to introduce a Faddeev-Popov ghost. Note that all fields and
operators have a grading that is the sum of shadow number and ordinary form degree.

The closure of () is ensured by the Bianchi identity, which also determines the action
of the symmetry on the fields on the right-hand-side of Eq. (A.471). By expanding the

equation

(d+ Q — wil)(F + @ + d(e)n + iox + 0*® + [¢[*®)
+A+ e, F+ @+ 0(e)n +iox + 0*® + |e]*®] = 0, (A.472)

one finds that the action of the operator () on the fields can be decomposed into a
gauge transformation with parameter ¢ and a supersymmetry transformation §*¥ with

9 twisted parameters w and ¢ as
Q = &Y — 58 () = Wiy + £'5; — 055 (c). (A.473)

The off-shell closure of §¥ follows from the identity Q? = wL.. Notice that no gauge

transformation is involved in this equation.

Light-cone 10-dimensional equation

We may understand Eq. (A.471) as a light-cone projection of an analogous equation
in 10 dimensions. In order to determine the subalgebra of the 10-dimensional theory, we
“oxidize” this equation by introducing light-cone modes (d,,0_) and redefining (®, ®) —
(A4, A_) in such a way that

Spin(7) x R = Spin(7) x SO(1,1) € SO(8) x SO(1,1) € SO(1,9).  (A.474)

In this way, we can interpret the scalar fields in the right-hand-side of Eq. (A.471) as
elements of a connexion in 10 dimensions. They can be carried to the left-hand-side of
the horizontality condition (A.471), which thus appears as the dimensional reduction of

the 10-dimensional condition

Fio=(d+Q — @i. — &%y — |el!i_)(A+¢) + (A +¢)?
=F+ o +ndr”) + (6(e)n +dex +icpda™).  (AAT5)
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Eq. (A.475) has the Bianchi identity

(d+ Q — wi. — &%y — |e]?i ) (F 4+ @y +ndx™) + (5(e)n +i.x +ipda™))
A+ ¢, F+ o +nde™) + (3(e)n +icx + icp da™)] = 0(A.476)

which insures that (d + Q — wi. — &%, — |g[*i_)? = 0.

By expansion according to the various gradings, we obtain 10-dimensional transfor-
mation laws for all fields, which exactly reproduce those described earlier and determined
by a mere twist of supersymmetry transformations. The self-dual 2 form auxiliary fields
G;; with seven degrees of freedom is now introduced here in the standard TQFT way, by
solving the degenerate equations dgx;; + 0;¥; +--- = 0. As a consequence of the Bianchi
identity, the algebra of generators dy and ¢; closes independently of any equations of
motion, as expressed in the preceding section. Let us stress again the relevance of the
shadow ¢ for supressing field dependent gauge transformations in the commutators of
supersymmetries.

The 10-dimensional action (assuming no higher-derivative terms) is completely deter-
mined from the Q-invariance with the nine parameters @ and ¢;. As in [A.1], one can show
that the most general @)-invariant expression, which is independent of ¢; and contains
no higher order derivative terms, can be written either as a dg-exact or as a d;-exact

functional up to a topological term
1 y
S:50Z(_1) - g/ dlol' Tr (Q”klEijl>
M
. 1 .
=20 + 2 / 4102 T <Q”’“Fiijl> (A.477)
M

where Z(-Y and Z*Y) are completely fixed respectively by the ¢; and §, symmetries, i.e.
52D = 6,24 = .

As will be shown in the following section, this matches the Lagrangian obtained
by twist in (A.470). We have thus obtained an off-shell formulation of ten-dimensional
super-Yang—Mills from the eight-dimensional Yang—Mills BRSTQFT.

A.7.4 Toward a twisted superspace formulation

The fact that we are able to obtain a subalgebra that closes without the use of the
equations of motion suggests that there should exist an off-shell superspace formula-
tion of ten dimensional super-Yang—Mills. Since there are nine off-shell supersymmetry

generators, it is natural to define a superspace with nine anticommuting variables. Let
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us define the reduced superspace with vector coordinates ¢ (spinor representations of

Spin(7)) and scalar coordinate 6. We define superspace derivatives

~ 0 ~ 0
V=5 =00, Vi= o5 — 00, = 0,0,
o, o_, o, (A.478)
which obey
@2 = —8+, @{1@]} == —51']'(9,, {@, @Z} - —&, (A479)

with all other commutators equal to zero. For each of the superspace derivatives, we
introduce a corresponding gauge connection superfield and define the covariant superde-

rivatives

V=V+C, Vi=V;+T

To reduce the number of degrees of freedom, one needs to constrain the supercurva-
ture associated to the connection superfields. The usual SO(9, 1)-covariant constraint for
N =1 D = 10 super-Yang-Mills superfields is {V,, Vz} + 2745Dm = 0, which puts the

superfields on-shell. However, in the reduced superspace, the analogous constraints are

Vi4+ D, =0, {Vi,V,}+25,;D_ =0,
{V,Vi}+D; =0, (A.481)

It is remarkable that the resolution of these constaints no longer imply the equations
of motion, in contrast with the case of the full superspace constraints, that can only be
written on-shell.

As usual, the commutator of a fermionic covariant derivative and a bosonic covariant
derivative gives a fermionic gauge-covariant superfield. The Bianchi identities imply that
the symmetric part of [V;, D;] is proportional to d;;. In order to obtain the right super-
multiplet we furthermore impose the constraint that the antisymmetric part of [V;, D]

is antiselfdual
P Ve, D] =0 (A.482)

We therefore define the gauge-covariant superfields ¥;, n and x;; = Pi;klxkl that corres-
pond to the commutators
[V, Dz] =Y, = —[v“ D+], [V, D_] =", [V, D+] =0,
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The constraints and their Bianchi identities imply that ¥, n and y satisfy
V¥, + 0,V =0, Vixi; + 8P, Vim = 0. (A.484)

Furthermore, the commutators of bosonic covariant derivative give the superderivative

of these fermionic superfields as

D;,D_|=F,_ =Vn, D_,D,]=F_, =Vn,
[ ] n [ +] + n (A 485)
[DZ’, D+] = ]FH- = VlPZ, [DZ, Dj] = Fij = VXZ] - V[Z\PJ]
The superfields C and I'; have expansion of the form
C=c+0c+--- L=+ 0y + - (A.486)

The transformation laws are such that, ¢ can be identified as the shadow of [A.4] and
v;k' as an analogous field introduced in [A.1], in the context of the topological vector
symmetry, for k a constant vector field.

In order to concretely realize the abstract algebra defined by the above equations,
one must determine the action of §y and d; on all components of C and I';, which satisfy
the relevant commutation relations. We have checked this non trivial property, both in
component formalism and directly in superfield formalism (see section 4.4), and prove
thereby that the above constraints that hold off-shell can be solved and that the solution
corresponds to the supermultiplet of ten dimensional super-Yang—Mills in its twisted

formulation.

A.7.5 Super-Yang—Mills action in superspace

To write a superspace action in terms of these constrained superfields, first note that
the component action of (A.470) can be written as a dp-exact functional as long as we

neglect instantons
S = §oZ Y (A.487)
with Z(-Y completely fixed by the ¢; symmetry, i.e. ;Z(Y = 0 where
1 . 1 A
Z(_l) = /]\/[ lex Tr <§ X”(Ej + ZG”) + F_Z"QDZ + UF+_> (A488)

Moreover, defining §(¢) = £';, the action can be expressed as a dyd(g)-exact term as

S = dpd(e) / P (A.489)
M

e
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with
g 1 igkl 2 1j i

Note that .# is completely constrained by the condition that its §(¢) variation is inde-
pendent of €.

This situation is reminiscent of the case of harmonic superspace [120, 121] where
harmonic coordinates allow the construction of manifestly supersymmetric actions using
a reduced superspace. In this case, one does not have harmonic variables but one can

nevertheless write the above action in reduced superspace as
S = / Az VV,K' = / d"x / dfdo; K (A.491)
M M
where
i L gkt 2 ij ij

Since the d(¢) variation of #3" is independent of ¢, one learns that

VK, + V,Ki = 655 f + 0t (A.493)

Oxr Y

for some f and hj;. Using (A.493), it is straightforward to show that (A.491) is inde-

pendent of # and #° and is therefore invariant under all nine supersymmetries.



Annexe B

Formulaire

B.1 L’algebre de Clifford sur l’espace euclidien de

dimension huit

On définit les générateurs de 1'algebre de Clifford dans I’espace euclidien huit dimen-

sionnel comme suit

W} =260
Yo = V1Y2V3 V4 V5 V6 V7 V8 (B.1)

ainsi que les éléments

1
Tw-p = m”y[u% Yl (B.2)

Un spineur pair général vérifie I'identité de Fierz suivante

— 1 - 1 - 3~ 3
(€6) + 75 €€ = 5 O = SV + 5 (C1 7

3 1 - 1 — 1 —
+ g(va“”"C)mW — g(va“”C)mW — E(C’M‘”C)mu + 1—6(6796)79 (B.3)

299
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On donne quelques formules utiles

Yo ,y;w 5[u . 3,1
WY P = AT+ Ay, P
A YT =2 GpTotve Pm 5770467

VY 7 = 26[ ,y#]p] - _5Up + 67;wap

2 g
g K o, 1 1 TpPRQ,
’Yw/ya 6[ ’Y/L]p - 25L1/p 555;1& p I@’Y’Y97a,87
O PR g K o K ]' ]' O PR Q
YV V* A 4(5[ Pl Al 2(5Lupfy Al 555 p /\pyaﬂ’Yg’Y B
KNOT KAOT afByé c[rAO T 2 or
Yuvop”Y = E‘@ +9uvop + gt@ +9/pr ! 5[0&775} h 5[#1/7@] }
(B.4)
avec PEo FNT — 15 RAOT 4 L Lo o RAOT
pvop = 3%uwop T 3 Cuwop " 79
VYY" = —69*
Yy = Ay
Yy = =29
Yy 7Py =0
OpK —gOPKA Q
MY =287 gy’
(B.5)

B.2 L’algebre de la 4-forme octonionique

La représentation adjointe de SO(8) se décompose en deux représentations irréductibles

de Spin(7) qu’on peut définir a I'aide des deux projecteurs suivants

o 1 o
(5~ Lo
1

op Q
(052 + §2)

P_ op

%

N N

Pt

1%

En utilisant la formule [123]

Qg U = 6000 — 90, 167 (B.7)
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on montre que

A 1

6 _ K
:§(5WP ap

_ _ K A
P optu P vy

1
(ks ot —o}tpk Oloc p— Ik
<5l{w +§QW{ | )P "o==sp=,r

1 2\ 1 vk 1 K gA
<6c[rl;7|9 + EQJP[#w)P A ]0 = 16[[5(2/)} = + Zqu[a[ 5,0]}
Lo R T
§QM or (P op nP 7]/1)\) =P crp#np ]77/4)\
1
59/;1/97 (P_JPQUP-i- Tnn)\> —_3 P—Up[NWP—f— V]WM (BS)

Certaines de ces équations peuvent étre interprétées en construisant des isomorphismes
de représentation de Spin(7) a partir de la représentation octonionique de l’algebre de
Clifford en sept dimensions. En effet les matrices 7, et v, étant alors réelles et anti-
symétriques, elles définissent respectivement un isomorphisme de la représentation vec-
torielle dans la représentation anti-autoduale et un isomorphisme de la représentation ad-
jointe s0(7) dans la représentation autoduale. La premiere et les deux dernieres équations

de (B.8) dérivent ainsi directement des identités v,v, = dap+2%ap €t [Yab, V] = 05Ya — 05Vs-

B.3 Annexes de la publication annexée A.1

B.3.1 ¢ invariance of the gauge function in () background

In this appendix, we show that the &, operator (A.116) constrains correctly the more
general gauge function exactly renormalizable in four dimensions. The gauge function
contains, a priori, terms involving the two vectors v and ©v. We will assume that the gauge
function does not depend of the derivatives of v and ©. These vectors have respectively
ghost number 2 and —2. We can decompose the gauge function of total ghost number

—1 into a sum over the terms of field’s ghost number 2 — 1.
v=)"y, (B.9)

In exactly the same way d; decomposes into d_; + dg + 0; and the equation ;¥ = 0

decomposes into

51‘Pi,1 —+ (50‘1’1 -+ 671Ti+1 - O ,\V/’l (BlO)
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Since we are interested in the equivariant part of the action, we have not considered the

fields ¢, ¢ and b. The possible gauge functions of given field’s ghost number are

lP_l = / Tr (a_livx * dA(i) + b—l *ngvci)>
M

¥, :/ Tr <a0X*T—|—boX*F—i—co\Il*dACI)—i—bo*n[CI),(I)]
M

FapipX * iy T + Ayiyx * i5T + byisx * iy (F + B+ CF)
+bjiox *ip(F + Bx CF) + ¢ % i5W.L,0 + ¢ * i, V.2,

+0) * ity T + ¢ * Nigly (F + v x CF) + §i * i5i, x| P, <I>]>

v, :/ Tr (aliUT*\If+bliU(F+a*CF)*\If+c1ivx*dA<I>
M

+01 % LD + ¢y % i V[P, D]
—|—|U|2(a’1iUT*\IJ + iy (F+ o' xCF) VU

+clipX * da® 4+ 0] x LD + €] x i, U [D, (f)]))

W, = / T (af020 % da® + by % 15 WL + [0 5 (c2ip WL + Ti 0.L50) )
M
(B.11)

where the parameters could be arbitrary functions of (v - ©). In this computation, we
use the fact that v and v are two commuting Killing vectors, the fact that x is cova-
riantly constant and, as a matter of fact, we must add to these requirements that these
three vectors are linearly independent, that the three 2-form g(v),g(0), g(k) rg(v) and
g(Kk) Ag(D), are not selfdual, as well as the condition that (k- v) is not zero. The easiest
way to verify 0¥ = 0 is to begin by the term of higher degree in order to constrain the
parameters before to compute the more complex terms of lower degree. d_;'%¥_; = 0 does
not give any informations, but 6;'¥, = 0 constrains as to be zero. ;%1 + 0¥ = 0 then
establishes that W5 is null, and that b; and 0; are the only two non zero parameters of
¥, and must be opposite. Next do%¥_1 + §_1W¥o = 0 gives a_q, ¢ and f; to be zero and
constrains b_q, ¢y and 0y to be equal. The most relevant equation is 6;%¥ + 0;%y = 0
, which gives aj = @ = by, = b) = ¢), = 09 = 0 and constrains all the other parame-

ters. But, let us look at a residual term more closely. After all the coefficients have been
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constrained up to a global factor, which leaves us with the expression

b
51 W, + 60 = / 2gs) nCisTx (FAF) (B.12)

M
which seems to be non zero at first sight. Since the manifold on which the theory is
defined admits a covariantly constant vector field, it must decompose into R x N in the

1

simply connected case' ; as a matter of fact it is only in this case that the term (B.12)

can be shown to vanish. The embeddings of R into M can be realized by the flow of k,
which is defined by

d
7 9t (P) = Kisutw) (B.13)

This defines a global function ¢t on M, for which the flow equation can be written dt =

g(k). Therefore g(k) is d-exact and we can use this property to derive?

/ 9(k) nCoria Tt (FF) = / ((5-0)C +1L,C) Tx (FAF)  (B14)

In order for this term to be null, (k-©) must be constant for a gauge fiber bundle of trivial
second Chern class, and zero otherwise, and dg(v) must be selfdual in order for L5 to
leave C' invariant. That is why we have not assumed from the start that (k- ©) vanishes.
These requirements are a bit strong , because they impose © to be zero in four dimensions.
Nevertheless the case studied by Nekrasov [49, 124] falls into this restricted class. As a
matter of fact, by construction, v does not contribute to topological amplitudes. To finish
the computation, note that the last constraint, confirms what has already been given by
the others. Therefore we obtain the well constrained gauge function up to a global scale

factor
2 _
‘I’:/ Tr (—X*T+X*F+\If*<dA<I>—va>
M n
+*n<[<1>,ci>] + L,0 - Z,® +¢U¢UF>> (B.15)

and we have obtained the d-exact gauge function (A.121).

1See page 155.
2Note that in order for the integration by parts to be valid, F vanish fast enough when ¢t — oo in

such a way as to compensate.
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B.3.2 () background in euclidean space

In the case of a flat space, we can write explicitly the form of the Killing vectors as
generators of so(n) elements. We give here the explicit form of the supersymmetric action
in the eight dimensional case. We use the scalar ® and ® used in the twisted version, as
well as the matrix Q,, = %(dg(v))w and €, = %(dg(@))w. With these definitions the

Q) background action can be expanded as follows :

S= S+ QS + Q8"
+ QNJQVPSQ MVUP + ngﬁypséllfy)op + ﬁugﬁyl)gg NVUP
+ ﬁuaﬁprKAES ;UJKUID)\ + QMJQVpﬁﬁ)\SS uunapA

+ QNUQVPQKQQ/\TSZ“VHAW)OT <B16)
with the definitions

1 _ ' i
Sy = / @2 Tr (——FWF’“’ + D BDID — SN Ps A — AN,
o 1 2 2

1 = = 1
#5108 02 - D))

[\]

_ - : 1 g
Si, = / d%( 'Tr (FueD°® + [®, ®]D,P — A\ D, A\Y) + 5T (Ad%”aﬂxﬁ))
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B.4 Elimination des doublets triviaux

Dans la publication annexée A.4 nous avons utilisé plusieurs fois le résultat suivant sur
I’élimination des doublets triviaux en cohomologie. L’action de l'opérateur de Slavnov—
Taylor considéré sur une fonctionnelle .# se décompose en la somme de I'action d’une
différentielle ¢ sur .%# et de l'anticrochet avec I'action X, (2,9 ), qu’'on note X,.Z. ¢
agit seulement sur un sous ensemble de champs, et sa cohomologie est triviale dans
le complexe engendré par ces derniers. On définit N l'opérateur qui compte le degré
d’une fonctionnelle homogene dans ces champs et on suppose I'existence d’une homotopie
trivialisante k, vérifiant {¢,k} = N et [N, k] = 0. L’action ¥ se décompose en ses vecteurs
nen 2. L’anticrochet est défini de telle sorte que £X© = 0.

On peut montrer a partir de ces hypotheses que la cohomologie de 'opérateur de Slavnov—

propres de N comme ¥ = >

Taylor Y, + ¢ est isomorphe a la cohomologie de X dans le sous-complexe annulé par
N.

Si on décompose 'équation de nilpotence de l'opérateur de Slavnov—Taylor sur les
valeurs propres de N, on obtient que I'opérateur X +¢ est nilpotent et que AY = 3 —-X©

vérifie I’équation de courbure nulle
(B0 4+ ¢)AY + %(AZ, AY) =0 (B.18)
dont la solution générale est similaire a une forme de Maurer—Cartan
Yo s =e (20 +¢)et (B.19)

Nous allons montrer cette équation par récurrence, comme on résoudrait 1’équation de
Maurer—Cartan. Pour ce faire, notons que k& définit une homotopie trivialisante de ¥ +¢
sur les vecteurs propres de N de valeurs propres strictement positives. La décomposition

de (B.18) sur les valeurs propres de N donne au premier ordre
(B© + )XW =0 (B.20)
qui implique que X® = (X + ¢)kX® et donc que
5, = e B (50 4 )@= L 0(2) (B.21)

ou O(n) dénote des opérateurs de valeurs propres de N supérieures ou égales a n. La
nilpotence de X, + ¢ implique celle de e"* (2, + ¢)e™" quelque soit V. Supposons que

(B.19) soit vérifiée a l'ordre n — 1,

(S 4 e = 50 o AR (B.22)
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V*(”*l)

. n-1) . o
alors la nilpotence de e (3 +¢)e” implique a l'ordre n que

(B0 4+ ¢)AX™ =O(n+1) (B.23)
et donc que I'équation (B.19) est valable a l'ordre n + 1
S, +¢ = e VOTIHAS) (50 L ) (VOTIHIAZM). | 5 4 1) (B.24)

L’équation (B.19) implique trivialement qu’a toute fonctionnelle .% invariante sous
¥, + ¢ correspond une fonctionnelle '*.% invariante sous (% + ¢ et que la trivialité de
F = (Zi + )Y est équivalente a celle de e"*.F = (X + ¢)e"*W. La restriction de la
cohomologie de X 4+ ¢ a la cohomologie de 3 dans le sous complexe annulé par N
découle directement de I'existence de I’homotopie trivialisante k.

Notons que si ces cohomologies sont isomorphes, les représentants de la cohomologie de
Y« +¢ dépendent des champs appartenant a des doublets triviaux. Cette dépendance peut
étre calculée sans connaitre explicitement la fonctionnelle V', en calculant récursivement

les termes nécessaires a l'invariance de la fonctionnelle considérée sous 1’action de X, +<.
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