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Chapitre 1

Formalismes et schémas d’intégration
du contact en dynamique. Un bref

état de l’art
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1.1 Formalismes et schémas d’intégration temporelle

1.1.1 Formalismes en mécanique du contact
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1.2 Méthodes numériques pour le contact en dynamique

1.2.1 Un problème de référence : impact de deux barres
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1.2.2 Formalisme du contact par pénalisation et intégration en temps
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1.2.3 Formalisme lagrangien du contact et intégration en temps
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Formalisme lagrangien et intégration implicite
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Améliorations proposées dans la littérature de l’approche lagrangienne/implicite
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Chapitre 2

Contact entre solides : du local au
global
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2.3 Équations d’équilibre
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2.5 Interactions de contact
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2.5.3 Condition de non interpénétration et vitesses relatives
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2.6 Formes locales équivalentes des lois de contact et de frotte-
ment
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2.6.2 Deuxièmes écritures équivalentes
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Chapitre 3

Formulation hybride faible-forte pour
les problèmes d’impact et

discrétisations
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3.1.3 Écriture en équations des lois de Signorini-Moreau
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Formulation en vitesse semi-explicite

i � �0=�
�512>T������12	 `{� � �(��	��w� =����&�1����U���$�dl"�G� �����H�512	Kh����
�^���'1�J4>m�
���
���5�
�(��Iz������!�������� / �+=��Q4	4���U� �512���
��	���� � 	E� � � 	 � � � � ` � B } � hzI�` � B } �"h / 	+=�
!��
���'���5�%>���! � >�!���>4���+> � ]{� !��51������ � ����12	$���
�+� � �5�'��!��
�+���L��� � ��������=�
�q� � 	0I
� �
	"�5�
�H��l0	 � �(��9����
�+�G�
�F9"���.> � � � � � �<���5�'��!N�
���M�4���L=�����
	"�F��� � =���'13`m! � � � !��������N�T���4>���!����5�L���$��!'&+=�
� � h�B
ir�%!�16x���[���L!��
�[! � >T!���>��j���+���L!��
� ]m� !��51��'��� � ����12	4�j�G�
���Hx���5���%�5���
�(=�
>�� 8 =� / �wx�
���.�����
	��T���4>���!����5�M>R;W12	(�G�
���
�5���G���'�����5�5���^�6;Z������>T���5���L����� � � � 	��4���$� � �����N�5�
���K��B7ky12��� � !�!K=�
> =��������> � �0=�
��12>�������12	 / 12	c�G�
���������T>����5���
��	�����	"�"=� � � � ����12	 ���
�(� IR���0�4>���!����5����	��5�K����=�����4�-�5� �
8A� ��>g��� O � ���G�
	"�5��� � � � � Dr>��
�%� �G1������@����!�12	"� � !��N�512	"�
�5� � ����=�
�(�r;Z��	��<� � 	��D�����<���(�4>���!����5�X�G12��� � �����������^��� � !��5�
���
	"�X>��
��>�� � ���512	�����	���> � �"=��� � >��
�����(>��
�^� �71��'���
��	"�5���'	��
�(��12	E�(�5� � ���"=�
�(���0�4>���!����5�
�(�
	E��Bjky12���(JM=�
	+=��QK!������X���3>D;Z��	"�"=���
x���$���
� ] 1��'����> � ����12	��^���0�4>��T!����5�
� / > �
� � �5�'�T!������@� � �����@��12���@x���5����!�12	4���
	���=����BKi?�@����1�JK>m�
��� �51�� � >��
���
	"�����(�4>���!����5��` � B } � hzI�` � B } �"h%��� 8 ���
	"�CD

f|��12� 8 ���.`BC � 	 � E�� � 	 � : � � 	 � E � � 	 �� E � � 	 �� h 5 7�9 � � � �87�9 � � ` � � `�Q R h5h � : � `BA E�� � h 5 ` 7�9 � E � h
��
��� �

H J
��
� � # `BC � h � 	 � ! `BC � h �� � � A � ! H M

�
� � 	 �� � � 	 �� � � 	 � ��� A � ��� N ! ��

��� �
` � �� ��� h � ` � B } � h

! �
� � H M

�

� � � 	 � ! � � 	 �� � � 	 �� 
 � � 	 � ! � � ��� C � ��� � 	 � ��� � � N � ` � B }�}2h

` � � h � 	 � N ` � � h � � � � � ` � ! !"h�`BC � h � � !4`BC � h � 	 ��� � � 	�� G � # ` � B } 
 h
� � 	 �� ! � � � ` ! M � 	 �� hHN � E �'��� Q!R ` � B } �2h
� � 	 �� ! � � � 
 � � 	 � ! � � ��� C � ��� � 	 � � N � ����� QSR ` � B } � h

�%J4����� 8 12	��r�512���5� ] 12���|9"���q�wx�
���+�
	�!�12	����
	4� � 	E�y> � � � �5����!��q���q� � ���5� / >��
�?� � �5�'�T!��
�r� � 	 � �
	"�5�
�*�[=���'� 8 =���
�
�6;Z��	��@������!��0=������� � ����12	p=�
> =�
���
	"���%Q4	����F�4�U����1�JK>m�
�����+=��Q4	��r� � ��` � B } � hzI�` � B } � h@	����512	"��	��?��� �A� 12	 � >��
��	��
�+=��Q4	����
�@�G12������� 8 �
�
B �%	 �512> 8 �
�������X�zl��G�X!�12���4> =�
�(�
	E�^���wb�!'&�������12����x���5���w������>��T�"=�(�G12�������0�4>�12���5����> �
�G12������JK��>�����=�.���@!�12	����
	�� � ����12	U���@> � � � �5�'��!������@� � ���5��B

3.2.2 Discrétisations en espace
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Approximation éléments finis
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a. Boucle sur tous les pas de temps

b. Boucle d’appariement

c. Boucle de seuil de frottement

d. Boucle des statuts 

e. Boucle de Newton
          (generalise)

Fin boucle e

λ   = λ   (dans R )τ
g

Fin boucle d

Fin boucle c

Fin boucle b

Fin boucle a

u = u , v = v , λ  = λ et  Λ = Λ k k k k

p =p , n = n  et τ = τ   g g g

 S = S  ,  S = S   et S  = S   f fv vu u
g g g
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Chapitre 4

Approches multi-échelles pour les
problèmes de contact
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4.1 Modèle d’interface multi-niveau

4.1.1 Motivation
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4.1.2 Modèle géométrique des interfaces
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a. Contact statique b. Contact dynamique

L = 0.1 m

l = 0.005 m

Barre:

V=100 m/s

Bloc rigide

m  = 1
κ  = 1012

E = 2.10 Pa

ρ = 7800 kg/m3 

ν = 0  
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Bloc rigide
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asperites

Ud

m  = 2
κ  = 5.1015

Taille des asperites
      =500µm

m’ = 0
c  = 2.10
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4.2 L’approche Arlequin pour les problèmes de contact

4.2.1 Nécessité des approches multi-échelles
Yq	 �_=�
! � 	���9����X���P!�12	"� � !�� / 12	 �
�5�N�512� 8 �
	"�N!�12	 ] ��12	"�"=�P� ���
�@����1�J4>D�
���
��16� >��(!�12	"� � !����
�5���5�
�
��>�1AI
! � >�����=�S`m�T	����
	"� � ����12	 `{Q � ���'� ��B 
 h / Q4������� � ����12	 / ����� � !���B�B�B h�B O ���zl��G�(���(>�10! � >���� � ����12	 � =�
	6�����$��� ] 1��'�5�
�
!�12	�!��
	"�5� � ����12	�� /j8 12�����<���
�����T	 � ��> � �'���"=�
�^���U!�12	"�5� � ��	"�5�
������� 1r� ���w��=���712	4�5�
� ] 1��'�5�
���
	E�X!'& � � � =���
�X�
	
] ��=�
9"���
	4!��
��9����S>��
�(�(1��6�
>��
� � ��12�����������(	��<�G�
� 8 �
	"��! � ���5���
Bqe�Q4	 �r; �
8 12���X�4>����^���U�4��=�
!�������12	 ������> �



� ���1���6+ ���#�9
�.$ �-�H� 
�� �8=.5���,:�H�15�
 � ��*�9
�1@�� ������6)1� $�",-�	�7$8� � �

�512>�������12	3	���� =���'�T9"��� � � 8 12�����T	 �A� ������!��
� � 12	��
� / 12	-�G�
���%������>����5���%>��
�.�_=����&�10���
� � � � ��� � ��� 8 �
�.�
	-�
� I
� � !��<` 8 12�������
	S�5�
�(�4��h / J � �"=���
� �����%���
�L�
������� � �5�
���'�%�6;W�����'�
���'�N`{��B � B �W}�} / ��� 
 / 
 � � h�B �<=� � 	���12�T	�� / !��
�
� =����&�10���
�%�G�
� 8 �
	E�.	+=�
!��
�������5���.���
�L���
� � ��>�> �A� �
�%>�12���'�4�H�6;Z��	p=��� � �(� ��	 � ���5��� / ���
	�� � 	"��> � �0=�
�512>�������12	
	����_=���'��9����(�5�
�
��!�1rx���5�
�4�5���
	_�5�
���4�����X!�12	4!���������12	6Byk � � � ��>T>��
���'� / �
>T>��
�������T>����5�
	"�@��	 �(12	�1AIz��10�G�
>��
��12	"� >���!�12���G1����5�
���
	"�%�
���@>����<x�
�(���7�
	4� � 	E�.> � ����10!4=�
�������^�6; � � � �4� � ��� 8 ���"=��B �%	�� � >��5���'	 � ��� 8 �3� !��
�
� =����&�10���
�$�
�5�<> � � =����&�1����Pe��'>��
9�����	 � � 
 / � � / � ��� B O ���5�5�P�_=����&�10���P�N��>���� I =�
!'&��
>�>��
��1��G���-��	 ! � �����
!�12	 8 �
	 � J4>��$�G12���N> � �����G�����G12��������12	 `m� � 	������
� � ��>T> �A� � h ���$��10�G�
>��
�^�����L=���'�
	E��� � � �5�
��	 �6;Z��	����<x�
�(�
�5�5�'�4!���������BK, � 	��.!��^9"�4�?������� / 	�12�������0=�
�5�
	"�512	��%J��'�D� 8 �
���
	"�.>��
���T	 � ��=�
�����
	"�������N!����5�5� � ������10!'&����G12���
>D; � ���K>���9������[�
	4�������5� � �0�w����1�JK>m�
���
�H����>���� IA=�
!'&��
>�>��
�H���N!�12	E� � !����
	U��l0	 � �(��9�����B

u0

R

E ν

��� � � ��B 
 
 � � 
�$� � � � � � �

4.2.2 Aperçu sur la méthode Arlequin
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4.2.3 L’approche Arlequin en dynamique
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Chapitre 5
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(a) Sans stabilisation NO OK!

(b) Avec stabilisation OK!

Matrice tangente non inversible
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Remarque 5.1
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5.2.1 Impact entre barres
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Autres variantes de la formulation en vitesse
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(a) Formulation en deplacement 
      Newmark (β=0.3025;γ=0.6) 

(b) Formulation en vitesse
           (θ=1)
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5.2.2 Impact d’un cylindre sur un bloc rigide
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5.4 Exemples industriels
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5.4.1 Grappe de commande
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5.4.2 Crayon de combustible et grille de maintien : une première perspective
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5.4.3 Intérêt de l’approche Arlequin en présence de hautes fréquences
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Formulation en vitesse
Newmark beta=0.4,gamma=0.7
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Annexe 1
Impact de deux barres
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