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E a grande int i

Classes G°(R9) de K. Falconer

Définition (K. Falconer, 1994)

Pour tout s € |0, d], la classe G°(R?) des ensembles a grande intersection de
dimension supérieure a s est la collection des ensembles F qui sont des G5 de
RY et qui vérifient, pour toute suite (f,),exn de similitudes de R,

dim () f(F) > s.
n=0

Théoreme (K. Falconer, 1994)

Pour tout s € |0, d], la classe G*(RY) est stable par intersection dénombrable et
par toutes les applications bilipschitziennes de R?.

v
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a grande int i

Caractérisation des classes G*(RY)

Notation

Pour tout réel t > 0 et tout ensemble F C R?, posons

M (F) = Z Aol

\Ap\<1

ol chaque A, est, soit I'ensemble vide, soit un cube dyadique.

Prolongements

Proposition (K. Falconer, 1994)

Soient s € ]0,d] et F un G5 de R%. Alors, F € G°(RY) ssi pour tout réel
t €10, s et tout ouvert U de R,

ML (FNU) = ML (V).
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a grande int i

Un premier exemple en approximation diophantienne

Définition

Pour tout 7 > 0, I'ensemble des réels 7-approchables par des rationnels est

JTZ{XGR

Théoréme (Dirichlet)

Pour tout réel 7 < 2, on a J = R.

X — g' < qi‘r pour une infinité de (p, q) € Z x N*} .

Théoreme (Jarnik, 1929 ; Besicovitch, 1934)

Pour tout réel T > 2, on a dim J. = 2/7.

Théoreme (K. Falconer, 1994)

Pour tout réel T > 2, on a J. € G*"(R).
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a grande int i

Jauges et mesures de Hausdorff

Définition
Une fonction g : [0,00[ — R est appelée une jauge si
» g est croissante au voisinage de 0 et vérifie limg+ g = g(0) = 0;
» r— g(r)/r? est décroissante et strictement positive sur un voisinage 2

droite strict de 0.

Deux jauges g et g étant fixées, on écrit g < g si ”fS T % = 00.
r

Définition
Pour toute jauge g et tout ensemble F C R?, la g-mesure de Hausdorff de F
est

e .
HE(F) =lim 1 _inf_ ;g(\g,,n.

|Epl<e
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a grande int i

Classes G&(V)

Notation

Pour toute jauge g, notons ¢, le supremum des réels ¢ € |0, 1] tels que g croit
sur [0,¢] et r — g(r)/r? décroit sur 0, ], puis posons

d g
VFCR ME(F) = me Zg(|)\ D,

|>\p\<5g p=0

ou chaque A, est, soit I'ensemble vide, soit un cube dyadique.

Définition
Soient g une jauge et V un ouvert non vide de RY. La classe G&(V/) des

ensembles a grande intersection dans V relativement a g est la collection
des sous-ensembles F de R? qui sont des Gs et qui vérifient

ME(FNU) = ME (V)

pour toute jauge g telle que g < g et tout ouvert U C V.
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a grande int

Classes G&(V)

Théoreme
Soient g une jauge et V un ouvert non vide de R?. Alors
1. la classe G8(V') est stable par intersection dénombrable;
2. pour toute application bilipschitzienne f : V — R? et tout ensemble
F € G&(f(V)), on a f*(F) € GE(V);
3. tout ensemble F € G&(V/) vérifie HE(F) = oo pour toute jauge g telle que
g < g. En particulier,

dimF >s; =sup{s€]0,d[|r’ < g(r)}.

Corollaire
Pour toute jauge g vérifiant s; > 0, on a GE(R?) C G (RY). )
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Ubiquité homogeéne

Théoreme d’ubiquité homogene
Soit (xi, ri)ics une famille d’éléments de RYx]0, oo[ vérifiant
supe, i<oco et VYmeN' #{iel|lx|l<metr>1/m} < oo.
Considérons |'ensemble

F = {x€R?||]x — x| < ri pour une infinité de i € /}.
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Théoreme

Soient g une jauge et V un ouvert non vide de R?. On suppose que pour
Lebesgue-presque tout point x € V, il existe une infinité de i € | tels que

lIx = xill < g(ri)"/°.

Alors, I'ensemble F appartient a la classe GE( V).
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Lebesgue-presque tout point x € V, il existe une infinité de i € | tels que

lIx = xill < g(ri)"/°.

Alors, I'ensemble F appartient a la classe GE( V).

Remarques
» Pour toute jauge g vérifiant g < g, on a H&(F) = oo.

> Le principe de transfert de masse de V. Beresnevich et S. Velani (2006)
montre qu’en fait H&(F) = oco.
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Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

Approximation diophantienne simultanée homogeéne

Rappel

Pour tout réel 7 > 2, I'ensemble

p

1 - .. *
J-=<xeR X—E‘ <? pour une infinité de (p,q) € Z x N

est de dimension 2/7 et appartient a la classe G%/7(R).
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Séries aléatoires d’ondelettes Prolongements
Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

Approximation diophantienne simultanée homogeéne

Théoreme

Pour toute suite décroissante 1) = (¢(q))qen+ de réels strictement positifs qui
converge vers 0, notons

Kd’w = {X S Rd

X — gH < 9(q) pour une infinité de (p, q) € Z° x N*} .

Alors, pour toute jauge g et tout ouvert non vide V de RY,

{ >, 8(¥(q))g? = o0 = HE(Ka,p N V) = HE(V)
>, 8(1(q))q” < oo — HE(Kgy N V) =0
et

>, &(¥(q))g? = o0 — Ka.p € GE(V).
Remarque

La partie de ce résultat qui concerne les mesures de Hausdorff contient le
théoreme de Khintchine (1926) et le théoreme de Jarnik (1931).
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Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

Preuve
» >, &(¥(q))g? < oo
> 32, 8(¥(q)g? < oo
> >, &(¥(q))g” = o0
> >, 8(%(q))g’ =

HE(Kapy NV)=0
Kaw & GE(V)

Ka,p € GE(V)

HE(Ka,p NV) =HE(V)

I

On observe que

K.y = Z° + limsup U B <§,¢(Q)>

q— oo
pe{0,...,q—1}4

et que, pour € > 0 et qo assez grand,

HE | limsup U B(gﬂ/’(‘l)) <2dz q S 0.

— 00
? pe{0,...,q—1}4 9=qo

Il en résulte que H&(Kq,,) = 0.
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Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

Preuve
> >, 8(¥(q)g? < oo = HE(Kgpy NV) =0
» >, 8(1(q))g? < oo = K.y & GE(V)
> >, 8((g)g" =0 = Ka.y € GE(V)
> >, 8(¥(q)g’ = = HE(Ka,p N V) = HE(V)

Il existe une jauge g vérifiant g < get 3, 2((q))q? < oo. Alors HE(Ky.4) = 0,
de sorte que Kg,,, ne peut appartenir a G&(V).
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Preuve
> >, 8(¥(q)g’ < o = HE(Ka,y NV) =0
> >, 8(¥(q))g? < o = Ka,y & GE(V)
» >, 8(1¥(q))g = oo = Ka,y € GE(V)
( =

> 3 &(%(a))g’ = o0 HE (Ko, N V) = HE(V)

Théoreme (Khintchine, cas de divergence, 1926)

Siy, ¥(q)?q? = oo, alors Ky, est de mesure de Lebesgue pleine dans Re.

D’apres le théoreme de Khintchine, pour Lebesgue-presque tout point x € V/, il
existe une infinité de couples (p, q) € Z¢ x N* tels que

x - 5” < g(w(a)"".

Le théoréme d'ubiquité implique alors que Ky, appartient a la classe G¢( V).

v
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Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

v
8

Preuve
> 2, e(W(@)g? <o = HE(KyyNV)=0
> >, 8(W(q)e" <o = Kyy €GE(V)
> Y e(W(a@)g’ =0 = Kaw € GE(V)
( =

>, &(W(a)a’ = HE(Kap N V) =HE(V)

v

Si g(r) < r?, il existe une jauge g Vérifiant g < g et Z g(w(q)) = 00.
Alors Ky, € GE(V), de sorte que HE(Ky.p N V) = co = HE(V).

Sig(r) £ r?, la mesure H coincide 3 une constante multiplicative prés
avec la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY et le résultat découle
du théoreme de Khintchine.

v

Théoreme (Khintchine, cas de divergence, 1926)

Siy, ¥(q)?q? = 0o, alors Ky est de mesure de Lebesgue pleine dans Re.
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Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne

Autres applications a I’'approximation diophantienne

La méthode précédente s'applique aussi aux ensembles intervenant dans les
problémes suivants :

» Approximation diophantienne simultanée inhomogene

» Approximation diophantienne avec restrictions

v

Etude des nombres de Liouville

Approximation par des nombres algébriques
> Application a la classification de Koksma des réels transcendants.

v
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Cadre général

Compacts indexés par un arbre n-aire

Pour n > 2, I'arbre n-aire est

u={eyulJ{1,...,n¥.

j=1

La génération d'un u € U est notée (u).
On considére une famille (J,)ucu de com-
pacts aléatoires de R telle que :

> Ju,...,Jun sont inclus dans J, et
d’intérieurs disjoints;;

. £(int J,
> |nfu% >0;
‘Ju1| Uun|
> les (IJu\ seees a ) sont

indépendants et ont pour loi /iy,

ol fig, {1, - . . sont des mesures de proba-
bilité sur [3, 5]", avec 0 < B < B < 1.
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Cadre général

Compacts indexés par un arbre n-aire

Pour toute suite ¢ = ((j)jen+ dans

{1,...,n},
(N Jer...; = {xc}-

j=1

Alors, I'ensemble

K= J{x}
¢

est un compact aléatoire de R?.

Théoreme (Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen,
J. Wu, 2004)

La dimension de Hausdorff de K prend
presque siirement une valeur unique
qu'il est possible de déterminer en
fonction des mesures o, ji1, . . -
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Cadre général

Chaine de Markov indexée par un arbre n-aire

e On considére une chaine de Markov inho-
) mogene (Xy)ucu a espace d'états {0,1}
/ AN telle que :

k ' > presque siirement, Xy = 1;

» pour tout u € U,
conditionnellement aux états X,
pour v n'étant pas un descendant
de u, les états Xu1,..., Xun sont
tirés selon la loi vx, (u),

ol (Vt,j)ec{0,1},jen est une famille de me-
sures de probabilité sur {0,1}".

Notons Z I'ensemble des suites ¢ = ({j)jen+ dans {1,...,n} telles que
V) assez grand Xegp =1

puis considérons

e =|J{x}cK.

CEZ
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Cadre général

Loi de la dimension de ©

Pour simplifier, supposons que v1;({(0,...,0)}) < 1. Notons

VseR VjeN ;= / / ka X pj(d€)va,j(dx).
{0,137 JIB,B1"

Pour tout j € N, I"équation asp - ... as; = 1 admet une unique solution dj;.
Posons
d. = liminf d;.
Jj—o0o
o
Théoreme

» Sid. <0, alors © est presque siirement vide.

v

Sinon, presque siirement, dim© € {—00,0, d.}.

v

On dispose d’'une expression de la loi de dim © faisant intervenir une
famille de processus de Galton-Watson en environnement variable.

v

On dispose de conditions nécessaires et de conditions suffisantes sur ji; et
vej pour avoir P(© = ) =1, P(dim®© = d.) =1, etc.
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Application au processus de percolation fractale

Fractals aléatoires

Séries aléatoires d’ondelettes Prolongements

Processus de percolation fractale de B. Mandelbrot

Vit |42 |13
Via |15 |Ji6 J2 J3
Va7 |48 |J19
Ja J5 Js
J7 Jg Jo

Arnaud Durand

Construction
On choisit un entier ¢ > 2 et un réel
p€]0,1].
» On part du carré [0, 1]?,
> on conserve chaque carré
ko k ky K
[&, 2] x [, 22], pour
(ki, ko) €4{0,...,c —1}2, avec
probabilité p, indépendamment des
autres,
> etc.
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Fractals aléatoires
Application au processus de percolation fractale

Construction

On choisit un entier ¢ > 2 et un réel
p€]0,1].
On part du carré [0, 12,

on conserve chaque carré

5,522] « [5, 52], pou
(ki, ko) €1{0,...,c—1}?, avec
probabilité p, indépendamment des
autres,

etc.

Exemple : ¢ =3, p=0.7.
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Application au processus de percolation fractale

Processus de percolation fractale de B. Mandelbrot

Construction

On choisit un entier ¢ > 2 et un réel
p€]0,1].
On part du carré [0, 1]?,
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Processus de percolation fractale de B. Mandelbrot

4 £, By s Y
A th
e e B 3 . ,
= ; On choisit un entier ¢ > 2 et un réel

o Ew"i:ﬁbﬁ pe ol

< On part du carré [0, 1]?,

Za

Construction

on conserve chaque carré
[h k1+1} % [Q k2+1} pour

(ki, k2) € {0, .. .l,c —1}2, avec
probabilité p, indépendamment des

autres,

etc.

Exemple : ¢ =3, p=10.7.

Théoreme (J. Chayes, L. Chayes, R. Durret, 1988)

L’ensemble restant est non vide avec probabilité non nulle ssi p > 1/62.

Conditionnellement au fait que I'ensemble restant est non vide, sa
dimension de Hausdorff vaut presque siirement 2 + log_ p.
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Généralisation du processus de percolation fractale

Construction

On choisit un entier ¢ > 2, ainsi que

On part du cube [0, 1],

on conserve chaque sous-cube de
coté 1/c avec probabilité po,
indépendamment des autres,

on conserve chaque sous-cube de
coté 1/c? d’'un cube noir avec
probabilité p;, indépendamment
des autres,

on noircit chaque sous-cube de
cdté 1/c* d'un cube blanc avec
probabilité g1, indépendamment
des autres,

etc.

Exemple : d =2, ¢ = 3.

po, p1,. .- € 10,1] et g1, q2,... € [0,1].
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Généralisation du processus de percolation fractale

Avec le formalisme général

Les mesures donnant les rapports
de contraction a chaque échelle

- d
sont puj = Ol/c®c .
Les probabilités de transition de la
chaine de Markov sont

vo, = (gio1 + (1~ g:)00) >
d
vij = (pid1+ (1 — p;)d)

Ainsi, pour tous s € Ret j € N,

as; =" Vp;.
Finalement,
o1
de =d+liminf = log.(po - ... pj)
j—oo _]
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Généralisation du processus de percolation fractale

Théoreme
Posons
o1
d. =d+liminf = log.(po - ... - pj)-
j—oo

Sid. < 0, alors I'ensemble restant
est presque siirement vide.

Sinon, sa dimension appartient
presque siirement 3 {—00,0, d. }.

Sid. >0 etsi

= 1
=Y e —

alors sa dimension vaut presque
siirement d..
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Séries aléatoires d'ondelettes a coefficients corrélés
Modele d'arbre de Markov caché

Etude de la régularité des trajectoires
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Modele d’arbre de Markov caché

» Introduit par M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk en 1998.

» En dimension 1, on considére une chaine de Markov inhomogeéne indexée
par I'arbre binaire et a espace d’états {0, 1}, dont les probabilités de
transition sont

., = (gid1 + (1 — q;)80)** et v =(pdr+(1—p;)do)*?,

avec pj, qj € [0, 1] pour tout entier j > 0.

» Conditionnellement a la chaine de Markov, les coefficients d’ondelette sont
indépendants et le coefficient indexé par un intervalle dyadique A donné
suit une loi gaussienne de grande (resp. petite) variance si la chaine
attribue I'état 1 (resp. 0) au sommet de I'arbre qui correspond a A.
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Modele d’arbre de Markov caché

Introduit par M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk en 1998.

En dimension 1, on considére une chaine de Markov inhomogene indexée
par I'arbre binaire et a espace d’états {0, 1}, dont les probabilités de
transition sont

., = (gid1 + (1 — q;)80)** et v =(pdr+(1—p;)do)*?,

avec pj, gj € [0, 1] pour tout entier j > 0.

Conditionnellement a la chaine de Markov, les coefficients d’ondelette sont
indépendants et le coefficient indexé par un intervalle dyadique A donné
suit une loi gaussienne de grande (resp. petite) variance si la chaine
attribue I'état 1 (resp. 0) au sommet de I'arbre qui correspond a .

Rend compte de la propagation des grands/petits coefficients d’ondelette
au travers des échelles.

En accord avec la forme des histogrammes des coefficients d'ondelette.

Utilisé particulierement pour le débruitage et la détection de contours
(image) ou de transitoires (son).

Arnaud Durand
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Modeéle étudié

Base d’ondelettes sur le cercle

Notons T = R/Z le cercle unité, s : R — T la surjection canonique et ¥ une
ondelette dans la classe de Schwartz. Pour tout intervalle dyadique

A =s(277(k+[0,1[)), avec j = (\) € Net k € {0,...,2/ — 1}, notons ¢ la
fonction de T qui correspond naturellement a la fonction 1-périodique

X i w(Zj(X—m)—k).

Alors, les fonctions 2*/24y et la fonction constante égale 3 1 forment une
base orthonormée de L?(T).
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Modeéle étudié

Chaine de Markov

On considére une chaine de Markov inhomogene (X, )ucy/ indexée par I'arbre
binaire U et a espace d’états {0, 1}, dont les probabilités de transition sont

v, = (o1 + (1 — g;)30)** et vij=(pidr+(1—p)o)*.

Pour simplifier, on suppose que Xz =1 p.s. et que p; > 0 pour tout j.

Processus considéré

Pour « € ]0, o[, on considére le processus défini sur le cercle T par

R=> 2"y, _1 9.
A

ol uy est le sommet de |'arbre binaire qui correspond a I'intervalle dyadique A.
o
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Propagation des coefficients d’ondelette non nuls
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Modele d'arbre de Markov caché
Apparition et propagation des coefficients d’ondelette non nuls
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Régularité globale

R = 22‘““)]1{)(”:1} Y.
A

Presque siirement, R € C*(T). l
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Régularité ponctuelle

Prolongements

Ensembles de singularités
Pour tout h € [0, o0], notons
En = {x € T| hg(x) = h}.
v
Autres notations
Convenons que g—1 = 1 et posons
oL 1 = 2gi 1
d*=1—|—I|_m|nfjlog2(p0-...-pj) :Z = 9 € [0, o0].
j—oo
= kz::o 2kp;.. Pj+k 1
On suppose que d, < 1.
Remarque :
» Ces parametres sont ceux qui interviennent dans |'étude de la percolation
fractale généralisée avec d = 1 et ¢ = 2.
» On observe que § >0 — d. >0.
v
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Comportement monofractal

Supposons que 2g; < oco. J
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Comportement monofractal

Théoreme
Supposons que Zj 2jqj < 0.
» Sid =0, alors presque siirement, R € C>°(T).
» Sinon, presque siirement,
dim Eq € {—00,0,ds}
dimEsx =1
dim E = —o0 pour tout h € [0, af U Jay, oof.
De plus, d« > 0 et :
de=0 = 0<P(dimE,=—00)=1—P(dimE,=0)<1

0 < P(dim Ey, = —00) < 1
de >0 —» 0 < P(dimE, =0) < 1
0 < P(dim By = d.) < 1.

Prolongements
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Comportement multifractal

Supposons que -, 2g; = oco. J
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Comportement multifractal

Théoreme
Supposons 3 2/q; = oo et notons h, = inf{h > 0| > 20=a/hig; = 0o} > a.

h/h. si h€ Ja, h]

» Presque siirement, dim Ej, = i
4 h {—oo si h € [0, ] U Jhy, o0].
» En outre,

> si a/hy > dx, alors presque sirement, dim Eq = o/ hy ;
> sinon, presque siirement, dim Eo, € {a/hy, ds} et

P(dimEq =di) =1 sid = o0
P(dim Eq = di) € ]0,1[ sinon.
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Comportement multifractal

Proposition

Le processus R admet une singularité oscillante en chaque point de |J Ep.
a<h<oco

Définition
Pour toute jauge g, la classe G8(T) est la collection des parties F de T
vérifiant 7' (F) € GE(R).

Proposition

Si h. est fini, presque siirement, pour tout h € [a, h[, on a

{x €T | ha(x) < h} € &""" (T).
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Apercu de la preuve pour h, < co

Notons U I'ensemble des sommets u # & de I'arbre binaire dont I'état vaut 1 et
dont I'état du pére vaut 0. Pour tout sommet u, posons

(u)

Xy =S Z(u,- —1)27/

j=1

Notons © I'image par s de I'ensemble obtenu dans le processus de percolation
fractale généralisée pour d = 1 et ¢ = 2 et, pour tout réel a > «, posons

L,={x € T|d(x,x) <2 *“/? pour une infinité de u € U}.
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Apercu de la preuve pour h, < oo

Notons U I'ensemble des sommets u # & de I'arbre binaire dont I'état vaut 1 et
dont I'état du pére vaut 0. Pour tout sommet u, posons

(u)

Xy =S Z(uj- —1)27/

j=1

Notons © I'image par s de I'ensemble obtenu dans le processus de percolation
fractale généralisée pour d = 1 et ¢ = 2 et, pour tout réel a > «, posons

L,={x € T|d(x,x) <2 *“/? pour une infinité de u € U}.

Lemme
Presque siirement,
» pour tout h € [0, [ U Jhs, 0], I'ensemble Ej, est vide;
> pour tout h € [a, h.], E,=QU N L, et En=(Ex\©)\ U La

a>h a<a<h
» pour tout h € [a, h.] et tout a > h, I'ensemble L, appartient 3 la classe

G’h/h* (T) (grace au théoréme d’ubiquité).
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Prolongements envisageables

» Ubiquité pour I'approximation par des sous-espaces affines : on remplace
I'ensemble

F={xeR?||lx — x|l < r; pour une infinité de i € /}

par |'ensemble

{x € R?| d(x, P;) < r; pour une infinité de i € I},

obi (P;)ies est une famille fixée de sous-espaces affines de RY de méme

dimension.
> Applications a
> Applications a

la théorie métrique de I'approximation diophantienne
la théorie des systéemes dynamiques
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Prolongements envisageables

» Ubiquité pour I'approximation par des sous-espaces affines : on remplace
I'ensemble

F={xeR?||lx — x|l < r; pour une infinité de i € /}

par |'ensemble
{x € R?| d(x, P;) < r; pour une infinité de i € I},

obi (P;)ies est une famille fixée de sous-espaces affines de RY de méme
dimension.
> Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne
a

> Applications a la théorie des systemes dynamiques
» Diverses généralisations du modele de séries aléatoires d'ondelettes a
coefficients corrélés
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Prolongements envisageables

» Ubiquité pour I'approximation par des sous-espaces affines : on remplace
|'ensemble

F={xeR?||lx — x|l < r; pour une infinité de i € /}

par |'ensemble
{x € R?| d(x, Pi) < r; pour une infinité de i € I},

obi (P)ies est une famille fixée de sous-espaces affines de RY de méme
dimension.
> Applications a la théorie métrique de I'approximation diophantienne
> Applications a la théorie des systemes dynamiques
» Diverses généralisations du modele de séries aléatoires d'ondelettes a
coefficients corrélés
» Estimations de parameétres liés au modele pour des cas particuliers de
probabilités de transition
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