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9
Chapitre 1Introduction
L'ambition de cette thèse est de présenter certains épisodes de l'histoire �toujours en marche� d'une question de combinatoire algébrique connuesous le nom de conjecture n!. Si la première, et pour l'instant unique, preuvede cette conjecture est principalement fondée sur la géométrie, nous nousfocaliserons ici sur des approches mêlant, sous diverses proportions, algèbreet combinatoire. C'est en e�et par elles que l'on peut le mieux essayer desaisir la grande beauté de cette question.Le but de ce premier chapitre est, comme il se doit, de présenter et demotiver le problème. Un des attraits de la conjecture n! est qu'elle peutêtre introduite �proprement !� en quelques lignes, ce que nous ferons. Puisnous replacerons cette question dans son cadre naturel, à savoir celui desfonctions symétriques, et plus particulièrement des polynômes de Macdonald.Ce sera l'occasion de mettre en valeur ses liens avec d'autres problèmes, demathématiques bien sûr, mais aussi d'informatique ou de physique théorique.Nous nous attacherons en�n à retracer l'histoire des nombreuses approchesde cette étude, avant d'exposer le plan de cette thèse.1.1 Énoncés et motivations1.1.1 La conjecture n!Commençons par les quelques dé�nitions nécessaires à un exposé minimalde la problématique.Dé�nition 1.1 Un diagramme (du réseau carré) est une partie �nie L =f(p1; q1); : : : ; (pn; qn)g de N � N ; le produit N � N est assimilé au quadrantpositif du réseau carré et L est ainsi composé de n cases.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONNotons que nous n'exigeons pas a priori que toutes les cases du diagramme Lsoient distinctes. Les coordonnées pi � 0 et qi � 0 d'une case (pi; qi) indiquerespectivement la position de la ligne et de la colonne de la case dans leréseau carré, comme indiqué sur la �gure ci-dessous.
3,0  3,1    3,2   3,3  3,4   3,5

2,0  2,1    2,2   2,3  2,4   2,5

1,0  1,1    1,2   1,3  1,4   1,5

0,0  0,1    0,2   0,3  0,4   0,5La �gure suivante donne la représentation graphique du diagramme à 6cases : L = f(0; 0); (2; 1); (2; 2); (1; 3); (0; 5); (3; 5)g.

Dé�nition 1.2 Pour �1 � �2 � � � � � �` > 0, nous dirons que � =(�1; �2; : : : ; �`) est une partition de n si j�j = �1 + � � � + �` vaut n. Salongueur l(�) est le nombre ` de ses parts. Nous associons alors à � sondiagramme (de Ferrers) f(i; j) ; 0 � i � ` � 1; 0 � j � �i+1 � 1g et nousutiliserons le même symbole � pour désigner la partition et son diagramme.La partition dite conjuguée de �, notée �0, est la partition de n dont lediagramme de Ferrers est symétrique de celui de � par rapport à la diagonaleprincipale. Nous noterons souvent `0 = l(�0) = �1 la longueur de la partitionconjuguée.Par exemple, � = (4; 2; 1) est une partition de n = 7. Sa partitionconjuguée est �0 = (3; 2; 1; 1) et son diagramme est constitué des casesf(0; 0); (1; 0); (2; 0); (0; 1); (1; 1); (0; 2); (0; 3)g.



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 11
µ =       µ  =

 ,Remarque 1.3 Il arrivera parfois que nous ordonnions les parts d'une par-tition, non en ordre croissant mais en ordre décroissant. Ceci n'est d'aucuneconséquence, l'essentiel étant d'ordonner les parts. Nous utiliserons aussiune notation compacte en notant par exemple (13; 22) pour la partition(2; 2; 1; 1; 1).Nous nous permettrons également de parler de hauteur de la partition à laplace de longueur, spécialement quand nous travaillerons sur les diagrammesde Ferrers, ` étant la hauteur du diagramme. Il est bon de noter que vu lesconventions, la plus haute ligne du diagramme porte l'indice `� 1.Dé�nition 1.4 A�n d'ordonner les cases des diagrammes, nous utiliseronsl'ordre lexicographique avec priorité à la seconde coordonnée, à savoir(p1; q1) < (p2; q2) () q1 < q2 ou [q1 = q2 et p1 < p2]: (1.1)Soit maintenant Q [X; Y ] = Q [x1 ; : : : ; xn; y1; : : : ; yn] l'anneau des poly-nômes en 2n variables à coe�cients rationnels. A chaque diagramme L, onassocie un polynôme �L 2 Q [X; Y ] de la façon suivante.Dé�nition 1.5 Soit L = f(p1; q1); (p2; q2); : : : ; (pn; qn)g un diagramme duréseau carré. On lui associe le déterminant du diagramme, donné par laformule �L(X;Y ) = det �xpji yqji �1�i;j�n: (1.2)Le déterminant �L(X;Y ) est non nul seulement si L est constitué de ncases distinctes. Dans ce cas, c'est un polynôme bihomogène de degré jpj =p1+� � �+pn enX et jqj = q1+� � �+qn en Y . A�n d'associer par cette dé�nitionun unique déterminant au diagramme L, nous imposons d'ordonner ses casesselon l'ordre lexicographique dé�ni en (1.1). Pour des raisons pratiques, nousétendrons parfois la notion de diagramme à une partie de Z�Z, étant entenduque dans ce cas �L = 0 dès que L a une de ses cases en dehors de N � N.Dans le cas d'une partition �, le déterminant dé�ni via (1.2) est noté ��.C'est en quelque sorte une généralisation du déterminant de Vandermonde



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION�(X) qui correspond au cas d'une partition ayant toutes ses parts égales à1, i.e. � = (1n). A�n d'illustrer la dé�nition de ��, nous donnons ci-dessousla forme de ce déterminant pour la partition (4; 2; 1) de la �gure précédente :
�(4;2;1) = ��������������

1 x1 x21 y1 x1y1 y21 y311 x2 x22 y2 x2y2 y22 y321 x3 x23 y3 x3y3 y23 y331 x4 x24 y4 x4y4 y24 y341 x5 x25 y5 x5y5 y25 y351 x6 x26 y6 x6y6 y26 y361 x7 x27 y7 x7y7 y27 y37
�������������� :

Nous noterons respectivement @xi et @yi les opérateurs de dérivation @=@xiet @=@yi, et @Xm pour @xm11 � � � @xmnn sim est le vecteur m = (m1; : : : ;mn).Nous utiliserons des parenthésages pour éviter toute confusion dans des ex-pressions du type @(x�ji y�ji )�L(X;Y ). Si P 2 Q [X; Y ], nous utiliserons lanotation P (@) = P (@X; @Y ) pour l'opérateur de dérivation obtenu en rem-plaçant les variables xi et yi respectivement par @xi et @yi.Dé�nition 1.6 Pour tout polynôme P 2 Q [X;Y ], nous notons L@ [P ] l'es-pace vectoriel engendré par toutes les dérivées partielles de P, i.e.L@ [P ] = Q [@X; @Y ]P; (1.3)où pour un polynôme Q 2 Q [X;Y ], Q(@X; @Y ) est l'opérateur de dérivationobtenu en remplaçant dans Q les variables xi et yi respectivement par @xiet @yi. Plus généralement, pour un ensemble de polynômes P, nous noteronsL@ [P] l'espace engendré par les dérivées partielles des éléments de P.Nous associons alors à tout diagramme L un espace ML en posantML = L@ [�L]: (1.4)Dans le cas d'une partition �, l'espace obtenu par la construction (1.4) estnoté M�. Cela étant posé, nous pouvons maintenant énoncer la conjecturen!.Théorème 1.7 (conjecture n!) Pour toute partition � de l'entier n,dimM� = n!: (1.5)Cette conjecture a été énoncée pour la première fois par A. Garsia et M.Haiman, et, après de longues années de recherches nombreuses et variées,



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 13vient d'être démontrée par ce dernier (cf. paragraphe 1.2.5). Elle est centraledans le cadre de leur étude des polynômes de Macdonald (cf. [26, 27, 29]).Mais avant de pouvoir faire le lien entre la conjecture n! et les polynômesde Macdonald, il est nécessaire de préciser le cadre de l'anneau des fonctionssymétriques.1.1.2 L'anneau des fonctions symétriquesNous nous plaçons dans l'anneau Q [X ] = Q [x1 ; : : : ; xn] des polynômesen n variables et à coe�cients rationnels.Dé�nition 1.8 Le groupe symétrique Sn agit sur Q [x1 ; : : : ; xn] par permu-tation des variables, à savoir que pour un polynôme P (X) 2 Q [X] et unepermutation � 2 Sn,�:P (x1; : : : ; xn) = P (x�(1); : : : ; x�(n)) (1.6)et un polynôme est dit symétrique s'il est invariant sous cette action. Lespolynômes symétriques forment un sous-anneau�n = Q [x1 ; : : : ; xn]Sn : (1.7)De plus �n est un anneau gradué : nous avons�n =Mk�0 �kn (1.8)où �kn est l'ensemble des polynômes symétriques homogènes de degré k, plusle polynôme nul.Pour tout � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn , nous notons X� le monômeX� = x�11 � � � x�nn : (1.9)Dé�nition 1.9 Soit � une partition de longueur � n. On complète avec desparts nulles pour écrire � = (�1; : : : ; �n). Le polynôme symétrique monomialm� est dé�ni par la formule suivantem�(X) =XX� (1.10)où la somme est prise sur toutes les permutations distinctes � de � =(�1; : : : ; �n).



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLe polynôme m� est clairement symétrique, et il est évident que les m�forment une base de �n quand � décrit toutes les partitions de longueur� n. Plus particulièrement, les m� tels que l(�) � n et j�j = k forment unebase de �kn.Dans la théorie des fonctions symétriques, le nombre de variables n'a engénéral pas d'importance, à condition qu'il soit assez grand, et il est souventplus pratique de le considérer comme in�ni. Pour rendre cette notion précise,prenons m � n et considérons l'homomorphisme'm;n : Q [x1 ; : : : ; xm] �! Q [x1 ; : : : ; xn]qui envoie xn+1; : : : ; xm sur zéro et laisse les autres variables inchangées. Parrestriction à �m, ceci donne un homomorphisme�m;n : �m �! �n (1.11)dont l'action sur la base (m�) est aisément décrite : il envoie m�(x1; : : : ; xm)sur m�(x1; : : : ; xn) si l(�) � n, et sur zéro sinon. Il en découle que �m;n estsurjectif. Par restriction au degré k, on a des homomorphismes�km;n : �km �! �kn; (1.12)qui sont toujours surjectifs, et bijectifs pour m � n � k. Nous formons alorsla limite inverse �k = limn � �kn (1.13)des anneaux �kn relativement aux homomorphismes �km;n : un élément de �kest par dé�nition une suite f = (fn)n�0 où chaque fn = fn(x1; : : : ; xn) estun polynôme symétrique homogène de degré k en les variables x1; : : : ; xn etfm(x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0) = fn(x1; : : : ; xn) dès que m � n. Comme �km;n estun isomorphisme pour m � n � k, la projection�kn : �k �! �kn;qui envoie f sur fn, est un isomorphisme pour tout n � k. L'anneau �k adonc une base constituée des fonctions symétriques monomiales m� (pourtoute partition � de k) dé�nies par�kn(m�) = m�(x1; : : : ; xn): (1.14)Posons alors � = �k�0�k; (1.15)



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 15de telle sorte que � est engendré par les m� pour toutes les partitions �.Dé�nition 1.10 L'anneau � dé�ni en (1.15) est appelé anneau des fonc-tions symétriques en les variables dénombrables x1; x2; : : : .Remarque 1.11 Les éléments de � ne sont plus des polynômes : ce sont desséries formelles in�nies de monômes. C'est pourquoi nous utilisons désormaisla terminologie �fonctions symétriques�.Introduisons à présent les bases classiques de �. Commençons par ladé�nition suivante dont les notations reprennent celles de [45].Dé�nition 1.12 Pour tout entier r � 1, la r-ième somme de puissancespr(X) est dé�nie par la formulepr(X) =X xri : (1.16)Pour tout entier r � 0, la r-ième fonction symétrique élémentaire er(X) estla somme de tous les produits de r variables distinctes xi, de telle sorte quee0 = 1 et pour r � 1 : er(X) = Xi1<���<ir xi1 � � � xir : (1.17)En�n, pour tout entier r � 0, la r-ième fonction symétrique homogène hr(X)est la somme de tous les monômes de degré r en les variables xi, c'est-à-dire :hr(X) = Xi1�����ir xi1 � � � xir : (1.18)Nous dé�nissons alors pour toute partition � = (�1; : : : ; �k)p� = p�1 � � � p�k ;e� = e�1 � � � e�k ;h� = h�1 � � � h�k :



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONL'importance de ces trois familles de polynômes vient en grande partiede la proposition suivante. Une preuve de ce résultat classique se trouve parexemple dans [45].Proposition 1.13 Les familles p�, e� et h� forment chacune une base de� lorsque � décrit toutes les partitions. Si on impose de plus que j�j = k, onobtient alors des bases de �k.Il nous reste encore à introduire une dernière, mais fondamentale, basede l'anneau des fonctions symétriques : les fonctions de Schur. Nous nouscontenterons ici de donner la dé�nition de Jacobi [39] de ces fonctions, quiprésente l'avantage d'être la plus simple à donner, mais l'inconvénient d'êtrefort peu explicite. Cette question de l'explicitation est résolue par le Théo-rème de Littlewood (cf. [47], Théorème 1.4.1), mais nous n'entrerons pasdans ces considérations.La multiplication par le déterminant de Vandermonde�(X) = det(xn�ji ) = Y1�i<j�n (xi � xj)réalise un isomorphisme, décalant le degré, entre polynômes symétriques etantisymétriques (i.e. les polynômes P 2 Q [X] tels que pour l'action dé�-nie en (1.6), �:P = �(�):P , où �(�) est la signature de la permutation �).De même que les fonctions symétriques monomiales donnent les bases lesplus naturelles des fonctions symétriques, on obtient des bases de polynômesantisymétriques en antisymétrisant les monômes. Notons donc, si � est unn-uplet d'entiers naturels a� = X�2Sn �(�)X�(�) (1.19)où �(�) = ��(1); : : : ; ��(n). Ce polynôme est nul si � a deux composanteségales et reste inchangé, au signe près, si l'on permute les composantes de �.On peut donc se restreindre à des partitions strictement décroissantes. Detelles partitions sont de la forme � = �+ �, où � est encore une partition, et� = (n� 1; n� 2; : : : ; 1; 0) la plus petite partition strictement décroissante.En retour, on obtient des polynômes symétriques en divisant a�+� par leVandermonde, qui n'est autre que a�.Dé�nition 1.14 Le polynôme de Schur d'indice la partition � est donnéepar la formule suivantes�(X) = a�+�a� = det(x�j+n�ji )det(xn�ji ) : (1.20)



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 17Le résulat fondamental est donné par la proposition suivante (cf. par exemple[47], Proposition 1.2.1).Proposition 1.15 Lorsque � décrit l'ensemble des partitions de longueur� n, les polynômes de Schur s� forment une base de �n.Observons maintenant ce qui se passe en augmentant le nombre de va-riables. Si m � n, il est clair que dès que n � l(�), nous avons avec lesnotations introduites en (1.11)�n+1;n(s�(x1; : : : ; xn+1)) = s�(x1; : : : ; xn):Il en découle que pour chaque partition � les polynômes s�(x1; : : : ; xn) avecn �! 1 dé�nissent une unique fonction de Schur s� 2 �, homogène dedegré j�j. De la Proposition 1.15, on déduit alors que les s� forment unebase de l'anneau �, et pour chaque k � 0, les s� telles que j�j = k formentune base de �k.Remarque 1.16 Observons que les fonctions symétriques élémentaires ethomogènes sont des fonctions de Schur particulières. En e�ethk = s(k) et ek = s(1k):1.1.3 Les polynômes de MacdonaldLes polynômes de Macdonald �P�(x; q; t)� forment une base de l'anneaudes fonctions symétriques en les variables x = (x1; x2; : : : ), à coe�cientsdans le corps Q(q; t) des fractions rationnelles en deux paramètres q et t.Ils furent introduits en 1988 par Macdonald ([46]) pour uni�er les deux cé-lèbres bases de l'algèbre des fonctions symétriques à savoir les polynômesde Hall-Littlewood et les polynômes de Jack (pour un exposé complet voir[45]). Il devint vite clair que la découverte des polynômes de Macdonaldétait fondamentale et aurait à coup sûr de nombreuses rami�cations, en ma-thématiques bien sûr mais aussi en physique. Parmi les développements lesplus frappants, citons des travaux ayant relié les polynômes de Macdonald,entre autres, à la théorie des représentations des groupes quantiques ([22]) etdes algèbres de Hecke ([40]), au modèle de Calogero-Sutherland en physiquedes particules ([42]) et à des conjectures combinatoires sur les harmoniquesdiagonaux ([34]).Le lien avec la conjecture n! vient du travail sur la conjecture de posi-tivité de Macdonald. Pour mettre en évidence le lien entre conjecture n! etpolynômes de Macdonald, précisons les notations utilisées dans [46]. Dans



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONcet article Macdonald établit l'existence et l'unicité d'une base de l'anneaudes fonctions symétriques, caractérisée par les conditions suivantesi) P� = s� +X�<� ���(q; t)s�ii) hP�; P�iq;t = 0 pour � 6= � (1.21)où l'ordre partiel, dit dominant, dé�ni sur l'ensemble des partitions est lesuivant� � � () j�j = j�j et 8i; �1 + � � �+ �i � �1 + � � �+ �i: (1.22)Le produit scalaire apparaissant dans (1.21.ii) est dé�ni sur les fonctionspuissances par : hp�; p�iq;t = ���z�(q; t) (1.23)où ��� = � 1 si � = �0 sinon et z�(q; t) = z� l(�)Yi=1 1� q�i1� t�i (1.24)avec z� =Yr�1(rmr :mr!) (1.25)si � = (1m12m2 : : : ). On peut interpréter z� comme l'ordre du centralisateurdans Sn d'une permutation de type �, i.e. d'une permutation ayant mk k-cycles.Parmi de très nombreuses conjectures liées à ces polynômes de Macdo-nald, la conjecture n! est liée aux formes intégrales J�(x; q; t) et aux coe�-cients de Kostka-Macdonald K��(q; t) qui leur sont associés. Si nous notons�Q�(x; q; t)� la base duale de �P�(x; q; t)� relativement au produit scalaireh ; iq;t, il est clair d'après (1.21,ii) queQ�(x; q; t) = d�(q; t)P�(x; q; t); (1.26)pour une certaine fonction rationnelle d�(q; t). Il est prouvé dans [46] qued�(q; t) = h�(q; t)h0�(q; t)



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 19avech�(q; t) =Ys2�(1� qa�(s)tl�(s)+1) ; h0�(q; t) =Ys2�(1� qa�(s)+1tl�(s))où s décrit toutes les cases du diagramme de Ferrers de � et où a�(s) et l�(s)représente respectivement le bras et la jambe de s, comme visualisé sur la�gure ci-dessous.
 s

 l

 aLe développement des polynômes de Macdonald en termes de fonctionsde Schur donne des coe�cients de transition K��(q; t), appelés coe�cientsde Macdonald-Kostka, dont nous allons maintenant donner la dé�nition, ensuivant l'article original [46].Reprenons les notations de Macdonald et posonsJ�(x; q; t) = h�(q; t)P�(q; t)= h0�(q; t)Q�(q; t): (1.27)Soient S�(x) la base duale de s�(x) par rapport au produit scalaire dé�nipar hp�; p�i = ���z� l(�)Yi=1(1� t�i)�1: (1.28)Macdonald dé�nit alors les q; t-coe�cients de Kostka ou coe�cients deKostka-Macdonald par :J�(x; q; t) =X� K��(q; t)S�(x; t): (1.29)Par dé�nition ce sont des fractions rationnelles en q et t, mais Macdonalda énoncé la conjecture suivante (MPK pour �Macdonald Positive Kostka�),dont la preuve vient d'être achevée par M. Haiman (cf. paragraphe 1.2.5).Théorème 1.17 (conjecture MPK) Les fonctions K��(q; t) sont des po-lynômes à coe�cients entiers positifs :K��(q; t) 2 N[q; t]: (1.30)



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONPour q = 0, cette conjecture correspond au théorème de positivité dest-coe�cients de Kostka, que nous allons rappeler, qui a de nombreuses etimportantes applications en algèbre, en géométrie et en combinatoire.Pour replacer ces considérations dans leur cadre naturel, il nous fautintroduire la notion, fondamentale dans bien des études combinatoires, detableau.Dé�nition 1.18 Un diagramme L étant donné, un tableau de forme L est ladonnée d'une application T de L dans N. Ceci revient à placer une étiquettem 2 N dans chaque case du diagramme. Si T (r; c) = m, nous dirons que(r; c) est la place de l'étiquette m dans le tableau T . Le poids du tableau Test dé�ni comme son ensemble image, ordonné en décroissant (c'est doncune partition d'un entier positif).Le tableau T est dit injectif si l'application de L dans N est injective et àvaleurs dans f1; : : : ; ng. L'ensemble des tableaux injectifs de forme L est notéITL. Un tableau injectif T est dit croissant sur les lignes si T (r; c) < T (r0; c)dès que r < r0. Nous dé�nissons de la même manière les tableaux croissantssur les colonnes et un tableau est dit standard s'il est simultanémant croissantsur les lignes et les colonnes. Un tableau est dit semi-standard ou tableau deYoung s'il est croissant au sens large sur les lignes et au sens strict sur lescolonnes. Nous noterons respectivement CIL, RIL, STL et YTL l'ensembledes tableaux croissants sur les colonnes, croissants sur les lignes, standard etde Young de forme L.Voici un exemple de tableau standard de forme � = (4; 2; 1) :
T = 54 71 2 3 6 :Rappelons que les nombres de Kostka sont dé�nis pars� =X� K��m�: (1.31)Nous avons K�� = 0 sauf si � � � pour l'ordre (1.22) et K�� = 1. Cesnombres se généralisent avec les polynômes de Kostka-Foulkes K��(t) dé�nisde la façon suivante : s�(x) =X� K��(t)P�(x; t); (1.32)



1.1. ÉNONCÉS ET MOTIVATIONS 21où P�(x; t) sont les fonctions de Hall-Littlewood (dé�nies de façon analogueà (1.21), mais en utilisant le produit scalaire (1.28) au lieu de (1.23)).L'équation (1.32) est équivalente àQ�(x; t) =X� K��(t)S�(x; t) (1.33)où Q�(x; t) est la base duale de P�(x; t) par rapport au produit scalairedé�ni en (1.28). Comme P�(x; 1) = m�, il découle de (1.31) et (1.32) queK��(1) = K��. Rappelons ici que K�� est le nombre de tableaux de Youngde forme � et de poids �. Foulkes a conjecturé et Lascoux et Schutzenberger([43]) ont prouvé que K��(t) est un polynôme en t à coe�cients entierspositifs et plus précisément queK��(t) =XT tc(T ) (1.34)où la somme est prise sur tous les tableaux de Young T de forme � et depoids � et c(T ) la charge du tableau T (la charge est une application entièredé�nie sur l'ensemble des tableaux de Young).Il nous faut maintenant faire le lien entre la conjecture MPK et la conjec-ture n!. Celui-ci vient de l'étude de la structure de Sn-module bigradué deM�.1.1.4 Structure de Sn-module bigraduéCe paragraphe utilise la théorie des représentations linéaires des groupes�nis et en particulier les représentations du groupe symétrique. L'Annexe Arappelle brièvement toutes les dé�nitions et les résultats nécessaires à notreétude.Comme nous l'avons déjà dit, la conjecture n! apparut comme partied'une conjecture plus forte impliquant la conjecture MPK. Cette conjec-ture, énoncée par A. Garsia et M. Haiman relie les coe�cients de Kostka-Macdonald au caractère de M�, en tant que Sn-module bigradué. Précisonsl'action de Sn considérée, dite diagonale.Dé�nition 1.19 L'action diagonale du groupe symétrique Sn sur la Q-algè-bre Q [X;Y ] correspond à la permutation des variables. Elle est donnée parla formule : wxi = xw(i); wyi = yw(i); 8 w 2 Sn: (1.35)



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONSoit L un diagramme du réseau carré. L'anneauQ [X;Y ] =Mr;s Q [X;Y ]r;sest bigradué selon le degré en X et en Y , et l'action diagonale de Sn estcompatible avec le bidegré. Il est clair que pour tout diagramme L, �L estantisymétrique pour l'action diagonale de Sn. Il est de plus bihomogène.Ceci implique que l'espaceML est Sn-invariant et admet une décompositionbigraduée ML =Mr;s (ML)r;s (1.36)en sous-espaces Sn-invariants (ML)r;s =ML \ Q [X; Y ]r;s.La série de Hilbert bigraduée de ML est donnée parHL(q; t) = jpjXr=0 jqjXs=0 trqs dim(ML)r;s; (1.37)et la caractéristique de Frobenius bigraduée deML est la fonction symétriquedonnée par la formuleFL(x; q; t) = Fq;t(ML) = jpjXr=0 jqjXs=0 trqsch��(ML)r;s�; (1.38)où �M est le caractère du module M et ch la correspondance de Frobeniusqui au caractère irréductible �� fait correspondre la fonction de Schur s�.Nous rappelons en annexe quelques éléments de la théorie des représentationslinéaires de Sn et nous renvoyons à [24], [38] et [51] pour des exposés détaillés.Si nous notons C�(x; q; t) = F�(x; q; t) (1.39)a�n de retrouver les notations initiales de [26] et~H�(x; q; t) = H�(x; q; 1=t)tn(�) (1.40)avec H�(x; q; t) =X� s�K��(q; t); (1.41)



1.2. PRÉSENTATION DES DIFFÉRENTES APPROCHES 23et n(�) = kXi=1(i� 1)�i; (1.42)nous pouvons alors énoncer la conjecture fondamentale de A. Garsia et M.Haiman, établie par M. Haiman, qui interprète les coe�cients de Kostka-Macdonald en termes de multiplicités bigraduées des caractères irréductiblesde M�.Théorème 1.20 (conjecture C = ~H) Avec les notations précédentes,C�(x; q; t) = ~H�(x; q; t): (1.43)La conjecture C = ~H implique clairement la conjecture MPK. Elle im-plique aussi la conjecture n! qui n'est que la partie dimensionnelle de laconjecture C = ~H. En e�et, Macdonald a prouvé dans [45] queK��(1; 1) = K� (1.44)où K� représente comme d'habitude le nombre de tableaux standard deforme �. Nous savons aussi (cf. [47], Corollaire 1.6.8 ou l'Annexe A) que ladimension de la représentation irréductible de Sn de caractère �� est K�. Ondéduit alors de cela que si (1.43) est véri�ée alors la dimension de M� estP�K2� = n!. Cette dernière égalité est une conséquence de la correspondancede Robinson-Schensted entre paires de tableaux standard de même forme �,partition de n, et permutations � 2 Sn (cf. [50], [53]).Nous voyons facilement que lorsque � = (1n) ou � = (n), le déterminant�� se réduit au déterminant de Vandermonde en X et Y respectivement.Dans ce cas, c'est un résultat classique (cf. [57]) que dimM� = n!. Il est toutà fait surprenant que la conjecture n!, bien qu'apparemment élémentaire aitaussi longtemps résisté à toutes les tentatives visant à l'établir. De plus lefait, prouvé par M. Haiman via des techniques de géométrie algébrique, quela conjecture n! implique la conjecture C = ~H a conféré à la première uneplace centrale dans cette étude.1.2 Présentation des di�érentes approchesNous présentons ci-dessous certaines des approches utilisées dans l'étudede la conjecture n!. Il convient aussi de signaler la preuve de A. Garsia etM. Haiman [27] dans le cas des partitions à deux lignes utilisant la notion



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONd'algèbre de Gorenstein, la preuve de E. Allen [1] pour les équerres � =(A; 1L) qui utilisent les algèbres de Rota, et les travaux de C. Dunkl et P.Hanlon [21] en termes d'opérateurs de Dunkl.1.2.1 Principe d'expulsionLe principe d'expulsion repose sur la théorie des harmoniques des orbites,développée par A. Garsia et M. Haiman [29]. Une partition � étant �xée, onlui associe une orbite [��] qui est un ensemble de n! points dans Q2n . Onintroduit alors J[��] l'idéal de Q [X; Y ] constitué des polynômes qui sont nulsen tout point de [��]. On dé�nit aussi grJ[��], idéal gradué engendré parles termes de plus haut degré de J[��] et H[��], espace des harmoniques de[��], dé�ni par H[��] = (grJ[��])? pour un certain produit scalaire. Il estsimple de prouver que la dimension de H[��] est n!. La première utilisationde cet espace vient de l'inclusion M� � H[��], qui implique dimM� � n!.La conjecture n! revient alors à prouver que M� = H[��].C'est l'objectif du principe d'expulsion. La première observation est queM� est un cône, i.e. l'ensemble des dérivées partielles d'un polynôme, àsavoir ��, que l'on appelle son sommet. La question se transforme alorsen la suivante : comment prouver que H[��] est un cône? Une réponse estdonnée par le Theorem 4.2 de [29], dont la principale condition est que lasérie de Hilbert de H[��] soit symétrique. Le but est alors de construireune base de H[��] qui respecte cette condition de symétrie. Les techniquesemployées justi�ent le terme d'�expulsion� (cf. Chapitre 2) car il s'agit deplacer correctement des étiquettes dans un tableau de forme �.Cette approche s'est avérée très e�cace dans le cas des équerres � =(a; 1b) et la section 2.4 présente la preuve de A. Garsia et M. Haiman dansce cas. Utilisant cette méthode, E. Reiner [48] a appliqué cette démarchedans le cas des équerres généralisées � = (a; 2; 1b), mais la complexité de sapreuve a jusqu'à présent été un frein à de nouvelles investigations dans cettevoie.1.2.2 Bases monomiales et idéaux annulateursLe but de cette approche est l'obtention de bases explicites deM�. Nousnous intéressons particulièrement aux bases de M� constituées de dérivéesmonomiales de �� car leur lien avec les idéaux annulateurs de ��, via lesbases de Gröbner, incitent à une étude simultanée de la structure de M� etdes polynômes P 2 Q [X; Y ] tels que P (@)�� = 0. Dans cette optique, il estfondamental de bien comprendre l'action des opérateurs di�érentiels, et en



1.2. LES DIFFÉRENTES APPROCHES 25particulier des opérateurs symétriques, sur les déterminants de diagrammes�L. On appelle ces opérateurs �opérateurs de sauts� car leur action se traduitau niveau des diagrammes par des mouvements de cases. Cette étude (cf.[8],[9]) permet de trouver de grandes classes de polynômes symétriques quiannulent ��. Cette approche se veut une poursuite dans la voie combinatoirede N. Bergeron et A. Garsia [14], des travaux, plus géométriques de C. deConcini et C. Procesi [19] ou de T. Tanisaki [59]. Ceci permet dans certainscas d'obtenir des bases explicites monomiales deM�. Cette démarche s'est enparticulier révélée fructueuse pour donner une nouvelle description du sous-espace de M� constitué des polynômes de degré en Y nul, et pour obtenirune base monomiale de M� dans le cas des équerres [4].1.2.3 Approche récursiveLa tentation d'approcher la conjecture n! de façon récursive a été dès ledébut très forte et a stimulé d'importantes investigations quant à la struc-ture deM�. Les articles [10] et [12] sont révélateurs de cette démarche. Uneapproche combinatoire particulièrement intéressante utilise la notion de par-tition trouée. On appelle ainsi une partition � de n+ 1 dont on a retiré unecase (i; j), ce que l'on note �=ij. La case (i; j) est appelée le trou de �=ij etle principe est de faire se déplacer le trou dans le diagramme de Ferrers. Lesopérateurs de sauts se montrent ici bien utiles. La conjecture centrale danscette étude est une récurrence à quatre termes dont la partie non bigraduéeassure que M�=ij est un multiple de la représentation régulière à gauche,la multiplicité étant le cardinal de l'ombre de la case (i; j) dans �, i.e. lenombre de cases situées au sens large au nord-est de (i; j) dans �. L'intérêtde cette étude est sa grande richesse combinatoire, même dans le cas où l'onne considère qu'un seul alphabet (cf. [5],[8]).1.2.4 GénéralisationsÀ partir des partitions trouées, il est naturel d'étudier plus généralementles espaces ML, pour des diagrammes L quelconques. La question qui sepose alors est : ML est-il toujours un multiple de la représentation régulièreà gauche et en particulier sa dimension est-elle toujours un multiple n!? Laréponse est négative ; par exemple, pour L = f(1; 0); (0; 1); (2; 1)g, la dimen-sion deML est 46, non divisible par 3! = 6. Cependant ([11]), la réponse estpositive pour les diagrammes de dimension 1. Mais alors comment faire dansle cas des partitions quelconques pour généraliser M�=ij à des diagrammesavec k trous? Une réponse est apportée dans [7], où nous introduisons l'es-



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONpace Mkij dé�ni comme la somme de tous les espaces ML où L s'obtientà partir de �, partition de n + k en faisant k trous dans l'ombre de (i; j).On obtient ainsi une généralisation de la conjecture n!, déjà partiellementrésolue dans le cas du sous-espace en un alphabet. Les opérateurs de sautsse montrent ici aussi fort utiles. Il est certain qu'il reste dans ce domainebeaucoup à découvrir.1.2.5 Géométrie algébriqueLa conjecture n! est un problème de combinatoire algébrique. Il a sus-cité et suscite encore de nombreuses et intéressantes approches associantalgèbre et combinatoire, mais force est de constater que la première preuvede la conjecture n!, obtenue par M. Haiman [36], utilise de façon cruciale desoutils de géométrie algébrique. Auparavant, et en utilisant les mêmes tech-niques, M. Haiman avait déjà prouvé [35] que la conjecture n! impliquait laconjecture C = ~H, ce qui achève la preuve de la positivité des polynômes deKostka-Macdonald. Exposons en quelques mots les grandes lignes de cetteapproche.Soit R = C [x; y] l'anneau des polynômes en deux variables à coe�cientscomplexes. Par dé�nition, les sous-schémas fermés de C 2 sont en correspon-dance biunivoque avec les idéaux I � R. Le sous-schéma S = V (I) est �ni siet seulement si R=I a une dimension de Krull nulle, i.e. une dimension �niecomme espace vectoriel sur C . Dans ce cas, sa longueur est dé�nie commedimCR=I.Le schéma de Hilbert Hn =Hilbn(C 2) paramètre les sous-schémas fermésS � C 2 de longueur n, ou de façon équivalente les idéaux I de R tels quedimCR=I = n. Un résultat fondamental est le théorème suivant, dû à Fogarty([23]), et qui est particulier à C 2 et faux en dimension supérieure : le schémade Hilbert Hn est une variété sur C régulière, irréductible, de dimension 2n.L'exemple générique d'un sous-schéma fermé S � C 2 de longueur n cor-respond aux sous-schémas réduits composés de n points distincts. Un casparticulièrement intéressant pour notre étude est le cas des idéaux mono-miaux. Si I � R est un idéal monomial alors les monômes standards xpyq 62 Iforment une base de R=I. Si dimCR=I = n, les biexposants (p; q) des mo-nômes standard forment le diagramme � d'une partition de n, et réciproque-ment (on note I� l'idéal ainsi associé à la partition �).Soit C [X;Y ] = C [x1 ; y1; : : : ; xn; yn] l'anneau des polynômes en 2n va-riables, de telle sorte que Spec C [X;Y ] = (C 2)n. Le groupe symétrique Snagit sur (C 2)n en permutant les coordonnées cartésiennes, ce qui correspond àl'action diagonale de Sn sur C [X;Y ]. On peut identi�er Spec C [X;Y ]Sn avec



1.3. ORGANISATION DE LA THÈSE 27la variété SnC 2 = (C 2 )n=Sn des multiensembles (non ordonnés) de points deC 2 .L'objet au centre de cette étude peut alors être dé�ni comme le produit�bré réduit Xn �! �C 2�n# #Hn ��! SnC 2où � est le morphisme de Chow qui à un idéal fait correspondre le mul-tiensemble de ses points avec leurs multiplicités. La variété Xn est appeléeschéma de Hilbert iso-spectral. Une partie des grands résultats de M. Hai-man, mettant en lumière les liens entre la conjecture n! et la géométrie deXn, et l'intérêt de cette correspondance, peuvent alors être résumés ainsi (cf.[35, 36]) :Théorème 1.21 Les assertions suivantes sont équivalentes :� La conjecture n! est véri�ée pour la partition � ;� Le schéma de Hilbert iso-spectral Xn est de Cohen-Macaulay dans unvoisinage du point Q� = (I�; 0; : : : ; 0).Théorème 1.22 Si Xn est de Cohen-Macaulay en Q� alors la conjectureC = ~H est vraie pour �.Théorème 1.23 Le schéma de Hilbert iso-spectral Xn est de Cohen-Macaulay.En particulier, ces résultats impliquent les conjectures n!, MPK et C =~H, et même s'ils ne permettent pas de pénétrer la structure combinatoire deM�, établissent dé�nitivement de nombreuses assertions, jusque-là conjectu-rales.1.3 Organisation de la thèseLa thèse est organisée en six chapitres. Le premier, consacré à l'introduc-tion du problème s'achève avec cette section. Dans le second chapitre, nousexposons la théorie des harmoniques des orbites et ses applications à notreétude. Après une présentation assez brève de cette théorie, nous en voyonstrois grandes applications : obtention d'une borne supérieure, première étudedu sous-espaceM�(X) deM� constitué des polynômes de degré en Y nul, et



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONpremière preuve dans le cas des équerres � = (a; 1b). Le chapitre suivant s'in-téresse aux bases monomiales et aux idéaux annulateurs. Nous commençonspar exposer le principe, dont un ressort est la notion de base de Gröbner,puis nous introduisons les outils fondamentaux de cette approche que sontles opérateurs de sauts (cf. paragraphe 1.2.2 ci-dessus), avant d'appliquercela pour obtenir une nouvelle description de deux cas déjà cités : étude deM�(X) pour une partition quelconque et deM� pour une équerre. Le Cha-pitre 4 présente l'approche récursive et l'étude des espaces associés aux par-titions trouées. Nous présentons en particulier la résolution de la récurrenceà quatre termes en un alphabet et une base explicite de l'idéal annulateuren un alphabet. Le cinquième chapitre est consacré aux généralisations, i.e.aux cas des diagrammes à plusieurs trous. Après une présentation du pro-blème et un rappel des résultats de [11] dans le cas de la colonne trouée, nousétudions l'espaceMkij , déjà cité au paragraphe 1.2.4, avant de mentionner leproblème �dual�, lié à l'anti-ombre d'une case. Le sixième et dernier chapitreprésente certaines problématiques liées à ces questions et tente d'exposer lesproblèmes ouverts et les prolongements possibles.



29
Chapitre 2Les harmoniques des orbites ;généralités et applications
La théorie des harmoniques des orbites a été développée par A. Garsiaet M. Haiman, et tous les résultats de ce chapitre leur sont dus (cf.[26], [29]). Elle sert de fondement à la conjecture n! et permet en outre d'in-téressantes approches algébriques. Sans entrer dans tous les détails, nousdonnerons ici les principaux ingrédients de cette étude, avant d'en présen-ter di�érentes applications. Le chapitre est composé de quatre sections. Lapremière introduit le principe en toute généralité. La seconde l'utilise pourl'obtention de la borne supérieure de la dimension de M�. La troisième sec-tion est une première étude du sous-espaceM�(X) constitué des polynômesde degré en Y nul. En�n, la quatrième expose une première preuve de laconjecture n! dans le cas des équerres � = (1A; L+ 1).2.1 GénéralitésNous présentons ici quelques éléments de la théorie des harmoniques desorbites ayant des applications dans l'étude de la conjecture n!. Nous n'expo-serons ici qu'une petite partie de ce domaine, nécessaire dans notre cadre,mais un exposé très détaillé est disponible dans [29].Soit R = Q [X ] = Q [x1 ; x2; : : : ; xm] l'anneau des polynômes en les va-riables x1; x2; : : : ; xm à coe�cients rationnels. Dans cette section, X désigneun ensemble de variables di�érent de celui utilisé dans le Chapitre 1 (cf.Dé�nition 1.5), mais dès la section suivante 2.2, nous spécialiserons X pourretrouver les notations classiques. Nous dé�nissons un degré sur R en posant



30 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESpour tout monôme Xp = xp11 � � � xpmm ,dw(Xp) = mXi=1 wipioù w1; : : : ; wm sont des coe�cients de pondération positifs. Pour tout poly-nôme P =Pp cpXp et tout entier k, on dé�nit�kw P = Xdw(Xp)=k cpXpet on l'appelle le composant w-homogène de degré k. Un sous-espace V de Rest dit homogène (dans un contexte où le degré est �xé, nous n'indiqueronspas le pré�xe w) si pour tout entier k on a �kwV � V.On dé�nit de plus un produit scalaire sur R en posant pour tous poly-nômes P;Q de R hP ; Qi = L0P (@X)Q(X) (2.1)où P (@X) représente l'opérateur di�érentiel associé à P (cf. section 1.1),et L0 est l'opérateur qui à un polynôme fait correspondre sa valeur quandX = 0 (i.e. son terme constant). Si A est une matrice m�m, on peut faireagir A sur les vecteurs ligne de dimension m par multiplication à droite etposer pour tout polynôme P de RTAP (X) = P (X:A): (2.2)Remarquons que si le poids w est invariant par permutation, cette actionpréserve le degré et le caractère homogène. On véri�e de plus aisément que siA est une matrice orthogonale, cette action préserve aussi le produit scalaire(2.1).Comme deux monômes de degrés di�érents sont orthogonaux pour notreproduit scalaire, on a nécessairement que des composants homogènes de de-grés di�érents sont aussi orthogonaux. En particulier, le supplémentaire or-thogonal d'un sous-espace de R homogène est aussi homogène. Nous utili-serons le symbole ? pour noter le supplémentaire orthogonal par rapport ànotre produit scalaire dé�ni en (2.1). Il est bon de noter que dans le cas desous-espaces homogènes cette opération se comporte exactement comme lesupplémentaire orthogonal dans un espace euclidien de dimension �nie. Plusprécisément, nous avons la



2.1. GÉNÉRALITÉS 31Proposition 2.1 Si V est un sous espace w-homogène de R, alors il en estde même pour V? et (V?)? = V: (2.3)Si J � R est un idéal alorsJ? = fP 2 Q [X] ; f(@X)P (X) = 0; 8f 2 Jg; (2.4)donc en particulier J? est stable par dérivation.Preuve. La première assertion et l'égalité (2.3) sont des conséquences im-médiates des observations suivantes : premièrement ? agit séparément surchacune des composantes homogènes de R et deuxièmement chaque compo-sante homogène est de dimension �nie. En ce qui concerne (2.4), nous notonsque si P 2 R est orthogonal à J alors, comme J est un idéal, nous avonsnécessairement queL0@Xpf(@X)P (X) = 0 (8f 2 J; 8p 2 Nm):Ceci implique que f(@X)P (X) est nul ainsi que toutes ses dérivées. Donc,d'après le théorème de Taylor, ce polynôme est nul, d'où (2.4). La dernière as-sertion en est une conséquence immédiate.Remarque 2.2 Notons que si J n'est pas un idéal homogène, l'ensembledécrit en (2.4) peut être réduit à f0g (par exemple lorsque J est l'idéal(X � a) pour tout a non nul). Donc (2.3) est faux si V n'est pas homogène.Maintenant soit J un idéal quelconque de R et soit RJ = R=J . L'idéalgradué associé à J est par dé�nition l'idéal engendré par les composanteshomogènes dominantes des polynômes de J , c'est-à-dire :grJ = (h(P ) ; P 2 J);où pour chaque P dans J , h(P ) désigne la composante homogène de P dedegré maximal. Ceci étant posé, l'anneau quotient R=grJ est appelé versiongraduée de RJ et noté grRJ .Considérons maintenant un groupe G de matrices orthogonales. Dansnotre contexte, nous pouvons supposer que les matrices de G ont des coe�-cients rationnels. Soit un point � = (�1; : : : ; �m) de Qm . Sa G-orbite est pardé�nition l'ensemble [�]G = f�A ; A 2 Gg:



32 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESNous dé�nissons aussi R[�]G = R=J[�]Goù J[�]G = fP 2 R ; P (x) = 0 8x 2 [�]Gg:Nous pouvons voir R[�]G comme l'anneau coordonné de [�]G (vu comme unevariété algébrique). Comme l'idéal J[�]G est clairement G-invariant sous l'ac-tion 2.2, G agit sur R[�]G . En fait, il est simple de voir que la représentationcorrespondante est équivalente à l'action de G sur les classes à gauche dustabilisateur de �. En particulier, quand � est un point régulier (i.e. quandson stabilisateur est trivial), alors R[�]G est simplement une version de lareprésentation régulière à gauche de G. Si, pour chaque A 2 G l'action dé-�nie en (2.2) préserve le degré, nous pouvons associer à [�]G deux autresG-modules. Ce sont grR[�]G et son supplémentaire orthogonalH[�]G = (grJ[�]G)?: (2.5)Remarquons que si f(X) est un polynôme quelconque G-invariant, alorsf(X) � f(�) appartient à J[�]G et donc si f(X) est homogène alors f(X)lui-même appartient à grJ[�]G . Ceci implique que tout élément P 2 H[�]Gdoit satisfaire l'équation di�érentiellef(@X)P = 0:Comme G est supposé composé de matrices orthogonales, le polynôme x21 +� � � + x2m est G-invariant. Ainsi tous les éléments de H[�]G doivent être despolynômes harmoniques, i.e. des polynômes annulés par le Laplacien :� = mXi=1 @x2i :Pour cette raison, nous les appelons les harmoniques de l'orbite [�]G. Il estclair que grR[�]G et H[�]G sont équivalents en tant que modules gradués carles éléments de H[�]G peuvent être pris comme représentants des classes degrR[�]G . Plus important encore est le fait suivant, pour lequel une preuve,fort simple, se trouve dans [29].Proposition 2.3 Les deux modules grR[�]G et H[�]G sont des versions gra-duées de R[�]G .Remarque 2.4 Une conséquence, très partielle de ce résultat est le fait queH[�]G et R[�]G sont de même dimension (i.e. le cardinal de l'orbite commeobservé ci-dessus) et qu'il en est de même pour les composantes homogènes.



2.2. APPLICATION À M� ET BORNE SUPÉRIEURE 33Nous allons maintenant voir comment le Sn-moduleM� dé�ni dans l'in-troduction (cf. Dé�nition 1.6) peut être construit via ce mécanisme.2.2 Application à M� et borne supérieureNous commençons par introduire quelques nouveaux ingrédients. Soit� = (�1 � �2 � � � � � �` > 0) une partition de n (n = �1 + � � � + �`) ayant` parts. Notons `0 = �1 le nombre de parts de sa partition conjuguée �0 etsoient �0; : : : ; �`�1, �0; : : : ; �`0�1 des nombres rationnels distincts. Rappelonsqu'un tableau injectif de forme � est une numérotation bijective des casesde � par les nombres f1; : : : ; ng. L'ensemble de ces tableaux est notés IT�.Pour chaque tableau T 2 IT� et pour l un élément de f1; : : : ; ng, nous notonssT (l) = (iT (l); jT (l)) la case de T qui porte le numéro l. Nous associons alorsà T un point �(T ) = (a(T ); b(T )) dans Q2n en posant, pour tout l dansf1; : : : ; ng, al(T ) = �iT (l) ; bl(T ) = �jT (l): (2.6)Il est peut-être utile de rappeler ici que conformément aux conventions expo-sées dans la Dé�nition 1.2, les colonnes et les lignes sont numérotées à partirde zéro, et de donner un exemple. Si � = (3; 2) etT = 5 32 1 4alors �(T ) = (�0; �0; �1; �0; �1; �1; �0; �1; �2; �0).Notons que l'ensemble f�(T ) ; T 2 IT�g (2.7)est composé de n! points distincts. En e�et, comme les �i et les �j sontsupposés distincts, nous pouvons reconstruire la position de l'entrée l dansle tableau T en regardant les coordonnées al et bl de �(T ). Notons aussi quel'ensemble en (2.7) est l'orbite d'un point quelconque de cet ensemble sousl'action diagonale de Sn, dé�nie en (1.35).Nous pouvons ainsi construire des versions graduées de la représentationrégulière à gauche de Sn par le mécanisme décrit dans la section précédente.Dans ce cadre, nous prenons pour G le groupe des matrices de permutationagissant sur les vecteurs (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) par l'action diagonale de Sn.



34 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESLe nombre de variables m est ici 2n et R est l'anneau des polynômes en 2nvariables R = Q [X;Y ] = Q [x1 ; : : : ; xn; y1; : : : ; yn]:En ce qui concerne le w-degré, nous remarquons que tout vecteur w =(w1; : : : ; w2n) qui donne un poids wx aux n premières variables et un poids wyaux n dernières est invariant sous l'action diagonale de Sn. Nous utiliseronsla notation [��] pour l'orbite dé�nie en (2.7). Nous noterons R[��], grR[��]et H[��] l'anneau coordonné, sa version graduée et l'espace des harmoniquescorrespondant. Nous nous dispensons de préciser le groupe G ' Sn dans lesnotations car celui-ci restera �xé dans toute notre étude. Les dé�nitions deces espaces peuvent laisser penser qu'ils dépendent des choix des �i et des�j . Il en est certainement ainsi pour l'anneau coordonné R[��]. Cependant,les deux résultats suivants suggèrent avec force que l'espace des harmoniquesH[��] ainsi que l'idéal grJ[��] et l'anneau quotient grR[��] ne dépendent quedu choix de �.Le point de départ est le remarquable résultat suivant.Proposition 2.5 Si (i; j) est une case à l'extérieur de la partition � alorspour tout s 2 f1; : : : ; ng le monôme xisyjs appartient à l'idéal grJ[��]. Enparticulier si un monôme XpY q = xp11 : : : xpnn yq11 : : : yqnn est non nul dans lequotient grR[��] alors toutes les paires (ps; qs) doivent être des biexposants de�, et tout polynôme de H[��] doit être une combinaison linéaire de monômessatisfaisant la même condition.Preuve. Nous a�rmons que le polynômef(X;Y ) = i�1Yi0=0(xs � �i0) j�1Yj0=0(ys � �j0)doit nécessairement s'annuler sur toute l'orbite [��]. En e�et, si f ne s'annulepas en un point (a; b) = (a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn)alors as ne peut prendre aucune des valeurs �0; �2; : : : ; �i�1. Donc si T estun tableau injectif donnant (a; b) via la construction dé�nie en (2.6), alorsl'entrée s ne peut pas se trouver dans l'une des i premières lignes de T . Demanière symétrique, l'entrée s ne peut pas se trouver dans les j premièrescolonnes de T . Ceci place alors l'entrée s à l'extérieur de �, ce qui est absurde.Nous concluons donc que f 2 J[��]. Par conséquent, sa composante homogènede degré maximal, à savoir xisyjs appartient à grJ[��]. C'est notre premièreassertion.



2.2. BORNE SUPÉRIEURE 35Nous en déduisons qu'un monôme XpY q = xp11 : : : xpnn yq11 : : : yqnn est dansgrJ[��] dès qu'il contient comme facteur un xisyjs. Si un monôme n'est pasnul dans grR[��], ceci force toutes les paires (ps; qs) à être à l'intérieur dudiagramme de �. Mais ceci est équivalent à dire que toutes les paires (ps; qs)sont des biexposants de �. Finalement, en utilisant la Proposition 2.1 (équa-tion (2.4)), nous en déduisons que tout polynôme P 2 H[��] doit satisfaireles équations di�érentielles@xsi@ysjP (X;Y ) = 0:Ainsi tout monôme qui contient comme facteur un xisyjs a un coe�cient nuldans P . La preuve est alors complète.Théorème 2.6 Pour tout choix des �i et des �j et tout w-degré diagonale-ment invariant, nous avons l'inclusionM� � H[��]: (2.8)En particulier, nous en déduisons que pour toute partition � de n, l'inégalitésuivante est véri�ée : dimM� � n!: (2.9)Preuve. Comme H[��] est, en tant que Sn-module et pour tout choix de nosparamètres, une version de la représentation régulière à gauche de Sn, cetespace doit contenir la représentation alternante avec une multiplicité égale à1 (cf. [54], Corollaire 1, p. 18 ou l'Annexe A). Ceci signi�e que H[��] contientun polynôme �(X;Y ), unique à une constante multiplicative près, qui estantisymétrique pour l'action diagonale. Un tel polynôme est nécessairementune combinaison de monômes XpY q = xp11 : : : xpnn yq11 : : : yqnn avec des paires(p1; q1); : : : ; (pn; qn) toutes distinctes. D'autre part, d'après la propositionprécédente, ces paires doivent toutes être des biexposants de �. Comme �a en tout n cases, nous n'avons que n biexposants distincts. Ceci impliqueque �(X;Y ) est égal au produit d'une constante non nulle par le polynômeobtenu en antisymétrisant par action diagonale un monôme de tableau, i.e.un monôme tel que mT (X;Y ) = nYk=1xiT (k)l yjT (k)l : (2.10)En d'autres termes �(X;Y ) doit être un multiple du polynôme ��(X;Y )dé�ni en (1.5). Ceci implique que��(X;Y ) est lui-même dansH[��]. Comme,



36 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESd'après la Proposition 2.1, H[��] est stable par dérivation, l'espace entierM�doit être contenu dans H[��].L'inéquation (2.9) est alors une conséquence immédiate de (2.8) et du faitque H[��] est une version de la représentation régulière à gauche de Sn, doncde dimension n!.Nous en déduisons alors le corollaire suivant.Théorème 2.7 La conjecture n! implique que pour tout choix d'un poids wsupposé Sn-invariant et toute spécialisation des �i et des �j, nous avons leségalités suivantes M� =H[��]; (2.11)et grJ[��] = I�; (2.12)où I� est l'idéal des polynômes f(X;Y ) qui annule ��, i.e.I� = (f 2 R ; f(@X; @Y )��(X;Y ) = 0): (2.13)En particulier, M� est une version bigraduée de la représentation régulièreà gauche de Sn.Preuve. Nous avons uniquement besoin de véri�er (2.12). Pour cela, nousremarquons que, comme l'idéal grJ[��] est homogène, nous pouvons appliquerla Proposition 2.1 et déduire de (2.11) quegrJ[��] = (M�)?: (2.14)Mais pour qu'un polynôme f(X;Y ) soit orthogonal à M�, il faut et il su�tque pour tous p et q on aitL0f(@X; @Y )@Xp@Y q��(X;Y ) = 0:Ceci implique que le polynôme f(X;Y ) est nul en zéro ainsi que toutes ses dé-rivées. D'après le théorème de Taylor, ceci prouve que ce polynôme est identi-quement nul. Réciproquement, tout élément de I� est évidemment orthogo-nal àM�. Ceci prouve (2.12). La dernière assertion est une conséquence im-médiate de (2.11).



2.3. CAS D'UN ALPHABET 372.3 Cas d'un alphabetUn diagramme du réseau carré L étant �xé, le cas d'un alphabet consisteà étudier le sous-espace de ML(X;Y ) constitué des polynômes ne faisantapparaître qu'un alphabet, à savoir X. Autrement dit :Dé�nition 2.8 Nous notons ML(X) = ML(X;Y ) \ Q [X ] le sous-espacedes polynômes de degré en Y nul.Nous abordons dans cette section l'étude de M�(X) ; elle sera complétéedans la section 3.3.2.3.1 Réduction aux polynômes de GarnirÉtant donné que nous aurons à travailler dans Q [X ], Q [X;Y ] ou d'autresespaces semblables, il sera pratique d'utliser la notation Z pour un sous-alphabet de (X;Y ) (par exemple X). Nous utiliserons cette notation danstout le texte de la thèse. C'est ainsi que nous noterons Q [Z ] l'anneau despolynômes à coe�cients rationnels en les variables Z. Pour un polynôme P 2Q [Z], nous désignerons par P (@) = P (@Z) l'opérateur di�érentiel obtenu ensubstituant @xi et @yi à la place des variables xi et yi, et par L@[P ] l'espaceengendré par toutes les dérivées partielles de P , ce qui généralise la Dé�nition1.6.Soit maintenant A = (a1; : : : ; am) une partie ordonnée de f1; : : : ; ng.Nous noterons �(XA) le déterminant de Vandermonde en le sous-alphabetXA = (xa1 ; : : : ; xam), ou plus précisément vu que l'ordre compte :�(XA) = det �xj�1ai �1�i;j�n: (2.15)Soit � = (�1 � � � � � �`) une partition de n et �0 = (�01 � � � � � �0̀ 0) sa par-tition conjuguée. Soit T un tableau injectif de forme � (cf. Dé�nition 1.18).Notons C1; : : : ; C`0 les colonnes de T ordonnées de la gauche vers la droite.Avec ces notations, la colonne Ci est de hauteur �0i. Dans chaque colonne deT , nous ordonnons les étiquettes dans Ci suivant leur ordre d'apparition debas en haut.Dé�nition 2.9 Avec les notations précédentes, nous dé�nissons le poly-nôme de Garnir relatif au tableau T par :�T (X) = �(XC1) � � ��(XC`0 ): (2.16)



38 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESPar exemple si � = (3; 3; 1) et T vaut12 3 45 6 7 (2.17)alors�T (X) = det0@ 1 x5 x251 x2 x221 x1 x21 1A� det� 1 x61 x3 �� det� 1 x71 x4 � : (2.18)Ces polynômes furent introduits par Garnir ([24]) dans sa reconstructionde la représentation naturelle de Young. Notons, conformément à la Dé�ni-tion 1.18, CI� l'ensemble des tableaux injectifs et croissants sur les colonnesde forme �.La proposition suivante permet en particulier d'obtenir le polynôme deGarnir d'un tableau comme dérivée monomiale de ��, et nous sera utile parla suite.Proposition 2.10 Si nous associons au tableau T de forme le diagrammeL un monôme YT dans Q [Y ] par la formuleYT = Y(r;c)2L ycT (r;c); (2.19)alors nous avons @YT�L(X;Y ) = �
L�T (X) (2.20)où l'entier 
L est dé�ni par 
L =Qr;c2L c!.Preuve. Esquissons la preuve de ce résultat très naturel. Vu que Yt est dumême degré en Y que �L, le polynôme @YT�L(X;Y ) est dans Q [X ]. Commeles termes de �L sont : �(�) xr1�1yc1�1xr2�2yc2�2 � � � xrn�nycn�n ; (2.21)où �(�) est la signature de la permutation �, les termes de @YT�L(X;Y )sont de la forme �(�) 
L xr1�1xr2�2 � � � xrn�n ;



2.3. CAS D'UN ALPHABET 39avec �j = i, cj = cT (j), d'où (2.20).Le résultat central de ce paragraphe est le suivant ([26], Theorem 1.5).Proposition 2.11 L'espace M�(X) est engendré par les dérivées partiellesdes polynômes de Garnir relatifs aux tableaux croissants sur les colonnes deforme �, ce que nous notons :M�(X) = L@ [�T ; T 2 CI�]: (2.22)Preuve. Nous associons à tout tableau injectif T un monôme en posant, demême qu'en (2.10) : mT (X;Y ) = nYk=1xiT (k)k yjT (k)k (2.23)où (iT (k); jT (k)) est la case de T où apparaît l'étiquette k. Le polynôme ��peut alors être obtenu par action diagonale de Sn sur le monôme associé à untableau T0 �xé, par exemple le tableau superstandard (rempli des étiquettesf1; : : : ; ng de la gauche vers la droite et de bas en haut). Nous avons donc�� = X�2Sn �(�)�mT0(X;Y ) (2.24)avec �(�) la signature de la permutation �. Notons GT le sous-groupe deSn constitué des permutations qui laissent les colonnes de T globalementinvariantes. Introduisons N(T ) = P�2GT �(�)� selon une notation de A.Young (cf. [61]). En groupant les termes de (2.24) selon les classes à gauchede GT0 , nous avons��(X;Y ) = X�2Sn=N(T0) �(�) nYk=1 yjT0 (k)k �N(T0) nYk=1 xiT0 (k)k (2.25)où avec un (petit) abus de notation, nous avons noté Sn=N(T0) pour unsystème de représentants des classes modulo GT0 . Il est alors facile de voir quel'expression N(T0)Qnk=1 xiT0 (k)k est tout simplement le polynôme de Garnirassocié à T0. À présent, pour un T 2 CI� �xé, notons �(T ) la permutationqui transforme �T0 en �T , et �(T ) la signature de cette permutation. Alorsen prenant pour Sn=N(T0) l'ensemble f�(T ) ; T 2 CI�g, nous simpli�ons(2.25) pour obtenir en�n :��(X;Y ) = XT2CI� �(T ) nYk=1 yjT (k)k ��T (X): (2.26)



40 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESNous déduisons alors facilement de cette équation que tout polynôme dansM�(X) = L@ [��] \ Q [X ] est nécessairement une combinaison linéaire dedérivées de polynômes de Garnir relatifs à des tableaux croissants sur les co-lonnes.2.3.2 Borne supérieure pour la dimensionConformément au paragraphe précédent, nous noterons Z un sous-alpha-bet de (X;Y ). Commençons par une dé�nition importante.Dé�nition 2.12 SoitM un sous-espace vectoriel de Q [Z]. Nous dé�nissonsson idéal annulateur comme l'idéal IM suivantIM = fP 2 Q [Z] ; 8Q 2M; P (@)Q = 0g: (2.27)Lorsque P (@)Q = 0, nous dirons que P annule ou même �tue� Q.Dans le cas M = L@ [P ], nous noterons l'idéal annulateur simplement IPet dans le casM(X) =M(X;Y )\Q [X ], nous noterons IM(X) pour IM(X).Remarquons qu'une conséquence de la Proposition 2.1 est que pour Mun sous-espace homogène et stable par dérivation, nous avonsM = I?M = fP 2 Q [Z] ; 8Q 2 IM; hP;Qi = 0g; (2.28)où le produit scalaire est celui introduit en (2.1).Énonçons maintenant un lemme qui saura se montrer bien utile pourl'étude des idéaux annulateurs en un alphabet.Lemme 2.13 Soit M =M(X;Y ) un sous-espace de Q [X; Y ] et M(X) sonsous-espace composé des polynômes de degré en Y nul. Nous supposons queM est stable par dérivation. Nous avons alors la relation suivante entre lesidéaux annulateurs : IM(X) = IM \ Q [X ]: (2.29)Preuve. L'inclusion I \Q [X] � I(X) est immédiate. L'inclusion réciproqueest obtenue de la façon suivante. Si P est un élément de I(X) et Q un poly-nôme dansM(X;Y ), on regarde les monômes de Q en Y à coe�cients dansQ [X ]. Ces coe�cients sont des éléments de M(X) car M est supposé stablepar dérivation. Donc ces coe�cients sont tués par P et il en est ainsi pour Qlui-même.L'objet principal de ce paragraphe est l'obtention du résultat suivant,où nous notons �! = �1! : : : �`!. Le lemme précédent permet une approcherelativement simple de ce résultat.



2.4. PREMIÈRE PREUVE POUR LES ÉQUERRES 41Proposition 2.14 La dimension de M�(X) = M�(X;Y ) \ Q [X] véri�el'inégalité suivante dimM�(X) � n!�! . (2.30)Preuve. Reprenons les notations et la construction introduites dans la sec-tion 2.2, en particulier le processus (2.6) associant à tout tableau injectif T unpoint (a(T ); b(T )) dans Q2n , l'orbite ainsi engendrée étant notée [��]. Commenous ne considérons que l'alphabet X, nous considérons la projection [��(X)]de [��] sur Qn , i.e. nous associons à tout tableau injectif T le point a(T ). Nousprocédons de même que dans la section 2.1 en introduisant J[��(X)] l'idéalannulateur de [��(X)] ainsi que grJ[��(X)] et H[��](X) = (grJ[��(X)])?.Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le mêmepoint si et seulement si ils ont les mêmes entrées sur chaque ligne. De cefait le nombre de points de [��(X)] est le nombre de tableaux croissants surles lignes, soit n!=�!. Ceci implique, comme observé à la Remarque 2.4 quela dimension de l'espace des harmoniques H[��](X) est précisément n!=�!.D'après l'équation (2.28), il ne reste plus alors qu'à prouver l'inclusion sui-vante : grJ[��(X)] � IM�(X): (2.31)Observons tout d'abord qu'une conséquence du Théorème 2.6 estgrJ[��] � IM� = I�� : (2.32)Ensuite vu que l'espaceM� est évidemment stable par dérivation, nous pou-vons appliquer le Lemme 2.13, d'où : IM�(X) = IM� \ Q [X ].Soit alors un polynôme P dans J��(X). Comme P 2 Q [Xn ] � Q [Xn ; Yn],P est aussi dans l'idéal annulateur de l'orbite [��]. Nous en tirons alorsh(P ) 2 IM� =) h(P ) 2 IM� \ Q [Xn ] = IM�(X) (2.33)d'après (2.32). La preuve de (2.31), et donc de (2.30), est ainsi complète.2.4 Première preuve pour les équerresNous donnons ici la première preuve de la conjecture n! dans le cas despartitions en forme d'équerre, qui est due à A. Garsia et M. Haiman [26].La preuve applique le principe dit d'�expulsion�, que nous commençons parexposer dans sa généralité.



42 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITES2.4.1 Principe d'expulsionDé�nition 2.15 Un sous-espace vectoriel M de Q [Z], où Z est un sous-alphabet de (X;Y ) (et même ici un alphabet quelconque), est un cône s'il estégal à l'ensemble des dérivées partielles de l'un de ses éléments, soit avec lanotation introduite en (1.3) : M = L@ [�] (2.34)pour un élément � de M que l'on quali�era de sommet de M. Celui-cin'est pas unique, mais nous nous permettrons d'appeler �le� sommet un telpolynôme.L'observation fondamentale est la suivante. Le Théorème 2.6 nous donnel'inclusion (2.8) : M� � H[��]où H[��] est l'ensemble des harmoniques associées à une orbite régulière [��](cf. sections 2.1 et 2.2). Dans ce cas H[��] est de dimension n!. Si l'on arriveà prouver que H[��] est un cône dont le sommet est de même degré que ��,alors on obtient l'égalité dans (2.8) et par conséquent la conjecture n! pourla partition �.La question devient alors principalement de montrer que l'espace desharmoniques H[��] est un cône. Mais comment déterminer si l'espace H[�]des harmoniques associé à une G-orbite [�] (nous reprenons les notationsgénérales de la section 2.1) est un cône? Une réponse à cette question estfourni par le remarquable théorème suivant (cf. [29], Theorem 4.2) qui permetde plus de construire une base homogène pour grJ[�].Théorème 2.16 Soit a1 < � � � < ajGj un ordre total sur [�]. Supposons deplus que n0 = maxfdegP ; P 2 R[�]g et que B = f�aig1�i�jGj est unensemble de polynômes véri�ant :(i) �ai(aj)� = 0 si j < i;6= 0 si j = i:(ii) jf� 2 B ; deg � = igj = jf� 2 B ; deg � = n0 � igj; 8 0 � i � n0.(iii) n0 = maxfdeg � ; � 2 Bg.Alors1. fh(�) ; � 2 Bg est une base de grR[�] ;



2.4. LES ÉQUERRES 432. H[�] est un cône.Le nom principe d'expulsion est souvent attribué à ce théorème et les po-lynômes de la famille B satisfaisant les hypothèses sont appelés polynômesd'expulsion. L'origine de ce nom sera justi�ée dans la preuve au paragraphe2.4.3.Principe 2.17 Si nous nous rappelons alors de la construction de H[��] etde l'inclusion (2.8), nous pouvons, comme le fait E. Reiner dans [48], détaillerle plan des di�érents étapes visant à montrer la conjecture n! via le principed'expulsion :1. Imposer un ordre total < sur l'ensemble IT� des tableaux injectifs deforme �. Cet ordre peut bien sûr s'étendre à [��] en posant �(T1) <�(T2), T1 < T2.2. Dé�nir un poids w : IT� �! ftrqs ; r � 0 s � 0g et poserwt(T ) = r et wq(T ) = s quand w(T ) = trqset wt;q(T ) = wt(T ) + wq(T ) et n0(�) = maxfwt;q(T ) ; T 2 IT�g:Ce poids doit être symétrique, i.e.jfT 2 IT� ; wt;q(T ) = igj = jfT 2 IT� ; wt;q(T ) = n0(�)� igj;(2.35)pour tout 0 � i � n0(�).3. Construire pour chaque tableau T 2 IT� un polynôme d'expulsion�T (X;Y ) satisfaisant les conditions suivantes :(i) �T (�(T 0))� = 0 si T 0 < T;6= 0 si T 0 = T:(ii) degX(�T ) = wt(T ) et degY (�T ) = wq(T ).4. Véri�er que maxfdeg � ; � 2 H[��]g = deg�� = n0(�).Nous allons d'ici la �n de cette section exposer la preuve de A. Garsiaet M. Haiman établissant la conjecture n! pour les équerres via le principed'expulsion.



44 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITES2.4.2 Résultats polynomiauxAvant d'entrer dans le c÷ur de l'expulsion, nous rappelons dans ce pa-ragraphe des résultats qui sont des identités véri�ées par les polynômes deMacdonald et certaines de leurs dérivées. Nous donnons ces résultats sanspreuve. Ces preuves, dans lesquelles manipulations algébriques et récurrencesont les maîtres mots, se trouvent en [26] et [46].Dé�nition 2.18 Une partition � de n est appelée équerre si elle est de laforme (1L; A+1) avec A et L des entiers tels que A+L+1 = n. Visuellement,� est composée d'une ligne et d'une colonne, d'où le terme d'équerre :
� = (5; 13) = :La colonne est appelée jambe de � et la ligne son bras.Conformément à (1.40), nous notons ~H�(x; q; t) le polynôme de Macdo-nald renormalisé. Nous introduisons de plus ~F�(q; t) = @p1n ~H�(x; q; t) où ladérivation par rapport à p1 est possible vu que le polynôme ~H�(x; q; t) estsymétrique et que les fonctions puissances pi forment une base de l'algèbre� des fonctions symétriques (cf. Proposition 1.13).Le premier résultat nécessaire à notre étude est le suivant.Proposition 2.19 Le polynôme ~F(1L;A+1)(q; t) a une composante de degrémaximal bihomogène de degré �L+12 � en t et �A+12 � en q. De plus, ce polynômeest bisymétrique en t et q, i.e. nous avons :t(L+12 )q(A+12 ) ~F(1L ;A+1)(1=q; 1=t) = ~F(1L;A+1)(q; t): (2.36)Un corollaire de l'identité (2.36) est que la spécialisation ~F(1L ;A+1)(t; t)possède une suite de coe�cients symétrique. Le but est ici d'obtenir la conjec-ture n! pour une équerre � = (1L; A + 1) via le principe d'expulsion. Plusprécisément, nous voulons construire une base B1L;A+1 pour l'espace R[�](avec [�] = [��]) satisfaisant l'égalité suivanteXb2B1L;A+1 tdeg b = ~F(1L;A+1)(t; t): (2.37)



2.4. LES ÉQUERRES 45La symétrie de ~F(1L;A+1)(t; t) garantit alors la validité de la condition (ii) duThéorème 2.16. Ceci implique que H[�] est un cône dont on véri�e aisémentque le sommet est ��.Dé�nition 2.20 Nous appellerons équerre étiquetée associée à la permuta-tion � 2 Sn le tableau � obtenu en plaçant les étiquettes �1; : : : ; �n successi-vement dans son bras de la droite vers la gauche puis dans sa jambe de bas enhaut. Ainsi l'équerre étiquetée correspondant à � = (5; 13) et à � = 46381657est
� =

7561 8 3 6 4 :En posant A(�) = �1; : : : ; �a et L(�) = �a; : : : ; �n, et en rappelantqu'une inversion dans un mot W (liste d'entiers) est un couple (i; j) telque i < j et W (i) > W (j), nous pouvons donner le second résultat concer-nant ~F(1L ;A+1)(q; t) qui est un ingrédient important de notre preuve sous laformeProposition 2.21 Le polynôme ~F(1L;A+1)(q; t) véri�e l'identité suivante~F(1L;A+1)(q; t) =X� tinv(L(�))qinv(A(�)); (2.38)où � décrit toutes les équerres étiquetées de forme (1L; A+1) et inv représentele nombre d'inversions dans un mot.2.4.3 ExpulsionReprenons le procédé (2.6) qui à un tableau injectif associe un point dansQ2n . Considérer les tableaux injectifs ou les équerres étiquetées revient aumême, nous préférerons donc l'utilisation des équerres étiquetées �, pourleur rapport avec les permutations. Le point associé à � dans [�] sera noté�(�) = (a�; b�). Nous dé�nissons de plus un ordre total sur l'ensemble deséquerres étiquetées en posant, si � et �0 sont associées respectivement à � et�0 : �0 < � () �01 = �1; : : : ; �0j = �j et �0j+1 < �j+1 (2.39)



46 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITESpour un entier j, c'est-à-dire en utilisant l'ordre lexicographique sur les per-mutations. L'idée de la construction de la base B(1L;a+1) est de produire,pour chaque équerre étiquetée � un polynôme ��(X;Y ) tel que��(a�0 ; b�0) = � = 0 si �0 < �;= 1 si �0 = �: (2.40)Posons alors B(1L;A+1) = f��(X;Y )g�: (2.41)Il est clair que (2.40) assure l'indépendance linéaire de la famille B(1L;A+1).Pour satisfaire aussi la condition (2.37), nous allons construire ��(X;Y ) detelle sorte que sa composante de plus haut degré soit homogène de degréinv(L(�)) en t et de degré inv(A(�)) en q. C'est justement a�n de biencomprendre cette construction qu'intervient le vocabulaire d'�expulsion�.Commençons par remarquer que le facteur linéaire xi � �j est di�érentde zéro en (a�; b�) si et seulement si i n'est pas dans la j-ième ligne de �.Nous exprimerons ceci en disant que xi � �j expulse l'étiquette i en dehorsde la ligne j de �. Nous allons construire notre polynôme ��(X;Y ) commeun produit de facteurs linéaires qui poussent toutes les étiquettes à la placequ'elles occupent dans �. Nous entendons par là que (a�; b�) sera le premierpoint de l'orbite pour l'ordre introduit en (2.39) sur lequel aucun des facteurs,donc �� lui-même ne s'annule. Décrivons maintenant cette construction.Soit i0 l'étiquette de � en place (0; 0)(dans le coin de �). Notons L<i0et A<i0 l'ensemble des étiquettes inférieures à i0 se trouvant respectivementdans la jambe et le bras de �. De la même façon nous dé�nissons L>i0 et A>i0comme l'ensemble des étiquettes supérieures à i0 se trouvant respectivementdans la jambe et le bras de �. La première étape consiste à expulser toutesles étiquettes de L<i0 hors du bras (la ligne 0) et toutes les étiquettes deA>i0 hors de la jambe (la colonne 0). Ceci est possible par utilisation dupolynôme suivant (X;Y ) = Yi2L<i0(xi � �0) Yi2A>i0(yi � �0): (2.42)Il est alors facile de voir que si (a�0 ; b�0) est le premier élément de l'orbitepour l'ordre (2.39) en lequel  ne s'annule pas, alors toutes les étiquettesdans L<i0 [L>i0 se placent en croissant de bas en haut dans la jambe de �0et toutes les étiquettes dans A<i0 [A>i0 se placent en croissant de la droitevers la gauche dans le bras de �0. Pour forcer les étiquettes à occcuper la



2.4. LES ÉQUERRES 47bonne place, il faut procéder à de nouvelles expulsions. Nous allons illustrerceci dans le cas d'un exemple, le raisonnement se généralisant sans problème.Prenons
� = 256 4 1 3 7 :Alors  = (x2 � �0)(x5 � �0)(y7 � �0) et le premier élément de l'orbite nonannulé par  est
�0 = 526 7 4 3 1 :Nous pouvons alors expulser 5 de la ligne 2 par x5 � �2 et expulser 7 dansla colonne 4 via (y7��1)(y7��2)(y7��3). Le premier point de l'orbite nonannulé par le polynôme�1(X;Y ) =  (X;Y )(x5 � �2)(y7 � �1)(y7 � �2)(y7 � �3)est associé à l'équerre étiquetée
�00 = 256 4 3 1 7 :En�n pour forcer 3 à prendre la place souhaitée, il su�t de l'expulser de lacolonne 2. Ainsi � est la première équerre étiquetée en laquelle le polynôme�2(X;Y ) = �1(X;Y )(y3 � �2)ne s'annule pas. Nous pouvons alors poser�(X;Y ) = �2(X;Y )�2(a�; b�) .On observe alors aisément que dans le cas général une étiquette i dans lebras de � à la j-ième colonne peut être placé ici �de force� en expulsant de laj-ième colonne toutes les étiquettes supérieures à i qui sont à droite de i dans



48 CHAPITRE 2. HARMONIQUES DES ORBITES�. Ceci signi�e justement que la contribution de l'étiquette i au degré enX de�� est égale au nombre d'inversions occasionnées par i dans le mot A(�). Unraisonnement semblable s'applique aux étiquettes de la jambe de �. Commeles degrés en X et en Y du polynôme  dé�ni en (2.42) sont respectivementégaux aux nombres d'inversions causées par i0 dans L(�) et A(�), nous endéduisons que la composante de degré maximal de ��(X;Y ) est bihomogènede bidegré (inv(L(�)); inv(A(�))). Ceci nous assure que notre base B(1L;A+1)véri�e (2.37) et prouve ainsi la conjecture n! pour les équerres.2.4.4 Cas des équerres généraliséesIl est en théorie possible d'utiliser le principe d'expulsion pour prouver laconjecture n! dans le cas de partitions de forme quelconque. Cependant, lacomplexité des polynômes qui accomplissent les expulsions souhaitées aug-mente considérablement quand on considère des formes plus générales. Parexemple, lorsque l'on passe des équerres aux équerres généralisées, i.e. lorsquel'on rajoute à une équerre la case (1; 1), on ne peut plus exécuter les expul-sions via des produits de facteurs linéaires. E. Reiner [48] a découvert quedans ce cas certaines des expulsions doivent être réalisées par des fonctionsde Schur drapeaux. Ceci lui a permis d'établir la conjecture n! dans le casdes équerres généralisées, mais la grande complexité de sa preuve a juqu'àprésent été un frein à de nouvelles investigations dans cette voie.



49
Chapitre 3Bases monomiales et idéauxannulateurs
L'étude de l'idéal annulateur I� deM� est très liée à celle des bases deM�composées de dérivées monomiales de ��. Ce chapitre, qui traite de cesquestions, est composé de quatre sections. Après avoir, dans une premièresection, explicité ce lien, qui se fait par les bases de Gröbner de I�, nousintroduirons, dans la suivante, les outils pratiques permettant l'étude desidéaux annulateurs, à savoir les opérateurs de sauts. Nous donnons en�n deuxapplications de ce principe : au cas de M�(X), sous-espace des polynômesde degré nuls en Y dans la troisième section, et au cas des équerres dans ladernière section.3.1 Principe3.1.1 Rappels sur les bases de GröbnerCommençons par quelques rappels sur les bases de Gröbner, qui sont uningrédient essentiel de cette démarche. Nous nous appuyons sur l'ouvrage deD. Cox, J. Little et D. O'Shea [20].Plaçons-nous dans l'anneau R = Q [X] = Q [x1 ; : : : ; xm] des polynômes àcoe�cients rationnels.Dé�nition 3.1 Un ordre monomial sur R est une relation > sur l'ensembledes monômes X� de R (ou de façon équivalente sur l'ensemble des vecteursexposants � 2 Nm) satisfaisant :(i) > est un ordre total ;



50 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES(ii) > est compatible avec la multiplication, i.e. si X� > X� alors pour toutmonôme X
, nous avons X�X
 = X�+
 > X�+
 = X�X
 ;(iii) > est un bon ordre, i.e. tout ensemble non vide de monômes a un pluspetit élément pour >.Pour un ordre monomial > �xé, nous appellerons monôme dominant d'unpolynôme non nul P 2 R le plus grand monôme apparaissant dans P relati-vement à >. Il sera noté LM(P ). Le coe�cient du monôme dominant seraappelé coe�cient dominant.Exemple 3.2 Soient X� et X� deux monômes dans R. Nous dirons queX� >lex X� si dans la di�érence � � � 2 Zm le premier terme non nul estpositif. L'ordre lexicographique ainsi dé�ni est un ordre monomial.Nous dirons que X� >invlex X� si dans la di�érence ��� 2 Zm le dernierterme non nul est négatif. L'ordre lexicographique inverse ainsi dé�ni est unordre monomial.Nous dirons que X� >grevlex X� si Pmi=1 �i >Pmi=1 �i, ou si Pmi=1 �i =Pmi=1 �i et dans la di�érence ��� 2 Zm le dernier terme non nul est négatif.L'ordre lexicographique inverse gradué ainsi dé�ni est un ordre monomial.Dé�nition 3.3 Fixons un ordre monomial > sur R et considérons un idéalI � R. Une base de Gröbner de I (relative à >) est un ensemble �ni depolynômes G = fg1; : : : ; gtg � I tel que pour tout polynôme non nul P 2 R,LM(P ) est divisible par l'un des LM(gi) pour gi 2 G.Une base de Gröbner est dite réduite si pour p; q 2 G, aucun monômeapparaissant dans p n'est divisible par LM(q) et si le coe�cient du monômedominant de tout élément de G est 1.Le résultat fondamental est le suivant (cf. par exemple [16]).Théorème 3.4 Fixons un ordre monomial >. Tout idéal I � Q [x1 ; : : : ; xm]possède une unique base de Gröbner réduite relative à l'ordre >.3.1.2 Utilisation des bases de GröbnerLe premier lien entre l'étude de l'espaceM� et de son idéal annulateur I�vient de l'observation suivante : si P et Q sont deux polynômes de Q [X; Y ],alors P (@)�� = Q(@)�� si et seulement si P � Q modulo I�. Supposonsmaintenant que nous avons une bonne description de l'idéal I�.



3.2. OPÉRATEURS DE SAUTS 51Principe 3.5 Fixons un ordre monomial > et supposons que nous connais-sons une base de Gröbner G� de I� relativement à cet ordre. ConsidéronsM�, l'ensemble des monômes dominants de G�, et L� l'ensemble des mo-nômes de Q [X; Y ] non divisibles par l'un des éléments de M�. Nous avonsalors que : ~B� = fM(@)�� ; M 2 L�g (3.1)est une base de M�.Preuve. Commençons par véri�er que ~B� est génératrice de M�. Pour celaraisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe des monômes M tel queM(@)�� ne soit pas engendré par ~B�. Considérons M0 celui d'entre euxayant le plus petit monôme dominant pour l'ordre >. Alors M0 est sûrementun élément de hM�i (il n'est pas dans L�). On peut alors le réduire moduloI� en monômes strictement plus petits, ce qui est absurde.Véri�ons maintenant que ~B� est linéairement indépendante. Raisonnonsencore par l'absurde et supposons que l'on a une relation de dépendance li-néaire liant les éléments de ~B�. Ceci revient à donner une relation de dépen-dance modulo I� des monômes de L�. Dans cette dernière relation, l'examendu monôme dominant permet de conclure : celui-ci doit être dans L� et danshM�i, ce qui est absurde.Remarque 3.6 Si la conjecture n! est vraie pour la partition �, alors on al'égalité suivante : I� = grJ[��] (3.2)ce qui permet, en calculant le membre de droite de faire de nombreusesexpérimentations sur ordinateur en utilisant un logiciel de calcul formel quipermet de faire des manipulations sur les idéaux (Macaulay ou Singular parexemple).3.2 Opérateurs de sauts3.2.1 Présentation et résultatsDans ce paragraphe, nous allons décrire l'action de certains opérateurs dedérivation sur les polynômes �� et plus généralement sur les déterminantsde diagrammes �L. Ceux-ci sont appelés opérateurs de sauts car leur actionsur les polynômes se traduit au niveau des diagrammes par des mouvementsde cases.



52 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESUne di�érence avec la Dé�nition 1.12 est que nous éviterons l'utilisationde la notation pr pour les sommes de puissances par crainte d'une possibleconfusion avec les biexposants et noterons :Pr(X) =X xri : (3.3)Pour des raisons de concision et de clarté, nous n'énoncerons les propo-sitions suivantes que dans le cas d'opérateurs de sauts en X, mais il est bienévident que des résultats analogues sont valables pour les sauts en Y . Laseule di�érence concerne les signes pouvant apparaître dans les formules. Ene�et le choix de l'ordre lexicographique (1.1) est fait de telle sorte que lesformules et surtout les preuves sont plus simples dans le cas de sauts en X.Proposition 3.7 Soit L un diagramme du réseau carré. Alors pour toutentier k � 1 nous avonsPk(@X)�L(X;Y ) = nXi=1 ��(L;Pk(i;L))�Pk(i;L)(X;Y ) (3.4)où Pk(i;L) est le diagramme obtenu en remplaçant le i-ième biexposant(pi; qi) par (pi�k; qi) et le coe�cient �(L;Pk(i;L)) est un entier strictementpositif. Le signe apparaissant dans (3.4) est la signature de la permutationqui réarrange la liste des cases obtenues selon l'ordre lexicographique introduiten (1.1).Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de F. Bergeron et al. (cf.[10], Proposition I.1).Si le diagramme L est formé des cases L = f(p1; q1); : : : ; (pn; qn)g, nouspouvons écrire, en développant la forme déterminantale de �L par rapportà la j-ième ligne : �L(X;Y ) = nXi=1 xpij yqij :Ai;j (3.5)où Ai;j est le cofacteur d'indice (i; j). En remarquant que ce cofacteur estun polynôme où n'apparaît pas la variable xj, nous dérivons (3.5) et nousobtenons : @xkj�L(X;Y ) = nXi=1 cki xpi�kj yqij :Ai;j (3.6)



3.2. OPÉRATEURS DE SAUTS 53où cki = pi(pi � 1) � � � (pi � k + 1). En sommant on en déduit alorsPk(@X)�L(X;Y ) = nXi=1 cki nXj=1 xpi�kj yqij :Ai;j : (3.7)On obtient alors le résultat annoncé en reconnaissant dans (3.7) le développe-ment de �Pk(i;L).Remarque 3.8 Le diagramme Pk(i;L) est le diagramme obtenu en faisant�sauter� de k pas vers le bas la i-ième case de L : son biexposant (pi; qi) estremplacé par (pi� k; qi) ce qui correspond e�ectivement à k pas vers le bas.Les autres biexposants sont inchangés. Cette dualité entre soustractions surl'ensemble des biexposants et mouvements des cases des diagrammes est uti-lisée constamment dans cette étude des opérateurs de sauts, explicitement ouimplicitement. Notons à ce sujet que l'appellation opérateur de sauts renvoiesimultanément à l'aspect algébrique (opérateur) et combinatoire (sauts) decette action.Notons aussi que comme �L0 6= 0 seulement si le diagramme L0 estconstitué de n cases distinctes dans le quadrant positif, nous pouvons omettredans (3.4) tous les termes sauf ceux relatifs à de tels diagrammes.Exemple 3.9 Si nous représentons les trous par des cases croisées, nousavons par exemple : P2(@)����= 2����� 6���� :Remarque 3.10 D'après la Proposition 1.13, les sommes de puissances en-gendrent algébriquement l'anneau des polynômes symétriques. Or d'après laproposition précédente, toute somme de puissances de degré non nul tue ��pour toute partition �. Ceci implique que tout polynôme symétrique sansterme constant est dans l'idéal annulateur de �� pour toute partition �.Proposition 3.11 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k � 1 nousavonsek(@X)�L(X;Y ) = X1�i1<i2<���<ik�n �(L; ek(i1; : : : ; ik;L))�ek(i1;:::;ik;L)(X;Y )(3.8)où ek(i1; : : : ; ik;L) est le diagramme obtenu en remplaçant les biexposants(pi1 ; qi1); : : : ; (pik ; qik) par (pi1 � 1; qi1); : : : ; (pik � 1; qik) et où le coe�cient�(L; ek(i1; : : : ; ik;L)) est un entier strictement positif.



54 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESPreuve. La preuve est sensiblement la même que celle de la propositionprécédente. Nous écrivonsek(X) = X1�j1<���<jk�nxj1 : : : xjk : (3.9)Nous développons alors la forme déterminantale de �L par rapport auxlignes j1; : : : ; jk pour obtenir l'expression suivante où �i1;:::;ikL représente lepolynôme du diagramme du réseau carré relatif aux biexposants i1; : : : ; ik deL et Ai1;:::;ik;j1;:::;jk le cofacteur :�L = X1�i1<���<ik�n�i1;:::;ikL (xj1 ; : : : ; xjk)Ai1;:::;ik;j1;:::;jk : (3.10)Nous dérivons alors (3.10) pour obtenir@(xj1 : : : xjk)�L = X1�i1<���<ik�n(ci1;:::;ik;j1;:::;jk�i1;:::;ikek(i1;:::;ik;L)(xj1 ; : : : ; xjk)�Ai1;:::;ik;j1;:::;jk); (3.11)où ci1;:::;ik;j1;:::;jk est un entier positif. En fait ci1;:::;ik;j1;:::;jk est égal à pi1 � � � piket ne dépend donc pas de j1; : : : ; jk . Nous pouvons par conséquent omettrede noter j1; : : : ; jk en indice. Nous obtenons alorsek(@X)�L = X1�i1<���<ik�n X1�j1<���<jk�n(ci1;:::;ik�i1;:::;ikek(i1;:::;ik;L)(xj1 ; : : : ; xjk)�Ai1;:::;ik;j1;:::;jk): (3.12)En reconnaissant dans (3.12) le développement de �ek(i1;:::;ik;L), nous obte-nons �nalement le résultat annoncé. Le signe apparaissant devant le coe�-cient �(ek(i1; : : : ; ik;L)) est la signature de la permutation qui réordonne lesbiexposants obtenus dans l'ordre lexicographique (1.1). En fait cette permu-tation est toujours l'identité : chaque case reste dans sa colonne et aucuned'elles ne �saute� par-dessus une autre case, l'ordre est ainsi inchangé. Cecijusti�e le choix de l'ordre (1.1).Exemple 3.12 e2(@)����= 6����+ 2���� :



3.2. OPÉRATEURS DE SAUTS 55Remarque 3.13 Une observation utile est le fait que dans les Propositions3.7 and 3.11, le coe�cient �(L;L0) ne dépend que du diagramme origi-nal L et du diagramme �nal L0, mais pas de l'opérateur di�érentiel. Dé-�nissons alors clairement ce coe�cient : si L = f(p1; q1); : : : ; (pn; qn)g etL0 = f(p01; q01); : : : ; (p0n; q0n)g, � est donné par la formule suivante :�(L;L0) = Qni=1 pi!qi!Qni=1 p0i!q0i! : (3.13)Ce coe�cient est un entier strictement positif qui apparaît (au signe près)comme le coe�cient de �L0 dans l'expression de P (@X)�L, où P est unesomme de puissances ou une fonction symétrique élémentaire ; nous verronsdans la proposition suivante que tel est le cas aussi pour les fonctions symé-triques homogènes.Une autre remarque importante est que l'on doit faire très attentionlorsqu'on applique un produit d'opérateurs di�érentiels. En e�et dans ce casdes multiplicités peuvent apparaître dans les formules. Soient P (@) et Q(@)deux opérateurs de dérivation tels que des formules comme (3.4) ou (3.8)soient véri�ées pour P (@) et Q(@) avec � donné par (3.13). Nous commençonspar observer que � est multiplicatif, i.e.�(L;L0) = �(L;L00)�(L00; L0); (3.14)pour L, L00 et L0 trois diagrammes. Ainsi le coe�cient de �L0 dans le po-lynôme P (@)Q(@)�L est un multiple (au signe près pour les sommes depuissances) de �(L;L0). Cette multiplicité correspond au nombre de choixquant à l'ordre des di�érents sauts, c'est-à-dire le nombre de diagrammesL00 tels que L00 apparaît dans Q(@)�L et L0 apparaît dans P (@)�00L. Cettemultiplicité sera notée cP;Q(L;L0)Prenons un exemple : si on applique e1(@X)e1(@X) au déterminant dudiagramme L = f(1; 0); (1; 1)g, nous obtenons un unique diagramme L0 =f(0; 0); (0; 1)g, avec �(L;L0) = 1, maise1(@X)e1(@X)�L = 2�L0 : (3.15)La multiplicité 2 correspond au fait que l'on peut d'abord faire descendre lacase (1; 0) et ensuite la case (1; 1) ou procéder dans l'ordre inverse.Toutes ces observations sont cruciales pour bien comprendre la preuvede la prochaine proposition.Pour énoncer la proposition suivante, nous avons besoin d'introduirequelques notations. Pour un diagramme du réseau carré L, nous notons L



56 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESson complémentaire dans le quadrant positif (c'est bien sûr un ensemblein�ni). Nous ordonnons également L = f(p1; q1); (p2; q2); : : : g selon l'ordrelexicographique (1.1).Proposition 3.14 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k � 1 nousavonshk(@X)�L(X;Y ) = X1�i1<i2<���<ik�n �(L; hk(i1; : : : ; ik;L))�hk(i1;:::;ik;L)(X;Y )(3.16)où hk(i1; : : : ; ik;L) est le diagramme ayant le complémentaire dé�ni de lafaçon suivante. Les biexposants (pi1 ; qi1); : : : ; (pik ; qik) du complémentaire Lsont remplacés par (pi1+1; qi1); : : : ; (pik+1; qik) et les autres restent inchan-gés. Le coe�cient �(L; hk(i1; : : : ; ik;L)) est l'entier strictement positif donnépar la formule (3.13).Preuve. Nous allons prouver cette proposition par récurrence croissante surk. Si k = 1, alors h1 = e1 et le résultat est vrai attendu que déplacer unecase d'un pas vers le bas est équivalent à déplacer un trou d'une case versle haut. Supposons le résultat vrai jusqu'à k � 1. Nous utilisons alors le fait(cf. [45]) que hk = hk�1e1 � hk�2e2 + � � �+ (�1)kh1ek�1 + (�1)k+1ek.Chaque terme elhk�l pour 1 � l � k donne une combinaison linéaire dedéterminants �L0 , dont les coe�cients sont des multiples de �(L;L0) d'aprèsla Remarque 3.13. Le problème est de calculer la somme de tous ces coe�-cients a�n d'obtenir le résultat de hk(@X)�L.Soit L0 l'un des diagrammes créés par les opérateurs elhk�l. Le coe�cientde �L0 dans el(@X)hk�l(@X) est égal à cel;hk�l(L;L0)�(L;L0). Dans cettepreuve nous noterons cel;hk�l(L;L0) simplement cl(L;L0). La question estalors de calculer X1�l�k(�1)l+1cl(L;L0): (3.17)Soit k0 � k le nombre de trous distincts bougeant entre L et L0, et d � k0le nombre d'entre eux qui ont au-dessous d'eux un trou qui bouge. Chacunde ces d trous doit bouger avec hk�l(@X) car le trou au-dessous de lui nepeut monter par el(@X) que s'il a une case au-dessus de lui. Par conséquentle choix vient des k0 � d autres trous qui peuvent ou monter avec hk�l(@X)ou non : on en choisit alors k� l� d parmi eux pour monter avec hk�l(@X).On obtient alors cl(L;L0) = � k0 � dk � l � d� = � k0 � dl � (k � k0)�: (3.18)



3.2. OPÉRATEURS DE SAUTS 57Et la somme dans (3.17) devientkXl=1(�1)l+1� k0 � dl � (k � k0)� = � 1 si k0 = k;0 si k0 < k: (3.19)On obtient ainsi la formule désirée (3.16).Exemple 3.15 h2(@)����= 2���� + 2����Remarque 3.16 D'un point de vue purement visuel, nous pouvons ainsirésumer l'action des trois familles d'opérateurs di�érentiels symétriques :1. pk(X) fait bouger une case de k pas vers le bas ;2. ek(X) fait bouger k cases distinctes de 1 pas vers le bas ;3. hk(X) fait bouger k trous distincts de 1 pas vers le haut,et les opérateurs en Y agissent de la même façon, mais horizontalement.À ce stade, il est naturel de se demander quelle est l'action d'une fonctionde Schur sur le déterminant d'un diagramme. La réponse, développée dans[9] en collaboration avec N. Bergeron, est donnée par l'énoncé suivant, dontla preuve et quelques commentaires se trouvent en Annexe B. Pour énoncerce théorème, rappelons (cf. Dé�nition 1.18) que l'on note YT� l'ensembledes tableaux de Young de forme �. Si T est un tableau, notons @T (L) lediagramme obtenu à partir de L en remplaçant les biexposants (pi; qi) par(pi � jT�1(i)j; qi) pour 1 � i � n.On dé�nit aussi pour un diagramme L une fonction �(L) qui vaut 1 siL est constitué de n cases distinctes dans le quadrant positif, et 0 sinon, etune fonction �(T;L) de la façon suivante. Si le tableau T est composé de `colonnes : T = T1; T2; : : : ; T` alors�(T;L) = �(@T1 � � � @T`(L)) � � � �(@T`�1@T`(L))�(@T`(L)): (3.20)Théorème 3.17 Avec les notation précédentes,S�(@X)�L(X;Y ) = XT2YT� �(L; @T (L))�(T;L)�@T (L)(X;Y ) (3.21)où le coe�cient � est dé�ni en (3.13).



58 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES3.2.2 Application aux idéaux annulateursUne bonne compréhension de l'action des opérateurs de sauts est la pre-mière étape sur le chemin de l'étude des idéaux annulateurs des déterminants�L. Nous avons vu à la Remarque 3.10 que tout polynôme symétrique sansterme constant tue �� pour toute partition �, et plus généralement les po-lynômes symétriques fournissent de nombreux polynômes annulateurs mêmedans le cas où il y a des trous. Nous avons par exemple :P2(@)��� = 0:Décrivons maintenant comment obtenir des éléments de IL où L est undiagramme du réseau carré qui sont des fonctions symétriques partielles.Nous appellerons ainsi tout polynôme symétrique en un sous-alphabet deXn ou Yn. Nous noterons ici X un sous-alphabet de Xn, Y le sous-alphabetde Yn correspondant (i.e. avec les mêmes indices) et X 0 et Y 0 leurs sous-alphabets complémentaires. Nous noterons de plus à l'aide de jZj le cardinald'un ensemble de variables Z. Nous avons pour but d'obtenir une conditionsu�sante pour qu'un opérateur symétrique partiel tue le déterminant d'undiagramme donné. L'intérêt de la proposition suivante est qu'elle nous per-met de travailler avec autant de variables que de cases, donc d'utiliser toutle matériel décrit au paragraphe (3.2.1).Principe 3.18 Soit L un diagramme du réseau carré. Soit P (@X ) un opé-rateur di�érentiel symétrique partiel en l'alphabet X de cardinal jX j = k.Supposons que P (@X ) tue tous les �D lorsque D décrit une partie de Layant k cases. Alors cet opérateur annule �L.Preuve. Si X = fxi1 ; : : : ; xikg, nous pouvons développer le déterminant dudiagramme �L(X;Y ) par rapport aux lignes i1; i2; : : : ; ik et nous obtenons :�L(Xn;Yn) = XD�L; jDj=k��D(X ;Y)�LnD(X 0;Y 0); (3.22)où L nD représente le diagramme constitué des cases de L qui ne sont pasdans D. Il est alors clair que si un opérateur tue tous les �D il tue aussi�L.Exemple 3.19 Par exemple soit L = f(0; 1); (0; 2); (1; 0); (1; 1)g et choisis-sons X � X = X4 tel que jX j = 2. Nous avons que h3(X ) 2 IL, car pourtoute partie D � L telle que jDj = 2 la Proposition 3.14 nous donne que



3.3. CAS D'UN ALPHABET 59h3(@X )�D(X ;Y) = 0. Nous visualisons cela sur la �gure suivante où nousreprésentons toutes les parties D de L en plaçant deux � de toutes les façonspossibles dans L.� � ; � � ; � � ; �� ; � � ; � �Le nombre maximal de cases de D (cf Proposition 3.14) qui peuventfaire un pas vers le haut sans en rencontrer une autre est deux. Par exempledans le premier dessin, il y a deux cases en-dessous des deux �, donc si nousessayons de faire monter trois cases de D, au moins deux vont fatalement serencontrer. Donc h3(@X )�D(X ;Y) = 0. En utilisant cette technique, nousvéri�ons facilement que hr(X ) 2 IL si r � 2 pour jX j = 1, r � 3 pourjX j = 2, r � 3 pour jX j = 3 et r � 2 pour jX j = 4.3.3 Cas d'un alphabet3.3.1 Cas du VandermondeLes résultats énoncés ici concernent le cas le plus simple de la conjecturen!, à savoir le cas de la partition en colonne : � = (1n). Dans ce cas en e�et,le déterminant �� est simplement le déterminant de Vandermonde en X,noté �(X) :�(X) = ��������� 1 x1 x21 � � � xn�111 x2 x22 � � � xn�12... ... ... ...1 xn x2n � � � xn�1n ��������� = Y1�i<j�n(xj � xi):Le fait que la dimension de M(1n) est égale à n! est un résultat classique.Dès 1944, E. Artin [2] l'obtient en utilisant la théorie de Galois ; dans [57],R. Steinberg l'établit en l'englobant dans l'étude des groupes engendrés pardes ré�exions, et N. Bergeron et A. Garsia en donnent aussi une étude dans[14]. Nous voulons ici regrouper les résultats les plus importants et en donnerun vision très simple et liée au Principe 3.5.Commençons par introduire la base suivante, dite d'Artin :B(1n) = f@Xa�(X) ; 8i; 0 � ai � i� 1g: (3.23)Nous observons immédiatement que le cardinal de B(1n) est n!. L'observationsuivante est que l'indépendance linéaire vient simplement de l'examen des



60 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESmonômes dominants des éléments de B(1n), lesquels sont tous distincts. Ene�et le monôme dominant de @Xa�(X) pour l'ordre lexicographique inverse(cf. Exemple 3.2) correspond à la permutation de Sn qui dans le développe-ment de �(X) donne à xn l'exposant n� 1, à xn�1 l'exposant n� 2, et ainside suite. C'est donc xn�1�ann xn�2�an�1n�1 � � � x1�a22 x01 (3.24)et tous ces monômes sont distincts.Dé�nissons maintenant l'idéal suivant~I(1n) = 
hn�r(X 0(r)) ; 1 � r � n�; (3.25)où X 0(r) = (xn; : : : ; xn�r). Une application directe de la Proposition 3.14 etdu Principe 3.18 nous donne que~I(1n) � I(1n): (3.26)En e�et si l'on considère r+ 1 cases, il y a alors n� r � 1 trous au plus quipeuvent monter, mais pas n� r comme l'impose hn�r(X 0(r)), d'où (3.26).De plus on observe que le monôme dominant pour l'ordre lexicographique(pas inverse) de hn�r(X 0(r)) est xn�rn�r doncdimQ [X]=~I(1n ) � n�1Yr=0(n� r) = n! (3.27)et il y a égalité dans (3.27) si et seulement si la description de ~I(1n) dans(3.25) donne une base de Gröbner de cet idéal. En e�et, il y a inégalité strictesi et seulement si en construisant une base de Gröbner de ~I(1n), on rajoutedes monômes dominants autres que les xn�rn�r.En regroupant tous ces résutats, on obtient :Théorème 3.20 La famille B(1n) est une base de l'espace M(1n) et nousavons l'égalité : ~I(1n) = I(1n):Plus précisément l'équation (3.25) donne une base de Gröbner de I(1n).3.3.2 Cas général : introduction et constructionNous étudions ici l'espace M�(X), sous-espace de M� constitué des po-lynômes de degré nul en Y . Nous avons déjà obtenu, en utilisant les har-moniques des orbites, une borne supérieure pour la dimension de M�(X)



3.3. CAS D'UN ALPHABET 61(cf. Proposition 2.14 : dimM�(X) � n!=�!). Nous allons ici compléter cetteétude en obtenant une description explicite d'une base de M�(X) et unebase explicite de l'idéal annulateur I�(X), ces deux objets étant reliés viales bases de Gröbner et le Principe 3.5.Commençons par construire la famille B�(X) dont nous démontreronsqu'il s'agit d'une base deM�(X). La première base deM�(X) a été construitedans [14] et [26]. La construction de cette base était récursive et son inter-prétation en termes de dérivées de �� non triviale. La construction d'unebase directe et composée de dérivées monomiales de �� fut exposée par l'au-teur dans [4]. Cette construction se fait à l'aide de �dessins�, qui sont desreprésentations visuelles des monômes dont nous nous servirons à la sectionsuivante dans le cas des équerres. Nous présentons ici une description entermes de tableaux standard de forme �, qui est une présentation di�érentede la base construite en [4]. Cette base est une généralisation de la based'Artin introduite en (3.23) dans le cas du Vandermonde.Nous commençons par associer à chaque étiquette j d'un tableau stan-dard T , un entier positif de la façon suivante. Soit (rj ; cj) la position de l'éti-quette j dans T , et soit k la plus grande étiquette de T , telle que ck = cj +1et k < j. Nous posons �(j) = �T (j) = rj � rk: (3.28)S'il n'y a pas de tel k, nous posons �(j) = rj +1. Pour l'exemple ci-dessous,la valeur de �(k) apparaît dans la case du tableau de droite correspondantà la position de k dans le tableau de gauche.54 83 61 2 7 9 10 32 21 21 1 1 1 1Il est clair que si T est l'unique tableau standard de forme la colonne (1n) :n...21



62 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESalors �(j) = j.Comme nous l'avons vu à la Proposition 2.11, l'ensemble des dérivéespartielles des polynômes de Garnir associés à des tableaux croissants sur lescolonnes, L@ [�T (X) ; T 2 CI�] coïncide avec l'espace M�(X). En utili-sant cette caractérisation, nous allons maintenant construire une base pourM�(X). Mais introduisons d'abord quelques notations.Pour une partition � de n, notons �(�) l'ensemble des partitions de n�1qui peuvent être obtenues à partir de � en lui enlevant un de ses coins. Pour� 2 �(�), nous notons �=� le coin par lequel � di�ère de �. Numérotons�1; : : : ; �k, les partitions dans l'ensemble �(�), ordonnées par ordre croissantdu numéro de la colonne du coin �=�i. En d'autres termes, si (ai; bi), 1 � i �k, sont les coordonnées respectives des cases �=�i, alors b1 < b2 < : : : < bk.Tout tableau standard T de forme � est tel que l'étiquette n est placéedans un coin (aj ; bj) de �. De plus, la valeur de �T (n) ne dépend que de laposition de ce coin (et de la forme �), car toutes les autres étiquettes de Tsont inférieures. En notant �j la valeur de �T (n), si n apparaît dans la case(aj ; bj) de T , il est clair que �j = aj � aj+1: (3.29)Théorème 3.21 Pour toute partition � de n, l'ensemble de polynômesB�(X) = � @Xm�T (X) ; T 2 ST �; m = (m1;m2; : : : mn)et 0 � mi < �T (i) 	 (3.30)est une base de l'espace M�(X).La �n de cette section est consacrée à la preuve de ce résultat.Remarque 3.22 Compte tenu de la Proposition 2.10, nous voyons qu'il estpossible d'exprimer la base sous forme de dérivées monomiales de ��, etd'écrire :B�(X) = � @Xm@YT��(X) ; T 2 ST�; m = (m1;m2; : : : mn)et 0 � mi < �T (i) 	; (3.31)avec un petit abus dû à la présence de constantes non nulles.



3.3. CAS D'UN ALPHABET 633.3.3 Indépendance linéaireProposition 3.23 La famille B�(X) est linéairement indépendante.Preuve. Nous commençons par prouver par récurrence que la famille B�(X)est indépendante, en supposant que c'est vrai pour les partitions ayant auplus n � 1 cases. Comme précédemment, pour �j 2 �(�), notons (aj ; bj) lecoin �=�j, avec b1 < b2 < � � � < bk, et dé�nissonsBj = � Xm ; T 2 ST�; 0 � mi < �T (i); T (aj ; bj) = n 	: (3.32)D'après (3.29), pour Xm 2 Bj , le monôme dominant de @Xm�T (X) (pourl'ordre lexicographique) est de la formexaj�mnn Xp (avec pn = 0);pour tout 0 � mn < aj � aj+1. Pour un k �xé avec aj+1 < k � aj , notrehypothèse de récurrence nous donne queBj;k = �@Xm�T (X) ; T 2 ST�; 0 � mi < �T (i);T (aj ; bj) = n; mn = aj � k 	; (3.33)est indépendant car (pour l'ordre lexicographique), nous avons le développe-ment suivant de @Xm�T (X) :@Xm�T (X) = xkn@Xp�T 0(X) + : : :|{z}termes plus petits (3.34)où T 0 est la restriction de T à �j. Il est alors clair que les ensembles Bj;k sontmutuellement indépendants doncB� = [j;k Bj;k (3.35)est indépendant.3.3.4 ÉnumérationVéri�ons ici que l'on a bien :Proposition 3.24 Le cardinal de B�(X) est égal à n!=�!.



64 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESPreuve. Nous allons montrer par récurrence quejB�(X)j = n!�! ; (3.36)en supposant que (3.36) est vraie pour les partitions �j 2 �(�). Par récur-rence, il est clair que jBj;kj = (n� 1)!�j !où Bj;k est dé�ni en (3.33), d'oùjB�j = kXi=1 �j (n� 1)!�j ! :L'équation (3.36) vient alors du fait quen = kXj=1 �j(aj + 1);car aj + 1 = �!�j !est la longueur de la ligne de � dans laquelle se trouve le coin (aj ; bj).Remarque 3.25 Ceci achève, compte tenu de la Proposition 2.14, la preuvedu Théorème 3.21. Le paragraphe suivant, via une étude de l'idéal annula-teur, permet de compléter la preuve sans référence à la Proposition 2.14, quiutilise les techniques d'harmoniques des orbites.3.3.5 Idéal annulateur et générationLe but de ce paragraphe est principalement l'étude de l'idéal annulateurI�(X) de l'espace M�(X). Cette étude a été menée dans [32], reprise dans[14] en adoptant une approche simpli�ée de la construction de Tanisaki [59].Nous présentons ici une description duale de celle de Tanisaki, comme expo-sée dans [8] et déduisons la description de Tanisaki par dualité. L'avantage decette approche est d'être encore plus simple que celle de [14]. Nous pro�tonsde plus ici de toute la puissance du Principe 3.18.Soit � une partition �xée de n. Notons �0 = (�01; : : : ; �0̀ 0) la partitionconjuguée de �. Pour 1 � k � n, nous dé�nissons�k(�) = �01 + �02 + � � � + �0k (3.37)



3.3. CAS D'UN ALPHABET 65avec la convention que �0j = 0 si j > `0.Théorème 3.26 Pour � une partition de nI�(X) = 
hr(X ) ; X � Xn; jX j = k; r > �k(�)� k�: (3.38)La preuve se fait en plusieurs étapes. Appelons ~I�(X) l'idéal dé�ni aumembre de droite de (3.38).Proposition 3.27 Nous avons l'inclusion~I�(X) � I�(X): (3.39)Preuve. Il nous faut montrer que tout polynôme hr(X ) avec X � Xn; jX j =k; r > �k(�) � k annule tout polynôme de Garnir �T (X). La preuve estrendue très simple grâce aux opérateurs de sauts et au Principe 3.18. Ene�et, considérons la partition � dans laquelle on choisit k cases (marquéesd'une � sur la �gure suivante).
Les �gures ci-dessus donnent les choix des cases fournissant le plus grandnombre de trous pouvant monter, que ce soit dans le cas k � �1 (dessinde gauche) ou k > �1 (dessin de droite). On constate que dans les deuxcas, �k(�)� k trous au plus peuvent monter. Donc hr(X ) annule �T (X).A�n d'énoncer la proposition suivante, reprenons les notations introduitesen [14]. Soit une partition � et une ligne i du diagramme de Ferrers � ; pourcela i � `�1 où ` est la hauteur (longueur) de �. Notons alors �(i) la partitionobtenue en enlevant du diagramme � le plus bas coin situé sur la ligne i ouau-dessus de celle-ci. Notons alors B� l'ensemble de monômes obtenus parla récurrence : B� = `�1[i=0 xinB�(i) (3.40)



66 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESavec la condition initiale que B� = f1g si � = (1). Dans (3.40), xinB�(i) estl'ensemble des monômes obtenus en multipliant les éléments de B�(i) par xin.Proposition 3.28 Nous pouvons réduire tout élément de Q [Xn ] comme com-binaison linéaire de B�(X) modulo ~I�(X), donc en particulier :dimQ [X ]=~I�(X) � n!=�! : (3.41)Preuve. La preuve est ici plus simple que celle de la proposition analogue(Proposition 4.2) de [14], car l'utilisation de polynômes symétriques homo-gènes est plus adaptée que celle de polynômes symétriques élémentaires.Nous voulons montrer que tout monôme Xp = xp11 � � � xpnn peut s'écrireXp = Xm�2B� cm�m�: (3.42)La preuve se fait par une double récurrence, croissante sur n puis décroissantesur pn. Si n = 1, le résultat est trivial. Supposons-le vrai jusqu'à n � 1(appelons H1 cette hypothèse). Si pn � �01 alors xpnn � 0 modulo ~I�(X) carhr(xn) 2 ~I�(X) dès que r > �1(�)� 1 = �01 � 1.Supposons alors le résultat vrai pour pn � i (hypothèse H2) et considé-rons Xp = xp11 � � � xpn�1n�1 xi�1n . D'après H1, on peut écrire ce monôme sous laforme Xp = xi�1n Xm�2B�(i) cm�m� +XA(Xn�1)xi�1n hr(X ) (3.43)où A(Xn�1) désigne un polynôme quelconque en Xn�1 = (x1; : : : ; xn�1) etX est tel que X � Xn�1, jX j = k et r > �k(�(i))� k. Observons que�k(�(i)) = � �k(�)� 1 si k � �i;�k(�) si k < �i:Si k < �i, alorsr > �k(�(i))� k = �k(�)� k =) hr(X ) 2 ~I�(X):Si maintenant k � �i, alors �k(�(i)) � k = �k(�) � k � 1 et il faut doncs'intéresser au cas r = �k(�(i))� k + 1.On utilise hr(X ) = hr(X ; xn)� xnhr�1(X ; xn) (3.44)



3.3. CAS D'UN ALPHABET 67pour réécrire le terme problématique de (3.43) sous la formeA(Xn�1)xi�1n hr(X ) = A(Xn�1)xi�1n hr(X ; xn)�A(Xn�1)xinhr�1(X ; xn):(3.45)D'après H2, le second terme du membre de droite de (3.45) peut s'écriremodulo ~I�(X) comme combinaison linéaire d'éléments de B�. Il nous reste àprouver que dans le premier terme du membre de droite de (3.45), le produitxi�1n hr(X ; xn) est dans ~I�(X).Pour cela, observons que si k � �0i (ce qui implique �0k+1 < i), alors�k(�(i)) = �k(�)� 1 = �k+1(�)� �0k+1 � 1 > �k+1(�)� i� 1;donc r + i� 1 = �k(�(i))� k + 1 + i� 1 > �k+1(�)� (k + 1): (3.46)De plus en itérant (3.44), on axi�1n hr(X ; xn) = hr+i�1(X ; xn)� i�1Xl=1 hr+l(X )xi�1�ln (3.47)Nous réglons �nalement le cas des deux termes du membre de droite de (3.47)� pour l > 0, hr+l(X ) 2 ~I�(X) car r + l > r = �k(�)� k ;� hr+i�1(X ; xn) 2 ~I�(X) car r+ i�1 > �k+1(�)� (k+1) d'après (3.46).Preuve (du Théorème 3.26). Achevons maintenant la preuve du Théo-rème 3.26. L'inclusion (3.39), associée àn!=�! = dimQ [X ]=I�(X) � dimQ [X ]=~I�(X) � n!=�!implique l'égalité ~I�(X) = I�(X), donc (3.38).Remarque 3.29 La preuve du Théorème 3.26 revient à la constructiond'une base de Gröbner G�(X) pour I�(X) relativement à l'ordre lexicogra-phique et à l'application du Principe 3.5. En e�et, si l'on observe l'équation(3.44), on constate que l'on réduit modulo I�(X) le monôme dominant duterme de gauche en monômes plus petits pour l'ordre lexicographique. Ene�et soit Q 2 I�(X), on le réduit (à zéro car il est dans I�(X)) via le procédéutilisé dans la preuve du Théorème 3.26. Ceci assure que son monôme do-minant est divisible par le monôme dominant d'un des polynômes que nousmanipulons (la base de Gröbner n'est pas explicitement construite).



68 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESRemarque 3.30 Une application du Théorème 3.26 est l'assertion suivante :� � � =) M�(X) �M�(X) (3.48)où l'ordre sur les partitions est l'ordre dominant, introduit en (1.22).En e�et : � � �) �k(�) � �k(�)) I�(X) � I�(X);ce qui implique (3.48) en passant au quotient.Faisons maintenant le lien avec la description de Tanisaki de I�(X).Tanisaki [59], avec une preuve simpli�ée dans [14], montre queI�(X) = 
er(X ) ; X � Xn; jX j = k; r > k � �n� �n�k(�)��= 
er(X ) ; X � Xn; jX j = n� k; r > �k(�)� k�: (3.49)À la lumière du lemme suivant, le Théorème 3.26 apparaît comme la des-cription duale de celle de Tanisaki pour l'idéal I�(X). Plus précisément, enutilisant l'idéalI1n = h er(X) : r > 0 i = h hr(X) ; r > 0 i � I�(X); (3.50)nous avons :Lemme 3.31 Pour X � Xn notons X = XnnX , alorshr(X ) � (�1)rer(X ) mod I1n : (3.51)Preuve. Nous savons que er(X ) et hr(X ) sont les coe�cients de tr dansEX (t) = Yi2X(1 + txi) et HX (t) = Yi2X 11� txirespectivement. Comme X [X = X est une union disjointe, nous avons queEX (t)=HX (�t) = EX(t) � 1 mod I1n . Donc EX (t) � HX (�t) mod I1n etle résultat en découle.3.4 Cas des équerresReprenons le cas des équerres, déjà étudié dans la section 2.4, dont nousreprenons les notations. Soit donc � une partition de n dont le diagrammede Ferrers est une équerre, i.e. � = (A+ 1; 1L) avec A+ L+ 1 = n. Dans cecas précis, nous allons obtenir une description explicite de l'idéal annulateurI� et construire une base pour M�, associée à une base de Gröbner de I�,en accord avec le principe exposé dans la section 3.1.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 693.4.1 ConstructionLa construction se fait de la façon �très visuelle� suivante. Prenons unaxe horizontal sur lequel on suppose qu'il y a A+ L places.Dé�nition 3.32 Une forme associée à la partition � est construite de la fa-çon suivante : on choisit A places sur l'axe pour être les places des colonnes-yet les L autres seront les places des colonnes-x. Les A colonnes-y comportentA;A� 1; : : : ; 1 cases au-dessus de l'axe et sont rangées par ordre de hauteurdécroissante. Les L colonnes-x comportent L;L � 1; : : : ; 1 cases au-dessousde l'axe et sont rangées par ordre de profondeur décroissante.La �gure suivante donne un exemple de forme
y

xassociée à la partition : � = (4; 14) de n = 8.
Nous allons maintenant placer des croix dans les colonnes et obtenir ainsides dessins. Comme nous ne distinguerons pas deux dessins ayant le mêmenombre de croix dans chaque colonne, nous placerons les croix près de l'axe.Dé�nition 3.33 Un dessin est constitué d'une forme dans laquelle sont pla-cées des croix respectant les règles de répartition suivantes :1. le nombre de croix dans une colonne-x de profondeur p est un entierquelconque nx avec 0 � nx � p ;2. le nombre de croix dans les colonnes-y dépend des croix-x. Considéronsune colonne-y de hauteur h. Si elle n'a aucune colonne-x à sa droite,alors le nombre de croix est un quelconque entier ny, 0 � ny � h.



70 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESPar contre, si la colonne-y a au moins une colonne-x à sa droite, onregarde la première (i.e. la plus grande) de ces colonnes qui soit unie.On appelle unie une colonne n'ayant que des cases blanches (zéro croix)ou que des cases croisées (le nombre de croix est égal à la profondeurde la colonne). Remarquons qu'il y a toujours une colonne unie, aumoins celle de profondeur 1. Deux cas se présentent alors :� si cette colonne-x est toute blanche, on impose au moins une croixdans la colonne-y ;� si elle est toute croisée, on impose au moins une case blanche dansla colonne-y.Remarque 3.34 La famille de dessins que nous venons d'introduire est in-variante sous l'opération qui intervertit les cases blanches et les cases croisées.Nous appellerons cet opérateur �ip (il est di�érent du Flip introduit par A.Garsia et M. Haiman dans [26], que nous noterons avec une majuscule).La �gure suivante donne un exemple de dessin associé à la forme donnéeci-dessus ; est aussi représenté le système d'indice utilisé : chaque place porteun indice i, variant de 1 à n� 1 de la gauche vers la droite.
y

x

    1
  2

 3

 4  5

 6

 7

Nous noterons D l'ensemble des dessins construits via la Dé�nition 3.33.L'intérêt (qui apparaîtra clairement plus tard) de ces dessins est qu'ilssont doubles : une partie croisée, que nous noterons usuellement S et unepartie blanche, que nous noterons T .Par exemple, pour le dessin précédent, nous avons :
S =



3.4. CAS DES ÉQUERRES 71
T =

De même que pour les dessins, nous noterons avec des symboles calligra-phiques S et T les ensembles des S et T lorsque le dessin D décrit D toutentier.Après avoir dé�ni les dessins, nous devons introduire les monômes et lesopérateurs di�érentiels qui leur sont associés.Dé�nition 3.35 Le monôme associé à la partie croisée S d'un dessin estdé�ni comme MS(X;Y ) = n�1Yi=1 xnx(i)i yny(i)i (3.52)où nx(i) et ny(i) désignent respectivement le nombre de cases-x et -y en placei dans S. Nous dé�nissons de la même manière MT et@D = @S = MS(@); @T = MT (@) (3.53)les opérateurs de dérivation associés à S (nous le noterons souvent @D) et àT . Dans le cas de l'exemple donné sur les trois dernières �gures, nous avons :MS = y21x2x4x25y6, MT = y1x32y23x24x7 et @D = @y21@x2@x4@x25@y6.Nous appliquons alors les opérateurs monomiaux à ��.Dé�nition 3.36 La famille B = B� de polynômes que nous considérons estalors dé�nie de la façon suivante :B = f@D�� ; D 2 Dg: (3.54)Remarque 3.37 Une remarque importante est donnée par l'identité ci-dessous, valable pour tout dessin D = (S; T ) :@S@T�� 2 Znf0g: (3.55)Ceci est une conséquence récursive de@xAi �(1A;L+1)(X;Y ) = A!�(1A�1 ;L+1)(X n fxig; Y n fyig)et @yLi �(1A;L+1)(X;Y ) = L!�(1A;L)(X n fxig; Y n fyig):



72 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES3.4.2 ÉnumérationNous voulons ici véri�er que la famille B, donc la famille de dessins D ale bon cardinal, i.e. établir la proposition suivante.Proposition 3.38 Le nombre de dessins D 2 D est égal à n!.Preuve. Comme le nombre de choix pour une colonne-y ne dépend que dela forme du dessin (et non des croix-x), nous obtenons facilement l'égalitésuivante, où k1 représente le nombre de colonnes-y à droite de la dernièrecolonne-x :Xk1+k2=A 2 � 3 � � � (k1 + 1) � (k1 + 1) � � � (k1 + k2) � (L+ 1)! �k2 + L� 1k2 �
= L(L+ 1)A! AXk2=0 (k2 + L� 1)!k2! (A+ 1� k2)= (L+ 1)!A! AXk2=0�L� 1 + k2L� 1 ��A+ 1� k21 �= (L+ 1)!A!�A+ L+ 1L+ 1 � = (A+ L+ 1)!grâce à la formule de Chu-Vandermonde ([18], p. 163).3.4.3 Preuve que la famille de polynômes engendre M� etobtention de l'idéal annulateurNous montrons ici que la famille B = f@D��gD2D engendre M�. Pourcela, nous étudions attentivement I�, l'idéal annulateur de ��.3.4.3.a Étude de I�Pour P; Q deux polynômes, nous écrivons P � Q si P (@)�� = Q(@)��,i.e. P � Q 2 I�. Nous notons, conformément à la Dé�nition 1.12, hk la k-ième fonction symétrique homogène. Nous noterons aussi X une partie del'alphabet (x1; x2; : : : ; xn), Y une partie de (y1; y2; : : : ; yn), et jX j et jYj leurscardinaux respectifs. Nous posons également �X =Qx2X x et �Y =Qy2Y y.Le fait que P (@)�� = Q(@)�� équivaut à P � Q 2 I� entraîne quemontrer qu'une famille de dérivées de �� engendreM� passe par une bonne



3.4. CAS DES ÉQUERRES 73connaissance de l'idéal annulateur I�. Nous établissons tout d'abord les pro-priétés suivantes.Proposition 3.39 Nous avons :1. pour tout 1 � i � n, xiyi � 0 ;2. �X � 0 dès que jX j > L ;3. �Y � 0 dès que jYj > A ;4. pour tout polynôme symétrique homogène P de degré strictement posi-tif, P � 0.Preuve. La quatrième assertion est claire d'après la Remarque 3.10.Les autres proviennent d'une observation attentive de la forme détermi-nantale de �� quand � = (A+1; 1L). Prenons l'exemple suivant : � = (3; 14),i.e. A = 2 et L = 4 alors :
�(3;14) = ��������������

1 x1 x21 x31 x41 y1 y211 x2 x22 x32 x42 y2 y221 x3 x23 x33 x43 y3 y231 x4 x24 x34 x44 y4 y241 x5 x25 x35 x45 y5 y251 x6 x26 x36 x46 y6 y261 x7 x27 x37 x47 y7 y27
�������������� :

Nous constatons l'absence de terme xiyi, la présence de termes en xi sur L =4 colonnes et de termes en yi sur A = 2 colonnes. Ceci implique les trois pre-miers points de la proposition dans ce cas particulier et il est aisé de voir quele cas général se traite de même.Nous déduisons alors de ces quatre propriétés via de simples récurrencesles propositions suivantes. Les preuves ne sont ici qu'esquissées. La raison enest donnée à la Remarque 3.44Proposition 3.40 Si Y est un sous-alphabet de Yn,hk(Y) � 0 (3.56)dès que k > 0 et k + jYj > n.Preuve. Ceci est facilement prouvé par récurrence décroissante sur jYj. Nousavons en e�et hk(y1; : : : ; yn) � 0



74 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESpour tout k > 0, et pour tout y 62 Y la relation suivante :hk(Y; y) = hk(Y) + yhk�1(Y; y):Proposition 3.41 �Yhk(Y 0) � 0 (3.57)dès que k > 0, k + jYj > A et Y � Y 0.Preuve. La preuve se fait par récurrence décroissante sur jY 0j.Proposition 3.42 hk(Y)hl(X ) � 0 (3.58)dès que k > 0, l > 0, k + l + jYj+ jX j � 2n et X � Y ou Y � X .Preuve. Nous ne montrons le résultat que lorsque k+ jYj = n et l+ jX j = n(les autres cas sont des conséquences de la Proposition 3.40).On procède alors par une récurrence initialisée par :h1(x1; : : : ; xn�1)h1(y1; : : : ; yn�1) � 0qui est une conséquence de la Proposition 3.40 et de xnyn � 0.Proposition 3.43 hk(Y)hl(X ) � 0 (3.59)dès que k > 0, l > 0 et� soit Y � X et k + l + jYj > n,� soit X � Y et k + l + jX j > n.Preuve. Elle se fait par récurrence croissante sur � = 2n�(k+ jYj+l+ jX j).Le cas � � 0 se réduit à la Proposition 3.42. Supposons alors le résultatvrai jusqu'à � � 1 et 2n � (k + jYj + l + jX j) = � > 0. Par symétrie, nousconsidérons le cas Y � X et k+ l+ jYj > n. Si l > 1, alors pour tout xi 62 X ,nous écrivons :hk(Y)hl(X ) � hk(Y)hl(X ; xi)� xihk(Y)hl�1(X ; xi)� hk(Y)hl(X ; xi)� xihk(Y; yi)hl�1(X ; xi) � 0



3.4. CAS DES ÉQUERRES 75par récurrence.Si l = 1, alors jYj+ k � n et nous avons pour tout xi 62 X :hk(Y)h1(X ) � hk(Y; yi)h1(X )� yihk�1(Y)h1(X ; xi):Le premier terme est nul d'après la Proposition 3.40. On prouve alors quele second terme est également nul par récurrence décroissante sur jX j (lerésultat étant vrai pour n), car n� k � jYj � jX j ) n� jX j � k.Remarque 3.44 L'intérêt de ces preuves réside dans le fait qu'elles per-mettent d'obtenir l'appartenance à I� de tous les polynômes décrits dansles propositions précédentes, uniquement à partir des propriétés décrites àla Proposition 3.39. Ce sont les preuves originales que l'on trouve dans [4].Cependant une meilleure connaissance des opérateurs de sauts transformeles propositions précédentes en applications (presque) immédiates des Pro-positions 3.11 et 3.14 et du Principe 3.18. Malgré tout cette approche resteutile a�n d'obtenir, comme nous le verrons au Théorème 3.46 une descriptionplus simple de l'idéal annulateur dans le cas des équerres.3.4.3.b ApplicationNous allons maintenant montrer que toute dérivée monomiale de �� estune combinaison linéaire de la famille f@D��gD2D.Théorème 3.45 La famille de polynômes f@D��gD2D engendre l'espaceM�.Preuve. Nous voulons réduire toute dérivée monomiale dans notre famille.Pour cela, nous commençons par associer tout monôme (de dérivation) à unpaquet de croix de la même façon que nous avons fait correspondre les dessinset les monômes. Par exemple le paquet associé au monôme x1x2y2y34x5 est :
Considérons un paquet P qui n'est pas un dessin. Observons tout de suiteque si notre monôme M associé au paquet P possède, comme celui ci-dessusun facteur xiyi, il tue �� et il n'y a rien à faire. Nous écartons ce cas et



76 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESregardons l'anomalie la plus à droite, i.e. la place de P la plus à droite quiempêche P d'être un dessin (nous quali�ons cette place de coupable).- Cas 1 : le paquet P ne peut pas être mis dans un ensemble de colonnesordonnées (i.e. dans la forme d'un dessin). Ceci donne quatre sous-cas. Supposons que la colonne coupable soit une colonne-y. Nous nepouvons pas augmenter la taille de notre colonne-y en plaçant une deplus à sa droite. Soit parce que chaque colonne-y à sa gauche a unecroix (cas 1a), ou parce qu'il n'y a pas de première colonne-x unieblanche à droite (cas 1b). Si la colonne coupable est une colonne-x,nous obtenons les cas 1c (chaque colonne-x à gauche a au moins unecroix) et 1d (il n'y a pas de première colonne-y unie blanche à droite).Comme les règles ne sont pas invoquées ici, il y a symétrie entre x ety.- Cas 2 : le paquet P peut être placé dans une forme mais les règles ne sontpas satisfaites. Soit pour les cases blanches (cas 2a), soit pour les croix(cas 2b).Notre objectif est de montrer, en utilisant les propositions énoncées en(3.4.3.a) que le monôme associé à un paquet P peut être écrit modulo I�comme une combinaison linéaire de monômes strictement plus petits pourl'ordre lexicographique inverse en deux alphabets dé�ni de la façon suivanteXpY q > Xp0Y q0 () (p;q) � (p0;q0) 2 Z2n(�) (3.60)où Z2n(�) est l'ensemble des 2n-uplets d'entiers dont la dernière composantenon nulle est négative. Nous étudions chacun des cas décrits ci-dessus.� Le cas 1b avec aucune colonne-x à droite est résolu grâce à la Propo-sition 3.40, de même que le cas 1d avec aucune colonne-y à droite.� Les cas 1a et 1c sont symétriques et traitées par la Proposition 3.41 :nous notons que la hauteur de la h-ième colonne-y est A�h+1. Si ellecomporte k+1 croix, il y a un problème si k+h > A. Mais alors il estréglé par la Proposition 3.41 : nous prenons Y 0 = Y = fi1 < � � � < ihg,les places des colonnes-y à gauche de la colonne h, chacune d'entreelles ayant au moins une croix. Le monôme M associé à P est alors unmultiple de �Yykih � �Y(ykih � hk(Y))et tous les monômes apparaissant dans le développement du terme dedroite sont pour l'ordre (3.60) plus petits que le monôme de gauche.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 77La compatibilité multiplicative des ordres monomiaux permet alors deconclure.� Le cas 2a est réglé immédiatement en intervertissant les colonnes im-pliquées.Les seuls cas qui restent sont maintenant les cas 1b (resp. 1d) avec unepremière colonne-x (resp. -y) croisée et le cas 2b.� Commençons par le cas 2b.
 
l

k
 k’ col.−y

l’ col.−x

k’’ colonnes−y

l’’ colonnes−x

Nous constatons qu'il y a une anomalie si simultanément :� k = k0 + k00 + 1,� l = l00 + 1,� il y a une croix dans chacune des l0 colonne-x situées entre lesdeux colonnes représentées sur la �gure.Posons :� Y l'ensemble des places à gauche de la colonne-y, plus la place dela colonne-y, plus les l0 places des colonnes-x entre la colonne-yet la colonne-x sur P , plus la place de la colonne-x ;� X l'ensemble des places à gauche de la colonne-x plus la place dela colonne-x elle-même ;� X 0 l'ensemble des places des l0 colonnes-x entre la colonne-y et lacolonne-x de P .Nous serons capable d'exprimer le monôme correspondant à ce paquetP comme combinaison linéaire de monômes strictement plus petits parrapport à l'ordre lexicographique si nous établissons quehk(Y)hl(X ) � 0: (3.61)



78 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESEn e�et le monôme dominant de �X 0hk(Y)hl(X ) (pour l'ordre lexico-graphique), dans lequel nous enlevons les multiples de xiyi pour touti, est un diviseur du monôme associé à P .Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec jYj = n� (k0 + k00 +l00+1) et jX j = n� (k00+ l00+1). Nous avons Y � X et nous calculons :k + l + jYj � n = 1 > 0:D'où (3.61) et la preuve est complète.� Examinons maintenant le cas 1d avec une première colonne-y unie croisée.
 l

 k

  

k’ col.−y

 l’ col.−x

k’’ colonnes−y

  l’’ colonnes−xDans ce cas une anomalie se produit si :� k = k00 + 1,� l � l0 + l00 + 2,� il y a une croix dans chacune des k0 colonnes-y situées entre lesdeux colonnes apparaissant sur la �gure.Nous procédons comme dans le cas précédent. Nous voulons encoreutiliser la Proposition 3.43 pour montrer quehk(Y)hl(X ) � 0 (3.62)avec Y correspondant à toutes les places strictement à gauche de lacolonne-y sur le paquet P et X correspondant à toutes les places jusqu'àla colonne-x, plus les places des k0 colonnes-y situées entre la colonne-xet la colonne-y.Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec jX j = n� (l0 + k00 +l00 + 2) et jYj = n � (k00 + l00 + 1). Nous avons bien X � Y et nouscalculons : k + l + jX j � n � 1:D'où (3.62) et ce cas est également réglé.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 79� Il su�t d'observer que le cas 1b avec une première colonne-x unie croiséese traite comme le cas 2b.La preuve du Théorème 3.45 est ainsi achevée.3.4.3.c Conclusion : application à I�Nous pouvons déduire de ce qui précède une base explicite pour l'idéalannulateur I� quand � est une équerre, car les quatre simples propriétés dela Proposition 3.39 se sont avérées su�santes pour montrer que notre famillede polynômes est génératrice de M�.Théorème 3.46 Si nous notons comme d'habitude hGi l'idéal engendré parune partie G, alors pour une partition � de n en forme d'équerre, � = (A+1; 1L), nous avons :I� = � hi(Xn); 1 � i � n ; hi(Yn); 1 � i � n ;xiyi; 1 � i � n ; �X ; jX j = L+ 1 ; �Y ; jYj = A+ 1 � . (3.63)Preuve. Notons I l'idéal dé�ni dans le membre de droite de (3.63). Noussavons d'après la Proposition 3.39 que I � I�. Nous raisonnons par l'ab-surde et supposons que I 6= I�. Par conséquent il existe un polynôme Qdans I�nI. D'après la preuve du Théorème 3.45, nous pouvons le décompo-ser sous la forme Q = S + R, où S est une combinaison linéaire d'élémentsde notre famille et R un élément de I. En prenant les opérateurs de déri-vation associés et en les appliquant à ��, on obtient S(@)�� = 0. Commenous le verrons dans les paragraphes suivants (indépendance linéaire deséléments de B : Théorème 3.48), ceci implique que S = 0, et P = Q 2 I.Remarque 3.47 La preuve du Théorème 3.45 est équivalente à la construc-tion d'une base de Gröbner G� pour I� quand � est une équerre et à l'ap-plication du Principe 3.5 : notre famille de monômes que l'on applique à ��pour obtenir B correspond aux monômes qui ne sont divisibles par aucundes éléments de M�, ensemble des monômes dominants de G�. Tout se passecomme à la Remarque 3.29, la construction étant même plus explicite dansce cas.3.4.4 Preuve de l'indépendance : exposition et réduction duproblèmeNous allons maintenant prouver l'indépendance linéaire de notre familleB. En e�et, même si le fait (cf. section 2.4) que la conjecture n! est vraie



80 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESentraîne que si notre famille est génératrice alors elle est également libre etc'est une base de M�, il est intéressant d'obtenir une preuve adaptée auxobjets considérés et indépendante d'autres constructions. Le cheminementde la preuve est de plus intéressant en lui-même.Théorème 3.48 La famille B = B� = f@D:��gD2D est linéairement indé-pendante. C'est donc une base de M�.La preuve est décomposée en plusieurs étapes et occupera toute la �n decette section.Lemme 3.49 S ou T détermine le dessin D dont il est tiré.Preuve. En e�et, nous pouvons recontruire la forme du dessin D à partirde S en procédant de la gauche vers la droite. La méthode est la suivante :s'il y a des croix à la place que l'on examine, on complète la colonne enrespectant les tailles des colonnes successives. S'il n'y a pas de croix, onregarde les croix-x à droite. Si on peut les placer dans une colonne de moinsque celles qui nous restent à placer à droite, alors pour respecter la règle 2 dela Dé�nition 3.33, on place une colonne-x à la place vide considérée. Sinonon place une colonne-y.La méthode est la même pour T par invariance de la famille sous l'actionde �ip.Nous pourrons donc manipuler indi�éremment les dessins D ou leursparties blanches T ou croisées S.Un des intérêts de la famille de dessins D 2 D est qu'ils sont doubles :une partie croisée (S) et une partie blanche (T ). Cet intérêt se matérialisedans la dé�nition suivante, inspirée de la Remarque 3.37.Dé�nition 3.50 Soient D = (S; T ) et D1 = (S1; T1) deux dessins di�é-rents ; nous dirons que D1 est un �ls de D si@T @S1�� 2 Znf0g: (3.64)Si l'on répète ce procédé, on obtient la notion de descendant. Nous noteronsT + S1 l'addition place par place des cases de T (préalablement croisées) etde celles de S1.Le point crucial de la preuve du Théorème 3.48 est le lemme suivant.Lemme 3.51 Pour prouver l'indépendance linéaire de B, il est su�sant demontrer qu'un dessin donné ne peut pas être son propre descendant, c'est-à-dire que le procédé de �liation ne fait pas de �boucle�.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 81Preuve. Supposons qu'il n'y a pas de boucle et qu'on a une relation dedépendance linéaire non trivialeXS2S cS@S�� = 0 (3.65)Nous prenons alors un S0 qui a un cS0 non nul et qui n'a pas de �ls ayantun coe�cient cS non nul. On applique alors @T0 à (3.65) et d'après la Dé-�nition 3.50 et la Remarque 3.37, on obtient cS0 = 0, ce qui est absurde.Nous avons ainsi réduit le problème à prouver qu'il n'y a pas de boucle.Il est su�sant de montrer qu'un dessin est di�érent de tous ses descendantsayant la même forme que lui, i.e. les colonnes-x aux mêmes places. SoitD = (S; T ) un dessin et D0 = (S0; T 0) un descendant de D ayant la mêmeforme. Nous voulons montrer que D 6= D0.3.4.5 Preuve de l'indépendance : la notion de complétudePour expliquer cette notion de complétude, prenons D1 un dessin et D2un de ses �ls.Dé�nition 3.52 Nous dé�nissons sur les places de D2 une notion de com-plétude (relative aussi à D1) de la façon suivante. Nous dirons que les k pre-mières places de D2 sont complètes si les hauteurs des colonnes-y de T1+S2dans ces k places sont A;A� 1; A� 2; : : : (ordonnées en lisant de la gauchevers la droite) et si nous avons la même chose pour les colonnes-x.Nous voudrions maintenant obtenir une caractérisation plus quantitativede la complétude. Pour cela nous devons introduire de nouvelles dé�nitions.Nous considérons les parties gauches des dessins D1 et D2 constituées desk� 1 premières places. Les grandeurs dé�nies ci-après ne sont relatives qu'àces parties. Nous dé�nissons wx (resp. wy) comme le nombre de colonnes-y(resp. -x) de D1 ayant été remplacées dans D2 par une colonne-x (resp. -y)unie blanche. Nous dé�nissons bx (resp. by) comme le nombre de colonnes-x(resp. -y) unies croisées de D1 ayant été remplacées dans D2 par une colonne-y (resp. -x). Nous introduisons alors :d = wx � wy et d0 = bx � by: (3.66)Il est bon de noter que d et d0 sont relatifs aux k � 1 premières places.Comme le problème est symétrique en x et y (du moment que l'on n'uti-lise pas les règles de construction), nous pouvons nous restreindre au cas où



82 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESon dérive par rapport à yk, i.e. il y a une colonne-y en place k. Le cas symé-trique (en x) a une caractérisation similaire, avec des signes opposés pour det d0. Nous introduisons alors les notations suivantes : b1 (resp. b2) le nombrede cases blanches en place k dans D1 (resp. D2) et c1 (resp. c2) le nombrede croix. La caractérisation peut alors être énoncée de la façon suivante.Caractérisation 3.53 Soit D1 un dessin et D2 un de ses �ls et supposonsque les k � 1 premières places de D2 sont complètes. Alors, la k-ième estcomplète si l'une des conditions suivantes est véri�ée :1. en place k dans D1 et D2 il y a une colonne-y et b2 = b1 + d etc2 = c1 + d0 (chacune de ces égalités impliquant l'autre) ;2. en place k, il y a une colonne-x croisée dans D1 (i.e. b1 = 0) et unecolonne-y dans D2, et b2 = d ;3. en place k, il y a une colonne-y dans D1 et une colonne-x blanche dansD2 (c2 = 0), et c1 = �d0.Preuve. Pour prouver ce résultat, nous commençons par observer que laProposition 3.39 interdit la présence simultanée de croix-x et -y : quand �est une équerre, @xi@yi�� = 0. Nous devons alors analyser les trois cassuivants selon les colonnes apparaissant en place k :1. D1 et D2 ont une colonne-y ;2. D1 a une colonne-x croisée et D2 une colonne-y ;3. D1 a une colonne-y et D2 une colonne-x blanche.Nous traitons ces trois cas.1. Cas 1 : si dans T1 + S2 les hauteurs des colonne-y aux k � 1 premièresplaces sont A, A� 1, : : : , A� l+ 1 et si notre colonne-y est la h-ièmede D2, nous avons l = h� 1+d. La hauteur de la colonne-y de T1+S2en place k est au plus A� l. Mais si nous observons que la hauteur dela h-ième colonne-y de D2 est A� h+ 1, nous obtenons :b1 + c2 � A� l = A� h+ 1� d = b2 + c2 � d:D'où l'inégalité b2 � b1 + d (3.67)et nous observons que l'égalité dans (3.67) équivaut à la complétude.Comme b2 + c2 = b1 + c1 + d + d0 par dé�nition de d et d0, l'égalitéc2 = c1 + d0 est liée à la précédente.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 832. Cas 2 : il se traite rigoureusement de même que le Cas 1.3. Cas 3 : le raisonnement est semblable à celui du Cas 1. Si notre colonne-y est la h-ième de D1 et si dans les k � 1 premières places de T1 + S2les colonnes-y ont pour hauteurs successives A, A� 1, : : : , A � l + 1,alors l = h� 1�d0. Comme la hauteur de la colonne-y en place k dansT1 + S2 est au plus A� l, nous déduisons que c1 � �d0, avec l'égalitécorrespondant à la complétude.Remarque 3.54 Si les k � 1 premières places sont complètes mais pas lak-ième, nous observons que cela correspond à un accroissement du nombrede cases blanches dans D2 d'après les inégalités obtenues dans la preuveprécédente.Nous observons aussi que les Cas 2 et 3 ne peuvent pas se produiresimultanément car nous ne pouvons pas avoir à la même place une colonnecroisée dans D1 et une colonne blanche dans D2 puisqu'il y a au moins unecase en chaque place de T1 + S2.Avec cette caractérisation de la complétude, nous pouvons progresserdans la preuve du Théorème 3.48.Lemme 3.55 Si l'on a complétude sur les k premières places le long de lachaîne entre D et D0, alors la somme des paramètres d le long de la chaîneentre D et D0 est nulle, de même que celle des d0 (d et d0 relatifs cette foisaux k premières places).Pour des raisons pédagogiques, nous commençons par appliquer ce résultatet reportons sa démonstration après le Lemme 3.56.Lemme 3.56 Si nous avons complétude sur les k premières places entre Det D0, alors ces deux dessins sont identiques sur les k premières places.Preuve. Nous utilisons le Lemme 3.55. En e�et nous notons que si nousconservons une colonne-x ou une colonne-y en place k le long de la chaîneentre D et D0, le résultat est trivial car, d'après le Lemme 3.55, la sommedes paramètres d est égal à zéro. Avec des notations évidentes nous avonsalors : b0 = b+P d = b. Maintenant si la forme change en place k, observonsles deux cas possibles suivants (par symétrie nous ne considérons que leschangements pour une colonne-y) :



84 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES
    1 :

   2 :

   1 :

   2 :où les �èches simples représentent une seule génération, les �èches pointilléeséventuellement plusieurs générations, mais à forme �xée en place k.Au vu de la Caractérisation 3.53, nous observons que nous avons dansles deux cas : b2 = b1 + d; c2 = c1 + d0, comme si nous n'avions pas changéde forme ; la preuve de ceci est immédiate en regardant les d à gauche et lesd0 à droite.D'après le Lemme 3.55, nous sommes maintenant capable de retirer lacondition que la forme ne change pas au niveau des �èches pointillées. Ene�et, nous commençons par raisonner sur des chaîne du type ci-dessus, puisnous pouvons ignorer le changement de forme. Par itération, on obtient le ré-sultat dans le cas général (analogie avec un chemin de Dick sur lequel on retiresuccessivement les séquences _ et ^).Preuve (du Lemme 3.55). Ceci se fait par récurrence sur k. Si k = 1, lerésultat est évident. A�n de prouver le résultat pour k, nous raisonnons parl'absurde et supposons par exemple P d > 0, i.e. d'après la formule (3.66)dé�nissant d, que notre colonne (on la suppose -y en D et D0) a changé deforme plus de fois par apparition d'une colonne-x blanche que par apparitiond'une colonne-y blanche. Observons la sous-chaîne de la �gure suivante.
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Soit h1 la hauteur de la colonne-y du dessin 1 et h01 la profondeur de lapremière colonne-x à sa droite. Nous observons que b4 = d3 � 0 (Cas 2 dela Caractérisation) et que d2 = h01 � d1 � d01 car b3 = 0 = b2 � d2 (Cas 1).D'où : d1 + d2 = h01 � d01.Nous visualisons alors les changements de forme en place k entre D etD0 sur la représentation suivante.
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yLes ordonnées paires correspondent à une colonne-y en place k, les im-paires à une colonne-x. Un pas nord-est est soit l'apparition d'une colonne-xblanche ou la disparition d'une colonne-x croisée (selon les ordonnées im-



86 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESpaires ou paires) et une ligne sud-est est soit l'apparition d'une colonne-yblanche ou la disparition d'une colonne-y croisée. Les lignes pointillées sontplacées de la façon suivante. La première est placée au dernier point d'ordon-née nulle. Puis nous avons clairement deux pas nord-est. Nous recommençonsalors en prenant 2 comme nouvelle origine des ordonnées.Supposons qu'entre D et D0 il y a une seule ascension, i.e. une seule sous-chaîne 1-2-3-4. Si nous véri�ons que d0+d1+d2 > 0, où d0 est la somme desparamètres d avant l'ascension, alors comme P d = 0 entre D et D0, nousavons nécessairement des d < 0 après cette séquence, ce qui est impossiblesans une disparition d'une colonne-y. C'est ce que nous voulions montrer.Montrons alors que d0 + d1 + d2 > 0.Soit b le nombre de cases blanches en place k dans D alors b1 = b+ d0.Doù:d0 + d1 + d2 = d0 + h01 � d01 = b1 � b+ h01 � d01 = h1 + h01 � b: (3.68)Il est aisé de véri�er que h1 + h01 � b > 0.Il reste à observer que lorsqu'il y a plusieurs ascensions, le raisonnementprécédent reste valide, en considérant la dernière ascension. En e�et, il su�t,d'après ce qui précède de remplacer l'égalité b1 = b+ d0 par b1 � b+ d0, cequi ne change rien au résultat.La preuve du Lemme 3.55 est presque complète. il ne reste plus qu'àobserver que les symétries entre x et y et entre les cases croisées et blanchesnous permettent de traiter sans d'autres développements les cas restants.Lemme 3.57 S'il n'y a pas complétude totale le long de la chaîne entre Det D0 alors D 6= D0, ce qui implique le Théorème 3.48.Preuve. C'est alors une conséquence facile de la Caractérisation 3.53, duLemme 3.56 et de la Remarque 3.54. Il su�t de regarder la place la plus àgauche où la complétude n'est pas véri�ée : D0 a plus de cases blanches (etmoins de cases croisées) que D en cette place.3.4.6 Preuve de l'indépendance : �nPreuve (du Théorème 3.48, �n). Il su�t maintenant de montrer qu'il ya au moins une génération entre D et D0 où la complétude n'est pas véri�ée.Nous allons même montrer que chaque génération est non complète.Notons encore D1 = (S1; T1) et D2 = (S2; T2) deux dessins di�érents, D2�ls de D1. Si D1 et D2 ont la même forme, le résultat est évident. Il restealors à étudier le cas où D1 et D2 sont de forme di�érente. Nous raisonnonspar l'absurde et supposons qu'il y a complétude.



3.4. CAS DES ÉQUERRES 87En regardant la place la plus à gauche où la forme change, nous pouvonsconsidérer que la forme change en place 1. Les seuls cas où la non-complétuden'est pas triviale sont les suivants (remarquer qu'ici d = d0 = 0) :
cas 1

cas 2

cas 3

cas 4L'utile remarque suivante nous permet de diviser par deux le nombre decas à étudier :Remarque 3.58 D2 est un �ls de D1 si et seulement si �ip(D1) est un �lsde �ip(D2). Nous nous restreignons alors aux Cas 2 et 4.1. Cas 2 :
D2=

D1= a



88 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALESSi en place �a�(correspondant à la première colonne-x unie croisée dansD2), il y a :� une colonne-x : nous commençons par véri�er qu'en chaque placeà gauche de �a� nous avons d = 0 ; puis nous montrons que lacolonne-x dans D1 est plus petite que celle de D2, ce qui contreditb2 = b1 � d = b1.� une colonne-y : nous montrons tout d'abord que dans chaque colon-ne-x de T1 + S2 il y a au moins une case provenant de D1 et uneprovenant de D2. Ceci est absurde car il n'y a alors pas assez decolonnes-x.2. Cas 4:
D2=

D1=

Dans ce cas, si la première colonne-x unie de D1 est la l-ième, nousobservons que la colonne-x à sa gauche a au moins une case blanche,donc a une contribution dans T1 + S2. Donc à gauche de cette placeil y a déjà une colonne-x de profondeur L � l + 1 (il y a au moins lcolonnes-x dans T1 + S2 à gauche). Ceci est absurde.



89
Chapitre 4
Approche récursive etpartitions trouées
L'approche récursive de la conjecture n! que nous allons présenter vientde l'utilisation de partitions trouées �=ij, i.e. de diagrammes obtenus enenlevant au diagramme de Ferrers d'une partition � une case (i; j), que l'onappelle alors �trou�. La conjecture analogue de la conjecture n! assure que ladimension de l'espace M�=ij associé à une partition trouée est un multiplede n!. Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristiques deFrobenius bigraduées. L'aspect récursif vient du déplacement que l'on veutfaire subir au trou (i; j) sous l'action d'opérateurs de sauts. Ceci se traduit auniveau des caractéristiques de Frobenius par une récurrence à quatre termes.Celle-ci est conjecturale et renferme beaucoup d'information sur la naturecombinatoire et sur la structure de Sn-module bigradué deM�=ij . Ce chapitreest composé de quatre sections. La première expose les dé�nitions et présenteles conjectures. La seconde présente deux cas particuliers : le cas où (i; j) =(0; 0) et le cas des équerres. Les deux dernières résolvent plusieurs questionsdans le cas du sous-espace en un alphabet M�=ij(X) = M�=ij \ Q [X] : latroisième établit la récurrence à quatre termes dans ce cas particulier, via laconstruction d'une base explicite deM�=ij(X), et la quatrième est consacréeà l'étude de l'idéal annulateur deM�=ij(X), pour lequel on obtient égalementune description explicite.



90 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉES4.1 Présentation4.1.1 Dé�nitions et conjecturesNous introduisons ici le problème en suivant la présentation de [10].Dé�nition 4.1 Si � est une partition de n+ 1, nous noterons �=ij le dia-gramme obtenu en enlevant la case (i; j) du diagramme de Ferrers de �. Nousquali�erons �=ij de partition trouée et nous appellerons (i; j) son trou.Nous appellerons ombre de la case (i; j) l'ensemble des cases situées ausens large au nord-est de (i; j), i.e.S�(i; j) = f(i0; j0) 2 � ; i � i0 et j � j0g: (4.1)Nous noterons s�(i; j), ou même s s'il n'y a pas ambiguité, le cardinal del'ombre de (i; j) dans �, i.e. de la partie grisée dans la �gure suivante.
i,jNous noterons M�=i;j , ou parfois Mij , l'espace associé au diagramme�=ij. Pour étudier cet espace, nous commençons par tirer de l'action desopérateurs de sauts (Propositions 3.7 et 3.11) l'utile corollaire suivant.Proposition 4.2 Pour toute partition � et toute case (i; j) 2 �, nous avonsPh(@X)Pk(@Y )��=ij = �eh(@X)ek(@Y )��=ij= �DhXDkY��=ij =cte � ��=i+h;j+k si (i+ h; j + k) 2 �0 sinon (4.2)où nous notons DX = Pni=1 @xi et DY = Pni=1 @yi et où le symbole =ctedésigne une égalité à une constante multiplicative non nulle près.On en tire alors le résultat suivant



4.1. PRÉSENTATION 91Proposition 4.3 Soit � une partition de n+1. Alors pour toutes cases (i; j)et (i+ h; j + k) de �, nous avons :DhXDkYM�=ij =M�=i+h;j+k: (4.3)En particulier, les inclusions suivantes sont véri�ées :M�=i0j0 �M�=ij (4.4)pour toute case (i0; j0) dans l'ombre de (i; j).La conjecture qui simultanément généralise et sert d'interprétation ré-cursive à la conjecture n! est la suivante.Conjecture 4.4 Pour toute partition � de n + 1 et toute case (i; j) 2 �,l'espace M�=ij véri�e : dimM�=ij = s�(i; j):n! (4.5)où s�(i; j) est le nombre de cases dans l'ombre de (i; j) dans �.De même que la conjecture n! n'est que le pendant dimensionnel dela conjecture C = ~H, la Conjecture 4.4 admet comme forme plus précisel'énoncé suivant, qui décrit la structure de Sn-module bigradué de M�=ij .Nous notons, conformément à (1.38) et (1.39), C�=ij la caractéristique deFrobenius bigraduée deM�=ij . Nous considérons l'ensemble des partitions �obtenues à partir de � en ôtant l'un de ses coins. Nous noterons � ! � poursigni�er que � obtenue en enlevant un coin à �. Rappelons de plus (cf. �gurepage 19) que a�(s) et b�(s) désignent respectivement le bras et la jambe dela case s dans le diagramme de Ferrers �, et introduisons :c��(q; t) = Ys2R�=� tl�(s) � qa�(s)+1tl�(s) � qa�(s) Ys2C�=� tl�(s)+1 � qa�(s)tl�(s) � qa�(s) (4.6)où R�=� (resp. C�=�) représente l'ensemble des cases de � qui sont dans lamême ligne (resp. colonne) que la case que nous devons retirer de � pourobtenir �.Conjecture 4.5 Pour tout (i; j) 2 �, nous avonsC�=ij(x; q; t) =X�!� c��(q; t) ~H���+�(x; q; t) (4.7)où � est le diagramme de Ferrers contenu dans l'ombre de (i; j) dans � etle symbole � � � + � représente la partition obtenue en remplaçant � par �dans l'ombre de (i; j).



92 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESL'intérêt des partitions trouées est qu'elles fournissent une approche com-binatoire des conjectures n! et C = ~H. Le résultat suivant révèle cette in-terprétation en termes de caractéristique de Frobenius bigraduée, donc auniveau de la structure �ne de Sn-module des espaces M�=ij .Théorème 4.6 La validité de la relation (4.7) pour toute case (i; j) est équi-valente à :(i) la récurrence à quatre termesC�=ij = tl � qa+1tl � qa C�=i;j+1 + tl+1 � qatl � qa C�=i+1;j � tl+1 � qa+1tl � qa C�=i+1;j+1(4.8)où on a posé l = l�(i; j) et a = a�(i; j) ;(ii) la condition aux bords que les termes C�=i;j+1, C�=i+1;j ou C�=i+1;j+1sont nuls si les cases correspondantes (i; j + 1), (i + 1; j) ou (i + 1; j + 1)sortent du diagramme �, et sont égaux à ~H�=i;j+1, ~H�=i+1;j ou ~H�=i+1;j+1quand la case correspondante est un coin de �.Nous renvoyons à [10], Theorem I.1 pour une preuve (élémentaire) de cethéorème.4.1.2 Borne supérieure pour la dimension de M�=ijLa première information soutenant la Conjecture 4.4 est le résultat sui-vant.Théorème 4.7 Pour toute partition � de n+1 et toute case (i; j) 2 �, nousavons dimM�=ij � s�(i; j):n! : (4.9)De plus, si l'égalité est véri�ée, M�=ij est alors la somme directe de s�(i; j)représentations régulières à gauche de Sn.Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de [10], Theorem 4.3.Nous réutilisons le procédé dé�ni en (2.6) qui à un tableau T de forme� associe un point �(T ) = (a(T ); b(T )) dans Q2m où m = j�j. Ici nousavons j�j = n + 1 et nous n'utilisons que les tableaux injectifs de forme �tels que l'étiquette n + 1 soit placée dans l'ombre de la case (i; j). NotonsT�=ij l'ensemble de ces tableaux qui est clairement de cardinal s�(i; j):n!.Considérons à présent [��=ij ] qui est par dé�nition l'ensemble des points deQ2n obtenu en ne gardant, pour tout tableau T de T�=ij , que les n premières



4.1. PRÉSENTATION 93entrées de a(T ) et les n premières entrées de b(T ). Notons que deux tableauxdistincts dans T�=ij donnent des points distincts dans [��=ij ] de telle sorteque cet ensemble est composé de s�(i; j):n! points de Q2n .Nous procédons alors de même que dans la section 2.2 et nous intro-duisons J[��=ij ], grJ[��=ij ] et H[��=ij ] l'idéal annulateur dans Q[Xn; Yn] del'ensemble [��=ij ], l'idéal gradué associé et l'espace des harmoniques corres-pondant. Cet espace est un multiple de la représentation régulière à gaucheet sa dimension est le cardinal de [��=ij ], à savoir :dimH[��=ij ] = s�(i; j):n! : (4.10)Il nous reste donc à montrer queM�=ij � H[��=ij ]: (4.11)Pour ceci, introduisons l'idéal suivant :I = I@xin+1@yjn+1�� \ Q [Xn ; Yn]: (4.12)Lemme 4.8 Nous avons l'égalité suivante :I��=ij = I: (4.13)Preuve. Si nous développons la forme déterminantale de�� (équation (1.2))par rapport à la dernière ligne, nous pouvons écrire :��(Xn+1; Yn+1) = X(i;j)2��xin+1yjn+1��=ij(Xn; Yn): (4.14)En dérivant (4.14), nous obtenons@xin+1@yjn+1��(Xn+1; Yn+1) = �i!j!��=ij(Xn; Yn)+ X(i0;j0)2�nf(i;j)gi0�i et j0�j xi0�in+1yj0�jn+1 ci0;j0��=i0j0(Xn; Yn) (4.15)où les ci0;j0 sont des constantes rationnelles. On en déduit alors l'égalité (4.13)car :� I � I��=ij : soit P un polynôme dans I. Ceci signi�e que P tue le termede gauche de (4.15). Il su�t alors de prendre xn+1 = 0 et yn+1 = 0pour voir que P tue ��=ij(Xn; Yn). Donc P est dans I��=ij .



94 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉES� I��=ij � I : soit P un polynôme dans I��=ij . Par (4.3), P tue tousles termes de droite dans (4.15) ; donc il tue le terme de gauche. Ceciimplique P 2 I.Lemme 4.9 Nous avons l'inclusiongrJ[��=ij ] � I: (4.16)Preuve. Soit P 2 Q [Xn ; Yn] un élément de l'idéal J[��=ij ], et dé�nissons lepolynômeQ(Xn+1; Yn+1) = P (Xn; Yn) i�1Yi0=0(xn+1 � �i0) j�1Yj0=0(yn+1 � �i0)où nous reprenons les notations de (2.6). Le polynôme Q doit forcéments'annuler sur l'ensemble de l'orbite [��]. En e�et, P s'annule sur [��=ij ] etle produit des deux autres facteurs s'annulent sur le reste de [��]. Donc enprenant les composantes homogènes de plus haut degré :h(Q) = xin+1yjn+1h(P ) 2 grJ[��]:Ceci implique que xin+1yjn+1h(P ) tue ��, ce que l'on peut écrire sous laforme h(P )(@)@xin+1@yjn+1�� = 0: (4.17)On peut alors lire (4.17) ainsi : h(P ) 2 I@xin+1@yjn+1�� . Vu que P est dansQ [Xn ; Yn] et d'après la Dé�nition 4.12, nous en déduisons (4.16).Il su�t alors de regrouper les Lemmes 4.8 et 4.9 et d'utiliser la Pro-position 2.1 pour obtenir (4.11). Ceci achève la preuve du Théorème 4.7.4.2 Deux cas particuliers4.2.1 Cas de �=00Proposition 4.10 ([10], Lemma 1.1) Soit � une partition de n+ 1 et Pune famille de polynômes de Q [Xn ; Yn]. AlorsB� = fb(@)��(Xn+1; Yn+1) ; b 2 Pg (4.18)



4.2. DEUX CAS PARTICULIERS 95est une base de M� si et seulement siB�=00 = fb(@)��=00(Xn; Yn) ; b 2 Pg (4.19)est une base de M�=00. En particulier la Conjecture 4.4 est vraie pour �=00si et seulement si la conjecture n! est vraie pour �.Preuve. En appliquant le Lemme 4.8 pour (i; j) = (0; 0), nous avons queI��=00 = I�� \ Q [Xn ; Yn]ce qui nous permet de conclure.4.2.2 Cas des équerresProposition 4.11 La Conjecture 4.4 est vraie quand � est une équerre � =(A+ 1; 1L) et (i; j) une case quelconque de �.Preuve. La Proposition 4.10 nous permet de ne considérer que le cas oùle trou ne se trouve pas en (0; 0). Par symétrie, nous ne considérons que lecas où j > 0. Notons � la partition (A; 1L) et M� l'ensemble de monômesconstruit dans la section 3.4 tel queB� = fb�(@)�� ; b� 2M�g (4.20)est une base de M� . Nous allons montrer queB�=0j = fb�(@)DhY ��=0j ; b� 2M� ; 0 � h � A� jg (4.21)est une base deM�=0j , ce qui prouve bien la Proposition 4.11 car s�(0; j) =A�j+1. D'après le Théorème 4.7, il su�t de montrer l'indépendance linéairede la famille B�=0j . Raisonnons alors par l'absurde et supposons que nousayons une relation de dépendance linéaire non triviale entre les éléments deB�=0j : Xb2B�=0j cb:b = 0: (4.22)Considérons h0 le plus petit entier entre 0 et A � j tel qu'il existe un cbnon nul relatif à un élément b = b�(@)Dh0Y ��=0j . On applique alors à (4.22)l'opérateur DA�j�h0Y . CommeDA�j�h0Y b�(@)DhY ��=0j =cte � b�(@)�� si h = h0;0 si h > h0;



96 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESon obtient une relation de dépendance linéaire entre les éléments de B� , ce quiest absurde.Remarque 4.12 Il est immédiat de voir que ce raisonnement s'applique dèsque l'ombre de (i; j) est réduite à un bras ou une jambe.4.3 Résolution en un alphabetNous allons maintenant étudier le sous-espaceM�=ij(X) =M�=ij\Q [X ]et montrer que dans ce cas la construction explicite d'une base permet dedémontrer la formule (4.8), ou plutôt la formule obtenue à partir de (4.8) enne considérant qu'un seul alphabet, i.e. en prenant q = 0. Ce travail a étéréalisé en collaboration avec F. Bergeron et N. Bergeron (cf. [5]).4.3.1 Construction de la baseLe résultat central de cette section est la construction d'une base explicitepour l'espace M�=i;j(X), où � est une partition quelconque �xée de n + 1,et (i; j) une case quelconque du diagramme de Ferrers de �. Commençonspar expliquer la construction de cette base, qui utilise l'étude de l'espaceM�(X) faite au paragraphe 3.3.2, dont nous reprenons les notations. Nousnous servirons particulièrement de la construction, via les tableaux standard,de la base B�(X) du Théorème 3.21.Nous étendons tout d'abord la notion de polynôme d'un tableau, déjàvue dans l'étude des polynômes de Garnir (paragraphe 2.3.1) dans le cas detableaux ayant pour forme une partition, à des tableaux de forme quelconque.Soit donc T un tableau injectif de forme un diagramme quelconque L. NotonsC1; : : : ; Ck les colonnes de T ordonnées de la gauche vers la droite. Danschaque colonne de T , nous ordonnons les étiquettes dans Cj suivant leur ordred'apparition de bas en haut : les Cj sont donc des sous-alphabets ordonnésde X. Nous introduisons aussi pour tout 1 � j � k le diagramme Dj quiest le diagramme colonne obtenu en remplaçant les coordonnées (i; j) descases de la j-ième colonne de L par (i; 0). Si Cj = fa1; : : : ; ahg et Dj =f(i1; 0); : : : ; (ih; 0)g, on a alors :�Dj (XCj ) = det �xisar�1�r;s�h (4.23)Dé�nition 4.13 Nous dé�nissons alors le polynôme du tableau T par :�T (X) = �D1(XC1) � � ��Dk(XCk): (4.24)



4.3. CAS D'UN ALPHABET 97Par exemple si T vaut 1 3 45 2 (4.25)alors �T (X) = det� 1 x251 x21 �� x3 � det� 1 x21 x4 � : (4.26)Soit f(a1; b1); : : : ; (am; bm)g l'ensemble des coins de � qui sont situésdans l'ombre de �, ordonnés par b1 < � � � < bm. Nous notons ici encore�l la valeur de �T (n + 1) (cf. (3.28)) pour un tableau T de forme � ayantl'étiquette n+ 1 dans le coin (al; bl).Pour un tableau standard T , notons BT l'ensemble suivant :BT = � Xm ; 0 � ms � �T (s) 	: (4.27)Pour �l la partition de n obtenue à partir de � en enlevant le coin (al; bl), labase de l'espace Ml =M�l , décrite au paragraphe 3.3.2 s'écrit alorsBl = �@Xm�T (X) ; T 2 ST�l; Xm 2 BT 	:Si T est un tableau standard de forme �l, et si on choisit un entier 0 � u � al,nous noterons T "uv le tableau de forme �=uv (avec v = bl), tel que :T "uv (r; c) = 8<: T (r; c) si c 6= v ou r < u ;T (r � 1; c) si c = v et r > u : (4.28)Comme la case (u; v) n'est pas dans �=uv, T "uv n'a pas besoin d'être dé�nien (u; v). En d'autres mots, le tableau T "uv est obtenu à partir de T endécalant de une case vers le haut les cases situées dans la colonne v qui sontsur la ligne u ou au-dessus. Pour u et v comme précédemment, nous posonsAuv = �@Xm�T"u;v(X) ; Xm 2 BT ; T 2 ST�l	: (4.29)Remarque 4.14 Il est important de noter que Auv dépend implicitementdu choix d'un coin (al; bl) de �, car v est égal à bl. De plus, on remarque queAal;bl est la base de M�l(X) décrite dans le Théorème 3.21, ce qui impliqueque la famille Aal;bl est linéairement indépendante.



98 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESDé�nissons alors B�=ij(X) = m[l=1 min(i+�l�1;al)[u=i Au;bl : (4.30)Le résultat fondamental est le suivant.Théorème 4.15 Pour � une partition de n + 1 et (i; j) une case de �, lafamille B�=ij(X) est une base de l'espace M�=ij(X).Preuve. La preuve du Théorème 4.15 est traitée dans les paragraphes sui-vants et est composée de di�érentes étapes. Pour commencer, dans le pro-chain paragraphe, nous allons montrer que tous les éléments de B�=ij(X)sont dans M�=ij(X) et calculer le cardinal de B�=ij(X) pour prouver qu'ilest donné par la formule suivante :d�=ij = n!�! Xi0>i�i0>j �i0 : (4.31)Nous montrerons ensuite son indépendance, et dans un dernier paragraphenous établirons que la dimension deM�=ij(X) est inférieure ou égale à d�=ij ,de telle sorte que B�=ij(X) engendre cet espace, ce qui complètera la preuve.4.3.2 Inclusion et énumération4.3.2.a InclusionNous commençons par véri�er que tous les éléments de B�=ij(X) sontbien dans l'espace M�=ij(X). Comme ce dernier est stable par dérivation, ilsu�t de montrer que tous les polynômes de tableaux introduits sont dansM�=ij(X). Considérons donc un tableau T , ayant un trou dans l'ombre de(i; j), i.e. en place (i0; j0) avec i0 � i et j0 � j. D'après (4.4), ��=i0j0 appartientàM�=ij . Il est aisé de voir que la Proposition 2.10 implique que �T est aussidans M�=ij(X).4.3.2.b ÉnumérationMontrons maintenant que le cardinal de B�=ij(X) est donné par (4.31).Le cardinal de Au;bl est clairementn!�! �al+1�u+i = n!�! �al+1; (4.32)



4.3. CAS D'UN ALPHABET 99ce cardinal valant bien sûr n!=�l!. Supposons que l'union (4.30) est uneunion disjointe ; ceci sera une conséquence de l'indépendance linéaire. Commechaque entier i0 indexant la sommation dans (4.31) apparaît exactement unefois dans fal + 1 � u + i ; 1 � l � m; i � u � min(i + �l � 1; al)g, nousavons alors : jB�=ij(X)j = d�=ij : (4.33)4.3.3 IndépendanceProuvons maintenant l'indépendance de la famille B�=ij(X). L'action desopérateurs de sauts s'étend sans problème au cas des polynômes de tableauxvu que dans le cas d'un tableau T injectif, le polynôme �T est un produitde déterminants de diagrammes (de dimension 1) en des sous-alphabets dis-joints.Nous en déduisons que pour un tableau standard T de forme �l (rappelonsque �l est obtenue à partir de � en enlevant le coin (al; bl)) et pour 0 � u � al,nous avons DX �T"u;v(X) =cte 8<: �T"u+1;v(X) si u < al ;0 si u = al ; (4.34)avec v = bl. Il s'ensuit alors, d'après la construction de B�=ij(X) queLemme 4.16 En utilisant les mêmes conventions que ci-dessus, nous avonsDX Au;bl =cte 8<: Au+1;bl si u < al ;f0g si u = al : (4.35)Comme Aal;bl et Au;bl ont le même nombre d'éléments, nous déduisonsde l'indépendance linéaire de Aal;bl et de (4.35) que chaque famille Au;bl estlinéairement indépendante. En appliquant l'opérateur DX dans la Dé�nition4.30, nous véri�ons facilement queB�=i+1;j(X) = DX B�=i;j(X) : (4.36)Nous achevons alors la preuve par récurrence décroissante sur i, à j �xé.Pour initialiser la récurrence, nous remarquons que l'indépendance linéaireest triviale lorsque le trou (i; j) est situé sur le bord supérieur de � car dansca cas, on retrouve la base B�(X), où � est la partition obtenue en enlevantl'unique coin de � situé dans l'ombre de (i; j).



100 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESRaisonnons par l'absurde en supposant que nous ayons une relation dedépendance linéaire entre les termes de B�=ij(X) :Xb2B�=ij (X) cb b = 0: (4.37)Appliquons alors DX à cette relation. D'après (4.36), nous obtenons unerelation de dépendance entre les éléments de B�=i+1;j(X), qui est libre parhypothèse de récurrence donc tous les coe�cients des éléments de cette fa-mille sont nuls. En revenant à (4.37), on obtient une relation de dépendanceentre les termes de Aam;bm car DX Aam;bm = f0g etd�=i+1;j + jAam;bm j = n!�! Xi0>i+1�i0>j �i0 + n!�! �i+1 = d�=ij :Mais Aam;bm est bien sûr indépendante (cf. Remarque 4.14) donc tous lescoe�cients cb dans (4.37) sont nuls ce qui achève la preuve de l'indépendance.4.3.4 Borne supérieure pour la dimension de M�=ij(X)Nous donnons maintenant une preuve de la borne supérieure pour ladimension de M�=i;j(X), ce qui achèvera la preuve du Théorème 4.15.Théorème 4.17 Pour � une partition de n+ 1,dimM�=i;j(X) � n!�! Xi0>i�i0>j �i0 : (4.38)Preuve. Nous allons déduire (4.38) du Théorème 4.7 et de sa preuve, dontnous reprenons les notations. En ne gardant que les n premières entrées de�(T ), pour tout tableau T 2 T�=ij , nous obtenons un ensemble [��=ij(X)],projection de [��=ij ] sur Qn .Nous procédons de même que dans le cas en deux alphabets en intro-duisant J[��=ij(X)] l'idéal annulateur de [��=ij(X)] ainsi que grJ[��=ij (X)] etH[��=ij ](X) = (grJ[��=ij(X)])?.Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le même pointsi et seulement si ils ont les mêmes entrées sur chaque ligne. De ce fait lenombre de points de [��=ij(X)] est le nombre de tableaux de T�=ij qui sontcroissants sur les lignes, soit précisément d�=ij . Ceci implique, comme observéà la Remarque 2.4 que la dimension de l'espace des harmoniques H[��=ij ](X)



4.3. CAS D'UN ALPHABET 101est précisément d�=ij . D'après l'équation (2.28), il ne reste plus alors qu'àprouver l'inclusion suivante :grJ[��=ij(X)] � IM�=ij (X): (4.39)Rappelons que nous avons obtenu grJ[��=ij ] � IM�=ij = I��=ij dans lapreuve du Théorème 4.7.Ensuite vu que l'espaceM�=ij est évidemment stable par dérivation, nouspouvons appliquer le Lemme 2.13, d'où : IM�=ij (X) = IM�=ij \ Q [X ].Soit alors un polynôme P dans J��=ij (X). Comme P 2Q [Xn ] �Q [Xn ; Yn],P est aussi dans l'idéal annulateur de l'orbite [��=ij ]. Nous en tirons alorsgr(P ) 2 IM�=ij =) gr(P ) 2 IM�=ij \ Q [Xn ] = IM�=ij (X) (4.40)d'après (4.11). La preuve de (4.39), et par conséquent de (4.38), est ainsi com-plète.4.3.5 Récurrence à quatre termesAvec la convention 0r = � 1 si r = 0;0 sinon;la spécialisation de la Conjecture 4.5 aux sous-espaces des polynômes dedegré en Y nul correspond à prendre q = 0 dans la récurrence à quatre termes(4.8). Nous montrons ici que cette spécialisation est véri�ée, en donnantune interprétation explicite, en termes utilisant notre base B�=ij(X), de larécurrence résultant de cette spécialisation.Théorème 4.18 Si C(X)�=i;j représente la caractéristique de Frobenius graduéede M�=ij(X) alors :� si a = 0 et l > 0, C(X)�=i;j = tl+1 � 1tl � 1 C(X)�=i;j+1 ;� si a > 0, C(X)�=i;j = C(X)�=i;j+1 + t C(X)�=i+1;j � t C(X)�=i+1;j+1.� si a = 0 et l = 0, C(X)�=ij est la caractéristique de Frobenius graduée deM�(X), où � est la partition �=ij.



102 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESIci (comme dans le Théorème 4.6) l et a représentent respectivement le braset la jambe de la case (i; j) dans �. Si une des cases (i + 1; j), (i; j + 1) ou(i + 1; j + 1) se retrouve hors de �, alors le terme correspondant doit êtrepris égal à zéro.Preuve. Chacune de ces assertions est prouvée en utilisant la base que nousavons construite. La troisième est une observation directe. La première cor-respond à un cas dans lequel il n'y a qu'un coin (am; bm) dans l'ombre de(i; j), avec bm = j, et dans ce cas (4.30) peut être réécrit de la façon suivante :B�=ij(X) = l[u=0Ai+u;j ;Aussi longtemps que (k + 1; j) est dans �, l'opérateur DX est un isomor-phisme de représentations entre les Sn-modules homogènes Ak;j et Ak+1;jqui diminue le degré de 1. Ceci implique queFq;t(Ak;j) = tFq;t(Ak+1;j)où Fq;t représente la caractéristique de Frobenius (cf. (1.38)). Nous en dé-duisons que, dans le premier cas,B�=ij(X) = (1 + t+ � � �+ tl)C(X)�avec �=� = (am; bm). Ceci est clairement équivalent à la première assertion.Pour le second cas, il y a quelques sous-cas suivant la place du trou. Ilssont tous traités de façon similaire et nous nous intéressons au plus générald'entre eux, à savoir : j = b1 et m > 1. Dans ce cas la base peut se scinder :B�=ij(X) = B�=i;j+1 [ i+�1�1[u=i Au;b1et nous avons juste besoin de prouver que la caractéristique de Frobeniusgraduée du sous-espace vectoriel engendré pari+�1�1[u=i Au;b1est donnée par t (C(X)�=i+1;j � C(X)�=i+1;j+1): (4.41)Nous avons B�=i+1;j+1 � B�=i+1;j, avec DX Si+�1�1u=i Au;b1 le complément deB�=i+1;j+1 dans B�=i+1;j . Sous les hypothèses de ce sous-cas, la caractéristiquede Frobenius du sous-espace engendré par Si+�1�1u=i Au;b1 est par conséquentdonnée par la formule (4.41).



4.4. IDÉAL ANNULATEUR EN UN ALPHABET 1034.4 Idéal annulateur en un alphabet4.4.1 PrésentationNous décrivons ici l'idéal annulateur I�=ij(X) de l'espaceM�=ij(X) pour� une partition quelconque de n+ 1 et (i; j) une de ses cases. Cette étude aété menée en collaboration avec N. Bergeron (cf. [8]).Nous avons vu dans la section 3.3 que dans le cas d'une partition �, l'idéalI�(X) a deux descriptions duales : une en termes de fonctions symétriquesélémentaires et une en termes de fonctions symétriques homogènes. L'idéecentrale (Lemme 3.31) était que ces deux familles sont équivalentes modulol'idéal I(1n) des fonctions symétriques, qui est inclus dans I�(X) pour toutepartition �. Dans le cas de partitions trouées, nous n'avons pas l'inclusionI(1n) � I�=ij(X). Par exemple, si (i; j) 2 � n'est pas au sommet d'unecolonne de � alors h1(@X)��=ij(X;Y ) = ��=i+1;j(X;Y ) 6= 0. Mais d'aprèsla Proposition 3.14, on a en revanche :hr(X) 2 I�=ij(X) 8 r > 1 (4.42)car on ne peut pas faire monter deux trous (il n'y en a qu'un). Pour dé-crire I�=ij(X) nous allons devoir utiliser les deux familles de fonctions symé-triques.
(i,j)

ζ

β

ν(ζ)

ν(0)

0

l

Notons l le nombre de cases situées au-dessus de (i; j) dans �. Pour0 � � � l, notons �(�) la partition obtenue en enlevant à � son coin leplus à droite dans l'ombre de la case (i + �; j). Nous noterons (�� ; ��) lescoordonnées de ce coin. Nous sommes ici obligés de modi�er les notationsutilisées dans la section précédente. Pour faire le lien, notons que les coor-données du coin de � le plus à droite dans l'ombre de (i; j) a pour coordon-



104 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESnées (am; bm) = (�0; �0) et la partition résultant de son ablation est notée�m = �(0).Si (i; j) est au sommet d'une colonne de �, alors �0 = i eth�0�j1 (@Y )��=ij(X;Y ) = ��=�0�0(X;Y ) = ��(0)(X;Y ):AinsiM�=ij(X) =M�(0)(X) et par conséquent I�=ij(X) = I�(0)(X). Jusqu'àla �n de cette section, nous pouvons donc supposer que le trou (i; j) n'estpas situé au sommet d'une colonne de �.Pour � une partition de n + 1 notons, suivant les notations introduitesen (3.37) :J�(X) = 
hr(X ) ; X � X; jX j = k; r > �k(�)� k�: (4.43)Comme ici jXj = n = j�j � 1, il est clair que 1 � k � n, et en particu-lier h1(X) 62 J�. Nous remarquons que cet idéal est très ressemblant à ladé�nition de l'idéal I�(X) du Théorème 3.26. Nous avons vu ci-dessus queles fonctions symétriques homogènes ne su�ront peut-être pas pour décrirel'idéal I�=ij(X). Nous aurons aussi besoin de fonctions symétriques élémen-taires. PosonsbJ�=ij(X) =
h1(X)er(X ) ; X � X; jX j = n�k; j < k � �0; r = �k(�)�k�+ 
er(X ) ; X � X; jX j = n�k; �0 < k < �1; r = �k(�)�k�:Théorème 4.19 En utilisant les notations dé�nies ci-dessus et pour unepartition � de n+ 1 et (i; j) une case de �, nous avonsI�=ij(X) = J�(X) + 
hl+11 (X)�+ bJ�=ij(X): (4.44)La �n de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. NotonseI�=ij(X) l'idéal dé�ni à droite de l'équation (4.44).4.4.2 InclusionNous commençons par montrer l'inclusioneI�=ij(X) � I�=ij(X); (4.45)en véri�ant que chaque élément de eI�=ij(X) est bien dans I�=ij(X).Lemme 4.20 Pour tout (i; j) 2 �, nous avons J�(X) � I�=ij(X).



4.4. IDÉAL ANNULATEUR 105Preuve. Il est clair d'après la dé�nition que J�(X) � I�(Xn+1). Dévelop-pons ��(Xn+1; Yn+1) par rapport à la dernière ligne :��(X;xn+1; Y; yn+1) = X(i;j)2� �xin+1yjn+1��=ij(X;Y ):Pour tout polynôme P (X) 2 J�(X) � I�(Xn+1) nous avons0 = P (@X)��(X;xn+1; Y; yn+1) = X(i;j)2� �xin+1yjn+1 P (@X)��=ij(X;Y )(4.46)ce qui montre que P (@X)��=ij(X;Y ) = 0 pour tout (i; j) 2 �.Pour montrer que hl+11 (X) 2 I�=ij(X) nous utilisons la Proposition 3.14.Dans �=ij, la seule case qui peut monter sans en rencontrer une autre est lacase (i; j). Elle peut faire l pas vers le haut, mais pas plus. Le l+1-ième pasla ferait sortir de �, donc rencontrer une autre case de �=ij. Donchl+11 (@X)��=ij(X;Y ) = 0:Maintenant, pour �0 < k < �1 nous considérons er(X ), où X � X est unsous-alphabet de cardinal jX j = n� k et r = �k(�)� k. Nous allons véri�erque er(X ) 2 I�=ij(X). Nous remarquons que s'il existe k tel que �0 < k < �1,alors (i; j) n'est pas sur la première ligne de �. Nous développons��=ij(X;Y )comme dans (3.22) :��=ij(X;Y ) = XD��=ij;jDj=n�k ��D(X ;Y)��=ijnD(X nDX ; Y n Y);où Y est le sous-alphabet de Yn ayant le même ensemble d'indice que X .En observant la �gure ci-dessous, nous remarquons qu'il y a n � k casesau total dans les deux parties grises de �=ij. Dans la partie la plus foncée,il y a �k(�) � k � 1 cases de �=ij. D'après la Proposition 3.11, pour avoirer(@X )�D(X ;Y) 6= 0, nous devons être capable de déplacer r = �k(�) � kcases distinctes de D de un pas vers le bas. Comme on le voit sur la �gureci-dessous, le nombre maximal de cases qui peuvent descendre pour un telD est �k(�)� k � 1, donc er(@X )��=ij(X;Y ) = 0 et er(X ) 2 I�=ij(X).
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ν(0)

β
k

 0Finalement, pour j < k � �0 et er(X ) comme ci-dessus, il ne nous reste qu'àrégler le cas où (i; j) n'est pas dans la zone foncée. Ceci se produit seulementsi i = 0. Rappelons-nous alors que h1(@X)��=ij(X;Y ) = ��=i+1;j(X;Y ) etpar conséquenter(@X )h1(@X)��=ij(X;Y ) = er(@X )��=i+1;j(X;Y ) = 0:Donc h1(X)er(X ) 2 I�=ij(X), ce qui achève la preuve de l'inclusion 4.45.4.4.3 RéductionDans l'anneau Q [Xn ] = Q [x1 ; x2; : : : ; xn] des polynômes en n variables,l'inclusion 4.45 implique quedim�Q [Xn ]�I�=ij(X)� � dim�Q [Xn ]�eI�=ij(X)�: (4.47)Nous présentons maintenant un algorithme de réduction, qui réduit, modulol'idéal eI�=ij(X), tout élément de Q [Xn ] comme combinaison linéaire d'élé-ments d'une base de Q [Xn ]�I�=ij(X). Ceci montrera quedim�Q [Xn ]�eI�=ij(X)� � dim�Q [Xn ]�I�=ij(X)� (4.48)et conclura la preuve du Théorème 4.44.Nous aurons besoin du résultat suivant.Proposition 4.21 La famille�h�(X)x�11 x�22 � � � x�nn ; 0 � �i � i� 1	 (4.49)



4.4. IDÉAL ANNULATEUR 107forme une base de Q [Xn ], quand � décrit l'ensemble des partitions dont lesparts sont � n.Preuve. Cet énoncé est un résultat classique de la théorie des invariants etil en existe de nombreuses preuves. Nous proposons ici une démonstrationadaptée au contexte, celle de [14], Theorem 3.2. Nous montrons que toutpolynôme P 2 Q [X] s'écrit, et ce de façon unique, sous la forme :P (X) = X0��i�i�1A�X� (4.50)où les A� sont des polynômes symétriques.� Commençons par l'existence d'une telle forme. Nous savons (Théorème3.20) que la famille fX� ; 0 � �i � i� 1g est une base de Q [Xn ]=I(1n) avecI(1n) l'idéal engendré par les polynômes symétriques sans terme constant.Par conséquent P peut s'écrireP (X) = X0��i�i�1 c�X� + nXr=1Br(X)hr(X)où les c� sont des nombres rationnels et les Br(X) des éléments de Q [Xn ].En appliquant cette décomposition à ces polynômes Br(X) et en itérant, onobtient l'existence d'une écriture de P (X) sous la forme (4.50).� Montrons maintenant l'unicité d'une telle écriture. La série génératrice desdegrés de la famille (4.49) est donnée par la formule :X0��i�i�1 qP �i Xpi�0 qP i:pi = 1:(1 + q) � � � (1 + q + � � � + qn)(1� q):(1� q2) � � � (1� qn) = 1(1� q)nqui est précisément la série de Hilbert de Q [Xn ]. Par conséquent, l'écriture(4.50) est bien unique.Remarque 4.22 Comme nous l'avons vu dans la preuve, nous pouvons rem-placer les fonctions symétriques homogènes dans l'énoncé par toute base del'anneau des fonctions symétriques.Nous allons utiliser la famille (4.49) pour notre algorithme de réduction.En reprenant les notations introduites sur la �gure page 103, notons B�(�)une base de Q [Xn ]�I�(�)(X), par exemple selon la description donnée auThéorème 3.21. Nous posons alorsS�=ij = l[�=0 h�1(X)B�(�) (4.51)



108 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUÉESoù h�1(X)B�(�) = fh�1(X)P (X) ; P (X) 2 B�(�)g. Nous avons besoin deslemmes suivants.Lemme 4.23 Pour 0 � � � l, nous avonsh�1(X)I�(�)(X) � eI�=ij(X) + 
h�+11 (X)�:Preuve. Soit hr(X ) un générateur de I�(�)(X) tel que jX j = k et r >�k��(�)�� k. Nous notons que�k��(�)� = (�k(�) si k � ���k(�)� 1 si k > �� :Si k � �� , alors r > �k��(�)��k = �k(�)�k et nous avons hr(X ) 2 J�(X) �eI�=ij(X). De façon similaire, si k > �� et r > �k��(�)�� k + 1 = �k(�)� k,alors à nouveau hr(X ) 2 J�(X) � eI�=ij(X). Il ne nous reste plus qu'àconsidérer le cas où k > �� et r = �k(�)� k. Pour � = 0, nous avonsI(1n) = hhr(X) ; r > 0i � eI�=ij(X) + 
h1(X)�;et nous pouvons utiliser le Lemme 3.31 ethr(X ) � (�1)rer(X ) mod �eI�=ij(X) + 
h1(X)��;où X = X �X . Dans ce cas, er(X ) 2 bJ�=ij(X) � eI�=ij(X) et donc hr(X ) 2eI�=ij(X) + 
h1(X)�. Pour � > 0, à nouveau d'après le Lemme 3.31 nousavons hr(X ) � (�1)rer(X ) mod I(1n). En particulier nous avons h�1(X)hr(X )congru à (�1)rh�1(X)er(X ) modulo h�1(X)I(1n). Comme h�1(X)I(1n) est in-clus dans eI�=ij(X) + 
h�+11 (X)�, nous avonsh�1(X)hr(X ) � (�1)rh�1er(X ) mod �eI�=ij(X) + 
h�+11 (X)��:Dans ce cas, h1(X)er(X ) 2 bJ�=ij(X) � eI�=ij(X) et par conséquent le poly-nôme h�1(X)hr(X ) est un élément de eI�=ij(X) + 
h�+11 (X)�.Lemme 4.24 Modulo eI�=ij(X), tout élément de la forme h�(X)x�11 x�22 � � � x�nnavec 0 � �i � i� 1 est une combinaison linéaire d'éléments de S�=ij .Preuve. Nous remarquons que 
hl+11 (X); h2(X); h3(X); : : : � � eI�=ij(X).Donc h�(X)x�11 x�22 � � � x�nn � 0 mod eI�=ij(X)



4.4. IDÉAL ANNULATEUR 109Sauf si h�(X) = h�1(X) pour 0 � � � l. On raisonne alors par récur-rence décroissante sur �, à partir de � = l + 1 jusqu'à � = 0. Le résul-tat est vrai pour � > l car hl+11 (X) � 0 mod eI�=ij(X). Pour � � l onconsidère h�1(X)x�11 x�22 � � � x�nn . D'après notre choix de B�(�), il existe un élé-ment A dans l'espace vectoriel engendré par B�(�) tel que x�11 x�22 � � � x�nn � Amod I�(�)(X). Donc il y a un élément B 2 I�(�)(X) tel queh�1(X)x�11 x�22 � � � x�nn = h�1(X)A + h�1(X)B: (4.52)Ici h�1(X)A est dans l'espace vectoriel engendré par h�1(X)B�(�) � S�=ij .D'après le Lemme 4.23, h�1(X)B 2 eI�=ij(X) + 
h�+11 (X)�. Donch�1(X)B � h�+11 C mod eI�=ij(X);où C est un élément de Q [Xn ]. D'après notre hypothèse de récurrence, nousen déduisons que h�+11 C est dans l'espace engendré par S�=ij .Nous utilisons alors le Théorème 4.15 pour écrire :dim(Q [Xn ]�I�=ij(X)) = dim(M�=ij(X)) = lX�=0 ��B�(�)��: (4.53)Pour achever la preuve du Théorème 4.19 nous utilisons le Lemme 4.24pour montrer quedim(Q [Xn ]�eI�=ij(X)) � ��S�=ij �� = lX�=0 ��B�(�)��:L'équation (4.48) est alors une conséquence de (4.53).Corollaire 4.25 S�=ij est une base Q [Xn ]�I�=ij(X).Remarque 4.26 Nous avons ici l'exact analogue de la Remarque 3.30, à sa-voir l'assertion suivante, qui est une conséquence immédiate de la description(4.44) de I�=ij(X) :� � � =) M�=ij(X) �M�=ij(X)dès que la case (i; j) apparaît à la fois dans � et �.
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Chapitre 5Généralisation : cas desdiagrammes à plusieurs trous
Le travail e�ectué sur les partitions trouées ouvre la voie de l'étude desespaces ML pour des diagrammes L autres que des partitions. Cepen-dant, il apparaît que les choses ne se passent pas aussi bien dans le casgénéral, en particulier le module ML n'est pas toujours un multiple de lareprésentation régulière à gauche. Si certaines classes de diagrammes four-nissent des espaces possédant une belle structure, il faut, dans le cas général,considérer des sommes d'espaces ML pour généraliser à k trous la conjec-ture n!. Le chapitre est composé de quatre sections. La première expose leproblème. La seconde est consacrée aux diagrammes de dimension un, pourlesquelsML est toujours un multiple de la représentation régulière à gauche.La troisième présente une généralisation possible de la conjecture n! pour despartitions avec k trous ; il faut dans ce cas considérer des sommes d'espacesML, où L s'obtient en faisant k trous dans l'ombre d'une case dans une par-tition � de n+ k. En�n la dernière section est consacrée à un problème dualde celui des partitions trouées, à savoir les diagrammes obtenus en rajoutantune case extérieure à un diagramme de Ferrers.5.1 PrésentationIntroduisons le problème en suivant [10] et [11], dont nous reprenons lesnotations et le vocabulaire. Soit L un diagramme quelconque du réseau carréet ML l'espace associé.Dé�nition 5.1 Le diagramme L possède la propriété MLRR (Multiple LeftRegular Representation) si le moduleML se décompose en une somme directe



112 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSde représentations régulières à gauche. Nous avons en particulier dans ce cas :dimML = m:n! (5.1)pour un entier m.La conjecture (théorème) n! correspond à : � possède la propriété MLRRavec m = 1. Dans le cas des partitions trouées, la Conjecture 4.4 énonceque toute partition trouée possède la propriété MLRR avec m = s�(i; j),le cardinal de l'ombre de (i; j) dans �. Il est alors tentant de conjecturerque tous les diagrammes du réseau carré possèdent cette propriété. Une telleconjecture est énoncée dans [10], mais peu après F. Bergeron a trouvé lecontre-exemple suivant. PrenonsL = f(1; 0); (0; 1); (2; 1)g = :Dans ce cas, �L(X3; Y3) = det0@ x1 y1 x21y1x2 y2 x22y2x3 y3 x33y3 1Aet il est facile, en utilisant Maple par exemple, de calculer que dimML = 46,ce qui est incompatible avec (5.1).5.2 Cas d'une colonne trouéeNous étudions ici le cas des diagrammes L de dimension un. Ces travauxsont dus à F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler et nous n'exposons ici qu'unepartie des résultats de leur article [11].Nous considérons les diagrammes de la formeLp = f(p1; 0); : : : ; (pn; 0)g (5.2)où p 2 Dn = f(p1; : : : ; pn) 2 Nn ; p1 > � � � > pn � 0g. Nous posons alors�p = det �xpji �1�i;j�n; (5.3)ce qui est une généralisation du déterminant de Vandermonde : �(X) =det(xj�1i )1�i;j�n correspond à p = � = (n�1; : : : ; 1; 0). Nous noteronsMp =L@ [�p] le module associé à Lp. Dans le cas du Vandermonde (Théorème3.20), nous savons que le module M� est une version de la représentationrégulière à gauche. Le but est de montrer le théorème suivant.Théorème 5.2 Pour tout p 2 Dn, Lp possède la propriété MLRR.



5.2. COLONNE TROUÉE 113A�n de prouver ce théorème, commençons par deux lemmes.Lemme 5.3 Si A(X) est un polynôme symétrique homogène, alorsA(@)�(@)�p(X) 6= 0si et seulement si A(@)�p(X) 6= 0et dans ce cas il existe un polynôme symétrique homogène B(X) tel queB(@)A(@)�p(X) =cte �(X): (5.4)Preuve. Posons f(X) = A(@)�p(X):Comme f est antisymétrique, il se factorise sous la forme f(X) = h(X)�(X),avec h(X) un polynôme symétrique homogène. Maintenant si f 6= 0, nousavons f(@)f(X) 6= 0 donc :0 6= f(@)f(X) = h(@)�(@)f(X) = h(@)�(@)A(@)�p(X) = h(@)g(X)avec g(X) = �(@)A(@)�p(X) 6= 0: (5.5)D'où 0 6= g(@)g(X) = g(@)�(@)A(@)�p(X):En particulier, nous avons g(@)A(@)�p(X) 6= 0: (5.6)Remarquons que (5.5) implique que g(X) est symétrique et homogène dedegré : deg(g) = jpj � deg(A)��n2�;�n2� étant le degré de �(X), avec jpj = p1 + � � � + pn. Ceci nous donnedeg �g(@)A(@)�p(X)� = jpj � deg(A) � �jpj � deg(A)��n2�� = �n2�:Comme g(@)A(@)�p(X) est antisymétrique, nous déduisons de (5.6) queg(@)A(@)�p(X) =cte �(X):



114 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSNous pouvons donc prendre B(X) = g(X) dans (5.4) et notre preuve estcomplète.PosonsM(1n) = fX� ; 0 � �i � i�1g de telle sorte que (Théorème 3.20)B(1n) = fb(@)�(X) ; b 2M(1n)g est une base de M(1n).Lemme 5.4 Pour tout p 2 Dn, posonsJp = �A(X) ; A(X) 2 �n et A(@)�p(X) = 0�: (5.7)Alors tout polynôme Q(X) 2 L@ [�p] peut s'écrire, et de façon unique, sousla forme Q(X) = Xb2M(1n) Ab(@)b(@)�p(X); (5.8)où les polynômes Ab(X) sont des éléments de �n \ J?p , l'orthogonal étantrelatif au produit scalaire (2.1).Preuve. Par hypothèse, Q(X) peut s'écrire Q(X) = P (@)�p(X) pour un(non unique) P (X) 2 Q [X ]. Nous appliquons la Proposition 4.21 et nousécrivons : P (X) = Xb2M(1n) b(X)Ab(X) (5.9)où les polynômes Ab sont symétriques. Pour chaque b 2 M(1n), écrivonsAb = A�b +A?b où A�b 2 Jp et A?b 2 Jbp?. AinsiQ(X) = P (@)�p(X) = Xb2M(1n) A�b(@)b(@)�p(X)+ Xb2M(1n) A?b (@)b(@)�p(X):La première somme est nulle, et il nous reste la seconde, de la forme (5.8).Pour prouver l'unicité d'une telle écriture, supposons queXb2M(1n) Ab(@)b(@)�p(X) = 0; (5.10)avec Ab des polynômes symétriques dans J?p . En regardant les composanteshomogènes, nous pouvons supposer que les Ab sont homogènes et que tous lestermes (non nuls) dans (5.10) sont de même degré. Choisissons un Ab0 6= 0de degré minimal.



5.2. COLONNE TROUÉE 115D'après le Lemme 5.3, il existe un polynôme B(X) tel queB(@)A(@)�p(X) = cb0�(X)pour une constante cb0 6= 0. En fait nous avons même :B(@)Ab(@)�p(X) = cb�(X) (5.11)pour tout b 2M(1n) où cb est une constante (éventuellement nulle). En e�et,le terme de gauche de (5.11) est antisymétrique de degré au plus �n2� : c'estdonc le produit d'un scalaire par le déterminant de Vandermonde �(X).Appliquons alors B(@) à (5.10) : nous obtenons0 = Xb2M(1n) B(@)Ab(@)b(@)�p(X) = Xb2M(1n) cbb(@)�(X):La famille fb(@)�(X) ; b 2 M(1n)g étant linéairement indépendante, onaboutit à une contradiction. L'écriture est donc unique, ce qui complète lapreuve.Preuve (du Théorème 5.2, �n). Pour conclure, il su�t d'observer que leLemme 5.4 implique que si fA1(X); : : : ; AN (X)g est une base homogène despolynômes symétriques de J?p , alorsfAi(@)b(@)�p(X) ; i = 1; : : : ; N; B 2M(1n)gest une base deMp. Ceci décomposeMp en N sous-espaces, le i-ième étantMip = VectfAi(@)b(@)�p(X) ; B 2M(1n)g;une version de la représentation régulière à gauche.Dans [11], F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler obtiennent une descriptionde la caractéristique de Frobenius graduée FtMp en termes de séries deHilbert d'espaces de fonctions de Schur gauches, dont nous allons brièvementrappeler la dé�nition.Dans l'anneau � des fonctions symétriques muni du produit scalaire telque les fonctions de Schur forment une base orthonormale de �, toute fonc-tion symétrique f est déterminée par ses produits scalaires avec les s� :f =X� hf; s�is�: (5.12)



116 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSDé�nition 5.5 Soient � et � deux partitions. Dé�nissons la fonction s�=�par les relations : hs�=�; s�i = hs�; s�s�ipour toute partition �. Les s�=� sont appelées fonctions de Schur gauches.On montre que s�=� = 0 sauf si � � � au sens ensembliste des dia-grammes de Ferrers.Observons de plus que tout p 2 Dn s'écrit p = � + � où � est unepartition.Théorème 5.6 FtM�+� = ��(t) ~H(1n)(x; q; t)où ��(t) est la série de Hilbert de l'espace vectoriel engendré par les fonctionsde Schur gauches s�=� pour � � �.5.3 Une généralisation pour des partitions quelcon-ques5.3.1 IntroductionLe contre-exemple L = f(1; 0); (0; 1); (2; 1)g montre qu'on ne peut pasgénéraliser brutalement l'étude précédente à des diagrammes obtenus en en-levant k cases à un diagramme de Ferrers. Le but, suggéré par F. Bergeron,est ici de proposer une généralisation de la conjecture n! pour des diagrammesà k trous. L'espace que nous considérons est dé�ni de la façon suivante. Soit� une partition de n+ k. Cette partition est �xée et n'apparaît pas dans lesnotations suivantes.Dé�nition 5.7 Soit Mki;j l'espace vectoriel dé�ni par la sommeMki;j =Mki;j(X;Y ) = X(a1;b1);:::;(ak;bk)M�=f(a1 ;b1);:::;(ak ;bk)g; (5.13)où la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de �, toutes situéesdans l'ombre de (i; j).La première observation est que grâce aux opérateurs de sauts (cf. la Pro-position 3.7) nous avons M�=ij = M1i;j (équation (5.14)). Ainsi cet espaceMki;j est une généralisation possible de M�=ij si l'on veut faire k trous dans



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 117un diagramme de Ferrers. L'objet de cette section est de mettre en évidencel'intérêt de l'espace Mki;j et de donner une assise à la Conjecture 5.15 quia�rme que dimMki;j = �sk�n!.Cette section est divisée en quatre paragraphes. Le second paragraphedonne des applications des opérateurs de sauts à notre problème, en par-ticulier en vue d'une réduction de la somme (5.13). Le paragraphe suivantest consacré à la preuve d'une borne supérieure (�sk�n!) pour la dimensionde Mki;j ; nous conjecturons que cette borne supérieure donne e�ectivementla dimension de Mki;j. En�n dans le quatrième et dernier paragraphe, nousétudions Mki;j(X), le sous-espace de Mki;j(X;Y ) constitué des polynômes dedegré en Y nul, pour lequel nous obtenons une base explicite en harmonieavec la Conjecture 5.15.5.3.2 Applications des opérateurs de sautsNous renvoyons aux Propositions 3.7, 3.11, 3.14 et à la Remarque 3.16qui contiennent les principaux résultats sur les opérateurs de sauts que nousutiliserons.Les opérateurs de sauts trouvent ici une nouvelle application en permet-tant, dans deux cas particuliers, de réduire la somme (5.13) dé�nissantMki;j.Dans le cas où k = 1, on obtient en e�et facilement la proposition suivante.Proposition 5.8 Soit � une partition de n+ 1, on a alorsM1i;j =M�=i;j : (5.14)Preuve. En e�et pour tous entiers k et l, nous avons :ek(@X)el(@Y )��=i;j = c:��=i+k;j+l; (5.15)avec c un entier relatif non nul. Ceci implique l'inclusionM1i;j �M�=i;j , et laréciproque est immédiate.Dans le cas particulier de 2 trous, on obtient la proposition analoguesuivante.Proposition 5.9 Soit � une partition de n+ 2, la somme (5.13) peut êtreréduite sous la forme :M2i;j =M�=f(i;j);(i;j+1)g +M�=f(i;j);(i+1;j)g: (5.16)Preuve. Soient k et l des entiers strictement positifs. Nous utiliserons lesnotations (un peu) plus légères suivantes : pour deux cases c1 et c2, �ic1;c2 =



118 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUS���=f(i; j); (i+1; j)g; �=fc1 ; c2g� et �jc1;c2 = ���=f(i; j); (i; j+1)g; �=fc1 ; c2g�.En faisant attention aux di�érents signes qui apparaissent en appliquant lesopérateurs de dérivation, nous obtenons alors les identités suivantes :Pl(@Y )ek�1(@X)��=f(i;j);(i+1;j)g = Pl(@Y )��i(i;j);(i+k;j)��=f(i;j);(i+k;j)g�= (�1)b+h�i(i+k;j);(i;j+l)��=f(i+k;j);(i;j+l)g+(�1)b+v+1�i(i;j);(i+k;j+l)��=f(i;j);(i+k;j+l)g (5.17)etPk(@X)el�1(@Y )��=f(i;j);(i;j+1)g=Pk(@X)�(�1)b+h+1�j(i;j);(i;j+l)��=f(i;j);(i;j+l)g�= (�1)b+h+1�(�1)h�j(i+k;j);(i;j+l)��=f(i+k;j);(i;j+l)g+(�1)v�j(i;j);(i+k;j+l)��=f(i;j);(i+k;j+l)g�; (5.18)
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i+k,
  j

i+k,
              j+l   

 i,
j+loù h, v et b désignent respectivement les nombres de cases hachurées horizon-talement, verticalement et quadrillées dans la �gure ci-dessus (nous devonscalculer la signature de la permutation qui réarrange les cases selon l'ordrelexicographique (1.1)).En observant que le produit des signes des quatre coe�cients dans (5.17)et (5.18) est (�1)2(2b+2h+v+1)+1 = (�1) nous avons que exactement trois descoe�cients dans le système formé par (5.17) et (5.18) sont du même signe,donc ��=f(i;j);(i+k;j+l)g et ��=f(i+k;j);(i;j+l)g appartiennent à l'espace sommeM�=f(i;j);(i;j+1)g +M�=f(i;j);(i+1;j)g.Puis, d'après la Proposition 3.14, on peut déplacer simultanément deuxtrous par itération de h2(X) et h2(Y ). Ceci implique que pour tout couplede trous (c1; c2) dans l'ombre de (i; j) alors ��=fc1;c2g 2 M�=f(i;j);(i;j+1)g +M�=f(i;j);(i+1;j)g d'oùM2i;j �M�=f(i;j);(i;j+1)g +M�=f(i;j);(i+1;j)g; (5.19)



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 119la réciproque étant triviale.Remarque 5.10 La question de la généralisation des deux résultats pré-cédents (Propositions 5.8 et 5.9) pour k � 3 se pose naturellement. Est-ilsu�sant de ne prendre que les diagrammes tels que les k trous forment unepartition d'origine (i; j)? La réponse est négative. Par exemple il est facilede véri�er (grâce à l'ordinateur et Maple) que quand � = (3; 2),��=f(0;0);(1;0);(0;2)g 62M�=f(0;0);(1;0);(0;1)g +M�=f(0;0);(0;1);(0;2)g : (5.20)5.3.3 La borne supérieure5.3.3.a Étude de l'idéal annulateurLe but de cet alinéa est de prouver la proposition suivante.Proposition 5.11 L'idéal annulateur Iki;j de Mki;j est donné parIki;j = \(a1;b1);:::;(ak ;bk) I@xa1n+1@yb1n+1���@xakn+k@ybkn+k�� \ Q [Xn ; Yn] def= I; (5.21)où l'intersection est prise sur tous les k-uplets (a1; b1); : : : ; (ak; bk) de casesdi�érentes dans l'ombre de (i; j), que l'on suppose ordonnées selon l'ordrelexicographique.Preuve. Soit (a1; b1); : : : ; (ak; bk) k cases dans S�(i; j), l'ombre de (i; j) dansle diagramme de Ferrers de �. En développant �� par rapport aux k dernièreslignes, nous obtenons :��(Xn+k; Yn+k) = X(a01;b01);:::;(a0k;b0k)��f(a01;b01);:::;(a0k ;b0k)g(Xn; Y n)���=f(a01;b01);:::;(a0k;b0k)g(Xn; Yn); (5.22)où Xn = fxn+1; : : : ; xn+kg et Y n = fyn+1; : : : ; yn+kg. Ainsi on en tire :@(xa1n+1yb1n+1 � � � xakn+kybkn+k)��(Xn+k;Yn+k)=c��=f(a1;b1);:::;(ak;bk)g(Xn; Yn) + C(5.23)où c est un entier relatif (di�érent de zéro) et C une combinaison linéaireà coe�cients dans l'anneau Q [xn+1 ; : : : ; xn+k; yn+1; : : : ; yn+k] de polynômes��=f(a01;b01);:::;(a0k ;b0k)g(Xn; Yn), avec :8 1 � l � k; (a0l; b0l) 2 S�(i; j): (5.24)



120 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSEn e�et �f(a01;b01);:::;(a0k;b0k)g(Xn; Y n) n'est pas tué par l'opérateur di�éren-tiel @(xa1n+1yb1n+1 � � � xakn+kybkn+k) seulement s'il existe une permutation � 2 Sk,le groupe symétrique sur k éléments, telle que(a0�(l); b0�(l)) 2 S�(al; bl); 8 1 � l � k: (5.25)Ceci est une conséquence de la dé�nition de �f(a01;b01);(a02;b02);:::;(a0k;b0k)g :�f(a01;b01);(a02;b02);:::;(a0k ;b0k)g = X�2Sk sgn(�) xa0�(1)n+1 yb0�(1)n+1 xa0�(2)n+2 yb0�(2)n+2 � � � xa0�(k)n+k yb0�(k)n+k :En dérivant par @(xa1n+1yb1n+1 � � � xakn+kybkn+k), nous obtenons (5.25). Pour tout1 � l � k, nous avons S�(al; bl) � S�(i; j). Par conséquent (a0�(l); b0�(l)) 2S�(i; j); 8 1 � l � k. Comme � est une permutation, ceci établit (5.24).A�n d'illustrer l'équation (5.23), nous donnons l'exemple suivant : � =(3; 2), n = 3, k = 2, (a1; b1) = (0; 0), (a2; b2) = (1; 0), alors@(x04y04x15y05)��(X5; Y5) = ��=f(0;0)(1;0)g(X3; Y3) + y5��=f(0;0)(1;1)g(X3; Y3)� y4��=f(1;0)(0;1)g(X3; Y3)+ (�x4y5 + x4y4)��=f(1;0)(1;1)g(X3; Y3)� y24��=f(1;0)(0;2)g(X3;Y3) + y4y5��=f(0;1)(1;1)g(X3;Y3)� y24y5��=f(1;1)(0;2)g(X3; Y3):On en déduit alors l'égalité annoncée car :� I � Iki;j : soit P un polynôme dans I. Comme P tue le terme de droitede (5.23), il tue le terme constant dans Q [X n; Y n] du terme de gauchequi est justement ��=f(a1 ;b1);:::;(ak;bk)g(Xn; Yn). Donc P est dans Iki;j.� Iki;j � I : soit P un polynôme dans Iki;j. Par (5.24), P tue tous lestermes de droite dans (5.23) ; donc il tue le terme de gauche. Ceciimplique P 2 I.5.3.3.b Ensemble de points et idéaux annulateursLe raisonnement est celui de [7], section 3.2, inspiré de [10], Theorem4.2. Soit � une partition de n + k et (i; j) 2 �. Nous reprenons le pro-cédé dé�ni en (2.6) associant à un tableau injectif T de forme � un point



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 121�(T ) = (a(T ); b(T )) dans Q2(n+k) . L'ensemble de tous les points �(T ) pourT décrivant l'ensemble des tableaux injectifs de forme � est noté [�] ; parinjectivité de (2.6), son cardinal est (n+ k)!.En ne conservant que les n premières entrées de a(T ) et de b(T ), nousavons un point �k(T ) dans Q2n . L'ensemble des points ainsi dé�ni, pour Tdécrivant l'ensemble des tableaux injectifs ayant les étiquettes n+1; : : : ; n+kdans l'ombre de (i; j), est noté [�k]. Comme deux tableaux T et T 0 donnentle même point si et seulement si les étiquettes f1; : : : ; ng occupent la mêmeplace dans T et T 0, nous avons une bijectionT ki;j �! [�k]T 7�! �k(T ) (5.26)où T ki;j est l'ensemble des tableaux de forme � ayant n étiquettes f1; : : : ; nget k cases blanches (sans étiquette), ces dernières étant situées dans l'ombrede (i; j) dans �. Rappelons que nous notons s le cardinal de l'ombre de (i; j)dans �. Le cardinal de l'ensemble T ki;j est alors �sk�n! et donc par bijectivitéde (5.26), l'ensemble [�k] est composé de �sk�n! points. Nous introduisonsalors J[�k], l'idéal des polynômes qui sont nuls sur tout l'ensemble [�k], puisl'idéal Ik = grJ[�k] et l'espace des harmoniques Hk = (Ik)? où le produitscalaire est dé�ni en (2.1).La première information, conséquence de la Remarque 2.4 et de j[�k]j =�sk�n! est donnée par l'équation suivante :dimHk = �sk�n!: (5.27)Nous voulons maintenant maintenant prouver queMki;j � Hk (5.28)et d'après la Proposition 2.1, ceci est équivalent à prouver que Ik � I:5.3.3.c InclusionLe but de cet alinéa est de prouver l'inclusion suivante.Proposition 5.12 Nous avons l'inclusion :Ik � I: (5.29)



122 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSPreuve. Soit P un polynôme dans J[�k]. Nous considérons le polynômeQ(Xn+k; Yn+k) =P (Xn; Yn)�Qi�1i0=0(xn+1 � �i0) � � �Qi�1i0=0(xn+k � �i0)�Qj�1j0=0(yn+1 � �j0) � � �Qj�1j0=0(yn+k � �j0): (5.30)Nous voulons véri�er que ce polynôme est un élément de J[�]. Prenons unpoint quelconque (a; b) = (a(T ); b(T )) dans [�]. Si sa projection sur Q2n(obtenue en gardant les n premières entrées de a et b) est dans [�k] alorsQ(a; b) = 0 à cause de P . Sinon, le tableau T doit avoir au moins une entréeentre n+ 1 et n+ k dans le complémentaire de l'ombre de (i; j) dans �, i.e.soit dans les i premières lignes soit dans les j premières colonnes et nousavons à nouveau Q(�; �) = 0.Ainsi Q 2 J[�], ce qui implique d'après le Théorème 2.6 : h(Q) 2 I�� . Enconsidérant le terme de plus haut degré, nous en déduisons :h(P ) 2 I@xi+1n+1@yj+1n+1���@xi+1n+k@yj+1n+k�� :Pour tout ensemble de k cases f(a1; b1); : : : ; (ak; bk)g dans l'ombre de(i; j), nous observons que 8r; 1 � r � k, ar � i and br � j. D'où l'on déduitque h(P ) est dans I, ce qu'il fallait démontrer.5.3.3.d ConclusionLe résultat principal est alors une conséquence des derniers paragraphes.Théorème 5.13 Si � est une partition de n+ k et s le cardinal de l'ombrede la case (i; j), alors nous avons :dimMki;j � �sk�n!: (5.31)Remarque 5.14 Si l'on se rappelle la preuve du Théorème 2.6, nous ob-servons que le raisonnement précédent a la conséquence suivante. Si l'égalitéest véri�ée dans le Théorème 5.13, alors Mki;j se décompose comme �sk� foisla représentation régulière à gauche.Les expérimentations numériques (menées grâce à Maple) sur de petitsexemples montrent que l'égalité doit être véri�ée en (5.31). De plus le faitque la construction précédente donne la bonne borne supérieure dans le casd'un seul ensemble de variables (cf. la section suivante) nous conduisent àformuler la conjecture suivante.



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 123Conjecture 5.15 Avec les notations du théorème précédent :dimMki;j = �sk�n!: (5.32)Remarque 5.16 Quand k = 1, cette conjecture se réduit à la Conjecture4.4 et quand s = k ou k = 0 à la conjecture n!.L'idée de considérer des sommes de modules ML est due à F. Bergeronqui a donné de la Conjecture 5.15 la forme plus précise suivante (cf. [15]) entermes de caractéristiques de Frobenius bigraduées.Conjecture 5.17 Si � est la partition de s correspondant à l'ombre de (i; j)dans � alors la caractéristique de Frobenius bigraduée deMki;j est donnée parla formule suivanteFq;t(Mki;j) = X���j�j=s�k ck��(q; t) ~H���+�(x; q; t) (5.33)où � � � + � est la partition obtenue en remplaçant � par � dans � etles coe�cients ck��(q; t) sont les fractions rationnelles apparaissant dans laformule de Pieri-Macdonaldh?k ~H�(x; q; t) = X���j�j=n ck��(q; t) ~H�(x; q; t)avec h?k l'opérateur dual de la multiplication par hk, la dualité étant entenduepar rapport au produit scalaire usuel sur �, i.e. celui faisant des fonctions deSchur une base orthonormale.5.3.4 Cas d'un ensemble de variablesLe but de ce paragraphe est d'obtenir une base explicite, en harmonie avecla Conjecture 5.15, pourMki;j(X), le sous-espace deMki;j(X;Y ) constitué deséléments de degré nul en Y .5.3.4.a ConstructionRappelons brièvement (cf. section 3.3) que pour une partition � de n,l'espaceM�(X) =M�\Q [Xn ] est de dimension n!=�! et nous notonsM�(X)un ensemble de monômes (cf. Remarque 3.22) tel quefM(@)��(X;Y ) ; M 2M�(X)g



124 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSsoit une base de M�(X).Maintenant soit � une partition de n+k et (i; j) notre case de référence.On choisit alors, dans le diagramme de Ferrers �, k cases que l'on marqued'un cercle.Dé�nition 5.18 Une case cerclée est dite droite si elle véri�e les deux condi-tions suivantes :� elle est dans l'ombre de la case (i; j) ;� elle a sur sa droite soit une case cerclée soit une case à l'extérieur de�.Un diagramme gauche est un objet obtenu en choisissant, dans le diagrammede Ferrers �, k cases cerclées droites. Nous noterons Gk� l'ensemble de cesdiagrammes gauches.Nous allons maintenant associer à chaque diagramme gauche G deuxautres objets : une partition �G et un diagramme avec k trous dans l'ombrede (i; j) noté �kG. La �gure de la page 125 donne un exemple de diagrammegauche G et illustre la construction détaillée ci-après en donnant la partition�G et le diagramme à trous �kG associés à G. Dans cette �gure les casesdroites choisies dans G sont représentées avec un cercle, dans la case (i; j)apparaît un signe + et les trous dans �kG sont représentés comme d'habitudepar des croix (�). Dans cet exemple n = 142 et k = 10.À un diagramme gauche G dans Gk� nous commençons par associer �G, lapartition de n obtenue en poussant jusqu'en haut du diagramme de Ferrersles cases cerclées, puis en les retirant (se reporter à la �gure).Nous dé�nissons aussi un diagramme �kG comportant k trous en procé-dant de la façon suivante. Nous considérons les colonnes de G où une casecerclée apparaît. Dans notre exemple, il y a 8 telles colonnes. Pour une co-lonne j0 � j où une case cerclée apparaît, nous notons h(j0) le nombre deplaces dans cette colonne sous la case cerclée la plus basse (dans cette co-lonne) où nous aurions pu placer une case cerclée droite. Dans notre exemple,nous avons : h(3) = 1; h(5) = 0; h(6) = 0; h(7) = 1; : : : ; h(13) = 0. Ensuitepour chacune de ces colonnes j0 ayant une case cerclée, nous opérons commesuit. Notons (c(j0); j0); (c(j0) + a1; j0); : : : ; (c(j0) + ad; j0) les positions descases cerclées dans la colonne j0 de G, avec (c(j0); j0) la position de la plusbasse, a0 < a1 < � � � < ad, et d + 1 le nombre de cases cerclées dans lacolonne j0. On place alors des trous dans les cases (i+h(j0); j0); (i+h(j0)+a1; j0); : : : ; (i+ h(j0) + ad; j0) de �. En faisant cela pour toutes les colonnes
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126 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSde �, on obtient �kG. Cette construction est illustrée par la �gure de la page125.L'idée cruciale est alors d'appliquer les monômes relatifs à �G au déter-minant associé à �kG. Énonçons alors le résultat principal de cette section.Théorème 5.19 Avec les notations précédentesBki;j(X) = fM(@)��kG ; M 2M�G(X); G 2 Gk�g (5.34)est une base de l'espace vectoriel Mki;j(X).Remarque 5.20 Il est aisé de voir que la famille dé�nie en (5.34) coïncideavec la construction (4.30) dans le cas d'un seul trou. Le fait d'avoir plusieurstrous rend, dans le cas de Bki;j(X), l'utilisation de tableaux standard trèsdi�cile.Nous allons maintenant consacrer la �n de cette section à prouver ce théo-rème. Pour cela, nous commencerons par obtenir une borne supérieure pourla dimension de Mki;j(X) (de façon analogue au Théorème 4.7), puis nousvéri�erons que le cardinal de Bki;j(X) coïncide avec cette borne supérieure,et en�n nous prouverons que Bki;j(X) est linéairement indépendante.5.3.4.b Borne supérieureDé�nition 5.21 Nous noterons T ki;j(X) l'ensemble des tableaux T de forme� véri�ant les conditions suivantes :� T comporte k cases blanches (ou k trous), dépourvues d'entrées ;� ces k cases sont droites ;� les n autres cases sont occupées de façon bijective par les n entréesf1; : : : ; ng ;� ces n entrées sont rangées en croissant sur les lignes.De façon alternative, on peut aussi voir T ki;j(X) comme l'ensemble des ta-bleaux injectifs, croissants sur les lignes de forme l'un des diagrammes gauchesG de Gk�.La prochaine proposition donne une borne supérieure pour la dimensionde Mki;j(X), analogue en un alphabet du Théorème 5.13.



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 127Proposition 5.22 La dimension de Mki;j(X) satisfait l'inégalité suivante :dimMki;j(X) � jT ki;j(X)j: (5.35)Preuve. De la Proposition 5.11 et du Lemme 2.13 appliqué àMki;j(X;Y ), quiest évidemment stable par dérivation, nous déduisons que l'idéal annulateurIki;j(X) de Mki;j(X) véri�e :Iki;j(X) = Iki;j \ Q [Xn ] = I \ Q [Xn ]:Nous considérons alors la projection de [�k] sur Qn , i.e. nous associons àchaque tableau T de forme � privée de k cases dans l'ombre de (i; j) ayantn entrées f1; : : : ; ng le point ajn(T ) en respectant le mécanisme décrit en5.26. Notons [�k(X)] cet ensemble de points et J[�k](X) son idéal annulateurdans Q [Xn ]. D'après la dé�nition de ajn(T ), il est clair que deux tableauxdonnent le même point si et seulement si ils possèdent sur chaque lignele même nombre de trous et les mêmes entrées. Par conséquent, il su�td'associer un point ajn(T ) à chaque tableau T dans T ki;j(X). Dans ce casl'application T 7! ajn(T ) est bijective et le nombre de points dans �k(X) estjustement jT ki;j(X)j, qui est donc aussi la dimension de gr(J[�k ](X))? (c'estl'exact analogue de (5.27)).Il reste alors à prouver l'inclusion suivante pour achever de justi�er laProposition 5.22: gr(J[�k](X)) � Iki;j(X): (5.36)Soit P un polynôme de J�k(X). Comme P 2 Q [Xn ] � Q [Xn ; Yn], P est aussidans l'idéal annulateur de [�k], donc gr(P ) 2 Iki;j et ainsi gr(P ) 2 Iki;j \Q [Xn ] = Iki;j(X). Nous en tirons gr(J[�k](X)) � Iki;j(X) et l'équation (5.35)est maintenant une conséquence de la Proposition 2.1.5.3.4.c Calcul du cardinalNous voulons ici prouver que :Proposition 5.23 Nous avons l'égalité suivantejBki;j(X)j = jT ki;j(X)j: (5.37)Preuve. Notons à nouveau ` la hauteur de la partition �. Pour un dia-gramme gauche G �xé dans Gk�, le nombre d'éléments qui lui sont associésdans Bki;j(X) est égal à n!r1!���r`! où les rt sont les longueurs des lignes de �G



128 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSen raison de la Proposition 3.24 et de (5.34). D'après la Dé�nition 5.21 lenombre d'éléments dans T ki;j(X) associés à G est n!s1!���s`! où les st sont leslongueurs des lignes de G.Il est par conséquent su�sant de montrer que l'ensemble des longueursdes lignes ne changent pas quand on fait monter les cases cerclées (i.e. quandon passe deG à �G). Regardons par exemple les lignes 9, 10 et 11 de l'exempleprécédent (�gure page 125).
Nous observons que les longueurs des lignes sont 5, 7, 6 avant la transfor-mation et 7, 6, 5 après. Ainsi l'ensemble des longueurs est inchangé. Il est aiséde voir que c'est toujours le cas.5.3.4.d IndépendanceNous achevons ici la preuve du Théorème 5.19 en prouvant l'indépen-dance linéaire de l'ensemble Bki;j(X).Nous dé�nissons la profondeur d'un trou comme le nombre de cases (dif-férentes de trous) qui se trouvent au-dessus de ce trou. Nous considérons lesk-uplets des profondeurs des k trous de �kG : (d1 � d2 � � � � � dk). La clé dela preuve est le résultat suivant :Lemme 5.24 Les k-uplets (d1; d2; : : : ; dk) sont tous distincts.Preuve. Nous voulons prouver que la profondeur des trous augmentent de ladroite vers la gauche et de haut en bas à l'intérieur d'une même colonne, etque deux diagrammes gauches distincts G et G0 de Gk� donnent deux k-upletsde profondeurs distincts. Nous regardons les cases cerclées de la droite versla gauche, puis de haut en bas.Nous nous référons à la �gure suivante qui représente les cases au-dessusde la ligne i de deux colonnes consécutives, étant donné qu'on les examineles unes après les autres de la droite vers la gauche. Dans ce dessin,� c représente le nombre de cases cerclées dans la colonne que nous exa-minons ;� m est le nombre de positions où il serait possible de placer une casecerclée droite en-dessous de la case cerclée inférieure de cette colonne(ces cases sont marquées d'un carré) ;



5.3. UNE GÉNÉRALISATION 129� l est la hauteur de cette colonne (nous nous contentons des cases situéesau-dessus de la i-ième ligne) ;� l+h est la hauteur de la prochaine colonne (i.e. la première à gauche).Nous voulons prouver que si nous plaçons une case cerclée droite dans cettecolonne, la profondeur du trou associé sera au moins égal à celles des trousprécédents, et que sa position est non ambigüe si cette profondeur est donnée.
 h

l

m

c

La profondeur du trou associé à la case cerclée inférieure est p = l � c�m. La plus grande profondeur qui puisse être obtenue dans cette colonneest l � c si m = 0 et l � c � 1 si m > 0. Dans la colonne suivante laprofondeur la plus faible est (cela correspond à placer un cercle au sommetde cette colonne) : l + h � 1 � c � h + 1 = l � c. Donc la profondeur destrous augmente bien dans l'ordre annoncé et il n'y a pas ambiguité pour laposition de la prochaine case cerclée si la profondeur suivante est donnée.Proposition 5.25 L'ensemble de polynômes Bki;j(X) dé�ni dans le Théo-rème 5.19 est linéairement indépendant. Donc en particulier, l'égalité estvéri�ée dans la Proposition 5.22.Preuve. Le raisonnement se fait par l'absurde. Supposons que nous avonsune relation de dépendance linéaire non triviale entre les éléments de Bki;j(X).Nous considérons alors le plus grand (par rapport à l'ordre lexicographique)k-uplet de profondeur qui apparaît dans cette relation : (d01; d02; : : : ; d0k). Cek-uplet est relatif à un diagramme gauche G0. Nous appliquons alors l'opéra-teur di�érentiel suivant : hk(@)d01 :hk�1(@)d02�d01 : : : h1(@)d0k�d0k�1 à la relationde dépendance.Nous utilisons la Proposition 3.14. Elle implique que par dé�nition deG0, cet opérateur tue tous les termes sauf ceux relatifs à G0. Ces termes



130 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSdonnent alors des polynômes dans B = fM(@)��G0 : M 2 M�G0 (X)g.Ceux-ci sont indépendants car B est une base de M�G0 (X). Nous obtenonsainsi la contradiction souhaitée.Les preuves de la Proposition 5.25 et par conséquent du Théorème 5.19sont maintenant complètes.5.4 Anti-ombre et dualité5.4.1 PrésentationNous présentons ici une étude introduite dans [11] par F. Bergeron, A.Garsia et G. Tesler.Dé�nition 5.26 Si � est une partition de n + 1 et (i; j) une case située àl'extérieur de �, nous notons �+ [ij] le diagramme obtenu en rajoutant à �la case (i; j). Nous quali�ons � + [ij] de partition grainée et appelons (i; j)son grain.Nous montrons dans cette section la grande analogie existant entreM�=ijet M�+[ij]. Notons �? l'ensemble des cases du réseau carré situées à l'exté-rieur de � et dé�nissons l'anti-ombre de (i; j) comme :AS�(i; j) = f(i0; j0) 2 �? ; i0 � i et j0 � jg: (5.38)Nous noterons as�(i; j) son cardinal, ou simplement a si aucune confusionn'est possible. La �gure suivante illustre la notion d'anti-ombre (partie gri-sée), ainsi que celle d'anti-bras (A) et d'anti-jambe (L).
  (i,j)

A

L

Proposition 5.27 Pour toute partition � de n�1 et (i; j) 2 �?, nous avonsDhXDkY ��+[i;j](X;Y ) =cte � ��+[i�h;j�k](X;Y ) si (i� h; j � k) 2 �?0 sinon:



5.4. ANTI-OMBRE ET DUALITÉ 131Proposition 5.28 Avec les notations précédentes et si (i� h; j � k) 2 �?,alors DhXDkYM�+[i;j] =M�+[i�h;j�k]:En particulier, nous avons l'inclusionM�+[i0;j0] �M�+[i;j] (5.39)pour toute case (i0; j0) dans l'anti-ombre de (i; j).L'analogue de la Conjecture 4.4 est la suivante.Conjecture 5.29 Pour toute partition � de n� 1 et toute case (i; j) 2 �?,l'espace M�+[ij] véri�e : dimM�+[ij] = as�(i; j):n! (5.40)où as�(i; j) est le nombre de cases dans l'anti-ombre de (i; j) dans �?.Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristique de Frobeniusbigraduée (cf. [11], Conjecture 5.2), qui est équivalente à la récurrence àquatre termes suivante.Conjecture 5.30 La caractéristique de Frobenius bigraduée deM�+[i;j], no-tée C�+[i;j] est caractérisée par(i) la récurrence à quatre termesC�+[i;j]= tL�qA+1tL�qA C�+[i;j�1]+ tL+1�qAtL�qA C�+[i�1;j]� tL+1�qA+1tL�qA C�+[i�1;j�1](5.41)(ii) avec la condition aux bords que les termes C�+[i;j�1], C�+[i�1;j] ouC�+[i�1;j�1] sont nuls si les cases correspondantes (i; j � 1), (i � 1; j) ou(i�1; j�1) pénètrent le diagramme �, et sont égaux à ~H�+[i;j�1], ~H�+[i�1;j]ou ~H�+[i�1;j�1] quand le diagramme considéré est une partition.5.4.2 Borne supérieureNous voulons ici obtenir la première information supportant la Conjec-ture 5.29 :Théorème 5.31 Pour toute partition � de n� 1 et toute case (i; j) 2 �?,nous avons : dimM�+[ij] � as�(i; j):n! : (5.42)



132 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSPreuve. La preuve, semblable à celle du Théorème 4.7, ne sera pas tota-lement détaillée. Nous utilisons les notations de la �gure ci-dessous. Si adésigne le cardinal de l'anti-ombre, nous notons � la partition de n+ a� 1telle que � � � et (i; j) 2 �. Nous posons m le nombre de coins extérieursde � dans l'anti-ombre de (i; j) (i.e. le nombre de cases c 2 AS�(i; j) tellesque � + [c] est une partition). Leurs coordonnées sont notées (ih; jh) pour1 � h � m. Nous noterons de plus ah le nombre de cases dans le rectangleS�(ih; jh) n S�(ih�1; jh�1), avec la convention que S�(i0; j0) est vide. Aveccette convention, nous avons : a1 + � � �+ am = a.
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Notons alors [��] l'ensemble de points �(T ) = (a(T ); b(T )) de Q2(n+a)obtenu en appliquant le procédé (2.6) à l'ensemble IT� des tableaux injectifsde forme �. On introduit comme d'habitude l'idéal annulateur associé J[��].Considérons maintenant l'ensemble T�+[ij], sous-ensemble de IT� consti-tué des tableaux tels que les étiquettes n + 1; : : : ; n + a � 1 soient dansAS�(i; j). L'ensemble de points de Q2n obtenu en associant à un tableau Tde T�+[ij] les n premières entrées de a(T ) et de b(T ) est noté [��+[ij]]. Soncardinal est a:n!. Nous introduisons alors J[��+[ij]] son idéal annulateur etH[��+[ij]] = (grJ[��+[ij]])? son espace d'harmoniques associé. Nous avonsdimH[��+[ij]] = a:n!et il s'agit donc de prouver quegrJ[��+[ij]] � I��+[ij]: (5.43)



5.4. ANTI-OMBRE ET DUALITÉ 133Soit donc P (Xn; Yn) 2 J[��+[ij]]. Nous considérons le polynômeQ(Xn+a�1; Yn+a�1) = mYh=1 q(h)Ys=p(h) ih�1Yi0=0(xs � �i0) jh�1Yj0=0(ys � �i0)où p et q sont dé�nis par : p(1) = n + 1, q(1) = n + a1 � 1 et pour h � 2,p(h) = q(h � 1) + 1 et q(h) = p(h) + ah � 1. Il est clair que Q annule toutel'orbite [��], donc h(Q) est un élément de I��. Par conséquent h(P ) tue� mYh=1 q(h)Ys=p(h) @xihs yjhs ���: (5.44)En observant que ��+[ij] est le coe�cient dans Q [Xn ; Yn] de l'un des mo-nômes dans Q [Xn+a�1 nXn; Yn+a�1 nYn] du polynôme (5.44), on en tire queh(P ) tue ��+[ij], donc (5.43).5.4.3 Cas d'un alphabetCompte tenu des deux paragraphes précédents, tout se passe aussi bienpour M�+[ij](X) que pour M�=ij(X) à la section 4.3. En particulier, ilest possible de construire une base explicite de M�+[ij](X), analogue de(4.30), qui permet d'obtenir la spécialisation de la récurrence à quatre termes(Conjecture 5.30) en un alphabet.Nous reprenons les notations de la �gure page 132 et posons �(+)h =� + [ih; jh] la partition obtenue en rajoutant à � le coin extérieur (ih; jh).Pour un tableau T de forme �(+)h et une case (u; v) de AS�(i; j) telle quev = jh, nous notons T "(+)u;v le tableau obtenu en plaçant la case (ih; jh) deT en place (u; v). Par analogie avec (4.29), nous dé�nissonsA(+)uv = �@Xm�T"(+)u;v (X) ; Xm 2 BT ; T 2 ST�(+)h 	:En posant 
h = ih�1 � ih avec la convention que i0 = i + 1, nous avons leThéorème suivant, exact analogue du Théorème 4.15.Théorème 5.32 Pour � une partition de n� 1 et (i; j) une case de �?, lafamille B�+[ij](X) dé�nie parB�+[ij](X) = m[h=1 i[u=i�
h+1A(+)u;jh : (5.45)est une base de l'espace M�+[ij](X).



134 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES À PLUSIEURS TROUSPreuve. C'est, compte tenu des deux paragraphes précédents, la même quecelle du Théorème 4.15.Cette description de B�+[ij](X) permet d'obtenir la spécialisation suivantede la Conjecture 5.30.Théorème 5.33 Si C(X)�+[i;j] représente la caractéristique de Frobenius gra-duée de M�+[ij](X) alors :� si A = 0 et L > 0, C(X)�+[i;j] = tL+1 � 1tL � 1 C(X)�+[i;j�1] ;� si A > 0, C(X)�+[i;j] = C(X)�+[i;j�1] + t C(X)�+[i�1;j] � t C(X)�+[i�1;j�1].� si A = 0 et L = 0, C(X)�+[i;j] est la caractéristique de Frobenius graduéede M�(X), où � est la partition �+ [ij].Si une des cases (i � 1; j), (i; j � 1) ou (i � 1; j � 1) se retrouve dans lediagramme �, alors le terme correspondant doit être pris égal à zéro.5.4.4 Plusieurs grainsAchevons cette section par un bref exposé de la situation rencontréequand on place plusieurs grains dans l'anti-ombre.Dé�nition 5.34 Si � est une partition de n � k et (i; j) une case de �?,nous dé�nissonsMk(+)i;j = X(a1;b1);:::;(ak;bk)M�+f(a1;b1);:::;(ak ;bk)g; (5.46)où la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de �?, toutes situéesdans l'anti-ombre de (i; j).Nous avons l'énoncé suivant, analogue du Théorème 5.13.Théorème 5.35 Si � est une partition de n � k et a le cardinal de l'anti-ombre de la case (i; j), alors nous avons :dimMk(+)i;j � �ak�n!: (5.47)



5.4. ANTI-OMBRE ET DUALITÉ 135Il est alors naturel de conjecturer que l'égalité est vraie dans (5.47).Dans le cas en un alphabet, il est possible de construire une base explicitedeMk(+)i;j (X). La construction est semblable à celle présentée dans la section5.3.4. Nous ne l'expliciterons pas, renvoyant simplement à la section 5.3.4et à la �gure de la page suivante. Cette construction fait intervenir des dia-grammes droits, analogues des diagrammes gauches, dans lesquels les casescerclées sont gauches, i.e. dans AS�(i; j) et ayant à leur gauche soit une casecerclée soit une case de �. On note Dk� l'ensemble de ces diagrammes droits.On associe alors à un diagramme droit D une partition �D et un diagrammeà k grains �kD. Ces deux objets sont obtenus comme dans le cas des trous,en raisonnant dans la partition �, qui correspond à l'anti-ombre AS�(i; j),vue à l'envers. Ceci est illustré sur la �gure de la page suivante.Maintenant, si nous notons comme d'habitude M(�) l'ensemble des mo-nômes fournissant une base monomiale de M�(X), nous avons le résultatsuivant, analogue du Théorème 5.19.Théorème 5.36 Avec les notations précédentes, la familleBk(+)i;j (X) = fM(@)��kD ; M 2M�D(X); D 2 Dk�g (5.48)est une base de l'espace vectoriel Mk(+)i;j (X).
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Chapitre 6Liens et problèmes ouverts
L'histoire ne s'arrête pas avec la preuve de M. Haiman [36] qui éta-blit dé�nitivement la conjecture n!. En e�et, malgré cette remarquableavancée, de nombreux problèmes subsistent encore, que nous présentons briè-vement dans ce chapitre. Celui-ci est composé de deux sections : la premières'intéresse aux problèmes d'explicitations (de bases, d'idéaux annulateurs,: : : ) que ne résout pas l'approche géométrique, et la seconde est consacréeaux généralisations de la conjecture n!, notamment celles introduites auxChapitre 5 : étude des espacesML dans le cas de diagrammes L quelconques.6.1 Descriptions explicitesSi la preuve de M. Haiman établit la véracité de la conjecture n! et lapositivité des polynômes de Kostka-Macdonald, une approche combinatoireexplicite de la question reste à fournir. En e�et l'approche géométrique nepermet pas, d'une part de construire de famille linéairement indépendantede cardinal n!, et d'autre part de formuler de véritable analogue à la formuleexplicite (1.34) de A. Lascoux et M.-P. Schützenberger, qui interprète lespolynômes de Kostka-Foulkes à l'aide de la charge des tableaux de Young.Problème 6.1 Obtenir une base explicite du module M�, dans le cas gé-néral, fournissant une interprétation purement combinatoire des polynômesK��(q; t).Un problème connexe à ce dernier est celui de l'étude des idéaux annula-teurs I� des déterminants ��. En e�et, comme vu au Chapitre 3, une bonneconnaissance de ces idéaux annulateurs, et en particulier de leurs bases deGröbner devrait permettre de progresser dans la connaissance de la structure



138 CHAPITRE 6. PROBLÈMES OUVERTSdes espaces M�. Si une meilleure compréhension de l'action des opérateursdi�érentiels symétriques (opérateurs de sauts) nous a permis de progresserdans l'étude des idéaux annulateurs, le problème général reste ouvert.Problème 6.2 Donner une description explicite de l'ideal I� permettant deconstruire une base de M�.Parmi les grands problèmes de combinatoire algébrique se trouve aussila question des harmoniques diagonaux.Dé�nition 6.3 Un polynôme f de Q [Xn ; Yn] est dit diagonalement harmo-nique s'il est annulé par tous les opérateurs di�érentiels invariants sous l'ac-tion diagonale (1.35) de Sn.Nous déduisons du théorème de Weyl [60] sur les invariants diagonaux deQ [Xn ; Yn], que le polynôme f est diagonalement harmonique si et seulementsi ph;k(@X; @Y )f =Xi @xhi @yki f = 0; 8 1 � h+ k � n:L'espace vectoriel des polynômes diagonalement harmoniques est noté DHn.Une première remarque intéressante est la suivante : comme tous les détermi-nants �� sont diagonalement harmoniques d'après la Remarque 3.10, nousavons, pour toute partition � de n, l'inclusion :M� �DHn:Dans l'étude de l'espace DHn, la conjecture centrale, que l'on peut voircomme un analogue de la conjecture n!, est la suivante :Conjecture 6.4 (conjecture (n+ 1)n�1) La dimension de DHn est don-née par dimDHn = (n+ 1)n�1:Cette conjecture vient d'être récemment établie par M. Haiman (cf. [37]),en utilisant une nouvelle fois des techniques de géométrie algébrique, et plusprécisément une nouvelle étude des schémas de Hilbert. Cependant, la com-binatoire deDHn reste à développer, en particulier le fait conjectural qu'unebase de DHn est indicée simplement par les fonctions de parking (cf. [34]).Parmi ces problèmes d'études combinatoires liées aux polynômes de Mac-donald, il convient en�n de citer les travaux concernant l'opérateur r. Il estdé�ni de la façon suivante : r ~H� = T� ~H� (6.1)



6.1. DESCRIPTIONS EXPLICITES 139où ~H� représente le renormalisé de la forme intégrale des polynômes deMacdonald, dé�ni en (1.40) etT� = tn(�)qn(�0)avec n(�) = X̀i=1(i� 1)�i:Il a été introduit par F. Bergeron et A. Garsia dans le but d'obtenir grâceà lui des formules très simples dont la suivante est un exemple frappant.Conjecture 6.5 La caractéristique de Frobenius bigraduée de DHn est don-née par la formule Fq;t(DHn) = ren: (6.2)Dans [13], où de nombreuses propriétés et conjectures concernant r sonténoncées, est proposée la généralisation suivante de la Conjecture 6.5.Conjecture 6.6 Pour toutes partitions � et �, et tout entier positif m, nousavons (�1)�(�0)hrms�; s�i 2 N[q; t] (6.3)où le produit scalaire est dé�ni pour toutes partitions �, � parhp�; p�i = � z� si � = �0 sinonet le signe dans (6.3) est donné par�(�) = �l(�)2 �+ X�i<(i�1)(i� 1� �i): (6.4)Signalons que l'expression (6.4) a été obtenue par M. Bousquet-Mélou.La Conjecture 6.5 apparaît comme la spécialisation de la Conjecture 6.6au cas particulier où � = (1n). Ce cas particulier, qui ra�ne la conjecture(n+ 1)n�1, vient d'être établi par M. Haiman ([37]), mais le cas général esttoujours un problème ouvert.



140 CHAPITRE 6. PROBLÈMES OUVERTS6.2 GénéralisationsL'étude des généralisations de la conjecture n!, que ce soit le cas despartitions trouées �=ij (Chapitre 4), ou celui des modules Mki;j (Chapitre5), constitue un champ d'investigation où les questions ouvertes sont encorenombreuses. Les Conjectures 4.4 et 5.15 en particulier sont pour l'instantirrésolues.Mais sûrement plus ouverte encore est l'étude des modulesML pour desdiagrammes L quelconques. Si le cas des diagrammes de dimension un estréglé par le Théorème 5.2, et si les Conjectures 4.4 et 5.29 proposent desénoncés précis dans le cas des partitions trouées et grainées, le cas généralreste mystérieux.Problème 6.7 Déterminer les diagrammes L possédant la propriété MLRR.Trouver une condition nécessaire et su�sante pour qu'un diagramme Lvéri�e la propriété MLRR constitue un objectif relativement ambitieux. Unepremière étape consiste en la description de grandes classes de diagrammespossédant cette propriété. Dans cette optique, d'intéressantes conjectures setrouvent dans l'article [11] de F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler. Parmicelles-ci, citons la très jolie conjecture suivante, dite �de rotation�.Soit L un diagramme inclus dans le rectangle a� b : L 2 Ba;b où :Ba;b = f(i; j) ; 0 � i < a; 0 � j < bg:Dé�nissons le complémentaire de la rotation de L dans Ba;b parRa;b(L) = f(i; j) 2 Ba;b ; (a� 1� i; b� 1� j) 62 Lg: (6.5)Remarquons que jLj+ jRa;b(L)j = ab. La conjecture est alors la suivante.Conjecture 6.8 (conjecture de rotation) Soit L un diagramme inclusdans Ba;b et L� = Ra;b(L). Si L possède la propriété MLRR, il en est alorsde même pour L� et dans ce cas :dimML = k jLj! si et seulement si dimML� = k jL�j! :Le lien entre les partitions trouées (Conjecture 4.4) et partitions grainées(Conjecture 5.29) est bien sûr une illustration de cette conjecture, comme lemontre la �gure suivante. Celle-ci représente une partition trouée L inclusedans le rectangle B11;12 et le diagramme R11;12(L).



6.2. GÉNÉRALISATIONS 141

Une information supportant la conjecture de rotation est formulée par laproposition suivante.Proposition 6.9 Si nous notons L� = Ra;b(L), n = jLj et n� = jL�j, nousavons l'équivalence suivante :ek(Xn) tue �L () hk(Xn�) tue �L� : (6.6)Preuve. Elle est une conséquence immédiate des Propositions 3.11 et 3.14 etde l'observation suivante : les cases de L sont les trous de L�.Remarque 6.10 Il est clair que la formule (6.6) s'étend aux cas des opéra-teurs en Y ou en (X;Y ) et au cas des opérateurs di�érentiels partiellementsymétriques (cf. Principe 3.18).Pour �nir, montrons-nous optimistes et désirons obtenir une descriptionde la structure du module ML, même pour des diagrammes ne possédantpas la propriété MLRR.Problème 6.11 Déterminer, pour tout diagramme du réseau carré L, lastructure du module ML.
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Annexe ARappels sur la représentationlinéaire des groupes �nisNous rappelons ici les éléments de théorie de la représentation linéairedes groupes �nis nécessaires à l'étude de la structure des espacesML associésaux diagrammes du réseau carré. Cette annexe se compose de deux sections :la première présente des généralités et la seconde donne les grands résultatsdans le cas du groupe symétrique Sn. La présentation donnée ici est inspiréede [54] pour la première section et de [47], [51] pour la seconde, auxquels onse reportera pour un traitement plus complet de la question.A.1 GénéralitésA.1.1 Représentation linéaire d'un groupe �niConsidérons un espace vectoriel V (de dimension �nie) sur le corps Cdes nombres complexes. Nous notons GL(V) le groupe des isomorphismesde V, que l'on assimile à l'ensemble des matrices carrées inversibles de tailledimV.Dé�nition A.1 Soit un groupe G �ni. Une représentation linéaire de Gdans V est un homomorphisme � du groupe G dans le groupe GL(V), i.e.une application de G dans GL(V) tel que pour tous s; t 2 G :�(s; t) = �(s)�(t) : (A.1)La formule (A.1) implique en particulier que �(1G) = IdV et �(s�1) = �(s)�1.



144 ANNEXE A. REPRÉSENTATION DES GROUPES FINISLorsque � est donné, on dit que V est un espace de représentation de G,voire une représentation de G. La dimension de V est appelée degré de lareprésentation.Deux représentations � : G ! V et �0 : G ! V0 seront dites semblablesou isomorphes s'il existe un isomorphisme linéaire � : V ! V0 tel que pourtout s 2 G, � � �(s) = �0(s) � �:Exemple A.2 Présentons un exemple fondamental dans notre cadre. Consi-dérons un espace vectoriel possédant une base indexée par les éléments t deG, ie : (et)t2G. Considérons maintenant pour s dans G l'application linéairequi transforme et en est. Il est clair que l'application linéaire ainsi dé�nie estun isomorphisme de V et que l'on obtient une représentation linéaire appeléela représentation régulière (à gauche) de G. En particulier, son degré est égalà l'ordre jGj de G.Dé�nition A.3 On dit que le sous-espaceW de V est stable pour la repré-sentation � de G si 8s 2 G; x 2W =) �(s)(x) 2W: (A.2)La restriction de �(s) à W est un élément de GL(W) pour tout s dans Get on dé�nit ainsi une sous-représentation de V. Si V s'écrit V =W�W0avec W et W0 des sous-représentations de V, on dit que la représentationV est somme directe des représentations W et W0.On dira qu'une représentation V est irréductible si elle n'admet pas desous-espace stable autre que f0g et V. Le théorème suivant montre toutel'importance des représentations irréductibles.Théorème A.4 Toute représentation est somme directe de représentationsirréductibles.A.1.2 CaractèresDé�nition A.5 Soit une représentation linéaire � : G! GL(V) du groupe�ni G. Pour tout s 2 G, posons :��(s) = Tr�(s) (A.3)où Tr � est la trace de l'endomorphisme � . La fonction à valeurs complexes�� ainsi dé�nie est appelée caractère de la représentation �.



A.1. GÉNÉRALITÉS 145Nous verrons plus loin que le caractère caractérise la représentation linéaire.Commençonc par observer les propriétés suivantes.Proposition A.6 Si � est le caractère d'une représentation � de degré d,on a :(i) �(1G) = d ;(ii) 8s 2 G; �(s�1) = �(s) ;(iii) 8s; t 2 G; �(tst�1) = �(s).Notons aussi que si � est somme directe de �1 et �2 de caractères respectifs�1 et �2, alors(iv) � = �1 + �2.Intéressons-nous maintenant aux relations d'orthogonalité des caractèrespar rapport au produit scalaire suivant, dé�ni pour ' et  deux fonctions deG dans C : �'j � = 1jGjXs2G'(s) (s): (A.4)Théorème A.7 Soient � et �0 deux caractères de représentations irréduc-tibles non isomorphes, nous avons��j�) = 1 et ��j�0) = 0: (A.5)De (A.5), on déduit le théorème suivant.Théorème A.8 Soit V une représentation linéaire de G, de caractère ' etsupposons V décomposé en somme directe de représentations irréductibles :V = kMi=1Wi:Alors, siW est une représentation irréductible de caractère �, sa multiplicitédans V, i.e. le nombre de Wi isomorphes àW est égal à ('j�).Corollaire A.9 Deux représentations de même caractère sont isomorphes.



146 ANNEXE A. REPRÉSENTATION DES GROUPES FINISExemple A.10 Dans le cas de la représentation régulière (cf. Exemple A.2),pour tout s 2 Gnf1Gg, st 6= t donc tous les termes diagonaux de la matricede �(s) sont nuls. Le caractère � de la représentation régulière est donc donnépar : �(s) = � jGj si s = 1G;0 si s 6= 1G: (A.6)On en déduit alors la proposition suivante.Proposition A.11 Chaque représentation irréductible est contenue dans lareprésentation régulière un nombre de fois égale à son degré.Il est évident d'après le (iii) de la Proposition A.6 que toute représentationlinéaire de G est constante sur le classes de conjugaison de G. Le théorèmesuivant complète cette assertion.Théorème A.12 Le nombre de représentations irréductibles de G (à iso-morphisme près) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.A.2 Cas du groupe symétriqueUne conséquence du Théorème A.12 est que le nombre de représentationsirréductibles du groupe symétrique Sn est égal au nombre de partitions � den. En e�et deux permutations � et �0 de Sn sont conjuguées si et seulementsi elles ont le même type de décomposition en cycles, i.e. le même nombre cide i-cycles pour tout i. Notons que Pni=1 ici = n. La classe de conjugaisonest ainsi déterminée par la partition �(�) = 1c1 ; : : : ; ncn de n. On s'attenddonc à avoir des caractères irréductibles indexés par les partitions de n, ceque nous allons e�ectivement obtenir.Introduisons alors sur l'anneau � des fonctions symétriques (cf. section1.1.2) le produit scalaire dé�ni par :�s�js�� = ��� (A.7)où ��� vaut comme d'habitude 1 si � = � et 0 sinon.On note Rn le Z-module libre engendré par les caractères irréductibles deSn et on dé�nit l'application caractéristique ch : Rn ! �n 
 C en posant,si ' 2 Rn : ch(') = 1n! X�2Sn '(�)p�(�) = Xj�j=n z�1� '�p�; (A.8)



A.2. CAS DU GROUPE SYMÉTRIQUE 147où '� désigne la valeur de ' sur la classe de conjugaison de Sn dé�niepar �. L'entier z� (cf. équation (1.25)) apparaît ici en tant que cardinal ducentralisateur d'un élément de la classe de conjugaison de Sn associée à lapartition � (pour l'action de Sn sur lui-même par conjugaison).Théorème A.13 (Formule des caractères de Frobenius)L'applicationcaractéristique réalise une homothétie de Rn sur �n. Les caractères irréducti-bles de Sn sont les images réciproques �� par ch des fonctions de Schur s�, �décrivant l'ensemble des partitions de n. De plus, leurs valeurs ��� sur les dif-férentes classes de conjugaison de Sn sont égales aux coe�cients des sommesde puissances dans la base des fonctions de Schur : pour toute partition � detaille n, p� = Xj�j=n���s�: (A.9)On déduit de la formule (A.9) que��(Id) = �s�jpn1� = K�;la dernière égalité étant une conséquence des formules de Pieri ([47], Corol-laire 1.2.9) d'où le corollaire suivant.Corollaire A.14 Le degré de la représentation irréductible de Sn de carac-tère �� est égal au nombre K� de tableaux standard de forme �.
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Annexe BAction des opérateursdi�érentiels de Schur sur lesdéterminants de diagrammeNous allons prouver le Théorème 3.17 en utilisant la Proposition 3.11et une adaptation de l'involution dé�nie dans [49]. Pour commencer, nousobservons que le Théorème 3.17 et la Proposition 3.11 sont compatibles. Ene�et nous avons ek = s1k et les tableaux de forme (1k) correspondent auxsuites 1 � i1 < i2 < � � � < ik � n. Maintenant, posons l le nombre decolonnes de �0 et développons la formule déterminantale de la fonction deSchur s�(X) = det �e�0i+j�i(X)� = X�2Sl sgn(�)e�(�0+�l)��l (B.1)où sgn(�) désigne ici la signature de la permutation � 2 Sn. De plus, �l = (l�1; l � 2; : : : ; 1; 0) et e�i = 0 dès que �i < 0. Si nous avons � = �1; �2; : : : ; �lune suite d'entiers, nous posons e� = e�1e�2 � � � e�l . Il est important derespecter l'ordre des facteurs, car celui-ci aura une incidence par la suite.Comme noté ci-dessus, dans le cas l = 1, la Proposition 3.11 peut êtreréécrite sous la formee�1(@X)�L(X;Y ) = XT12YT(1�1 ) �(L; @T1(L))�(@T1(L))�@T1 (L)(X;Y ); (B.2)où YT(1�1 ) est l'ensemble des tableaux croissants strictement sur la colonnede hauteur �1 et de poids inclus dans f1; 2; : : : ; ng. Ici �(T1; L) = �(@T1(L)).



150 ANNEXE B. OPÉRATEURS DE SCHURSupposons maintenant que l = 2. Nous utilisons (B.2) avec e�2(@X) et ap-pliquons e�1(@X) des deux cotés. On obtient ainsie�(@X)�L(X;Y ) = e�1(@X)e�2(@X)�L(X;Y )= XT22YT(1�2 ) �(L; @T2(L))�(@T2 (L))e�1(@X)�@T2 (L)(X;Y )= XT12YT(1�1 ) XT22YT(1�2 ) �(L; @T1@T2(L)�(@T2(L))�(@T1@T2(L))�@T1@T2 (L)(X;Y )Dé�nissons alors CT � = CT �1;�2;:::;�l (B.3)l'ensemble des l-uplets de colonnes T = (T1; T2; : : : ; Tl) où Ti 2 YT(1�i ).Nous pouvons représenter T comme un tableau L� ! f1; 2; : : : ; ng où L�est le diagramme f(i; j) ; 0 � i � �j+1 � 1; 0 � j � l � 1g et T eststrictement croissant en remontant chaque colonne. Observons que T ne suitaucune condition sur les lignes et en particulier sa forme � n'est pas nécessai-rement une partition. Ceci étant posé, nous pouvons simpli�er l'expressionprécédente et écrire que pour l = 2 :e�(@X)�L(X;Y ) = XT2CT � �(L; @T(L))�(T; L)�@T(L)(X;Y ); (B.4)où @T(L) = @T1@T2 � � � @Tl(L) est le diagramme obtenu à partir de L enremplaçant les biexposants (pi; qi) par (pi�jT�1(i)j; qi) pour tout 1 � i � net �(T; L) = �(@T(L)) � � � �(@Tl�1@Tl(L))�(@Tl(L)): (B.5)Il est clair par récurrence que la formule (B.5) se généralise à l � 2. Nousdevons également remarquer que si l'un des �i est strictement négatif, alorsla somme (B.4) doit être nulle.Nous pouvons alors commencer le calcul de l'opérateur (B.1) en utilisant(B.4) :S�(@X)�L(X;Y )=X�2Sl sgn(�)e�(�0+�l)��l(@X)�L(X;Y ) (B.6)= X�2Sl XT2CT �(�0+�l)��lsgn(�)�(L; @T(L))�(T; L)�@T(L)(X;Y ):



151Nous voulons maintenant construire une involution telle que tous lestermes s'annulent sauf ceux pour lesquels � est l'identité et T 2 YT�. Notonsque la forme � d'un tableau T 2 CT � n'est pas nécessairement une partition.Voici un exemple d'un tableau T 2 CT (1;0;3;2;4;1) :
T =

810 68 9 52 7 3 4 4 :La seule contrainte est que les étiquettes de T croissent strictement surles colonnes.Concentrons-nous d'abord sur le cas l = 2 et posons �0 = (�01; �02). Nousavons deux formes � = (�1; �2) possibles pour T, à savoir �0 = Id(�0+�2)��2et (�02� 1; �01 +1) = (1 2)(�0 + �2)� �2. Ces deux formes sont complètementcaractérisées par �1 < �2 ou �1 � �2. Nous dé�nissons alors une involutionsimilaire à celle de [49].Étant donné T 2 CT �, nous lui associons deux mots wT et bwT . Cetteétude est due à A. Lascoux et M.-P. Schützenberger (cf. [44]). Le premierwT est constitué de toutes les étiquettes T(i; j) de T ordonnées en croissant.Par exemple si
T =

969 53 4alors wT = 34 5 6 9 9. Nous associons alors au mot wT sa structure parenthé-sée bwT . Pour cela, nous lisons les entrées de wT de la gauche vers la droite etassocions à une entrée provenant de la première colonne de T une parenthèsegauche (ouvrante), et à une entrée de la deuxième colonne, une parenthèsedroite (fermante). Dans le cas de deux colonnes, la même entrée apparaît auplus deux fois, auquel cas nous décidons que la première occurence lors de lalecture de wT vient de la première colonne de T. Dans l'exemple ci-dessus,wT = 34 5 6 9 9 et bwT = ( ) ) ) ( ).Il y a une façon naturelle de grouper en paires les parenthèses ouvranteset fermantes en respectant la règle classique de parenthésage. Dans tout



152 ANNEXE B. OPÉRATEURS DE SCHURmot bwT certaines parenthèses seront appariées et d'autres non. Dans notreexemple, bwT = ( ) � � ( ), les deux premières parenthèses sont appariées, ainsique les deux dernières ; les deux du milieu ne sont par contre pas appariées.Le sous-mot de tout bwT constitué des parenthèses non appariées doit être dela forme ) ) � � � ) (� � � ( (.Proposition B.1 [49, Proposition 5] Un tableau T = (T1; T2; : : : ; Tl) 2CT � est un tableau de Young strictement croissant sur les lignes, T 2 YT�, siet seulement si il n'y a pas de parenthèses droites non appariées dans bwTi;Ti+1pour tout 1 � i � l � 1.Remarquons ici que si � = (�1; �2; : : : ; �l) n'est pas une partition, c'est-à-dire �i < �i+1 pour un 1 � i � l�1, alors nécessairement bwTi;Ti+1 contientplus de parenthèses droites que de parenthèses gauches et certaines d'entreelles ne pourront être appariées, donc aucun des tableaux T 2 CT � ne peutêtre un tableau de Young strictement croissant sur les colonnes.Reprenons la construction de notre involution similaire à celle de [49]pour �0 = (�01; �02). PosonsA = CT (�01;�02) [ CT (�02�1;�01+1):L'involution est une application 	: A! A dé�nie de la façon suivante. Pre-nons un T 2 CT (�1;�2) � A et considérons bwT . Le sous-mot des parenthèsesnon appariées contient r � 0 parenthèses droites suivies de l � 0 parenthèsesgauches. Nous avons de plus que l � r = �1 � �2.� Si r = 0, alors T 2 T� � CT �0 et nous dé�nissons 	(T) = T.� Si l � r > 0, alors T 2 CT �0 n YT� et nous dé�nissons 	(T) = T0 2CT (�02�1;�01+1), l'unique tableau tel que wT0 = wT et bwT0 est obtenu à partirde bwT en remplaçant les l� r+1 parenthèses gauches non appariées les plusà gauche par des parenthèses droites.� Si r > l, alors T 2 CT (�02�1;�01+1) et nous dé�nissons 	(T) = T0 2 CT �0 nYT�, l'unique tableau tel que wT0 = wT et bwT0 est obtenu à partir de bwT enremplaçant les r � l � 1 parenthèses droites non appariées les plus à droitepar des parenthèses gauches.Maintenant dans le cas général, l � 2, posonsA = [�2Sl CT �(�0+�l)��l :Pour T 2 CT � � A, le vecteur � caractérise complètement la permutation� 2 Sl tel que � = �(�0 + �l) � �l. En particulier � est une partition si et



153seulement si � = Id. Nous lisons les lignes de T de la gauche vers la droiteet de bas en haut. Nous trouvons ainsi le premier couple de cases du réseaucarré (i; j) et (i+ 1; j) tel queT (i; j) > T (i+ 1; j) ou �(i; j) 62 L� et (i+ 1; j) 2 L��.� S'il n'y a pas de tel couple, alors nécessairement T 2 YT� � CT �0 et nousdé�nissons 	(T) = T.� Si nous trouvons un tel couple, alors T 2 CT � � AnYT�. Nous dé�nissons	(T) = T0 2 CT � � A n YT� où T0 est obtenu à partir de T en appliquantla procédure ci-dessus aux deux colonnes Ti+1; Ti+2. Par construction, si� = �(�0+�l)��l, alors � = �ti(�0+�l)��l, où nous notons ti la transposition(i; i+ 1).Le fait que	 dé�nit bien une involution est traitée dans plusieurs articles,notamment dans [49], section 3. Donnons un exemple concret. Pour
T =

86 105 8 94 7 3 , nous avons 	(T) =
8 106 95 74 8 3 :Le couple (0; 1) et (0; 2) est le premier où T (0; 1) > T (0; 2). Nous appli-quons alors l'involution aux deux dernières colonnes. Nous avons ici wT2;T3 =37 8 9 10 et bwT2;T3 =) ( ( ) (. Il y a donc r = 1 parenthèse droite non appa-riée suivie de l = 2 parenthèses gauches non appariées. Nous devons changerl� r+1 = 2 parenthèses non appariées gauches en parenthèses droites. D'oùbwT 02;T 03 =) ) ( ) ). Ceci déplace les étiquettes 7 et 10 de la deuxième dans latroisième colonne.Preuve (du Théorème 3.17). Nous revenons au calcul de (B.6) en utilisantla notation introduite :S�(@X)�L(X;Y ) = XT2CT �(�0+�l)��l�Asgn(�)�(L; @T(L))�(T; L)�@T(L)(X;Y ):L'involution construite ci-dessus associe le terme dans la somme corres-pondant à T 2 CT �(�0+�l)��l � A n YT� avec celui correspondant à T0 2CT �ti(�0+�l)��l � A n YT�. Il est clair que sgn(�) = �sgn(�ti) et @T(L) =@T0(L) car les deux tableaux T et T0 ont le même ensemble d'étiquettes,



154 ANNEXE B. OPÉRATEURS DE SCHURd'où en particulier : �(L; @T(L)) = �(L; @T0(L)) . Il su�t alors de montrerque �(T; L) = �(T0; L) (B.7)pour obtenir le Théorème 3.17. En e�et, à ce moment-là, tous les termesde A n YT� vont s'annuler et il ne reste que les termes de T� avec le boncoe�cient.Pour établir (B.7) nous devons montrer que si �0(T; L) est non nul, alors�0(T0; L) est non nul ; dans ce cas ils sont alors nécessairement tous les deuxégaux à 1. De (B.5) on tire�(T; L) = �((T1; T2; : : : ; Tl); L) = �(@T(L)) � � � �(@Tl�1@Tl(L))�(@Tl(L)):De façon analogue, �(T0; L) = �((T1; T2; : : : ; T 0i+1; T 0i+2; : : : ; Tl); L) pour un0 � i � l�1. Si �(T; L) 6= 0, alors �(@Tk � � � @Tl(L)) = 1 pour tout 1 � k � l.Pour 1 � k � i+ 1, nous avons clairement :�(@Tk � � � @Ti+1@Ti+2 � � � @Tl(L)) = �(@Tk � � � @T 0i+1@T 0i+2 � � � @Tl(L)):Pour i + 3 � k � l, les termes correspondant dans �(T; L) et �(T0; L) sontles mêmes. Posons ~L = @Ti+3 � � � @Tl�1@Tl(L), pour prouver l'égalité (B.7), ilsu�t de montrer maintenant que�(@Ti+2(~L)) = 1 et �(@Ti+1@Ti+2(~L)) = 1 =) �(@T 0i+2(~L)) = 1(B.8)pour tout ~L tel que �(~L) = 1.Soit � = �ti(�0+ �l)� �l, la forme de T. Supposons que �(@T 0i+2(~L)) = 0.Ceci implique qu'il y a une étiquette 1 � k = T0(i + 2; j) � n telle que(pk; qk) 2 ~L et (pk�1; qk�1) = (pk � 1; qk) 2 ~L, mais k � 1 6= T0(i + 2; j � 1)n'est pas une étiquette de T 0i+2 (on explicite ainsi la condition de collisiondes cases). Maintenant comme �(@Ti+1@Ti+2(~L)) = 1 nous avons nécessaire-ment que k et k � 1 sont des étiquettes de Ti+1; Ti+2. Ceci implique quek � 1 est une étiquette de T 0i+1. Ceci implique aussi que k n'est pas uneétiquette de T 0i+1 car on ne peut pas avoir deux étiquettes k et une seulek � 1 puisque sinon �(@Ti+1@Ti+2(~L)) = 0. Ceci entraîne que k � 1 et k sontdes lettres de wT 0i+1T 0i+2 de multiplicité un, que k � 1 est dans la colonneT 0i+1 et que k est dans la colonne T 0i+2. Elles sont donc consécutives dansle mot wT 0i+1T 0i+2 et sont appariées dans bwT 0i+1T 0i+2 . Ceci implique alors que



155Ti+2 dans 	(T0) = T contient l'étiquette k mais pas k�1 et par conséquent�(@Ti+2(~L)) = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. La preuve est ainsi com-plète.Remarque B.2 Étant donné un diagramme L et un tableau strictementcroissant sur les lignes T 2 YT�, nous avons que �(T;L) = 1 précisémentquand on peut déplacer les cases de L d'un pas vers le bas, en lisant Tcolonne par colonne, de la droite vers la gauche, sans collision de cases.Corollaire B.3 Pour hk(X) = s(k)(X), nous avonshk(@X)�L(X;Y ) = X1�i1�i2�����ik�n�(L; @i1 � � � @ik(L))�((i1; : : : ; ik);L)�@i1 ���@ik (L)(X;Y ):Le Corollaire B.3 est équivalent à la Proposition 3.14. En e�et, la seulefaçon d'avoir que �((i1; : : : ; ik);L) 6= 0 correspond à des cases i1; : : : ; ik quidescendent dans des trous. On peut voir cela comme des trous qui montent.
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