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Chapitre 1

Introduction

"AMBITION de cette thése est de présenter certains épisodes de I’histoire —
L toujours en marche d’une question de combinatoire algébrique connue
sous le nom de conjecture n!. Si la premiére, et pour I'instant unique, preuve
de cette conjecture est principalement fondée sur la géométrie, nous nous
focaliserons ici sur des approches mélant, sous diverses proportions, algébre
et combinatoire. C’est en effet par elles que 'on peut le mieux essayer de
saisir la grande beauté de cette question.

Le but de ce premier chapitre est, comme il se doit, de présenter et de
motiver le probléme. Un des attraits de la conjecture n! est qu’elle peut
étre introduite —proprement |- en quelques lignes, ce que nous ferons. Puis
nous replacerons cette question dans son cadre naturel, & savoir celui des
fonctions symétriques, et plus particuliérement des polyndémes de Macdonald.
Ce sera 'occasion de mettre en valeur ses liens avec d’autres problémes, de
mathématiques bien str, mais aussi d’informatique ou de physique théorique.
Nous nous attacherons enfin & retracer I’histoire des nombreuses approches
de cette étude, avant d’exposer le plan de cette thése.

1.1 Enoncés et motivations

1.1.1 La conjecture n!

Commencons par les quelques définitions nécessaires a un exposé minimal
de la problématique.

Définition 1.1 Un diagramme (du réseau carré) est une partie finie L =
{(p1,q1),--+s (Pnsaqn)} de N x N le produit N x N est assimilé au quadrant
positif du réseau carré et L est ainsi composé de n cases.
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Notons que nous n’exigeons pas a priori que toutes les cases du diagramme L
soient distinctes. Les coordonnées p; > 0 et ¢; > 0 d’une case (p;,¢;) indique
respectivement la position de la ligne et de la colonne de la case dans le
réseau carré, comme indiqué sur la figure ci-dessous.

La figure suivante donne la représentation graphique du diagramme a 6

cases: L ={(0,0),(2,1),(2,2),(1,3),(0,5),(3,5)}.

Définition 1.2 Pour puy > pg > --- > pug > 0, nous dirons que p =
(1, p2s- - pg) est une partition de n si |p| = p1 + -+ + pg vaut n. Sa
longueur [(p) est le nombre £ de ses parts. Nous associons alors a p son
diagramme (de Ferrers) {(i,j) ; 0 <i</£11,0<j < pjp1 L1} et nous
utiliserons le méme symbole p pour désigner la partition et son diagramme.

La partition dite conjuguée de p, notée p', est la partition de n dont le
diagramme de Ferrers est symétrique de celui de p par rapport a la diagonale
principale. Nous noterons souvent £' = 1(p') = py la longueur de la partition
conjuguée.

Par exemple, u = (4,2,1) est une partition de n = 7. Sa partition
conjuguée est p' = (3,2,1,1) et son diagramme est constitué des cases
1,1

£0,0), (1,0, (2,0), (0,1). (1,1, (0,2), (0, 3)}.
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p= ‘ ‘ u= ‘

Remarque 1.3 Il arrivera parfois que nous ordonnions les parts d’une par-
tition, non en ordre croissant mais en ordre décroissant. Ceci n’est d’aucune
conséquence, l'essentiel étant d’ordonner les parts. Nous utiliserons aussi
une notation compacte en notant par exemple (1%,22) pour la partition
(2,2,1,1,1).

Nous nous permettrons également de parler de hauteur de la partition a la
place de longueur, spécialement quand nous travaillerons sur les diagrammes
de Ferrers, ¢ étant la hauteur du diagramme. Il est bon de noter que vu les
conventions, la plus haute ligne du diagramme porte 'indice ¢ 1 1.

Définition 1.4 Afin d’ordonner les cases des diagrammes, nous utiliserons
Pordre lexicographique avec priorité a la seconde coordonnée, a savoir

P1.q1) < (P2,q2) = @1 <q2 ou [q1 =q etpr <pal (1.1)

Soit maintenant Q[X,Y] = Q[z1,...,%n,y1,...,Yyn] 'anneau des poly-
nomes en 2n variables a coefficients rationnels. A chaque diagramme L, on
associe un polynome A € Q[X, Y] de la fagon suivante.

Définition 1.5 Soit L = {(p1,q1), (p2,92),-- -, (Pn,qn)} un diagramme du
réseau carré. On lui associe le déterminant du diagramme, donné par la
formule

AL(X,Y) = det (2} y” (1.2)

)1§i,j§n'
Le déterminant Az (X,Y’) est non nul seulement si L est constitué de n
cases distinctes. Dans ce cas, c’est un polynéme bihomogeéne de degré |p| =
p1+---+ppen X et |q] = g1+ - -+¢, en Y. Afin d’associer par cette définition
un unique déterminant au diagramme L, nous imposons d’ordonner ses cases
selon ordre lexicographique défini en (1.1). Pour des raisons pratiques, nous
étendrons parfois la notion de diagramme a une partie de Z X Z, étant entendu
que dans ce cas Ay, = 0 dés que L a une de ses cases en dehors de N x N.
Dans le cas d'une partition p, le déterminant défini via (1.2) est noté A,
C’est en quelque sorte une généralisation du déterminant de Vandermonde
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A(X) qui correspond au cas d'une partition ayant toutes ses parts égales a
1,ie p=(1"). Afin d’illustrer la définition de A, nous donnons ci-dessous
la forme de ce déterminant pour la partition (4,2,1) de la figure précédente :

1o 2}y iy vl o}

1 x9 a2 x 5y

2 Y2 x2Y2 Yy Yo

1 @3 a3 ys x3ys Y3 Vi
Ausny=|1 24 o5 ya 2ays y; o3
1 x5 22 ys wsys Yz Yo

1 g 51:?5 Ys TeYe yé yg’

1 x7 a3 yr wyr Y3yl

Nous noterons respectivement 0x; et dy; les opérateurs de dérivation 9/0x;
et 0/0y;, et IX™ pour Oz|"" -z’ si m est le vecteur m = (mq,...,my).
Nous utiliserons des parenthésages pour éviter toute confusion dans des ex-
pressions du type B(x?j y?j)AL(X,Y). Si P € Q[X,Y], nous utiliserons la
notation P(9) = P(0X,0Y) pour 'opérateur de dérivation obtenu en rem-
placant les variables x; et y; respectivement par dx; et Jy;.

Définition 1.6 Pour tout polynome P € Q[X,Y], nous notons Ly[P] l’es-
pace vectoriel engendré par toutes les dérivées partielles de P, i.e.

Ls[P] = QoX, Y|P, (1.3)

ot pour un polynome Q € QX,Y], Q(0X,9Y) est lopérateur de dérivation
obtenu en remplacant dans @ les variables x; et vy; respectivement par 0x;
et dy;. Plus généralement, pour un ensemble de polyndmes P, nous noterons
Ly[P] Uespace engendré par les dérivées partielles des éléments de P.

Nous associons alors a tout diagramme L un espace My, en posant

My, = Ls[AL]. (1.4)

Dans le cas d’une partition u, I’espace obtenu par la construction (1.4) est
noté M. Cela étant posé, nous pouvons maintenant énoncer la conjecture
nl.

Théoréme 1.7 (conjecture n!) Pour toute partition p de lentier n,
dimM,, = nl. (1.5)

Cette conjecture a été énoncée pour la premiére fois par A. Garsia et M.
Haiman, et, aprés de longues années de recherches nombreuses et variées,
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vient d’étre démontrée par ce dernier (cf. paragraphe 1.2.5). Elle est centrale
dans le cadre de leur étude des polynomes de Macdonald (cf. [26, 27, 29]).
Mais avant de pouvoir faire le lien entre la conjecture n! et les polynémes
de Macdonald, il est nécessaire de préciser le cadre de I’anneau des fonctions
symétriques.

1.1.2 L’anneau des fonctions symétriques

Nous nous plagons dans Panneau Q[X| = Q[z1,...,2,] des polyndomes
en n variables et & coefficients rationnels.

Définition 1.8 Le groupe symétrique S, agit sur Qz1,...,x,] par permu-
tation des variables, a savoir que pour un polynome P(X) € Q[X] et une
permutation o € Sy,

o.P(x1,...,20) = P(T501)s - s To(n)) (1.6)

et un polyndme est dit symétrique s’il est invariant sous cette action. Les
polyndmes symétriques forment un sous-anneau

An :Q[mla"'amn]sn' (17)

De plus A,, est un anneau gradué: nous avons

An = EPAE (1.8)

k>0

oit A¥ est I’ensemble des polynémes symétriques homogénes de degré k, plus
le polynéme nul.

Pour tout a = (e, ...,p) € N* nous notons X le monome
a __ (1 Qn
X =" apm. (1.9)

Définition 1.9 Soit A une partition de longueur < n. On compléte avec des
parts nulles pour écrire A = (A1,...,A\,). Le polynéme symétrique monomial
my est défini par la formule suivante

mA(X) =) X° (1.10)

otr la somme est prise sur toutes les permutations distinctes o de A =

(Moseees An).



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le polynome m) est clairement symétrique, et il est évident que les m)
forment une base de A, quand A décrit toutes les partitions de longueur
< n. Plus particuliérement, les m) tels que [(A) < n et |A| = k forment une
base de AE.

Dans la théorie des fonctions symétriques, le nombre de variables n’a en
général pas d'importance, & condition qu’il soit assez grand, et il est souvent
plus pratique de le considérer comme infini. Pour rendre cette notion précise,
prenons m > n et considérons I’homomorphisme

Omn ¢+ Qr, ... zp] 1= Qar, ..., zy]

qui envoie Typ41, ..., Ty sur zéro et laisse les autres variables inchangées. Par
restriction & A,,, ceci donne un homomorphisme

pmm ¢ Am 1 Ay (1.11)
dont laction sur la base (m)) est aisément décrite: il envoie my (1, ..., Tpy)
sur my(x1,...,xy,) si l(A) < n, et sur zéro sinon. Il en découle que py, , est

surjectif. Par restriction au degré k, on a des homomorphismes
Prn @ A 1= AL (1.12)

qui sont toujours surjectifs, et bijectifs pour m > n > k. Nous formons alors
la limite inverse

AF = lim AK (1.13)
&L

des anneaux A¥ relativement aux homomorphismes pfnyn :un élément de AF

est par définition une suite f = (f,)n>0 ot chaque f, = fn(z1,...,2,) est
un polynoéme symétrique homogéne de degré k en les variables z1,...,z, et
fm(z1, .. 20,0,...,0) = fu(x1,...,2,) dés que m > n. Comme pﬁm est

un isomorphisme pour m > n > k, la projection
Pk AR 1 AR

qui envoie f sur f,, est un isomorphisme pour tout n > k. L’anneau A* a
donc une base constituée des fonctions symétriques monomiales m) (pour
toute partition A\ de k) définies par

pfz(m/\) :m/\(mlaa%n) (114)
Posons alors

A = @p>oAF, (1.15)
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de telle sorte que A est engendré par les m) pour toutes les partitions A.

Définition 1.10 L’anneau A défini en (1.15) est appelé anneau des fonc-
tions symétriques en les variables dénombrables x1,x9, ... .

Remarque 1.11 Les éléments de A ne sont plus des polynomes: ce sont des
séries formelles infinies de mondmes. C’est pourquoi nous utilisons désormais
la terminologie “fonctions symétriques”.

Introduisons & présent les bases classiques de A. Commencgons par la
définition suivante dont les notations reprennent celles de [45].

Définition 1.12 Pour tout entier r > 1, la r-iéme somme de puissances
pr(X) est définie par la formule

pr(X) = 4. (1.16)

Pour tout entier r > 0, la r-iéme fonction symétrique élémentaire e, (X) est
la somme de tous les produits de r variables distinctes x;, de telle sorte que
eo =1 et pourr>1:

er(X)= Y wemi (1.17)

11 < <ip

Enfin, pour tout entier r > 0, la r-iéme fonction symétrique homogéne h, (X)
est la somme de tous les mondmes de degré r en les variables x;, ¢’est-a-dire :

he(X) = Y wy o, (1.18)

1< <ip
Nous définissons alors pour toute partition X\ = (A1, ..., A\g)

Px = P "'p)\ku

€N = €)X By

hy = hy, -~ hy

=



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

L’importance de ces trois familles de polynémes vient en grande partie
de la proposition suivante. Une preuve de ce résultat classique se trouve par
exemple dans [45].

Proposition 1.13 Les familles py, ey et hy forment chacune une base de
A lorsque A décrit toutes les partitions. Si on impose de plus que [N =k, on
obtient alors des bases de A*.

Il nous reste encore & introduire une derniére, mais fondamentale, base
de 'anneau des fonctions symétriques: les fonctions de Schur. Nous nous
contenterons ici de donner la définition de Jacobi |39] de ces fonctions, qui
présente l'avantage d’étre la plus simple & donner, mais l'inconvénient d’étre
fort peu explicite. Cette question de I'explicitation est résolue par le Théo-
reme de Littlewood (cf. [47], Théoréme 1.4.1), mais nous n’entrerons pas
dans ces considérations.

La multiplication par le déterminant de Vandermonde

AX) =det(z]) = [ (2 Lay)

1<i<j<n

réalise un isomorphisme, décalant le degré, entre polyndmes symeétriques et
antisymétriques (i.e. les polynémes P € Q[X] tels que pour I'action défi-
nie en (1.6), 0.P = €(0).P, ou €(o) est la signature de la permutation o).
De méme que les fonctions symétriques monomiales donnent les bases les
plus naturelles des fonctions symétriques, on obtient des bases de polynoémes
antisymétriques en antisymétrisant les monoémes. Notons donc, si p est un
n-uplet d’entiers naturels

a, = Z e(o) X oW (1.19)

(TESTL

ou o(u) = Ho(1)s - - - s Ho(n)- Ce polynome est nul si g a deux composantes
égales et reste inchangé, au signe prés, si 'on permute les composantes de pu.
On peut donc se restreindre & des partitions strictement décroissantes. De
telles partitions sont de la forme . = A+ J, ou A est encore une partition, et
d=(nLll,nl2 ...,1,0) la plus petite partition strictement décroissante.

En retour, on obtient des polyndmes symétriques en divisant ay,4 par le
Vandermonde, qui n’est autre que ag.

Définition 1.14 Le polynéme de Schur d’indice la partition A est donnée
par la formule suivante
)\j-HZJ_j)

)

as det(acznlj)

arys  det(z

sx(X) = (1.20)
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Le résulat fondamental est donné par la proposition suivante (cf. par exemple
[47], Proposition 1.2.1).

Proposition 1.15 Lorsque A décrit 'ensemble des partitions de longueur
< n, les polynomes de Schur sy forment une base de A,.

Observons maintenant ce qui se passe en augmentant le nombre de va-
riables. Si m > n, il est clair que dés que n > [(A), nous avons avec les
notations introduites en (1.11)

Pntin(Sa(zr, .. 1)) = sa(z1, ..o, xp).

Il en découle que pour chaque partition A les polynomes sy(z1,...,z,) avec
n 1— oo définissent une unique fonction de Schur sy € A, homogeéne de
degré |A|. De la Proposition 1.15, on déduit alors que les sy forment une
base de 'anneau A, et pour chaque k > 0, les sy telles que |[A| = k forment
une base de AF.

Remarque 1.16 Observons que les fonctions symétriques élémentaires et
homogenes sont des fonctions de Schur particuliéres. En effet

hk = S(k) et Cp = S(lk).

1.1.3 Les polynémes de Macdonald

Les polynoémes de Macdonald (Pu(a:; q, t)) forment une base de I’anneau
des fonctions symeétriques en les variables = (x1,29,...), & coefficients
dans le corps Q(g,t) des fractions rationnelles en deux paramétres ¢ et t.
IIs furent introduits en 1988 par Macdonald (|46]) pour unifier les deux cé-
lebres bases de 'algébre des fonctions symétriques a savoir les polynomes
de Hall-Littlewood et les polynomes de Jack (pour un exposé complet voir
[45]). 11 devint vite clair que la découverte des polynomes de Macdonald
était fondamentale et aurait & coup stir de nombreuses ramifications, en ma-
thématiques bien stir mais aussi en physique. Parmi les développements les
plus frappants, citons des travaux ayant relié les polyndémes de Macdonald,
entre autres, a la théorie des représentations des groupes quantiques (|22]) et
des algebres de Hecke ([40]), au modele de Calogero-Sutherland en physique
des particules (|42]) et & des conjectures combinatoires sur les harmoniques
diagonaux ([34]).

Le lien avec la conjecture n! vient du travail sur la conjecture de posi-
tivité de Macdonald. Pour mettre en évidence le lien entre conjecture n! et
polynémes de Macdonald, précisons les notations utilisées dans [46]. Dans
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cet article Macdonald établit ’existence et 1'unicité d’une base de 'anneau
des fonctions symétriques, caractérisée par les conditions suivantes

i) P\ =sy+ ZS,\”(q, t)sy

<A
it) (Px,Pu)q: =0 pour X\#p (1.21)
ou l'ordre partiel, dit dominant, défini sur I’ensemble des partitions est le
suivant
p<XA <= |ul=|A et Vi, pp 4+ +p <A+ + N (1.22)

Le produit scalaire apparaissant dans (1.21.ii) est défini sur les fonctions
puissances par :

(Px,Pu)q,t = Oapoa(g. t) (1.23)
ou
. 1(\) A
1 siA=yp o 11g™
(5)\# = { 0 sinon et za(q,t) = z) L T (1.24)
1=
avec
Z\ = H(rmr.mr!) (1.25)

r>1

si A= (1"12™2 .. .). On peut interpréter z) comme l'ordre du centralisateur
dans S, d’une permutation de type A, i.e. d’'une permutation ayant my k-
cycles.

Parmi de trés nombreuses conjectures liées & ces polynémes de Macdo-
nald, la conjecture n! est liée aux formes intégrales J,(x;¢,1t) et aux coeffi-
cients de Kostka-Macdonald K),(q,t) qui leur sont associés. Si nous notons
(Qu(m;q, t)) la base duale de (PM(.’L‘;q, t)) relativement au produit scalaire
(s )q.t, il est clair d’apres (1.21,ii) que

Q)\(I;qut) :d)\(qut)P)\(I;qut)u (126)

pour une certaine fonction rationnelle dy(g,t). Il est prouvé dans [46] que

d)\ (q7 t) -
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avec
h)\(q,t) _ H(l L qu(S)tlA(s)+1) 7 hl)\(q,t) _ H(l L qak(s)+1tl)\(s))
SEA SEX

o s décrit toutes les cases du diagramme de Ferrers de A et ot ay(s) et [)(s)
représente respectivement le bras et la jambe de s, comme visualisé sur la
figure ci-dessous.

Le développement des polynémes de Macdonald en termes de fonctions
de Schur donne des coefficients de transition K,(q,t), appelés coefficients
de Macdonald-Kostka, dont nous allons maintenant donner la définition, en
suivant 'article original [46].

Reprenons les notations de Macdonald et posons

J)\(.’L‘;q,t) :h/\(Q7t)P)\(Q7t)
Soient Sy(z) la base duale de sy (x) par rapport au produit scalaire défini
par

()

(PxsPu) = Orp2n H(l LAyt (1.28)
i=1

Macdonald définit alors les g, t-coefficients de Kostka ou coefficients de
Kostka-Macdonald par:

Ju(w30.t) =Y Kaula,t)Sx(x;t). (1.29)
A
Par définition ce sont des fractions rationnelles en ¢ et ¢, mais Macdonald

a énoncé la conjecture suivante (MPK pour “Macdonald Positive Kostka”)
dont la preuve vient d’étre achevée par M. Haiman (cf. paragraphe 1.2.5).

Y

Théoréme 1.17 (conjecture MPK) Les fonctions Ky,(q,t) sont des po-
lynémes a coefficients entiers positifs :

Kyu(gq,t) € N[g, t]. (1.30)
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Pour ¢ = 0, cette conjecture correspond au théoréme de positivité des
t-coeflicients de Kostka, que nous allons rappeler, qui a de nombreuses et
importantes applications en algébre, en géométrie et en combinatoire.

Pour replacer ces considérations dans leur cadre naturel, il nous faut
introduire la notion, fondamentale dans bien des études combinatoires, de
tableau.

Définition 1.18 Un diagramme L étant donné, un tableau de forme L est la
donnée d’une application T de L dans N. Ceci revient a placer une étiquette
m € N dans chaque case du diagramme. Si T(r,c) = m, nous dirons que
(r,c) est la place de étiquette m dans le tableau T. Le poids du tableau T
est défini comme son ensemble image, ordonné en décroissant (c’est donc
une partition d’un entier positif).

Le tableau T est dit injectif si Uapplication de L dans N est injective et a
valeurs dans {1,...,n}. L’ensemble des tableauz injectifs de forme L est noté
ZTr. Un tableau injectif T est dit croissant sur les lignes si T'(r,¢) < T(r',¢)
des que r < r'. Nous définissons de la méme maniére les tableauz croissants
sur les colonnes et un tableau est dit standard s’il est simultanémant croissant
sur les lignes et les colonnes. Un tableau est dit semi-standard ou tableau de
Young s’il est croissant au sens large sur les lignes et au sens strict sur les
colonnes. Nous noterons respectivement CLy,, RZL;, ST;, et YT l'ensemble
des tableaux croissants sur les colonnes, croissants sur les lignes, standard et
de Young de forme L.

Voici un exemple de tableau standard de forme u = (4,2,1):

T =

Rappelons que les nombres de Kostka sont définis par
sx=Y_ Kymy. (1.31)
u

Nous avons K, = 0 sauf si u < A pour l'ordre (1.22) et Ky = 1. Ces
nombres se généralisent avec les polynomes de Kostka-Foulkes K, (t) définis
de la facon suivante:

(@) = 5 Ko (0 Pulas ), (1.32)



1.1. ENONCES ET MOTIVATIONS 21

ou P, (x;t) sont les fonctions de Hall-Littlewood (définies de fagon analogue
a (1.21), mais en utilisant le produit scalaire (1.28) au lieu de (1.23)).
L’équation (1.32) est équivalente a

Quiz;t) =Y Ku(t)Sa(x:t) (1.33)
A

ot Qu(x;t) est la base duale de P,(x;t) par rapport au produit scalaire
défini en (1.28). Comme P, (z;1) = my,, il découle de (1.31) et (1.32) que
K, (1) = Ky,. Rappelons ici que Ky, est le nombre de tableaux de Young
de forme A et de poids u. Foulkes a conjecturé et Lascoux et Schutzenberger
(143]) ont prouvé que Ky,(t) est un polynome en t a coefficients entiers
positifs et plus précisément que

Kyu(t) =)t (1.34)
T

ou la somme est prise sur tous les tableaux de Young T de forme X et de
poids p et ¢(T) la charge du tableau T' (la charge est une application entiére
définie sur I'ensemble des tableaux de Young).

Il nous faut maintenant faire le lien entre la conjecture MPK et la conjec-
ture n!. Celui-ci vient de 1’étude de la structure de S,-module bigradué de
M,.

1.1.4 Structure de §,-module bigradué

Ce paragraphe utilise la théorie des représentations linéaires des groupes
finis et en particulier les représentations du groupe symétrique. L’Annexe A
rappelle brievement toutes les définitions et les résultats nécessaires a notre
étude.

Comme nous l'avons déja dit, la conjecture n! apparut comme partie
d’une conjecture plus forte impliquant la conjecture MPK. Cette conjec-
ture, énoncée par A. Garsia et M. Haiman relie les coefficients de Kostka-
Macdonald au caractére de M, en tant que S,,-module bigradué. Précisons
Paction de &, considérée, dite diagonale.

Définition 1.19 L’action diagonale du groupe symétrique Sy sur la Q-alge-
bre Q[ X,Y] correspond a la permutation des variables. Elle est donnée par
la formule :

WL = Top(iys WYi = Yu(i), ¥V W E Sp. (1.35)
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Soit L un diagramme du réseau carré. L’anneau
Y] = @ Q[Xv Y]T,S
r,s

est bigradué selon le degré en X et en Y, et 'action diagonale de &, est
compatible avec le bidegré. Il est clair que pour tout diagramme L, Ay, est
antisymétrique pour l'action diagonale de S,. Il est de plus bihomogeéne.
Ceci implique que ’espace M7y, est Sp,-invariant et admet une décomposition
bigraduée

M, =P M) (1.36)

r,8

en sous-espaces Sp-invariants (Mpz), = Mz N Q[X, Y], .
La série de Hilbert bigraduée de My, est donnée par

Ip| lal

Hp(q.t) =YY t'q* dim(My),, (1.37)

r=0 s=0

et la caractéristique de Frobenius bigraduée de M, est la fonction symétrique
donnée par la formule

Ip| gl

Fr(z;q.t) = Fgr(Mp) ZZtrqsch X(Mp)rs)s (1.38)

r=0 s=0

ou xm est le caractére du module M et ch la correspondance de Frobenius

qui au caractére irréductible y* fait correspondre la fonction de Schur sy.

Nous rappelons en annexe quelques éléments de la théorie des représentations

linéaires de S, et nous renvoyons a [24], [38] et [51] pour des exposés détaillés.
Si nous notons

Culzigq,t) = Fu(z;q,t) (1.39)
afin de retrouver les notations initiales de [26] et
I:Iu(x; q,t) = Hy(z;q, 1/t)t"(“) (1.40)
avec

Hy(w;q,t) =Y saKau(g, 1), (1.41)
A



1.2. PRESENTATION DES DIFFERENTES APPROCHES 23

et

k

n(n) =G L s, (1.42)

i=1

nous pouvons alors énoncer la conjecture fondamentale de A. Garsia et M.
Haiman, établie par M. Haiman, qui interpréte les coefficients de Kostka-
Macdonald en termes de multiplicités bigraduées des caractéres irréductibles
de M,,.

Théoréme 1.20 (conjecture C = fI) Avec les notations précédentes,

Culw;q,t) = Hy(w;q,t). (1.43)

La conjecture C = H implique clairement la conjecture MPK. Elle im-
plique aussi la conjecture n! qui n’est que la partie dimensionnelle de la
conjecture C' = H. En effet, Macdonald a prouvé dans [45] que

Ky(1,1) = K, (1.44)

ou K, représente comme d’habitude le nombre de tableaux standard de
forme A. Nous savons aussi (cf. [47], Corollaire 1.6.8 ou I’Annexe A) que la
dimension de la représentation irréductible de S,, de caractére x* est K. On
déduit alors de cela que si (1.43) est vérifiée alors la dimension de M, est
> K; = n!l. Cette derniére égalité est une conséquence de la correspondance
de Robinson-Schensted entre paires de tableaux standard de méme forme A,
partition de n, et permutations o € S,, (cf. [50], [53]).

Nous voyons facilement que lorsque g = (1") ou u = (n), le déterminant
A, se réduit au déterminant de Vandermonde en X et Y respectivement.
Dans ce cas, c’est un résultat classique (cf. [57]) que dim M, = n!. Il est tout
a fait surprenant que la conjecture n!, bien qu’apparemment élémentaire ait
aussi longtemps résisté a toutes les tentatives visant a 1’établir. De plus le
fait, prouvé par M. Haiman via des techniques de géométrie algébrique, que
la conjecture n! implique la conjecture C = H a conféré a la premiére une
place centrale dans cette étude.

1.2 Présentation des différentes approches

Nous présentons ci-dessous certaines des approches utilisées dans I’étude
de la conjecture n!. Il convient aussi de signaler la preuve de A. Garsia et
M. Haiman |27] dans le cas des partitions & deux lignes utilisant la notion
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d’algebre de Gorenstein, la preuve de E. Allen [1] pour les équerres u =
(A,1%) qui utilisent les algebres de Rota, et les travaux de C. Dunkl et P.
Hanlon [21] en termes d’opérateurs de Dunkl.

1.2.1 Principe d’expulsion

Le principe d’expulsion repose sur la théorie des harmoniques des orbites,
développée par A. Garsia et M. Haiman [29]. Une partition p étant fixée, on
lui associe une orbite [p,] qui est un ensemble de n! points dans Q?". On
introduit alors J, ) I'idéal de Q[X, Y] constitué des polynémes qui sont nuls
en tout point de [p,]. On définit aussi gr.J,,|, idéal gradué engendré par
les termes de plus haut degré de Jj,,; et H, j, espace des harmoniques de
[py], défini par H|, | = (ng[pH})L pour un certain produit scalaire. Il est
simple de prouver que la dimension de H|, ) est n!. La premiére utilisation
de cet espace vient de l'inclusion M, C Hj, j, qui implique dimM,, < n!.
La conjecture n! revient alors & prouver que M, = Hp,, -

C’est I'objectif du principe d’expulsion. La premiére observation est que
M,, est un cone, i.e. 'ensemble des dérivées partielles d'un polynome, a
savoir A,, que I'on appelle son sommet. La question se transforme alors
en la suivante: comment prouver que H[Pu} est un cone? Une réponse est
donnée par le Theorem 4.2 de |29], dont la principale condition est que la
série de Hilbert de Hp, ; soit symétrique. Le but est alors de construire
une base de H|, | qui respecte cette condition de symétrie. Les techniques
employées justifient le terme d™expulsion” (cf. Chapitre 2) car il s’agit de
placer correctement des étiquettes dans un tableau de forme u.

Cette approche s’est avérée trés efficace dans le cas des équerres yu =
(a,1%) et la section 2.4 présente la preuve de A. Garsia et M. Haiman dans
ce cas. Utilisant cette méthode, E. Reiner [48] a appliqué cette démarche
dans le cas des équerres généralisées p = (a,2,1%), mais la complexité de sa
preuve a jusqu’a présent été un frein & de nouvelles investigations dans cette
voie.

1.2.2 Bases monomiales et idéaux annulateurs

Le but de cette approche est I'obtention de bases explicites de M. Nous
nous intéressons particuliérement aux bases de M, constituées de dérivées
monomiales de A, car leur lien avec les idéaux annulateurs de A, via les
bases de Grobner, incitent & une étude simultanée de la structure de M, et
des polynémes P € Q[X,Y] tels que P(9)A, = 0. Dans cette optique, il est
fondamental de bien comprendre 1’action des opérateurs différentiels, et en
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particulier des opérateurs symétriques, sur les déterminants de diagrammes
Ap. On appelle ces opérateurs “opérateurs de sauts” car leur action se traduit
au niveau des diagrammes par des mouvements de cases. Cette étude (cf.
[8],]9]) permet de trouver de grandes classes de polyndomes symétriques qui
annulent A,. Cette approche se veut une poursuite dans la voie combinatoire
de N. Bergeron et A. Garsia [14], des travaux, plus géométriques de C. de
Concini et C. Procesi [19] ou de T. Tanisaki |59]. Ceci permet dans certains
cas d’obtenir des bases explicites monomiales de M. Cette démarche s’est en
particulier révélée fructueuse pour donner une nouvelle description du sous-
espace de M, constitué des polynomes de degré en Y nul, et pour obtenir
une base monomiale de M, dans le cas des équerres [4].

1.2.3 Approche récursive

La tentation d’approcher la conjecture n! de facon récursive a été des le
début tres forte et a stimulé d’importantes investigations quant a la struc-
ture de M. Les articles [10] et [12] sont révélateurs de cette démarche. Une
approche combinatoire particuliérement intéressante utilise la notion de par-
tition trouée. On appelle ainsi une partition u de n + 1 dont on a retiré une
case (7,7), ce que 'on note u/ij. La case (i,7) est appelée le trou de p/ij et
le principe est de faire se déplacer le trou dans le diagramme de Ferrers. Les
opérateurs de sauts se montrent ici bien utiles. La conjecture centrale dans
cette étude est une récurrence a quatre termes dont la partie non bigraduée
assure que M, /;; est un multiple de la représentation réguliere a gauche,
la multiplicité étant le cardinal de I'ombre de la case (i,j) dans p, i.e. le
nombre de cases situées au sens large au nord-est de (i,j) dans u. L’intérét
de cette étude est sa grande richesse combinatoire, méme dans le cas ot ’'on
ne considére qu’un seul alphabet (cf. [5],[8]).

1.2.4 Généralisations

A partir des partitions trouées, il est naturel d’étudier plus généralement
les espaces My, pour des diagrammes L quelconques. La question qui se
pose alors est: My, est-il toujours un multiple de la représentation réguliére
a gauche et en particulier sa dimension est-elle toujours un multiple n!? La
réponse est négative ; par exemple, pour L = {(1,0), (0,1),(2,1)}, la dimen-
sion de My, est 46, non divisible par 3! = 6. Cependant ([11]), la réponse est
positive pour les diagrammes de dimension 1. Mais alors comment faire dans
le cas des partitions quelconques pour généraliser M, /;; & des diagrammes
avec k trous? Une réponse est apportée dans |7], ot nous introduisons I’es-
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pace ij défini comme la somme de tous les espaces My, ou L s’obtient
a partir de p, partition de n + k en faisant k trous dans 'ombre de (i, 7).
On obtient ainsi une généralisation de la conjecture n!, déja partiellement
résolue dans le cas du sous-espace en un alphabet. Les opérateurs de sauts
se montrent ici aussi fort utiles. Il est certain qu’il reste dans ce domaine
beaucoup a découvrir.

1.2.5 Geéométrie algébrique

La conjecture n! est un probléme de combinatoire algébrique. Il a sus-
cité et suscite encore de nombreuses et intéressantes approches associant
algébre et combinatoire, mais force est de constater que la premiére preuve
de la conjecture n!, obtenue par M. Haiman [36], utilise de fagon cruciale des
outils de géométrie algébrique. Auparavant, et en utilisant les mémes tech-
niques, M. Haiman avait déja prouvé [35] que la conjecture n! impliquait la
conjecture C = fI, ce qui achéve la preuve de la positivité des polynémes de
Kostka-Macdonald. Exposons en quelques mots les grandes lignes de cette
approche.

Soit R = Clx,y| 'anneau des polynomes en deux variables & coefficients
complexes. Par définition, les sous-schémas fermés de C? sont en correspon-
dance biunivoque avec les idéaux I C R. Le sous-schéma S = V(I) est fini si
et seulement si R/I a une dimension de Krull nulle, i.e. une dimension finie
comme espace vectoriel sur C. Dans ce cas, sa longueur est définie comme
dimcR/I.

Le schéma de Hilbert H,, =Hilb"(C?) paramétre les sous-schémas fermés
S C C? de longueur n, ou de facon équivalente les idéaux I de R tels que
dimcR/I = n. Un résultat fondamental est le théoréme suivant, da a Fogarty
(123]), et qui est particulier & C? et faux en dimension supérieure : le schéma
de Hilbert H), est une variété sur C réguliére, irréductible, de dimension 2n.

L’exemple générique d’un sous-schéma fermé S C C? de longueur n cor-
respond aux sous-schémas réduits composés de n points distincts. Un cas
particulierement intéressant pour notre étude est le cas des idéaux mono-
miaux. Si I C R est un idéal monomial alors les monoémes standards zPy? & [
forment une base de R/I. Si dimcR/I = n, les biexposants (p,q) des mo-
noémes standard forment le diagramme g d'une partition de n, et réciproque-
ment (on note I, I'idéal ainsi associé a la partition pu).

Soit C[X,Y] = Clz1,y1,-..,%n,yn] Vanneau des polynomes en 2n va-
riables, de telle sorte que Spec C[X,Y] = (C2)". Le groupe symétrique S,
agit sur (C?)" en permutant les coordonnées cartésiennes, ce qui correspond &
I'action diagonale de S,, sur C[X,Y]. On peut identifier Spec C[X, Y ]9 avec
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la variété S"C? = (C?)"/S,, des multiensembles (non ordonnés) de points de
C?.

L’objet au centre de cette étude peut alors étre défini comme le produit
fibré réduit

X, 1= (¢&)"
1 1
H, 15+ §"C?

ou o est le morphisme de Chow qui & un idéal fait correspondre le mul-
tiensemble de ses points avec leurs multiplicités. La variété X,, est appelée
schéma de Hilbert iso-spectral. Une partie des grands résultats de M. Hai-
man, mettant en lumiére les liens entre la conjecture n! et la géométrie de
X, et Vintérét de cette correspondance, peuvent alors étre résumés ainsi (cf.

[35, 36]):
Théoréme 1.21 Les assertions suivantes sont équivalentes :

— La conjecture n! est vérifiée pour la partition u ;

Le schéma de Hilbert iso-spectral X, est de Cohen-Macaulay dans un
voisinage du point Q,, = (1,,0,...,0).

Théoréme 1.22 Si X, est de Cohen-Macaulay en Q) alors la conjecture
C = H est vraie pour j.

Théoréme 1.23 Le schéma de Hilbert iso-spectral X,, est de Cohen-Macaulay.

En particulier, ces résultats impliquent les conjectures n!, MPK et C' =
H, et méme s’ils ne permettent pas de pénétrer la structure combinatoire de
M,,, établissent définitivement de nombreuses assertions, jusque-la conjectu-
rales.

1.3 Organisation de la thése

La thése est organisée en six chapitres. Le premier, consacré a l'introduc-
tion du probléme s’achéve avec cette section. Dans le second chapitre, nous
exposons la théorie des harmoniques des orbites et ses applications & notre
étude. Aprés une présentation assez bréve de cette théorie, nous en voyons
trois grandes applications: obtention d’une borne supérieure, premiére étude
du sous-espace M,,(X) de M, constitué des polynomes de degré en ¥ nul, et
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premiére preuve dans le cas des équerres = (a, 1°). Le chapitre suivant s’in-
téresse aux bases monomiales et aux idéaux annulateurs. Nous commencgons
par exposer le principe, dont un ressort est la notion de base de Grobner,
puis nous introduisons les outils fondamentaux de cette approche que sont
les opérateurs de sauts (cf. paragraphe 1.2.2 ci-dessus), avant d’appliquer
cela pour obtenir une nouvelle description de deux cas déja cités: étude de
M, (X) pour une partition quelconque et de M,, pour une équerre. Le Cha-
pitre 4 présente 'approche récursive et I’étude des espaces associés aux par-
titions trouées. Nous présentons en particulier la résolution de la récurrence
a quatre termes en un alphabet et une base explicite de I’'idéal annulateur
en un alphabet. Le cinquiéme chapitre est consacré aux généralisations, i.e.
aux cas des diagrammes a plusieurs trous. Aprés une présentation du pro-
bléme et un rappel des résultats de [11]| dans le cas de la colonne trouée, nous
étudions I’espace ij, déja cité au paragraphe 1.2.4, avant de mentionner le
probléme “dual”, lié & I’anti-ombre d’une case. Le sixiéme et dernier chapitre
présente certaines problématiques liées a ces questions et tente d’exposer les
problémes ouverts et les prolongements possibles.
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Chapitre 2

Les harmoniques des orbites;
généralités et applications

A THEORIE des harmoniques des orbites a été développée par A. Garsia
L et M. Haiman, et tous les résultats de ce chapitre leur sont dus (cf.
[26], [29]). Elle sert de fondement & la conjecture n! et permet en outre d’in-
téressantes approches algébriques. Sans entrer dans tous les détails, nous
donnerons ici les principaux ingrédients de cette étude, avant d’en présen-
ter différentes applications. Le chapitre est composé de quatre sections. La
premiére introduit le principe en toute généralité. La seconde l'utilise pour
I'obtention de la borne supérieure de la dimension de M,,. La troisieme sec-
tion est une premiére étude du sous-espace M, (X) constitué des polynomes
de degré en Y nul. Enfin, la quatriéme expose une premiére preuve de la
conjecture n! dans le cas des équerres p = (14, L + 1).

2.1 Généralités

Nous présentons ici quelques éléments de la théorie des harmoniques des
orbites ayant des applications dans 1’étude de la conjecture n!. Nous n’expo-
serons ici qu'une petite partie de ce domaine, nécessaire dans notre cadre,
mais un exposé trés détaillé est disponible dans [29].

Soit R = Q[X] = Q[z1,29,...,z,] 'anneau des polynémes en les va-
riables 1, x9, ..., Ty, & coefficients rationnels. Dans cette section, X désigne
un ensemble de variables différent de celui utilisé dans le Chapitre 1 (cf.
Définition 1.5), mais dés la section suivante 2.2, nous spécialiserons X pour
retrouver les notations classiques. Nous définissons un degré sur R en posant
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pour tout monéme XP = 8" ... 2fr

dy (Xp) = in: Wi P;
=1

ol wi,...,wy, sont des coefficients de pondération positifs. Pour tout poly-
nome P =3 ¢, XP et tout entier k, on définit

kP = Z cp XP
du(XP)=k

et on ’appelle le composant w-homogéne de degré k. Un sous-espace V de R
est dit homogene (dans un contexte ou le degré est fixé, nous n’indiquerons
pas le préfixe w) si pour tout entier k£ on a 7r1’f)V CV.

On définit de plus un produit scalaire sur R en posant pour tous poly-
némes P, de R

(P, Q) =LoP(0X)Q(X) (2.1)

ou P(0X) représente I'opérateur différentiel associé & P (cf. section 1.1),
et Lo est 'opérateur qui & un polyndme fait correspondre sa valeur quand
X =0 (i.e. son terme constant). Si A est une matrice m X m, on peut faire
agir A sur les vecteurs ligne de dimension m par multiplication & droite et
poser pour tout polynéme P de R

T4P(X) = P(X.A). (2.2)

Remarquons que si le poids w est invariant par permutation, cette action
préserve le degré et le caractére homogéne. On vérifie de plus aisément que si
A est une matrice orthogonale, cette action préserve aussi le produit scalaire
(2.1).

Comme deux monoémes de degrés différents sont orthogonaux pour notre
produit scalaire, on a nécessairement que des composants homogénes de de-
grés différents sont aussi orthogonaux. En particulier, le supplémentaire or-
thogonal d'un sous-espace de R homogéne est aussi homogéne. Nous utili-
serons le symbole | pour noter le supplémentaire orthogonal par rapport &
notre produit scalaire défini en (2.1). Il est bon de noter que dans le cas de
sous-espaces homogeénes cette opération se comporte exactement comme le
supplémentaire orthogonal dans un espace euclidien de dimension finie. Plus
précisément, nous avons la
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Proposition 2.1 Si'V est un sous espace w-homogéne de R, alors il en est
de méme pour V= et

(VHt =v. (2.3)
Si J C R est un idéal alors
J+={PeQX]; f(0X)P(X) =0, Vf € J}, (2.4)

donc en particulier J+ est stable par dérivation.

Preuve. La premiére assertion et I’égalité (2.3) sont des conséquences im-
médiates des observations suivantes: premiérement L agit séparément sur
chacune des composantes homogénes de R et deuxiémement chaque compo-
sante homogene est de dimension finie. En ce qui concerne (2.4), nous notons
que si P € R est orthogonal & J alors, comme J est un idéal, nous avons
nécessairement que

LodXPf(OX)P(X) =0 (Vf € J, ¥p € N™).

Ceci implique que f(0X)P(X) est nul ainsi que toutes ses dérivées. Donc,
d’apreés le théoréme de Taylor, ce polynome est nul, d’ou (2.4). La derniére as-

sertion en est une conséquence immédiate. |

Remarque 2.2 Notons que si J n’est pas un idéal homogéne, 1’ensemble
décrit en (2.4) peut étre réduit a {0} (par exemple lorsque J est l'idéal
(X L a) pour tout a non nul). Donc (2.3) est faux si V n’est pas homogéne.

Maintenant soit J un idéal quelconque de R et soit R; = R/J. L’idéal
gradué associé a J est par définition l'idéal engendré par les composantes
homogénes dominantes des polynomes de J, c’est-a-dire:

grJ = (h(P); PeJ),

ou pour chaque P dans J, h(P) désigne la composante homogeéne de P de
degré maximal. Ceci étant posé, 'anneau quotient R/gr.J est appelé version
graduée de R; et noté grR ;.

Considérons maintenant un groupe G de matrices orthogonales. Dans
notre contexte, nous pouvons supposer que les matrices de GG ont des coeffi-
cients rationnels. Soit un point p = (p1,..., pm) de Q™. Sa G-orbite est par
définition ’ensemble

[Pl = {pA; A€ G}.
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Nous définissons aussi
Ry, = R/J[P]G
ou
Jipe ={P € R; P(z) =0Vz € [p|c}-

Nous pouvons voir Ry, comme I'anneau coordonné de [p]e (vu comme une
variété algébrique). Comme I'idéal Ji,, est clairement G-invariant sous I'ac-
tion 2.2, G agit sur Ry,),. En fait, il est simple de voir que la représentation
correspondante est équivalente & I'action de G sur les classes & gauche du
stabilisateur de p. En particulier, quand p est un point régulier (i.e. quand
son stabilisateur est trivial), alors Ry,
représentation réguliére a gauche de G. Si, pour chaque A € G l'action dé-
finie en (2.2) préserve le degré, nous pouvons associer a [p|g deux autres
G-modules. Ce sont grR

est simplement une version de la

et son supplémentaire orthogonal

Hi,, = (grdige) " (2.5)

Remarquons que si f(X) est un polynéme quelconque G-invariant, alors
f(X) L f(p) appartient a Jj ), et donc si f(X) est homogéne alors f(X)
lui-méme appartient a gr.Jj,,. Ceci implique que tout élément P € Hj,,
doit satisfaire ’équation différentielle

G

FOX)P = 0.

Comme G est supposé composé de matrices orthogonales, le polynome 22 +

-+ + 22, est G-invariant. Ainsi tous les éléments de Hj, doivent étre des
polyndémes harmoniques, i.e. des polynomes annulés par le Laplacien :

Pour cette raison, nous les appelons les harmoniques de 'orbite [p]g. Il est
clair que grR,, et Hy,, sont équivalents en tant que modules gradués car
les éléements de Hy,), peuvent étre pris comme représentants des classes de

grR[P}G
fort simple, se trouve dans |29].

. Plus important encore est le fait suivant, pour lequel une preuve,

Proposition 2.3 Les deuzr modules grR; sont des versions gra-

duées de R[

et H[

pla pla

pla-

Remarque 2.4 Une conséquence, trés partielle de ce résultat est le fait que
Hy,, et Ry, sont de méme dimension (i.e. le cardinal de l'orbite comme
observé ci-dessus) et qu’il en est de méme pour les composantes homogeénes.
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Nous allons maintenant voir comment le S;,-module M, défini dans I'in-
troduction (cf. Définition 1.6) peut étre construit via ce mécanisme.

2.2 Application & M, et borne supérieure

Nous commengons par introduire quelques nouveaux ingrédients. Soit
= (1 > po > - > py > 0) une partition de n (n = 1 + -+ + py) ayant
¢ parts. Notons ¢/ = py le nombre de parts de sa partition conjuguée u' et
soient ag, ..., 11, Bo, ..., B¢ 11 des nombres rationnels distincts. Rappelons
qu'un tableau injectif de forme p est une numérotation bijective des cases
de p par les nombres {1,...,n}. L’ensemble de ces tableaux est notés Z7,,.
Pour chaque tableau T' € Z7, et pour [ un élément de {1,...,n}, nous notons
sp(l) = (ip(l), 77 (1)) la case de T qui porte le numeéro [. Nous associons alors
a T un point p(T) = (a(T),b(T)) dans Q?" en posant, pour tout ! dans

{1,...,n},
a(T) = ai,q) > b(T) = Bj). (2.6)

Il est peut-étre utile de rappeler ici que conformément aux conventions expo-
sées dans la Définition 1.2, les colonnes et les lignes sont numérotées a partir
de zéro, et de donner un exemple. Si p = (3,2) et

T =

alors p(T) = (040, o, a1, O, 1, 617 507 617 627 50)
Notons que ’ensemble

{p(T); T €IT,} (2.7)

est composé de n! points distincts. En effet, comme les o; et les 3; sont
supposés distincts, nous pouvons reconstruire la position de ’entrée [ dans
le tableau T en regardant les coordonnées a; et b; de p(T'). Notons aussi que
I’ensemble en (2.7) est 'orbite d’un point quelconque de cet ensemble sous
l’action diagonale de S,,, définie en (1.35).

Nous pouvons ainsi construire des versions graduées de la représentation
réguliére a gauche de &, par le mécanisme décrit dans la section précédente.
Dans ce cadre, nous prenons pour G le groupe des matrices de permutation
agissant sur les vecteurs (x1,..., %y, Y1,--.,yn) par l'action diagonale de S,,.
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Le nombre de variables m est ici 2n et R est 'anneau des polynomes en 2n
variables

R=QX,Y]=Qz1,...,2n,Y1,---,Yn]

En ce qui concerne le w-degré, nous remarquons que tout vecteur w =
(w1, ..., wsp) qui donne un poids w, aux n premiéres variables et un poids wy
aux n derniéres est invariant sous l’action diagonale de S,,. Nous utiliserons
la notation [p,] pour l'orbite définie en (2.7). Nous noterons Ry, |, grR,,
et Hj,,| 'anneau coordonné, sa version graduée et 'espace des harmoniques
correspondant. Nous nous dispensons de préciser le groupe G ~ §,, dans les
notations car celui-ci restera fixé dans toute notre étude. Les définitions de
ces espaces peuvent laisser penser qu’ils dépendent des choix des «; et des
Bj. 1l en est certainement ainsi pour I'anneau coordonné R, . Cependant,
les deux résultats suivants suggérent avec force que 'espace des harmoniques
H|, ) ainsi que l'idéal grJj, | et 'anneau quotient grR, | ne dépendent que
du choix de pu.
Le point de départ est le remarquable résultat suivant.

Proposition 2.5 Si (i,j) est une case a l'extérieur de la partition p alors

pour tout s € {1,...,n} le mondéme T’Syg appartient a lidéal grJ, . En
particulier si un monéme XPY = o' alrylt ...yt est non nul dans le

quotient grR, | alors toutes les paires (ps, qs) doivent étre des biexposants de
p, et tout polynome de Hy, | doit étre une combinaison linéaire de monomes
satisfaisant la méme condition.

Preuve. Nous affirmons que le polynéme

ill gl
FXY) = [ @s Law) [ ws L 8y)
i'=0 J'=0

doit nécessairement s’annuler sur toute l'orbite [p,]. En effet, si f ne s’annule
pas en un point

((I,,b) :(ala"'aanabla"'abn)

alors as ne peut prendre aucune des valeurs ag, as,...,®;11. Donc si T est
un tableau injectif donnant (a,b) via la construction définie en (2.6), alors
I’entrée s ne peut pas se trouver dans l'une des ¢ premiéres lignes de I'. De
maniére symeétrique, I’entrée s ne peut pas se trouver dans les j premiéres
colonnes de T'. Ceci place alors I'entrée s & I'extérieur de u, ce qui est absurde.
Nous concluons donc que f € J,,). Par conséquent, sa composante homogéne

de degré maximal, & savoir z'y} appartient & grJy,,)- Cest notre premiere
assertion.
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Nous en déduisons qu'un monoéme XPY e = o' . alryd' ...yl est dans

grJi,,) dés qu’il contient comme facteur un T’syg Si un monome n’est pas
nul dans grR, |, ceci force toutes les paires (ps,qs) & étre a lintérieur du
diagramme de p. Mais ceci est équivalent a dire que toutes les paires (ps, gs)
sont des biexposants de u. Finalement, en utilisant la Proposition 2.1 (équa-
tion (2.4)), nous en déduisons que tout polynome P € Hj, ; doit satisfaire

les équations différentielles
dx,'dy/ P(X,Y) = 0.

Ainsi tout monéme qui contient comme facteur un xy} a un coefficient nul

dans P. La preuve est alors compléte. |

Théoréme 2.6 Pour tout choiz des oy et des (3 et tout w-degré diagonale-
ment invariant, nous avons l’inclusion

M, C Hy, |. (2.8)

En particulier, nous en déduisons que pour toute partition p de n, linégalité
suivante est vérifiée :

dimM,, < nl. (2.9)

Preuve. Comme Hj, | est, en tant que Sp-module et pour tout choix de nos
paramétres, une version de la représentation réguliére & gauche de S, cet
espace doit contenir la représentation alternante avec une multiplicité égale &
1 (cf. [54], Corollaire 1, p. 18 ou I’Annexe A). Ceci signifie que Hj, | contient
un polynome A(X,Y), unique & une constante multiplicative pres, qui est
antisymétrique pour l’action diagonale. Un tel polynéme est nécessairement
une combinaison de monomes XPY9 = 2" .. zhryd' .. yl* avec des paires
(p1,q1), - -, (Pn, qn) toutes distinctes. D’autre part, d’aprés la proposition
précédente, ces paires doivent toutes étre des biexposants de p. Comme
a en tout n cases, nous n’avons que n biexposants distincts. Ceci implique
que A(X,Y) est égal au produit d’une constante non nulle par le polynoéme
obtenu en antisymétrisant par action diagonale un monéme de tableau, i.e.
un monome tel que

mr(X,Y) = [ 27y ™. (2.10)
k=1

En d’autres termes A(X,Y’) doit étre un multiple du polynome A, (X,Y)
défini en (1.5). Ceci implique que A, (X, Y') est lui-méme dans Hy, ;. Comme,
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d’apreés la Proposition 2.1, Hy, j est stable par dérivation, I'espace entier M,
doit étre contenu dans H[W].

L’inéquation (2.9) est alors une conséquence immeédiate de (2.8) et du fait
que Hj, | est une version de la représentation réguliére a gauche de Sy, donc
de dimension n!. |

Nous en déduisons alors le corollaire suivant.
Théoréme 2.7 La conjecture n! implique que pour tout choiz d’un poids w

supposé Sp-invariant et toute spécialisation des oy et des (B, nous avons les
égalités suivantes

M, = Hj, |, (2.11)
et
grdp,) = Ly, (2.12)
ou I, est l'idéal des polynomes f(X,Y) qui annule A, i.e.
T, =(f €R; f(0X,0Y)A,(X,Y) =0). (2.13)

En particulier, M, est une version bigraduée de la représentation réguliere
a gauche de Sy.

Preuve. Nous avons uniquement besoin de vérifier (2.12). Pour cela, nous
remarquons que, comme l'idéal gr.J, | est homogene, nous pouvons appliquer
la Proposition 2.1 et déduire de (2.11) que

grdp,,) = (M,)". (2.14)

Mais pour qu'un polynéme f(X,Y") soit orthogonal a M, il faut et il suffit
que pour tous p et q on ait

Lof(0X,0Y)0XPAYIAL(X,Y) = 0.

Ceci implique que le polynome f(X,Y") est nul en zéro ainsi que toutes ses dé-
rivées. D’apreés le théoréme de Taylor, ceci prouve que ce polynéme est identi-
quement nul. Réciproquement, tout élément de Z, est évidemment orthogo-
nal a M. Ceci prouve (2.12). La derniére assertion est une conséquence im-

médiate de (2.11). |
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2.3 Cas d’un alphabet

Un diagramme du réseau carré L étant fixé, le cas d’un alphabet consiste
a étudier le sous-espace de M (X,Y) constitué des polynomes ne faisant
apparaitre qu’'un alphabet, & savoir X. Autrement dit :

Définition 2.8 Nous notons M (X) = Mg (X,Y) N Q[X] le sous-espace
des polynomes de degré en'Y nul.

Nous abordons dans cette section I’étude de M, (X); elle sera complétée
dans la section 3.3.

2.3.1 Réduction aux polyndémes de Garnir

Etant donné que nous aurons a travailler dans Q[X], Q[X,Y] ou d’autres
espaces semblables, il sera pratique d’utliser la notation Z pour un sous-
alphabet de (X,Y) (par exemple X). Nous utiliserons cette notation dans
tout le texte de la these. C’est ainsi que nous noterons Q[Z] 'anneau des
polynomes a coefficients rationnels en les variables Z. Pour un polynéme P €
Q[Z], nous désignerons par P(0) = P(0Z) l'opérateur différentiel obtenu en
substituant dz; et dy; a la place des variables z; et y;, et par L[P] 'espace
engendré par toutes les dérivées partielles de P, ce qui généralise la Définition
1.6.

Soit maintenant A = (aq,...,a,) une partie ordonnée de {1,...,n}.
Nous noterons A(X4) le déterminant de Vandermonde en le sous-alphabet
X4 = (Tqy,---+%q,, ), ou plus précisément vu que 'ordre compte:

A(X4) = det (2211) (2.15)

1<ij<n’
Soit = (g1 > -+ > pg) une partition de n et p' = () > --- > pj,) sa par-
tition conjuguée. Soit T' un tableau injectif de forme p (cf. Définition 1.18).
Notons C4,...,Cy les colonnes de T' ordonnées de la gauche vers la droite.
Avec ces notations, la colonne C; est de hauteur u). Dans chaque colonne de
T, nous ordonnons les étiquettes dans C; suivant leur ordre d’apparition de
bas en haut.

Définition 2.9 Avec les notations précédentes, nous définissons le poly-
nome de Garnir relatif au tableau T par:

Aq(X) = A(Xe,) - A(Xo,). (2.16)
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Par exemple si p = (3,3,1) et T vaut

(2.17)

alors

boas 1 =z 1 =z
Ap(X)=det [ 1 29 23 ><det<1 6>><det<1 7). (2.18)

T3 Ty
1 oz 2?

Ces polynomes furent introduits par Garnir ([24]) dans sa reconstruction
de la représentation naturelle de Young. Notons, conformément a la Défini-
tion 1.18, CZ,, I'ensemble des tableaux injectifs et croissants sur les colonnes
de forme p.

La proposition suivante permet en particulier d’obtenir le polynéme de
Garnir d'un tableau comme dérivée monomiale de A, et nous sera utile par
la suite.

Proposition 2.10 Si nous associons au tableau T de forme le diagramme
L un monéme Yy dans QY] par la formule

Yr= T[] %o (2.19)
(r,e)€EL
alors mous avons
8YTAL(X,Y) = :E’YLAT(X) (220)

ou Uentier yr, est défini par v, =[], .ep ¢!
Preuve. Esquissons la preuve de ce résultat trés naturel. Vu que Y; est du
méme degré en Y que Ay, le polynome YA (X,Y) est dans Q[X]. Comme
les termes de Ay, sont:

€(0) T3 Yo\ Ton Yo =+ Lo Yo (2.21)
ou €(o) est la signature de la permutation o, les termes de 0Y;rAL(X,Y)
sont de la forme

71 .72 Tn
6(0) VL Lo Loy Ly
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avec 05 =i < ¢; = cr(j), d'on (2.20). |
Le résultat central de ce paragraphe est le suivant (|26], Theorem 1.5).

Proposition 2.11 L’espace M, (X) est engendré par les dérivées partielles
des polynomes de Garnir relatifs auz tableauzr croissants sur les colonnes de
forme p, ce que nous notons :

M, (X) = Lo[Ag ; T € CT,). (2.22)

Preuve. Nous associons a tout tableau injectif 7' un mon6éme en posant, de
méme qu’en (2.10):

mr(X,Y) = [Jar®yir™® (2.23)
k=1

ot (ir(k), jr(k)) est la case de T' onl apparait I’étiquette k. Le polynome A,
peut alors étre obtenu par action diagonale de S,, sur le monéme associé & un
tableau Ty fixé, par exemple le tableau superstandard (rempli des étiquettes

{1,...,n} de la gauche vers la droite et de bas en haut). Nous avons donc
Ap= Y elo)omy,(X,Y) (2.24)
0€Sn

avec €(o) la signature de la permutation o. Notons G le sous-groupe de
Sy constitué des permutations qui laissent les colonnes de T globalement
invariantes. Introduisons N(T) = > . €(o)o selon une notation de A.
Young (cf. [61]). En groupant les termes de (2.24) selon les classes a gauche
de G'1,, nous avons

Ax Yy = S e [ x N T " (2.25)
T€8u/N(To) k=1 k=1

ou avec un (petit) abus de notation, nous avons noté S,/N(Tj) pour un
systéme de représentants des classes modulo G'7,,. Il est alors facile de voir que

Pexpression N(Tg) [Tis a:;CTO ®) est tout simplement le polynéme de Garnir
associé a Tp. A présent, pour un 7' € CZ, fixé, notons 7(7T') la permutation
qui transforme Ag, en Ap, et €(T') la signature de cette permutation. Alors
en prenant pour S, /N(Ty) I'ensemble {7(T') ; T € CZ,}, nous simplifions
(2.25) pour obtenir enfin:

Aux )= 3 E(T)ﬁyf(’“) x Ap(X). (2.26)
TECT, k=1
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Nous déduisons alors facilement de cette équation que tout polynéme dans
M, (X) = Ls[A,] N Q[X] est nécessairement une combinaison linéaire de
dérivées de polyndémes de Garnir relatifs & des tableaux croissants sur les co-
lonnes. |

2.3.2 Borne supérieure pour la dimension

Conformément au paragraphe précédent, nous noterons Z un sous-alpha-
bet de (X,Y). Commengons par une définition importante.

Définition 2.12 Soit M un sous-espace vectoriel de Q[Z]. Nous définissons
son idéal annulateur comme l'idéal Iyg sutvant

Im={PeQZ]; VQ e M, P(H)Q =0}. (2.27)

Lorsque P(0)Q = 0, nous dirons que P annule ou méme “tue” Q.
Dans le cas M = Ly[P], nous noterons l’idéal annulateur simplement Zp
et dans le cas M(X) = M(X,Y)NQ[X], nous noterons v (X) pour Tyyx).-

Remarquons qu’une conséquence de la Proposition 2.1 est que pour M
un sous-espace homogeéne et stable par dérivation, nous avons

M = T = {P € Q7] ; VQ € Tm, (P,Q) = 0}, (2.28)

ou le produit scalaire est celui introduit en (2.1).
Enoncons maintenant un lemme qui saura se montrer bien utile pour
I’étude des idéaux annulateurs en un alphabet.

Lemme 2.13 Soit M = M(X,Y) un sous-espace de QX,Y ] et M(X) son
sous-espace composé des polynéomes de degré en Y nul. Nous supposons que
M est stable par dérivation. Nous avons alors la relation suivante entre les
1déaux annulateurs :

Tm(X) = Ing N QX (2.29)

Preuwve. L’inclusion ZNQ[X| C Z(X) est immeédiate. L’inclusion réciproque
est obtenue de la fagon suivante. Si P est un élément de Z(X) et @ un poly-
nome dans M(X,Y), on regarde les monomes de () en Y a coefficients dans
Q[X]. Ces coefficients sont des éléments de M(X) car M est supposé stable
par dérivation. Donc ces coefficients sont tués par P et il en est ainsi pour @)
lui-méme. |

L’objet principal de ce paragraphe est l'obtention du résultat suivant,
ot nous notons u! = pp!... uel. Le lemme précédent permet une approche
relativement simple de ce résultat.
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Proposition 2.14 La dimension de M, (X) = M,(X,Y) N QX] vérifie
[inégalité suivante
n!

dim M, (X) < ik (2.30)

Preuve. Reprenons les notations et la construction introduites dans la sec-
tion 2.2, en particulier le processus (2.6) associant a tout tableau injectif 7' un
point (a(T),b(T)) dans Q®", l'orbite ainsi engendrée étant notée [p,]. Comme
nous ne considérons que l’alphabet X, nous considérons la projection [p,, (X)]
de [p,] sur Q" i.e. nous associons a tout tableau injectif T" le point a(7"). Nous
procédons de méme que dans la section 2.1 en introduisant J, (x)) I'idéal
annulateur de [p, (X)] ainsi que gr.Jy, (x) et Hy, (X) = (ng[pH(X)})L

Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le méme
point si et seulement si ils ont les mémes entrées sur chaque ligne. De ce
fait le nombre de points de [p,(X)] est le nombre de tableaux croissants sur
les lignes, soit n!/u!. Ceci implique, comme observé a la Remarque 2.4 que
la dimension de l'espace des harmoniques Hy, j(X) est précisément n!/p!l.
D’apres I'équation (2.28), il ne reste plus alors qu’a prouver l'inclusion sui-
vante :

gt (x) € Im, (X). (2.31)
Observons tout d’abord qu’une conséquence du Théoréme 2.6 est
gI‘J[pM} g IM# == IAM' (232)

Ensuite vu que 'espace M, est évidemment stable par dérivation, nous pou-
vons appliquer le Lemme 2.13, d’ou: T, (X) = I, N Q[X].

Soit alors un polynome P dans J,, (X). Comme P € Q[X,] C Q[X,, Y],
P est aussi dans l'idéal annulateur de l'orbite [p,]. Nous en tirons alors

h(P) € Ty, = h(P) € Tng, N Q[X,] = T, (X) (2.33)

d’aprés (2.32). La preuve de (2.31), et donc de (2.30), est ainsi compléte. |

2.4 Premiére preuve pour les équerres

Nous donnons ici la premiére preuve de la conjecture n! dans le cas des
partitions en forme d’équerre, qui est due & A. Garsia et M. Haiman |[26].
La preuve applique le principe dit d*expulsion”, que nous commencons par
exposer dans sa généralité.
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2.4.1 Principe d’expulsion

Définition 2.15 Un sous-espace vectoriel M de Q[Z], ot Z est un sous-
alphabet de (X,Y) (et méme ici un alphabet quelconque), est un cone s’il est
égal a l’ensemble des dérivées partielles de l'un de ses éléments, soit avec la
notation introduite en (1.3) :

M = L£y[A] (2.34)

pour un élément A de M que l'on qualifiera de sommet de M. Celui-ci
n’est pas unique, mais nous nous permettrons d’appeler “le” sommet un tel
polyndme.

L’observation fondamentale est la suivante. Le Théoréme 2.6 nous donne
I'inclusion (2.8):
MN g H[PM}

oit Hy, | est 'ensemble des harmoniques associées a une orbite réguliere [p,,]
(cf. sections 2.1 et 2.2). Dans ce cas Hy,,
a prouver que Hp, ; est un cone dont le sommet est de méme degré que A,
alors on obtient ’égalité dans (2.8) et par conséquent la conjecture n! pour
la partition u.

] est de dimension n!. Si 'on arrive

La question devient alors principalement de montrer que l'espace des
harmoniques H, | est un cone. Mais comment déterminer si 'espace H,
des harmoniques associé & une G-orbite [p] (nous reprenons les notations
générales de la section 2.1) est un cone? Une réponse a cette question est
fourni par le remarquable théoréme suivant (cf. |29], Theorem 4.2) qui permet
de plus de construire une base homogene pour gr.J,).

Théoréme 2.16 Soit a1 < --- < a|g| un ordre total sur [p]. Supposons de
plus que ng = max{deg P ; P € Ry,} et que B = {®g, }1<iciq st un
ensemble de polyndmes vérifiant :

=0sij<i,

@) euap{ Lo d<0

(ii) {PeB; deg® =i} ={PeB; degdP=mngLi}], VO<i<nyg.
(iii) ng = max{deg® ; ® € B}.

Alors

1. {h(®) ; ® € B} est une base de grR,) ;
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2. H[p] est un cone.

Le nom principe d’expulsion est souvent attribué a ce théoréme et les po-
lynomes de la famille B satisfaisant les hypothéses sont appelés polynomes
d’expulsion. L’origine de ce nom sera justifiée dans la preuve au paragraphe
2.4.3.

Principe 2.17 Si nous nous rappelons alors de la construction de Hy, ) et
de l'inclusion (2.8), nous pouvons, comme le fait E. Reiner dans [48], détailler
le plan des différents étapes visant & montrer la conjecture n! via le principe
d’expulsion :

1. Imposer un ordre total < sur l’ensemble L7, des tableauz injectifs de
forme p. Cet ordre peut bien sar s’étendre a [p,] en posant p(Ty) <
,O(TQ) ST <Th.

2. Définir un poids w: IT, 1= {t"¢°* ; r >0 s> 0} et poser
wi(T) =1 et wy(T) =5 quand w(T)=1t"¢"
et
wyg(T) = wi(T) +wy(T) et no(p) = max{w,((T) ; T € IT,}.
Ce poids doit étre symétrique, i.e.

HT € ITy; wig(T) =i} = HT € ITy 5 wig(T) = no(u) L i},
(2.35)

pour tout 0 < i < ng(p).

3. Construire pour chaque tableau T € ZI7T, un polynome d’expulsion
& (X,Y) satisfaisant les conditions suivantes :

(i) ®r(p(T") { DR

(ii) degx(P7) = wi(T) et degy (Pr) = wy(T).
4. Vérifier que max{deg ® ; ® € H},,|} = deg A, = no(p).
Nous allons d’ici la fin de cette section exposer la preuve de A. Garsia

et M. Haiman établissant la conjecture n! pour les équerres via le principe
d’expulsion.
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2.4.2 Reésultats polynomiaux

Avant d’entrer dans le cceur de 'expulsion, nous rappelons dans ce pa-
ragraphe des résultats qui sont des identités vérifiées par les polynomes de
Macdonald et certaines de leurs dérivées. Nous donnons ces résultats sans
preuve. Ces preuves, dans lesquelles manipulations algébriques et récurrence
sont les maitres mots, se trouvent en [26] et [46].

Définition 2.18 Une partition p de n est appelée équerre si elle est de la
forme (11, A4+1) avec A et L des entiers tels que A+L+1 = n. Visuellement,
W est composée d’une ligne et d’une colonne, d’ou le terme d’équerre :

= (5713) =

La colonne est appelée jambe de p et la ligne son bras.

Conformément a (1.40), nous notons H,(x;q,t) le polynéme de Macdo-
nald renormalisé. Nous introduisons de plus F‘u(q,t) = aplnﬁ]#(a:; q,t) ot la
dérivation par rapport & p; est possible vu que le polynome I:Iu(a:; q,t) est
symétrique et que les fonctions puissances p; forment une base de algébre
A des fonctions symétriques (cf. Proposition 1.13).

Le premier résultat nécessaire a notre étude est le suivant.

Proposition 2.19 Le polyndéme F(IL’AH)(q,t) a une composante de degré

mazimal bthomogéne de degré (Lg'l) ent et (Ag'l) en q. De plus, ce polyndome
est bisymétrique en t et g, i.e. nous avons:

L+1 A+1 ~
g B a1/, 1/8) = Fueagny(a.t). (2.36)

Un corollaire de l'identité (2.36) est que la spécialisation F~'(1L’A+1)(t,t)
posséde une suite de coefficients symétrique. Le but est ici d’obtenir la conjec-
ture n! pour une équerre u = (1%, A + 1) via le principe d’expulsion. Plus
précisément, nous voulons construire une base B;r 4., pour l'espace R,

(avec [p] = [p,]) satisfaisant 'égalité suivante
> 9B = Fuo a(t1), (2.37)
beB

1L A+1
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La symétrie de F(lL’A+1)(t, t) garantit alors la validité de la condition (ii) du
Théoréme 2.16. Ceci implique que Hy, est un cone dont on vérifie aisément
que le sommet est A,

Définition 2.20 Nous appellerons équerre étiquetée associée a la permuta-
tion o € Sy, le tableau ™ obtenu en placant les étiquettes o1, ..., opn Successi-
vement dans son bras de la droite vers la gauche puis dans sa jambe de bas en
haut. Ainsi l’équerre étiquetée correspondant a u = (5,13) et 4 o = 46381657
est

mT =

En posant A(w) = o1,...,04 et L(m) = 04,...,0p, et en rappelant
qu'une inversion dans un mot W (liste d’entiers) est un couple (i,7) tel
que i < j et W(i) > W(j), nous pouvons donner le second résultat concer-

nant Fyr 441)(g,t) qui est un ingrédient important de notre preuve sous la
forme

Proposition 2.21 Le polynéme F(lL,A+1)(q, t) vérifie lidentité suivante

F(IL,A+1) (q’ t) — Z tinv(ﬁ(ﬂ))qinv(.A(ﬂ))’ (238)

™

ot décrit toutes les équerres étiquetées de forme (17, A+1) et inv représente
le nombre d’inverstons dans un mot.

2.4.3 Expulsion

Reprenons le procédé (2.6) qui a un tableau injectif associe un point dans
@?". Considérer les tableaux injectifs ou les équerres étiquetées revient au
méme, nous préférerons donc l'utilisation des équerres étiquetées m, pour
leur rapport avec les permutations. Le point associé a m dans [p] sera noté
p(m) = (ax,br). Nous définissons de plus un ordre total sur I’ensemble des
équerres étiquetées en posant, si 7 et 7' sont associées respectivement a o et

o

7T’<7T<=>0”1=O'1,...,U;-:UjetO';_H<O’j+1 (2.39)
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pour un entier j, c’est-a-dire en utilisant I’'ordre lexicographique sur les per-
mutations. L’idée de la construction de la base B(;r .11y est de produire,
pour chaque équerre étiquetée 7 un polynome ®,(X,Y") tel que

=0si ! <m,
Or(an, bp) = { i (2.40)
Posons alors
Barary = {2 (X, Y )} (2.41)

Il est clair que (2.40) assure 'indépendance linéaire de la famille Bir agy-
Pour satisfaire aussi la condition (2.37), nous allons construire ®,(X,Y") de
telle sorte que sa composante de plus haut degré soit homogene de degré
inv(L(m)) en t et de degré inv(A(m)) en ¢. Cest justement afin de bien
comprendre cette construction qu’intervient le vocabulaire d’“expulsion”.

Commencons par remarquer que le facteur linéaire x; L «a; est différent
de zéro en (ar,b;) si et seulement si i n’est pas dans la j-iéme ligne de .
Nous exprimerons ceci en disant que z; L o expulse I'étiquette 7 en dehors
de la ligne j de pu. Nous allons construire notre polynéme ®,(X,Y) comme
un produit de facteurs linéaires qui poussent toutes les étiquettes a la place
qu’elles occupent dans 7. Nous entendons par 14 que (a,, b, ) sera le premier
point de I'orbite pour I'ordre introduit en (2.39) sur lequel aucun des facteurs,
donc @, lui-méme ne s’annule. Décrivons maintenant cette construction.

Soit ig 'étiquette de 7 en place (0,0)(dans le coin de p). Notons L.,
et A, I'ensemble des étiquettes inférieures & iy se trouvant respectivement
dans la jambe et le bras de 7. De la méme fagon nous définissons L, et A,
comme ’ensemble des étiquettes supérieures a iy se trouvant respectivement
dans la jambe et le bras de w. La premiére étape consiste & expulser toutes
les étiquettes de L., hors du bras (la ligne 0) et toutes les étiquettes de
Asj, hors de la jambe (la colonne 0). Ceci est possible par utilisation du
polynéme suivant

$(X,v) = [ @ Lao) T il &) (2.42)

i€L<i0 i€A>i0

Il est alors facile de voir que si (a;/,by) est le premier élément de I'orbite
pour lordre (2.39) en lequel ¢ ne s’annule pas, alors toutes les étiquettes
dans L., U Ls;, se placent en croissant de bas en haut dans la jambe de 7’
et toutes les étiquettes dans A.;, U As;, se placent en croissant de la droite
vers la gauche dans le bras de 7'. Pour forcer les étiquettes a occcuper la
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bonne place, il faut procéder a de nouvelles expulsions. Nous allons illustrer
ceci dans le cas d'un exemple, le raisonnement se généralisant sans probléme.
Prenons

m =

Alors ¢ = (9 L ag) (5 L o) (y7 L By) et le premier élément de l'orbite non
annulé par v est

;6| 74|31
m =

Nous pouvons alors expulser 5 de la ligne 2 par z5 L a9 et expulser 7 dans
la colonne 4 via (y7 L £51)(y7 L B2)(y7 L B3). Le premier point de I'orbite non
annulé par le polyndéme

$1(X,Y) = (XY ) (x5 L ag)(yr L B1)(y7r L B2)(y7 L B3)

est associé & I’équerre étiquetée

yo 6| 4|3 1|7
m =

Enfin pour forcer 3 a prendre la place souhaitée, il suffit de ’expulser de la
colonne 2. Ainsi 7 est la premiére équerre étiquetée en laquelle le polynéme

$2(X,Y) = ¢1(X,Y)(y3 L B2)
ne s’annule pas. Nous pouvons alors poser

XY
®2 ((]‘71'7 bn)
On observe alors aisément que dans le cas général une étiquette ¢ dans le
bras de 7 a la j-iéme colonne peut étre placé ici “de force” en expulsant de la

j-iéme colonne toutes les étiquettes supérieures a 7 qui sont & droite de ¢ dans
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m. Ceci signifie justement que la contribution de I'étiquette ¢ au degré en X de
®,. est égale au nombre d’inversions occasionnées par i dans le mot A(w). Un
raisonnement semblable s’applique aux étiquettes de la jambe de 7. Comme
les degrés en X et en Y du polynéme 1) défini en (2.42) sont respectivement
égaux aux nombres d’inversions causées par iy dans L£(m) et A(7), nous en
déduisons que la composante de degré maximal de ®,(X,Y") est bihomogéne
de bidegré (inv(L(7)), inv(A(m))). Ceci nous assure que notre base B(;r 4 1)
vérifie (2.37) et prouve ainsi la conjecture n! pour les équerres.

2.4.4 Cas des équerres généralisées

Il est en théorie possible d’utiliser le principe d’expulsion pour prouver la
conjecture n! dans le cas de partitions de forme quelconque. Cependant, la
complexité des polyndmes qui accomplissent les expulsions souhaitées aug-
mente considérablement quand on considére des formes plus générales. Par
exemple, lorsque I’on passe des équerres aux équerres généralisées, i.e. lorsque
I'on rajoute a une équerre la case (1, 1), on ne peut plus exécuter les expul-
sions via des produits de facteurs linéaires. E. Reiner [48] a découvert que
dans ce cas certaines des expulsions doivent étre réalisées par des fonctions
de Schur drapeaux. Ceci lui a permis d’établir la conjecture n! dans le cas
des équerres généralisées, mais la grande complexité de sa preuve a juqu'a
présent été un frein a de nouvelles investigations dans cette voie.
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Chapitre 3

Bases monomiales et idéaux
annulateurs

'ETUDE de l'idéal annulateur Z,, de M, est trés liée a celle des bases de M,
L composées de dérivées monomiales de A,. Ce chapitre, qui traite de ces
questions, est composé de quatre sections. Aprés avoir, dans une premiére
section, explicité ce lien, qui se fait par les bases de Grébner de Z,,, nous
introduirons, dans la suivante, les outils pratiques permettant 1’étude des
idéaux annulateurs, a savoir les opérateurs de sauts. Nous donnons enfin deux
applications de ce principe: au cas de M, (X), sous-espace des polynomes
de degré nuls en Y dans la troisiéme section, et au cas des équerres dans la
derniére section.

3.1 Principe

3.1.1 Rappels sur les bases de Grobner

Commencons par quelques rappels sur les bases de Grobner, qui sont un
ingrédient essentiel de cette démarche. Nous nous appuyons sur 'ouvrage de
D. Cox, J. Little et D. O’Shea [20].

Placons-nous dans 'anneau R = Q[X| = Q[z1,. .., zy] des polynomes a
coefficients rationnels.

Définition 3.1 Un ordre monomial sur R est une relation > sur l’ensemble
des monomes X de R (ou de fagon équivalente sur l’ensemble des vecteurs
exposants o € N™ ) satisfaisant :

(i) > est un ordre total;
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11 > es compatioile agvec ta muliipiicarion, 1.€. St > alors pour 1oy
ii ¢ tibl l ltiplication, i X > XP ql tout

mondéme X7, nous avons X® X7 = Xot7 > XAty = XX ;

(iii) > est un bon ordre, i.e. tout ensemble non vide de mondémes a un plus
petit élément pour >.

Pour un ordre monomial > fixé, nous appellerons monéme dominant d’un
polynéme non nul P € R le plus grand mondme apparaissant dans P relati-
vement a >. Il sera noté LM(P). Le coefficient du mondéme dominant sera
appelé coefficient dominant.

Exemple 3.2 Soient X® et X? deux monémes dans R. Nous dirons que
X >0 XP si dans la difference o L 8 € Z™ le premier terme non nul est
positif. L’ordre lexicographique ainsi défini est un ordre monomial.

Nous dirons que X® >ipex X2 si dans la différence oL 8 € Z™ le dernier
terme non nul est négatif. L’ordre lexicographique inverse ainsi défini est un
ordre monomial.

Nous dirons que X >, reviex X5 si Yoo >3 B ousi Yyt oy =
>t B et dans la différence a L 3 € Z™ le dernier terme non nul est négatif.
L’ordre lexicographique inverse gradué ainsi défini est un ordre monomial.

Définition 3.3 Fizons un ordre monomial > sur R et considérons un idéal
I C R. Une base de Grébner de I (relative a >) est un ensemble fini de
polynémes G = {g1,...,g:} C I tel que pour tout polynéme non nul P € R,
LM(P) est divisible par 'un des LM(g;) pour g; € G.

Une base de Grébner est dite réduite si pour p,q € G, aucun mondme
apparaissant dans p n’est divisible par LM(q) et si le coefficient du monéme
dominant de tout élément de G est 1.

Le résultat fondamental est le suivant (cf. par exemple [16]).

Théoréme 3.4 Fizons un ordre monomial >. Tout idéal I C Q[x1,. .., xy]
posseéde une unique base de Gribner réduite relative a 'ordre >.

3.1.2 Utilisation des bases de Grobner

Le premier lien entre I’étude de I'espace M, et de son idéal annulateur Z,,
vient de I'observation suivante: si P et () sont deux polynémes de Q[X, Y],
alors P(0)A, = Q(0)A, si et seulement si P = () modulo Z,,. Supposons
maintenant que nous avons une bonne description de l'idéal Z,,.
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Principe 3.5 Fizons un ordre monomial > et supposons que nous connais-
sons une base de Grobner gu de 1, relativement a cet ordre. Considérons
M., Uensemble des mondmes dominants de G, et L, l'ensemble des mo-
nomes de Q[X,Y'] non divisibles par l'un des éléments de M,,. Nous avons
alors que :

By ={M(0)A,: M€ L,} (3.1)

est une base de M,,.

Preuve. Commencons par vérifier que Bu est génératrice de M,. Pour cela
raisonnons par l'absurde et supposons qu’il existe des mondémes M tel que
M(0)A, ne soit pas engendré par Bu- Considérons My celui d’entre eux
ayant le plus petit monome dominant pour ’ordre >. Alors M est stirement
un élément de (M) (il n’est pas dans £,). On peut alors le réduire modulo
7, en monomes strictement plus petits, ce qui est absurde.

Vérifions maintenant que Bu est linéairement indépendante. Raisonnons
encore par 1’absurde et supposons que I'on a une relation de dépendance li-
néaire liant les éléments de Bu- Ceci revient & donner une relation de dépen-
dance modulo Z,, des monomes de L. Dans cette derniére relation, I’examen
du monéme dominant permet de conclure: celui-ci doit étre dans £, et dans
(M), ce qui est absurde. |

Remarque 3.6 Si la conjecture n! est vraie pour la partition pu, alors on a
I’égalité suivante:

IN = gI‘J[pM} (32)

ce qui permet, en calculant le membre de droite de faire de nombreuses
expérimentations sur ordinateur en utilisant un logiciel de calcul formel qui
permet de faire des manipulations sur les idéaux (Macaulay ou Singular par
exemple).

3.2 Opérateurs de sauts

3.2.1 Présentation et résultats

Dans ce paragraphe, nous allons décrire ’action de certains opérateurs de
dérivation sur les polynémes A, et plus généralement sur les déterminants
de diagrammes Ay. Ceux-ci sont appelés opérateurs de sauts car leur action
sur les polyndémes se traduit au niveau des diagrammes par des mouvements
de cases.
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Une différence avec la Définition 1.12 est que nous éviterons ’utilisation
de la notation p, pour les sommes de puissances par crainte d’une possible
confusion avec les biexposants et noterons:

X) =) aj. (3.3)

Pour des raisons de concision et de clarté, nous n’énoncerons les propo-
sitions suivantes que dans le cas d’opérateurs de sauts en X, mais il est bien
évident que des résultats analogues sont valables pour les sauts en Y. La
seule différence concerne les signes pouvant apparaitre dans les formules. En
effet le choix de lordre lexicographique (1.1) est fait de telle sorte que les
formules et surtout les preuves sont plus simples dans le cas de sauts en X.

Proposition 3.7 Soit L un diagramme du réseau carré. Alors pour tout
entier kK > 1 nous avons

P(0X)AL(X,Y) =) Fe(L, Pi(i; L) Ap, (5,1) (X, Y) (34)

i=1

ot Py(i; L) est le diagramme obtenu en remplacant le i-iéme biexposant
(pisqi) par (pi Lk, q;) et le coefficient e(L, Py (i; L)) est un entier strictement
positif. Le signe apparaissant dans (3.4) est la signature de la permutation
qui réarrange la liste des cases obtenues selon lordre lexicographique introduit
en (1.1).
Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de F. Bergeron et al. (cf.
[10], Proposition I.1).

Si le diagramme L est formé des cases L = {(p1,q1),- .., (Pn.qn)}, nous
pouvons écrire, en développant la forme déterminantale de Ay, par rapport
a la j-ieme ligne:

Z aliyt Ay (3.5)

ou A;; est le cofacteur d’indice (i, 7). En remarquant que ce cofacteur est
un polynoéme ot n’apparait pas la variable z;, nous dérivons (3.5) et nous
obtenons:

8IkA[ X Y Z k plLk (,h. 27]‘ (36)
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ot ¥ =pi(p; L1)---(p; L k+1). En sommant on en déduit alors
P (0X)AL(X,Y) Z Zrm’“ % A j. (3.7)
=1 =

On obtient alors le résultat annoncé en reconnaissant dans (3.7) le développe-
ment de APk(Z,L) I

Remarque 3.8 Le diagramme Py (i; L) est le diagramme obtenu en faisant
“sauter” de k pas vers le bas la i-iéme case de L: son biexposant (p;,q;) est
remplacé par (p; L k,q;) ce qui correspond effectivement & k pas vers le bas.
Les autres biexposants sont inchangés. Cette dualité entre soustractions sur
I’ensemble des biexposants et mouvements des cases des diagrammes est uti-
lisée constamment dans cette étude des opérateurs de sauts, explicitement ou
implicitement. Notons a ce sujet que I'appellation opérateur de sauts renvoie
simultanément & l'aspect algébrique (opérateur) et combinatoire (sauts) de
cette action.

Notons aussi que comme Ay # 0 seulement si le diagramme L' est
constitué de n cases distinctes dans le quadrant positif, nous pouvons omettre
dans (3.4) tous les termes sauf ceux relatifs a de tels diagrammes.

Exemple 3.9 Si nous représentons les trous par des cases croisées, nous
avons par exemple :

=2A_ 1 6A

)

Remarque 3.10 D’aprés la Proposition 1.13, les sommes de puissances en-
gendrent algébriquement I’anneau des polynoémes symétriques. Or d’aprés la
proposition précédente, toute somme de puissances de degré non nul tue A,
pour toute partition . Ceci implique que tout polynéme symétrique sans
terme constant est dans 'idéal annulateur de A, pour toute partition .

Proposition 3.11 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k > 1 nous

avons
er(0X)AL(X,Y) = Z (L er(in, .-k L) Aey(iy,mninin) (X, Y)
1<i1 <1< < <n
(3.8)
ot eg(ir,...,ig; L) est le diagramme obtenu en remplagant les biexposants

(Pirs@in)s - - (Pig> @ir,) par (piy L 1,03,). ... (pi, L 1,q5,) et ot le coefficient
€(L,eg(ir,...,ig; L)) est un entier strictement positif.
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Preuve. La preuve est sensiblement la méme que celle de la proposition
précédente. Nous écrivons

ek(X) = Z Ijl I]k (39)

1< < <jp<n

Nous développons alors la forme déterminantale de Ay par rapport aux
lignes j1,...,Jx pour obtenir ’expression suivante ol Af""’“" représente le
polynoéme du diagramme du réseau carré relatif aux biexposants i1, ..., de
Let A; i 1,5, le cofacteur:

Ap= Z AlLl’m,Zlc (@jrs s ) A ikt (3.10)

1< << <n

Nous dérivons alors (3.10) pour obtenir

; . — . L . 01 5eenylh . .
O(wj, .. j,)AL = E : (Cn,~~~,lk;11,---,JkAek(i1,___,i,c;L)('""‘Jla e T)
1<dy < +<if<n
2 Ail:"'yik;jl""’jk)7 (311)
OW Gy igijr,njn €5t UN entier positif. En fait ¢;, ..., est égal ap;, -+ - p;,
et ne dépend donc pas de 71, ..., Jr - Nous pouvons par conséquent omettre
de noter j1,...,j; en indice. Nous obtenons alors
_ . ALtk . )
ex(0X)Ar = E E (Cirposin Do G iy T -0 )
1<i1 < <ip<n 1< <--<jp<n
X Aiyinsitdi)- (3.12)

En reconnaissant dans (3.12) le développement de A, (;, . 1), nous obte-
nons finalement le résultat annoncé. Le signe apparaissant devant le coeffi-
cient €(ex (i1, ...,i5; L)) est la signature de la permutation qui réordonne les
biexposants obtenus dans l'ordre lexicographique (1.1). En fait cette permu-
tation est toujours l’identité: chaque case reste dans sa colonne et aucune
d’elles ne “saute” par-dessus une autre case, 'ordre est ainsi inchangé. Ceci

justifie le choix de I'ordre (1.1). |

Exemple 3.12
e2(0)A =6A_ +2A_ .

B R B
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Remarque 3.13 Une observation utile est le fait que dans les Propositions
3.7 and 3.11, le coefficient €(L,L') ne dépend que du diagramme origi-
nal L et du diagramme final L', mais pas de l'opérateur différentiel. Dé-

finissons alors clairement ce coefficient: si L = {(p1,q1),-.-, (Pn,qn)} et
L'={\.4}),--., (), q,,)}, € est donné par la formule suivante:
H'nfl pilgi!
e(L, L) = mi=t Prdi (3.13)
1= pila!

Ce coefficient est un entier strictement positif qui apparait (au signe pres)
comme le coefficient de Ay, dans l'expression de P(0X)Ag, o P est une
somme de puissances ou une fonction symeétrique élémentaire ; nous verrons
dans la proposition suivante que tel est le cas aussi pour les fonctions symé-
triques homogeénes.

Une autre remarque importante est que 'on doit faire trés attention
lorsqu’on applique un produit d’opérateurs différentiels. En effet dans ce cas
des multiplicités peuvent apparaitre dans les formules. Soient P(0) et Q(0)
deux opérateurs de dérivation tels que des formules comme (3.4) ou (3.8)
soient vérifiees pour P(0) et Q(9) avec € donné par (3.13). Nous commengons
par observer que e est multiplicatif, i.e.

e(L,L') = ¢(L,L")e(L", L), (3.14)

pour L, L" et L' trois diagrammes. Ainsi le coefficient de A, dans le po-
lynome P(0)Q(J)AL est un multiple (au signe prés pour les sommes de
puissances) de €(L, L'). Cette multiplicité correspond au nombre de choix
quant a l'ordre des différents sauts, c’est-a-dire le nombre de diagrammes
L" tels que L" apparait dans Q(0)Ar, et L' apparait dans P(9)AY. Cette
multiplicité sera notée cp (L, L')

Prenons un exemple: si on applique e;(0X)e; (0X) au déterminant du
diagramme L = {(1,0),(1,1)}, nous obtenons un unique diagramme L' =
{(0,0),(0,1)}, avec €(L, L") = 1, mais

61(8X)61(8X)AL = QA[/. (315)

La multiplicité 2 correspond au fait que I’on peut d’abord faire descendre la
case (1,0) et ensuite la case (1,1) ou procéder dans Iordre inverse.

Toutes ces observations sont cruciales pour bien comprendre la preuve
de la prochaine proposition.

Pour énoncer la proposition suivante, nous avons besoin d’introduire

quelques notations. Pour un diagramme du réseau carré L, nous notons L
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son complémentaire dans le quadrant positif (c’est bien sir un ensemble
infini). Nous ordonnons également L = {(py,G), (D9, Gs), ... } selon Iordre
lexicographique (1.1).

Proposition 3.14 Soit L un diagramme. Alors pour tout entier k > 1 nous
avons

hi(0X)AL(X,Y) = Z €(Lyhy(in, stk L) Apy i onig;n) (X5 Y)
1<41 <ip<-<ip<n

(3.16)

ot hg(i1,...,ig; L) est le diagramme ayant le complémentaire défini de la
fagon suivante. Les bierposants (p;,,G;,),- - (Pi,,qi,) du complémentaire L
sont remplacés par (p;, +1,G;,),---, (s, +1,G;, ) et les autres restent inchan-
gés. Le coefficient (L, hy(i1,...,ix; L)) est Uentier strictement positif donné
par la formule (3.13).

Preuve. Nous allons prouver cette proposition par récurrence croissante sur
k. Si k =1, alors hy = e et le résultat est vrai attendu que déplacer une
case d’'un pas vers le bas est équivalent & déplacer un trou d’une case vers
le haut. Supposons le résultat vrai jusqu’a k£ L 1. Nous utilisons alors le fait
(cf. [45]) que hy = hgi1e1 L hgiges 4+ -+ (L1)Fhyeg 1 + (L1)FH e,

Chaque terme e;hy ; pour 1 <[ < k donne une combinaison linéaire de
déterminants Ay, dont les coefficients sont des multiples de (L, L') d’aprés
la Remarque 3.13. Le probléme est de calculer la somme de tous ces coeffi-
cients afin d’obtenir le résultat de hy(0X)Ar,.

Soit L' 'un des diagrammes créés par les opérateurs e;hy ;. Le coefficient
de Ay dans € (0X)hy11(0X) est égal & ce, p, ,(L,L")e(L,L'"). Dans cette
preuve nous noterons ¢, p,_,(L, L") simplement ¢;(L,L'). La question est
alors de calculer

> (LyHle(r, L), (3.17)
1<i<k

Soit k' < k le nombre de trous distincts bougeant entre L et L', et d < k'
le nombre d’entre eux qui ont au-dessous d’eux un trou qui bouge. Chacun
de ces d trous doit bouger avec hy;(0X) car le trou au-dessous de lui ne
peut monter par e;(0X) que s'il a une case au-dessus de lui. Par conséquent
le choix vient des k' L d autres trous qui peuvent ou monter avec hy | ;(0X)
ou non: on en choisit alors k L [ L d parmi eux pour monter avec hy(0X).

On obtient alors
KLld K Lld
(L, L) = = ) 1
(L, L) (kllld) (ll(kLk’)) (3.18)
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Et la somme dans (3.17) devient
. K Ld 1 sik =k
I+1 _ — fvy
lz_; (11) ( (kL k’)) - { 0 sik <k (3.19)
On obtient ainsi la formule désirée (3.16). |

Exemple 3.15
=2A_ +2A

TR

Remarque 3.16 D’un point de vue purement visuel, nous pouvons ainsi
résumer ’action des trois familles d’opérateurs différentiels symétriques :

1. px(X) fait bouger une case de k pas vers le bas;
2. ep(X) fait bouger k cases distinctes de 1 pas vers le bas;
3. hi(X) fait bouger k trous distincts de 1 pas vers le haut,

et les opérateurs en Y agissent de la méme fagon, mais horizontalement.

A ce stade, il est naturel de se demander quelle est I’action d’une fonction
de Schur sur le déterminant d'un diagramme. La réponse, développée dans
[9] en collaboration avec N. Bergeron, est donnée par ’énoncé suivant, dont
la preuve et quelques commentaires se trouvent en Annexe B. Pour énoncer
ce théoréme, rappelons (cf. Définition 1.18) que 1'on note Y7, 'ensemble
des tableaux de Young de forme A. Si T' est un tableau, notons dr(L) le
diagramme obtenu & partir de L en remplagant les biexposants (p;,q;) par
(pi L|TH'(3)],q;) pour 1 <i < n.

On définit aussi pour un diagramme L une fonction 7(L) qui vaut 1 si
L est constitué de n cases distinctes dans le quadrant positif, et 0 sinon, et
une fonction @(7', L) de la facon suivante. Si le tableau T" est composé de £
colonnes: T'=T1,T5, ..., T, alors

G(T, L) - T(aTl e aTl (L)) e T(@TFIQT[(L))T(QT[(L)). (320)
Théoréme 3.17 Avec les notation précédentes,

SYOX)AL(X,)Y) = Z e(L,0p(L))0(T, L)Aa (I )(X Y) (3.21)
TeYTy

ou le coefficient € est défini en (3.13).
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3.2.2 Application aux idéaux annulateurs

Une bonne compréhension de ’action des opérateurs de sauts est la pre-
miére étape sur le chemin de I’étude des idéaux annulateurs des déterminants
Ap. Nous avons vu a la Remarque 3.10 que tout polynéme symétrique sans
terme constant tue A, pour toute partition p, et plus généralement les po-
lyndmes symétriques fournissent de nombreux polynoémes annulateurs méme
dans le cas o il y a des trous. Nous avons par exemple:

Py(d)A_ = 0.
:

Décrivons maintenant comment obtenir des éléments de Zy, ot L est un
diagramme du réseau carré qui sont des fonctions symétriques partielles.
Nous appellerons ainsi tout polynoéme symétrique en un sous-alphabet de
X, ouY,. Nous noterons ici X un sous-alphabet de X,,, Y le sous-alphabet
de Y,, correspondant (i.e. avec les mémes indices) et X’ et )’ leurs sous-
alphabets complémentaires. Nous noterons de plus a l'aide de |Z| le cardinal
d’un ensemble de variables Z. Nous avons pour but d’obtenir une condition
suffisante pour qu’un opérateur symétrique partiel tue le déterminant d’un
diagramme donné. L’intérét de la proposition suivante est qu’elle nous per-
met de travailler avec autant de variables que de cases, donc d’utiliser tout
le matériel décrit au paragraphe (3.2.1).

Principe 3.18 Soit L un diagramme du réseau carré. Soit P(OX) un opé-
rateur différentiel symétrique partiel en Ualphabet X de cardinal |X| = k.
Supposons que P(OX) tue tous les Ap lorsque D décrit une partie de L
ayant k cases. Alors cet opérateur annule Ay,.

Preuve. Si X ={z;,,...,x;_ }, nous pouvons développer le déterminant du
diagramme Ay (X;Y') par rapport aux lignes iy, 9, ... , i et nous obtenons:
AL(XusYa) = > AR V)AL (A, )), (3.22)

DCL, |D|=k

ou L\ D représente le diagramme constitué des cases de L qui ne sont pas
dans D. Il est alors clair que si un opérateur tue tous les Ap il tue aussi

Ar. 1

Exemple 3.19 Par exemple soit L = {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1)} et choisis-
sons X € X = X, tel que |X| = 2. Nous avons que h3(X) € Zj, car pour
toute partie D C L telle que |D| = 2 la Proposition 3.14 nous donne que
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h3(0X)Ap(X;Y) = 0. Nous visualisons cela sur la figure suivante ou nous
représentons toutes les parties D de L en placant deux e de toutes les fagons
possibles dans L.

DO - el Ll
B O B Y I O I OV O

Le nombre maximal de cases de D (cf Proposition 3.14) qui peuvent
faire un pas vers le haut sans en rencontrer une autre est deux. Par exemple
dans le premier dessin, il y a deux cases en-dessous des deux e, donc si nous
essayons de faire monter trois cases de D, au moins deux vont fatalement se
rencontrer. Donc h3(0X)Ap(X,Y) = 0. En utilisant cette technique, nous
vérifions facilement que h,(X) € Zp si r > 2 pour |X| = 1, r > 3 pour
\X| =2, >3 pour |[X|=3etr>2pour|X| =4

3.3 Cas d’un alphabet

3.3.1 Cas du Vandermonde

Les résultats énoncés ici concernent le cas le plus simple de la conjecture
n!, a savoir le cas de la partition en colonne: p = (1™). Dans ce cas en effet,
le déterminant A, est simplement le déterminant de Vandermonde en X,
noté A(X):

1z xp - a2t
2 nll
A(X) — 1 xo 25 --- @y B N
(X) = oo ; - H (w5 L 2i).
S : : 1<i<j<n
1 =z, x% xZLl

Le fait que la dimension de M) est égale a n! est un résultat classique.
Des 1944, E. Artin |2] obtient en utilisant la théorie de Galois; dans [57],
R. Steinberg I’établit en I’englobant dans I’étude des groupes engendrés par
des réflexions, et N. Bergeron et A. Garsia en donnent aussi une étude dans
[14]. Nous voulons ici regrouper les résultats les plus importants et en donner
un vision trés simple et liée au Principe 3.5.

Commencons par introduire la base suivante, dite d’Artin:

Bny = {0X*A(X) 5 Vi, 0<a; <i L1} (3.23)

Nous observons immédiatement que le cardinal de B(;») est n!. L’observation
suivante est que l'indépendance linéaire vient simplement de ’examen des
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monodmes dominants des éléments de B(i»), lesquels sont tous distincts. En
effet le monome dominant de 0X?A(X) pour l'ordre lexicographique inverse
(cf. Exemple 3.2) correspond a la permutation de S,, qui dans le développe-
ment de A(X) donne & x,, Pexposant n L1, a x,, 11 'exposant n L 2, et ainsi
de suite. C’est donc

T (3.24)
et tous ces monomes sont distincts.
Définissons maintenant 1’idéal suivant
Zimy = (hnir(X(p) 5 1 <0 <), (3.25)
ol X'T) = (n,...,ZTniy). Une application directe de la Proposition 3.14 et
du Principe 3.18 nous donne que
Ziny € Iamy. (3.26)

En effet si 'on considére r 4+ 1 cases, il y a alors n L r L 1 trous au plus qui
peuvent monter, mais pas n L r comme l'impose h"J—T(XEr))7 d’ont (3.26).
De plus on observe que le monéme dominant pour 'ordre lexicographique

(pas inverse) de hm_r(Xér)) est 271" donc

dim Q[X]/Zny < [J(n L) =n! (3.27)
r=0

et il y a égalité dans (3.27) si et seulement si la description de j(ln) dans
(3.25) donne une base de Grobner de cet idéal. En effet, il y a inégalité stricte
si et seulement si en construisant une base de Grébner de j(ln), on rajoute
des monomes dominants autres que les 7|7

En regroupant tous ces résutats, on obtient :

Théoreme 3.20 La famille B(iny est une base de l’espace Miny et nous
avons l’égalité :

Lamy =Tam):

Plus précisément ’équation (3.25) donne une base de Grobner de Zi1ny.

3.3.2 Cas général: introduction et construction

Nous étudions ici I'espace M, (X), sous-espace de M,, constitué des po-
lynémes de degré nul en Y. Nous avons déja obtenu, en utilisant les har-
moniques des orbites, une borne supérieure pour la dimension de M, (X)
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(cf. Proposition 2.14: dim M, (X) < n!/u!). Nous allons ici compléter cette
étude en obtenant une description explicite d’'une base de M, (X) et une
base explicite de l'idéal annulateur Z,(X), ces deux objets étant reliés via
les bases de Grobner et le Principe 3.5.

Commencons par construire la famille B,(X) dont nous démontrerons
quil s’agit d’une base de M, (X). La premiére base de M, (X) a été construite
dans [14] et [26]. La construction de cette base était récursive et son inter-
prétation en termes de dérivées de A, non triviale. La construction d’une
base directe et composée de dérivées monomiales de A, fut exposée par I'au-
teur dans [4]. Cette construction se fait a 'aide de “dessins”, qui sont des
représentations visuelles des monémes dont nous nous servirons a la section
suivante dans le cas des équerres. Nous présentons ici une description en
termes de tableaux standard de forme p, qui est une présentation différente
de la base construite en [4]. Cette base est une généralisation de la base
d’Artin introduite en (3.23) dans le cas du Vandermonde.

Nous commencons par associer a chaque étiquette 5 d’un tableau stan-
dard T, un entier positif de la facon suivante. Soit (r;, ¢;) la position de I’éti-
quette 7 dans T', et soit £ la plus grande étiquette de T', telle que ¢ = ¢; +1
et k < 7. Nous posons

a(j) = ar(j) =r; Lrg. (3.28)

S’l n’y a pas de tel k, nous posons «(j) = r; + 1. Pour I'exemple ci-dessous,
la valeur de «(k) apparait dans la case du tableau de droite correspondant
a la position de k dans le tableau de gauche.

5 3

4|8 2 ]2
316 1] 2
112 7]9]10 117111

Il est clair que si T" est 'unique tableau standard de forme la colonne (1"):
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alors «(j) = j.

Comme nous I'avons vu a la Proposition 2.11, ’ensemble des dérivées
partielles des polynémes de Garnir associés & des tableaux croissants sur les
colonnes, Ls[A7(X) ; T € CZp] coincide avec I'espace M, (X). En utili-
sant cette caractérisation, nous allons maintenant construire une base pour
M, (X). Mais introduisons d’abord quelques notations.

Pour une partition u de n, notons 7(u) 'ensemble des partitions de n L 1
qui peuvent étre obtenues & partir de p en lui enlevant un de ses coins. Pour
v € 7(u), nous notons u/v le coin par lequel v différe de p. Numérotons

Vi,...,V, les partitions dans 'ensemble m(u), ordonnées par ordre croissant
du numeéro de la colonne du coin p/v;. En d’autres termes, si (a;, b;), 1 <i <
k, sont les coordonnées respectives des cases pu/v;, alors by < by < ... < by.

Tout tableau standard T de forme u est tel que 'étiquette n est placée
dans un coin (aj,b;) de p. De plus, la valeur de o (n) ne dépend que de la
position de ce coin (et de la forme p), car toutes les autres étiquettes de T'
sont inférieures. En notant «; la valeur de arp(n), si n apparait dans la case
(aj,bj) de T, il est clair que

aj=aj Laj. (3.29)
Théoréme 3.21 Pour toute partition p de n, ’ensemble de polyndmes
Bu(X)={ 0X™Arp(X); T €STpu, m= (mi,my,... my)
et 0 <m; < ar(i) } (3.30)

est une base de l'espace M, (X).
La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce résultat.

Remarque 3.22 Compte tenu de la Proposition 2.10, nous voyons qu’il est
possible d’exprimer la base sous forme de dérivées monomiales de A, et
d’écrire :
Bu(X) = { 0X™0YrAu(X) ; T € STy, m= (m1,ma,... my)
et 0 <m; <ar(i) }, (3.31)

avec un petit abus di & la présence de constantes non nulles.
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3.3.3 Indépendance linéaire

Proposition 3.23 La famille B,(X) est linéairement indépendante.

Preuve. Nous commengcons par prouver par récurrence que la famille B, (X)
est indépendante, en supposant que c’est vrai pour les partitions ayant au
plus n L 1 cases. Comme précédemment, pour v; € m(u), notons (aj;,b;) le
coin pu/v;j, avec by < by < -+ < by, et définissons

B, ={X™; TeST,, 0<m;<ar(), T(a,bj)=n}. (3.32)

D’apres (3.29), pour X™ € By, le monéme dominant de 0X™ Ap(X) (pour
lordre lexicographique) est de la forme

i xp (avec p, =0),

pour tout 0 < m, < a; L ajqi. Pour un k fixé avec aj11 < k < aj, notre
hypothése de récurrence nous donne que

Bjr = {0X™Ap(X) ; T € 8T, 0<m; < ar(i),
T(aj,bj) =n, my =a; Lk }, (3.33)

est indépendant car (pour I'ordre lexicographique), nous avons le développe-
ment suivant de I X™Ap(X):

OX™ Ap(X) = 2F0XP Ay (X) + (3.34)

termes plus petits

ot 7" est la restriction de T & v;. Il est alors clair que les ensembles Bj j sont
mutuellement indépendants donc

By =Bk (3.35)
.k
est indépendant. |

3.3.4 Enumération

Vérifions ici que 1'on a bien:

Proposition 3.24 Le cardinal de B,(X) est égal a n!/p!.
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Preuve. Nous allons montrer par récurrence que

n (3.36)

B =1

en supposant que (3.36) est vraie pour les partitions v; € m(u). Par récur-
rence, il est clair que

_(nL1)!
|1Bj il = o
ot B est défini en (3.33), d’ont
& (n L 1)!
B, = .
‘ li| ;a] Vj!

L’équation (3.36) vient alors du fait que

k
n= Zaj(aj +1),
i=1

car

!
(Lj+1:%
!

est la longueur de la ligne de p dans laquelle se trouve le coin (a;,b;). |

Remarque 3.25 Ceci achéve, compte tenu de la Proposition 2.14, la preuve
du Théoréme 3.21. Le paragraphe suivant, via une étude de Iidéal annula-
teur, permet de compléter la preuve sans référence & la Proposition 2.14, qui
utilise les techniques d’harmoniques des orbites.

3.3.5 Idéal annulateur et génération

Le but de ce paragraphe est principalement 1’étude de I'idéal annulateur
Z,(X) de I'espace M, (X). Cette étude a été menée dans [32], reprise dans
[14] en adoptant une approche simplifiée de la construction de Tanisaki [59].
Nous présentons ici une description duale de celle de Tanisaki, comme expo-
sée dans [8] et déduisons la description de Tanisaki par dualité. L’avantage de
cette approche est d’étre encore plus simple que celle de [14]. Nous profitons
de plus ici de toute la puissance du Principe 3.18.

Soit p une partition fixée de n. Notons pu' = (uy,...,up) la partition
conjuguée de p. Pour 1 < k < n, nous définissons

O (1) = py =+ py + -+ - + (3.37)
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avec la convention que pj = 0si j > £'.

Théoréme 3.26 Pour p une partition de n

Tu(X) = (he(X) 5 X C Xy, |X] =k, 7> 64(p) LK. (3.38)

La preuve se fait en plusieurs étapes. Appelons fﬂ(X) I'idéal défini au
membre de droite de (3.38).

Proposition 3.27 Nous avons ['inclusion

Z,(X) C Z,(X). (3.39)
Preuve. Il nous faut montrer que tout polynéme h,(X') avec X C X,,, |X| =
k, r > dr(p) L k annule tout polynéome de Garnir Ap(X). La preuve est
rendue trés simple grace aux opérateurs de sauts et au Principe 3.18. En
effet, considérons la partition u dans laquelle on choisit & cases (marquées
d’une e sur la figure suivante).

Les figures ci-dessus donnent les choix des cases fournissant le plus grand
nombre de trous pouvant monter, que ce soit dans le cas k < pp (dessin
de gauche) ou k > p; (dessin de droite). On constate que dans les deux
cas, 0k (u) L k trous au plus peuvent monter. Donc h,(X) annule Ay (X). |

Afin d’énoncer la proposition suivante, reprenons les notations introduites
en [14]. Soit une partition p et une ligne ¢ du diagramme de Ferrers p ; pour
celad < /11 ou/ estla hauteur (longueur) de u. Notons alors 19 la partition
obtenue en enlevant du diagramme p le plus bas coin situé sur la ligne 7 ou
au-dessus de celle-ci. Notons alors B, I'ensemble de monomes obtenus par
la récurrence:

11 .
B, = J=iB,u (3.40)
=0
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avec la condition initiale que B, = {1} si u = (1). Dans (3.40), x%Bu(i) est
I'ensemble des monomes obtenus en multipliant les éléements de B ;) par xl .

Proposition 3.28 Nous pouvons réduire tout élément de Q[X,;,| comme com-
binaison linéaire de B, (X) modulo Z,(X), donc en particulier :

dim Q[X]/Z, (X) < n!/u!. (3.41)

Preuve. La preuve est ici plus simple que celle de la proposition analogue

(Proposition 4.2) de [14], car I'utilisation de polynémes symétriques homo-

génes est plus adaptée que celle de polynémes symétriques élémentaires.
Nous voulons montrer que tout monéme XP = zf*--- 28" peut s’écrire

XP= " ey (3.42)
m,EB,

La preuve se fait par une double récurrence, croissante sur n puis décroissante
sur pp. Si n = 1, le résultat est trivial. Supposons-le vrai jusqu'a n L 1
(appelons H; cette hypothese). Si p,, > p} alors 23" = 0 modulo Z,,(X) car
hy(xn) € Z,,(X) dés que r > §1(p) L1 =pf L1

Supposons alors le résultat vrai pour p, > i (hypothése Hy) et considé-

rons XP =zl .- 2P '2iL Dlaprés Hy, on peut écrire ce monome sous la

forme
XP=ai N emamu+ Y AX ) he(X) (3.43)
mueB“(i)
ou A(Xp11) désigne un polynome quelconque en Xy, 11 = (21,...,2p11) et

X est tel que X C Xp11, |X] =k et r > 6,(uD) L k. Observons que

Gy _ J Ok(p) L1 sik > p,
) {5k(ﬂ) si b < pi.

Si k < p;, alors
r> 8 (uD) Lk = 6,(p) Lk = h,(X) € Z,(X).

Si maintenant k > y;, alors 6, (u®) Lk = 6(u) Lk L 1 et il faut donc
s’intéresser au cas r = 0 (u(V) Lk + 1.
On utilise

he(X) = he (X, 2,) L xphp1(X, 2) (3.44)
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pour réécrire le terme problématique de (3.43) sous la forme

A(Xp )2 b, (X)) = A(Xp )2 by (X 2n) L A(X i)zt byt (X, 2.
(3.45)

D’aprés Hy, le second terme du membre de droite de (3.45) peut s’écrire
modulo fu(X) comme combinaison linéaire d’éléments de B,,. Il nous reste a
prouver que dans le premier terme du membre de droite de (3.45), le produit
2b (X, 2,) est dans Z,(X).

Pour cela, observons que si k& > p; (ce qui implique py_, <), alors

Sr(n) = 6p (1) L1 = Gy (1) Lty L 1> Gy () Li L1,
donc
r4i L1 =0 (D) Lk +140 11> 6y () L(k+1). (3.46)

De plus en itérant (3.44), on a
' ill '
m;llhr(xamn) = hryirt1 (X, 2n) L Z hr+l(X)m2Llu_l (3.47)
=1

Nous réglons finalement le cas des deux termes du membre de droite de (3.47)
— pour I >0, hyyy(X) € T, (X) car r +1>r = dp(p) L k;
hrsit1(X,wn) € Ty(X) car r+i L1 > 6y (p) L (k4 1) d’apres (3.46).

Preuve (du Théoréme 3.26). Achevons maintenant la preuve du Théo-
réme 3.26. L’inclusion (3.39), associée a

nl/p! = dim QX]/Z,(X) < dimQ[X]/Z,(X) < n!/u!
implique I'égalité Z,,(X) = Z,,(X), donc (3.38). |

Remarque 3.29 La preuve du Théoréme 3.26 revient & la construction
d'une base de Grobner G, (X) pour Z,(X) relativement a P'ordre lexicogra-
phique et a ’application du Principe 3.5. En effet, si ’on observe I'équation
(3.44), on constate que l'on réduit modulo Z,(X) le monome dominant du
terme de gauche en mondmes plus petits pour 'ordre lexicographique. En
effet soit Q € Z,,(X), on le réduit (& zéro car il est dans Z,,(X)) via le procédé
utilisé dans la preuve du Théoréme 3.26. Ceci assure que son mondme do-
minant est divisible par le moné6me dominant d’un des polyndémes que nous
manipulons (la base de Grébner n’est pas explicitement construite).
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Remarque 3.30 Une application du Théoréme 3.26 est I'assertion suivante :
p<A = Mu(X) S M(X) (3.48)

ou 'ordre sur les partitions est I'ordre dominant, introduit en (1.22).
En effet:

< A= 0k(pn) > 6k(N) = Z,(X) 2 In(X),
ce qui implique (3.48) en passant au quotient.

Faisons maintenant le lien avec la description de Tanisaki de Z,(X).
Tanisaki |59], avec une preuve simplifiée dans [14], montre que

Z,(X) = (e(X); X C X, |X
= <er(?) ; ngm X

=For>kL(nLld, (1))

=nLlk, r>d(p) LEk). (3:49)

A la lumiére du lemme suivant, le Théoréme 3.26 apparait comme la des-
cription duale de celle de Tanisaki pour I'idéal Z,,(X). Plus précisément, en
utilisant I’idéal

Tio = (en(X) 7> 0) = (h(X) 5 7> 0) CT,(X), (3.50)
nous avons :
Lemme 3.31 Pour X C X,, notons X = X,,\X, alors

hy(X) = (L1)" e (X)) mod Zjn. (3.51)

Preuve. Nous savons que e,(X) et h,(X) sont les coefficients de #" dans

1
E+(t) = 1+ ta; t Hy(t) =
(1) 11( + tx;) € x(t) HlJ_th‘i
i€eX iex

respectivement. Comme X' U X = X est une union disjointe, nous avons que
E+(t)/Hy(Lt) = Ex(t) =1 mod Z». Donc E+(t) = Hy(Lt) mod Iy~ et
le résultat en découle. |

3.4 Cas des équerres

Reprenons le cas des équerres, déja étudié dans la section 2.4, dont nous
reprenons les notations. Soit donc p une partition de n dont le diagramme
de Ferrers est une équerre, i.e. p = (A +1,1") avec A+ L +1 = n. Dans ce
cas précis, nous allons obtenir une description explicite de 1’idéal annulateur
Z,, et construire une base pour M, associée a une base de Grébner de 7,
en accord avec le principe exposé dans la section 3.1.
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3.4.1 Construction

La construction se fait de la facon —trés visuelle- suivante. Prenons un
axe horizontal sur lequel on suppose qu’il y a A + L places.

Définition 3.32 Une forme associée a la partition u est construite de la fa-
con suivante : on choisit A places sur ['aze pour étre les places des colonnes-y
et les L autres seront les places des colonnes-x. Les A colonnes-y comportent
A/A L1, ...,1 cases au-dessus de l'aze et sont rangées par ordre de hauteur
décroissante. Les L colonnes-x comportent L, L 1 1,...,1 cases au-dessous
de l’axe et sont rangées par ordre de profondeur décroissante.

La figure suivante donne un exemple de forme

[
- [ ]

Nous allons maintenant placer des croix dans les colonnes et obtenir ainsi
des dessins. Comme nous ne distinguerons pas deux dessins ayant le méme
nombre de croix dans chaque colonne, nous placerons les croix prés de I’axe.

Définition 3.33 Un dessin est constitué d’une forme dans laquelle sont pla-
cées des croix respectant les régles de répartition suivantes :

1. le nombre de croix dans une colonne-x de profondeur p est un entier
quelconque ng, avec 0 < ny, < p;

2. le nombre de croiz dans les colonnes-y dépend des croiz-x. Considérons
une colonne-y de hauteur h. Si elle n’a aucune colonne-r a sa droite,
alors le nombre de croiz est un quelconque entier ny,, 0 < n, < h.
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Par contre, si la colonne-y a au moins une colonne-z a sa droite, on
regarde la premiére (i.e. la plus grande) de ces colonnes qui soit unie.
On appelle unie une colonne n’ayant que des cases blanches (zéro croix)
ou que des cases croisées (le nombre de croiz est égal o la profondeur
de la colonne). Remarquons qu’il y a toujours une colonne unie, au
moins celle de profondeur 1. Deux cas se présentent alors :

— st cette colonne-x est toute blanche, on impose au moins une croix
dans la colonne-y ;

si elle est toute croisée, on impose au moins une case blanche dans
la colonne-y.

Remarque 3.34 La famille de dessins que nous venons d’introduire est in-
variante sous 'opération qui intervertit les cases blanches et les cases croisées.
Nous appellerons cet opérateur flip (il est différent du Flip introduit par A.
Garsia et M. Haiman dans [26], que nous noterons avec une majuscule).

La figure suivante donne un exemple de dessin associé a la forme donnée
ci-dessus ; est aussi représenté le systéme d’indice utilisé : chaque place porte
un indice 7, variant de 1 & n L 1 de la gauche vers la droite.

Nous noterons D I’ensemble des dessins construits via la Définition 3.33.

L’intérét (qui apparaitra clairement plus tard) de ces dessins est qu’ils
sont doubles: une partie croisée, que nous noterons usuellement S et une
partie blanche, que nous noterons 7.

Par exemple, pour le dessin précédent, nous avons:

s- b \

5 |
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H H } u

De méme que pour les dessins, nous noterons avec des symboles calligra-
phiques § et T les ensembles des S et 1" lorsque le dessin D décrit D tout
entier.

Aprés avoir défini les dessins, nous devons introduire les mondémes et les
opérateurs différentiels qui leur sont associés.

Définition 3.35 Le mondéme associé 4 la partie croisée S d’un dessin est
défini comme
nll ] ]
Ms(X,Y) = [ iy (3.52)
i=1
ol ng (1) et ny(i) désignent respectivement le nombre de cases-x et -y en place
1 dans S. Nous définissons de la méme maniére M et

dp = 0s = Ms(9), or = Mr(0) (3.53)

les opérateurs de dérivation associés a S (nous le noterons souvent dp) et a
T.

Dans le cas de ’exemple donné sur les trois derniéres figures, nous avons:
2 2 3,,2,.2 2 2
Mg = yixozaxiys, M = yizyysaiar et Op = 0yi0x20x40x50ys.
Nous appliquons alors les opérateurs monomiaux a A,.

Définition 3.36 La famille B = B, de polyndémes que nous considérons est
alors définie de la fagon suivante :

B={0pA, ; DeD} (3.54)

Remarque 3.37 Une remarque importante est donnée par l’identité ci-
dessous, valable pour tout dessin D = (S,7T):

agaTAu € Z\{U}. (3.55)
Ceci est une conséquence récursive de
Oz Aya 1) (X,Y) = AIA pay p oy (X \ {2}, Y\ {wi})

et
Oyl Apa 1oy (X,Y) = LA (X \ {2}, Y\ {gi}).
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3.4.2 Enumération

Nous voulons ici vérifier que la famille B, donc la famille de dessins D a
le bon cardinal, i.e. établir la proposition suivante.

Proposition 3.38 Le nombre de dessins D € D est égal a n!.

Preuve. Comme le nombre de choix pour une colonne-y ne dépend que de
la forme du dessin (et non des croix-z), nous obtenons facilement 1’égalité
suivante, ou k; représente le nombre de colonnes-y a droite de la derniére
colonne-x :

> 23-~m1+n-m1+n-um1+@)4L+1ﬁ(

ko +L L 1)
ki1+ko=A

ko

A

= LL+1)A Y

k2=0

A
LL1+k\(A+1Lk
= (L+1)A
wema s (ML) ()
-

A+L+1
= (L+1)A!
(L+1) < L+1

(ky + L L 1)!

k2' (A—|—1J_k2)

> =(A+L+1)
grace a la formule de Chu-Vandermonde ([18], p. 163). |

3.4.3 Preuve que la famille de polynémes engendre M, et
obtention de I’idéal annulateur

Nous montrons ici que la famille B = {dpA,}pep engendre M. Pour
cela, nous étudions attentivement Z,,, I'idéal annulateur de A,.

3.4.3.a Etude de Z,

Pour P, @ deux polynomes, nous écrivons P = @Q si P(0)A, = Q(9)A,,
ie. P L (@ € Z,. Nous notons, conformément & la Définition 1.12, hy la k-
ieéme fonction symétrique homogéne. Nous noterons aussi X' une partie de
I'alphabet (z1,z9,...,2,), Y une partie de (y1,y2, ..., yn), et |X| et | Y| leurs
cardinaux respectifs. Nous posons également X = [Licx et Y= Hyey Y.

Le fait que P(0)A, = Q(0)A, équivaut a P L Q € Z, entraine que
montrer qu'une famille de dérivées de A, engendre M, passe par une bonne
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connaissance de I'idéal annulateur Z,,. Nous établissons tout d’abord les pro-
priétés suivantes.
Proposition 3.39 Nous avons :

1. pour tout 1 <1 <n, z;y;, =0;
X =0 dés que |X| > L;

V=0 deés que |Y| > A;

e

pour tout polyndéme symétriqgue homogéne P de degré strictement posi-
tif, P = 0.
Preuve. La quatriéme assertion est claire d’aprés la Remarque 3.10.

Les autres proviennent d’'une observation attentive de la forme détermi-
nantale de A, quand g = (A+1,1"). Prenons 'exemple suivant : u = (3,17),
ie. A=2et L =4 alors:

2 .3 .4 2

1 ’I‘% Té 37}1 Y1 y%

1 z9 x% I% xi Y2 y%

1 zj T% Tg ﬂﬁi Y3 932*

A(3714) = 1 Ty Ty Xy xi Y4 Yy
2 3 2

1 x5 x5 25 x5 ys U5

2 .3 .4 2

1 we x5 w5 5 Yo Y

1 z7 ’I‘% ”I‘% ﬂ?% Y7 y%

Nous constatons 'absence de terme x;y;, la présence de termes en x; sur L =
4 colonnes et de termes en y; sur A = 2 colonnes. Ceci implique les trois pre-
miers points de la proposition dans ce cas particulier et il est aisé de voir que

le cas général se traite de méme. |

Nous déduisons alors de ces quatre propriétés via de simples récurrences
les propositions suivantes. Les preuves ne sont ici qu’esquissées. La raison en
est donnée a la Remarque 3.44

Proposition 3.40 Si )Y est un sous-alphabet de Y,
hig(Y) =0 (3.56)

dés que k>0 et k+|Y| > n.

Preuve. Ceci est facilement prouvé par récurrence décroissante sur |)|. Nous
avons en effet

he(yr, - yn) =0



74 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES

pour tout k£ > 0, et pour tout y & Y la relation suivante:

hie(Y,y) = he(Y) + yhi1 (Y, y)-
|

Proposition 3.41
Yhi(') =0 (3.57)
dés que k>0, k+ Y| >AetyC).

Preuve. La preuve se fait par récurrence décroissante sur |)'|. |

Proposition 3.42
he(Y)h(X) =0 (3.58)

dés que k> 0,1>0, k+1+|V[+|X][>2net X C)Y ou)YCAX.

Preuve. Nous ne montrons le résultat que lorsque k+|Y| =net l+|X| =n
(les autres cas sont des conséquences de la Proposition 3.40).
On procéde alors par une récurrence initialisée par:

hi(z1, .. xp11)h1 (Y1, Yni1) =0
qui est une conséquence de la Proposition 3.40 et de x,y, =0. |
Proposition 3.43
hie(Y)h(X) =0 (3.59)
dés que k> 0,1>0 et
soit Y C X etk+1+1|Y| >n,

—soit X CYetk+1+|X|>n.

Preuve. Elle se fait par récurrence croissante sur o = 2n L (k+ |Y|+1+|X)).

Le cas a < 0 se réduit a la Proposition 3.42. Supposons alors le résultat
vrai jusqu'a a L 1 et 2n L (k+ |Y| + 1+ |X|) = a > 0. Par symétrie, nous
considérons le cas Y C X et k+1+4|Y| > n. Sil > 1, alors pour tout z; ¢ X,
nous écrivons:

hi(V)i(X) = hi (V) (X, 25) L zihg (V)R (X, x;)

= hi (V)i (X, z5) L 2zihg (Y, yi)hi (X, 2;) =0
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par récurrence.
Sil =1, alors |Y| 4+ k > n et nous avons pour tout z; ¢ X:

hi(YV)hi (X) = (Y, yi)ha (X) L yihg 11(Y)ha (X, 2;5).

Le premier terme est nul d’aprés la Proposition 3.40. On prouve alors que
le second terme est également nul par récurrence décroissante sur |X'| (le

résultat étant vrai pour n), carn Lk <|Y| <|X|=nL|X|<k. 1

Remarque 3.44 L’intérét de ces preuves réside dans le fait qu’elles per-
mettent d’obtenir I'appartenance a Z,, de tous les polynoémes décrits dans
les propositions précédentes, uniquement a partir des propriétés décrites a
la Proposition 3.39. Ce sont les preuves originales que 'on trouve dans [4].
Cependant une meilleure connaissance des opérateurs de sauts transforme
les propositions précédentes en applications (presque) immédiates des Pro-
positions 3.11 et 3.14 et du Principe 3.18. Malgré tout cette approche reste
utile afin d’obtenir, comme nous le verrons au Théoréme 3.46 une description
plus simple de I'idéal annulateur dans le cas des équerres.

3.4.3.b Application

Nous allons maintenant montrer que toute dérivée monomiale de A, est
une combinaison linéaire de la famille {OpA,} pep.

Théoréme 3.45 La famille de polynomes {OpA,}pep engendre 'espace
M

Preuve. Nous voulons réduire toute dérivée monomiale dans notre famille.
Pour cela, nous commengons par associer tout mondome (de dérivation) & un
paquet de croix de la méme fagon que nous avons fait correspondre les dessins

A i A 3 .
et les mondmes. Par exemple le paquet associé au mondme z1Z2yay;3xs5 est:

e

X

Considérons un paquet P qui n’est pas un dessin. Observons tout de suite
que si notre mondme M associé au paquet P posséde, comme celui ci-dessus
un facteur x;y;, il tue A, et il n’y a rien a faire. Nous écartons ce cas et
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regardons ’anomalie la plus a droite, i.e. la place de P la plus & droite qui
empéche P d’étre un dessin (nous qualifions cette place de coupable).

- Cas 1: le paquet P ne peut pas étre mis dans un ensemble de colonnes
ordonnées (i.e. dans la forme d’un dessin). Ceci donne quatre sous-
cas. Supposons que la colonne coupable soit une colonne-y. Nous ne
pouvons pas augmenter la taille de notre colonne-y en placant une de
plus & sa droite. Soit parce que chaque colonne-y a sa gauche a une
croix (cas la), ou parce qu’il n’y a pas de premiére colonne-z unie
blanche & droite (cas 1b). Si la colonne coupable est une colonne-z,
nous obtenons les cas lc (chaque colonne-z & gauche a au moins une
croix) et 1d (il n’y a pas de premiére colonne-y unie blanche a droite).
Comme les régles ne sont pas invoquées ici, il y a symétrie entre x et

Y.

- Cas 2: le paquet P peut étre placé dans une forme mais les régles ne sont
pas satisfaites. Soit pour les cases blanches (cas 2a), soit pour les croix
(cas 2b).

Notre objectif est de montrer, en utilisant les propositions énoncées en
(3.4.3.a) que le monéme associé a un paquet P peut étre écrit modulo Z,,
comme une combinaison linéaire de monoémes strictement plus petits pour
lordre lexicographique inverse en deux alphabets défini de la facon suivante

XPY> XPYY = (p,q) L(p.q) €2}, (3.60)

ol Z%ﬁ) est I'ensemble des 2n-uplets d’entiers dont la derniére composante
non nulle est négative. Nous étudions chacun des cas décrits ci-dessus.

— Le cas 1b avec aucune colonne-z a droite est résolu grace a la Propo-
sition 3.40, de méme que le cas 1d avec aucune colonne-y a droite.

Les cas la et 1c sont symétriques et traitées par la Proposition 3.41:
nous notons que la hauteur de la h-iéme colonne-y est A L h+ 1. Si elle
comporte k+ 1 croix, il y a un probleme si k+ h > A. Mais alors il est
réglé par la Proposition 3.41: nous prenons )’ =Y = {i; < -+ < i},
les places des colonnes-y & gauche de la colonne h, chacune d’entre
elles ayant au moins une croix. Le monome M associé a P est alors un
multiple de
Vb, = V(yh, L he())

et tous les mondmes apparaissant dans le développement du terme de
droite sont pour 'ordre (3.60) plus petits que le monéme de gauche.
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La compatibilité multiplicative des ordres monomiaux permet alors de
conclure.

Le cas 2a est réglé immédiatement en intervertissant les colonnes im-
pliquées.

Les seuls cas qui restent sont maintenant les cas 1b (resp. 1d) avec une
premiére colonne-z (resp. -y) croisée et le cas 2b.

e Commencons par le cas 2b.

k' col.-y k” colonnes-y

I' col.—x | I” colonnes—x

Nous constatons qu’il y a une anomalie si simultanément :

k=K +Ek'+1,

- l=1"+1,
il y a une croix dans chacune des I’ colonne-z situées entre les
deux colonnes représentées sur la figure.

Posons:

Y l'ensemble des places a gauche de la colonne-y, plus la place de
la colonne-y, plus les I places des colonnes-z entre la colonne-y
et la colonne-z sur P, plus la place de la colonne-z ;

— X P'ensemble des places & gauche de la colonne-z plus la place de
la colonne-z elle-méme;

— X’ 'ensemble des places des I’ colonnes-z entre la colonne-y et la

colonne-z de P.

Nous serons capable d’exprimer le monéme correspondant & ce paquet
P comme combinaison linéaire de monomes strictement plus petits par
rapport a l'ordre lexicographique si nous établissons que

hk(y)hl(X) =0. (3.61)
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En effet le monéme dominant de X’hy(Y)h(X) (pour I'ordre lexico-
graphique), dans lequel nous enlevons les multiples de x;y; pour tout
1, est un diviseur du monoéme associé a P.

Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec |Y| =n L (k' + k" +
I"+1)et |[X]=nLl(k"+1"+1). Nous avons Y C X et nous calculons:

E+1l+]YLn=1>0.

D’ou (3.61) et la preuve est compléte.

¢ Examinons maintenant le cas 1d avec une premiére colonne-y unie croisée.

i

k' col.-y k’” colonnes-y

I" col.—x I” colonnes—x

Dans ce cas une anomalie se produit si:

k=k"+1,
I >0 4+1"+2,

— il y a une croix dans chacune des k' colonnes-y situées entre les
deux colonnes apparaissant sur la figure.

Nous procédons comme dans le cas précédent. Nous voulons encore
utiliser la Proposition 3.43 pour montrer que

he(V)hi(X) =0 (3.62)

avec ) correspondant & toutes les places strictement a gauche de la
colonne-y sur le paquet P et X’ correspondant & toutes les places jusqu’a
la colonne-z, plus les places des k' colonnes-y situées entre la colonne-z
et la colonne-y.

Nous voulons appliquer la Proposition 3.43 avec |[X| =n L (I' + k" +
I"+2)et |V =nl (K"+1"+1). Nous avons bien X C ) et nous
calculons:

k414X Ln>1.

D’ou (3.62) et ce cas est également réglé.
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e Il suffit d’observer que le cas 1b avec une premiére colonne-z unie croisée
se traite comme le cas 2b.

La preuve du Théoréme 3.45 est ainsi achevée. |

3.4.3.c Conclusion: application a 7,

Nous pouvons déduire de ce qui précéde une base explicite pour 'idéal
annulateur Z,, quand p est une équerre, car les quatre simples propriétés de
la Proposition 3.39 se sont avérées suffisantes pour montrer que notre famille
de polynomes est génératrice de M,,.

Théoréme 3.46 Si nous notons comme d’habitude (G) l’idéal engendré par
une partie G, alors pour une partition u de n en forme d’équerre, p = (A +
1,1%), nous avons :

7 :< hi(Xn), 1<i<n; hi(Yy), 1<i<n; > (3.63)
: Tiyi, 1<i<n; X, |[X][=L+1; Y, Y=A4+1
Preuve. Notons I l'idéal défini dans le membre de droite de (3.63). Nous
savons d’apres la Proposition 3.39 que I C Z,. Nous raisonnons par l’ab-
surde et supposons que I # Z,. Par conséquent il existe un polynome @
dans Z,\I. D’apreés la preuve du Théoréme 3.45, nous pouvons le décompo-
ser sous la forme () = S+ R, o1 S est une combinaison linéaire d’éléments
de notre famille et R un élément de I. En prenant les opérateurs de déri-
vation associés et en les appliquant a A, on obtient S(9)A, = 0. Comme

nous le verrons dans les paragraphes suivants (indépendance linéaire des
éléements de B: Théoréeme 3.48), ceci implique que S =0, et P=Q € I. |

Remarque 3.47 La preuve du Théoréme 3.45 est équivalente a la construc-
tion d'une base de Grébner G, pour Z, quand p est une équerre et a l'ap-
plication du Principe 3.5: notre famille de monoémes que I’on applique a A,
pour obtenir B correspond aux monomes qui ne sont divisibles par aucun
des éléments de M, ensemble des monoémes dominants de G,,. Tout se passe
comme a la Remarque 3.29, la construction étant méme plus explicite dans
ce cas.

3.4.4 Preuve de I’indépendance : exposition et réduction du
probléme

Nous allons maintenant prouver I'indépendance linéaire de notre famille
B. En effet, méme si le fait (cf. section 2.4) que la conjecture n! est vraie
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entraine que si notre famille est génératrice alors elle est également libre et
c’est une base de M, il est intéressant d’obtenir une preuve adaptée aux
objets considérés et indépendante d’autres constructions. Le cheminement
de la preuve est de plus intéressant en lui-méme.

Théoréme 3.48 La famille B = B, = {0p.Au}pep est linéairement indé-
pendante. C’est donc une base de M,,.

La preuve est décomposée en plusieurs étapes et occupera toute la fin de
cette section.

Lemme 3.49 S ou T détermine le dessin D dont il est tiré.
Preuve. En effet, nous pouvons recontruire la forme du dessin D & partir
de S en procédant de la gauche vers la droite. La méthode est la suivante:
s'il y a des croix a la place que 'on examine, on compléte la colonne en
respectant les tailles des colonnes successives. S’il n’y a pas de croix, on
regarde les croix-z & droite. Si on peut les placer dans une colonne de moins
que celles qui nous restent a placer a droite, alors pour respecter la régle 2 de
la Définition 3.33, on place une colonne-z a la place vide considérée. Sinon
on place une colonne-y.

La méthode est la méme pour 1" par invariance de la famille sous ’action

de flip. |

Nous pourrons donc manipuler indifféeremment les dessins D ou leurs
parties blanches T' ou croisées S.

Un des intéréts de la famille de dessins D € D est qu’ils sont doubles:
une partie croisée (S) et une partie blanche (7"). Cet intérét se matérialise
dans la définition suivante, inspirée de la Remarque 3.37.

Définition 3.50 Soient D = (S,T) et D1 = (S1,11) deuz dessins diffé-
rents ; nous dirons que Dy est un fils de D si

drds, A, € Z\{0}. (3.64)

Si lon répéte ce procédé, on obtient la notion de descendant. Nous noterons
T + Sy laddition place par place des cases de T (préalablement croisées) et
de celles de S;.

Le point crucial de la preuve du Théoréme 3.48 est le lemme suivant.

Lemme 3.51 Pour prouver lindépendance linéaire de B, il est suffisant de
montrer qu’un dessin donné ne peut pas étre son propre descendant, c’est-a-
dire que le procédé de filiation ne fait pas de “boucle”.
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Preuve. Supposons qu’il n’y a pas de boucle et qu’on a une relation de
dépendance linéaire non triviale

D 95N, =0 (3.65)
Ses

Nous prenons alors un Sy qui a un c¢g, non nul et qui n’a pas de fils ayant
un coefficient ¢g non nul. On applique alors 97, & (3.65) et d’apres la Dé-

finition 3.50 et la Remarque 3.37, on obtient cg, = 0, ce qui est absurde. |

Nous avons ainsi réduit le probléme a prouver qu’il n’y a pas de boucle.
Il est suffisant de montrer qu’un dessin est différent de tous ses descendants
ayant la méme forme que lui, i.e. les colonnes-z aux mémes places. Soit
D = (S5,T) un dessin et D' = (S',7") un descendant de D ayant la méme
forme. Nous voulons montrer que D # D’'.

3.4.5 Preuve de 'indépendance: la notion de complétude

Pour expliquer cette notion de complétude, prenons D; un dessin et Dy
un de ses fils.

Définition 3.52 Nous définissons sur les places de Do une notion de com-
plétude (relative aussi a Dy) de la fagon suivante. Nous dirons que les k pre-
mieres places de Doy sont complétes si les hauteurs des colonnes-y de 17 + So
dans ces k places sont A,A 1L 1,A 12 ... (ordonnées en lisant de la gauche
vers la droite) et si nous avons la méme chose pour les colonnes-x.

Nous voudrions maintenant obtenir une caractérisation plus quantitative
de la complétude. Pour cela nous devons introduire de nouvelles définitions.

Nous considérons les parties gauches des dessins Dy et Do constituées des
k 1 1 premiéres places. Les grandeurs définies ci-aprés ne sont relatives qu’a
ces parties. Nous définissons w; (resp. wy) comme le nombre de colonnes-y
(resp. -x) de D; ayant été remplacées dans Dy par une colonne-z (resp. -y)
unie blanche. Nous définissons b, (resp. b,) comme le nombre de colonnes-z
(resp. -y) unies croisées de Dy ayant été remplacées dans Do par une colonne-
y (resp. -z). Nous introduisons alors :

d=w; Lwy, et d =b; Lb,. (3.66)

Il est bon de noter que d et d' sont relatifs aux k L 1 premiéres places.
Comme le probléme est symétrique en z et y (du moment que on n’uti-
lise pas les régles de construction), nous pouvons nous restreindre au cas ou
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on dérive par rapport a yy, i.e. il y a une colonne-y en place k. Le cas symé-
trique (en z) a une caractérisation similaire, avec des signes opposés pour d
et d'. Nous introduisons alors les notations suivantes: by (resp. by) le nombre
de cases blanches en place k dans D; (resp. Ds) et ¢; (resp. ¢2) le nombre
de croix. La caractérisation peut alors étre énoncée de la fagon suivante.

Caractérisation 3.53 Soit Dy un dessin et Dy un de ses fils et supposons
que les k 1L 1 premiéres places de Do sont complétes. Alors, la k-iéme est
compléte si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. en place k dans D1 et Dy il y a une colonne-y et bs = by + d et
¢y =c1 +d (chacune de ces égalités impliquant l’autre) ;

2. en place k, il y a une colonne-x croisée dans Dy (i.e. by = 0) et une
colonne-y dans Do, et by = d ;

3. en place k, il y a une colonne-y dans Dy et une colonne-z blanche dans
D2 (CQ == 0), et c1 = J_dl.

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous commencons par observer que la
Proposition 3.39 interdit la présence simultanée de croix-z et -y: quand p
est une équerre, 0x;0y;A, = 0. Nous devons alors analyser les trois cas
suivants selon les colonnes apparaissant en place k:

1. Dy et Dy ont une colonne-y ;
2. Dy a une colonne-x croisée et Dy une colonne-y ;

3. D a une colonne-y et Do une colonne-z blanche.
Nous traitons ces trois cas.

1. Cas 1: si dans 17 + S5 les hauteurs des colonne-y aux k L 1 premiéres
places sont A, A L1,..., A LIl+1 et sinotre colonne-y est la h-iéme
de Dy, nous avons | = h 1L 1+ d. La hauteur de la colonne-y de 17 + S
en place k est au plus A L [. Mais si nous observons que la hauteur de
la h-iéme colonne-y de Dy est A L h + 1, nous obtenons:

b+ <All=A1lh+1Ld=by+cy Ld.
D’ou 'inégalité
b > by +d (3.67)

et nous observons que ’égalité dans (3.67) équivaut a la complétude.
Comme by + ¢3 = by + ¢; + d + d' par définition de d et d’, 'égalité
co = ¢1 + d est liée & la précédente.
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2. Cas 2: il se traite rigoureusement de méme que le Cas 1.

3. Cas 3: le raisonnement est semblable & celui du Cas 1. Si notre colonne-
y est la h-iéme de D; et si dans les k& L 1 premiéres places de 17 + So
les colonnes-y ont pour hauteurs successives A, A 1 1, ..., A 1L[+1,
alors | = h 11 Ld. Comme la hauteur de la colonne-y en place k dans
T, + Sy est au plus A L [, nous déduisons que ¢; > Ld', avec I'égalité
correspondant a la complétude.

Remarque 3.54 Si les £ | 1 premiéres places sont complétes mais pas la
k-iéme, nous observons que cela correspond a un accroissement du nombre
de cases blanches dans Dy d’aprés les inégalités obtenues dans la preuve
précédente.

Nous observons aussi que les Cas 2 et 3 ne peuvent pas se produire
simultanément car nous ne pouvons pas avoir a la méme place une colonne
croisée dans D; et une colonne blanche dans Dy puisqu’il y a au moins une
case en chaque place de 17 + Ss.

Avec cette caractérisation de la complétude, nous pouvons progresser
dans la preuve du Théoréme 3.48.

Lemme 3.55 Si l'on a complétude sur les k premiéres places le long de la
chaine entre D et D', alors la somme des paramétres d le long de la chaine
entre D et D' est nulle, de méme que celle des d' (d et d' relatifs cette fois
auz k premiéres places).

Pour des raisons pédagogiques, nous commengons par appliquer ce résultat
et reportons sa démonstration aprés le Lemme 3.56.

Lemme 3.56 Si nous avons complétude sur les k premiéres places entre D
et D', alors ces deux dessins sont identiques sur les k premiéres places.

Preuve. Nous utilisons le Lemme 3.55. En effet nous notons que si nous
conservons une colonne-z ou une colonne-y en place k£ le long de la chaine
entre D et D', le résultat est trivial car, d’aprés le Lemme 3.55, la somme
des paramétres d est égal & zéro. Avec des notations évidentes nous avons
alors: b' = b+ )" d = b. Maintenant si la forme change en place k, observons
les deux cas possibles suivants (par symétrie nous ne considérons que les
changements pour une colonne-y) :



84 CHAPITRE 3. BASES MONOMIALES
E§ 1: Eg

| !

| |

|

!

1:

ot les fleches simples représentent une seule génération, les fleches pointillées
éventuellement plusieurs générations, mais & forme fixée en place k.

Au vu de la Caractérisation 3.53, nous observons que nous avons dans
les deux cas: by = by +d, cg = ¢; + d’, comme si nous n’avions pas changé
de forme; la preuve de ceci est immédiate en regardant les d & gauche et les
d' a droite.

D’apres le Lemme 3.55, nous sommes maintenant capable de retirer la
condition que la forme ne change pas au niveau des fleches pointillées. En
effet, nous commencgons par raisonner sur des chaine du type ci-dessus, puis
nous pouvons ignorer le changement de forme. Par itération, on obtient le ré-
sultat dans le cas général (analogie avec un chemin de Dick sur lequel on retire

successivement les séquences V et A). |

Preuve (du Lemme 3.55). Ceci se fait par récurrence sur k. Si k =1, le
résultat est évident. Afin de prouver le résultat pour k, nous raisonnons par
I'absurde et supposons par exemple > d > 0, i.e. d’apres la formule (3.66)
deéfinissant d, que notre colonne (on la suppose -y en D et D’) a changé de
forme plus de fois par apparition d’une colonne-z blanche que par apparition
d’une colonne-y blanche. Observons la sous-chaine de la figure suivante.
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d.d
2
=
- d,,d,
!
3
5

d4.d;

YK

Soit hy la hauteur de la colonne-y du dessin 1 et A} la profondeur de la
premiére colonne-z a sa droite. Nous observons que by = d3 > 0 (Cas 2 de
la Caractérisation) et que do = b} L dy L d} car b3 = 0 = by L dy (Cas 1).
Dou: dy +dy = h’l J_d'l.

Nous visualisons alors les changements de forme en place k entre D et
D' sur la représentation suivante.

s p g

 r

KE X

=
T

Les ordonnées paires correspondent & une colonne-y en place k, les im-
paires a une colonne-z. Un pas nord-est est soit ’apparition d’une colonne-z
blanche ou la disparition d’une colonne-z croisée (selon les ordonnées im-
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paires ou paires) et une ligne sud-est est soit l'apparition d'une colonne-y
blanche ou la disparition d’une colonne-y croisée. Les lignes pointillées sont
placées de la fagon suivante. La premiére est placée au dernier point d’ordon-
née nulle. Puis nous avons clairement deux pas nord-est. Nous recommencons
alors en prenant 2 comme nouvelle origine des ordonnées.

Supposons qu’entre D et D' il y a une seule ascension, i.e. une seule sous-
chaine 1-2-3-4. Si nous vérifions que dy +d; +ds > 0, o1 dy est la somme des
paramétres d avant Pascension, alors comme Y d = 0 entre D et D', nous
avons nécessairement des d < 0 apres cette séquence, ce qui est impossible
sans une disparition d’une colonne-y. C’est ce que nous voulions montrer.

Montrons alors que dg + d; + dg > 0.

Soit b le nombre de cases blanches en place k£ dans D alors by = b + dy.
Dont:

d0+d1+d2:d0+h’1ld’1:le_b-FhllJ_dIl:hl—l-h’lJ_b. (3.68)

Il est aisé de vérifier que hy + h} L b > 0.

Il reste & observer que lorsqu’il y a plusieurs ascensions, le raisonnement
précédent reste valide, en considérant la derniére ascension. En effet, il suffit,
d’apres ce qui précéde de remplacer ’égalité by = b+ dy par by < b+ dy, ce
qui ne change rien au résultat.

La preuve du Lemme 3.55 est presque compléte. il ne reste plus qu’a
observer que les symétries entre x et y et entre les cases croisées et blanches
nous permettent de traiter sans d’autres développements les cas restants. |

Lemme 3.57 S’il n’y a pas complétude totale le long de la chaine entre D
et D' alors D # D', ce qui implique le Théoréme 3.48.

Preuve. C’est alors une conséquence facile de la Caractérisation 3.53, du
Lemme 3.56 et de la Remarque 3.54. Il suffit de regarder la place la plus a
gauche o la complétude n’est pas vérifiée: D' a plus de cases blanches (et
moins de cases croisées) que D en cette place. |

3.4.6 Preuve de I'indépendance: fin

Preuve (du Théoréme 3.48, fin). Il suffit maintenant de montrer qu'’il y
a au moins une génération entre D et D’ ou la complétude n’est pas vérifice.
Nous allons méme montrer que chaque génération est non compléte.

Notons encore Dy = (S1,T1) et Dy = (S3,T5) deux dessins différents, Dy
fils de Dq. Si Dy et Dy ont la méme forme, le résultat est évident. Il reste
alors a étudier le cas ot D1 et Dy sont de forme différente. Nous raisonnons
par ’absurde et supposons qu’il y a complétude.
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En regardant la place la plus & gauche ot la forme change, nous pouvons
considérer que la forme change en place 1. Les seuls cas o1 la non-complétude
n’est pas triviale sont les suivants (remarquer qu’ici d = d' = 0):

cas 1l

% cas 2

cas 3

cas 4

M

L’utile remarque suivante nous permet de diviser par deux le nombre de
cas a étudier:

Remarque 3.58 D est un fils de Dy si et seulement si flip(D;) est un fils
de flip(D3y). Nous nous restreignons alors aux Cas 2 et 4.

1. Cas 2:

D2=
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Si en place “a”’(correspondant a la premiére colonne-x unie croisée dans
Dy),ily a:

une colonne-z : nous commencons par vérifier qu’en chaque place
a gauche de “a” nous avons d = 0; puis nous montrons que la
colonne-x dans D1 est plus petite que celle de Do, ce qui contredit
by =by L d=by.

— une colonne-y : nous montrons tout d’abord que dans chaque colon-
ne-x de T7 + S, il y a au moins une case provenant de Dy et une
provenant de Ds. Ceci est absurde car il n’y a alors pas assez de
colonnes-z.

2. Cas 4:

D1=

D2=

Dans ce cas, si la premiére colonne-z unie de Dy est la [-iéme, nous
observons que la colonne-z & sa gauche a au moins une case blanche,
donc a une contribution dans 77 + S5. Donc & gauche de cette place
il y a déja une colonne-z de profondeur L L 1+ 1 (il y a au moins [
colonnes-z dans T7 + S a gauche). Ceci est absurde.
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Chapitre 4

Approche récursive et
partitions trouées

"APPROCHE récursive de la conjecture n! que nous allons présenter vient
L de l'utilisation de partitions trouées u/ij, i.e. de diagrammes obtenus en
enlevant au diagramme de Ferrers d’une partition p une case (i, j), que 'on
appelle alors “trou”. La conjecture analogue de la conjecture n! assure que la
dimension de P'espace M, /;; associé a une partition trouée est un multiple
de n!. Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristiques de
Frobenius bigraduées. L’aspect récursif vient du déplacement que 'on veut
faire subir au trou (i, j) sous 'action d’opérateurs de sauts. Ceci se traduit au
niveau des caractéristiques de Frobenius par une récurrence a quatre termes.
Celle-ci est conjecturale et renferme beaucoup d’information sur la nature
combinatoire et sur la structure de S,-module bigradué de M, ;;. Ce chapitre
est composé de quatre sections. La premiére expose les définitions et présente
les conjectures. La seconde présente deux cas particuliers: le cas ou (i,j) =
(0,0) et le cas des équerres. Les deux derniéres résolvent plusieurs questions
dans le cas du sous-espace en un alphabet M, /;;(X) = M, /;; N Q[X]: la
troisiéme établit la récurrence a quatre termes dans ce cas particulier, via la
construction d’une base explicite de M, /;;(X), et la quatriéme est consacrée
a I’étude de I'idéal annulateur de M, ;5 (X), pour lequel on obtient également
une description explicite.

w/ij
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4.1 Présentation

4.1.1 Définitions et conjectures

Nous introduisons ici le probléme en suivant la présentation de |10].

Définition 4.1 Si p est une partition de n + 1, nous noterons u/ij le dia-
gramme obtenu en enlevant la case (i, j) du diagramme de Ferrers de . Nous
qualifierons p/ij de partition trouée et nous appellerons (i,j) son trou.

Nous appellerons ombre de la case (i,7) 'ensemble des cases situées au
sens large au nord-est de (i,j), i.e.

Suli.g) ={(",j") € p; i <i'et j<j'}. (4.1)

Nous noterons s,(i,7), ou méme s s’il n’y a pas ambiguité, le cardinal de
lombre de (i,7) dans p, i.e. de la partie grisée dans la figure suivante.

Nous noterons M, ; ;, ou parfois M;;, I'espace associé au diagramme
p/ij. Pour étudier cet espace, nous commencons par tirer de l'action des
opérateurs de sauts (Propositions 3.7 et 3.11) I'utile corollaire suivant.

Proposition 4.2 Pour toute partition p et toute case (i,7) € p, nous avons

B/ij w/ij

= iDél(D?/Au/ij =cte { 0 sinon (4.2)

ot nous notons Dx = Y I | Ox; et Dy = Y7 | dy; et ou le symbole =4
désigne une égalité a une constante multiplicative non nulle pres.

On en tire alors le résultat suivant
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Proposition 4.3 Soit u une partition de n+1. Alors pour toutes cases (i, j)
et (i+h,j+k) de pu, nous avons :

h Nk _
DxDyM,,/ij = My /ishjk- (4.3)
En particulier, les inclusions suivantes sont vérifiées :

Mu/l U g M

i'j w/ij (44)

pour toute case (i',j') dans 'ombre de (i, 7).

La conjecture qui simultanément généralise et sert d’interprétation ré-
cursive a la conjecture n! est la suivante.

Conjecture 4.4 Pour toute partition u de n + 1 et toute case (i,5) € p,
’espace My, );; vérifie :

dim M, ;5 = s,(4,5).n! (4.5)
ou s,(1,7) est le nombre de cases dans l'ombre de (i,7) dans p.

De méme que la conjecture n! n’est que le pendant dimensionnel de
la conjecture C = H, la Conjecture 4.4 admet comme forme plus précise
I'énoncé suivant, qui décrit la structure de S,-module bigradué de M, ;;.
Nous notons, conformément a (1.38) et (1.39), C,/;; la caractéristique de
Frobenius bigraduée de M, ;;. Nous considérons 'ensemble des partitions v
obtenues a partir de v en dtant 'un de ses coins. Nous noterons v — p pour
signifier que v obtenue en enlevant un coin a u. Rappelons de plus (cf. figure
page 19) que a,(s) et b,(s) désignent respectivement le bras et la jambe de

la case s dans le diagramme de Ferrers u, et introduisons:

th(s) 1 qau(S)‘H tlu(S)‘H 1 qau(S)

cW(q,t) = se]g Hu(s) | qaﬂ(s) e Hu(s) | qau(s)

(4.6)

w/v /v

ot R, (resp. C,/,) représente 'ensemble des cases de v qui sont dans la
méme ligne (resp. colonne) que la case que nous devons retirer de pu pour
obtenir v.

Conjecture 4.5 Pour tout (i,j) € p, nous avons
Ou/ij (T: q, t) = Z C’rp(qa t)HuJ_T-I—p(m; q, t) (47)
pP—T

ot 7 est le diagramme de Ferrers contenu dans l'ombre de (i,j) dans pu et
le symbole L 7 + p représente la partition obtenue en remplacant T par p
dans l'ombre de (i,7).
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L’intérét des partitions trouées est qu’elles fournissent une approche com-
binatoire des conjectures n! et C' = H. Le résultat suivant révéle cette in-
terprétation en termes de caractéristique de Frobenius bigraduée, donc au

niveau de la structure fine de Sp-module des espaces M, ;.

Théoréme 4.6 La validité de la relation (4.7) pour toute case (i,j) est équi-

valente a:
(i) la récurrence a quatre termes

o tl J_qa-l-l tH—l J—qa tH—l J—qa+1

ufiy = tlJ_qa Cﬂ/i:j+1+ tlJ_q“ C

wfit1g L Wcu/m,m
(4.8)

ot on a posé | =1,(i,j) et a = a,(i,7);

(ii) la condition auz bords que les termes C; 11, Cpjiv1y 0t Cpjigi js
sont nuls si les cases correspondantes (i,7 + 1), (i +1,7) ou (i + 1,5 + 1)
sortent du diagramme p, et sont égaur a Hy i1, Hyjig1; ovw Hyjivr
quand la case correspondante est un coin de L.

Nous renvoyons a [10], Theorem I.1 pour une preuve (élémentaire) de ce
théoréme.

4.1.2 Borne supérieure pour la dimension de M, /;;

La premiére information soutenant la Conjecture 4.4 est le résultat sui-
vant.

Théoréme 4.7 Pour toute partition u de n+1 et toute case (i,7) € u, nous
avons

dim M, /;; < s,(i,7).n!. (4.9)

De plus, si l’égalité est vérifiée, M, );; est alors la somme directe de Su(i, J)
représentations réguliéres a gauche de S,.

Preuve. La preuve donnée ici est inspirée de celle de [10], Theorem 4.3.
Nous réutilisons le procédé défini en (2.6) qui a un tableau 7' de forme
p associe un point p(T') = (a(T),b(T)) dans Q*™ ot m = |p|. Ici nous
avons |p| = n + 1 et nous n’utilisons que les tableaux injectifs de forme pu
tels que l'étiquette n + 1 soit placée dans 'ombre de la case (i,7). Notons
7,/ij V'ensemble de ces tableaux qui est clairement de cardinal s,(i,j).n!.
Considérons a présent [Pu/ij] qui est par définition ’ensemble des points de
Q?" obtenu en ne gardant, pour tout tableau 7" de Tu)ij: due les n premieres
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entrées de a(T') et les n premiéres entrées de b(T'). Notons que deux tableaux
distincts dans 7, /;; donnent des points distincts dans [Pu/ij] de telle sorte
que cet ensemble est composé de s, (i, j).n! points de Q*".

Nous procédons alors de méme que dans la section 2.2 et nous intro-
duisons Jip, )51 8o, €t Hyp I'idéal annulateur dans Q[X,,Y,] de
I’ensemble [pﬂ/ij], I'idéal gradué associé et l'espace des harmoniques corres-
pondant. Cet espace est un multiple de la représentation réguliére a gauche
et sa dimension est le cardinal de [p, 5], & savoir:

dimH, .1 =su(i,j).n (4.10)
Il nous reste donc a montrer que

Miyyij © Hig,;1 (4.11)

Pour ceci, introduisons I’idéal suivant :

I=Tps o, a, N QUXn, Yol (4.12)

Lemme 4.8 Nous avons l’égalité suivante :

In,,; =T (4.13)
Preuve. Sinous développons la forme déterminantale de A, (équation (1.2))

par rapport & la derniére ligne, nous pouvons écrire:
Au(Xnp1, Yarn) = D Hah ) 0 8,5(Xn, Vo). (4.14)
(i-j)Em
En dérivant (4.14), nous obtenons

Ozt 1 0y) A (Xpgr, Yogr) = 2iljIA, 5 (X, Yy)

—+ Z ;iiy%_l_l C;/ ’Ay/i’j’(XTLaYn) (415)

(@ 5" ep\{(5:5)}
i'>i et §'>j

ot les ¢ j sont des constantes rationnelles. On en déduit alors 'égalité (4.13)
car:

— I C 1, soit Pun polynome dans Z. Ceci signifie que P tue le terme
de gauche de (4.15). 11 suffit alors de prendre x,11 = 0 et y,41 = 0
pour voir que P tue A ;;(Xy,Yy). Donc P est dans Za ...
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= Ia,,; C Z:soit P un polynome dans Zn .. Par (4.3), P tue tous
les termes de droite dans (4.15) ; donc il tue le terme de gauche. Ceci
implique P € 7.
1

Lemme 4.9 Nous avons linclusion

gr‘][ﬂp/ij} g I. (416)

Preuve.  Soit P € Q[Xp,Yy] un élément de I'idéal Jy, i, et définissons le
polyndme

il1 jL1
Q(Xn+17 Yn+1) = P(Xna Yn) H ($n+1 L 041") H (yn+1 L ﬂz’)
1'=0 j7'=0

ol nous reprenons les notations de (2.6). Le polynome ) doit forcément
s’annuler sur ensemble de l'orbite [p,]. En effet, P s’annule sur [p,;;] et
le produit des deux autres facteurs s’annulent sur le reste de [p,]. Donc en
prenant les composantes homogénes de plus haut degré:

hQ) = 241yl h(P) € gty -

Ceci implique que rI:ilHyleh(P) tue Ay, ce que I'on peut écrire sous la
forme

h(P)(9)0z!, 1 dy) 1A, = 0. (4.17)

On peut alors lire (4.17) ainsi: h(P) € 7, i A - Vu que P est dans
Trn419Yn120

Q[Xy,, Y] et d’aprés la Définition 4.12, nous en déduisons (4.16). |

Il suffit alors de regrouper les Lemmes 4.8 et 4.9 et d’utiliser la Pro-
position 2.1 pour obtenir (4.11). Ceci achéve la preuve du Théoréme 4.7. |

4.2 Deux cas particuliers

4.2.1 Cas de /00

Proposition 4.10 (|10], Lemma 1.1) Soit u une partition de n+ 1 et P
une famille de polynomes de Q[ X,,,Y,]. Alors

By = {b(9)Au(Xusr. Yasr) 5 b P) (4.18)



4.2. DEUX CAS PARTICULIERS 95

est une base de M, si et seulement si
B, 00 = {6(0)A /00 (Xn, Yn) 5 b€ P} (4.19)

est une base de M, 9. En particulier la Conjecture 4.4 est vraie pour /00
st et seulement si la conjecture n! est vraie pour p.

Preuve. En appliquant le Lemme 4.8 pour (i,7) = (0,0), nous avons que
A, 00 = In, NQXy, Yy]

ce qui nous permet de conclure. |

4.2.2 Cas des équerres

Proposition 4.11 La Conjecture 4.4 est vraie quand p est une équerre u =
(A+1,1%) et (i,7) une case quelconque de p.

Preuve. La Proposition 4.10 nous permet de ne considérer que le cas ol
le trou ne se trouve pas en (0,0). Par symétrie, nous ne considérons que le
cas ot j > 0. Notons v la partition (A4, 17) et M, I'ensemble de monomes
construit dans la section 3.4 tel que

B, ={b,(0)A, ; b, € M,} (4.20)
est une base de M,,. Nous allons montrer que
B = {bu(a)Dgl/Au/Oj s byeM,, 0<h< ALy (4.21)

est une base de M, ;, ce qui prouve bien la Proposition 4.11 car s,(0,j) =
A1l j+1. D’aprés le Théoréme 4.7, il suffit de montrer 'indépendance linéaire
de la famille 5, y;. Raisonnons alors par I'absurde et supposons que nous
ayons une relation de dépendance linéaire non triviale entre les éléments de

By
> ab=0 (4.22)

bEBy/Oj

Considérons hg le plus petit entier entre 0 et A L j tel qu’il existe un ¢
non nul relatif & un élément b = b,,(a)D)h/OAu/oj. On applique alors a (4.22)

Popérateur DéL]J‘hO. Comme

by(9)A, sih = h,

Aljlh h —
Dy 77", (0) DY A o5 =cte { 0 si h > hy,
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on obtient une relation de dépendance linéaire entre les éléments de B,,, ce qui

est absurde. |

Remarque 4.12 1l est immeédiat de voir que ce raisonnement s’applique dés
que I'ombre de (7, j) est réduite & un bras ou une jambe.

4.3 Résolution en un alphabet

Nous allons maintenant étudier le sous-espace M, /;;(X) = M, /;; NQ[X]
et montrer que dans ce cas la construction explicite d’'une base permet de
démontrer la formule (4.8), ou plutot la formule obtenue a partir de (4.8) en
ne considérant qu’un seul alphabet, i.e. en prenant ¢ = (. Ce travail a été
réalisé en collaboration avec F. Bergeron et N. Bergeron (cf. [5]).

4.3.1 Construction de la base

Le résultat central de cette section est la construction d’une base explicite
pour l'espace M, /; i(X), ot p est une partition quelconque fixée de n + 1,
et (4,7) une case quelconque du diagramme de Ferrers de p. Commencgons
par expliquer la construction de cette base, qui utilise 1’étude de 1’espace
M, (X) faite au paragraphe 3.3.2, dont nous reprenons les notations. Nous
nous servirons particuliérement de la construction, via les tableaux standard,
de la base B, (X) du Théoréme 3.21.

Nous étendons tout d’abord la notion de polynéme d’un tableau, déja
vue dans l'étude des polynomes de Garnir (paragraphe 2.3.1) dans le cas de
tableaux ayant pour forme une partition, a des tableaux de forme quelconque.
Soit donc T" un tableau injectif de forme un diagramme quelconque L. Notons
Ch,...,Ck les colonnes de T ordonnées de la gauche vers la droite. Dans
chaque colonne de T, nous ordonnons les étiquettes dans C; suivant leur ordre
d’apparition de bas en haut: les C; sont donc des sous-alphabets ordonnés
de X. Nous introduisons aussi pour tout 1 < j < k le diagramme D; qui
est le diagramme colonne obtenu en remplagant les coordonnées (i,j) des
cases de la j-iéme colonne de L par (i,0). Si C; = {a1,...,ap} et D; =
{(i1,0),...,(ip,0)}, on a alors:

Ap,(Xe,) = det (z})

L <rs<h (4.23)

Définition 4.13 Nous définissons alors le polynéme du tableau T par :

Ar(X) = Ap,(Xey) --- Ap, (Xey)- (4.24)
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Par exemple si T vaut

3 | 4
° ? (4.25)
alors
Ap(X) :det< 1 ;% ) X T3 X det< 1 Z ) (4.26)
Soit {(a1,b1), ..., (Gm,bn)} I'ensemble des coins de p qui sont situés
dans 'ombre de p, ordonnés par by < --- < by,. Nous notons ici encore

oy la valeur de ap(n + 1) (cf. (3.28)) pour un tableau T de forme p ayant
I’étiquette n 4+ 1 dans le coin (ay, by).
Pour un tableau standard 7', notons B7 ’ensemble suivant :

Br={X";0<my<ar(s) }. (4.27)

Pour v la partition de n obtenue a partir de p en enlevant le coin (ay, b;), la
base de I'espace M; = M,,, décrite au paragraphe 3.3.2 s’écrit alors

B = {0X™Ar(X); T € 8§T,,, X™ € Br }.

Si T est un tableau standard de forme vy, et si on choisit un entier 0 < u < ay,
nous noterons 7'y, le tableau de forme p/uv (avec v = by), tel que:

T(r,c) sic£vour<u,
THyy (r,¢) = (4.28)
T(rLlle) sic=vetr>u.

Comme la case (u,v) n’est pas dans pu/uv, T'1,, n’a pas besoin d’étre défini
en (u,v). En d’autres mots, le tableau T 1,, est obtenu a partir de T' en
décalant de une case vers le haut les cases situées dans la colonne v qui sont
sur la ligne u ou au-dessus. Pour u et v comme précédemment, nous posons

Auy = {0X™ Ay, ,(X) ; X™ €Br, T €8T, }. (4.29)

Remarque 4.14 Il est important de noter que A, dépend implicitement
du choix d'un coin (a;, b;) de u, car v est égal a b;. De plus, on remarque que
Ag, b, est la base de M, (X) décrite dans le Théoréme 3.21, ce qui implique
que la famille A,, 5, est linéairement indépendante.
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Deéfinissons alors

m min(i+a;L1,a;)

Byij (X U U Au - (4.30)

Le résultat fondamental est le suivant.

Théoréme 4.15 Pour pu une partition de n + 1 et (i,5) une case de u, la
famille B, /;;(X) est une base de l’espace M, ;;(X).

Preuve. La preuve du Théoréme 4.15 est traitée dans les paragraphes sui-
vants et est composée de différentes étapes. Pour commencer, dans le pro-
wn/ij (X)
sont dans M, /;;(X) et calculer le cardinal de B, /;;(X) pour prouver qu’il
est donné par la formule suivante :

u/zy ' Z Hir (4'31)

Y
1i>j

chain paragraphe, nous allons montrer que tous les éléments de B

Nous montrerons ensuite son indépendance, et dans un dernier paragraphe
nous établirons que la dimension de M, /;;(X) est inférieure ou égale a d,, /;;,
de telle sorte que Bum( ) engendre cet espace, ce qui complétera la preuve. |

4.3.2 Inclusion et énumération
4.3.2.a Inclusion

Nous commengons par vérifier que tous les éléments de B, /;;(X) sont
bien dans l'espace M, /;; (X). Comme ce dernier est stable par dérivation, il
suffit de montrer que tous les polynémes de tableaux introduits sont dans
Mﬂ/ij(X). Considérons donc un tableau 7', ayant un trou dans 'ombre de
(4,7), i.e. en place (i', j') avec s’ > iet j' > j. D'apres (4.4), A, /i appartient

M, /ij. Il est aisé de voir que la Proposition 2.10 implique que Ay est aussi

dans Mu/l] (X) .

4.3.2.b Enumération

Montrons maintenant que le cardinal de B,,;;(X) est donné par (4.31).
Le cardinal de A, p, est clairement

n! n!
] Hay+1 Luti = ] Haj+15 (4.32)
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ce cardinal valant bien str n!/y!. Supposons que 'union (4.30) est une
union disjointe ; ceci sera une conséquence de I'indépendance linéaire. Comme
chaque entier i’ indexant la sommation dans (4.31) apparait exactement une
fois dans {a; +1 Lu+i; 1 <1 <m, i <wu<min(+ o L 1,a)}, nous
avons alors :

1B,ii (X)| = dyyyij - (4.33)

4.3.3 Indépendance

Prouvons maintenant I'indépendance de la famille B,,/;;(X). L’action des
opérateurs de sauts s’étend sans probléme au cas des polynoémes de tableaux
vu que dans le cas d'un tableau T injectif, le polynéme A7 est un produit
de déterminants de diagrammes (de dimension 1) en des sous-alphabets dis-
joints.

Nous en déduisons que pour un tableau standard 1" de forme v, (rappelons
que v est obtenue a partir de p en enlevant le coin (ay, b)) et pour 0 < u < q,
nous avons

ATTu+1,v (X) siu < ap,
Dx Ay, ,(X) =cte (4.34)
0 siu=a,

avec v = b;. Il s’ensuit alors, d’apres la construction de B,,/;:(X) que

w/ij
Lemme 4.16 FEn utilisant les mémes conventions que ci-dessus, nous avons

Ausip,  stu<a,
Dx -Au,bl cte (435)
{0} stu=aq.

Comme A, p, et A, p, ont le méme nombre d’éléments, nous déduisons
de I'indépendance linéaire de Ag, 5, et de (4.35) que chaque famille A, ;, est
linéairement indépendante. En appliquant 'opérateur D x dans la Définition
4.30, nous vérifions facilement que

Nous achevons alors la preuve par récurrence décroissante sur i, & j fixé.
Pour initialiser la récurrence, nous remarquons que l'indépendance linéaire
est triviale lorsque le trou (i, j) est situé sur le bord supérieur de u car dans
ca cas, on retrouve la base B,(X), ot v est la partition obtenue en enlevant
I'unique coin de p situé dans 'ombre de (i, 7).
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Raisonnons par I’absurde en supposant que nous ayons une relation de
dépendance linéaire entre les termes de B, /;;(X):

> ab=0. (4.37)

beB,, /5 (X)
Appliquons alors Dx a cette relation. D’aprés (4.36), nous obtenons une
relation de dépendance entre les éléments de B, /1 ;(X), qui est libre par
hypothése de récurrence donc tous les coefficients des éléments de cette fa-
mille sont nuls. En revenant a (4.37), on obtient une relation de dépendance

entre les termes de Aq,, 5,, car Dx A, b, = {0} et

m

n!

n! !
d}t/’i+1,j + \Aam,bm\ = E Wit + — iyl = du/ij .
M= K-
i >i41
Wit >J

Mais Ag,, p,, est bien str indépendante (cf. Remarque 4.14) donc tous les
coefficients ¢, dans (4.37) sont nuls ce qui achéve la preuve de I'indépendance.

4.3.4 Borne supérieure pour la dimension de M, /;;(X)

Nous donnons maintenant une preuve de la borne supérieure pour la

dimension de M (X), ce qui achévera la preuve du Théoréme 4.15.

w/%J

Théoréme 4.17 Pour p une partition de n + 1,

. n!
[
1 >1
Wy >3]
Preuve. Nous allons déduire (4.38) du Théoréme 4.7 et de sa preuve, dont
nous reprenons les notations. En ne gardant que les n premiéres entrées de
p(T), pour tout tableau T' € 7, /;;, nous obtenons un ensemble [p,,/;;(X)],
projection de [p,, /;;] sur Q".
Nous procédons de méme que dans le cas en deux alphabets en intro-
duisant Jip, )5 (X)] I'idéal annulateur de [p,/;;(X)] ainsi que grdjp, . (x)] €t
_ 1
H[Pp/ij}().() - (g_rJ[pp/ij()-()}) . . i
Il est immédiat de voir que deux tableaux injectifs donnent le méme point
si et seulement si ils ont les mémes entrées sur chaque ligne. De ce fait le
nombre de points de [p,/;;(X)] est le nombre de tableaux de 7,/;; qui sont
croissants sur les lignes, soit précisément d,, /;;. Ceci implique, comme observé
a la Remarque 2.4 que la dimension de ’espace des harmoniques Hy, . (X)
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est précisément d,,;;. D’apres I'équation (2.28), il ne reste plus alors qu’a

prouver l'inclusion suivante:
gr‘][pu/ij (X)] c IMp/ij (X) (439)

Rappelons que nous avons obtenu ng[Pu/iﬂ CIm,,; =In,,, dans la
preuve du Théoréeme 4.7.
Ensuite vu que 'espace M, /;; est évidemment stable par dérivation, nous
pouvons appliquer le Lemme 2.13, d’ou: I, ,; (X) = Im,,,; N Q[X].
Soit alors un polynéme P dans J, .. (X). Comme P €Q[X,] CQ[X,, Yy],
P est aussi dans I'idéal annulateur de l'orbite [p,,/;;]. Nous en tirons alors
gI‘(P) € Im

— g(P) € Tm,,,, NQIX,] = Tar,,, (X)) (440)

w/ij w/ij

d’aprés (4.11). La preuve de (4.39), et par conséquent de (4.38), est ainsi com-
plete. |

4.3.5 Récurrence a quatre termes

Avec la convention

OT—{l sir =0,

0  sinon,

la spécialisation de la Conjecture 4.5 aux sous-espaces des polyndémes de
degré en Y nul correspond & prendre ¢ = 0 dans la récurrence a quatre termes
(4.8). Nous montrons ici que cette spécialisation est vérifiée, en donnant
une interprétation explicite, en termes utilisant notre base B, ,;;(X), de la
récurrence résultant de cette spécialisation.

B/ij

Théoréme 4.18 Si C;(L)/(i)j représente la caractéristique de Frobenius graduée
de M, /;;(X) alors :

I+1
L sia— ) LT oeo
sia=0etl>0, C“/i’j— 11 Cuigtn

o (X) _ ~(X) (X) (X)
sta >0, Cﬂ/i:j = Cﬂ/i’j+1 + tcﬂ/¢+1,j L1 tCu/i+1,j+1'

-sia=0etl =0, C’L(L)/i)] est la caractéristique de Frobenius graduée de
M, (X), ot v est la partition u/ij.
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Ici (comme dans le Théoréme 4.6) 1 et a représentent respectivement le bras
et la jambe de la case (i,7) dans p. Si une des cases (i +1,7), (i,7+ 1) ou
(1 + 1,5 + 1) se retrouve hors de p, alors le terme correspondant doit étre
pris égal a zéro.

Preuve. Chacune de ces assertions est prouvée en utilisant la base que nous
avons construite. La troisiéme est une observation directe. La premiére cor-
respond & un cas dans lequel il n’y a quun coin (am, by,) dans ombre de
(,7), avec b, = j, et dans ce cas (4.30) peut étre réécrit de la fagon suivante :

l
Bﬂ/ij(X) = U -Ai+u,ja
u=0

Aussi longtemps que (k + 1,7) est dans pu, Uopérateur Dy est un isomor-
phisme de représentations entre les S,-modules homogenes Ay ; et Agiq
qui diminue le degré de 1. Ceci implique que

Fai(Arj) =t Fgi(Ary,j)

ou F, représente la caractéristique de Frobenius (cf. (1.38)). Nous en dé-
duisons que, dans le premier cas,

Bij(X)=(1+t+ - +t)CLY

avec /v = (am, bm). Ceci est clairement équivalent & la premiére assertion.

Pour le second cas, il y a quelques sous-cas suivant la place du trou. Ils
sont tous traités de fagon similaire et nous nous intéressons au plus général
d’entre eux, a savoir: 7 = by et m > 1. Dans ce cas la base peut se scinder:

oy L1
Buyij(X) = BujijnV | Aup,
uU=1
et nous avons juste besoin de prouver que la caractéristique de Frobenius
graduée du sous-espace vectoriel engendré par
i+ap Ll

U Au,bl
u=s

est donnée par
(X) (X)
t(Cu/Hl,j 1 Cu/z'+1,j+1)- (4.41)

Nous avons By, /iy1j41 C Byjiq1,5, avec Dy U;J;O;IM Ay p, le complément de

B, jiy1,j+1 dans B ;11 ;. Sous les hypotheses de ce sous-cas, la caractéristique

+ap L1 A

de Frobenius du sous-espace engendré par |J; "} u,b; €St par conséquent

donnée par la formule (4.41). |



4.4. IDEAL ANNULATEUR EN UN ALPHABET 103

4.4 1Idéal annulateur en un alphabet

4.4.1 Présentation

Nous décrivons ici I'idéal annulateur Z,/;;(X) de I'espace M, /;;(X) pour
p une partition quelconque de n + 1 et (i,7) une de ses cases. Cette étude a
été menée en collaboration avec N. Bergeron (cf. [8]).

Nous avons vu dans la section 3.3 que dans le cas d’une partition u, 'idéal
7, (X) a deux descriptions duales: une en termes de fonctions symétriques
élémentaires et une en termes de fonctions symétriques homogénes. L’idée
centrale (Lemme 3.31) était que ces deux familles sont équivalentes modulo
I'idéal Zny des fonctions symétriques, qui est inclus dans Z,,(X) pour toute
partition u. Dans le cas de partitions trouées, nous n’avons pas l'inclusion
Zany € Z,45(X). Par exemple, si (i,j) € p n'est pas au sommet d'une
colonne de p alors h1(0X)A,;;(X;Y) = A, ;(X;Y) # 0. Mais d’apres
la Proposition 3.14, on a en revanche:

he(X) € i (X) ¥V r > 1 (4.42)

car on ne peut pas faire monter deux trous (il n’y en a qu'un). Pour dé-
crire Z,,/;;(X) nous allons devoir utiliser les deux familles de fonctions symé-
triques.

| V@)

. /
) =

v(0)

(i)

Bo

Notons [ le nombre de cases situées au-dessus de (i,7) dans p. Pour
0 < ¢ < I, notons v(({) la partition obtenue en enlevant a p son coin le
plus a droite dans 'ombre de la case (i 4+ ¢,7). Nous noterons (ag, f¢) les
coordonnées de ce coin. Nous sommes ici obligés de modifier les notations
utilisées dans la section précédente. Pour faire le lien, notons que les coor-
données du coin de u le plus a droite dans 'ombre de (i, j) a pour coordon-
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nées (am,bm) = (ag, Bp) et la partition résultant de son ablation est notée
Vm = v(0).
Si (4, 7) est au sommet d’une colonne de p, alors ag =i et

hfolj(ay)A“/U(X’Y) = Au/aoﬂO(X’Y) = AI/(U)(X’Y)

Ainsi M, /;;(X) = M,y (X) et par conséquent Z, /;;(X) = Z,(g)(X). Jusqu'a
la fin de cette section, nous pouvons donc supposer que le trou (i,7) n’est
pas situé au sommet d’une colonne de p.

Pour p une partition de n + 1 notons, suivant les notations introduites

en (3.37):
Ju(X) = (he(X) 5 X CX, |X]| =k, r>6(n) LE). (4.43)

Comme ici |X| = n = |p| L1, il est clair que 1 < k < n, et en particu-
lier hi(X) ¢ J,. Nous remarquons que cet idéal est trés ressemblant a la
définition de I'idéal Z,,(X) du Théoréme 3.26. Nous avons vu ci-dessus que
les fonctions symeétriques homogénes ne suffiront peut-étre pas pour décrire
I'idéal Iu/ij(X). Nous aurons aussi besoin de fonctions symétriques élémen-
taires. Posons

CX, [X|=nlk, j<k<pBy, r=0(u)Lk)
X’ |T‘ :TZJ_]C, 60 <k < M1, T:5k(ﬂ)lk>

Théoréme 4.19 En utilisant les notations définies ci-dessus et pour une
partition pu de n+ 1 et (i,7) une case de p, nous avons

T, (X) = Ju(X) + (WTHX)) + 7,5(X). (4.44)
La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoréme. Notons

Z,/ij(X) Vidéal défini a droite de 'équation (4.44).

4.4.2 Inclusion

Nous commencons par montrer ’inclusion

Zi5(X) C L, (X), (4.45)

en vérifiant que chaque élément de fu/ij (X) est bien dans 7, ;;(X).

Lemme 4.20 Pour tout (i,j) € p, nous avons J,(X) C Z,/;;(X).
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Preuve. 1l est clair d’apreés la définition que J,(X) C Z,(Xp41). Dévelop-
pons A, (Xp41, Ynq1) par rapport a la derniére ligne:

A (X, 241, Y, Yng1) = Z ix%-{—lyi_HAu/ij(XaY)'
(4,4)€n

Pour tout polynéme P(X) € J,(X) C Z,(Xp41) nous avons

0= POX)Au(X, 2011, Y, yn11) = Y, £l 1yl POX)A,;(X,Y)

(4,5)€n

u/ij
(4.46)

ce qui montre que P(0X)A,/;;(X,Y) = 0 pour tout (i,j) € p. 1

Pour montrer que h™1(X) € 7,./4j(X) nous utilisons la Proposition 3.14.
Dans p/ij, la seule case qui peut monter sans en rencontrer une autre est la
case (i,7). Elle peut faire [ pas vers le haut, mais pas plus. Le [ 4+ 1-iéme pas
la ferait sortir de u, donc rencontrer une autre case de p/ij. Donc

W OX)A (X, Y) =0.

Maintenant, pour By < k < ju1 nous considérons e, (X), ot X C X est un
sous-alphabet de cardinal |X| =n L k et 7 = dx(u) L k. Nous allons vérifier
que e, (X) € Z,/4j(X). Nous remarquons que s'il existe k tel que By < k < p1,
alors (i, j) n’est pas sur la premiére ligne de p1. Nous développons A, /(X Y')
comme dans (3.22):

AL (X,Y) = Z +Ap(X, V)AL (X \ DX, Y\ ),

D C pfij,
|D|=nlk

ol Y est le sous-alphabet de Y, ayant le méme ensemble d’indice que X.
En observant la figure ci-dessous, nous remarquons qu’il y a n L k cases
au total dans les deux parties grises de p/ij. Dans la partie la plus foncée,
il yadg(p) Lk L1 cases de pu/ij. D’apres la Proposition 3.11, pour avoir
er(0X)Ap(X,Y) # 0, nous devons étre capable de déplacer r = §g(u) L k
cases distinctes de D de un pas vers le bas. Comme on le voit sur la figure
ci-dessous, le nombre maximal de cases qui peuvent descendre pour un tel

D est 6k(,l,b) 1k1 1, donc er(af)Au/”(X,Y) =0et CT(I) € Iu/l](X)



106 CHAPITRE 4. PARTITIONS TROUEES

Bo

Finalement, pour j < k < 3 et e,(X) comme ci-dessus, il ne nous reste qu’a
régler le cas ou (7, j) n’est pas dans la zone foncée. Ceci se produit seulement
si i = 0. Rappelons-nous alors que h1(0X)A,/;;(X,Y) = A, i01,;(X,Y) et
par conséquent

w/ij

67-(8?)]11(8X)Au/” (X,Y) = er(af)Au/i_H’j(X,Y) = 0.

Donc hy(X)e,(X) € Z,,/;;(X), ce qui achéve la preuve de 'inclusion 4.45.

4.4.3 Réduction

Dans l'anneau Q[X,,| = Q[z1,z2,... ,z,] des polynémes en n variables,
I'inclusion 4.45 implique que

dim (QXa]/Z,35(X)) < dim (QIXa]/T5(X)).  (447)

Nous présentons maintenant un algorithme de réduction, qui réduit, modulo
lidéal Z,,/;;(X), tout élément de Q[ n] comme combinaison linéaire d’élé-
ments d’une base de Q[X / /i (X). Ceci montrera que

dim (QUXn]/Z i )g dim (QIX,]/Z,35(X)) (4.48)

et conclura la preuve du Théoréme 4.44.
Nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 4.21 La famille

{r(X)a'as? a2 0<e<ill} (4.49)



4.4. IDEAL ANNULATEUR 107

forme une base de Q[ X, |, quand X\ décrit ’ensemble des partitions dont les
parts sont < n.

Preuve. Cet énoncé est un résultat classique de la théorie des invariants et
il en existe de nombreuses preuves. Nous proposons ici une démonstration
adaptée au contexte, celle de [14], Theorem 3.2. Nous montrons que tout
polynéme P € Q[X] s’écrit, et ce de fagon unique, sous la forme:

P(X)= > AX (4.50)
0<e;<il1l

ou les A, sont des polynémes symétriques.

e Commengons par l'existence d'une telle forme. Nous savons (Théoréme
3.20) que la famille { X ; 0 <€ < i L 1} est une base de Q[X,]/Z(;n) avec
Z(iny I'idéal engendré par les polynomes symétriques sans terme constant.
Par conséquent P peut s’écrire

P = Y ax + 3 B (X)h(X)

0<e;<ill

ou les ¢, sont des nombres rationnels et les B, (X) des éléments de Q[X,].
En appliquant cette décomposition a ces polynémes B,(X) et en itérant, on
obtient l'existence d'une écriture de P(X) sous la forme (4.50).

e Montrons maintenant 1'unicité d’une telle écriture. La série génératrice des
degrés de la famille (4.49) est donnée par la formule:

€ ipp _ L(I+q) - (Q+qg+---+4") 1
D I (S X (W) N (W R (W

0<e;<ill pi=>0

qui est précisément la série de Hilbert de Q[X,,]. Par conséquent, I'écriture
(4.50) est bien unique. |

Remarque 4.22 Comme nous l'avons vu dans la preuve, nous pouvons rem-
placer les fonctions symétriques homogénes dans I’énoncé par toute base de
I’anneau des fonctions symétriques.

Nous allons utiliser la famille (4.49) pour notre algorithme de réduction.
En reprenant les notations introduites sur la figure page 103, notons B,
une base de @[Xn]/I,,(O (X), par exemple selon la description donnée au
Théoréme 3.21. Nous posons alors

l
Suii= | BS(X)Byg (4.51)
(=0
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ou h%(X)B,,(C) = {h%(X)P(X) ; P(X) € By} Nous avons besoin des
lemmes suivants.

Lemme 4.23 Pour 0 < { <, nous avons

M (X)) (X) € Zuyig(X) + (hi ().
Preuve.  Soit h,(X) un générateur de Z,()(X) tel que [X| = k et 7 >
8 (v(¢)) L k. Nous notons que

o (#(0) = {5k(ﬂ) 11 sik> A

Sik < B, alors r > &, (v(¢)) Lk = 8x(u) Lk et nous avons h,(X) € J,(X) C
Z,/ij(X). De fagon similaire, si k > ﬂCNet r> 0 (v(Q)) Lk+1=0k(n) LE,
alors & nouveau h,(X) € J,(X) C Z,/;(X). 1l ne nous reste plus qu'a
considérer le cas ou k > B¢ et r = § (1) L k. Pour ¢ = 0, nous avons

Zany = (he(X) 5 7> 0) C T,55(X) + (m(X)),

et nous pouvons utiliser le Lemme 3.31 et

he(X) = (L1)e, () mod (Z,55(X) + (m(X))),

ou T— X 1 X. Dans ce cas, e,(X) € jﬂ/ij( )CZ Z,i(X) et donc h,(X) €

Nu/l] < 1( > Pour ¢ > 0, a nouveau d’apres le Lemme 3.31 nous
avons h, ( ) = (L1)"€e,(X) mod Z(;»y. En particulier nous avons hl( Jhy (X)
congru a ( 1)7hS T (X)e, (X) modulo h%(X)I(ln). Comme h%(X)I(ln) est in-

clus dans Iu/ij (X) + <h§+1(X)>, nous avons
SO (X) = (L1) ey (F) mod (T (X) + (h5+(X))).

Dans ce cas, hi(X)e,(X) € j;/ij (X) C fu/ij(X) et par conséquent le poly-
nome h%(X)hr(X) est un élément de Z,,/;;(X) + <h§+1(X)>. |

Lemme 4.24 Modulo fu/ij(X), tout élément de la forme hy(X )z x5 - x5

avec 0 < ¢; <1 L1 est une combinaison linéaire d’éléments de Su/lj

Preuve. Nous remarquons que <hl1+1(X),h2(X),h3(X),...> - fu/ij(X).
Donc B
ha(X)ai'ay’ - ar =0 mod Z,,;;(X)
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Sauf si hy(X) = h%(X) pour 0 < ¢ < [. On raisonne alors par récur-

rence décroissante sur ¢, a partir de ¢ = [ + 1 jusqu’a ¢ = 0. Le résul-
tat est vrai pour ¢ > [ car hll“(X) = 0 mod Z,/;;(X). Pour ¢ < [ on
considére h%( Joi @y’ -+ - apr. D'aprés notre choix de B, (), il existe un élé-
ment A dans P'espace vectoriel engendré par B, (¢) tel que xilastxr = A
mod Z,)(X). Donc il y a un élément B € Z,(¢)(X) tel que

WS (X)a$ s - atr = h$(X)A + h§(X)B. (4.52)

n

Ici h%(X)A est dans l'espace vectoNriel engendré par h%(X)B,,(O C Su/ij-
D’aprés le Lemme 4.23, h$(X)B € Z,,;;(X) + (h$T'(X)). Donc

h§(X)B=h{*"'C mod I,,;;(X),

ou C est un élément de Q[X,,]. D’aprés notre hypothése de récurrence, nous
en déduisons que h%HC est dans l'espace engendré par S, /;;. |

Nous utilisons alors le Théoréme 4.15 pour écrire :

l
dim(Q[X,]/Z,/4(X)) = dim(M,,/;5(X)) = > |Byo)|- (4.53)
¢=0

Pour achever la preuve du Théoréme 4.19 nous utilisons le Lemme 4.24
pour montrer que

dim(Q[X,,]/

/23 ‘Su/m‘ - Z ‘B

L’équation (4.48) est alors une conséquence de (4.53).
Corollaire 4.25 S, /;; est une base QX / wig (X

Remarque 4.26 Nous avons ici 'exact analogue de la Remarque 3.30, a sa-
voir ’assertion suivante, qui est une conséquence immeédiate de la description

p<A = M, /i;(X) € My (X)

dés que la case (i, j) apparait a la fois dans A et p.
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Chapitre 5

(zénéralisation : cas des
diagrammes a plusieurs trous

E TRAVAIL effectué sur les partitions trouées ouvre la voie de I'étude des
L espaces My, pour des diagrammes L autres que des partitions. Cepen-
dant, il apparait que les choses ne se passent pas aussi bien dans le cas
général, en particulier le module My, n’est pas toujours un multiple de la
représentation réguliére a gauche. Si certaines classes de diagrammes four-
nissent des espaces possédant une belle structure, il faut, dans le cas général,
considérer des sommes d’espaces My pour généraliser a k trous la conjec-
ture n!. Le chapitre est composé de quatre sections. La premiére expose le
probléme. La seconde est consacrée aux diagrammes de dimension un, pour
lesquels M, est toujours un multiple de la représentation réguliére & gauche.
La troisiéme présente une généralisation possible de la conjecture n! pour des
partitions avec k trous; il faut dans ce cas considérer des sommes d’espaces
Mj, ou L s’obtient en faisant k£ trous dans I'ombre d’une case dans une par-
tition p de n + k. Enfin la derniére section est consacrée & un probléme dual
de celui des partitions trouées, & savoir les diagrammes obtenus en rajoutant
une case extérieure a un diagramme de Ferrers.

5.1 Présentation

Introduisons le probléme en suivant [10] et [11], dont nous reprenons les
notations et le vocabulaire. Soit L un diagramme quelconque du réseau carré
et M7, I'espace associé.

Définition 5.1 Le diagramme L posséde la propriété MLRR (Multiple Left
Regular Representation) si le module My, se décompose en une somme directe
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de représentations réguliéres a gauche. Nous avons en particulier dans ce cas :
dimM; = m.n! (5.1)
pour un entier m.

La conjecture (théoréme) n! correspond a: u posséde la propriété MLRR
avec m = 1. Dans le cas des partitions trouées, la Conjecture 4.4 énonce
que toute partition trouée posséde la proprieté MLRR avec m = s,(1,j),
le cardinal de I'ombre de (i,7) dans u. Il est alors tentant de conjecturer
que tous les diagrammes du réseau carré posseédent cette propriété. Une telle
conjecture est énoncée dans |10], mais peu aprés F. Bergeron a trouve le
contre-exemple suivant. Prenons

]
[
L=1{(1,0),(0,1),2, 1)} = |

Dans ce cas,
1 N x%yl
AL(Xs3,Ys) =det | z0 y2 23ys
L3 Y3 50%1/3
et il est facile, en utilisant Maple par exemple, de calculer que dim My, = 46,
ce qui est incompatible avec (5.1).

5.2 Cas d’une colonne trouée

Nous étudions ici le cas des diagrammes L de dimension un. Ces travaux
sont dus a F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler et nous n’exposons ici qu'une
partie des résultats de leur article [11].

Nous considérons les diagrammes de la forme

Lp ={(p1,0),-.-, (pn,0)} (5.2)
oupe€D,={(p1,-...pn) EN"; pp >--->p, >0}. Nous posons alors

Ap = det (237) (5.3)

1<i,j<n’
ce qui est une généralisation du déterminant de Vandermonde: A(X) =
det(mgll)lgi,jgn correspond ap =0 = (nll,...,1,0). Nous noterons My =
L5]Ap] le module associé & Ly. Dans le cas du Vandermonde (Théoréme
3.20), nous savons que le module My est une version de la représentation
réguliére & gauche. Le but est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.2 Pour tout p € D,,, Ly possede la propriété MLRR.
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Afin de prouver ce théoréme, commencons par deux lemmes.
Lemme 5.3 Si A(X) est un polynéme symétriqgue homogéne, alors
A(D)A(9)Ap(X) # 0

si et seulement si

A(9)2p(X) # 0

et dans ce cas il existe un polynome symétrique homogéne B(X) tel que

B(0)A(9)Ap(X) =ce ACX). (5.4)
Preuve. Posons

f(X) = A(9)Ap(X).

Comme f est antisymétrique, il se factorise sous la forme f(X) = h(X)A(X),
avec h(X) un polynoéme symeétrique homogene. Maintenant si f # 0, nous
avons f(9)f(X) # 0 donc:

07 F(9)f(X) = h(9)A(9)f(X) = h(I)A(I)A(I)Ap (X) = h(9)g(X)

avec

D’ou
0 # g(0)g(X) = g(0)A(9)A(9)Ap (X).

En particulier, nous avons
9(0)A(0)Ap(X) # 0. (5.6)

Remarquons que (5.5) implique que g(X) est symétrique et homogeéne de
degré:

degs) = ol L dog(4) 1 (7).

(%) étant le degré de A(X), avec |p| = p1 + -+ + pn. Ceci nous donne

deg (4(0) 4@ 3500)) =1 Ldeg(4) L (Ipl Laes() 1 (3)) = (5)

Comme g(0)A(9)Ap(X) est antisymétrique, nous déduisons de (5.6) que

g(0)A(0)Ap (X) =cte A(X).
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Nous pouvons donc prendre B(X) = ¢g(X) dans (5.4) et notre preuve est
compléte. |

Posons M(jny = {X¢; 0 < ¢ <i L1} de telle sorte que (Théoreme 3.20)
By = {b()A(X) ; b€ M(1n)} est une base de Min).

Lemme 5.4 Pour tout p € D,,, posons
Jo = (A(X) ; A(X) € Ap et A()Ap(X) =0). (5.7)

Alors tout polynome Q(X) € Ly[Ap] peut s’écrire, et de fagon unique, sous
la forme

QUX) = Y A(9)b(d)Ap(X), (5.8)

bEM(ln)

ot les polynémes Ay(X) sont des éléments de Ay N Jpl, lorthogonal étant
relatif au produit scalaire (2.1).

Preuve. Par hypothese, Q(X) peut s’écrire Q(X) = P(0)Ap(X) pour un
(non unique) P(X) € Q[X]. Nous appliquons la Proposition 4.21 et nous
écrivons :

P(X)= Y b(X)A(X) (5.9)
bEM (in)

o les polynoémes A, sont symétriques. Pour chaque b € Mn), écrivons
Ay = A + AbL ou Ay € Jp et Abl € Jypt. Ainsi

Q(X) =P)Ap(X) = > AHb@)Ap(X)+ Y Ay (9)b(9)Ap(X).
bEM(1n) bEM(1n)

La premiére somme est nulle, et il nous reste la seconde, de la forme (5.8).
Pour prouver 'unicité d’une telle écriture, supposons que

D A (0)b(0)Ap(X) =0, (5.10)
bEM (1n)

avec Ay des polyndmes symétriques dans Jé. En regardant les composantes
homogeénes, nous pouvons supposer que les A, sont homogeénes et que tous les
termes (non nuls) dans (5.10) sont de méme degré. Choisissons un Ay, # 0
de degré minimal.
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D’aprés le Lemme 5.3, il existe un polynome B(X) tel que
B(9)A(9)Ap(X) = cp, A(X)
pour une constante ¢, # 0. En fait nous avons méme:
B(9) A(9) Ap(X) = 0 A(X) (5.11)

pour tout b € Mqn) ol ¢; est une constante (éventuellement nulle). En effet,
le terme de gauche de (5.11) est antisymétrique de degré au plus (}) : c’est
donc le produit d’un scalaire par le déterminant de Vandermonde A(X).
Appliquons alors B(d) a (5.10) : nous obtenons

0= > B(D)A(D)AX) = Y eb(d)A(X).
bEM (1n) bEM (1n)

La famille {b(0)A(X) ; b € M)} étant linéairement indépendante, on
aboutit & une contradiction. L’écriture est donc unique, ce qui compléte la
preuve. |

Preuve (du Théoréme 5.2, fin). Pour conclure, il suffit d’observer que le

Lemme 5.4 implique que si {A;(X),..., Ax(X)} est une base homogene des
polynomes symétriques de in7 alors

{A4i(0)b(0)Ap(X) 5 i=1,...,N, B€ M(n)}
est une base de My,. Ceci décompose My en N sous-espaces, le i-iéme étant
M, = Vect{A4;(9)b(0)Ap(X) ; B € M@},

une version de la représentation réguliére & gauche. |

Dans [11], F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler obtiennent une description
de la caractéristique de Frobenius graduée F; M en termes de séries de
Hilbert d’espaces de fonctions de Schur gauches, dont nous allons briévement
rappeler la définition.

Dans l'anneau A des fonctions symétriques muni du produit scalaire tel
que les fonctions de Schur forment une base orthonormale de A, toute fonc-
tion symétrique f est déterminée par ses produits scalaires avec les sy :

EDBTENDY (5.12)
X



116 CHAPITRE 5. DIAGRAMMES A PLUSIEURS TROUS

Définition 5.5 Soient A et p deuz partitions. Définissons la fonction sy,
par les relations :

<3)\/;u sy) = (s, Susu>
pour toute partition v. Les sy, sont appelées fonctions de Schur gauches.

On montre que sy, = 0 sauf si p C X au sens ensembliste des dia-
grammes de Ferrers.

Observons de plus que tout p € D, s’écrit p = A+ J ou A est une
partition.

Théoréme 5.6
FiMyys = Ex()Hny (259, 1)

ot E)(t) est la série de Hilbert de ’espace vectoriel engendré par les fonctions
de Schur gauches sy, pour p C .

5.3 Une généralisation pour des partitions quelcon-
ques

5.3.1 Introduction

Le contre-exemple L = {(1,0),(0,1),(2,1)} montre qu’on ne peut pas
généraliser brutalement 1’étude précédente a des diagrammes obtenus en en-
levant k cases a un diagramme de Ferrers. Le but, suggéré par F. Bergeron,
est ici de proposer une généralisation de la conjecture n! pour des diagrammes
a k trous. L’espace que nous considérons est défini de la fagon suivante. Soit
w1 une partition de n + k. Cette partition est fixée et n’apparait pas dans les
notations suivantes.

Définition 5.7 Soit ij lespace vectoriel défini par la somme

k k
My, = MG ;(X,Y) = > ML/t (a1,51) ek bi) (5.13)
(alabl)r":(ak:bk)

ot la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de u, toutes situées
dans l'ombre de (i,j).

La premiére observation est que grace aux opérateurs de sauts (cf. la Pro-
position 3.7) nous avons M, /;; = MZIJ (équation (5.14)). Ainsi cet espace
Mf] est une généralisation possible de M, /;; si I'on veut faire k trous dans
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un diagramme de Ferrers. L'objet de cette section est de mettre en évidence
I'intérét de I'espace Mf’j et de donner une assise a la Conjecture 5.15 qui
affirme que dim Mﬁj = (;)nl.

Cette section est divisée en quatre paragraphes. Le second paragraphe
donne des applications des opérateurs de sauts & notre probléme, en par-
ticulier en vue d’une réduction de la somme (5.13). Le paragraphe suivant
est consacré & la preuve d'une borne supérieure ((;)n!) pour la dimension
de Mﬁj; nous conjecturons que cette borne supérieure donne effectivement
la dimension de Mf] Enfin dans le quatriéme et dernier paragraphe, nous
étudions Mf](X) le sous-espace de Mf’j(X, Y') constitué des polynomes de
degré en Y nul, pour lequel nous obtenons une base explicite en harmonie
avec la Conjecture 5.15.

5.3.2 Applications des opérateurs de sauts

Nous renvoyons aux Propositions 3.7, 3.11, 3.14 et a la Remarque 3.16
qui contiennent les principaux résultats sur les opérateurs de sauts que nous
utiliserons.

Les opérateurs de sauts trouvent ici une nouvelle application en permet-
tant, dans deux cas particuliers, de réduire la somme (5.13) définissant Mf’]
Dans le cas ot £k = 1, on obtient en effet facilement la proposition suivante.

Proposition 5.8 Soit y une partition de n+ 1, on a alors

M;; =M,/ ;. (5.14)
Preuve. En effet pour tous entiers k et [, nous avons:
er(0X)e(OY)A i 5 = c.Dyjivk s (5.15)

avec ¢ un entier relatif non nul. Ceci implique I'inclusion Milj C M, etla
réciproque est immédiate. |

Dans le cas particulier de 2 trous, on obtient la proposition analogue
suivante.

Proposition 5.9 Soit u une partition de n+ 2, la somme (5.13) peut étre
réduite sous la forme :

M3 = M), g0} + Mu.g).41.0) - (5.16)

Preuve. Soient k et [ des entiers strictement positifs. Nous utiliserons les
: Ao : . ) —
notations (un peu) plus légéres suivantes: pour deux cases c; et cg, €, ., =
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E(u/{(zaj)u (Z+17])}7 M/{Cl ) 02}) et Eglacz = E(M/{(Zaj)a (27]+1)}7 M/{Cl ) 02})'
En faisant attention aux différents signes qui apparaissent en appliquant les
opérateurs de dérivation, nous obtenons alors les identités suivantes:

Pi(OY ek 11(0X) A (i) i1y = PHOY) (€l j) k) D/ AG) ik
= (LD el gy ) D/ k), (1)
LD ) kg Da G gy (517)
et
PLOX)er110Y) Ay )40y =Pe@X) (L), o Dt +ny)
= (LY LD g0 DGk g 0]

HLL) €54y ity D/ i+ G40} (5.18)

F’k.; itk
h: j+

’i i?ili i

ol h, v et b désignent respectivement les nombres de cases hachurées horizon-
talement, verticalement et quadrillées dans la figure ci-dessus (nous devons
calculer la signature de la permutation qui réarrange les cases selon 1’ordre
lexicographique (1.1)).

En observant que le produit des signes des quatre coefficients dans (5.17)
et (5.18) est (L1)2(b+2h+v+1)+1 — (] 1) nous avons que exactement trois des
coefficients dans le systéme formé par (5.17) et (5.18) sont du méme signe,
donc Ay (¢, (i+k.j+1)} €6 Du/{(i+k.5).G,j+1)} appartiennent a I'espace somme
My (G geny + Muy{g).i+1.9)}-

Puis, d’apres la Proposition 3.14, on peut déplacer simultanément deux
trous par itération de ho(X) et ho(Y'). Ceci implique que pour tout couple
de trous (c1,c2) dans 'ombre de (7,7) alors A, e 1 € My i), 6+ T

ML/ 4(Gg) (i+1,9)y Aot

2
M 5 € My (G.),G.+1) T Musg(g).+1.9) 4 (5.19)
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la réciproque étant triviale. |

Remarque 5.10 La question de la généralisation des deux résultats pré-
cédents (Propositions 5.8 et 5.9) pour & > 3 se pose naturellement. Est-il
suffisant de ne prendre que les diagrammes tels que les k trous forment une
partition d’origine (7, )7 La réponse est négative. Par exemple il est facile
de vérifier (grace a l'ordinateur et Maple) que quand p = (3,2),

A4{(0,0),0,0,002)} € Mp/£0,0),0,0),00,0} T Mpusi0,0),00,1),00,2)3-  (5:20)

5.3.3 La borne supérieure
5.3.3.a Etude de I’idéal annulateur

Le but de cet alinéa est de prouver la proposition suivante.
Proposition 5.11 L%déal annulateur Ifj de ij est donné par

k def
IF, = N T, o o a, NQXL Y] ST, (5.21)

b ag
n+18yn1+1"-8xn+kayn+k
(alabl)r":(ak’bk)
ot lintersection est prise sur tous les k-uplets (a1,b1),. .., (ag, bg) de cases

différentes dans l'ombre de (i,7), que l’on suppose ordonnées selon [’ordre
lezicographique.

Preuve. Soit (a1,b1), ..., (ak,by) k cases dans S, (i, j), 'ombre de (i, j) dans
le diagramme de Ferrers de . En développant A, par rapport aux k derniéres
lignes, nous obtenons:

Ay(Xngks Yngr) = > EA (@ b))l b)) (X 0y Vi)
(ah,b7)5e5(al,b%)

XA/ b))l )} (Xn Ya), o (5.22)
ot X, = {Zns1,. Tkt €t Y = {yni1,...,Ynsr . Ainsi on en tire:

D iy )AL Xk Y k) = A (a1 (i)} (Xs V) + C
(5.23)

ol ¢ est un entier relatif (différent de zéro) et C' une combinaison linéaire
a coefficients dans Vanneau Q[Zp41, .-+, Ttk Yntls - - - s Yntk) de polyndmes

A/ (a1 seon(al 1)y (Xns Yo ), avec:

VI<I<E, (b)) € Su(i,j). (5.24)
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En effet A{(a’l,b'l),...,(a’k,b’k)}(Yru?n) n’est pas tué par l'opérateur différen-

tiel a(meh_lyzu_l e TZ’;kyz’;k) seulement §’il existe une permutation o € S,

le groupe symétrique sur k éléments, telle que
(@, 0y o)) € Sular,by), V1<I<k (5.25)
Ceci est une conséquence de la définition de A{(a’l,b’l),(a’Q,b’Q),...,(aL,b’k)} :

a’ b’ a’ b’ a’ b’
_ (1), “o(1), To(2), “o(2) o(k), “o(k)
A b))l b)) = D 580(0) 23y ey S e T
ogES)

En dérivant par 8(x21+1yzl+1 e xz+ky2’:_k), nous obtenons (5.25). Pour tout
1 <1 <k, nous avons Sy(a;,b) € S,(i,7). Par conséquent (a;(l),b;(l)) €
Su(i,7), V1 <1<k Comme o est une permutation, ceci établit (5.24).

Afin d’illustrer I'équation (5.23), nous donnons l'exemple suivant: p =
(372)7 n =3, k= 2, (alubl) = (070)7 (a27b2) = (170)7 alors

Oyt ziyd) Ap(Xs, Ys) = Ay g0.0)(1,001 (X3, Y3) + ys A 10.0)1,13 (X3, Y3)
L yaA L 41,0)00,0)3 (X3, Y3)
+ (Lzays + 24ya) Ayg1,0)1,1)y (X3, Y3)
LyiA 40,0021 X3.Y3) + 9ays 0,101, X3,Y3)
L yiysAu/q11)0.2)) (X3, Y3).

On en déduit alors ’égalité annoncée car:

Ic Iikj : soit P un polynome dans Z. Comme P tue le terme de droite

de (5.23), il tue le terme constant dans Q[X ,,,Y,,] du terme de gauche
qui est justement A /¢(a, 1), (ax.b)} (Xns Yn). Donc P est dans If’j.

Ii’fj C T: soit P un polyndéme dans If’j. Par (5.24), P tue tous les
termes de droite dans (5.23); donc il tue le terme de gauche. Ceci
implique P € 7.

5.3.3.b Ensemble de points et idéaux annulateurs

Le raisonnement est celui de [7], section 3.2, inspiré de [10], Theorem
4.2. Soit p une partition de n + k et (i,j) € p. Nous reprenons le pro-
cédé défini en (2.6) associant a un tableau injectif T' de forme p un point
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p(T) = (a(T),b(T)) dans Q*("*k) L’ensemble de tous les points p(T) pour
T décrivant l'ensemble des tableaux injectifs de forme p est noté [p]; par
injectivité de (2.6), son cardinal est (n + k)!.

En ne conservant que les n premiéres entrées de a(7T) et de b(T"), nous
avons un point p¥(T) dans Q?". L’ensemble des points ainsi défini, pour T
décrivant I’ensemble des tableaux injectifs ayant les étiquettes n+1,...,n+k
dans I'ombre de (i, 7), est noté [p¥]. Comme deux tableaux T et 7" donnent
le méme point si et seulement si les étiquettes {1,...,n} occupent la méme
place dans T et T", nous avons une bijection

k k
ko
Tig A= 1o (5.26)
T 1= p¥(T)
ol 77“] est I’ensemble des tableaux de forme p ayant n étiquettes {1,...,n}

et k cases blanches (sans étiquette), ces derniéres étant situées dans I'ombre

de (7,j) dans u. Rappelons que nous notons s le cardinal de 'ombre de (i, j)

dans p. Le cardinal de ’ensemble 7;{“] est alors (Z)n' et donc par bijectivité

de (5.26), I'ensemble [p¥] est composé de (Z)n' points. Nous introduisons
alors Jp,x1, I'idéal des polynomes qui sont nuls sur tout I'ensemble [p*], puis
l'idéal 7F = ng[pk} et I'espace des harmoniques H* = (Z¥)* o le produit
scalaire est défini en (2.1).

La premiére information, conséquence de la Remarque 2.4 et de |[p*]| =
(Z)n' est donnée par I’équation suivante:

dim HF = (Z) nl. (5.27)
Nous voulons maintenant maintenant prouver que
k k
M;, CH (5.28)

et d’aprés la Proposition 2.1, ceci est équivalent a prouver que Z% C 7.

5.3.3.c Inclusion

Le but de cet alinéa est de prouver I'inclusion suivante.

Proposition 5.12 Nous avons l'inclusion :

Ik C 1. (5.29)
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Preuve. Soit P un polynome dans Jj,.). Nous considérons le polynome

Q(Xnik, Ynik) =P(X,,Yy) X H;}:lo(xnﬂ L oayr) - HZ’L:l(](xn—l—k L ay)
j L1 i1
X H;":O(yn+1 1 aj’) T H;/:()(yn—kk 1 Ozj/). (5.30)

Nous voulons vérifier que ce polynoéme est un élément de Jj,. Prenons un

point quelconque (a,b) = (a(T),b(T)) dans [p]. Si sa projg(]:tion sur Q"
(obtenue en gardant les n premiéres entrées de a et b) est dans [pF] alors
Q(a,b) = 0 a cause de P. Sinon, le tableau T' doit avoir au moins une entrée
entre n + 1 et n + k dans le complémentaire de I'ombre de (7, j) dans p, i.e.
soit dans les ¢ premiéres lignes soit dans les j premiéres colonnes et nous
avons a nouveau Q(«a, ) = 0.
Ainsi @ € Jj,), ce qui implique d’aprés le Théoréme 2.6: h(Q) € Za,,. En
considérant le terme de plus haut degré, nous en déduisons:
h(P) € Iawi+1

j+1 i1 o G+1 A -
n+18?/]+ -0 3yi+ Ay

n41" n+k +k

Pour tout ensemble de k cases {(ai,b1),..., (ak,bg)} dans 'ombre de
(i,7), nous observons que Vr, 1 <r <k, a, > i and b, > j. D’ou 'on déduit
que h(P) est dans Z, ce qu'il fallait démontrer. |

5.3.3.d Conclusion

Le résultat principal est alors une conséquence des derniers paragraphes.

Théoréme 5.13 Si p est une partition de n+ k et s le cardinal de I"ombre
de la case (i,7), alors nous avons :

. k S
dim My, < (k>n' (5.31)

Remarque 5.14 Si I'on se rappelle la preuve du Théoréme 2.6, nous ob-
servons que le raisonnement précédent a la conséquence suivante. Si 1’égalité
est vérifiée dans le Théoréme 5.13, alors Mﬁj se décompose comme (Z) fois
la représentation réguliére a gauche.

Les expérimentations numériques (menées grace a Maple) sur de petits
exemples montrent que 1'égalité doit étre vérifiee en (5.31). De plus le fait
que la construction précédente donne la bonne borne supérieure dans le cas
d’un seul ensemble de variables (cf. la section suivante) nous conduisent &
formuler la conjecture suivante.
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Conjecture 5.15 Awvec les notations du théoréme précédent :

. k S

Remarque 5.16 Quand k& = 1, cette conjecture se réduit & la Conjecture
4.4 et quand s = k ou kK = 0 a la conjecture n!.

L’idée de considérer des sommes de modules My, est due & F. Bergeron
qui a donné de la Conjecture 5.15 la forme plus précise suivante (cf. [15]) en
termes de caractéristiques de Frobenius bigraduées.

Conjecture 5.17 Si 7 est la partition de s correspondant a l’ombre de (i, 7)
dans p alors la caractéristique de Frobenius bigraduée de ij est donnée par
la formule suivante

k k r7
fq,t(Mi,j) = Z Cuu(qa t)HlUJF-I-V(m;q’t) (533)
vCm
lv|=sLlk
ot p L m+ v est la partition obtenue en remplacant m par v dans pu et
les coefficients cfw(q,t) sont les fractions rationnelles apparaissant dans la
formule de Pieri-Macdonald

his Hy(w;q,0) = > ok, (q,0)Hy(w5,1)

vCp
lv|=n

avec hkl Uopérateur dual de la multiplication par hy, la dualité étant entendue
par rapport au produit scalaire usuel sur A, i.e. celui faisant des fonctions de
Schur une base orthonormale.

5.3.4 Cas d’un ensemble de variables

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une base explicite, en harmonie avec
la Conjecture 5.15, pour ij (X), le sous-espace de Mf’j(X, Y') constitué des
éléments de degré nul en Y.

5.3.4.a Construction

Rappelons brievement (cf. section 3.3) que pour une partition p de n,
I'espace M, (X) = M,NQ[X,,] est de dimension n!/u! et nous notons M, (X)
un ensemble de monomes (cf. Remarque 3.22) tel que

{M(9)AL(X,Y) 5 M € M, (X)}
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soit une base de M, (X).

Maintenant soit g une partition de n+ k et (i, 7) notre case de référence.
On choisit alors, dans le diagramme de Ferrers u, k cases que 'on marque
d’un cercle.

Définition 5.18 Une case cerclée est dite droite si elle vérifie les deux condi-
tions suivantes :

— elle est dans l'ombre de la case (i,7) ;

— elle a sur sa droite soit une case cerclée soit une case a extérieur de
1.

Un diagramme gauche est un objet obtenu en choisissant, dans le diagramme
de Ferrers u, k cases cerclées droites. Nous noterons g’; l’ensemble de ces
diagrammes gauches.

Nous allons maintenant associer a chaque diagramme gauche G deux
autres objets: une partition pg et un diagramme avec k trous dans ’ombre
de (i,7) noté uk,. La figure de la page 125 donne un exemple de diagramme
gauche G et illustre la construction détaillée ci-aprés en donnant la partition
ue et le diagramme & trous u’é associés a (G. Dans cette figure les cases
droites choisies dans G sont représentées avec un cercle, dans la case (i, )
apparait un signe + et les trous dans u’é sont représentés comme d’habitude
par des croix (x). Dans cet exemple n = 142 et k = 10.

A un diagramme gauche G dans g{j Nnous commengons par associer pg, la
partition de n obtenue en poussant jusqu'en haut du diagramme de Ferrers
les cases cerclées, puis en les retirant (se reporter a la figure).

Nous définissons aussi un diagramme ,u’é comportant k trous en procé-
dant de la fagon suivante. Nous considérons les colonnes de GG ol une case
cerclée apparait. Dans notre exemple, il y a 8 telles colonnes. Pour une co-
lonne j' > j on une case cerclée apparait, nous notons h(j') le nombre de
places dans cette colonne sous la case cerclée la plus basse (dans cette co-
lonne) ot nous aurions pu placer une case cerclée droite. Dans notre exemple,
nous avons: h(3) =1, h(5) =0, h(6) =0, h(7) =1,..., h(13) = 0. Ensuite
pour chacune de ces colonnes j' ayant une case cerclée, nous opérons comme
suit. Notons (c(5'), 5"), (c¢(j') + a1,5"), ..., (c(j') + aq,j') les positions des
cases cerclées dans la colonne j' de G, avec (¢(j'),j') la position de la plus
basse, ag < a1 < --- < a4, et d + 1 le nombre de cases cerclées dans la
colonne j'. On place alors des trous dans les cases (i + h(j'),5"), (i +h(j') +
ar,j"), ..., (i+h(j") +aq,7') de p. En faisant cela pour toutes les colonnes
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O
O
Ol10|0
O
G= o0
o0
H
Hg=
H
k
Hg=
H
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de u, on obtient u'(“;. Cette construction est illustrée par la figure de la page
125.

L’idée cruciale est alors d’appliquer les monoémes relatifs a ug au déter-
minant associé a ,u]é. Enoncons alors le résultat principal de cette section.

Théoréme 5.19 Awvec les notations précédentes
BE,(X) = {M(9)As + M € My (X). Ge Gr (5.34)
est une base de l’espace vectoriel MfJ(X)

Remarque 5.20 1l est aisé de voir que la famille définie en (5.34) coincide
avec la construction (4.30) dans le cas d'un seul trou. Le fait d’avoir plusieurs
trous rend, dans le cas de Bf“’j(X), I'utilisation de tableaux standard trés
difficile.

Nous allons maintenant consacrer la fin de cette section a prouver ce théo-
réme. Pour cela, nous commencerons par obtenir une borne supérieure pour
la dimension de ij(X) (de fagon analogue au Théoréme 4.7), puis nous

bt

vérifierons que le cardinal de BY ;(X) coincide avec cette borne supérieure,
et enfin nous prouverons que B¥ ;(X) est linéairement indépendante.

5.3.4.b Borne supérieure

Définition 5.21 Nous noterons 7;§(X) l’ensemble des tableaux T de forme
w vérifiant les conditions suivantes :

— T comporte k cases blanches (ou k trous), dépourvues d’entrées ;
— ces k cases sont droites;

les n autres cases sont occupées de fagon bijective par les m entrées
{1,...,n};

ces n entrées sont rangées en croissant sur les lignes.

De facon alternative, on peut aussi voir 7;]3(X) comme l’ensemble des ta-
bleaux injectifs, croissants sur les lignes de forme I'un des diagrammes gauches
G de gﬁ.

La prochaine proposition donne une borne supérieure pour la dimension
de Mf’j(X), analogue en un alphabet du Théoréme 5.13.
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Proposition 5.22 La dimension de Mfyj(X) satisfait l'inégalité suivante :

dim M} ;(X) < |T5(X)]. (5.35)

Preuve. De la Proposition 5.11 et du Lemme 2.13 appliqué a Mf’j(X, Y), qui
est évidemment stable par dérivation, nous déduisons que I’idéal annulateur
Zf;(X) de Mf;(X) veérifie:

IF(X) = I, NQ[X,] = TN QX,).

Nous considérons alors la projection de [p*] sur @, i.e. nous associons &
chaque tableau T' de forme p privée de k cases dans l'ombre de (7,7) ayant
n entrées {1,...,n} le point a,(T) en respectant le mécanisme décrit en
5.26. Notons [p*(X)] cet ensemble de points et Jipr1(X) son idéal annulateur
dans Q[X,,]. D’apres la définition de ay,(T), il est clair que deux tableaux
donnent le méme point si et seulement si ils possédent sur chaque ligne
le méme nombre de trous et les mémes entrées. Par conséquent, il suffit
d’associer un point a,(7T) & chaque tableau 7" dans 7;{“](X) Dans ce cas
application 7"+ aj,,(T') est bijective et le nombre de points dans pF(X) est
justement \7;{“](X)| qui est donc aussi la dimension de gr(.][pk}(X))L (c’est
I'exact analogue de (5.27)).

Il reste alors a prouver l'inclusion suivante pour achever de justifier la
Proposition 5.22:

gr(Jin (X)) € IF(X). (5.36)

Soit P un polynéme de J,x (X). Comme P € Q[X,] C Q[X,,Y,], P est aussi
dans I'idéal annulateur de [p*], donc gr(P) € If’j et ainsi gr(P) € If’j N
QX,] = Izlf](X) Nous en tirons gr(Jy (X)) C Ii’fj(X) et 'équation (5.35)
est maintenant une conséquence de la Proposition 2.1. |

5.3.4.c Calcul du cardinal

Nous voulons ici prouver que:

Proposition 5.23 Nous avons [’égalité suivante

k k
|Bi7; (X)) = Ti5(X)]. (5.37)
Preuve. Notons & nouveau £ la hauteur de la partition pu. Pour un dia-
gramme gauche G fixé dans gﬁ, le nombre d’éléments qui lui sont associés

dans Bf](X) est égal a .”—'M ou les 4 sont les longueurs des lignes de ug

T1
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en raison de la Proposition 3.24 et de (5.34). D’aprés la Définition 5.21 le
nombre d’éléments dans 7;Z(X) associés a G est 51'n—'51' ou les s; sont les
longueurs des lignes de G.

Il est par conséquent suffisant de montrer que ’ensemble des longueurs
des lignes ne changent pas quand on fait monter les cases cerclées (i.e. quand
on passe de G a u¢). Regardons par exemple les lignes 9, 10 et 11 de I’exemple
précédent (figure page 125).

O O|0

olo]o] O]

Nous observons que les longueurs des lignes sont 5, 7, 6 avant la transfor-
mation et 7, 6, 5 aprés. Ainsi 'ensemble des longueurs est inchanggé. Il est aisé
de voir que c’est toujours le cas. |

5.3.4.d Indépendance

Nous achevons ici la preuve du Théoréme 5.19 en prouvant l'indépen-
dance linéaire de I’ensemble Bf’j(X).

Nous définissons la profondeur d'un trou comme le nombre de cases (dif-
férentes de trous) qui se trouvent au-dessus de ce trou. Nous considérons les
k-uplets des profondeurs des k trous de u’é: (dy <dgy <---<dy). Laclé de
la preuve est le résultat suivant :

Lemme 5.24 Les k-uplets (dy,ds, ..., dy) sont tous distincts.

Preuve. Nous voulons prouver que la profondeur des trous augmentent de la
droite vers la gauche et de haut en bas a l'intérieur d’'une méme colonne, et
que deux diagrammes gauches distincts G et G’ de gﬁ donnent deux k-uplets
de profondeurs distincts. Nous regardons les cases cerclées de la droite vers
la gauche, puis de haut en bas.

Nous nous référons a la figure suivante qui représente les cases au-dessus
de la ligne ¢ de deux colonnes consécutives, étant donné qu’on les examine
les unes apres les autres de la droite vers la gauche. Dans ce dessin,

— ¢ représente le nombre de cases cerclées dans la colonne que nous exa-
minons ;

— m est le nombre de positions ou il serait possible de placer une case
cerclée droite en-dessous de la case cerclée inférieure de cette colonne
(ces cases sont marquées d'un carré) ;
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— [ est la hauteur de cette colonne (nous nous contentons des cases situées
au-dessus de la i-iéme ligne) ;

— [+ h est la hauteur de la prochaine colonne (i.e. la premiére a gauche).

Nous voulons prouver que si nous placons une case cerclée droite dans cette
colonne, la profondeur du trou associé sera au moins égal a celles des trous
précédents, et que sa position est non ambigiie si cette profondeur est donnée.

La profondeur du trou associé a la case cerclée inférieure est p =11 c¢ L
m. La plus grande profondeur qui puisse étre obtenue dans cette colonne
est Il Lesim =0etl Lel1sim > 0. Dans la colonne suivante la
profondeur la plus faible est (cela correspond & placer un cercle au sommet
de cette colonne): I +h L1 Lc¢ L h+1=1L1c Donc la profondeur des
trous augmente bien dans l'ordre annoncé et il n’y a pas ambiguité pour la

position de la prochaine case cerclée si la profondeur suivante est donnée. |

Proposition 5.25 L’ensemble de polyndémes Bf’j(X) défini dans le Théo-
réeme 5.19 est linéairement indépendant. Donc en particulier, ’égalité est
vérifiée dans la Proposition 5.22.

Preuve. Le raisonnement se fait par ’absurde. Supposons que nous avons
une relation de dépendance linéaire non triviale entre les éléments de Bl’f](X)
Nous considérons alors le plus grand (par rapport a 'ordre lexicographique)
k-uplet de profondeur qui apparait dans cette relation: (d9,d9, ... ,dg). Ce
k-uplet est relatif & un diagramme gauche G°. Nous appliquons alors ’'opéra-
teur différentiel suivant : hy(9)%.hy 1 (9)=140 .. hl(a)dﬁmﬁ—l a la relation
de dépendance.

Nous utilisons la Proposition 3.14. Elle implique que par définition de
GO, cet opérateur tue tous les termes sauf ceux relatifs a G°. Ces termes
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donnent alors des polynomes dans B = {M(9)A, , : M € M, ,(X)}.
Ceux-ci sont indépendants car B est une base de M, , (X). Nous obtenons
ainsi la contradiction souhaitée.

Les preuves de la Proposition 5.25 et par conséquent du Théoréme 5.19

sont maintenant complétes. |

5.4 Anti-ombre et dualité

5.4.1 Présentation

Nous présentons ici une étude introduite dans [11] par F. Bergeron, A.
Garsia et G. Tesler.

Définition 5.26 Si p est une partition de n + 1 et (i,j) une case située a
Uextérieur de p, nous notons p + [ij] le diagramme obtenu en rajoutant a p
la case (i,7). Nous qualifions p + [ij] de partition grainée et appelons (i, j)
son grain.

Nous montrons dans cette section la grande analogie existant entre M, /;;
et M, (;;]- Notons pt Tensemble des cases du réseau carré situées a l'exté-
rieur de p et définissons l'anti-ombre de (i, j) comme :

ASu (i g) ={(",§") e w5 i <ietj <j}, (5.38)

Nous noterons as,(7,j) son cardinal, ou simplement a si aucune confusion
n’est possible. La figure suivante illustre la notion d’anti-ombre (partie gri-
sée), ainsi que celle d’anti-bras (A) et d’anti-jambe (L).

A

)

L

Proposition 5.27 Pour toute partition n de n L1 et (i,§) € p*, nous avons

si (i Lh,jLk)ep"

A ; ] X7 Y
D?{D{C/A#_Hz,ﬂ (X’Y) —cte { 0 N‘Hllh’]lk}( ) sinon.
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Proposition 5.28 Avec les notations précédentes et si (i Lh,j Lk) € p*,
alors

h Nk
DxDyMyifig) = MyyfitnjLi-
En particulier, nous avons l'inclusion
M1 & Mg (5.39)

pour toute case (i',j') dans lanti-ombre de (i,7).

L’analogue de la Conjecture 4.4 est la suivante.

Conjecture 5.29 Pour toute partition u de n L1 et toute case (i,j) € pt,
Uespace M,y ;5) vérifie :

dim M, | ;) = as (i, j).n! (5.40)
ot as,(i, ) est le nombre de cases dans l’anti-ombre de (i,7) dans p*.

Elle admet une forme plus précise, en termes de caractéristique de Frobenius
bigraduée (cf. [11], Conjecture 5.2), qui est équivalente a la récurrence a
quatre termes suivante.

Conjecture 5.30 La caractéristique de Frobenius bigraduée de M, ; 5, no-
tée C\4p,5) est caractérisée par
(i) la récurrence 4 quatre termes
o N _tLJ_qA+1 N +tL+1J_qA . ‘ J_tL+1J—qA+1C ‘ ‘
Y I B R I e R th L gA Kt
(5.41)
(i1) avec la condition aux bords que les termes Cusfijr1)y CuqliLi,g) ou
Cutlit1,j11) sont nuls si les cases correspondantes (i,5 L 1), (i L 1,5) ou

(i L1,5 L1) pénetrent le diagramme pu, et sont égaur a H,y; j11], Huiion)

ou H, 1;11,411] quand le diagramme considéré est une partition.

5.4.2 Borne supérieure

Nous voulons ici obtenir la premiére information supportant la Conjec-
ture 5.29:

Théoréme 5.31 Pour toute partition p de n L 1 et toute case (i,j) € ,ul,
Nous aGUONS :

dim M, (i) < as,(i, 7).n!. (5.42)
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Preuve. La preuve, semblable & celle du Théoréme 4.7, ne sera pas tota-
lement détaillée. Nous utilisons les notations de la figure ci-dessous. Si a
désigne le cardinal de I'anti-ombre, nous notons A la partition de n +a L 1
telle que u C A et (i,5) € A. Nous posons m le nombre de coins extérieurs
de p dans 'anti-ombre de (¢, 7) (i.e. le nombre de cases ¢ € AS,(i, ) telles
que p + [c] est une partition). Leurs coordonnées sont notées (i, j,) pour
1 < h < m. Nous noterons de plus aj le nombre de cases dans le rectangle
SxCinsgn) \ Sa(in11,Jn11), avec la convention que S)(ig, jo) est vide. Avec
cette convention, nous avons: ay + -+ + a,, = a.

R

A

N e
(irdy) '

Z 2 2
infp)

——— Q3

(i)

Notons alors [py] 'ensemble de points p(T) = (a(T),b(T)) de Q"+
obtenu en appliquant le procédé (2.6) a 'ensemble ZT, des tableaux injectifs
de forme A. On introduit comme d’habitude Iidéal annulateur associé Jj,,;.

Considérons maintenant 'ensemble 7, [;;1, sous-ensemble de Z7 consti-
tué des tableaux tels que les étiquettes n + 1,...,n 4+ a L 1 soient dans
AS,(i, 7). L’ensemble de points de Q%" obtenu en associant & un tableau T
de T,4ij les n premieres entrées de a(T) et de b(T) est noté [p,[;;)]. Son
cardinal est a.n!. Nous introduisons alors J[p“+[ijﬂ son idéal annulateur et
)J_

H[pﬁ[i]-ﬂ = (ng[pMHijﬂ son espace d’harmoniques associé. Nous avons

dim H[p“+[ijﬂ = a.n!

et il s’agit donc de prouver que

8 (i) © LA (5.43)
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Soit donc P(X,,,Y,) € Jip, +;y)- Nous considérons le polynome

Zhll ]hJ_l

Q(Xn+aJ_1a n—l—aJ_l H H H Ts 1 az H (ys iR ﬁl;)

h=1s=p(h) i j'=0

ou p et g sont définis par: p(1) =n+1, ¢(1) =n+ay; L1 et pour h > 2,
p(h) =q(h L 1)+ 1 et g(h) = p(h) + ap, L 1. 1 est clair que () annule toute
Vorbite [py], donc h(Q) est un élément de Za,. Par conséquent h(P) tue

( H H axlhyﬂh) Ay. (5.44)

h=1s=p(h

En observant que A, est le coefficient dans Q[X,,, Y] de I'un des mo-
nomes dans Q[X, 1411 \ Xn, Yntal1 \ Ya] du polynome (5.44), on en tire que

h(P) tue A4}, donc (5.43). 1

5.4.3 Cas d’un alphabet

Compte tenu des deux paragraphes précédents, tout se passe aussi bien
pour M, ;;1(X) que pour M, ,;;(X) a la section 4.3. En particulier, il
est possible de construire une base explicite de Mu+[ij}(X)> analogue de
(4.30), qui permet d’obtenir la spécialisation de la récurrence a quatre termes
(Conjecture 5.30) en un alphabet.

Nous reprenons les notations de la figure page 132 et posons u,(f) =
i+ [in, jn] la partition obtenue en rajoutant a p le coin extérieur (ip, jp)-

Pour un tableau T' de forme u,(f) et une case (u,v) de AS,(i,j) telle que

v = jp, nous notons T’ ng_v) le tableau obtenu en plagant la case (i, j5) de
T en place (u,v). Par analogie avec (4.29), nous définissons

= {8XmATT1(LTv)(X) ; XM eByp, Te 87;£+)}

En posant v, = 4511 L i avec la convention que ig = ¢ + 1, nous avons le
Théoréme suivant, exact analogue du Théoréme 4.15.

Théoréme 5.32 Pour pu une partition de n L1 et (i,j) une case de p*, la
famille B, ;;)(X) définie par

x=U U 4. (5.45)

h=1u=ily,+1

est une base de l'espace M, (31(X).
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Preuve. C’est, compte tenu des deux paragraphes précédents, la méme que
celle du Théoreme 4.15. |

Cette description de B, ;;(X) permet d’obtenir la spécialisation suivante
de la Conjecture 5.30.

Théoréme 5.33 $i ) représente la caractéristique de Frobenius gra-

pt[i.5]
duée de M, (;;1(X) alors:
L+1
A x) _ L1l () .
#Ad=0eL>0 Ol = 11 CYutlin
: (X)  _ ~X) (X) (X)
siA>0, Cliin=Curigin PO i L O im0y

si A=0et L =0, O;(ﬁfz i est la caractéristique de Frobenius graduée

de M, (X), ou v est la partition p + [ij].

Si une des cases (i L 1,7), (i,7 L 1) ou (i L 1,57 L 1) se retrouve dans le
diagramme p, alors le terme correspondant doit étre pris égal a zéro.

5.4.4 Plusieurs grains

Achevons cette section par un bref exposé de la situation rencontrée
quand on place plusieurs grains dans 1’anti-ombre.

Définition 5.34 Si i est une partition de n L k et (i,5) une case de p™,
nous définissons

k(+
Mi’g ) - Z Mu+{(a11b1)a"':(ak:bk)}7 (546)
(alabl)a""(ak’bk)

ot la somme est prise sur tous les k-uplets de k cases de p'’, toutes situées
dans l’anti-ombre de (i, 7).

Nous avons ’énoncé suivant, analogue du Théoreme 5.13.

Théoréme 5.35 Si p est une partition de n L k et a le cardinal de ’anti-
ombre de la case (i,7), alors nous avons :

dimMH < (Z)m (5.47)
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Il est alors naturel de conjecturer que 'égalité est vraie dans (5.47).
Dans le cas en un alphabet, il est possible de construire une base explicite
de Mfy_) (X). La construction est semblable & celle présentée dans la section
5.3.4. Nous ne l'expliciterons pas, renvoyant simplement a la section 5.3.4
et a la figure de la page suivante. Cette construction fait intervenir des dia-
grammes droits, analogues des diagrammes gauches, dans lesquels les cases
cerclées sont gauches, i.e. dans AS,(i,j) et ayant a leur gauche soit une case
cerclée soit une case de . On note Dllj I’ensemble de ces diagrammes droits.
On associe alors & un diagramme droit D une partition up et un diagramme
a k grains ,ul]fj. Ces deux objets sont obtenus comme dans le cas des trous,
en raisonnant dans la partition p, qui correspond a I'anti-ombre AS, (4, j),
vue a 'envers. Ceci est illustré sur la figure de la page suivante.

Maintenant, si nous notons comme d’habitude M(v) I'ensemble des mo-
nomes fournissant une base monomiale de M, (X), nous avons le résultat
suivant, analogue du Théoréme 5.19.

Théoréme 5.36 Avec les notations précédentes, la famille
k(+
BIY(X) = {M(9)A,x i M € M,,(X), DeDf} (5.48)

est une base de [’espace vectoriel Mf’gﬂ(X).
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Chapitre 6

Liens et problémes ouverts

"HISTOIRE ne s’arréte pas avec la preuve de M. Haiman [36] qui éta-
L blit définitivement la conjecture n!. En effet, malgré cette remarquable
avancée, de nombreux problémes subsistent encore, que nous présentons brié-
vement dans ce chapitre. Celui-ci est composé de deux sections: la premiére
s’intéresse aux problémes d’explicitations (de bases, d'idéaux annulateurs,
...) que ne résout pas approche géomeétrique, et la seconde est consacrée
aux généralisations de la conjecture n!, notamment celles introduites aux
Chapitre 5: étude des espaces M, dans le cas de diagrammes L quelconques.

6.1 Descriptions explicites

Si la preuve de M. Haiman établit la véracité de la conjecture n! et la
positivité des polynémes de Kostka-Macdonald, une approche combinatoire
explicite de la question reste a fournir. En effet I’approche géométrique ne
permet pas, d’'une part de construire de famille linéairement indépendante
de cardinal n!, et d’autre part de formuler de véritable analogue a la formule
explicite (1.34) de A. Lascoux et M.-P. Schiitzenberger, qui interpréte les
polynomes de Kostka-Foulkes & 'aide de la charge des tableaux de Young.

Probléme 6.1 Obtenir une base explicite du module M,,, dans le cas gé-
néral, fournissant une interprétation purement combinatoire des polyndomes

KA;L(Qu t) .

Un probléme connexe & ce dernier est celui de I’étude des idéaux annula-
teurs Z,, des déterminants A,. En effet, comme vu au Chapitre 3, une bonne
connaissance de ces idéaux annulateurs, et en particulier de leurs bases de
Grobner devrait permettre de progresser dans la connaissance de la structure
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des espaces M. Si une meilleure compréhension de l'action des opérateurs
différentiels symétriques (opérateurs de sauts) nous a permis de progresser
dans I’étude des idéaux annulateurs, le probléme général reste ouvert.

Probléme 6.2 Donner une description explicite de l'ideal Z,, permettant de
construire une base de M,,.

Parmi les grands problémes de combinatoire algébrique se trouve aussi
la question des harmoniques diagonaux.

Définition 6.3 Un polynéome f de Q[X,,,Y,] est dit diagonalement harmo-
nique s’il est annulé par tous les opérateurs différentiels invariants sous l’ac-
tion diagonale (1.35) de S,,.

Nous déduisons du théoréme de Weyl [60] sur les invariants diagonaux de
Q[Xn, Ya], que le polynome f est diagonalement harmonique si et seulement

S1

Prp(0X,0Y)f =Y Oaloyff =0, V 1<h+k<n.
i

L’espace vectoriel des polyndémes diagonalement harmoniques est noté DH,,.
Une premiére remarque intéressante est la suivante : comme tous les détermi-
nants A, sont diagonalement harmoniques d’apres la Remarque 3.10, nous
avons, pour toute partition u de n, l'inclusion :

M, C DH,,.

Dans I'étude de l'espace DH,,, la conjecture centrale, que 'on peut voir
comme un analogue de la conjecture n!, est la suivante:

Conjecture 6.4 (conjecture (n + 1)"*+!) La dimension de DH,, est don-
née par
dimDH,, = (n + 1)

Cette conjecture vient d’étre récemment établie par M. Haiman (cf. [37]),
en utilisant une nouvelle fois des techniques de géométrie algébrique, et plus
précisément une nouvelle étude des schémas de Hilbert. Cependant, la com-
binatoire de DH,, reste a développer, en particulier le fait conjectural qu'une
base de DH,, est indicée simplement par les fonctions de parking (cf. [34]).

Parmi ces problémes d’études combinatoires liées aux polyndmes de Mac-
donald, il convient enfin de citer les travaux concernant I'opérateur V. Il est
défini de la fagon suivante:

VH,=T,H, (6.1)
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ol I:Iu représente le renormalisé de la forme intégrale des polyndémes de
Macdonald, défini en (1.40) et

avec
n() = 36 L Dy
i=1
Il a été introduit par F. Bergeron et A. Garsia dans le but d’obtenir grace

a lui des formules trés simples dont la suivante est un exemple frappant.

Conjecture 6.5 La caractéristique de Frobenius bigraduée de DH,, est don-
née par la formule

fq,t(DHn) = Vey. (6.2)

Dans [13], ot de nombreuses propriétés et conjectures concernant V sont
énoncées, est proposée la généralisation suivante de la Conjecture 6.5.

Conjecture 6.6 Pour toutes partitions A et u, et tout entier positif m, nous
avons

(L)) (v™sy.s,) € Ng, 1] (6.3)

ot le produit scalaire est défini pour toutes partitions p, o par

|z sip=o
<pp7p0'>_{ 0 Sinon

et le signe dans (6.3) est donné par

L) = (“?) + ) LT (6.4)

Ai<(iL1)

Signalons que l'expression (6.4) a été obtenue par M. Bousquet-Mélou.
La Conjecture 6.5 apparait comme la spécialisation de la Conjecture 6.6
au cas particulier on p = (1™). Ce cas particulier, qui raffine la conjecture
(n + 1)"t! vient d’étre établi par M. Haiman ([37]), mais le cas général est
toujours un probléme ouvert.
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6.2 Généralisations

L’étude des généralisations de la conjecture n!, que ce soit le cas des
partitions trouées p/ij (Chapitre 4), ou celui des modules Mzk] (Chapitre
5), constitue un champ d’investigation ot les questions ouvertes sont encore
nombreuses. Les Conjectures 4.4 et 5.15 en particulier sont pour l'instant
irrésolues.

Mais stirement plus ouverte encore est I’étude des modules My, pour des
diagrammes L quelconques. Si le cas des diagrammes de dimension un est
réglé par le Théoréme 5.2, et si les Conjectures 4.4 et 5.29 proposent des
énoncés précis dans le cas des partitions trouées et grainées, le cas général
reste mystérieux.

Probléme 6.7 Déterminer les diagrammes L possédant la propriété MLRR.

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'un diagramme L
vérifie la propriété MLRR constitue un objectif relativement ambitieux. Une
premiére étape consiste en la description de grandes classes de diagrammes
possédant cette propriété. Dans cette optique, d’intéressantes conjectures se
trouvent dans l'article [11] de F. Bergeron, A. Garsia et G. Tesler. Parmi
celles-ci, citons la tres jolie conjecture suivante, dite “de rotation”.

Soit L un diagramme inclus dans le rectangle a x b: L € B,y ou:

Bup ={(i,7) ; 0<i<a, 0<j<b}.
Définissons le complémentaire de la rotation de L dans B, ; par
Rop(L) ={(i,j) € Bap; (L1 Li,bl11yj)¢&L}. (6.5)
Remarquons que |L| + |R,5(L)| = ab. La conjecture est alors la suivante.

Conjecture 6.8 (conjecture de rotation) Soit L un diagramme inclus
dans Bayp et L™ = Rq(L). Si L posséde la propriété MLRR, il en est alors
de méme pour L* et dans ce cas:

dimMy, = k|L|! si et seulement si dimMp- = k|L*|!.

Le lien entre les partitions trouées (Conjecture 4.4) et partitions grainées
(Conjecture 5.29) est bien sir une illustration de cette conjecture, comme le
montre la figure suivante. Celle-ci représente une partition trouée L incluse
dans le rectangle By 19 et le diagramme Ryq12(L).
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Une information supportant la conjecture de rotation est formulée par la
proposition suivante.

Proposition 6.9 Si nous notons L* = R,(L), n = |L| et n* = |L*|, nous
avons l’équivalence suivante :

e(Xn) tue A <= hg(X,-) tue Ap-. (6.6)

Preuve. Elle est une conséquence immédiate des Propositions 3.11 et 3.14 et
de I'observation suivante: les cases de L sont les trous de L*. |

Remarque 6.10 Il est clair que la formule (6.6) s’étend aux cas des opéra-
teurs en Y ou en (X,Y) et au cas des opérateurs différentiels partiellement
symétriques (cf. Principe 3.18).

Pour finir, montrons-nous optimistes et désirons obtenir une description
de la structure du module My, méme pour des diagrammes ne possédant
pas la propriété MLRR.

Probléme 6.11 Déterminer, pour tout diagramme du réseau carré L, la
structure du module My,.
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Annexe A

Rappels sur la représentation
linéaire des groupes finis

Nous rappelons ici les éléments de théorie de la représentation linéaire
des groupes finis nécessaires a 1’étude de la structure des espaces M, associés
aux diagrammes du réseau carré. Cette annexe se compose de deux sections:
la premiére présente des généralités et la seconde donne les grands résultats
dans le cas du groupe symétrique S,,. La présentation donnée ici est inspirée
de [54] pour la premiére section et de [47], [51] pour la seconde, auxquels on
se reportera pour un traitement plus complet de la question.

A.1 Généralités

A.1.1 Représentation linéaire d’un groupe fini

Considérons un espace vectoriel V (de dimension finie) sur le corps C
des nombres complexes. Nous notons GL(V) le groupe des isomorphismes
de V, que 'on assimile & ’ensemble des matrices carrées inversibles de taille
dim V.

Définition A.1 Soit un groupe G fini. Une représentation linéaire de G

dans V est un homomorphisme p du groupe G dans le groupe GL(V), i.e.
une application de G dans GL(V) tel que pour tous s,t € G :

p(s,t) = p(s)p(t). (A.1)

La formule (A.1) implique en particulier que p(1g) = Idy et p(s*') = p(s)*1.
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Lorsque p est donné, on dit que V est un espace de représentation de G,
voire une représentation de G. La dimension de V est appelée degré de la
représentation.

Deux représentations p: G — V et p' : G — V' seront dites semblables
ou isomorphes s'il existe un isomorphisme linéaire 7 : V. — V' tel que pour
tout s € G,

rop(s) = pl(s) o .

Exemple A.2 Présentons un exemple fondamental dans notre cadre. Consi-
dérons un espace vectoriel possédant une base indexée par les éléments t de
G, ie: (et)ieq. Considérons maintenant pour s dans G 'application linéaire
qui transforme e; en eg. Il est clair que 'application linéaire ainsi définie est
un isomorphisme de V et que 'on obtient une représentation linéaire appelée
la représentation réguliére (a gauche) de G. En particulier, son degré est égal
a lordre |G| de G.

Définition A.3 On dit que le sous-espace W de V est stable pour la repré-
sentation p de G st

Vs e G, € W= p(s)(z) € W. (A.2)

La restriction de p(s) @ W est un élément de GL(W) pour tout s dans G
et on définit ainsi une sous-représentation de V. Si 'V s’écrit V=W & W'
avec W et W' des sous-représentations de V, on dit que la représentation
V est somme directe des représentations W et W',

On dira qu'une représentation V est irréductible si elle n’admet pas de
sous-espace stable autre que {0} et V. Le théoréme suivant montre toute
I'importance des représentations irréductibles.

Théoréme A.4 Toute représentation est somme directe de représentations
wrréductibles.

A.1.2 Caractéres

Définition A.5 Soit une représentation linéaire p : G — GL(V) du groupe
fini G. Pour tout s € G, posons :

Xo(5) = Tep(s) (A3)

ot Tr 7 est la trace de l’endomorphisme 7. La fonction a valeurs complezes
Xp ainsi définie est appelée caractére de la représentation p.
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Nous verrons plus loin que le caractére caractérise la représentation linéaire.
Commenconc par observer les propriétés suivantes.

Proposition A.6 Si x est le caractére d’une représentation p de degré d,
on a:

(i) x(lg) =d;
(ii) Vs € G, x(sth) = x(s);
(iii) Vs,t € G, x(tstt!) = x(s).

Notons aussi que si p est somme directe de p1 et py de caractéres respectifs
x1 et x2, alors

(iv) x =x1 + xe-
Intéressons-nous maintenant aux relations d’orthogonalité des caractéres

par rapport au produit scalaire suivant, défini pour ¢ et 1 deux fonctions de
G dans C:

(el) = el > (s)(s). (A.4)

Théoréme A.7 Soient x et X' deuzr caractéres de représentations irréduc-
tibles non isomorphes, nous avons

(xIx) =1 et (xIx)=0. (A.5)
De (A.5), on déduit le théoréme suivant.

Théoréme A.8 Soit V une représentation linéaire de G, de caractére o et
supposons V décomposé en somme directe de représentations irréductibles :

Alors, si W est une représentation irréductible de caractére yx, sa multiplicité
dans V, i.e. le nombre de W; isomorphes a W est égal 4 (¢|x)-

Corollaire A.9 Deuz représentations de méme caractére sont isomorphes.
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Exemple A.10 Dans le cas de la représentation réguliére (cf. Exemple A.2),
pour tout s € G\{1lg}, st # ¢t donc tous les termes diagonaux de la matrice
de p(s) sont nuls. Le caractére ¢ de la représentation réguliére est donc donné
par:

sis=l1g,

_J 1G]
¢(S)_{ 0 sislg (A.6)

On en déduit alors la proposition suivante.

Proposition A.11 Chaque représentation irréductible est contenue dans la
représentation réquliere un nombre de fois égale a son degré.

Il est évident d’apres le (iii) de la Proposition A.6 que toute représentation
linéaire de G est constante sur le classes de conjugaison de G. Le théoréme
suivant compléte cette assertion.

Théoréme A.12 Le nombre de représentations irréductibles de G (a iso-
morphisme prés) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

A.2 Cas du groupe symétrique

Une conséquence du Théoréeme A.12 est que le nombre de représentations
irréductibles du groupe symétrique §,, est égal au nombre de partitions A\ de
n. En effet deux permutations o et ¢’ de S,, sont conjuguées si et seulement
si elles ont le méme type de décomposition en cycles, i.e. le méme nombre ¢;
de i-cycles pour tout i. Notons que Y./ ; ic; = n. La classe de conjugaison
est ainsi déterminée par la partition A\(o) = 1°,...,n de n. On s’attend
donc & avoir des caractéres irréductibles indexés par les partitions de n, ce
que nous allons effectivement obtenir.

Introduisons alors sur I'anneau A des fonctions symétriques (cf. section
1.1.2) le produit scalaire défini par:

(S)\‘S#) :5)\N (A7)

ol ), vaut comme d’habitude 1 si A = p et 0 sinon.

On note R™ le Z-module libre engendré par les caractéres irréductibles de
S, et on définit 'application caractéristique ch : R™ — A™ ® C en posant,
si g€ R":

1
(e = o 3 G = Y e (A8
0ESy [Al=n
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ou ) désigne la valeur de ¢ sur la classe de conjugaison de S, définie
par A. L’entier z) (cf. équation (1.25)) apparait ici en tant que cardinal du
centralisateur d’un élément de la classe de conjugaison de §,, associée a la
partition A (pour laction de S, sur lui-méme par conjugaison).

Théoréme A.13 (Formule des caractéres de Frobenius) L’application
caractéristique réalise une homothétie de R™ sur A™. Les caractéres irréducti-
bles de S, sont les images réciproques x> par ch des fonctions de Schur sy, A
décrivant l’ensemble des partitions de n. De plus, leurs valeurs Xf\z sur les dif-
férentes classes de conjugaison de S, sont égales auz coefficients des sommes
de puissances dans la base des fonctions de Schur : pour toute partition u de
taille n,

Du = Z X[AJ,S)\' (A.9)
[Al=n

On déduit de la formule (A.9) que
XM(1d) = (salp}) = Ko,

la derniére égalité étant une conséquence des formules de Pieri ([47], Corol-
laire 1.2.9) d’ou le corollaire suivant.

Corollaire A.14 Le degré de la représentation irréductible de S, de carac-
tere X est égal au nombre Ky de tableauz standard de forme \.
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Annexe B

Action des opérateurs
différentiels de Schur sur les
déterminants de diagramme

Nous allons prouver le Théoréme 3.17 en utilisant la Proposition 3.11
et une adaptation de l'involution définie dans [49]. Pour commencer, nous
observons que le Théoréme 3.17 et la Proposition 3.11 sont compatibles. En
effet nous avons e, = sy« et les tableaux de forme (1%) correspondent aux
suites 1 < 47 < 19 < -+ < i < n. Maintenant, posons [ le nombre de
colonnes de X et développons la formule déterminantale de la fonction de
Schur

sx(X) =det (exs;1:(X)) = ) sgn(o)es (i) L4 (B.1)
o€ES;

ou sgn(o) désigne ici la signature de la permutation o € S,,. De plus, 6; = (I L
1,1 L2,...,1,0) et eq, = 0 dés que o;; < 0. Si nous avons o = oy, g, ..., q
une suite d’entiers, nous posons e, = €q,€q, - €q,. 1l est important de
respecter l'ordre des facteurs, car celui-ci aura une incidence par la suite.
Comme noté ci-dessus, dans le cas [ = 1, la Proposition 3.11 peut étre
réécrite sous la forme

€ay (8X)AL(X7Y) = Z E(LﬂaTl (L))T(aTl (L))ABTl(L)(XaY)v (B'Q)
T1€y7—(1a1)

ol yT(lal) est ’ensemble des tableaux croissants strictement sur la colonne
de hauteur «; et de poids inclus dans {1,2,...,n}. Ici 0(Th, L) = 7(9r, (L)).
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Supposons maintenant que [ = 2. Nous utilisons (B.2) avec e,,(dx) et ap-
pliquons eq, (0x) des deux cotés. On obtient ainsi

ea(Ox)AL(X,Y) = eq,(0x)ea,(0x)AL(X,Y)

= Z E(LvaTz (L))T(aTz (L))eOél (8X)A8T2(L)(Xay)
T‘zeyT(laz)

- > Y €L, 00,0n,(L)7(0r, (1)7 (01, 01, (L)) Aoy, oy, (1) (X, Y)

Ty EyT(qu ) TZEyT(laz )
Deéfinissons alors
CToa=CTai00,. (B.3)

Iensemble des [-uplets de colonnes T = (11,T5,...,1;) ou T; € yT( o).
Nous pouvons représenter T comme un tableau L, — {1,2,...,n} ou L,
est le diagramme {(i,7) ; 0 < i < aj31 L1, 0 < 5 <1 L1} et T est
strictement croissant en remontant chaque colonne. Observons que T ne suit
aucune condition sur les lignes et en particulier sa forme « n’est pas nécessai-
rement une partition. Ceci étant posé, nous pouvons simplifier ’expression
précédente et écrire que pour [ = 2:

ea(aX)AL(Xay): Z E(LuaT(L))H(TuL)AaT(L)(Xuy)v (B4)
TeCT o

ou Op(L) = O On, -+ 0, (L) est le diagramme obtenu & partir de L en
remplacant les biexposants (p;, g;) par (p; L | T*'(i)|,q;) pour tout 1 <i <n
et

O(T,L) = 7(9r(L)) - - 7(01,_, 01, (L) 7(01; (L)) (B.5)

Il est clair par récurrence que la formule (B.5) se généralise a [ > 2. Nous
devons également remarquer que si I'un des «; est strictement négatif, alors
la somme (B.4) doit étre nulle.

Nous pouvons alors commencer le calcul de l'opérateur (B.1) en utilisant
(B4):

SA(OX)ALX,Y)=) " sgn(o)es(v 14 15, (0x)ALX,Y) (B.6)
gES)

= Z Z sgn(o)e(L, 0r(L))0(T, L) Ay, 1) (X,Y).

UES[ TECTU(A’+51)751
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Nous voulons maintenant construire une involution telle que tous les
termes s’annulent sauf ceux pour lesquels o est l'identité et T € YT,. Notons
que la forme « d’un tableau T € CT , n’est pas nécessairement une partition.
Voici un exemple d’un tableau T € CT (1,032,4,1)

8
10 6
8 | 9 | 5
2 703 | 4| 4
T =

La seule contrainte est que les étiquettes de T croissent strictement sur
les colonnes.

Concentrons-nous d’abord sur le cas | = 2 et posons X' = (A}, ). Nous
avons deux formes a = (a1, a9) possibles pour T, a savoir X' = Id(N +4d2) Ldo
et (AL, LI,A]+1) = (12)(N +d2) L dy. Ces deux formes sont complétement
caractérisées par oy < ag ou @ > ag. Nous définissons alors une involution
similaire a celle de [49].

Etant donné T € CT,, nous lui associons deux mots w.,. et w,. Cette
étude est due & A. Lascoux et M.-P. Schiitzenberger (cf. [44]). Le premier

wy. est constitué de toutes les étiquettes T (i, j) de T ordonnées en croissant.

T
Par exemple si

9
6
9 5
3 4
T =

alors w,, = 3456 99. Nous associons alors au mot w,, sa structure parenthé-
sée w,.. Pour cela, nous lisons les entrées de w.. de la gauche vers la droite et
associons a une entrée provenant de la premiére colonne de T une parenthése
gauche (ouvrante), et & une entrée de la deuxiéme colonne, une parenthese
droite (fermante). Dans le cas de deux colonnes, la méme entrée apparait au
plus deux fois, auquel cas nous décidons que la premiére occurence lors de la
lecture de w, vient de la premiére colonne de T. Dans I'exemple ci-dessus,
wy, =345699% et W =())) ().

Il y a une fagon naturelle de grouper en paires les parenthéses ouvrantes
et fermantes en respectant la régle classique de parenthésage. Dans tout
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mot W, certaines parenthéses seront appariées et d’autres non. Dans notre
exemple, W, = ()) ) (), les deux premiéres parenthéses sont appariées, ainsi
que les deux derniéres; les deux du milieu ne sont par contre pas appariées.
Le sous-mot de tout w,. constitué des parenthéses non appariées doit étre de

la forme ))---) (- ( (-

Proposition B.1 [/9, Proposition 5] Un tableau T = (1y,T5,...,T;) €
CT o est un tableau de Young strictement croissant sur les lignes, T € YT, si
et seulement si il n’y a pas de parenthéses droites non appariées dans .
pour tout 1 <7 <[ 11.

T; Ty

Remarquons ici que si &« = (aq, @9, ..., ;) n’est pas une partition, c’est-
a-dire oy < 41 pour un 1 <4 <[ .11, alors nécessairement {U\TisTi+1 contient
plus de parenthéses droites que de parenthéses gauches et certaines d’entre
elles ne pourront étre appariées, donc aucun des tableaux T € CT,, ne peut
étre un tableau de Young strictement croissant sur les colonnes.

Reprenons la construction de notre involution similaire & celle de [49]

pour X' = (A}, A}). Posons
A=CT (xap) UCT (v 11x 41)-

L’involution est une application W: A — A définie de la fagon suivante. Pre-
nons un T € CT (4, a,) C A et considérons w,.. Le sous-mot des parenthéses
non appariées contient r > 0 parenthéses droites suivies de [ > 0 parenthéses
gauches. Nous avons de plus que I L r = a1 L as.

e Sir =0, alors T € T\ CCTy et nous définissons ¥(T) = T.

eSil>r >0, alors T € CTy \ YT, et nous deéfinissons ¥(T) = T' €
CT (x, 11,1, +1), I'unique tableau tel que w,, = w, et w,, est obtenu & partir
de W, en remplagant les I L+ 1 parenthéses gauches non appariées les plus
a gauche par des parenthéses droites.

o Sir > alors T € CT (x,11,x,41) et nous définissons U(T) = T' € CT x \
YT, 'unique tableau tel que w,, = w,, et @w_, est obtenu a partir de @.,. en
remplacant les r L [ 1 1 parenthéses droites non appariées les plus & droite
par des parenthéses gauches.

Maintenant dans le cas général, [ > 2, posons

A= U CT o(N+6,) L6,

0€ES;

Pour T € CT, C A, le vecteur a caractérise complétement la permutation
o € 8 tel que « = (N 4+ 0;) L §;. En particulier « est une partition si et
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seulement si ¢ = Id. Nous lisons les lignes de T de la gauche vers la droite
et de bas en haut. Nous trouvons ainsi le premier couple de cases du réseau
carré (i,7) et (i +1,7) tel que

T(i,j) >T(i+1,7) ou  [(i,)) & La et (i +1,5) € La].

e S’il n’y a pas de tel couple, alors nécessairement T € YT, C CT » et nous
définissons U(T) = T.
e Si nous trouvons un tel couple, alors T € CT, C A\ YT,. Nous définissons
U(T)=T €CTs C A\ YT, ou T' est obtenu a partir de T en appliquant
la procédure ci-dessus aux deux colonnes Tjy1,7T;12. Par construction, si
a = o(N+0;) L, alors f = ot;(N+0;) Ld;, ot nous notons #; la transposition
(4,14 1).

Le fait que W définit bien une involution est traitée dans plusieurs articles,
notamment dans [49], section 3. Donnons un exemple concret. Pour

8 8 10

6 | 10 6 9

50819 5 7

4 7 3 4 8 3
T = ,nous avons  ¥(T) =

Le couple (0,1) et (0,2) est le premier ou 7'(0,1) > T(0,2). Nous appli-
quons alors 'involution aux deux dernieres colonnes. Nous avons ici w,, ,, =
378910 et wy, ., =) (()(. Il y a donc r = 1 parenthése droite non appa-
riée suivie de [ = 2 parenthéses gauches non appariées. Nous devons changer
[ L r+1 =2 parenthéses non appariées gauches en parenthéses droites. D’ou
@Tg,Tg =)) () ). Ceci déplace les étiquettes 7 et 10 de la deuxiéme dans la
troisiéme colonne.

Preuve (du Théoréme 3.17). Nous revenons au calcul de (B.6) en utilisant

la notation introduite:

S\OX)AL(X,Y) = > sgn(o)e(L, dr(L))0(T, L) Agy (1) (X, Y).
TECTO.(/\I_H;I),SZ CA

L’involution construite ci-dessus associe le terme dans la somme corres-
pondant & T € CT s(x45)15 C A\ YT\ avec celui correspondant & T €
CT ot;(n+6)Ls, C A\ YTy Il est clair que sgn(o) = Lsgn(ot;) et op(L) =
OT'(L) car les deux tableaux T et T' ont le méme ensemble d’étiquettes,
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d’ou en particulier: e(L,dr(L)) = e(L,dr (L)) . 1l suffit alors de montrer
que

6(T,L) = 6(T’, L) (B.7)

pour obtenir le Théoréme 3.17. En effet; & ce moment-1a, tous les termes
de A\ Y7, vont s’annuler et il ne reste que les termes de T, avec le bon
coefficient.

Pour établir (B.7) nous devons montrer que si € (T, L) est non nul, alors
€'(T’, L) est non nul ; dans ce cas ils sont alors nécessairement tous les deux
égaux a 1. De (B.5) on tire

0(T, L) = 0((Th, Ty, ..., Th), L) = 7(OT(L)) - -- 7(0r;_, O3 (L)) 7(07, (L))

De facon analogue, (T, L) = 0((T1, Ty, ..., T; |, T} 5, ..., T}), L) pour un
0<i<Il1l1.Si6(T,L)#0,alors 7(dr, ---0T;(L)) = 1 pour tout 1 < k < 1.

Pour 1 <k <14+ 1, nous avons clairement :
T(aTk T 8Ti+18Ti+2 T 8T1(L)) = 7-(8T1c T 8Ti’+18Ti’_|_2 T 8T1 (L))

Pour i + 3 < k <, les termes correspondant dans 6(T,L) et O(T', L) sont
les mémes. Posons L = Or,,, -+~ 0r,_,0r,(L), pour prouver I'égalité (B.7), il
suffit de montrer maintenant que

T(aTi+2 (i’)) =1 et T(aTi-H 8Ti+2 (i’)) =1 = 7—(aT-’

i+2

(L) =1
(B.8)

pour tout L tel que 7(L) = 1.

Soit 8 = ot;(N +§;) L d;, la forme de T. Supposons que 7'(8Tiz+2(l~})) =0.
Ceci implique qu’il y a une étiquette 1 < k = T'(i 4+ 2,7) < n telle que
(pr>ar) € Let (prir,qein) = (pe L1,qp) € L, mais k L1 #T'(i +2,5 1 1)
n’est pas une étiquette de Tj,, (on explicite ainsi la condition de collision
des cases). Maintenant comme T(8Ti+18Ti+2(I~/)) = 1 nous avons nécessaire-
ment que k et k L 1 sont des étiquettes de T;11,T;49. Ceci implique que
kE L1 est une étiquette de Tj, ;. Ceci implique aussi que k n’est pas une
étiquette de Ti'Jrl car on ne peut pas avoir deux étiquettes k et une seule
k L 1 puisque sinon 7(dr.,,dr,,(L)) = 0. Ceci entraine que k L 1 et k sont

des lettres de w,, ., de multiplicité un, que k£ L 1 est dans la colonne
i+1" 42

Tj,, et que k est dans la colonne T; ,. Elles sont donc consécutives dans

le mot w et sont appariées dans o . Ceci implique alors que

! !
i+t1ti42 Tip1Tiqo
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T;1o dans W(T') = T contient ’étiquette k£ mais pas k L 1 et par conséquent
7(01;,,(L)) = 0, ce qui est contraire & ’hypothese. La preuve est ainsi com-

plete. |

Remarque B.2 Etant donné un diagramme L et un tableau strictement
croissant sur les lignes T' € YT,, nous avons que §(7T, L) = 1 précisément
quand on peut déplacer les cases de L d’un pas vers le bas, en lisant T
colonne par colonne, de la droite vers la gauche, sans collision de cases.

Corollaire B.3 Pour hi(X) = s, (X), nous avons

he@X)AL(X,Y) = Y €L, 0y - 0y, (L)0((in, .. ,ik), L) Ag

1< <o <---<ip<n

i, (1) XY).

i

Le Corollaire B.3 est équivalent a la Proposition 3.14. En effet, la seule
facon d’avoir que 6((i1,... ,ix),L) # 0 correspond a des cases iy, ..., qui
descendent dans des trous. On peut voir cela comme des trous qui montent.
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ax(s), 19
as,(i,7), 130
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Bf i (X), 126
B, i;j(X), 98
By, 97

Xp, 144
cuw(g,t), 91
ck,(g,1), 123
ch, 146

CZy., 20

CTa, 150
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Oz, 12
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Ory 18
Ap(X,Y), 11
AL (X, V), 11
Ap, 112
Ar(X), 37, 96
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dyjij: 98
dy(XP), 30
D, 135

D, 112
DH,,, 138
Dy, Dy, 90
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er, 15
Fui(M), 22
Fr(z;q,), 22
grJ, 31
grRy, 31
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GL(V), 143
h(P), 31
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hx(g;t), h\(g.t), 19
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163
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inv(W), 45
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If;, 119
IF(X), 127
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T, 40
Tn(X), 40
Tp, 40
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Ix(z5q,t), 19
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Ky, 20
Kyu(t), 20
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A, 14
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I(p), 10
Ix(s), 19
Ls[P], 1
Ls[P], 1
Lo, 30
Lp, 112
LM(P), 50
pt, 130
p+ [ig], 130
p/ij, 90
up, 135
pk, 135
ba, 124
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my, 13
mr(X,Y), 35
M, (X), 123
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M 134
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M (X), 37
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v, 138
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P(d), 12
x;t), 21
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), 121
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Pul
Pul
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Ty, 97
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Index

A

annulateur
idéal, 36, 40, 49
polynéme, 40
anti-bras, 130
anti-jambe, 130
anti-ombre, 130
Artin, base de, 59

B

bras, 19, 44
C

cone, 42

caractére d’une représentation, 144
case, 9
Cohen-Macaulay, variété de, 27
coin extérieur, 132
conjecture

(n+1)"1 138

C=H, 23

de rotation, 140

n!, 12

MPK, 19

D

déterminant d’un diagramme, 11
dessin, 69

complétude d’un, 81

descendant d'un, 80

fils d'un, 80

forme d’un, 69

mondme associé & un, 71
diagonale, action, 21
diagramme, 9
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dominant, monoéme, 50
dominant, ordre, 18
droit, diagramme, 135
droite, case, 124

E

équerre, 41, 68
étiquetée, 45
généralisée, 48
espace associé & un diagramme, 12
étiquette, 20
expulsion
polynoémes de, 43
principe de, 24, 42, 43

F

Ferrers, diagramme de, 10

flip, 70

fonction symétrique, 15
élémentaire, 15, 53
homogeéne, 15, 56
monomiale, 14
partielle, 58

Frobenius
caractéristique de, 22, 146
formule des caractéres de, 147

G

géomeétrie algébrique, 26
Garnir, polynomes de, 37
gauche
case, 135
diagramme, 124
Grobner, base de, 49, 50, 67, 79
réduite, 50
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grain, 130
H
harmonique

d’une orbite, 32

diagonal, 138
Hilbert

série de, 22

schéma de, 26

I

inversion, 45

J
jambe, 44
K

Kostka, nombres de, 20
Kostka-Foulkes, polynomes de, 20

Kostka-Macdonald, polynomes de, 18,

19

M

Macdonald, polynémes de, 17
MLRR, propriété, 111
monomiale, base, 49
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ombre, 90
opérateurs de dérivation, 12
orbite, 31
ordre lexicographique de N x N, 11
ordre monomial, 49
lexicographique, 50
lexicographique inverse, 50
en deux alphabets, 76
gradué, 50

P

parenthésage, 151

partition, 10
conjuguée, 10
grainée, 130

longueur d’une, 10

trouée, 90

R

réseau carré, 9

représentation
de §,,, 146
degré d’une, 144
espace de, 144
irréductible, 144
linéaire, 21, 143
réguliére, 32, 144
semblable, 144

S
sauts, opérateur de, 51, 53
Schur

fonction de, 17

gauche, 116

INDEX

opérateur différentiel de, 57, 149

polynoéme de, 16

somme de puissances, 15, 52

sommet d’un cone, 42

symétrique, polynoéme, 13

monomial, 13

T

tableau, 20
de Young, 20
injectif, 20

poids d’un, 20

polynéme d’un, 96

standard, 20, 23

superstandard, 39
Tanisaki, idéal de, 68
trou, 90

U

unie, colonne, 70
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Vandermonde, déterminant de, 11
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